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VI AYANT-PROPOS
et Ton aura les systèmes de valeurs correspondantes dx^s^aj dx^=a^^ etc., dy=r^, dy=p, , etc., en nombres infinis, qui tous satisferont à l'équation (1).
Mais outre ces systèmes de quantités finies, et différentes de zéro, on a encore le système
ifa = 0, dy=0, qui satisfait pareillement à Téquation (f ).
Le calcul différentiel , en tant qu'il s'applique aux fonctions d'une seule variable, telle que y^fx, a pour objet de chercher, par des
dy règles sûres, la valeur déterminée fx, du rapport — , et d'en déduire la valeur indéternunée de dy, correspondante à une valeur de dx, prise arbitrairement.
Mais on a évidemment :
d^ donc quand on connaîtra la valeur fx du rapport -^ , correspondante au système de valeurs dx = 0, ifysO, on connaîtra Clément ce rapport pour tous les autres systèmes de valeurs correspondantes de dxjdy.
Nous chercherons dans cet ouvrage la valeur de Tx, pour les diverses sortes de fonctions, en faisant constamment dx==0, dy=^Q. Quand nous aurons trouvé, dans ceue hypothèse, la valeur fx,
nous rendrons à -p-, par la pensée, sa signification propre, et aux
différentielles dZjdy^Vx^dx, leurs valeurs multiples. Soit, par
exemple, y — x*; on aura (x+ifa)* — x* = 2x«cir-|-dx«. dix étant
dy quelconque, on fera d|y=s2xdx, ~.ssss2x. Mais si dans l'exprès-
{x+dxY X*
sion , ■ ssSx-fdix, nous faisons dx—0 , d'où dy^G ,
dx
du nous obtiendrons fx<=2x; on a donc aussi ^ "* 9te , quelques
dx
soient dx et dy.
Quoique dxeidy aient, dans nos calculs, constamment zéro pour
valeurs, cette hypothèse n*empéchera pas que ces calculs ne puis-
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sent se faire algébriquement entre les signes dx,dy9 puisqu*ils n'auront lieu que par indications d'opération ; et que des opérations purement algébriques , telles que rfx-{-dy=0+ 0, dx— rfy=0— 0,
dy da; • (fy s= • , -r- = ^ ^ etc. , pourront toujours s'effectuer • dx
Le principal avantage attaché à cette méthode consiste en ce que
dy nous obtiendrons les valeurs de -7-, et de dy, par une règle sim-
dx
pie et uniforme* De plus, nous n'aurons besoin de recourir ni au binôme de Newton^ ni aux*; autres développements en séries , et les notions de l'Algèbre la plus élémentaire nous sujQBront. On pourrait même se passer des développements de sin (adr6), cos(adb6), comme on le fait voir dans une note, placée à la fin de cet ouvrage.
Soient y = f«, et -~«=^ a " ^ '^ plupart des appli-
cations du calcul différentiel conduisent à des équations de la forme ^+Ax.T=*x+Ax.Q, (2)
— 9 et 9X étant indépendants de Ax. On pourrait donc conclure
^ dy
immédiatement -^ = fx, (3) ,dy eidx étant quelconques. Néan-
dx moins nous déduirons constamment l'équation (3) de l'équation (3), en posant dans celle-ci /^x^dx^Oj ee qui donnera aussi Ay °»
dy^Q, et -^^g^^rx. Ceci est permis d'après les considéra-
dx lions qui précèdent, et ce procédé aura l'avantage de déduire l'équation (9) de l'équation (3) par un calcul uniforme, savoir en posant Axs=0, ce qui fera disparaître les termes en P et en Q. Remarquons encore qu'en désignant par X| Tune quelconque des
valeurs comprises depuis x jusqu'à x-^^x, le rapport ^ , qui
est évidemment soumis à une loi, a cause de l'équation primitive
2^ as fx , sera une fonction de x, , et 1 on pourra écrire — = yx, .
Cette valeur yxt , différera en général selon les valeurs de x. , et parmi toutes ces valeurs différentes de rx,, correspondantes aux valeurs de X4 comprises dans l'intervalle de x à x-j-A« , il y en aura une qui sera la plus grande de toutes, et une autre qui en sera la plus petite.
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Donnons maintenant un aperçu des diverses définitions qu'ont donné les auteurs des différentielles dx et dy.
Méthode d*Euler.
Euler fait cfe=0, rfv = 0, ce qui est exacte, mais n'est pas suffisant, car dx et dy ont des valeurs quelconques.
Méthode DES Limites (de d'Alembert^ L'Huillier, Cauchy, etc.)
Dans cette méthode on a :
dy ^jjjj^. t(x-^Ax) — tx dx Aa?
=rlim[rx + Aa:-P]
Donc cette équation suppose aussi que Ton ait ^x=(fa; = 0, et parlant rfy=0.
Méthode infinitésimale (de Leibnitz^ etc.)
Leibnitz regarde dx comme un infiniment petit constant , dy comme un infiniment petit variable. Qu'est-ce qu'un infiniment petit? On ne le sait pas ; seulement on dit qu'il y a des infiniment petits de divers ordres ; et que les infiniment petits d'ordres supérieurs disparaissent vis-à-vis des infiniment petits d'ordres inférieurs. Dans ce
dv système on écrit-t^ = ra; + (fa:«P= fa:. Cette équation est absurde , puisque dx n'est pas nul , quoique infiniment petit. L'équation f'a;4-rf3c-P = fa:, n'est pas même vraie approximativement , car fx doit èire une valeur exacte.
Méthode des évanouissants.
Quelques auteurs considèrent dx et dy comme des quantités non nulles^ mais prises au moment où elles s'évanouissent. Cette Méthode ne diffère que de nom de la Méthode des infiniment petits^ et se prête aux mêmes objections.
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Méthode des dérivations (de Lagrange).
Eagrange désigne par y' la quantité -7^ ; il dit que y' est tou-
jours une quantité finie, et apprend à la former dans chaque cas , ainsi que les dérivées supérieures , en les considérant comme les coefficients du développement de f(x-[*A]. Cet auteur ne définit nulle part la valeur de dx, ei par conséquent on ignore également ce que c'est que dy. Poussé par le besoin , il regarde^ par ci par là, dx comme une grandeur plus petite que toute grandeur donnée ; mais alors dx est nul , car zéro jouit seul de la propriété d'être plus petit que toute grandeur donnée.
Méthode des fluxions (de Newton).
Newton, guidé par des considéralions de mouvement, trouve
^ =f'x. +dx-P=Fx.
dx '
Il représente (£r par la lettre 0, et est obligé de descendre jusqu'à la dernière raison , pour faire disparaître dr-P, c'est-à-dire décrire
Iim.[rx + dx.P] = fx; ce qui suppose dx=0. Newton nomme fluxion la quantité Vx, et il appelle moment la différentielle dy; la fonction primitive y=ifx, a reçu de lui le nom de fluente.
L'on voit donc, qu'en résumé^ ces diverses méthodes se réduisent à deux conceptions principales : à la définition d'Euler , savoir c/j/=0 , (fa:=s , et à la méthode des infiniment petits , qui se sert dans ses déductions d'un principe absurde.
Méthode de M. Lamarle. {Essai sur les principes fondamentaux de l'analyse transcendante. Liège, chez M'. Dessain, 1842).
D'après cette Méthode, le rapport =^ se partage en deux par-
lies : la première, indépendante de A^; qu'on désigne par fx^ et la seconde variant avec A^ ; ^^ qu'on^ représente par j/. On a donc
PRÉFACE
J'ai léché de rendre ces élémenis indépendants de la mélbode des fluxions, des infiniment petits, des évanouissants, de celles des dérivations et des limites. On sait, en effet, qu'aucune de ces méthodes ne satisfait complètement I*esprit : les unes donnenl des ré^ sultats contradictoires, les autres manquent de rigueur, ou reposent sur des raisonnements vagues, et conduisent à des calculs longs et prolixes.
Celle que fai adoptée, et que je r^rde comme la seule méthode vraie, a le double avantage de donner au Calcul différentiel Tévidence de l'Algèbre, et de conduire aux résultats par la voie la plus facile, la plus simple et la plus courte. Développer davantage tout ceci serait long et prématcrré, c'est à la lecture de ^ouvrage d'en amener la conviction « J'ai préféré donner dès à présent , le résumé des formules dans lesquelles les Calculs différentiel et intégral sont concentrés, afin que le lecteur instruit saisisse le véritable esprit de ces calculs , et que l'élève sache quels sont les principes auxquels il doit le plus s'attacher, comme constituant la base de tout rédifice.
Ay = {{x + /s.x)—tx
2 Ay^ t(x+/ix)—{x
Le calcul différentiel s'occupe à déterminer la valeur de— ^
^ àx
quand on pose A3^=0, après le développement de f(x-\-j^x) — (x.
Pour désigner qu'après ce développement , il faut faire A^^^O, on change, avant le développement, ^ en d, on développe, puis on réduit; ces opérations sont indiquées par la formule
ç- dy^f(x+dx) — fx dx dx
Donc, le calcul différentiel a pour objet de chercher la valeur de
—, et d'en déduire celle de dy. On nomme coefficient différentiel
dx ^y
l'expression --— ; ce rapport a , en général , une valeur différente dx
de zéro, que l'on désigne par fxy et qu'on nomme la dérivée de fx. On appelle dy et dx respectivement les différentielles de x et de y. Ces différentielles ont une valeur nominale, et une valeur réelle, celle-ci est donnée par les relations
( dy = 0.
La valeur nominale consiste dans les notations dx, dy, savoir : ^ r dx«»dx, ( dy=fxdx.
Celle-ci est nécessaire pour indiquer l'opération par laquelle on trouve Vx, et pour remonter de dy — dfx=srxrfx, à la fonction primitive y^îx.
Les formules fondamentales du calcul différentiel sont de trois
espèces, savoir : 1" Formules pour le développement de -=2,, /^x restant quelconque ; A^
2*» Formules pour le développement de û^ , Aa; devant être égalé à zéro après le développement ,• ^^
y Formules qui se rapportent à la réduction des valeurs de --F-» et de dy après le développement de f(x-|-clx) — fx.
Formides pour le développemeni dè^ , /^x restant quelconque. 6. ^=f(x+«A*), 0<«<1.
Mais ^x=rx=--, donc
ax
S^-^ + Ax*Çx.
On peut concevoir ^x assez petit pour que Ton ait g ( ^x + Aac*|x>0, quand ^x>0, ( ^x+Aa:*Çx<0, quand ?x<^0.
FORMULSS POUR LB DÉVELOPPEMENT DE -^ , OU DE
dx àx
Ax DEVENANT ZÉRO ÂPRES LE DÉVELOPPEMENT.
a) Formules pour le coefficient différentiel. (On change dans 8, A en d).
Remarque. Comme dîx^^dx^Vx, on peut poser dœ*§x^d\l/x.
*?.— ra?-+-(/x*|x, dy dfx
6) Formules pour la différentielle. (On chasse dans 10 ^ le dénominateur dx).
dysssPxdx-^-dx^ jx , 11. ^ dy = dy + dx'^x, dy = dfx-{-#x.
c) Formule pour la comparaison.
i L'équation^ +A«*§a?« -^ +A«*^a?, entraîne la suivante ±=^.
d» dx
FORMULES POUR LA RÉDUCTION APAÉS LE DÉVELOPPEMEFIT IMMÉDIAT DE f{30'\'dx)*--fx.
a) Formules de réduction pour le coefficient différentiel Px+dx*^x=Pxy
'^' } dx * ■ dx ^
dix , , , dix
b) Formules de réduction pour la différentielle.
IVx dx + *r«ê« s» i'xdx , dy+dx^^X'=^dy,
RÈGLE GÉNÉRALE POUR LA FORMATION DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES
a) Pour les dérivées.
^ ^ Px+dx.èx,
«Par.
RÈGLE. On développe f(x + dx)— fx, on divise par dx, on supprime les termes multipliés par dx« 6) Pour la différentielle.
dy^dix^Vxdx-^rdx^^^Xf ,7 ; ^Pxdx
dy = dfo + rf(rf»P^) >
==rffo.
!'• RÈGLE. On développe f(x+dx) — fx, on supprime les termes mvMpliés par d%*y ou les termes qui sont les différentielles de différentielles.
2* RÈGLE. On multiplie la dérivée par dx.
Remarque. De
( dy=dfaî — f(x-|-rfir) — fx, on déduit i {{x^dx)^fx + drcs.
RÈGLE. La fonction vatiée f(x-l-dx) est égale à la fonction primitive, plus sa différentieUe.
RÉSUMÉ DES FORMULES FONDAMENTALES DU CALCUL INTÉGRAL
Formules pour les intégrales définies.
Si dans
dx dx
!• on pose p— 1,2, 3, ...,n— 1, n, 2* on ajoute les équations résuhantes , S"" on ehasse le dénominateur dx , 4* on fait ndx»A, n — 1 •dx^z^h-^dx^^^hy on obtient :
/f(a?+A)— fir=dlrjra?+f'(«+*»)+^(«+2(fa)+...
f («+A)— f«=^dfa?+df(«+dx)+df(a:+2dx) + ...
^ 4-df(x+/0. (/3
iV«(alKMi«. (a) Si dans dixj on change x en âp^ x-fc/x^x-j- 2dX; ... x+A, valeurs comprises entre les limites x^ x+A^ on obtient ifi. La somme {fi peut donc être représentée par le signe sommatoire
Donc :
(b). c désignant une constante arbitraire, on a : 2f. ir(x^h)+c] — [{x+ c] = f{x+h)—{x.
Soit; pour abréger 9
«+» «+* xr¥h »+*
i^.J}xdx=J^dfx—Jd(fx + c)^ [fx +cl»f(x+A)-.fx.
Formule pour l'intégration indéfinie.
Si dans 22) on fait abstraction des limites x,x + h, on a :
23). fPxdx=./d{x^fd(fx+ c) = fx 4- c.
Donc les signes f ti d indiquent des opérations qui se neutra* lisent, f est donc non-seulement un signe de sommation , mais aussi un signe d^intégration j opération par laquelle on remonte de la différentielle à la fonction primitive. 23) Renferme la règle générale de l'intégration :
Règle. Mettez fxdx sous la forme dfx, supprimez la lettre d, ajoutez une constante arbitraire :
La formule 22) renferme la règle pour la sommation, ou l'intégration définie :
Rê«lb. Formez l'intégrale indéfinie , mettez pour x successivement les limites supérieure et inférieure ^ retranchez le second résultat du premier.
PRINCIPES ET NOTIONS PRÉLIMINAIRES
Les grandeurs qui forment l'objet des Mathématiques sont les corps ^ les forces et la durée* On mesure les grandeurs, en les sous-dîvisant en parties égaies y appelées unités. Les grandeurs mesurées se nomment des nombres.
Les nombres sont abstraits lorsqu'ils expriment les rapports géométriques des grandeurs à leurs unités ; et en multipliant un nombre abstrait par son unité concrète j il devient lui-même concret.
Les nombres sont spéciaux quand la quotité des unités, qui les composent, est déterminée; ils sont, au contraire , généraux quand cette quotité reste quelconque.
Les nombres généraux se nomment des quantités.
Les nombres et les quantités sont les éléments sur lesquels s'exercent les calculs.
Le résultat d'un calcul numérique est un nombre, ou un fait, tandis que celui d'un calcul entre quantités , est une formule, ou une loi.
Les quantités sont variables ou constantes ; eelles-ci ne changent jamais de valeur. Les quantités constantes forment l'objet de l'Algèbre , tandis que les quantités variables sont du domaine de l'analyse supérieure. Tous les calculs analytiques ont pour objet
la formation, la transformation et la comparaison (égalité, iné^ galité,)de formules ^ et ne sauraient consister en autre chose. H en est de même de la Géométrie. Cette science ^ qui a pour objet l'étude des corps , considérés comme étendue , et par conséquent des surfaces , des lignes et du point ^ se rapporte uniquement à la formation^ à la transformation, eC à la comparaison ( égalité > inéga-^ lilé, ) des grandeurs d'espaces et de leurs rapports.
Lorsqu'une quantité peut varier arbitrairement , on la nomme une variable indépetidante ; mais quand ses variations sont déterminées par celles d'une autre variable , elle ^e nomme une vî^-iabie dépendante y ou une fonction de l'autre variable.
Le mot fonction est ordinairement remplacé par Tune des lettres f, F, fj yp, %, t, Ç, etc.
Une fonction peut se composer de une ou de plusieurs variables ^ telles que
j/==fx, z—î{x,y), n^{[x,y,z)y etc.
Les variables sous le signe de la fonction , peuvent d'ailleurs être des variables indépendantes ou dépendantes.
Les fonctions se partagent en fonctions implicites et explicites^ Lorsque l'équation {[xyy,z)==^0 y n'est pas résolue par rapport à z j on dit que z est une fonction implicite de a; et de y. Mais, si en résolvant cette équation , on trouve
Z'^fixyy) on dit que z est une fonction explicite de x et de y : il en est de même des fonctions de plus de deux variables.
L'on voit par là , que les fonctions implicites sont des formules telles que
f(a^)» ^3c,y), $(aî,!/,5r), etc.,
tandis que les fonctions implicites répondent à des équations ,
ç(x)=0, ï^(a,y)«0, f(«,y,z)t=:0, eic-
Lorsqu'on a plusieurs équations simultanées, par exemple,
ft(x,y,...ti?)«0, f,(a?,î/,..,u))=0, ... f«(a?,y, ..*w)) = 0,
au nombre de m , entre n>m variables , si elles ne contiennent que n — m variables indépendantes, les autres, dont le nombre est n — (n — m) ou w, seront les variables dépendantes ou prineipales ; leur nombre est alors toujours égal à celui des équations.
Les fonctions sont continues ou discontinues, y'=^fxt sera une fonction continue dexesUy k x=sby 6^a, si y conserve toujours
une valeur unique pour toutes les valeurs possibles de x y depuis x=^ay jusqu'à .r=6.
La même fonction sera discontinue pour une valeur x^s^, prise entre a et 6 , si, en fesant 5=0, après le développement des fonctions f (« — «), f («+«), on trouve deux valeurs différentes, ou bien, si la différence
f(«-0 — f(« + n'est pas nulle quand on fait s^Q après le développement.
En géométrie y = fa: ou f(x , y) « , exprime une courbe plane , dont x est Tabscisse et y Tordonnée. De mémo, z^{{xyy) ou f(a?,y,z)=0, est l'équation d'une surface ; x,y, z sont les coordonnées de Tun quelconque de ses points.
Soit A^; là quantité quelconque dont x varie, nous désigne* rons par ^y la variation correspondante de 2/=r(x). La fonction variée sera alors
et l'on aura Aî/ ==" f (^+ A^) — ^ ^•
Donc, la variation d'une fonction s'obtient en rçtranchant la fonction primitive de la fonction variée.
1" Théorème.
En supposant que la fonction y===fx ne cesse pas d'être continue j pendant que x varie d'une manière continue depuis x = x jusqu'à X — X + Ax, /e dis que l'on aura généralement
a étant une fraction proprement dite indéterminée. Démonstration. Soient ^ a la plus grande, fb h plus petite des valeurs qu'acquiert le rapport -^ , pendant que x varie de x=:x à a;=sx-l-Ax, on aura
Or , toute quantité continue qui passe du négatif au positif , devient zéro dans l'intervalle; il^ existe par conséquent entre x^^x et x=a: + Ait une valeur x =c, pour laquelle on a :
Aa; '
Mais en supposant que a représente une fraction indéterminée comprise entre et i , on pourra poser évidemment c=a;-j-â5Ax,
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ce qui fera changer réqualion précédente, en celle-ci :
Corollaire, Soit a j/=y(x-j-aAx) — fx; en désignant par a^ une fraction quelconque plus petite que l'unité , différente de la fraction a, on aura pareillement :
A^*^ Âï =<Pi{x + ^,àx). [)
2« Théohême.
Le rapport -^ est équivalent à une somme de deux termes dont
le premier ne s'évanouit pas avec a x , ef dont le second renferme l'accroissement Ax comme facteur.
Démonst. Je dis que le rapport — est de la forme
-£^ = fX + ÈX'^x.
n f/ \ A \ f l f(x + ^x)'-îx Car on a f(x-j- A^V-»^ i -^ • A a:.
= fa:+?(a;+«Aaî)* A^p.
= far+px Aa:+ ?)i(x+«4A x)- A^' i donc Ag ^ "" ^« +f i(ap+^4 Aa?) • Aa:-
Posons , pour abréger, §x «fiC^+^iA^); on aura : •£ = fx+^x^j\x.
Rem. L'équation précédente , provenant d'une identité , aura lieu quelque soient a? et fx, réels ou imaginaires, pourvu que la fonction f x reste continue dans l'intervalle des variations de x.
Coroll. l . Désignons par ^ ce que devient le rapport ^ ,
quand on pose ^x=0 après le développement, c'est-à-dire posons
{*) fim et fin ëtant la plus grande et la plus petite valeur qu'acquiert le A«' rapport — dans l'intervalle àe x h, x-\'Axt on a, comme ci-dessus : àx
At/' Ay'
— -fim<0,— -f.n>0.
Il existe donc une valeur p==x-\-aiàx, 0<«i <1 , telle que Ton ait : Ax
— ss fx , on pourra écrire l'équation précédente de cette ma- De plus y si nous rcpréscrilons f x par Vx , on aura
et ^ = rx + ?;r. Ax. (2
Le rapport —, dont la valeur est Par, se nomme coefficient différentiel de y = fa: , et Vx se nomme la dérivée de la même fonction.
Coroll. 2. Désignons par ^■^^ ce que devient le rapport ^'
lorsqu'on y pose A^=0 après le développement, il est clair que Donc , on obtient la valeur de t^\ si dans le rapport -£ ,
on change A ^n ^*
Mais en changeant /\ end, Féquation (I devient
doù Ton conclut dx=Oy ^x étant supposé Uni.
Rem. j^ = f'^ donne dy^=^i'x*dx=d{x.
Donc si f'x n'est pas de la forme 5, on aura aussi dy=^0. dx et dy se nomment respectivement les différentielles de la variable et de sa fonction.
CorolL 5. Comme on a
Ay = {(xi-^x)^[x, on aura pareillement
dy=t(x + dx) — fx = d(x={'xdx.
f(x-{-{fx) se nomme la fonction variée, et fa: la fonction primitive. Donc , la différentielle d'une fonction est la différence entre la fonction variée, et la fonction primitive*
CorolU i. Si pour a:=^, Texpression f(pc-\'dx) — fx a uoe valeur A; différente de zéro, la fonction fx cessera d'être continue pour a: = a ; donc si le rapport
^==rx = £M:i±l£î est de la forme
dx dx
_? = rx=-— =:.-■, la fonction f x sera discontinue en
dx dx ^
CorolL 5. La fonction fX, que nous désignerons dorénavant par PXf peut être nulle, une quantité constante, une fonction continue de ar, ou telle, qu'en y posant x=s« , on obtienne f(^)'=h'
Le calcul différentiel a pour objet de former les rapports que nous avons désigné ci-dessus par
(^ ou ^ ou Px,
et d'en déduire la différentielle de la fonction désignée par les notations dy, dfx, fxdx.
Ce calcul repose sur une règle unique, savoir :
RÈGLE FONDAMENTALE
Pour trouver la dérivée d'une fonction
y = f X , il faut
1® Changer x en x + dx, retrancher de la f onction variée f(x4-dx) la fonction primitive fx, et
2° Supprimer tous les termes du quotient qui ont dx pour facteur.
Démonst. Car on a
Coroll. ^. Comme on a dfx = fx.dx, il est clair que Ion pourra poser également ^x*dx=d\ljx , et Ion aura par conséquent fa: + d'^x = rx.
Coroll. 2. Comme on a
dy =f (x + efx) — fx = Pxrfx -|- §X(/x>=f'xrfx , l'on voit que la différentielle d'une fonction s'obtient en diongcant
— iù —
X en x+dx, en retranchant de la fonction variée , la fonction primitive, etf en svpprimant dans le résultat les termes qui ont d\* pour facteur.
Gomme on peut poser ^x*dx=:d\l^x^ il est clair que Ton pourra écrire {^x*dx)dx = d{d}^x) = èi^^x ;
OD aura alprs, par l'équation ci-dessus
Vxdx'{-^x*dx''^=Pxdx , la suivante: dfa: + cf»;//x = df«.
CorolL 3. La différentielle d'une fonction s'obtient encore en multipliant sa dérivée par dx. Car on a :
dy=Px*dx ou d(xssfx*dx.
CorolL 4. De l'équation rfy=f(a? + d«) — îx^dfx, on tire encore : f (x -j- dx) = f a? -}- d îx ;
c'est-à-dire 5 la fonction variée est toujours égale à la fonction primitive y plus la différentielle de celle-ci.
Lemmb. n étant un nombre entier et positif, je dis que Von aura :
Démonst. Soit a >5 , on a :
_- =a»+an-lô + ...4.ain-i + ô»<(« + l)a*,
d'où: [«-(n + l)(a--5)]û»<5«+i. (i)
1® Soient a=l-f — , ôrsl-j--— ^ la condition a>b sera remplie, etTéquation (1) donnera :
Pour n = l,2,3,... on trowe
2® Soient a= - — , ô = l, n=imf la condition a>b sera remplie, et Vé-
quation (1) donnera
On a donc aussi, par (2), (I + — )"»a-l<4. (4)
2m — 1 Les formules (3) et (4) donnent par conséquent
CoroU, Ces formules font voir que l'expression (1 -| )* , toujours comprise
entre 2 et 4 , croît avec n , et doit approcher indi^finiment d'une constante qui répond à n = i
Nous désignerons par e cette constante, et nous tLouvorous plus tard qu'elle
a pour valeur e = l+l+-~ +^ + etc. = 2,7182818... ; c'est la bas»
des logarithmes nëpdriens. On peut donc poser (1 -|- — )° ^ e + — «P.
3^ Théorème.
En désignant par e la base des logarithmes népériens ou fa
constante l + l+--^4- _J_ 4. ... == 2,7182818... , ■ 1-2 1-2.3
je dis que l'on aura 1 + dy = e*^^ , 1 4- fzi\\ == (1+ dy)^,
fi étant un nombre queUonqtw fini.
Démons. Sioît — «» Aj^; on a, par le corollaire du^lemme pr^c^dent ' n
Mais %uaiid nsee^ , on a ^~s» dy ^ donc la ibrinufe précédente devient:
donc e^^i' =a t + rfy , donc c*^ = 1 + rfar.
On a 9 en posant dy == (Ados :
ef^^=l^fidx; mais e^'^= (1 + c/x)'*, dotic (l+dx>»=»l-hAtrfar; donc (l + dyy'= I + A*c/y. Coro//. Soit A« = 6log.a, a=c*®8a^ on aura
e^^s^'^ = l^ bhçx; a.dx , ou a*^ = 1+& logf/.rfx/, pour 6=1 , on a r a*" = f + log a»dx.
k* TnÉonÈME. •Te dit que Von a sin dx = dx , cos dx = f , tg dx =^ dx , cotg ûx ^ j ,.
së&dx «3 1 ) cosë dx = i .
Démonat. Car on a :
ftin c2« sa sin = as- i2x , cos c2a; «» cos 0=1, tgcfoj«»tgOeaO=«daj, cotg/to=cotO = i, sëc dx ^ sëc =» 1 , coséc dx b« cosë =: ^ .
5* Théor. y désignant une quantité /inie, je din que /Vn a :
e^*^^""* = cos y + V — 1 sin y.
Démonst. On a par la form. du S"" théorème :
eî'*"^^*^ 1 +K^ . t/(/a; = ç[cosy + |/^ sin ? ].
$=J/ jl+s'dx*} =»1 , cosy=«l, siiif = yrfjc ,
tgf— j-; dou f = srfx, ^^^=-!/.
Mais on a : .
e»*^-* « (1 + V/— 1 ydx) dx^^dx |-<;os ^ -|-|/_l gin ^]^ ,
COS X
dx dx '
= cosy + K — I sinj/.
En changeant y en — y, on a :
e ^ =cos^ — V^— Isinj/.
Coroll. 1. De ces deux formules on déduit, par addition et soustraction
'""y- ïiTTî — ' ""'^^^ -2 •
Coroll. 2. On en tire encore par la division :
22/»/^ cos y-\-\/ — 1 sin 2/ 1 + ^—^ ^^y
cosy — |/ — Isinj/ 1 — l/ — 1 tgy d'où , en prenant les logarithmes népériens :
y = =: log — .
21/ —1 l_|/_iigj,
Coro//. 3. On a :
e'^-^^^^^e^Ccosy + l/IIl sint/) , d'où :
log[e*(cosy4-'^ — * sinj/)] = x+J/V^—l •
Soit e''=^r et a+6K — 1 = ^(cos y-^-l^ — 1 sin y), on aura :
r==(a'+6'), 2/=arotg— .
Cela posé, la formule ci-dessus donnera :
log(a + 6l''^) = ^log(a^-f6«) + >^^.arctg-^.
Nous avons divisé cet ouvrage en deux parties; la 1" se rapporte à la théorie, la 2'^*' aux applications du calcul différentiel. Dans la I^ partie on s'occupe de la formation , de la transformation et de la comparaison des dérivées des diverses sortes de fonctions.
jRewî. générale. Il est important de faire observer que la formule
(lu 2* Tliéor. renferme virluellement tout le Calcul différentiel , et le Calcul intégral; c'est, je crois, pour la première fois qu'on assigne à ces calculs une base unique , et qu'on s'est élevé à cette haute synthèse (*).
{*) La Iiaute importance du 1^' Thëor. nous engage à le dëmontrer de nouveau , dans cette note , par dos considérations gëomëtriques.
Soit 2/= fa? Taire d'une courbe y' = ya?, alors f (oî + Aa;) — f a? , exprimera Taire comprise entre les ordonndes extrêmes f{x+àx), et fx. Soit a;<X|< x-^-àXj il existera une ordonnée f aîi telle que le rectangle
fXi*àaf'
Soit équivalent à Taire f(aî+Aa;)— fx. Mais en prenant
0<«<1, et Xif=»x+otAXf
la condition x<x-\-ec àx<^x+ ^x sera remplie, et Ton pourra poser
Ay = f(aî+ Aa?) — fic «= ç>(a; -f- « A.n) . A;r ;
Donc, etc.
r- PARTIE.
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS SIMPLES
1 *' Théorème. Soit y=:a-fbfx, a et h étant constants , je dis que
dy ron aura : -^^hH, dy=ibrx.dx.
dx
Démonst. On a par la r^le fondamentale :
dy ^ [a-f6f(x+ rfx)] — [tt + 6fx] dx dx
6[f(x+rfx)— fx]
= bVx.
dy:= bPx^dx.
Coroll. 1. Donc la dérivée d'âne constante est nulle* Car soit
t. il dy da ^
6 = 0, ona ^c=s-- — 0.
dx dx
CarolL 3. Quand tx=x^ on a a + 6fx=sa4-6x, donc la dérivée de a+bx se réduit à la constante b; car on a alors ^ dx
dx
¥^ Théor. Sotmt y = f X y /cc une quantité finie quelconque , je dis que
dy^ dy -
V(m aura : -p ss/xy/*-!. -p,dy'^=^y'^^dy.
Car on a (Notions prélim., 3* théor.) :
dx dx
"" dx
dx
dy»= fiy!^-^ ^ •dx = fzyf'-^dy.
dx
d.Tf' CorolL t. Soit fx=x on a d-x''=A^x'*-Vx, -^ =ffix^-*.
ax
fx=a + 6x » rf.(a+6x)'*=/t6(a+6xf-i.6(/x
o. » ^ = — , on a :
Pour 6 = 1 ona d'y'=.—Èi — . Pour «=2, on a :
i. Soit jC6=3 — a. on a :
dy ^.
3"' Théor, 5oft yc=e^*, e étant la base des logarithmes népériens , je dis que F on aura :
dx
Démonst. On a , par la règle fondamentale y et le 3^ théor. des notions préliminaires :
dx rft/=e^*l'xrfx.
CoroZ/. 1. Soit tx^Xy on a t/=fc*, TT"^' dy=e'dx.
dv Soit fx=— X, on a t/=e-*, -r-= — e-^, dy^—e-^dx.
dx
CorolL% Ona a = e^**«% donc j/±==a^*=c^^««''*; d'où: ^_J^=:eï«»»-f«.Iogaf'x=a^*.logarx.
Siix=x, on a -,— = a*loga.
4.* Théor. 5o27 y s= log (fx) , e étant la base , je dis que l'on a : dy fx ^ fx ^
d;:=f7''y=ix-^^-
Démonst. De Féqualion y = log(fx) , on déduit
fx = cî': donc fx^c^.— = fx- -:^;
où
d'où Ton tire :
Coro//. !• Sifx = x on a ^251^ L^ dlogx=— .
dr X ° X
Cbro//. 2. Si y—af, on fera x = c^«*, donc y;=c* »<>«?«, d'oî
^ = e«iogx^Ël^ _^ dÇxloyx) cfx dx dx '
Rem. Nous indiquerons les logarithmes dont la base est
es(l-f 0)% toujours par la notation log, ce sont les Ic^ritbmes népériens; les autres logarithmes^ à base quelconque a, seront indiqués par Log.
Coroll. 5. Soit y==Log(fx), a étant la base, on aura :
y=Log(fx)= T •log(fx); donc
dy { Vx i Vxdx
dx log a ' fx ^ log a fx
o* Théor. Soit y = sinfx,ye dis que Von aura :
— ^ == Px cos fx , dy = Pxdx cos fx.
dx
= fx sin (fx + — ), dy =Pxdxsin(fx+ — ).
Démonst. On a, par la règle fondamentale; et le i"" théor. des notions préliminaires :
dy 8in[f(x+da:)] — sin fx
sin (fx-f-dfx) — ' sin fx
dx sin fx cos dfx+ sin dfx cos fx — sin fx = di '
sin fx-f-dfx»cos fx — sin fx di '
= -r- • cos f X = fx ces f X = fx sin (f X H ).
dx V ' w, y
dy = f'xdxcosfx=l'xdxsin(fx-j- ^).
Coroll. I. Si fx = ax, on a ;
dsinax , , . rfsinx
— - — t=zadxcosax; quand a=i on a — •■ — =cosx,
dsinx = cosx*dx.
CorolL 2. Soit y = cosfx = sin(— — fac); on aura :
rf(f._fa;) - = cos(--fx) ^j— ,
rffa: . ^ /y . 1.
= r— sin fx = — fx sin f x.
ax
DonCy si fx«— ax, on a — ; — == — acte sin ax; quand a=l,
t uX
dcosx . ^ . ,
on a — ; — = — smx, et acosx= — sinxax.
ax ' jr
Mais comme on a eos (fa: 4-"5")= — sin fx , on aura aussi :
~«= — f'xsinfx = fx-cos(fx-|- -â)*
6* Théor. Soii y=tgfx, on aura :
dy i'x - f'xdx
dx eos*fx cos'fx
T^, . . , ^ sin (a — 6)
Démonst. A cause de Isa — tg 6 =« — ^ r > on aura
'^ eosacos6
c/y _^ tg(fx + rffx) — tgfx sindfx
rfx "~ dx eos (fx 4- ^f ^) cos fx * '
dïx
dx
' (eos fx eos rf fx — sin fx sin rf I'x) eos fx *
fx
(cosfx — dfx#sinfx)cosfx ' fx
CorolL 1. Si fx = x, on a
cos*fx dtgx 1
dx cos*x
CoroU. 2. Soil y=cotfx«=lg(-^ — fx); on aura :
f/?/ dx _ —Px
Tx ^ ~Z ~ " sinMx • cos«(— — fx)
7** TflÉoft. Soit y = séc f x , je dis que l'on aura : dy fxsinfx , fxdxsinfx dx cos'fx ' ^ cosMx
Démonsté On d :
t/ = sec f X = r- t donc
cos I X
— = r 'V*dx,
dx cos 1* (x + dx) cos f x
cos(fx-|-rffx) .cosfx '
(cosfx — cosfx -H rffxsinfx):dx cos M' X — d 1 X . sin l'x cos l'x '
-7— .sinfx „ . cfx fx.sinfx
cosM'x cos'fx
CorolL Soit ya=coséc fx = séc(-^— tx) , on aura
d(j-fx)
sin( fx)
dy dx 2 — Px cosfx
c/x ,,î«' 1. s sin'fx
cos»(— — fx)
8" Théor. Soit y = arc sin f x , je dis que Von aura • dy Px fxdx
Démonst. De Téquation 2/ = arc sinfx, on tire :
fx=sin y, V\ — (fx)* =■ cosj/.
dfx dsîny ^ dy „ , ,,
Donc = — r^ ou rx = cosy -p-j dou Ion lire :
dx dx dx
dy Tx fx
dx cos y j/i_(iaî)«
Coroll. 1. Soh fa: = ax, on aura :
ix Kl— o'x»
Si Ton fait a = 1 , il vient :
€larcsin*x 1 ,, . . rfx =- ^ , et rf(aresin,x)= ■
Coroll. 2. On a :
y=.arceos.fa;=-5 aresin.fa;), donc
dy — {'x d(arc cos • f x)
c/a; »/l_(fa:)3 dx
c- r - d (arc COS. ar) — 1
bi Jj?=x on trouve -^ ^= — ■
— dx (i(arccos,x) =
Kl — x2
9' TuÉoR. Soit y=arclgjx, jerfw çuc Von aura :
dy Tx , fxdx
, dy = .
dx l+(fx)2 ' ^ l+tfx/* DémonsL De y=arctg.faî on tire fx = tgy, donc:
!«:== — r-, dou :
dt/ -^ssfx.cos^y ,
_ fx -l+(fx)^- Coroll. 1. Soit (x=x on aura f'x=l; donc rf.arctg.x 1 dx
dx 1 + x*' ° 1 + x'
Cot^olL 2. Comme on a :
î/==arccot»fx =--■ — arc tg-fx , on trouve :
dy — fx
dx" l + (fx)»'
— Silo* Tbéob. Soii y=arcséc«rar, je dis que Ton aura .
dy fx . fi.dx
— , dy =
*** f X l^(f x)« - 1 fx l^(f X)*— 1
Demonsi, On a ij?=5ecy= , co?îf= — , siny^ ,
cosy fx fx
dy .
^^smy i/sécv dx M • ■•
Donc rx= =^= ; aou ion Ure :
lit cos^l^
fx
^ fx*cos«ff ^ i X(fxy— 1 ^.
dx~ sîny ~ "(f*)*' f* fx|/(fx)'— r
Coro//. I. Soil fjr«x, on aura fjr^ I , donc i/.arcséc«x 1
Cbroi/. 2. On a :
yssarecosé'fx^-^ arcséc«fx, d'où:
d'y — Fx
''*~ txt^(txf—i II* Théob. 5oii y = ^x 4- 1^ — 1 •-/'i , on awa :
^=t'x+ 1-^=7.^1, dy=(f'x+K=î;/.'ï)dx.
DémofKl. Oa a , par la r^e fondamentale :
dy |»(^+rf»Hi'^^f(x+d>)j-{fx+i/:rTj,x ]
dx dx
f(x-\.dx)—fx , .^— r •j<x 4-rfx)— •j'J - S +*^-* di '
dy = (f'x + K'^ .i^x)dbr.
DÉaiVÉES ET DIFFÉRE2fTIELLBS DES FOXCT105S COMPOSÉES.
12* TetoR. SimY y = f x + fx, je dis que l'on aura : ^ = ,'x + rx, dy=f'xdx + rxdx = dyx+dfx.
Démonst. On a :
dy ?(x'\'dx) + f(x + dx) — <fX — tx
dx dx
^[x-\-dx) — fX t(x-\'dx)—fx "" djc "^ c/ac '
_d^ dtx
dx ^ dx ^ ^
dy = .dx + •dx=df X +dtx ssfxax + txàx*
"^ dx dx
CorolL l..Siy«=ayX-|-6far, on a:
dx Soit 6=» — !, a = l, donc y = fx — fx, on aura :
Coroll. % Si î/ = arx + 6fxX + cfaX + etc. , on aura :
$i==arx + 6r.x + cf/x + etc.
ox
13* Théor. Soit y ■= ç,x»fx , je dis que l'on aura :
dy
— = /x-fx4-f'x-î!X, dy = fx«dfx + ?x»dfx.
Démonst. On a^ par la règle fondamentale :
dy ^ f(x+dx)f(x-\-dx) — fX^fx dx dx '
(yx -f d?x)((x + dfx) — yx'fx
^ fx»fx+fx»rffa;-|-fx»dfx4-rffx.dfx — ^x»fx d^ '
dfx , - dfx , , dfa:
a=fX-f'x 4" fx»f'x4-f'x*f'x.dx ,
= fx.ra; 4" fx'f'x; dy = fx«fxrfx + fx.f'xdx= yx»dfx + fx»dfx.
CorolL Si y=î»x*fx«;px, on trouve :
— set/y d(tx.\{fx) dfX
14* Théor. Soit y= — , je dis çiie Ton aura :
dy f>x»fx — fx./x fX«dfx— fx*d,>x
— - a= :^z , dy = — " •
<lx ^x« ^x«
fx Démofut. De y«» — , on lire (x^^y^fx;
fX
donc fx == -p «fx -|- f'x.y ,
dx ^ ^ ^ fX
(/y fx fX»fx — fx./x
ite ~ yX ~ ^
ox.fxrfx — fx.o'xdx 9X*dfx — fx.f/fX di/=:i :iz ^^ = = --.
CorolL Soit fx=««a, donc y=- — , on aura fx=sO, d'où :
ffX
du — flç'x ^ . -
^-^ — _i — , Soit a=5=I, |»x = x,
dx ^^
l éy ^4> i
donc t/= — , on aura -— m— - — = -.
^ X dx dx x^
/îeiw. Soit y=fx.\px, donc logy = logyx-|-log»px, on aura
diogy dlo$gyx dlog^x
dx dx ^ dx *
dy dfX d^x
ydx'^ focdx \px»dx^
d'où
dx
df X ^ ^ , d'^fx { fx^^Ax
= /x.tpx + •+'«;•? X.
(b). DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES p'UNE FONCTION A TARIABLE DÉPENDA!«TJB.
15* Théor. Suit z — fy, y«»fx, x étant ta variable indepen^ dante , je dis que Von aura :
dz dfy àfx df àf ^ dz dy
dx dy" " "dx" "^ dy dx "" dy * dx '
Démonst. Si y était variable indépendante ^ on aurait :
dz =« —•dy. Divisons par dx, il vient :
dz dt dy ^. . ^ ^ dy d?
-7^== — • ~. Mais on a : ---=:—•, donc dx dy dx dx dx
dx dy dx '
dy dx Coroll. Soit n^tzj z^fy , y^'4^Xy on aura :
du df rfz (f^ dy ^ d\l/ dz dz ^ dy dy ^ dx cte ' done en multipliant il vient :
du dz dy dt d? d\L dz dy dx dz dy dx du df df d^, dx dz dy dx
!•' Exempte. Chercher la dérivée de ijara(a-f.Ax"*)*, Je fais z = y^f j/saa+tx'", j'aurai : dz dy
dy "^ doc
en multipliant ces deux équations j*cn déduirai : dz ax 2" Exemple. Cbei*eher la dérivée de r=a;*. Je fais ysasxlogx , d'où zssséf. Ces équations me donnem :
— =eî', -iî-=logx+l, donc; dy dx
dz dy dz „ . . ,, . ,,
3« Exemple. Chercher la dérivée de z= log —.
Je fais y = r- > "0"l 5=log t/; on aura :
dz 1 dy ^ab
7" =" — > -j- = r^T- ; donc
dy y ^ (a—bxy
dz dy dz i 2«6 ^ ^ 1
rfy (/x rfx y (a — 6x)* tt^ — 6*x*'
TRANSFORMATIOxN DES FONCTIONS DIFFÉRENTIELLES IRRATIONNELLES EN EXPRESSIONS RATIONNELLES.
!•' Problème. Étant donnée une expression de la forme
dy = f{fx^, fx^ , fx'',... )dx, ?x étant rationnel, on demande de rendre rationnelle cette expression.
Solut. On fera f^x^z "\ soil x^sa-^z, on aura fx^ œz* '''* ^x s=zz , yx =s z dxs=^\î/z*dz y dou
aJ,... ^y„... p<î«..
cfy=sf(z , z , z jxf/zdz.
1" Exemple. Rendra rationnelle lexpression
On lera x=js% cfx = dz^dz , |/x =« z^ l^ x = z^, donc
z^ +£' rf2/«6 '.z^dz.
Exemple, dy = f \/«±5 i Vî±^}rfx , doit être t a — bx * a— 6x)
rendu rationnel?
a+bx , a z^—l , a i^z^dz
V^^z^ V^i±^-.S donc éy=:^l^!±P^.
2" Probl. Rendre rationnelle la formule
dy =t f(x , Ka+bx±x* )dx.
5o/tl^ l"" Soit à rendre rationnelle Fexpression
rfy — {(x,l^a + bx + ««)(&.
l^^crt. Posez V/a-f-ôx+x* =ar + jj; d'où : a + 6x = 2zx4-zS 6(ir = 2z(fa + 2xrfz + 2z(fe , g'— g _ 2(z« — 6g + a)
2* ilfé^A. Quand a est positif on peut poser aussi : Ka + 6x + x2_.j/ a^xz.
Cela donne :
b + x=^zy^+xz^, dx = ^dzy'â+z^dx + ixzdz ,
^zi/a—b ^ 2(z« 1^1 ^bz + l/â)
^=-1=^-^ ^^ = ' jîzr^^ ^'>
Ka + 6x4-x2«r— j jJ ;
Jonc .*.
^y°^( 1-.^ ' — TTp — ^ — (r=^^* —
3« Méth. Quand les racines de Téquation
a+bx + x^ = {x—a){x--fi)=:0 sont réelles, on peut poser
K^a+ôx + x» = (x — «> / on aura :
X— ^ = (x~«)jj« , dx^z^dx + 2(x— a)jîd;5 ,
/3— az*
2° Soit , en second lieu ,
dy mr, f (x , V^a-\-bx-.x^)dx.
1" Méth. Elle n'est plus applicable; car en élevant
au carré , le terme en afl ne s'en irait plus. 1* Méth. Gomme o>0, on pose:
l/o4-6a;— af» = |/^ + xr, d'où a + Aa; — a?=! rt+aKô.xz + xîz» ,
</x = — 2k^«fc — 2arz<fe — zVx ,
.^ ; ■ ./- , 6-21/â.z V^-J-6z-kV.z«
Donc
(6— 2l/â.z l/7i-{-bz-y^'z':
^ Ab—^Va-z Va^-bz-Va'Z^)
- 2 (l^+6z ~|/à .z^)(fe ^ ô+^f ■
S* ilfé/A^ Si les racines de l'équation
a3_6x— o •= (» — «)(a;— /3) = sont réelles , on posera :
\^a-\-bx—a? -= (x-«)z , (x— «X^— «) —(x — «)»zS
rfx — — ^xdz + ^azdz — z^dx ,
fi+az^ ^ %a---(S)zdz X = ■ , ax =» ■ ■ ■■ .
V a+bx — a?'^ \ . ; ; donc
_.(3-Hz« (i9— a?)g ) %(t—0)zdz
La 1'* méthode ne peut s'employer pour la raison indiquée cidessus ;
La 2" méthode ne peut pas s'employer non plus , à cause du terme K — a , qui serait imaginaire.
La S"" méthode est applicable , car si les racines de Téquation — a-^-bx-^s? = , n'étaient pas réelles ; le radical serait imaginaire quelque fut x; car on a :
Donc si a>i6*, l'expression — a + *ar — oc* sera négative, quelque soit x. Donc pour que le radical soit réel ^ il faut que l'on ait a<^62, ou que les racines de l'équation
— a-j-6a?— a?=a:* — 6a?-[-a = soient réelles.
Donc, quand a est négatif, ainsi que oi?, la S"* méthode est seule applicable.
!•' Exemple. Rendre rationnelle l'expression
dy = =: .
Par /a 1'* méth. On pose :
j/a+6x + a? =ar — jz , d'où :
2(jg — x)dz 2c/z
Par la 2" méiH. a étant supposé positif, on pose
Ka + ôx+x^ = k^a + XJ5 ; d'où
f-«»55a2k^a»z4-acj2^ f
dx = 2^*^. rfz + z^dx -|- 2xJ2 (fe y
^(y''a+xz)dz ,
rfx — -^ — ,• donc
'i(y^+xz)dz ^dz
dy.
(1— z*)(|/a + xz) ^—^^
Par la 3* mélh. Soient «, /3, les racines réelles de Téquatioa x*-{-6x+a"=-0 ,
on posera
y^a 4- 6x-f-a;' = (x — a)z ; d'où
X— ^ = (x — cc)z* f
dxsssz^dx + 2xj5rfj5 — iazdz ,
2(x— «>ck rfx — 3 — ^4 — ; donc
rfy
_ 2(x— ^)zrfjg 2rfz
(1— z»Xir— «> 1— z*'
2* Exemp. Rendre rationnelle l'expression
rfx rfy= , =.>
Ka + 6x— x«
La l'"" méth. n'est pas applicable.
La 2« mélh. exige que l'on ait a>0, cela étant, on fera :
l/a+6x — x« = j/"a + xz , d'où :
a + 6x — x« « a+2Kâ".xz + a?z^ ,
6 —X « 2 J/o -z+xz' ,
rfx= — 2|/a •dz — z^dx — "îzxdz ,
, 'î(yiL+xz)dz ^ dx = ^ . . ■ ; donc :
dt *= ^^ _ — 2rfz
3« Méth. a, fi étant les racines réelles de Téqualion a^ — bx — a «= ,
on posera : |/a + bx — «* »*= (a; — a)x , d*où : 3 — X = fx '^a)z^ ,
_ & _ ~2(|jg
3* Probl. Rendre rationnelle , qtimnd cela est possible , la diffé^ rentielle binôme
dy = x«(a4-bx*)^rfx; on suppose m et n entiers et n> 0.
Salut. 1*' Cas. Si m'^l = uk, k étant entier, on posera :
s o + 6a;"«i4 , on trouvera
dy^ 4n« + i3-l(!iîZ^)*-idtt.
^ nb ^ i "^
fn "4" i âL 2« Ca5. Si h t- =«*, * désicnani un nombre entier, on
posera : a + 6a?* « a^ei^ , et Ton trouvera :
Ces deux cas sont les seuls dans lesquels le binôme ci«des8iM peut èlre rendu rationnel.
1®' Exemp. Rendre rationnel le binôme :
ày^'7;%==--^ii-^r^^dx.
On a ICI ■=» s =» — * 9 " faut donc poser, confor-
mément à la règle du 1" Cas ,
ar-»cfa =; — (1 _ u^y^udu ;
l'* PART. 5
donc dy « —
du
H—uy •
2" Exemp. Rendre rationnelle l'expression
-j xldx
dy'rmxTdx{i — a:') = — ;
il faut donc poser, conformément à la règle du 2^ cas ,
d'où x=(l + w^)-î, et x« = (l + ti'rs
en différentiant celte équation ^ on trouve :
xVx =— u^du(l + tt')— TT.
Gomme on a :
(1— xO""î= (l + t«')-.ti-S il vient :
B. Dérivées et différentielles des ordres supérieurs. a) Des fonctions d^une variable indépendante.
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES SUPÉRIEURES DES FONCTIONS SIMPLES
Notations et définitions,
Soit -r-^^Viy on aura -7*-=:— ~-, et l'on écrit, pour abrédx dx dx ^
dx dJhf
^ se nomme le coëflScient différentiel du 2* ordre, et T'x, la déda^
rivée seconde de y == fic.
d — cPu du dx^
Soit encore --y=y,, on aura-^=— j^ — , el Ton écrira, dpr " dx dx ' '
pour abréger :
rf^
— — se nomme le coefficient différentiel du 3* ordre, et P'x, la
dérivée 5' de y *= fx.
De même :
cPy = (Pfx = f 'x • dx*, d^y = d^îx = f "x • rfx» ,
seront les différentielles du 2^ et du 5* ordre de y = fx.
En général -^377 sera le coefficient différentiel du n« ordre ,
f<")x la dérivée n« de y s fx ^ et d*y = ci*f x = f(»>x«fc ,
exprimera la différentielle du n* ordre de la même fonction.
Ces notations font voir que, pour former les dérivées des ordres consécutifs 9 il faut :
V Différentier la dérivée dei 1" ordre y et diviser par dx; le qiuh tient sera la dérivée seconde;
2* Différentier la dérivée seconde, et diviser le résultat par dx ; le quotient sera la dérivée 3^ ; etc.
16* Théor. Soit y ssx'*, fi étant un nombre constant quelconque y je dis que Fon aura :
-)^=^(M-1)...(A.-n+I)x^-% d"(x'*) = /c4(ye4— D... (a^— n4-l)x^— dx".
Démonst. Car on a , par la règle ci-dessus :
etc. , doue
Coroll. 1 . Si ^ «PB n , on a :
îÇP— l*2.3...n.
Si fA est entier et plus petit que n , on a : d\o^) _
Coroll. 2. Soit ytt— — 1 , on a :
Soit ytt=*— 5, on a;
rfx- "^ ^ ^ * 2"««t J
CbfvU. 5. Soient wswo+fto; , A<«B6(b:; en posant y=«'',
on aura :
d'uf^
-—- = /«(/«— !)...(/«— «+!)«''-"; donc
Exemp. Chercher les valeurs des expressions : d\ î-7^) d'i î-^=-)
(fie" ' dar"
On a :
x-f-yK^l (_l)»i.2...w
rf»( î )
Coroll. Mais on a :
— i — :;= '^ . - f ' y —V^ ■ . , g , donc
Soit eueort
l, . Ul
ttUTi
pour
abréger
ar
rf'.v
se nomme k ciiëfiicieD: dil
dérivée 3* ùt y = ijc. De même :
seront les différeDûdÉK Éi5ei *'
/iloga)',
Si m = — i , on a :
(— l)"a-*(logfl)\
rfa:" Si a«^é?, on a loga = l , donc
, „ =î/ine*. Soit mas 1 , on a :
— : = e . Soit m =; — 1 , on a :
18' Théor. Soit y=Logx , je dis que l'on aura :
d" Logx i_ ^ (^1)^-M>2...(n-1)
dx" log a * x*" '
d° Log X = ' -^ ' îi : dx".
° log a X"
Démonst. On a , en effet :
dy 11.
-7- = -z • — : donc :
dx log a X
fy 1_ ^ ^x^ f_ ^ (— 1)°-M>2.,. (n — 1)
dx** Jog a dûi^~-^ log a x°
Coroll.l, Si a=e, donc loga==l, on trouve:
d'' log X _ (— 1)°-M.2...(n— 1) rfx" x-^
Coroll. 2. Soit ti= a -f ^^ , 2/ == 'og w , on trouve : jMo^^(-0°-U.2...(«-i) ^^^^^,
du" n"" '
r/°log(a + 6x) (— l)n-il .2 ... (n-l)6'^ dx» "" (rt + ôx)*^
19* Théor. Soit y = sinx, je dis que
d°(sinx) . , 11^ , N
Démonst, Car on a successivement :
— - = cos X s= sin (-^ + x) .
dx ^ 2 • ' '
-4-=: -eos x=. sin ( -^4-^) y
^=sinx = sin(— +x),
etc., donc
d°(sinx) . /Wt , .
1. Rem. Soitn = 4r, 4r+l, 4r+2, ir-f-S, ) on aura évir s: , 1 , 2 , etc. j demmenl :
d**" sin X
dx*"; (/♦*+* sin X
: sin X ,
- s= cos X .
d**+« sin X
dx^T d*"^^ sin X
= — sin X,
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES SUPÉRIEURES DES FONCTIONS COMPOSÉES
20* Théor. Soit y = afX + b\px = oj) -J- b;^, on aura :
Exemp. Soit y = — = 1 , on aura :
dx^ 2a dx* ^ 2a dx'
21* Théor. Soient ye=^x.^x=^.»p,
dx- * ' dx" ^ ' /« «(t« que l'on aura :
d-(,>)= fd";/,+ndj..d»-«./. + ?T d'f.dPS> -f etc. + i//.*,. Détnonst. On a , par des différentiations consécutives :
dx- ^ dx^^ dx dx^^ dx^ ^^ f^fH^'f'H^f y
dx^ ""^rfx»"^ dx*ck« rfx«' rfx"*"* dx»
Donc^ en généralisant, on a les formules du théorème. 22' Théor. Soit y=yX , ye diè que Von aura :
+(_l)n-.i.n^(x+dx) + (-l)>x.
Démonst. En effet j si Ton change , dans cette expression , x en a^-fdxy et que l'on retranche du résultat la fonction primitive, la formule précédente subsistera pour le n-\-V ordre, puisque Ton trouve :
ijp'^^^x= f(x + n+ldx) — ^(rr+nrfx)
etc., + (-l)^-'-Y'?(^+2dx)-(-l)-'^y(x + rfx)
+ (-l)>(x + rfx)-(-l)>x
+ ^ ^^ ?(x + n-1 (fo) - etc.
Or, la formule est vraie pour n=sl , car on a dya?=ay(aî+rfx) — » f X , donc elle est vraie pour n = 2 , 3 , etc.
!«' £a?e7wp. Soit î/ = sécx, d'où î/cosx = 1, on aura :
d"(t/cosx) ^ , r . I
■ ^^ , ^ — =0, doncenfesant ?=.y, *««cosx, on aura par
le 21* théorème :
, n(n— l)(n— 2) cf'^-sy
* 1.2*3 dac°-3
D'où Ton tire :
d-y d°sécx . ^( cP-V n(n— l)(n — 2) ^^^-^ , ^^^ 1
n(n— 1 cft-»y n(n— l)(n— 2)(n— 5) rf'^-^y .
^ 1.2 dx'"^~ 1.2.5.4 da;^-*'^'^^*
T. /^ ^ dséc dy sinx
Pour n = 2, 3 , etc. —, — ==* -:r-== » on a :
dx dx cos^x
dx^ dx^ ^ dx^^ ^ cos^x ^ cos« '
— ^= == isx ?3— ^ — t/ >+3— , etc.
da» rfx» ^ \ dx^ ^)^ dx'
2* Exemp. Soit ys=tg oc , donc y cosa: = sîn x , on Iroave, en opérant comme ci-dessus :
dj- COS. +^«"^^^- 1.2.3 d^+^^^'3 n(n— 1) d°-^y n(n~-l)(n— 2)(n^3) d'-^y "^ 1.2 dx-^"^ 1.2.3.4 d^-*"^^'^*
dy 1 11
3* Exemp. Soit y =s arc sin . a? , — = ■ —
On..,., ^ '-''-'' "<+' ■
Donc, en fesant « = — ^ ^ = — , et en ayant éiçard
à la formule
Kti (l-')M.3...(2u— 1)
du" 2".tt'*+^ '
on trouve :
cftiarcsin-a; _ 1.5...(2n— t) („ , (l+it)'>-^(1 — a:)
4' Exçmp. Soient y=arclg«a!, — -= ^ , on aura î
Or, si dans le corollaire de l'exemple du ihéor. 16*, on fait y = 1 ; on trouve finalement :
6.) Différentielles et dirivies supérieures des fonctions " d'une seule variabk 4^)endante*
as** Théob. Soient y=sfx,x=î»v, v étant la variable indépendante^ et par conséquent x une variable dépendante , dçnt y est fonction , je dis que l'on aura :
d«y^jd*y^ dx dy £x dv»"^ dx* ^3y^'^dx* dv»'
dv'^^S^'^IÎv^ "^ 3v dv» dx*"^dx dv» '
dv* ' dx*^3hJ^ ^ dx»\dy-' \^v?>^^ d»y_.dxd»x , ,.d«x.,^ . dyd*x
Démonst. Comme on a ^ par le théor. 18" :
dy dy dx
dv dx dv'
V on aura, en prenant lep dérivées des deux membre» par rapport à v :
dy ^dy^ dx
dv dx dx^ dv dy
dv dv dv dv dx *
Mais on a , conformément aux notations abrégées des dérivées et des différentielles supérieures :
dv d?y dy d^y dx d^y dx
-j — '^Tlt dy^~j-Tdx; donc — r— — tTT"»
dv dv^' dx dx^ dv da? dv
dx
dv d^x — — - = -pr ; donc Fégalité ci-dessus devient : dv dv^^ ^
d^_^ dx ,^^dy dv* da?^^dv^ * rfv»* dx' 2* En prenant les dérivées par rapport à t;, dans les deux membres de cette dernière équation, on aura la suivante :
JPy ^ dC—Y rf£î
dt^ _ da^ /^yr gy . dv^' d^ d^
dv " dv *^dr^ "*" rfx» ' dv "^ dv * dx
d^ d^x dx
"*" dt? ' dv ' Mais on a :
dv^ d^y ,cPy d^y ^ , doi? d^y dx
—;; — ~ TTy ^T:1 = 'y^dx; donc —i — =.-_--.
dv rft?' ' dx* dx» dv dx* dv '
dr dv dv dt?/ dv dx* dv *
DonC; en substituant, et en réduisant, on trouvera :
dv» " cte» ^ dt;^ "*" dt? * dt;* dx* ""^ dx * dt;* * ^^^
S*" Gomme on a :
rfy» d*y dv dv
dv dv ^dv' ~dx* dv
^dv * dv^ * dx^ dx d'x dx* dx d*y dv^
dx d?x d^y dv
dv dv dv"" dv dv dx* dv
dx dv^ ^ dx d^x dy dv^
dv dv d^v "^ dx * dv ^
on trouvera aisément la 3" des équations (a) ^ en prenant les dérivées de tous les termes de Féquation (a).
d^y d^y Exemp. On demande —, vr ; quand on donne y — oc'* ,
On a :
fffy» /ff)' d^X
^:=^nb^-\ —=n(n—i)bv-'\ _ =n(n— l)(n— 2)6t;^». On a donc^ par la i'" des formules (a) :
= ix[f^-'i)n^b%a + bv'')f^^v^-^'\'fin{n—i)b{a+bv'')f-^f^-K La 2'^'' des formules (a) donnera ensuite :
•j^ == fi{fi^— 1) (/c«_2)x^« . n»6»t;«^-8 + Znbv^"^ • n(n — 4)6t;»-2
= ^(^— i)Cc«— 2)n»6'(a+6î^)'*~*t^'"'""'
24' Théor. Soit y=»f(x), x=.,v, v étant la variable indèpenékitUe je dit que l'on aura :
dy dy dv "dx "^"dT' dv d«y dx _ dy^^ d*x_ d«y dv^* dv ~dv* dv'
t'^) Vd? ^ , dx .3
d^v d^^ dv ^ ■" dv« dv dv« ''" dv ^ dv» ^ d v dv dv^
dx^ /!îi^5
^dv^ etc.
Démonst Poar déipootrer ces formules i) suffirait ée résoudre
d'y d^y les équations (a) par rapport à j^, ^, etc.; mais on peut y
parvenir directement, de cette manière :
dy dy dy dv
ona: 1* "S^^^^ = "S" *
2* Prenons les dérivées des deux membres de eetie équation par rtçport à.oj, on aura succepsivemçni : .
iÂt/ .^ d^
'^^l^f dx° dv isl dv
^7Z l-^A li}' dv <t*> àv_
dx _
dx
dv
ou
Kx dx j (—-y
dx rf;y__^,£f dty 1^' dv dv' dv-
^ dv^
3*" En prenant la dérivée , par rapport à x , dans les deiix membres de cette nouvelle équation , nous aurons :
dx d}y dy à*x I l ix rf'.V dy d'x J
dv dv^ \ ,1 dv dv^ dv rft?M
/ dx £y j dv dv^
d{ ' — -) d{' ; -_>:rf(;
dx- ' ^dv^ 1 f ^dv^
dx dx dx
dv dv
En effeetuant les dérivation^ , par les formules relatives aux dérivées des produits, des quotients , et des puissances > on trouve successivement :
\dv* dù^ dv\v^) dx ^ ^dv (dx_ d^ dp d^x"^
fy^^^ dv '^rfiJ-^"^ dv ( AT* rfï^~dîJ"rft^}
dx^ """^ ' dx ~
'^ dv^
^dt^ df^"^ dv' d?~di^* dtf *7Â7^"3o ^dv^^'di^ dPv~dv*di^]
dv'
^ .Ap 2 ^d^y dx d^ , a dy fd?x dy ^ d^x
dv^^dv^~ d^'A^'à^'^ 'J^^dt?^ ~'dv dv d^
^dv^
\^ Rem. Si l'équation x«?t; n'était pas donnée, et que Ton sut seulement que x est dépendant dans l'équation primitive j^afx, alors en supprimant le dénominateur dv dans les formules (6), on obtiendrait :
^dy^ *L dx dx ' V d^ydx — dyd^x d^y dy d^
(c)p ^' ^-d^'dx^'
\d^y d^yda^— 5^dxd^x + 5rfy(d^xy-T dy dxd^x ' dx' dx^
d^y dy d}x _y^^dy #x d*y ^x "^SJ"^ dx* dx^"^ '-dxdïx~dx* ^ ePx *
Les V* membres de ces formules sont alors ce que deviennent
les dérivées -7-, -4-, ~, etc., lorsque x cesse d'élre indé-
dx dot? dx^ ^
pendant. On obtiendrait les formules (c) directement ^ en différen-
tiant l'équation -j- = ^ plusieurs fois de suite , et en considérant tous les termes des seconds membres consécutifs comme variables.
2"' Rem. Si Ton avait deux équations telles que y=^(«), xs=^[v)f l'élimination de v conduirait à une relation de la forme y=f(a:). Or l'on voit, qu'au moyen des équations (6), on pourra obtenir les dérivées 1", 2% 3% etc., de la fonction î{x), sans connaître cette fonction, ce qui arriverait , par exemple, si l'élimination de V n'était pas praticable.
Exemple. Soient yaat?— rsin — , a=r — rcos — , en élimi-
nant v on aurait une relation y=sfx, entre x et y, on demande les
dérivées 1" et 2* de la fonction inconnue fx. On a ici :
dy . V d^y i , V dx , V
■T- = 1 — cos — , --4 = — sm — , -3-= sm — , dv r ' dv^ r r dv r
dhc 1 V
-— = -, cos — ; dtr r r
on a donc , par les deux premières des formules (6) :
i — cos — ., 1— cos —
^ = iI = Px - fl^^^V'x^ -.
dx dx , V ^ do(? «far* - , ^ '
sm ^ ' rsm" —
25' Théor. Soii y=fx, y étant la variable indépendante , je dis qtie l'on aura :
dx 1
(rf)
dy
dy dx ' d»y
dx»
dy«
''dx'
dy.
dx
dx»
dy»"
dy dx
DêmonsL Car de Téquation -^« .;^«. 1 on déduit :
dx
T En prenant les dérivées par rapport à y, cette équation nous donnera :
rfy ( dx ) \dx} dx ^ da^
3* Prenons de nouveau la dérivée par rapport à y de cette dernière équation , il viendra :
éPy
JÎ«-_^
dx dx
dy ^g da? dx d?y
^ dx '^ dx dx dx* .
^dx^ d»f; ^ efa!»'' dx* dx
Exemple. Soient y=t? — rsîn — , x=»r — r cos — , on demande
da? d*x ^'^ les valeurs des coefficients différentiels -r- 9 -rr 9 di/' > en re-
dy dy* ^ ^
gardant y comme la variable indépendante. En éliminant 1; entre les proposées, on aurait une relation telle que y=f(x)y d'où l'on
, etc.
déduirait âp=s^(y); équation qui, si elle était connue, nous donnerait immédiatement les dérivées cherchées. Il faut donc faire » comme Ton voit, le calcul de ces dérivées sans connaître les équations y«=fa;, ^ = ?(»)• A cet effet y on trouve d*abord :
-i-=al— cos— , -j^^ — sm — , --^=— cos-, eic. dv r dv^ r r ^ dv^ r' r
dx . V d*x 1 V d^x r r
dv r dv' V r iv^ rv'
Par les formules (6) on a :
dy M ^
^ 1 — cos —
dx dv . V '
-7- sm —
dx r
_ 1 — cos — d^^ ^
dx* , , V
r sm' —
dy'
(1— 2cos— Vl-cos-)
r* sm* — r
Les formules (d) donnent ensuite
dx i r
-r- 1— cos—
dx r
^ r(l-cos-)«
5— r(I— 2cos— ) rsin— (1 — cos—)'
— sise* Théor> Soit xtsaf(y), x étant ta variable indépendante, je dis que l'on aura :
EL JL
dx "° <ix *
I d»y dy»
(e)<dr*^~ dx '
d»y ^ dy»^ dy» dy ^^^ ^ dy^
Démonsf. Il suffira de changer dans les formules (^)» y en â;, et X en 2^; les formules (e) ne diffèrent pas, quant au fond , des formules (rf).
Exemp^ On donne l'équation x == arc sin y j on demande les
dy dhi d*y dérivées -^j t^, ^^ lan» résoudre la proposée par rap^
port à y.
De réquation donnée on déduit :
dx i d*x y
dy^l^f^%' dy^~ (l-a«)KÏI^* ' d^x 2g«+l
les dM-fiMiles {e) fioQs donnent maintenant :
«te ~
VT
rfx»
Ki-
Ces
rcsulluU
se vérifient
aisément, car
la
proposée
donne
ffassinx;
don« -iL — cos a ■=» K I — sin^x «=■ |/l — y* , ox
^ — sinx y,
d»y cos»x — (I— sîn'x) t/*— 1
dac» coso; V^l — sin'a: |/l— j/'*
L'usage le plus fréquent des formules de ce %^ se rapporte au changement de la variable indépendante dans les formules diffé* rentielles qui ne sont relatives qu'à des fonctions d'une seule variable indépendante.
CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE DANS LES EXPRESSIONS DIF- FÉRENTIELLES PROVENANT d'dNE FONCTION PRIMITIVE d'uNE SEULE VARIABLE INDÉPENDANTE.
La relation entre la nouvelle et l'ancienne variable indépendante peut être donnée sous forme finie ^ ou par une équation différentielle^ elle peut être simplement sous-entendue; de là plusieurs caS; que nous traiterons en autant de problèmes séparés.
1" Problême. Étant donnée une expression
dans laquelle x est la variable indépendante y on demande l'exprèssùm transformée ¥^ , dans laquelle v serait la variable indépendante; la relation entre x et \ est donnée sous forme finie y ou simplement sous-entendue.
Solut. 1* Si la relation entre x et v est donnée sous la forme
dx d*x d^y x=: ft?, on formera les dérivées —, —, -g- , etc. , qu'on
introduira dans les équations (6), puis on remplacera dans F, les
du d'v ^'y coefficients différentiels ^, -^, -^j etc. par leurs valeurs
que donnent les équations (i) \ on aura ainsi :
d*y dx dy d*x dv* dv dv dv*
etc. )
dx '
dy^
dv
2* Si la relation entre a; et t; n'est pas donnée , et que l'on sache seulement que x doit être changé en une variable dépendante , il faudrait remplacer dans l'expression F^ les coefficients différentiels par leurs valeurs, que donnent les formules (c).
1** Exemp. D'une équation primitive y=fx, non donnée^ on a déduit l'expression
â? étant indépendant^ on demande ce que devient F quand v devient la variable indépendante, v étant lié à x par une équation donnée x = fV.
On trouve :
dv'^ dv
Si la relation x=çv n'était pas donnée, on aurait :
d*y dy d*x dx* dx dx*
T Exemp. Dans Véqmtion
F = ^ + 2y ^+ séc'x == , dx' dx
X est la variable indépendante; que devient F, quand v=tgx de-
vient la variable indépendante ?
On a V =s tg x, 4 + «• =- séc X.
dx 1 d*x 2t?
x-arctgt., -jj^-q^., ^ (ï+^'
donc ^j^<iy[^-r^'f dv^
£y.M+t?)!+Mi+''^ dx
l'hypothèse ou, « „ différentiels -ji» 5?'
pendante. ucct \es coeffic^"^' ^'" "*
Solur. 11 ta«^'» '^"^^' d. ^, etc., que «o^'"
«leurs en fonction de ^. dt/ etc. par leurs valeurs ,^„„era :
nissent les équations (e), ^^
**» . ion primitive y*' .nf sid'uneequau r ^^jj
^"cïy «=.{x,ti étant te
l*» Exemp. L'expression F= — —JL — , y étant indépen-
dant, devient ¥^= -^ , quand x est indépen*
dant.
2« Exemp. Dans l'expression
P=a? ^ + ( v^)»— $ = , X est la variable indépendante ,
dv? dx^ Qx '^ '
chercher ce que devient F quand y devieni la variable indépendante.
On a :
F.«:— x-f- + -3 -3-=0; donc
3* Pbobl. L'expression
<9 été o6(entie efi supposant x variable indépendante , transformer w:elte expression en une autre F, qui conviendrait à Phypothèse^ oit V serait la nouvelle variable indépendante, v étant liéàx, par une ^tuUion différentielle donnée , de la forme
dv^=f*dx, ç étant une fonction de x et de y,
du éPu Solut. On remplacera les dérivées jf-^^j etc. par leur» valeurs (c)y puis on déduira de l'équation dv=^fdx, par des diffé-
d^x d^x i*entiations consécutives , les valeurs des rapports "j^ , — ^ , etc.,
qu*on substituera dans Texpressioe proposée.
i" Exemp. On donne
F = ^ , X étant la variable indépen-
dante, que devient F, quand v , donné par
(I) dv=^dx*yi+p^ , jt)=:-p., devient la variable indé-
dx
pendante.
Gomme v est la variable indépendante, on a ---«ssi , donc
_ dv d ""^
dv ^ 1 ddv ^
— -- = , donc — 7- = 0.
dv dv
Par conséquent, si nous différentions l'équation (1) , en regardant dx comme variable, et dv comme constant, nous aurons :
dp
d'x ^ dx ^ . dp d'y
-^— = — .-— -T . Soit --- = g = — ^ , on aura
dx* i'+p* dx ^ dx'^
d'x pq
; . Donc , à cause des formules (c) :
dx^ 1-f-p'
d'y dy d^x dx^ dx dx*
2» JFacemp. On donne F — a-4 + 6-p+ cy==«0, « étant la
uX uJlf
variable indépendante, trouver ce que devient F, quand v devient la variable indépendante , on a l'équation
dv = ydx.
De cette équation on déduit :
= yd*x + dxdy ; d'où
^—y'^ p en posant p== ^.
On aura, par conséquent :
Soit ^^È.=q donc dx* <fo ^ '
Théoiémcs db Tatlor et de Maclaurin pour les fonctions d'une seule yariarle»
THËOEdbŒ DE TAILM.
Soit X une variable quelconque réelle ou imaginaire, h un accroissement quelconque, réel ou imaginaire, si aucune des fonctions fx, Px, ... f">x , ne devient 5, pendant que x parcourt, d'une manière continue, Fintervalle depuis x^^^x 9 jusqu^â x=x + h, je dis que Von aura , pour cet intervalle :
f(x + h)-.fx + fx.h+rx.^^ + rx.^ + fitc.
Démonst. On a identiquement, et par le 1* Théor. des notions préliminaires :
= {x+hU(x + i)h), 0<9<*-
f,(a;+eA) = f,a: + /ij -^ -^ 1
= f.x + hU(x+ e,A) , <ex<i .
U{x -f e,A) = Ux + h\ — ^ -r^ (
= f,x+Af3(x+e,A) , 0<ô. <1.
elc. etc.
En substituant la 2'^'' de ces équations dans la l'"*^ la S"" dans le résultat de celte substitution ^ et ainsi consécutivement^ on aura les valeurs successives :
f(x+A) — fo + Af,(x+eA)
« faî+Af,a;+A'f,(«+ e,A)
« fac + AftX+A»faa;+A^f3(«+eaA.
elc.
= fa? + hUx+ A«f,x + A^fsx + ...
+ A^-lfn.iX + A»fn(x+en-iA). (I)
Pour déterminer les fonctions inconnues f.x , faX , etc., prenons les dérivées consécutives par rapport à A de Féquation f(a:+A) = fa: + Af,a:4- h'Ux + A3f3X + A»-if„«iX+A"fnXH-etc., nous aurons successivement :
V(x + A) = f,a? + 2AfaX + Zh^Ux + elc.
+ (n— l)A'»-*fn-ix + wA^-«fnX + etc.
r'(x + A) =- 1.2f,x+2.3Af3X+etc.
+ (n— l)(n— 2)A^-^fn-ix + n(n— l)A^-2f^x+elc. F'(a?+A) = 1.2.3f3X+elc.
+(n— l)(n— 2)(n— 3)A^-*fn-iX + n(n— i)(n— 2)A^fnX+ etc.
etc.
/t'^-%+A)= 1 .2 ... (n— l)fn-ix + 2.3 ... nAfnX+elc.
fi'^Kar+A) — 1 .2.3 ... nfnX + elc.
Pesons dans ces équations A=0, alors, si aucune des quantités
fiX, faXy... fnX ,
ne devient 3 pour aucune valeur de x, comprise entre x et x+ A ,
on aura :
Tx-f.x,
r"a: = 1.2.5f3X, etc.
f(»-%=1.2...(n-l)f»'*, fn« = l«2...nfnaf; (Toù l'on tire :
f P — ^IfL
f'x 1 «Pfa; '*" 1.2 ""1.2 "^S^'
f"a; _1 dïfx
"*" 1.2.3 ""1.2.3 iic» ' etc.
f««-i)x 1 «pr'fx
f„_lX =
"1.2. ..(n—1) 1.2...(n— 1) rfoc"-» ' ft")x 1 d'ùc
n 1.2...n <&" * Donc
ft')(x+tfn-lft) 1 rf°A:X+en-,/t)
f„(x + e„_.A) = 1.2 ..„ î:23i ÏF '
Remplaçons ^n-i P^r «^ et substituons les valeurs des fonctions ItXy Uxy etc., dans Téquation (I), on aura la formule cherchée, savoir :
Le terme 7-s — f(">(a?4-«A)=Rn , se nomme le ferme com-
plémentaire, ou le reste de la formule de Taylor. Si, en faisant 9}s=soo , la fonction fx, est telle que RqobO, et si de plus , aucune des dérivées fx, fx, etc., f^"^x, ne devient l pour l'intervalle de <xikX'\-hy que parcourt Xy alors on aura dans l'étendue de cet intervalle :
f(x + A) = fx 4- Vx.h + f'x. ~ + f'"x. -^ 4- etc., à l'inûni.
Le second membre est alors la valeur du premier membre^ mise sous la forme d'une série infinie.
THÉORÈME GÉNÉRAL DE MAGLAURIN
X désignant une variable quelconque , réelle ou imaginaire y et a une valeur particulière de x , si aucune des fonctions fx , f'x, Px, ...f"x, ne devient ^f pendant que x parcourt, d^une manière continue, l'intervalle depuis x«a , jusqu'à x=x, /e dis que l'on aura , pour cet intervalle :
f (X) - f(a) + (x-a)f a + ^^^=^ fa + etc.
Dénunut. Si, dans la formule de Taylor
on fait z=za, h^x — z, on a la formule ci-dessus. La formule de Taylor exige que les dérivées Vz^V^Zj ...fC^z ne deviennent pas ^ entre zeiz + h; donc dans la formule de Maclaurin les dérivées Pa: , fa? , elc. fHar ne doivent pas se réduire à 5, entre a et X.
Le terme ^•^^=^"-f<'>[a + <ir— a)]=R«,
se nomme le terme complémentaire y ou le reste de la formule gé« nérale de Maclaurin.
Quand la fonction fx est d*une nature telle que Ton a R^s=0 » et que les fonctions fx.Fx, Px, etc.; jusqu'à l'infini ^ ne se réduisent pas à ^y dans l'intervalle de a à x des variations de or, on aura le développement suivant :
fx = f(û) + (~^ r{a) 4- ^^Y^ f\a) + etc. à l'infini ; le second
membre est alors, sous la forme d'une série infinie; la valeur du premier membre.
THÉORÈME PARTICULIER DE HACLAURIN
Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent , si l'on fait, dans la formule de ce théorème, a^^O, on aura la formule particulière de Maclaurin, savoir :
fx=f(0) -f-f (0).a: + f'(0)~ + etc.
Les coefficients
expriment ce que deviennent les fonctions fx,fx,r'a:, etc., lors qu'on y posexsO.
Le terme t-^ f">(«^)*=Rn»
est le terme complémentaire , ou le reste de la formule particulière de Maclaurin.
Si l'on a Jiln'^'O, pour n««oo , ou R^ =0, on a l'équivalence
f(a;) = f(0) + f'(0)x + f"(0). -^ + etc. à l'infini.
Le second membre est alors la valeur du premier membre , présentée sous la forme d'une série infinie.
La formule particulière de Maclaurin exige que les fonctions fxf f'x, etc., f(">ar, ne se réduisent pas h ^ dans l'intervalle de Oàx.
1" Rem. La formule de Taylor, qui renferme celles de Maclaurin comme cas particuliers, subsiste, quelque soient xet A, réels ou imaginaires, attendu qu'elle a été déduite d'une série d'identités. L'on voit donc, que les trois formules conviennent à toutes les hypothèses de x et de h.
2. Rem. Nous pouvons donner au reste Rn , des trois formules , une autre forme, plus convenable dans certaines recherches. A cet effet, soit
En différcntiant , par rapport à a , la formule
(0 f(x) - f(a) + ^ Fa + ^-^^f^' fa + elc.
on aura : = ^'~°^^ IW(«) + r'" )
d ou c'a = — -p-- ^ — . ft°)a ; on a donc aussi :
(2) ç'[a+a{x-a)] ^iz:^!pfZ^V)t«+«(x-«)].
Mais on a , par le 1*^' ihéor. des notions préliminaires ,
çx^^fa + {x — a)f'la'\'a(x^a)] , d'où
fa = fx^(x — a)j)'[a-|-«(a? — a)].
Si dans (1), on fait a = ar, on a pflp«=0 , donc
ça=: — (x — fl)/[a-+a(x — a)]; donc, à cause de (2) :
On a donc, pour le reste de la formule générale de Maclaurin , les deux expressions :
Si a = 0, on a la formule particulière de Maclaurin ^ son reste a par conséquent les formes :
Si l'on change , dans la formule générale de Maclaurin , x en a 4* A; a en X, on reproduit la formule de Taylor , par conséquent le reste de cette formule peut se mettre indifféremment sous Tune ou Tautre de ces deux formes :
3" Rem. La fonction {(x) peut être telle que, pour une valeur particulière x«=a, le développement de f(a+A)r renferme de$ termes irrationnels par rapport h h, ou des termes dans lesquels l'exposant de h est négatif; alors la formule de Taylor ne subsiste plus, et il faut recourir aux développements algébriques.
Exemp. fx =» l^lc + |/^(x— a)* , donne :
f(a+A) = A-« + (a + a/» h'^ + a(i + l ^+*^ ^+ etc.)
Ces cas exceptionnels ne peuvent jamais arriver si aucune des fonctions fx, fx, f'x, etc.,
ne se réduit à 5 , pour x^^a.
De plus , si Tune de ces fonctions devient \, pour xssa, toutes les suivantes se réduiront également à 3.
Car soit /<n</+l, / étant entier, on aura :
f(a+ A) = fa+ Va.h + etc.
<roù :
f(m)(«+A) = ^ÇîL=ilr|^(C)« An_._x + etc.
Mais n — /— 1<0, donc yi=»0, donne f<i+»)a«=5. Zxcwip. f«=c4-x + (x— 6)(a;— 0)3; donc
pour a; «=" o, on trouve :
donc f'"a = è> f^'^^«=5> etc., ^ ^
et Ion aura : f(o+A) =c+« + *+(«— ft)*^+ *^-
Soit encore fx = , on a f(a)=5, donc fa^it etc.
|/jî« — ax
= «~A .(1^1^+^. --etc.) = 1(AH_ ^ *)^+ 1^ (->' + etc.
NOTATIONS ET DÉFINITIONS
Si dans la fonction u=i{(x,y)f on fait varier x et y, c'est-à-dire toutes les variables, alors
du — f{x+dx, y + dy)~ f(jr,y) , se nomme la différentielle totale de la fonction proposée; il en sera de méme^ si la fonction u est composée d'un nombre quelconque de variables; pourvu qu'on les fasse varier toutes, du exprimera toujours la differentietie totale.
Si dans la fonction u=i{{x,y)y on ne fait varier que l'une des deux variables, alors les dérivées
du ^ f(x-frfx,y) — f(x,y) du _ f (ar, y+dy)^ {{x.y) ax dx * dy dy '
se nomment les dirioées partielles de u , prises respectivement par rapport à x et h y. Il en sera de même pour les fonctions de plus de deux variables ; pourvu que l'on ne laisse pas varier toutes les variables.
Nous désignerons avec Euler les dérivées partielles par des parenthèses , et nous écrirons :
.du {{x+dx,y)^r{x,y) ,du^_ t(x,y+dy) ^{(x,y) ^dx^~ dx '^dy^ dy
Exemp. Soit ti = aa;»y* + 6'acy, on aura les dérivées partielles ( — ) = 2aa;j/« + ^'V > ^T")^ 2ax»y -j- 6«a:.
En multipliant les dérivées partielles par les différentielles de leurs variables, on obtient les différentielles partielles. Donc, si la fonction est ti=f(x,y)9 ses différentielles partielles seront respectivement :
que Ton désigne aussi par d^u^djU.
Rem. Si x doit varier seul, alors y est constant , donc t^ «= 0.
dx Si y doit varier seul , alors x est constant ^ et par conséquent dx
dy
26* Théor. La différentielle totale d^une fonction u==f(x,y,z...), à plusieurs variables indépendantes y est égale à la somme de toutes ses différentielles partielles j prises par rapport à chacune de ses variables, savoir :
du = dxU 4- dyU + dsU -{- ...
Démonst. ^o\iu = f[Xyy,z) ^ on aura :
dM=;f{a;4-(/x,y+dj/,z + dz) — f{x,2/,z) , Soient maintenant :
ti^ = f(x+dx,y,z), i/, = f(x + dx,y4-(/j/,2), t/5=f(x+d«,y+rfy,5: -j-dz) ; donc du « t/j — u.
r* PART. 9
Mais on a (par le coroU. 2 de la règle fondamentale des no préliminaires ]r :
D*un autre côté, on a par la règle fondamentale , et en diff( tiant les équations précédentes :
dyUi = rfyti 4- dydjU =a dyU , donc rf^w, « d^u ;
d,t/, = (faW j + rfzCfyt<4 = dzU^ = dzU .
Donc y les équations ci-dessus deviennent :
t/, = U| -)- djU ,
En les ajoutant et réduisant, on trouve :
t/g =s u + dztf + dyti-j-cfzW.
Donc t/j — ti=rfu=(6:t<4-rfyW + rfzW,
CorolL L'équation
donne les trois dérivées totales :
dx ^dx^^^dy^ dz^^dz^ux' dy^^dx^ dy'^Uy^^^dz^ dy '
dz~^dx^ dz^^dy^ dz^^dz^'
Si X doit seul varier, alors -^ = 0, — = , et la
dx dx '
équations donnera
du _ ^ d«« X
ou la dérivée partielle par rapport à x.
Si y doit varier seul , alors on a — = , — =
dy dy
des équations ci-dessus se réduit à
du du
dy~^Ty^' ,
ou à la dérivation partielle par rapport à y.
Enfin si z est seul variable , on a
^^ ^ dy ^
et la 3"''' des équations ci-dessus deviendra du du
ce qui est la dérivée partielle de u par rapport à z. Exemp. Soit w==aacz»4-6yx'+czy% on aura :
(j-) = az'+26î/x,(ji)=6x'+2czt^,(^)-2(wcz4-cî/^;
donc
du = (az» + 3ibyx)dx + (6x» + ^czy)dy + (2axz + cy^)dx .
THÉORÈME D'EULER SUR LES FONCTIONS HOMOGÈNES
27* Théor. Soit u = f{x,y, z, ...) une fonction homogène de a dimensions , je dis que l'on aura :
Demonst. Posons x=x'ty y = y'ty z==^z'tf etc., ..., on aura : ^ dx . , ^dy . , , ^^ V ,
et x=x', t^^j/, z=z', ... pour ^=1.
On a ensuite u = ^ f (x', j/', z', ...).
Différentions cette équation , en regardant x,y,Zy... comme des ^^nctions de r, on aura :
Fesons f «== 1 , on aura :
du. . ,du. , , <3^w, , - .
Exemp. « = ax' + bxy^ + — est une fonction homogène de trois dimensions ; on a donc la relation :
(b) Dérivées et différentielles d'une fonction à plusieurs variables
dépendantes.
Définitions.
Je nommerai équation principale y la fonction donnée , et équations jecondatre^, les relations entre ies variables dépendantes et les variables indépendantes.
Exemple. Si l'on donne ti s±: f (x, y^ jz) » (I )
et z=f{v,t), y~rP(v,t), x=x(v,t), (2)
la relation (1) sera Téquation principale, et les trois relations (2) seront les équations secondaires»
RÈGLE GÉNÉRALE
Pour trouver la différentielle d'une fonction de plusieurs variables dépendantes x , y, z , etc., il faut :
1) Différentier les équations, principale ^ et secondaires ,
2) Substituer dans la différentielle de Téquation principale , fc* t?a-
leurs cfe dx, de dy, de dz, etc., données par les différentielles des équations secondaires, et ordonner le résultat par rapport aux différentielles des variables indépendantes.
!«' Probl. Soit u = f(x,y), x=î)(l), y^-i/^t, trouver du
du et — .
dx
Solut. On a: du=^[^)dx + (^)dy , dx dy
dx dv
dx ^ -—dt^fU^dt y dy:^^dt'»4fU*dt; dt dt
du du f^ , /*Î^N f^
dt ~^dx^ dt '^^dy^ dt'
2* Pbobl. 5oienf u-»f(x,y), x=j.(v,0> y=»'/'(v,i),
. , du . , du .
trouver du,(~), (•^).
5o/«f. On a : du^(^) dx-\-{^)dy ;
5« Probl. Soient u = f(x,y), u e^y étant les variables indépendantes, trouver dx; (t-)> (-r)* du ^ ^ dy ^
Salut. De Téquation u^î(x,y), on tire par la différentiation :
Divisons celte équation respectivement par du et dy, on aura :
^ = 1 = r— ^ — Jr.(—\ÙL du ^dx^ du '^^dy^ du '
du ^ rfa dx f ^^^x
Mais si Ton prend la dérivée par rapport à u seul , alors y est constant , donc --p ==- , et alors la première de ces équations
devient: 1=(_)(_); dou : (^)== — Si l'on prend la dérivée par rapport à y seul , alors u est cons-
devient :
"='^^>(^>+^-^>'^^"= ^^^ — -dû--
Or X étant fonction de u et de y on a :
dx^(^)du+('^)d!,.
dx dx
Donc , en substituant à la place des coefficients (-j-) , ( j^ ) ?
leurs valeurs ci-dessus , on aura :
dx = —- — 'du f— 'dy,
Les coefficients (-r-)» (-;-) j se déduisent immédiatement de ^dy ^ dx '
la proposée «= f(x,y).
Exemp. On donne «■=**y+fla;y% a; étant la variable princi-
djc (fûc pale, chercher dx, (-7-)? (;7"); sans résoudre la proposée par
rapport à x.
On a ici :
(^) = 2xy + ay«, (-^) — x* + 2a^l// donc
Wm^ "" 2xy+flî^* ' ^ dy^~ ^xy+ay* '
du'—(x^+^aocy)dy
par conséquent : c/x — ; ■ ^-^ .
^ ^ 2xy+ay'
4' Probl. Soient u = f(x,y, z) , x=^(v,l) , y =»/^(v, t) , z«|(v, l) ,
,du^ du^ trouver du, (_),(—).
5o/i#(. Ona: du^(^)dx+{^)dy + {^)dz, dx dx
flfe dz
5« Probl. Soit u=f(x,y,z), \ étant la variable principale ,
, dx, .dx^ dx.
trouver dx,(-),(^),(^),
sans résoudre la proposée par rapport à x.
Solut. De la proposée on déduit :
d'où , en divisant par du, dy ^ dz ,
du~ ^dx^ du'^^dy^ dx'^^dz' du' dy~^d^^dy'^^'dy^'^^dz^ dy'
dz ^dx^ dz ^dy^ dz '^^dz''
V Siu varie seul • alors -— devient ( -7-) > et l'on aura -i- =0 , . 'du ""du du '
du Donc la première des équations précédentes donnera :
^ du' du ^dx'
2» Si « varie seul , alors — devient ( — ) , et Ion a i- "0 ,
dz ^. ^y ^y
— •=> ; la seconde des équations ci-dessus fournira :
^ .du.dx^ du^ , dx ^dy '
^dx'^ dy ^Uy" ^ dy' dw
^ dx^
T /\ j 1 ^ r^^\ du ■ du ^
3« Quand z varie seul , on a : —«(—.), ---=:0,— = 0:
dz dz dz dz
et la troisième équation ci-dessus se changera en
idu dx du dx. ^dz^
" = 'tol(^'+'3l)' """' l^) TXT-
Mais * étant fonction de y, z, u , on a :
rfx=(^)du-|-(^)dî/ + i-^y^^i donc
B.) Déf-ivées et différentielles des Ordres supérieurs. a.)t De5 fonctions de plusieurs variables indépendantes.
Notations et définitions^
Soit u=t(x^yy ...), il est clair que les dérivée partielles ( — ),
du ^
i T") > ^^^v seront, comme u, des fonctions de x,2^, ... On pourra
dy donc prendre les dérivées partielles de ces dernières expressions
aussi bien que de la fonction u.
iles nouvelles dérivées partielles seront du second ordre ; et se
marquent ainsi :
^ dx ^~^d^^' ^ dy ^ ^ dxUy^'
Les dérivées du second ordre, étant en général des fonctions de x,y, ... aussi bien que la fonction primitive, on pourra également prendre les dérivées partielles des dérivées partielles du second ordre; on aura ainsi les dérivées partielles du troisième ordre, qu'on écrit de cette manière :
^ dx ^ '^ d'« ^ '/ dy ^ ^ dxd*y '*
' ^ dxdy ^ dht ^ dxdy -* dhi
^ dx '~^dx\dy >' ^ dy ^ ^ dxdy^ ''
^ dx ' ^dy*dx^'^ dy ' ^dyi^' et ainsi de suite, pour les ordres plus élevés.
Il suit de là que les différentielles partielles du second ordre sont indiquées par
i^)dt=.d^,u,
Celles du troisième ordre seront désignées par d}u
dy^
SS*» Théor. Soit u = f (X , y) , je dis que Von a :
du ^ ^" \
dy ~ dx ' ^" ^ dxdy '^^dydx'*
jyémùMt. On Q; en effet :
du
changeons ici y en y + dy, et retranchons du résultat la formule
précédente , on aura :
du
^^TJ^ d'u
^y dy = (-^)^^y = f{^+*;, y+%) - f(x,y+dy)
— f (a: + dx, y) + f (x, y). («
2* On a aussi :
du ( •j^)dy'^Hx,y + dy)-f(x,y);
changeons ici x en xJ^dx,ei retranchon» cette dernière formule du résultat , on aura :
^dy^ ^ d*u
Les seconds membres des formules (^ et {fi , étant égaux , on en conclut :
Coroll. On déduit de cette relation successivement les suivantes :
dx ~ rfx ' ^" ^ tfarrfy ■^"^dydx^ ^'
^ dy^dx ^ ^ dydx^^ du^ ,_, d^u ^
d^ - d^ ' ^" ^Â?^^-^"*^^' et en général :
^ dx^dy^^"^^ dy'^dofi^'
Il en sera de même pour des fonctions de plus de deux variables, c'est-à-dire qu'il est indifférent dans quel ordre on forme les dérivées partielles consécutives d'une fonction par rapport aux mêmes variables.
29* Théor. Sait u = f (x , y) vne fonction de deux variables indépendantes x , y , je dis que Von aura :
^ ' ^ dx" ^ ^ ^ dx^^-^dy ^ ^
OU symboliquement :
d°u = ( — .dx + --— •dy)"u.
^ (IX dy -^ '
Démonst. En effet, si nous différentions de nouveau la formule
d^u cCti
(1), en considérant les coefficients ( -r— ), (t -^t)^ ^^-j com-
dx^ ax^^My
me des fonctions de x et de y, on aura :
Comme la difierentielle d'^^^u subit la même loi de formation que la différentielle d^u, il est clair que, si celle-ci est vraie dans uncasyoupourn^p^ellesera vraie pour n— /i4"*>P+2, etc., mais elle subsiste pour n^i, puisqu'on a
-T /du^. , ydu.^ , d j , d _.
du=i('-r')dx + (-7-)a2/-"( t" •«» + -r^^dyy . ^ dx ^ ^^dy^ ^ ^ dx ^ dy ^^ ^
donc elle est vraie pour n=2; 3^ 4, etc.
Coroïl. Si u=«f(j:,y,z, ...) on trouve aisément par induction^ la formule symbolique :
^dx dx ^ dz * '
b) Dérivées et différentielles supérieurs des fonctions de plusieurs variables dépendantes.
= f(x,y), x = ?V, y—\pw, l'on aura :
^dx* ^^ dv'' ^^dxiiy ^ dv dv^^dy«^^"dV^ ^ ^ dx ^ dv* ~ ^ dy ^ dv* '
TaÉon.
Soit u=
dv»"~
dx
dv'
^ dv' dv
- = etc.
Démonst. Car on a :
du du , dj? . du . dy
dv ^ dx^ dv ^ dy' dv'
d^u ^^Tv^ ^ YTx^'Tv] /X^ry'^'Tv]
^onc -— = .-,5 — = ^+-^ — ^3 'j
dv* dv dv ^ dv
dl—) d( — )
«/(;« *" dy * dv "^ dêJ»" ^ dx^'^ dv ' dt; "*" dy* * ^ dy ^ dx dv
dx { d*u dx . d^u .^V), ^^^ ** r d? ^ d5J"^'dJ^^ dtj)"*" dû^^ dâT^
dy ( d'tf dx d^u. dy ) d«,y dw "^ dt; f dydx^ dv'^^ dy* ^ dv]'^ dv* ^^dy'
(£îi ) (^). + 2{ -^)- • ^+ — ( î^ ) ^dx« ^ ^dv^ ^ ^ dxdyUv dv ~ dv* ^ dx '
^^dy*^^dv^ ^ d^ ^ dy^'
etc.
ôr TiiÉoR. Soient u = f(x,y), x = f{r,\), y = ;^(r,v), je dis qu'on aura :
.d'il. ^dr^ ,d»u,, dx^ „, d»ii dx dy
d»u dy du d»x , du d»y
'^'''dy'^^d?'' +^dr''d?'^^d^''dl^' j,du
/ d'u ^dv^ d'n dx d'u . dx dy
^ i\^*^~ dv ~^dx»^^dv^''^^dxdy^dv* dv
^'^dy'^Mv^ ^^ dx^dv'^'^dy^ dV ' d(i V A^., y A« \ ,wf A .1, j\a„ ' Mxdy' ^ dr * dv '^
drdv
dv
■ dx* '^ dr ' ^ dv '
+( d7>%%) + (âT^ ( dFdT^ + ^ dT^^ d?d7^
^^ dxdy'^dv^Mr''
d'il d*u d*u
<''" = (H;:)<''' + lH;:r)dr* + 2(— ^)drdv, etc.
» " ^dv'^"' ' ^ dr Démonst. En effet, on a :
' drdv
du. f^'*\(^'^\u.(^'*\(^y\.
donc
dr
d(—) ^ dr' dr^ ''- "r l w^« ^ w» ■'
dr
dr* dx '
du
dr
dr
cfy
du
dv'
rfo ^ dv
dv^ ^' dx
dw dt;
dy '^ de'
_JL^(Jl!L)^(^^ ^ dx\ d'x du dv ^drdv' ^ dr' dv "^ drdv^l^'
^^dr' do ^^dvdr^^dy^' Si maintenant on substitue dans ces formules les valeurs
dx^ _ d'u. dx d'u dy
dr ~^dx^'^dr^'^^dldif^ dP'
dA
dv '^^diê^^ Ib "^^ dxdy^~dv'
dy ^ d'w . . dj d'M dy
dr ^ dydx'^ dr^'''^dr ^^rfr^'
d( — ) '•d//^ ^ d'M . dx d'u dy
do ^dydx'^do'"^^ dy*'^dv^'
on aura les relations du théorème.
A l'aide des trois coefficients différentielles partielles du second ordre, on formera ceux du S"» ordre, en exécutant les développements indiqués par les notations :
d/'llîL-k d(£!L\ Ai—\
£u ^dr' ^ dhi ._ dr'' d'w "' dv' '
Wr»^*° dr '^dr'dv^~ dv '^drdv''^ dr '
etc., etc.
1" Rem. Soit u.= f(x,y,ï), x cl y étant les variables indépendantes, on demande les dérivées
^-HT'^' <dl^^'<dF>' «'*'•' <dr^)' <d-ïd7>' < dr"^'^"^-
Sotut. Comme z est une fonction de x et de y, si cette fonction est donnée on formera immédiatement leurs dérivées partielles de z par des différentialions consécutives. Ces dérivées étant supposées connues , on différentiera les équations
dx'^^ dx^'^^dz^ dx'
dy ^ dy^'^^dz' dy * ce qui donnera :
d*u _ ^dx^ dz ^dz'
dx* dx dx dx ' ^ dz' dx*
d*u ^dx\ dz ^ dz^ . .df. d'z
dxdy dy dx dy ^^^dz^ dxdy '
El rfy dz "^dz^ df d^z
dy °^ dy dx dy ^ dz dy' '
En développant les différentiations indiquées, on passera aux
du dx
dérivées partielles en posant rr'^^f T"**^* ^ ^'^^ ^^^^ *
+ <Sx|).
^d^'~^d^'^^dxdz^^dy'^^dzdy'^dx^ d^f .,dz dz . df d^z
^liy^^''^d^'^'^%dz^^dy^^ ^''dzdy^^dy^ ^'^d?^^7^^ ^Uz'W^
2". Rem. Soit u=f(x , y, z), x = «>(r, v, t), y = ;^ (r, v, l) , z = ^(r, V, t) , on aura d'abord :
du ,du dx du dy du dz
( d7) = <d?^^d"r>+(d7^^7k^'^^d?)^dF)'
^d7'^di'^d;^+(d7^<-d;?^+^"d;^^d7^'
du^ ,du dx. , ,du. .dy, , ,du dz
on formera ensuite les dérivées partielles da second ordre , en développant les opérations indiquées par les notations :
^d,»/~ dr ' ^ drdv ^"^ iv * da du V
d^u .__ dr^ d'tf ^^
^ drdr dt ' ^dvdr"^ dt '
d(±) dA
^ dc^^^ dv ' ^di-^~ dt ' et ainsi de suite.
VARIABLES INDÉPENDANTES
Une fonction primitive u=st(x^y,...), dans laquelle x^y,... ont été regardés comme indépendants , a conduit à une relation
on demande de transformer celle-ci en une autre F^ , dans laquelle ryV,...y seraient les variables indépendantes , on suppose qu'entre les anciennes et les nouvelles variables indépendantes, on ait des relations de la forme x=?(r, «,...) , y= »p(r, v,...), etc.
La solutioo de ce problème général exige que Ton sache expri-
mer les dérivées ancienDes
du du fu ^ ^
en fonction des dérivées nouvelles
^l?^'Uv^''''^df<^^'^dtfl^'^drdv^'""
Nous allons donner ces expressions, pour une fonction primitive de deux variables , de la forme :
tt«f(x,y), x^fivyv), y^\l^(r,v).
1" Méthode.
du . du On trouve les valeurs de {--f-j ( 'j^)* ^° résolvant les équations (a) du 31« théorème, par rapport à ces dérivées partielles ; et Ton aura de même les valeurs des coefficients ( v-, )# (rrr) 7
dHi (■ ) ; en résolvant les équations (6) du même théorème par
rapport à ces coefficients. Cependant la méthode suivante, moins simple en théorie , est préférable dans la pratique.
2"« Méthode.
Des équations secondaires x = 9 ( r, t) , y = ^//(r, 1?) , on déduit
En résolvant ces équations par rapport à dr^dv, on en tire des équations de la forme
dr^=aidx -J-* bidy , dv = a^dx + 6ady ; et comme on a aussi
on aura les valeurs
On a donc :
du dit dr du dv. du , ,du
d« dM rfr rf« rf» du ,,du
Quant aux dérivées du second ordre, on aura :
"^ d3?^ ^d3?^^dr''^^ dx^' dx
du
du
, du A( \
dv d^H dr ,i^\,^v . .
On obtiendra 9 par des procédés semblables :
^^dy^'^dv^^^do^'^dy' ' ^ dxdy^ ^dmi^'^ dv' "^ '^ d,^'^ dx'^dy''^^'drdv^\} dy'^dx^
On formera y par des procédés analogues les dérivées des ordres supérieurs au second ordre ^ en fonciion des dérivées des nouvelles variables. La marche serait encore la même ^ s'il s'agissait de plus de deux variables. Appliquons ces règles à quelques exemples.
!•' Exemp. Soit F = ( - — r-) + ( -r— ) t xeiy étant les varia- ^ ^ dxdy ' ^ dy^'^ ^
bles indépendantes , trouver ce que devient F, quand r et v deviennent les nouvelles variables indépendantes, on donne :
xssrcost;, y=rsint;.
Soit Fi, Texpression cherchée, on aura :
_- du ^d^r , ,du ( fiv d^v A
Les équations a; = rcost;, j^srsinv, donnent: dx=dr cos v — rsin vdv ,
dy=dr sin t? -|- r cos vdv; d'où Ton tire :
tir //i»
dr = cost;-rfx-4-sin t?»dy = (-— )rfx+ (-::•-) dy ,
dx dy
-sin V cos r , , ^«^ x r • / rf'^ , ,
dv -.dx+ -—.dy={j^)dx+{~)dy.
Donc: (-r-)=cosi;, ( — )s=sint;, ^ dx' dy '
idv sin v , dv . ^ cos v
De ces formules on déduit :
dV dv cos^t; dH r sinSv (^)-cost,-=— , {^)=-^;
- dv ^
Ai I
^ d^v dv cos2t;
rft;' !<'**'_ cos 2t) -|- sin 2t>
On trouve aisément :
dv dv
On a donc :
_ cos^v. du. sîn2t; + eos2t;,dM , , . ^ , . ,,epM, ^• = -r^*^> î (_)+s.nt(cos«+8.n«)(^)
+ __-(cos«-s,n.)(-) + (-j:- + s.n2t,,(^^).
2' Exemp. On donne
chercher ce que devient F, quand on change de variables indépendantes y à l'aide des relations
X aoB r cos t; 9
y = r sin r cos ^ ,
j2 = rsint?sinf, Soiut, Des relations du l"" ordre :
on déduit les suivantes du ^ ordre :
rff — ■) d*u du d'r . rfr dr du d*v ,
^ cte»'' *• rfr''^dx»^^^<fe' dx ^^dv^^dx*^
.~^^dy' dy '^^ dt'^dy*''^^dy' dy '
di^) ,d*u du d}r dr ydr^ du d*v
du du
^^dz' dz ^^ dt'^é^'^^dz'^ir- 'E.a ajoutant, il vient :
d(l!i) dâL) dA
^dx^ dz ^^dx^ dx ^^dx' dx ^ ,,du j/du . j,du^
^dy^ dy ^"-dy^ dy ^^dy^ dy + j,du jfdu. ^ du.
dz dz dz dz ^ dx dz '
Mais on a :
d(—) ^dr^ _ d^u dr '^*».JVy. (d*u dt
dx ~^dtdr'^dx^^^dv*^^dx''^Uvdt^^dx^'
elc, eic.
En substituant ces développements dans l'expression précédente de F, on trouvera :
„ ,du ( d'r . , .d'r. , ,d*r.) , ,du.(.d*v. , ,d*v. ,
^dT^^l+^df^l^d^^^^dr^+^dF^ +
2(d;^)î(d7Xdi>^(d^V+(d;-)^dr)| +
^(S){(êxi:)+(:f)(|)+(èxS)|.
^drdy ^ ^ ^ drdt ^ * ^ dvdt ^
Il faut maintenant déterminer les valeurs des coefficients A, B, C, etc., L.
A cet efifet, les équations a;=r cosv, etc., donnent :
dx =c&* cos v — r sin vdv ,
dy=dr sin t; cos f -|- r cos t cos vdv — r sin v sint^dt^
cfc==rfrsini;sin^+rcost?sin^dr + ^sin vcos^df ; d'où l'on lire :
dr es cos v*dx -f- col t sin vdy + sin v sin tdz
dr dr dr
, sin i; , . cos t; cos f , cos vsint , df? = — dx + dy H dz
dt = — : dy -A : — dz
rsmv rsinv
<ff>*+(|)*+(|)''-
Donc :
.du. .dr. . ydr. ,
(7-)=^cost;, (-p-)«cot^sint;, ( -r-)sin vsmr, ^dx^ dy^ dz
.dv sin t? ^ dv cos t? cos f ^^v cos v sin f
^'dx^^ ~' ^dy^'^ r ' ^Iz^^ 7
'(/x dy rsint? ^c/z' rsinv
De ces valeurs on déduit par la différen dation :
,c/V. . dv^ sin'ï? ^d^r ^ dv ^
( 7-r)=sint;(-^) = , (T^) = cos/cost;(— )
^ dx^ dx r dy^ ^ dy
, dt . cosV cos*î; . m\H — sin t; sin t^-—)
dy r
( )=« sin/cost?(-— ) •+ sinr cos/( -r-)=a ' .
^dz^^ ^dz^ ^ dz^ r ~ r
Donc A-(^) + (^^) + (^)=-.
On a ensuite :
On a donc enfin :
CHANGEMENT DES VAUIABLES INDÉPENDANTES DANS LES FONCTIONS SOUS DES SIGNES d'iNTÉGRATION DOUBLES ET MULTIPLES.
1*' Probl. Étant donnée l'intégrale double
F=//f(x,y)dxdy,
da7is laquelle x , y sont les variables indépendantes , chercher ce que devient F, quand les nouvelles variables indépendantes sont ^ et î/ ; on donne les relations
Solut. 1*» En intégrant d'abord par rapport à a?, on devra considérer y comme constant, et par conséquent faire dy = 0. Cela nous donne en différentiant (1) :
IMPART. 12
En éliminant dy , ces équations nous donnent :
2°. L'int^ration par rapport à x étant effectuée, y seul sera variable dans la ^' intégration , on a donc, en regardant $ comme constant ,
On a donc par la multiplication :
donc l'expression cherchée sera :
F.-//f[f(?,.^),'^(t,v)][(^)(^)-(^X^)]rf^<i^- Exemple. Changer l'expression
dans laquelle x^y sont les variables indépendantes, en une autre dans laquelle les nouvelles variables soient r^v^t; on donne les relations :
X = r sinr cosf,
3/ ==rsin V sin ty
j5 = r cos t? .
On a ici :
dx= J( — )sint;cos^ — rsinvsinf \dt +
|( — )sint7Cos/4-rcosvcos^ |</t?, = J(— )sint?sin^ + rsinrcos/ [«//-["
dr . , . , . )
( -p- ) sin V sin ^ + r sin ^ cos r > dv.
dv )
Si Ton substitue dans In première de ces équations pour dv sa valeur tirée de la seconde, on a :
rsint? ,
dx^ ^ dt.
sint
Cherchons la valeur de dy. Pour cela, il faut diflférenlier j^ = rsintisinf^ en regardant t comme constant, ce qui donne :
dy ==sin t \ rcosv-^ (— ■)sint; > dv.
Donc dxdy = — rsinu | rcost;-J-(-r")sint; ^dtdv.
Il nous reste à transformer le radical. A cet effet , on a :
De ces équations on déduit par réliminalion :
dz ^ dt'^dv' ^ dv'^ dt'
^dx^~ dy dx dx dy
^dv'^lt^ ^"d^'^ dt^'
dz dx dz dx
^dv'^dl' ^dv'^dt^
Fesons , pour un moment :
^ dt^^dv^ ^dv^^dt^ ^ ' '^dt^^dv^ ''dt^^dv^ '
^dv^'^dti '^dt'^dv^ ^^'
on aura (-)=_,(_)=_;
donc \/l + ( J)' 4- ( ^y = ^ KV*+U' + W».
Mats on a :
, ^ V rfr
( -T-) = r cos V cos r + ( — ) sin t? cos r ,
( •^) = — r sin t; sin < -|- (— ) sm v cos f ,
(-7-)=rcost7sin/+( — )sint?sinf , dv dv
dil dr
( -j-) = r sin t? cos / + (-7- ) sin t' sin < ,
(_) = _^s.nt,+ (^)cosf, (_) = (-) cos «; donc :
V=r(— )sin^ -}"'') ^sinr — ( --)cost7 >sin r cos ty
dr ( . dr )
U = — r( — )cos/4"^)''8ini7 — ( — )cost;> sinrsin^ ,
W = — rsint? jrcost; + ( — )sin v | ,
— sin» Jrcos« + (— )costj v Donc, enfin :
Toro//. Soit z = |/r» — x' — y*, r sera constant, donc dr ^ ^ ,dr . „
^rfr)=«'(dT)='«'
et Ton aura : F sssjyr sinv dt du = surface indéfinie d'une sphère en coordonnées polaires.
2"* Probl. Changer l'expression F=///F(x,y,z)dxdydz, en une autre dans laquelle les nouvelles variables soient Ç, j;, Ç; on donne x = f (§, j/ , Ç) , y-= «p(e , ,; , Ç) , z = iM?> V, ?)•
Salut. V La première des trois intégrations successives de F, devant se faire par rapport à x, on devra regarder y et z comme constants. Donc ^ en différentiant les trois dernières équations, dans cette hypothèse , on aura :
Les deux dernières donnent^ par lëlimination , des équations de la forme
En substituant ces valeurs dans la première , on aura, pour dx, une valeur de la forme
dx = — d^.
^ La seconde intégration devant s'effectuer par rapport à y^ il est clair que x^ donc son correspondant ^, et aussi z seront constants. Donc , en différentiant les deux dernières des trois équations secondaires , dans cette hypothèse, on trouvera :
La dernière donne dÇ = -"--c/Ç; en portant cette va-
leur dans la première, on trouve :
dy —cl,.
5* La troisième intégration se faisant par rapport à z , il est clair que X , y, donc t , v , seront constants. On a donc , par la 3"" des équations secondaires
Donc :
dxdydz == Md^dijd^ ; par conséquent
Exemp, Soient
F= fff dxdydz , x = r sinvcos f, y=rsint7sint, jj=:rcosv , transformer F.
On a ici :
dx = — r sin f sin vdl + r cos ^ cos t?dt; -|- sin v costdry = r sin v cos ^d^ + r sin ^ cos vdv + sin v sin ^ sin v sin ^rfr ,
= — r sint;dt;+ cost* dr; d'où :
donc
smf;cost; cosf rsin'vcos^
at = : dty dr^ : dt ;
smr smf '
rsin V , dxT=z — dt.
sin /
On a ensuite :
d^ =: r sin ^ cos vdv -{- sin v sin tdr , = — r sin vdv + cos vrfr /
d*où :
THÉORÈME DE TAYLOR
Soit u = f(x,y), je dis que Von aura :
(.d"x, , ^" V, ) 1 (,d*u f(x + h,y+k)-u + [(_)h + (-)kj + - j(-),..
le reste R ayant pour expression symbolique d-f(x + ^h,y + ^k) f h k )■
^ r^—ii — !d(M:^)+d(y+«k)î'®<*<*-
Démonst. Soient h «=sA', k=ek\ x + h =« «+ £h'=x', y + k=y -{-sk' =y^ ,
on aura :
pour f=0, on aura de plus xf=Xyy'=y.
Mais on a :
?{s)=Hx!,y'); donc:
'^"^^-d^^Ul^-^-dT^^dT^^
, d3f(a^y') ,dx',,d/,. , rf^fUW) , rfy' ,,
* dx'dy'» '^d.c''^ds^"^ di/'^ ^ d£ ' etc.
On a donc symboliquement :
Donc
- rib "•'<"'■>« fs + i' F- <"
Si nous faisons €=0, dans la fonction (a) , il vient : en multipliant par . — ; , on a :
Si dans (6) nous changeons s en s , 0<«<1 , nous aurons ;
ou :
1-2... n*^ M.2...n ^^ '^^ '\d(x + ah) Or on a y par le théorème de Maelaurin :
On aura donc symboliquement :
f{x-\-h,y+k)^t[x,y) + {dî(x,y) |± + i- 1' + ^^^d*f(x,y)
ou y en remplaçant t(x,y) par u, et les symboles , par la réalité , on aura la formule du théorème.
Coroll. On démontre absolument de la même manière qu'on a en général , et symboliquement :
THÉORÈMES DE MACLAURIN
Théorème cénéral de Maglaurin.
Si nous changeons, dans la formule précédente , oc, y, ... u;, en a, 6,.... S, puis A, *, ...î, en Jî— ra, y — 6,,.. t« — 5^ , on ^ur^ la formule générale de Maclaurih , savoir :
+ etc. + H.
Pour une fonction de deux variables , on aura le développement effectif :
-, .. . d{{aM , ^ df(a,fr)
+ etc. + R.
Les coefficients -^ , -j^ , -— -, -j^^ , etc. ,
expriment les valeurs constantes que Ton obtient , si dans les coêf-
^ . . df(x,î/) d«f(x,y) df(x,y) d«f(a;,y) ^ .
ficents —^ , -L^ , -^ , -^^ . etc., on change
X en a, y en 6, après les différentiations.
Théorème partiglxier de Maglaurin.
Si dans la formule précédente du développement de ((x,y9...w)y on fait a=0, 6«iO, ... 9=^0, après les différentiations , on aura , la formule particulière de Maclaurin. Pour le cas de deux variables elle prend la forme :
t{x,y) = A+(Bx+B.y) ^ ^^ (Caî«+2C.a:y+C,y*)
+ f^ (Dx'4-3D,x«y + 3D,xy» + D^y^) + + ew. -f R.
dt(x,y)
Les coefficients B, B,, «ont les valeurs des dérivées ' \ ' ,
ax
, lorsqu'on y fait a; s Oy j^sO» après les différentiations;
de même les C et les D sont les valeurs des dérivées du V et du 3°** ordre y pour âpsO^ys^O, etc.; enfin A est ce que devient t(x^y) pour les mêmes valeurs des deux variables.
Le reste R , a la forme symbolique ;
R = --J!— dH(xx,ay) j -j^ + -77^}".
U2...W ( d(cbx) d((iy) )
transformation des formules de Taylor et de Maclaurin.
TRANSFORMATION DE LA FORMULE DE TATLOR
SS"* Théor. Soit u = f(x) , je dis que l'on aura ; f (x+h) - fx=dx { rx+f(x+dx) + r(x+2dx) + r(x+3dx)+...
+ f(x+h_dx)|^ pour toutes les valeurs x., depuis x=x, jusqu'à x«=x-f-h, (x étant supposé continu entre ces limites.
Démonst. Si fx est une fonction continue entre x et x-j-Ay
à supprimer le d, ce qui donne fx, puis à ajouter à fx une cons-^ tante arbitraire c.
Le procédé de Tinlégration défini est indiqué par la formule
J^fxdx^ r f«+c 1 = [f(x+A)+c] — [fe+c]*= f (x+A)- fx.
II consiste , comme Ton voit , â remplacer, dans l'intégrale indéfinie x, successivement par la limite supérieure x+h^ puis par la limite inférieure x » et à retrancher le V résultot du premier* Néanmoins y comme on a
yfxdx=cte {fa: + f(x+rfx)+f(x+2(ix)+...+ f(x+A)(,
ce procédé ne pourra être employé que dans le cas où Fx ne se réduit pas à la forme ^y pour aucune valeur de x, comprise entre les limites x et x-|- A de l'intégration» c'est-à-dire, il ne pourra s*employer que dans le cas où fx est une fonction qui reste continue entre ces limites.
CorolL 2. Nous pouvons maintenant donner une autre forme au i^ Théor. des notions préliminaires, compris dans !a formule
AX ^ En effet, on a y«=fx, et fX«^fx, si l'on pose Axas A , on aura :
Ay=«^f(x+A) — fx = AP(x + «.A), ou :
rpxdx^hr[x + a-h).
CorolL 3. Nous pouvons aussi changer les restes R des for* mules de Taylor et de Maclaurin en int^rales définies. En effet » soit
y:=.f{a^z) + zP{a-z)+ ^^VXa-z) + ...+
on trouve , en différentiant par rapport à z : dy z""-^
dz 1.2... (n—f)
f(n)(rt_z) ,
(t'où, en intégrant :
y = î _ /z°-' ma —z)dz4.e.,
ou :
fia-z) + zP{a-z) + ^T'(a-z)-i-...+
T P"-')(a-«) j-5-^ r /z»-«f(-)(a-z)(fe+ c
Pesons z = h,z*BO successivement, puis retranchons le S* résultat du prennier, on aura :
Remplaçons a par x-f- A , il vient : ,
f«+Arx + ~f''«+...+ --^!ll-fC»-«)a!— irx+A) = 1«z 4*2...n — 1
ou :
f(«+A)-. tx+kPx 4- .-^ t"« +... + , /'"' . iV^)« + R , 1.2 1 •2...n— 1
Donc la formule de Maclaiirin devient :
1*2. .«n — 1 j^ HoroU. 4. La formule
qu*ôu trouve, en posant Pa;s==?x ^ se laisse étendre facilement aux fondions de plusieurs variables. Cherchons , par exemple , la valeur développée de Fintégraie double
J'dy Jf(x,y)dx =J^ J]^(x.y)dxdy.
Si nous regardons y comme constant, on a d*abord : H* J?(x,y)dxz=^dx {f (a:,y) +,»(x+dx,2/)+ y(a! +2dx,y)+... +
f{x+h,y) \ • On a donc aussi :
ri* «+» H* »+*
fdyj^ [x,y)dx = dx { J^f{x.y]dy + yi(x+ dx,y)dy +
irf* yf*
y^f(x+idx,y) + ...+J^f(x + h,y)dy].
Donc, en développant chaque intégrale du V membre/ on trouve enfin :
J' J*f(x,y)dxdy = dxdy { y (a:,»)+f(x+dx,y)+...+f(H- A,y) y •
+f(«,»+2rfy) +K^ + rf«,y+2dy)+... + f[x+hy + idyy
+ f(x,y+*) +f(x+dx,y+fc) +... + f(x + A,y+*)|
TRANSFORMATION DE LA FORMULE GÉNÉRALE DE HACLAURIN
Si dans la formule (A), nous changeons x en a, et A, en x — a, elle deviendra :
f(a?)— f(a)=dtfjra+r(a + da)-f f(a + 2rfa)-H...-*.^x-da)}• ^ ^ dfx Ou en posant r«=«^x=« -^^
f ^xdx^da I y « + y(a 4" rf«)+ y (a-|-2da) -[-...+ ^(x — da) \ .
Pour X SB 6 y on a , en outre :
I ifxdx^=sda I ya+f)(a + da)+y(a+2da) +...+ y(6— da) L
Soit assO, on aura la transformation de la formule particulière de Maeiaurin , savoir :
f^xdx^da {y(0) + ?(rfa)+?(2**)+... + y(^-rfa)| ,
f^xdx^da {f(0) + y(da) + y(2da)+...+ y(6-^da)}.
Coroll. Soit a<;c<6 , on démontre facilement que
ft ê »
f fxdx^=ffxdx+ jfxdx.
Donc pour a — 6, on aura
f fxdx'^Osss 1 yare/x-f- / yxrfx; d'où :
I fxdx «= ^ — / f xrfx.
INTÉGRALES INDÉFINIES
Soit t/srs/fxrfx, il est clair que dy^VxdXy et que l'on a, en conséquence :
dj t'xdx = /d( {^xdx) = Pxdx.
— lOG — îi. INTÉGRALES DÉFINIES.
Soit rintégrale définie
a,b,Xf étant considérés comme des fonctions d'une variable indépendante r, on demande la dérivée de y par rapport à r. Il y aura plusieurs cas à distinguer selon que a, 6, a; sont chacun seul une fonction de r, ou qu'ils le sont ensemble , ou deux à deux.
dy 1" Probl. a étant fonction de v trouver -p .
Solut. On a :
y =:>Jfxdx==da{ f a 4- f(a + da)^ eic.\ ;
donc a étant fonction de r, il suit que y sera fonction de r; on peut donc écrire :
y-^^{r)^J^fXdx,
et Ton aura :
dy = dfr^ \P{r + dr) — xjjr =JfXdx — J^xdx
a^da a
= JfXdx — [ y fxdx + Jfxdx ]
a^da a a-Ma
dy^=^ — / fxdx
= — [« + <^«— «]f[o+«(a + rfa — a)], 0<«<1, (Corol. 2,
S i7\ =3 — dafla-{-ada'\
= — da'fOf
b . dffxdx
b dffxdx
2™* Probl. b étant seul variable y ou fonction de r,
dy trouver ~.
dr
SoltU, On a :
I fxJx = — / fXd^ ;
dy donc aussi : ^= + f(6)-
ab
S*"** Probl. x étant seul variable ^ ou fonction de r,
dy trouver •— .
dr
b Solut. Soit y '^^ I ff(x,r)dx donc
y + dy =Jf{Xyr+dr)dx
[y(x,r)dx+ —^ ^dr]
= y + drj'f'(x,r)dx;
* dy = rfr 1 9^(^9r)dxt
dr ^ ^ dr
Donc, quand on a y= / fxdx, x variant seul, on aura :
^ = fr'xdx.
dx *y
dx
^me pi^oBL. a,b,x sont variables à la foisj ou des fonctions
de r, trouver —-.
dr
Soit y — f ,f{^9 ^y» > y sera une fonction de a,b,r^ donc
5;:.=(^)+(7jj) -35: +(^) ^. (»)
Mais on a :
doAc (1) devient :
II' SE€TIOI!I.
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELIES DES FONCTIONS IMPLICITES, OU.. DES ÉQUATIONS , ET TRANSFORMAT^NS ' , '. DES ÉQUATIONS DDTÉRENTIELLES.
Nous partageons cette Section en deux Chapitres, dans le I" nous exposerons les règles pour la différentiation des équations, et dans le 4l"", nous donnerons les propriétés relatives aux transformations des équations différentielles.
ni . ■- i, '• '• 1 ( ••••
A) ON DONNE UNE SEULE ÉQUATION
Lorsqu'on donne m équalions enlre n^m variables , le nombre. des variables principales ou dépendantes sera m,ei celui des variables indépendantes sera n-^tn, les inconnues seront tpujours les dérivées des variables principales par rapport à chacune des variables indépendantes.
!•' Probl. Étant donné ff==f(x,y)=0 , x étant la variable
dy d*y d'y indépendante^ trouver --^ , —4 , -rr» ^Ic.. sans résmdre dx dx* ' dx'
T équation fs=0, par rapport à y.
Solut. 1« Soient, pour abréger, ^=P, ^-^^^î'
d^y d*p dq
rfx' *^ rfac' "^ rfx *
On aura :
Divisons par dx , on ù :
^ dy^
d*v 2' Cherchons ^ ^ q.
A cet efTet , différentions l'équation
-T" = (-r-)+(-r-)P = 0, et divisons par dr , on aura : dx ^dx^ ^ ^dy^ ^
cfa« ^dx^^^^dxdy^^^^dy^^^ ^^ dy^^ ^^
En résolvant cette équation par rapport à 9^ et en mettant , à la
d*y place dep, sa valeur ci-dessus, on aura la dérivée -7^ qu'on demande.
En différentiant de nouveau l'équation (a) , et en divisant le ré-
suitat par rfx, on aura la valeur développée de j^™0 , dans la-
d^v quelle entrera r « --~; on trouvera donc r en résolvant cette
(iX
dernière équation par rapport à cette inconnue. On continuera ainsi pour tous les autres ordres.
Exemp. f=î/* — xy-J-2=0, donne :
-^ = _3ç + 6/>7+(2y-«x)r=0, etc. De ces équations on tire respectivement .
dx y — X d\i/ _ ^y{y—x) rfx« (ity — x)^' d^y Q{x—y)yx
' rfx« (22/
dx' ("iy—xV • elc. etc.
Les inconnues p, 9^ r, etc. sont exprimées en fonction de x et de y, pour les obtenir en x seul , il faudra en éliminer y à Taide de l'équation primitive.
2""* Probl. z étant la variable principale, déduire de la relation fsaf (x^y^zj-sOy les dérivées de z du 1*% 2% 3% etc., ordre par rapport à x et à j, et construire à l'aide de ces dérivées partielles, les différentielles totales de z pour les divers ordres.
V DÉRIVÉES DU 1*' ORDRE
Solut. Z étant une fonction de x et de y^ on a d*abord dz dz
Mais /'étant une fonction de x, y,z, on a :
Substituons pour dz sa valeur^ puis mettons les facteurs dx et dy en évidence , on aura :
ou :
ou
Si nous regardons x seul comme variable, on a :
alors (I) donne :
Si y varie seul y alors x sera constant ^ et Ton aura
dx
dy
donc l'équation (2) donnera :
Les équations (âs et (i3 , donnent , pour les dérivées inconnues du !•' ordre, les valeurs
dz ^ dx ^ .dz _ "^ dj, ^
^1^^ df ' ^dy^ -JT'
^ dz ^ '^ dz'
La différentielle totale
dz = {±)dx+i^)dy,
devient par conséquent :
djj =1 ; '1 ,
^ dz ^
DÉRIVÉES PARTIELLES ET DIFFÉRENTIELLES TOTALES DU V ORDRE
Posons, pour abréger :
, dz>. ,dz
^dx*^^dx^ '' ^dxdP^i^^~^i^' :
, d*z . , dq .
On a, par le 1" Ordre :
df ,df^ , ,df^ ^ df df^ df ^ ^
De ces équations on déduit , par la différentiation :
dx _d^f ^ ^ dx' ^dz^ df dp
dx ~ dx*~ dx '^^ dx '^^dz^^dx'
dÛL drlL) d(^)
dx _ d*f _ ^ dx ' 1J1_jl.iH.\(ÉÎ.\
dy ~ dxdy~ dy '^ ^ dy '^^Tz'^dy'
d^ d(^) dA
dy dy '^^ dy "^^ dz '^ dy '
De ces trois équations il faut ensuite déduire y par la résolution algébrique , les valeurs des trois inconnues r, s et t. Ces valeurs déterminées, on les porlera dans la formule
d^z^d^pdx^qdij]^^dx]^ ^ dx+ ^dyj +
= rdx' + isdxdy + tdy^ , et Ton aura la différentielle totale du 2** ordre.
DÉRIVÉES PARTIELLES ET DIFFÉRENTIELLE TOTALE DU 3* ORDRE
Posons pour abréger :
d'z ds dt
^dxdy*^-^^dy^~^d^l~'^'
, d^z ^ . dt , ,, ,
( jy) "^ ( T" ) "^ ^ ^ ' ^" trouvera les quatre équations :
— lU — Exemp. Soit /*= 2» -|- xy" — a =0 , on a , pour le l*' ordre ;
dx - *- ' ^ - "^ 32» '
Pour le 2^ ordre on a :
(B) ON DONNE PLUS d'uNE ÉQUATION.
l*' Probl. y et z étant les variables principales, x par conséquent la variable indépendante , des éqiMtions simultanés
u = f(x,y,z) = 0, w = f(x,y,z) = 0, déduire les dérivées de y et de z des divers ordres, ainsi que les différentielles de ces variables.
l"* DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DU 1^ ORDRE.
Solut. En différenciant uciw, considérés comme des fonction^ de x,y,Zf puis en divisant par dx^ on a les relations :
dx ^ dx^^'dy^ dx'^^dz^ d^ '
dx ^ dx'^^ dy' dx^^ dz ' dx
De ces équations il faut tirer, par l'élimination, les valeurs des dérivées inconnues
dz dy
dx ' ux '
DÉRIVÉES DU 2** ORDRE
On obtient facilement par la différentiation : du
dx d^ ^dx^'^^dxdy' dx^ Uxdz ' dx
d'f .di dz d*f dy^ fr_ dz^
df £l £ d'z ^dy' dx^^Uz' d3?~ ' , dv!
dx fw (ff_x4.^(J^\^4.i{^\ — 4.
~dx' '"' de» "■ ^ rf«* ' ^ dxdy ' dx ~ dxdz ' dx ^
^^%rf?^*^* *r-^V^^rfx) ^^d^^dx^ +
(il\£ï -L/^) ^=0 ^ dy ' dx* ~^ liz^ dx*
Ces équations feront connaître^ par leur résolution algébrique, les valeurs des dérivées inconnues du 2^ ordre
2"* Probl. Étant données les deux équations simultanées
z ett étant les variables principales , trouver les dérivées partielles des divers ordres de z et de i y par rapport à chacune des variables indépendantes x et y.
l"" DÉRIVÉES PARTIELLES DU 1*"' ORDRE.
Solut. Ces dérivées sont au nombre de quatre, savoir :
(Él) (t) (EL) (EL)
Il faut, par conséquent, quatre équations pour les déterininor. La première équation donnera d'abord :
il-(%4.(iL)ÈL^(^I)ÉL+(!^)±-.o a
^-^di^^^dy'dx^^dzhx+^dt^dx-^' ('
du fdf dx dr.,,df dz df dt
dy^^d^^d^-^'l^^ + ^d^'^T^'^^dF^dii^^- <^
Si X doit varier seul, y sera constant, et l'on aura ~=0,
dx
— ==( — ), t-=(t-)> donc l'équation devient, dans cette dx dx' dx ^dx'
hypothèse :
Si y varie seul , x sera constant, on aura par conséquent
^'""' d^~^¥^' dy-^l^^' et réquation (2 fournira :
En traitant de la même manière Téquation t(;s=zO, on en déduira les deux suivantes :
(a, (/3, (i/, («r, sont les quatre équations cherchées. Les différentielles de f et de z s'obtiennent ensuite par les relations :
DÉRIVÉES DD 2** ORDRE
Les dérivées du second ordre s'obtiendront; en développant les équations indiquées par les notations :
"dx ^dx'^^^' dy ^^dxdy^^^'
du duo .
dy ~^dy*^~^' dx ~^dx'^ ' dA d(^)
dy ^ dxdy >" " ' dy ^ dy* '
On emploiera des procédés semblables , pour déduire les dérivées du S*"' ordre de celles du 2'' , et ainsi de suite , pour les ordres plus élevés.
THÉOnÊMES DE LaPLACE y DE LaGRANGE , d'EuLER ET DE PaOLI POUR LE DÉVELOPPEMENT DES F0NCT10?iS IMPLICITES.
dx
Démonst. Soit F^''^(0) ce que devient le coefficient différentiel , \ f lorsqu'on y pose a — 0, après le développement, on aura, par le théorème de Madaurin :
Fz « F(0) + F'(0)« + F''(0) ^ + F"(0) . ^--^ + etc., (*)
F(0), étant ce que devient Fz, pour « = 0.
Nous avons donc à chercher les valeurs desiacteurs F(0), F'(0), F"<0), F'"(0), etc., F('^)(0).
1^ Chercher F(0).
Comme on a F(z) «« F [;p(x + ^x f z ) ] , on aura F(0) — F[^|JX'].
2° Chercher F'(0).
Différentiez z=\l>{x + atz) par rapport à a, on a
J. « ^l/(x + a{z)l<tf'z. ^ +fz] dcc dct
-= «^'(x + a{2) ^ fz + =/<' (* -l-«fz).fz , d'où : aet
dz (z.\l/{x+atz)
da l—aJ(x-^afz){'z' 2. Differentiez z = i/(ir + tffz), par rapport à x, on a :
= ^'(x4-«fz)+tf^'(x+«fz). ^ , d'où
dx l-a^^/(x+aïz)•Pz^ ^
Des équations {a et (/B on déduit ^ par la division :
dz
da dz ^ dz
dx o. (lomme on a :
d¥z d¥z dz da dz da*
en substituant la valeur ci-dessus de --- , il vient :
da
dFz d¥z dz ^ d¥z . .
= ■ • • f Z =3 — • fjjT. ( J*
dx dz dx dx
Mais j3=s;p(x+afjc), poura=0, donne z = ^x, donc
d¥z d¥Ux) ^,
—L — , en y faisant a=0, devient — -il^x) ;
dx ax '
on a donc
F'(0) = ^*-^ .f(^x) =F(*x).f(tx).
dx
3' Chercher F^(0).
i. DiSërentiez Téquation (y par rapport à x, il viendra
d*z dtz .dz.^ . d^z ,
dadx dz dx c/x'
Gela posé, je dis que Ton a généralement
da dx
Car on a :
dz _
rfFœZ» 1
*- doc __^ dfz dz dz d^z
d^ """rf^*"^' li'^^^^lld^' ^^
Mettons ici les valeurs données par (v et par (s, on aura :
dlfZ* — J
dx dtpz ,àz dfz dz d^z
5. Différentions maintenant l'équation (d" par rapport à âi^nous
trouverons :
dFz dz
d\^ll^.tz*—l d^Fz ^ dz dx^
da* da
d¥ dz
Donc, SI nous posons j>z« — -.fz, on trouvera, par la formule (if :
,,dFz - dz^ ,rdFz — ,_
d\ -fz- — 1 df .i5*l —
d'Fz ^ *- rfz do:-' _ ^ dx '' d[F^zJz«]
d«' da '^ dx dx ' ^
Comme z devient ;/;x, pour «=0, Ton voit que -r-;-, devien-
da
dra, pour « = :
dlW(^^*xy\^Y^
— 12! - 4« Chercher F"(0).
Différentions {ô par rapport à ^ , on a :
rfF — Mais en faisant dans (y, ^x =- -7- .fz*, l'équation précédente ,
dz à cause de cette relation (if , deviendra :
dFz :r-, dz d d'Fz
{ dx ) ^ dz dx ^
dcc^ dx dx^
dx*
Donc, pour «=0, on a :
On a donc généralement :
En substituant les valeurs trouvées pour F(0) , F'(0) , F"(0) , etc., dans la formule (*, on obtiendra la formule cherchée (a).
Coroll. Si l'on pose dans (a) f sr = 1 , on obtient :
F j;P(x+«) j = F(;Px) + «F'(^x) + ^ F"(;/.x) -f- etc. ,
formule plus générale que celle de Taylor , car celle-ci ne donne que le développement de ^'(^ + a).
l'« PART. 16
THÉORÈME PARTICUUER DE LAPLACE
Soit i une fonction implicite de a, donnée par la relation
je dit que l'on aura :
_^^!I*:i:^l + etc.
Démonst. Si, dans la formule (ft) , on pose Fz=z, on aura
et par conséquent la formule (a) deviendra la formule (b). CorolL Soit fz=l, (b) devient
^ = ^(x + «)== tx+ dff'x + -^ f "x + etc. , ce qui est la formule de Taylor.
THÉORÈME GÉNÉRAL DE LAGRANGE
Soit z une fonction implicite de a, donnée par Inéquation
z = x-j-tffz,
je dis que l'on aura :
(e). Fz - Fx + ^F'x.fx + — '' ^^ ^ +
a^ d«[F'x.fî»]
etc.
1-2.5 dx« Démonst. Dans la formule (a), on a pris z dans la relation
et dans la formule de Lagrange , on doit prendre z dans Féquation
on aura donc la formule de Lagrange, si dans la formule (b) on remplace ^x par x ou ^ par F.
APPLICATIONS DES FORMULES PRÉCDÉDENTES
!•' Exemple. (Parla form. (a)).
On donne z = Iog(x-l-«sinz), trouver le développement de e', suivant les puissances de a.
Solut. On a ici :
^^««logx, F(^a?) = c^^e* = a;, — -iU ::= F'(a;) = 1 ,
dx
fis = sin5: , donc f(^x) = sin (logx); on a donc par la formulé (a) :
... I «* d(sinlogx2) ,._^ + ^smlogx+ 1^-^-^ +
a' cP(sinloffx') ,
+ etc.
rfx
2"' Exemp. Soit jz = x + asinz, trouver le développement z selon les puissances de a .
Solut. On a ici fz -= sin z , donc fx «=« sin x , donc la formule {d) donnera :
, û? cf(sin^x) . a» cPfsîn'x) ,
z = x+a sm X + -— - . -^^-- U — --= — ^-r-; h etc.
* ^1.2 dx ~ 1.2.3 dx^ ^
Rem. Si Ton remplace x par nt, a par c, la formule précédente
donne le développement de
z = nt -\-^ e s\n z y suivant les puissances de e.
3"" Exemp. Soit z^x^az^ on aura fz=z, donc {x=sx^ donc la formule (d) donnera :
z^x + ax-i • -^— -I ^'4-etc.
^ ^ 1.2 dx ^1.2^3 c/a? ^
/?cw. Soit x=sa{i — e^, « = — ecosv, js = r, la formule précédente donnera le développement de r=a(l — c*) — c cos v-r,
ou de r « — ^ ^i- .
1+^cost;
4"' Exemp. On donne l'équation
^y+*l/^+Cî/' + etc. =tfa: + /3a:2^ya;5 -[-etc., trouver la valeur de y y développée suivant les puissances de x. Solut. Ecrivons la relation proposée sous la forme
y= — (ax+i3a?+7x«+etc) (6î^+"Ci/'+etc.) ,
et comparons-la à la relation
l'on verra que le x de la 2°*' formule est dans la 1" le terme
— Ux + /3x*+ vx' + etc.) , a
on aura de plus ^^=y , fÇz) « f(y) = by^ + cy* + etc.,
On a donc , par la formule (c) :
y= — («x + ^ + '/x'-j-etc*) [-7(«3c + /^^+^^^-)' +
x2 + etc.)»l + 4- 1 ^(^* + ^«^+«^c
(tf -1- 2/3x + etc. ) + etc. ] — etc. , ou , en ordonnant suivant les puissances de x :
Si Ton fait /3av=:etc.ss0y l'équation proposée devient : ax = ay -}- 6y* -|- cj/' -f ^^^•> et Ton trouvera réciproquement
a «'ft , . 2«»62_a5ac ^ y= —a: r^ + H x' — etc.
Rem. La formule du 4"' exemple constitue ce qu'on nomme le retour des suites.
FORMULES D'EULER ET DE PAOLL
Formule généralisée d'Euler.
Soit a une valeur approchée de Tune des racines a de l'équalîon
çx^O; soit IfX une fonction telle que l'on ait ^^5=0; on
pourra poser :
i>x ç)x = #x — yfa; = 0, y— J^ = ^^' 0)
Il est clair que l'on aura 2/ = 0, quand on fera x^^a, et que Xy et par conséquent ¥x (F désignant une fonction quelconque donnée), sera une fonction de y, telle que %y. On a donc, par le théorème de Maclaurin :
Fo; = x{y) = Ao + A^j/ + Ay + A,î/' + etc. (2)
Poura;»âs, on a j/»0, donc Ao=Fa:.
L'équation (1) donne par la différentiation
dy^ »'ag*fr— fy.^x dy i,'a
â^y_ fx^{{xf—'H'x.fx^i/x + ^xl%('xY-^{x.rx'\
on trouvera , par une nouvelle différentiation :
. d'y. _ *"a.((ccy — Z(a.Pa.^''a~Z(a.i'^a.1>'cc+ 6(r^)'
Différentions Féquation (2) plusieurs fois de suite , nous trouverons :
dx
dx
Pesons , dans ces équations x = ^« , donc y = , nous obtiendrons :
De ces équations on tire :
rfy
,<py.
etc.
i i^"'-^'(^U«-^^'(iU.-{gU.
Si nous mettons dans ces expressions les valeurs ci-dessus des dérivées
( ^) , ( ^) , etc.,
nous aurons
_ ra'U iji'a '
' 2.3 * 1,'a * d« '■ /« * d« ^ ^'« ^■' ' On a donc, enûn :
i ^ d Va' ((a)* V*
F..F.+j^(P..r»).!, + ±. 5j^^] I- + ,-^-d^'^7S-di(-?r')i-2:3+^'''- <^)
C'est la formule d'EuIer généralisée.
FORMULES PARTICULIÈRES D'EULER
!• Si dans la formule (A) nous faisons Fx=x ou F = l, nous en déduirons d'abord la suivante :
2* Posons dans (A) fx = 1 , il vient :
Fx=F«+J-(F'«).y+-^. |-(^)X + jfcx, f ce ax, ^ a a
3" Faisons dans cette dernière Fa;=x ou F==l, nous aurons la formule donnée par Euler :
±.±rl.j!.(l)].lL+etc. (c)
Coroll. \, Posons ^x = x — «, donc ^'« = 1, donc ^'«=»1, la formule (A) deviendra :
Ce qui est la formule de Lagrange. Mais ^x=x— a, donne
^a? — j/fxssso;— tf — yfa;=0 ou a; = a + yfar.
La formule précédente donne la valeur d'une fonction Fx , de la variable x y donnée par celte équation implicite. Si a est une valeur approchée de Tune des racines a de l'équation fXs=zx — a — t/fx = 0, l'équation (d) pour Fx=x ou F = l, savoir s
. o d({aY V' rf«(fa)» • y^ ,
donnera, quand elle est convergente , la racine a par une approximation plus ou moins grande.
CorolL 2. Si dans la formule (A) nous posons ^xsx — ^a , on aura ^'xsl, donc ^'â:=:l, par conséquent cette formule deviendra :
F«-Fe«) + ,.Fe.,.f(i«, + JL . 'AîHê^Sn +
Tarïï d^ + "''• (^
Ce qui est la formule de Laplace, pour le développement d'une fonction Fx^ quand x est donné par l'équation implicite
fx = X — ^a — y fx=0 , OU; ce qui revient au même, par la suivante
ou par une équation de la forme
Donc si ^A est une valeur approchée de Tune des racines a de ['équation
et que la formule qu'on déduit de (/") pour Fx = x, savoir : x = ^a + yJ{^a)+ — . —^^ +
est convergente 9^ elle donnera la racine a avec une approximation plus ou moins grande.
FORMULE GÉNÉRÂUSÉE DE PÂOU.
Si, dans la formule (A) , nous posons -— = A, nous aurons :
Ad(Ad(X.FaTa^)) y^
Cest la formule de Paoli généralisée.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
Lorsque dans un système d'équations différentielles il n'entre qu'une seule variable indépendante, on les nomme équations différentielles totales. Lorsque le même système renferme plus d'une variable indépendante , les équations qui en font partie ; se nomment des équations aux différentielles partielles.
Lorsque le système se réduit à une seule équation ^ on a le cas le plus simple de la classe des équations simultanées.
Les équations qui font partie d'un système peuvent être en général du n® ordre et du p* degré. Quand p == 1 , on dit que l'équation est linéaire. Une équation est du n® ordre, lorsque l'ordre du coefficient différentiel le plus élevé qui y entre est n; elle est du p* degré lorsque l'exposant le plus élevé des coefficients différentiels d'une équation est p^ ou lorsqu'elle ne contient ^ dans un même terme, pas plus dep facteurs- dérivées.
Les équations différentielles les plus simples sont celles du 1*" ordre et du 1" degré à une seule variable dépendante.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES EXACTES DU !«' ORDRE ET DU 1*' DEGRÉ
Une équation différentielle est exacte lorsqu'elle provient de la différentiation immédiate d'une équation primitive.
Soit «s» f(aî,y)rr:0, une équation primitive, sa différentielle immédiate sera :
Donc , si Ton donne une équation différentielle de la forme
Prfa: + Qrfy = 0,
P et Q étant des fonctions de x et de y, elle sera exacte, lorsque l'on aura
t«= f(a?,y) = 0, désignant l'équation primitive.
33"' Théor. Soit Pdx + Q<Jy = 0> ^^^ équation différentielle du !•' ordre et du T' degré entre deux variables x, y , P ef Q désignant des fonctions quelconques de ces variables , je dis qu'elle sera exacte quand on aura :
'^ dy ^ ^ dx ^
Démonst. Pour que la proposée soit exacte , u •- {{x,y) = , désignant la fonction primitive , on doit avoir
De ces équations on tire, par la différentiation : ^ dy'~^dxdy'' ^ dx' ^dydx''
1" Exemp. Soit l'équation
(ao? + ^y + y K^ + (^^ + <^y + ^ )% = o ;
on a P = aa?-|-% + v, Q = /3x + <5^y + f .
donc la proposée est une différentielle exacte. 2™ Exmp. (x* + »* — a^)dy + («" + 2xy + a!*)rf» = ,
donne (---) = 2x, (-^)=2x;
donc la proposée est exacte.
Z-Exemp. Soit ^^^fc^, y yKx«+y*
on peut mettre cette équation sous la forme ;
* dx-\-[l — — )rfy=0.
On a ici :
Donc (4?) = -y (î^) = =^^^=;
ainsi la proposée est une différentielle exacte.
34"" Théor. Soit P dx + Qdy +Rdz = 0, P,Q,R, étant des fonctions de x,y, z, je dis que la proposée sera exacte^ quand on aura :
Démonst. Soit z ^{(x,y) l'équation primitive, on aura^ pour sa différentielle immédiate :
Mais de la proposée on tire dz=— — Donc, celle-ci sera exacte, quand on aura :
Différentions la 1" par rapport à y, et la i*' par rapport à x, et
dz=— r"*^*" vT'^y-
observons que P\ Q\ sont des fonctions deXfy,Zy tandis que z est fonction dex^y^ on aura :
Qr, comme on a (-7-t-) = (t— r-) » " v*cnt :
^dxdy' ^dydx
Mais , à cause de P'=— — ■jQ'zs; — -^ , on a :
rfP' __V_lV ,rfP' ___^i___^
En introduisant ces valeurs dans l'équation (a), et en transportant tous les termes dans un même membre , le résultat sera la formule énoncée dans le théorème.
Exemp. Soit l'équation
2(y 4- z)dx + (» + Zy-{-'iz)dy+{x+y)dz = 0; on aura :
P = 2(y4-z), Q=a;+%+2z, R-x+y; d'où :
Or, la somme de ces trois produits étant nulle , Ton voit que la proposée est une équation différentielle exacte.
Rem. Si Téquation différentielle contient plus de trois variables, on obtient plusieurs équations de condition comme caractère de
l'exactitude de l'équation différentielle proposée. Soit, par exemple , l'équation aux quatre variables.
Prfx + Qdy -\- Rrfz + Vrf« = , ou du^-^dx—^dy-rçdz = V'dx-\-Q;dy + R'dz
on aura :
Donc
d«« dP' dP' du dP' dP'
d«« rfQ' dQ' d« rfQ' rfQ'
ce qui fournit une première équation de condition ^ savoir :
Mais on a aussi :
Ce qui conduit à une seconde équation de condition, savoir :
Ensuite on a :
^d^z^-^df^-^^diT^-^Tz^-^d^^ + ^d;^^'^'
d^u .(dR'dR^dudR^dW ^l^'-^l^^+^di^^^dii^-^^-^^-dli^^' d'où l'on conclut
RECHERCHE DU FACTEUR PROPRE A RENDRE LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES EXACTES.
35"*Théor. Toute éqtêation de la forme Pdx + Qdy=0, non exacte, peut être rendue exacte par la multiplication d^un facteur z, fonction de x et dey.
Démonst. Soit u=t{xyy)=c Téquation primitive^ on aura :
pour sa différentielle exacte , que Ton peut mettre sous la forme
Mdx + Ndy^O.
De eelle-ci y et de la proposée , on déduit
dy M dy^ P_
dx~ N ' rfx ~ Q ^
P M d'où: o'^N' ^^ M = Pz,N = Qz.
Par conséquent l'équation
du = Pzdx 4- Qzdy = z(Pdx -{- Qdy) = , sera une équation différentielle exacte.
!'• Rem. Le facteur z ne peut pas être déterminé généralement , car il dépend de Tintégration , par rapport à z ^ de Téquation ^dPz dQz
^ dy ^~^ dx ^'
plus difficile à obtenir que celle de la proposée.
2"* Rem. On prouvera de même qu'il existe un facteur /ce, fonction de x, de y et de z, propre à -rendre une différentielle exacte, réquation Pdx + Qdy + Rdz = , supposée inexacte.
Car si Mdx + Ndy + Vdz=0, est la même équation rendue exacte, on aura les deux valeurs
dz ^ dx
dx K
,, , dx * dx
a ou : — = — ; par conséquent :
dz dz
dx dx
En ajoutant ces équations, il vient :
Mdx 4- Ndy + Ydz = fi(P dx + Qdy -f- Kdz\.
36"® Théor. Larsqu'ou connaît un seul facteur z , propre à rendre l'équation Pdx -+- Qdy = ,
exacte , on peut en déduire une infinité d'autres.
Démonst. Soit z le facteur propre à rendre la proposée une différentielle exacte dti = 5f(Pdx+Qcïy)=:0, l'équation primitive sera de la forme u=iCy et Ton aura^ en désignant par fu^ une fonction quelconque de u :
ywrfM = Zf M(Prfx + Qrfj/) = 0.
Le 1*' membre étant une différentielle exacte , le 2*^ membre sera aussi une différentielle exacte. Donc ^siz est un facteur ^ il y en aura une infinité d'autres, compris sous la forme z^fu; le plus simple de ceux-ci est z<^ti.
V Exeinp. aydx -{-6a:dj/=0, devient exacte pour x== — ,
xu
car alors on a :
rfii «= — I aydx + bxdy \ = ~ + ^ =rf./x»+ dly^ = xy { / ^ y
Donc réquation proposée devient encore une différentielle exacte à laide du facteur
xy
2"*" Exemp. P étant une fonction de x seul , Téqualion
Vydx-^dy^O
devient une différenlielle exacte, à l'aide du facteur a = — ; car
on a alors
1 dy fPdx^
du='^{Pydx + dy)^Vdx+ ^=rf(Iog.y.e ) = 0.
Donc ti = log (y. e ), et Ton peut prendre 9u=y«e
Donc 9tt.z = ve • — = c .sera au3si iin facteur qui
y rendra la proposée exacte , et l'équation
jVdx e
jpycfe + d»|=0,
sera une différentielle exacte.
S"» Eocemp. Soit l'équation dy'{'Vydx = Çldje, P et Q étant des fonctions de x seul , je dis qu'en la multipliant par le facteur
fPdx Zs=: e ,
elle deviendra une différentielle exacte. En effet , e (cîy + Vydx) , est une différentielle exacte ^ en vertu de l'exemple précédent ,
/Pdx aussi bien que Qe dx , qui est de la forme F^xdx^dFx.
4-'"' Exemp, adx-^-bdy, devient une différentielle exacte par le facteur x^y^^ donc aussi par a/**y'*^
De même x'^y^^cydx + gxdy) , deviendra une différentielle exacte par le facteur
donc par x^y^y donc aussi par x^^y^^. Il suit de là , que l'équation
aydx + bxdy = x^y'^^cy dx + gx dy) , dont le premier membre devient exacte par le facteur
«y et le second membre y par le facteur
deviendra exacte , en multipliant le premier membre par le facteur (a et le second par le facteur (|3, pourvu que Ton identifie les
exposants de ces facteurs , ou que ron pose
fLa = vc — fw,
fLbz=^vg — n;
j, , en — qm an — bm
dou A^= ^, v= — .
ag — oc ag — bc
37"* Théor. L'équation Pdx-J-Qdy=0, étant supposée homogène par rapport 4 x et à y, je dis qu'elle sera rendue exacte , en la multipliant par le facteur
Démonst. z étant le facteur de la proposée ^ on aura la différen* tielle exacte
Soit a le nombre des dimensions de cette équation ^ alors l'équa* lion primitive ti = f (x , j/) = c ,
sera de a+1 dimensions.
On a donc, par le théorème des fonctions homogènes :
Mais on a :
donc , l'équation précédente devient :
Pz.x + Qz-y — *, ou — *
Or dM = (Q<fo;4-Pdy).z=-0;
donc du = (Pdx + qdy{-^—— = ,
ou d« = (P<fa; + Qdy)> p^ ==0;
donc , le facteur cherché est
^"Px+Qy*
Exemp. Le fadeur de xdx + ydy^saO, est z =
x' + y'' celui de x^ydx + y*dy^O, est z=^ -^^ — ; — .;
celui de (a?+y)rfac+(y — x)rfy=0, est z=-— — -♦
^ +y etc.
DE LA SÉPARATION DES VARIABLES DANS LES ÉQUATIONS DE DEUX VARIABLES DU 1" ORDRE ET DU 1*' DEGRÉ.
Une équation Pdx+Qdy=Oy dans laquelle P et Q sont des fonctions de x et de y est séparée, lorsqu'elle est mise sous la forme
Xdx+Ydyr=0, X ne contenant que la seule variable x, et Y la seule variable y. La séparation des variables n'est pas toujours possible^ nous allons donner les cas où elle est toujours praticable.
!•' Probl. Séparer les variables quand l'équation a la forme fx'^ydx = ipy»%x«dy.
Solut. Il suffira de diviser les deux membres par le produit r!/*X^> <^dr alors on a :
ou — ax «= — au.
Exemp. (y—? y)dx = xdy , donne dx dy
2**** Probl. L'équation étant de la forme
f(x,y)dx+p(x,y)dy=0,
et homogène par rapport à x et y , séparer les variables.
Solut. Soit y = xty donc rfy — xd^-f-idx, on aura : f (x, y) = x**f(/) ,
a étant le d^é de rhomogénéité ,
y(x,y) = x«f(/); Inéquation proposée devient :
af'Udx 4- x^ftlx(U+ tdx] « , ou f^dx^-x?^(R+ /yNrfx = 0,
ou {U + tftyjx + xft.dt = 0.
On a donc, par le 1" problème :
dx ft*dt
IT ^~ U+tfi'
1" Exemp. Séparer les variables dans Féquation homogène xdx-j- yiy = ^ydx , ou (X — 2y)(fo+-ydî^=0.
On pose y=xf, dy^xdt-^-tdx ;
alors la proposée devient :
(x — îxf)(ix + x/(x(»+ f dx) = , \\ — 20dx + xtdt +*«dx=0 , (1— 2r+<«)(ix + xrd*=0,
T+(l-0' ^' 2""" Exemp. Séparer les variables dans l'équation homogène
xdy — ydx = dxl^x» -|- y^ .
On pose y^^xtj dy^ x*+ (cfx , alors la proposée devient : x^dt + xtdx — xtdx^ dx k^x«+x»/« , xdr = (/xKl + f% dr c/x
iîew. On peut traiter, par le même procédé, l'équation (ax + 6y + c)dx + (ex + fy + ff)dy=0 , qui devient homogène en posant
ax + 6j/ + c = M , ex-hfî/-l-ff = ^
3"" Probl. Séparer réquation linéaire dy + Pydx = Qdx, P et Q étant des fonctions de x seul.
Soliil. Soit y^Xt, X étant une fonction de ac seul, donc dy=^Xdt + td\; on aura, à la place de la proposée, la suivante : Xd^ + tdX + PX^dx = Qdx , ou Xdt+t(dX + PXdx) = (ldx.
On peut admettre que les indéterminés X et t, soient tels, que Ton ait dX + VXdx « , Xd( = Qdx ;
Alors on aura les deux équations séparées
_=_Pdx, dt=^ ^^ ,
équivalente à la proposée.
xdûc odoc
1 " Exemp. dy + y • ^ = u. ■■ , donne , pour
y = Xtf dy^^Xdt^tdX, la suivante :
^ , ,_- , ^y, xdx adx
Xdt + tdX + Xt^ 2 r= r r , OU
1 — oc' 1— ac'
Xdt+t(dX + X -^) - -j^ ; donc 1 — X* 1 — X* '
xdx dX+X-. - =
ou
dX — xdx
X"~ 1 — x« ' adx
X(l— x>) 2"" Exemp, dy -{- ydx = ax^dx , donne, pour y=^Xt^ Xdt -f- t(dX + Xdx) = ax'dx ; d'où :
dX + Xdx = 0, Xdt ^ ax^dx j
ou
— dx, di =
ax^dx
Rem.
L'équation
dy + y*dx =
adx y
se sépare
immédiatement , car on a
dy = {a — y*)dxy
ÎT.
donc
a — y* Donc réquation
dy + y*dx ==« ax'^dx ,
qui se nomme Téquation de Riccati, est séparable quand m^O. Mais ce cas n'est pas le seul où elle soit séparable ; le théorème suivant renferme tous les cas où elle devint séparable , par des transformations convenables.
SS"** Théor. L'équation de Riccati
dy+y'dx = ax"dx, (1)
est séparable, quand m est de la forme — 4k
i^ TRANSFORMATION DE l'ÉQUATION (1).
Démonst. Soient y « -, — — — , donc dy = - — r^rz ;
dt /c«»+i=sf, donc x^dx= — m m + i
réquation (a) devient
dz + z^dt= r-TT^ t^^'dt; (a)
elle est de la même forme que la proposée.
Donc si la proposée est séparable pour m»n, la transformée (a) sera séparable pour
n, ou pour w=*—
2"' TRANSFORMATION DE l'ÉQUATION (1).
Soient y^t^fiz^ donc dy = dt — ^tzdt — tdz ;
x= — , donc x«»+^ = t-^'^^y of'dx^^ -- f'^-^dt , dt
la proposée devient -.
dz + z'^dt = af^^^dt. (6)
Elle est de la même forme que l'équation (1). Donc, si celle-ci est séparable pour m^n, Téquation (6) sera séparable pour — m — 4 = n , ou pour m^n — 4.
Mais l'équation (1) est séparable pour m » , donc , à cause de (6) , pour m== — 4 ; donc, à cause de (a) , pour m= — | , donc, à cause de (6), pour ?w = f — 4 = — |^,
donc ; à cause de (a) , pour m =« donc, à cause de (6), pour m = donc, à cause de (a), pour m««
donc, à cause de (6), pour m=f— 4= — ^,
donc, à cause\de (6) , pour w=:-^ — 4= — ^, etc., etc. \
Or, si dans m = , on pose successivement 4= 1 , 2, 5, ...
ona: »i = — f, -f,— ^,...
—4* Si dans w = rrr — r > oïi f^^*' * = * ; 2, 3, ... 2A— 1
on a : 7n= —4, — f, — t^ ^^c-
— 4* Donc , si m est de la forme — — -- , il faut , pour séparer
l'équation (1), la transformer, en posant
^ (m+ljz' '
Si m est de la forme 57 — j > il faut, pour séparer Téquat. (1)
la transformer en posant
Exemp. Séparer les variables dans l'équation dy^y*dx='ax'^idx.
9n« — I est ici de la forme , donc, je poserai :
y = 7 — 4 , jN , x""^*^^ =■ f , la transformée sera :
dz + z^dt=9at-^dL
w «» — 4 est de la forme ^ , donc , je poserai :
z = v — v^u, <=?= — , on aura:
du -{- ti^dv = 9adv.
Celle-ci est séparable immédiatement , et se met sous la forme
du
propriétés et transformations des équations linéaires d'(jn ordre quelconque.
ggme Xhéor. Véquation linéaire
à coefficients constants, se transforme en une équation ahjébriqv^^^
en posant y=e'^.
d^'u Démomt, Car on a -~ = a^e^ ; donc dx*
— -^ = a'»-*e*«, etc.; donc le 1" membre de C '^
devient ; a^'e'^ + Aa«-' e*« +. . . -f- IV e«*
ou e«'(a'» + Aa»»-! + ... + N). (2)
— Î45 — Donc^ réquation (1) sera satisfaite quand on aura :
a» + Ao»-»+...+N=0. (2)
CoroU. Soient a=ai, a,,...a«, les n racines de Téquation (2), ou aura les n valeurs correspondantes
y, = c«.«, î^, = c«»*, ... y» = e*«* , qui satisferont à l'équation proposée (1).
40"* Théor. Si les valeurs
y = Yi > y « > ys > • • • yn
satisfont à l'équation linéaire
Ay+Bg+...-l-Ng=0, {.)
A,By ...N , étant constants, je dis que la somme
y = C,y, + C,y,+C3y3 + etc. +Cnyn , (4)
de ces valeurs ^ multipliées par des coefficients constants, satisfera pareillement à cette équation,
> Démonst. On a, par hypothèse :
eic.
Mais de (6) on déduit par la différentiation :
En substituant ces valeurs dans le premier membre de l'équation (a), le résultat se réduira à zéro, à cause des relations (c) , donc la somme (6), satisfait à l'équation (a).
41"' Théor. Si y = yo y?, satisfont à l'équation
je dis que la somme
y = E,y, + E,y, + ... + E^yn, (/3
satisfera à téquation
Ay + Bg. + ... + Ng=X, (.
les coefficients E, , E, , ... et X, étant des fonctions de x seul, et A,B, ... N, étant des facteurs constants.
Démonst. En effet, (fi donne, par la différentiation :
dx* *dx* da;* d» dx ^ da? da: ^ •**
d-t/ p d»y/ d»y, , d°-\y. dE,
- ^!l!y? dE,
dx»-» ' dx + —
Assujétissons les fonctions arbitraires E,, E,, ... aux conditions
dE. , dE,
dy. dE. dj/. dE, __ .
lï ■^T'^d^*'^ "*■•••"""' / ("^
d»-»y.dE. d°-^y, dE, ^
dx"-» dx"^dx»-2' dx "^ "" ' alors on aura :
^ = E — +E ^y* I dx ' ex * dx
d"y _ „ d"y. d^, , d°-«y. dE. , d-«y, rfE, ,
dx»~*^'dF"^*'' dx-""^'**'^^=ï'd^+*Fï""i^+-
Si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (y) , et que Ton fasse attention que Ton a par hypothèse :
A,. + Bf + ...+N^-0,
*^'-+Bt + - + «^=»' etc. ,
on trouvera pour résultat :
dx^"' dx ~ dx°-* dx ^ ^
Si donc nous déterminons n des coefficients (2E| dE] dEn
cfa; ' dx ^ **' doc ^ à l'aide des n équations ((i^ et (f, on connaîtra les fonctions E, au nombre de n , dont la somme {fi pourra se composer pour satisfaire à l'équation (v.
ABAISSEMENT DE l'oRDRE DES ÉQUATIONS LINÉAIRES.
42"*" Théor. a, B, ... n, étant des fonctions de x seul^ je dis que f équation
s'abaissera d'un ordre , par la substitution
t étant la nouvelle variable dépendante.
Démonst. Prenons l'équation
On déduira de la relation (1 , les suivants : dy ^ rtdx d^y ftdx , dt ^
d^y ftdx ^ , ^ dt dH ^
donc (2 devient :
cette équation n'est plus que du second ordre.
Rem, Si A,B^ ... sont constants , on peut prendre r constant^ et poser y=e^^^«e**;
alors la proposée se réduit à
à cause de — -r = , --- =» 0.
da? dx
4,5111e f uigoR. X étant la variable indépendante, toute équation ne contenant pas y, s'abaissera d'un ordre en posant
dy Démonst, Car on trouve
di-p-
CorolL Si l'équation ne contient que y^ et qu'elle soit par conséquent de la forme :
X étant la variable indépendante , on la changera en une autre de
la forme f(y, _, ... _) = 0,
dans laquelle y soit la variable indépendante, puis on posera dans
eelle-ci — = cr , et Ton aura une équation dy
du ^°-*a
dont Tordre a baissé d'une unité.
— liO —
44"*' ThÉor. Toute équation différentielle homogène par rapport d X, y, dx, dy, d^y, d'y, etc. s'abaissera d'un ordre au moins y en posant
V m ^—n ^-^ g d»y d«p r ^""^^ dx ~^' dx« "■ dx x' dx^ " dx« " X*'
d? "^ d?" "■ 1? ^ ^*^" âFy ne comptant que pour mte , et (dy)^, (dx)* pour p dî-
Dimonst. Soit réquation homogène à cinq dimensions
x*d*y + a?'dy cPy + xHyH'^y + y [dyY + x(dxy — , (1
Comme --^ est de 1 — p dimensions, il suit que les coëiB-
cients des termes de l'équation (2 , sont respectivement de -3, -2,-1,0
dimensions ; on peut donc poser :
d^y s d^y r d'y q dy _^ ^
dx* ""fl?' dâ?""Â?' dQ?~'x^ dx'^^'
si, de plus, on Tait y=ux, Téquation (2 deviendra :
A cause de -i-=:i,ona — = — := , d ou
dx X q X p — u
dp
du p — «
^ A , d^p r d^p .dx.. . du 5. A cause de -rT^"— > on a ^-^=( — y={ )',
d'p d'où: r=-— p-. (6
i L :i ^^P « (Pp .dx^^ , du ..
4* A cause de --i-*s:_ ona — i- t=( — )'■=( )^
dx^ x^ s ^ X ^ p—u^
d'où : d'p-<-^y=0. (7
5. Substituons dans (5 , les valeurs de q et de r, nous aurons : ' + P-^ +P* -^+tip*+l=0. (8
jo— ir p — ti
Éliminons s entre les équations (7 et (8 , ou tirons « de (8 ^ et mettons sa valeur dans (7, nous obtiendrons :
Cette équation n*est plus que du 3°''' ordre.
Exemp. Soit l'équation
doi?+df=myd^y^
^^dx^ ^ da^
w dy d^y q
En posant y^nx, -|=p, -^=-,
elle se réduira à la suivante :
A. MÉTHODE DE MONGE
ac*d^sc. 1783.
Soit une équation algébrique
Ay'" + Bxr-' + ... =0, (1
dans laquelle les coefficients A, B, etc., ne soient pas indépendants, mais dépendent de constantes primitives a, 6, c,..., en la différentiant autant de fois qu'on a de ces constantes a, 6, c,..., et qu*on élimine ces quantités, on aura une équation différentielle qui sera généralement d'un degré élevé par rapport à la plus haute dérivée. Or, si l'on différentie encore cette équation un nombre de fois assez grand pour , qu'à l'aide des différentielles précédentes , on puisse faire évanouir toutes les constantes , on aura précisément la même équation à laquelle on serait parvenu , si l'on avait différentie l'équation (1 un nombre de fois suffisant pour éliminer les coêfScients A, B, etc., regardés comme indépendants, c'est-à-dire, qu'on doit aboutir à une équation linéaire. Éclaircissons l'usage de cette Méthode par des exemples.
1" Exemple. Soit l'équation
{l+a:*)(£)*-2xz/ g. + (l-|.y«) = 0.
En la différentiant, il vient :
«"= ..+»•) |S=«. do. g_„.
2°" Exewp. Soit l'équation
En fa difTcrenltanl , on trouve :
OU
g[2A^|+B+^_Art+[A(|)-+l][x|-,l-0.
Mais la proposée donne t
x-y-\xy(fj
OU
(Ix subsinuons ceci dan» Téquation précédente , nous aurons :
En divisant par ac^ , on trouve
i{.î!ï+^._JL=o. ou -^J^=o,
X c/ar* dx dx dx
y dy ^ , .....
ou — • -7^ = C ; équation linéaire.
X dx
3"* Exemp. Soit Téquation
(êl*[(*V + 6»)»-4aV] + 8a**y^4-(«»+i^+6»)«
4ay = 0;
en la différentiant^ et en éliminant by on trouve^ en faisant
dy ^ dx
(1 + PÎ)^ 4"' Exemp. Soit Téquation
en la différentiant , on trouve
ou T-, j («»-«') f+*y|-o,
doù §=0, (a«-x»)^ + xy = 0.
B. MÉTHODE D'EULER. a) MjSthode générale.
Si l'équation est de la forme
dy on fera -7-=P>
dx
et Ton résoudra 1 équation algébrique
Soient p «» Ti , r, . . . r» , ses racines j
on aura les équations linéaires
f — r4«0, p— r, = 0, ... p— rn=«0.
dv ^Exemple. (^)*— a^-^-O, donne p* — o^«»0, p=s-|-a,— a,
d'où: p — ci«»0, p + a = 0, ou
b) Méthode particclière.
!•' Cas. La proposée ne contient que tune des deux variables x, y.
Si la proposée ne contient que x y elle sera de la forme iKa?,p)=0, d'où p^fx;
dODC ^ = f{x).
Exemple, x-i-a--- =6vl + (-^"P , devient :
dx dx
a; + ap = 6I/ 1 -f-p', d'où:
_ gdr i/(x^— 6^)(6^— g^) +a» dy
1'* Ren%^ Qa peut ausssi résoudre la proposée par rapport à x , ce qui donne
x = f(p), dx = f{p)rfp; donc ify =a pdx = f{p) •pdp.
L'exemple précédent donne :
x=—ap + byT+f, bpdp
dx= — adp-^
bjfdp
dy=z pdx = — apdp +
S"**^ -Rem. On pourrait aussi exprimer x ei p en fonction d'une 3"* variable u , on aurait alors :
^ = FM, />=!(«), donc dtf^pdx=^^u*V'u*du.
dy dâi
Exemple. Soit x' + ( -^ )» = ax ^, ou a:' + p» = opx ;
je ferai p=-wa:, alors on aura :
a:» + u'x' = owx' , d'où x =* ^^* , donc
tt» — •
««*' , ^ _, a'M'd — 2w')dei
2"' Cas. L'équation est homogène par rapport à \ et à y.
Soit réquation f (a?, y, p) =« ;
je poserai y^vx, x s'en ira par la division, et la proposée sera de la forme F(i<,p)=0; par conséquent elle sera ramenée au cas précédent.
Exemple. L'équation y — ocp = wx|/ 1 +p' , pour y =« wx j devient w~p=nKl+p*, d où :
fi==p4-n|/T+^" , et
V\+p^ Mais on a dy ■» udx + xdu , ou
pd3g=[p4-nl^1-hp']da; + x[dp4---^ ?^-^ ]j ou dx ^ dp pdp
3"** Cas. i'wne de^ variables , par exemple y, n'entre dans la proposée qu'à la première puissance.
du Soit donc f{aî,y,p) t^O, P = "77 ' l^quation proposée; on la
résoudra par rapport à y , ce qui donnera un résultat de la forme
y=»F(x,p), d^où Ton déduit , par la différentiation :
dy =x Pdx 4- Qdp — pdx, P et Q étant des fonctions de x et de p.
On a donc 1 équation linéaire :
(P-p)dx + Qdp«0.
Exemple, ydx — xdy =» a y/[dj? + dy^) , donne
donc, en différenliant celte dernière :
pdp
dy ^ pdx = pdx -f- xdp -f- a
Ki-i-i,»'
ou
t'pî a; + -^== )==0; d'où
ap S 28.
ÉLIMINATION DES CONSTANTES DES ÉQUATIONS PRIMITIVES
1*' Problème, Éliminer une seule constante a d'une équation primitive f s= f ( x , y ) a 0.
Solution. La différentielle immédiate de cette équation est
En éliminant a entre les équations (1 et (2, on aura une équation différentielle du premier ordre de la forme
Hx,y, |)=0,
qui renfermera au moins une constante de moins que Féquation primitive.
2"* Probl. Éliminer deux constantes a, b, d'une équation primitive f=s=f(x,y)=:0. (1.
En différentiant Téquation (1. deuk fois de suite , on aura les équations
Éliminons a et 6 entre les trois équations (1. et (2., on aura une équation du second ordre, de la forme
qui renfermera au moins, deux constantes de moins que l'équation primitive.
En général, si nous différentions Féquation (i., n fois de suite, et qu'entre celles-ci et la primitive, on élimine n constantes ^ on
- i57 aura une équation différentielle du n' ordre de la forme
qui contiendra au moins n constantes de moins que Téquation primitive. Il suit de là , que Tintégrale complète d'une équation différentielle du n* ordre de formule (a) , contiendra n constantes arbitraires.
!«' Exemple. Éliminer a et 6 de l'équation î/ + ffa; + 6 = 0.
On trouve successivement -7- + a=0, -r^ssO: donc, enéli-
dx djf
minant a et 6 entre ces trois équations , on trouve
Exemp. Soit «»— 2ay + o» = 6*, d'où
en éliminant a et 6 entre ces trois équations on trouve : dy ^^y ç.
dx dsc^
S"* Exemp. Éliminons c de j/l— a? + Kl — y» « c(a: — y) ; on trouve :
_j rfy i
^/^I::^■ dx i/THy*
4-"" Exemp. Éliminer 0,6, c de {i—x)y=>a3i^'\'bx'{'C. On trouvera :
(*-")"dx3 -'*?="• jRem. Les mêmes règles serviront à éliminer des facteurs irrationnels^ ou transcendants d'une équation primitive.
1" Exemp. Éliminer e^ de Téquation xe^=:c.
On trouve : xy+2/'«= ;f" •^''
^"^^ Exemp. Éliminer log ( ÏX^) de réquaiîon
,og(ï±I/)+4_ = 0.
On trouve : -1 .y 4- x + 2^^ = 0.
ux
S""* Exemp. Éliminer K!2(î/*— a*) de Féqualion < dy <
On trouve : ^.x^+ -^ .x=42/^
«x^ * dx
A. CAS D'UNE SEULE ÉQUATION
Soient ^ = f(^>J/?^); = F(^>.V>^)^
z étant la variable dépendante, pour exprimer que les expressions A et 6 subsistent ensemble ^ on dit que Tune est une fonction arbitraire de l'autre, et l'on pourra écrire explicitement
A = ?(e), ou, implicitement
f et ip désignant des fonctions arbitraires.
1®' Problème. Éliminer la fonction arbitraire ç^ d'une équation explicite As=y(6);
A e/ e étant des fonctions données de x,y ,Zf et z la variable principale, fonction des variables indépendantes xety.
Soliit. En différenciant la proposée par rapport à x et à y , on aura :
, dA , , .d\..dz. ... r , do X , .d$ dz
, dA dA dr di do dz
En divisant ces équations, f'[9) partira, et l'on trouve, en chassant les dénominateurs :
^^dy^Uz^ ''dz^^dy'^^dx^^^^dx^Ux^
. d6 ^^dX.^ .dz ^ (dr>(d:^)K;^)-0,
équation de la forme
qui ne contient plus la fonction ^.
2"* Probl. Les mêmes choses étant posées que dans le problème précédent y éliminer la fonction arbitraire 4'$ quand X est une fonction implicite de e de la forme ;/;(A,e) = 0.
En différantiant successivement par rapport à x , puis par rapport à y, on trouve
('l)"i)+(fxè)]+(fH(|)+(è)(ë))=..
Faisons passer les deux seconds termes dans l'autre membre , on trouve, en divisant :
^d^^ + (d7%^ _ ^fe^+^d;^^dl^
d^ dX dz dd do dz
!•' Exemple. Soient 2 » ? C ), étiminer la fonction
arbitraire 9.
tir tlz
Soient p=:(— ), ç = ( — ), on trouve, en différentiant d'abord par rapport à x , puis par rapport à y :
{Z Cy (Z C)» ^ J5— C^
En divisant ces deux équations^ on trouve, l'équation aux différences partielles
p(x— al + g(î/— 6)=z — c.
2"* Exemp. Éliminer la fonction ? dans réquation y — 62r = jfc (x\ — az).
On trouve : — 6p = (l — ap)«/(x— ajz) ,
i^bq^—(aq)*(p\x—az)^
bp i — ap . - .
3"" Exemp. On donne
ax-^by + z = ?[(x— w)«4-(j/ — n)* + 2«] , éliminer la fonction f. ^
On trouve : p + a = f'-[2(ap— w) + 2zp] , ç + 6=:/.[2(y— «) + 2z9]; on en tire ,. par la division :
p 4-!« ^ — m + pz 9+6 y— n+gz p[62:-(y— w)]— g[az-(x-.w)]=a(y — w)— 6(x— m). Remarque. Au lieu de différentier Téquation proposée par rapport à X , puis par rapport à y, on peut aussi procéder de cetle manière :
1 . On différentiera une seule fois par rapport à x et à y, en
regardant, comme constante, la quantité qui est sous le signe de
la fonction ;
dx
On substituera dans le résultat la valeur du rapport
ay
provenant de ce que la quantité sous le signe a été regardée comme constante. Si co désigne cette quantité , elle sera une fonction de x et de y, et comme elle est constante ^ on a
du dx dy
dy dcù
dx
Exemple» Soit y— 62=i^(x — oz)=ay»,(a=sx — az. Si cù est regardé comme constant ; on trouve , en différenliant «=sa^ — az j réquation suivante
(l-a{~))dx-ai^)dy=Oi d'où:
dxr aq
— = ï3j— . C'est la quantité que nous avons représentée par m.
Prenons maintenant la différentielle totale de y — 6z ■m(a) , en considérant » y donc ^», comme constant , on aura :
ou \—bp^——bq.
du
dx Substituons la valeur ci-dessus de — « on aura
dy
i — bp* ' — ÎL, =a ftqf ou ap + 6g«l.
1 — ap
B. CAS DE PLUSIEURS ÉQUATIONS
Si les équations proposées contiennent plusieurs fonctions arbitraires de la même quantité , il faudra , en procédant par la méthode de la remarque précédente , différentier chaque équation autant de fois qu*il y a de fonctions à éliminer. Nous désignerons
dx toujours par m la valeur de —, déduite de l'équation
a =a f (x, y, z) =8 const , z étant regardée comme fonction de x et de y. 1*' Exemple. Soient les deux équations 1.) jî = xy«-|"®>
j/ = xif
éliminer les trois fonctions arbitraires ?, ^, |.
1* Je différentie l'équation 1.) trois fois, en regardant v^fa comme constants, et z comme une fonction de x et de j/, on aura dx dz, ^ ^dy dx
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- . .dp. d*z. ,dq. ,dp. , d*z .
^d^^-^df^ '•
Soit de plus -7- = -r-- =5 m', on aura , en différentiant (« :
pdni + fn[(^)dx + (^)dy] + {^)dx+i^)dy^dm.fcc. Ordonnons et divisons par dx , on aura :
Différentions de nouveau celle-ci de la même manière, et fesons
dm' rf»x ,,
— — =a - — = m'', nous trouverons :
dy dy* '
2*" Si Ton differentie la seconde équation aussi trois fois de suite^ par le même procédé , on trouvera :
l=m^ci), {a!
de ces deux dernières on tire m' = , m"=0 , par là les équations (iS et (y deviennent :
En éliminant enfin m ^ entre ces deux dernières équations ^ on aura l'équation cherchée, privée des trois fonctions arbitraires et de la quantité».
2™" Exemp, Soit proposé de faire évanouir les deux fonctions arbitraires, et leurs dérivées, dans les équations
z — \fjccs=s (x — <ù)^\f/a y
ainsi que la quantité « , fonction de a?, y, z.
Solution, l**La première différentiée deux fois de suite, donne mp + q = m\jj^v > m'p + m^r -f 2/w« + ^ == m';//a • (a)
S"* En différendant la seconde deux fois de suite , on obtient :
Celle-ci donne w'=«0, donc (a) devient :
wiv4-2ms + f=0. (6)
Pour éliminer m , je différentie (6) , en regardant m comme seule variable, ce qui donne
inr-j-5=0; (c)
on a donc aussi ^ par (h) ,
ms + t^O. {d)
En éliminant m entre celles-ci, on aura Téquation cherchée
ÉLIMINATION DE^ DÉRIVÉES DANS LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES.
1 *' Problème. On donne m + 2 équations entre les quantités
dy d°*y
^' dx''" dx"» '
dz d'z
dy d""y
éliminer les m + 1 quantités , y, — = p , ... -— = w.
Solution. On éliminera , par les procédés algébriques ordi- ^îres, entre les w-f-2 équations proposées , les m+i quantités ^ a»,... îi;, on obtiendra pour résultat une équation de la forme ^^ dz d?z V ^
^^^îne renfermera plus que», et les dérivées des divers ordres
2"* Probl. Étant donné deux équations ApT -fetc+B^ + etc. =0,
A.^+etc. + B.^ + etc.=0,
chacune de Vordre a par rapport aux dérivées de y, et de Vordre /3 par rapport aux dérivées de z , éliminer y, et ses
denvees -7^ , -r-r-, etc.
Solution. Différentions ces équations a fois de suite , soit 2« = w, on obtiendra w+2 équations entre les w-J-I quantités
y, -p , ... — I ; le problème est par conséquent ramené au cas
du problème précédent , et Ton achèvera l'opération comme il est dit dans ce problème.
3"* Probl. On donne deux équations d*v d^z
Ai^l + elc+B. ^+... = 0,
la première de l'ordre a en y ^ de l'ordre fi en z^ la seconde de Cordre s^ en y y de l'ordre b en z, éliminer les quantités dy d*y ^' dF' d?' '^'''
Solution. Différentions la première a fois, la seconde a fois^ on aura c+«=»w nouvelles équations, donc en tout w-j-S équa —
lions entre les m + 1 quantités y, —■ , ... — ^ ; le problème es^
(IX ux
dès-lors ramené au cas du premier problème, et la solution s*achè— vera comme dans ce problème.
Kl, :î7'«pi> — -ir^fn,
4"* PnoBL. Entre lesn + l variables x,y, z, ... s,t, l étant la variable indépendante^ on donne les n équations du 1*' ordre
dx dy ds
^=9o if-''-- dT dans lesquelles les î2"** membres désignent des fonctions données de x, y, ... s, t, éliminer toutes les variables principales y^Zi «.. S; et leurs dérivées^ de manière à obtenir pour résultat une équation différentielle y qui ne renferme plus que xeti^et les dérivées de x par rapport à t.
dx Solution. Différentions n — 1 fois de suite l'équation -r- , on
at
aura d'abord
En substituant ici les valeurs des dérivées ---, -r-, ... , donci^ at
liées par les équations (1 , le second membre sera une fonction
connue de se, y, ... s, ty que je représenterai par /*,, en sorte que
lona: ~ «f,.
On trouvera ensuite, par des opérations semblables, suecessived^x ^ cf^-ix ^ dx** ^
On aura ainsi les n équations
dx __ d^x d^-ix dx»
Des n — 1 premières de ces équations on déduira, par Télimination, les valeurs des n — 1 inconnues j/, z, ... s; en substituant ensuite les valeurs de ces inconnues dans la dernière des équations (2, on aura une relation de la forme
qui sera l'équation cherchée.
Exemple. Soient les trois équations
dx dy dz
(cl) __^a(y^2), ~ = i(x+2), ^=c{a:4-y);
éliminer y, z et les dérivées de ces variables.
remplaçant dans (7), (ya-{-z)par sa valeur -j-, on obtient Té-
En différentiant la première deux fois , on trouve :
(v) -^ss 2a6cx + a(a6+ac+6c) (y +J2).
La première des équations (a) , combinée avec Téquation {fi) , donnera
1 C^x dx ,. , , )
a(b^c) l dl^ dt )
En substituant ces valeurs dans l'équation (^), ou mieux, en
dx
quation cherchée
d^x dx dx
— - = 2a6cx + {ab -f ac + 6c) .^ = Arc + B — .
Remarque. On peut ramener au problème précédent les équations simultanées d'ordres supérieurs au premier, en posant
Â-"^' dt^ df "^^ dt- dt """ '•••
dt~^' le dt ~^ ' dt- dt "^ ••••
et en regardant a/, a/', ... y'^t/' ... , comme de nouvelles variables. On aura ainsi des équations du 1^' ordre, mais contenant un plus grand nombre de variables.
Je fais —=0/, j-ssy', on aura les équations du 1*' ordre
(It ut
Diiïércntions cette dernière deux fois , nous aurons : cPx' du'
dt^ dt dt
dx' -:2(2x— a/)— 20/+ ^;
y étant éliminé, ainsi que les dérivées de y, celle-ci sera l'équation cherchée ; elle peut se mettre sous la forme d^x d^ , dx
Théorème. Soit un système d'équations linéaires à coefficients constants, tel que
entre x^y et z, et les dérivées dey et de i^ je dis que ces équations seront satisfaites par les substitutions y=e^% z=ae>\
Solution. Car on a -i^=X"e^% — ^ = aA"e>^ dx" da^
Donc en substituant ces valeurs dans les proposées^ celles-ci deviendront algébriques , savoir :
An4-...+MA« + NA + P+Qa = 0,
aA»4.... + M'A+N' + P'a=0. {a)
Or, en éliminant a entre ces équations , on aura une équation en A, telle que
Elle déterminera les valeurs de A^a^ , A^, ... , donc (a) donnera les valeurs correspondantes de a = a^ , a, , ... , par lesquelles les substitutions y=c^*, z=ae^*, rendront identiques les proposées. Celles-ci seront donc encore satisfaites par les sommes
y = CjC^»* + c,c^** + efc. ,
TRANSFOnaiATlONS DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES.
Si Ton a une équation différentielle entre les variables x^y^Zj et les dérivées de Zy considérée eomme Tunique variable principale y celte équation de la Torme
contiendra les deux inconnues
et par conséquent ces inconnues devront être considérées comme indéterminées.
Ea général , les équations aux différentielles partielles , dont le nombre est toujours inférieur à celui des dérivées partielles inconnues qu'elles renferment , doivent être considérées comme des équations indéterminées , dans lesquelles on pourra par conséquent disposer des valeurs des dérivées inconnues pour transformer les équations données en équations différentielles ordinaires.
A. TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES DU 1" ORDRE
1" Problême. P, Q , R, étant des fonctions de x , y, z , . dz . . dz .
décomposer l'équation aux différentielles partielles
Pp + Qq-R = 0, (1)
en équations différentielles ordinaires , ou ne contenani plus que deux variables chacune.
Solution. De Téquation :
dz dz
dz dy
onure p=__g_,
dz dx
et aussi : a — -; p -r- ,
^ dy '^ dy
par là Téquation (1) peut s'écrire :
«. . ^ ^ dz dx X w^ ^
Pp+Q(^-p^)-R=o.
Delà: Prfz- RdK-^glPrfy— Qifa), ou
Qrfz— Rrfy=p{Prfy -Qrfx).
pet g étant indéterminés , ces équations ne pourront subsister à moins qu'on n'ait à la fois
P(fe-Rdi;=0, Prfy— Q*p=0, Qife— Rrfy=0. (2
On peut aussi écrire ces équations sous cette forme :
dz dx dy
Les équations (2, qui remplacent la proposée (1) » sont des équations différentielles ordinaires ou totales, dont chacune ne renferme que les différentielles de deux variables.
!«' Exemp. L'équation py—ça:= 0, se décompose en
dx — dy
^T^Exemp. L'équation p(y— Bz)— g(a; — Az)+ Ay— Bx=0, est remplacé par
dx dy dz
I ' Il ■■ ■! *^ ■ ses ^
y — Bz kz — X Bx — Xy
3"' Exemp. L'équation px-f-gz-f-j^sO; (St remplacée par :
dx dy _^ — dz X z ~ y '
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2""" PuoBL. 5ort z = f(x,y, u), une fonction primitive des trois variables indépendantes x , y, u , ayant donné lieu à l'équation aux différentielles partielles
Pp + Qq + Rr-s-0, (!)
transformer cette équation ^ en équations ordinaires simultanées.
Solution. On a :
dz^(-£)dx+(^)dy+(^)du=pdx^qdy + rdu, d'où:
_ dz dy du
dz dx du
diZ dx dy
Si nous substituons ces valeurs dans la proposée (1) » elle preo* dra ces trois formes :
fdz—Sdx=q{Pdy- Qdx) + r(Prfu- Kdx) ,
Qrf«- S*— iHPiij— (J<l»)+r(Q*i-RJj),
Rdi»— SrfM = —p{?du—Kdx) ~q{Qdu—Kdy).
Chacune devant subsister indépendamment de p, q, r, qui ne doivent pas être déterminés, il faut que les facteurs, qui multiplient ces indéterminées, soient simultanément égaux à zéro, et que Ton ait :
Pdz— Sd»=0, Prfy— Qdiif=0, Prftt— R(fa=0 , Qds— Srfy=0, Qrftt— R</y = 0, Rrfa— SrfM=0.
On peut mettre ces équations sous In forme dx dy du dz
1" Exemple. L'équation
r + ap -{- bq r=:ii , se transforme en :
dx dy du
S"*' Exemp. L'équation
{u+y+z)p + {u^x+z)q + {x+y+z)r^ (ti+x+y)=0, se transforme en
dx dy du dz
«+y+2 u + x + z x-^y'\-z t<+x-|-y* 3"' Exemp. L'équation
ocp-^yq^ur + ts — az «= , dans laquelle on a
se transforme en
dx dy du dt dz
X y u t az*
U. TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES DU SECOND ORDRE
i" Problème. En posant (t-7)=i'> (t-t-) = s, (--4-) = t,
et en désignant par A , B , G , D , des fonctions quelconques
de X, y, z, pss(---.), q s==( -— ), transformer l'équation ^ dx dy
Ar + Bs-fCl + D = 0, (1)
en équations différentielles ordinaires.
Solution. La fonction primitive étant de la forme z=f(x,y) , on en déduit : dz = pàx + qdy,
L'équation (1) exprime une simple relation entre les inconnues r^Sft, et ne peut servir à les déterminer.
l"" Éliminons s et t, par les équations
^ c^ dx dq^ *P
■" dy ^ ' '^ dy ~ dy'
on trouvera
hdpdy+€dqdy—Cdpdx + ï)dy^=^rlAdy*—Bdxdy+Cdx*']. («) 2^ Éliminons r et t^ par les équations
(fo dy dq dx
dx cfo ay dj/
on trouvera :
kdpdy + Cdqdx+Hdxdy «. s[Ady«— Bcfecty + Crfx»]. (/3 3* Éliminons r et ^^ on trouvera :
Ai%wfa— Adgrdy+Bd?d«+IWx*===:— l[Arfy«— Bd^^ (y
Les équations [aj{fi^{^^ ne doivent pas déterminer r^Sjty et par conséquent elles doivent avoir lieu indépendamment de ces quantités, c'est-à-dire, chacun des deux membres de ces équations doit être nul par lui-même , et Ton a en même temps
Aity«— Bc&%+Ccfc»=0, ou A(^)«— B^+C =
kdpdy+Cdqdx+Hdxdy^Q, ou A^ . ^ + C^+I>^=(^ Brfiprfjf + C{dqdy— dpdx)+ Ddj» — 0, ou
A{dpdx—dqdy) + Bdjr(£e + Ddx* <» , ou
!•' Exemple. Transformer Ar+B«-f C^+D=îO, A,B,C, I> étant des constantes.
On trouve les deux équations ordinaires
2"" Exemp, Transformer Téquation
On trouve ici les équations différentielles ordinaires :
gm© pnQBL^ Transformer Véquation
Ar + Bs 4- Ct + Dp + Eq + F = ,
les coefficients A^B, ... F étant constants.
Solution. En opérant , comme dans le problème précédent^ on trouve les deux équations ordinaires
Ady^—Bdxdy + Crf«*= ,
Adpdy+ Cdqdx + dxdy (Dp + Eg + F)=0.
S"** Probl. Transformer Céquation différentielle partielle à quatre variables
A,B, ... étant fonction des quatre variables z,u,x,y, et de leurs dérivées partielles du 1" ordre.
Solt^ton. Des trois équations
.dz d*z , , d*z ,. . . d*z . .
,dz d*z , ,d*z^^ , , dH .^
dy ^ dydu- ~^ dydx^ ^^dy*'" )n tire les valeurs de (-r— ), ( -r-r)> (-ri), et on les substitue
- i74 — dans réquntion (1) ; on aura :
('-^)[Ddudxdy —Bdudy^ — Cdudx^] +
(^— -)[Fdurfxdy — Ad»%— Bdtt%] +
Adxdy.d^ + Bdudyd^ +C(ftidxd^ + Gdurfxdy = 0.
¥ . , . d^z . . ffz . . d^z . , . .,
Les quantités (-.-7—), ( t^t-)» ( T—r-) étant indeicrmi- ^ dxdy ^ ^ dMdj^ ^ ^ dudx ^
nées , cette équation ne subsistera qu'en ayant en même temps
Cdfl? — Ddxdy + Bdy8 = , Ady^—Edydu+ Cdu^=0,
Bdti? — Fdtidx + Adx«=0,
Adxdyd^ + Bdttdy d J.+ Cdwdx d^ + Gdiidxd^^O. ai* ax dy
., . , . , du du
Les trois premières étant entre les quantités j~> T~> "*^ P^"*
vent avoir lieu à moins que l'équation de condition suivante ne soit satisfaite :
C. ÉQUATIONS DU ^^^ ORDRE
Probl. Soit dr=adx-j-/3dy, ds=iSdx + vdy, dt==ydx+5dy , a^ (i^ y^ a étant les quatre coefficients différentiels partiels du S"' ordre, on propose de transformer Aa-^-Bfi+Cy + Ds + Ex==0,
en équations ordinaires; A,B, ... sont des fonctions de X, y,z,p,q,r,s,i.
Solution. Il faut éliminer trois des quantités a^f^y/^e, par exemple les trois dernières, on aura :
a[Ady' -Bdy«dx+ Cdydx»+Ddx'] + dî^[Bdr+.Cds+Dd<J — dxdy[Cdr+Dd»]+d»»Ddr+Edy'=0.
Celle-ci doit avoir lieu indépendammenl de « , on a donc les deux équations différenliellcs ordinaires :
kdy^—^y^dx + Cdydx^ — Hdx^ = , dy\mrJ^Cds + Y)dq—dxdy[Cdr-\- Hds] + Ddx^dr + Edî/'=0.
Exemple. Soit Téquation
«'«+ Zi^ufi + 3<u«y + t|3f = ; elle sera remplacée par les deux équations ordinaires :
rWj/» — Zt^udy^dx -t- Ztu^dydx^ — ««rfx» = , rfy'(5Mr+ S^acfo H- ti«A) — rfxrfy (Su^rfr + u^ds) + u«(ix»rfr — 0.
DÉVBLOPPBMENT DES FONCTIONS , DONNÉES PAR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES.
A. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES
U^ Problème, y éiûnt une fonction de x^ donnée par l'équation différentielle du m** ordre
trouver le développement en série de la fonction inconnue ysfXy équation primitive de l'équation différentielle donnée.
d'^u Solution. De Téquation proposée (1), résolue par rapport à -r-^,
on tire par la différentiation :
(to^-** ^ dx' ' dx°^*'^' Mais si, dans la seconde de ces équations , on substitue à la
place de 'j^, sa valeur fournie par la première, si ensuite on
substitue dans la troisième pour — ^ sa valeur fournie par la
première^ et pour 5^ , la valeur donnée par la seconde , et
ainsi de suite y il est clair que toutes les dérivées y à partir de la m*, seront exprimées en fonction des dérivées première y deuxième , m — 1* ; on aura donc des équations de cette forme :
etc. etc.
Pour xss>a, ces expressions deviennent :
H»)o= ,i[a , fo , fo, .. . f — %] , ft^% = P, [o , f a , f o ,. .. ft»-«o ] , p>»+»)a = y,[o,fa,ro,... f'»-^], etc.
Mais on a, par la formule générale de Maclaurin
y=fx = f(«)H-^"fa+^^f« + ...+
m-l ^ 1.2...m ^1.2...in + l
En substituant dans cette formule les valeurs de f^^a y fM^)a , etc., obtenues par les équations précédentes , on aura le développement cherché 9 dans lequel entreront les m constantes inconnues » ou arbitraires
fa, fa, ... ft^i)a.
Rem. L'arbitraire a doit être choisie de manière qu'aucun des termes de l'expression (2), ne se réduise à la forme ^. Quelquefois la série (2) peut être sommée, alors on trouve la valeur de y sous une forme finie. Dans tous les cas la série (2) doit être convergente.
l** Exempk. Trouver le développement de la fonction inconnue
y = fx,
donnée par l'équation différentielle
-7^ + a«-f-6x' = , ou dx
fa;-4-ofx-h6x' = 0.
On trouve, par des différentialions consécutives :
rx + of« + 6a;'=0, r'x + ofx +36x'=0, f"x+al''xH-66x = 0, f "X 4- a V"x + 66 = , etc.
f(**«')x + af<»^'x = 0.
Pesons x=0, on tire des équations précédentes :
f(0) = -af(0),
r"(0)== — o»ll[0),
pv{0) = a«f(0) — 66, etc.
f(4+m)(0)=.— af(»t»)(0).
On a donc, par la formule particulière de Maclaurin :
3,=f(O)+r(0)x4-r(0) ^ -t-no)^-^ + etc.,
=- f(0) + af[-af(0)] + iL[a.f(0)] 4- _^[_a»f(0)] +
y^[a*f(0)-66] + elc., = f(0)[l-«x+— -j-^ + etc.l
- ^* ( t:23 - 1:1:3 + TâTi- )+ *'«•
2"* Exemp. Développer la fonction yzsstx, donnée par l'é-
dy qualîon ac —^ + y + ox°*= , ou
On trouve xPx -^-fpc -f- ao?" = ,
xf'x + 3 f'x + ^w ( w — 1 )ax°»-2 ^ , etc.
\7ft
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)ttT
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aura (t-^ 2?' "V t'-^"^ .. d«<p=
^^t-^»)" dx' ^,^, d^
_,x-V''''dx^
da
Mais en développant fx par le ihéorèmc de Maclaurin, on a :
d'où ;
^-f"(0)+,"'(0)x + ,n0),4+fn0)^-i-etc.,
eic.
Donc z devient :
(f"(0) + f"{0)bt+...) fl + [^"'(0) + f(0)bt+ ...) j^ + etc. Soient ^0) + ,"(0)6f + ^ ^i, + .. . - -^O) ,
I * iS
,'(0)+,'"(0)6f+i^ + ... =1(0, ^ et I désignant des fonctions arbitraires ^ on trouvera : f"(0)+-,"(0)6f+... = i?^,
etc.
Donc , l'expression ci-dessus de z deviendra :
+ ^''+ 1:2:3 6dr +1723 iw- + ''''
It"* MÉTHODE, (par des séries d exponentielles).
Les équations aux dififérentielles partielles auxquelles conduisent ordinairement les problèmes de Physique et de Mécanique sont de la forme linéaire du ^ ordre
etc.
les coefficients A^ B^ etc. étant des fonctions de x,y,Zy ne contenant point la variable t^ et privées d'un dernier terme indépendant de u.
Or, nous savons qu'on peut toujours satisfaire à une telle équation par les valeurs particulières
w„=Eoe»»^, W|=«Eie*«*, t/j^Eje*^»*, etc.,
en nombres infinis^ Eg, Ei , E,, etc., désignant des fonctions arbitraires de x,y, z; donc son intégrale générale sera de la forme
«=Eo€M + Eie»'t -t- E,e»»*+ etc. = S^ [En A* ]. (^)
Lorsque la fonction u augmente constamment avec t, les constantes arbitraires a^^a^a^f etc. seront réelles. Mais lorsque les valeurs de u sont périodiques , comme dans les question» relatives aux petites oscillations des points d'un corps élastique , écartés de leur position d'équilibre, alors il faudra poser
a^t=3<ï^K— 1 , a|=a|K— 1 , aj=^rjl/ — 1, etc., et changer les exponentielles imaginaires en valeurs trigonométiiques, alors l'expression (2) prendra cette autre forme :
u = Hosin«o^-j- Hi sin ait-\' Hjsinajf-J- etc. -j- Kocos«o^-}- K| cos^if-f- KjCus^r8f+ etc.
= è [HnSin^nO + S [KnCOS^nO. (3)
1*) Détermination des fonctions' En*
En substituant la valeur (2) et ses dérivées partielles du 1*' et du 2*^ ordre dans l'équation (1), l'exponentielle e**»' deviendra fac-
teur commun , et la proposée sera satisfaite en posant î
+ (a^A + anP+I)En-Q. (4)
En intégrant cette équation on obtient généralement unç expression de cette forme
E„ = Fn(x,î^,z), d*où l'on tire :
Eo = Fo(x.y,z), E| = F,(x,î/,z), etc.
^°) Détermination des fonctions Hn ? Kn •
De réquation (5) on déduit, par la différentiation :
du
(^) = S («ûHn cos aj) — s (ttuKn sin ^^nO 7
(•^) = — S («^n Hn sin aj) —^ (a\ Kn cos aj) ,
etc.
(S^'"St(^>''"'^'^-^S[(^)cos^<], etc.
En substituant ces valeurs dans le 1**' membre de Téquation (1), on trouve, en ordonnant par rapport à sin^e, et cos^n^ :
IK„ — «'nAKa4-«nFlI„| COS«n^
On aura donc |/= , en faisant séparément
B(^) + C(^) + ... + IH„-«\4H„-«„FK„=0,
B(^") + t^i^) +... + IK„_«UK„ + *„F[I„ = 0.
En inlégranl ces équations ^ on trouve généralement : H„= Fn{x,y,z) , K„= f„(x,î/, z) , d où : Ho = F^(x,y,z), H^ = F^(x,y,z) y etc.
Ko = fo(a?, y, z), K^^ ^ (x, y, z) , etc.
Rem. Après avoir déterminé les fonctions En^ ou les fonctions Hn et Kn f on aura encore à chercher les valeurs des constantes ^0 9^0 ^^^'9 ^of^iy^^C'} et de celles introduites par les intégrations ; toutes les constantes se détermineront par les conditions de ré(at initial et final du phénomène qui forme l'objet du problème^ et par des méthodes d'analyse qui reposent sur ces conditions. Exemple. Traitons , par le procédé de la 2^* Méthode , l'équation (Pu ^ (Pu 'dÂ~ **?* On trouve les deux équations :
En intégrant ces équations il vient :
n= Cn COS [- C n Sm ,
Hn=DnCos — • 4- D'n sin . On a donc
00 ( r anX . a^x^ \
M = s ) L^n^^S 1~ C nSm ] eOSCCrJ;\
+ g ] [Dn COS h D nsm — J sin a^t \ .
Il n'y aura plus qu'à déterminer les constantes «n- Cn, C'n,
ir* PARTIE.
APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
APPE.ICATIOI1S AliOEBRIQUEiT.
VRAIES VALEURS DES FONCTIONS QUI y POUR DES VALEURS PARTICULIÈRES DES VARIABLES y SE RÉDUISENT A :
io VRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS DE LA FORME §. A.) Fonctions explicites d'une seale variable.
1" Théorème. Si la fonction
se réduit à § pour x=a, et que Vexpression d°Fx
dx" F^^^x
dx** soit la 1" qui ne se réduise pas à ^ , pour x=a ,je dis que la vraie valeur de y sera
DémonsL Car on a :
Fx
Or, par hypothèse on a en même temp» F(a)-0, f(a) = 0, r(a)-0, f(«)=.0.
F<»-«(a)-0, f<»-')(a) — 0; donc l'expression ci-dessus devient :
** f W(«) + ^-^^^ P"+»> [a+s(x— fl) 7
Donc pour x = a , il vient
F(<0 o_ F(°)(a) *'°° f(a) "^ P» • i" Exemple. Chercher la vraie valeur de la fraction
X» — o« Fx X»— a» fx ' qui devient §, pour x=a.
On a ici :
F'x = SxSrx = 3x2; pour x = o, ces dérivées ne deviennent pas nulles à la fois , on a
donc y_^
Exemp. Si dans y^^JÇ^±^^^^ , ,„ f,t
a; = 2, on obtient y=g, chercher la vraie valeur de y, correspondant à x=2.
On a ici :
F'a;=4a!» — 21x«+36x — 20, pour x=2, on a ^(a)»^
fa! = 4.<r» — 18x»+I2x+4, » x=»2, on a f (2) = ,
F"a=12ar'— 42»-|-36, » x=2, on a F'{2)=0,
f"x=:12x*— 30X + 12, » x=2, ona f'(2)=0,
F'"x = 24x— 42, » x=2, ona F"(2)=6,
f"x=»24x— 30, » «=2, ona f"'(2)=18^ donc , la valeur cherchée est
3"' Exemp. Chercher la valeur de y = -r -— ;^ , qui pour
x=- —., se réduit à g.
On a :
Fa?=: — cosx, donc F'a[;(— ) = 0,
fx= — (t — 2«)sinx— 2cosx, donc f'Cs-):»©,
F"a; = sin x , donc F"(J) = 1 ,
f"ar= — (t — 2x)cosx + 2sina;4-2sina:, donc f'(— )=i4, donc y = 7 .
(B) Fonctions impUeltes.
Soit M=f(x,y)=aO, ou î(=^x. On aura :
dy _ ^ dx^ _ F(x,y) _ F{x,\l^)
dx ~ df_ ~ i{x,y) ~ f(ac,ï/^x) *
Supposons que
F(aî,y)=0, f(a?,y)=0, pour «--a, y = ï//(a) = 6 , je dis qu'on obtiendra la vraie valeur de ;r- = §> si l'on cherche
uX
les dérivées par rapport à x des deux fonctions F(x,y), f(ar,y) , c qu'on y pose a; == a, y =« ipa = 6.
2"»PAiiT. 24
Car on a :
F{x,y) __ F(a;.^a!) ^ fi»,!/) f{x,^)
n<^.^) + ^ f" («, -A») + --^72^- F"(«, ^) + etc. ,
f(a>'pa) + ^^ f'(«, ;//«) + ^^^^ f"(«,'/'o) + elc. Comme on a par hypothèse F(a,;/rfi) = , f (a,<//o) == , il vient : F(..,) F'(«r^)+^F"(«,^)+...
donc, pour x=a, y=z\f/a = b , on aura :
F(a,6) ^ F(fl,iPfl) f(a,6) na.xf^a)'
Il faut donc prendre la dérivée de F(x,î/) par rapport à x , ce qui
, dF^ . dF^ dy ,. . .,,..,.
donne ( j~) + ("T") 3^ > et diviser par la dérivée de f(x,j^),
qui est (_) + (-)—, ce qui donne
et chercher ce que devient ce rapport pour x=za,y='^a=b.Le résultat sera la vraie valeur, à moins que cette expression ne se réduise encore à §. Dans ce cas, il faudrait recourir aux dérivées du second ordre , etc.
!«' Exemple, y étant fonction de x, tel que pour x = , on ait y = 0, on trouve que la fraction
dy ay — x^
dx î/' — flx '
devient g pour x=0 , cl y == 0.
En prenant les dérivées du numérateur et du dénominateur on a :
dy dx r. ^
^ âZ = 0, oui, pour x=0,,y-0.
^ , , . ^ ^y dx .
On trouve ces deux valeurs en résolvant -r- = — z
dx ^ dy
par rapport à --^, puis en faisant dans la résultat x=0, y=0.
QiX
On a^ en effet,
dy a^-Va^ — ixy 2a /v n
^^ 2y (a+y^a'-^ixy «
2"'£xeMp. De l'équation oy^+x* — 6x»î/=0, on déduit, par la différentiation
dy ^bocy — Ax^ . .
d^^^~ ^ay'--bx' ' ^^ Pour a:=0,î^=0, on a p=?. Donc, pour trouver la vraie valeur de p , on écrira :
d(26xy— 4x»)
dx bxp+by — 12a;^ .^
^~ dj'iay^—bx^) Zayp—bx
dx Pour x=0,y=0, la formule (2) se réduit encore àp = §; on fera donc de nouveau
_ d(6xp + 6v~12x'');rfx ^^ dx ^ ^
d(3at/p — bx):dx ^ . ^ dp , '
Cette expression, pour x=0, y = 0, devient :
p=x — - — i; ou p^p"" ) «0.
De cette équation on lire p = et p = ± |/— ; ces trois quantités sont les vraies valeurs de p, donné nar la formule (i) , quand on y pose x=0, y==0.
VRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS DE LA FORME
Fx
Soit y»~ -f— = S] pour x=a; je dis que l'on obtiendra la
vraie valeur de y, en
cherchant ce que
devient le
rapport
d¥ dx
dx
Px '
quand on y fait
Car on a
Fx fx
fx ~ 1 • Fx
Fx
Donc , la vraie valeur de y = — . =2 pour x =a, sera la valeur
fx de -7"— r™o7 pour x=:a.
Fx
Mais cette dernière valeur s'obtiendra , en cherchant ce que devient le rapport
dx
Px fx»
Fx»
fx Fx*
"F'x* Ti* '
dx
quand on y fait x=a; on a donc , pour la vraie valeur, Tq^alittS Fx fx , Fx ^
F'x ■ fx '
Fx Px dou fT^'TJ' P**""" *''''•
F'x Si le rapport -— se réduisait encore à S, ou à §, pour x=sa^
il faudrait recourir au rapport
des dérivées secondes, etc.
!«' Exemple, y = -— — , devient î/== pour «= oo , trouver la vraie valeur de y.
En prenant les dérivées du numérateur et du dénominateur , on a
Or, celle expression devient i pour xœsoo , donc la vraie valeur
j log(a+e^) . .
de -^ — - — ^ (pour x=oo), = 1.
loff fi x\ T""" Exemp. y= — i- , devient y==2> pour x=»l,
'ogtg(^)
trouver la vraie valeur de y.
En prenant les dérivées des deux termes de cette fraction , on a
1 «,jrx. ,^x.
«>s»(-3-)tg(-3-)
cos«(-j)tg(-j)
Cette expression se réduit à § quand on y pose x— 1, il faut différentier de nouveau les deux termes de cette dernière fraction , ce qui donnera ce nouveau rapport
— ^cos(rx)
cos^x.
Or, en posant ici x=:l, on a cosjr«— 1, donc ~1 esl la vraie valeur de y correspondant à x» 1 .
5o VRAIE VALEUR DES FONCTIONS QUI DEVIENNENT O.Qo, POUR x==a.
Soit y=Fx.fx,
et supposons que Ton ait f(a)= , F(a) = oo , alors en écrivant
fx
Fa: ' on aura, sous celle forme, y=*§; on trouvera alors la vraie valeur Je y, à Faide du rapport
dfx dx
^Fx^ en y faisant â?»-a.
Mais on peut écrire aussi Fx
fx on aura alors, sous celle forme, y =5, pour x = a; par conséquent, on Irouve aussi la vraie valeur dey, h l'aide du rapport
dFx dx
en y posant x==a.
dx
Exemple, y =sxlog(e^— 1), devient y^ qu'elle esl la vraie valeur de y?
Écrivons d'abord
= 0*oo,
pour x =
puis prenons les dérivées trouve :
des deux termes
de celle fraction;
on
Celle fraction devient §, pour a:=sO, il faut donc prendre de nouveau la dérivée de son numérateur et de son dénominateur, et Ton trouve cette autre fraction
qui devient zéro pour x=0; donc la vraie valeur cherchée est
VRAIE VALEUR DES FONCTIONS QUI DEVIENNENT
Soit y«=a(Fac)^", et supposons que poura:=a, on ait fa=0, FassO^ alors on aura y œO**. Pour trouver, dans ce cas, la vraie valeur de y, prenons les logarithmes des deux membres, et écrivons log y = f X. log Fx.
Il est clair qu'on aura alors
Iog2^»0*oo, pour x=a.
On obtiendra donc la vraie valeur de log y par Tun des deux rapports
dfx dlogFx
dx dx
ou
Soit 6 cette vraie valeur, alors celle de y sera e*.
Exemple, j/ =. | tgx j^^»^*''*, devient 0% pour xs=0. Mais on a :
logy=:, : — log(lgx)«0-QO, pourx=0;
log sm X
on a ici : Fx= tgx et fx= . : — , donc
^ log sm X
d log Fx 1
dx cos*x tg X
,, 1 ^ cosx cos'x
Donc, poura; = 0, on a logy=a, d'où y=e*.
b«> VRAIE VALEUR DES FONCTIONS QUI DEVIENNENT oo» POUR x=a.
Soit ,v«Fac^ et Fx=oo, fa;=sO, pour x = a, alors y— <»• pour x«=o.
Prenons les logarithmes des deux membres , on aura ;
•ogy=fa:-logFa: = 0»a>.
On trouve par conséquent la vraie valeur de logy, par 1 un des
rapports
d log Fx dfx
dx dx
ou
dx dx
Soit logy=6, cette vraie valeur, on aura, pour celle dey,
Exemple. y^=(-z )^^®t^^ devient oo'pourx»!.
Prenons les logarithmes, on aura :
5rx i
logî/==cos(— -)log(-j— ^)-=0.oo poura:=:l.
On a ICI fx=cos ( -jr), Fx
2 ' 1— X ' fx ^5rx^
cos(— )
séc(^).
dlogFx dx
Donc
sr
CX
dséc(^)
dx
, JTX
1 1+cosa
(1 — x) sin
;rX
2 0-«^)sîn-2
COS* -r-
Donc y pour x=»l , on a l<^ys==Ô9 H f«')ut donc prendre les dé^* rivées des deux termes de cette dernière fraction , et l'on aura :
1 — Tsînrx
— sin _+— (l_x)cos —
Cette fraction devient zéro pour x =1 , done la vraie valeur de logy=0; d'où yaae^sal.
6» VRAIE VALEUR DES FONCTIONS QUI DEVIENNENT 1* POUR x = a.
Soient î/ = Fxf*, fx=oo , Fx=l , pour x=a, en prenant les logarithmes, l'expression
logy=fx*logFx devient oo*Opourx=a;
donc la vraie valeur de \ogy s'obtiendra par l'un des rapports :
d log Fx dfx
dx dx
ou
Mx^ MokFx^
dx dx
Soit log2^s=s6, celle vraie valeur^ on aura celle de y par la relation y=c^.
Exemple, y^x^"* devient 1" pour x=l. En prenant les logarithmes^ on a :
logy= ;; — -logx;
on a ici fx== , Fx=x, donc
d !og Fx dloo:x 1
dx ax X 1
dx donc logy = — 1, pourx==1; donc 2/ = e-^= — pour x = l,
r VRAIE VALEUR DES FONCTIONS QUI DEVIENNENT oo— oo,
POUR x=a.
Soit y=iFx — fx=oo — oo , pour xr^a, on trouvera sa vraie valeur en cherchant celle de e^y soit 6 cetle dernière, on aura y«log6.
Or, on a :
donc ey prendra, pour x««a. Tune des formes
On trouve, par conséquent, la vraie valeur e^, par les procédés qui conduisent à celles des expressions §,^, 0«oo .
Exemple, y = ; — . , devient v = oo — oo , pour
^ logx logx ^ '^
x= I ; pour trouver sa vraie valeur je cherche celle de
^ logx "
En différentiant les deux termes de cetle fraction , on obtient — = -*'
donc y 9z — 1 , est la vraie valeur demandée. REMARQUE GÉNÉRALE.
Les régies exposées dans ce § supposent que les fonctions Far, (x puissent se développer par la formule de Maclaurin pour la valeur parficulière x=«a. Lorsque le développement ne peut pas s'effectuer suivant les puissances entières et positives de x, on devra suivre le procédé que je vais indiquer,
Fx
Soient y =- -p, et Frt = 0, fa=:0; si Ton change x en x+A,
qu'on fasse x^a^ A=0, dans — ;—, il est clair qu'on aura la
valeur de y, correspondante ù x=a. Soit y^ cette valeur de y, on
Fa aura ya= 7— =§• Cela posé, développons les fonctions F{x+ft),
t{x-\-h) par les méthodes algébriques ou trigonométriques , et supposons, qu'en ordonnant le résifitat suivant les exposants croissants de h on obtienne :
F(a;-f-A) _ Fa: + A,/i''- + A,ft'''4- ...
t(x-\-h) ~ fa;-|-B,A»'+B,A*' + ... ' Mais pour x=sa , il vient Fa^sQ, fa^^O, on a donc aussi : F(a+h) A,ft''-+A.fe''' + ...
f (a+A) ~ B,A»' + BM' + ... *
== diA«.-». 4. M *•>-»■ + etc. (1) Bj
1' Soit a, =6, , la formule précédente devient :
• ., =s rri + M'A»»-*' + etc.
Donc, pour A=0, on aura :
2° Soient a^ — 6i = «, «>0, la formule (1) deviendra :
!Ml)^0+^A- + MA-». + e.c.
Donc, pour A=0, on aura :
3" Soit Oj — 6, =» — «, la formule (1) deviendra :
Donc, pour A=aO, on aura : • "^
Le procédé algébrique que je viens d'exposer pour la détermination de la vraie valeur des quantités qui se réduisent à ^ est plus général que la Méthode indiquée au commencement de ce §, et est applicable à tous les cas possibles.
V Exemple. Soit y = . Poura;=a, il vient y — §.
Mais on a :
Pour a:=o on obtient :
a+A — a Donc, pour A==0, on a
c*est la vraie valeur cherchée.
2"* £xemp. Son y==\/-7 r™^^^ ^ > o" aura
y :=§, quand on fera x^=a. Mais en développant les deux termes de la fraction
(jc+ft — g)i
puis faisant x=^a, on aura :
(2aA— A»)ï (4a)^A
Donc, pour A=Oy on aura :
c'est la vraie valeur de l'expression proposée.
1 — X 3""' JFxewp. î/=. . , devient y — z P^ur x = l,
JTX
cot-^ Mais ^"^ ^ , pour x = 1 , devient :
cot(-^+-) tg- -+i.
H-Vi» ^ '
^îfta — etc.
Donc, pour A = 0, on a j/a» — .
THÉORIE DES MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS
Lemme 1 . a étant une quantité constante y et h désignant une vaviable pouvant décroître indéfiniment^ je dis qu'en faisant abstraction des signes, il sera totrjours possible de trouver pour h des valeurs propres à satisfaire à l'inégalité
(I) f(a)>h^(a+sh), 0<«<1, et que cette inégalité est d'autant plus vraie , que h diminue davantage.
En effet, soit A,, l'une des valeurs de h propre à satisfaire à Téealité f(a) = Aip(a+«A) ;
il est clair qu'en prenant pour h, des valeurs plus petites que hn, Finégalité (1) sera satisfaite pour ces valeurs , et quelle le sera d'autant plus que ces valeurs seront plus petites.
Corollaire i . Il suit de là qu*en prenant h suffisamment petit le binôme
{(a) + h\P(a + sh)
sera positif ou négatif, selon que la quantité f(a) sera positive ou négative.
Coroll. % Il suit aussi du même Lemme, que les deux binômes
+ f(a) + A;^(a+£A), -f(a) + A^(a-«M, ne peuvent jamais avoir le même ^igne , à moins qu'on n'ait
f(a) = 0. Coroll. 3. Les deux binômes
t{a)-hHa-Eh),
seront ensemble positifs ou négatifs, selon que f(o) sera positif ou négatif.
(A) MAXIMCM ET Ml!flMUM DES FO!fCTIO!IS d'uXE SEULE VARIABLE.
Si, pour une certaine valeur a dex, la fonction y = f(x), est telle que par des valeurs de A aussi petites que Ton voudra, on ait toujours en même temps
alors la quantité f(a) surpassera toutes les valeurs voisines de cette fonction et sera un maximum.
Mais si l'on avait, au contraire ,
cette /onction T(a) serait alors moindre que toutes ses valeurs voisines et serait un minimum.
Nous pouvons encore donner aux conditions précédentes du maximum et du minimum les formes suivantes :
f(a) sera un maximum, quand on aura en même temps f(a+A)-f(o)<0, f(a_A)_f(a)<0, et par conséquent aussi , quand on aura en même temps f(a + A)-f^ f(a-/,)-f(a) ^^
f(<>) sera un minimum , quand on aura
f(a + A)_f(a)>0, f(a_A)_r(fl)>0:
donc aussi , quand on aura :
lt±J!)szM^(ï f(a-//)-f(a) ^^
2"* Théor. 5ot7 y=sfx , une fonction telle que pour x=sa, toutes les dérivées de fx, jusqu'à celle de l'ordre 2ii — 2, inclusivement disparaissent , je dis :
1® pour que f(a) puisse être un maximum on un minimum* la condition
f(2»-i)(a)=0 doit être remplie ; 2" cette condition étant supposée remplie ^ la fonction f(a) sera un maximum quand on aura
P«)(a)<0; elle sera, au contraire ^ un minimum^ quand on aura f(2«)(a)>0.
Démonstration. On a, par la formule de Taylor : f(a+/A)= fa + ra-A + etc. +
f(a— A)=fa— ^a•A^-e(e.+ ^2n— 2 /,2»~1 ii2n
n— 2 1...2n — 1 1...2ai
Mais par hypothèse on a :
fa=0, f"a = 0,... f(2»-% = 0, donc les relations précédentes pourront se mettre sous les formes f(rt-|-A)— fa 1 A
Mais pour qu'il y fait maximum ou minimum y les premiers membres de ces équations doivent avoir le même signe. Donc les deux binômes qui constituent leurs seconds membres doivent avoir le même signe, on a donc, en vertu du corolL 2 ,
f(2»-i)a==0, pour la condition générique du maximum ou du minimum.
Les conditions précédentes étant supposées remplies, on pourra donner aux deux relations ci-dessus cette autre forme :
f(a — A) — frt * i^. X, . A -ra...,
Pour le maximum , il faut que les deux premiers membres soient négatifs, donc les deux binômes qui constituent les seconds membres de ces égalités , doivent être négatifs quelque petit que soit A, donc, en vertu du 3'°'' coroll.^ on doit avoir
Dans le cas du minimum les premiers membres étant au contraire positifs, il devra en être de même à Tégard des seconds membres, ce qui, par le S"*' coroll., exige que l'on ait
CorolL 1. Si n=l , on a les conditions suivantes :
l"" Pour que fa soit un maximum ou un minimum, on doit
avoir I' (a) = ;
T Cette condition étant remplie , le maximum aura lieu quand
la condition
f'{fl)<0
sera remplie. Au contraire . le minimum exigera que l'on ait
Coroll. 2. Si w = 2 , il faut que Ton ait f"(a) = pour qu'il y ait maximum ou minimum; le maximum exige alors qu'on ait fï^o < 0, et le minimum f^a>0.
CorolL 3. Le théorème précédent conduit à la règle suivante : pour trouver le maximum ou le minimum d'une fonction yssfx, à une seule variable , Il faut l"" résoudre l'équation
Soit x^a l'une de ses racines,
2« Substituer ces valeurs dans la quantité
alors si l'on trouve f''a<0, la quantité (a sera un maximum; si l'on trouve Fa>>0, alors (a sera un minimum.
Mais si Ton trouve l"a = 0, Il faudra
Z*" Substituer a dans les deux fondions r"x et n^x;
la 1", savoir : P'a doit s'évanouir, pour qu'il y ait maximum ou minimum ; la 2***, savoir : T^a , doit être négatif dans le cas du maximum^ et positif pour le minimum.
Si Ton avait l^'^a = , il faudrait recourir aux dérivées suivantes ^ et f^, etc.
Remarque. Si x=a , rendait f'a = ^, il faudrait, pour distinguer le maximum du minimum , recourir aux conditions f (a ± A)< f a pour le maximum , et f(a=±= h) > fa pour le minimum.
Soit , par exe mple , f ac = 6 + (x — af ,
9{x—ay Px^^(x — a)*«=0, donne x=a, donc f'a = 5,r"a = 3, etc. Mais on a
f(a + /0=-6+/i^>6 = fa,
f(a— A)=6+A^>6 = fai donc {(a) =» 6 est un minimum.
Donnons quelques exemples pour servir d'application à la règle pour la recherche du maximum et du minimum.
V Exemple. Soit y=s{x=ax — x% on aura :
Vx=a — 2x, f'x=— 2.
fajsraO OU a— 2x = donne x=~, donc
2/ = a* ~ —• ( ^)* — ia' est un maximum.
2""^ Exemp. Soit î/= fx = x* -f- 2a;^ + 3 ^ d'où : f'x=4x^ + 4x, f'x«12a;» + 4.
fx = ou 4x3-l-4x=0 donne x=0,x=» |.^irî^ 3^== — \/Zr{ ,
1» Pour x = 0, on a Px=4, donc j/ = 3 est un minimum. 2** Pour x = V^^, on a r'x= — 8, donc
y=(j/'Zly4-2(J/'IIl)«+3==2 est un maximum.
3° Pourx=:— K^, on a Pa;«-— 8, donc
y = (— l/Hl )*+ 2(— 1/^)»+3 = 2 est un maxîm. Z"^^ Exemp, Soil j/ = fa?=x»— 5flra:* + So'x5+a% on aura : rx= Sx* — 20ax3 + 1 5a»x' , V^x = 20x5 _ 60ax' + 30a'x , f'a: = 60x' — 1 20aa: + 30a' , f^x=î20x — 120fl, ^a;=120.
f x= ou Sx* — 20aa;« + 1 5a*a:« = aî«(x« — kax + 3a«) = , donne a?— 0, a;=0, x=:a, x = 3a.
1« Pour xs=0 on a rx = 0, r"x=30a« , donc
X ss ne rend y ni un maxim. ni un minim.
2** Pour xsaa on a f'x= — 10a', donc
y =3 (a» — Sa* H- Sa»+ a») =20*^ est un maxim. 3<* Pour X = 3a on a V'x = 90g3^ donc j/ = (3a)» — Sa(3a)* + 8a*(3a)5 4-a»— — 26a* est un minim. 4™' Exemp. Soit 3/ « fx =» x*, on aura :
fx=x*(l + logx),
f'x=:X«ji + (l + l0g^)'|.
f'a;=0 ou rc«(l+logx)=0 donne x* = 0, l-f-logaî=»0. 1" Pour x*=0 on a f'x=0, Px=;0, etc., donc y ne devient ni maxim. ni minim.
go i-]-logx = donne x= — , donc f"x=(— )« , donc
1 i y=:(-)eestun mini.
S"" JBxemp. Soit j/«=fxs=:e«cos2x, on aura :
fx=:e (cos2x — 2sin2x), Fx = — c*(4 sin 2x+ 3 cos 2x) ; f'x=0 ou e (cos2x — 2sin2x) = donne e^ssQ, cos2x— 2sin2x = 0.
!** Pour e*=0 on a f'x=0 , f"x=aO, etc., donc y ne devient; pour cette valeur, ni maxim. ni minim.
2" Pour cos2a; — 28in2j?=0 on a lg2aî=5, donc
sin 2ac = rt — := , cos 2x = ± — ==^ .
3® Si Ton prend les signes supérieurs, Ton verra que foc sera négatif, et si Ton prend les signes inférieurs^ Posera positif.
Donc y devient un maxim. pour les valeurs de x , données par les équations
sin 2x = , cos 2x = -— =; ,
et un minimum pour les valeurs
sin2x= ^:^, cos2ac= =.
e™' Exemp. Quelle doit être la hauteur et le rayon de la base d'un vase cylindrique d'une capacité donnée D , pour que la surface totale s soit un minimum.
Soient z le rayon de la base , x la hauteur cherchée , on aura
2D D=z»;r.a:, S=zV+2a;z?r = J3'?r -| . Mais
dS 2D
-—=0 donne âza- = 0: d'où
dz z*
B) MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES
A et A: étant des quantités quelconques pouvant décroître indéfiniment , on dit qu'une fonction
devient un maximum pour x=»ayy = b, lorsque pour ces valeurs de a; et de 2/ on a constamment
>{(x + h,y—k), >{{x-h,y + k), >f(x— A,î/ — A:); et devient un minimum, quand on a, en même temps
quelques petits que soient les accroissements /( et k. Donc , plus généralement :
z sera un maximum pour x=a,y = b , quand pour les valeurs de h et k aussi petites que l'on voudra , les inégalités suivantes :
Ç{x-{-h,y-k)-nx,y)
ont lieu ensemble. Si les premiers membres de ces mêmes inégalités sont constamment ]>0 j alors elles constituent les conditions du minimum de z. L'on voit par là que ces quatre quantités doivent être de même signe pour qu*un maximum ou un minimum soit possible.
Lemme 2. X désignant une valeur numérique ^ pour que l'on ait constamment, quelque soit x ,
Ax« + 2Bx+C>0, Aa:« — 2Bx + C>0, il faut que les coefficients A ; B , C , satisfassent à la relation B«— AC<0.
Car on a :
Ax2 + 2Bx+C = [KA.xH — L]2^c— ^,
Ax«-2Bx + C = [-|/T-x+^P+C-^'; ^ L V^A A
d'où l'on voit que les premiers membres de ces égalités seront toujours positifs quand on a
C— ^>0 ou B« — AC<0.
3""* Théor. Les valeurs de x et de y propres à rendre z = f(x,y) un maximum ou un minimum ^ sont celles que Von déduit des équations
, dz . ^ , dz .
Démonstration. En ne considérant que les termes du 1" ordre, le développement de z = f(x,y) est
nx+h,y+k)=f(x.y) + (^)h-\-(^)k +
_1_ j d'f(x+sh,y + sk) rPf(x+sh,y-\-Bk)
l-2( d{x-teh)' ' d[x+,h-)d[y-{-^k)'^
d{y+ekY ] '
k En faisant — ==«, on peut supposer « constant, car k et h
variant arbitrairement , on peut admettre que ces quantités varient de telle sorte que leur rapport ne change pas. Posons de plus , pour abréger
J^r (Pf(x + 6h,y+sk) d^f{x + Bh,y^ek)
^•2L rf(^^q:7Â)« "^ "^ d{x^sh)d[y+ek)^
d^f(x+sh,y+sk) n d{y+ekf J expression dans laquelle on a <^ f -< I , - on aura :
r(-+h,y+k)^Kx,y) ^ ^ ^^dr_ df
h '■^ dx ^ ' dy ' ■' '
trouvera de même f(x-\-h,y-k) — f(x,y) , r,df df ,. .„
f(x-h,y+k)^f(x,y) df. .d/x -, , .R h =~^^d^^-^d^^''^ + ^^^^
h ^^ dx^^^ dy^ ^^
Or, le maximum ou le minimum de z ^[(x^y) exigent que les premiers membres de ees quatre égalités soient constamment de même signe, il faut donc, qu'en vertu du 2°'*' Goroll. du Lemme 1, on ait :
Gomme » est indéterminé, cette relation ne pourra subsister que quand on aura en même temps
i"' Théor. La relaiimi
^ dxdy^ <^dx2^^dy«*^"^ étant remplie pour un couple de valeurs, correspondantes X B- a , y s= b , déduites des équations (t) , je dis que la fonc tion z=3 f(x,y) sera un maximum pour ces valeurs, quand l'une des relations suivantes
sera satisfaite ; tandis que z deviendra un minimum , quand on aura
Démonstratiofi. En n'ayant égard qu'aux termes des deux premiers ordres, le développement de z sssf(x,y), d'après la formule de Taylor, sera
1.2 pdx*' ^ ^dxdy' ^ ^ dy« ^ j ^ i i d^f{s-{.sh,y+,k) ^, ^.3^,^ d*f{x+sh,y+ek)
dz diZ
Mais en supposant que les relations ("7~)="0,(— )=■ 0,
soient satisfaites , puis en posant pour abréger
d{x-^sh)d{y-\-ee) d{y-\- sky ) '
l'égalité précédente deviendra :
On aura de même :
(di^>'j+^«'«'
f(x—h,y+k)—f{x,y) i i.d^z. cr ^^ s ,
Cela posé 1" en regardant (-7-7), (jr) conime poskifs , les deux trinômes
G + AR
seront, en vertu du 2"^ lemme , toujours positifs, quelque soit «, quand on aura
Cette relation exige de plus que (^-7) et ( -^ ) soient constamment de même signe.
d'z 2" Supposons maintenant que ( -^^ et par conséquent
(^-^) soient négatifs, alors les relations ci-dessus deviennent : h^ = -1-72*' + **^"
fix-h,y-k)-f(x,y) \
h' — râ*-*-**^-
L et G à eause de la relation (2) étant positifs , il suit du 3"** eoroU. du 1" lemme que les seconds membres des équations précédentes seront négatifs, donc les premiers membres le seront pareillement, et par conséquent il y a maximum.
3^ Supposons que (jr) ®^ par conséquent (-r-^) soient positifs , on aura les égalités
A(x+fe,y+*)-/'(x,y) 1
k- ^-^vr^^-^''^^^
f(x + h,y—k) — f{x,y) , ^ c M hH'
desquelles on conclut que les premiers membres sont positifs, et qu il y a par conséquent minimum.
f •' Exemple. Soil s — œ* + xy + y* — «x — 6y , on aura : (g) = 2x+y-a = 0,
De ees équations on tire :
Mais on a :
d*'^ d}'^ cPz
donc la condition
est satisfaite. On a de plus
ZS3 — 3^(a> — a6 + 6*) est un minimum.
Exmp. Soit r=ixy+(a— x— y
On trouve :
dou x=^o, y«=:i7Œ-
Comme on a ensuite
il suit que ^ ^^ "It" ^* ^^^ "** maximum.
3"' Exemp. De tous les triangles isopérimèlres chercher celui qui renferme la plus grande surface.
Soient x,y,z les trois côtés du triangle; posons 2p=x-|-y + z, nommons S la surface demandée , on aura Féquation
=i^ p(p—x){p'^y)(x+y—p) =« maxim.
On a ici les équations :
ou p(p-y)(2p-2x_y) = 0,
p{p— a) (2p—2j/—ac) = 0.
On ne peut poser p — y=0, ni p — x= 0, car alors on aurait 2p=% = a; + j^-fz, y=x+z 2p — 2«=-«-{-j;+z, ar=y + z absurde.
Donc on a seulement
2p— 2x— y — 0, 2p— 2y — ar=0.
D'où: x=sy=lp, z='ip — x—y=lp.
Au reste, pour ces valeurs de a; et de j/ on a ;
donc la condition
^dxdy' ^ dx* ^^dy*^ *^ '
est satisfaite.
i"' Exemp. De tous les parallélipipèdes droits inscrits dans une sphère, trouver celui dont le volume est le plus grand.
Soient d le diamètre de la sphère , x,y,z les arêtes du parallélipipède, on aura l'équation
V = an/z -= xyy'd' — x* — y* = maxim.
On a ensuite
On a donc lés équations
dou : z=y =z=: _ ■.
En ayant égard aux équations {a^ on trouve de plus
Hem. générale. Soit z = f(a;,y ... w) , on prouve facilement con)me ci-dessus^ que les valeurs de x,y...M;, qui rendent z un maximum ou un minimum, s'obtiennent par la résolution des équations
C.) MAXIMUV ET MINIMUM DES FONCTIONS IMPLICITES
1" Problême, y étant une fonction implicite de x, donnée par l'équation
trouver les conditions du maximum et du minimum de cette fonction.
Solution. En différentiant la proposée, on trouve dx ^Uy^dx '
d'où f ^.
Donc comme ~ = est la condition du maximum et du dx
minimum , on en conclut que Tune des relations
doit être satisfaite, pour qu'il y ait maximum ou minimum.
En prenant la dérivée du second ordre de l'équation proposée , on obtient :
^dx*^'^ dxdy * dx'^^dy* '^ dx ^ '^^dy^ dx^ d'où l'on tire :
dhf _ ^dx^^^dy^ dxdy ^ dx^^ dy^^^ dif ^^ dx^
^dy^
Donc y sera un maximum ou un minimum, selon que cette expression sera négative ou positive.
Exemple. Chercher la valeur de x qui rend y un maximum ou un minimum , quand on a la relation
On a ici :
(— ) = 2(a;— û) = 0, d'où x = a, doncy=6dbc.
dx
Comme on a :
(^)=2 f-^1-0 (^)=^ ^d^^^' ^dxdy^-^' ^ df^^'
on obtient
d^y c^ + l donc 1° pour y=:6 + c on a j^ = r"<^'
donc yokb + c est un maximum.
dPy C* 4- 1 2** pour y=6 — c on a ~ = — ^ > 0;
donc y^zb-^c est un minimum.
D.) MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS DE VARIABLES DÉPENDANTES
1*' Problème. Chercher les conditions du maximum et du minimum de la fonction
quand y est une variable dépendante , donnée par la relation
Solution. Comme z est une fonction dex, la condition du maximum y aussi bien que celle du minimum sera dz . dz . . . dz . dy
Mais l'équation (2 donne :
/du , , du. dy
( — ) dy dx^
dx du
^ dy^
Par là réquation (3 se change en celle-ci :
^dx^ ^dy^ du^ ^
^dy^
Cette équation , jointe à la proposée
11 = 0, serviront à déterminer les valeurs de x et de j/, propres à rendre z un maximum ou un minimum.
Pour le maximum il faut de plus que Ton ait
et pour le minimum il faut que l'on ait
Î1-(£1)^^(£L)^a.(É:^)i%^4.1±)^^0. (7 dx' ~^ dx' ^^ ^ dxdyUx^^ dy 'Ux^ ^Uy ' dx* ^ ^
du Il faut de plus substituer dans les relations (6 et (7 pour —
sa valeur (4 , et pour — ^ sa valeur tirée de l'équation
dy après avoir remplacé — par sa valeur (4.
Exefnple. On demande les valeurs de x et de y qui rendent
z=ax-}-6y (1
un maximum ou un minimum^ lorsqu'on a^ en outre, Téquation
^ . . ày X .
On a ICI : -^ = , donc
rfjc y
— = o + 6-p- =a — i — = 0; dx ^ dx y
et comme a:'4-j/"=r% on trouve a? = dt j , y = ==
Mais on a par (2 , en différentiant deux fois :
Comme on a d'un autre côté :
dPz ^ dPy , (Pz br^
— =.6^, on trouve _ -.
Donc 1° : En prenant
ar br
donc z =* ■ — r K a'* + 0* est un maximum .
2° En prenant
— ar — br
done js = — rV^aP+b^ est un minimum.
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES
(a). THÉORIE.
Notations et définitions. Pour indiquer la valeur que prend une fonction f{n), de la variable n, quand n devient ^, nous écrirons :
Si dans la formule particulière de Maclaurin
fa;=f(0)+ r(0).x + f"(0) ^+ ...+ f<-«(0). ^^^'_^ + R»
on a: [R„] , = 0,
le second membre se composera d'une infinité de termes, et le polynôme infini
f X = f(0) + f (0)x + r(0) ^^ + etc. ,
représentera le type du développement en série d'une fonction f x , d'une variable x, suivant les puissances ascendantes et positives de la variable x.
En faisant , pour abréger ,
la série précédente peut aussi s'écrire ainsi :
f (oc) = Ao+Axac+ Ajoc' + etc.
Nous avons déjà vu que la série de Maclaurin exige qu'aucune des fonctions consécutives
fx, f'x, f'x, Fx, etc., à l'infini,
ne prenne une valeur de la formel, pendant que x varie d'une manière continue, depuis x = jusqu'à x=x. Celte condition
exclut les fonctions qui ne peuvent pas être développées en séries procédant suivant les puissances ascendantes entières et positives de la variable x.
De plus y les fonctions qui satisfont à la condition ci-dessus^ ne donneront de séries convergentes que pour des valeurs de la variable a:, comprises entre certaines limites, telles que «<x<li3. Nous écrirons toujours , au-dessous de la série, les limites de la variable X entre lesquelles la série existe^ et en dehors desquelles elle ne peut plus servir pour les évaluations numériques.
Exemple. La notation
f j? = Ao + A4X+ A,x» -}- etc»
exprime que la série n'est convergente que pour des valeurs de x comprises entre les limites a et fi.
Lorsque la fonction à développer a la forme fractiomiaire
ÇX= ^ =yO + y'(0)X + ?"(0) i^ + .- +
Il faut , pour former les coefficients consécutifs y(0),y'(0), y"(0), etc., recourir à Téquation
pa:»fac== Fx,
dont la dérivée n® est :
y('*>x.fa? + ny(**-%*f^x+ ^ ^^~ ■ ?<*^%.Px+ etc. +
d'où Ton tire
fx ix { — 1*2 s
+ ?x.fC'»)a;|.
Si Ton pose w=l,2,3,elc. et x=0', on a d'abord
puis , par la formule précédente :
4f'lO)r(0)+T(0)fnr(0)j , etc.
Ces expressions donneront, pour le procédé récurrent, les valeurs des coefficients ^(0), ^'(0), /'(O), etc., de la série ci-dessus.
Quand Foc « 1 , les premiers termes des formules (a) disparaîtront et ces formules serviront alors au développement en série d'une fonction de la forme
tx
Lemme. f (b) désignant une fonction quelœnque de la variable n , je dis que la condition
entrainera la suivante :
Démonslration. Soit cc<^\ , et on pourra poser
S"' PAUT. 28
t defenant de pins en plas petit , k mesure que ii augmente. On peut done supposer v assez grand pour que < soit ^ 1 — a ou que a + t<^l, alors on aura, à partir de cette valeur de v les in^lîtés suivantes :
En maltipliaot ces p în^Iités entre elles, on aura, après la suppression des facteurs communs :
fit) <(^+')'-
Soit t7 + jp«ii, donc p«=sn— r, on aura
Comme on a « +£ < 1 , il est clair que (a+ s)*^ =0 ; done, en posant n»5 dans la relation précédente, le ^ membre disparai* tra , et Ion aura :
EXISTENCE DE LA SÉRIE DE MACLAURIN PAR RAPPORT AUX LIMITES DE LA VARIABLE.
Théorème. La sine de Maclaurin sous la forme f x= A^ + A^x + A,x» + etc., subsistera pour tout x , dont la valeur absolue est plus petite que la valeur absolue du rapport
Démonstration. On a :
fx = fO + f'0.x+ ^.. + ... + j-^-_j .-. + R. , = Ao4- A,* + A,a;' + ... + A„_ia;— i 4. R,,
Donc la série inûnie
fa? = Ao + A,x -+- A,x' -j- etc. , subsistera quand on aura
Mais, par hypolhèse P'*^, reste fini quand x varie de x=0 à x=Xf donC; en faisant
f(»50 * 1.2.. .n ' la série précédente subsistera quand on aura
Mais, en vertu du lemme précédent, cette dernière condition est remplie ; quand on aura
<1 pour n=i.
Wn Mais on a :
R^nfl OC'^-^-^An-H ^ An+1
R'n «"An An
Donc la série infinie subsistera pour les valeurs de x qui satis-
font à la condition
ou , à la suivante :
abstraction faite du signe de a.
CONDITION DE LA CONVERGENCE
Le polynôme
f(0) + r(0)^ + nO) ^ + etc. + f(-^)(0) . ^ ,^^^_^ + R«
est dit convergent, quand pour des valeurs croissantes de n, le reste R„ s'approche indéfiniment de zéro. Donc, dans le cas où
l'on a [Rn] ^«0,
la série infinie
f(0) + r(0)x + P(0)^ + elc. (a)
est convergente , et aura pour somme fx.
Il suit de là , que la condition de convergence de le série (a) ou , ce qui revient au même , de la suivante
Ao + AjX + AgX* + ^tc. , (/3)
est la même que la condition d'existence de la relation foc = Ao + A^x -|- AjOc^ 4" ^^^' Donc la série [0) sera convergente , quand on aura
[A«+i T . ^ r An -i
-— !— I <1 ou x<\t—\
LIMITES DE LA SÉRIE DE MACLAURIN
On a : f (a ) == f (0) + (\0]x + f '(0) ^ + . . . +
Donc, si nous prenons pour fx, qui est la somme vraie de la
série infinie
f{0) + P(O)a! + F(O)j^ + elc., la partie
f(0) + f(0)a! + P'(0). — +etc. + f(»-''(0).p^3^^, W l'erreur commise sera exactement
Mais si 6 représente la plus grande , H la plus petite des valeurs de f^")(x), correspondantes aux diverses valeurs de a?, depuis x=0 jusqu'à x=zx, il est clair que l'on aura :
Donc Terreur commise, en prenant le polynôme fini (y), pour la valeur fx de la série infinie , sera comprise entre les limites as* signées par la formule (J).
Dans le plus grand nombre des cas, on trouve les valeurs de H et de G, en faisant dans l'expression f(**î(fix) , « = et f=I.
Nous avons supposé que la série avait tous ses termes positifs » s'ils sont, au contraire, alternativement positifs et négatifs , il est clair que
seront encore les limites de R , car il suffira de changer a? en — x pour que tous les termes de la série reçoivent le même signe. Mais alors M sera la limite inférieure, quand le n + 1" terme est négatif et la limite supérieure quand ce même terme est positif. La formule (J') sert , dans tous les cas , à trouver des limites de plus en plus approchées de la fonction f^, dans le cas où la série proposée est convergente , pour x = a. En effet , soient
f(0) + f'(0)a!4.... +ft«-')(0). ^ + f(»)(0). -— _ =fl„+,,
f{0)+f'(0)x + ... + 1(»-»)(0). --^— ^ - o„ , On aura : H — f(»HO) , G = f<»>a; , {x=a„+ Rn, et par (*) :
Ajoutons a,, on aura pareillement
«'« + 7^ -P-KO) < fl. + R. < «Ji^- 7^f!"'W,
ou ^•+i<f[x)<fl, + - P«)(x). H
Il
Donc si a est une valeur de x pour laquelle la série proposée est convergente^ Ton voit que la formule
donnera pour î(a) deux limites d'autant plus resserrées que n sera plus grand.
Exemple. Soit fa:=c*, donc P*)x=«*. Prenons
a^, = l + x+^ + ... + jfL, donc n=^i, on aura, par la formule (a) :
*'*"*'^r2"^TT2:3"^ 1.2.3.4 "^ÏTTB '^*'
^ '^^■'' 1.2"*" 1.2.5'*' 1.2.5.4"'" 1-2...5' Pour x= 1 , on a . par la formule (6) :
'^* + *'^r2"^r2^TT273 ■^1.2.3-4"^ 1.2.3. 4-3' Mais on a :
On a donc c> 2,716..., et e<2,708...+Y-^ ou « < Q^yy]^ «" e<2,78....
Donc si Ton veut pousser le calcul de e jusqu'à avoir sept chiffres décimaux exacts , il faudra prendre un nombre de termes de la série
e = i + l+~+f:^ + elc.,
tel que les deux timites, calculées par la formule (fr), ne diffèrent point dans leurs sept premiers chiffres décimaux.
TransfonnatioB de la F^mvle de Haelamte , dans le eas d'iiBe ¥arlaUe iBia^naire.
Soit X imaginaire y et par conséquent de la forme on aura : f (a + fc|/^ ) = f{0) + -+-^ — r(0) +
Posons a + by^ZZi -^ re^^"^ = r(cosî» + >/^ sin p) ;
d'où : r = Ka2 4-6*, p=3arc tg — ^
et fx={(a + bl/^)=xf,{a,b) +K^ ^{a,b) = Re^*^"~^
=R(cos6-{-ï^ — 1 sino) ,
on aura, à la place de la formule 1) , la suivante :
R (cos e + |/^ sin 6) = f(0) + "^ f (0) + l^lll f '(O) -j.
1 M. * Jm
'L^rm+.<..\. (A,
Cette équation se partage en deux, savoir :
R cos 9 = f{0) + '^ m) + C^^m +
r'cosS»^,,,^, , Mais les facteurs coSf>; cos2f>, etc., sin 7, sin2f>; etc., ne pou- ^r
vant surpasser l'unité, il est clair que les séries (« et (fi, sabsisteronl, quand la suivante
f(0)+l.r(0)4-^no)-feic.,
OU Ao + r A| -t- Aa j-^ + etc.,
aura lieu, c'est-à-dire , quand on aura
D*où il suit que la proposée (I aura également lieu sous la eondi-
tion >^«'+6'<rT— rrl > ^»= 4 9 \. '
Il suit encore de là que sous la même condition une série de ta
forme
Ao + (a + 6K'IIIÏ)A, + (a + 6K^)«A, + etc., sera convergente et aura une somme.
B). APPLICATIONS DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE
i. Développement du blBdme.
a) Cas réel. Soit f(x) = (l-fa:)'*, on aura :
et quand on n'a pas ar== — 1, les fonctions f(x) , fo;, r'(«), etc., à Tinfini, ne prendront jamais la forme ^.
On a donc :
A ^ f^'HO) _ A^U-i)...(A6— n+i) " l.î^...n 1.2... n ^
donc la formule de Maclaurin donne
(l + xr = l + |-x+-j-^a? + j-^-g ^'-Hetc.
Cette formule subsistera pour tout x dont la valeur absolue est plus petite que la valeur absolue du rapport
Donc la formule précédente subsiste pour tout x dont la valeur absolue est plus petite que 4 •
Ou a donc :
CoroU^ J. Soit «=— , on déduit facilement 4k la formule 6 •
précédente :
Coroll. ^, La formule précédente , connue sous le nom de Binôme de Newton, peut être utilisée pour extrak^i^, piar apju*oximation, des racines élevées des nombres. Si, par exemple, on demandait la racine n** de a, il faudrait choisir pofir «^t fi jJcis !^fl|Burs en(i|éres telles ^ue I!éc[ualion
y étant très-petit par rapport à cf^^ soit satisfaire; «ar ^lors on aura :
b) Cas imaginaire. Soit
acssa + ô*/"— î, /CÉ=m+nK'^;
compie la formuje cte Maclaurin ^ul;)sisie, qudlq^e iûj.t la foo^ tioA et sa ^variable , pourvu qu'elle satisfasse aux conditions d'existence indiquée ci-dessus, il est clair que le binôme
^ (^+..j^)( nH--n|/3:î - 1) ^^^,yrZiy + ,u.,,
subsistera sous la condition de
Remarque. Donnons au premier membre de la formule précédente la forme A + B K — 1 . A cet effet posons
Mais on a :
Iog(p-j-9K— l) = Iog .|j(cosy + l^— 1 siny) = logpe''*^'^,
^iog/,+ y !/:=!,
= log y'p^+q^ + y^ arc tg — ;
donc log (l + a+6|/*^ ) = Iog|/(l+o)«+6* +
|/narctg^.
On a donc aussi :
log l/(l+a)»+ ô- + I/-1 arc tg ~y
et (i+a+ôi/rrf^^' =
(«i+nl/ZÎ) log ^^(l+a)'+6" + (m+n^^ ) ^^~ arc tg -4- P 1+a
_f,iog(i+«'+&-)j\^— '^*1[+;
.j 7 — n-arctg
= (l+a'+62^'.e ï+«.jcos[|log(l+a'-|-6«) +
««•arctg-pp- ] + sin[ l\og(l+i^+t?^ + m*^rcigj—]L On a donc
m ht
-r- — -n-arctg -7— 1
«i-arctg Y:p^]+ l^"^sin[|.|og(rH'+**)+»»-arctg— - )j
pour toute valeur de m et de n, quand l^''a*+6* < 1.
Cette expression conduit à beaucoup de formules particulières très-remarquables^ et pour la déduction desquelles nous renvoyons aux OEuvres complètes d'Abel , t. I, p« 87 et suiv.
Par exemple soit a + b\^—l ) = r(cos f + 1/ — 1 sin f) ,
naaO, on aura r+?-{*6* = l+2rcosy4"''*f a=rcoS(p,
6=srsiny, et la formule ci-dessus deviendra :
(l-l-2rcos©4-^*)* IcosTmarclg -7-7- — ^1 •+■ ^ ' ^ ( ^ " 1+rcosy ■"
l^^sin [ w arc tg^q^î^ ] r« l+mr [cosy
^^^'^^ r^ [ cos2y-[-K^ sin 2^ ] + etc.
En comparant les termes réels des deux membres , puis ceux
qui sont multipliés par |/— 1 , cette égalité fournira les deux suivantes :
(l + 2r coso) + r*) * -cos F w-arc tg ■— ?- 1 = 1 -f wir cos « +
. ^ 1 -frcosy •*
.•5^ . .- rsifl4» T- . ,
(l-J-2rcos7-t-r«) ' sin[m.arctg — —— ] = mrsmy +
infm— 1) . ^ w(w — l)(m — 2) , . - , , -i— Ir* sin 2, + \^^^V^ r' s.n 3, + .*tc.
1t» Développement des feoetiens expoiientléiles.
a) Cas réel. Soit fa; = e*, on aura fNjj=e»^ ei par conséquent aucune des ifobetioïis f», fx, f'x, etc. , ne pourra prendre la forme |;. On a de flu«
fN(0) 1
On a ddne là série
c»=!+x-f ^ +ètc.,
pour tout x<5, c'est-à-dire, pour toutes ks valeurs possibles de X.
Si X est négatif, on a :
i^ur Aï«l, on oblîenl
e«4 + i + X 4- *- J. «c. tti 2,74828i8284590... . i*2 i«2»3
b) Cas imaginaire. Soit x»d»a + 6>^^, la formule ci-dessus devient :
Cette tèrmùle sul)$istera pour t6ut% valeur de r:=sV^a* -f- 6* . Posons o+ 6k^^ = r(cosy+l^— ! sinf ), r « l^o*+ 6* ,
«se=arctg — , on aura
= 4 + rcosy+ j-2Cos2f + |-;^cos3f + elc. + Ir^—i j r sin f + ^ sin 2^ f j-^^ sin 3f + etc. J ;
d'où l'on conclut :
e"co8 6 «ss ^4-^''tt»+A' ctfs [ arc tg — ] +
i^ — j-^ cos [2 arc ig - ] + ^-^ ^^Vj— cos [3 arc «g -] + etc..
e«sin6 ■» |/^a»+ b* sin [ arc Ig — ] +
^ ^,2 s'n[2arctg-] + i^-y^^^sin[3arctg-]+elc. Si, dans la formule (I, on fait a» 0, elle donne
+ ^^(*-l43 + ^^*'-^^ On a dooe aussi , en changeant 6 en — 6 :
DexeHbrmuIes on tire, par addition et soustraction :
S. Déveleppemenl des feoetieos logarithmiques.
a) Cas réel. Soit fxBslog(l+x), on aura :
d'où Ton voit que ^ pour «= — 1 excepté, les fonctions (x^fx, V'Xj etc., à Tinfini, ne prennent jan>ais la formel* On a de plus ici
n tt
donc
donc la série
log(l + x)r=»x — ïflc' + }x» — jâfi —etc., subsiste pour tout x, dont la valeur absolue est <^1 ; donc pour — i<x<l.
Si X est négatif on a :
Iog(l — a?)=^-^a?— jx*— jx^— {ac* — etc., — l<x<l.
En retranchant la seconde de ces formules de la première ^ il vient :
Soit z = -î , d'où x= — -r- , on aura :
Comme on a log(o-f-6) = logo-|-Iog(i+— ),onaura aussi:
logC
fl+b)=loga^{l)-iQty + i(^y-.etc.,
Cette formule donne fog(a+6) , quand on connaît loga. Comme on a identiquement
, 2a -h6 log (a + 6)= log a + log { —
^2a + b on trouve, par la formule (a) :
log(«+6)==Iog«f2J(^^) + K2^)' + etc.| ' Cette formule converge plus rapidement que la précédente , dé
plus elle subsiste quelques soient les nombres aeib, supposes positifs, car on aura toujours ^ < 1 .
Comme on a x=: e^<>8* = a^»*, on en déduit
Logrrssa- •logx. =M*logar« M=r ,
loga "^ "" logo
Donc le logarithme de x, a étant la base, se trouve en muiti' pliant le logarithme népérien de x par la constante
M= ï- — = loge, loga
nommée Module.
Exemple. Soit a =10, base des logarithmes de Briggs, on aura log 1 « 2 . 30258509 . • . , et
b) Ca& imaginaire. Soit x^^a-^h)^ — 1 = re^ ~"^
« r(cosy + 1/^ sin 9)), on aura :
i(a+6>/^)3 -etc.,
Ou.-
Iog|/ (1 + af + 62 4- |/Z1 arctg — — =rcosy— — cos2© +
•=-cos35» — etc. +K —1 Jrsinj)— -^ sin 2y -)- — sin3j>— elc.î.
De cette équation on conclut les suivantes :
Iog|/(l+a)«+6« = Vl?+b^co% (arctg * ) -
arc
1 (l/T+p )« cos (2 arc »g -) + i (|/a*+6' )» cos (Sarc tg-)-ctc.,
tg — r-p »k^a'-f 6' sin ( arc Ig— )
Kl^a»+6' )2sin(2arc tg-.)+i(>^«'+ 6')' sin (Sarctg- ) — etc.
Ces formules peuvent aussi s'écrire de cette manière
5log(1 + 2rcos9-j-r')ç«rcoSf»— — co82f + ^cosSf» — etc.,
arc Ig r— r— = rsmy — — sin 2y + -^ stn Sf — elc. ;
^ 1 + r sin y 2 3
car on a r=v a^-^-b^ 9)=arctg —, cosf>=«
sin y «•
Ces séries subsistent pour — 1 <r-<l.
Développement des fenetions trlgonemélrlfves
(A) SiNiJS ET Cosinus.
Il ^ ^ Cas réel. 1*» Soit fx = sinx, on a r")ic = sin(x-j- — ) ,
donc tx, fx, r'x, etc., ne peuvent jamais prendre la forme 5. On a de plus :
f(0)=0, f"(0) = 0, f^^(0)=0, etc., f(0)=l, r"(0)=— 1, fv(0)=+l, etc.
On a ^onc la série
2** Pour fxsscosx, on trouverait f<*)x=cos(x + -^); et par
conséquent
f(0) =i , f"(0) =— 1 , 1^(0) == + 1 , etc.,
f(0)=0, f"(0) = 0, f(0) = 0, etc.j donc cosx=l-~+j;;^-etc. (^
Les formules [a et (0 subsistent pour toutes les valeurs de x, car elles sont identiques avec les suivantes :
• — »- = X — f • — etc. ,
II
trouvées d-^dessus, et q^ ont Ueu pour tout x. Remarque. Les équations
cosa: ^ , sinx '^p== ,
donnent
r c**''^""* = cosx+»/^sinx, ( ,.
Donc en faisant sin x = 9 ou x =^ arc sîn ç , on aura :
donc en prenant les logarithmes :
f^^ arc sin.ç = Fog |l^"r=V + f^^"^ j ,
ou arc sîn • ji =--==: log îKl — f' + î»!^— ij. On trouverait de méime :
arc cos . y = log | ? + K — i 1^1— -^ |.
2" En divisant les équations (1 ^ on en tire
Sajk'^ cosx + k' — 1 sinx 1+1/ — i tga
e =s ^^^^^ == zznz •
cos:«— |/— 1 sinx i— >/ — 1 tgx
Donc en posant lgx=|>» x=aretg*|), on aura , en prenant les logarithmes :
arc tg«»=: i=ilogi — ' ' y.
/S) Cas imaginaire. Si dans les formules
sin 6 = —= , cos 6 = 1- ,
on change b en bV^'^ , on aura^ :
Cela posé, les formules sîn(a-f 6j/^^), cos(a4-6|/IIT) donneront :
sin (a+6|/1Il ) = sin a cos(6|/Il ) + cos a sin (6|/^ )
= — 5 — sin a + K — 1 • 5 — eos a ,
cos(a -j- 6|/^) = cosa cos6|/ — 1 — sinasin6|/^ — — ^ — cosa — K— 1 — - — sin a.
Donc on a :
ou — 5 — sina + k— 1. — ^ coso=(a+6|/ — 1) —
Soit o+ 61^— 1 — r(cosj. +|/ZTsiny), il viendra :
r sin f — r sin f
f iLf sin (rcos9») +
rsiny — rsiny __
l/dï .1 ni ces (r eos y) = r (cos ? + 1^ — i siny) —
(cos3y + K — 1 sinSf ) + etc.
En comparant les termes réels et les imaginaires séparément , celte équation fournira ces deux autres :
• sin (r cos f) = r cos y — - cos 3^ -|- etc. ,
^rBinf_^— rsiny ^3
^ .cos(rcosy) = rsiny — j-^sinSf + etc.
2^ On aura aussi :
€0s a • — -2 h K — i • -^ — sin o= i
— (cos 2? 4- 1/^1 sin 2?) + |--27g;^(cos4y + l/IIÎsin if») — elc.
D'où Ton déduit
2 •cos(rcosf) = l — —cos 2? -{-
j — 7 cos4y — etc., 1 •••4
^ sin (r cos ^) « — sin2f —
- — r sin4f + etc. ♦ 1...4
jRemarçtie. Donnons une application numérique des séries du sinus et du cosinus.
On donne deux côtés a =«120°**, 6=80"*^, et l'angle compris C=r44''S3'27''^ calculer la surface du triangle par la formule
S = ia6sinD = 4800.sîn44°53'27", sans recourir aux tables.
On a :
sin 44» 53' 27'' = sin (45«~ 6', 4ÎÎ) = sin 45*» cos 6', 45 —
cos 45** sin G', 45, =i|^[cos6^45— sin6',45], =0,7071 [cos6',45 — sin6',45].
Évaluons en unités du rayon, Tare 6', 45 exprimé en minutes ; pour cela on a la proportion
(60.360y:6',45::2;r:x, d'où ^ = 2^ •gril)"' ^'^^'^^^^^ donc x*« 0,0000033.
Donc cosjc=l-^ +•.. = !— 0,000002 = 0,999998
*"'^""''"'r2:3"'"'*'^cosx-sinx=0,99811>^ij
Donc siii 44»53'27"-. 0.7071 XM98122 ==: 0,7058, donc S= 4800.0,7058= 3387,8»*.
(B) Tangente, Sécante.
sin oc
Tangente. On a tga;=.^^ : en comparant celle formule à
cos « '
Fx
l'expression générale |,;c t= -— , on Irouve Fx= sin x , £aî=acos x ,
yx = tgx. Donc
F(«)«=^sin(«+^), F(«)(0) = sin^,
f(»)«= cos (x + Y") . ^"'(0) -" cos ~ , ftO) - 1 .
pour n = 0,2,4,«,...2p, on a F(^)(0) = 0, f(*)(0)=(— l)".! ; pour n=l,3,5,...2p+l, on a F(*+«(0) = (— J)!».! ,
f(»p+»)(0)=0- Cela po$é,.les formules (a) , <ju «ommenceoient de ce § donnent :
f"'(0) = ~^^-~[5/'(0)f(0)-h3,'(0)F4-^0)r"{0)] = 2, F^'fO^ 4
'"^®) == -^ - j(ôj[V''{0)ï'(0)+6f''(0)no)+V(0)no)-h
^'^^ " lè)~'m^^^^^^^'^^ + 10,"'(0)F^ + 10,"{0)f"{0) 4-
bf(0)f»'(0) + f(0r(0)] = 16 , etc..
En continuant ainsi on trouve r'^(O) es 0, )>''°(0) = 272. Donc, à cause de
fx » ,(0) -H m X 4- f "(0) j^ + etc. ,
, 2a;» , le»» , 272x' , „,
ona: tgx + ^^g + j-^+ -^-^ + etc. (I)
Les nombres T,=i , T,=2, T,=16, 7^=272, etc. , se nomment les coefficients des tangentes.
Sécante.
Comme on a sécâ;= . si jtoas comparer» cette formule à
cosa;
Fx
l'expression générale ^X'^'-r—f on trouve F3f»=l,fx=5soos«.
Donc F(«'{0)=0, f(*'HO)=(— ir-l, fi*+i>(0)=0. On a donc f{0) = l,
f"(0) — ^.W"{Q)m + VWf"(0)4- V(0)f"(0) +
,''(0) = 61, f"'(0) = 0, f^"(0) = 133Ji, «te. Donc la formule
,x= ,(0) + AO)x + /'(O) ^^ + etc. ,
, , »» , 8«* . 6ilx« ^ 1385«« , donne sécx»l+ — + ,-3 + j^ + -j-^^- + etc.
Les nombres 1, 1, 5, 61 , etc., se nomment les coefficients des sécantes , nous les désignerons par Sssp ; voici les neuf premiers de ces coefficients :
(G) Arc sin x, arc cos x, Ârcsinx. Soit fa:=arcsin«Xy on aura Px — f"x= ^
de celle-ci on déduit
(1— x«)rj:— X. ■ =0.
Differentions cette dernière n fois de suite, on trouvera r
(1— x*)ff»+%— 2na?f««+i)x — n(n— 1)P»)x ,
— xf(«+i)x — nf(»)x— ; d'où l'on tire
f(n+2) _ (gn+Qxfe^+^^x+n'fWx ~ 1— «*
Il suit d*abord de cette formule que les dérivées Px, f^x, elc»^ ne prendront jamais la forme ^ pour des valeurs de x comprises entre — 1 et +1 , car les dérivées fx et f'x ne deviennent jamais ^ entre ces limites.
On trouve ensuite facilement
f(0) = 0, f'(0)==l, f'0«0, par conséquent la formule précédente donnera : P(0)=1, f*^(0) = 0, ^(0)==3^ ^^(0)=0, f^(0)=5«-3«, etc. Donc la formule de Maclaurin
fx=fl[0) + r(0)x+r(0). j^ + etc.,
fournira :
arcsmx = x + ,.- + _.- + ^-^._ + etc.
On a ici
LAn+i.x»4_. L 2n 2n+l i=;
donc, pour que la valeur absolue de ce rapport soit plus petit que 1 , il faut que x soit compris entre —1 et -f L
Si Ton pose z =t= arc sin»ac ou x = sin z ^ alors la formule
ci-dessus deviendra
sin'js . 1«3 sin'z
z == sin « + i -=- -I- 5-j . — ^ + etc. ,
i4rc cos X. On a arc cos ac = — — arc sin a; , donc
^ , ac» 1*3 x»
arccosx«.--x-l. --— .— -etc.,
Soit 2r 6=3 arc cos a: , d'où x=cosj5, il viendra : ;r - cos^z cos*z
Sin^fiarc sin x). Soit tx = (^ arc sin ac) , on aura :
^ cos (/[tare sin ai; ) __i
'^= ^ , ou l^i — x^ra? = /etcos(/etarcsinir).
Une seconde différentiation donnera :
.•• ,n X M icfc*sin( ftarcsinac)
En chassant les dénominateurs, et en remplaçant sin (/c^ arc sin x) par f X , on trouvera :
(1— ac») f'x — xVx = — (ji} îx.
En differentiant celle-ci n fois de suite, on en déduira : ^„+,j^ _ (2n+1)f(nWx + (n«-A^')P")x 1 — ac* L'on voit d'abord que tx, et toutes les dérivées de cette fonction , ne se réduiront jamais à la forme 5 , quand x reste renfermé dans les limites — 1 et +1.
On trouve ensuite facilement :
pv(o)«0, f^(0) = ^(/t.« — l)(^*-3«),etc., donc
siri(/uarcsinx)«-/ucc \ ' x'^+ T. .. x^—...,
^ ^ l«îz»o i»2»o»4«D
Soit j3=arcsinx, a;= sinz, on pourra écrire la série précédente aussi sous cette forme :
sin /£Z = ^ sin z . . . -, sin'z 4- etc. ,
TU TT
En différentiant cette équation par rapport à z , on obtient
encore :
r ^«—i (««_iy/4«_3«) )
cos fiz ^cosz H sin*z + -^ — . ^ \, , sin*z — etc. , v ,
Cos {fiarc sin x). Soit fx = cos [fi arc sin x) , en opérant comme ci-dessus , on trouve d'abord,
(2n-|- 1 )x f r«4.i)x 4. (n* — ^« ) fNj?
puis cos ( fi. arc sin x) — t— ~ x^ -\ . ^ g ^ at* -- etc. ^
Soit z = arc sin oc y on pourra écrire aussi
En différentiant celle-ci par rapport à z , on a encore :
sin/cfcz=»cosz {/£sinz ^ sin'z-f-etc. > ,
(D) Arc tg x •
Soit f X == arc tg x . on aura :
fx«=«r-- — OU (1 + x»)rx=al,
En ilifférentiant cette équation n fois de suite > on obtiendra (l+a:'')f('»+% + 2nxf(«)a; + n(n— l)f{»~i)a; =» , d'où : 2fix f (»)x + n (n — 1 ) ft»-%
f(»+Ox = —
mais 5, entre les limites — oe et ^oo de jî, îI est clair, par la formule précédente , qu'il en sera de même pour toutes les autres dérivées de f x.
On trouve de plus f'(0) = 1 , f '(0) = , et
f(nt^)(0) = — n(n — l) f(^i)(0) ; donc
fvn(0)«=,_6.5»4.3.2.1, etc.
Donc arclgx = x^^ "^'T* if "^ "^"^ *•• •
On a ici
^n^ , r__in «
donc, pour que ce rapport soit <1 , il faut que Ton ait
Soit arctgx=z, donc x = tgz, lâ série pt'ééédéiite darieAt :
1" Remarque. Comme on a
nrctgx + nrctg — ^-5.,
X Jfi
on trouve aussi
arclg* = |.^(l.) + j(^)'--K^)«+...
qui subsiste pour x > 1 .
Pour arc igx «== z , d ou : — = col ;? , on a
V colz col'z col'z
2"* jRem. Gomme on a arc tgl • == -r-, on a :
iL = l_i4.i_l-|-
Cette formule converge trop lentement pour être utile au calcul de n.
Décomposition des fractions rationnelles
EN fractions simples.
(a) Cas général.
Définitions et notations. Nous entendons par polynôme entier et rationnel 9 des polynômes de la forme
fx= AapP + Bx« + Caf+ etc.,
Pf 9i ^f etc. , étant des nombres entiers et positifs , et A^ B, G, ... des coefficients constants.
Nous nommons fraction rationnelle toute fraction dont le numérateur et le dénominateur sont des polynômes entiers et rationnels. Elles sont de la forme
tx Aa^ + Ba;î+ ... + Ear ^^= F7^ AV-+B^a:^+...+ Ex-- > P^P'^^,^', -^r.r^. étant
entiers et positifs; A, A', B, B', ... E, E' étant des coefficients constants; nous supposerons que l'équation Fx = 09 ait ^s racines égales à a, /3à6, etc., A racines égales à /; ces racines étant d'ailleurs quelconques, réelles ou imaginaires. Nous poserons en conséquence :
Fx=(x—ay(x—by ... (x — kyÇx—iy, F,x = (x — 6/(aî— c)y ... (x—k)\x—l)\ F,^ = (a;-c)y ... (x-A)*(a;— /)^
Fn-i = (x-/)^;
le nombre des racines simples ayb,..,l étant n. Nous ferons de même
^* F|X ' ^' F,X Fn-lX
Lbmme. 1. On pourra toujours poser régalité
fx \px fiX
^^^ W(x— af ''"FV^' '«/fX et î^\ étant des polynômes rationnels et entiers.
En effet fx et F^x étant des polynômes entiers et rationnels donnés , on pourra toujours déterminer deux polynômes entiers et rationnels f|X, \p%, tels que l'on ait l'équation
{x^=^FiX*\l/x +fiX«(a? — a)*; donc, en divisant les deux membres par Fx=(x — o)**F|X, on trouve
fx _ <px ^ f^x
Fx "~(x — a)« "*"!>'
Lemme 2. Je di« çtie la fraction — peut se décomposer efi
deux parties y savoir en une partie qui se réduit à 5, pour x«= a , ef que nous désignerons par Ja , et en une partie qui reste finies pour x=a, et que nous indiquerons par Ka, en sorte que l'on a :
(x_a)- •^-+*^-' •En effet, on a par le théorème général de Maclaurin,
P désignant collectivement l'ensemble des termes multipliés par
Oi| déi}i|i( dq là :
Or, en posant " («— a)""^ (»— o)«-» "^ (X— o)«-» + ••* "*"
^lo
"i I A» I Aj , Ag
Ton voit que Ja se réduit à la forme ^ pour x=ay tandis que K» devient la quantité finie --r-^ , quand on pose x:?:a^ gn a doqc
Théorème. En supposant que le numérateur 4^ /a frQÇtiOf^ ration^ nette fx» — =
Fx (x^af(x^b)?— (x — k)V — 0^ ' soit d'un degré plus élevé que son dénominateur, et que Q exprima h quotient entier dfi h division de fx pçir fXyje dis que cette fraction sera toujours équivalente à la somtne
X— — « At A, . Aa
Fx (x — a)« ' (X — a)«-^ ' x—a
tfans lesquelles les numérateurs sont des quantités constantes.
Démonstration. Car on a , par les deux Lemmes qui précèiient» successivement :
Uoc \piX , Ux , , ir ,
etc., etc. ,
donc, en éliminant f^x,f,x,.,.f,t—lX, on trouve
fx=h + h + ... + J, +Ka4-Kj + ... + K,.
Soit K. + Kj+...+K,=Q,
on aura }>x= J» + J» + ... + '«4"Q* (^
Mais on a :
A« ■ A, ka
**—(x-by "^ (x— 6)/^^ "*■ •*• "*" ï^=3
etc., etc.
— il^^-^U
en ajoutant ces valeurs et en substituant leur somme dans la formule (1), on a l'expression cherchée.
En effet, en réduisant les expressions ia,h)--'h au m^nje
f,x dénominateur , leur somme pourra être représentée par ■=- ,
' fraction dont le numérateur sera évidemment d'un degré inférieur à celui du dénominateur.
On aura donc, par la formule (1) ,
Fa; ^^ Fx Soil maintenant Q' le quotient entier , et R le reste de la division de fx par Fx, on aura aussi
fa; R
Fx^^'^Jx'
îx
ÎX
En comparant ces deux expressions de ~ , on concluera
f X R QsbQ', puisque les fractions -^r y T^ ^^ contiennent plus d'entiers.
Délermination des constantes A, B, ...L.
Il y a trois Méthodes pour déterminer les numérateurs Ai,Aj,...Aa, Bi, Bj, ... B^^ etc. , L^, L,, ...Lj^,
des fractions partielles dont se compose la proposée.
1"'' Méthode.
Il faut chasser les dénominateurs , ordonner la somme des numérateurs des seconds membres . puis égaler les coefficients du numérateur du 1*" membre, aux coefficients des termes semblables du numérateur du 2*^ membre, cela donnera autant d'équations qu'il y a de coefficients indéterminés.
x— 2'^(x+l/"*" (x+1)' En réduisant au niéme dénominateur on a :
D'où x'-\- 1 =^ (B, + A,)a;* + (A, — 2A, + B,~ 5B,)e' +
(A,4-4A,-3A,-6B. 4-6B,)x'-t-(2A.-3A,+ 4A,+ 12B, + 20B,)ar4- (A,— 2A, + 4A,-8B, + 8B.).
La comparaison des coefficients des termes semblables conduit aux équations :
0=2A,— 3A,+4A,+12Bj + 20B,,
0=A,-2A,+B,-pB,,
R AC
qui donnent A.^^g^, A, = — , A.= --,B. = -— ,
on a donc :
(«— 2)Ma:+l)' 66S(x-2)' 665(a:— 2)* ' 665(a;— 2)
66S(a!+l)' 66S(«+1)' 2"" Méthode.
Nous avons trouvé
IX Ai , Aj Aa
(ac— o)«F,x (x — o/ ' {x — o)«-i ' x — a
Fx—{x—ayF,x.
En multipliant ces deux équations, on trouve : (1) fx-=[A.+(x-a)A, 4-...+ (x — a)«-ïAa]F.x +
Ko(x — fl)''F,a:-j-f,x(x — a)*.
En posant x = a, il vient :
fo = A,.F,a.
Si nous différentions Téquation (1), a — 1 fois de suite, et que nous posions x^=a^ après les différèntiations , on trouve
r'd=- A..r',a + 2A,F'.a + 1 -ÎA^F.a , (♦''a=fc:A,.F'"a+*A,F"a+3.1.2A3F'.a+1.2.3A,F.a, etc., etc.
De ces équations on lire les valeurs des inconnues
Ax j Aj 9 Aj y A^ f etc.
On aura évidemment des équations semblables pour déterminer les coefficients B^ , B, , B, , etc., etc.
fx i
Exemple. Soit -. = __^__ =
*» ^ X* ~ oc ^(ac— 1)«^ X— 1 ^ x+1 On aura :
F,xs=(x— î)»(aj+l) = x«— X»— « + 1 , F'.x = 3x»— Sx— 1, F". — 6x-2.
Donc F.O- 1 , F'.o= — i , F",o - — 2 ;
on à cTaitleurs fa = 1 , î'asaO, fa»» 0; donc, les équations ci-dessus deviennent : 0»A,.l,
d'où l'on lire :
Podr déterminer les B, on fera
F,« = x»(x + l) = x* -}-«', F'.a=4«'4-3a;»; comme 6 ea 1 , od a i
FK6)=2, F.(6)=7, f[6)-4, f6=0; donc les équations ci-dessus deviennent :
1=B..2, 0=B..7 + B,.2; d'où: B.^T, B*«— f
On déterminera le coëdicient C, , en observant que l'on a maintenant c = — 1 , f (c) == 1 ,
F,x==»'(« — iy = a;» — 2»* + x» ,
donc i=C,(— 4), C.=— i.
Donc enfin :
x\x—iy(x^l) x»^«'^x '^2(œ— 1)' 4(a;— 1)
4(0;+ 0" 3"" Méthode.
JX f X
Soit ?x= -77- = •■ ^ ^ , et posons #x = {x — a)^fx ,
hx (x — ayPiX ^
on aura :
^x=(x—aY^x^{x-aY\ ^ ^\ + , \ 1 + -' +
x—aA = A.+A,(x-a)+A3(a:-a)« + ...+ A«(x-a)«-» +
U(x— a)^ Gliangeons x en z -{^ a , on aura :
^(z + a)«A,-|-A,2: + A55J^ + ...+A«z,'-i + Uz«. Mais on a aussi :
En effectuant la division /jusqu'aux a premiers termes du quotient inclusivement, on aura une expression de cette forme :
^ [z-^-d) = Ox + a^z + «3^ + ... + «a^j""* + U'jz*.
En comparant ces deux expressions de la même fonction ^(z+ a),
on en déduit : A, = a,, Ai» a,, ... A«»aa.
On obtiendra les B; etc., les L par des procédés tout-à-fail semblables.
fx l+x'
Exemple. Soit yx = — - = , -— =
Fx (x — l)\x— 2j«(x + l)
V Déterminons les A.
On a ici
Posons x=5î+l, il viendra
D'un autre côté on a :
La comparaison des seconds membres des équations (1 et (2 , donnera :
2" Déterminons les B.
Nous avons ici :
donc ^.(«+6) = B.+B,z + V^\ (l'
Ensuite, pour x=«+2, il vient aussi :
, ... _ i-Kg+2)' 84-^^+^-* _
La comparaison des équations {V et (2* donne : R _5 „ 38
3° Déterminer c.
1 + On fera hx = (x + \)fx = ^^_^y^^_^^^ , c-= — 1.
En changeant x en z + c ou z — 1 , il vient
■^,(z + c) = C. + Wz. (1"
Mais on a aussi :
Les équations (1" et (2" donnent
On a donc enfin :
(iP -!)'(«— 2)»(x+i; (« — l)» + 5»(x— i)' '^4(a;-.l)"^
(b.) Cas partlcnller.
Quand on a a = fi^= ...'=• X='^, h formule générale devient : _ fx fx A B
X — l Les numérateurs A , B , . . . L , seront alors déterminés par les équations
f(a) = A.F.a, f{6) = B.F,(6), ... f(0 = L.F„(/) , en posant successivement
F,ar=(x — 6)...(a;— /), F,x = (x — a)(x— c)...(a:— /), F„Xï=(x — o)(a; — 6)...(x — k).
Mais on a :
Fx=(a;— a)F.x; donc F'*x=F,a!-|-(a; — a)F',a;.
D'où, pour x = a, F'o=F.a.
On a de même
Fa;=(!r— 6)F,x, donc F'4: = F^x + {« — 6) F',«.
Pour x=h, on a F'6 = F,6. , elc.
On démontrera de même que l'on a F7=F„^ On a donc les équations :
f(a) - A.F'a, f(6) = B-F'è , ... f(0 = L-F'/, d'où :
A- il B-M. i^-Kt)
^~¥>a' ¥'b ' '" ^~ Wt'
Exemple. Soit pœ= -rr- = — - — -—i^ — =
X— 1 ~ x+l ^ x— 2 "^ aî+a * On a ici :
f«=l + af, Fx = (x— l)(x+l)(x-2)(a; + 2) = a;*— Sx» + 4,
F'x=4x»— lOx.
fa = 2, f6 = 0, fc = 3, id^ — l; Fa=— 6, F'6=6, F'c=12, F'd-^ 12.
Donc A=-^ -jT g, B = — = 0,
On a, par conséquent :
(e.) Cas des Facteurs imaginaires.
Si les facteurs du dénominateur Fx sont en partie imaginaires, alors deux facteurs imaginaires conjugués répondent à deux fractions partielles de la forme
Les numérateurs A et B , déterminés par l'une des trois Méthodes
seront également de la forme imaginaire P-j-QK'^^, mais en
ajoutant ces deux fractions , les termes affectés de K — 1 disparaîtront de la somme , et l'expression
A(x—a—by^^ )" +B(g!— g + ak"^)-" [(«— a)'-f-6«]'» '
sera réelle.
1" Exemple. Soil ««=•=- = — —- n =
Tx—S
Onn a=—l, 6=2+1/^, c=2—K^,
{xt=7x — 3, Fa;=a:'' — 3a;'-l-a; + S, F'aî=3x''— 6x+l ,
fa=_10, f(6)=H-|-7K^, fc=ll— 7|/^,
F'c _6|/Z:Ï_2' donc B4-C = l, B — C=— 21/^ ;
donc enfin : =-^^^^t — -5 = j- +
WJ^'j^'ZTj 1 n — 71/IIT 1
ou
2"* Exemple. Décomposer la fraction j-, m — l<n.
X* ri
V n est pair.
Sou pour abréger — «* e , at^ = c = cos « -fn
[/ — IsinÉe,
Désignons par j 1 (fA), le produit 2,4
Il est clair que les facteurs de a:'*— 1 , seront :
se»— l = (a;— l)(x+l) I 1^ (a;— a*)(x— 6*)»
2,4 et Ton aura : 1
fx a*»-^ A B *-2 r C» , Dt 1
La somme *S*J(*) = f(2) + f(4)+ ... + f(n— 2).
11 faut donc déterminer les coefficients A, B^ Gt, Dt. Mais on a ici a=l , 6=._1 , fa-^a;»-», F'x=-na«-* ;
donc f(o) = I, f(6)=(— I)— », f(fl») « e*<'»-i^'"^-S F'(a)-n, F'(6) = n(-1)-».
Donc A= T^T" — ■-, B= 7;7- = -i î — r = -^ i— , =
F'a rt' F'6 n(-l)»-^ n
•^^ — ^, n étant pair.
On a de même :
— e ^ "" 5 A élant pair.
F'(^fc) n n =
— e , A étant pair.
On a par conséquent :
rj^m-i ^ 1 j 1 (— i)«»
g^ri^ -fi 1
oc — e X — e
Si l'on veut faire disparaître les termes imaginaires il faudra ajouter les deux fractions sous le signe g ; dont la somme est :
X TcmBV^^ , ^-teôt^^N ^ {m^l)hB\/~i , ^— (m— 1)^01^^. ar(e -}-e ) — (e^ ' +^ )
Mais 9 comme on a généralement
e^^--*' + e""^'^'"^ = 2cosp, la somme ci-dessus deviendra
occos Ame — cos(m — 1)A:9 x* — 2aïcôsAe + l '
et par conséquent on a :
»— 1 "" n (x— 1 "^ ac + 1 ^
n-2r xcosÉwe — cos(m — l)A:o-i 1 . v 2^*L x»-2x.cosfce + * J j * ^^^
2** n est impair^ On a alors
*-î«(a?— 1)1 I (aî-t/,)(x— 6fc);
par conséquent, dans le cas de n impair. Ton a :
af-' ^ _A_ «g' j Ct , P* j 3c»— 1 ^ X— 1 "^ ^* ( x — a^ x—h) 1 ( i ,a'\^ r X eos km 6—cos (m— i)ko -. ) ,^.
="n(Jr^'^^*L a!«-2xcosfc9+l J)* '^ ^
fx X**"^
3"' Exemple. Décomposer ^^ « l^ZT ' ^""* '^'**
l** Owanci n esf pair.
Dans ce cas on a
On a donc
X~--l «-1 r Cft
x» + 4=l I [(x— aft)(x— 6fc)], en faisant en général ,
j |^«;»)-f(i).f(S).fi8)...((i-i).
a;»-[-l 1,3* Lx — a* X— 6»-i Mais on a :
c= -, g^^^-i :—if k étant impair , n
donc :
2** n e«f impair.
On a alors
a;»+l=(xH-1).n[(x-«,)(x-6»)]
— M (~^ )"*""' j-o""^ r ^Qs(^^ — i)feg--xcosni^) ^ ) ""îTÎ x+1 "•" ^**- x*—^xco8kô + i iy ^^
Formule D'iNTERPOLATiori de Lagrahge.
(a) Cas ou fx est une fonction entière et rationnelle*
TiiÉoBÊME. fx étant une fonction entière et rationnelle ^ fa , fb ,... f I , n valeurs particulières de cette fonction , correspondantes aux n valeurs de x, savoir :
x=a, b, -k, 1, je dis que l'on aura :
(a~b){a— c)...(u — I) ^ ' (b—aXb— c)...{b— I) , , n (x-a)(x— b).,.(x— k) + - + '^-(l_a)(l-b)...(l-k)- Démonstralion. Soient fx y Fx des polynômes entiers et rationnels , et soit
tx en supposant de plus que la fraction — ne renferme pas d'en*
JrX
tiers, on aura, par la théorie du % précédent :
Fœ"" F'o' x—a "^ F'b ' x—b'^'"'^ F'I ' x—l' 2"" PAnT. 53
— 2S8 — Mais on a
(1) Fx = {x—a){x—b)...{X'-k){x—l);
donc, en muliipliant ces deux équations membre à membre » on trouve
{x--a)(x-b)...{x—k ) + .- + f pF^ .
Mais^ en différentiant Téquation (i), on a :
¥^x = {X'-b](x—c)...(pc--l)+{x'^a){x — c)...{x—l) + ... +
on a donc
F'/ = (/— o)(<'— 6)...(/-it).
En substituant ces valeurs dans Téquation (2) , on a la formule cherchée, qui est de la forme
fa:t=A(ac — 6)(x—c)...(a?— /) + B(x— a)(x— c)...(a;— ./) + .;. 4-
L (ac — a)(x— 6) ... (x — k).
Exemple. Soit fa?=x5 + px+Ç=0, et a une racine réelle de cette équation , comprise entre X et fi^ dont on demande une valeur approchée. A cet effet , prenons entre X ci /x des valeurs intermédiaires , par exemple, les trois nombres
A<a<6<c<A^, et soient
on pourra poser
a=<p(c,), 6 = ?(Cî), c=y(C5).
De plus Téquation f« = 0, nous donnera a=y(0). On a donc, par la formule de Lagrange :
^,m _ (0-c,)(0~C3) , . , (0-c.)(0-C3 ) , , , '^'^ ~ (c.-c,)(c,-C3) • ^^^') + fa^cO(c.^C3 ) • ^<^^^ +
ou : ^ = ^J^ a + ^-^'^ 6 +
(Cj — Ci)(o, — c,)
Théorème, fx étant une fonction continue quelconque dont on donne n valeurs fa, fb, .•. fl, correspondantes aux n va-leurs de x, savoir , x = a, b, ... 1, je dis que l'on aura:
f^__ (x--b)(x-c)...(x-l) . , (x— aXx— c)...(x— 1)
(a^bXa-c)...(a — l)'^"(b-a)(b—c)...(b—l) ■*"'••
i*2...n «.+ft+...+ s„+i=l,0<f.<l,0<£,<l,...0<f„+,<i.
Démonstration. 1° Je dis d'abord que l'on a fa fb
0<f.<l, 0<f,<l, ...<e„<l, et f,+f,+...4-f„=l. En effet y on a , par une formule des notions préliminaires ,
tb — ta=-(b--a){'[a + s^{b — a)], Of<«,<i
On en lire
^^ I *"* en 1 f.\
Donc l'équation (I) subsiste pour n=2. Je dis maintenant que si la relation (I) a lieu pour n lettres a, 6;.../, elle subsistera encore pour n-|-4 lettres 0,6,.../,?».
Pour cela , remplaçons dans (I)
fa — fm ., f6 — fm , f/ — tm fa par , f 6 par , etc. , f / par ,
On aura Féquation suivante :
fa—îm f 6 — (m
(a— 6)(a— c)...(a— 0(a— iw)'''(6— a)(6— c)...(6^/){6-w)"*""'
pourvu que Ton pose z=£, a +«,6 -f ••• + ^J «près les différentiationa.
Mais par la formule qui donne le développement de ^^ * — • ,
on aura , ipour p «* n — 1 , fz = tz^fm , '4jz = , Texpres-
sion suivante fz — fm
P*-^)i5 fz — (m
^ '^ (z — my (z — m)*
= i — ^ -^^ 'Uz—m'^(z—m)rz+ ^— — Tjs: — etc.
Mais Ton sait^ par la formule générale de Madaurin, que le polynôme, qui est placé dans les accolades , peut être remplacé par le reste
t:lÇ^:z!!!^(i')[z+e(m-z)], o<.<i.
ou par
On a donc :
•ft»)(s'z+£»w).
n— i dz**-* 1.2...n
équation dans laquelle il faut faire r=£,a-|- £,6 +... + €«/. Mais dans l'expression
— celles coefficients £, s^ ..« Sn sont compris entre et 1 , et l'on a
f, + ç,+.., + £n==! , et aussi f'+€==l, on peut donc poser
Réduisons maintenant le 1" membre de Téquation (II) à sa forme la plus simple. A cet effet » si dans la formule
f — (^"-ft)(a^— ^)"*(^-"^) f 4_ 4. {x-^)(X'-b)...{x—k) ^"(a-6)(a-c)...(a-/) ■^•••"^ {l-a)(i-b)...(l-k) ^''
on pose fa;=i, x=m, on a : _ (m— 6) ( m-^c). ♦. (w— /) ( w—q) (m— c) ...{m—l)
Divisons cette égalité par (m — a)(w — 6)...(m— Z), on trouve
(A— oJ(6— c)...(6— /){6— m) '" W~a)U— 6). ..(/-*)(/— w) '
c'est le coefficient de ((m) dans le 1*' membre de Féquation [II) , donc cette équation devient :
îa îb
(a— 6)(a— c)...(a— w) (6-— a)(6— c)...(6 — m) fm i
im — a){m— 6)...(m — /) i*!2...f» i t j,
et Ton voit qu'elle est de la même forme que l'équation (I). Or, l'équation (I) ayant lieu pour 2 lettres , elle subsistera lorsqu'il y en aura 3,4, etc.
Multiplions maintenant Péquation précédente par (m— a) (m— 6) ... im—l) ,
nous aurons :
f _ (w— 6)(w— c) ... (w— - (w— fl)(m— c)...(m— /) {a^b){a—c) ... ia—l) (b—a)(b—c)...(b—t) *
(w--.o)(in— ft)...(w— A;) ^ (/-a)(/-6)...(/-A) (m— a)(m— 6)... (m— Ajfw—/) ., w . ^ .
Si nous remplaçons dans celle-ci m par ac, et si nous mêlions tous les termes fractionnaires au second membre , on aura la valeur de fx énoncée dans le théorème.
Remarque. En négligeant le reste R^ Févaluation obtenue pour tx sera fautive de R.
Soit M = 5ia-|- ««6 + ... + ^n+4^>
M sera une moyenne entre les quantités a,b,*lyX; si A et B désignent le maximum et le minimum de f(")(i\I)y on aura
A>P»KM)>B
ou f(»)(«)>r«HM)>P«)(.3),
a ei fi étant les valeurs de M qui rendent f(*^HM] un maximum
et un minimum.
Il suit de là , qu'en négligeant le reste R» on commet une erreur comprise entre les deux limites
(x-a)(x-b)...(x-l) j,^,^^ ^^ (^-«)(^-6)-» l(fZ:^^,)(,3)^ 1.2...n l-2...n
On peut donc négliger le reste R, quand ces limites sont Irèsrapprochées , ou quand elles sont assez petites pour n'exercer aucune influence sur la valeur de f x , entre les limites de la précision désirée.
Équations numériques.
(a) Théorème de Fonrier.
Stebn , Jonm. de Crelle, t. x ejk zi.
Notations et définitions. Soit fx=0 une équation algébrique du degré iw, si Ion forme les m dérivées conséculives
f(«)x, fC'»-*)x....rx, fx, fx, (a)
et qu*on remplace , dans chacune, x par un nombre a, les résultats
seront des valeurs positives ou négatives, qui présenteront une succession de signes telle que
que nous désignerons, par [a].
Deux signes consécutifs égaux se nomment une permanence, et deux signes consécutifs inégaux donnent lieu à une variation de signes. Ainsi dans la série de signes
il y a trois permanences, savoir (++), ( ), ( ), et
trois variations, savoir ( {-) , (H — ), ( — |-).
Les démonstrations des propositions qui vont suivre reposent sur un principe déjà démontré ^ et que nous allons rappeler :
Principe. On peut concevoir h assez petit pour que le signe du binôme
f(a) + li.^(a), soit le même que celui de son T' Terme f(a).
i"' LEM^aE. Si dans les dérivées consécutives
f(«)x, f(«-*)x, l'x, fx
on remplace x successivement par — 5 et + 3, on obtiendra deux séries de signes que nous indiquerons par [ — 3] , [5] , or y je dis que la !'• Série ne sera composée que de variations et que la seconde ne renfermera que des permanences de signes.
Démonstration. Soit
fx=Ax«+ AiX«-i + A,ac«-«+ ..• + A„.ax'+A«-iar+A« = 0, on trouve :
f(~)a;=!.2...wA,
P~-^)x=2.3...wAa; + 1.2...(fn— 1)A,, fl«-2)x = 3-4...wAx« + 2.3.,.(m— 1)AiX + l«2...(in— 2)Aâ, etc., etc.
I 1*^ Posons xsm — ^, on aura la suite désignes
I f(»)(-i) = + , ft-^)(-è) , f(«-^H-è>=+i etc.,
ou
I [ — 5j = + ^— > +s etc.
C'est-à-dire , les signes de cette série seront alternalivement positifs et négatifs^ ce qui ne produira que des variations de signe.
2'' Posons x^ + ^y on aura la suite de signes
f(«)(i)= + , f-»){i) = + , f^'^Kh)^ + f etc.,done la série
ne se compose que de permanences.
Donc si a est un nombre réel , ec par conséquent compris entre — 3 et +5, et qull ne fasse évanouir aucun terme de la suite
f(«)a , ft— »a , fJ«-% , ... Va , (a , (1)
j la série de signe [a] sera ia même que la série [—5] , et n'offrira
que des variations»
Il n'en sera plus de même si a rend nul Fun des termes de la suite (i); comme nous le verrons par les lemmes suivants.
2"° Lemme. Si a est une racine de téquation fx=0, et que ton a far conséquent fa =0, je dis que Von pourra concevoir h assez petit, pour que la suite de signes [a-^b], ait une variation de moins que la $Hite [a — h].
Démonstration. On a par le théorème de Taylor : f(m)[a — h] = f^'^^a - A n^^'^ (a + eji) .
f(«-i){a —A) = f(«-i)c— AP«)(a+f,A) ,
{(a-h)^0-h[Pa^J^P^(a+sJi)].
Donc, en vertu du Principe ci-dessus ^ les signes de (t«)(a— A), f(«-*)(a — A), ... f(a-A) seront les mêmes que ceux de la suite
lt«)a, ft~-Oa,.,.ra,
désignons les signes de la suite ^"•^a, ... fa, par [a j .
L'on voit encore que f(a — A) sera positif ou négatif, selon que fa sera négatif ou positif, puisque le signe du binôme
dépend de celui de Ta.
Donc» l"" si Va est positif » on aura
2* Si fa est négatif,, on aura
[a-A]=|aj, -, + .
On a ensuite
f(«)(a + 6) = P")a + Af «-^ *)(a+ «.A) , f{i»-4)(a+ A) = P— *)a + A f(«)(a + ç,A) ,
na + A) = ra + Ar(a+.«^,A),
f(a + A) = +A[r«+ Ar(a+,.A)].
Les termes f(~)(a4.A), f(«-«)(a + A)...F(a+A) , f (a+A) , ont donc les signes des termes correspondants
f(»)a, f(«*-Oa,...f'a, Ta.
Soit |«| la série des signes de la suite f^^îa, P«-%, ...Pa.
Si fa est positif, alors en vertu du principe cité ci-dessus, r(a-{-A) et f(a-f A) seront positifs, et si Va est négatif, ces mêmes termes seront pareillement négatifs. Donc 1*^ si Va est positif, on a
et 2** si Va est négatif, on a
[a+A] = jaj, —, — .
L'on voit donc que [a + A], a une variation de moins que [a-li\.
2'"* PABT. 34
S"* Lemme. Si a n'est pas racine de l'équation fx=sO, ei si X =s a , fait disparaître une ou plusieurs des dérivées
f«)x, ft~-%, ...Px,rx, je dis que [a+h] aura un nombre pair de variations de moins que [a — h].
Démonstration. Soit la suite
f("--^x,...rx,fx. fx,
dans laquelle les { dérivées
f[«)x, f»-^x, ... r»--'+*>x s'évanouissent pour x^=xa.
Les signes des fonctions
ft«)[a±A], f(— 0[a±A],etc. n'H"i)[a±A], f(*-0(a±A),... f'(adbA), f(adbA), sont les mêmes que ceux des fonctions
((")a, f«~-ï)a, ... n«^%, n»-^a, ... fa, fa; donc^ on n'a besoin que de considérer les signes des fonctions f^)[a±h), P— *)(a±A),...f(— ^*)(adbA).
A'ous désignerons par |a| les signes des fonctions ff"){a±A), f— *)(a±A>, ... f(«**)(a±A) , et par (a) ceux des fonctions
i(^\adzh), ... r(a±A), f(ad=A).
Cela posé, à cause de
f:»)a = 0, f(*-Oa = 0, ... f(— «+*)«— 0, le théorème de Taylor donne :
f(«+i)[a_A] „ ft«+Oa— /ift«+î)(o — s.A) , f(«) [a — A] == — A [ft«+»)fl_ A fl»+«(o— e,ft)] ,
ft-» [a- A] .p^ [ f («Wa - 1 f(«+»)(a-«,A)] , / [d)
f(— «+2)[a_A]«(— l)(^-0_^!_i_ [ n«+.)a-y ft«+»)(o - sj_2A) ] ,
f »-H-0[a— A] = {-ly -^ [f(»+i)a — -^ n»-«> {a-^£,_,A) ] .
On a de même :
f(«+.) [o+A] = f(»+«)a + AH»») (o+e.A) ,
f(«-W)|;a 4. A] _ ___[f(«+.)a + -ft«+>)(a+e,_3A)] ,
f«-Hi)[«4-A] « -JL[f(«t.,„+^^f(,+2)(„_,.,,_,A)].
Il nous faut maintenant distinguer deux cas 9 selon que / est pair ou impair«
1° l est pair, et ft'»+Oa>0,
alors les ternies de la série (d) auront les signes suivants :
et ceux de la série (/3) seront
+ , 4-, +, +, .... +, +,• on a donc
Si Ton avait f(«+Oa < , / étant pair , Ton voit aisément que Ton aurait
lù—K]^\n], _,+,_, -f, ... +, _^ (a)
[a+A]={aj, _,_,_, _, , _, (a).
Donc [a-f A] a / variations de moins que [a — A]. 2° 1 est impair.
a) Soit fi»^-*)a>0 et f(«-^a>0, alors les polynômes (!) f(~+ï)(a— A), ft«Xa— A), ... f(«-0(a_A) , f(«-2)(a— A) , .,.
f(7.-M.2)(a_/i), f(«-Hi)(a_A), ftn-0(a— A), auront respectivement les signes
tandis que les polynômes
(2) m%a + h), {^''Xa + h) .... f(»7^^.i*H« + A), t(^'%afh)
auront les signes
+ , +f +r +f - +> +. +, Il suit de là y que Ton aura les successions de signes
[«-/0=|«i, +-+-... + -+, (a-i), [a + A]=jaj, ++ + + ... + ++, (a-1).
/3) Soit fl»+Oa<0 cl f(«-«)a<0.
Les successions des suites (1) et (2) seront alors respectivement
En sorte que l'on aura :
[a+h]= joj, , (« — 1).
y) Soient r»+«)a>0, f("-Oa<0,
les suites des signes des termes des séries (1) et (2) seront :
et l'on aura :
[a-/i]= ja} + - 4- + , (a~l).
9) Soit enfin f(»+Oa<0, f<"-''a>0 , les suites (1) et (2) auront respectivement les signes suivants : — + — — + +,
-^ — — "TÎ
on a donc
la-h-] =={«[,-+- - + + (a-i) ,
Donc, si ft"+*^a et T'^-'îa ont le même signe, [a-j-A] aura Z+1 variations de moins que [a — A], et si f^**^'*î(a), P^-^U sont désigne contraire, alors [a+A] aura / — 1 variations de moins que [a— h].
4"" Lemme. Soit f X =r une équation du degré m , je dis que les suites [a], [^3], ne pourront différer que de m tmjialions au piu^.
en effet , en vertu du 1*" Lemme, la suite mx, ii'^^)x, ... fx, foc ne peut perdre que m variations lorsque pour x on substitue consécutivement les nombres compris entre les limites — 5, -I-5.
5"* Lemme. Jamais une variation perdue ne peut reparaître dans la suite des valeurs croissantes de x .
En effet, par le 2™' Lemme, les racines x=:a, 6,... de fx=0, feront disparaître les variations 1 à 1 ; et , en vertu du 5"" Lemme, les racines des équations l'a;=sO , Fx=«0, etc., font disparaître les variations 2 à 2; donc, jamais une variation perdue ne pourra reparaître.
Théorème de Fourier.
SiTéquation fx=0 a n racines réelles a, b.... entre x=«)X=s/3, je dis que la suite [fi] , aura au moins n variations de moins que la suite [a], on suppose /3>«.
Démonstration. Car, en vertu du 2"" Lemme, la suite [a-f-A],
h étant suflisnmmenl petit, aura^ au moins, une variation de moins que [a — AJ, de même [6-fA] aura au moins une variation de moins que [6— A] , etc.
Il suit de là
1® Si [jS] n'a pas moins de variations que [a], il n'y aura aucune racine entre ^t et ^.
Si [^J a n variations de moins que [a\ , il n'y aura que n racines possibles entre a et 0.
Mais on ne doit pas conclure de là que ces n racines existent nécessairement entre a et /S; car, d'après le 3"* Lemme, la perte des variations peut provenir également des racines des équations rx«=0, f"x=^0, etc.
2° Si n est impair, il y aura nécessairement une racine réelle entre a et fi. Car les racines des équations Cx^^Oy r'x«=0, etc.^ ne peuvent faire disparaître qu'un nombre pair de variations.
S* La suite f(**îx, f^"^*)x,... fx,fx perd autant de couples de variations que l'équation fx^O a de couples de racines imaginaires conjuguées. Car la perte d'une variation correspond toujours à une racine réelle. Donc si deux racines réelles manquent, c'està-dire si l'équation a deux racines imaginaires, alors, par la substitution d'une certaine valeur, deux variations doivent nécessairement disparaître à la fois.
Soit 2i le nombre des racines imaginaires de fx=aO,w — 2« celui des racines réelles, quand on fait passer x de — h^hf ^^^ ^ variations de [ — l] disparaîtront, et puisque les m — 2t racines réelles chassent les variations 1 à 1 , les 2 1 autres variations seront chassées 2 à 2 , ou par couples , en rendant nulles les dérivées fx, f 'x , etc. Donc, si Ton est certain qu'entre a et fi il n'y a pas de racines réelles , et si [i3] a 2 1 variations de moins que [a\ , alors l'équation fxa>0, a au moins jti racines imaginaires.
Exemple du Théorème de Fourier.
Soit fx=rx' + 9jf'_3x + 2«0 ;
on a
r'^=*6, r'x==6x-h4, fx = ox« + 4x— 3,
Soit «= — 10, i3 = — 1 , on aura :
Il y a donc une racine entre — 10 et —1, Soit «=»0,/5 = l, on aura
Il y a donc deux racines entre et 1.
(b) Théorème de Stnnn.
KLuaELs, Math, wôrterb., sup. n.
On suppose que l'équation fx=0, du degré iw, est privée de racines égales, c'est-à-dire qu'il n'y ait pas de facteurs communs entre foc et fx.
Formation des polynômes f|X, fjX, fjX ... r^x
Cherchez le plus grand diviseur commun en<re fxeifx, en ayant soin que les quotients partiels soient toujours des entiers , et en prenant les restes consécutifs en signe contraire. Soient R^, Rji... Rn ces restes, on aura la suite de polynômes
far, fjXssfac, f, = — Bi^Ux^^ — R», etc., fmX=r — R„ , et trois quelconques de ces polynômes, pris consécutivement , seront liés entre eux par la relation
f^,ac==g„f„x — fn+jX. (1)
9,1 est le quotient entier de la division de f».|X par t^x et f^^^ est le reste de cette division pris en signe contraire.
Eocemple. Étant donnée l'équation
fx«x— *fx' + 4«» — 4a;+1 ==0, former les polynômes
fjO?, ffX^ fjX, f^x.
On a d'abord
f,x = fx = 4x' — 4a?» + 8x — 4 = ,
ou f^x^x'— x*4-2x— 1 = 0.
Pour former f«x, je divise fx par f|X, on trouve pour reste
on posera donc
Pour former f,x , je diviserai f|X=5x'— x'-j- 2x — I ,
par f^= — 5x»-f-7ar— 2 ou 5f|X= 5a»— 5x» + !0x— » par f,x, on trouve pour reste
R, = 54x— 29; on aura ^ par conséquent :
On forme ensuite f^x en divisant f,x = — Sx* + 7x — 2 par fjX= — 54x + 29. Pour que le quotient partiel devienne entier , il faudra diviser 54f,x par fjX, et Ton aura pour reste
R3 = 923, donc f^x = — 92S. On a donc, en résumé , les polynômes suivants :
fx = x*— |x3 4-4x* — 4x+l,
Lemmes préliminaires
1*' Le.mme. Le dernier des polynômes fx, f|X, f,x, •.. f^x, (2) ou fmX, est toujours un nombre.
Car fxssO étant du degré m, il est clair que f^x sera du degré zéro. Mais si l'on avait f^^^O, alors fx et f|X=fx auraient un facteur commun, et par conséquent Féquation fx=50 renferme* rait des racines égales , ce qui est contre Thypothèse.
2°*' Lemme. Deux polynômes consécutifs fn-^x, fnX , pris dans la suite (2) , ne peuvent pas s'évanouir ensemble pour une certaine valeur a de x.
Car si on avait à la fois f„_iât = , fn<« = 0, l'équation (1) donnerait aussi f„+ja=aO, donc fn+2«=5 0, etc.; donc f,n«=0, ce qui est contraire au 1*' Lemme.
3"" Lemme. Si pour une certaine valeur réelle x^=^a^ on a fn^sO les fonctions voisines fn-|« et f»+|«, seront de signes contraires et différentes de zéro.
Démonstration. 1" Si Ton avait f„«4« = 0, ou bien f^^^assO, deux fonctions consécutives
f«-lû5,fn<* ou f^,f,tiû5
s^évanouiraient en même temps, ce qui est contraire au 2* Lemme. ^ Comme on a f^» 0, l'équation (1) donne
4"* Lemme. 5î f»x ne s'évanouit pas pour \=sa, il en sera de même des fonctions voisines
f»(x-h), fn(x + h),
et l'on pourra cmcevoir h assez petit , pour que les trois fonctions
aient le même signe.
Car on a :
f„(«4.A) = f„« + AP„(« + a); donc !<" r„x n'étant pas nul^ il en sera de même de f„(« — h), f«(«+A) quelque soit h;
2^ On peut concevoir h assez petit pour que les seconds membres aient le signe de leur 1" terme f««.
5"' Lemme. Si le nombre réel x = a, ne satisfait pas à l'équation fx=0, alors y en concevant h m/fisamment petit, les trois suites de signes
correspondants aux trois séries de polynômes f(«— h), f,(^-h), f,(«— h),... f^tf-h), .
îcc, f,a, Ua, ...f««, \ (3)
auront le même nombre de variations.
Démonstration, l"" Si aucun terme de la ^^ des suites (3) ne s'évanouit, alors le lemme actuel est un corollaire du précédent.
S"" Si Tan des termes de cette suite disparait, par exemple, si l'on a f^ — 0, alors, en vertu du S"' Lemme, les termes f»_itf , fn^ia seront de signe contraire, mais aucune de ces fonctions ne sera nulle.
Comme f„^i« n'est pas nul, il suit du 4°* Lemme que les termes ffH-i(^^*)> Wi(« + *) seront de même signe que la fonction fnJ^ia, et aucune de ces fonctions ne sera égale à zéro.
Il suit de là, que les signes correspondants aux fonctions
f^l(«— A), fn(«— A), fn+l(«— A), (*'
termes généraux des suites (3) , ne pourront être que les suivants :
±(±)=F =h db ^
± =F =P ± =fc =p.
(db) étant le signe du terme f„a qui disparait. Or, l'on voit que chaque ligne horizontale ne présente qu'une variation. Donc, en faisant dans les équations
les signes des suites (3) auront le même nombre de variations.
6"" Lemme. Si a<^^<<b, et qilon n'a pas f««=0, les deux suites de signes [a], [b], correspondants aux deux séries
fa, f,a, f,8, ... fma, (4'
fb, f,b, f,b,...fmb, (5' auront le même nombre de varicUions.
Car en faisant varier x d'une manière continue de a à 6, on aura entre les suites (4', (5' des séries correspondantes à ces valeurs deac, qui, par le 5""' Lemme, auront toutes précisément autant de variations que la série (4'; donc la suite (5' en aura autant que la série (4' et pas d'avantage.
7"** Lemme. Soit x=a une racine de Véquation fx = 0, je dis que la suite des signes [^ + h] ^ cotrespondants aux poly-^ nomes
aura une variation de moins que la suite des signes [^^h] des polynômes
f[«-h], f.[« — h], f,[a-hl,...An[^— h],
h étant toujours supposé suffisamment petit.
Démonstration. 1"* A cause de fa^O, on a :
f(a + h) = + h[Pa+~na+e.hl
On peut concevoir h assez petit , pour que le signe du binôrae
fa± — ^ f '(azfcf A), soit celui de son I" terme fa=^fia.
Il suit de là^ que f(a — h) et f^a sont de signe contraire ; tandis que î(a'\-h) et Ua sont de même signe.
2* Gomme fx« n'est pas nul, car on a f^sO^ (2"' Lemme) , il suit du 4"' Lemme, que les fonctions {i(a+h)/U(a — h) ne s'évanouissent pas, et que pour h suffisamment petit, ils sont de même signe que da.
S"" De ce que Ua n'est pas nul , il suit du 5°''' Lemme, que les suites de signes [«—A], [ci], [«+A], correspondantes aux polynômes
f,«, fjâS, ... fm^,
f.[«+A], f,[« + A], ... f»[«+A], auront un même nombre de variations.
4° Donc, si dans les suites
f(«— ft), U{fc-h), ... U(a—h) , (m) \ fa, f,a, ...f««.
On suppose que le signe de Ua soit -]-^ alors à eause de 1% le signe de {(a-- h) sera — , celui de f(âs-}- A) sera -f-. 11 suit aussi de 2* que -f- sera le signe de {^(cù — h) et de f,(a+h). Il y aura donc une variation de {{a — h) à f,(âs — A), ei il n'y en aura aucune de f(a4- A), à f.(tf + A).
Hais, à cause de Z"", la partie des suites (m) , qui suit leurs premiers termes, a le même nombre de variations; soit v ce nombre de variations; il est clair que la !*• des suites (m) aura »-{- f variations, tandis que la 3"^ n'en aura que v, donc elle en a 1 de moins, et seulement 1 de moins que la l**.
ThéoreMe 4e Stam.
Soient a et h deux nombres réels quelconques, a<^b, soit v le nombre des variations de la suite
fb, ffb, f,b, ... fmb, et u le nombre des variations de la suite
la , lia, i^a , ••• ima, je dis que l'équation fx=:0, aura précisément autant de racines réelles comprises entre a e^ b, qu'il est marqué par la différence u — v.
Démonstration. Si l'on fait varier x d'une manière continue de a à A, il suit du T^ Lemme, que, pour chaque racine comprise entre a et A , il se perdra 1, et seulement 1 variation de signes. Donc la suite des signes [6] aura autant de variations de moins que la suite [a] , qu'il y a de racines réelles comprises entre a et 6.
Exemple. Soit fa: = x^— |a»-f 4«»— 4x-{-f = 0, on formera les polynômes
f^x = x» — x*-f-2x — 1 , f,x — — 5x» + 7x— 2, f,x = — 54xH-29, f,x = — 925.
!• Soit a:=0, on aura f0=4-l, f,0=— 1, f,0— 2,
f,0= + 29, f,=-925, on a donc la suite de signes
[0]= -|- — 1 , ou 3 variations*
2» Soit x=j, on aura :
00 a donc la suite des signes
[i] = -^ 1 , ou 5 variations^
3° Soit a? = |, on aura :
ce qui donne la suite de signes
[|] = \"\ , ou 2 variations.
4° Soit enfin a;= 1 , on aura :
ce qui donne la suite
[i]=.J — J-0 , ou 1 Variation.
Il y a donc 1 racine réelle entre ^ et f , et 1 racine réelle entre
1 et 1 , les deux autres racines sont donc imaginaires.
(e). Hélhode ée MewtoB pour rapproxlmatlon ées raelnes des équations munériqnes.
Supposons que a soit une valeur approchée de IHine des racines de l'équation fa:=0, alors {{a) différera peu de zéro, et sera un nombre positif ou négatif très-petit. Gela posé, si a est la racine inconnue dont on demande des valeurs de plus en plus approchées, on posera
8 sera une quantité positive ou négative très-petite. Mais on a , par le Théorème de Taylor :
0=f(a)=f(« + s) = f(«) + .f(«) + j^rW + R-
Gommée est très-petit, on pourra négliger le reste R, qui est très-petit à cause du facteur 6^ qu'il renferme, et poser
o = f(«) + .cr« + j^f«.
ce qui donne :
— ra + >/(f'«)«-!2f«.|"â:
On a pris le signe supérieur du radical pour la raison que c doit être très-petit.
On a donc
— Pcc + y(Va)* — 2ïai"a A = tf+- = «,.
T On posera ce qui conduira à
et par suite à la seconde approximation
On aura une S"* correction en posant
A = âî,+f, etc.
Supposons que l'approximation soit poussée assez loin pour qu'on puisse négliger le carré de la correction s, alors, en désignant par cc^ cette valeur approchée ^ et en posant
on cherchera s par Téquation du !«' degré
d OU :
IM
et par conséquent
En posant de nouveau on trouvera
ce qui donne la nouvelle valeur approchée
Exemple. L'équation x>-{-Sx — 10=fx-B0, a une racine réelle entre 1 et 2, ou, entre 1,5 et 1,2. Posons
a = l,3+«, on aura
r(l, 3) =19,2805, f'(l,3)=43,94; donc
■-r(i,5) +K(ri.3)« - 2f(i,3)r( i,3> _ oonise. e ^ii^ =» - o,om»b,
d'où
Cette valeur est déjà très-approchée, car on a
f(l,288814) = — 0,00001619445, résultat fort petit. On peut donc négliger le carré de s, dans le développement de la fonction
On trouve alors
ce qui donne
2"* Exemple. L'équation xlogx— 1^0, a une racine réelle entre { et 2. Posons
a=»^ + £=l,75+f/ on trouvera
a-«+. = l TK , -f(l,75)+»^F(ïjB")'4 2r^(<>7S)f(l,75) ' i"(l,75)
(d) Hélhode ^^approximation par les sirloo.
L'équation proposée fx=iO, étant dégagée des racines égales qu'elle pourrait contenir , on cherche une valeur approchée a de celle a des racines réelles de cette équation , dont on veut connaître la valeur par approximation.
Cela posé; on décompose la proposée en deux parties '4^x, y telles que l'on ait en méoie temps
fx=\fjx—y^0y '4ja^0, et y»>0 , pour x»a.
La valeur de a sera donnée ensuite par la série (c) du S 30, savoir :
^a * da^-4>'x' dx ^il,'J^' 1.2.3 "^ *"^* ==« + A,y4- A^»4- Ajy» + etc.
1" Exemple. Soit Çx = x* + 5x — 10 = 0. Une racine réelle de cette équation est comprise entre 1,5 et 1,2; on prendra donc
«=1,3, et Ton aura :
On peut donc poser :
fa; = ;/'X—y=(x» + 5a;— 10,21 293)+0,21293=0; ce qui donne :
i/;x = x» + Sx— 10,21293, 2/ = — 0,21292, y=xt>x. On a ensuite
^ = ;//a; = 5a:*+5, donc ;//«=. 19,2803, ox
^ = ;^"x=20x», donc -^"«=43,91, ox
Ç^=;/,"'a;=60xS donc i//''u = 101,4.
Donc, en faisant usage de Tables de Logarithmes, on trouvera facilement :
A.y = — 0,011 0ol2, A,y»=— 0,0001389, Ajy' — 0,0000025, etc.,
et par suite
2°*' Exemple. (Voir Poisson y Méc, t. ii , p. 388. ) Soit y a: = (€*+ e^*) eos x + 2 = 0-
Uoe valeur approchée de la racine réelle a de cette équation est
a=l,9 = 108°Sl'43".
Cela posé, on écrira :
yx=i//aî— y==[(c»+e-^) cosxHh2,209829]— 0,209829=0 ,
y =;/;x = {e^^e-^) cos x+ 2,209829 , ^=0,209829. On a donc
ip'a =s (e* — e-a) cos tf — (^* + «"*) sin a ,
»//'a =— 2(e*— e-«) sin « ,
i//"rt =3 — 2(e«— e-«) cos« — 2 (e* + e-«) sin «.
Log cos a = 9 . 509S909 , Log sin a = 9,9760289 ;
2""^ i»AUT. 36
COURBES PLANES
Notations et définitions. Nous supposerons que les axes sont rectangulaires, que X soit l'axe des abscisses, et Y celle des ordonnées. Nous désignerons par M(x,y) un point quelconque de la courbe, x et y étant les coordonnées du point M, savoir x l'abscisse et y Fordonnée. Nous représenterons Féquation d'une courbe plane quelconque par
y=fx ou F(x,y)=0.
Si la courbe est rapportée aux coordonnées polaires, nous représenterons par M(r,e) un point quelconque de cette courbe, r sera alors le rayon vecteur du point M, et e , Fangle que ce rayon fait avec Faxe fixe passant par le pôle. L'équation d'une courbe polaire sera indiquée par
r = f(6) ou F(r,e)«=0.
— assises relations entre les coordonnées rectangulaires et polaires du même point d'une courbe quelconque , sont : j/s»r8ind, a: = rcose.
Dérivée et différentielle de l*arg d'une courbe plane quelconque.
(a) COORDONNÉES LINÉAIRES.
Théorème. Soit s un arc quelconque d'une courbe y=fx, /e dis que l'on aura :
|/dx» + dy*.
Démonstration. On a -^ = j^ + ^•r'(x + £ A«) ,
Cela posé , Tare s de la courbe étant une fonction de x, ^elle que t/»x, on pourra écrire s = i/«x,' celte équation conduit à la suivante ^s _4>(xJ^Ax)—4f d» ,A<» ^„,,..,
0< ^.<1, {2 Soit Ac, la corde de l'arc A«> on aura Ac — K/^y'+^x» , et
As Ac Mais on a évidemment A s^- Ac; donc, on a aussi — >- — .
Soit donc &• A^ une fonction de x qui s'évanouit avec x, et tellç
Ac A s
qu'en l'ajoutant à — on obtient -^ — , on aura celte autre équa- /\x /\ X
A« Ac , , ^
Uon — = l-A'»Aa;.
Aac Aa^
Remplaçons dans cette équation les deux rapports — , — ,
AX AX
respectivement par leurs valeurs (2 et (5 , on aura :
+ *• AX
Si , dans cette équation , nous posons A ^ = » on obtient :
Vdy^^fdx^.
COORDONNÉES POLAIRES
Quand les coordonnées sont polaires , on a
x==rcos^, y==rsind.
De ces relations on tire, par la dlffërentiation
dx dr
-T- = -r- cosd — rsmd ,
de dB
dy dr .
dB dB ^
Mais quand e devient la nouvelli^ variable indépendante » l'expression (4) se change en
ds . .^____«___«^
:?L=Vi+i|j:, ou, en _ji=.V(f^)H(^!; V.
dx ~(if-)« dB ^ ^dQ^ ^^dô
Mais en remplaçant dans cette formule les dérivées -r- , -f-- ^ ^ dB ^ dB
par leurs valeurs (S , on obtient enfin
y'r^dB^dr*.
Ce sont les expressions de la dérivée , et de la différentielle de l'arc d'une courbe quelconque en coordonnées polaires.
Corollaire. Gomme on a /d5 = «-j-c, c désignant une constante arbitraire 9 il est clair, que les deux formules différen-
tielles ds^dx\/i -f ( ^)«, d5= d&yr^ + ( —y ,
donneront, pour l'expression de Tare « en coordonnées rectangulaires, et polaires, respectivement:
(6) . + c=/dxVl+(^)% *H-c=/dd\/r« + (^)«.
C'est la tâche du Calcul intégral de donner les valeurs des seconds membres de ces formules , correspondantes à l'équation donnée y=fa? de chaque courbe particulière.
Les formules (6 comprennent la théorie de la rectification des courbes planes.
Dérivée et différentielle de l'aire d'une courbe plane.
Théorème. Soit <t Vaire indéfinie d'une courbe y=fx, je dis que l'on aura :
_ = y, d,r=ydx.
Démonstration. L'aire <r est évidemment une fonction de x, telle que <r = 7a:.
Donc, quand x devient oc + A^? <r deviendra «"-{-A^; et l'on aura, par la formule de Taylor,
Mais l'accroissement ao* de l'aire cr, correspondant à l'accroissement ^x de X, est évidemment plus grand ou plus petit que le rectangle y*àx; on a donc :
Donc, si k^Ax désigne une fonction de x qui s'évanouit avec Ax, telle qu'en l'ajoutant à y on obtienne le rapport — , on aura
AX
l'équation
AX
A<r Mettons pour — sa valeur ci-dessus, l'équation précédente de-
viendra :
Faisons àx^zO^ il vient :
—-«y; dou dv^ydx.
Théorème. Soit t l'aire dTune courbe polaire r = f(ô), limitée par la courbe j l'axe fixe et un rayon vecteur quelconque r, je dis que l'on aura :
dr
— = ir«, et dr = |r*.d<9.
Démonstration. Car r étant une fonction de e, telle que
on aiira
r+Ar=;c(e + Ae),
Ar exprimant raceroissement de Taire correspondant à Taccroissement de Fangle e. On a donc, par la Formule de Taylor :
Mais si du pôle comme centre, avec le rayon r, on décrit un arc de cercle , le secteur circ^ulaire, correspondant à l'angle àS , aura pour aire
et l'on aura évidemment AT^^T*«Ae , ou
On peut donc poser
Ae < *
£l=ir«=hib.A9.
Ae
Remplaçons le l"* membre de cette égalité par sa valeur, donnée ci-dessus, nous aurons
Fesons a e «= , il viendra
ll=ir«; d'où dr^^r^dê.
ae
1" Rem. Comme on a /diT^tr-^-Cf fdrssxt + c, c étant une constante arbitraire, il est clair que les équations différentielles d(r=:iydx=s{xdx, dr^^^lr^dBy correspondront aux intégrales indéfinies
(T + c^fîxdx, T + c~f^r*dB.
Ces formules feront connaître par l'intégration les aires <r et r , des courbes planes ^ et renferment la théorie de la quadrature des courbes planes.
2"''' Rem. Comme la différentielle première de toute fonction d'une seule variable est de la forme fxdx, on donne aux procédés d'intégration de Texpression ftxdx , le nom de quadratures.
Expression de l'angle que la tangente et la normale en un point
QUELCONQUE û'uNE COURBE PLANE FONT AVEC l'aXE DES ^.
ÉQUATIONS DE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE
Notations et définitions. Nous désignerons le point de contact de la tangente par W(x!yy^. Soient T et N les points où la tangente et la normale du point M' de la courbe, rencontrent respectivement l'axe des x.
Les trois points T, M', rï Constituent un triangle rectangle en M'y dont TN est l'hypothénuse. Soit P le pied de l'ordonnée y' y cette ordonnée divise TN en deux segments , dont l'un, PT, adjacent à la tangente se nomme la sous^tangente , et dont l'autre , adjacent à la normale s'appelle la sous-normale.
Nous désignerons par To, le côté TM', par No le côté NM' du triangle rectangle TM'N, par St la sous-tangente PT^ et par Sn la sous-normale PN.
Nous marquerons par a l'angle que la tangente au point M' fait avec l'axe des x, et nous poserons
a = tga.
Nous désignerons par p l'angle qu'une sécante quelconque , passant par M'^ fait avec l'axe des x y et nous poserons
6«tgi3.
Remarque. L'angle d'une droite avec l'axe des x se compte à
partir de la partie positive ie Taxe des oc , et en allant vers la partie positive de Taxe des j/ , par en haut.
(a) Direction de la tangente et de la normale*.
Théorème, a étant T angle que la tangente au point M'(x'y') de la courbe y=:fXy fait avec l'axe des x , je dis que l'an aura
dy'
Démonstration, Soient M'(ac',î^) , M"(ac'^^+ Ax\y'+ AyO deux points de la courbe , et M'M" la sécante faisant avec Taxe des x un angle /3, on a évidemment
Mais a est une fonction de x^ telle que a = ;p(x). Quand x* devient x'+ àx\ a deviendra tf+Aa. Or^ quand x' se change en x'-l-Àx' la tangente au point M' deviendra la sécante M'AI"; on a donc
De plus A a s'évanouira avec ax\
Cela posé on a , par l'équation ci-dessus :
Développons les deux membres de cette équation par la formule de Taylor, on aura, pour son 1" membre
_ —, _+_.r(x + *.Ax), 0<e<lj
son second membre deviendra
tg(«+Aa) = tg« + A«-tg'(«+f..A«), 0<ç,<l.
On a donc l'égalité :
Faisons ax' = , donc a« =» , il vient :
dy'
Corollaire 1. On a par conséquent «: = arcrg«-^. Mais on a :
tg a dx
sin a =
cos « =
on a donc aussi :
djf
âse^arcsm — — j et âî=arccos- ^ .
Coroll. 2. Soit y l'angle que là normale au point M' fait avec Taxe des x , on aura :
tgûs.tgy =—1; d'où :
^^~ iga d£ dy''
dx' CorolL 3. On a trouvé
dx' ^ '^^ dx'^ • Donc les expressions ci-dessus de sin a et cos » deviennent
d£_ dx' dy'
Théorème. Soit (a Vangle que le rayon vecteur du point M' de la courbe polaire r=f(ô), fait avec la tangente au point
r r'de'
de'
Démonstration. Car a étant l'angle que la tangente fait avec
l'axe des X, on a ;
/t6 = ^ — 9'; donc
dy
• — iffe
iga — tge' dx' Ig^, =
dx'
Il faut changer dans cette expression la variable indépendante x' en 0' , ce qui donne dy'
tg/K =
lis on a :
de'
dx' '««
de'
dy'
de' l+d£ •'<?«'
de'
dj/' dx' sin e' dx' de' cose'
dx' , dy' sin e' de' ' de' cose'
--^=« ^prsineH-y^cosô', -r-r = t-tCosô — r sine, dô' de' 'de de *
à cause des équations
x' = r' cos e' , y' « r' sin e',
DonC; en substituant, il vient :
dr . , , j , dr' . , . , sin«e'
-— sm + r cos e rr sm e + r ;-
de de^ cos e
^^^"""dr^ ; , . , , dr' sin'e' , , . ,
—-cose — r sine + -r-, r + r sine
de de cose
r cos e -f- r
COS
dr , . dr' sin'e'
—7 cos e + -— ,
de de cos e
r'de'
dr' dr'
ds'
Corollaire. On a enoore les équations
tfift. r'
dr
dr'
1 de'
de'
^ "^ ^^de'^ de'
(6) Équations de la Tangente et de la Monnaie.
1 . La tangente. Toule droite passant par le point MXx'y') a pour équation
Donc, quand on a
dx'
a=lga= -^,
Téquation précédente devient celle de la tangente au point M\x\y) de la courbe.
Donc réquation delà tangente au point M^x^y') de la courbe î/=fac, est
Remarque 1 . Quand l'équation de la courbe est Implicite , de la forme
on aura , au point M' ,
d'où :
dy ^ dx '
dx dF
Cette valeur mise dans la relation ci-dessus changera l'équation de la tangente en celle-ci :
Rem. 2. Si l'on demande l'équation de la tangente , assujettie à passer par un point M"(x"; y") y il faudra déduire des équations
y'^fx', les valeurs des coordonnées inconnues du point de contact , puis substituer ces valeurs dans l'expression
dx' x' — x"' Alors on aura Téquation cherchée
Rem. 3. Si l'on veut chercher Téquation de la tangente parallèle à une droite donnée
y = ax+6,
il faudra déterminer les valeurs de x' et y\ coordonnées inconnues du point de contact^ par le moyen des deux équations y— y' = a(x— x'), y'=tx\ dont la première est l'équation d'une droite passant par M* paraK lèlement à la droite donnée.
% La normale. La normale étant perpendiculaire à la tangente , et passant par le point de contact M'(x'^2^'), son équation
sera : y — y =^ (x — x')
Si réquation de la courbe est de la forme F(x,î/)a=:0, l'équation de la normale sera
dF dF
(c) Sons-tangente et Sons-nomiale.
CoORDOxNNÉES RECTANGULAIRES
La sous-tangente == S^ , est la valeur de x — x\ de l'équation de la tangente correspondante à 2^ = 0. En effet ^ si dans l'équation de la tangente, nous posons j/ = 0, la valeur de a?, qu'on en déduira , sera l'abscisse du point T, et si de celte abscisse nous retranchons celle du point P, qui est x\ nous aurons la sous-tangente.
Mais on tire de l'équation de la tangente
a donc, en faisant ^=0 dans cette expression, on aura : ^_ j^ y' _ y'dx'
dx'
La sous-normale =8», est la valeur de x — x, tirée de l'équation de la normale, correspondante k y^O,
En effet, si dans l'équation de la normale, nous posons !/=0, la valeur de x, qu'on en déduira, sera l'abscisse du point N^ et si de cette abscisse nous retranchons celle du point P, qui est x', nous aurons la sous-normale.
Mais l'équation de la normale donne
Donc, pour y = 0, on a
Rem, Le triangle rectangle TM'N, donne :
— 29* — Mais on a aussi :
y* = MT'* — «*, = .ViV — s\ , ou
De ces deux équations on lire , par addition el sonstraelion WT*=s\ — 8r^. = y*« (1 + pi) = T.» ,
On connaîtra donc par ces formules les longueurs de la tangente MT = T. et de la normale RTN «N..
C00ftD0?C!CÉES POLAIRES
Si par le pôle O on mène une droite perpendiculaire au rayon vecteur r* du point de contact M*(r',tf'), cette droite rencontrera la tangente en un point T, et la normale en un point N.
OT = Sf se nomme la sous-tangente polaire , et ON e= s^ s'appelle la sous-normale polaire du point KF. Or y le triangle OTM' étant rectangle en O, et /x étant Tangle
opposé au côté OT de ce triangle^ dont l'autre côté de Fangle droit
en O est OM! — r', on aura :
OT = S.==r'.tgA.- Ç.
Le triangle ONM* est aussi rectangle en O, et l'angle de ce triangle, opposé au côté ON est QO"" — fiy on a donc, par ce tri* angle y dans lequel r' est l'autre côté de l'angle droit , la relation :
OJ.-S..r'W90_M)-r-.±;=^.
Rem. On a encore ici
r^ = M"P — s». = mV — «*« , ou
5,* — «,« = M'T«-HriN*; d'où Ton tire :
MT» = s\ - s^s, = -^ + r'î = T% ,
RrN« = 6^, - s^s, = ( — )2 + r'3 _ iv%.
Le produit s^St est négatif puisque les segments s^^s^^ ayant des positions contraires , ont des signes différents. C'est cette différence de signes qui fait que dans la l'^^des équations ci-dessus, on doit écrire {st — 5„)% et non («i+«»)*.
Pour réquation de la tangente
y— y =V— ^-{a;— «)j 2. Pour réquation de la normale « — w' = . (X— œ') (x — »') V^r-^
5"' Exemple. Pour la Spirale d'Archiméde r=»a$, on -—«a, donc
Cela posé, on trouve
6™' Exemple. Pour la Spirale hyperbolique r = — ,
dr a
on a Tô=-F^ ""^"^
tg/^ = — — = — ^.
Donc 8t=: — rô = — a.
7"* Exemple. Pour la Spirale logarithmique r = ae»»^,
dr on a -T-^=wae"*û; donc
tg a =: ■ ss — —
mae^^ m ' Cela posé y on trouve :
maé^^ m 2. c^„ — mae^— mr.
NI
(d) Agynptotes reetlUgnes.
Coordonnées regtilignes
L'asymptote est une tangente dont le point de contact M'(x',y') a pour abscisse a/«^, ou pour ordonnée y' =«^, ou, pour coordonnées à la fois x'=5, y = 5.
Soient a l'angle que l'asymptote fait avec l'axe des a; , T le point où elle rencontre cet axe, et R celui où elle rencontre l'axe des y; soit aussi ^ la distance de l'origine à la tangente , on aura d'abord
Ensuite, si dans l'équation de la tangente , qui est
on pose xssO, on a
si l'on fait î;=0, il vient
dx' On a de plus
y' rfx'
dy'
dx'
(oof-y')
daf
De ià on déduit les caractères analytiques suivants pour reconnaître si une courbe a des asymptotes rectilignes. L'équation
y— j/' = a(a:— a/) sera celle d'une asymptote si l'on a :
1"* y fini quand a:' = 5, ou x' fini quand y' = 5.
dy' 2^ a«« ^ fini, quand af^^, ou ^'=5, ou à la fois
3° OR=:î/'— aa/^-j/'— ^x' fini, quand aî'=^, ou
yr=z> ou x'=i,y'=:i.
40 OT = a:' — iL. = x'— -^t- fini, quand a^=è.ou y'»!
d7 ou a;'=l,ç'«5,
^x'-t/' IL. * ox—\f dx ^ ^ ,
5* d==— ==r-. = — =■ fini, quand «'=5, ou
Nous disons qu'une quantité reste finie, quand elle ne prend pas la forme >.
V^ Rem. Si OT reste fini , tandis que OR = i, pour x' = 5, j/' e=5, alors l'asymptote est perpendiculaire à l'axe des x.
Si 0T = 5, et que OR reste fini pour des valeurs infinies de Tune des coordonnées, x',y' ou de toutes les deux, alors Tasymptote est parallèle à l'axe des x.
On pourrait avoir pour les mêmes valeurs de x', j/' que ci-dessus ,
l"" les expressions
OT-è, OR=«0; alors l'asymptote coïncide avec l'axe des x;
2^ les expressions
OT=0, OR = i; dans ce cas Taxe des y est une asymptote;
3* les valeurs
OT = 0, OR
alors Tasymptote passera par l'origine des coordonnées. Mais pour
que sa position soit délerminée y il faut chercher ce que devient le
rapport ~^, quand Tune des coordonnées o(f,y\ ou toutes les
deux deviennent iniSnies.
2"' Rem. Pour trouver Téquation des asymptotes reclilignes d'une courbe donnée y=îx , il faut chercher ce que devient réquation
lorsqu'on rend infinie Tune des coordonnées x^y^, ou toutes les deux.
Coordonnées polaires
Soient ^la distance du pôle à la tangente au point M\r*f$') de la courbe r=^f(e); fi l'angle que cette tangente fait avec le rayon vecteur r* du point de contact; a Tangle que la même tangente fait avec l'axe fixe passant par le pôle 0; cela posé^ la courbe aura une asymptote, quand l'un des caractères suivants se présentera :
r' 1" Quand tg/e£=stg(0' — a) «s ;— reste fini, pour r'= ^.
2° Quand *< = --— - reste fini, pour r'« 5,dr
dT 3** Quand ^=:rswfi= — reste fini, pour
de' ^ ' ^d$'
Le caractère primitif des asymptotes dans les courbes polaires consiste en ce que le point de contact doit répondre à r'=> 3, sans que la tangente ne cesse d^exister.
APPLICATION DES FORMULES PRÉCÉDENTES
1" Exemple, La conchoïde a pour équation iA «=
ou -JL.^^lidÙ.
On voit f par cette équation , que
x = i, répond à y^b.
L'équation de sa tangente au point M(x%y') est y — y=^a(x — x'), dy (y-b)^
dx' mV— (y— 6)[y'— 6 + î/'^ + x'«] Pour x'=i, on a y=bj donc a =^0; donc la courbe a une asyniptote dont Téquation est
y — b = y(x — x') =3 , ou
2"' Exemple. Uéquation de la cissoïde est 1/*= ^r ; donc
Jut*' - X
à y=^, répond x = 2r.
L'équation de sa tangente est
y— î/' = a(x— x'), _ 5rx' — 2x'8 "*" 2/X2r-x)» • Donc pour y'«^, on a a «=0, par conséquent ^— 5:=a(x — x') = 0, ou
est l'équation de l'asymptote. Les coordonnées du point de contact sont y =è> X =2r.
3™' Exemple. L'équation polaire des sections coniques est
1 — «ÎC0S6
Pour la Parabole, on a m = l
pour l'Ellipse, on a wt<l
pour le Cercle, on a m»»
pour l'Hyperbole, on a m>l
pour l'Hyp. équilatère, on a w» = |/2
dr' — m sin e'
On a ici -tt ==
donc
(i — mcosô'/ '
9nsind
Quand r «^ , l'équation (1) donne 1 — m cos = ,
ou cosfl«=» — ; donc sind=:db
Donc, à r'=5, répond
Donc l*" Quand m = 1 , on a 81=5, donc la Parabole n'a pas d^asymptote.
S"" Quandnt^l^ alors S^est imaginaire, donc TElIipse a des asymptotes imaginaires , c^est-à-dire n*en a pas.
S"" Quand ntaO, on a S< imaginaire, donc le Cercle n*a pas d*asymptotes.
i'^ Quand m>l, S< a deux valeurs finies ^ donc THyperboIe a deux asymptotes réelles.
4"' Exemple. L'équation de l'hyperbole étant
celle de sa tangente au point M'(«^y ) sera
B*îb'
Mais à î/'«è, répond aussi x=\ , on a donc
La vraie valeur de celte expression, s'obtient par conséquent en prenant les dérivées des deux termes de la fraction J5-7, et en y
faisant ensuite x =è« On a donc
7 , ou a^ «* —r 5 « ou
L*hypcrbole a par conséquent deux asymptotes dont l'équalion collective est
ou 2/ = ± T^'
5°"" Exemple. L'équation polaire de la cissoïde est
2wsîn*ô
COS d ^
On a donc
'""■^7"" 1 + cosV (^
de' Pour r'=sl^ Téquation (1 donne cos6' = 0.
De cette égalité on conclut
Donc , pour r'=^^ , on a S«= db 2m.
Donc l'asymptote est perpendiculaire à Taxe des x , et distante de l'origine de la quantité 2m.
6"** Exemple. La quadratrice de Dinostrate a pour équation polaire
cosd
On a donc
dr' ,^ 2^^ . 2m
— ■ m(l )sind cose
de' ^ ;r^ ;r
Mais r' =5 donne cos^saO, d'où o'« db^ ,
on a 9 par conséquent
S^ = 2m; la courbe a des asymptotes.
Remarque. Souvent, quand l'équation de la courbe est implicite, sous la forme t(x,y) =0, il est difficile de reconnaître im-
du médiatement ce que deviennent y, —, pour ac=soo . Dansée cas
on posera ^=it, ou y=^xt^ puis on cherche la valeur de a; en
fonction de ï, on trouve alors ce que devient f , et parlant y, pour
Xa=00 .
dif x'* — flfy' Exemple. Soit j/' — 5axj/+x' — 0; on a -^^« ^^^ ., ,
dx' ax' — y
En posant y'^tx\ Téquation proposée devient
[txY — Zatx^ + x' =0 ; d'où x' = -^-^ .
Pour x'=oo , on a a + <' = , d'où f «1 ; donc j/'s= — x'. On a donc
OT-r. ^^'(~^') ^ ^^'' g _
x'' — a( — x') x'' + ax* a "^ ' '^
flxY — x) ax'* a ,
0R = h—T= >, > °^ r- = «* P^"^ ac«oo,
ax + X ax -f-3c ^ !_ *
dy' x'» + ax' «' ,
5F===1?=^='T— --^^ pourx'=:oo.
Donc rasymptote j/ — a^x, coupe Taxe des a? et des y sous le même angle de 45*.
Angle de contingence.
i. coordonnées rectangulaires.
Supposons que la tangente au point M(x,y) de la courbe y^fx fasse un angle a avec Taxe des x , une autre tangente au point M'(ac+Ax,y 4" Ay) de la même courbe fera avec l'axe des oc un angle que nous nommerons % Gomme a est une fonction de x, donnée par l'équation
il est clair que a devient «+Afl6, quand x devient x + ax. Mais
quand x devient x + â^ l'angle a devient l'angle 7; on a donc
d'où A«»7 «.
On appelle angle de contingence, ce que devient la différence y — a, quand Aa;a»dx=0,
Ad
Pour trouver cette expression , nous chercherons celle de — ,
AX
pour àx^O. Mais dans cette hypothèse de la valeur de ax, le rapport — devient -r- . Or , on a
Ax dx
dy
«=arctg. -;^,
dx
, da dx
donc
d'y dx*
Quand ax devient dx, alors àa=y — a devient da; on a donc, pour l'angle de contingence^ l'expression
■ ' • dx da _ d^x
da = -;- • ax
COORDONNÉES POLAIRES
Soient deux tangentes, la !'• au point M(r,e), la seconde au point M'(r-1-Ar, e-f-Aô) de la courbe polaire r=f(d). Si /u et y sont les angles qu'elles font respectivement avec les rayons vecteurs des points de contact, on aura évidemment
y-^iCÉ + A/u,
en désignant par L[jl l'accroissement de f*, correspondant à l'ac croissement Ad.
Si a et 7 désignent les angles que les deux tangentes font respectivement avec l'axe fixe du pMê, oa l'axe des x, on aura^ comme dans le N* précédent
Cela posé 9 Vangle de contingence des eourbes polaires eisl Texr pression analytique de la différence 9 — a, correspondante à AOaadossaO; ccttc cxprcssion sera donc celle de d^.
Gomme on a
fisssa — a ou «=/K-pô.
il vient
d« = d^rj-d6.
Mais fi ss arc tg» -r— ;
dr
lu \d6/
donc dft ■■
dr Donc d«=df6 4"^^=*' """ T5 '«de, el
Rapport entre l'accroissement des ordonnées et cblui des abscisses.
quand y=fx est Féquation de la courbe, et que a==tgâ5, a étant l'angle que la tangente au point M(X;2/) fait avec i'axe'des x. Nous avons vu (§ 34) qu'on pouvait supposer ax assez petit
pour que le signe du rapport -^ dépend de celui de a=tg«=
Donc quand a» est positif , c'est-à-dire quand les abscisses
A fl
croissent, le signe du rapport — sera celui de Ay.
Ok.X
De plus ày étant positif les ordonnées croissent , elles décroissent quand ù.y est négatif.
Mais les ordonnées croissent, pour des abscisses croissantes , quand l'angle a est aigu , ou quand iga est positif; les ordonnées décroissent au contraire pour des abscisses croissantes ^ lorsque l'angle a est obtus, ou lorsque tgâs est n^atif. Noosi concluons de là que ^ dans le voisinage du point M{x,y) d'une courbe y^tx,
V Les ordonnées croissent pour des abscisses croissantes quand
Les limites de x entre lesquelles cette relation est satisfaite, seront, en même temps, celles entre lesquelles les ordonnées croîtront en même temps que leurs abscisses ;
2** Les ordonnées décroîtront pour des abscisses croissantes quand on a
dx ^ Les limites de x entre lesquelles cette relation est satisfaite, seront, en même temps, celles entre lesquelles les ordonnées décroîtront pendant que leurs abscisses croissent.
Remarque. Aux points pour lesquels on a -p — , il arrive
un changement dans la variation des ordonnées^ si elles croissent avant ces points , elles décroîtront après les avoir dépassés , et vice-
versa. En effet, nous savons que --p- = , caractérise la plus
ax
grande ou la plus petite ordonnée.
Exemple. Soit Téquation du cercle
(.y— i3)* + (3c— rt)««rS cù ei fi étant les coordonnées du centre , on en déduit dy a — X
dx y — fi
-^ = 0, répond à x^a, et à y=^fi + r ou /3 — r. dx
dy 1** -T'^O, exige que Ion ait dx
x<« et yy fi ou x>flf et y-^fi-
Donc, quand les abscisses croissent, les ordonnées croîtront depuis x=^a — r jusqu'à ac=^«, et prendront les valcîurs de y=/3 à y=/3+r, ou depuis aî-=«, jusqu'à x=« + r, et prendront les valeurs de y^fi — r à y^=fi.
dy 2* "T^^O, exige que l'on ait
a?<« et y</3 ou x>« et y y fi.
Donc, quand les abscisses croissent, les ordonnées décroîtront depuis a:=« — r jusqu'à ac = «; et prendront les valeurs de y = fi à y==:fi — r ou depuis x=^(t jusqu'à aî=« + r; et prendront les valeurs de ys=/3-j-r à y=/3.
Concavité et convexité des courbes planes.
Nous compterons les angles des tangentes avec l'axe des x , k partir de cet axe vers en haut, et de droite à gauche. Cela posé soient y^^^fx l'équation d'une courbe, ce l'angle qu'une tangente au point M(x,y) fait avec l'axe des x/ soit 7 l'angle que la tan-
gente au point M'(ac + Ax, y + Ay) delà même courbe fait avec l'axe des x, ax étant positive^ on dit que la courbe est concave vers Taxe des x, quand on a
et convexe quand on a
Mais quand x devient x-f-Ax, ce devient « + a» ou 7. Donc^ dans le cas concave, où Ton a «^7, il faut que àa soit négatif, et dans le cas de convexité, où Ton a a^y, il faut que a« soitpositif. Donc le caractère de concavité est indiqué par Aa<0, et celui de convexité, par a^^O.
Donc, AX étant supposé positif, le caractère de la concavité sera donné par Tinégalité
AX
et celui de la convexité par la relation
AX O/X
Donc pour ces valeurs de ax, la courbe sera concave ou convexe selon que Ton aura :
-<0 ou _>0.
Les limites des valeurs de x, qui satisferont à ces inégalités, seront aussi celles entre lesquelles la courbe restera concave ou convexe.
Mais on a , p»r le $ 42 ,
da dx*
Comme le dénominateur de cette expression est toujours po-
d^ sitif , il est clair que le signe de -— - , dépendra de celui de
dx
dhf
Donc i"* y étant positif^ la courbe sera concave dans le voîsîrià^e du point M (x, y) y quand on aura
dx* ^ ^ et rétendue relative à cette concavité sera déterminée par les limites des valeurs de x qui satisferont à cette inégalité.
2* y étant positif, la courbe tourlaera sa convexité vers Taxe des X dans le voisinage du point M(ary y) ^ quand on aura
dx* ^ ' et rétendue relative à cette convexité sera déterminée par les limites des valeurs de x qui satisferont à cette inégalité.
COORDONNÉES POLAIRES
Dans les courbes polaires , les caractères de concavité et de convexité seront aussi indiqués par les relations A<6<^0 et A«>0; donc aussi par les suivantes :
t_<0 et — >0.
A6 Ae
Mais on a :
La dcL u^
AA
Donc, en supposant a^ suflBsamment petit, le signe du rapport -—
dépendra de celui de -tt"-
Mais on a trouvé (§ 42) :
Or, le dénominateur de celte expression est positif, donc le
dcù signe de ---, dépendra de celui de son numérateur. do
Donc 1** la courbe polaire r=f(o) sera concave dans le voisinage du point MCr^o) lorsque Ton aura :
^^'^ de^ de* ^"'
2** ellç tem^nera sa eonvexité vers l'axe des x, pour tous les points pris doRS le voisinage de M ^ et répondant à des valeurs positives de A 9 qui satisfont à Tinégalité
Remarque. Si j/ est négatif, Ax étant toujours positif, et les angles des tangentes avec Taxe des x, se comptant toujours dans le même sens à partir de Taxe des a; , il est clair que le cartactère de la concavité sera alors indiqué par la condition
et celui de la convexité par
Il est facile de conclure de là y que quand y est négatif le caractère de la concavité sera
<Py
et celui de la convexité sera
«to» ^
tPy Donc 1* dans le cas de concavité -—• et y seront toujours de
de signe contraire et Ton aura
^ Dans le cas de convexité -— ^ et y sont toujours de même signe y on a donc
\" Exemple. L'équation du cercle
donne
dc^ (y— 13)'
Donc -j^ sera négatif quand on aura y > fi et -7^
sera positif quand on aura y <fi.
Donc , le cercle tourne sa concavité vers l'axe des x dans tous les points, dont les ordonnées satisfont à l'inégalité y>i3; il sera convexe dans toute retendue pour laquelle on a j^ <i3.
S"* Exemp. Soit donnée la Parabole de Niel, dont l'équation est y^^=p^x;
on aura : -— = — §• — ~.
Donc, quand y est positif, ce qui suppose x positif, on aura
-r^ < , et la courbe sera concave vers l'axe des x. ds?
Mais quand y est négatif, ce qui suppose que x soit aussi néga-
d?t/ tif , alors l'expression ci-dessus de -7^ deviendra positive , et la
courbe sera encore concave , car on a , dans les deux cas
^ dx2 ^
Points d'Inflexion.
On nomme point d'inflexion d^une courbe, le point après lequel la courbe devient concave, si elle a été convexe avant ce point, et
Supposons que la courbe y^=^ix soit concave dans l'étendae
depuis x=^b jusqu'à x==^a, on aura, pour cette étendue
Si elle devient ensuite convexe depuis x=a jusqu'à x^^ic, il est clair que pour celle autre étendue de la courbe, on a
Donc, au point d'inflexion, qui répond à x=ia, le produit y* -^ y qui passe, en cet endroit, du négatif au positif, doit être ou ^; donc les valeurs déduites de l'une des équations.
répondront à des points d'inflexion.
Cependant il est à remarquer que les valeurs tirées de ces équa-
dy d^y lions ne doivent pas annuler t- 7 t^ > ^^c* i car sans cela le ax ax^
point pourrait convenir à une ordonnée maximum ou minimum et ne pas être un point d'inflexion.: '
Quand la courbe est polaire les coordonnées du point d'inflexion se déduiront des équations
1" Exemple. De l'équation
y = X + 36ac' + 2x' — x* on lire
^ =.l+72x+6x« — 4x», dx
S — 72 + 12x--i2iB»
oar
Donc --^=0, répond à 6 + x — x^saO ou à x=s5 3, x = — 2.
Ces valeurs ne rendent nulles aucune des dérivées d'ordre impair. A a;=3 répond y=a300; à ac= — 2 répond y=!42; donc les points
M(3;300), M'(— 2;142), sont des points d'inflexion.
2°*' Exemp, Soit x^y-^a^y — ûa;'=0 ou y = ; , on
aura :
dy %i^x d'y 2a5(a'— 3jc=*)
dx "^ (a'4-x')'' dô? "" ^a^ + a;»)3
Donc — ^« , donne x « — — : , a? = —z ; a ces abs-
dx* J^3 K3
cisses répond y "= T ? ^^'^^
sont des points d'inflexion.
3"°* ^ocemp. Soit a*ys=B{x — 6)»; on trouve : dy 8, ,:x. d'y 20, ^. d'y 60^
dx* a* ^^ dx*
--^ = 0, donne ocssft doue t/ = 0. Mais ces valeurs rendent dx*
du d^y d^y , , d»t/
nuls -T^ , -rT-> TT9 sans rendre nul --4- ; ^^ comme cette dac dx^ dx* dx^
dérivée est d'ordre impair, le point N(0,6) ne répond pas à un maximum ou à un minimum , mais est un point d'inflexion.
i"^^ Exemp. L'écfuation f/ = a^a; + (ac — by donne
dx ^'^ '' dx' 9{x-^b)T
Donc» en posant
-— -;=:0, ou 9{x — 6)ïœ:0, on trouve ac«6/ ** y
dx'
donc y = c?b; ce point M(6,a^A) est un point d'inflexion. En eflfel , pour x =« 6 + A on a --r-7 = — r > j donc la
courbe est convexe dans l'endroit qui répond à x = 6 + A. Pour x^b — h, on a
rfo?" 9 A»
donc la courbe est concave dans Fendroil qui répond à a; «6 — A. Donc, au point a;=6, y« a%, la concavité passe à la convexité, ce qui caractérise le point d'inflexion.
5"* Exemp. Chercher le point d'inflexion du lituus
On a ~-=3= — ^-— =«jb — ^ ; donc la condition
* ^ de ' de^
devient 4A:'a6' + 2i*a=fc 3fc*a=:0,
ou 4ô'=»l.
Donc e = ^, r^k^^^a est un point d'inflexion.
Points de Rebroussement.
Un point de rebroussement est le point de contact de deux branches d'une courbe , auquel le cours de la courbe est brusquement interrompu. Ces deux branches auront par conséquent au point de rebroussement une seule tangente.
Les deux branches pourront être situées d'un même côté de la tangente commune, où celle-ci peut passer entre les deux branches. Dans le 1" cas les deux branches seront à la fois concaves ou convexes par rapport à Taxe des x, et dans le S""* cas l'une des deux branches tournera sa concavité , l'autre sa convexité vers cet
axe. Dans ce dernier cas le rebroussemeni est dit de la !'• espèce , dans l'autre il est de la S*^"* espèce:
Soit M(a,6) un point de rëbroussement; comme le cours de la courbe y = fa:, s'arrête brusquement en M , il faut qu'en y posant «=«+ A ou x=a — h, les valeurs correspondantes de y soient imaginaires , quelque petit que soit A.
Comme dans le cas du rebroussement de l'une et de l'autre espèce ^ les deux branches n'ont qu'une seule tangente commune, pour que M{a,b) soit un tel point, il faut que la dérivée
-~ se réduise à deux valeurs égales /quand on y remplace x,y
par o et 6.
Mais un point de rebroussement de la 1'® espèce exige de plus
que les deux branches aient des courbures diverses, que l'une soit
concave et l'autre convexe. 11 faut donc qu'en remplaçant dans la
dérivée S^'-r^ > l'abscisse oc par a-}- A ou par a — h on obtienne , . , uO(j ,
deux valeurs de signe contraire quelque petit que soit A.
Nous avons donc, en résumé,, les caractères analytiques suivants pour le rebroussement de la 1" espèce : '
Le point M (a, 6) de la courbe y s= foc est un point de rebroussement de la !'• espèce :
l*" Quand y devient imaginaire pour â;=ssa-f*A ou pour x =sa-\-h quelque petit que soit A ;
dy 2° Quand -~ se réduit aune valeur réelle unique pour x=sa,
3*» Quand -7^ a deux valeurs de signe contraires pour x=5a+A
ou pour 35 = a — A quelque petit que soit A.
Supposons maintenant que le point M (a. 6) soit un point de rebroussement de la 2*** espèce , il est d'abord clair qu'alors la valeur de y, correspondante à ac=^a+A ou à a;=a — A, doit être imaginaire, quelque petit que soit A.
dy Il faut ensuite que -— prenne deux valeurs égales pour a;=a,
y^b. Mais les deux branches, qui rebroussent chemin en M, ont, quand M est de la S**** espèce, des courbures pareilles, c'est-à-dire
qu'elles sont toutes les deux concaves ou convexes. Il faut donc
que —j- conserve le même signe quand on y remplace x par
a+h ou par a — A, quelque petit que soit A.
Nous avons donc en résumé les caractères suivants : Un point M (a, 6) est un point de rebrousseiiient de la 2«^' espèce, Jorsque
1*» y devient imaginaire pour a; == a -{- A ou x=a — A,
du 2" -p prend une valeur unique pour x=a, y = 6.
3* "T^ reçoit deux valeurs de même signe pour x^sa+h, x^a — h.
Rem. Nous verrons, dans la théorie des points multiples , par quels procédés on obtient les points M (a, 6), qui peuvent être des points de rebroussement de I une ou de l'autre espèce.
l"\Ea:cmpfe. Soit l'équation j/ = 6db(x— a)»; on trouve: — = =b,(x-~a), — = d=,(.r_a) .
-—-. = donne x=ay donc y=^b.
Mais 1^ a;= a — h donne y = 6dbl/(— A)' ; donc y est
imaginaire.
du 2° Pour x=:a la dérivée ~ reçoit la valeur réelle unique
zéro.
3° Pour ac — a + A on a --^= , et ~ = —
dx^ 4 \/li ^^'
De tout cela on conclut que le point M (a, 6) de la courbe cidessus, est un point de rebroussement de la l'"* espèce.
2"*" Exemp. Soit y = a + a; -{- bx^ + ex* , d'où :
4^ = 1 +26X + I J, p^^^b+^cx\ dx ' dx^ *
X =« donne y = a , -^ = 1 . De plus , pour a? « — A dx
d'y y devient imaginaire; pour x = + A la dérivée -— reçoit les
dx
deux valeurs positives
h étant sujQSsaniment petit. Donc le point M(0,a) est un point de rebroussement de la 2'*° espèce.
Points Conjugués.
Un point conjugué est un point isolé compris dans l'équation donnée y=fx d'une courbe.
Soit M(a,6) un tel point, il est clair que a et ôsssffl, seront
des quantités réelles. Donnons à Tabscisse un accroissement réel
quelconque a a positif ou négatif, il est clair que l'ordonnée 6 + a6
correspondante à Fabscisse a 4^ a a sera imaginaire, et qu'il en
A6 sera de même quant au rapport — . Mais on a, parle Théorème
de Taylor :
A» dx * dx^ l*î2 * 11 est donc clair que si — est imaginaire , il faut que l'un
AX
des coefficients différentiels -—-^ -~ , etc., ou que plusieurs de
dx ' dx^ ' ^ ^
ces coefficients soient imaginaires à la fois.
On a donc les caractères suivants pour distinguer les points conjugués des courbes :
Le point M (ac = a, y =6) de la courbe y = tx ou F(x,y)x=0 sera un point conjugué quand :
I** a et b = ïa sont réels ;
dy d^y 2** Quand une ou plusieurs des quantités •^, j-;-, etc., sont
imaginaires pour xssajy^^b.
Nous ferons connaître , dans le § suivant y les procédés par les* quels on obtient les points M(a^6) qui peuvent être des points conjugués.
i" Exemple. L'équation ay* «= «(a; + 6)' donne
Quand on prend x== — b, on trouve î/==0; ces deux valeurs sont réelles. Mais pour ces valeurs on a
dx ^ a
valeurs imaginaires. Donc le point M(Oy-!— 6) est un point conjugué,
2"" Exemp. L'équation x'j/' = (û» -^ x^) (xr— 2a)», donne dy (x — 2a) (g» + 2aa; — 2a?^ )
dx xy[oc+y)
dy^ A dx
Pour a; =« 2a on a y = 0, ce qui réduit ^j- à §. Il faut donc
dti chercher la vraie valeur de -7— . Or , en différentiant les deux
dx
termes de la fraction ci-dessus, on obtient :
dy 6a:» -f- ^aa; + 3a» „ ,
^ 2a:i,+î/' + (a;' + 2xy) J
(2xy + 2,») ^ + (a;» + ^xy) ( ^> = - {6a:' + 4«^ + 3a' ).
dy Pour x = 2a, y = 0, on a 4a» (-—•)»« — 35a'; donc:
(tx
dx
Donc M(2a;0) est un point conjugué.
Points Multiples.
Les points multiples d'une courbe sont des points dans lesquels plusieurs branches d'une courbe se coupent ou se touchent. Le
point est double, triple, etc., selon qu'il se rapporte à deux, trois, etc. branches ; dont il est le point d'intersection ou de contact.
Un point multiple M est caractérisé par la valeur de -r- en ce
point,
1° Si ~ a plusieurs valeurs réelles et inégales, le point M
sera un point multiple proprement dit , résultant de Fintersection en M de plusieurs branches réelles de la courbe. Les valeurs diverses et inégales de — seront celles des tangentes trigonométri*-
ques des angles que les tangentes. en M. aux diverses branches de la courbe qui se coupent en ce point , font avec l'axe des a?.
2* Si -^ a deux, trois, etc., valeurs réelles et égales, le point dx
M sera un point multiple résultant du contact en ce point de deux, trois, etc. branches de la courbe,
3° Dans le cas où ~ Si deux valeurs réelles inégales , le point
M peut être un point double.
du 40 Si -p a deux valeurs réelles et égales , le point M peut être
un point de rebroussement delà 1" ou de la 2^' espèce, et alors, pour s'en assurer, il faudra recourir aux règles qiie nous avons données pour reconnaître la présence des points de rebroussement.
dy 5** Lorsque les valeurs de — - correspondantes au point M sont
(tx
imaginaires, ce point pourra être un point conjugué, et il faudra pour s'en assurer , suivre les procédés indiqués pour constater la présence de tels points.
6** Observons que le point M, étant un point de la courbe dondy née, les valeurs de — correspondantes à ce point devront satis-
QX ,
faire à l'équation donnée de la courbe.
D'après cela , soit u s=s f{x , j/) = (1 )
l'équation donnée de la courbe; on en déduira :
dx ^ dx^'^^dy^ dx
dti Mais pour le point multiplié M , le rapport •— à plusieurs va-
%aX
leurs y par conséquent , pour un tel point, Féquation précédente ne pourra être satisfaite qu'en posant
Les équations (2) fourniront pour ac et y, en général, plusieurs systèmes de valeurs correspondantes tels que ars= a, x^=«a' , etc.
y=x6, y==6', etc.
et il n'y aura que des valeurs telles que xw^a^yt^b^ prises parmi ces systèmes^ qui pourront être les coordonnées de points multiples.
D'après la remarque 6"*, il faudra d'abord exclure parmi ces systèmes de valeurs, ceux qui ne satisferaient pas à l'équation (1). Supposons que x=sa,y=:6, soit l'un des systèmes qui satisfont à cette équation. Comme on a :
dx du ^
^ rfw ^ ^ ^ du^ et que pour x^^a.y^^b on a ( — ) «0, ( •t-) = 0, on aura
dx dy
dx "^^ II faut donc chercher la vraie valeur de (3) , correspondante à X ^tty y^^bj alors plusieurs cas pourront se présenter :
V Si la vraie valeur de —est une valeur unique, le point (tx
M (xs=a, y=b) ne sera pas un point multiple.
dti ^' Si —2. donne deux ou plusieurs valeurs imaginaires le point
uX
Mix^a^y^^b) sera un point conjugué.
dy 3* Si -p donne deux valeurs réelles et inégales , le point dx
M{x^a,y=b) sera un point double d'intersection.
Si -r— donne deux valeurs réelles et égales, le point dx
M (x = o, î/ = 6) sera un point double de contact ou un point de rebroussement de la 1" ou de la 2^' espèce.
_,. dy 4^ Si — a trois, quatre, etc., valeurs réelles, le point
M(xaa,2/=s6) sera un point triple, qaadraple, etc., d'intersection ou de contact, selon que ces valeurs seront in^Ies ou égales.
5* ~ ayant une valeur réelle, si on a en outre -Tn=0, ox ax
sans que le coêiBcient différentiel du S*"' ordre soit nul en même
temps, le point M(a,6) sera un point d'inflexion.
Rem. Les points d'inflexion et multiples sont aussi désignés
par le terme de TpmiU singuliers. Nous comprenons parmi les
points multiples les points conjugués et les points de rebrous-
sèment*
l*' Exemple. Soit y — 6 = db(x— a)»/x , d'où : ~
dx
Pour x=sa
on a y—
'*' dx '-
Donc le
point
6) est un
\ point double.
2"' Exemp.
Soit
■ Zaocy + x'
on a :
du ^dy^
= ay — x'
Les deux dernières donnent en les ajoutant :
(»— ^)(y+a; + a) = 0, elles sont donc satisfaites par
!• Pour ys=BX, l'équation (1) donne a:«0 et x=|a, valeurs dont la V seule satisfait aux équations (2). On a donc un premier point M(a:fi=0,y=0), qui pourra être un point multiple.
Mais on a :
dy ay — x*
dx y^ — ax
dy dx chons la vraie valeur de (3), Or, en différentiant, le numérateur
Pour ac=* 0, 2/"=0, celte expression devient — es 2. Cher-
dx °
et le dénominateur du S** membre de (3) , la vraie valeur de
dy
~- , s'obtiendra en résolvant Téquation
dy dx
dx ^ dy par rapport a — , puis en posant, dans le résultat, x=0, 2/=aO.
OiX
Ces opérations conduisent aux deux valeurs
dx ^ dx °* D'où il suit que le point IVI(x=sO,i/«0)y est un point double.
2** Pour y= — (a + a;), l'équation w = 0, n'est pas satisfaite car elle donne o'«0. Il faut donc rejeter la valeur y=s, — (a+x).
3"* Exemp. Soit l'équation u = (y— x— x«)« — «« =» , (1)
ou y — X — x«=px^=0. (2)
On aura : ( ^) = — 2(y — x— x')(l + 2x)— Sx* = 0, dx
Ces deux équations fournissent x = 0, y™ , valeurs qui satisfont à l'équation (1). Donc le point M(« = 0,î/==0) , peut être un point multiple. Mais on a
#__^ 2(y— x-^x«)(l+2x) + Sx* dx 2(y— X— x«) • ^ '
Cette valeur réduit à § quand on pose x = 0,y=0. Mais en différentiant les deux termes du 2*^ membre de (3) , et en résolvant
l'équation résultante par rapport à -y^, on trouve
d'u x = 0; 2/ s=s donne pour ~ , deux valeurs, savoir
CuX
dx ' ' dx
Il suit de là que le point MCxs^O^y » 0), est un point double de contact ou un point de rebroussement. Mais Féquation (2) donne
jf^^x+x^dbx'y d'où — Y«:2db^l/lc. Quand on con-
ux
çoit A suffisamment petit , Ton voit que y devient imaginaire pour a;=i) — hf et que -— reçoit deux valeurs positives pour
uX
x— 0-{-A; donc le point M(x=0,j/=0) est un point de rebroussement de la 2^* espèce.
4"*' Exemp. L'équation de la lemniscate est
On en lire :
du (^)=-[«'-2(3/'+a:»)]x=0, |
Gomme a'-{-2(x*-j-2/') ne peut pas devenir nul pour des valeurs réelles de a; et de y, on déduira des équations (2) les deux systèmes de valeurs
Il faudra rejeter le système (4), puisqu'il ne satisfait pas à l'équation ttssO. Mais le système (3) satisfaisant à l'équation (1) le point M(a;=0, î/s=0), qui est l'origine des coordonnées pourra être un point multiplié. Pour s'en assurer cherchons la vraie valeur de
dy ^ [^{y^ + x^)-a^]x
dx [2(î/*4.a;«) + a']j/ ' ^ ^
qui pour a;a0^y=sO devient §. Or^ en diSerentiant les deux termes de (5), et en chassant le dénominateur^ on trouve
ley'+^x^ + a'\(^y^Sxy^ + ^y^ + 6x' — a'=^0.
CUXf (IX
du En posant dans celle-ci «=0, ye=sO, on trouve — = db 1 .
Donc le point M(x=»0,2/= 0) est un point double^ et l'on voit que les deux tangentes à la courbe , en ce point ; se coupent à angle droit.
En différentiant l'équation (1) trois fois, on trouve :
^ dx^ dx* dx
Or, pour ir==0, y=0,~ = rfc ! , cette équation donne :
donc le point M(xs«0,î/=0) est, en même temps, un point d'inflexion ; car on peut s'assurer facilement que le coefficient différentiel du 3"' ordre ne devient pas nul pour a; = 0, y =0.
Des Courbes parallèles.
Une courbe F(X,Y) = est parallèle à une courbe donnée f(x,t/)s=0, lorsqu'elle est partout également distante de celle-ci, c'est-à-dire , lorsque les portions des normales aux divers points de la courbe f=0, comprises entre les deux courbes , ont une longueur constante L
Problême. Étant donnée Féquation f(x,y)==0 d'une courbe y trouver l'équation d'une courbe F(X, Y) sasO, parallèle à la première.
Solution. L'équation de la normale au point M'(x',y') de la courbe donnée est
Cette normale rencontre la courbe cherchée en un point que je désignerai par N'(X',Y'). Soit / la distance constante entre les points M^ et N^ on aura les deux équations
Comme ces équations subsistent entre deux points correspon-
dants quelconques M(a;,y) , N(X,Y) des deux courbes, on aura :
On aura de plus les deux équations
Si l'on élimine entre ces quatre équations, les trois quantités X, y, -p- , on aura une équation entre X et Y de la forme
F(X,Y) = 0, qui sera réquation cherchée.
Exemple. Trouver la courbe F(X,Y)==0, parallèle au cercle x* + y* — r* = 0, 1 élant l'équidistance constante des points coirespondants des deux courbes.
On a ici les quatre équations
a:* + !/^ = ^> dy X
dx "" y *
On en lire : 2/=--r7'Y, x==— — -.X, •^ rdbt rdzl
et en substituant ces valeurs dans la 3°"* de ces quatre équa* tions , on aura
c'est l'équation cherchée.
Des Courbes enveloppes.
Si dans une courbe f{xjyfa) = Of la constante a varie d'une manière continue ^ on obtiendra une suite continue de courbes fi=sO, fs=0, etc., de la même espèce que la proposée, que Ton appelle enve/oppée* ; une courbe F(X,Y) — 0, tangente à toutes ces enveloppées f| = 0,f2=0, etc., se nomme courbe envehp^ pantCj ou simplement enveloppe.
Problème. Étant donnée l'équation f(x,y,a)>aO, trouver sa courbe enveloppe F (X , Y) = 0.
Règle. Soit ft=f(x,y,a) = 0; éliminez a entre f«-0, et il f — es 9 le résultat de cette élimination sera l'équation cherchée
Démonstration. Les coordonnées X et Y de la courbe cherchée F = 0, sont évidemment des fonctions de la constante a^ telles que X==fa, Y = ipa. Si donc on connaissait les fonctions f et i//, on n'aurait qu'à éliminer entre elles la constante a pour obtenir l'équation cherchée.
Mais puisque la courbe enveloppe est tangente aux enveloppées , on a évidemment
(2) f(X,Y,a)=0 ou f(ta, ;/ia,a) = 0. (3
df On a donc aussi, par cette dernière équation --i-«iO,
da
ou '^ j — — =0. (4). Les équations (2) et (4) conduiaa
sent aux valeurs X = fa, Y = ipa. Donc, en éliminant a entre
les équations (2) et (4), ou, à cause des relations (1, entre les
suivantes :
on aura l'équation cherchée F(X,Y) = ou F(x,2/) = 0.
Rem. Pour que Féquation trouvée ¥=^0, soit une courbe enveloppe y il faut qu'en déterminant a, à Taide de cette équation , on trouve pour cette constante une fonction de x ou de y»
jer Exemple. Le centre d'un cercle donné se meut sur une courbe donnée , trouver l'enveloppe du cercle mobile.
Soient ^ (is^/S) -» 0^ Féquation de la courbe donnée, a le rayon du cercle ) x^y ses coordonnées courantes, et par conséquent
(y—fiy-hix^ay^o, (1
son équation , on aura par différentiation :
En éliminant a ei fi entre (1, (2^ et Féquation faO, on obtiendra une équation entre x et y^ qui sera Féquation cherchée.
2°''' Exemp. Le centre d'un cercle décrit une courbe donnée , sa circonférence passe continuellement par un point donné, trouver Féquation de la courbe enveloppe.
Soient 0, origine des coordonnées, le point donné, a, 6 les coordonnées du centre du cercle, son équation fera
j,«+a? — 26y — 2aa:-0. (1)
Soit f(xyy) = 0y Féquation de la courbe donnée, on aura î>(o,6) = 0; d'où 6 = ;//a.
6 étant une fonction de a, la diSërentielle de Féquation (1) donnera :
db , y^ + ^ = 0. (2)
En éliminant a et 6, entre les équations (1), (2) et ^ (a,6)e=0, on obtiendra une équation entre x et y qui sera Féquation cherchée.
Rayon de Courbure.
d. coordonnées rectangulaires.
Soient pris sur la courbe quelconque y=:{xy les trois points consécutifs
M(x,î/), M'(x+Ax, 2/+AJ/), M''(^+2Aa?,yi+Ayi),
yi = y + Aî/, et élevons aux milieux des cordes MM' , WM" des perpendiculaires qui se couperont en un point . Ce point sera le centre du cercle qui passe par les 3 points M^ M', M'^ Soit J" l'arc pour le rayon 1 , qui mesure l'angle formé en par les deux perpendiculaires. Soient fi et /x' les milieux des arcs du cercle passant par M M' M'', correspondants aux cordes MM', M' M". Si nous menons à ce cercle des tangentes dont les points de contacts soient fi ei juf y l'angle formé par ces tangentes aura aussi pour mesure 9, car ces deux angles auront leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun. Mais en désignant par a l'angle que la tangente au point ff fait avec Taxe des x, et par v l'angle que la tangente au point /uf fait avec l'axe des x, l'angle compris par les deux tangentes , sera égal à a—rj; on a donc
Mais en désignant par R le rayon du cercle dont est le centre et qui passe par les trois points M, M', M'', et par A« l'arc ^, on aura la proportion
^:1::A««R> ou A^-l-'A^-R;
Ai
d ou R = ^=— = -=-^ .
Soit maintenant g ce que devient R pour A^^O, ou pour le cas dans lequel les points M', M'' viennent à coïncider avec le point M ; q sera ce qu'on nomme le raywi de courbure; et le cercle qui a ig pour rayon se nomme le cercle de courbure. Mais q est une fonction de x tel qu'en y changeant x en x-}* ax , on obtienne R ; on peut donc poser R -=: «+ ax* A, Ax^fc devenant nul avec ax. On aura donc
Al
Si nous représentons par as' l'arc de la courbe correspondant à Tare AS du cercle de courbure, on pourra poser évidemment
Ail A« A«' . •
puisque pour ^« = 0, les deux rapports — , , coinei-
A'C /\ 3c dent. On a donc
4^ ± A" . AX A^c
ç4- Ax-A= •
Mais oh a trouvé — = -r — H N • a« , Ax dx
A« da
et — = -: ^P-AX,
AX dx
N*Ax et P*AX s'évanouissant avec ax. On a, par conséquent
ç + AX»* = — -— •
Donc, en faisant Ax=0, on a :
ds'
da da
dx ds'
da
dx
et dx
Mettons pour — et -r- > leurs valeurs trouvées dans les ^ dx ax
§ 39 , 41 , on a :
c'est Texpression de la valeur du rayon de courbure. — Déterminons en second lieu les coordonnées (»ei fi d\x centre 0' du cercle de courbure.
A cet effet on a Téquation
c'est l'équation du cercle de courbure au point M(x,2/) de la courbe. Différentions cette équation deux fois , nous trouverons :
De ces deux équations on tire :
dhf dx
'dpF
On a donc enfin
, ^ ^ doi?^ ^ ^ dx*^ dv
^ = y+ £y > ''^^ -JT^'d^-
Remarque. Si pour une valeur particulière a? = a , on trouve
de;
-— *« , il est clair que pour le point de la courbe , qui ré-
dx
pond à cette valeur, q sera un maximum ou un minimum selon que — sera négative ou positive.
APPLICATION DES FORMULES PRÉCÉDENTES
!•' Exemple. Le Tableau suivant se rapporte au Calcul du rayon de courbure y et des coordonnées du centre de courbure des 3 sections coniques.
Ellipse.
Hyperbole.
P\nABOLE.
rfy
dx*
aY (o*y«+6*a;2)t
••• 43/« • (V-fP*)'
(o*— Cac»)^
(eV — 0*)*
• • • if f*^ •
(4ar+p)î
long, de la norm. ou
d'où
0*6 — ia*v* + b*x^\ . . .
• • • 2pi
--.(éa^—a*) . . . .
• • • 2\^if nrt^J •
soitplepa-
ramèt. , on
donc ç =
4No'
4 No'
soit D=ip, on a « =
... yî .
2"" Exemple. Soit xy = m* Téquation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes ; on aura :
dy m* cPy 2w«
dx X* ' dx^ x^
r^ Ca^ + V')^ 3m*-+-y 5m*4-a;« Donc ç == ^ ' ^ ^ . a =a • , 3 = ■ •
3"* Exemple. La chaînette a pour équation On trouve y par conséquent,
TV +' 1 HP
ml
4'"* Exemple. La spirale logarithmique a pour équation
Donc — s«6^^.m, — r =^w*»e"*^. On trouve par censé* dô dû
quent
dr^ »
Développante et Développée.
i. coordonnées rectangulaires.
On nomme développée le lieu des centres des rayons de courbure correspondants aux divers points de la courbe y^^ix. La courbe ym*fx se nomme la développante.
1" Problême. Étant donnée Véquation de la développante y=*fx, trouver V équation de la développée F(a,/3) = 0.
Soient a, a les coordonnées du centre de courbure du point quelconque M(x,2/] de la courbe y^^txy on aura
et en différentiant deux fois :
En éliminant x eX y entre les deux dernières et Téqualion donnée
y = fx
de la développante , on aura une relation entre a et /S, telle que
qui sera l'équation cherchée.
PROPRIÉTÉ DE LA DÉVELOPPÉE
1.) La tangente a la développée est normale a la développante.
Soient F(^,iô)-=0, l'équation de la développée, y=fx celle de la développante. La tangente au point N(a',/3') de la développée a pour équation
Soit M(x,y) le point où cette tangente rencontre la développante, on aura
Mais on a , par les équations («) :
, ■ da:* dx" dy
dx^' dx"
En différentiant ces équations , dans lesquelles dx est constant ,
on a : dH^Zdy — ^ — ^ d»y,
''^ dx ^ {dhjy dx ^
Multiplions la 1" par dy, la 2**' par dx, on a, en ajoutant les
produits :
diSdy + d«dx = 0;
dx' donc l'équation (1) devient
D'un autre côté, la normale au point M(x',y') de la développante a pour équation
Ix'
ou y'— y — (x' — x).
dp
L'on voit donc, par la formule (4), que cette équation est satisfaite pour t/ = i3',x=a'; donc la normale en M passe par N. Mais par hypothèse , la tangente en N passe par M ; donc la tangente à la développée, et la normale à la développante ont deux points communs , donc elles coïncident. L'on voit , en même temps , que (/ est le rayon de courbure correspondant à M(x', j/),
2. Soient N et N„ deux points de la développée, et menons deux tangentes à cette courbe en ces points; elles rencontreront la développante respectivement en des points que nous désignerons par M et M«; soient MN = ç, M«N« = ç„, et nommons S l'arc de la développée compris entre les points N et N» , je dis que l'on aura :
Démonstration. Soit F(x,y)=0 Féqualion de la développée, il est clair que « et S seront des fonctions de x telles que
Çea ijjX, S =fX.
Changeons x en a;,ar-j^Ax, x4-2ax, ... ar + **^^ ^^ soient ^i==^(a?+A«), 4r,= ^(a:+2Aa:) , ... ç*-i == v/'Ca-f-n— 1 ax) ,
S4 = ?(a? + Aa;), S, = 9»(x + 2Aa:),... Sn-i = îp(a; + n— 1 Aa?) ,
Sn= y(a; + nAx);
Cela posé, comme les rapports -—, -r — et ■—, s*identifient, pour Aa;=sO, on pourra écrire les égalités :
Aç aS ^
AX AX
AX AX
AÇj aS, ,
=• = H AX»Pa,
AX AX
"T = .^ + A^-Pn-1.
AX AX
On a donc, en ajoutant :
A« A* A« A a; A« A« Ax
etc. + ^+A»-Q,Q=P+P. + ... + P^x.
Mais on a d*un autre côté :
Çfi — Çn^i = A^n-l ;
en ajoutant ces équations, et en divisant la somme par Ax^ on
trouve
çn-ç _ Al ^ AfL + etc. + ^'^^
Ax A^ A» A^
On a donc aussi :
AX 1 * M
aS ax
— i=<>'(a;-f Ao:) + ,-s?"(« + AX+c, Ax)=î>'(a;+Ax)+A-R,,
^*=. y'(x+ 2ax) + f^p"(x + 2ax + £,a«) =p'(x+2ax) +
AX 1*2
AX«Rs .
etc. etc. etc.
■ ^' = /(3g+ n— 1 AX) + ~ > //(x -f n— 1 AX + gn-i AX)
= /(x + n — 1 AX)-{- AX»Rn-i»
Soit T = R + R, + R, + ,..+R^,,
on trouve, en ajoutant ,
(a) i2Zli = y'ac+/(x + Ax) + ?'(aî + 2Ax)H-.o +
AX
?'(x+ n— 1 Ax) + Ax.T.
Mais en désignant par x, et Xn les abscisses des points N et N»?
Xn X
on a AX=s , et nAx = Xn — x = h.
Si dans nAx=A, nous changeons n en •-., et ax en 0. on h . ^
aura toujours — X0=:A. Mais ax=0, peut s'écrire ax = c(x;
on a donc ndx = h , quand n a la valeur ci-dessus , et Ton pourra
écrire :
n — 1 dx = ndx — dx=^h — dx=h.
Si donc nous posons dans l'équation (a), n^-j-, donc A^^dx , elle devient :
i!^==f'x + ^'(^+dx)+^'(x + 2dx)+,..+/(x + /i) + cfa.T. Mais le terme dx^T pouvant être supprimé, on a : ç^—ç = dx\ /i>P + ?'(a:+dx) + y/(x-J-2dx) + ...+/(x+A)}
= / f'xdx.
Mais on a S=yx, donc dS^=^fxdx; donc
Or, on a évidemment /c?5 = «4- c, donc
Soit S„ = y(x + A), Sflk = ?ac, on a
aî+A d$ = Sn — So.
Mais Sn étant I*are indéfini de la développée correspondant au point N„, et S© celui qui répond au point N, on a évidemment
arcN„N«S«— So = S; on a donc
Corollaire. Soit un fil inextensible d'une longueur ^ , fixé au point Nn de la développée, et roulé sur cette courbe. Soit M l'autre extrémité du même fil , si on le déroule de manière qu'il reste toujours tangent à la développée, le point mobile M décrira évidemment la développante.
2"** Problême. Chercher l'équation différentielle de la développante, étant donnée l'équation de la développée.
Soit F(û6,/3)=0 (1) l'équation de la développée, y=fx celle de la développante dont on cherche l'équation différentielle; au point x,y de celle-ci répond le point a,& deh développée, et l'on a, entre ces points la relation
dx L'équation de la normale au point M(x, j/) de la développante est
a:-.« + (y-^)==^=0. (3) Donc, en éliminant cceK ^ entre les trois équations (l)i (2) et
et (3), on aura une équation entre «,y, ~- , telle que '4^(Xyy, — -) = 0, qui sera Féquation différentielle de la Développante cherchée.
Coordonnées polaires
Cherchons l'équation polaire de la développée. Soit N(«,/3) les coordonnées polaires du cercle de courbure du point M (r, e) de la développante donnée r = f (e) . Joignons les points N et M , celte droite sera tangente à la développée et normale à la développante. Menons une tangente à la développante au point M , et abaissons du pôle une perpendiculaire sur chacune de ces tangentes. Soit P le pied de la perpendiculaire à la tangente de la développée , Q celui de la perpendiculaire à la tangente de la développante , et nommons p et q les longueurs respectives de ces perpendiculaires, on aura
q=»rsinfi = f(r), (I
fi est, comme toujours, Tangle OMQ, que le rayon vecteur au point M fait avec la tangente en ce point.
Soit y Tangle que la tangente au point N de la développée fait avec le rayon vecteur /3 de ce point , on aura pareillement
p = fisiny»
Mais on a y = 90--[« — e — fi] , donc p est une fonction de/? et de a, que je représenterai par
Mais on a évidemment
ç désignant le rayon de coubure M N == — .
Donc, en éliminant r et 9, entre les trois équations (1^ (2, (3 on aura une relation entre p et /3, et si pour p nous mettons sa valeur '/'(^?/3), on aura une relation entre a et fi , telle
qui sera Téquation cherchée.
Rem. On a qszrsinfi, et s\n fi==
donc
de-
Cette équation donne , par la différentiatîon
dq ^ * rfo^ do' -■ ^
on a donc
rdr
et par conséquent Féquation (3 peut s'écrire de celte manière
Donc les équations entre lesquelles il faut éliminer r et g, sont les suivantes :
^ ^ ^ dq (tq^
L'équation résullanle sera de la forme
Donc, en éliminant p entre celle-ci, et pss\p(af0), on aura lequation cherchée
Applicatif
1*' Exemple. Kéquation de la cycloïde ordinaire est
oc y = R •arc sin vers» — + r 2Rx — x^ , R
R est le rayon du cercle générateur. On en déduit
dy ^ .2R— X cPy R
dx X ' dx^ xJ/2Ra? — 0?
Donc, les formules
do? da?
deviennent :
a, = 4R — X, /3 = R*arc sin vers -5 — K2rx — x' .
Donc j en éliminant x entre ces équations , on obtient :
i3 = Rare sin vers i^tf. _|/ j 2R(4R-«) — (4R— «)» j,
pour Téquation de la développée. Cette équation est celle d'une cycloïde égale à la proposée , comme on s'en assure facilement en transportant Torigine du sommet au point initial.
2'°'' Exenip. Soit y*ssspx l'équation de la parabole, il vient : dy _ l/p d^y ^ \/p dx 2j/x' dx' 4xK"x'
on a par conséquent
« = 1/7 4- Sx, = -.ifl^
En éliminant x, on trouve
3"' Exemp. L'ellipse a'y + 6'x' = a»6' donne dy bx cPy nb
1^~ a I/o»— a:'' f^** ~ (o*— a;')' On a donc
D'où : (a«)^ + (6/3)î = (o'-6«)JJ J+^|=(a.-6«/j
c'est l'équation de la développée de TEIlipse.
En changeant 6 en bV — \ , on aura celle de Phyperbole
ou (o«)f _(6^)î= (a« + 6')'.
Si l'on fait a s» 6, dans la première de ces équations on trouve
«y-j./3^=0 ou «=:0,/3=0;
donc la développée du cercle se réduit à un point qui est son centre.
Pour l'hyperbole équilatère, où 6= a, la 2** des équations cidessus conduit à
i"*"" Exemp. Soit r^a^ l'équation de la Spirale logarithmique,
r on trouve q = " . q étant la perpendiculaire abaissée du
J^l-f-log'a
pôle sur la tangente en M(r,e). Car on a (I) 9 = rsin/ee,
sin/E£s=s — — j •— =o®»loga = rloga.
\ / dr "^
Donc p-Kr'-?*=V'^___îl_^_4i^f_ ,v,.
l + lo8«a |/i+|og'a'
dr .^-r ■
-- = |/l+log'a.
On a de plus
( dr dr* ]
d'où: i^=. *
^ |/l+log'a
fi p = -- ; donc enfln /3 = a^ , « étant
|/l + log'o
Tangle que le rayon vecteur /3 fait avec Taxe fixe du pôle. L'on voit que la développée de la Spirale logarithme, est aussi une Spirale logarithmique égale à la Spirale donnée.
Contacts des divers ordres^ et osgulation.
Définitions et notations. Nous représenterons par y=^tx une courbe donnée y et par y = fx, une courbe inconnue, d'une espèce telle qu'elle exige , pour être connue , la détermination de n constantes, ou n points', par lesquelles elle est assujettie à passer. Prenons sur la 1" courbe n points M, M,, M,, Mj, ... M»-i, ayant pour abscisses respectivement
X, x + Ax, x + 2Ax, x-|- 3ax, ...x + n— 1 ax; les ordonnées correspondantes seront f(x), f(x+Ax), f(aî+2Ax), f(x+3Ax), ... f(x + iriÎAx).
Si la S**' courbe y = ?«, a avec la T* les n points M, Mi , M, , M,,-. Mn— 1 communs, les abscisses de ces points seront les mêmes que celles ci-dessus, et les ordonnées étant respectivement
?x, f{x + Ax)y y(x-h2AX), ?(x+3ax),... y(x-|-n — lAX), on aura évidemment les équations f X = î>x ,
f(x + Ax) =y(x+ AX) , 1
f(x+2Ax)=^(x + 2Ax), f
f(x+3Aa;) = y(x+3Ax), } ^^^
f(x+w— 1 Ax) = f (x-{-n — Iax). / Si les points M| , M, , .«• Mn-j s'approchent de plus en plus du
point M j ce qui arrivera^ quand ax diminuera de plus en plus, la courbe y=ifx, assujettie à passer toujours par ces points, changera bien dans ses dimensions » mais elle restera toujours de la même espèce, attendu que la nature de celte courbe dépend de n points, ou de n constantes.
1*" Supposons que les deux courbes aient deux points communs, savoir M et M|.
Pour exprimer que le point M| vient à coïncider avec le point M, il faut poser AXa=0; dans ce cas la courbe y=^fOs, déterminée par la condition unique qu'un de ses points M^ coïncide avec le point M de la courbe ymmfx, est dit avoir avec celle-ci un contact du l""' ordre.
Donc, les conditions analytiques du contact du i*' ordre sont :
f(a: + Aa:)==f{x + Ax), [ (2) Aar =» 0. )
^ Supposons que les deux courbes aient trois points communs , savoir M , M| , M, •
Pour exprimer que le point M, vient à coïncider avec le point M, il faut poser 2A^=0. Si alors ta courbe y^ssfx est dîéter* minée par la condition que seulement deux de ses points M^ et M, coïncident avec le point M de la courbe y=a{x, on dit qu'elle a un contact du 2** ordre avec celle-ci.
D'où il suit , que les conditions analytiques du contact du 2^
ordre sont :
f(x + Aa;) = y(a; + Ax),
Ax = 0, \ (3)
f(a;+2Aa;) = y(a;+2Aa?), 2ax=0.
11 suit de là, que les conditions d'un contact du o"** ordre seront :
f(x+Aa:) = f(a:+Ax),
Ax = 0, f(x+2Ax) = ^(x+2Ax), ) (*)
2ax = 0, f(x-|- 3 Ax)=^(x+ 3ax) ,
3ax=0.
Comme la courbe yss^x, exige n constantes pour être déterminée, et par conséquent n équations entre ces constantes , il est clair qu'aucun des systèmes d'équations (2), (3), (4)^ ... ne saurait déterminer ces n constantes^ quand le nombre des équations de chacun est inférieur à n. Mais Ton voit déjà que le second système déterminera plus de ces constantes que le !•% le 3"** plus que le 2^, et ainsi de suite. Donc, la courbe ymm^^x, déterminée par le V système I sera moins indéterminée que celle qui se rapporte au 1"*' système; celle déterminée par le 3°'* système sera également moins indéterminée , que quand la courbe n'est déterminée que parles systèmes précédents , et ainsi de suite. La courbe j^afâ? sera par conséquent d*autant mieux déterminée qu'elle aura un contact plus élevé avec la courbe donnée ys^tx.
3** Supposons enfin que les deux courbes aient n points communs, savoir M, M^, M,, ... M^-i, M»-!.
Pour exprimer que le point Mn^i de la courbe y^fx coïncide avec le point M de la courbe ycafx, il faut poser n--l AXaO. Si la courbe inconnue est déterminée par la condition que les n points dont sa détermination dépend^ savoir les points M,M|, M, , ... Mn^i coïncident avec le point M de l'autre courbe, on dit qu'elle a avec celle-ci un contact du n— 1 ordre. Donc les conditions analytiques de ce contact le plus élevé seront ;
f(x4. Ax) = f(a;+Aa?) ,
AX=rO,
fa?4-!2Aa?) = f(x + 2Ax),
2Aa:=0, f{x+3Ax) = y(x + 3A«), ^ ^ ^
3ax = ,
f (X + n— 1 Ax) = f (A +W — 1 AX) ,
n — lAa = 0.
Mais ce système contenant n équations entre les n constantes par lesquelles la courbe inconnue y-^fx est déterminée, on pourra résoudre ces équations par rapport à ces constantes , et les substituer. dans l'équation y*^fx, et l'on obtiendra une courbe y = fn^ix de celte espèce , parfaitement connue, que Ton nomme la courbe osculatrice de l'espèce ysifx^ au point M(x,2^) de la
courbe donnée yasfx. La courbe oseulatrice est donc une courbe de l'espèce j/b ^x, qui a, avec la courbe donnée y^tx, au point M(x,y) , le contact le plus élevé ou de l'ordre n — 1.
Si y = fiX, î/-=f,a?, y = f5aî,..- y = f»-i«;
sont les courbes de contact du 1*% 2"% ... n— 2 ordre, en tant qu'elles résultent des systèmes d'équations (2), (3) , (4) ... (n— 1), toutes ces courbes renfermeront encore des constantes indéterminées , mais, en général, chacune en renfermera une de moins que celle qui la précède à gauche; la courbe oseulatrice y^fnr-i^f sera seule complètement déterminée.
Bédaellon de» ^nations (2), (3), (4), etc., à lenr plu «Impie
expression*
1** Réduction des équations (2).
Pour le contact du 1*" ordre, on a les équations
fx = fa?,
f(x + AX)=f(x+Aa:), [
Ax=o. ;
La S'* de ces équations donne, par la formule de Taylor fx^PxàX'\- —-ff(x-^sàX) =. fa;+A*A^ +
En supprimant îx-im^x, puis en divisant par Ax, celte équa tion devient :
f^+ ^f"(«+*Ax)«/x+7^*"(* + VA«).
Mais puisqu'on a ax=0, il vient f'x-=f'x.
Les conditions (S) se réduisent par conséquent aux suivantes :
fx-,'x. ) ^^'
2* Réduction des équations (3).
Les conditions primitives du contact du 2^ ordre sont :
Aa; = 0, } (5)
f (x + 2Aa;) = y (x + 2 Ax) , 2ax=0;
qui p à cause de la réduction 1% peuvent être remplacées par les suivantes :
fx = yXy
f'x=/x, f(x4-2Ax) = ?{x-t-2Ax), 2ax=0, Développons les deux membres de la 3°''' équation ^ nous aurons :
Mais à cause de fxs=«:fx^ fx = /x> cette équation, après
l'avoir divisée par ^ J se réduit à ^ 1.2
Mais à cause de 2A«'='0 , celle-ci devient
Les conditions analytiques pour le contact du 2** ordre sont par conséquent
fx=s>x, X fxr^f'x, (3')
3* Réduction des éqcations (4).
Pour les conditions du contact du 3"* ordre, nous avons trouvé
f (X+ AX) = fX + f{x + àX),
Ax = 0, f(x-|-2Ax) = y(x-4-2Aa;), ) (*)
2Aa: =0, f(x + 3A«)=f(« + 3Ai),
3Aa: =0.
Ces équations, à cause des formules (3') , se réduisent à
{X=fx,
Mais on a, à la place de la 4'°' des équations précédentes, la suivante *
I r SA I » C^AxY ,„ (SA»)» , (ôAa:)*
^ïv (a? + S'/a ^^) •
Or, à cause de fx = yx, fx — /x, Pa: = T"x, celle équation se réduit a
P'x. ^^^ + i^^^ f.Vx+ 5e, A*) = 1.2.3 ^1.2.5.4 *^^ -^ ^
* T:2T+ 1.2.3.4 '^ ^*'+^''«A^''- Divisons par ^-. -^ puis posons 3Aac ■« , nous aurons
~ 350 - Donc les conditions du contact du 3"* ordre sont : tx = ^x , %
Donc, en généralisant , on trouve , pour les conditions du con* tact de l'ordre n— 1 , les n équations :
fx = tpX ,
rx=f'^x, ) (^')
Ce sont les équations définitives qui serviront à déterminer les n constantes de l'équation yr^^^Xy et par conséquente construire l'équation y^^^fn-ix de la courbe osculalrice de l'espèce y^=^fXé
Corollaire. Si n = 2, ou si la courbe y^=^x est une droite , la courbe osculatrice y^fiX, sera la tangente au point M(x9y) de la courbe y ■= f x .
Si n = 3, ou si la courbe y^=fx est un cercle, la courbe osculatrice, déterminée par les trois équations
fXc=s f X,
I x = f ac, sera le cercle osculateur de la courbe y^îx y au point M(a;,y). Le cercle osculateur est le même que le cercle de courbure.
Pour démontrer ces deux propositions , soit
V ^a=:ûx+6 ou yB=aa; + 6.
Déterminons a et 6 par la condition que le contact soit le plus élevé, ou du 1*' ordre. On a f'aî»= a. On a donc les équations
fx = ax -}-fr>
Soit M(ar', y") le point de la courbe y *= frfc que l'on considère on aura
y' _ ax' -f 6 , fa;' = a; d'où: 6=y'— fx.«'.
donc y «0x4*6 devient y— y'ssfx'C» — «*)»
ce qui esl Téquation de la tangente.
Soit 2*, (y— ^)* + (x— «)*-«r«, Féquation d'un cercle renfermant les constantes inconnues «, />, r, qu*il faut déterminer par la condition que le cercle soit osculateur au point M(x\y*) de la courbe donnée y => fx •
Si nous différentions deux fois on a les trois équations
dans lesquelles il faut Taire
fx,
dfx' = dx •
dx*
d«fx* ■ dx'* '
on en tire.
par réiimioation
^^ dx' '
dfx'
et ^= X — -
d'fxdx»
dx'
^=fx•+■
d«fx* dx*
dfx« i
/iTr't ^
Comme autre application de cette théorie , cherchons les équa* tions des paraboles des divers ordres, osculatrices au point M(x,y) d une courbe donnée y^=»tx.
Soit Péquation
y» = A + A^x^ 4- A,!?!* + AgXi* + ... 4- A»a?4" , qui est celle d'une parabole de Tordre n, on aura» pour n^lf^fZy etc., respectivement les équations
yi = A'^A^x^, (1)
y, = A+A,x4+AjX,«, (2)
2/s = A + Aix, + AjXi* + A5X4» , (3) etc. , qui sont celles de paraboles du l**, 2"% 3"% etc. ordre', et Ton voit, en même temps, que la parabole du l*"' ordre est une ligne droite.
Parabole Osculatrice du l*' ordre.
Comme la droite (I) passe par le point M(x,y) de la courbe , son équation sera
yl—y=:^A^{x^—x)
Comme le contact est du !•' ordre, on a --^ a —- , donc
dx^ dx
réquation de la parabole osculatrice du 1*" ordre, est
c'est réquation de la tangente au point M(x,^) de la courbe y=fx.
Parabole Osculatrice du ^ ordre.
Diffërentions deux fois Féquation
on aura -^ = A4 + 2 AjXj ,
CIX
d'y, dx*,
Pour le contact du 2* ordre oa a
dy dx
d'y dx*
d'y, dx\
Donc les équations précédentes deviennent :
* *■ rfa: dx« '' '' «te»
En substituant ces valeurs dans l'équation (3) , on obtient :
ce qui est l'équation de la parabole osculatrice du 2*^ ordre.
Cherchons encore Téquation de la parabole osculatrice du 3"" ordre.
Soit y, s=s A + AjX, + A,x,* -^ AgX,' , (3) , cette équation , on déterminera les constantes AjA^, AjjAg, en différentiant
trois fois , puis en posant y^=sy^ X|=x, ^= -i^, -iz — =
aX| ox a Xi
-j-^ , -jj— = -^r-j- ; ce qui lournira les quatre équations CbJC a X| CvX
y = A 4- A,» + A,«* -f- Ajx» , ^=A, + 2A,x+3A,«',
On en tire
j. _dy ^ ^,, d'if
^'-dj d:;7** + 5'^-*',
2"* PABT. 45
^ dx ^^ dx* «^ dx»
En substituant ces valeurs dans l'équation (3), on a :
1 d'y 1.2.3* dx»^""*"^)'' c'est l'équation cherchée*
L'on voit y par ces résultats , que l'équation de la parabole osculatrice du n« ordre sera :
Remarque. II devient maintenant facile de construire autant de ternies que l'on veut des formules de Taylor et de Maclaurin.
Constmellon de la Formule de HaelaiiriB.
Soient MP=î/, OP = x, les coordonnées du point M de la courbe y s=fx, étant l'origine des coordonnées. Si nous pre* nous , à partir du point P sur l'axe des x une distance PHs=X|— «, prise sur le prolongement de l'abscisse OP = x, l'ordonnée de la courbe correspondante à l'abscisse x + ar^ — ar = a:i, sera f(xi), soit HM' cette ordonnée » on aura par le Théorème général de Maclaurin :
Par le point M menons une parallèle à Taxe des x, et soit m le point où elle rencontre l'ordonnée HM' = f(X|)^ on aura wM'«f(x,)-f{x).
Menons maintenant au point M de la courbe les paraboles oscu* latrices du 1*', 2°*', 3™', etc. ordre, savoir :
dy , V
n^ g- (-.—)% etc.
Soient Pi ; Pi , Ps , etc. , les points où elles coupent respectivennent l'ordonnée HM', il est clair que l'on aura :
mp,=y,—y,
«^Pf — ys~y> «'c- -1 i d'y , .
donc «I p, — mpi =P« P» =■ f:^ 5^ (*' "" *)' '
»»P.-«»P,=p,p.=»:^72:3^(«.-x)», etc.
On a donc enfin :
pour la construction demandée.
Ckinslmetlon de la Formule de Taylor.
Si nous posons PH — X| — x*»A, Xi^x + A, on aura la Formule de Taylor , savoir :
donc mM' <» mpi + pip, +PtP5 -r etc. ;
c'est la construction cherchée.
PROPRIÉTÉS DES LIGNES DE CONTACT
1** La différence des ordonnées f(x + Ax) — y(x-j-Ax) de denx courbes y ==fx^ Y=f x, qui se touchent, est, dans le t?otsinage du point de contact M (x , y) , d'autant plus petite , que le cotUact est d'un ordre plus élevé.
Démonstration. On a :
A 3C {ix + àX) f{x + A^) — f^ f^ + {Px — fX) 1-
(f[«-i)x— f(— %) -_i^!ll_+ (f(«)x — ,(»)x) -^ — h etc. (n)
Si fXs=sf,t,^Xy le contact est de l'ordre n-^2, et Foo aura : fx=fac, fx^^f'x, Pa; = y"x, ete. f(«-«>x8=y(»-%; donc réquatîon (a) deviendra :
f(x-f Ax) — f »_sia;-t Aac) = fl»-»)« — f (»-»)x) • — r -. +
• 1 *-ifl • . • W 1
( f(«)a;_ y(«)x) . y:!^^ + etc. , (6)
de plus, on pourra concevoir ax assez petit pour que le 1" terme du i^ membre de cette équation soit plus grand que la sooime de tous les autres.
Si Ton pose, en second lieu, ya: = rn-ix, le contact sera de Tordre n — 1 , et Ton aura :
{x = fx, fo; = y'x , Foc =: f'^x , clc. f(«"i)x = f ^'*-^>x ;
donc Féquation (a) deviendra :
f (« + Ax) — f^i(x+ Ax) « (P»)x — f («)x) • — 1- etc. <c)
Or, dans l'hypolbèse de ax suffisamment petit, on a :
(f.«-Dx-y("-')x). ^ ^^^^^ ^^_^ > (f('')x -y<")) . ^-^+ HC. ,
on a donc y pour celle valeur de ax :
ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. Donc si fn^ix représente la courbe osculatrice , celle-ci aura avec la courbe fx , au point M , le contact le plus intime.
2° Si la courbe fX a avec la courbe fx, au point M(x,y), un contact de l'ordre pair 2?, yx coupera fx au point M, et si le contact est de l'ordre itnpair 2y + l , la courbe fX se trouvera du même côté que la courbe fx, et ne la coupera pas au point M .
Démonstration. Si le contact est de l'ordre 2y, on a :
{x = fXy /'x = /x, ... fWx = f^')x; donc
A ac^+* ( \
f (a,+ Aa:)-î>2y(x+Ax) =^-^-^-pj . | f(W)x_yWi)x j
+ etc., (1
f (a,^ Ax) - f2^(x - Ax) 1,2^!^+! • î i^^'^^-f^^'^^ j
+ etc. (2
Or 9 AX peut être pris assez petit pour que les signes des premiers Termes des seconds membres de ces deux équations soient ceux de ces membres eux-mêmes^ donc la différence des ordonnées f(x -J- àx) — y2y(x + Ax) qui suivent le point M est de signe contraire avec la différence f(x — ax) — ff^{x — ax) des ordonnées qui précèdent le point M , donc la courbe fr^x coupe la courbe f x au point M.
En second Tieu, si le contact est de Tordre 2y + ^ ^ on a :
f (a: + AX) _ f,y^,(x + ax) = ^.^^^^^.^ ' | ^'^'^^~ ^^''"^''^ j
CIC., (V
f(x_ Ax)-f,y+i(x- ax) = ^^^^^ ,^.^^^ . j f(«V+2)^_y(2V+% J.
-etc. (2'
Doue en prenant ax safl^mment petit, les deux différenées
f(x+Ax) — fry^.,(x + AX), f(x — Ax)— 1^i(x — AX)
aoront le même signe, et par conséquent la eoorbe ftj^i se trooirera, dans le voisinage du point M, da même eôté de la eoorbe fx.
CHAPITRE IL COURBES DE L'ESPACE
Déeitéb bt Différektibllb de l*arc.
Une droite de l'Espace est l'intersection de deux Surfaces; soient f(x«y,2) = 0, F(x,y,z) = les équations de deux surfaces quelconques , il est clair que le système des deux équations simultanées
représentera leur courbe d'intersection, et par conséquent une courbe quelconque de l'espace.
Mais en projetant cette courbe sur le plan des z x, l'équation de cette projection sera une équation de la forme
z = fx;
et en projetant la même courbe sur le plan des y x, cette projection aura pour équation une relation de la forme
D'où il suit que le système des deux équations
z:M^fx, y — -^x, (2)
qui sont en même temps les équations des deux cylindres projetants , représentera aussi une courbe de l'espace. Les équations (2) s'obtiennent aussi , en éliminant des équations (1) successivement y ei z.
L'arc indéfini s de la courbe peut être considéré comme une fonction de x , telle que
On a donc, par le Théorème de Taylor :
Mais on a aussi par le même Théorème :
Az dz . àX ,.. , .
AX dx i»2
Soit AC la corde de lare a«, on a
AC = |/ { AX« + Ay« + AJZ:« |, AX ( AX àX J
Mais on a A « > À c , donc -—>—;<>" Peut donc poser :
AS AC
AX àX
car les deux rapports deviennent égaux pour ax = 0. En mettant dans celte équation pour ^; ^^^ '«"^s valeurs ci-dessus, on obtient l'égalité :
Faisons &« =: 0, il vient :
dx c'est la âérnée eberchée. On en détfoît :
ExPRE5SIO.^S DES COSI?fC3 DES A5GLES QUE LÀ TA56I9TE A LA COCRBE FAIT AVEC LES TROIS AXES.
Soit a l'angle qae la tangente au point M(2f,t/) de la courbe fait avec Taxe des x; a sera une fonction de x telle que
Si par le point M nous menons une sécante, elle rencontrera la courbe en un point W{x! + Ax^ ,j/+ Aj/]. Nommons af l'angle que la sécante forme avec l'axe des x , on aura
àa étant Paecroissement de a correspondant à l'aicereissement àx de a/. On a par conséquent
cos a! = cos [a ±: àa) = eos « dr AX%'(x-[-f AO?)
T- + R»AX
Faisons Ax^O, on trouve enfin :
i dx
a.f ds
da;
Soient et y les angles que la même tangente fait avec les axes
des y et js y on aura évidemment
dtj dz
co8i3««— ^. cosy = -T-.
ds d$
En ajoutant les carrés de ces trois cosinu» , on trouve
• . • dx'+dy^ + d^ eo6*a 4- cos'^ + cos*7 — -^—^ — <-
ÉqCATIOHS de la TA5GE5TE AU POIXT W {x' ,Y 9^ ^^ LA COURBE*
Soit J la distance entre le point yL'(x\f/j:^ et le point quelconque Vi(x,y,z) de la tangente, on aura les relations X — a/=Jcos«, y — y = ^cos/3, z — 2' — jcos?» De ces trois équations on déduit par la division
COStf COSâS
PAM
Mais on a :
cos fi ds di/
cos a doc^ dx' '
ds
dz^ cos 7 ds dz'
cos a dx' dx' '
ds
donc les équations de la tangente demandée sont :
Ces équations font voir que les projections de la tangente , sont tangentes aux projections de la courbe.
Angle de contingence.
Si nous menons des tangentes à deux points M(x,y,5:) W(x +• ax, y 4-^2/? ^4"^^) d'une courbe, l'angle a« compris par ces tangentes y pourra être considéré comme une fonction de x, et alors la
valeur du rapport — , correspondante à Ax^dx^sO, sera la
Aâ?
dérivée de Tangle de contingence
« . d« Soit — = dx
don Bs ipx«dx.
Soit — = î^x , cette dérivée , Yangle de contingence sera
Analyse .
Soient «, ^3, y les angles que la tangente en M, et ^,i3',/ les angles que la tangente en M' forment respectivement avec les axes des x^y^z, soient de plus
dx ^ ^ dy dz
a ■=» cos a = -— , 6 = cos B=a --. , c =a cos y « — . ds ds ds
a' « cos a' b' ■=. cos fi* c' a» cos y'.
~ 363 — Cela posé^ on aura
cos A« =3 cos « cos a* + cos i3 cos P>' + cos y cos y'.
Mais A, 0,7 étant des fonctions de x^ it est clair que quand x devient x-j-Ax, c'est-à-dire quand la tangente en M devient la tangente en M', les angles «,i3,y deviennent a-f-àa, jS+a/S, y+Av/ on a donc
^=«+A«, i3' = /3+A^, / = 7 + Ay, et par conséquent
eos«' — B cos [a 4- A«) »* cos « + A cos« = a -J- A« "= ^' ? cos /3' = cos (/34-AiS) — cos/3 + A cos/3 = 6 + A* «= 6' > cos / = cos ( y + A^ ) =" cosy + A cos y = c + Ac = c'.
Mais on a :
d'où
(a« + 6« + c«)— (a'« 4- 6'« +c'«) =» 0, ou
aAa + 6A6 + cAc= K(Aa)«+ (A6)* + {Ac)*].
On a donc aussi :
C08A®'='a(a+Aa) + 6(6 + A6) + c(c+Ac) «-a' + 6'4-c» + aAa+6A6 + cAc
-l-H(Aa)* + (A6)' + (Ac)*].
Mais à cause de cos A « = 1 — , ^ + /V^^, . — etc., on peut écrire
d'où Ton tire
et aussi
X A» . -, -^^ , Afl V , >- a6 ^ .AC.
m» • 1 /v . . Aa a6 CA
Mais quand Aa? = 0«dx, les rapports — , — , — , se
A X A X AX
changent respectÎTement en ^— , -j— , -7- ; de plus à» deWent
dx iMX ax
dfê, Hle rapport — « devient ^; de sorte q[oe Féquation précédente se changera en celle-ci t
Mais en differentiant les équations
dx dy 'dz
rff ds <b
sans considérer aucune des lettres x, y, z, s comme yariables indépendantes^ on aura les expressions
da dx do _ dx dx
dx d? ' dx ^ 5? '
dc dx dx
on a donc dcû
..vi(^4^)V(=i;=*);
ds «b,
dg dx
= -^ y/ 1 (d*a:d» — d»»<fa)2+(dy»<fo — dPsdyf +
(dPzds — tPsdxf \.
Si nous développons les carrés, et en faisant attention que Féquation
d»* = da:î-|.d^ + dz».
donne y par la différentiation
dsd^s =5 dxcflx -{- dy<Py -{- dzcPz, on trouve :
d«c= J- J/ j (d^xy + ((Py7+ [d'zy ^ (d^sy | , (a)
[ dx(Px + dycPy + dzd^z ]* ( , _ ^j/ j (dyd^z — dzd^yy + (dzd?x — dxâ^zf +
{dxd^y — dyd?xy\.
Cette expression définitive de Tangle de contingence, est tout-àfait générale, c'est-à-dire, elle a lieu sans acception de variable indépendante. Elle se simplifiera quand on prend x pour variable indépendante, ce qui a lieu lorsque la courbe est donnée par deux équations de la forme
y = 4^(x), z^fx.
dx En effet comme la dérivée de x est alors -7— = 1 , on aura
dx
— es , d'où d^x « 0. Donc l'expression ci-dessus ,
quand x est la variable indépendante, se change en celle-ci : d«= ~\/ {(dyd^z — dzd^y+{dxdh) + {dxd^yY\.
Rayon et Cercle de courbure.
Soit s Tangle des normales aux tangentes en M et M' du § précédent , on aura
car les deux angles s, Aco ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun.
Soit le point de rencontre des deux normales, décrivons de ce
point, avec la longueur R = OM, un arc de cercle compris enlre les deux normales, et soit as^ la longueur de cet arc, on aura la proportion :
l:f::R:As', ou
A«::R: AS*; d'où a
as' AX
ACù Acù
AX
On nomme rayon de courbure au point M(x,y,z), la valeur
as' du rapport — , quand Ax=0, ou quand le point M' vient à
Acù
coïncider avec le point M.
Pour trouver celte valeur, que je nommerai ç, observons d'abord que ç est une fonction de x , telle qu'en y changeant x en X'\'Ax, ç devient ç + aç ou R. De plus, il est évident que l'on aura aç = pour aa7=0. Mais si nous nommons as l'arc MM' de la courbe, les deux arcs as et as* seront en général
. . , AS as'
inégaux , et par suite aussi les rapports — , 3 — ; on
peut donc écrire
A6} AX
Faisons maintenant Ax=dx
? «a , on aura
ds dx
ds
~ dco '
dx
ds'
y {[dyd'z— dzd^yf+idzd^x — dxd'zy+(dxd^jf—dytPxy\ '
Dans cette équation on a
on peut donc écrire :
^dx dx^ dx * da?« ^ ' ^ dâc ' 50? .dxd^^ ^Ihc da^ dx d: Celle valeur du g est générale en ce sens qu'on n'y a considéré aucune des lettres x^y^z comme variable indépendante. Dans le cas où X serait la variable indépendante^ il faudrait poser
-VT =0, et alors on aurait :
dx*
y l^dx'^ ^^dx*^ ^^ dx dx^ dx das'M
Le cercle qui a ç pour rayon est le cercle de courbure.
.,ds . d(-^)-0,
Remarque. Si $ est la variable indépendante, on a — -r—
CiiS
ou d's = Oy donc la formule (a) du paragraphe précédent se réduit à :
y^\(d'xy+(d'yy+(d'zr\ .
,, , _^ ds ds*
" *=^ rf^" = '(/ I (d'xY + Cd'yy + (d'zy \
Plan osgulateur.
Pour obtenir des formules plus générales, et plus symétriques nous supposerons que les coordonnées x,y,z soient des fonc-
lions d'une même variable indépendante v. Donc si v devient v+ ^v f x,y,z deviendront
Si l'on change de nouveau dans ces résultats t? en v + àV , alors Xg^yi^Zg deviendront respectivement
x«+a?iA = x,, yi+Ayi = y,, z^+^z^^Zt.
Mais si l'on a une équation de la forme F = F.(x,y,z)«0, on aura , en changeant v en v + av,
F4-AF = F(x.,y„z,) = 0; équation qui ^ à cause de F = ^ se réduit à AF = AF(x,y,5r) — 0.
Si l'on change de nouveau v en v-^-dv, alors F devenant F + aF, a F deviendra aF + aaF ou aF + a'F,on a donc l'équation
AF + A'F = F(r,,y,,2r,) = 0, qui à cause de a F = , devient
Gela posé, soit
F=:A(x— x')+B(y— y') + C(z — z') = 0, équation dans laquelle x', y' ^ js;' sont supposés être des fonctions de t?^ il est clair que si t? se change en v-^A^Vy et en t7-|-2Av> les valeurs de F = 0, correspondantes à ces variations , seront:
AF = AAa;' + BAy'-HCAJ8:'=0, A«F =- A aV + B aV + C aV = 0.
Si Ton prend sur une courbe donnée trois points
M(x,î/',z), M'(x^»^z'0, W(x-,y-,zn situés de manière que les coordonnées de chacun se déduisent de celles du point qui le précède, en changeant v en v-^A^v, ces trois points détermineront un plan, tel que les constantes A, B, G de son équation varieront à mesure que \v diminuera et prendront des valeurs déterminées a,b,Cy quand At? deviendra dv , c'est-à-dire zéro , ce qui aura lieu , quand les points BT et M" viendront à coïncider avec le point M(x',y',j?'). Ce plan.
dont l'équation est de la forme
se nomme le plan osculateur de la courbe donnée, au point donné M(x\y\z*).
Analyse.
Gomme le plan passe par le point M son équation sera de la forme
Mais en changeant v en r + a r , les coordonnées x\ y\ i deviennent f£\ y'\ £' , donc Téquation
A(x-a;") + B(y-y") +C(z-O = exprime que le même plan passe aussi par le point M', condition qui, par ce qui précède, se réduit à
aF — AAx'+BAy'-l-CAz'=3 0.
Si nous changeons de nouveau v en v-j-At;, ce qui revient à changer v en v + Sav dans les coordonnées x\y\z' du plan F = 0, on exprimera que ce plan passe aussi par le point M**, cette condition sera exprimée par Téquation
A(x-O + B(y-n + C(z-Ô = 0, qui, en vertu de ce qui précède, se réduit à
a'F = Aa'x'+BaV + CaV=0.
Mais comme x\ y\ z' sont des fonctions de v, nous avons, par le Théorème de Taylor :
Ax dx' , „ Ay' dy' , ^ „ àz' dz' AV dy Av dv àv dv
aV d^x' , ^ aV d^y' ^ ^ aV cPz' .
Av^ dv^ âkV^ dv^ ^* AV^ dtr
AV A^V
c(_+A«.po-o.
Mais en faisant àv = ^ A^ B, G deviennent a, b, c, et l'on aura^ pour déterminer ces inconnues ^ les équations
dv ^ do ^ dv
dv^ ^ df? dv^ '
qui deviennent y en chassant les dénominateurs^ aefx' + 6rfy'+crfz' = 0, a(Pa;'4-6dY4-c(Pz' = 0.
De ces équations on tire^ par l'élimination,
_a dyâ^z' — dz'^d^y' b _ dz\d^x' ^dx'd^z' c ~ dx'd^y' — dy'(Px' ' c ~ dx(Py—dy\dhc' ' En substituant ces valeurs dans l'équation
a(x—x') + biy—y')^c{z—z')^0, mise sous la forme
on aura l'équation du plan osculateur cherchée , savoir :
,^ dy'd^z—dzd^y' ^^ _ d^d^£ — d£££ ^""""^ ^ dx'd'y-dy'dx'' + ^^ ^ ^ dxd'y' ^ dy'd'x' +
(5r-z')=:0, ou (dyd'j2' — dz'dy ) (x— X ) + (dz'd'x — dx d»z') (y— y") +
(iz— z') (dx'd'y' — d</'d»x') a(x-x) + 6(y— yO + c(ij-^z') = 0, a==dy'd'z' — dz'd'y\ b = dz'd^x'—dxd'z\ c = dx' d'y' — dy' d'x\
Corollaire. Soient A, ^, i^ les angles que la perpendiculaire en M(x,y\ z) au plan osculateur fait avec les 3 axes des x^jf^ j;, les équations de cette perpendiculaire seront ;
, C0S/C6 , ,. , cosv ,
Les traces du plan oseulateur sur tes plans des yx et zx, seront
La droite (1) étant perpendiculaire i la droite (l')^ et la projection (2) perpendiculaire à la trace correspondante (2')^ on a Les relations
COS jC6 6 cos V c
cos A a * cos A a
On en tire :
cos donc
C 6" . c» ) •A + cos> + cos'y = 1 = cos'A < 1 H r + — | ;
cos A «a , cos /« =
cos y =
Si nous posons
on a
cosA==»-jr-' cosA4=— , cosv = -j^.
Remarque. Quand on fait v=x\ x' devient la variable indé-
dx* rfx' dx'
pendante y et l'on aura — =»— 7==1, donc
1^—0; d'où ?^ = 0, donc d'x'=0.
cte dx*
dx'
Les valeurs ci-dessus de a^b^c deviennent :
a «. dt/'dV — dzd^y\ 6 = — dxd^z, c=^dxd^y\
Angle de torsion.
Prenons sur une courbe de Fespace deux points MÇoc^y^z) et M'(a/^y';Z')i situés de manière que Ton obtienne les coordonnées du second en changeant dans celles du l"*' t? en v^av.
Soit AQ Tangle que font entre eux les plans osculateurs aux points M et M' de la courbe; cela posé, on nomme angle de tor- «ton ce que devient aq, pour av = 0.
Analyse. Désignons par A,/w,i; les angles que la perpendiculaire en M au plan osculateur de ce point fait avec les axes de ^fVf^f on aura
cosA=--.=o', cos^ = y-B=6% cosy=— = c'.
Soient A', /et', J les angles que la perpendiculaire au point M' du 2^ plan osculateur fait avec les axes des x\ y^, z\ alors en changeant V en t?-f-At?, les angles A,/t6,i; deviendront les angles A', /cfi', v\ et l'on aura par conséquent
cosA' = a' + Aa', cos/cfc's=i/ + A6', cosi/' = c'-{-Ac'.
Cela posé, comme l'angle a a est égal à l'angle des deux perpendiculaires aux plans osculateurs, il est manifeste que l'angle de torsion , sera égal à l'angle de contingence de ces deux perpendiculaire. On a donc, par le § S4, pour l'expression de langle de torsion
dtk = V {dclf 4- {dtif + (cfc'f .
Mais on a :
^ , Ua — adk ^^, kdb ^ bdk , , kdc — cdk da' = Tz , db' = , de =
ada 4' bdb + cdc
(/A — dV^a*4-6«-f c*
kdk = ada -[- bdb + cdc ,
A:« = a»4-6* + c2. donc
dû = — »/ ( fcrfa — ac/A)» + [kdb — bdk)^ + [kdc — cdkf
= * |/ [k\da^ 4- di2+dc2)— ndk (ado+6d6+ cdc)\ Ifdk* j
= ^J/ {(a^ + b^+d')(da^ + db^+d(^) — [ada+bdb+cdc)A
dû = ^|/ {{bda—adb'f+{cda—adc)^'\^ {bdc—cdb^l.
Mais on a :
a = dyd^z — dzd^y ^ da=^dyd^z — dzd^y, b'^dzd^x — dxd'z, db=dzd*x — dxd^z, Cr=sdxd'y — dyd^Xy dc = dxd^y — dyd^z.
Donc, en posant
U = (d'y d»z — d^zd^y)dx-\- {dHd^x — d^xd'z]dy +
(d*x d'y — d*y d^x) dz , on trouve :
adb — 6da = dz»U, bdc — ad6=dac«U, cda-- adc^^dy^V;
on a donc :
dû= 'j^)/{v\dx'+dy^ + dz')\
_ ( J'y d»z — d^jg d^y ) dx + (d«jg d»x — d»x d'z ) dy
~ ** (dyd'z — dzd^yy+(dzd*x — da;d*z}*
d*x d^y — d*yd^x)dz + {dx(Py — dyd^xf
Rem. Quand x est la variable indépendante, on a d*x=0, d'à; ssO; et alors l'expression précédente se réduit à :
. ( d'y d'jj — d»z df^y ) dx ^^ * {dyd^z — dz dhjj^ + (dx d^s j^ + (ctea^y/ *
Plan normal aux Courbes de l'Espace.
Si l'on conçoit une tangente à la courbe au point M(ac',y',j3'), et au même point un plan perpendiculaire à celte tangente , ce plan sera le plan normal à la courbe au point M .
Analyse. Tout plan passant par le point M(a/,y';Z') de la
courbe a pour équation
A(x-x') + B(y — yO + c(z — zO = 0. (1)
Quand ce plan est normal , ses traces sur les plans des xy et xz , seront respectivement perpendiculaires aux projections de la tangente sur les mêmes plans. Les traces dont il s'agit sont respectivement :
les projections de la tangente sont :
Les conditions de la perpendicularité donnent :
B da' On tire de ces équations
Ep substituant ces valeurs dans Féqtiation (t) ^ on trouve :
OU (x — a') dx' + ( y — y')dî^' + (is — z^dz' — . C'est l'équation cherchée du plan normal à la courbe donnée, au point M(x',t/', z').
Rem. Toute droite passant par M et située dans le plan normal, sera une normale à la courbe. De même, tout plan passant par la tangente en M , sera un plan tangent à la courbe.
Équation de là Sectrige.
Soient deux plans normaux à la courbe , le 1"^ au point ^(P^%y\^lf et le 2^ au point M'(x'',y", jz'7; le point M* est pris de telle sorte que ses coordonnées se déduisent des coordonnées du
point M, en changeant dans celles-ci, qu'on suppose, comme toujours, être des fonctions de w, t? en t?-|-At;. Les deux plans normaux se couperont en général suivant une droite p dont les constantes changeront de valeur à mesure que \^v diminue. Soient
les équations de celte droite d'intersection, si Ton désigne par
A', B% C, D' ce que deviennent les quatre constantes A , B , C , D ,
quand on pose Av=idvt=sOy les équations
seront celles d'une droite idéale , qui , à cause du fréquent usage qu'on en fait, mérite un nom particulier; je la nommerai Sectrice.
Analyse. Le plan normal en M(a;', y, z') donne Le plan normal en M\x'\ y'\ z') donne de même
Mais quand v devient v-^ nv le point M devient le point M*, on a donc
F'«=F + aF«-0,
équation qui, à cause de F a , se réduit à
Mais on a, par le Théorème de Taylor
= -r HA^'P; donc
ï- Af .P = 0.
dv *
Pour At* = 0, on a :
Donc les équaUoDs de la Sectrice sont données par Texistence simultanée des deui plans (1) et (2).
En éliminant z — z\ y — y* suecessivement entre ces équations ^ on trouve, en supprimant les dénominateurs dv,dv*,
y-fj' = -^(x-x-)-^ds''Jz\
z — s' — - (x—x') + - . d»'*dy' ; o ^ o
on a |K)sé comme toujours
a=d!/d*z' — dz'd*i/ ,
b=>dz'd'j^ — dx'd*z' ,
c = dxfd*y' — d]fd}if,
dtf*=dxf* + dy'* + dz'*.
Rem. Si l'on nomme «, w, t les angles que cette droite forme avec Taxe des x, des y et des z, on trouve, par les principes connus de la Géométrie analytique
COStt = — , COS 10 =
cosf =
D'où Ton conclut m» A, w^fi, t = v; (§56), par conséquent la Sectrice est perpendiculaire au plan osculateur en M.
COORDO.^ÎIÉES DU POINT d'iïITERSECTIO.^ DE LA SeCTRICE ET DU PLA5
Osculateur au point M(x',y',z').
Les coordonnées de ce point d'intersection sont évidemment les valeurs de x de y et de z, tirées des équations
z-z' = ^(x-af)+l^d.^Uly'^
a(x-x^) + b(y — y') + c(z-z')^0, considérées comme ayant lieu simultanément.
L'élimination conduit à :
, bdz' — cdj/ ,,
crfac' — acfe' . ,.
Cercle Osculateur.
Considérons deux points U{x\y\z') M'(x",y",js") d'une courbe, le second s'obtenant en changeant dans les coordonnées du 1" V en t7 + Au, il est clair que, d'après le g 80, le cercle osculateur de chacun de ces points sera situé dans les plans osculaleurs relatifs à ces points. De plus, le centre de chacun sera situé dans le plan passant par ce point normalement au pian osculateur correspondant. Mais en faisant At7»0, les deux points venant à coïncider , il en sera de même des deux plans osculateurs , et le centre du cercle osculateur en M se trouvera à la fois dans les deux plans normaux, c'est-à«dire sur la Sectrice. II suit de là, que le centre du cercle osculateur en M sera le point d'intersection de la Sectrice et du plan osculateur. Le rayon du cercle osculateur au point M sera par conséquent la distance entre ce point dlntersection et le point M.
Analyse. Soient r le rayon du cercle osculateur, x,y,z les coordonnées de son centre , données par le § 60 , on aura , pour calculer r, la relation
r« = (x-aD')» + (y — 2/T + (^— «')"• En substituant à la place de x — ac', y — y\ z — z' leurs valeurs du paragraphe précédent , on obtient
(bdz^— cdy'Y + (cd'j! — adjz')' + («^J/' — bdaf )
r^ = ds'**
Mais on a
bdz' - cdy' = dz'* d'x' — dz'd^d^J — dy'dx^d^'t/ -f rfj/'«rfV ; ajoutons el retranchons rfx'*cf«ac', nous aurons
bdz— cdj/ »= cfy»dV — dx^*ds*dH\ On trouvera de même :
cdx' — adz^ =:^ds'*d*y'—dy^ds'd*s' , adif—bdx' = dif^d^z^—dz'd&^d^sy ; en élevant au carré, et en ajoutant , on trouve : {bdz^—cdyfy + {cdaf^ adz^ )' + (a^y' —bdxy =
ds'*[(d^x')^ + (d'yy + (d'z')» — dV)«].
Mais on trouve aussi facilement
a-J^b* + c^ = ds''[{d^xy +(dy)« + (dV)' — (dV)»]; (1)
on a donc
ds'
1/ (d'xy + (d^yy 4- {d^zy — {dny
Mais on tire de la formule (1) ,
(d«x )« + d^yy + (d^zy - (d'sy « '''"*"^^1"^'^ =
(dy^d'j^ ~ dzd^yy 4- (d^^d'a:^— dx'd'zQ' + (dx'd^y'—dy'd^xy
ds'^ '
on a donc aussi
y j(dj/'d«z'— dz'd»î/')«+ (dz'd^x'— dx'd^zy + (dx'd'y^ dj/d'x') j ' d'où r = ç; (§53)
donc le rayon du cercle osculateur est le même que celui du rayon de courbure.
Rem. ^'^ Soient j/, e, Ç les angles que le rayon r fait avec les trois axeS; on aura :
X — X = rcosy, y —2/'= rcose, z — 2**= rcosÇ. De plus r est perpendiculaire à la Sectrice , on a donc cos M cos jy -J- cos u; cos e -}- cos ^ cos Ç = , a X — X , 6 y — t/' c z — z' k r ^ k r k r '
d'où a(x— x') + b(y—y') + c{z — jz') « 0,
ce qui est Téquation du plan osculateur.
Rem. 2'^''. A mesure que A ^ dirninue le cercle qui passe par trois points M , M\ M'' différera de moins en moins de la courbe dans le voisinage de M; donc, si av^^O, la courbure du cercle osculateur ne différera plus de celle de la courbe au point
M , donc — peut être considérée comme la mesure de cette
courbure; elle sera d'autant moindre que r sera plus grand , et vke-versâ .
Surface polaire.
On nomme Surface polaire le lieu des Sectrices correspondant aux divers points d'une courbe de l'espace.
Analyse. Soient y=yx, z=;pac les équations de la courbe, en éliminant x\y\z entre y'=fx\ ypx\ et les équations de la Seclrice, on aura une relation entre x^y^z, qui sera l'équation de la Surface cherchée,
Sphère osculatrice.
En considérant sur une courbe quatre points M(x\y\z')^ MXx",2/^z"), M"(x"',2/'",0. W\o(r,y'\z^), situés de manière que les coordonnées de chacun s'obtiennent en changeant dans celles du point qui le précède v en v-^-av, ces quatre points détermineront une sphère dont l'équation
{x-AY^(y-BY + {z-cf^K\ (1)
renfermera quatre constantes A,B,G,R. Ces constantes varient à mesure que av diminue, c'est-à-dire à mesure que les points M', M", M"' s'approchent de M. Soient A = a, B = /3, C=y, R = ^, les valeurs de ces constantes correspondantes à av = 0', c'est-à-dire celles qu'elles obtiennent quand les quatre points se réunissent en M ; la Sphère qui a pour équation
se nomme b Sphère oscolatriee de la coorbe au point M.
Le œnlre de la Sphère (1) est le point de eoncoors des trois droites qui résultent : 1* de Fintersectien des plans normaox en M et M* ; 2* de edles des plans normaux en If et M^ ; 5* enfin de llntersection des plans normaux en SP et IT". Mais eomme œs trois droites doivent eoneoorir au même point, il est clair que le centre y dont il s'agit, s^obtiendra par les deox premières de ces droites dlntersectîon.
Ahaltse. Soit
F = (x— xlrfx + (y- yyy + {z—z')dz'=0 (I
le plan normal en M.
Celui en M* sera F+ aF = F=0, et se réduit à :
aF = A { (X— z)dx + {y—y)dy' + (- -2')(fc' } = 0. (2 Le plan normal au point MT aura pour équation F + aF = F+2aF + A'F = 0, qui se réduit à
a'F = A> { {x—x)dx' + {y—yW + (z —z)d£ j =. 0. (3
Les trois équations F = 0, aF = 0, a'F=:0, considérées comme simultanées , détermineront le centre de la Sphère du rayon R. Mais pour Af =0, hypothèse pour laquelle les quatre points se réunissent en M, les équations ci-dessus se changeront en celles-ci :
F - (X— x')dx' + iy—yyy' + {z—z')dz' = ,
rfF= (x— xV'a' + (y— î^dV + (z— 5^^'— d«'*=0 ,
d»F = {x— x^x + (y— y)'dV + (s— z')d'z' — 3cb'd«y = 0; de ces équations , on tire les coordonnées du centre de la Sphère oscolatriee, en les résolvant par rapport à x, y et z. L'équation (2) fera connaître le rayon de la même sphère.
APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL AUX SURFACES
Plan tangent.
Problême. Étant donnée une surface F(x,y, z)=0 ou z=f(x,y), et un point M'(x', y*,z') de cette surface, chercher le lieu de toutes les tangentes à la surface au point M\
Solution. Les équations de la tangente au point M' d'une courbe quelconque ; tracée sur la surface , sont :
-,«. * dz . _
Pour le point M' l'équation iî = f(x,y) de la surface devient : z' = f(x',y').
Cette équation donne, par la différentiation,
d'où: j-!;=(^) + (#;)|C. (3
dx ^ dx^ ^ ^ dy ^ dx ^
Des équations (1 et (2 on tire
dy _ y— y ^ _ ^— g' dx' ~ X— x' ' dx ""i^Hv*
En éliminant --p; , — - valeurs qui fixent la position de la
tangente, le résultat , indépendant de cette position ^ sera évidemment le lieu cherché. Or Télimination donne
^— ^' .dz' dz y — y'
X — x' dx dy' X — x
ou (^)(*-*') + (^)(y--y')-{z-Je')«0; (4)
c'est réquation d'un plan ; le lieu de toutes les tangentes est un plan tangent à la surface au point M'. Donc (4) est l'équation du plan tangent.
Rem. Si l'équation de la surface avait la forme implicite F(x,y,5:) — 0, on trouverait, pour les deux dérivées partielles :
fdz_ '^ dx ^ dz' __ ^ dy' ^
^ dz' ^ ^ dz ^
par suite , l'équation du plan tangent devient :
Exemple. Pour l'ellipspïde — ;- + ^j- + — . = 1 , on trouva
Donc le plan tangent au point M'(a5',î/', /) de cette surface, a pour équation
xx' yy' zz ou ~+ Tî""^ "ï^^-
SuaPACBS DE CONTACT, ET OSCULATIIICES.
Soient les deux surfaces z=f(x,î/), zsmf{x,y), ayant le point M(x,j/,z) commun, on aura, par le Théorème de Taylor :
fix+h,y-\-k) — <p{x-^ h,y+k) = î(x,y) — f[x,y) -jr.
On dit que la surface z=ay(x,2/) a avec la surface z=^î(x^y) un contact du 1" ordre quand on a les trois équations
Le contact sera du 2** ordre, quand, outre les équations précédentes , on a les relations
Donc, pour qu'une Surface ^=fn(^,î/), soit osculatrice au point M(x,j/, jj) de la Surface ^=f{x,j/), il faut que son contact de Tordre le plus élevé, fournisse autant d'équations que la Surface f„ renferme de constantes à déterminer. Cette condition ne peut pas toujours être remplie. Pour la Sphère, par exemple, dont l'équation
renferme quatre constantes, le contact du 1" ordre ne fournit que trois équations, tandis que celui du S** ordre en fournit six, en sorte que les quatre constantes ne peuvent être déterminées ni par l'un, ni par l'autre de ces systèmes d'équations; il n'existe donc pas
de Sphère oseulatriee. Il n'en sera pas de même des Surfaces dont l'équation générale est
Zn = a + bXi +cyt+dx*+exiy^ + ... + que nous nommerons paraboloïdes.
Des Paraboloïdes osealatears.
l"" PaRABOLOÏDE OSCULATEUR du 1" ORDRE.
Le paraboloïde du 1*' ordre a pour équation
z^ = a + bx^ + cy, == y^ (x^y,) , (1)
c'est un plan. Gomme cette Surface renferme trois constantes , elle sera 'oseulatriee, lorsqu'on déterminera ces constantes en établissant un contact du 1*' ordre avec la Surface zs=af(x,y); à l'aide des trois équations :
y(x4j/4) = f(x,î/) ou Zi = jj donc x^^x^y^^y ;
Mais on a
donc (^)=*' (^) = '''
, dz , dz
En substituant ces valeurs dans l'équation (1), on trouve :
Donc le paraboloïde osculateur du 1" ordre en U(x,y,z) de la Surface z = f(x,y), est son plan tangent en ce point.
2*^ Paraboloïde osculateur du second ordre.
Le paraboloïde du 2* ordre a pour équation Zt = a + bXi + cyi + dXi^ + ex, y^ + fî/i' = ftiXiy^). (2)
Les six constantes a^bf...fy se détermineront au moyen des équations, au nombre de six , exigées pour un contact du 2"^ ordre , savoir :
On a ainsi les six équations
et par conséquent :
, , d»jz . y d'z . , . d»jz .
dz d'z . d'z
f-lf — ^
En substituant ces valeurs dans l'équation (2);0n obtient Téqua* tion du paraboloîde osculateur du 2^ ordre , savoir :
[(|'-(^)«-iè)'h +
Cette équation peut se mettre sous la forme plus élégante :
dPz (■^)(y.-9)']. (3')
Classlieation des Parabololdes oscvlateors da 1^^ ordre.
Changeons la position de l'axe des x et des j^ ^ de manière que le nouvel axe des Xj fasse avec Fancien un angle e, c'est-à-dire posons
X| = x' cos e — j'sin e ,
y I «s x' sin e + î/ cos e ,
l'équation (3) deviendra :
z, = a + [6eos0 + csine]x'+ [ccose — 6sine]y' + [dcos'e + ecose sîn e + /*sin*6]x'' -j- [ 2/'sin e cos ô + « ( cos*» — sin^e ) — 2d cos 8 sin e ] x'y' -{- [ d sin^e — e sin e cos o + fco^h ] y'^. (4)
Pour faire disparaître le terme en x"y\ il faut déterminer e par la relation
2/" sin e cos 6 + e (cos^e — sin^e ) — 2d cos 6 sin a =» , ou /"-sin 2 8 + ecos 2 e — d sin 2 d «: ; ce qui donne
Comme on a :
tff2e 1
sin2e = ^ ■ , cos2o =
on trouve facilement
sin 2 6 == ^ - j cos2o= ~
sm
g _ \/ l— cos2e
2 v/2j(rf-/)i/e^+(d-0«+e*+(d-/r}'
COS
;e = \/ ^+côs^ _
2 - |/2|eH{rf-n^-(d-r;l^eH(rf-/')'l Par là l'équation (4) deviendra :
z, = a + [6cos8 -|- csîn6]x' + [cco8e — ôeinejj/' + [dcos*e4-5«sin2ô + /*sin^o]a/* -}- [d sin^e — jc sin 20 + feos^B]y^ = a + 6'a; + c'y + ifx'^ + ey^ ; (5)
équation dans laquelle on a :
K2}(d-/^)«+e« — (d— /)KW-/?+c'*j
ec
^2 { (d~f) y {d -fr ^e^ + {d-f)* + ,i'\'
l/^lid-ff+e'-id-f) ^(d-f)^ + ^\
be
~'2{(d-/•)^/(d_/•)''+e«-(d-/)He*} "^
l"" En supposant que d* et é ne soient pas nuls , nous pourrons faire disparaître de Téquation (5) les termes du 1"" degré y en changeant l'origine des coordonnées, à Paide des équations a?' ■= 05" -|- « , y" = j/" -[- /3 , ce qui donnera :
z,B=[« + 6'« + c'i3 + dV + e'/3*] +
(6' + 2d*«) J5" + (c'+ 2c'/3)y" + dV'« + eV».
Posons a _.,^=__^, A::=« + 6'«+c'/3 + dV f e'/3» ,
réquation ci-dessus deviendra :
z, — A + d'x'^ + ey».
Soit encore ^j =» ^'s + *> ^" trouvera , enfin
z', — dV' + cy».
Cette équation , en renferme deux autres selon que i ti tf sont de même signe, ou de signe contraire, et l'on a, en conséquence ^. = dV'» + e'î^'», (I)
z', «dV'>— c'y'-. (II)
L'équation (I) est celle des paraboloîdes elliptiques. Car quand z\ est constant , on a des Sections elliptiques , et quand x" ou j^" sont constants, on obtient des Sections paraboliques.
L'équation (II) est celle des paraboloîdes hyperboliques* En effet, quand z est constant les Sections parallèles au plan des xy sont des paraboles, et quant x' ou y* sont constants, les sections parallèles aux deux autres plans , sont des paraboles.
Remarque. Les équations (ce) et (p) donnent , par addition et soustraction : d^ -j- e' — /* + d ,
d'où d'^l±l+iye^+(d-ty ,
Donc d' et e' sont les racines de l'équation
u' — (f+d)u + fd — {e- = 0.
Pour que ces racines soient de même signe on doit avoir /■rf_ie'>0,
d'où e--4/-rf<0 ou (-£lv_(ff!f){^)<o.
Pour que les mêmes racines soient de signes contraires, ou devra avoir fd — î e' -< , ou
Nous concluons de là que le paraboloïde osculateur du 2^ ordre, savoir :
sera un paraboloïde elliptique ou hyperbolique selon que Ton aura :
2^ Supposons maintenant que l'un des coefficients cT ou e% soit nul, que l'on ait, par exemple cf'«= 0. Dans ce cas l'équation du paraboloïde osculateur devient :
z, = a + 6'A?' + c'y' + e'y'\ On fera disparaître le terme en y' en posant
2/'-»" + /5, et /5=^, z,^z\ + (a + (ffi + (ffi'),
et il vient :
jz', = 6V + ey». (III)
Cette équation est celle d'un cylindre parabolique. En effet, quand z\ est constant, les Sections parallèles au plan des xy sont des paraboles ; quand a/ est constant on obtient encore des Sections paraboliques parallèles au plan des yz . Mais en prenant j^" constant on obtient des Sections rectilignes parallèles^ ce qui est le caractère des Surfaces cylindriques.
Remarque. L'équation ti» — (f+d)U'\-fd — ^6^ = 0, dont les racines sont d^ et e', fait voir que quand Tune de ces racines est nulle , on devra avoir fd — {e' = ou e'— A/'dsaO, ou
Ce caractère exprime donc la condition pour que le paraboloïde osculateur du 2^ ordre soit un cylindre parabolique.
PaRABOLOÏDËS OSGULATEURS du 3'"*' ORDRE.
L'équation du paraboloïde du 3™' ordre est Zj == a + 6xi + cy^+ dx,^ + ex^y^ + fy^^ + gx^^ 4- hXi^y^ +
*ariy4* + /yi». (3) Ce paraboloïde devient osculateur quand on détermine les 10 constantes a^b, ... k^lj à Faide des 10 équations , dzg . j- dz . . dz^ V ^ dz ^
£z. d^ d'z, dH
^dx,»' ^dx*^' ^dxt*dy/ ^dx*dy^'
^ dx^dy^* ' ^ dxdy^ '' ^dy,^^ ^ dy' '' En substituant les valeurs trouvées dans Téquation (l{), on aura
Remarque. Il est facile de voir qu'à l'aide des paraboloîdes osculateurs des i^% 2"% 3°', etc. ordre, on pourra construire autant de termes que l'on voudra de la formule générale de Maelaurin,
{ix„y,)-t[x,y) - ( ^)U.-x) + ( ^)iyi-y) +
et par suite de celle de Taylor :
f(x^h,y + k)-nx,y)^{^)h+{ ^)k +
I.r(^)A*+2(-^)A&+(^)it^] +elc
Classification des Surfaces.
Concevons par les points M(x,î/,jj), M'(x + a», y-f- Ay, z-\-Lz) delà Surface z==f(x,y) un plan perpendiculaire au plan des xyy sa trace sur ce plan fera avec l'axe des â; un angle e , donné par la relation
La valeur de t déterminera la direction du plan sécant ci-dessus. Si ce plan coupe la Surface suivant une droite, elle sera sa propre tangente 9 et sera comme telle située dans le plan tangent au point M. Soit donc a:| = x + A^; 2/i = î/+Ay> ^i = ^+A^> on aura
(|-)Aî,. (6)
pour réquation du plan tangent à laquelle la Seciionr rectiligne devra satisfaire.
Mais on a , en général :
Donc, quand la Section^ dont il s'agit, est une droite, on aura, à cause de l'équation (6) :
Maison peut prendre A^; A!/ hissez petits pour que chaque terme de cette somme, indiqué par les crochets, soit plus grand que la somme de tous les termes qui suivent ; on peut donc poser
H■x:^^^^^y + (zj) aî/'] + etc.
séparément
eic.
L'équation (7) peut s'écrire de cette manière :
DISCUSSION DE L'ÉQUATION (a).
Dans ce cas les valeurs de t seront imaginaires , et la Surface n'admettra en aucun de ses points des Sections rectilignes. Si nous faisons l^x=^dx, àV = dy y le trinôme
étant toujours positif ou négatif^ selon que { r-z) sera positif ,
ou négatif^ il suit que les Sections autour du point M, auront la même courbure, convexe ou concave. De plus, le paraboloide osculateur dn 2^ degré, au point M de cette Surface, sera , à cause de l'équation {a) le paraboloîde elliptique.
C.,. soi
alors t n'a qu'une seule valeur. Il existe donc, pour chaque point de la Surface une direction unique suivant laquelle un plan sécant coupe toujours la Surface suivant une ligne droite. C'est là le caractère des Surfaces développables. Comme (^3) exprime aussi la condition pour que le paraboloîde osculateur du ^^ degré soit un cylindre parabolique, l'on voit que cette Surface sera le paraboloîde osculateur du 2^ degré en un point quelconque des Surfaces développables.
alors les deux valeurs de t seront réelles , et il se présentera trois cas :
1** Les deux valeurs de t déterminent des Sections reetilignes; ce qui arrivera , quand pour ces valeurs on aura :
2* Une seule valeur de t détermine une Section recliligne , alors l'autre valeur déterminera une Section courbe ayant un point d'inflexion en M. Car pour les points d'inflexion ^ on a également
Ce cas se présente quand la Surface est une Surface gauche réglée.
3** Les deux valeurs de t déterminent des Sections curvilignes , mais ayant chacune en M un point d'inflexion. Ce sont les Surfaces non-réglées^ mais à double courbure^ concave-convexe ou convexe-concave.
De plus, la relation (y fait voir que cette 3""* classe de Surfaces, avec ses trois variétés , 1®, 2*, 3^, se distingue des deux autres en ce que leur paraboloïde osculateur du 2^ ordre pour chacun de leurs points, est le paraboloïde hyperbolique.
Il y a donc, en résumé, trois classes de Surfaces :
1*» Les Surfaces non-réglées, et à simple courbure; elles ont pour paraboloïde osculateur du 2*^ ordre, le paraboloïde elliptique.
2* Les Surfaces réglées développables ; elles ont pour paraboloïde osculateur du 2"^ ordre , le cylindre parabolique.
3° Les Surfaces réglées gauches, ou non-réglées et à double courbure ; elles ont pour paraboloïde osculateur du 2^ ordre , le paraboloïde hyperbolique.
Normales aux Surfaces.
Si an point Wipif, rfj^^ de contact du plan tangent on élève une perpendiculaire à ce plan , cette droite se nomme une normale à la Suriace au point H^ Il suit de là , que la projection de la normale sur Fun des trois plans des coordonnées est perpendiculaire à la trace du plan tangent sur le même plan des coordonnées. Cherchons les équations de la normale.
Les équations d'une droite quelconque passant par le point H', sont de la forme
y—i/^mix — x'), z — z'=«n(x — ar'). (1
Ce seront donc celles de la normale^ si les projections que ces équations représentent sont respectivement perpendiculaires aux traces sur les plans xy, xz, du plan tangent. Mais en faisant dans réquation de ce plan successivement z=0, y=0, on obtiendra ces traces^ savoir :
dz'
'•^' '•iif'
Les conditions de la perpendicularité sont :
dz' (— )
on a donc
'ir>
Les équations de la normale sont par conséquent
Remarque. Cherchons la condition pour que deux normales à la même Surface se rencontrent.
Soient M'(a/,j/',z')» M"(«'+ A»', y'H- Aî/',«' + A^') , les deux points. Faisons pour abréger
. dxf . ,dz\
^1^^ = ^' ^^')==*' les équations de la normale au point M' seront
Par conséquent celles du point M" seront
F+AF = 0, F,4.AFi = 0, équations qui se réduisent à
AF=A {(z— ^Op + («— «0} = 0- (*
Les quatre équations (1^(2,(3,(4, donneront les coordonnées Xy y, z du point de rencontre des deux normales, plus une équation de condition qui doit être satisfaite pour que les deux normales se renaontrent. Cette condition se trouve facilement pour le cas où les deux nomales , viennent à coïncider, ce qui suppose A3c'=0. En effet, dans ce cas les deux équations (3 et (4 se changent en celles-ci :
d[(z-z')/) + (x-x')] = 0, ou — pdy'+(» — 3/')dp + gdx'— (x— ac')rfî==!0, (3' — iîdz' + (2— z^dp — cfx = 0. (4'
Les équations (4', (2 et (1 donnent :
dx' -j- pdz'
dp
pdx -f-p'ûTx
dp
, qdx' + pqdz
dp
Les valeurs de x^y^z déduites de ces équations sont ce que deviennent les coordonnées du point d'intersection des deux normales lorsqu'on fait A«' = rf^'~ , c'est-à-dire lorsque ces lignes viennent à coïncider. En substituant fes valeurs précédentes dans l'équation (3', la relation résultante
dp {pdy' H- pgdz') — [ pdx' + p«dz' ] rfgr = , (S)
exprimera ce que devient l'équation de condition de la rencontre des deux normales dans l'hypothèse y^x'«=dac' = 0.
Développons l'équation (S).
A cet effet, posons
on aura :
dp = (-^)dx' + (^,)d!f' = rdx' + sdy',
dq'='(^)d^'-^(^)dy' = sd^ + tdy\
En substituant ces valeurs dans l'équation (S) , on trouve , en ordonnant :
(~^)'[»(l + î*)-pgn + (^)[Ki+î')-^(i+p*)]
-[«(l+P')~Pîr]-.0. {a)
Plans normaux aux Surfaces.
Si ou point de contact d'une tangente en M'(x', y', z") d'une Surface, on mène un plan perpendiculaire à cette ligne, il renfermera la normale en ce point, et se nomme un plan normal à la Surface au point M'. Cherchons son équation; elle sera de la forme (!) A(a:— x')+B(y— y') + C(z— z') — 0.
Ses traces avec les plans des xy,xz seront
Mais la tangente, à laquelle ce plan est perpendiculaire, a pour équations :
La condition de perpendicularité donne :
A. dy' , A rfz' . „ , B ^=*' Crf?"-*' «*«"
En substituant ces valeurs dans l'équation (1), il vient :
(x— a;')rfa;' + {y-2/')dy + {z-z')dz'= 0; (2)
dy' dz"
ou x—x' + (y— y ) ~ + {z—z) -^ = 0.
C'est l'équation cherchée.
On peut lui donner une forme propre à mettre un évidence l'in-i détermination de cette équation. Car, soient âs, ^, y les angles que la tangente quelconque en M' fait avec les trois axes, on
aura
dx* ^ dy' dz^
cos«==— , cos/5=--, cosy»^;
donc l'équation ci-dessus devient :
(x — x') cos a -J- (y — y) cos /? + {z — z') cos y = 0. (3)
Les coefficients de cette équation n'étant donnés que par la relation unique
cos^^ -j- cos*/ô -}- cos^y ==» 1 ,
il suit qu'elle est. indéterminée. Au reste^ on conclut la même chose de la relation (2), dans laquelle les trois coefficients dx\ dy\ dz' ne sont donnés que par la relation unique
tirée de l'équation de la Surface.
En mettant dans (2) pour dz* sa valeur (5) , on trouve
rf«* [ («- «•) -H ( ~ ) (z— z') ] + dy' [ (y - î^') -1-
d'où: x-x'+cgxz-Z^-O, y_y'+(^')(2_z) = 0.
De ces équations on déduit
(^) (6) z-z' = --L^{x-x'), y-y^^J^ix^x').
Donc le plan normal renferme la normale au point M', et par conséquent tous les plans normaux se coupent suivant une même droite (6) normale à la surface.
Remarque. On nomme Section normale^ toute Section faite dans la Surface par un plan normal , et Section oblique toute Section faite dans la Surface par un plan quelconque non normal.
Courbure des Sections normales et obliques.
CENTRE ET COURBURE DES SECTIONS NORMALES
Le plan osculateur au point M' de la Section normale en ce point a pour Sectrice la droite donnée par les deux équations
(1 (x—x')dx' + {y—y')dy' + {z—z')dz' = ,
(2 (a?— a?')dV+(y— y')^V + (z— z')dV — d«'*«0.
Le point de rencontre de cette droite avec le plan osculateur correspondant est le centre du rayon de courbure de la Section normale en M'. Mais ce centre est aussi à l'intersection de la Sectrice et de la normale au point M', dont les équations sont :
(3 y-.y'=.X(x-x), z-z' = -i(a:-x'). (4 Donc le centre 4u rayon de courbure de la Section normale en
M', se trouvera par ces équations , et ses coordonnées auront pour valeur celles de x,y,z tirées des équations
^ df* •
Le rayon de courbure « de la même Section au point M', sera « = |/ { (x-x')« +(y-î/')* + (^-»T ! ,
Substituons dans H, pour d^z' sa valeur, tirée de Féquation de la Surface. A cet effet on a :
donc
dz* = pd^x' -h q^dy + rdx'* + Isdx'dy" + tdy^ , donc
Soient a^fiyi les angles que la tangente à la Section normale au point M fait avec les axes des coordonnées , on aura
dx' ^ dy' dz'
cos««=-7T, cos/3«3-— ., cosy=*-:7r.
d$ ds' d$*
Donc (6 H = r cos*^ + 2* cos a cos /3 -{- f cos«/3 ,
et ç= L_L — L-i — ___ .
r cos'^« + 2s cos a cos /3 4- ^ cos'iS
CENTRE ET COURBURE DES SECTIONS OBLIQUES
. Si par la tangente ci-dessus on conçoit un plan sécant incliné de i Mgleaàla Section normale passant par la même tangente ; on
aura une Section oblique, qui jouira de la propriété que sa Seetrice passe par le centre du cercle de courbure de la Section normale correspondante, quelque soit a.
En effet, la Seetrice de la Section oblique et la normale en M^ se rencontrent , puisque ces droites sont éyidemmeot situées dans le même plan , normal à la Section oblique* Les équations de la Seetrice de la Section oblique sont de la même forme que les équations (1 et (2; donc le point de rencontre de cette droite avec la normale, est donnée par les relations (a. Ce point de rencontre ne change pas de place quand a varie ; en effet, la formule (6 fait voir que H reste constant aussi longtemps que les angles «> /?, y ne varient pas> c'est-à-dire aussi longtemps que la tangente commune aux deux Sections ne change pas de position. On obtient par conséquent la Seetrice de la Section oblique, en abaissant du centre de courbure de la Section normale une perpendiculaire sur le plan de la Section oblique ; le pied de cette perpendiculaire sera le centre , sa distance au point M*, le rayon de courbure Çt de la Section oblique. Donc ,
Le rayon de courbure de la Section oblique est la projection sur son plan du rayon de courbure de la Section normale correspondante, ayant avec laV Section une tangente commune, c'est-à-dire,
Ton a :
ç^ = çCOSO);
c'est le Théorème de Meusnier.
Sections normales principales.
Il existe en chaque point d'une Surface quelconque deux Sections normales dont l'une a la plus grande, et l'autre la plus petite
courbure — .
Ces deux Sections normales se nomment les Sections principales de la Surface au point que l'on considère.
Analyse. Le maximum ou le mmimum de ç = ^ ^ ,
dépend du minimum on du maximum de
H = r cos'ûc + 25 cos « cos /3 + teos^fi;
ce qui fournit la condition c/H — (r cos ds -}- s cos fi)dcosa ^
(^s cos a + 1 cos fi)dcos 13 '^ 0. (\) Cherchons la condition pour que les angles a, (3,7^ soient ceux d'une tangente au point M' de la Surface. Pour cela , on a
pour l'équation du plan tangent en M', qui contiendra la tangente en M'« Mais on a :
z — z'^^hcosy^ y — i/ssakcosP, x — x'aicosA, donc (2) devient
cosy s=spco3a+ q cos/3, ou
1^ 1 — cos*« — cos»/3 =3 p cos â( + g cos i3^ ou
( 1 + p«) cos«« + 2pg cos « cos i3 -f. ( 1 + ç« ) co««i8 =. 1 , (3
c'est la condition cherchée.
(3 donne
[(14-P*)cos« + pq cos 0]deosa^s —
[(l4-3*)cos/3 + p5fcos«]dcos/3/ (1 donne
( r cos « + « cos i3 ) d cos « a= — ( 5 cos « + r cos |3 ) d cos i3 ,
d'où; en divisant :
rcosa + seosfi t cos fi -^^ s cos a
(1 +/}')cos«+pçcos/3 (l+Ç*)cosi3+pçcos«*
Cette équation jointe à l'équation (3^ et à la relation
ç= ^ 2-^ détermineront les valeurs dea^p^ç, qui
conviennent aux Sections principales* L'élimination se fait facilement quand on observe, que si l'on donne
a c , am en a amA-'cn c
— aa — , donc -7~^ ^=^ "^^ » on a — ^ ' =331 •— • b d bm dn b bm-^dn d
D'après cela , multiplions les deux termes du l"*' membre de (4
par cos «y ceux du 2^ par cos/S, puis ajoutons les numérateurs
entre eux , ainsi que les dénominateurs , la fraction résultante —
sera égale à chacun des membres de l'équation (4. On a donc : rcos« + çcosi3a« H[{l-j-p')costf +pgcos/3] , f cosiS4- çcos«— H[(l+5r*)coSjS+/>gcos«];
ou [H(l-f-p*) — r]cos« = (s— pçH)coSj8, i
[H(l+(j(') — Ocos/3 = (»— ;^H)cos«i ) ^"^
En multipliant ces équations entre elles , on obtient :
[H(l+p»)-r][H(l + g«)-f] = (,_|,gH)S ou
H+q*)r — 2pqs]H + rt = sK (5 Cette équation fera connaître les deux valeurs de H relative aux Sections principales. Si nous éliminons H à l'aide de l'équation
'= ii '
nous trouvons
Cette équation donne les rayons de courbure des deux Sections principales; le nombre de ces Sections résulte du degré de Téquation (6).
Remarque. Soient ç^ , ç, les deux racines de cette équation , on aura :
Çi • 4^1 = ; ; .
Le numérateur de cette expression étant positif, le signe du produit ^^«ç, dépendra de celui du dénominateur s^ — rt. Donc
1" Si Ton a s' — ^^<0, les deux rayons de courbure ç^,ç^ seront de même signe; cela arrivera dans les Surfaces de la !'• classe^ à simple courbure (concave ou convexe]^ car ces Surfaces sont caractérisées par la relation s' — rf -< .
2® Si Ton a s» — rt^Oy relation qui convient aux Surfaces réglées gauches, ou à double courbure (concave -convoite), les deux rayons ç^ et ç^ seront de signes contraires.
S"" Dans les Surfaces développables pour lesquelles on a «• — rf == 0, Ton voit que le rayon de courbure de l'une des Sections principales est infinie.
4* Pour que Ton puisse avoir ç^=ç^^ ou des ombélics , il faut que Ton ait $* — rt^Oj donc les points ombélicaux n'existent que dans les Surfaces de la 1" classe.
Propriétés des Sections principales.
Prenons le point M'(«', j/,^') pour origine, le plan tangent en ce point pour le plan des x^y ; on aura :
a' = 0, 3/' = 05 i5'=0,ja=0, cos/3 = sind5. L'équation du plan tangent devient
px + gj/ = 0; d'où : p s= 0, g = 0. Soient ri , Si , ti ce que deviennent r, s,ty l'on voit que l'expression du rayon de courbure d'une Seclion
normale ç = l^_j_jl ^ devient :
r, cos'« + 2S| cos « cos /3 + ?, cos*j3 '
t't cos !2«-t" 24| cos « cos ^ 4- ^ sin*« * '
â'où l'on tire
L„ !1±A 4- îlZL!î_cos2« + «,sin2«. {!')
Les Sections principales répondent aux valeurs de
da ou à — (r^— f|)sîn2û(:-f 25|Cos2^« = 0,
d'où: tg2« = ;:^. (2)
tf( ne variant qu'entre et ;r, cette équation ne fournira que deux valeurs pour 2^5, savoir 2âî, et 2^«-}-nr. Donc les Sections principales sont rectangulaires entre elles , puisque leurs angles d'inclinaison a, par rapport à l'axe des x , sont ^ et « -}- -^ •
Donc, dans l'équation (1), ç sera un maximum pour l'une de ces valeurs, et un minimum pour l'autre. En effet, l'expression
— T-j- , change de signe de Tune à l'autre'de ces valeurs.
Faisons ae=sO, alors xz sera le plan de lune de ces Sections, et Ton aura par (2) «4=0, Donc (0) devient :
— == r^ cos»« -h r, sîn*a . (S)
Soit Ç|;Ç, les valeurs de g correspondantes à « — 0, ««--^ on aura par (5)
Ces équations déterminent les valeurs des rayons de courbure des Sections principales.
Les valeurs de r^, r^, changent (o) en
il 1
c^est l'expression du rayon de courbure d'une Section normale quelconque , en fonction des rayons de courbure des Sections principales.
Remplaçons dans (5)^ a par a-{- -s-> et nommons ^ le rayon
de courbure delà Section normale correspondante, perpendiculaire à celle qui répond à a, on aura :
--== — sin'tf 4- — cos'tf. (6)
Les équations (S) et (6) donnent :
Donc la somme des courbures de deux Sections normales rectafigulaires , est constante et égale à la somme des courbures des Sections principales.
Des Ombélics.
Quand le point M' (a/, y',*') est tel, que l'on a 1+J9' pq 1+g'
on aura aussi
(l+p')(l + g') ___ p;£ O+P') (!+?') _ rt rt s' ' p'g* «" *
et i4-p»-{.g»„p'(j,».il=£.
Donc FéquatioD aux rayons de courbure des Sections principales devient :
Cette équation a ses racines égales
Les points de la Surface qui jouissent de cette propriété çi = ç%y se nomment des Ombélics.
Les deux équations (1) , jointes à celles de la Surface ^ servent à déterminer ces points .
Lignes de Courbure.
On nomme lignes de courbure des lignes tracées sur une Surface quelconque de manière que deux normales consécutives de ces courbes se rencontrent. Donc, si l'on cherche la condition du concours de deux normales aux points M(x', 3/',j5'), M'(x'4-Aa;',2/'+ Ay'^z'^Az'). En y faisant Aa?=0, on aura l'équation différentielle des lignes de courbure. Cette équation est, (voy. § 66) :
(âr)*t*(i+9')~H«]+(^)[r(i+î*)- «(!+;>*)]--
[s(l + p^)~pgr]-.0.
Celte éqnatioD étant du ^ degré ^ Ton voit qu'à chaque point M de la Surface répondent deux lignes de courbure.
Je dis que les deux lignes de courbure au point M , sont à angle droit, ou que leurs tangentes en ce point se confondent avec celles des Sections principales au même point.
En effet , soient a, fi, y les angles avec les axes de la tangente en M à la Section principale^ on a trouvé la relation :
rcosa + scos/i (l + pQcos^g+WCOsff rcos/3-i- stosa (l+9*)co3/3 + pqeosa ' d'où :
costf cosa
cosiQ ,. . *nC0S/3
m* • ^ ^ du' cos^ dy' -
Mais on a cos«— -77-, cos/3 — -fr, — =a-^, donc <fcr dr cosa dx'
d'où
i^n*(.i+r)-pqt]+(%-)[rH+q')-Ki-\.if)]-^
[»(1+P')-Mr] = 0, (a)
équation identique avec Téquation différentielle des lignes de courbure.
Donc les deux tangentes en M aux Sections principales , coïncident avec celles des lignes de courbure, donc ces lignes, ou leurs tangentes en M , se coupent à angle droit.
Remarque. On simplifie Téquaiion (a) en prenant pour plan des x.y un plan parallèle au plan tangent au point Vi'Çpfy^,^ de la Surface; car alors on aura p=0, 9====0, et l'équation ci-dessus deviendra :
Soient ai et ai les deux racines de cette équation , on aura :
H y a donc en chaque point W(oc!,y',z') deux lignes de courbures perpendiculaires entre elles. De plus,
1** Si s^ — tr < 0, le point M'(x', i/, z^ , aura pour son ordonnée z' une valeur maxima ou minima , à cause de p=0 et q = 0. Ce qui ne pourra arriver que dans les Surfaces de la classe de celles à simple courbure.
T Si s' — fr=0 pu «2 — fr>0, l'ordonnée z' ne sera ni un maximum ni un minimum, quoique Ton ai( p=sO, 9 = 0. Le plan tangent en M', pourra être en même temps un plan sécant. Cela arrivera, par exemple, pour les Surfaces à double courbure (concave-convexe).
Génération des Surfaces.
ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DES SURFACES CYLINDRIQUES
La propriété caraclérisque des Surfaces cylindriques consiste en ce que chaque plan tangent à la Surface est parallèle à une droite fixe.
Analyse. Soient __ v les équations de la droite fixe.
l'équation du plan tangent à la Surface au point M'(a:', j/', z').
, dz\ , , dz' , Donc ,=a( — ) + 6(^),
est la condition pour que ce plan soit parallèle à la droite ci-dessus. Par conséquent, pour que cette condition ait lieu pour tout point
Mix^y^z) de la Surface , on doit avoir :
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES SURFACES CONIQUES
La propriété caractéristique des Surfaces coniques , consiste en ce que leur plan tangent en un point quelconque passe par le point fixe, sommet du cône.
Analyse. Soit S (^, /),*/) le sommet du cône, soit
le plan tangent en M'(y',y',«*) de la Surface z=*F(x^y); cela posé, pour qu*il passe par Sj il faut que Ton ait dz dz'
Donc, pour que cela ait lieu en un point quelconque M(x,^,z) on doit avoir :
dz dz
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES SURFACES CONOÏDES
La propriété caractéristique des conoïdes consiste en ce que : i*" Le plan tangent doit contenir la génératrice passant par le
point de contact, 2" Couper Taxe des z en un point dont le z est égal à celui du
point de contact.
Anâlysb. L'équation du plan tangent doit être satisfaite par x — 0, y = 0, zs=>z', ce qui donne :
ac' — ;.-4-2/' —r s=0dx dy
Cette relation doit être satisfaite pour un point quelconque
M(x,y,z) de la Surface, on a donc
dz dz
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES SURFACES DE RÉVOLUTION
La propriété caractéristique des Surfaces de révolution consiste en ce que la normale , menée en un quelconque de leurs points, rencontre Taxe de révolution.
y^bz + p
I les équations de Taxe,
Analyse. Soient X'^^az + a
^^^ "•" d^^^~^^~^' j les équations de la dz' \ normale eh M'.
Pour que ces droites se rencontrent, on doit avoir
rfx' ^ dx' ^
d'où :
(y — bz'^lS)p — (x— az— a)g ="6(x — a) — a{y^P).
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES SURFACES DÉVELOPPABLES
Une Surface développable peut être regardée comme engendrée par une droite mobile qui reste cotistamment tangente à une courbe donnée fixe.
\ les équations de la courbe fixe.
Analyse. Soient
Une de ses tangentes dont le point de contact répond h z = a, est
X — fa = f^a(^z — «) ,
y — }pa — \l/a[z — a).
En éliminant fa^ \l*ay <pa, xl/^a^ on trouve
rt — «' = ou (-7— )(-:—) — (t-t-) = 0.
^dx^^^dy^^ ^dxdy^
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES SURFACES GAUCHES
a) Surface gauche engendrée par une droite qui glisse sur deux directrices quelconques , en restant constamment parallèle à un plan fixe donné.
Analyse. Soient z = a ) , ,
y = /Sx + y J '^^ ^^"^^- ^^ '^ génératrice,
Fer )
F =s 1 '^^ équations de la 1" directrice,
celles de Tautre directrice.
Il faut exprimer que la génératrice s'appuie constamment sur les deux directrices, ce qui donne, en éliminant x,y,z, les deux équations
Éliminons «, ^, y, entre ces équations et celles de la génératrice., on aura
(1) y=x9)z4-;/iz ou y^Xff^z-^-'i^^^z.
En différentiant (1) par rapport à x^y ^ on a :
= yZ + X^'z^p-J^y^Jz^p^ \ = xtfz^q -{- y^/z^q ,
En différentiant de nouveau , on a
qr—ps qs — pt
d*où , eu divisant:
g'r — 2/)gfs + pV 0.
b) Surfaces gauches engendrées par une droite qui glisse sur trois directrices quelconques.
Analyse. Soient x ■==« «jj + y ) , , , , »...
'Mes equat. de la génératrice ,
p n 1 '^^ équat. de la 1'* directrice ,
p _^ Q Mes équat. de la 3""" directrice ,
il faut exprimer que la génératrice rencontre les trois directrices , ce qui fournira des équations de conditions de la fornae
Pzsfa^ yssx^af J=Çû5, qui conduiront aux équations
x = az + \lfa ) .
y^Zfa + ^a. ] ^ '
Le système (1), dans lequel a reste à éliminer, représente l'équation finie de la Surface. On obtiendra son équation différentielle, en éliminant les fonctions y, \^, §.
irii.
SURFACES ENVELOPPES
Soit F(x, y, js,«) « 0, une Surface renfermant un paramètre a y si l'on change
a en ûs-J-a^s, a-^2Aûs, etc.
Les Surfaces consécutives
F(a?,2/,5:,a)=0, F(a;, t/, z, « + Aa) = , F(a;,t^,5:,« + Aa)«0, F(aî,t^,i2,a4-2A«)=Q, etc.
se couperont respectivement suivant des courbes f, f4,etc., dont le lieu géométrique est nommé la Sur face enveloppe de la proposée.
Analyse. On a :
— =i^(x,y,z,û5;H — h Aa*P = U
dF(x,y,z,«)
Pour AassO, on a
r/F(ac,j/,z,a)
Donc, en éliminant a entre cette équation et la proposée F(x,y^z,a) = 0, l'équation résultante de la forme
sera 1 équation de la Surface enveloppe.
!•' Exemple. Chercher l'enveloppe d'une Sphère dont le Centre glisse sur Taxe des x , et dont l'extrémité du rayon se meut sur une ellipse ayant pour équation
Pour a?=a; soit le rayon r de la Sphère «r', Téquation de la Sphère pour cette valeur de x, sera :
L'équation correspondante de TEllipse sera
y-O, ± + Ç^i; d'où r'««^(««_««).
On a donc, pour l'équation de la Sphère
donc —,— a=» — (X — a) H r • a = 0.
ac6 ^ ^ a:
De celle-ci on tire a =* — :— » donc F = devient : o' + c
c'est l'équation d'un ellipsoïde de révolution ; ou à deux axes égaux.
S"' Exemple. Chercher l'enveloppe d'une Sphère de rayon cens-» tant r dont le centre glisse sur Taxe des x.
Soit x«««, une position déterminée du centre, l'équation de la Sphère correspondante sera
F = (x — «)» 4- ï* + jz' — r" «? ; d'où
En éliniinant a y il vient
équation d'un cylindre droit.
Remarque. Si Ton a
F == F(x, y, 5r, «; iS) = 0, /? = Ça, on aura
3"" Exemple. Trouver Téquation de l'enveloppe d'une Sphère mobile d'un rayon constant, dont le centre {a, fi) se meut dans le plan des xy sur une courbe dont l'équation est
fi^fa. (a)
Il faut éliminer a entre les équations
F = (x— «)* + (y--iS)« + £>~r'=0\ (1)
dF dS
(2) est l'équation d'un plan normal à la courbe (a); donc la caractéristique , ou la courbe d'intersection des Surfaces F s» ,
dF
— =a , est un grand cercle normal à la courbe (a) , quelque
soit cette courbe.
Si la fonction ç est donnée , on pourra effectuer l'élimination. Par exemple, soit
ly rf^
iç=5PK a' — tf», on aura «-r—
donc, en éliminant ^, on obtient
{aàzVx^^y^y^r-^z^; c'est l'équation du tore à directrice circulaire.
Dérivée et Différentielle des Surfaces.
Soit s=»F(a?,y), et s' = F(a5 + Ax,î/-{"Ay), si nous désignons par AxSy et é^s les accroissements partiels de s^ dus aux accroissements respectifs LXyLy^ il est clair que si dans l'expression 5+A«s, on change s en «+Ay«, on aura pour s' la valeur
«' «=s » -f Aas'» + AyS + h (^«*)-
L'accroissement de s, dû aux accroissements simultanés ax, Ly sera par conséquent
A<r = Ay(Ax8)«
Soit maintenant une Surface quelconque S , déterminée par l'équation f(a?,î^, ^)=0 , dans laquelle * et y expriment les variables indépendantes; il est clair que S pourra être considéré comme une fonction de x et de j/, et par conséquent l'accroissement de cette Surface y dû aux accroissements simultanés ax, et A y des deux variables indépendantes x et y, pourra être représentée par la formule ci-dessus
A(r=-Ay(A»«). (1)
Il est facile de construire géométriquement l'accroissement ao*. En effet, prenons sur la Surface S un point M(x,î/, z); par les extrémités des abscisses x, â?-i-AX; menons deux parallèles à l'axe des y y puis par les extrémités des abscisses y y {/-{-Ay, tirons deux autres droites parallèles à l'axe des x. Ces deux couples de parallèles se couperont suivant un rectangle qui aura pour aire le produit ax«aj/. Si nous prenons ce rectangle pour base d'un parallélipipède droit P, celui-ci coupera la Surface S suivant un quadrilatère courbe, qui sera l'accroissement Ao* de la Surface, correspondant au point M.
Si nous concevons un plan tangent au point M de la Surface, le même parallélipipède P coupera ce plan suivant un quadrilatère plan Aa-% qui aura pour projection sur le plan des x^y le même rectangle ax aj/^ base du parallélipipède P. Soit a> l'angle que le plan tangent en M fait avec Taxe des x, on aura évidemment
AX*ày s= AO*'* cosco ,
d'où : A<r = àx*ày* . (2)
"^ COSO) ^ ^
X ei y étant les variables indépendantes ^ on pourra poser y^^Uf y^ypvj ç» et ;p désignant des fonctions arbitraires^ et v une variable indépendante telle que raceroissement av de i/ amène les accroissements a x et a j/ des variables x et y. On a donc, par le Théorème de Taylor :
Aa;S .d^ dx . -^
On a donc aussi
dy dv
Mais on a aussi :
^x dx ny dy ^ ,,
Av ai; Av ai;
et par conséquent
àx*èiy dx*dy
+ Al/. H.
Al/* rfi/^
On obtient donc , par l'équation (2) :
A0-' r dxdy , „n 1
Al/^ L rfï^ J COSû) ^^
Mais on a évidemment ao-^ ao-', donc aussi - — "^ ^^
Al/2^ Al/» •
De plus, ces deux rapports seront évidemment égaux pour ai/=0, on peut donc poser :
AO- AO
— r= — r + Ai'-L, (5)
Al/ Al/ ^ "^
le terme ai/«L disparaissant pour Ay»0.
En ayant égard aux équations (3) et (4) l'équation (5) devient :
^dxdy^ dv' * ^ dv- ^ J cosw
Si nous posons àv^O, dans cette expression , on aura, après la suppression du dénominateur commun dv* :
(•j-j-)dxdy « •dxdy^ dtr ; (a)
^ dxdy' ^ co8« if ' \ /
on aura de plus :
dxdy ces « dxdy ' ^ '
Les expressions d<r , et rr-rr y se nomment respectivement
la différentielle , et la dérivée de la Surface &^{[x^y^z)rsiQy correspondant au point M (x» y, z).
li ne reste plus qu'à chercher l'expression de cosoi en fonction des coordonnées du point M(x,y,j8) de la Surface î[x,y,z)^Q.
Or, le plan tangent en M a cette Surface a pour équation :
On a donc :
cosw =
df Si nous divisons, haut et bas, par (-7-), on aura encore
dz
COSM
Cette valeur fera changer les expressions (a) et (6) en celles-ci :
1" Remarque. Le 1" membre de l'équation (a') peut s'écrire de cette manière
Soil — r- cix « ti , on aura dx
—^dy = du. donc t -r-^dy^u.
dy ^ J dy
II suit de là que Fintégrale partielle de {'-r-T-)dxdyy prise par rapport à y est -j-dx =s w =» dS. On a donc aussi
(MX
-7— dx— S.
dx
Il suit de là que pour obtenir Faire indéfinie S de la Surface donnée il faut intégrer Fexpression (a') d*abord par rapport à y, ajouter une constante arbitraire au résultat obtenu, puis intégrer de nouveau par rapport à x. On pourra aussi intervertir cet ordre d'intégration y et prendre la 1" intégrale partielle par rapport à x, et la subséquente par rapport à y. Cela provient de ce qu'on a généralement
dy = -y dx .
dy ^ dx
Ces deux modes d'opérations seront indiqués par le Symbole
S^/dx/dyV^T+^TI^l
dy' d^ [_,rx/. . dz' . dz' ^^ ., = /dy/rfx\/i . îff! .£!l\ "^ ^df^dx^
La formule (c) renferme la règle pour la quadrature indéfinie des Surfaces.
2°** Remarque. Le cylindre qui projette la Surface S sur le plan des xy rencontre ce plan suivant une courbe
qui sera la projection de S sur ce plan.
Soient y^^'^^x, yi«fx, la plus petite, et la plus grande des valeurs de y déduites de Féquation (1) pour la même valeur de x, il est clair que
sera Tintégrale partielle définie de S , dans le sens de y^ prise entre les limites y^ et ^o- Si Ton pose
on aura
y rfyVl+-|^+^=F(«,|x)-F(x,;^)-f(x).
En supposant les axes rectangulaires , les tangentes à la courbe (i), parallèles à Taxe des x seront perpendiculaires à ce dernier axe, et les abscisses XQ'^x^ des points où elles rencontreront cet axe seront évidemment les limites entre lesquelles on devra intégrer dans le sens de x Tîntégrale (2) , pour en déduire l'intégrale définie totale de la Surface S. On aura donc pour cette intégrale définitive
Pour trouver les valeurs de x^, x^ , il est clair qu'il faudra dé-
dv duire de l'équation (1) la valeur de —9 ^i chercher la plus petite
et la plus grande des valeurs de x qui satisfont à l'équat. — a i ,
dx ou à la suivante --— = .
dy
5"* Remarque. Ces procédés généraux pour la quadrature des Surfaces se simplifient dans des cas particuliers, et notamment quand S est une Surface cylindrique ou de révolution.
A. Quadrature des Snrfaees eyllndriqnes.
Si S représente une Surface cylindrique, on pourra la concevoir rapportée à un système d'axes rectangulaires tel , que l'un de ces axes, par exemple, l'axe des y soit parallèle à la génératrice rectiligne de S.
dz Dans ce cas on aura évidemment (-t--)»0, par conséquent les
dy
formules (a') et (6') deviendront :
dxdy dx^
Si Ton veut obtenir une portion S' de la Surface S comprise entre deux Surfaces cylindriques dont les traces sur le plan des Xjjf, ont pour équations
• yo«^ar, yi=?x, y^<y,,
et entre les plans tangents x =« a?^ , x •=» aci de la Surface S , on devra écrire
Les valeurs des limites Xo , Xo devront se déduire de Téquation
dz dz
•T- «= 0, -p- étant tirée de l'équation donnée F(x, z) «= de
ax dx
la Surface S..
B. Quadrature des Snrfaees de révoluUon.
Si nous prenons Taxe des x pour Taxe de révolution ^ et Ys=fx^ pour la courbe génératrice, l'équation de la Surface engendrée par la courbe Y»*fx, tournant autour de Taxe des x, aura pour équation
De cette équation, qui donne z — |/ | Y*— y* } , on déduit
. dz dx / il \ ~y
^ dx^~~7~' ^ dy ^^^^'
par conséquent la formule générale (a^ devient :
Si l'on prend la portion S' de S s'étendant dans le sens des y depuis 2/"=0, jusqu'à y = Y, et dans le sens des x depuis X = Xo , jusqu'à X = X| , on écrira :
Xi Y
Xo
l'"* Remarque. La quadrature des Surfaces de révolution peut être exprimée par une formule qui n'exige qu'une seule intégra* tion. En effel, soit y=a{x la courbe qui en tournant autour de Taxe des Xy engendre la Surface de révolution indéfinie S. Si X devient x+ax. Tare s qui répond à l'ordonnée y, augmentera de AS. Soit AC la corde de cet arc, on pourrar poser
La corde ac engendrera la Surface latérale d'un cône tronqué dont l'aire sera
,r^_ [2^y + 2;r(y+Ay)J-Ac
La Surface S, quand x croit de ax, croîtra de AS, et Ton aura AS > AT. On peut donc poser
AX.Q
Si nous faisons Ax^dx^O, ce qui donne Ay=0, nous
aurons :
dS ds \ J du*
On a donc , en intégrant :
Si l'on prend cette intégrale de x=a, à x=6, 6>a, il vient, pour la Surface définie S' :
S' = 2./V\/l+^.dx.
2"" Hewarçue. En coordonnées polaires on a y=rsine,rf««=
donc
S= St /*rsinel/dr'+r»(fe',
S' = 2t / rsine|/rfr' + r'de' .
Différentielle des Solides.
Soit S une fonction de x^y^ et z, si nous changeons x en oc + A^î, S deviendra S + A«S; changeons dans le résultat y en y+A2/? alors S devenant S + AiS, l'expression S + A^S deviendra S+AyS + A,(S + AyS) = S4-AyS + 4,S+A,AyS. («)
Si nous changeons enfin z en z + Az, S devenant alors S-j^AiS ; il est clair que l'expression (^) deviendra :
S + A.S+Ay(S + A»S)+A(S + A.S) + A„Ay(S4A.S) — S + A,S + AyS + Ay aJS 4- AasS + A«aS + A» AyS + A«AyAj5.
Cette expression exprime la variation totale S' de S. Elle se compose de la fonction primitive S « des accroissements partiels
AxS^ AyS; A2S, AsAyS ; AxAsSy A«Ajpb > AyAsby
et de Taccroissement A»AyA»S dû aux accroissements simultanés Lx , by^ Az des trois variables^ dont se compose la fonction S. Désignons par A (T ce dernier accroissement , on aura :
A(r=A,AyA^ ) .
= AjsAyAjpO* /
Soit maintenant S la solidité d'un corps terminé par une Surface dont réquation est F(x,y,z)«0. Nous pourrons considérer S comme une fonction de x^y^z. Si donc nous désignons par Atr l'accroissement de S dû aux accroissements simultanés ^x, ^y, Lz, on aura, par la formule (1)
A0-= A« AyAa;S. (2)
Mais X et y étant les variables indépendantes on pourra poser x = fv,y^^4^Vj 9 et ;p désignant des fonctions arbitraires , et l'on aura par suite jz=^v, cette valeur de z devant être déduite de l'équation
Nous supposerons en conséquence que Xjy,Zj deviennent x-f ax > y+Ay, z+Az, quand v devient v+Ay, On a donc, par la Formule de Taylor :
dS . dS , dx ^ ^ Av ^ dx^ dv
àyU , du . dy _
dy dv *
d^ . dx dy ^ dxdy dv dv
A,u; dw , dz ^
AV ^ dz ^ dv ^ ^
.p. d«S . dx dy '■^ dxdy "^ dv dv * ^ dz
dz dv
, d»S . dxdydz , ^
^ docdydz ^ dv* '
AV
Mais on a
A»« Ay Ay
a.k; * àV Af Ay AfAyAgS
AV AV Ay Av'
on a donc
Ao- A,A»A,S d»S . dxdydz
Mais Taccroissement ao* du solide S dû aux accroissements si« multanés ax, Ay, az, est évidemment un parallélipipède droit, dont les trois arêtes adjacentes ont pour valeurs ces derniers accroissements, on a donc aussi
A(r ^ Af^ ^ Ay ^ AZ^ - .
AV
AV dv
En multipliant ces trois équations y on aura pour produit un résultat de la forme
AO" AX-AV'Az dx*dy*dz _ .„.
AJ/5 AV» dv^ ^ * ^ ^
En comparant les équations (3) et (5) , on en déduit : d»S . dxdydz dxdydz
^ dxdydz^ dv^ di/«
On appelle différentielle du solide ou volume S, l'expression dodans laquelle se change AO*, quand on pose Av^di/ssO. Donc réquation précédente donnera , pour cette expression :
!'• Remarqm. Le premier membre de Téquation (a) peut s'écrire ainsi :
Donc, en intégrant par rapport à z, on aura
en int^ranl ce résultat par rapport à y on aura
dS ^
die ' et enfin , en intégrant ce nouveau résultat par rapport à x , on aura S. Ces trois int^rations consécutives nécessaires pour obtenir S seront indiquées par le symbole
S= r dx r dy f dz ^ CCf dxdydz.
Celte formule renferme la règle pour la cubature indéfinie des solides.
2"* Remarque. Cherchons la cubature définie du Solide entier S y terminé par la Surface
F(x,y,2) = 0. (fi)
Soit Zo la plus petite, z^ la plus grande des valeurs de z tirées de l'équation (fi) , et soient
on aura , pour l'intégrale définie dans le sens des z :
%^ J dx J dy fdz.
Si nous coupons le solide S par un plan x=>Xy parallèle au plan des yz^ il en résultera une Section qui aura pour équation F(x,j/,z)=0, (v) X étant regardé comme constant. Les tangentes à cette Section parallèles à Taxe des z détermineront évidemment les limites y^^yi de Tintégration définie de S dans le sens des y. Pour obtenir ces limites, il faudra déduire de l'équation (y), X étant constant, la valeur de — -, et en tirer les va-
leurs de z qui rendent cette expression égale à 5. En substituant ces valeurs dans l'équation (7) , on en déduira pour y des valeurs correspondanles , fonctions de x, telles que yo = %x, yi=Çx, qui seront les limites cherchées, et l'on aura :
dx I dz.
yo Zo
Soit f(x,y) «0 (J*) l'équation de la courbe suivant laquelle le solide entier se projette sur le plan des xy. Leé tangentes à la courbe (J*), parallèles à Taxe des y, rencontreront Taxe des ac en des points dont les abscisses seront x = Xj, , x= x^ . Il est clair, « en même temps , que l'intégration dans le sens des a; devra s'effectuer entre les limites Xo > ^i •
Pour déterminer ces limites il faudra chercher par l'équation (9)
dti la valeur de --2- \\ est clair que x^ et x^ seront les valeurs de x dx
propres à rendre -t^ = 5. On a donc délSnitivement pour la cubadx
ture définie
dx f dy J dz.
«0 Vo ^0
Différentielle des Solides de révolntleii.
L'expression de do* devient plus simple quand le solide est terminé par une Surface de révolution.
Supposons que le solide S soit engendré par l'aire d'une courbe {(xyy) = Oy située dans le plan des x,y et tournant autour de Taxe des x. Le point M (x , y) décrira un cercle dont l'aire sera ^y*. Gomme x varie arbitrairement nous pouvons poser xssç y, f désignant une fonction quelconque y en sorte que x devient x-}-Ax quand v devient v+ av. On pourra donc considérer S comme une fonction de y, et désigner par a a* l'accroissement de S correspondant à l'accroissemenl av. On aura donc :
A(r do-
— = .- f- AvP.
AV dv
Mais en désignant par G le cylindre qui a pour base rcy^ et pour hauteur x^ et par a G son accroissement correspondant à av, on aura :
A G A X dx
Mais on a manifestement
A<r < AC .
De plus 9 les deux rapports ~ , deviennent égaux pour
^ysaO^ on pourra donc poser :
A<r AC . . p A^ Av
ou ^ + Av-P-;ry«(~ + A^-Q)±A«^-R
dx
ai'
De cette équation on tire enfin
dtr dx
— --=^t/'-T- ou d<r^^f€ifdx.
dv dv ^
De cette équation on déduit par l'intégration
S = T / y*dx.
C'est la cubature indéfinie du solide S. Si l'on veut en déduire la cubature finie ou la portion S' du solide S comprise entre les plans ««•«, xea/3, a<</3, il faudra écrire :
S' = jr / î/*dx.
et
La valeur de y devra se tirer de l'équation donnée
NOTES
Pour former les différentielles du sin. et du eos. nous avons eu recours aux formules qui donnent les développements de sin(a+6} et cos(a+b); nous aurions pu éviter l'emploi de ces expressions trigonométriques, en opérant ainsi qu*il suit :
On a trouvé :
e^ ""^ = cosy + 1^^ sin y,
en différentiant on a
e -^ " = cosîf — y^~lsiny;
dcosy + l^— i dsiny — k^^dyé^ "* 9
dcosy— l^^dsiny— — K— 1 dye"^ " .
Ajoutons , et retranchons , il vient :
Sdcosj/ - 1^^ [e*"'^ — e"*''^] dy
dcosy L^[eî''^-e-»''^]dy
-. —sinydy;
d sin y - H**'^^ + e"*"^' ]dy
sbCOS
Nous avons aonne, pag. 100, la valeur de l'intégrale définie
/ Pxdx = r Vxdx y
dans rhypothèse de cte = 0; donnons mainteiHint l'expression la plus générale de cette intégrale, savoir : pour une valeur quelconque de
x-X^ndx — X h
dx= — ! = — .
A cet effet écrivons :
f{x^dx) = fx + f a: rfo: + — Fxdx* + etc. ,
t(x + ^dx)^{{x+dx)+P(x + dx)dx-\-j^P\x+dx)dx*+e\c.,
f (a;+3d«)= fCa?+2da;) +r(x+2da;)da; + — 5 P(ar+2(fe)da;» + etc.,
etc., = etc.
f (x -{- ndx) = f (ac+ w — 1 rfx) + V{x -f n — 1 (to)dx -j-
— P'(ac4-n — 1 dx)dx'^ -f etc.
Ajoutons , il vient :
f (x 4- nrfx) — fx ==« /^ f xdx « rfx [ Px 4- f'(x+dx)4- f'(a;+2da:)
+.-.+ f(x+n— 1 dx] + ^ [rx + i"{x + dx) + f"{x + 2rfx)
dx^
+...+ f'a?+»~ldx]+--^-=[Faî + r(x4.dx)+r(x+2(/x)
+. . .+ F{x +nZ4 rfx) ] 4- etc. (A)
C'est la formule générale cherchée. Si cfx = , on reproduit la formule donnée pag. 100. Si dx est très-petit on pourra se borner au 1*' ou aux deux 1"% etc. termes du 2** membre, et Ton aura des formules plus ou moins approchées. Si dx est infiniment petit , on pourra négliger les termes des ordres supérieurs au 1"' et l'on aura encore la formule de la pag. 100, qui ne différera qu'infiniment peu de la formule exacte (A).
1" Remarque. Soient y\ = f'x , y\ = P(x+dx)y etc.
î/"o = t"x , î/'', = r(a;+dx) , etc.,
etc.
Faisons de plus
Sy/«Paî+P(a:+da;) + ... + P{x + n—^dx)
*Sy;" = f"x+P(x + dx) + ... + r'(x + îr3ieîa;) etc.
la formule (A) pourra s'écrire de cette manière :
fpxdx -. dx [S y/ ] + ^ [ "s W' ] + etc.
Mais, par le calcul des différences finies , on sait qu'en général , quand la différence constante est 1 , on a
S fX=^ a ç«;
on a donc aussi :
fi^xdx « îê jdx î,/ + ^ !//' + etc. I . (A')
Cette formule fait voir de quelle manière on passe d'une inté-
grale finie S yfi^^y à l'intégrale définie /f'xdx, dx étant quelos conque. Mais quand dx est nul; ce passage est rigoureusement indiqué par la formule
fH-ndg
yrx(to=^{ dxyi' j, (A")
et quand dx est infiniment petit, on pourra encore se servir de la même formule, puisqu'elle ne diffère qu'infiniment peu de la formule exacte.
2°**" Remarque. Si nous faisons , pour abréger :
f'x + r(x-|. dx) + ... + f (aî+n— 1 dx) « S l»x = S l'x ,
f'x+f"(x+«ix)+...+r'(x-|.;i=idx)-.brx*-§1^'x,
etc., etc.
la formule (A) devient
fVxdx = â^l d«rx+ ^f'» + etc., j
= S { f(x+da:) — fa; j
= S . A(fa; + c). (B)
Cette formule servira à passer de l'intégrale définie à Tint^ale indéfinie. En effet, si nous laissons les limites des intégrales arbitraires , ce qui revient à ne pas les écrire , on aura :
fVxdx^ S^ACfx + c)
car les signes S et A se neutralisent comme indiquant des opérations contraires. La formule (C) fait voir que le signe / impli* que une idée de sommation. Gomme on a
{\xdx^=^ d(fx + c) il vient:
/fa:rfaî=/rf(fx+c).
Mais on a par (C) :
/ Pxdx = f (if + c) ; on a donc aussi /d(fac4-c) = fx-f c). Donc les signes / et d se neutralisent , et par conséquent le signe f implique aussi Fidée d'une opération contraire à la différentiation.
S"' Remarque, Faisons
Si = St = l + 2+5 + etc.4.n--l ,
etc.
Gela posé , développons dans la formule (A) les termes
P(x+dx)y f(x+2da:), etc., f"(x + da:), f'(x+2dx), etc., etc.,
par la Formule de Taylor, et ordonnons par rapport aux exposants croissante de dx, la formule (A) prendra cette forme :
— 45! fxdx=dxî'x-n-\- -^72'"* [« + 2 Si ] +
SB
-^f"x[n+3S» + 3Si«] +
dx* n— 1 n— l n-i
r — rrx[n+4 Si + 6 Si«+ 4S»»] + etc. + 1...4 1 1 1
r^^ ff«)xrn + m Si + 7^ ^ St« + etc. + m Si«"M +
etc. (D) Mais on a aussi ^ par la Formule de Taylor :
Vxdx = f(a:+nrfx) — fx == — fx.n+ — Ta? . n^ +
r-Tr-= Fx-n» + 1 — •rl^^x^n'- + etc. + 7— f«»)x.n« 4.
etc. (E)
En comparant les (ormules (E) et (D) on en conclut :
n» = n + 3Si + 5Si»,
n* = n+ 4 St + 6 St^ + 4 Si' ,
II
etc. , etc.
n« = w + wSiH ^j^^— ^Sî2 + etc. + wSi'»-*. (F)
Comme on a S ?* = S <**, on trouve, par des formules qu'on
donne dans les traités du calcul aux différences, l'expression :
S ti- = .2__ _ i(„p _ 1 ) + iB.p(nP-i- 1 ) _
(«p-s_l)_etc., (G) dans laquelle les B désignent les nombres bernouillens, savoir : Bj=i, B» = ^, B,=S5, etc.,
à Taide de oeUe formule, qui s'arrête quand Texposant de h devient n^tif , on trouve :
Si t=|ii(n— I), pour p=l ,
S'?=i(n_l)ii(2n— I), . p=2,
-_i (n— I)» . (n— !)• , («—0» n — l S.. == L_J.+ L_i.+ L_X_ __, pour p=4.
D'après cela on a, par exemple
n + 5 Si + 10 S? H- 10s7» + 5 S^* =
Atfmargiff. La formule (F) , que je r^arde comme neuve, se vérifie d'ailleurs aisément ; car on a :
n + mSî+^-j^St^+etc. -n+S [11114. -^?-4- etc.]
= » +*sVi 4.,)»_'sV— Ti
^w + Sî^-'sî^— (n— I)
Je dois cette Remarque à une obl^eanle communication de M' Bienaymé.
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