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PREMIÈRE LEÇON
MOUVEMEWT , FORCE.
I. Lorsqu’un. corps se transporte dan.s l’espace d’un endroit dans un autre , on dit que ce corps, est en mouvement.
Ce mouvement peut avoir lieu de deux manières : ou tons les points du corps changent de place, telle est, par exemple, une pierre jetée en l’air; ou quelques uns restent en place, . telle est une sphère qui tourne autour d’un de ses diamètres. . . , . j •
' II. Toutecausequiproduit ou tend a produire le mouvement s’apelle force. : ain^i , lorsqu une boule est mise en mouvement par la percussion d’un* bâton, la cause du mouvement, la force, gît dans le corps choquant , dans le bâton ; et lors même qu’un obstacle empêche le corps frappé de se mettre en mouvement , il y a toujours tendance au mouvefnent. " . ^ . . . '
III. Un corps inanimé ne peut se 'mpùvpir de
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lui-mérae. Ainsi, lorsque nous voyons un corps inanimé se mouvoir, nous en concluons qu’il se meut par l’effet d’une cause étrangère existant hors du corps.
IV. On distingue deux sortes de forces, i®. celle qui gît dans des corps visibles, telle est, par exemple , l’impulsion que donne un marteau ; a®, les forces dont les agens sont invisibles, telles sont celles qui font tomber les corps : car on ignore entièrement ce qui fait que des corps éloignés de la terre tendent à* s’en rapprocher, ou bien C-icore ce qui fait que le fer est attiré ou repoussé par l’aimant. On a donné à cette dernière jorte de force le nom de force attractive ou répulsive. Il est encore une autre classe de forces ■ dont les agens sont inconnus : ce sont celles qui sont sous l’empire de la volonté ; on les désigne sous le nom dé forces animales. On pourrait même admettre quatre sortes de forces ; les forces d’impulsion , les forces attractives ou répulsives', la force animale, et’ les forces passives' ou de résistance. .
V. Un corps ne peut pas de lui-méme al
térer son mouvement. Ainsi, quand nous voyons le mouvement d’un corps se ralentir ou même s’éteindre , c’est qùe des causes extérieures ont agi sur le corps; par exemple, quand une boule se meut sur un plan et qu’après elle s’arrête , c’est que la résistance de l’air , le frottement qu’elle éprouve sur le plan, éteignent peu à peu .son mouvemeût. ' .
VI. Il suit de ce qui précède que s’il n’exis
tait aucun obstacle qui arrêtât ou ralentit le mouvement d’un corps, ce corps ne s’arrêterait jamais et serait éternellement en mouvement. Supposons donc qu’on fasse abstraction de tous les obstacles , et qu’il n’existe dans l’univers qu’un seul corps; que ce corps soit sphérique : qu’il n’existe aussi qu’une seule force qui agisse sur le centre et que nous supposerons être impulsive , et qu’après avoir agi, celte force disparaisse , voyons ce qui arrivera au corps : il est évident qu’irse mettra en mouvement en suivant une direction quelconque. Il ne pourra pas s’ôter le mouvement qu’il a reçu au premier instant, et par conséquent, i°. il persévérera toujours dans la même direction;
il décrira toujours des espaces rectilignes égaux dans des temps égaux , et persévérera continuellement dans ce genre de mouvement.
VII. On appelle mouvement rectiligne uniforme celui dans lequel un point décrit une li-‘
gne droite en parcourant toujours des espaces égaux dans des temps égaux ; ainsi dans la supposition précédente le mouvement est uniforme.
VIII. L’on appelle direction d’une force la
ligne qu’elle fait décrire ou tend à faire décrire au corps sur lecpiel elle agit , et cette droite resterait toujours 4a même s’il n’existait pas des > forces qui altèrent celte direction. - .
IX; On appelle vitesse l’espace- que tend à faire décrire ou que décrit le corps dans l’unité de temps si aucun obstacle n’altérait le mouvement, et cet espace serait toujours, le niém.e
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pour le même corps et pour la même force s’il n’y avait pas d’obstacle. Ainsi, quand on choisit pour unité de temps la minute et qu’on dit qu’une force est capable de donner trois mètres de vitesse , cela veut dire que si la force , après avoir'agi instantanément sur le corps, disparaissait , et que le corps fut ensuite abandonné à lui-méme et qu’il ne rencontrât pas d’obstacle, il décrirait, dans la première minute, trois mètres, trois mètres dAis la seconde minute, etc., et ainsi de suite.
X. On appelle masse d’un corps Je nombre de points matériels dont le corps est composé j ainsi lorsque deux forces agissant sur deux sphères de masses égales, sont capables de leur donner la même vitesse , les forces sont égales j lorsque deux forces sont telles , que la première ^ est capable de donner à la masse une vitesse V, et que la seconde est capable de donner à la se- ’ conde masse une vitesse wiV, la deuxième force égale m fois la première. On suppose toujours que les directions des forces passent par les centres des sphères. .
•Lorsque deux forces agissent sur des masses égales , elles sont 'entre elles comme les vitesses qu’elles sont capables de produire , c’està-dire , le rapport des forcés est égal au rapport des vitesses. . * -,
Lorsque deux forces sont capables de donner à des masses inégales dés vitesses égales , le rapport des forces est égal au rapport des masses respectives. On peut en conclure que le rapport des deux forces en général est égal an
, ' DE MÉCAïriQüE. ' . 5
rapport des masses , multiplie par, le rapport
des vitesses. Désignons; en général, une des
forces par F , la masse sur laquelle elle agit par M , et la vitesse qu’elle est capable de corn- . mumquer par V, et soient/, m.vles mêmes objets rapportés à la seconde force , alors
on aura x~. ^
XI. Mesurer un objet quelconque, c’est trouver combien do fois ij contient un objet de même nature qu’on est convenu d’adopter pour unité. Or , on a pris pour unité de force celle qui est capable de donner à l’unité de masse une vitesse égale à l’unité de longueur; ainsi, pour cette unité- de force , la masse qui y corres- r pond r= I , et la vitesse = f ; désignons donc ' une force quelconque par F, et par M la massé sur laquelle elle agit , par V là vitesse qu’elle est capable de produire , ou aura
Paur avoir donc la mesure d’une force, on cherche combien de fois la masse sur laquelle elle agit contient d unités de masse, combien de fois la vitesse contient d’unités de longueur, et le produit des deux quotiens donne la mesure de la force, c’est-à-dire combien de fois elle contient l’unité de force.
XII. On est dans Tusage. de supprimer les dénominateurs dans l’équation précétlente, et on écrit 1 équation de ce.lte manière F ~M V, “ que l’on énonce ajnsi : - '
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La force est égale à la masse multipliée par la -vitesse ; mais il ne faut pas oublier que ce n’est qu’une manière abrégée de s’exprimer.
XIII. On a donné au produit de la masse par la vitesse le nom de quantité de mouvement. C’est ainsi qu’une.force est mesurée par sa quantité de mouvement ; c’est encore ce même produit .qui donne ce qu’on appelle V intensité de la force, (i)
DU CHOC DES COBPS DURS
XIV. Un corps est l’assemblage ‘d’une infinité de points matériels liés les uns aux autres par une force attractive à laquelle on a donné le nom de force de cohésion. Selon que cette force a plus ou moins d’intensité , on éprouve plus de difficultés ^soit à déplacer les molécules, soit â déformer le corps, soit enfin à séparer entièrement ses molécules les unes des autres , c’est-à-dire à briser le corps.
XV. Un corps est parfaitement- dur lorsqu’il n’existe aucunè force capable soit de déformer, de flécbir,* soit d’étendre ou de comprimer le corps, soit de le briser. .
XVI. Un corps est parfaitement mou lorsque la plus petite force suffit pour déplacér ses molécules les unes des autres, sans qu’elles
(i) Voir la Not« A.
' fassent aucun mouvement pour rétablir le pre- ’ mier état.
XVII. Un corps est parfaitement élastique lorsqu’après avoir été déformé par une cause extérieure quelconque , il possède en lui-mêino une force répulsive de ressort qui lui fait reprendre sa première forme.
XVIII. Il n’existe pas dans la nature de corps parfaitement durs ni de corps parfaite- • ment élastiques. Ils sont tous doués de ces propriétés à divers degrés ; et de même qu’en géométrie on considère les lignes comme parfaitement droites et Les surfaces comme parfaitement planes, quoiqu’en réalité on ne les rencontre pas telles dans la nature , nous étudierons de même les corps parfaitement durs, quoique leur existence ne soit qu’une supposition' mathématique j sauf ensuite à modifier nos conclusions d’après l’état réel des choses. Par la. même raison , nous ferons abstraction de leur ' pesanteur , abstraction qu’il est d’ailleurs facile de réaliser; on n’a qu’à supposer que les corps se meuvent sur des plans horizontaux.
XIX. ( Fiff. I . ) Supposons donc deux sphères parfaitement dures , de masses égales , animées de vitesses égales , se dirigeant suivant la ligne qui joint les deux centres et en sens opposés. Lorsque ces deux mobiles se rencontreront , il y aura nécessairement choc ; comme elles sont parfaitement dures , elles ne peuvent ni se • déformer, ni se briser ; et comme l’une ne pourl’ait continuer son chemin sans pénétrer dans
Dujiîi/ :• •-
l’autre , il est évident que le mouvement devient impossible et s’éteindra ; les deux sphères s’arrêteront, et la vitesse de chacune, après lechoc^' sera anéantie; de sorte que si immédiatement après lé choc dè ces sphères l’une d’elles dis- • paraissait, l’autre demeurerait immobile, en repos.
XX. {Fig. a.) Supposons maintenant que d^ux sphères d’égales masses, animées de lâ même vitesse , se meuvent ensemble suivant la droite qui réunit leurs centres et dans le même sens: si ce couple de sphères est choqué par une sphère ayant même vitesseet une masse double, ou bien ayant masse égale et vitesse double {fig' 3 ) , il est évident que le mouvement cessera encore et que toute vitesse disparaîtra. Nous pouvons même dire en général si n sphères ayant chacune la masse M et la vitesse V, se «meuvent ensemble dans le même sens, suivant la ligne des centres , sont rencontrées suivant la même ligne et en sens opposé par une sphère ayant une masse /zM et une vitesse V, ou bien une masse M avec une vitesse n V, alors le mouvement cessera et il n’y aura plus de vitesse^
40 Lorsque deux sphères se meuvent suivant la ligne de leur centre, et allant l’une contre' l’autre , sont. animées de quantités dé mouvement égales , elles s’arrêteront. En effet, soit M' la masse de la première sphère et V sa vitesse, M' la masse de la secondé^ sphère et V' sa vitesse , on peut remplacer la * première sphère par M sphères ayant pour
masse l’anité de masse , et aDÎniées chacune de la vitesse V ; de même on peut remplacer la seconde sphère M' par M' sphères ayant cliaciine l’unité de masse , et animées chacune de la vitesse V'. Par supposition , l’on a M V = M'Y' ; par conséquent, il y a encore cessation de mouvement, c’est-à-dire qu’après le choc la quantité de mouvement sera nulle. (XX)
XXII. Conservons les mêmes conditions de mouvement que dans l’article jmécédent , mais admettons M V^M'V', nous pouvons toujours supposer que MV m M' V', plus un excès de quantité de mouvement que nous représentons par E , de sorte qu’on a M V r;: M' V' -f- E lorsque le choc aura lieu : il est évident qu’une partie de la quantité de mouvement sera détruite (XXI ) , et qu’il n’en restera que la quantité de mouvement E ; et comme les deux corps ne peuvent pas se pénétrer, ils marcheront ensemble dans le sens de MV, et auront par conséquent une vitesse commune v. On pourra alors les considérer comme ne formant qu’une masse M-f- M'animées de la vitesse u. La quantité de mouvement après le choc sera donc (M-j-Bl') vj mais nous savons que cette quantité de mouvement est E. On a donc l’équation
(i) (M-f-M')e = E.^MV~M'V' ' '
' ’■ MV— M'V'
d’où vzz— ' -
La vitesse après le choc est donc « ^
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différence des deux quantités de mouvement qui existaient avant le choc , divisé par la somme dcs> masses. Exemple : soit une sphère ayant pour masse 3 unités de masse et pour vitesse 5 mètres par seconde, choquée dans le sens opposé par une seconde sphère de masse 4 et de vitesse 6, la vitesse après le choc sera égale à 34 — 1,5 ou à 9 divisé par 5 , c’est-à-dire à J mètres.
XXIII. L’équation (1) fait voir aussi que la quantité de mouvement après le choc est égale à la différence des quantités de mouvement qui existaient avant le choc, ou est égale à leur somme algébrique en prenant négativement la quantité de mouvement qui agit dans le sens opposé ; lorsqu’on a VM = M' V', alors v=o, ce qui s’accorde avec ce qui a été dit N® XXI.
' XXIV. Si deux masses M et M', animées toutes deux de la même vitesse V.et allant dans le même sens, viennent à se rencontrer, il est évident qu’il n’y aura pas choc , et qu’on aura V (M -f- M ' ) pour la quantité dé mouvement , et V pour vitesse comimune.
XXy. Si deux sphères se .mouvant sur la ligne de leurs centres, dans'le même sens, viennent à se rencontrer, soit M la masse de la première et V sa vitesse; M' la masse de la seconde ,et V' sa vitesse , supposons M V plus grand que M' V’ : après s’être rencontrés , ils iront encore ensemble dans le sens de la plus ^ande quantité de mouvement.
DE IffiéCANIQüE. I I
XXVI. Représentons par E l’excès de la •vitesse V sur V', de sorte que l’on ait
Représentons encore par>p la vitesse com»
mnne qui a lieu après le choc , de sorte que la quantité de mouvement après le choc sera égale* à P (M -f- M'). Or, on peut regarder la masse M comme étant animée et de la vitesse V' et de l’excès E ; si la première seule avait lieu , la . quantité de mouvement après le choc serait V' ( M 4- M' ) ( N® XXIV ).‘ Pour avoir donc la quantité de mouvement totale , il faut encore ajouter la quantité de mouvement ME, de sorte qu’on aura après le choc
M'V'4-MV
M’V'4-MV
d’où Prr -L__( 2 ). .
. M-fM< ' • ^
On arrive au même résultat, lorsqu’on a V'>V.
Donc la vitesse après le choc est égale â la somme des quantités de mouvement qui avaient
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lieu avant lé ‘ choc , divisée par la somme des masses.
Exemple. Soit M V un boulet de 24 animé d’une vitesse de 1 200 pieds par seconde ;
Soit M' V' un boulet de 6 animé d’une vitesse de 600 pieds par seconde ,
alors vzz 1080 pieds.
Ainsi, layitesse après le choc sera de io8o pieds par seconde.
Si les boulets allaient au-devant l’un de l’autre , la vitesse après le choc serait égale à la différence des quantités de mouvement, divisée par la. somme des masses.
prr:— — — = 840.
Alors la vitesse serait de 840 pieds par seconde. XXVII. De l’équation (2) on tire
’MV-1-M'V' y^p—y i
De ce que V est plus grand que V' , le second membre est positif ; donc le premier membre l’est atissi J par conséquent , l’on a V > v:
DE MÉCANIQUE. l3
' DecjequeM^<^M 4 -M', on tire V— V'.
On a donné le nom de vitesse relative à l’excès deVsurV'.
De la même équation (2) on tirr
_ M'V' + MV - M V'— M'V
MV— MV'
Or V ^ V', donc V— V' est une quantité positive : v — V^> est donc aussi une quantité positive ; dohc r ^ V'. Donc v est compris entre V et V' , ce qu’il était facile de voir à priori.
Si l’une des masses est en fepos, si l’oii a V'— O, alors la vitesse après le choc sera
MV
Exemple, Soit un boulet de 24 ayant une vitesse de 3 ooo pieds par’ seconde , venant choquer une masse de 100000 li^es en repos, on a t> = 8 pouces et quelque chose de plus.
On voit di>nc que plus la masse en repos est considérable par rapport à l’objet' choquant, moins sa vitesse est sensible. Lors donc que le corps choqué est très considérable , vitesse est nulle; aussi une pierre dure qui vient frap^
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per la terre reste en repos ; de même lorsqu’on la lance contre un mur. La vitesse est évidemment plus petite que la vitesse V, il y a donc perte de vitesse lorsqu’un corps dur choque un autre corps en repos , parce qu’alors la quantité de mouvement se répand sur une masse plus grande , puisque la seule quantité de mouvement qui animait la masse M se trouve répandue sur la masse M-f-M'. On a donné le nom d*inertie à cette cause de perte de vitesse , résultant d’une même quantité de mouvement répandue sur une masse plus grande. C’est à tort qu’on a donné à cette cause le nom àe force d’inertie, sous lequel on la retrouve désignée dans la plupart des auteurs qui ont écrit sur la Mécanique.
Résumé de la Leçon.
XX VIII.. 1°. Lorsque deux masses sphériques . dures se meuvent suivant la ligne des centres , et vont à la rencontre l’une de l’autre, la vitesse commune après le choc est égale à la différence des deux quantités de mouvement qui avaient lieu avant le choc , divisées par la somme des masses, et cette vitesse a lieu dans le sens da mobile qui est animé de la plus grande quantité? de mouvement. ^
a®. Lorsque se dirigeant suivant la ligne de leur centre, elles vont au-devant l’une de l’autre, et- sont animées de quantités de mouvement, égales , toute quantité de mouvement sera détruite. ^
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3^. Lorsque se mouvant suivant la ligne de leur centre elles se dirigent dans le meme sens, la vitesse commune après le choc sera égale à la somme des quantités de mouvement qui avaient lieu avant le choc , divisée par la somme des masses, et la vitesse a lieu dans le sens qu’avaient les deux mobiles.
4®. Lorsqu’une sphère vient choquer une* sphère en repos , la vitesse qui a lieu après le choc est égale à la quantité de mouvement du mobile divisée par la somme des masses : plus la ' masse du corps choqué est grande par rapport à celle du corps choquant , moins la vitesse est sensible.
5®. £n général, lorsque deux corps sphériques se choquent suivant la ligne des centres, la vitesse restante est égale à la somme algébrique des quantités de mouvement divisées par la somme des masses, c’est-à-dire en prenant négativement la vitesse qui se dirige dans un sens opposé ; et en général la quantité de mouvement qui a lieu après le choc est algébriquement égale , à celle qui avait lieu avant le choc.
TROISIÈME LEÇON
CHOC DES CORPS PARFAITEMEIÏT ELASTIQUES.
XXDL. Le corps élastique ,' comme nous .
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avons dit pins haut, est celui qui, après avoir été comprimé par une force quelconque , possède une force intérieure appelée ressort, en vertu de laquelle, lorsque la force comprimante cesse d’agir, il revient à sa première forme. Soit par exemple une sphère élastique pf>«ée sur une surface plane et parfaitement dure, et soumise • à l’action d’une force qui la presse contre le plan dans le sens du diamètre perpendiculaire au plan, alors il est évident que pendant ce temps le diamètre perpendiculaire ira en diminuant et le diamètre parallèle au plan en s’allongeant, cl cela jusqu’à ce que la force de ressort soit devenue égale à la force comprimante. Arrivée à cette égalité, si nous supposons que la force comprimante cesse tout à coup , alors le diamètre perpendiculaire s’allongera, et le diamètre parallèle se rétrécira jusqu’à ce que le corps soit revenu à son état primitif ; et le diamètre perpendiculaire , après avoir éteint sa première grandeur, croît au-delà jusqu’à un certain point, et descend ensuite au-dessous : ce mouvement oscillatoire a lieu pendant quelque temps j et •"devient de plus en plus faible , avant de s’eteindre complètement. Cet effet est rendu visible lorsqu’un marteau frappe une cloche; on voit alors la cloche changer alternativement de dimension; ce qu’on peut aussi rendre sensible en pressant un instant les bras d’une pincette et les laissant ensuite aller librement. Ce mouvement aurait lieu bien plus long-temps sans la résistance de
,]’air, et dans le vide on remarque qu’il se conitinue bien davantage. '
XXIX. Soit une sphère élastique de masse M animée de la vitesse allant frapper un plan fixe; il est évident que le plan étant imUiobilc,
le corps viendra se comprimer contre sa sur- •. face, et celte compression sera d’autant plus • grande , et durera d’autant plus long- temps que ‘ la quantité de mouvement aura été plus grande ; et celle-ci ira toujours en -s’affaiblissant par la résistance quèlui opposent les forces intérieures • • . du ressort jusqu’à ce qu’elle soit entièrenaent anéantie. A cet instant , si le corps était mou , . il resterait appliqué contre le plan; mais en raison de l’élasticité , les ressorts intérieurs . n’éprouvant -plus d’obstacles , se débanderont dans le sens opposé, et récupéreront successivement la vitesse que le corps avait en premier lieu, mais dans le sens opposé; de sorte que le corps s’éloignera ensuite du plan fixe avec .la ' 'même vitesse V qu’il avait lorsqu’il l’a rencontré. Tous ces phénomènes de compression et de .dilatation se passent dans un instant indivisible.
XXX. Ainsi, en laissant tomber une bille d’ivoire d’üne certaine hauteur, élle rejaillit à peu près à la même hauteur dont ôn l’a' laissée «tomber, retombe ensuite , revient encore, mais iplus bas que la première fois ; retombe de^nou-
veau, jusqu’à ce que la hauteur .soit devenue lout-à-fait insensible. Moins, l’air est dense., plus long-temps cet effet se continue.' '
XXXI. Soient deux sphères.,, l’une élastique
Digilized uy Goo^Ià
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de masse M et de vitesse Y, et Tautre dure, de masse M' et dé vitesse V', allant au-devant l’une de l’autre, et se dirigeant suivant ' la ligne de leur centre, il est évident qu’à l’instant du choc la sphère' élastique se pressera * contre la sphère dure, et à la fin de la com-' pression on pourra les considérer comme deux ' corps durs animés tous deux , l’un de la vitesse MV — M' V' .
commune p = et dirigée dans le
sens de MV]^M’V'. Si ce corps M était compressible sans être élastique , alors les corps continueraient le chemin ensemble; mais M'étant élastique , les ressorts tendront à donner une vitesse opposée dans le sens de celle qu’il a , et cette vitesse sera égale à V — p qu’il a perdu par le choc; car les mêmes causes,* la compression , qui ont fait perdre V — p de vitesse, agissant dans le sens opposé , rétabliront la même vitesse - V— p dans ce même sens, en sorte qu’il aura dans le sens du mouvement une vitesse p , et dans le sens opposé une vitesse V — p. Il aura donc une vitesse égale à
Il peut arriver trois cas : ■ f •
. Ou 2p est plus grand que V, .alors le corps ■M persistera dans sa première Vjdjrection; ou 5 p est plus petit que V, alors le coiys M changera de direction et rebroussera ; ou bien l’on a 2 p= V, alors le corps M restera en repus : quant au corps M', il continuera avec la vi-
Dh'..:.;
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tesse V ; et dans aucun des trois cas il ne peut être de nouveau rencontré par la sphère élastique. . , \
XXXI. Soient deux sphères élastiques de masses M et M', animées de vitesse V et V^; allant au-devant l’uné de Tautre, suivant la ligne quijoint leurs centres. Supposons M V';
lorsque les deux corps se rencontreront, il est évident qu’ils se comprimeront mutuellement , ' et à l’instant de la plus forte compression on . pourra les considérer comme des corps ^durs
MV — M'V'
avant une vitesse commrtne v == — — j-r-
et dirigée dans le sens de V. Il est évident que dans cette' compression la vitesse V a perdu une vitesse V — p (XXVII); par conséquent, elle perdra , par la dilatation , la même vitesse Y — v ; élle ne conservera donc de sa vitesse que v — (V— p) = 2 P — V. .Maintenant le - corps M' change de direction, marche dans le sens de V après avoir eu la vitesse V' dans le sens opposé. Il a donc acquis , dans le sens de la vitesse commune , une vitesse ==p-^V'. Or, la dilatation ayant lieu aussi dans le sens de la vitesse commune, il s’ensuit donc qu’il aura pour vitesse , aprè^ le choc p-f-p-|-V' = ap -f- V'.
Désignons par u et u la vitesse restant des deux sphères on aura
• I *- i , MV— M'V'
Soit M = 20 : V = 1 5 pieds par seconde ; M'r= 12: V'== lo pieds par seconde;
3 oo — 120 • i 8 o 45 .5
on aura v = ~ — — 5 -
donc //r= —
Zi * “ T
Ainsi ^ la première masse rebroussera avec
une vitesse de — et la deuxième ira dans lé
premier sens de M , avec une vitesse de — . >
XXXII. Soient maintenant deux masses sphériques M et M', se mouvant sur la ligne de leur centre et allant dans le même sens. Après le choc , il est évident qu’il y aurâ une vitesse communie e , et comme alors les deux masses peuvent être considérées dans ce temps comme
,• , MV+M'V'
des corps durs, on aura rr=— dirigé
dans le sens du mouvement. Cette vitesse v est comprise entre V et V' {XXVII). Soit Y la plusgrande des vitesses, alors la masse M aura perdu, dans le sens du mouvement une vitesse V — r.
Il s’ensuit que par le rétablissement du ressort elle perdra encore la même vitesse. Il lui restera donc dans le sens .du mouvement une "‘vitesse — (V — r) = 2 (ÿ — V. La masse M’
aura au contraire gagné une vitesse p — V', et par le rétablissement du ressort qui se fait dans le sens du mouvement , elle eu gagnera encore autant , donc •' >•
V==</'4-(pi-V')=:2P— V'. .
. ,Soit par exemple
M = 20; V= 1 5 pieds par seconde; • M'rr: 1 a ; V' = 1 o pieds par seconde ;
420 io 5
ona.Ka _ •
io 5 ’ ■ . 45 , •
donc M= — iî) = — = 11-
nous avons u — n'==V — V'; par conséquent la différence de» vitesses après le choc est égale à celle qui avait lieu avant le choc ; les vitesses relatives sont donc égales avant qt après le choc. (XXVrî) . - ■ ; . '
MV-|-2M' V'— M V — M' V
c’est-à-dire la somme des quanjtilés de mouve^ ment après le choc ést égale à la somme des quantités, de mouvement avant le ^choc. Cebte meme propriété a lieu lorsquè les corps vont ■
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au-devant l’un de l’autre. L’une des vitesses devient négative et’ la différence des quantités de mouvement avant le choc est égale à la différence des quantifiés de mouvement après le choc. Ainsi, il n’y a donc pas, algébriquement parlant , perte de quantité de mouvement dans les •corps , soit durs , soit élastiques.
XXXrV. On a donné le nom de force vive ( et nous verons plus loin la raison de cette dénomination ) au produit de la masse par le carré de la> vitesse ; dans le choc deâ corps élastiques la somme des forces 'vives avant le choc est égale à la somme des forces vives après le choc. •
• En effet M(2t» — V)*
= 4pxM(t»— V)-i-MV* . '
On aurait de même
donc , . .
p— MY— M'V')
car le premier terme s’anéantit en mettant pour v sa valeur.
Appliquons ce résultat à l’exemple précédent où l’on a M = 20 M' = i a
, V=i 5 V' = io
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On a donc
M V = 3 oo M' / = 1 20
donc M V M' p' = 4^o (quant, de mouv,
' avant le choc)
M « 4“ M' «' = 430 (quant, de mouv.
. ' ’ . après le choc)
de plus on a
d’où MV» = 45 oo M V* = 4500 M V* -f- M' V'* = 5700 = somme des forces vives avant le choc.
d’où M' «'* 4- M' «'* = =6700 = force
vive après le choc. v'^
XXXV. Dans le choc des corps durs (XXVI) la somme des forces vives v avant le choc, est toujours plus grande que celle qui a lieu après le choc. Èn effet, nous avons
_MV + M'V'
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par conséquent
(M-hM')P*
force vive après le choc.
Or, ce quotient est plus petit que Pû V* 4*
' M' V'*, qui est la somme des forces vives ‘avant le choc ; en effet, la somme des forces vives après le choc est ( M + M' ) p* ; la différence de ces deux sommes est donc
= M V* 4” V'» — (IfT-l- M ') P“ — î* (M + M' ) P* =MV“-f-M'V'»+ (M+M') P*— 2 P(MV4M'V') =M(V»4- P* — 2P V)
4-M'(V'*+ p“— 2 pV')==M ( V— p)»4-M' ( V'— p)“, Or, cette dernière expression est essentiellement positive; donc
Par conséquent , l’excès des forces vives avant le choc, sur celles qui ont lieu après le choc, est égal à la somme des forces vives dues aux vir tesses perdues. ' ..
. XXXVI. Si dans le numéro XXXI, où l’on supposé les corps allant au-devant Tun de l’autre , on fait M M', alors • M'V'_ (V — V') Y -V' -
M+M' ■“ aM ” ï :
donc «= 2 P — V = V — Y' — V = — ‘
tt' = 2P-f-V'=i=V— V -f V' =v
Donc, lorsque deux <• corps élastiques de
masses égales Tiennent au-devant l’un de l’autre , ils rebroussent et échangent leurs vitesses entre eux. Ainsi, si deux billes de billard viennent au-devant l’une de l’autre , elles rebroussent, la première avec la vitesse de la seconde, et la seconde avec la vitesse de la première; mais il faut que les deux billes aillent l’une contre l’autre.
. XXXVII. Si dans le munéro XXXII on suppose M = 1M[',
MV V
alors V— =— —
‘ UZ=ZO
„'=iEI=iI=v.
Ainsi , lorsqu’une bille en mouvement vient en choquer une autre qui est en repos , la bille choquante reste en place, et la bille choquée part avec la vitesse de la première.
■ XXXIX. Par le moyen de la proposition précédente il est facile d’expliquer l’expérience suivante : Un certain nombre de billes de masses égales sont suspendues à des fils à côté les unes des autres et de manière que leur centre et leurs points de contacts soient sur une même ligne droite et horizontale. On éloigne une des billes extrêmes , et on la laisse retomber ; alors aile restera en repos avec toutes les billes intermédiaires , et il n’y aura que la dernière bille qui partira avec une vitesse égale à celle de là bille qui a frappé. Si on éloigne les deux premières , et qu’on les laisse retomber, alors ce seront les deux dernières billes qui partiront , et ainsi de suite.
XL. Les corps de la nature ne sont ni par
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faitement durs ni parfaitement élastiques, en sorte que les lois du choc ne peuvent pas leur être rigoureusement appliquées'; mais selon qu’ils se rapprocheront plus ou moins de ces deux espèces , ces lois s’éloigneront plus ou moins de la vérité.
Résumé des leçons sur le choc, ^
•XLI. I®. Quels que soient les corps ou durs ou ' ' élastiques, la quantité de mouvement après le choc est égale à celle qui a lieu avant le choc , c’est-à-dire en prenant négativement les quan- ’ tités de mouvement dirigées dans le sens opposé; . ’
2 **. Lorsque les corps sont durs, la somme des forces vives, après le choc, est moindre que celle qui avait lieu avant le choc : dans le choc des corps élastiques elle est égale avant et après ;
! 3“. Dans les corps élastiques,, la différence des vitesses , après le choc , est égale à celle qui avait lieu avant le choc , ayant égard au sens des vitesses;
4®» Iiorsqu’un corps dur vient choquer un corps en repos, tout le système continuera se mouvoir, mais avec une vitesse moindre. Cette diminution a reçu le nom à! inertie , et lorsque ces masses sont égales , la vitesse du système est égale à la moitié de celle du corps choquant;
5®. Lorsque deux corps élastiques viennent à la rencontre l’un de l’autre, iis rebroussent .
/ ' rïH.'” . : ,
QUATRIÈME LEÇON
'* HPUVEUENT KECTILICICE ET ITNIFOEM^MENT AC- CÉLÉRÉ; UOUVEMEIfT VARIÉ EN GÉNÉRAL.
. XLIL Dans tout ce qui précède nous avons toujours supposé qu’une sphère est soumise à l’action d’une seule force. Nous allons consi-' dérer maintenant le même corps soumis à l’acr tion successive de plusieurs forces agissant toutes suivant la- méihe direction et suivant la même . droite.
XLIII. Soient deux sphères élasftiques À et B de masses égales; la première sphère A est .animée de la vitesse V, et se dirige suivant la ligne des centres. La sphère choquée B est ch repos.* D’après ce qui a été dit plus haut, la sphère B partira avec la vitesse V, qu’elle avait d*abd^ et elle continuera à se mouvoir sur la ligne* des centres d’un mouvement uniforme.
iSi nous représentons par T un nombre quel-" cohque d’unités données , et par E la distance exprimée en mètres où se trouvera la sphère mobile B , après le temps T, on aura évidemment ‘ E==VT; '
.car, après une 'unité de temps , on aura V pour
r, . , _ Si .
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i’eâpace parcouru. Après deux unités de temps . Tespace parcouru sera 2 V ; après trqis 3 V ; donc, après T, unités de temps, respace sera VT; donc, etc. - ,
Dans cette équation , E exprime un nombre dê mètres , V exprime aussi des mètres , et T exprime un nombre abstrait.
XLIV. Dans le mouvement uniforme , les espaces croissent proportionnellement au temps ^ car, soit E' l’espace parcouru dans le temps T',
E VT T
OP aura E =V T ; donc P®**
séquent ces espaces sont proportionnels aux temps. * •
’ XLV. Lorsque dans un mouvement uni- * forme on connaît l’espace décrit pendant un certain nombre d’unités de temps , on trouve la vitesse en divisant l’espace par le temps; car"
on a -V = — . Par exemple , supposons , qu’on
.sache que dans un mouvement uniforme 2600 mètres ont été parcourus dans un quart-d’heuré, Tunité .de temps étant , toujours la seconde, il faudra diviser 2600 par le nombre de secondes contenues dans un quart-d’heure , c’est-à-dire' par 900"
ce qui donne V := 2 | ; c’est-à-dire que le .corps décrira 2 mètres par seconde. '
. XLVI. Connaissant dans un mouvement um- forme la vitesse et , l’espace, on peut .trouver
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le temps écoulé en divisant l’espace par la vitesse ; soit un mouvement uniforme dans lequel la vitesse est a | , lorsqu’on demande le temps pendant lequel le corps parcourra 2600 mètres, il faudra diviser 2600 par 2 | , et, le quotient exprime un nombre de secondes , c’est-à-dirc goo secondes.
XLVII. Supposons maintenant qu’après un temps T, la sphère B soit arrivée en o, et qu’alors une sphère C de masse égale vienne la frapper avec une vitesse V -|- V* .
Ily aura alors un échange de vitesse; lasphèreC se mouvra avec la vitesse V, et la sphère B aura une vitesse V ; en sorte qu’après un second temps T, la distance de ta sphère B au point o sera( V -f- V') T, etpar conséquent la distance au point de départ I sera alors ( 2 V -f- V' ) T, et le temps écoulé depuis le commencement du mouvement sera 2 T. Supposons qu’après un troisième intervalle de temps T la sphère B vienne à être frappée par une sphère de masse égale , * et animée d’une vitesse V-f-V' -f-V" dirigée dans le’ même sens; en raisonnant comme ci-dessus, la" sphère B prendra la vitesse V -f- V' -j- V" , et au 'bout du temps T . elle sera éloignée du point où le choc aura lieu de (V-f- V* -|- y") etpar conséquent, sa distance au point primitif de départ sera (*3 V -J- 2 V' V")T, et alors se sera écoulé lé temps 3 T. On voit ce qu’il y aurait à faire s’il y avait eu un plus grand nombre dé chocs. On trouvera alors sur la ligne des ■ centres plusieurs sphères aya.nt des vitesseî uui-
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formes ; mais la première A est en repos , la seconde a une vitesse V -f- V', et sa distance à la] sphère A est exprimée par ( T. S’il y
a « -f- I sphères en tout , la dernière est celle qui a la plus grande vitesse, et sa* distance au point de départ A , après un intervalle de temps n T, est égale à T (nV-|-(n — ^ — 2)
Y" +(n — 3 ) V"' + etc...)
L XLVIII. Nous venons d’examiner un mou-
' veraent dans lequel nous avons supposé V, V'
I V" des vitesses quelconques ; admettons maintenant que toutes ces vitesses soient égales chacune à Vj c’est-à-dire que l’on a
V=V=rV'=V"=V"'= etc.
, Alors les n sphères seront animées : la première,
’ d’une vitesse nulle ; la seconde, de la vitesse V; la troisième, d’une vitesse 2 V ; la quatrième , d’une vitesse 3 V, et la n -{- 1 sphère aura pour * vitesse n V ; et sa distance au point de départ ' ' après un temps n T, sera exprimée en mètres par
T(/zV+ {n— 1) V-f (n—2).V+ («— . 3 ) V-f-V) =TV (n + n — i.-f-n — 2 4 "'* —3-|-etc...3-i-2-}-t Or, ce qui multiplie V est la somme de la progression naturelle depuis i jusqu’à n;,par conséquent, désignant par £ la distance de la n -j- 1 sphère au point de départ , on aura
4. Supposons, par exemple j qu’il y ait en toût A.O sphères qui soient choquées comme il a été ^ décrit après l’intervalle ip T, la dixième sphère
le
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sera éloignée du point de départ d’un nombre de mètres marqué par
O fois r I \ 1 1 0
VT
Et elle aura pour vitesse 9 V. j
XLIX. Dans le paragraphe précédent nous voyons la sphère B animée d’une t vitesse V, et après un intervalle T recevoir un accroissement de vitesse V, en sorte qu’elle a maintenant une nouvelle \itesse 2 V, et après un intervalle T elle recevra encore un accroissement. Nous voyons donc que la vitesse croit avec les intervalles de temps t. Ces accroisseroens seront d’autant plus rapides que les intervalles seront plus courts. Représentons par u la vitesse j apiès n intervalles de temps nous aurons évidemment
Plus V sera petit et plus il faudra prendre n grand pour que « acquière une grandeur sensible.
Si par exemple V r= 0,00000 1 de millimètre, il faudrait prendre raille millions d’intervalles de temps pour rendre U = i mètre.
Représentons de même par T le teiçps égal à n intervalles/, alors on aura T = , et de
même plus ^.sera petit, plus il faudra prendre n considérable pour que T'acquière une valeur sensible. . - _
Par exemple, si l’on prend t — 0,00 i de millionième de • seconde , alors- il faudra prendre «=■10 millions pour que* T devienne une seconde. Ainsi , jii nous supposons V très petit et ^
poniTU que les intervalles de temps soient aussi très petits, le mobile pourra acquérir une vitesse finie au bout d’un temps sensible.
Supposons que la vitesse augmente d’un mille millionième de mètre à chaque mille millionième de seconde , au bout d’une seconde sa vitesse sera d’un mètre par seconde; donc, en supposant que V soit d’une petitesse inaj)préciable , *
pourvu que t soit aussi d’une longueur inappréciable, alors /Z -sera infiniment grand et u aura une grandeur appréciable au bout d’un temps T.
L. On a donné le nom de mouvement uniforme accéléré à celui où le mobile reçoit, à des intervalles de temps égaux et inappréciables ou à chaque instant, des accroissemens de vi-' tesse égaux fet aussi inappréciables ; la force constante prend le nom de force accélératrice.
LI. Reprenons les deux équations trouvées / ci-dessus; V — «e(i)(à) . '
En supposant dans ces équations v d’une" Petitesse inappréciable et (i d’une grandeur inappréciable , npus aurons un mouVeràent uniformément' accéléré. Substituons dans l’équation -
^i), la valeur « = — tirée de l’équation (2)^,
(a) On a remplacé u par V, et V par v.
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on aura
Or , V ex. t restent toujours les mêmes , donc V croît proportionnellement à T , c’est-à-dire que dans le mouvement uniformément accéléré la vitesse croit proportionnellement au temps. Si nous représentons donc par g la vitesse qui a lieu au bout d’une seconde, nous aurons la proportion
d’où V=g'T
Dans cette équation, V et sont exprimés en mètres, et T en secondes.
LU. Multipliant ensemble les deux équations (i) et (a), il vient
VT = n»pr VT
d’où
substituant cette valeur dans l’équation (3), on aura
Or, si nous prenons V et t infiniment petits, dès-lors n étant infiniment grand , la fractiorf VT
• -f- — devient nulle.
VT
On aura donc E =
mettant au lieu de E sa valeur gT , on a
Dans cette équation , E et g' sont exprimés en mètres et T en secondes.
Ainsi, dans les mouvemens uniformément accélérés , les espaces croissent comme les carrés des temps.
LUI. Les deux équations < V = g^T(2)
servent à résoudre tontes les questions qu’on peut proposer sur le mouvement uniformément accéléré : supposons , par exemple , qu’un corps soit poussé par une force accélératrice constante , telle qu’au bout de la première seconde le corps prenne une vitesse de 9“*, 8088 par seconde, alors on aura 8088. Mettant
cette valeur de g dans les deux '"équations , on aura
SL on demande quelle est la vitesse du corps au bout d’une minute s’il n’y avait plus d’accélérations nouvelles, le corps décrirait alors 588“,528 par seconde.
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Si l'on demande quel est l'espace parcouru au bout d'une minute , il faudra encore faire T=6o dans la seconde équation; alors on aura
Donc l’espace parcouru au bout d’une minute sera 17675™, 8400.
La valeur de la vitesse acquise au bout d’une seconde dépend des forces accélératrices v , qui seront accumulées pendant cette seconde. Si nous représentons par v et p' deux forces accélérées infiniment petites , agissant sur deux corps différons, et correspondant aux valeurs g . et on aura .évidemment
donc g peut servir à mesurer la force accélératrice dans- chaque mouvement uniformément accéléré ; ainsi , si l’on a g=: i o dans un mouvement accéléré , et ff= 5 dans un autre mouvemen t accéléré , on en conclut que la première force accélératrice est double de la seconde.
LIY. Dans tout mouvement on peut mesurer, à l’aide d’instrumens connus, les espaces parcourus et les temps pendant lesquels ils ont été parcourus. Si l’on remarque que les espaces sont proportionnels au temps , on en conclut que le mouvement est uniforme ; si l’ouvremarque (jue , les espaces sont proportionnels aux carrés des temps , alors, le mouvement ‘ est uniformément -accéléré ; < si l’on ne ' remarque aucune de ces conditions . alors le mouvement est varié , c’est-
à*dire que la force accélératrice croit et décroît à chaque instant suivant des lois* dépendant de la relation entre les espaces et les temps, lois quon ne peut découvrir que par le calcul différentiel. Supposons que l’on ait trouvé que le mouvement est uniformément accéléré j on tire de la seconde* équation ' *
• •• ' aE
r> fji#
Par exemple , on a reconnu que dans la chute dés corps pesans lés espaces croissent comme les carrés des temps; en on a conclu qu’ils sont ani-
* més d’unè» force accélératrice constante, et l’on
a trouvé , • g'=q^,8o88<
■ LVI. Üri A.nglais nommé Athood a inventé une machine qui porte son. nom , à l’aide de laquelle on parvient à -mesurer facilement les relations qui existent entre les temps écoulés et les espaces parcourus pendant ces temps. , ' •
, En évaluant ^ d’après les. anciennes mesures , on trouve - * ” ' v J ; .
• . . Ê^riiSoPjSP, i^,2P“,*6d23.. :
cinqüième-leÇojv.^
CHUTE ET ASCEKSIOH DES CORPS PESANS
: ■ ■ vi' - ■ . . ■
LVII. Nous voilà maintenant eii état, de résoudre toutes les questions sur la chute ou l’as-
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cen«ion rectiligne des corps pesans : occupons nous d’abord de la chute.
I**" Problème. On demande quelle sera la vitesse acquise au bout du temps T par un corps " qui tombe. . ...
Solution. ( g, 8088 ) T , problème déjà résolu ci-dessus. • , • '
II« pRÔm-ÈME. Quel est l’espace parcouru au- bout du temps T. * . • •
Solution. E = (4,9044 ) T®, problème aussi déjà résolu. . ■ - , •
III' pRODLÈME. On demande le temps au bout duquel un corps pesant acquerra une vitesse V. • ' !
Solution. T = »
secondes.
•ou T exprime des
, Exemple.
= q,io2=:6"',i.
¥=1*“ on tire T= — —
Ainsi , au bout de 6"’ un corps qui tomlîe acquiert une vitesse d’ùn mètre par seconde.
ÏVe. Problème. On demande quel temps il faut ,*à un corps pesant, pour parcourir un • espace donné. . *
' Solution. '
ô’i45 ïVË. ^ ‘
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Exemple. E = 4444“= ^ Keue environ,’ on aura' - ' .
Ainsi, lorsque la pluie se forme à une lieue de hauteur, il ne lui faudrait qu’une demi-minute et quelque chose de plus pour arriver à ^ terre, si on faisait abstraction de ,1a résistance de l’air. * * .
V« Pboblàmb. Étant donnée la vitesse de la chute on veut en connaître la’haüteur. ’ “
. Solution, Oh a T = — ; substituant cette va>
leur dé T dans celle de E , on aura
. yp Problème. Connaissant la hauteur de la
chute ÿ trouver la vitesse acquise.-
Solution. On a, par le problème précédent ,
*ya '
d'où , =
Et V=l/ ag^E^iV^
Exemple, Supposons* E =• 4444“ -environ
une lieue , ou aura •'
Ainsi /-après avoir parcouru une lieue, wi , corps pesant ^çquiert une vitesse de 294 »6
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par seconde. • On' voit quelle énorme vitesse prendraient les corps de Tatmosphère , tels que la grôle, la pluie, si cette vitesse n'était cdhsidérablcmcnt diminuée par la résistance de l’air.
LVIII. Si un corps est lancé verticalement de bas en haut avec une vitesse donnée, et s’il n’existait ni pesanteur ni résistance de l’air, le corps s’élèverait indéfiniment avec une vitesse constante ; mais dans l’état des choses telles qu’elles existent, la pesanteur agissant en sens contraire de la vitesse imprimée , enlève à chaque instant une portion infiniment petite de sa vitesse , et que nous avons représentée par c. La résistance de l’air s’oppose aussi à son mouvement; mais nous ferons abstraction de cette diminution , et nous siij)poserons que le corps se meut dans le vide : nous n’aurons besoin d’avoir égard qu’à la diminution de vitesse occasionnée par la pesanteur.
LÏX. Soit U la vitesse imprimée au corps par la force qui le lance ; cette vitesse u ira sans cesse en diminuant par les pertes qu’elle fait à chaque instant, et elle sera entièrement éteinte lorsque l’accumulation des petites vitesses c sera devenue égale à u, ou, ce qui revient au même, lorsque la seule action de la pesanteur aura pu donner au corps la vitesse u. Alors la vitesse u sera éteinte. Or, désignons par T le temps au bout duquel la pesanteur petit donner au corps la vitesse m, nous aurons l’éqüation ..
d’où
Nous connaissons donc le temps au bout duquel le corps cessera de monter.
Exemple. Supposons qu’on ait lance un corps de bas en haut avec une force capable de faire décrire au projectile i oo mètres par seconde , alors U = loo
lOO
et
fO ,1.
Ainsi, le corps cessera de monter au bout de’
io ,1
Xâ^. Lorsque le corps fiura atteint sa, plus grande élévation , sa vitesse impriraéè étant entièrerafent éteinte , et la pesanteur agissant tçjijours. sur lui, U est évident qu’il corallien- . cera à descendre, et sa vitesse ira toujours en» croissant.^ La pesanteur lui rendra alors toutes ^ Ifcs petites vitesses qu’elle lui avait ftiit perdre .lorsqu’il montait; de sorte que lorsqu’il sera arrivé' au point de départ, alors la vitesse sera ù , la même qu’il avait en partant : or, nous avons vu que, pour qu’un çorjSs pesant acquiert une vitesse u , il faut qu’il décrive uù
espace
Nous connaissons l’espaje qu’jl a,, décrit en descendant, par conséquent nous savons au^ssi à quelle hauteur il est monté;
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Exemple. Supposons a= ioo“, nous aurons
T 7 io>ooo — environ; ainsi le corps
montera à 5o5 mètres de hauteur.
LXI. Résumé. Dans l’ascension dun corps , nous voyons l’exemple d’un corps qui obéit a deux sortes de forces : à une force de projection qui tend , si elle était seule, à lui faire décrire un mouvement uniforme, et à une force retardatrice qui tend à lui faire décrire un mouvement unitor- ^ . mément accéléré. En vertu de la première force, sa vitesse , au bout du temps T, sera toujours n ; . en vertu de la seconde force, elle sera T au bout du temps T. Si nous désignons donc par U la vitesse qu’il a réellement , on aura ■ uz=zu — g-T.
La vitesse n' sera nulle lorsqu’on aura n =
; ainsi qu’il a été trouvé ci-dessus ; de méThe l’espace parcouru en vertu de la force de pro- • jection sera égal à nT au bout du temps T^et
èn vertu de la forcé retardatrice, elle sera-—
donc l’espace réellement décrit au bout du ^
temps E==mT
, A. l’aide de /cette .dernière équation, on peut connaitrè à quelle hauteur se trouve le projectile après un tempswT.- 1 ; •
,LXII. Regardant donc cette dernière quantité T comme inconnue,, on peut trouver au
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bout de quel temps le corps se sera élevé à la hauteur E.
En effet , on a
• , 2 E r= 2 M T — é" T* ; changeant les signes , on a
gT* — a «T= — aEj divisant par g, il vient • ' ’
Les deux valeurs sont positives, et annoncent que le mobile se trouvera au même point en deux temps différens ; le premier, en montant , est doiiné par le signe inférieur, et le second , en xiescendant, par le signe supérieur, *
II n*existe qu’un seul point ou le, mobile ne se trouve qu’une seule fois, et auquel ne répond qu’un seul temps; il faut alors que le radical soit nul ; et que l’on ait
. — = d où l’on tire «*!== 2 gE" .
•et ■£=— • ‘
Telfe est la' plus grande élévation du mobile > ainsi qu’il à été trouvé ci-dessus. (EX.)
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MAIVUEI.
SIXIÈME LEÇON
MOUVEMENT d’uN CORPS SOLLICITÉ PAU DEUX FORCES DE DIRECTIONS DIFFERENTES.
LXIIL Dans le mouvement d’un corps pesant lancé verticalement de bas en liant, nous avons • eu le premier exemple d’un corps animé à la ^ fois par deux forces agissant dans des sens opposés , mais suivant la même ligne droite, Nous allons maintenant rechercher quel doit • être le mouvement d’un mobile soumis à l’action de deux forces qui n’agissent pas suivant la même' droite. 6. ) .
LXIV. Soit MN un plan fixe indéfini etPQ ' une surface plane quelconque mobile , placée sur le plan fixe , en glissant sur lui d’un mouvement uniforme suivant la droite AC" avec une vitesse V', de manière que les points de cette surface mobile décrivent des parallèles à AC"; soit A le centre d’une sphère placée sur cette surface nous supposons cette sphère animée d’une vitesse V, suivant la droite A B''.
On peut se faire une idée de ce mouvement en se représentant le plan fixe comme la surface indéfinie d’xine eau tranquille, P Q comme un radeau aussi de grandeur indéfinie , poussé* par le vent toujours suivant la direction A C", et par AB ^le mouvement d’un homme marchant dans ce
radeau d’un mouvement uniforme suivant la ligne A B”.
LXV. Prenons la ligne AB = au nombre de mètres que contient la vitesse du mobile A, il est évident qu’au bout d’une seconde le point A. se trouvera au point B du radeau PQ. Pendant celte meme seconde , le radeau a marché dans la direction A C , et.prenons A C = à la vitesse V' . Ainsi le mobile A , au bout d’une seconde, a été transporté parallèlement à lui-même en CD ; le mobile se trouvera donc en D. Au bout de deux secondes , le mobile sc trouverait en B' en prenant A B' = a A B ; mais pendant ce temps^ sa trace a été transportée parallèlement à elle-m^me en B'C' : le mobile se trouvera donc, au bout de deux secondes , en D'. Or, la ligure A B C D , ainsi que A' B' C' D', sont des parallélogrammes ; donc on a la proportion
AB : AB' BD: B'D
Donc les trois points A D D' sont en ligne • droite , et comme A B = B B' on aura aussi A D = D D'. On démontrerait de même que' les points où il se trouverait au boutHe 3", 4 > ou au bout d’un nombre quelconque de secondes, .sont en ligne droite avec les deux points A et D. Ceci est vrai non seujement pour un nombre entier de secondes , mais aussi pour les fractions de secondes J par conséquent,^ pour un temps ^ quelconque. Donc, * * / •
• I Le mobile décrit une ligne droite •
2 ®. Celte droite est donnée par la diago-
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nale du parallélogramme construit sur les deux vitesses comme côtés ; «
3 °. Le mouvement du mobile est uniforme, c’est-à-dire qu’il décrit des espaces égaux dans des temps égaux ;
4*>. La vitesse du mobile est représentée en grandeur par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux vitesses.
LXVI. La vitesse V du radeau P Q se communique au mobile C ; ainsi , on peut considérer celui-ci comme sollicité a la fois par deux forces : l’une qui lui donne une vitesse V suivant la direction A B , et l’autre une vitesse V' suivant la direction AC, et c’est en vertu de ce mouvement double, qu’il prend un mouvement ïinique suivant la diagonale. Les conclusions restent les mêmes , de quelque manière que la vitesse soit produite , lorsque deux forces quelconques agissent sur le même corps , et tendent chacune , prise isolément , à lui faire décrire un mouvement uniforme. ( Fig. 7. )
Soit donc une sphèi’e A parfaitement élastique , frappée suivant la ligne des centres par une autre sphère de masse égale , et ayant une vitesse V'=AC; si au même instant une troisième sphère N vient choquer aussi suivant leur ligne des centres, la première sphère A , d’après ce qui a été démontré ci-dessus (XXXVII) , les deux sphères M et resteront en repos , alors la sphère A tendra à’partir d’un côté avec la, vitesse A C , de l’autre avec la vitesse A B ; .par conséquent elle sera animée de deux vitesses ; ellç.
suivra la diagonale du parallélogramme formé sur les deux vitesses AB et A C , et la décrira d’u^ rndnvement uniforme avec une vitesse représeulée* en grandeur par la diagonale du même parallélogramme; (Voyez Note 2 u)
Exemple^ Si les deux directions A B et A C sont perpendiculaires l’une à l’autre , le parallélogramme devient un rectangle. , ,
Soit AB=V=4"‘ et A‘C=V'= 3“, u étant l’hypothénuse du triangle rectangle, on aura
a = v'ab*4-b;c*=V/ 164.9=^ (/%’• 9)-
Par conséquent la 'sphère partira avec une vitesse de 5™ paç seçonde, en suivant la ligne AD.
LXVII. Au, lieu des deux sphères M et N, si ^ nous imaginons^ime seule sphère élastique aussi de masse égale à 4^^ allant frapper la sphère A en repos avec une . vitesse « dirigée suivant lai ligne AD, il est évident que cette sphère produira le meme effet que le choc réuni des deux sphères. On a donné le nom de force résultante à une force unique qui produit sur un corps le même effet que deux forces réunies ^ ainsi, en adoptant cette nouvelle dénomination', les propriétés énoncées en (LXY) peuvent se traj^uire • ainsi : La résultante dès deux, forcés agissant sur le même point d’un corps , est représentée, en grandeur et en. 'dhectiqp parla diagonale du parallélogramme consCruît sur lès directions < des deux forces. ^ A.
LXVIII. Soit encore une sphère A tirée
moyen d’une corde dont la direction passe par
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son centre, suivant la direction A P, avec une force représentée en grandeur et en direction par la ligne A B ; supposons que cette sphère soit tirée en même temps par une force A Q , dont la direction passe par le centre, et qui est représentée en grandeur et en direction par AD, alors l’effet sera le même que si la sphère était tirée suivant la direction A R par une force représentée par AB. Exemple. Supposons quatre hommes de force égale tirant la corde AC, et que trois hommes de forces égales entre elles et aux premières tirent la corde AB, suivant une direction perpendiculaire à la première, alors cinq hommes de même force tirant suivant A D jmoduiront le même effet que ces sept hommes ( voir l’exemple ci-dessus ) , et la force de ces cinq hommes , dirigée suivant A D , représente la résultante des forces des sept liommes. ( Ei^. 8. )
Soit maintenant la même sphère tirée à la fois par trois forces P, Q, R dirigées vers le centre , et de sorte que la force R soit égale et directement opposée à la résultante R^ des deux forces P et Q , la sphère R restera en place. En effet^ aux forces P et Q on peut substituer la force R'. L’effet des trois forces sur le corps est donc le même que celui de R «t R ; mais , par hypothèse , les deux forces sont égalés et directement opposées : elles détruisent donc leurs effets, et par conséquent le mobile ne, prend pas de mouvement.
L;XIX, Lorsqu’une force R détruit l’effet de
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deux autres , on dit alors qu’elle fait équilibre à CCS deux forces, et en général une force fait équilibre à tant d’autres forces qu’on voudra lorsqu’elle parvient à anéantir leur effet.
LXX. Dans ce même exemple, R fait équilibre aux deux forces P et Q; mais la force P fait équilibre aux deux forces Q et R, et la force Q aux deux forces P, R. Si donc on prenait la résultante de Q et R, elle serait égale et directement opposée à P, et la résultante des deux forces R et P sera égale et directement opposée à Q. On comprendra maintenant ce théorème général, lorsque trois forces agissant sur un même point sont en équilibre ; il faut que l’une quelconque d’entre elles soit égale et directement opposée à la l'ésultante des deux autres; et comme la résultante des deux forces est toujours dans le plan de ces forces , il suit de là que trois forces ne peuvent se faire équilibre, à moins d’être dans un même plan.
. LXXÏ. lo.) Si donc trois forces non
situées dans un même plan sont appliquées au point A , il ne pourra pas y avoir équilibre , et voyons ce qui aura lieu alors. Soit A un mobile tiré par trois forces P, Q, S, appliqué au point A, et représentées en grandeur et en direction respectivement par les lignes AC , A B, AE non situées dans le même plan ; à la place des deux forces P et Q on peut substituer la force unique T, représentée en grandeur et en direction par AH diagonale du parallélogramme construit sur A C et AB (LXV). Au lieu des trois forces , ou n’a
Dk
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besoin de considérer que les deux forces T et S : or, à ces deux dernières on peut substituer une force unique R , représentée en grandeur et en direction par la diagonale A K du parallélogramme EAHK. Mais AK est la diagonale du parallélipipède construit sur les lignes A B , A C, AE, on obtient donc cette proposition générale.
La résultante des trois forces , non située dans le même plan et agissant sur le mémç point d’un corps , est représentée en grandeur et eu direction par la diagonale du parallélipipède construit sur les lignes qui représentent ces forces en direction , à partir du point d’application.
Soit A C =3 q j A B = 1 2 j A E 20 , et supposons que les trois directions soient perpendiculaires l’une à Tautre*, alors le parallélipipède devient un parallélipipède rectangle; nous aurons donc
AH = l/^“ 4 - A C»=: V/144 4-81 = t/ 225 33 l5
AK 3 =/AH»+AE»:rrV /225 + 4oo =V^ 625 3= 25 ' — .
Donc la résultante =3: a 5 .
LXXÏI. Si nous supposons donc que neuf hommes tirent le point, A vers C; que douze hommes de même force tirent le point A vers B ; que vingt^ hommes tirent le • point A vers E , dès-lors, si vingt-cinq hommes tirent le point A dans le sens opposé à A R, ‘ le point A restera
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en équilibre J on suppose, d’ailleurs, que tous ces hommes sont de force égale.
LXXni. Nous sommes maintenant en état de trouver la résultante de tant de forces qu’on voudra , appliquées toutes à un même point.
A cet effet, on cherche la résultante des deux premières forces ; à la place de ces deux forces, on peut en mettre une seule : ainsi , il y a déjà une force de moins dans le système. On cherche ensuite la résultante de cette première résultante partielle et de la troisième force , que l’on substitue à la place de ces deux dernières forces; on cherche ensuite là résultante de cette seconde résultante partielle et de la quatrième force , et ainsi de suite , il est évident que l’on parviendra à ramener tout le système à une seule résultante qui fera le même effet que toutes les forces ensemble. Si l’avant-dernière résultante se trouvait -égale et directement opposée à la dernière force, il y aurait équilibre, c’est-à-dire que la résultante serait nulle. {Voyez Note 3 .)
SEPTIÈME LEÇON
PEOnLÈMES SUR l’ÉQÜILIBRB , LA DlécOMPOSI- TION DES FORCES ET LES FORCES PARALLÈLES.
LXXIV. Problème I. {Fig. 1 1 .) Une force R représentée en grandeur et en direction par AM*
5a manuel' }
agit sur le point A , trouver deux forces P et Q , qui , agissant sur le point A suivant la direction AXet A Y, produisent le’ même effet que la seule force, R. t
Solution. Par le point M menez M O parallèle à *A Y et M N parallèle à AX; alors une des forces cherchées P sera représentée par A O et l’autre par AN; car cès deux forces auront pour résultante une force R représentée par la diagonale AM. * , '
LXXV. On décompose une force en lûi substituant d’aiîtres’ forces qui ont le même effet qu’elle. Ainsi, dans le problème précédent , la force R a été décomposée en deux forces P et Q; et relativement à la résultante, on d*onne à ces forces le nom" de composantes; ceci étant compris on voit qu’on pouvait énoncer le précédent problème ainsi qu’il suit. -
Décomposer une force donnée ^ appliquée à un point , en deux autres forces appliquées- au même point, et dont. les directions sont données. . , - ‘
LXXVI. Problème II*. Une force étant appliquée à un point , la décomposer en deux autres agissant au même point et dans le même plan , et Tunè, d’elles étant donnée de grandeur et de direction. {Fig. n.),
Soit la force R représentée en grandeur par.
AM : s’ihs’agit de la décomposer en une force donnée P, représentée pîfr^A O en grandeur, et en^directiôn , e^ par une autre /orce.Q dÙnt on ignore et *la fraudeur çf la direction ^ menez
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i\IQ, et achevez le parallélogramme ANMO, et A N représentera en grandeur et en direction la force cherchée Q.
LXXVII. Les deux composantes et la résultante R étant représentées en grandeur par les côtés du triangle A O M , il s’ensuit que , con*naissant trois des choses qui composent lin triangle, on connaîtra le reste; donc tous les problèmes que l’on peut proposer sur la décomposition d’une force en deux autres, qui passent par le même'point , se ramènent à la construction des triangles qu’on enseigne dans la géométrie , ou au calcul des triangles qu’on effectue dans la trigonométrie.
LXXVIII. Problème III. (F/g'. i2.) Soit un corps quelconque A D , la force P est appliquée au point A, et est représentée en grandeur et en direction par AN. On demande à quel point du corps il faut appliquer une force qui fasse équilibre à la force P, et quelle doit être la grandeur de cette force.
Solution, Prolongez la direction de la force jusqu’à ce qu’elle coupe , le corp§ en un point quelconque B du corps , appliquez à B une force égale et dans le sens opposé à P, le corps sera en équilibre, car ces deux forces se détruisent.
Mais lorsque deux forces inégales sont appliquées à un corps , ou lorsqu’étant égales elles ne sont pas directement opposées , alors l’équilibre est impossible.
LXXIX. Problème IV. (/^/g.*i3.) Soient deux
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forces P et Q, situées dans un même plan et données en grandeur et en direction, appliquées l’une au point A du corjis, l’autre au point N, trouver où il faut appliquer la force S ])our que le corps se tienne en équilibre.
• Solution. Prolongez la direction des forces P et Q jusqu’à ce qu’elles se rencontrent au point O; prenez, à partir de ce point, des lignes O L et O K sur P et Q, égales à AB et MN, qui représentent ces forces ; achevez le parallélogramme O LI K prolongez la diagonale dans le sens opposé jusqu’à ce qu’elle coupe le corps en H, alors , en appliquant au point H , en suivant la direction de cette diagonale , une force S = OI, elle fera équilibre aux deux forces P et Q. En effet, la force P peut être considérée comme appliquée à un point quelconque pris sur sa direction même , par conséquent en O, car ce point "ne peut se mouvoir avec une certaine vitesse sans que le point P ne se meuve avec la même vitesse. Il en est de même des deux forces Q et S. Or, ces trois forces , agissant en O, se feront équilibre; donc aussi lorsqu’elles agiront à leurs points d’application A , N, H.
LXXX. Si le corps se réduit à la droite AN, il est évident que la solution est la même {^g. i4) » et qu’il faut appliquer la force qui fait équilibre , au point H.
Problème V. Etant données deux forces P et Q parallèles et agissant dans le, même sens et appliquées à la drbite AB faisant partie d’un corps
quelconque , trouver une troisième force B. qui fasse équilibre aux deux forces. {Fig. i5.)
SolutioTi. Soient B C et AD les Tigncs qui représentent en grandeur et en direction les forces P et Q , appliquons au point B et A deux forces S, S' égales et directement opposées , représentées par les lignes égales BE, AM. La force qui fait équilibre aux quatre forces P, Q, S, S' fera aussi équilibre aux deux forces P et Q, puisque les deux forces S et S' détruisent mutuellement leurs efforts , et n’apportent aucun changement au système. Composons les deux forces S et P en une force T représentée par la diagonale du parallélogramme B E G C , et les forces S' et Q en une force V ; par conséquent , la force qui fera équilibre aux deux forces T et V, fera équilibre aux quatre P, Q, S, S', et par conséquent aux deux foi'ces P et Q ; mais les deux forces T et V ne sont plus parallèles , parce que la somme des deux angles VBA, T A B est plus grande que deux droites.
LXXXI. Nous rentrons donc dans le cas du problème précédent. ProlongezTA etBC jusqu’à ce qu’ils se rencontrent au point O : à partir de ce point prenons O G' =B C et portons O N'=:A N. Achevant le parallélogramme OK, alors O K, diagonale du parallélogramme, sera la résultante R des deux forces T et V, ou des quatre forces P, Q, S , S', et par conséquent aussi des deux P et Q. Soit I le point’ où celte diagonale rencontre la ligne AB, appliquant au point I une force égale et directement opposée à R, elle
MÀNUtX
fera équilibre attx deux forces P et Q ; ce qu’il fallait chercher.
LXXXII. Supposons le parallélogramme BEGC transporté parallèlement à lui-même en AHh’E', de sorte que l’ona AH=BC et HF = BE=: AM = ND ou HF = ND. IVlcnons sa droite N F; H F étant égale et parallèle à ND, la droite sera divisée en deux parties égales au point X. Dans le trapèze ME*FN, AX sera égal ' à la demi -somme des bases parallèles EF, MN, >
ou
AX
Menons maintenant dans le parallélogramme O N' K 6 ' la diagonale N' G' , les deux triangles A H F, O G' N sont égaux, comme ayant un angle ^al compris entre les côtés égaux , donc G' N'==NF. Donc O Y, qui va au’railieu,de la base N' G*', sera égal à N F ; donc la diagonale OK'sera égale à 2 AX; donc R=2AX = P+Q; de plus , à cause de Fcgûlité des deux angles XAN, la ligne O K est parallèle à AD , et par conséquent parallèle aussi à BC. Donc, 1®. la résultante de deux forces parallèles, agissant. dans un même sens, est égale à leur ■' somme; a®, sa direction est parallèle à celle des deux composantes , et agit dans le même sens que les' composantes. *
;LXXXIII. O £ étant parallèle à BC, les deux triangles O I B et B C G sont semblables , et par la iiiciuc raison les deux triangles OAI, ADN sont aussi semblables. ’
Oa a 'doiic les deux proportions oi:Bi::BC:CG ai: 01 :: ND: AD.
' Multipliant ces' deux proportions , terme à terme,'. et ayant égard à ce que ND = C G, -on aura , •
Ai:Bi::'Bc: AD::P:Q ou P: Q ::*Ai*Bi, . .
d’où P X B 1= Q X A I. ‘ '
Ainsi , là résultante rencontre la droite d’application en un point I qui partage la droite A B en deux''segptnens réciproquement proportionnels aux deux forces ; c’est-à-dire que l’une de ces forces, multipliée par le segment adjacent, est égale à l’autre, mùltipliée aussi par le segment adjacent.
iiXXXIV. De la proportion du paragraphe précédent on tire celle-ci : '
P + Q : P :: ab
• ^ P-fQ R
. P-fQ R
Ce qui donne la valeur ^des deux segmens AI, BI. Il sera donc facile de. déterminer, soit par des consfruqtions , soit par le calçql , le point I d’application de la résultante.
LXXX'V. .Bèg/e. Pour trouver la résultante de deux forces parallèles on divise la droite .qui joint les deux points d’ajppUôation des dêÛ 3 t forces parallèles en deux segmens réciproque-
Diuili?*'":: hy Citxïglc
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ment proportionnels aux deux forces , en fai sant la proportion suivante :
La résultante est à l’une de ces composante s comme la ligne entière est an segment oppose . Cette résultante, est égale à la somme des.deuc forces ; sa direction leur est parallèle et agi t dans le même sens qu’elle, et par conséquent la force qui fera équilibre doit agir dans le sen s opposé. {Fig. ifi.) ^ .
LXXXYI. Exemple. Soit une droite AB =:
3 mètres , tirée à l’aide de deux cordes A M, B K , à la première corde sont, appliqués 4o hommes et à la deuxièùie 20 seulement ; ils tirent la corde dans des directions parallèles; alors il faudra appliquer 60 hommes = 4® 20 à une
corde IN tirée aussi parallèlement et dans le sens opposé', et pour trouver le segment BI on ' fait la proportion
60 ; /|0 :: 3 : ar= 2. ' •
LXXXVn. Problème VI. Une force P agissant au point I d’une droite AB , il s’agit de la décomposer en, deux forces parallèles agissant dans le même sens qu'elle , et appliquées aux points donnés A et B pris sur cette droite. \Fig. 17.)
Solution, ^oit X la force appliquée au point A, et Y. la force appliquée au poi^t B , on aura la proportion . ’ .
‘ • P BT’ • ' •
‘ AB;CI::P;X=-:l^ •
P X ÀI
AB :Ai:: P:T=— ^-1; — et p=x4-t.
AB
LXXXVm. Problème .Vll. {Fig. 18.) Etant donnée une force P appliquée au point A d’une droite, il s’agit de la décomposer en deur forces parallèles , agissant dans le même sens , et dont ï’une , appliquée au point B , soit égalé à Q. Il s’agit de trouver la grandeur et le point d’application de la seconde composante. .
Soit X cette composante , on aura pour la déterminer
l’équation P = X Q
^ X=P-Q, et on a la proportion '
*x:q::ab:ai,
QXÆB
d’où
AI
LXXXIX. Moins Q différera de P , et plus - X sera petit et plus AI sera grand; et lorsque Q sera égal à P, alors X=; o , et AB sera infini dans ce cas. Ce problème est purement algé- ’ brique et n’a, plus de sens en mécanique. , XG. Etant données deux forces paraUèles et inégales P et Q, agissant dans des sens opposés', trouver leur résultante'et la forcé qui les tient en équilibre {fig. 19), soit P.^Q. , • Décomposons la,force P en deux forces pa-' rallé|es Q' et X {voir le problème précédent),
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(le manière que l’on ait Q^= Q y on aura les deux équations
XXAI = QXAB.
Aux deux foi*ees P et Q on peut substituer les trois forces X , Q » Q' , mais Q et Q' se détjraisent. A’ux deux forces ‘P et Q on peut donc • • substituer la force X , donc cette force est la résultante; et par conséquent la force Y, ‘directement opposée à X, tiendra en "équilibre les deux forces P et Q.
XCI. Règle. La résultante de deux forces parallèles inégales et agissant dans des sens opposés est égale à leur différence. Sa direction est parallèle à celle des composantes, et eUe agit dans le même sens que la plus, grande; et cette résultante, multipliée par sa distance à la plus grande force., est, égale à la plus petite , multipliée parla distance de son point d’application à celte même force.
Problème VIII. Trouver la résultante de deux forces parallèles et égales agissant dans des sens ^opposés, ao.) •
, . Solution. En essayant la même méthode que
• • pour le problème précédent , il' faudrait déebmposer la force P en deux forces ,* dont rûne lui serait égale et parallèle , et encore en une autre . force ; ce qui est impossible (LXXXIX)l Donc , on hc peut tenir en éqmlibre , an mioyen, d’une , seule force, deux forcés égales' et parallèles et • agissant dans des sens opposés, et il était aisé
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de prévoir cette impossibilité à priori : car il n’y a pas de raison pom^^que la force équilibrante agisse plutôt dans le sens de Tune que dans le sens de l’autre.
On a donné un nom particulier à ce cas exceptionnel. On appelle couple deux forces égales et parallèles J agissant da|i$ le sens opposé. Ainsi , la proposition précédente s’énonce ainsi. Il est impossible.de tenir en équilibire ^n couple au moyen d’une seule force. , ' ’ ‘
Problème IX. Étant données un nombre quelconque de forces parallèles agissant dans un même sens, trouver : i°. la résultante ; a®, la force parallèle qu’il faudrait appliquer pour maintenir, le corps en équilibre. >
Je cherche la résultante des deux premières forces ; elle est égale à leur somme et parallèle à leur direction, agit dans le même sens, çt partage la droite d’application en segmens réciproquement proportionnels aux composantes.
Je joins son point d’application à celui de la troisième force , et je cherche la résultante ; ellé ■ est égale à leur somme ; et comme la première résultante partielle était égale aux deux premières composantes, la seconde sera égale a la somme des trois premières forces. Je joins le point' .d’application de cette force au point d’applica- , tioq’de la qu^frièkie force , et'chefche la résubtante fct ainsi déauiîe ; de sorte qu’il est évident qu’on-dh^iendfa a la fin une force unique qui équivauclifa à -tontes les forces, et- qui. agit * 6
dans le même sens et leur est parallèle; par conséquent , pour tdftir ce système de force en équilibre , il faut appliquer une force qui soit * égale à toutes les forces, et agisse dans le sens opposé. * ' , , •
•Dans le problème précédent, si toutes les forces sont égales, alors la résultante est égale à Tune d’elles , prise autant de fois qu’il y a de forces, XCII. PaoBLèME X. Étant donné un système .
de forces parallèles, les unes agissant dans un sens, les autres dans le sens opposé,' trouver :
1®. la résultante ; a®, la force qu’il faudrait appliquer pour maintenir le système en équilibre. ■ . ■
J Je cherche, 'comme dans le problème pré- ' cèdent, la résultante de toutes les forces qui agissent dans un sens, et la résultante des forces qui agissent dans le sens opposé , et le système '' sera réduit à deux forces parallèles agissant dans des sens opposés.
Il peut se présenter trois cas :
1®. Les résultantes partielles- sont inégales^
2®. Les résultantes partielles sont égales et ’ directement opposées
* 3 f». Ou elles sont égales sans être directe-. ment opposées. , *’ , .
Premier cas. La résultante totale est égale à la différence des deux résultantes partiellés et ’ agit dans le sens^de la plus grande. Or, chaque résultante^ partieÜe étant la somme’ de toutes les.. ' composantes , il s’ensuit que la résultante totale
est égale a Texcès de la somme des forces qui agissent dans un sens sur la somme des forces qui agissent dans le sens^ oppo.sé; quelle agit dans le sens de la plus grande somme de forces et lui est parallèle. Par conséquent , la force qui fera équilibre au système doit agir dans le sens de la plus petite somme.
Deuxième cas. Il y a équilibre.
Troisième cas. Le système est alors un couple,
. et on a vu qu’on ne peut trouver une force qui lui fasse équilibre. (XCI.)
Moins les deux résultantes partielles différeront Tune de l’autre, et plus la résultante totale sera petite, et plus le point d’application sera situé loin. (LXXIX.)
♦ Du centre des forces parallèles.
' Lorsque des forces parallèles sont appliquées
* à divers points d’un corps , si , sans changer de . points d’application , de gp'andeurs , sans cesser d’êti'e parallèles, elles changent seulement de direction , la résuTtwtè change aussi dé direction, mais.conserve toujours la même grandeur et passe toujours par le même point.
Supposons qu’en conservant les mêmes conditions les, forces parallèles changent vingt fois de direction , la* résultante aura aussi vingt
• directions différentes ; mais toutes passeront « par un même point.- En effet, soient ^d’abord deux- forces parallèles P et Q. ( Fig. 21 .)
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Appliquée à la ligne AB, la résultante passe par le point qui divise la droite en parties réciproquement proportionnelles à P et à Q; si P et Q viennent à changer de direction, la ré- • sultantc prendra une direction parallèle , mais passera toujours par le point C.
Soit maintenant une troisième force S appliquée au point D, pour avoir la résultante des trois forces il faudra diviser la droite C D en parties réciproquement proportionnelles ; si toutes les forces viennent à changer de direetion J la résultante passera toujours par le point E , et restera parallèle à la direction des forces. Il est évident que le raisonnement sera le même , quel que soit le nombre des forces ; et les unes agissant dans un sens , les autres dans le sens opposé.
On a donné le nom de centre des forces parallèles au point par lequel passe constamment la direction de la résultante, quelque direction que prennent, d’ailleurs, les composantes , pourvu qu’elles ne changent ni de direction ni de grandeur et qu’elles conservent leur parallélisme.
Lorsque le système se réduit à un éouple , le centre des forces parallèles est à l’infini.
LXXXIX
Lorsque tous- les points’ d’application se .
♦ trouvent sur une même. droite, il est évident que le centre des forces parallèles sera aussi sur ‘ ' eette droite. • ' è ‘ '
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Lorsq^ie ..tous les - points d’application se , lrou\ent sur un même plan, il esf évident que' ^ k le centre des forces parallèles sera aussi sur ce, plan. ♦ . , . ' , ^ •
HUITIÈME -LEÇONr .V
DES BÉSULTAUTSS des couples, de LEUa ÉQUl-
< LIBBE, Ef nu MOUVEMENT DE BOTATIOW, /
XÔUI-. Soit une sphère homogène frappée-, pai; une force dont la direction passe par son' . centre A, on suppose. qu’elle né rencontre pas d’obstacle; le centre demeurera sur la' même* droite, suivra Ifi direction de la force, et tons les^^ points de la sphère décriront des droites parallèles. On appelle ce mouvement mowemehl de, translation; H a lieu lorsque tous Içs points d’un corps se * meuvent suivant des lignes droites parall^es ; ainsi, par exemple, tme bille de billard frappée suivant une ligne passant par le centre, prendrait un mouvement de translation' si le frottement occasionné par le tapis n’y mettait obstacle et ne donnait lieu à une rotation. {Fig. 2.^i)
XCIV. Soit maintenant 23 ) une autre sphère A frappée par deux forces P et P' parallèles, égales, dont les directions passent à égaie distance du centre , et le plan de ces forces y passant aussi, ou en d’autres, termes , la sphère est frappée par un couple dont le plan passe par
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' le centre A, milieu de la distance alors il évident que tous les points de la sphère dé-> ^
• ofiront des circônférences de cercles dont les .* *
• Centres sont silr un diamètre de la sphère pei;pendîculaire au plan du couple. On a* donné
à ce mouvenient le nom de mouvement de rota-
tion.
XCV. Le mouvement de rotation est donc celui où le corps. tourne autour d,’une ligne de ; repos qu’on appelle axe; l’aiguille d’une montre a un mouvenient de’rotation autour du pivot. Par . .exéi^te; la terre a un mouvement de ro4;ation 'éon axe ; ainsi , l’eiTet d’un couple* sur ^f!|pRVjCoi^,;est'dè produire ün mouvement de •
ipôtâtion; ( Voir Note 4*) ' J ‘
• ’Xtyi. Si pendant que le couple P et P' agit sur la sphère, une autre force parallèle .Q située* dans le plan du couple et passant par- le centre , agit en même temps sur la sphère, alors fl y aura à la fois mouvement de translation et mouvement de rotation. C’est ainsi qu’une sphère qui tourne dans un bateau dirigé suivant une droite , participera à la fois du mouvement de translation du bateau et de rotatiom. Nous verrons par la suite qu’en raison des forces et des obstacles qui agissent sur le corps, ils prennent le plus souvent un mouvement simultané de translationnel de rotation.
XCVn. Loi'squ’un couple agit seul sur une sphère, ainsi qu’il a été dit , le corps prend un mouvement de rotation uniforme, c’est*-à-dire,
1 ®. que chaque point décrit des arcs égaux
dans des temps égaux; 2 °. que tous les points décrivent dans des temps égaux des arcs semblables. La grandeur des arcs décrits dans le même temps sont entre eux comme les rayons.
XCVIII. On appelle vitesse angulaire l’arc décrit dans l’unité de temps par le point éloigné de l^axc du mouvement d’un mètre.
Ainsi , la terre a un mouvement uniforme de rotation sur son axe qui s’achève en vingtquatre heures , et chaque point de la terre décrit 36o degrés en vingt-quatre heures, et en une seconde de temps chaque point décrit
^ ou 36o divisé par le nombre des se—
condos contenues dans vingt-quatre heures ou i5 secondes; la vitesse angulaire est donc la longueur de l’arc de 1 5 secondes décrit d’un rayon = 1 ®.
a“. Les aiguilles d’une montre ont aussi ipi • mouvement de rotation uniforme sur le cadran ; la vitesse angulaire des aiguilles des heures est mesurée* par la longueur de l’arc de 3ô". Ainsi, la vitesse angulaire de l’aiguille des heures d’tine montre est double de celle de la terre.
XCIX. Lorsqu’on connaît la vitesse angulaire, on connaît aussi celle d’un point quelconque situé à une distance donnée R de l’axe.
Soit U la vitesse angulaire et ç la vitesse d’un point situé à une distance R quelconque 'de l’axe, on a p= R«; ainsi, par exemple, si R désigne le rayon de l’équateur, R désignera la vitesse d’un point situé sur l’équateur, et
Diÿi' ày C
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nous savons que u désigne la longueur d’un
arc de secondes d’un mètre de rayon.
C. Nous avons dit que tout couple engen— ^ drait un mouvement de rotation ; ce mouvement peut se faire en deux sens , soit de gauche à droite , soit de droite à gauche ; en sorte que lorsque plusieurs couples sont appliqués au même corps, il est évident que s’ils tendent a faire tourner dans des sens divers, il* peut y . avoir équilibre; nous allons examiner, en général, dans quel cas cet équilibre a lieu.
CL Nous supposons dans ce qui va suivre les forces de chaque couple perpendiculaires à la droite , qui joint leur? points d’application ; le , symbole (P^ — P) désigne deux forces égales, parallèles, et agissant dans des sens oppôsés.
CIL Le cas le plus simple de l’équilibre des couples , est celui où deux couples égaux sont appliqués aux extrémités des diamètres d’un cercle et agissent dans des sens opposés. 24O "
Soit le couple (P^— P) appliqué aux extré- • mités du diamètre AB et (Q, — Q) , aussi appliqué aux extrémités d’un diamètre CD; et si où a Hr=:P, on a évidemment équilibre , car les résultantes des deux forces P, Q et des deux forces P', Q' passent par le centre O, sont égales et directement opposées , il y a donc équi libre.
,CIII. Ainsi , lorsqu’il s’agit de donner un * mouvement de rotation à une rdue circulaire , il est Indifférent d’appliquer la force à un point
,ou à un autre de sa circonférence.
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CIV. Supposons maintenant que les diamètres soient inégaux, ( 25 . )
Soit (P^ — P) nn couple appliqué au diamètre ABet(Q^ — Q) un couple appliqué au diamètre CD, et agissant dans le sens opposé ; si l’on a l’équation
PX A,B = QxCD(i),
il y aura équilibre ; car on peut supposer le couple (P, — P) agissant sur la droite CD en A' B', et alors la résultante des deux forces — P et : — Q passe par le point O, car l’on a
q:p:: ob':oc(i).
Par la même raison , la résultante des deux forces Q et P passera par le point O ; donc les quatre forces sont en équilibre.
Supposons que C D et AB représentent deux barres fixement attachées l’une à l’autre, et que CD soit le double de AB ; supposons que dix hommes soient appliqués aux deux extrémités de la barre A B , tendent à la faire tourner dans le sens opposé et donnent lieu à un couple, U suffira ,de faire agir cinq hommes à chaque extrémité de la barre CD pour faire équilibre, pourvu toutefois qu’ils fassent tourner dans le sens opposé. - • • * - «• v .
CV. Pour produire le même mouvement dé
rotation dans deux roues de diamètres inégaux, il faudra appliquer la plus grande force au dia-‘. ïnèfre le plus petit. ' ‘ ’
C Vl- Soit un cylindre circulaire A B C D ;
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{Jîg. 26 ) à Jjases parallèles , soit le couple P — P appliqué au diamètre AB et dans le plan de la base inférieure, et — Q un couple appliqué au diamètre supérieur CD, et agissant dans le sens opposé , il y aura équilibre, si l’on a P=Q. En effet, on peut tou- | jours supposer que les deux diamètres AB, CD sont parallèles : s’ils ne l’étaient pas, on peut remplacer le couple supérieur par un autre de même effet , et qui remplirait cette condition (CIV). Or les forces Q et P, qui agissent dans le môme sens, ont une résultante parallèle quPpasse par le point O, milieu de la diagonale ; la résultante P et Q passe aussi par le point O : par conséquent les quatre forces sont en équilibre.
CVII. Dans le cas précédent, l’équilibre aura ' encore lieu si la hauteur du cylindre est nulle ; alors les couples sont dans un même plan.
Si dans le quadrilatère ABCD,- AB==CD, .
et si la force P =Q, il y aura équilibre. {Figure 27.)
CVIII. {F/g. 28.) Soit un cône tronqtic circulaire à bases parallèles ABCD j soient AB et | CD, deux diamètres parallèles, le couple P, P, appliqué au diamètre C D , est dans le plan de la base inférieure , et Je couple — Q , applivqué au diamètre AB dans le plan de la base supmeute et agissant dans lè sens opposé , si l’on a •
PXCD==QX AB
ou — =:
Î)E MÉCANIQUE. . ' ''Jt
Q“^CD
.. il y aura équilibre. .
En effet, les triangles AOB, COD étant semblables ^ on a “ s;
AO : QD :: ab:cd :: P :Q . BO : o c :: AB : CD :: P : Q.
Ainsi, les deux segraens BO et O C sont réciproquement proportionnels à P et à Q, dont
* le point O est le point d’application de là ré-
• sultante P-f-Q des deux forces parallèles P et Q; de même le point O est le point d’applica-
^ tion de résultante des deux forces — P et — Q, dont les quatre forces se réduisfent à deux autres, égales entre elles et directement opposées ; donc il y a équilibre.
, En général, soient AB et CD^, deux roues montées sur le même axe P^ — P, représentant .chacune une corde tirée par lo hommes de for- ’ ces égales, CD est double de AB. Alors il fau- *dra appliquer 20 hommes à chaque extrémité ' de AB, agissant dans le sens opposé pour . maintenir l’équilibre,
CIX. La conclusion serait la meme si la hau- ■ teur du cône était nulle ; alors les couples seraient dans un même plan : il y aurait équilibre, et l’on retomberait dans ce qui a été démon- :• tré. (ÇIV.) ^ ... -V .. V
ex. Les produits P X C D et Q X A*B',sont ce qv’on appelle les momens des couples. Par ' ' consçquertt ^ èn admettant cette dénomination-
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on peut donner à la proposition précédente un énoncé plus simple. Deux couples situés dans , pn mémo plan ou dans des plans parallèles se font équilibre lorsque leurs momens sont égaux et qu’ils tendent à faire tourner dans des sens opposés. Le bras du couple est la perpendiculaire interceptée entre les forces du^couplc; aussi le moment d’un couple est le produit de la force par le bras du couple.
CXI. Si le couple (P — P) agissait seul, il tendrait à donner au cône une certaine vitesse angulaire ; si le couple (Q — Q) agissait seul , il tendrait aussi à donner une vitesse angulaire; et lorsque les deux couples agissent simultané-, , ment, cette vitesse angulaire est nulle. Il faut donc que la vitesse angulaire donnée par le , couple P soit égale à la vitesse angulaire que donnerait le couple Q , qui 4 même moment. '
Ainsi , lorsque les couples sont dans des plans parallèles ou dans le même plan , leurs vitesses . angulaires sont proportionnelles à leurs momens ; on peut donc toujours remplacer un couple par un autre couple, qui agisse dans le même sens , pourvu qu’il conserve le même moment, et qu’il soit dans le même plan ou dans un plan parallèle.
De tout ce que nous venons de dire sur l’équilibre des couples , il nous sera facile de conclure ce qui arrive lorsque les couples ne sont,' pas en équilibre.
Nous supposerons d’abord que les forces.»
agissent dans des plans parallèles, ou , ce qui.
reTient an inéniQ, dans un même plan; car nous avons vu qu*on peut toujours les y supposer,
CXIII. Supposons donc deux couples a^ssant dans le même sens , l’un ayant un moment représenté par M, et l’autre un moment représenté par M'. Si le premier couple agissait seul, il donnerait une vitesse angulaire proportionnelle à M ; si le deuxième couple agissait seul , il donnerait une vitesse angulaire proportionnelle à M'; s’ils agissent donc ensemble , ils tendront à donner une vitesse proportionnelle à M-f-M'. Ils produisent donc le même effet qu’un couple qui aurait pour moment M -f- M' : le résultat est énoncé dans la proposition suivante :
Deux couples agissant dans le même sens , dans le même plan ou dans des plans parallèles , se réduisent à un couple unique , agissant aussi dans le même sens, situé dans le même plan, dont le moment est égal à la somme des momens des deux couples.
CXrV. De là on peut conclure immédiatement : Etant donnés tant de couples qu’on voudra , agissent dans le même plan ou dans des plans différens parallèles , ils se réduisent à un couple unique, agissant dans le même sens, situé dans le même plan, et dont le moment est égal à la somme de tous les autres,
C^V. Supposons que le couple, dont le Moment est M', tende à faire tourner dans le’sens opposé à M , on raisonnera de la même manière. Le premier couple tend à donner une
tf’H'
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tesse angulaire proportion nejlc à son moment M', et Vautre une vitesse angulaire proportionnelle à M ; alors le résultat sera M' — M si M' ;> M ou M — M' , si M >• M' ; ce qui donne la proposition suivante :
Lorsque deux couples agissent dans un niéme plan , ou dans des plans parallèles, et dans des sens opposés, on a pour résultat un couple dont le moment est égal à- l’excès du plus grand moment sur le plus petit, et qui tend à faillie tourner dans le même sens que le plus grand moment ; si cet excès est nul , il y a équilibre.
CXVI. En général, tant de couples qu’on voudra étant appliqués à un corps, et agissant dans un même plan ou dans des plans parallèles , les uns tendent à faire tourner dans un sens , les autres dans des^sens opposés; ils produiront le même effet qu’un couple unique agissant dans le même sens, et dont le moment est égal à l’excès de la somme des raomeps des couples , qui tendent à faire tourner dans un sens, sur la somme des momens , des couples qiû tendent à faire tourner dans le sens opposé, et le corps tournera dans le sens de la plus grande somme ; si cet excès est nul , il y a équilibre,
CXVII. Couples situés dans des plans différens. Suit , par. exemple , un cône tronqué à bases non parallèles. {Fig. ag.)
Conçevpns qù’on prolonge les deux bases jusqu’^ ce qu’elles se coupent. Soit LM cette
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intersection , CD LM est le plan de la base supérieure , ABLM celui de la base inférieure.
On peut remplacer le couple (P^— ^P) par un autre couple agissant en LK et ayant son bras situé sur l’intersection , de sorte que l on ait LK='AB. On peut de même remplacer le couple (Q/— Q) par «n autre , ayant pour bras LK et pour forces S , pourvu que l’on ait SXDK = QXCD.
Ce couple agissant dans le plan CD LM, nous avons remplacé les deux couples par quatre forces, dont deux S, P, agissant au point L, et dont les deux autres — S, — -Pi parallèles aux précédentes , agissant au point R. Or, les deux forces P, S, îigissant au même point L, auront une résultante R représentée par la diagonale construite sur S et sur P. Il en est de même des deux foroes qui agissent en K ; les résultantes étant égales , opposées et parallèles , le système est encore réduit à un seul couple.
ex V 111. Deux couples situés dans des plans différens non parallèles se réduisent toujours à un seul couple, et par conséquent ne pein^ent
jamais être en équilibre.
CXIX. On donne au couple unique, qui remplace les deux autres , le nom de couple résultant.
CXX. Le moment du couple P^ — P est PXLK ; le moment du couide résultant R est RXLR; par conséquent ces trois momens sont entre eux comme Pi S :R, et les deux côtés dû parallélogramme S et P et sa diagonale sont
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proportionnels aux raomens des deux couples composans et au couple résultant. Donc , si d’un point. quelconque on mène deux droites parallèles , l’une à la force P, l’autre à la force Q, et qu’on prenne sur ces deux droites des . lignes proportionnelles aux momens , sî ou achève le parallélogramme , la diagonale repré* sentera le moment du couple résultant , et menant par ce même point une parallèle à l’intersection des deux plans des deux couples, cette parallèle et la diagonale déterminent le plan ;}u couple résultant. '
Les forces S, R, P étant perpendiculaires à l’intersection LM , l’angle SL P représente l’angle formé par les deux plans , et l’angle R L P, l’angle formé par le plan ‘ résultant et un des autres plans. Par exemple, si les deux plans forment un angle droit „ alors le carré du moment résultant est évidemment égal aux carrés des deux autres composans. '
eXX (èw). Etant donné tant de couples qu’on voudra, on pourra toujours les réduire à un couple unique. A cet effet , on opérera comme au n® LXXIIÏ pour les forces.
CXXI. Problème Etant donnés trois plans {Jîg, 3o) CDLM, EFLM, ABLM, se coupant suivant la droite LM, supposons qu’un couple est situé dans le plan intermédiaire E LM F, il s’agit de le décomposer en deux couples , l’un agissant dans le plan ABLM, l’autre dans le plan CDLM.
Solution. Le problème se réduit évidemineht
à trouver les côtés d’un parallélogramme , dont on connaît la diagonale et la direction des côtés.
CXXII. Problème II. Décomposer un couple en trois autres couples agissant dans trois plans qui passent par un point donné. {Figure 3i.)
Soient X A Y, ^ kZ ^ Y A Z , les trois plans donnés, passant par le point A, se coupant mutuellement suivant les droites A X, A Y, A Z; soit AM l’intersection du plan du couple avec Je pian X AY et AN son intersection avec Je pian XAZ, on pourra décomposer le couple en deux autres, l’un agissant dans le plan X AY, et l’autre dans le j)lan passant par AM et AZ (F’koblème , car les trois plans X A Y, M A N, MAZ passent par la même droite AM; on a donc déjà un couple composant situé dans le plan XAY; le secoiHl couple composant, se trouvant dans le plan MAZ, peut se décomposer lui-mcine en deux autres couples , l’un situé dans le plan XAZ, l’autre dans le plan. Y A Z. Par conséquent, le couple primitif se trouvera décomposé en trois couples compo- ' sans situés dans les trois plans donnés ; ce qu’il fallait obtenir.
CXXIII. Lorsque les trois plans sont rectangulaires , c’est-à-dire sont perpendiculaires l’iin à l’autre, si on désigne :
Par L Je moment du couple agissant dans
le plan MAN,
Par X le moment du couple agissant
dans le plan XAY,
Par Y Z A Y ,
Par Z XAZ,
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on aura évidemment
cary lorsque les momens des trois couples sont représentés par les trois côtes d un parallélipipède rectangle , le moment du couple résultant est représenté par la diagonale de ce parallélipipède.
NEUVIÈME LEÇON
DU MOUVEMENT ET DE l’ÉQUIMBRK dÉs CORPS SOLLICITÉS PAR DES FORCES AGISSANT DANS DES DIRECTIONS QUELCONQUES.
CXXIV. Jusqu ici nous n’avons étudié que le mouvement de corps sphériques homogènes , frappés par des forces dont les directions passent par le centre de ces sphères ; et dans l’équilibre nous n’avons considéré que des forces
parallèles oU convergentes ,en un même point. Il nous reste donc à considérer le cas où les corps ont des formes quelconques^ Avant de considérer le cas du mouvement y nous allons chercher celui de l’équilibre. 3a.)
Un corps étant sollicité par un nombre quelconque de forces , on peut toujours les réduire à une force unique et à un couple unique. En effet, soit le corps ABCDEFGHy sollicité par les huit forces P, P', P", P '"y »
agissant dans des directions quelconques.
Concevons qu’en un point quelconque M du corps on applique deux Çorces égales chacune et parallèles à P, agissant dans des sens opposés, on aura alors dix forces , qui font le meme effet que les huit ; mais ces dix forces peuvent être considérées comme étant formées, i". d une force P appliquée eu M ; 2». d’un couple P,— P et des sept autres forces. Concevons au meme point M deux forces égales et parallèles a Q , agissant dans des sens opposés , on aiira douze forces faisant le même effet que ces huit. Les douze forces sont deux forces P et Q appliquées au point M, deux couples P— P et Q — U et les six autres forces. Faisant de meme pour toutes les autres , on voit que les huit forces sont remplacées par vingt-quatre forces. Or, les huit qui agissent au même point M pouvant se réduire à une seule force , et les huit couples à * un seul , par conséquent aux huit forces , on peut substituer une force unique et un couple
unique. .
^ Le raisonnement que nous avons tait pour
huit forces pourrait se faire pour un plus grand
nombre. Donc , etc. .
eXXV. .Si au lieu du point M on prenait
un autre point quelconque dans le corps , la force unique conserverait toujours meme gran-* deur et même direction , et ne changerait que •par rapport au corps; parce que les forces ne font que se transporter parallèlement a e lesmêraes; mais le couple unique change et d intensité et de position.
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11 suit de ce qui précède que lorsqu’un cwrps est sollicité par des forces quelconques, il tend â prendre siiflultanément un - mouvement de translation et de rotation.. Le mouvement de translation a lieuparallèlementà saforce . unique , c est, -à-dire que chaque droite tend à décrire une droite parallèle à la direction de la force unique, et il y a eft même temps un mouvement de rotation dont nous déterminerons plus loin la grandeur et l’axe autour duquel le mouvement s’effectue.
CXXVI. Si les forces appliquées aux corps sont telles que la force unique est nulle , le corps n aura alors qu’un mouvement de rotation; ce qui arrive lorsque les forces transportées au même point , en conservant leur grandeur et leur direction , se font équilibre.
CXXVIII. Si le plan du couple résultant
était parallèle à la force unique, soit Q Q ce
couple et R la force résultante , on peut transporter le couple parallèlement à lui-même , et le placer de manière que la dire*ction de la force Q se confonde avec la direction de la force R; alors on n’aura plus à considérer que eux forces parallèles inégales, agissant dans es sens opposés dont on peut toujours trouver la résultante. ' .
Donc, lorsque des forces agissent sur un
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corps de manière qu’elles se réduisent à un couple unique^ dont le plan est parallèle à la force unique , alors elles ,se réduisent toujours à une seule force,
CXXIX. Il suit de tout ce qui précède que, pour qu’il y ait équilibre entre un système de forces appliquées à un corps quelconque , il faut que la force unique- soit nulle et que le couple soit nul ausM. ;
CXXX. Nous Voyons donc que la condition de l’équilibre , en général , se réduit à deux conditions : i". nullité de la force de translation;- 2°. du couple de rotation. On est toutefois dans l’usage de remplacer chacune de ces conditions par trois' autres qui en sont l’équi- ■valent ; ce qui donne six conditions d’équilibrcj et dont l’énoncé est moins simple , mais se prête plus facilément au calcul. Pour comprendre ce qui va suivre, nous allons nou^ reporter à la figure (CXXIV) , et reprendre le raisonnement que nous avons fait ; les huit forces du système ont été remplacées par vingt-quatre , savoir : huit forces agissant au point M, et seize couples. Par le même point M , supposons qu’on mène trois droites quelconques MX, MY, MZ, non situées dans un même plan , chacune des huit forces agissant au point ICT , peut être décomposée en trois autres agissant suivant les lignes MX, MY, MZj au lieu des huit forces# on en aura vingt- quatre , huit agissant suivant* M X , huit > agissant suivant M Y, .huit suivant M Z , et les huit agissant
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Tant MX se réduisent à une seule, de même que les deux autres. Le système est «ainsi réduit à trois forces agissant au point M; donc lorsque la force unique de translation est nulle, il faut aussi que chacune des trois forces soit nulle. Donc la première condition de l'équilibre peut se traduire en ces trois autres , si on décompose chaque force du système en trois autres parallèles à trois droites non situées dans un même plan ; il faut, dans le cas de l’équilibre, que la somme des forces parallèles à chacune de ces droites soit nulle; ce qui forme trois conditiohs. Considérons maintenant les huit couples. On peut décomposer de même chacun des huit couples en trois autres situés dans les plans XAM, XAV, XAZ; alors les huit couples seront remplacés par vingt -quatre; mais le groupe des huit couples qui se trouvent dans ün même plan’ peuvent se réduire à un seul , et ainsi les vingt-quatre pourront se . réduire à trois. Le moment du couple situé* dans le plan XAM doit être égal à la somme , algébrique des huit couples qui se trouvent dans un même plan , et . les trois couples se réduiront à un seul résultant. Dans ce cas de l’équilibre, le couple résultant doit être nul; il faut alors que chacun des trois couples composans soit nul. Par conséquent , la nullité du mouvement de rotation peut se traduire dans ses trois conditions : i®. si on décompose chaque couple en trois couples parallèles à trois plans fixes, il faut que la somme deymo-
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mens des couples parallèles à chacun de ces plans soit nulle.
Lorsque Jes six conditions ont lieu , il n’y a ni mouvement de translation ni niouvement de. rotatipn.
CXXXI. Dans certains cas particuliers que nous allons examiner, les sis conditions de l’équilibre se simplifient et sont susceptibles d’un énoncé plus court ; nous, allons en faire l’objet d’une -suite de problèmes.
CXXXII. Problème, I®^ Quelles sont les conditions d’équilibre d’un système de forces agissant sur un corps et placées toutes dans un même plan ?
Solution, {Fig.3t3.)
Point P‘, P”, P">, P*"^, etç. , <|^s forces situées dans un même plan , et appliquées au point A,B,C,D d’un corps. Choisissons un point quelconque M situé dans le plan des forces , et appliquons aussi des forces P‘, — P* ; P”, — P" parallèles aux forces, comme nous l’avons fait (numéro CXXIV), alors le système est remplacé par un nombre dé forces triple qui font le même effet, savoir : un système de forces appliqué au point M, et un système de couples.' Chacun de ces systèmes doit être en équilibre; or, ici le système de couples est situé dans un même plan. Il faut donc , pour qu’il y ait équilibre, que la somme algébrique des momens des couples soit nulle (numéro CXXX) ; et ici le moment de chaque couple n’est autre chose que le produit de la force multipliée
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par la perpendiculaire abaissée du point M sur cette force. Nous avons doue la proposition suivante : pour qu’un système de forces situé dans un même plan soit en (équilibre, il faut 1°. qu’en transportant les forces parallèlement à elles-mêmes , et les appliquant à un point quelconque pris dans le plan, elles se fassent équilibre; a®, que la somme algébrique des momens pris par rapport à ce point, ou bien la somme des forces multipliées par leurs distances respectives à ce point , soit nulle en prenant avec des signes opposés les momens qui tendent à faire tourner dans des sens opposés.
Lorsque la première condition seule a lieu , il n’y a pas équilibre; le système se réduit à un couple dont le itoment est égal à la somme de tous les momens ; si la seconde condition seule a lieu, il y a mouvement de translation, et le système se réduit à une seule force passant par le' point que l’on a choisi.
CXXXIII. Lorsque toutes les forces passent par le même point M, pour qu’il y» ait équilibre, il suffit d’une seule condition, savoir: que la résultante soit nulle.
CXXXIV. Problème IL Quelles sont les conditions d’équilibre de forces parallèles agissant dans un même plan? )
Soient P’*, P'“, P*'^ les forces parallèles agissant dans le même plan, les forces appliquées en raisonnant comme ci-dessus , on voit , i®. que toutes les forces ont même direction ; 2°. que tous les bras des couples sont posés sur la tnême ^
droite ; par conséquent , lorsqu’il y a équilibre, on a les deux conditions : il faiit i». que la somme des forces soit nulle; que la somme des momens pris par rapport à nn.point quelconque du plan.= o, et réciproquement lorsque ces deux conditions ont lieu il y a équilibré;
CXXXV. Si la première condition seule a lieu, le système se réduit à un couple, ^ il y aura mouvement de rotation; si la seconde condition seulement a lieu, le corps aura seulement un mouvement de translation , et la résultante passera par le point M pour laquelle cette condition a lieu. .
CXXXVI. Nous avons donné ci-dessus (XCII) le moyen de trouver la résultante de tant de forces parallèles qu’on voudra , situées dans un - même plan , par la 'méthode dès résultantes successives ; mais la théorie des momens va nous fournir un énoncé bien plus simple de cette même question.
CXXXVII. Étant donné un système de forces parallèles , situées dans un même plan , trouver la résultante.
Solution. Soit P', P“, P"*, etc. , les forces parallèles ; R leur résultante {Jîg. 35 ) ; nous savons d’avance que cette résultante est parallèle aux forces , et que l’on a
R = P‘4-P«*; — P“> — P«»-f-Pv_f-pv« on suppose
P* P"-f- P^-j- P^*^ P"'-f- P'^' ainsi R agit daqs le sens de P^
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Concevons une force R égale et directement opposée à la force R, alors cette force, avec les six forces données , s<^n^ en équilil^re. Si on prend donc un point quelconque M dans le plan des forces ; alors , abaissant une perpendiculaire sur ces forces , désignons par P», P", P‘", etc. , les perpendiculaires A M , M B, MC, et par r la distance MD; toutes ces lignes sont données de grandeur, à l’exception de MD = r. Puisqu’il y a équilibre, il faut que la somnqie dénommée , par rapport au point M , soit nulle, et pn a l’équafion
( 1 ^ P*/?* -f- P» Piii^m — PiT P'' -j-
— Rr=o
d’où l’on tiré '
pijDi-|-P“^u.:_Pm^ii« Piv^‘v»^pv^v_^Pvi^Ti
P‘/>‘-|- P*i/?**, etc.
r est donc connu. On le portera, à partir de M, sur la perpendiculaire , dans le même sens que la plus grande somme des momens; on connaîtra donc la position de la résultante.
Ç’éqnation ( I ) fournit cette proposition :
X>e moment de la résultante* par rapport à un ppint quelconque pris dans le plln , est égal à la somme des momens composans.
CXXXVIII. Il est bien essentiel de ne pas con- ' fondre le sens des couples parallèles avec le sens . des forces ^qui produisent ces ''couples. Suppo-
sons, par exemple, que nous prenions pour point de décomposition fin point situé entre les forces , alors le dénominateur de r ne change pas, mais le numérateur change , et on aura
P" P”7?'«-4- P‘7?*^— PT»^ — P
pi -j- pu p.,i piv +i”+ pvi
La fôrce P'‘>, quoique agissant d|ins le sens opposé à P“, fait tourner dans le même sens relativement au point M.
En général, on peut se dispenser d’avoir égard à toutes ces différences de mouvement , en ayant égard aux signes des forces et aux signes des perpendiculaires , donnant le même signe à ceux qui ont la même direction , et des signes opposés à ceux qui ont une direction contraire. Ainsi , dans la figure 35 on, regarde comme positives les forces *qui tirent de droite à gauche , et comme négatives cellës qui tirent de gauche à droite ; on donne le signe + aux perpendiculaires qui vont du point M en haut , et le signe — à celles qui vont en bas. Alors les momens dont les deux facteurs sont de même signe sont positifs; les momens dont les signes sont opposés sont négatifs. Si on trouve pour r une valeur positive, on la portera du côté des perpendiculaires positives; si r est nul, c’est qu’alors le point choisi se trouvera lui-même sur la direction de la résultante.
CXXXIX. Lorsque le point M est situé sur la direction de la résultante , R /* est nul , et
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la somme des mouvemens qui tend à- faire tourner dans un sens est égal à la somme des mouvemens qui tend à faire tourner dans un sens opposé.
Soient les forces P‘, P», P»', P‘" parallèles entre elles et R leur résultante, soit M un point quelconque , on a
- . (a) Rr=P‘/>* + P"/?«-fetc.
Si par le même point M [fig. 35) on mène MK oblique par rapport aux forces, et désignant par J*, les distances du point M aux
forces et à la résultante , on aura R ^ = P» P» J" + etc.
En effet, multipliant les deux nornbres de
l’équation (i) par—, on aura • ^
* Ry = P‘ — 4-P“/?»— + P‘“/?"* — -f etc. r r ^
or — ==J*
donc on aura R j = P* -f" P“ -f- etc.
CXL. Problème III. Trouver les conditions d’équilibre d’un système de forces parallèles non situées dans un même plan. (Fig. 36.)
Soient P, P*, P“, P“* un système de forces parallèles non situées dans un même plan et en équilibre , menons un plan quelconque M pa-
rallèlc aux forces ; soit A a une droite qui mesure la distance de P> au plan'M N, et désignonsla par Z*; désignons de même par Z*, Z“, Zn», les distances des autres forces aux plans. Au point a, b, c, appliquons des forces égales et directement opposées , on aura alors un système triple de forces et qui fera le même effet que le premier, savoir : un système de forces situées dans le plan MN, et un système découplés situés dans des plans perpendiculaires aû.plan. MN.
II faut , pour qu’il y ait équilibre entre le système de -couples, que la somme de leurs momens soit nulle j et pour qu’il y ait équilibre ^ dans. les forces' situées dans le plan MN , il faut que la somme des forces soit nulle , et que la somme des momens, pris par rapport à un point quelconque, soit nulle aussi. (CXXXVII.) Soit K un point quelconque pris dans le plan M N ; si par le point K j’imagine un second plan perpen- JjjKcuIaire à MN et parallèle aux forces , il est ^évident que les distances du point K aux forces situées dans le plan MN, sont les mêmes que celles des forces situées dans l’espace à ce second plan.
Par conséquent , les conditions de l’équilibre se réduisent à trois ; 1°. il faut que la somme des forces soit nulle ; 20. il faut qu’en menant deux plans parallèles aux forces et perpendiculaires entre eux , la somme des momens pris par .
rapport à chacun de ces plans perpendiculaires entre eux soit nulle.
On appelle ici moment d*unc force j par'rap-
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port à un plan parallèle , le produit de cette force par la distance à ce plan.
CXÏiI. Il n’est pas même nécessaire que les deux plans soient perpendiculaires ; il suffit qu’ils se coupent et soient parallèles aux forces.
CXLII. Problème IV. Trouver la résultante d’un système de forces parallèles, et non situées dans un mémo plan , par la théorie des mo> mens.
Soit R la résultante cherchée ; elle est égale à la somme algébrique des forces, et est parallèle à ces forces ; il s’agit de trouver sa position. Supposons qu’il y ait en tout dix forces , si nous appliquons •— R à là résultante égale et directement opposée à R, alors ces onze forces seront en équilibre. Menons un plan quelconque parallèle aux forces , et désignons par Z*, zïï, z“*, etc. , ces distances des forces à ce plan, distances qui sont connue^ en désignant également par z la distance ifl connue de — R au plan , puisqu’il y a équilibre, on aura
pi al pu aii _|_ etc. — R z = o -
d’où R Z = P^ Z* --j- etc.
pi aï -j- P^z” etc.
Z sera donc connu puisqu’il est égal à la somme des momens des composantes , divisée par la résultante ; menant donc un plan parallèle au premier, et qui en soit éloigné de la distance z» il renfermera nécessairehienl la force R.
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Je mène uir troisième plan qui coupe le premier et qui soit parallèle aux forces , on trouvera de même la distance de la résultante à ce plan ; menant un quatrième plan parallèle au troisième, il devra renfermer la résultante qui se trouve aussi dans le second plan , elle est donc dans rinlcrsectien du deuxième et du quatrième plan : elle est donc connue.
CXLIII. Problème V. Trouver les conditions d’équilibre d’un système de forces agissant dans l’espace, suivant des directions quelconques. {Figure 37 .)
Solution. Soient P*, P“, P^“, P*^ ces forces j soit un point A pris dans l’espace , je mène trois droites quelconques non situées dans un même plan , savoir î AX , A Y, A Z. Je décompose la force P* en trois forces X, Y, Z parallèles à ces forces ; décomposons de même les force's P**,' P”i, P*^en forces aüssi parallèles aux trois axes alors nous aurons trois systèmes de forces , savoir ; 1 ®. un système de forces X^ X“, X*“ pa-** rallèles à l’axe AX; a°. un système de forcés Y*, Y**, parallèles à A Y ; 3®. uU système de forces ZS Z“, Z“‘ parallèles à A Z. Pour que le système entier soit en équilibre , il faut que chaque système particulier soit en équilibre.
11 faut donc, i®. que la somme algébriqüe' des forces parallèles à X = o ; 2 ®. qtie la même condition ait lieu pour Y ; 3°. de même poür Z ;
4®. Que la somme des momens des forcés X*, X“, etc.’, par rapport aux plans XAT> XA Z, soit nulle; ■
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5®. ^V/em•des Y* Y", par rapport aux plans YAX, YAZ, soit nulle;
6®. idem des Z», Z“, par rapport aux plans Z A X, Z A Y, soit nulle.
Ces six dernières conditions se réduisent à trois ; en effet ^ prenons pour fixer les idées les deux forces X* et Yi, elles fournissent deux couples dans le même plan XAY. Désignons par S la résultante de deux forces X* et Y* , le moment de ces deux couples situés dans un même plan est égal au moment de leur résultante S.
Faisant le même raisonnement pour les autres I forces , on aura une suite de couples résultans tous perpendiculaires à Taxe de Z ; et puisque les composantes sont en équilibre , il faut que la somme des mômens des forces S*, S“, par rapport à l’ax.e de Z , soit nulle , par conséquent il y, a deux conditions remplacées par une seule; en agissant de même pour les trois autres plans , on n’aura plus que trois conditions. Les forces S*, S“, sont les projections des forces P‘, P“, sur le plan XAY.
CXLIV. Donc, en résumé, pour qu’un système de forces soit en équilibre , il faut , en général , qu’en menant par un même point trois axes quelconques non situés dans un même plan , que la somme des' forces , décomposée parallèlement à chacun de ces axes , soit nulle ; 5®. en projetant toutes ces forces sur des plans perpendiculaires à un des axes , et multipliant ensuite chacune des forces projetées par sa
distance à cet axe, la somme des produits doit être nulle.
CXLV. Récapitulation générale
I®. Forces situées dans un même plan et agissant sur un même point.
Conditions d’équilibre : il faut que la résultante soit nulle.
Cette condition se décompose en trois autres : il faut que les sommes des forces décomposées • parallèlement à trois axes quelconques soient respectivement nulles.
2 °. Forces parallèles situées dans un même plan.
La somme des forces doit être nulle.
En. prenant un point quelconque dans le plan, et abaissant des perpendiculaires sur l’autre force , la somme des produits de chacune par sa distance à ce point doit être nulle; il faut prendre les distances à ces forces avec des signes convenables.
3®. Forces situées dans un même plan et • agissant dans des directions quelconques.
Conditions d’équilibre deux. Prenant un point quelconque dans le plan des forces, il faut que toutes les forces transportées parallèlement à elles-mêmes et appliquées à ce point soient nulles ; la première condition peut être remplacée par deux autres. On a déjà vu ci-dessus . qu’on peut réduire le tout à une force et à • un couple. ( Voyez Note 4-)
CXLVI. Problème VI. Trouver le centre des
forces parallèles par la théorie des momens.
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Solution. Par un point quelconque je mène trois plans qui se coupent et dont deux soient parallèles aux directions des forces.
D’après un problème connu (CXLII), et à l’aide de ces deux plans , je trouve la direction de la résultante, et le centre des forces parallèles se trouve sur cette droite. On peut supposer maintenant que toutes les forces , sans changer de point d’application ni de grandeur, changent de direction , et deviennent toutes parallèles au troisième plan. On cherche la distance de cette nouvelle résultante au troisième plan : connaissant cette distance, on mène un quatrième plan parallèle au cinquième, et qui en soit éloigné de cette distance. Par conséquent le centre des forces parallèles se trouvera dans ce quatrième plan , et comme on connaît déjà la résultante , le point d’application sera l’intersection de la première résultante avec le plan.
CXLVII. Cette méthode se simplifie beaucoup pour les cas particuliers. Par exemple , lorsque les points d’application sont situés sur une même droite , et lorsque toutes ces forces sont dans un même plan, il suffit de chercher, par la théorie des momens , la direction de la résultante , et l’intersection de cette droite avec le point d’application est le centre des forces parallèles; car nous savons que ce point doit se trouver sur ces deux droites : il se trouvera donc à leur intersection. ■ '
. CXLVIII. De même , si tous les points d’application sont situés sur un même plan , on sait
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que le centre des forces est dans ce plan , on cherche alors sa distance à deux autres plans. Po7ir plus de simplicité on prendra des plans perpendiculaires au plan donné et perpendiculaires entre eux.
CXLIX. Lorsque toutes les forces parallèles sont égales entre elles , le centre des forces jouit d’une propriété remarquable quenoùsallonsexposer.'SoientengénéralP*, P“,P"ï,P*y des forces parallèles appliquées aux points A”, A*“, A*^ d’un corps. Désignons par les per-
pendiculaires abaissées de ces points sur un plan. Si nous désignons par p la distance des centres des forces parallèles à ce même plan , nous aurons
_ _ P»/?» pn -f P*“j9«ï -4- , etc.
^ pi-f-pn-f-pin, etc.
Supposons maintenant que toutes les forces * soient égales à />* et en nombre à /z, on aura
etc. />*-f-|7"-^/?“*,etcI _ _
Ainsi ^ lorsque toutes les forces parallèles sont égales, la distance de la résultante au plan est égale à la somme des forces divisées par leur nombre; et, dans ce cas, la distance du centre des forces parallèles à un plan est moyenne entre toutes les distances des points d’application au même plan, quelle que soit d’ailleurs la position de ce plan dans l’espace.
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DIXIÈME LEÇON
" DD MOUVEMENT ET DE L*ÉQÜILIBRE DE» CORPS PESANS ET DU CENTRE DE GRAVlT:é.
CL. Avant de donner l’exposition de la théorie des corps pesans^ nous devons rapporter quelques principes de physique et quelqpies dénominations dont ou fait un fréquent usage dans cette théorie.
CLI. Par des moyens que fournit l’astronomie on est parvenu à s’assurer que la surface de la terre est ùn sphéroïde , c’est-à-dire une surface qui diffère très peu d’une sphère ; de sorte qu’il existe dans l’intérieur de cette surface lin point qui est à peu près également éloigné de tous les points de la surface. Op a donné à ce point le nom de centre de la terre , et cel^i de rayon terrestre à la distance de ce point à la surface. Nous nous sommes servi du mot à peu près ; en effet , les diamètres terrestres ne sont pas tous rigoureusement égaux entre eux. Ainsi , le diamètre qui va d’un pôle de la terre à l’autre , ‘est plus petit que chacun des diamètres perpendiculaires à celui-ci.
CLII. Si par un point pris sur la surface terrestre on conçoit un plan perpendiculaire au rayoïf qui passe par ce point , le plan sera évidemment tangent à la surface de la sphère : on
a donné à ce plan tangent le nom de plan Aorizontal.
CLIII. Deux plans tangens se coupent nécQa* sairement, à moins que les deux points de contact ne soient diamétralement opposés. On a reconnu , par des méthodes astronomiques, que pour que deux plans tangens à la surface terrestre fassent ensemble un angle d’un degré, il faut que les points de contact soient au moins • éloignés de vingt-cinq lieues.
CLIV. Il s’eqsuit que lorsque ces points de contact sont renfermés dans les limites des distances ordinaires, les plans tangens se confondent et ne forment qu’un seul et meme plan. ^ .
CLV. On peut se procurer partout le plan tangent, ou plan horizontal^ à l’aide des liquides ; partotit la surface d’un liquide tranquille représente le plan tangent ou un plan parallèle à ce plan tangent , et on donne aussi à ce plan parallèle le nom plan horizontal.
Ainsi , dans un espace dé quelques centaines de mètres , on peut regarder tous les plans horizontaux comme étant parallèles.
CLVI. La plus petite distance du centre de la terre à un plan horizontal est évidemment là ■perpendiculaire abaissée du centre sur ce plan , et on a donné à cette perpendiculaire le nom de verticale. Lorsque le plan horizontal est un plan tangent , il est évident que cette verticale est égale au rayon terrestre!
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CLVII. On a encore donné le nom de ligne verticale à une perpendiculaire au plan horizontal, lors môme qu’elle ne passe pas par le centre de îa^erre; il s’ensuit donc que toutes les -verticales sur le même plan horizontal sont parallèles ; et , par des raisons développées ci-dessus , on peut regarder toutes les verticales comme se dirigeant sensiblement vers le centre de la terre.
CLVni. On a donné le nom de plan vertical à celui qui passe par une verticale ; il s’ensuit qu’un plan vertical est toujours perpendiculaire au plan horizontal , et que deux plans verticaux sont ou parallèles ou se coupent suivant une ligne -verticale.
CLIX. Examinons maintenantles phénomènes que présentent la chute des corps pesans. Le mouvement de ces corps est nécessairement influencé par la résistance de l’air ou de l’eau dans lesquels il a lieu. Pour étudier ce mouvement lui-même, il faudrait pouvoir le débarrasser de ces circonstaftêes étrangères; c’^t à quoi l’on peut parvenir à l’aide de la machine pneumatique : en effet , on peut se procurer un espace à peu près vide d’air , et c’est dans un tel espace que lysus allons supposer qu’ont lieu les phénomènes dont nous allons parler.
CLX. Première observation. Nous savons déjà qu’en laissant tomber une sphère homogène dans le vide , et comparant les espaces avec les temps , que les espaces croissent comme les carrés des temps : ét de là nous avons conclu
que la pesanteur donnait des accélérations de vitesse égales et infiniment petites ; c’est le premier phénomène qu’on observe dans les corps pesans ; et désormais nous appellerons pesanteur la vitesse infiniment petite que l’action de la force donne à chaque instant *à une molécule qui tombe.
CLXL Seconde observation. En laissant tomber dans le vide un corps de forme quelconque , il descend sans prendre aucun mouvement de rotation , c’est-à-dire que tous les points décrivent des droites ])arallèles. Il s’ensuit qu’il n’y a aucun couple dans la chute des graves ; • il suit aussi que toutes les forces qui font tomber un corps sont parallèles et égales , et il * suffit d’en connaître une^ pour les connaître toutes.
Troisième observation. En laissant tomber deux corps de masses différentes et de la même hauteur , ils parcourent cette hauteur dans le même temps; on en a conclu que les forces qui causent la chute du corps sont toutes égales entre elles , et agissent sur toutes les molécules d’un corps, et leur nombre augmente avec ces molécules. #
En effet , pour fixer les idées supposons deux sphères de cuivre, par exemple; supposons que . le rayon d’une des sphères soit double de celui de l’autre , alors la masse sera huit fois plus grande , et comme' ces deux sphères sont de même nature , il y aura huit fois plus de molécules dans la grande sphère que dans la petite ;
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en laissant tomber les deux masses int^ales, elles parcourent des espaces égaux dans des tërops égaux. Il faut nécessairement qu’il y ait huit fois plus de force agissant sur la grande sphère que sur la petite.
C’est ainsi qu’un fardeau étant tiré par un homme , si le fardeau devient huit fois plus considérable, alors il faudra huit hommes pour produire le même effet sur ce grand fardeau. En résumant ces quatre observations , on en conclut qu’un corps pesant n’est autre chose qu’un système de points matériels, dont toutes les molécules sont animées à chaque instant par des • vitesses infiniment, petites , qu’on appelle pesanteurs, et suivant des directions parallèles et verticales; et que par conséquent tout ce que nous avons dit de la* théorie des forces parallèles s’applique aux corps pesans.
CLXII. Ainsi , i®. toutes les pesanteurs d’un corps grave ont une résultante , de directiou verticale.
a®. Cette résultante est égale à l’une d’elles ' multipliées par le nombre des molécules : on a donné à celte résultante le nom de poids.
Il est donc bien essentiel d^e pas confondre le poids avec la pesanteur; l’une est une résulsante, l’autre une composante.
3®. Que les poids sont entre eux comme les masses.
4®. Qu’il existe un centre de forces parallèles , par lequel passe toujours la directiou du poids dans quelque position qu’on mette le-
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corps : on a donné à ce point le nom centre de gravité. Donc tout ce qu’on a dit du centre des forces parallèles peut s’appliquer au centre de •* gravité.
CLXIII. Lorsqu’un corps de fornçie quelconque est suspendu à un fil et qu’il y est en équilibre, la direction du fil doit être verticale ; car la résistance qu’oppose le fd doit être égale et directement opposée à. l’effet du poids, par conséquent il a la même direction que le poids.
. Nous allons nous occuper de la recherche du centre de gravité d’un êorps dont la forme est géométriquement déterminée.
CLXIV. Nous avons vu ci-dessus que les masses étaient proportionnelles aux poids; par conséquent lorsque les corps ont des poids égaux ils ont des masses égales , et ou possède un instrument , la balance , dont nous nous occuperons plus bas , à l’aide duquel on peut s’assurer si deux corps ont des poids égaux. L’on a trouvé que, lorsque les corps étaient de même nature , par exemple de cuivre, alors les poids étant égaux les volumes sont aussi égaux. Tandis que lorsque les deux corps sont hétérogènes , tels que du cuivre et du fer, les poids égaux sont renfermés sous des volumes inégaux, et les volumes égaux comprennent des poids inégaux.
De. là est venue l’idée de comparer les masses des corps les plus usuelles à celles d’un corps qu’on prend pour unité , et on a choisi de l’eau . distillée pour le corps de comparaison; à o«t effet
on suppose que tous les corps sont réduits en mètres cubes , et on cherche combien il faut de mètres cubes d^eau pour peser autant qu’un mètre cube d’une substance, ou combien il faut de mètres cubes de la substance pour peser autant que le mètre cube d’eau , et le nombre qui donne cette connaissance s’appelle la pesanteur spécifique de la substarice. Par exemple , le fer a pour pesanteur spécifique 7,8 , c’est-à-dire ■ qu’il faut 7 mètres cubes d’eau et 0,8 pour peser autant qu’un mètre cube de fer ; ou , ce qui reTient au même, 78 mètres d’eau pèsent autant que 10 mètres cubes de fer.
Le sapin a pour pesanteur spécifique o,55, c’est-à-dire. que o,55 d’un mètre cube d’eau pèsent autant qu’un mètre cube de sapin ; ou autrement 100 mètres cubes de sapin pèsent autant que 55 mètres cubes d’eau.
CLXIV {bis'). On donne quelquefois le nom de densité au nombre que nous àvons désigne par la pesanteur spécifique; ainsi densité et pesanteur spécifique sont deux mots exactement syno- , nymes. On dit qu’un corps est plus dense qu’un autre quand il a une pesanteur spécifique plus forte ; puisque , sous le même volume , celui qui a la pesanteur spécifique la plus forte renferme un plus grand nombre de molécules matérielles, les molécules doivent être nécessairement plus condensées. Ainsi le fer est jilus dense que le sapin , le sapin est plus dense que le liège.
, CLXV. On a dressé une table des pesanteurs spécifiques {voyez Table I ) pour les substances
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solides, liquides et gazeuses, où les pfesanteurs sont rangées dans l’ordre descendant, de manière à finir par les substances les moins denses ou les plus rares. La raréfaction est l’opération par laquelle on augmente le volume sans changer la masse, effet ordinaire de l’action de la chaleur sur les corps.
CLXVI, Le mètre cube d’eau distillée pèse looo kil. Connaissant donc la pesanteur spécifique d’un corps et son volume , oh peut trouver le poids du corps. Qu’on demande, par exemple , combien pèsent trois mètres cubes de fer. Nous venons de voir que la pesanteur spécifique du fer est 7, 8. Par conséquent , le poids de trois mètres cubes de fer sera trois fois 17,8 = 23,4. Multipliant le tout par 1000, je trouve que trois mètres cubes de fer pèsent 23, 400 kilogr. Soit en général V le volume d’un corps, ou le nombre de mètres cubes et parties de mètres cubes qu’il renferme , D sa pesanteur spécifique ou sa densité, P son poids exprimé en kilogrammes , on aura
P = V D X 1 000 kilogr.
CLX VII. P et P'étant les poids des deux corps, V et V' leur volume ,
D et D' leur densité j
on aura
p:p'::vdx iooo; v^'xiooo::vd;v'd'.
Les poids des deux corps sont donc etttre eux comme les volumes multipliés par les densités. ‘ .
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CLXVIII. Les masses étant proportionnelles ’ aux poids (CXLII) , sont donc aussi entre elles comme les volumes multipliés par les densités.
Il suit des propositions précédentes , i*. que lorsque les volumes des deux corps sont égaux , les masses sont entre elles, ou les poids sont entre eux, comme les densités; a“. lorsque les densités sont égales , les masses sont entre elles, et les poids sont entre eux, comme les volumes.
Lorsque les volumes de deux corps sont in- ' versement proportionnels à leurs densités , ils ont des masses égales et des poids égaux.
En effet , on a alors
. donc
VD = V'D
donc
mais
donc aussi
CLXIX. Problème. Trouver le centre de gravité d’un parallélipipède homogène. {Figure 38.)
Soit ABCDEFGH le parallélipipède; je mène.le plan diagonal AGF G; je dis qu’il renferme le centre de gravité : d’abord il partage la masse du parallélipipède en deux prismes équivalens ; et comme ils t sont homogènes , leurs masses sont égales. Soit L, une molécule matérielle prise dans l’intérieur ou sur la surface du corps ; soit P, la petite force qui l’a-
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nime, etD^ sa distance au plan diagonal A CF G, le moment de cette force, par rapport à ce plan, sera donc P D ; mais il est évident qu’il existe dans l’autre prisme, sur le parallèle LL', une molécule L', également distante du plan A CF H; et comme toutes les molécules sont animées d’égales forces et dans le même sens, son moment seï’a aussi égal à PD , et le 1) du point L' étant l’opposé du D du point L, il s’ensuit que le moment, ayant égard aux signes , sera — PD; par conséquent, la somme des momens', par rapport au plan diagonal ,= zéro. Or, comme à chaque molécule d’un des deux prismes triangulaires correspond une molécule L' dans l’autre prisme triangulaire^, il s’ensuit que la somme des momens des forces qui sont d’un côté, plus la somme des momens des forces de l’autre, = zéro. Donc le centre de gravité se trouve dans le plan. Il est aisé de parvenir à la même conclusion par la considération des forces parallèles. En effet , les deux forces parallèles qui agissent en L et L' étant égales, le point d’application passe par le milieu de la droite L L' , et ce milieu se trouve dans le plan diagonal. Les points d’application des résultantes partielles se trouvent dans ce même plan , donc le point d’application de la résultante totale y sera aussi. On démontrera de même que le centre de gravité se trouve dans le plan diagonal D B G E. Devant être à la fois dans deux plans,, il se trouvera sur la ligne qui joint leurs points d’interçeolion', qui est la ligne O K. Par le milieu
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de ces droites ou mène un plan parallèle aux bases du parallèlipipède. On démontrera, en faisant le même raisonnement, que le centre de gravité se trouve dans le plan; H* est donc au point N.
CLXX. Eu menant les quatre diagonales on démontre , par la géométrie , qu’elles passent toutes par le point N ; donc le centre du parallélipipède se trouvera à l’intersection de deujs, des diagonales intérieures.
4HLXXI. Si la base supérieure. A D C D du parallélipipède glisse parallèlement à elle-même, il est évident que le' centre de gravité restera sur la même ligne en se rapprochant toujours du point K; et lorsque la base supérieure se confondra entièrement avec là base inférieure , . ^ le point K sera le centre de gravité, et la figure sera un parallélogramme ; donc le centre de gravité d’un parallélogramme homogène est dans l’intersection de ses deux diagonales.
CLXXII. Si dans le parallélogramme E F G H la base supérieure H G se rapproche de E F, le centre de gravité restera toujours sur la droite R Q, passant par le milieu des deux bases parallèles. Lors donc que la base sûpérieure sera venue s’appliquer sur l’inférieure , la figure sera devenue une droite , et le centre de gravité sera le point Q; donc le centre de gravité d’une droite homogène est le point milieu de cette droite.
CLXXin. Problème. Trouver le centre de gravité d’un prisme triangulaire. ( Fig. 3^.)
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Soit le prisme A B C D E F.
En -raisonnant comme dans le problème précédent, on trouvera que le centre de gravité est à la fois :
I®. Et dans le plan G MNF passant par Tarête CF, et la droite M qui joint les milieux des droites AB et DF,
a®. Dans le plan A IHD qui passe par l’aréte AD et par IH, qui joint les milieux des arêtes BC,EF.
3®. Dans le plan mené par le milieu N delà droite d’intersection O K de ces deux plans parallèlement aux bases , le milieu N est donc le centre de la partie cherchée. .
CLXXIV. Le centre de gravité se trouve ^ encore sur un quatrième plan mené par l’arête B E et la ligne LP, qui joint les milieux de AE ' et de DF, et les trois plans AIHD , BRP E , C MNF, passent tous par la même droite O K*.
CLXXV. Si la base supérieure se transporte ' parallèlement à elle-même. le long d’une arête en s’approchant de la base inférieure, le volume du p^rallélipipède ira sans cesse en diminuant, et son centre de gravité restera toujours sur la droite O K en s’approchant sans cesse du point K; et lorsque la base supérieure n’en fera plus qu’une avec la base inférieure , il ne restera que le triangle DEF, et le centre de gravité sera alors en K , et par conséquent le centre de gravité d’un triangle se trouve à l’intersection de deux des lignes menées des sommets de cès angles sur le milieu de la base opposée. (Fig. 4®*)
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CLXXVI. Soit A B C un triangle quelconque ; B E et AP, deux droites qui vont des sommets A et B au milieu des côtés A C et B C , et le point O d’intersection sera le centre de gravité de leurs points du triangle. Menons la droite DE , elle partage les côtés CA , CB , proportionnellement ; car l’on a
CE : AE :: cd :db
donc DE est parallèle à AB, et le triangle BXA est semblable au triangle DOE comme étant équiangle ; on a donc , par la comparaison des côtés homologues, ^
Bo :OE :: ab : de AB:DE :: ca;CE::2
donc
BoroE :: 2 : 1
donc
BD
OE — ■ • BO
Le centre de gravité de l’aire d’un triangle se trouve donc sur une droite qui va , du som- • met au milieu de la base opposée, au tiers de cette droite à partir du sommet.
CLXXVII. Problème. Trouver le centre de gravité d’une pyramide triangulaire.
Solution. Figure Soit SÂBC une pyramide triangulaire de densité uniforme , S étant le sommet et ABC la base; soit mené
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tin plan parallèle à la base , et coupant la pyramide suivant la section P E F semblable à la base ABC J les centres de gravité de ces deux triangles et le sommet de cette pyramide sont trois points situés sur la même droite; en effet , les milieux H, L des deux droites parallèles D F et A C sont situés sur la même droite S RLl Donc les deux droites H E , B L sont dans le même plan S B L ; or H E contient le centre de gravité du triangle D EF, et la droite BL contient le centre de gravité du triangle ABC.
Par conséquent , ces deux centres de gravité et le sommet S sont dans le plan BLS : on démontrera de la même manière qu’il se trouve dans le plan SN C; O, N étant les milieux des droites DE, AB; par conséquent le centre de gravité se trouve dans l’intersection des deux plans. Il se trouve donc sur une même droite Li G G' ; G , G' étant les centres de gravité des deux triangles ; donc toutes les tranches parallèles à la base ont leurs centres de gravité situés sur une même droite, qui va du sommet au centre de gravité de la base. Or, on peut remplacer toutes les pesanteurs qui agissent sur les molécules de la tranche DEF par son poids appliqué à ce centre de gravité , et il en est de môme de toute autre tranche. Donc toutes les pesanteurs qui agissent sur toutes les molécules de la pyramide peuvent être représentées par leurs poids appliqués au centre de gravité; donc toutes les pesanteurs dont les molécules de la pyramide sont animées , peuvent être remplacées par un
xo
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système de poids appliqué aux centres de gravité particuliers, c’est-à-dire sur la droite SG. Or, lorsque tous les points d’application des forces ])arallèles sont sur une même droite , le centre des forces parallèles est aussi sur cette droite (CXLVII) ; donc le centre de gravité de la pyramide est sur la droite S G. On démontrerait de même que le centre de gravité doit être sur la droite CI, qui va d’un autre sommet au centre de gravité de la base opposée. Il est donc à l’intersection V des deux droites SG et Cl; on voit , d’ailleurs , que les deux droites S G et G I sont dans un même plan S CN. En général , les quatre droites qui vont des quatre sommets aux centres de gravité des faces opposées, passent toutes par le même point V.
Si je mène la droite I G, elle sera parallèle à C S ; car NI est le tiers de NS , et N G est le tiers de NC; donc les droites sont coupées proportionnellement, et I G est parallèle à SC. Les deux triangles S C V, V I G sont semblables comme ayant les angles égaux chacun à chacun ; on a donc la proportion
ig:sc::vg;sv or iG : SC :: Ni:Ns :: 1 : 3
donc -VG:SV::i:3
SV . SG
donc V G =;= =
. Par conséquent le centre de gravité d’uiia pyramide triangulaire se trouve sur une droite qui va d’un sonamet au centre de gravité de la
Di.
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face opposée, au quart de cette ligne, à partir de la base, ou aux trois quarts à partir du sommet.
Autre solution. {Fig,, l\i.) Soit S ABC la pyramide triangulaire; soit D le milieu de 1 arête AB; menez la droite SD, le plan CSD partage la pyramide en deux autres pyramides de masses égales et de volumes égaux ; et on prouvera , par le meme raisonnement que pour le parallélipipède , que le centre de gravité doit se trouver dans ce plan , et par conséquent aussi dans le plan S B H. Il est donc dans leur intersection ; le reste comme ci-dessus.
CLXXVItl. Connaissant les centres de gravité GHI, etc. des corps A, A', A", etc. liés entre eux d’unè manière invariable , trouver le centre de gravité du système de ces corps.
{^Fig. 4^* ) Soient les trois corps A, A^ A", on les suppose fixés de manière à ce que les distances, mutuelles ne puissent point cban-
Première solution. Par la cooàpositiôn "es forces ,
soient V le voliime du corps A D sa densité;
P Son poids , M sa masse ;
y' le volume du corps^A'; D' Sa densité; P' son. poids; M' sa masse;
V" le volume du corps A"; D" sa densité ; , . D'' son pctids , sa masse, etc.
on aura les équations ^
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M = VD (NoCLXVI.)
M'=rD'
• M‘'=V"D*,etc.
On peut concevoir que toutes les pesanteurs qui agissent sur le corps A ont pour résultante le poids P appliqué au centre de gravité G; on pourra donc remplacer toutes ces pesanteurs' par la force unique P agissant en G. Faisant usage des mêmes considérations pour tous les autres corps y on verra que toutes les pesanteurs peuvent être remplacées par les poids P, P', P" parallèles y etc. Cherchons donc la résultante des deux premières forces P et P' ; à cet effet , il faut partager la droite H G en parties réciproquement proportionnelles au point P et P'. Or, ces poids sont entre eux comme les masses M et M' ; il faut donc partager la droite GH en parties réciproquement proportionnelles aux masses M et M', ou bien encore au produit des volumes par les densités. Soit K le point de partage, alors ce point K sera le centre de gr^ité du système des deux premiers corps.
Joignons le point K au centre de gravité I du troisième corps, au point K est appliqué une force égale à P 4- P', et au. point I une force parallèle. égale à P"; il faut donc partager Kl en parties réciproquement proportionnelles aux forces P P' et ou bien aux masses M -f- M' et M", ou bien encore au volume. V D -f-V' D' et V'' Soit K' le point de partage , il sera alors le centre de gravité des trois corps A, 'A', A'' y on continuerait de raisonner de la mémo
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manière pour trouver le centre de gravité d’un plus grand nombre de corps.
Seconde solution. Par la théorie des momens : (^Fig. 44)- Soit mené un plan quelconque MN; des centres de gravité particuliers G,H,I des corps soient abaissés des perpendiculaires sur le plan.
Désignons par ^ la perpendiculaire G G', par la perpendiculaire H H', par la perpendiculaire II", etc. ;
Et par A la distance cherchée du centre de gravité de tout le système au plan MN. Cette distance est égale à la somme des momens, divisée par la somme des forces (CXXXVII). Nous aurons donc ' - ' . ;
etc.
P-f-P' + P"+; etc.
tT-l — _ -j- -f., etc.
-| — etc.
I 4" — etc. • ^
etc. *
M-f-M' etc.
_ + V"D" «J'hèle.
T D 4- V D' 4- V'' D’ ^ etc. ”
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Si l'on prend positivement les distances qui se trouvent d’un côté du plan , il faudra prendre négativement celles qui se trouvent du côté opposé. On trouvera donc la distance du centre de gravité cherchée au plan MK, et le signe de cette distance indique de quel côté*du plan le centre de gravité est situé. Si donc nous menons'uu plan parallèle au plan MK, et qui en ' soit éloigné • de la distance A , le centre de gravité se trouvera dans ce second plan. Menons maintenant ùn troisième plan faisant un angle avec le premier, on trouvera la distance du centre de gravité à ce troisième plan ; et faisant la même construction que pour le premier, on trouvera un quatrième plan parallèle au troisième , qui renfermera encore le centre de gravité. Le centre de gravité sera donc dans l’intersection dû second et du quatrième plan. Menons maiiiténant un cinquième plan , on trouvera sa distance au cinquième plan ; et menant un plan parallèle à celui-ci, le centre de gravité se trouvera à l’intersection des deuxième, quatrième et sixième plans.
CLXXIX. On abrège de beaucoup la solu- • tion précédente en menant de suite trois plans rectangulaires ZAX^^ZAY^ XAY.
^ Soit Z' la distance trouvée dti centre de gravité au plan - - Y A X,
' \ Y' la distance trouvée du centre
' de gravité au plair ZAX,
X^ la distance trouvée du centre '
de gravité au plan Z A Y,
on porte X' de A en B , sur Taxe AX ; au point B, on mène BC parallèle à AY cl égale à Y'; on mène CD parallèle à A Z, égale à Z', et le point D sera le centre de gravité cherché, car il satisfait évidemment aux trois conditions j sa distance au plan X A Y Z , etc....
CLXXX. Si tous les centres de gravité étaient dans un njême plan , il suffirait de*mener deux autres plans perpendiculaires à celui-ci et perpendiculaires entre eux. '
Si tous les centres se trouvent déjà sur une même droite, alors Je centre de gravité se trouvera à l’intersection de la droite avec le deuxième ' plan.
Si tous les corps étaient de même densité, si l’on avait D =I)' = D", alors les poids proportionnels aux masses seraient simplement proportionnels aux volumes
P M VD^V
CLXXX C^w). Trouver le centre de ^aVîtè du périmètre d’un polygone.
■{Fig, 1^6). Soit AB CD EF le périmètre du polygoue dotrt il font frouyer. le ceUtré de
gravité. ^ '
Première solution. Pâr la composition des' fôrces , nous avons ici six lignes A B,”B C , etc., liées entre, elles d’une manière invariable, et nous connaissons le Centre de gravité de chacune deS' lignes; ils sont sitües a leurs milieux.
Soit L la longueur de AB , et D'sà“ dehsüé ,
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X' la longueur de B C , et D' sa densitô > h" la longueur de G D , et D* sa densité ; je mène là ligne A B , que je partage en partiesréciproquement proportionnelles à LD et à 1 / D'. Soit K le point de partage ; je mène K.C, que je divise de même en parties réciproquement proportionnelles à LD-f-L'D' et L"D", et ainsi de suite, et le point M sera le point demandé.
Si tous les côtés ont même densité , il suffît de les partager en parties, proportionnelles à leurs longueurs.
Deuxième solution. Par les momensji on voit quelle serait la marche à suivre pour trouver * le centre de gravité. Tous les ceqtres de gravité partiels étant dans un même plan, il suffira d*en choisir deux autres perpendiculaires aa plan donné.
CLXXXI. Il est évident que le ' centre de ' gravité d’ùne circonférence est à son centre, et en général le centre de gravité du périmètre d^une figure qui a un centre se confond avec ce centre.
CLXXXII. Trouver le centre de gravité de l'airé d’un polygone de densité uniforme.
Soit 'AB CD E ie polygone 47), je le partage en triangles par des diagonales menées d’un de' ses sommets. Je cherche d’abord les cemtres dé gravité a, b, c, etc., des triangles.
.. Première solution. Par la • composition des forces; je joins le point a au point ô, et je divise a b eii parties réciproquement proportion-*
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selles aux aires des triangles A £ D , A D C , et ainsi de suite.
Deuxième solution. Par les mômens... (Voir page II 3 .)
CLXXXIII. Le centre de gravité de Taire d’un polygone régulier, de Taire de la circonférence , de Taire de la sphère , est à leur centre de figure.
CLXXXIV. Trouver le centre de gravité d’une pyramide polygonale de densité uniforme. .Soit une pyramide pentagonale {^figure 48 ) , je la décompose en trois pyramides triangulaires ; je cherche le centre de gravité de chacune : tous ces centres de gravité se trouveront dans le même plan II'I” ; mais, en raisonnant comme au Problème CLXXVII , le centre de gravité de^ra aussi se trouver sur la ligne S M qui joint le centre de gravité de la base avec le sommet S de là pyramide. Le • . •
centre de gravité se trouvera donc à l’intersection du plan et de la ligne; mais cette ligne étant aussi coupée proportionnellément , le . centre de gravité sera au quart de S M en partant de la base , ou aux trois quarts en partant du sommet. * ’ t
, CLXXXIV bis. Le centre de gravité d’un cône est donc , à partir de la base , au* quart de la ligne qui joint son sommet avec le centre de gravité de sa base.
CLXXXV. Trouver le centre de gravité d*un polyèdre quelconque ; on prend uli point dans l’intérieur du polyèdre; oh mène de ce point
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des lignes à tous les sommets , et il se trouvera aiAsi partagé en un certain nombre de pyramides polygonales; or, on sait trouver le centre de gravité de chacune de ces pyramides et de leur système ou du polyèdre. (Voir note 6.)
DES CORDES ET DE LA HACHIITE FUNICULAIRE
CLXXXV bis. t)ans un très grand nombre de cas, les forces sont transmises aux corps, non pas directement, mais par l’intermédiaire des cordes. Nous avons souvent eu occasion d’en parler dans les précédentes leçons. Maintenant nous allons nous en occuper plus particulièrement.
CLXXXVI. Tout le monde sait que les cordes sont le résultat de la torsion de plusieurs substances filamenteuses végétales ; qu’elles sont * plus ou moins épaisses, suivant le plus ou moins grand nombre de fils tordus ensemble :
il en résulte qu’on peut considérer ces cordes, lorsque leurs axes sont en ligne droite , comme des cylindres. Pour leur donner une direction rectiligne , il faut les tirer par les deux bouts ; mais comme elles ne sont pas parfaitement flexibles , elles opposent certaine résistance à se mettre' en ligne droite, résistance d’autant plus grande que les cordes ont plus d’épaisseur,. On
a donné à cette résistance le nom de raideur .
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Nous en ferons encore abstraction pour le momeot; nous supposerons que les cordes sont parfaitement flexibles , et que les forces agissent suivant leurs axes.
CLXXXVII. Lorsqu’une corde est tirée à ses deux extrémités, suivant la direction de son axe et dans des sens opposés , par deux forces égales , il est évident que la corde restera en repos ; l’action des deux forces tend à rompre la corde, La résistance de la corde, provenant de l’adhésion mutuelle de ses molécules , se nomme tension : plus les forces agissant aux extrémités de la corde sont grandes , et plus la tension sera forte. Si ces forces augmentent du double, la tension augmentera du double; ainsi la tension est proportionnelle aux forces égales qui agissent à ses extrémités.
CLXXXVni. Lorsqu’une corde est tirée par une force agissant à l’une de ses extrémités, suivant la direction de son axe, et que l’autre extrémité est libre* alors il n’y a pas de tension; car il n’y a de tension que lorsque les molécules sont disposées à se diriger dans des sens opposés.
CLXXXIX. Lorsque deux forces inégales P et Q agissent aux deux extrémités de la corde dans la direction de son axe et dans des sens opposés , il y aura tension , et la corde ira dans le sens de la- plus grande force, et se mouvra avec une vitesse égale à l’excès de la plus grande sur la plus petite. On peut considérer la tension comme produite par deux forces
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égale^ c)iacune à Q, et les deux forces occâ-^ sionnant une tension proportionnelle à Q (CLXXXVII); de plus, la corde est animée d’une vitesse égale à l’excès de P sur Q , qui ne contribue en rien a la tension. C est ainsi qu’une corde tendue étant posée sur une table, si la table se ineut et transporte la corde avec elle ,*ce mouvement n’augmentera pas la tension de la corde ; donc lorsque deux forces agissent aux deux extrémités d’une corde , la tension est
proportionnelle à la plus petite des forces.
CXC. Si une des extrémités d’une corde est fixée,' et que l’autre soit tirée par linè force dirigée suivant son axe et tendant à éloigner la cordé du point fixe , la corde sera évidemment ■ tendue et la tension sera proportionnelle à la force qui tire; l’effort que supporte ce point fixe sera proportionnel à cette forCe.^
ég.) Supposons la corde A A.^fixée CH A , et portant à son extrén^ité infénénrê un poids de I o kilogrammes , et la corde DJ 0 * fixée en,D, et portant ùn poids de 20 kilogtitmiiies : la corde D D' aura une tension 'double de la 'corde AA', et l’effort que le' point D aura à
* si^pporter sera à l’effort que supportera le point A comme 2 î i. "
CXCI. Dans cet exemple , nous faisons abstraction des poids des cordes; il faut y avoir 'égard, car dans la position verticale , le poids ' de la corde contribue à augmenter la tension: ' ' ce poids peut devenir mên^é assez considérable
• pour que la corde se rompe d’elle-même.
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CXCII. Lorsque la corde enveloppe un corps fixe, et que ses deux extrémités libres sont tirées par des forets égalés et dans des sens opposés , il y aura équilibre et la tension sera proportionnelle à la force.
( Fig. 5o. ) Soit A B C D le corps fixe ; si une corde D G enveloppe une partie du corps , et qu’aux extrémités sont appliquées des forces égales , la corde sera en équilibre et la tension proportionnelle à la force ; car, en raison de la parfaite flexibilité de la corde, les actions des deux forces P et Q se transmettent comme si la corde était étendue en ligne droite ; et par conséquent , pour qu’il y ait équilibré, il faut que les forces soient égales : B D et CD ont toutes deux une tension proportipnnelle à la force P ou à la force Q.
CXCIII. Le corps subit une pression résultant des tensions des cordons BD , BC; car ce point étant tiré par deux forces égales , tend à se mouvoir suivant la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces , et le corps s’opposant à ce mouvement supporte une pression au point D , dont la direction divise l'angle CBD en deux parties égales.
( Fig. h\.') CXCIV. Soit A B CD un rectangle fixe dont les côtés A D B C sont verticaux ; supposons-le enveloppé d’une corde aux deux extrémités de laquelle sont suspendus deux poids M N de lo kilogrammes chacun; on veut connaître la pression qui s’exerce au point B du corps. On prend B G , B H égales entre
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elles , fct elles rej^ésentent les poids M N ; alors la diï^onale du parallélogramme représente la
pression* « et Ton a B H = B B F V/a ,
ou BH = lo X ï »4== 1 4 kilogrammes environ.
CXCV. Si le polygone est régulier, les pressions qu*îl éprouve sont toujours égales et dirigées vers le centre.
Lorsque le nombre de "côtés du polygone devient infini , il se change en une circonférence ; par conséquent , tous les points de la circonférence sont’ également pressés, et la •pression est dirigée vers le centre. - ,
CXCVI; 5a.) Supposons inaintenant trois cordQOS AB, A C et AM réunis en A par un.
nœud.; le cordon AB est tiré par la force P, le cordon AC par la force Q, et le cordon AM par la force S ; il y aura équilibre dans le système si le point A reste en équilibre; et cela peut a,voir lieu si l’une quelconque de ces forces est égale et directen^ent opposée à la résultante des deux autres. La corde S sera' donc sollici-
tée et par la force S et par la résultante des de,qx forces P et Q , qui est ég^le à S et agit dans le sens opposé ; aussi la tensioh du cordon èàli proportionnelle â S, .et la tensiob de cb^ûé^'^nor^b est proportionnelle à la force ‘^u^ j^^Le raisonnement, est Iq même, q;ud ^qué;^ soit le ^ombre des cordons qui se . rénnisse^it lorsqu’un
nombre^-qj^c^nque d[c cordes réunies en nœud autour d’iinjra^e point sont çn équilibre^ étant
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tirées par des forces , la tension de chaque cordon est proportionnelle à la force qui agit sur lui. Le point fixe éprouve des efforts dans tous les sens des cordons , et proportionnels aux forces qui agissent sur ces cordons.
CXCVII. Si un ou plusieurs cordons, au lieu d’étre tirés par des forces, sont rendus fixes , alors les tensions des cordons expriment encore les actions qu’éprouvent les points fixes.
( Fig. 52.) Soient les trois cordons M , C , B réunis par un nœud en A, les cordons B et C sont tirés par les forces P et Q , et le cordon M S est fixé en I. Les cordons étant tenus en équilibre, la résultante des deux forces P et Q aura même direction que le cordon M , et représentera sa tension; et par conséquent aussi, l’effort qu’aura à supporter le point d’attache I.
CXCVIII. 53. ) Problème Soient
le cordon L AM attaché en L et en M , et au point A est un troisième cordon qui porte à son extrémité un poids P, le système étant en équilibre, on veut connaître la tension des cordes LA, M A : je prolonge les lignes LA, M A ; je ^ prends sur AH une longueur AE quelconque pour représenter la force P. On achève le parallélogramme ADEF; on cherche le rapport de la diagonale aux côtés , soit par la trigonométrie , soit par le moyen des échelles. Alors A F représentera la tension du cordon LA, de même AD représentera la tension du cordon MA. . ■
Moins le point P est considérable , plus
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l’angle LAM sera grand; mais quelque petit que soit le poids P, l’angle LAM existera toujours; on peut conclure de là qu’il est impossible de tendre une cordc en ligne droite.
Soit en effet une corde AB tirée par deux forces P et P' égales et directement opposées ; si la corde n’était pas pesante , elle serait en ligne droite ; mais on peut considérer une corde comme une droite sans pesanteur, mais chargée en tous scs points de poids infiniment petits. Ces planteurs produiront à chaque point des angles très obtus; alors la corde prendra une forme curviligne; par conséquent une corde ou une chaîne ne peut être en ligne droite que dans une position verticale. De là il résulte qu’on ne peut se servir d’une corde pour mesurer avec exactitude la largeur d’un fossé un peu considérable. •
CXCIX. Si la force P divise LAM en deux parties égales , alors AE = AF et les tensions des deux cordons seront égales.
Problème II. [_Fig. 54* ) Soit LAM un cordon fixe par ses extrémités, LM le poids P attaché à l’aide d’un cordon à l’anneau A R , qui peut glisser librement le long de la corde LAM , on demande dans quel cas le système sera en équilibre , et quelles sont les tensions des deux cordons? Le cordon LAM né peut être en équilibre autour de l’anneau qu’à moins d’être également tendu; sans cela, l’auneauAR irait du côté de la plus faible tension. Les tensions de LA et AM devant être égales, il s’en-
suit que la force P divisera l’angle L A M eu deux parties égales, et l’anneau glissera jusqu’à ce que cette condition soit satisfaite. L’anneau , en glissant , décrit une ellipse ayant pour foyers les points L et M, et pour grand axe la longueur du cordon LAM; la droite qui divise l’angle LAM en deux parties égales est perpendiculaire à cette ellipse , c’est-à-dire perpendiculaire à la tangente à l’ellipse; et comme cette droite AE est verticale, la tangente à l’ellipse sera horizontale. Donc , pour trouver le point où l’anneau s’arrêtera , il faut décrire la demiellipse inférieure; mener une tangente horizontale , et l’anneau s’arrêtera au point de contact.
Lorsque les points L et M sont sur la même ligne horizontale , il est clair que que la verticale qui passera par ce point divisera là ligne en deux parties égales ; ce cas est celui d’équilibre des réverbérés qui éclairent les rues.
{l'ig. 55. ) Soit ACDEFB une corde fixée aux points AB, aux points CD EF sont suspendus des poids P, P', P", P'”, la corde se pliera en polygone jusqu’à ce que tout soit en équilibre ; tous les côtés de ce polygone seront dans un même plan. En effet, soit t,t\ t\ t"\ les tensions des cordons AC, CD, DE, EF,»FB, le système entier ne pourra point être en équilibre , à ipoins que les trois cordons réunis en C ne soient en équilibre. Il faut donc que ces trois cordons soient dans un même plan ; il en est de même des trois cordons C D, DE, DP; mais les deux cordons P et P', étant
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parallèles , sont dans un même plan : donc teS trois plans ne font qu’un seul et même plan. On démontrera de la même manière que les deux autres cordons se trouvent encore dans un même planj donc tout le système sfera dans un
même plan. . j * r*
# ce. Dans l’équilibre des trois cordons AC,
CD, CP, la tension t agit de A vers C , et la tension t' de C vers D; dans l’équilib^ autour du point D,la même tension t ' est censée agir de D vers C , et la tension de D vers E ; et dans l’équilibre autour du point; E , cette même tension agit versD. En continuant ainsi, on verra qu’il y a douze forces qui se font équilibre ,
savoir : * .
les tensions — ï*, t“ — et •
et les forces P, P*, P“» P*'* >
or les forces détruisent.
Il faut donc qu’il y ait équilibre entre les deux cordons et les quatre forces P, P% P**, P”* î il fant donc aussi que la résultante des deux forces extrêmes soit égale et directement opposée à la résultante des quatre forces P, P‘^
pii^pui^
Ori' cette résultante est égale à la somme de& forces, et verticale ; par conséquent , si nous> ' prolongeons les- deux cordons extrêmes, et si nous menons par le point de rencontre une verticale, cette verticale renfermera la résultante desforces, et par conséquent leur centre de gravité. ' CCI. Jusqu’ici noUs n’avons pas eu égard à
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la pesanteur de la corde ; mais ce que nous avons dit s’applique également à une corde pesante; car on peut la considérer comme composée d’une suite de cercles perpendiculaires à son axe, et à chaqùe cercle on peut suLstituer un poids appliqué à son centre ; de sorte qu’une corde pesante peut être regardée comme une droite dont tous les points seraient chargés de poids infiniment petits ; par conséquent , cette corde prendra la forme d’un polygone d’une infinité de cotés , ou d’une courbe plane. Si au lieu d’une corde on prend une chaîne composée de chaînons égaux , cette chaîne affectera encore la même forme : aussi a-t-on donné à cette courbe le nom de chaînette.
CCII. {Fig- 56.) Soit la chaînette AB; si par les extrémités A, B on mène des tangentes à la courbe, elles peuvent être regardées comme le prolongement des côtés extrêmes; si par le point de rencontre on mène une verticale, elle passera par le centre de gravité de la chaînette, et si l’on prend sur la ligne AH une ligne OR pour représenter le poids de la corde , et qu’on achève le parallélogramme, OM représentera l’effort supporté par le point B, ON l’effort supporté par le point-A. .
CCIII. Si l’on fixe un point K quelconque de la chaîne, il est évident qu’en supprimantda portion BK , AK restera toujours en équilibre , et si par le point K on mène une tangente , et qu’à partir du point O' d’intersection , on
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prenne sur la verticale O' H'' une ligne O' R' qui représente le poids de la chaînette Al K, O' M' représentera la tension du point K , O' N' la tension du point A.
CCIV. Au pohit le plus bas de la corde, la tangente est horizontale, et si les points A et B sont sur la même ligne horizontale, ce point sera au milieu de la corde , et la verticale qui passe par ce point divisera la corde en deux parties égales.
CCV. Supposons un collier formé par une suite de petites sphères de masses égales ce collier prendra la forme d’une chaînette , et toutes les sphères animées de forces égales se tiennent en équilibre.
CCVI. {Fig. 67.) Soit le collier AB O ; si on le fait tourner autour de AB de manière à conserver toujours la forme de la chaînette AOB , elle sera encore en équilibre, même en* retirant le lil qui joignait les sphères ; car, dans le premier sens , les forces allaient de la convexité vers le centre de la terre ; dans le second,
. elles s’y dirigent en partant de la concavité. Les forces n’ont donc fait que changer de direction ; or, dans le premier cas , elles étaient maintenues en équilibre à l’aide d’un ül ; dans le second cas , elles y sont maintenues par l’impénétrabilité des sphères.
.CCVII. Il est très facile de décrire la chaînette ; il suffit de fixer un fil par ses extrémités, et de tracer ensuite la courbe le long du fil.
CCVIII. On SC sert beaucoup de la chaînette
dans les arts , pour la construclion des voûtes et pour les ponts suspendus; c’est ainsi que plusieurs des voûtes qui soutiennent la coupole de l’église Sainte-Géneviève, à Paris, ont la forme d’une chaînette. Dans cette espece de voûte , les voussoirs se tiennent en équilibre d’eux-mêmes , et n’exercent sur les pieds droits qu’une pression verticale. ,
CCIX. La figure 58 représente un pont suspendu. Une corde AB est attachée par ses extrémités aux points A et B , situés sur une même ligne horizontale ; soit de même , un peu plus loin, une seconde corde égale et parallèle, et placée de manière que les quatre points fixes forment les sommets d’un rectangle horizontal : imaginons maintenant un plan horizontal parallèle au rectangle et au-dessous ; divisons chaque corde en portions égales ah ^ hc, cd, etc., et abaissons de tous les points des’ perpendiculaires sur le plan horizontal.
Si l’on parvient à faire en sorte que le plan horizontal et les perpendiculaires fassent système , il est évident que le plan horizontal pourra être placé au-dessus d’une excavation et servir de passage. Pour établir ce système , les perpendiculaires sont des cordes suspendues librement. On joint par des traverses les pieds des deux perpendiculaires placées semblablement dans chacune des cordes, toutes ces traverses seront dans un même plan horizontal. Plaçant alors un plancher sur toutes ces traverses , on aura le plan cherche. Lorsque lo
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plancher est ainsi suspendu , la corde est tirée et par son propre poids et par le poids des suspensoirs et des cordes ; alors elle n’a plus la figure de chaînette , et décrit une autre courbe, que M. le' baron Dupin a trouvé le premier devoir approcher de la parabole.
DES PLANS ET DES SURFACES FIXES
CCX. Lorsque tous les points d’un corps peuvent se mouvoir dans telle direction que l’on veut , le corps est entièrement libre ; mais s’il existe dans le corps un seul point qui soit entièrement fixe, et supposant le corps sans élasticité et sans flexibilité, tous les autres points du cdrps pourront se mouvoir; mais chaque point , devant toujours rester à la même distance du point fixe , ^ ne pourra décrire qu’une ligne située sur une surface sphérique. Ainsi , un point éloigné d’un centimètre de dis-tance du point fixe pourra se placer sur tous les points de la sphère qui a le point fixe pour centre et nn'centimètre de rayon, et ainsi des autres points.
CCXI. Lorsque le corps a deux points fixes , il est évident que tous les points du corps qui se trouvent sur la droite- qui joint les deux points sont aussi fixes , et les autres points peuvent décrire des circonférences perpendicu-
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laires à cette droite fixe et ayant leurs centres sur cette droite.
CCXII. Lorsqu’un coqis a trois points fixes non situés sur la même droite, alors le corps est entièrement fixe ; aucun de ses points ne peut prendre de mouvement , et toutes ses faces sont fixes.
CCXIII. Une suif ace est fixe lorsqu’elle est la face d’un corps fixe.
CCXIV. Nous allons examiner quelles sont les conditions d’équilibre d’un corps qui est posé • sur un plan fixe et sollicité par des forces quelconques; le cas le plus simple est celui où un corps touche le plan fixe par un seul point, et où le corps n’est sollicité que par une seule force. Nous faisons pour le moment abstraction de la pesanteur.
CCXV. {Fig’ Soit donc ABCD un plan fixe, MNO un corps terminé en pointe tel qu’une toupie , et touchant le plan par le point O ; soit P une force dont la direction passe par le point O , poussant le point contre le plan et agissant perpendiculairement au plan , le corps restera en équilibre; car menons par le point O dans le plan deux droites quelconques O L , ’O T, elles sont toutes perpendiculaires à la direction ■de la forçe. Si ce point O devait se mouvoir, il n’y aurait^ pas plus de raison pour qu’il aille suivant OÙ que suivant O T : donc il y a ^équilibre.
CCXVI. (/'’i^. 6o. ) Supposons maintenant que la force passant parle point O soit oblique
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à l’égard du plan; par le point O j’élève une perpendiculaire au plan ; par cette perpendiculaire et la force je fais passer un plan qui coupera le plan fixe suivant une droite O K : achevant le rectangle O L N I , au lieu de la force P représentée par ON, nous pourrons prendre les deux forces composantes O L et 01; la force O L sera détruite par la résistance du plan : il ne restera donc que la force O I , et le point OL se mouvra suivant la droite OI.
CCXVII. Le plan LOIN est perpendiculaire au plan fixe, et passe par ON, direction de la force»; par conséquent, lorsque la force passe par le point de contact et qu’elle est oblique à l’égard du plan , le point de contact se mouvra suivant la ligne d’intersection du plan fixe avec un plan qui lui est perpendiculaire , et qui passe par la direction de la force ; ou , en d’autres termes , le point se mouvra suivant la projection de la direction de la force sur le plan fixe.
CCXVIII. {Fig, 6i.) Supposons maintenant que la direction de la force P ne passe pas par le point de contact ; au point de contact appliquons deux forces parallèles et égales chacune à P, et directement opposées entre elles, au lieu de la seule force P nous aurons une force appliquée en O et un couple ; la force appliquée en O procurera un mouvement de translation au point O , et le couple produira un mouvement de rotation ; par conséquent le corps eulbutera sur le plan.
Di" ■ -
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CCXIX. Si la force D était toujours perpendiculaire au plan , mais sans passer par le point de contact, le corps s’abattrait et le point O ne prendrait pas ce mouvement de translation.
Soit, par exemple, une sphère placée sur un plan J si on la frappe dans nne direction perpendicûlaire au plan , mais ne passant pas par le point de contact , la sphère prendra un mouvement de rotation , mais n’en prendra pas de translation.
{Fig. 62 .) Ainsi , dans cet exemple, la sphère O tournera dans le sens de N M R.
CCXX. Il suit de tout ce qui précède qu’un corps qui touche un plan fixe ne peut être en équilibre que lorsque , i**. la direction de la force passe par le point de contact; 2 ®. elle est perpendiculaire au plan fixe; 3 °. elle pousse contre le plan. Une seule de ces conditions venant à manquer, il n’y a pas d’équilibre.
CCXXI. Supposons maintenant que le corps ^ toujours sollicité par une seule force, touche le plan fixe par deux points.
{Fig. 63.) Soit DF le plan, fixe AMN B; le corps touchant le plan fixe par ses extrémités A et B , la force P fait naître en A et en B des ' pressions qui doivent être perpendiculaires au plan pour qu’il y ait équilibre ; par conséquent, les pressions ont des directions parallèles , et la résultante de ces pressions doit être égale et directement opposée à la force P. Or, cette résultante est parallèle aux composantes ; elle
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C 3 t donc aussi perpendiculaire au plaif:ÿ et passe par un point O situé entre A et B. Il faut donc que la force, P, i®. soit perpendiculaire au, plan ; passe par un point de la droite AB ;
3®. pousse le corps contre le plan. Lorsqu’une de ces conditions njanque > 1 équilibre n a pns .
lieu. * . • • '
CCXXII. Connaissant la grandeur de la force P, et le point O où sa direction rencontre la ligne A B , il est aisé de trouver les pressions gxgrcées aux points A et B en décomposant ^ cette force.
CCXXIII. Lorsque le corps touche le plan par plusieurs points ^ il est facile de voir, en i répétant le même raisonnement , que pour deux points, pour, qu’il y ait équilibre, il faut trois ' conditions : i^. que la force unique spit per- , pendioulaire au plan; a®, qu’elle passe. dans ^ l’intérieur du polygone , formé par les points de contact ; '3®. qu’elle pousse le corps contre le jrfan. Si une de cés conditions manque , il
n’y a pas équilibre. . . î
CCXXIV. Lorsque le nombre de points dé contact 'devient infini , c’est-a-dire lorsque le corps touche par une base finie , les conditions j d’équilibre sont: i®, que la force soit perpendiculaire au plan fixe; a®, qu’elle passe dans- j l’intérieur de la base dé contact, et 3®. qu elle ' pousse la base contre le plan.
‘ GCXXV. Lorsque le corps est sollicité par tant de forces qu’on, voudra , il faut , pour qu il y ait équilibre, i®. que toutes les forces puissent
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se réduire à une seule; 2 *. que la direction soit perpendiculaire au plan ; 3°. qu’elle passe par un des points de contact ; 4°- qu’elle pousse le corps contre le plan. Une de ces conditions manquant, l’équilibre est impossible.
CCXXVI. Lors donc qu’il n’y a que deux forces, il suit de la première condition que, dans lé cas de l’équilibre, les forces sont dans un même plan , et de la deuxième , que ce plan est perpendiculaire au plan fixe.
CCXXVII. Problème. Un corps pesant étant posé sur un plan fixe , quelles sont les conditions d’équilibre ?
Solution. Un corps pesant étant un système de points matériels sollicités par des forces parallèles et égales , elles ont toujours une résultante ; par conséquent , la première condition est satisfaite.
La direction de cette résultante étant verticale , la seconde condition exige que le plan lui soit perpendiculaire ; il faut donc que le plan soit horizontal.
La direction de la résultante passe par le centre de gravité ; en vertu de la troisième condition , il faut donc que la verticale qui y passe rencontre un des points de contact, et la pesanteur agissant de haut en bas , il faut donc , en vertu de la quatrième condition, que le corps soit placé sur le plan et non en dessous.
CCXXVIII. Exemple. Pour faire tenir en équilibre, par son sommet , un cône pesant ’ 64), il faut 1 ®. que le plan MN soit hori-
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montai; a».‘ que la verticale, passait par le centre de gravité G, passe par le jpoint I, alors le cône est en équilibre. » • . ,
CCXXIX. Il est évident que le plus léger mouvement fera sortir le point I de la verticale^ et fera cesser la seconde condition ; il y aura donc mouvement de rotation , et le corps tom- * bera sur le plan. On appelle cette sorte d’équilibre un équilibre instable y car le plus petit mouvement le fait cesser.
Si' le cône est placé par sa base sur le plan horizontal , il sera évidemment en équilibre. En Técartant de cette position il ne sera plus en équilibre; mais il reviendra se poser sur sa base AB , et cet équilibre est dit stable y parce que , même après avoir été troublé, il revient à sa première position ; lorsqu’on l’écartera de manière à rendre la ligne A G verticale , alors il y aura équilibre instable: si on l’écarte da.vantage , l’é- ^ quilibre cesse entièrement et lé corps tombe.
. CCXXX. Tous les corps étant pesans, il s’ensuit que Jious les voyons toujours en équilibre et non en repos , et cet équilibre est plus ou ^ moins stable. - .
• 't' ^XXXi. Soient deux parallélipipèdes rectangles.'posés sur un même plan horizontal , et ayant inémes bases et des hautèurs inégales ; soient D le centre de gravité du.petit,et O celui du grand , abaissons 'les perpendiculaires D M , OQ. -
65.) Des points Q et IVI abaissons des perpendiculaires, QR , MN sur les côtés ABv
bÿ tjOOgK
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ab. Menons les lignes OR et P N pe»’oendiculaîres aux arêtes AB, ab^ les côtés AB, ah étant égaux; A R moitié de AB sera égale à aN moitié de ah; gxï transportant le petit parallélipipède sur le grand, il est évident que le point N tombera sur le point R ; le point M sur le point Q et la ligne MD sur QO; mais la ligne DM étant plus petite que QO, le point D se trouvera au-dessous du polht O ; donc l’angle DNM est plus petit que l’angle ORQ; mais DNM mesure l’inclinaison de la droite DN sur la base ; il en est de même pour ORQ; par conséquent l’inclinaison de^DN sur la face ahfe perpendiculaire à la base, sera plus grande que celle de OR sur ABFE; mais en faisant tourner les parallélipipc.des dans le même sens autour des arêtes AB cX. ah jusqu’à ce qu’ils parviennent à l’étal d’équilibre instable; pour qu|ï le grand y arrive il faut que OR devienne vertical , alors il aura donc décrit un angle égal à celui que cette ligne forme avec le plan ABFE. Or, cet angle est plus petit que l’angle analogue du petit parallélipipède ; le parallélipipède le plus élevé arrive donc plutôt à l’état d’équilibre instable; ainsi le grand jiarallélipipède se renversera quand l’autre reviendra encore à la i)rcmière position: donc le grand parallélipipède est moins
stable que le petit. \
CCXXXII. En général, les corps'pesans sont d’autant plus stables sur un plan fixe, qu’ils y reposent par un plus grand nombre de points de contact, et que le centre de gravité est plus bas^
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CC^^Xin. PaoBLÉuE. Un corp» pesant étant i placé sur un jplan incliné à l’horizon , trouver les conditions d’équilibre.
Solution. ^Fig. 66.) Soit LMN un corps pesant et G son centre de gravité , il est placé sur un plan HL VU incliné à, l’horizon ; s’il n’y avait pas d’autres forces que la pesanteur^ il ne pourrait pas rester en équilibre (CCXXVIU). Supposons donc qu’il soit maintenu par la, force Pj soit Q le poids du cprps passant par le centre de gravité G, le corps est donc sollicité par deux forces , alors nous rentrons dans le cas d^un problème déjà traité (CCXXVI). Il faut donc 1®, que la direction de la force P Soit dans le même plan que la verticale AT, et en achevant le .parallélogramme AXYZ; il faut que
la résultante A Z des deux forces Pet Q soit perpeudiculqjlre au plan incliné, ou , en d’autres termes , queîeplan des deux forces soit perpendiculaire au plan incliné j' 3 °. que cette résultante passe par un des points de contact -du corps avec ,1e plan; 4®* cet^ résultante pousse contre le plan fixe.
’ CÇXXXIV. {Fig. 67.) Lorsque la force est parallèle au plan incliné , on trouve , dans le cas de l’équilibre, un rapport remarquable entre la force , le poids et la pression ; la direction de la force et la verticale passant par le centre de gravité, devant être dans un même plan , soit AB l’intersectioil^de ce plan avec le plan incliné, et AH son Jii^er section av.ee;; un plan horizontal pas.sant par un point* qudconqàè A ; soit B H
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une perpendiculaire au même plan horizontal abaissé d’un point quelconque B : quelle que soit la position des points A et B, le triangle que l’on obtiendra sera toujours semblable au triangle ABU, et l’angle BAH mesure l’inclinaison du plan incliné sur le plan horizontal. On a donné des noms particuliers aux trois côtés du triangle BAH.
L’hypothénuse A B est la longueur du plan incliné, ^
AH , sa base, >
BH , sa hauteur.
Tant que l’inclinaison du plan ne varie pas, le rapport entre ces trois lignes reste constant y prenons les droites QC, ÔI proportionnelles. au> poids du corps , et à la force P. ■
Si l’on achève le parallélogramme OCDI, la dia^nale OD se^a perpendiculaire au plan, incliné et représentera la pression; mais le triangle OD Ç est semblable au triangle A B H. Comparant les côtés homologues , on a la poro- . portion
od :cd: oc:: AH :BH: AB .
• Par conséquent, lo. le poids est à la force comme la longueur du plan incliné est à la hanienr. . »
a**. Le poids est à la pression comme la hauteur est à la base.
CCXXX'V, Il suit de; là que la force et la’ pression sont toujours plus petites que le poids lorsque l’angle d'inclinaison est dé 45 degrés ,
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la base est égale à la hauteur^ et , dans ce cas y la force sera égale à la pression.
Lorsque l’angle est de plus de 4 5 degrés , alors *la force est plus grande que la pression , et lorsque l’angle est plus petit que 45 degrés, la pression est plus grande que la force.
CCXXXVI. Connaissant l’inclinaison . d’un plan , les tables des sinus naturels donnent le rapport entre la base , la hauteur et la longueur.
' CCXXXVIL Le poids Q, qui fait «quilibre au poids R, s’appelle le poids relatif du corps {Jig. 68 ) ; plus l’inclinaison diminue , et plus le poids Q diminue : en sorte que lorsque le plan est ^ entièrement horizontal, le poids est nul. La plus petite force suffit donc pour traîner un poids placé sur un plan horizontal ; les efforts qu’on ëst obligé de faire pour le déplacer ne proviennent pas de son poids, m*is du frottement. ' '
CCXXXVIII.. Les fardeaux que porte un homme sur ses épaules , le dos incliné , se partagent, et entre la pression qui s’exerce sur le dos, et entre le poids relatif qui se fait sentir sur ses épaules ; plus l’homme est incliné,. plus la près- , sion est grande sur le dos; et, pour rendre la station plus stable , il emploie un bâton , ce qui lui fait trois points d’appui.
CCXXXIX. La station d’un homme sur un plan horizontal est la position dans laquelle son centre de gravité tombe dans l’espace renfermé entre ses deux pieds. Dans la marche il souleva
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nn pied, le centre de gravité du corps sé déplace, et, pour se tenir en équilibre, il faut qu’il transporte son centre de gravité sur l’autre pied; avançant le pied qui est en l’air, le centre de graTité se déplace de nouveau, et la verticale du poids ne rencontrant plus un point d’appui , le corps tombe jusqu’à ce que le pied touche la terre ; de sorte que la marche ne consiste que dans une suite de stations et de chutes continuelles.
En général , toutes les positions que prend l’homme dans la course, dans la marche, s’expliquent par la position que prend son centre de gravité et par les points d’appui que présentent les pieds.
CCXL. Lorsque la force P est liorizontale , prenant O C pour représenter le poids du corps, et achevant le rectangle OCDI, 01 et OD représenteront, l’une la force P et l’autre la pression dans le cas de l’équilibre sur le plan üxe ; soit G le poids et R la pression , on aura
P:G:R :: CD:oc;OD:: bh:ah: ab
Donc 1 °, la forcé est au poids comme la hau-. teur du plan incliné est à sa base ; <
2 °. lia force est à la pression sur le plan, comme la hauteur est à la longueur.
. Lorsque l’angle d’inclinaison est de 45 degrés , la force est égale au poids.
CCXLI. Lorsqu’un corps a des points d’ap
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^ui sur plusienrs plans ^xes, il faut pour l’équilibre , i ® . que son poids puisse se décomposer en autant de forces qu’il y a de points d’appui, chacune de ces forces étant perpendiculaire au plan respectif , et pressant l’appui contre le plan. »
CCXLII. {Fig. 69.) Supposops deux plans AIM etBIM, et un corps quelconque HMO, placé entre ces ^eux plans; soit GK la .direction du poids du corps, il faut que le poids puisse se décomposer en deux autres forces perpendiculaires 'en S et en T; or, le plan renfermant les trois forces VR, VS, VT, est en même temps Tertical et peipendiculaireaux deux plans. Il est donc perpendiculaire à IM, leur intersection commune; il faut donc que cette intersection commune soit horizontale.
{Fig. 70.) Soit AOB le plan vertical renfermant le poids et les deux composans ; et soit LOM l’intersection de ce plan horizontal; après avoir construit le parallélogramme U VXR, et abaissé sur VX les perpendiculaires Uwj^Rr, prenons sur OA et O B les longueurs égales pi, OV ; et abaissons les verticales IF, NH; les triangles semblables VUtf* OIF fournissent la proportion
vü:Un::oi:iF,
les trianglés semblables V R r, ON H, donnent
VR:Br::oN:NH;
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or U a = R r
OI=:ON
donc VÜX 1 F=VRXNH;
d’où vu:vr::nh:if;
ainsi les pressions sur les pl^ns sont récipro-i quement proportionnelles aux hauteurs, à longueurs égales.
CCXLIII. {Fig» 71*) Soient maintenant deux plans AE, EB, et deux poids; l’un P, placé sur le plan EB; l’autre Q, sur le plan AE, attachés à la meme corde , passant par-dessus le corps O, fixé à l’intersection des deux plans: d’abord, pour qu’il y ait équilibre, il fau^, i®. comme dans le problème précédent, que la ligne d’intersection des deux plans soit horizontale ; 2°. que les poids relatifs soient égaux. Si donc P' et Q' sont leurs poids relatifs , et si l’on abaisse la verticale EL , on aura
p:p;::eb:el
Q:Q'::ae:el;
mais P' devant être égal à Q', on aura
p:q::be:ae;
les poids doivent être proportionnels aux longueurs des plans ayant même hauteur; et la.pres-, sion qui s’exerce en E est égale à la résultante des deux forces P', Q'. La résultante divise l’angle en deux parties égales.
CCXLIV. Si donc AB représente une corde pliée sur les deux plans AE, EB', et dans un
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plan vertical , les poids des deux parties de cordes AE, EB seront évidemment entre eux comme les longueurs des plans ; et par conséquent la corde restera en équilibre. AE est aussi la plus courte distance du point A au point B en passant par la ligne d’intersection.
CCXLV. Si l’on attache une corde par les deux extrémités sur un plan incliné, et si ces deux extrémités ne sont pas sur la longueur du plan , alors la cordé prendra la forme d’une chaînette.
CCXLVI. Si une corde non pesante est appliquée contre deux plans qui se coupent en passant par-dessus la droite d’intersection , et si scs deux extrémités sont tirées en sens opposé par deux forces égales, et agissant dans des sens opposés, la corde sera tendue , et ne pourra rester en équilibre que lorsqu’elle mesurera le plus court chemin en passant par l’intersection.
CCXLVII. En général, lorsqu’une corde est appliquée contre une surface quelconque, et quelle est tendue par des forces qui la maintiennent en équilibre , il faut qu’al^ors la courbure représente la ligne de la plus courte distance sur la surface. Ainsi, une corde ne peut rester en équilibre sur une sphère si elle n’est ployéè suivant un arc de grand cercle. Une corde placée sur un cylindre ne peut s’y maintenir en équilibre que lorsqu’elle prend la forme de la ligne de la plus courte distance sur cette surface qui est ou un cercle ou un hélice ; courbe que nous expliquerons plus loin.
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CCXLVIII. Un corps pesant étant placé sur une surface courbe; si l’on mène par les points de contqct des plans tangens à cette surface , on pourra considérer le corps comme étant placé sur ces plans tangens. IVous rentrons alors dans un cas précédemment expliqué (CCXLI). Il faut que le poids puisse se décomposer en autant de poids partiels qu’il y a de points de contact, et que les forces composantes soient normales à la surface. (Voir note 7.)
TREIZIÈME LEÇON
Dü TREUIL , DE LA POULIE ET DU LEVIER.
CCXLIX. Le treuil est un cylindre terminé par deux tourillons portant sur des appuis fixes, de sorte que son axe est fixe. Il y a divers moyens de lui communiquer un mouvement dte'^ rotation autour de son axe , et tous peuvent se ramener à celui où une force agit tangenticllement à une roue faisant corps avec le cylindre et ayant même axe.
CCL. Supposons que l’axe du cylindre soit horizontal, et qu’une corde enveloppé le cylindre et porte à son extrémité un poids Q , la. direction de la corde sera Verticale et dans un plan perpendiculaire sur Taxe, Soit une autre
corde enveloppant la roue .et tirée' 'par «ne
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force P, aussi dans un plan perpendiculaire à l’axe du cylindre , pour qu’il y ait équilibre , il faut d’abord que la force P et la force Q tendent à faire tourner le treuil dans des sens opposés.
Au centre O de la roue, appliquons deux forces P égales et directement opposées , nous aurons un couple et une force ; la force sera détruite par la résistance de l’axe. Il ne restera qu’un couple dont le moment est égal à la force multipliée par le rayon de la roue ; par la direction de la force Q, faisons une section perpendiculaire à Taxe et au centre de cette section , appliquons deux forces égales à Q et directement opposées entre elles. Nous aurons encore un couple et une force; mais la force sera détruite, et le moment de ce couple sera égal au poids Q multiplié par le rayon du cylindre, Pour qu’il y ait équilibre , il faut que la somme algébrique des momens soit nulle. Il faut donc que la force appliquée à la roue , multipliée par le rayon de la roue , soit égale au poids multiplié par le rayon du cylindre.
CCLI. Les cordes ayant un diamètre sensible , surtout lorsqu’elles sont grosses, la distance de la force Q à l’axe n’est plus- égale au rayon du cylindre, mais bien à ce rayon, augmenté du ravon de la corde : il en est de même de la force appliquée à la roue.
/ Exemple.
Soit r le rayon du cylindre o,o5 ; r , idem de la corde = o,oo3.
DE &1ÉCANIQUE.
Le poids Q . = 10 kil.
- R le rayon de la roue = o, i ;
' ’ 'R' idem de la corde —o,oi.
Dans le cas de t’équilibre il faudra qu’on ait PX o,n = lo kil."'Xo,o53 = 0,53.
Il faudra donc 4 ^ kilogrammes pour tenir en équilibre lo kil. ^
CCLII. Nous avons vu que la force P, appliquée au centre de la roue , est détiAiite en ce point par la résistance de l’axe ; donc l’axe supporte une pression égale à cette force. Par conséquent , si nous décomposons cette forcé en deux autres forces parallèles et appliquées aux tourillons, alors on aufa là résistance que supportent les points d’aj^ui. Désignons ces composantes par P'- et P" : si nous décomposons P' en une force verticale V' et en une horizontale H'’', la première sera celle qui tendra* à écraser l’appui A, et la second^era celle qui tendra à le renverser. On fera de mèéhe pqur l’autre force P’. Faisant des raisonuemens semblables pour la force Q appliquée au centre de la circonférence du cylindre, on trouvera de môme les forces verticales qui agissent sur les tourillons . pour les presser contre ' le point d’appui j dans le cas actuel, il n’existe' pas de pression horizontale. ; / , ^ ,
CCLIII. Si nous désignons par G le centre de gravité de tout ce système , on pourra regarder le poids unique du cylindre, de la roiié, des
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cordes et les poids agissant aux extrémités de ces cordes , comme appliqués au centre de gravité et agissant dans une direction verticale. Si nous les décomposons en deux forces uniques ' agissant sur les tourillons , nous aurons la pression qui agit sur les tourillons. Réunissant donc ces pressions à celles qui ont été trouvées dans le paragraphe précédent, on connaîtra la grandeur des forces qui tendent les unes à écraser, et les ahtres à renverser.
CCLIV. Si l’arbre était surmonté de plusieurs roues mues chaeune par une force donnée, et si plusieurs forces étaient appliquées à l’arbre dans des plans perpendiculaires à l’axe , pour qu’il y ait équilibre, il ftut que la somme algébrique des momens des forces soit nulle.
Prenant avee le signe positif tous ceux qui font tourner dans un sens, et avec le signe négatif tous ceux qui font tourner dans l’autre; il est facile ensuite de çalcuèer les pressions qui ont lieu sur les points fPappui. (CCLII.)
CCLV. S’il y avait des forces qui fussent obliques , u’agisSant pas dans le plan des roues ou dans des sections perpendiculaires au cylindre, on décomposerait ces forces chacune .rèn deux autres, l’une perpendiculaire au plan , l’autre dans le plan. Les unes seront détruites et produiraient sur la machine des pressions dans le sens de l’axe , et les autres devront être en équilibre et satisfaire aux conditions que cet état exige.
CCLVI. Dans les machines , on a l’usage de donner le nom de puissance à la force motrice que l’on a intérêt de favoriser, et le nom de résistance à la force que l’on veut vaincre. La puissance est d’autant plus favorisée, qu’elle est plus petite relativement à la résistance qu’elle tient en équilibre. Ainsi, dans le treuil , la force appliquée à la roue s’appelle puissance^ et la force appliquée au cylindre s’appelle résistance. L’équilibre exige donc que la puissance soit à la résistance comme le rayon du cylindre est au rayon de la roue.
CCLVII. La puissance étant dans le treuil toujours plus petite que la résistance, elle est toujours favorisée. •
CCLVIII. Il y a diverses formés de roues : les unes portent des chevilles auxquelles les hommes se cramponnent , agissent par leurs forces musculaires et par leurs poids ; les autres à tambour, dans lesquelles marchent des hommes ; les autres sont de simples manivelles.
CCLIX. Lorsque l’axe du cylindre, au lieu d’être horizontal , est vertical , le treuil prend le nom de cabestan, {^Fig. 76.)
De la Poulie,
CCLX. Si dans le treuil le rayon de la roue devient égal à celui du cylindre , il faut que la puissance soit égale à la résistance j c’est ce qui a lieu dans la poulie. On donne ce nom à un cylindre creusé en gorge à sa circonférence.
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Une corde s’enrduledans cette gorge , et porte à une de ses extrémités la résistance , et est tirée à l’autre par la puissance. Le cylindre est traversé par un essieu tenu par une chappe DEF, terminée par un crochet c , a l’aide duquel oh la suspend à un point fixe. Lorsque la chappe est fixe, la poulie prend le nom de poulie fixé. {JFig, 76.)
CCLXI. Si la cordé fait plusieurs tours autour de la* poulie , la puissance et la résistance ne sont pas dans un même plan , et l’on a alors un treuil dont la roue a même diamètre que le cylindre. Les conditions d’équilibre, doivent être lés mè^s que pour une corde qui s’enveloppe autour ^’nne surface : conditions que nous avons déjà examinées ; mais,^ dans la pou- • lie., Vàxe étant libre d’obéir aux pressions qui ont lieu dans son sens, il s’ensuit que l’équi- ' libre n’est possible que lorsque la puissance et la réfiSitance sont dans un même plan. {Fig. 71.)
CCLXIL Lorsque cette condition est satisfaite , les deux directions de la puissance et de ■ la résistance rencontrent la chape en un même i^nl; car il faut alors que la résultante de la puissance et de la résistance soit détruite par le point fixe, auquel la chape est attachée. Il fiant donc que cette résultante passe par le point -fixe. ,3 ' •
^ ÇCLXin. (Fig. 77!) Sbit LHX la poulie, iP la puissance, Q la résistance connue j elles . sont égales, et viendront se couper au point 0 . de la chape ; dans , 1 e cas de l’équilibre la
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résultanle sera dirigée suivant la chape, et divisera l’angle POQ en deux parties égales; eu sorte que si un des côtés du parallélogramme IR représente la puissance, la diagonale IM repx’ésentera la pression supportée par le point fixe. Joignons les deux points de contact par une drpite , et menons les rayons qui aboutissent à CCS points de contact : nous aurons un triangle CHL semblable au triangle IRM, comme ayant les côtés perpendiculaires ehacun à chacun, et les côtés homologues sont proportionnels. Si donc nous prenons un rayon pour représenter la puissance, l’effort supporté par le point fixe sera représenté par le base LH ; par conséquent dans la poulie fixe la puissance est à la pression supportée par la chape comme le rayon de la poulie est à la sous-tendante de l’arc embrassé par la corde.
CCLXI V. Cette sous-tendante est la plus grande possible lorsqu’elle est égale au diamètre; mais dans ce cas la puissance et la résistance sont parallèles , et la résultante est égale à leur somme.
CCLXV. Ainsi dans l’exemple représenté {figure 76), il faudra que la chapte soit assez forte pour supporter 40 kilogrammes.
Pour que la pression supportée par la poulie soit égale à la puissance , il faut que l’arc embrassé par la corde soit de 60°.
CCLX VI. La poulie fixe sert à changer la direction des forces sans rien changer à leur grandeur; elle prend alors le nom de poulie de renvoi.
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CCLXVII. 11 est superflu d’ajouter qu’il faut ajouter à la pression les poids de la poulie et des cordes : nous ne répéterons plus cette observation.
CCLXVIII. La résistance peut encore prendre une autre disposition dans la poulie; au lieu d’étre attachée à rextrémlté d’une corde, elle peut être attachée aux extrémités de la chape; , et dès-lors une des extrémités de la corde est fixe, l’autre est tendue par la force.
CCLXrX. (F/g-. 78). Soit la corde PIQ qui s’enroule autour de la poulie A; l’extrémité Q* est fixe , et l’autre extrémité est tirée par la force P; la résistance est attaehée à la chape. Dans cette disposition , la poulie est dite rnohile y parce que son axe n’est plus fixe; il est évident que là où était la pression , dans la poulie fixe , est la résistance dans la poulie mobile; et là où était la résistance dans la poulie fixe , est maintenant la pression dans la poulie mobile. Par conséquent, lorsqu’il y a équilibre dans la poulie mobile, la puissance est égale à la pression sur le point fixe ; a°. la. puissance est à la résistance comme le rayon de la poulie est à la sous-tendante de l’arc embrassé par la corde.
Selon que cet arc sera égal où plus petit que 60 degrés , la puissance sera égale on plus grande que la résistance; si l’arc est de 180 de- . grés , la puissance' est la moitié de la résistanee.
CCLXX. Ainsi , dans la fig. 76 , 5 o livres tiennent en équilibre 100 livres.
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CCLXXI. Si , dans la poulie fixe , Taxe passe par un point différent du centre , il faut encore'que la puissance soitégale à la résistance, afin que’la corde soit en écpiilibre; et pour que la poulie soit en équilibre, il faut que la résul* tante passe le point fixe. (
J)u 'Levier. ;
CCLXXII. [Fi^. 7g.) Soit AB un cylindre fixe,' mais mobile autour de son axe; AC et ’BD deux rayons prolongés de ce cylindre. Supposons deux forces agissant perpendiculairement aux extrémités des rayons, et dans des plans perpendiculaires à Taxe AB; dans4e cas de l’équilibre , il faut que les forces soient entre elles réciproquement comme les rayons.
Cette proportion a lieu indépendamment des distances du point A au point B , et lors niéme que cette distance est nulle et que le point B se réunit au point A ; et dans ce dernier cas , les circonférences de la roue et du cylindre sont concentriques. On peut même faire abstraction des circonférences , et ne laisser subsister que les rayons ; et alors le treuil prend le nom de levier. "Les deux rayons A C , B D s’appellent bras du levier ^ le point de réunion A point d'appui ^ et lorsque les forces sont dans le plan des rayons et perpendiculaires aux rayons du levier, il faut qu’elles soient réciprôqueifient propor- 4iionnelles à ces rayons pour qu’il y ait équilibre.
{Figure 8o.) Par exemple, soit BAC un le-
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vier brisé; à l’extrémité AB est attachée per- ^ pendiculairement une corde passant par-dessus une poulie de renvoi, et portant un poids de lo kllograuiHies ; à l’extrémité AD est aussi attachée une autre corde passant de même par une poulie de renvoi, et portant ,uu poids de 2 kilogrammes. On suppose que les bras du levier sont entre* edx comme i : 5 , et avec les .cordes dans un même plan : il y* a donc équilibre. . - .
CCLXXIII. On voit que le levier n’est autre cho^ qu’un treuil dont l’axe est nul , ou, ce qui j^vîent au même , dont l’axe e^t réduit à un po^t unique; en ayant égard à cette modification , la théorie du treuil comprend aussi çelle du levier. Il nous suffira donc d’énoncer les .propositions principales : les démonstrations sont les mêmes^ que celles qu’on a données ci-dessus pour les propositions analogues' au treuil. ,
• CCLXXIV. Les forces P et Q agissant dans le plan du levier B AD, et suivant des directions obliques à l’égard des bras AB et AD, il y a;uura. équilibre, si les forces sont réciproque- - nient proportionnelles aux , perpendiculaires AM,;, an abaissées du point A sur les directions ^éles fp;pces. (F/^. 8u)
':CCLXXV. Les mêmes conclusions subsistent lorsque les dèux bras AB , AD ne forment qu’une, seule droite B A D. (i%. 8a.)
CCLXXVI. Dans le cas du levier rectiligne , lorsque les deux forces P et Q sont parallèles ,
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alors lés deux. perpendiculaires AM et Â N ne .forment qu’une droite N A M , * et l’équilibre exige que l’on ait ) : ^ . •
■ ’ ' '• P : Q : : an : am. -
Mais à cause de la similitude des deux triangles ABN,ADM, ou a aussi la proportion
AN: AM :: 4» JA.B, donc P : Q ::AD;AB. •
CCLXVII. Lors donc que dans le levier rectiligne les deux forces sont parallèles, il faut pour . l’équilibre que ces deux forces soient réciproquement proportionnelles aux longueurs des bras du levier, et la charge 'des deux points 4 ^apptii est égale à la sommé des dçux forces P et Q. '•
CCL'XXVÏII.Î)ahs le lévifer représenté (voyea fig. 83) , le poids Q de i hilog. tient en équilibre le poids P de 26 kîlog. , parce que le bras AD est au bras AB comme ijao, et le point d’appui. A supporte une charge de 21 kilogrammes, ^ è
CCLXXIX. Dans le levier 34p de la 7 %‘.- 82 ", ‘ si les directions des forces font des angles égaux avec les bras^du levier, de sorte Jtpïc l*on ait
Angle PB A==anâ^^^^
les triangles ABM A^P seront . aussi semblables, .et. l’on, aura (qOmine au numéro CCLXXVII) ; .
p:q::ad;ab.
Par conséquent , lorsque les deux forces font des a’ngles égaux ou supplémens l’un de l’antre
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avec les bras du ^levier, il faut pour l’équilibre que les forces soient réciproquement propor-, tionnelles aux longueurs de ces bras.
CCLXXX. Pour le besoin des arts et faciliter les expressions des conditions de l’équilibre on a considéré les trois positions que peut prendre le point d’appui relativement aux deux forces , et on connaît dans la pratique trois genres de levier.
Levier du premier genre.
CCLXXXI. Est dit du premier genre le levier âont le point d’appui est situé entre lés deux forces.; ainsi, tous ces leviers sont des leviers du premier genre. {Fig. 8i, 82, 83 .)
CCLXXXII. Si P Représente la puissance et Q la résistance (numéro CCLVIII) , il faut pour que la puissance soit favorisée, que la résistance AM au point d’appui soit plus grande que la distance A N du même point à la direction de la résistance , et dans le cas de la figure il faut que l’on .ait AD^AB.
CCLXXXIII. {Fig. 84.) Lorsque les deux forces étant parallèles, le point d’appui A est au milieu de la barre BD, ou bien. A B étant égal à AD, si les forces P et Q font des angles égaux avec ces bras ’, le levier prend le nom de balance y et il est évident que dans la balance en équilibre la puissance est égale à la résistance ; et le point d’appui supporte une charge égale au double de l’une des forces.
CCLXXXIV. Lorsque P = Q, quelque po-
sition qu’on donne à la balance B AD {fig. 85), elle restera toujours en équilibre ; il n’en est pas de meme de la verge B AD {fg. 86) : elle ne peut rester en équilibre lorsque la droite BD est horizontale. Dans toute autre position, B'D', les momens des forces égales P et Q , par rapport au point A , ne sont plus égaux , et l’équilibre est impossible.
CCLXXXV. Si dans la balance de la fig, 84 Q devient plus grand que D, l’équilibre n’est possible que dans la position verticale ; seulement les deux forces sont détruites par la résistance du point fixe A. Ainsi , en attachant à une balance rectiligne deux poids inégaux , quelque légère que soit la différence, la balance tournera jusqu’à ce qu’elle ait pris une position verticale. Si l’on fait abstraction de la résistance de l’air et du frottement , la balance rectiligne, sollicitée par des poids inégaux , tourne continuellement ; car, arrivée dans la position verticale d’équilibre en vertu du mouvement acquis, elle en sortirait de suite pour récommencer son mouvement de rotation. La résistance de l’air diminuera de plus en plus la vitesse de rotation, et la balance finira par rester en repos.
CCLXXXVI. Si dans la balance brisée B AD KfiS’ ^ l’équilibre n’est possible
que lorsque la balance prendra une position inclinée qui satisfasse à l’équation d’équilibre. {Fig. 87.)
CCLXXXVII. L’angle d’inclinaison DAT sera d’autant plus grand que le poids Q snr-
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passera P, et toutes choses d’ailleurs égales. Plus Pangle au sommet B A D du triangle isocèle sera aigu et plus l’angle B A B sera petit.
CCLXXXVIII. On se sert de la balance pour peser les corps, c’est-à-dire pour décou- *vrir combien de fois 1 unité de poids est conte*— nue dans le poids d un coi'ps donne# En France ^ l’unité de poids est le gramme ; le système des poids et leur nomenclature ont été expliqués en arithmétique. (Voyez Manuel d' Arithmétique
CCLXXXIX. La balance ordinaire est formée d’un fléau BD, traversée en A par un axe maintenu par une chappe LE F. Une longue aiguille AK est fixée perpendiculairement au fléau ; de sorte que le fléau est horizontal ; la languette est verticale et se trouve dans le plan de la chappe. Aux deux extrémités D et D' du fléau, et à égales distances de l’axe A, sont attachés les deux bassins ou plateaux G et H, dans l’un desquels on place le coiq)s à peser et dans l’autre le poids mesure. {Fig-- d8.)
CXXC. Ordinairement l’axe A du mouvement est au-dessus de l’axe BD du fléau , de sorte que la balance à raison de cette disposition est une balance brisée. Par conséquent :
i“. Pour des poids égaux la balance n’est en équilibre que lorsque le fléau est horizontal ou, ce qui revient au même, lorsque la languette est verticale ;
2 ®. Lorsque les poids sont inégaux il y a encore une position d’équilibre ; mais alors la
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languette n*est plus dans le plan de la chappe , et le âéau s’incline ;
3°. Plus la différence des poids est considérable , et plus l’angle d’inclinaison est grand ; .
4°. Pour même différence de poids , l’inclinaison est d’autant plus grande que l’angle B AD est plus grand, ou, ce qui revient au même , que le point A est plus bas , plus rapproché de l’axe BD.
CCXCI. Lorsque les matières à peser sont de grande valeur , telles que des diamans , il est important que la balance trébuche aux moindres différences des poids placés dans les bassins : on obtient cet effet en plaçant l’axe A de la chappe très près de l’axe du fléau. On nomme cette sorte de balance un trébuche t.
CCXCII. Une balance est fausse lorsque les deux bras du levier sont inégaux ; alors le fléau étant horizontal , les poids placés dans les bassins sont inégaux; le plus petit sera celui qui a le plus grand bras de levier. Enlevant les poids des plateaux , et mettant celui qui était à droite à gauche, et celui qui était à gauche à droite, le poids le plus faible aura le plus petit bras de levier; l’équilibre sera rompu , et la balance trébuchera. On a donc un moyen facile de vérifier une balance ; si elle est juste en échangeant les poids des plateaux , l’équilibre aura toujours lieu , et elle sera troublée lorsque la balance est mauvaise.
CCXCm. Il y a moyen de peser avec une balance reconnue fausse {fg. 88). Soit B AD
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une balance telle que l’on ait A B ^ A D , et par conséquent B O O D, A O est la verticale passant par AV ■*
• Supposons qu’il faille mettre p kilogrammes dans le plateau D H pour tenir en équilibre le poids du corps M placé sur le plateau H, on a donc MXBO r=/7XOD, ou M désignè.en kilogrammes le poids du corps M.
Supposons qu’il faille mettre p' kilogrammes dans le plateau G pour équilibrer le poids du corps 1V( mis dans H , on aura encore
MxOD=/>'xBO.
Multipliant ensuite les équations , divisant par le produit commun B O X O D , il vient
d’où M
Lé véritable poids est donc- égal à la racine carrée du produit des deux poids faux que l’on a obtenu , en pesant successi\ement le corps dans les deux plateaux de la balance.
Si, par exemple, l’on trouve qu’un corps placé dans' un plateau pèse'io kilogrammes, et qùe dans l’autre il pèse io^^,8 i , on en conclut que le véritable poids du corps est
. V io$,i = 10,4.
CCXCIV. Si après avoir pesé le corps M dans le plateau G , et trouvé qu’il fait équilibre à un -certain nombre p de poids-mesures, on retire le corps M , et on le remplace par des poidsmesures en nombre suffisant pour tenir en équi»
DE MÉCANIQUE. iSl
libre le poids /?, le nombre exprimera le véritable poids du corps M. Cette manière de peser se nomme tarer.
CCXCV. Le nom de ba/ance \ient de hi-lanx^ qui signifie deux plateaux; on a ensuite appliqué cette dénomination à d’autres instrumens destinés à peser sans plateaux , et dont les bras de levier sont inégaux. Le plus connu de ces instrumens est la balance dite romaine; voici en quoi elle consiste :
( Fig. 89 . ) Soit B AD un levier droit et A le point d’appui, le bras le plus court AD est * une partie aliquote du bras AB; les nombres placés aux points de division indiquent les parties alLquotes. Q est un poids constant , connu , que l’on appelle le peson , et qui peut glisser le long du bras A B. Supposons maintenant qu’on veuille peser le corps M ; après l’avoir attaché en D, on fait mouvoir le peson Q le long du bras AB , jusqu’à ce que la balance soit en repos et dans une jiosition horizontale.
Supposons que le peson ait l’indice 3 , le corps M pèse donc 3 Q ; car on aura évidemment
• MX AD = QXA3,orA3 = 3AD:
donc M 3 Q , et ainsi de suite.
Soit, par exemple, Qr=o,5, et supposons que le peson placé entre 4 et 5 tienne le corps M en équilibre , on estimera à peu près dans quel rapport l’intervalle entre 4 et 5 est divisé.
Si l’on trouve que le peson est au milieu , ou aura
•Pi9'' '■ by
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M = 4t Xo,5 = 4,5Xo>5=:2M5.
CCXCVI. {Fig. 90 .) Afin de n’avoir pas besoin de faire le calcul du poids des bras de l’instrunient ^ on donne au bras A D un épaisseur telle qu’il maintient en équilibre l’autre bras et le peson placé en V. On marque en cet endroit l’indice zéro; ensuite on porte AD de o à i , puis de I à 2 , et ainsi de suite.
Soient en effet L et L' le poids des bras de l’instrument^ G et G' leui* centre de gravité.
Lorsque le peson Q sera en V , aucun poids n’étant attaché en O, on aura pour équation d’équilibre
LXGA = L‘ XG'A-fQXAV.
Lorsque le peson sera en Y' et le poids M dans le plateau , on aura pour l’équilibre LxG A + MxAD=L'XG'A + QAV\
Retranchant les deux équations l’une de l’autre, il vient
M X AD = Q (AT— AV ) = Q X V V' ; or VV'=AD; .
d’où P=Q. . ^ ^
Lorsque le peson s’arrête à 2 , on démontre ' de même que le corps P passera 2 Q', et - ainsi de suite. ' '
' . CCXCVII. Oh peut encore se servir de l’opération dite tare ; et”, en général , cette opéra-^ tîon peut servir quand on veut obtenir tinô grande .exactitude dans les pesées.' . ■
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Levier du second genre.
CCXCVIII. Dans ce levier, la force considérée comme résistance est entre le point d’appui et la force eonsidérée comme puissance. On en a un exemple dans ce levier ( voy.yfg'. gi ). Lorsqu’on se sert d’une barre DBA pour soulever la masse M, le point d’appui sur le sol est A , sa résistance est en B , et la force en P ; et il est évident que la puissance ayant un plus grand bras de levier est plus petite que la résistance; par conséquent , dans ce levier la puissanee est toujours favorisée.
Levier du troisième genre.
CCXCIX. {Voy. laySg. 92.) Dans ce levier, la puissanee est èntre le point d’appui et la résistance.
CGC. La puissance ayant le plus petit bras de levier, doit être plus grande que la résistance. Quoique ce genre de levier soit désavantageux , l’on s’en sert quelquefois lorsqu’il s’agit d’obtenir de la vitesse; c’est ce que nous expliquerons plus loin. L’écrivain se sert de la plume comme d*un levier du troisième genre;, la résistance est en arrière sur la première phalange du pouce^ La puissance est plus rapprochée de 1 a pointe, et est produite par le grand doigt et l’index ; la résistance est à la pointe , qui doit • se mouvoir contre le papier, qui offre un obstacle , et le bras de levier de la puissanci& eSt plus court que celui de la résistance; » :
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MACHINES COMPOSEES
CCCI. Les machines peuvent servir à communiquer l’action des forces sans rien changer ni à leur direction ni à leur intensité; telles sont les'cordes, les barres, etc.; les poulies fixes transmettent les forces en changeant leur direction sans altérer leur intensité. Le plan incliné, le treuil, le levier, les poulies mobiles, servent à mettre en équilibre des forces qui n’ont ni même direction ni môme intensité. Nous avons vu que cet effet était produit par des plans, deà lignes , des points fixes, qui détruisent l’effet unique ou le résultat de ces forcés. Ces machines ont été appelées simples ou étëmentaireSf parce que chacune ne présente qu’un seul genre d’obstacles, un point, une droite ou un plan ; lorsqu’une machine renferme plusieurs obstacles de cfe genre, elle est dite composée , c’est-à-dire qu’elle se compose de plusieurs machines simples; et les conditions de l’équilibye peuvent -être ramenées à celles . des machines simples à l’aide des principes suivans. .
CCCII. Lorsqu’un système de corps est en équilibre , en vertu de leur liaison mutuelle, il faut que chaque corps, considéré à part, soit en équilibre ; car ce corps ne peut être en
DE MÉCANIQÜE. l65
mouvement sans que le tout ne s’en ressente et n’entre aussi en mouvement.
CCCIII. Lorsque deux corps se pressent l’un contre l’autre et se maintiennent en équilibre , si l’effet de l’un de ces corps est regardé comme action , l’effet de l’autre corps porte le nom de réaction; et comme il y a équilibre,, l’action est égaie et agit dans un sens opposé à la réaction. Tels sont les principes dont on fait usage pour trouver les conditions d’équilibre dans les machines composées. Nous commencerons par les treuils.
Combinaisons des treuils et des cordes entre eux. — Roues dentées^
CCCIV. Soient les treuils (voy.y?^. 93) L,M,N
R, R', R" les trois roues ,
r, /, les rayons des trois roues ,
C , C', C* les trois cylindres ,
S , S', les trois rayons des cylindres.
■La corde qui enveloppe la roue R est tirée par la force P ; la corde du cylindre C s’enroule autour de la roue du second treuil ; la corde du second cylindre s’enroule autour de la roue du troisième treuil ; la corde du troisième et dernier cylindre est sollicitée par la résistance Q.> Les deux forces P et Q agissent l’une sur l’autre par l'intermédiaire de trois treuils , de trois axes fixes. On veut connaître' les conditions de l’équilibre ; cet équilibre ne peut exister entre '
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les trois treuils , à moins qu’il ne soit établi pour chacun ( CCXCIV ). Considérons le premier treuil ; sa roue tend à tourner dans un sens par l’effet de la force P ; le cylindre tend à tourner dans le sens opposé par l’action de la tension t de la corde qui va de ce cylindre à la seconde roue , tension qui provient de l’action de la résistance Q transmise par les deux treuils. Nous avons donc pour condition d’équilibre^ dans le premier treuil ,
Le second treuil est sollicité jiar les deux tensions tett*ÿ la tension t agit sur la seconde roue , et provient de l’action de la force P , transmise par le premier treuil ; et cette tension est égale et directement opposée à celle que nous avons considérée comme agissant sur le premier cylindre (CCXCV). Nous aurons donc
Le troisième treuil donne la proportion
Multipliant ces trois proportions terme à terme , on en tire celle-ci :
P:Q:r/r':RR'R",
CCC V . On peut étendre cette même manière de raisonner à un nombre quelconque de treuils j nous avons donc , en général :
La puissance est à la résistance comme te produit des rayons des cylindres est an produit des rayons des roues.
Les circonférences étant proportionnelles aux rayons , on a donc aussi :
La puissance est à la résistance comme le produit des circonférences des cylindres est au produit des circonférences des roues.
CCCVI. R
p_ Q X i,5Xo,5 Q
on aura
Si la résistance Q est 8o kilogrammes , on fera équilibre au moyen de 1 o kilogrammes.
CCCVII. P et Q étant en équilibre, supposons que la force P reçoive un accroissement ; il est évident qu’il y aüra mouvement dans le système. Pendant que la première roue fera un tour entier, c’est-à-dire pendant qiie chaque point décrit 36o degrés, il se développera une longueur de corde égale à la circonférence de cette roue j' • et d s’enveloppe autour du premier cylindre • une longueur de corde égale aussi à sa circonférence , et égale à la portion de corde qui se développe de la seconde roue. Par conséquent , cette seconde roue ne fera pas un tour entier , mais décrira seulement une portion d’arc égale en longueur à la circonférence du premier cy-
Undre, et renfermant 36o — ^ degrés.
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Soit, en général, N le nombre de tours de la roue et du ler cylindre ;
N' le nombre de tours de la* a® roue et du a® cylindre;
N'^ le nombre de tours de la 3® roue et du 3® cylindre ; *
on aura N : N': 36o® 36o®~ :: i r,
de même N' II I /*', d’où ' NÎ N" Il R'R'lr/.
Et en général , lorsque le système des treuils est en mouvement, le nombre des tours que fait la première roue dans un temps donné, est au nonrfbre des tours de la dernière roue, comme les produits des rayons des roues moins la première est au produit des rayons des cylindres moins le dernier.
CCCVIII. Si nous représentons par le rapport du diamètre à la circonférence, N X ^ R sera la longueur de la corde développée de la première roue pendant qu’elle fait N tours , et N" X 2 TT r" est la longueur de corde développée . du troisième cylindre pendant qu’il fait N" tours.
' On a donc .
, NX25rR:N"X2xR''i:NR:N''R":;
RR'R”lrr/^
Pendant que le poids P descend deRR^R^^ mètres , le poids Q ne montera que rr' r" mètres, ainsi dans l’exemple (CCXCIX).
Si l’on fait Pmi kilogrammes, il y aura mouvement ; et pendant que les 1 1 kilogrammes
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descendront 8 mètres, le poids Q de 8o kilogrammes ne montera que d’un mètre, ou, ce qui revient au même , la résistance a huit fois moins de vitesse et huit fois plus de masse que la puissance. Ainsi, l’avantage qu’on gagne dans l’équilibre sur les forces, on le perd dans le mouvement sur les vitesses j c’est un cas particulier d’un principe général de mécanique connu sous le nom de principe des vitesses virtuelles.
CCCIX. Les cordes qui vont des cylindres aux roues servent à établir la communication entre les treuils ; les conditions d’équilibre ne • dépendent ni des longueurs de ces cordes ni
même de l’intensité de leur tension. Si nous
supposons que ces longueurs sont nulles , c’està-dire, si' le premier cylindre touche immédiatement la seconde roue , et si le second cylindre touche la troisième roue , et ainsi de suite , pourvu qu’alors aucun cylindre ne puisse se mouvoir sans entraîner la roue voisine , il est évident qu’on pourra encore faire le même raisonnement et tirer les mêmes conclusions que ci-dessus J or, il suffit du frottement pour que les deux cylindres en contact agissent l’un sur l’autre; mais le frottement usant les surfaces, fait aussi cesser le contact. On a su remplacer ce mode de liaison très avantageusement par celui des roues dentées, que nous allons expli- • quer.
CeeX. Soient les deux cylindres droits A et B à axes parallèles et fixes, et se touchant sui- .
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vant l’arête LM ; un cylindre ne pourra tourner autour de son axe sans faire tourner l’autre dans le sens opposé, car alors ils resteront toujours tangens et se toucheront continuellement suivant une arête qui changera à chaque instant. Se maintenant, le cylindre A est couvert de dents K , K', K" placées à égales distances sur la circonférence ; qu’il en soit de même du cylindre B , l’action des dents les unes sur les autres remplacera ici l’effet du frottement et produira la communication de mouvement. {Fig. 94.)
CCCXI. Maintenant, l’on est à même de comprendre le système { fig- ). La force est appliquée à la roue non dentée ; le cylindre denté de ce treuil engrène dans la roue .dentée du second treuil dont le cylindre engrène dans la seconde roue dentée, et ainsi de suite. Le dernier cylindre porte la résistance et n’est pas denté. On donne aux cylindres le nom de pignons ; ainsi, la condition d’équilibre est que la puissance est à la résistance comme le produit des rayons des roues est au produit des rayons des pignons. •
CCCXII. Les dents étant également espacées
, le nombre des dents sur chaque roue du cylindre est proportionné à la circonférence; ainsi dans le mouvement du système denté , le nombre de tours que fait la première roue est au nombre de tours que fait dans le même temps le dernier cylindre comme le produit des ailes des pignons est au produit des dents des roues. Il faut re- • marquer ici que Ton donne aux dents des pi"
gnons le nom à*ailes, que la première roue n’a pas de dents et que le dernier cylindre n’a pas d’ailes.
CCCXIII. Par conséquent , le temps employé par la première roue à faire ifn tour, est au temps que met le dernier cylindre à faire un tour entier, commq le produit des ailes des pignons est au produit des dents des roues.
CeeXIV. On voit donc comment les roues dentées peuvent être employées à mesurer le temps. Supposons que la première roue mette une heure à faire son tour, et que le produit des ailes soit le douzième des produits des dents ; le dernier cylindre fera donc un tour entier en douze heures. SL donc, dans le prolongement de l'axe de la première roue, on fixe un pivot et sur ce pivot une aiguille , cette roue, en tournant , emportera le pivot avec l’aiguille ; cette aiguille parcourra le cadran entier en une heure , le douzième du cadran en cinq minutes , le soixantième en une minute, ce sera l’aiguille des minutes; si l’on munit également d’une aiguille et d’un cadran le dernier cylindre , cette aiguille mettra une heure à décrire le douzième du cadran , et ce sera l’aiguille des heures. On peut disposer le système de manière à n’avoir besoin que d’un seul cadran pour les deux aiguilles , et c’est ce qu’on voit exécuté dans les montres de poche.
CCCXV. La seule difficulté consiste à se procurer une force motrice qui communique à une
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roue une vitesse uniforme de rotation dans un temps donné.
Dans les montres, on y parvient à l’aide de ressorts qui , après avoir été tendus , se détendent uniformément à l’aide d’un mécanisme .que l’on nomme échappement. Nous verrons plus loin comment ou obtient un mouvement uniforme dans les pendules.
CCCXYI. Dans les combinaisons des treuils, les axes des cylindres sont quelquefois à angles .droits 9^3); alors une des roues dentées est remplacée par un cylindre à jour, qu’on appelle lanterne , et dont les deux bases sont réunies par des bâtons également espacés. L’axe AB étant horizontal, la roue M tourne dans un plan vertical, et fait tourner la lanterne M dans un plan horizontal; on rencontre ce genre de mouvement dans les moulins à blé : la roue à aubes qui est dans l’eau , montée sur le même axe que M , communique à celle-ci un mouvement dans un plan vertical , tandis que la lanterne N prend et donne à la meule un mouvement horizontal. {Fig. 97.)
CCCXVII. ( Fig. 98 ). Soient deux cônes droits SAB, SBC ayant le sommet S commun; étant tangens l’un à l’autre, l’un de ces cônes ne peut tourner autour de son axe sans donner à l’autre roue un mouvement de rotation autour de son axe , et le même effet a lieu lorsque les cônes sont tronqués, tels que ABFE,BCDE.
Si donc B C et D I représentent deux roues den-
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lées, le mouvemeDt de rotation de A autour de S B entraîne le mouvement de B C autour de S O.
On voit donc comment il faut disposer les roues dentées , lorsque les deux axes sont dans un même plan. (Voir note S.)
CCCXVIII. ( Fig. 90 ). Un pignon denté M a axe fixe engrène avec les dents d’une barre dentée N, mobile dans une chape, la barre soulève un poids Q. Une manivelle TSK est fixée sur Taxe; telle est la machine qu’on nomme cric, et qui sert à soulever des fardeaux; elle n’est autre chose qu’un treuil simple dont le rayon SK représente celui de la roue; OA est celui du cylindre , auquel est appliquée la ré- ^ sistance Q, qui presse sur les ailes du pignon. ,Oii a donc , par l’équilibre du cric ; la puissance est à la résistance comme le rayon du pignon est au bras K S de la manivelle.
^ CCCXIX. {Fig. 100). Dans le cric composé, la manivelle fait tourner un pignon qui engrène avec une roue, dont l’axe porte un second pignon qui engrène avec les dents de la barre . du cric; dans le cas d’équilibre, la puissance est à la résistance comme le produit des rayons des pignons est au produit du rayon de la roue par le bras de la manivelle.
Soit rayon du premier pignon =: 2
id. de la roue = ■
itl. ' du second pignon = i Bras la manivelle = A
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on aura puissance , résistance II iX2*4X4
• Ainsi , pour soulever un poids de 400 kilogrammes, il faut employer une force un peu plus grande que == 5 o kilogrammes.
Mais il est facile de s’assurer*, en répétant les raisonnemens du n° CCCVIII, que'^ dans le même intervalle de temps pendant lequel la force parcourt i mètre , la résistance ne s’élève que d’un huitième de mètre.
Combinaison de poulies et de cordes.
CCCXX. ■ La fi^re 10 1 représenté un système dé poulies mobiles M , M', M'^, M’’'; la dernière poulie porte la résistance Q , et est enve- . loppée d’une corde fixée par une extrémité au crochet c'" et par l’autre b la chape de la poulie M' ; celle-ci est aussi enroulée d’une corde fixée en c" à là chape de la poulie M'i Enfin , à la première poulie M est appliquée là puissance P, qu’on peut supposer être un poids P agissant par l’intermédiaire de la poulie fixe F.
Soient c la sous-tendante de l’arc embrassé par la corde dans la poulie M et R le rayon ;
c' la sou^tendante de l’arc embrassé par la corde dans la poulie M' et R' le rayon ;
la sous-tendante dé l’arc embrassé par la corde dans la poulie M" et R” le rayon;
c'” la sous-tendante de l’arc embrassé par la corde dans la ponlie M"'et R'" le rayon;
^ la tension de la cérde qui va de ' M en.M'; . •
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i )a tension de la corde qui va de M'enM";
t'' la tension de la corde qui va de M" en
Dans le cas de l’équilibre du système , il faut qu’il y ait équilibre dans chaque poulie mobile (CCCII) ; on aura donc
Jt
Multipliant ensuite ces proportions , il vient ;
P:Q::^rrV"^•cc'c"c'".
Ainsi , la puissance est à la résistance comme le produit des rayons des poulies mobiles est au produit des sous-tendantes embrassées par les cordes.
CCCXXI. Lorsque les cordes sont parallèles, les sous-tendantes des arcs deviennent des diamètre»; et , dans ce cas , la proposition énoncée dans le numéro précédent se change en celle-ci : la puissance est à la résistance coinme le produit des rayons des poulies est an produit des diamètres des poulies , ou , comme l’unité est au nombre 2 élevé à une puissance marquée par le nombre des poulies. Car soit r, r', r'', r"* et ces rayons de quatre poulies; alors âr, 2 r y 2 r' sont les diamètres, et l’on a
rr r' 2 r'X, 2 r X 2/" X 2''"' i: i ï-»"'
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CCCXXII. Conservant la même disposition entre' les poulies , supposons qu’on augmente la force P : l’équilibre sera troublé , le poids P descendra et le poids Q montera. Si la corde I s’allonge d’un mètre , le cordon X se raccourcira d’un demi-mètre , et le centre de la poulie M s’élèvera d’aùtant; le cordon Y se raccourcira donc d'un quart de mètre, et la poulie M' s’élèvera doutant. Poursuivant les mêmes conclusions^^m voit que la résistance Q de i 6 kilogrammes ne s’élève que d’un seizième de mètre pendant que la'puissance P descend d’un mètre. On trouve ici une nouvelle application du principe énoncé connu sous le nom de vitesses virtuelles.
CCCXXIII. Le système des poulies mobiles nécessite un trop grand emplacement , à raison de l’éloignement des poulies et de la multiplicité des cordages; on a cherché à remédier à cet inconvénient à J’aide des moufles : ce nom s’appliqué à des poulies ayant même chape , et montées sur le même axe ou sur des axes différens. La figure 1 02 représente une machine A formée de deux mouflës ; l’une M est fixe , l’autre N est mobile , et chacune réunit deux poulies dans une même chape; dans la machine B , la moufle fixe est composée de trois poulies, tandis que la moufle mobile en a deux ; une seule et même corde enveloppe les deux moufles ; une extrémité est tirée par la puissance P, 1 autre est fixée au crochet I de la moufle fixe en A et de la moufle mobile en B. Les cordons
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1 , 2,3,4) n’étant que les parties d’une
mémo corde, sont dans le, cas de l’équilibre partout également tendus , et cette tension est égale à P. Lorsque la disposition des poulies est telle que les cordons sont parallèles, la chape mobile sera soulevée par les cordons 2 , 3 avec un effort égal à 2 P ; le même effort est exerté par, les cordons 4 et 5. Par conséquent, dans la machine A, le poids P tend à soulever la chape inféi’ieure avec un effort total égal à 4 P ; il faut donc , pour détruire cet effet , que la résistance Q soit égale à 4 P • dans la machine B, il faut ajouter la tension du cordon 6 , et l’on doit avoir Q — 5 P.
En général, par ce raisonnement, il est facile de se convaincre que , dans le système de deux moufles à cordons parallèles, pour qu’il y ait équilibre, il faut que la puissance soit à la résistance comme Tunité est au nombre des cordons moins un.
CCCXXIV. Le principe des vitesses vii’tuellcs (voir note 9 ) se vérifie immédiatement sur celte machine.
Combinaison du plan et du treuil; vis.
CCCXXV. Soit SV' un cylindre vertical [Jig. io3), ABC une barre horizontale faisant corps avec le cylindre et rencontrant son axe en A , cette barre pose sur le plan incliné M N, et supporte en B un poids P, posé sur le même plan ; perpendiculairement à celte barre et à
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son, extrémité C est attachée une corde hori- Bontale CI, qui passe par une poulie de renvoi , et porte à son extrémité le poids Q. Ou . demande quelle est la relation qui doit exister entre les poids P et' Q pour qu’il y ait équilibre.
U est évident que, d’après la nature du système, la barre A,BC ne peut prendre qu’un mouvement de rotation autour de Taxe vertical du cylindre, mouvement qui s’effectue dans un plan horizontal. Si nous décomposons la force . verticale P en deux autres , Tune perpendiculaire au plan et qui sera détruite par sa résistance, et l’autre horizontale, que nous dési- ' gnerons pour M , nous aurons (CCXLI)
B est la base et H la hauteur du,plan. C*est cette force P* qui tend à donner à la barré un mouvement de rotation , qui doit être détruit, dans le cas de l’équilibre, par le mouvement de rotation en sens opposé , que tend à produireda force Q ; on aura donc la seconde proportion
m:q::'ac:ab ( 2 ).
• • > ‘ . '* Multipliant les deux proportions ensemble, on
obtient '
p:q::bxac:Hxab(3).
CCCXXVI. Si plusieurs poids P, P', P'' , etc., étaient distribués le long de la barre à des points B, B', B", etc., ^on aura cette suite de proportions
PîM : : P' : M' : : p" : m'^ : : , etc. , b : h ,
d’où l’on tire
PH
Or, QXAC=MxAB-fM'XAB’ + M"xAB"-f , etc.,
d’où ' " •
QXAC= 5 (PXAB+P’XAB'+P"XAB").
IJ . i ,
CCCXXVII. Soit P =iookil.,
AB
AC=a“.
Si l’angle d’inclinaison est de 45°, alors B=H; la proportion (3) devient
ioo;q :: 2 : 0 , 5 , d’où Q=3 25 kil. ■'
CCCXXVIII. même relation (3) existe en-
core lors même que l’axe du cylindre n’est pas vertical , pourvu que la direction de la force P soit parallèle à cet axe, et que celle de la force Q soit perpendiculaire à la barre et à la force P, CCCXXIX. Lorsque le point B du plan est sur la surface du cylindre en D , et lorsque la longueur DT du plan est l’intersection de ce plan avec le plan tàngent vertical D Kl, alors
B=KI
' H=KD,
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et la proportion (3) devient
p:q :: KixAC :KDxAD.
Si l’on prend K I égal en longueur à la circonférence de la base du cylindre , on aura * KI= 2 îrXAD, OU9T désigne le rapport du diamètre à la circonférence , et alors il vient
P:Q::2’rxADxAC:KDxAD::25rAC:itD.
Or, 2 5T X A C est l’expression de la circonférence décrite du rayon AC. On a donc en ce cas cette proportion d’équilibre :
La puissance est à la résistance comme la . distance du point d’application de la résistance à Taxe du cylindre est à la circonférence que tend à décrire la puissance, et dans ce cas l’équilibre ne dépend pas du rayon du cylindre- ^ CCCXXX. Supposons que le triangle DKI s’enroule autour du cylindre , de sorte que la hauteur D K reste fixe et que la base RI , égale à la circonférence de la' base, s’enveloppe autour d’elle ; alors l’hypothénuse D I s’applique sur le cylindre, suivant une courbe D N K, ou N répond à la i circonférence etayN^^I^^ (/%•.; io5); et lorsque le tour, est achevé, le point I vient en K.
CCCXXXI. Supposons I D prolongée indéfiniment, et que l’on prenne ID = D D D'D" pendant que ID prendra la forme K ND, la droite DD' se courbera suivant la courbe P N' D égale à DND. Il en est de même de D D , etc. La réunion de toutes ces portions *
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curvilignes compose une seule courbe , à la- (juelle on a donné le nom hélice cylindrique.
CCCXXXII. Quelque point M de l’hélice que l’on considère , la tangente à la courbe en ce point n’est autre que la droite l'DD'D^ arrivée dans cette position. Or, cette droite, dans toutes ses positions , est également inclinée sur la base; donc les tangentes à l’hélice cylindrique sont partout également inclinées sur la base ou ce qui revient ; elles forment partout le même angle avec l’ax'e du cylindre.
CCCXXXIII. L’hélice peut encore être engendrée d’une autre manière; si le point K se meut d’un mouvement uniforme sur l’arête KDD' pendant que celte arête se meut d’un mouvement nniforme autour de l’axe , le point décrira sur le cylindre une hélice, de même que celle qui est la résultante de l’enveloppement de la droite D I , pourvu que la vitesse de translation verticale soit à la vitesse de rotation comme DK est à la circonférence de la base ; car dans cette courbe, comme dans celle du numéro précédent, le rapport de I B à B C est invariable , quelque part que l’on prenne B. io5.)
CCCXXXIV. On appelle spires les portions d’hélices , telles que RN D , DN' D', etc. Ainsi l’hélice est composée d’une infinité de spires égales , et on nomme pas de l’hélice (hauteur du* • pas de l’hélice) les distances égales KD, DD' , etc ., qu’interceptent sur l’arête du cylindre les spires de l’hélice; les pas d’une même hélice sont égaux entre eux.
4^, Drgiii, by ;
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• '^CXXXV. Supposons qu’un triangle DROy tracé dans un plan passant par l’axe du cylindre, se meuve d’un mouvement uniforme le long de l’arête K D D' ; pendant que cette arête tourne uniformément autour de Taxe , chaque point du périmètre du triangle décrira une hélice (CCCXXXIII), et l’ensemble de ces hélices f^orme une surface connue sous le nom de vis trkmgulaire. Toutes ces hélices ont même hauteur de pas , ma^ elles'sont tracées sur des cylindres différèns. Ainsi le_ point D décrit une Iiélice ayant DK pour hàùteur de jms et AD pour rayon,' tandis .que le point L décrit une hélice ayant pour pas L L'=K D , et elle décrit sur un cylindre d’un rayon G L plus grand que AD; et par conséquent l’hélice L est moins inclinée sur la base que l’hélice D. • '»
' CCCXXXVI. ' Supposons qu’on enlève du' ^ rectangle DMNK le rectafn^e DOK, dé sorte ■qu’ij ne reste que de pentagone KO D M N à angle rentrant DOK ;, si ce pentagone' est assujetti aux mêmes mouvemens de translation et de rotation que nous avons assignés dans le numéro précédent au triangle saillant DOK, il, est évident que le triangle rentrant DOK décrira une 'vis creuse ''qui s’adaptera exactement à là vis; saillante : dans les arts, la Vis creuse .çst-désîgnée sous le nom èiccrou. Si après a^P.i? fait enlr'er une vis dans uiie substance en ' .^onnijnt à la vis un mouvement de rotatiomde droite à gauche , on la retire en imprimant un
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' mouvèmrat de rotation de gauche à droite , le vide qui reste est l’écrou.
^ CCCXX^VII. La ■vis quadrangulairé est engendrée par le mouvement uniforme et simultané de translation et de rotation d’un rectangle saillant , et l’écrou est produit par un rectangle rentrant. ' ■*
CCCXXXyiU. Soit ST C/^. 107). une vis triangulaire garnie de son écrou* qui est traversée par une barre AB pj^rpendiculàire. à Taxe du cylindre, que nous supposons être vertical ; Fécrou étant pesant , désignons son poids par Q. Admettons d’abord que l’écrou ne touche la vis qu’en un seul point M , par lequel passe l’hélice MNO; or, l’écrou, ne pouvant prendre qu’un mouvement de rotation ,1e point M tendra à glisser le long de l’hélice , et le poids se trouvera posé. sur la tangente .à cette courbe. Si on veut empêcher ce mouvement à , l’aide d’une force P, appliquée perpendiculal-*^ rément à l’extrémité de la harre AB, on a la combinaison du leyier et du plan incliné déjà, décrite (CCCXXV). On a donc : La puissance r P est à la résistance Q /:omme la hauteur du • pas de la vis est à la circonférence que tend à , décrire la puissance P. '
CCCXXXIX. Cette proportion a lieu, quel qùè soit le nombre de points par lesquels l’écrou touche la vis ; en effet, on peut éoncevoirla résistance Q décomposée en autant de résistances partielles parallèles , et la piii.ssance P décoml^osée. en autant de puissances partielles qu’il y a- de
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points* de contact ; les hélices qui pftôseiU p;^< les points de' contact , diverses de rayon, sont toutes de môme hauteur de pas. Dé’signons les ^ résistances pariielles par q , q" y q" ' , etc, , et les puissances partielles par etc. ; soit h ‘ la hauteur du pas , R la distance du point B à Taxe , et 9 T le rapport du diamètre à la circonférence ;. raisonnant pour chaque hélice comme ci-dessus (CCCXXXVtlI) , on aura cette soUe proportions ^ *
\p''\ q\\h \ 3 9tR ;
d’où Ton tire
oifbien P : Q ;; ù ; -2 a-R. '
CCCXL. Nous avons supposé que l’axe de Q était 'vertical ; il n’y; a rien à changer ùces conclusions lorsque Taxe est incliné; alors il* faut entendre par la résistancè Q une force parallèle à l’axe (CCCXXVIII) , et par P ùne force perpendiculaire à la barre. On se sert ordinairement de la vis pour produire dés pressions; •cet effet est d’autant plus grand que la .barre est plus longue et. que le pas de la' vis est plus petit; soit
on aura. Q
Ji = o“,oo I R=i,o,
. P dt: l OO kil. ,
y *.|do,î».3;i4 i 5,
- : " o>ooi«.. s
6?83oo k-
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' Ainsi , d^ns cette vis , tout corps qui s’oppose au mouvement de l’écrou éprouve la inémç pression que s’il était chargé d’un poids de I • .628300 kilog.
, HiCCCXLI. Lorsque l’extrémité de la barre a )-fait un toi^ entier, l’écrou se meut parallèlement ^ à l’axe du cylindre d’une longueur égalé au pas.* Ainsi ^ dans la vis de l’exemple précédent, le point A doit décrire une circonférence de ^ ,• 6“,283 pour que l’écrou descende ou moule d’un millimètre. Ainsi, l’avantage que donne la machine à la force, dans le cas de l’équilibre, est perdu sur- la vitesse , lorsque la’machinc est en mouvement. Nouvelle vérification du priiijT cipe des vitesses virlu^les. a t
CCCXLU,. On emploie 'aussi la vis à diviser *
. en parties égales ou à mesurer. de^ lignes d’une J extrême petitesse, ou bien à communiquer de très faibles mouvemens de rotation ; dans le premier cas, c’est une vis niierométrique , et' • dans, le deuxième cas , une vis de rappeb Ainsi, en faisant faire un dixième de tour' on décrirai un arc de 60* à ”la barre de là vis (CCCXL)j l’écrou s’élèvera, d’un dixième de ipillimètrfe. Dans les vis de rappel, l’écrou est ' fixé à un plateau ou disque mobile autour d’un' axe; en . , tournant la vis , elle appelle l’écrou , qiii donne au disque un mouvement de rotation. ^
Vis et treuil^ ou Vis sans Jiri'. .
CCCXLIII. MP 108) est un cylindre mobile autour d’ùii axe fixe et revêtu d’un.filct
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de vis. G&G , qui presse contï% les depts d^uite roue O , montée sur un cylindre V ; la puissance P agît sur la manivelle K , etîa résistsgice Q est attachée à l’extrémité d’une corde qui s’eifrôule autour du t;ylindre *V ; lé plan de la roue dejflh tée est perpendiculaire à l’axe^u cylindre MN. Telle l'a machine dénommée vis. sans fin , parce ql^^lainêine spire rencontrant sùccèssi-j vemeft^outes les dents de la roue , il suffit d’un Bgit nombre, dé spires pour produire un mouvment continu de rotation. : Supposons- qu’il y a équilibre entre la force communiquait un mouvement^ de rotation dans un sens, et la ffirce Q , tendant à' produire un mouvement de irotation dans Un sens apposé ; soit* >
■ R = bras de la manivelle, '^
A =r pas de la vis, , , ^ . - * -
y . rayon de la roue dentée,
R"= rayon du cylindre V, ■' ' > ,
et désignons par T la pression des filets contre les dents , pression qui s’exerce tabgentielleraent à la roue denté.e , on aura ainsi les deux proportions ' y . ■' ; .
P îT II ^ î 2 îtR dans la vis,-
, Dans la première. proportion j I désigne l’action de la vis contre les dents de la roue, et dans la seconde proportion, Lest la réaction des .dents contre la vis. Multipliant ces deux proportions, terme à . terme , il vient
p:q:: ar":2tRR'.. .
DE mIeCAJîIQUE.
Pression *des corps solides_ les uns vontre les autres ; coin^ ~
^ CCéXLV. Nous avons examiné ci-dessus les ’ » conditions d’équilibre d’ùn corps pesant, renfermé entre deux plans inclinés, et nous avons détér miné les rapports entr^ le poids et les pressions contre les plans. Si le corps interposé, déjà ' soumis à la pesanteur, était encore poussé par d’antres' forces, il est évident que W pressions contre les plans seront augmentées; et i’effi^
■ physiqtie de ces pressions est d’écarter Ifes *plans , d’augmenter l’angle qu’ils forment entre eux. Ces pressions mesurent aussi la résistance * que les plans opposent p l’écartement) ^ *
CCCXLVI. Soient donc S et S' (J^- 109) deux sphères entièrement fixes ; L est une fotce’ qui pousse une troisième sphèré M entre les deux premières et tend à les séparer. Il s’agit .de chercher les conditions de l’équilibre; ef, dans ce cas, les, pressions ont lieu contre les sphères fixes. La direction de la force P est perpendiculaire à là surface de là sphère mobile , et conséquemment passe par le centre M'; pour que l’équilibre soit possible, il faut que l’,pn * puisse décomposer la force P . en deux • autres perpendiculaires aux sphères fixes, et passant par les points de contact'! et >P. Il s’ensuit quc.la force P doit être dans le plan dçs trois centres M, S, S'; telle est la sonie condition d’équilibre , pourvu , que la force P pousse ; si elle tire, l’équilibre est iippossiblo.
C'.:irig|c
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Construisant le parallélogramme Mcaô, où M c représente la force P ; alors M & et M a représenteront les deux pressions R , R', supportées par les sphères S, S', et aussi les^ résis- t tauees qu’opposent les sphères à leur écar-r
tement. ' ‘ .
CCCXLVII. Par les points I, I', O , menons les tangentes" AC , AB, BC; les deui triangle^ ABC, Mcù, ayant les côtés perpendiculaires chacun’ à. chacun-, sont semblables, "^i donc ^us prenons^ BC, homologue à Mc, pour représenter la force P, les pressions R, R*"serout représentées par les côtés A C, AB. . '
CCCXLVIII. Supprimons la sphère M,^et remplaçôhs-la par un prisme triangulaire dont * ABC représente une section faite par un plan perpendiculaire 'aux arêtes du prisme; les mêmes raisonnemens que ci-dessus 'amèneront aux mêmes conclusipns. C’est au prisme triangulaire, employé comme corps séparàteur»
qu’on a donnée le 'nom de ooüi; le côté BC', sur lequel agit ,1a force,'*’ se nomme la tête du coin; les, deux lignes AB , B C en sont les faces,. et l’aréte qui passe par A est le tranchant ^ coin. Adoptant ces" dénominations, nous dirons que*, dans le coin, là force et ees dei;^ pi^ssioiis sont proportionnelles à la tête et aux deux côtés du coin* . . '
'CCGXMX. Au lieu de deux sphères S et S , OB péùt ]pn|Qdàe deux corps quelconques ; alors SI et S'I*^nt deux perpendiculaires aux surfaces passant par le poiiit de . contact 7
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doivent être avec la force P dans un même plan , et se rencontrer en un même point pour que l’équilibre soit possible.
CCCL. Le plus souvent les deux corps S' sont deux parties d’un même corps (y^. 110),
, et les deux côtés du coin ABC spnt égaux; alors les pressions latérales sont égales. Plus les côtes sont grands relativement à la tête , et plus les pressions sont considérables relativement à la force. - . .
'Soit AB = AC = o“j3, . '
BC=o“,i 5, .. . S
d’où 1 on conftitR= . — 2 o*.
a/' -VV f *
' “ Ainsi; un pôids de io\ikogrammes", placé sur la tête d\^coin, exerce sur les fa'ces d4 corps les mêmes eQ’orts pour les„sépùrer que si elles étaient tirées jphacune .par un poids dé 20 kilograrames|“Cet effort seAit équivalent à çplui de 4Ô kilogrammes II* si les côtés du coin restabt de rnéme longueur^a tête BC devenait* B' C' moitié de B„C.^‘Envgénéi*àl,,plus î’angje dii coin est aigu ,.et plus soU effiêaci^é pour diviser, devient considér^le : df là l’expression d’a^ guise/'j dont on se #ert lorsqu’on veut rendre plus traùcbans les eoufeaùï, lés ciseaux, etc., et autres iristrumens dont^le3 effets se rapportent à ceux du coin. **
CjCCLI. Si la direction d^ la force était in-; clinée sur la tète du coin fil faudra décomposer
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cette force en deux autres, l’une dirigée dans le plaçde la tête , et Tautre perpendicnlaire à ce plan : celle-ci est la ‘seule qui contribue à ï’efifort , qui' est d’introduire le coin dans le ^ corps , tandis que l’autre tend à faire glisser l’instrument (le marteau) sur la tête. ’’
Des corps solides. . ,•
CCCLlï. On se*sert souvent du coin pour apprécier là dureté relative des diverses sqbstances ; ainsi , en laissant tomber de la même hauteur un poinçon , d’aboi^ sur une masse de ■ cuivre, ^ ensuite su^une masse de fer, il.s’w-* foncera davantage dans la premièi^è substan^ : d’où l’on conclut qtle'le fer est plus dur que le cuiyre: La connaissance de fa résistançe qu’opposent les corps à leur ruptuiM ’ek de la plus haute iniportànce dans la constmetion des ma- ' chines ; la forme de cet ouvf'a''èe ne nous perfnet pas de nous étendre sur c^tte^aftiêre ^ qui est exposée avec tous les détails désirables pour la ^tbéorieet la.praliqjre dans l’excellent Résumé dfes leçons flonnées^pàr M.. Navier, à l’Ecole Ipyale des. Ponts-et-C^àussëes. On consultera "aussi avec fruit l’ouvrage de M. Tredgôlc^, traduit de l’aUglais par lït. Duvé^ne.
, • ' ' iDu^roUerritnt.
CCCLIiy^ La fésistance.que les çorps opposent à ^la rupttire , à JUi flexion , manifeste r^exi^enoç des forces, at^active/ et VépulsiNua
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entre toutes les molécules constitutives du corps , et c’e^st* celte résistance qui nous permet de choisir les corps pour points d’appui dans les machines ; mais il est de% ‘obstacles au mouvement, dont il faut chercher la cause dans l’état des surfaces .extérieures qui limitent les corps , état qui diffère beaucoup de celui dont les perceptions de la vue et du tact nous donnent l’idée. Ainsi, telle surface que nous jugeons être plane, polie, unie dans tous les sens, examinée au microscope, nous apparaît hérissée d’une infinité de petites aspérités, de creux et d’élévations qui en font une surface rabotçuse; et lors môme que ces inégalités superficielles échappent, par leur petitesse, aux investigations des iustrumens d’optique, il suffit, pour les rendre sensibles, de cette expérience, qui est très simple et réussit , quelle que soit la nature des corps : un paralIélipipèdeP dematière quelconque, en fer, par exemple , est posé sur une surface M P, que l’on a rendue, autant que possible, plane et horizontale; une corde AB est fixée au corps P, passe par-dessus une poulie de renvoi, et porte à son autre extrémité un poids Q : la partie A de là corde est horizontale, et nous supposons que son prolongement passe par le centre de gravité de la masse P. Si la surface M P était plane , dans le sens géométrique du mot, lé plus petit poids Q devrait suffire pour donner à la masse P un mouvement : il n’en est pas ainsi ; il faut quelquefois que le poids Q soit la moitié de celle de P pour
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le mettre en mouvement. Par exemple , lorsque le plan M N et le parallélipipède sont tous deux en bois de chêne ,^et si la direction de la corde fait un angle droiuavec les fibres du bols, il faut que l’on ait Q =: o,/| 3 . P ; de sorte que si P pèse loo kilogrammes, Q devra peser environ 43 kilogrammes pour donner un commencement de mouvement à P.
CCCLIV. On a donné le nom de frottement à la résistance qu’éprouvent les corps à se mouvoir les uns sur les autres. Les enveloppes des corps peuvent être comparées à des surfaces revêtues de dents extrêmement petites , formant sur les surfaces des aspérités et des excavations. Lorsque deux surfaces matérielles sont posées l’une sur l’autre, il s’établit, par les efforts de la pesanteur, une sorte d’engrenage ; les dents d’un corps entrent dans les cavités de l’autre, et vice versa. Pour les mettre en mouvement, il faut les désengrener ; ce qui exige qu’on surmonte les aspérités ou qu’on les brise : effets qui ne peuvent être produits qu’à l’aide d’une force, et c’est cette force qui constitue F, qui est la mesure du frottement. Ainsi , dans l’exemple cité ci-dessus, la forceF du frottement est équivalente à 43 kilogrammes , et agit dans le sens opposé au mouvement que tend à imprimer la force Q.
CCCLV. L’angle OIM, que fait la résultante des deux forces P et Q avec le plan , se nomme V angle du frottement . Il est encore un moyen très simple de s’assurer de l’existence du frottement et d’en mesurer l’effet. Soit P (/fg. 112)
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une masse pesante d’une matière quelconque , posée sur une surface plane, horizontale AB CD , de même nature on de nature différente, la masse D restera en équilibre sur le plan ho- . rizontal; mais pour peu qu’on incline ce plan en le faisant tourner autour de l’arête AB, comme charnière, l’équilibre devrait être troublé (CCXXVIIl). Toutefois, la masse ne commence à s’ébranler que lorsque le plan, arrivé dans une certaine position ABC'D', a acquis une inclinaison dont l’angle varie avec la nature dos surfaces frottantes. Soit L et H la longueur et la hauteur du plan , lorsqu’il parvient dans la position où la sphère donne des signes de mouvement; et , dans ce moment, la force du frottement ne diffère plus sensiblement de celle du poids relatif; et P étant le poids absolu , on
BH .PH
a pour le poids relatif ; donc aussi F= .
Les deux moyens d’expériences peuvent servir de contrôle l’une à l'autre ; ainsi , lorsqu’il s’agit du chêne contre le chêne , nous avons trouvé , dans la première expérience , F ==.
0,46 P. Il faut donc que, dans le second, on
ait — = 0,46 ; ce qui correspond à un angle -
Fl 41 .
de près dé 3 o degrés.
CCCLVI. Les surfaeés exercent aussi les unes sur les autres des actions chimiques , connues sous le nom de forces adhésion', ëlles. s’,op~ posent à la séparation des surfaces, et joignent
Dig - . CoogI
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leurs effets à ceux du frottement. Tout le monde connaît la force d’adhésion qui existe entre deux marbres polis et posés 1,’un sur l’autre; lorsque le contacta duré long-temps , il faut souvent un grand effort pour en opérer la séparation. ' . ' •
CCCLVII. Il paraît résulter d’une grande série d’expériences faites par Cpulomb , célèbre physicien, que le frottement est sensiblement proportionnej à la pression; ainsi, daps l*expérience (CCCLIII), P et étant les poids des deux corps de même nature frottant sur la même ^surface , on aurait constamment '
et s’il s’agit du chêne sur Je éhêne, on aura :
ifc. . : F ’ \ ■
Dans l’expérienee (CCCLV), L et B étant la longueur et la base qu plan , la pression 'sur le ■*" P B
plan est exprimée par ; et , d’aptes la loi
rapportée , on devra avoir
PB
Des deux expressions (i) et ( 2 } l’on déduit
" DE MÉCANrQUE. 195
Ainsi , quel que soit le Doids du corps , l’angle d’inclinaison sous^ let^l il commence à glisser doit rester*^ le même po’qr les mêiû^s genres de siibstancïfcs , si la 'loi dé la proportionnalité du frottement à la* pression est,
exacte. ^ ^ Désignant cette pression par p 1 1 3^) , ôn aura F =: /fc/? ; ni est un nombre constant pour les mêmes substances^ et variable avec leur ‘ . PB ■ /nP.B B H
nature f or p'_= -r- : doAc F = • — -= — »
et de là on conclut m B ='H, m =âr*.'"
^ tt,.- • -
ainsi , le nombre constant ni (est toüjou|s égal à la hauteur du plan diyisé^r sa base.r'
< eCCLVIIl. Il suit/ îè la gime loi , que l’étendue de la surface ne devriit pas augmenter le'frottement ; ainsi , sur'quelque face qu on* . pose le parallélipipède P, le poids Q devrait sensiblement rester le même, puisque le poids^
P ne g^arie pas.. Lorsque' la^ surface frottaflle augnfente, ce ^n^me poi(ds Gtan| distribué sur un plus grand nombre de points de* contact,' ^ son effet sur chacun d’eux est diminue. Le con- ni traire a lieù lorsque la surface frottante'^limM ^
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nue; toutefois ce résultat n’est pas généralement adiu^s par tous les physiciens..
CCCLIX. Les faits les plus certains sur le irottenient sont :
1°. En polissant les surfaces , on diminue le ^ frottement; toutefois cette diminution a une limite, car lo^sque^es surfaces sont trop polies il se manifeste entre elles “une force d’adhé^ sioii (CCCLVI); ;
^‘‘^tendue des surfaces, on affaiblit le frottement, mais aussi jusqu’à un certain degré; car, lorsqu’une des «i^rfaces de- . vient trop mince , elle trace des raies dans l’autre surface , et augmente le frottement;
3 ". Dans les machines , on diminue le frot- ^^ tement lorsqu’on les construit de sorte que Je quotient de la vitesse des parties frottantes, divise par la vitesse qu’imprime la puissance , S04 le pjus petit possible ;
M • On fa^vorise lé mouvement en faisant rouler les surfaces l^s unes sur les autres plutôt que de les faire glisser; ainsi, il est convenable tie faire porter les tourillons des treuils sur des
galets, espece de roulettes tournant sur des axes;
5 °. Le frottement est moins considérakle sur ’ surfaces de nature différ^te que su? des .
, surfaces de même natur<^; ainsi, l’acier roulant
éprouve moins de ^ frottertient que s ü gUssait ou roulait sur l’acier j
de là l’usage des boîtes de roues en cuivre pour des essieux en fer ;
6®. En enduisant les surfaces d’une matière grasse et onctueuse , on diminue le frottement ; ainsi , le frottement du bois sur le bois est presque réduit à moitié , lorsque le bois est huilé , et même les métaux graissés frottent moins que les métaux simplement polis.
CCCLX. Il règne une grande incertitude sur le rapport entre la force de frottement et la pression, lorsque les corps sont en mouvement. Coulomb a trouvé que lorsque le bois glisse sur du bois, ' le frottement reste le mémo , quelle que soit la vitesse du mouvement j son intensité est beau- * ’ coup moindre que lorsqu’on a laissé reposer les surfaces pendant quelques minutes. La même différence n’a pas été remarquée entre les métaux non graissés.
CCCLXI. Dans le calcul de mécanique , on fait entrer les frottemens , en les considérant comme des forces proportionnelles aux pressions qui ont lieu aux points , et en les di- ‘ ^ ♦ rigeant dans des sens opposés à celui du mouvement que tendent à prendre respectivement les mêmes points. Dans l’équilibre, il faut que la résultante de toutes les forces fasse, avec la surface d’appui , un angle égal à celui du frottement , et, en outre , -que cette résultante tombe en dedans de cette surface. ^
CCCLXII. Dans le levier, il n’existe point de frottement, à moins qu’il ne puisse glisser
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sur le point d’appui; dans le treuil, le frottement dépend de la résistance , du diamètre de la roue et de la vitesse angulaire , mais il est peu considérable ; dans la poulie , il devient très grand lorsque les chapes touchent]tcontre les roulettes. Le frottement est très fort dans la vis, moins dans la vis à filet carré que dans celle à filet triangulaire.
CCCLXIII. Un exemple éclaircira ce qu’on vient d’exposer.
{Fig. n4») Soit B AD un levier percé d’un trou circulaire A , qui est traversé par un boulon fixe, autour duquel le levier a la liberté de tourner; deux forces P et Q parallèles sont appliquées aux extrémités B et D du levier : s’il n’existait pas de frottement , il faudrait , pour l’équilibre , que la résultante des forces P et Q "fut pei-pendiculaire à la surface du boulon , ce qui exigerait qu’elle passât par le centre A du 'boulon ; et l’on devra avoir la proportion
P: Q:: AD:. AB
Mais, à cause du frottement , il faudra, pour l-’équilibre , que la résultante R rencontre la surface du boulon en un point I , tel que l’angle S IN soit égal à celui du frottement (CCCLXI), qui correspond à la natui’e de la matière dont se compose le levier et son boulon ; I N est une tangente au boulon. Menant donc le rayon AI, faisant avec AB un angle égal à celui du frottement, le point I sera connu, et par conséquent aussi le point C, où la résultante ren-
DE MÉCANIQUE, contre la droite B AD;, on aura ^oric , pour*. * l’équilibrfe , i - * '
' ’ p:Q::DC:Bc::AD4iAc:AB— AC,
^=- ab_Tc";
CCCLXIV. Le point pour lequel l’angle r AD est égal à l’angle I AB, satisfait évidemment aussi' aux conditions de léqtiilibre, et l’on aura
P • Q •: DC' :BC' :: AD— AC': AB.-j- AG'
AB + AC
Soit A I = I AD=:20 '
AB=^ 4, et l’angle AC = 6o®, on aura A C — { î
«fi*
d’où
ou
P=.5Ül±i]=ii^=5iQ,
Lorsque Q est donné, il y a donc deux manières de tenir cette force en équilibre , savoir : en prenant P égal à 5 , ou bien égal à 4 Q-
S’il n’y avait point de frottement, il faudrait,' pour l’équilibre , .que l’on eût P=5 Q.
V CCGliXy. Il est fadle, d’appliquer ces ré-
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^ sultats au treuil. S’il n’existait pas de frotte— ' ment, la direction parallèle' au plan' est celle qui est la plus favoraBle pour tirer un corps sur ce plan; mais, en ayant égard au frottement, cette direction dépend de la nature des substances en contact. Ainsi, lorsque le plan est liorizootal , et que le frottement esfestimé au tfiers de la pression, on trouve que la direction la plus avantageuse est celle qui est inclinée de i8 degrés 27 minutes environ.
De la roideùr des cordes.
CCCLXVI., JVous venons de voir commentles conditions d’équilibre sont modifiées dau^ *les machines par les résistances qu’opposent ' leurs diverses parties à glisser les unes sur les autres. 11 existe encore une aut^e cause de modification dans ces condiûons : elle provient des intermédiaires par lesquels les forces se ,,^comnyiniquent aux machines, lorsque ces intermédiaires sont des cordes. Nous avons supy • posé, dans tout ce qui précède, que ces cordes Sbnt parfaitement flexibles, et qu’il ne fallait aucun effoft pour* rouler ces cordes autour des machines. Or, cette supposition est inadniissible dans la pratique; bar il est évident qu'il y a dans les cordes divers degrés de flexibilité.
Par exemple ,■ une corde tendue est moins flexible, s'enroule moi ns facilement qu’unecordé lâche on moins tendue ; égalité de tension , entre deux cordes, la plus mince est la plus flexible?^lus les fils sont tordus , ntoins il y *
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de flexibilité ; plus le diamètre d’un cylindre est considérable , et moins U faut d’iîffort pour plier une corde autour. Il est donc nécessaire d’avoir égard à ces différence^ d’efforts pour établir les conditions d’équilibre.
CCCLXVII. Une corde MC B N {fig. ii5), passée dans là gorge d|une pouliè fixe A, porte à ses extrémités les deux poids P et Q ; si la corde était parfaitement flexible , les deux cordons M et N prendraient des directions verticales, et l’on aurait pour l’équilibre P = Q; mais le défaut de flexibilité fera que ces cordons peuvent se maintenir dans des positions non verticales; dès-lors, les bras du levier des forces devenant inégaux, les forces dans Héquilibre cessent d’être égales; et supposons P^Q , le bras du levier de P sera diminué, et deviendra A tandis que celui de Q sera augmenté et deviendra Àe. MEMN représentant une ligne rigide , on aura pour l’équilibre
, P.Ar/=Q.Ac,
ou bien P. (AB— Br/)=:iQ(AB-f-cE), ■ ^
CCCLXVIII. Dans la pratique, B</ étant le plus souvent d’une extrême petitesse, on peut la négliger, et l’on a ainsi , - .
P.AB = Q.(AB-f-eG); >1 v;/
d’où
et
AB
AB
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S’il y avait parfaite flexibilité j P — Q serait nulle; par conséquent l’excès de sûr Q est donc proportionnel au défaut de flexibilité , et représente la partie de la force P, qui est uniquement employée à fléchît* la corde.
CCCLXIX* Soit le rayon de la corde,
, . Soit ? =sa tension, représentée
...V ^ parQ, .
. Soit 7* = le rayoq, de la poulie,
>_./• ..V >Soit a, et 77 deux nombres con-
^ ' stans à déterminer par expé-
' .riences,
'.oii^pourra, admettre (CCCLX\I) *' *
• Q;eE Q.eE ‘ '
A ‘ ‘ ^ , Ao «r r
où à représente la portion d’effort provenant’ de la torsion, et 6Q celle qui est due à la *tension ; l’on tire de cette équation
/E = — (o + iQ)..
. 11 reste à déterminer a^b e\. n; k cet effet pn mettra en équilibre quatre poulies dfe.différens rayons,, -en- se servant toujours de la même corde on de cordes ^le même qualité. On trouvera que les po^ds doivenf ^j^e inégaux.
Soient donc r*, r”, 7 **“, le rayon des quatre ;^ou^es, et e‘, è‘*, *e'", les qxcès des poids P poids Q , on aura donc ^
î e' = —(n -j- ^ QO
e«» = — : (rt 4- ^ Q«0 ’
Les trois premières équatipps serviront à
faire connaître a, b et n, ét la quatrième pourra servir de vérification. Ceux qui désireront de plus amples développemensjes trouveront dans Touvrage suivàut ^ le premier où cette matière a été approfondie; il porte.ppùr' titre i^Théôrie' des machines simples ^ en ayant égard au frot- ' tement et à la raideur des cordages ; par C,.A. Coulomb. Nouvelle édition, 1821. Nous n’èn citerons que ces deux résultats, qui donnent une idée dès autres : Ce physicien , en enveloppant un treuil de bois d’orme 4cvi2 pouces de diamètre, par une corde à 6 fils de ia lignes^ de diamètre, et pesant 12 | par pied de, lôri~ gueur, après avoir attaché 100 livres’ à chaque* extrémité il n’a pu trouver cet équilibre qu’en augmentant de 5 livres un de ces poids ; sur ces 5 .livres, i,5 sont pour vaincre le frottement;il reste par conséquent 4,5 pour vaincre la roideur des cordes. Lorsque les poids étaient de 'doô livres, il fallait. 7,4 pour surmonter la roi-.\'' deur des cordes, s- ; . ■
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Problèmes relatifs aujo çiàchines simples sans .■ frottement.
CCCLXX. pROBLiME I". Une barre servant de levier, et longue de 3 o pouces , porte à une de ses extrémités un poids de loo livres, et à l’autre extrémité un poids de 20 livres ; le point d’appui est éloigné de'6 pouces du poids de 100 livres. Quel poids faut-il ajouter aux 20 livres pour tenir eii équilibre les 100 livres?
Réponse. 4 livres^
PBOBtÀKE II. Avec un levier long de i o mètres on veut élever un poids de .480 kilog,, à d’un poids de 3 b kilogrammes. A quelle dist^ce de ce .dernier pôids faut-il placer le point 4*appui ?
Réponse. 9“, 4 * environ.
* * Problème III. Uup barre longue de 1 o mètres, et appuyée par ses deux bouts , porte un poids . de 60 quintauxià une ^stance de 4 métrés d’une de ses extrémités. Quelles sont les pressions supportent les appuis ? ^ .> • . c^f Q-
Réponse. L’appui le 'jHas éloigné du fardeau ^orte 24 quintaux, et le plus rapproché porte 36-' quintaux. ^
. : '^oBEÈÎfE IV. Une barre longue de 5 .mètr^. et appuyée par ses deux bouts, porte un poids de 60 kilbg. à une distance de i mètre d’une des extrémités de la barre et un poids de 4<> .kilogrammes 4 une distance de i mètre de l’autfe /eihan^ité ; laJra pèse 5 o kilogrammes , et son centre'de gravitjé est au milieu 4® s® longueur.
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Quelles sont les pressions exercées sur les deux appuis ?
Réponse, 8i kilogrammes sur l’appui le plus rapproché des 6o kilog. , et 69 kilog. sur l’autre extrémité.
Problème V. Une barre homogène de 1 2 pieds de longueur est tenue suspendue et en équilibre par un poids de 100 livres placé à une de ses extrémités et à 2 pieds de distance du point de suspension. Quel est le poids de la barre?
Réponse. La barre pèse 4,166 livres par pied de longueur, et conséquemment son poids s’élève à 49,92^2 livres.
Problème VI. Un poids de c )4 quintaux est suspendu au cylindre d’un treuil. Quel poids faut-il attacher à la corde de la roue , pour que Ce poids, ayant une vitesse de 220 pieds par minute, donne à la résistance une vitesse de 36 o pieds par i 5 minutes?
Réponse. Un poids un peu plus considérable que 10,2645 quintaux.
Problème VII. On veut élever une pierre pesant 968 livres au moyen d’un treuil, dans lequej^le rayon du cylindre est au rayon de la roue comme 3 est à 9. Quel poids faut-il appliquer à la roue?
Réponse. Un poids plus fort que 319 | de livres.
Problème VIIT. Quel est le poids nécessaire pour élever un poids de 100 livres au moyen de deux moufles , l’une fixe et l’autre mobile , et composée chacune de trois poulies ?
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Réponse. Il faut un poids de plus de i6 f'dc livres.
Problème IX. Quel poids faut-il employer pour mouvoir un poids de loo kilogrammes sur un plan incliné , ayant 6 de longueur sur 4- ' de hauteur?
Réponse. Un peu plus que 66 j de kilog.
, Problème X. Un poids placé sur un plan incliné , ayant 3 'j de longueur sur 1 2 de hauteur, reçoit une vitesse de 54 pieds par minute, étant tiré par un poids de 68 livres , qui se meut avec 200 pieds de vitesse par minute. On de- .. mande combien pèse le poids placé sur le plan ? ’ .
Réponse. Un peu plus de 888 j de livres. ■»
Problème XI. Une vis de 12 pouces de circonférence , et ayant un pas de i pouce de hauteur, est mue par un bras de' 3 o pouces. Quel poids faut-il appliquer à l’extrémité de ce bras pour élever un poids de 8000 livres, placé sur la vis ?
Réponse. 42 -^ livres au moins.
QUIN^/ÈME LEÇON
MES CORPS SOLIDES EIT rMODVÈMENT ; CENTRE D*INERTIE: TRAJECTOIRE DANS LE VIDE.
■' CCCLXXÎ. . ''îusQu’ici nous nous sommes principalement appUqpé à rccherçhèr quelles relations doivent' »^ist#r entre leà intensités et
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les directions des forces et les positions des corps pour que ces corps soient tenus en équilibre par ces forces ; c’est cette partie de la mécanique qui est connue sous le nom de statique. Maintenant nous allons chercher à faire connaître ce qui se passe lorsque cés forces ne se faisant pas équilibre , les corps entrent en mouvement , partie de la mécanique à laquelle on a donné le nom de dynamique. On ne peut approfondir complètement la théorie du mouvement qu’à l’aide de certaines méthodes de calcul , découvertes dans le 17® siècle, et dont les applications à la mécanique ont porté la partie spéculative de cette science au plus haut degré de perfection. Nous devrons, le plus souvent, nous contenter d’énoncer les résultats de. la théorie, et cher,cher à les rendre, intelligibles à l’aide de nombreux exemples.
CCCIjXXII. Lorsqu’un, corps est en mouvement, chaque point materiel, situé soit à l’intérieur, soit à la surface du corps , décrit une *1 ligne dans l’espace. En effet, si l’on conçoit qu’un point quelconque du corps mu, èh se transportant dans l’espace , y imprime une trace, # *, on obtiendra une .ligne à laquelle on a donné ^ nom de trajectoire ; aussi y dans un corps en
: mouvement , il y a autant de trajectoires que
de points , par conséquent une infinité de trajectoires.
CCCLXXIII. Le mouvement d’un point est connu lorsqu’on peut tracer sa trajectoire, et qu’on peut indiquer, à chaque instant, l’en-
Sû
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droit de la trajectoire où. se trouve le point. • Le mouvement d*un corps est connu lorsqu’on cosnait le mouvement de chacun de ses points.
CCCLXXIV. Supposons qu’une pyramide triangulaire , formée de points matériellement liés entre eux d’une manière invariable, soit en mouvement en vertu de forces qui agis- j sent sur elle , il est évident qu’il suffit de connaitré les mouvemens des trois sommets pour trouver de suite la position du quatrième som^ ’ met. En effet , si à un instant quelconque on peut assigner les points de l’espace où se trouvent les trois sommets , la position du quatrième sera assignable au même instant ; puisque ses distances aux trois autres n’ont pas changé, il y aura seulement à déterminer, d’après la nature du mouvement , si ce sommet est au-dessus ou au-dessous", à droite ou à gauche de la base ^ de la pyramide.
iCCLLXXV. Quelle que soit la forme du corps, " g •'pourvu^que les' distances mutuelles dés points restent constamment les mêmes pendant toute • la durée du mouvement , il suffira toujours de v connaître les mouvemens de trois de ses points , non situés en ligne droite, pour en déduire ce- ^ lui de tout le cprps; car un autre point du corps ^ peut être considéré corqmie formant avec les V trois points 'une pyramide triangulaire , à làquelle on peut appliquer les raisonnemeris du numéro précédent. I
CCCLX^^VL Lorsque dans^ùn corps trois de ses points .non situés én ligne droite, dérivent
des droites parallèles avec le niéiiie mouvement uniforme , tous les autres points décriront aussi des droites parallèles entre elles et aux trois premières , et avec le même mouvement uniforme : ainsi, pourvu que les trois sommets d’une pyramide triangulaire se meuvent suivant des directions parallèles et avec les mênies vitesses, tous les autres points participeront au naême genre de mouvement.
CCCLXXVII. Un corps solide étant animé, dans tous ses points, d’un mouvement uniforme de translation , suivant des directions parallèles , toutes ces forces ont une résultante unique, égale à leur somme, parallèle à leur direction, et qui passe par le centre de gravité. Donc , on arrêtera subitement le mouvement du corps si on le frappe avec une quantité de mouvement égale à sa masse , multipliée par la vitesse d’un de ses points, pourvu que cette vitesse soit dirigée dans le sens opposé et passe par le centre de gravité du mobile (CCCLXXVII). Il s’ensuit que si un corps solide en repos est frappé suivant une direction ])assant par son centre de gravité , tous les points du corps suivront la même direction et avec une vitesse égale au quotient de la quantité de mouvement imprimée , divisée par la masse du corps choqué. Soit, par exemple, une pyramide homogène en repos ; si une sphère de même masse, et animée d’une vitesse de 3 mètres par seconde, vient la frapper suivant une direction passant par le centre de gfa-
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Titë de la pyramide , tous les points prendront , des directions parallèles , et décriront 3 mètres par seconde. Si la masse de la sphère est double de celle de la pyramide, la vitesse.de chaque point sera de 6 mètres par seconde ; dans tout ceci nous supposons que les dispositions sont , telles, que la sphère, après avoir exercé son choc , ne puisse pas suivre la pyramide et y rester attachée; dans ce cas, la vitesse communiquée serait moindre que celle qui a été trouvée , puisque la quantité de mouvement serait i distribuée sur les masses réunies des deux nio- ' biles.
. CCCLXXVIII. Si plusieurs forces agissent simultanément sur le centre de gravité , et suivent des directions diverses , on peut les composer en une seule, et les points du corps se raouveront parallèlement à la» direction de cette résultante.
CCCLXXIX. Les mêmes conclusions (CCCLXXVII , CCCLXXVIII) ont encore lieu si les raouvemens , au lieu d’être uniformes , sont uniformément accélérés ou retardés, et , lors même que ces deux genres de mouvement ‘ont lieu à la fois. Ainsi, un corps pesant étant frappé par une foree qui passe par s'en centre de gravité , toutes les trajectoires du corps (CCCLXXVII) sont, égales et parallèles; il suffira d’en connaître une seule.
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Mouvement des farojectUfcs dans le vide.
CCCIiKXX. Pour^faciliter l'étude de cette trajectoire , supposons qu’iî!^' point matériel A ir(^* * tombe en vertu dç son poids et décrive la vertié^le AL, qu’on peut se*rcprésentèr être l'oxe d’un canal cylindrique; le point * décrira de» espaces proportionnel^ aux carrés ^ ' des temps. Si au bout de la première unité de temps, il est en B , à la seconde il sera en C, à la troisième en D et e , et l’on aura "• *
AD^9AB
et cnMÎgénéral e^=\gt^ (^Y) ou t désigne le ^ temps écdûlé , comine A,e , l’espace décrit pendant ce temps • et si l’on prend la seconde pour unité de temps ,^1’bn aura .
et si l’on désigne^ ppr u la vitesse que le point tombant a acquise au bout du temps t, l’on aura uz=gt. . •
CCCLXXXI. Pendant que ce mouvement a lieu dansé’intérieur du canal , supposons main- * tenant que* le canal se transporte avec un mouveraeut uniforme le long ^de .la droite 'donnée AN; le canal prendra successivement les posi- . lions A' M , A" M , A'" M , etc. Si nôjas* repré^ sentons par V l’espace A A’ décrit au bout d« l’ünité de temps , et par E l’espaée AI décrit au bout du temps quelconque tf on aura
et
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‘ CCCLXXXll. Si cai^al était, re$té fixe, au bout de la première unité de témpsüe point mobile serait en B ;..malsîe canal étant^n, mouvement , le point se trouvera efi B'* ap'boul 4e , ce même temps,* en C" à la fin de la* secondé* unité , en D" à' k fin de la troîsitem unité , et J on de-^ra avoir *
AC = A'C
AD = A'D', i ' ♦
* / ' fc ■ ^
ét en. général “ :
•IM = ez=z^et^z=l{r — = Jf (iV
OrjA" A. A' sont des quantités constantes^données.; prenant donc a voîopté AI, AT, A TV on aura les ’^^aleurs correspondantes de I-M, l'M' , V M" , etc. ; par cdhséquent on trouvera successivement tous les point^^Aj'BÎ, C', M, D' , R', S. ..,1 dont la réunion foçinriife une courbe , connue . sous le nom de /?ara6o/ej: c’est la, trajectoire du point mobile A , soumis simultanément à deux mouvemens , l’un unifôrraément accéléré , et l’autre uniforme. ,
,CCCLXXX1II. Le résultat de ce double .mouvement n’est nullement influencé par le cylindre dans lequel le point mobile est reivfermé ; de sorte que les choses se passent encôre de la même manière si le cylindre est supprimé. Alors' nous n’aurons qu^un ‘ point ])esant A, qui ést lancé, suivant la direction AN ,• par une force capable d’imprimer la vi-
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fesse V ; par conséquent , lorsqu’un, corps 'pesant est frappé par une force dont la direction • passe. par le centre de gravité , tous les points du corps pesant décrivent des paraboles égales entre elles et situées dans des plans parallèles.
CCCLXXXIV. On obtient aussi une parabole , en coupant un cône droit par un plan parallèle à son axé; il suffit de plonger un cône droit dans un liquide tranquille , de manière qu’une arête du cône soit parallèle à la surface horizontale du liquide. La ligne de séparation entre la partie plongée et la partie qui est hors du liquide, est une parabole.
CCCLXXXV. Soit toujours AA' = V, et décomposons cette vitesse en deux autres r«c- 'langulaires'A K et AH ; ' - , ,
faisons . AK=A'H=:ô '
' AH=?n ' ' • , r
'A P îij; . :
on a ^
où ;bien
PI = z
aV: A'H:: Ai;ip.
AA': AH.:: AI: AP
et PM = PI-~lM = z — IM;
d’où
CCCliX XX VI. Prenant la valeur def=:~*
'dans l’équation (3) , et là sübst^ant dans * * Téquation (4), on obtient
bx , .
' Si l’ort donne à x une valeur à volonté^ on eobnaîtra , à Taide de cette équation , la valeiîr 'correspondante dé jr : on aura donc, • ainsi un nouveau moyen de construire la trajectoire pair points. ,
CCCLXXXVII. Tant que le preîbier’ terme
or"
est plus grand que le second terme
la .valeur de jr est positive , et le mobile est audessus de l’horiaiontale, A R j mais lorsque le second terme est plus gi;and que le premier terme , la valeur de j est’ négative , et le mobile, se trouve au-dessous de l’horizontale; lorsque ces deux' termes' sont égaux; la valeur dey devient nulle et le point se tr.ouve en R , à ^’inUfersectiôn de l’horizontale avec sa trajectoire» On a ' donné à la corde A R le nom ^amplitude horizontale pour la * trouver , if^ Tant poser l’équation ■ - ^
'■d’où
bx
Tg'-. '
)iVTl( j
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kt ■ * = AR-= — (6).
L’aire du rectangle. A H A' K est exprimée • par ah; ainsi , la grandeur de l’amplitude liorizoutale est proportionnelle, à, cette aire ; et, pour la même aire , on a toujours la m^me ampliûide. 11 existe donc une infinité de vitesses' de projection qui donnent la même portée horizontale; si l’on construit le rectangle AV If^L de ^rte que AV soit égale à AK., et VI à êtH, l’on aura AI,=:= AA'==V : à cette vitesse -de projection -AI correspond la* même portée horizontale qu’à la vitesse AA\ et il est évident que I<Bur8;dvcctioBS'.;form^nt des angles égaux àvec'la’ Ugiie qui divise l’angle droit ep deux parties* égales. Par conséquent, chaque portée horizontale peut êhre. oibtenüe par- la même vitesse de projection mais faisant avec ■ l’horizontale des angles cpmplémens l’un de l’autre ; ainsi , l’angle de projection de 1 5 degrés donne la même amplitude. hori;&optàle que l’anglé^de degrés.'"' • 'V j - *
CCCLXXXVIII, On sait par la géométrie que le carré est^le plus grand rectangle que l’on' puisse inscrire dans la circonférence j par conséquent , conservant la même vitesse V, et fai- ' sant varier les angles, l’aire a b sera la plua. grande possible lorsqu’on aura a -=^b, ou A Y ' =X Y, par conséquent ; avec la même vitesse V, ; on obtient la plus grande pprtée ,. en lançant lii.r projection . sous l’angle ,.dç, 45 ^degrés, et^jÇeUe|
amplitude, la plus grande, est égale à
CCCI.XXXIX. Les pins grandes portées horizontales sont donc proportionnelles aux <iarrés de c’est-à-dire aux carrés des vitesses dans le sens horizontal on vertical; • ; -
ab
'■ CCCXC. Prenôns AZ=:- AR la
gne Z.K, .qui correspond à AZ, est la pins grande valeur que pourra prendre y ou la plus grande hauteur à laquelle .s’élèvera le projectile,’ dnnc l’équation (5) donne, p(mr cette hauteur, b ah h* - b* ' .
Ainsi, cette hauteur dépend uniquement de la vitesse verticale AK, et nullement de la vitesse horizontale AH» ^ r ’
CCCCXI. Dans Ja trajectoire, AK' R ^ p^- . 4uite par ,1a vitesse A I , on a ; •
‘ .■•zV=-^ ; d6ncZK; ZK':: J* ' .
‘ CCCXCII. On a la proportion" ‘ . ,
' ‘O* üab. '
/.; • KZ:Aftr.-^r'^::5;7»û.
Ainsi , la hàiitéür du jeè*:èsît’ à la portée horînontale coimiic la vitesse de projection , esliçiée
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verticalement, est à quatre fois celte vitesse, estimée dans le sens horizontal.
CCCXCIII. Lorsque l’angle de projection est de 45 °j l’on a h=:a; donc sous cet angle la hauteur du jet est égale au quart de la portée.
CCCXCIV. Le mobile étant arrivé à un point M quelconque de la trajectoire , est animé de deux vitesses: l’une MF, égale et parallèle à la vitesse initiale V; et l’autre M G , qui est verticale, et égale à gt; la résultante M O de ces deux forces est la vitesse suivant laquelle le mobile tend à se mouvoir tangentiellement à la trajectoire ; à la place de MF on peut prendre les deux vitesses MQ^rr:^ et MT = è; MO sera la résultante des deux vitesses rectangulaires a cl b — gt. Désignant pare cette vitesse tangent ielle, on aura
= — gtYz=a^-\- —ihgt-\-g'^C-^~
V^—:ibgt+g^t^ (7).
Cette équation sert à trouver la vitesse e, qui a lieu à la fin du temps t.
CCCXCV. En combinant l’équation (7) avec l’équation (4), on trouve = — 2gy (8).
On conclut de celle équation, i“. qu’à des valeurs égales de y correspondent des valeurs égales de p; or, à chaque point M de la branche ascendante AK correspond un point M', situé à même hauteur dans la branche descendante ; et à CCS deux points les vitesses sont égales et dirigées en sens opposés; 2°. au point R la vitesse est égale à V, et dirigée de haut en bas; 3 ®. au point K la vitesse est égale à <7, et
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dirigée horizontalement j 4®. dans la branche descendante, RS étant négatif, la vitesse croît* indéfiniment.
■ CCCXCVI. Soit A« = P/8==^ la hauteur d’où un corps devrait tomber pour acquérir la vitesse V, on aura donc Y^-T-gh, et i>-^ = igh-^ 2 gy = ig {h — j) ; par conséquent , la vitesse v au point M est celle qu’acquerrait un corps pesant en tombant librement .de la hauteur B M —y; la ligne horizontale a B est la directrice de la parabole.
CCCXCVII. Dans tout ce qui précède nous avons fait abstraction de la résistance de l’air, supposition qui ne s’accorde pas avec l’état réel des choses. Toutefois , lorsque la vitesse initiale est faible , ce qui arrive lorsqu’une petite quantité de mouvement est imprimée à une masse considérable , on peut, sans occasionner de grandes erreurs , regarder la résistance atmosphérique comme à peu près nulle. Aussi , pour mesurer la force de la poudre , on se sert d’un petit mortier, pointé sous l’angle de 45 ® ; on met dans la pièce une faible charge de poudre et un projectile très pesant ; on mesure la portée horizontale. Après l’avoir multipliée par ^> = 9,8088, on extrait la racine carrée du produit ; l’on obtient la vitesse initiale V (CCCLXXXVIII). L’on obtient ainsi une mesure de l’effet de la poudre dans ce mortier; mais on ne peut en conclure la mesure de 1 effet dans d’autres armes d’une capacité différente.
Mouvement varié en général y rectiligne et , curviligne ; forces centrales.
CCCXCVIII. Nous avons vu que la pesanteur imprime à chaque Instant une vitesse infi- i niment petite, qui, en s’accumulant, produit , au bout de l’unité de temps, au bout d’une seconde, une vitesse finie que nous avons représentée par g y et qu’on a trouvée par expérience être égale à 9™, 8088. Cette pesanteur est ' le résultat de l’attraction que la masse de la terre exerce sur les corps ; si cette masse était plus forte qu’elle n’est en effet , on trouverait ' ^ que^ surpasse 9,8088. Si cette masse était moins i considérable, g serait moindre. Par exemple, la masse de la lune est 0,0146 de celle de la '
terre : ainsi, dans ce satellite, on doit avoir j
X OjOi 46 ; c’est-à-dire' que les vitesses infiniment petites qu’occasionne à chaque 1
instant la pesanteur lunaire, produisent au bout j d’une seconde une vitesse de o™,i47.
Autre exemple : La masse de Saturne est 98 ' . 1
fois plus considérable que celle de la terre la I
pesanteur sur cette planète est donc 98 fois j
plus considérable que sur la terre. Dans cha- ' j cune de ces trois planètes , la chute des corps j
est un mouvement uniformément accéléré, dont • 1 les équations sont
I sur la terre.
I sur la luné.
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^ ^ îa } Saturne. .'.
Ainsi , sur Saturne la pesanteur engendre à chaque seconde une vitesse qui surpasse la plus grande vitesse que nous donnons aux projectiles de nos' bouches à feu^ et toutefois cette pesanteur n*est pas le tiers de celle qui existe sur Jupiler. Il faut observer que nous ne tenons pas compte ici de la diminution que subit la pesanteur à raison de la force centrifuge, qui est environ dix-huit fois plus grande sur l’équateur de Saturne que sur l’équateur terrestre: c’est ce qui sera expliqué plus loin.
CCCXCIX. Pour d’autres planètes on trouverait d’autres pesanteurs ; et en général quelque valeur qu’on donne à g, on peut toujours concevoir une masse dont l’effet attractif, uniformé- • ment continué, produise, au bout d’une seconde, une vitesse égale à la valeur attribuée à g. Supposons maintenant qu'un point matériel A part de A {Jîg. 117), et soit sollicité à chaque instant par une pesanteur différente , mais toujours dirigée vers le même point O, il est évident que le point se mouvera sur la droite AO ; mais la vitesse en chaque point de cette trajectoire rectiligne , et les rapports entre les espaces décrits et les temps écoulés, dépendront de la manière dont ces différentes pesanteurs croissent ou décroissent. Étant dpnnée la loi de ces pesanteurs, toutes les circonstances doivent être déterminables ; et en effet , à l’aide des calculs différentiel et intégral ’on parvient à les déler-
miner. Si , par exemple , la loi de ces pesanteurs est telle , qu’elles croissent à mesure que le point mobile s’approche davantage du point fixe O, en d’autres termes, que ces pesanteurs croissent en raison inverse d’une fonction quelconque de ces distances, et admettons que ce soit en raison inverse des carrés de ces distances , il existe une certaine distance OB = 6, à laquelle le point mobile est sollicité par une pesanteur égale à g*, à la pesanteur terrestre. Si nous représentons par z la distance quelconque OC, et par cp la pesanteur qui agit sur le point en C , on aura , en vertu de la loi établie , les pesanteurs
d’où ^ = 1^.
■ Lorsque le mobile est en C , l’espace décrit sera AB = AO — OC.
Soient , AB = e
AO
onauraz = <2 — e,etd> = - r- C*)* • '
Soient encore t le temps écoulé depuis le •• départ , et p la vitesse qui a lieü en B ; désignons par <p' , Z y V , e', t* les quantités analogues qui existent lorsque le mobile est en C, on aura
Si le mouvement, à pplir.de B,' devenait uni-
forme, on aurait ùz=z'vz=z
(2). Ccltc;
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équation s’éloignera d’autant moins de la vérité, que la 'différence entre i et t sera moindre. De même, si à partir de B le mouvement eût été uniformément accéléré , on aurait eu
(; crl,^
équation qui s’approche d’autant plus de la vérité, que l’intervalle entre /'et / est moindre. Le calcul intégral, apprend à traiter cette sorte d’équation approximative, que l'on peut rendre de plus- en plus exacte; et, dans le cas actuel, ce calcul tire de l’équation ( 2 ) celte autre.
a \a — ej
Ainsi , les carrés des. vitesses* croissent proportionnellement atix distances .parcourues , et inversement à distances à parcourir jusqu’au centre.
Des équations ( 1 ) et (3) on déduit
Or, plus le temps augmente , et plus l’espace e s’approche de a , et plus le rapport approche
d’étre égal à — ^ ; mais lorsque le mobile est
arrivé au centre, alors et p prennent des valeurs infiniment grandes , et l’on a alors exacte-
ment ■ -l. — ^
La force attractive (p, qui retient le point mobile
Digilized by Googl
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au, centre O , est dpnc infiniment plus considérable que la vitesse acquise , qui tend à pousser le mobile au-delà du centre ; par conséquent, le mobile arrivé au centre O y restera , et n’ira" pas du côté opposé. C’est ce qu’on peut voir directement par l’équation (/»), où e ne peut devenir, négatif sans que pne devienne imaginaire. Li’équation (4) peut se mettre sous la forme ^
fT ^ e)
Si donc <2 , a — ■ e , b sont des quantités très considérables relativement à c , on a sensible-
ment — =:i , et p® =
et alors les carrés de vitesse croissent comme les espaces parcourus ; c’est ce qui a lieu lorsque O représente le centre de la terre , et A un corps mobile qui se précipite vers la surface terrestre ; car b étant le rayon terrestre , a la distance du mobile au centre de la terre au commencement du mouvement , et a — e cette même distance au bout du temps t , ces trois lignes sont infiniment grandes relativement à l’espace parcouru e. On voit donc pourquoi la pesanteur terrestre, variant avec la raison inverse des carrés des distances , et devant par conséquent imprimer des vitesses dont les carrés varient suivant le cas énoncé dans l’équation (4) , parait toutefois imprimer des vitesses , comme si la pesanteur était constante et indépendante des distances au centre. ‘ '
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Désignant par v la vitesse correspondante à Tcspace é , on aura
et par conséquent
P* — — — )=2g-^* — TIT" 5
\(«-^e)(a — éy) ® ddi
a — en=i/, a — e — d*
CCCC. Celle loi des pesanteurs , de décroître proportionnellement au carré de la distance au point fixe, est celle qui a effectivement lieu dans la nature; ainsi , la chute des corps n’est pas , en toute rigueur, un mouvement uniformément accéléré. Les vitesses ne sont pas rigoureusement proportionnelles aux temps, ni les espaces proportionnels aux carrés des temps; ce sont des approximations qui ne s’éloignent pas beaucoup des rapports véritables: ^
CCCCI. Si un point matériel est soumis a des pesanteurs qui croissent en raison directe des distances, on trouve, en raisonnant comme ,ci7dtçssus ,
et le calcul intégral donne
N p“ = ~(3oe
Lorsque e==a, on trouve
ga^
Lorsque e = a/j, on trouve p“=o.
Par conséquent, au centre O la vitesse est
égale k - — ; et à une distance OA' = oA, ou b
^ = AA' = 3«, la vitesse est nulle; c’est-àdire , lorsque le point mobile sera arrivé .au centre , il s’en éloignera en vertu de la vitesse acquise , et ira de l’autre côté du centre ; sa vitesse décroîtra, et lorsqu’il sera éloigné du centre de la même distance qu’au point de départ, la vitesse sera nulle. Alors le centre exerçant son effet attractif, le point s’en rappro- • 'chera , et passera de l’autre côté jusqu’à son premier point de départ ; de sorte que le mobile oscillera continuellement de A en et vice "versd. * '
CCCCII.Cette loi de pesanteur es t celle qui a lieu pour les corps qui tombent dans l’intérieur de la terre , comme dans les puits des mines , etc. : car, au-dedans de la terre, le point est soumis, à deux forces attractives , l’une exercée par la masse du globe qui est au-dessous du point , et qui l’attire vers le centre ; l’autre est exercée par la masse du globe qui est au-dessus du point, et dont l’effet est de l’éloigner du centre. De* ces deux pesanteurs opposées en résulte une seule qui agit , selon la loi , de la raison directe des distances. ( Voir Note, i o.) •
CCCCIII. On a donné le nom de centre d*at^ traction au point fixe O , et les diverses pesanteurs qui attirent le point mobile vers le centre ont été* appelées forces centripètes.
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FORCES GENTRAI^ES; PROPRIÉTÉS DES TRAJEC- TOIRES qu’elles font décrire.
CCCCIV. En combinant la gravité, force centripète uniforme, avec une force de projection, nous avons vu que le mobile décrit une parabole. On peut de même combiner une force de projection avec des forces centripètes so*umises à des lois données , et les trajectoires dé-.^ crites seront des coiirbes dont la forme dépendra de ces lois; toutefois, lorsqu’il n’existe qu’un seul centre d’attraction , toutes ces courbes jouissent en commun de certaines propriétés que nous allons développer.
CCCCV. Soit un corps A (./%• 1 1 8 ) , soumis à une force d’impulsion dont la direction passe par le centre de gravité A du corps , et qui donne à tous les points du corps une vitesse V, dirigée suivant A K , s’il n’existait point d’autre force , le mobile prendrait un mouvement uniforme le long de la droite AK. Maintenant*, si tous les points du corps sont en outre sollicités par des forces attractives , par des pesanteurs telles, qqe la résultante de toutes ces forces passe constamment par le centre de gravité A dù corps et par le point fixe F, alors il est évident que le mobile ne restera pas sur la droite AK; il en sera détourné par l’effet des forces
attractives. Supposons qu’au bout du temps t, exprimé en secondes , le mobile soit arrivé en M , avec une vitesse acquise v, dirigée suivant la droite M S ; si dès ce moment les pesanteurs cessaient d’agir, le mobile décrirait désormais la droite M S d’un mouvement uniforme avec la vitesse v ; mais il n’en est pas ainsi, car au point M agit une force attractive dirigée suivant M F, et que nous désignons par ng ^ où n désigne le rapport entre cette force attractive et la pesanteur terrestre, de sorte que le point M est soumis simultanément à l’action d’une force impulsive* et d’une force attractive. Quoique cette dernière soit infiniment petite, relatwement à la première , elle suffit pour détourner infiniment peu le mobile de sa direction MS; et comme cette déviation a lieu à chaque instant , il s’ensuit que le mobile décrira une courbe AMM', située dans le plan qui passe par la direction AF de la force d’impulsion et par le centre F d’attraction, car aucune force ne sollicite le mobile à quitter ce plan , et la droite M S est tangente à cette trajectoire.
CCCCVI. La vitesse c, acquise par le mobile arrivé çn M, est la résultante de la vitesse initiale V et de l’accumulation des vitesses infiniment petites imprimées pendant le temps écoulé t; ces vitesses étant toutes dirigées vers le point F, choisissons ce point pour centre des momens.
On aura (CXXXVII) le moment de la résultante P, où pX FP égale le moment de la composante V, augmentée de la somme des momens
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dus aux forces ceitLrales. Or, cette somme est évidemment nulle , puisque les forces passent par le centre des momens (CXXXVII). 11 s’ensuit que l’on aura seulement l’équation
VXAF=pXFP. *
On suppose que l’angle F A K est droit : on aura de même en M'
VXAF = p’xFP';
P FP’
donc -, .
P FP
Par conséquent , les vitesses , à divers points de la courbe , sont entre elles réciproquement comme les perpendiculaires' abaissées du centre d’attraction sur les tangentes qui passent par ces points.
CCCCVII. Jftous avons déjà fait remarquer que si la force attirante cessait d’agir au bout du temps t, à partir du. point M , le mobile décrirait la tangente M S d’un mouvement uniforme avec une vitesse v; si cette interruption n’a lieu qu’au bout du temps t' ^ et à partir du point M', le mobile décrirait de même la tangente S’ d’un mouvement uniforme avec la vitesse p'. Supposons que MO, M' O' soient deux espaces décrits dans le même temps T en* vertu de ces deux mouvemens uniformes , on .aura donc
MO;M'o':: p:p’; ou V l V II FP’ * F P
donc m’ô :M' O'*: : f p'; f p ; d’où .M0 xFP = M'0'X1’’P '• ’
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Or, le produit M O X F P est l’expression du double de l’aire du triangle MF O, et le produit M'O'xFP'^ est le double de l’aire du triangle FM' O'; donc les aires de ces deux triangles sont équivalentes, et cette égalité subsiste , quelque valeur, petite ou grande , que l’on donne au temps T. Or, MIO est la diîférence d’aire entre le triangle M F O et le triangle MIO, formé par les droites MF, MI, et par l’arc de courbe ML Plus le temps I devient court, plus le point O est rapproché de M , et moins le triangle rectiligne diffère du triangle mixliligne ; par conséquent, dans un temps infiniment petit , l’égalité que nous avons trouvée entre les triangles rectilignes existe aussi entre les triangles mixtilignes ; c’est-à-diré que l’aire du triangle MF/w, dont s’augmente pendant un instant l’aire mixtiligne A FM , est équivalente à l’aire du triangle M'Frn', dont s’accroît pendant le même instant l’aire AFM'. La même chose ayant lieu pour tous les instans suivans , il en résulte que les aires mixtilignes AFM , A F M' croissent proportionnellement aux temps écoulés ; or, au commencement du premier instant , l’aire mixtiligne étant A F A', conserve toujours la même valeur pendant les instans suivans; donc les aires mixtilignes sont', en général , proportionnelles aux temps ; de sorte que i’on aura
AFM: AFM';: hC
Si, par exemple, l’aire AFM est de lo®"*, et l’aire AFM' de 20™®, le mobile ipettra deux
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fois autant de temps pour venir de A en M' que
pour aller de A en M.
CCCCVIII. On a donné le nom de rapns vecteurs ( rayons qui se meuvent ) aux lignes M F, M'F, etc. , qui mesurent les distances au centre attractif F du mobile A parvenu aux diyers points de la trajectoire.
CCCCIX. D’après cette définition on peut ainsi énoncer le théorème (CCCCVII); les aires décrites par le rayon vecteur croissent proportionnellement aux temps.
CCCCX. Supposons que deux rayons vecteurs FM, FM' deviennent des barres inflexibles et forment un levier coudé, dont F est le point d’appui , ce levier restera en équilibré , s’il est tiré en M avec la vitesse v qu’a le mobile en ce point , dirigée suivant M S » et en M' avec la vitesse v' dirigée en sens oppose ; c’est une conséquence de la proportion dite des vitesses aux perpendiculaires FP ,FP^ (C CCCVI), et la résultante des deux vitesses v et e' passe évidemment par le centre F d’attraction.
CCCCXI. Lorsqu’un point décrit une trajectoire avec des vitesses telles , que partout elles sont inversement proportionnelles aux perpendiculaires F P, F P', abaissées d’un point F sur la direction de ces vitesses , on en conclut que le point a reçu une force d’impulsion , et est sollicité par une force attractive vers le point F ; c’est la réciproque de la proposition énoncée (CCCCVI) , et se démontre d’une manière analogue.
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CCCCXII. Lorsqu’un point décrit une trajectoire de telle sorte que son rayon vecteur, tournant autour d’un point fixe F, décrit des espaces proportionnels aux temps; ce point sera mu en vertu d’une force initiale d’impulsion et d’une force centrale dirigée vers le point fixe F. C’est la réciproque de la proposition énoncée (CCCCIX); car la proportionnalité directe des espaces aux temps entraîne la proportionnalité inverse des vitesses aux perpendiculaires ( CCCCVI ) , et , par conséquent , l’existence d’une force centripète.
CCCCXIII. (P étant la quantité angulaire dont le rayon MF a tourné pour venir de M en M’ J *9)» l’espace angulaire <p X MF= MI sera l’espace angulaire décrit pendant le même intervalle de temps par le point M. O», on a l’aire du secteur circulaire F M r égale M FX'
MI, ou bien pour une troisième
position M"F du rayon vecteur, on obtient un secteur circulaire F M' I', dont l’aire est égale à M F“ X . Si les temps pendant lesquels les deux secteurs circulaires sont décrits , deviennent égaux et tous deux infiniment petits, le rapport entre leurs aires ne diffère pas de celui entre les aires des secteurs mixtilignes MFM’, M’ F M"; or, dans cette hypothèse, ces dernières aires sont égales (CCCCIX). Donc on aura aussi
jm'F“X<P' = |-MF=‘X^;
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Donc les vitesses angulaires des rayons vecteurs
sont en raison inverse des carrés des rayons vecteurs.
CCCCXIV. Représentons par MO 1 * 9 ) la force accélératrice qui agit en M suivant MN; décomposons cette force en deux autres:
l’une MN, dirigée suivant la tangente; et l’autre M Q , dirigée suivant - M S* perpendiculaire à la tangente. Lorsque l’arc M M' est très petit, le triangle MM'I devient semblable au triangle MON; car les deux angles en N et en r sont droits. L’angle MFK=<^ {.fig' **9) étant la différence entre les deux angles F M N et FKM. Lorsque ^ est très petit, ces deux angles n’ont plus de différence sensible; de même l’angle M K étant l’excès de l’angle M M’ r sur MK‘M', lorsque M' est très près de M, l’angle M' M K étant presque nul , les angles K et M deviennent presque égapx,» Par conséquent, pendant un temps T très petit , l’angle N MO est égal à l’angle MrM' ; donc les deux* triangles MN O , M M' r sont semblables , et fournissent la proportion .
M'I MM
ou MOx r=MNx .
Or, MM' étant l’espace décrit pendante, le . .MM'
quotient r est la vitesse qui anime le
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bile M; de même — — représente la vitesse avec*
laquelle le rayon vecteur tend à s’accroître pendant le temps MN est la diminution que subit la vitesse du mobile , en vertu de l’action de la force accélératrice ; donc , pendant’ Tinstant t , le produit de la force centripète, multipliée par l’accroissement que tend à prendre 4e rayon vecteur, est égal au produit de la vitesse par la diminution de celte vitesse î due à l’action de la force centripète.
CCCCXV. Soit y la vitesse en'M , e l’espace parcouru depuis le point de départ , r le rayon vecteur FM; soient v y e' , r', les mêmes quantités relatives au point M' , on aura donc
MN =e— 1>', ■
et en représentant par P la force centripète agissant en M, on aura
Or , lorsque la ‘ trajectoire est rectiligne (CCCXCIX), en combinant les équations ,( 2 ) et (3) , on trouve
Donc si un point d se meut sur la droite d AF, en vertu d’une vitesse imprimée et d’une force attractive Ç dirigée vers F; si, pour des distances égales, <p est égal à P, c’est-à-dire si la force attractive en d est égale à la force àt-
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tractive en M , lorsqu’on a F rf' ~ M F ; si , de ‘pltis , lorsque le point de l# trajectoire, rectiligne est en A y la vitesse dirigée vers F est égale à la vitesse V du mobile de la trajectoire curviligne dirigée vers K : alors ces deux conditions existantes , les vitesses des deux mobiles correspondant à des distances égales du centre sont partout égales ; ainsi , la vitesse en M sera égale à la vitesse en
DIX-SEPTIÈME LEÇON
TRAJECTOIRES CIRCULAIRES ET ELLIPTIQUES} FORCES centrifuges; lois de KEPLER.
CCCCXVI. Pendant l’instant ; , on peut regarder la force centripète comme constante ; et , par conséquent , elle tend à faire décrire ■au mobile, pendant cet instant ^, un espace MO^ 120) égal à -J P i*. Représentons par
N la force P, décomposée suivant la , normale M S ; de sorte que lorsque le mobile est en M» il est sollicité par une force impulsive , dirigée suivant M K, et tendant à produire la vitesse r; et par deux forces accélératrices, l’une dirigée suivant MN, et l’autre suivant MQ. La force . impulsive, si elle agissait seule pendant t, porterait le mobile de-M en I, et on aurait MI — f't; la force MN, si elle agissait seule, pu*^ terait le mobile de M en N , et l’on aurait MW = 1 S où S représente la force retardatrice
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MN {Jig, ng ); la force M Q == N , si elle agissait seule , porterait le mobile de M en Q' et on aurait MQ' = ^ Nï’. C’est en vertu de ces trois espaces décrits que le mobile arrive au bout du temps ^ en M'; or, les espaces Ml et M N' étant comptés sur la même droite , et en sens opposés, se réduisent à un seul espace égal à MI — MN'= Pf — D’après l’ex- ' trême petitesse det, la seconde quantité doit être négligée par rapport. à la première ; on a donc MI — MN']=N1.I= vt. Il ne reste donc à considérer que les , espaces M I et M Q' ; le premier aurait transporté le mobile hors de la trajectoire d’une distance mesurée par M' I ; le second aurait transporté le mobile dans l'intérieur de la trajectoire à une distance mesurée par M Q'. Il faut donc, pour que le point reste sur la trajectoire, que l’on ait M Q' = M' I.
'CCCCXVII. Au point M' menons la normale M' ST, qui rencontre la normale MS en S, à cause de la petitesse de l’arc MM', ces deux normales sont égales, et l’on peut regarder l’arc MM' comme un arc de cercle, décrit du point S comme centre , avec un rayon égal à MS. Achevant . la demi— circonférence , on obtient
M'Q'a = MQ'XQ'X,
ou MD=zMQ'xQ'X==MQ'(MX— MQ').
Remplaçant M I , M Q' par leurs valeurs , on ' trouve .
(aMS—
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divisant par
-P« = iQ(2MS- iQ/*)=QXMS — JQ/% ou bien p* = QXMS.
A. cause de la- petitesse de t^y de cette équa> toire, on tire
où .'H S est le rayon de courbure de la trajec toire en M.
CCCCXVni. La force Q a été désignée sous ' le nom de force centtifuge ; en effet , la vitesse P produit le même effet qu’une force répulsive,' qui éloignerait pendant t le mobile de la trajectoire de la distance Ml';’ et la force centripète le ramène. C’est par l’action simultanée de ces deux forces que le mobile reste sur la trajectoire. L’équation (A) (CCCCXVII) fournit cet énoncé ; la force centrifuge est égale au carré de la vitesse, divisé pair le rayon de courbure.
CCCCXIX. Les triangles semblables MON , MFP, donnent la proportion
V.AF.MS PF^.MS
Lors donc qu’on connaîtra la nature de la courbe à décrire, on pourra déterminer PF e’t MS en fonction de MF; et connaissant aussi la vitesse initiale de projection V et le rayôn^ vecteur initial A F, on trouve P, ou la relation qui doit exister entre la force accélératrice et la distance MF, pour que la trajectoire décrite soit la même que celle qui est donnée. •
CCCCXX. Problème Quelle doit être la force centripète P, pour que ja trajectoire décrite soit une circonférence de cercle, ayant pour centre celui de l’attraction ? On suppose toujours la vitesse initiale V perpendiculaire au rayon vecteur initial.
Solution. {Fig. 121.) Soit AMBN le cercle proposé, F le centre, et AF le ‘rayon initial; on aura
AF
Ainsi, la force centripète est constante, et
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elle est partout égale au carré de la vitesse
initiale, divisée par le rayon du cercle.
CCCCXXI. La vitesse est partout égale à la vitesse initiale, à cause de l’égalité qui existe entre les perpendiculaires abaissées du centre sur les tangentes (CCCCVI).
CCCCXXII. La force centripète est donc égale, en chaque point de la trajectoire, an parré de la vitesse qui a lieu en ce point , divisée ,pàr le rayon; or telle est aussi l’expression de la force centrifuge. Donc la force centripète est égale ici à la force centrifuge ; c’est ce qu’il est aisé de prévoir, puisque les rayons vecteurs se confondent avec les rayons de courbure.
CCCCXXIII. On conclut de ce qui précède,, que lorsqu’un point décrit d’un mouvement uniforme une circonférence de cercle, i®. qu’il à reçu une vitesse de projection égale à celle , qui l’anime en chaque point ; que la direc- 1 tion de cette vitesse a été perpendiculaire au rayon initial ; 3®. qu’il est attiré pat le centre avec une force attractive, mesurée par le carré ^,de la vitesse divisée par le rayon. - I
' Lorsqu’une de ces conditions manque , il est impossible que le cercle soit décrit d’un mouvement uniforme.
, • CCCCXXIV. Soit R le rayon du cercle , t le rapport du diamètre à la circonférence, T le temps exprimé^ en secondes que^ le point met à décrire toute la circonférence; la vitesse sera égale à la circonférence divisée par le temps :
Dirmirca by CiHlglc ^
d*où
on aura ainsi la force centripète ou la force centrifuge
CCCXXXV. On a donné le nom de temps périodique à celui que le mobile met à décrire toute sa circonférence ; ainsi , lorsque deux mobiles décrivent des circonférences avec des mouvemens uniformes , leurs forces centripètes ou centrifuges' sont entre elles comme les rayons divisés respectivement par les carrés des temps périodiques .
CCCCXXVI. Problème II. QueUe doit être la force centripète P, pour que la trajectoire décrite soit une ellipse donnée , dont le £i^er doit être le centré d’attraction ? '
Solution. [Fig, 122.). Soit A MA' N l’ellipse donnée , F lej foyer et le centre d’attraction , C le centre de figure, MF le rayon vecteur correspondant au point quelconque M, et MS le rayon de courbure , en ce même point ; M S la tangente , et F P la perpendiculaire à cette tangente ;
faisons AC = û;
FC = c; •
A F=fl — c ;
b"* = a’ — c^=z carré du petit axe ; FM = z,
FP
V =: vitesse initiale , de direction
perpendiculaire à AF ;
V =: vitesse en M, dirigée suivant la
tangente MS; '
P ’ = la force centripète en M ;
Q x= la force centrifuge ;
on aura i>pz=z\{a — c) (CCCCVI)»
et P = — ( CCCCXIX. ) •
, Or, on sait que , dans Pellipse , on a
{a — cya_a ( a-c)^ V
donc
or
donc P == , . .
• P^r conséquent, la force centripète décroît dans le même rapport que le carré du rayon vecteur, quc«* augmente; en d’autres termes, la, force centripète croît en raison inverse des carrés des distances. * • •
GCCCXXVII. Kepler, célèbre astronome qui vivait au seizième siècle, a trouvé, par des observations suivies ,
1°. Que les centres de gravité des planètes décrivent autour du soleil des ellipses, et que le centre du soleil est un foyer commun à toutes ces ellipses ;
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Que les aires des secteurs elliptiques décrites autour de ce foyer commun sont proportionnelles aux temps pendant lesquels elles sont décrites : ces deux résultats d’observations sont connus, et cités sons le nom d^e lois de Kepler. De la seconde de ces lois, Newton a conclu que les planètes se meuvent comme si elles étaient attirées par une force constamment dirigée vers le centre du soleil (CCCCXII)'; etj de la première loi , il a conclu que cette force croît en raison inverse des carrés des distances (CCCCXVI.)
CCCCXXVIII. En A, le rayon vecleur'est le plus petit possible , et par conséquent la force centripète est à son maximum, et l’on a alors
et P = ; ; = =P'..
A partir du point A , la force centripète diminue et elle atteint son mininium en k' où z ëst le plus grand possible, et l’on a alors
et
A partir dii point A', la force centripète croît de noiiveafl , et comme, les rayons vecteurs , tels ^ que AMj AM'', également inclinés sur l’axe Kk! sont égaux, il^ s’ensuit que les «forces centripètes sont.^ égales en cçs points ; * donc ^ la force centripète croît daçs les bran- . elles A M' À ’ par -les mêmes 'degrés qu’elle a
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décru daps la branche supérieure ; et- en A , elle revient à sa valeur initiale P', et puis elle décroît de nouveau, et ainsi de suite.
CCCCXXIX. Dans les trajectoires décrites par les planètes , on dit que la planète est en périhélie lorsqu’elle se trouve en A ; et elle est aphélie lorsqu’elle se trouve en A' ; en- ajoutant ensemble les distancés périhélie et aphélie, on obtient le grand axe - de l’ellipse ou au; p$r conséquent la moitié du grand axe ou a est une moyenne arithmétique entre ces deux distances : de là vient la dénomination de moyenne distance , dont les astronomes se servent pour désigner lé demi-grand axe.
CCCCXXXl La plus petite valeur de p est en A , où l’on obtient p~a — ~c. Ainsi c’est dans le périhélie que la planète a sa plus grande vitesse (CCCCVI) V et elle est évidemment égale à la vitesse de projection.
A partir du périhélie A , la valeur de p augmente , et celle de la vitesse v diminue ; elle parvient au minimum en A' , où l’on a
et
Ainsi la vitesse en aphélie est à la vitesse en périhélie comme la* distahce aphélie est à la distance périhélie. ^
A partir de l’aphélie , les vitesses vont.en* croissant; comme les perpendiculaires F P,
sont égales ) il s’ensuit que les vitesses en M et en M' sont égales j par conséquent , 'dans la branche inférieure , les vitesses croissent par les mêmes degrés qu’elles ont déci\i dans la branche supérieure; et lorsque le point sera revenu en périhélie A, il aura encore acquis ,îa. vitesse initiale «V, avec laquelle il repartira pour décrire de nouveau la branche supérieure, et ainsi de suite. . •
CCCCXXXI. Soit y la distance à*laquelle ia force centripète P devient égale à g', à la pesanteur terrestre ; on aura donc
d’où
Or dans l’ellipse û -|- c est essentiellement plus petit que 2 a; il faut donc, pour que le mobile puisse décrire une ellipse , que l’on ait
(fl— c)V“<^2g;/'®; ou que ; lorsque
fl — c '
V* ^ la trajectoire n’est pas une ellipse.
CCCCXXXII. Lorsqu’on a V» =: alors
= 1 , et -par conséquent c=o, l’ellipse
fl -|- c
devient un cercle dont a est le rayon, et les deux foyers se' réunissent au centre; par conséquent, pour que la trajectoire soit un cercle,
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il faut qae l’on ait V*= ; sa force cèntri-
fuge sera ~ = — — égale à la force centripète , a a
ce qui s’accorde avec ce qui a été dit ci-dessus (CCCCXXIII)/
' GCCCXXXII ihis). LorAqiie V“ z= l’on
a alors « c r=: 2 fl , et l’ellipse se Change en para|)ole. Si , l’on a û-|- c^2fl, et
la trajectoire est une hyperbole. Il est possible que certaines comètes décrivent de , telles trajectoires.
CCCCXXXIII. Nous avons vu qu’à distances égales du centre d’attraction les vitesses étaient les mêmes pour une trajectoire courbe et rectiligne (CCCCXV). Or, nous avons trouvé que lorsque l’attraction décroît en raison inverse des carrés des distances', on a
= (CCCXCIX.)
ad
Donc , dans la- trajectoire elliptique , on aura aussi , en remplaçant d! ^ d par z'^z
d’où l’on lire V»
ou
, z' — {a — c) iz' — d\
dt=:a — c.
Digilized oy
• Au moyen d» cette éiÿuation , quand on connaitra z', on pourra en déduire v ; car les quantités V, g, fi d sont données".* ,
CCCCXXXIV. La force centrifuge au point M est égale à
(CCCCVI).
Or,
d’où
_ V* {a-cf
(CCCCXXVl) ;
= gf^
(a4-c) {a—c) ap^
par conséquent
P» a gf^ (a® — c’) p"^ a gf^p
R ù'z^ b^ap’^z^
Telle est l’expressidn de la force centrifuge. Or, la force centripète en ce même point est
gf' .
égale à ; mais z étant essentiellement plus
grand que p , excepté en A et A', l’on a donc partout la force centripète plus grande que la force centrifuge , excepté *aüx extrémités du grand axe ; en ces points la force centrifuge est égale à la force centripète.
CCCCXXXV. Si le mobile n’élait soumis qu’à la seule force d’impulsion V, il décrirait la droite AL, et Taire décrite par le rayon vecteur F, au bout du temps serait égale à conséquent les aires croissent proportionnellement aux temps; il en est de même dans la trajectoire elliptique ; donc le»
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aires comptées sur la droite croissent comme lés aires comptées sur la courbe. Or, au premier instant le triangle rectiligne est le même que le triangle mixtiligne ; donc les aires correspondant à des temps égaux, sont toujours égales , soit qu’on les prenne snr la droite ou sur la courbe. Ainsi, supposons que le rayon vecteur soit parvenu en M {fig. 122) au bout du temps ï, on aura l’aire
AFM = .iV? AF = iVi(a— c).
CCCCXXXVI. Lorsque le mobile A a achevé sa révolution , et revient une seconde fois en A, Faire décrite par le rayon \ jeteur sera égale à Faire de l’ellipse , égale , comme on sait , à ira â, où 5 T est le rapport du diamètre à la circonférence. Soit T le temps écoulé pendant que cette aire a été décrite , qn aura donc .
^aâ — {VT (a—c) (CCCCXXXV) ;
2v ah
d’où l’on tire T = — =.
On a donné le nom de temps périodique à celui que le mobile met à décrire toute sa circonférence elliptique.
CCCCXXXVII. Comparant entre eux les , temps périodiques relatifs à deux ellipses dif— .férentes , on obtient
, 2 -X ah 2 xa b'
' • ah, - . a V
d’où
Or,
d’où
rU — (CCCCXXXI),
et de même V'“ {a — c'*)
Donc t-:t'»;:-—
gf^b^
f a Tf f
d’où
T=* fl 3 T'“
Or, f sont les distances auxquelles» les forces centripètes sont égales chacune à la pesanteur terrestre g dans la première et dans la seconde ellipse ; à l’unité de distance , la force centripète sera donc gf^ dans" la première trajectoire, et gf'\ dans la seconde trajectoire. Les intensités de ces forces centripètes , rapportées à la même distance, sont donc entre elles gj^ à gf'"*, ou comme y* est à f ainsi, d’après ce qu’on vient de trouver dans deux ellipses différentes , à distances égales , le rapport des forces centripètes est égal au ;^roduit qu’on obtient en multipliant le rapport des cubes des grands axes , par le rapport inverse des carrés des temps.
CCCCXXXyiII, Kepler a encore découvert, par observation, que les carrés des temps périodiques , des temps des révolutions des planètes autour du soleil , sont entre eux comme les cubes des grands axes à leurs ellipses. Cette troisième loi de Kepler (CCÇCXXVII) peut s’écrire ainsi : soiént T et T' deux temps pério- ^ diques , et a, a , deux grands axes correspondans , bn aura , d'après cette loi de Kepler,
» Ta ; T' * : ; a* r ( ^oir Note 1 1 . ) ,
CCCCXXXIX. De cette loi on conclut que l’intensité de la force centripète solaire qui agit sur les planètes est , à distance égale et à masse égale, la même pour toutes ; en effet , de cette proportion on tire
kl
If'
ir
dotic ^ = I et /■=/ (CCCCXXtVn).
CCCCXL. Ôn a trouvé (CCCCXXXVI
T> û 3 = T'» flS
ITT ab
; orV* [a — c)® =
donc
(CCCCXXXI);
fi^(
Par conséquent , toutes les ellipses qui ont le même grand axe a sont décrites en temps égaux.
CGCCXU. Si l’on décrit sur le grand axe, comme diamètre, une circonférence A K A' O A,
Di.
bv
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le mobile* c(ui ^ décrirait cetfe circonférence ,
avec une vitesse uniforme égale à f
(CCCCXXXIl), achèvera sa révolution périodique dans le même temps que le mobile quiparcourt la trajectoire elliptique A MA' M'A (CCCCXL); les deux mobiles partiront ensemble de A, arriveront ensemble en A', et reviendront ensemble en A,- et ainsi de suite.
Lorsque le. mobile sur lê cercle sera en D au quart de sa révolution , le mobile dans l’ellipse sera en G, aussi au quart de sa révolution ; et , dans la première moitié de sa révolution, U précède le premier mobile , et , dans la seconde moitié , il en est précédé. Ainsi, le mobile étant en D' aux trois quarts de sa révolution circulaire , le second mobile sera en G' aux trois quarts de sa révolution elliptique.
CCCCXLII. La vitesse du premier mobile
dans le cercle est partout V'=; f ^ ~
et
hf\ y g
dans l’ellipse l’on a c = — X/ - ; or, en B
Gt en l’on a/?==A. Donc' aux extrémités du petit axe la vitesse du second mobile est égale à celle du premier; de A en B et de B' en A, on a/> è. Donc dans ces intervalles on a c V' ; de B en A' et de A' en B' l’on- a p'^b\ donc dans cet intervalle p V'
Les astronomes font un grand usage de ce
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cerclé, qu’ils appellent le cercie de l'excentrique^ pour réduire les calculs des mouvemens variés elliptiques des planètes aux mouvemens uniformes circulaires.
« CCCCXLIII. On déduit de l’équation (a)
(CCCCXL), 7 =
Or, dans le mouvement de la lune autour de la terre , on connaît le temps périodique T = 27 jours 7 heures 4*^ minutes environ; g' = 9,8088 , et = 60 r; ou r est le rayon terrestre. Réduisant T en secondes, et substituant ces valeurs dans l’expression, on trouve f— r ( à peu près) ; or, sur la terre à la distance r, la force centripète est g (CGCCXXXI). En considérant donc îa trajectoire lunaire à peu près comme un cercle , on trouve que la terre exerce sur la lune une forcé centripète de même intensité que celle qu’elle exerce sur les corps qui se trouvent à sa surface; or, cette pesanteur tètreslre est identique à la pesanteur des corps planétaires , provenant de l’attraction solaire. Par conséquent , à distance égale et à masse égale, les corps planétaires exercent les uns sur les autres la même action centripète.
CCCCXLIV. La terre exerçant sur les projectiles la même action que le soleil sur les planètes, il s’ensuit que les trajectoires décrites par les projectiles sont de même nature que celles que décrivent ,les planètes autour du
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soleil J et lorsque la force d’impulsion V est
telle qu’on a la courbe sem une el-
iipse : or, a — c~fsizr— rayon terrestre.
Ainsi , il faut que Fon ait gr pour que
le projectile décrive une ellipse ,* dont le centre * de la terre sera le foyer le plus voisin du point de départ.
CCCCXLV. Si on faitV»=V^r(CCCCXXXn), le projectile décrira un cercle autour de la terre J substituant à la place de et de r leur» valeurs numériques en mètres , on aura V = 8700“ environ, et le rayon de ce cercle est celui delà terre. Si l’on a V<^8700“, le mobile décrit üne ellipse; mais il ne pourra ache- ' ver sa révolution, parce que l’ellipse coupe la sphère terrestre ; et le mobile choque contre la terre. Ainsi, nos projectiles décrivent, dans le vide, des ellipses qui ne paraissent être des paraboles que parce que le foyer étant le centre de la terre, l’axe est infiniment grand par rapport à V, ët l’on a sensiblement az=zc, et ce cas est celui de la parabole (CCCCXXXII
MOUVEMENS DES CORPS SUR DES LIGNES ET SUR DES SURFACES DONNÉES
CCCCXLVI. Nous avons vu que, lorsqu’un'
mobile est sollicité sans cesse par^une force cen-* * . * ,
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li'Ipèic el animé d’une vitesse initiale d’impulsion , ce mobile décrit une courbe plane ; et lorsque la loi de celte force centripète est celle de la nature , alors la courbe décrite est une des trois sections du cône par un plan , une ellipse ,
■ une parabole ou une hyperbole; mais si le mobile est sollicité par des forces centripètes dirigées vers divers centres, et si les forces sont soumises à d’autres lois que celles de l’attraction universelle , les trajectoires seront d’autres lignes très diversifiées , qui pourront meme n’étre pas comprises dans un même plan ; par exemple , des hélices , des spirales coniques , etc. Un célèbre géomètre du dix-septième siècle , lluyghens, a même trouvé un mode de mouvement par lequel on peut faire décrire à un mobile une trajectoire donnée. Nous allons chercher à donner une idée de cette méthode.
CCCCXLVII. Soit ABCDE {fig. laS) une portion de courbe donnée ; , supposons qu’on l’enveloppe d’un fil , fixé en E, et dépassant la courbe d’une longueur quelconque AK, tangente en K; si on développe le fil, de manière à ce que dans toutes ses positions il reste tangent à la courbe donnée, l’extrémité K décrira une seconde courbe KLMNO. On appelle la première courbe ABCDE , courbe développée ou simplement développée, et la seconde courbe se nomme développante \ par les méthodes du calcul différentiel , on peut toujours construire la développée quand on connaît la développante , et vice versd.
CCCCXXiVIII. Les tangentes AK , BL, CM, DN, OE à la développée ABC DE, étant des normales à la développante KLMNO, il s’en* suit qu’en prenant ces normales très près les unes des autres , on peut considérer la développante comme formée d’une suite d’arcs de cercles KL, LM, MN, NO, décrites des centres B , C , D , E , avec des rayons B L , CM, D]^', EO,elc.
CCCCXLIX. Supposons maintenant que le fil fixé par un bout sur la développante (cçccxLVii) porte à son extrémité libre un corps K , et ' qu’une force P, dirigée perpéndiculairement à AK, frappe le corps K, et lui donne une vitesse V ; par le mouvement que prendra le corps le fil se développera , et le corps K décrira nécessairement la courbe KLMNO; pendant l’instant très petit t, le corps décrira l’arc KL,, qui , né différant .pas d’un arc de cercle , le mouvement sera uniforme (CCCCX,XIII) , et le corps arrivera en L avec la vitesse V ; on raisonnera de même sur le mouvement avec lequel lê corps décrit l’arc LM, pendant un instant égal à ? , et ainsi des autres ; donc le corps conserve partout la même vitesse initiale V.
CCCCL. Pendant que le corjîs décrit l’arc KL, il est animé d’une force centrifuge équi- ' ' V»
valente à — — ; pendant qu’il décrit l’arc L M , B L V
cette force centrifuge devient — ;(GÜCCXVII); • , . ' V. M C ' . "
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et , en général , en Chaque point la force- centrifuge est équivalente au carré 'de la vitesse initiale divisée par le rayon de courbure qui " correspond à ce point ; ces forces centrifuges ont ici pour effet de tendre le fil , et’ servent à mesurer cette tension ; car ces forces agissent pour tirer le i corps hors de sa trajectoire (CCCCXVIII), et cette traction s’effectuant en tendant le fil » fait sentir son action sur les centres de courbure A , B , C . D , etci CCCCLI. Les forces centrifuges sont entre elles en raison inverse des rayons de courbure; car ori a la proportion
Y» ya
MC:BL
donc aussi les tensions du fil dans deu3& positions quelconques sont entre elles en raison inverse des longueurs du fil’développé ; connaissant ^onc la valeur de cette tension en un point, on peut la 'calculer en tout autre point de la développée.
CCCCLIÏ. La ligne KLMNO peut représenter un cylindre courbe d’un très petit diamètre , tel qu’un canal ; si une forc^ P , d’impulsion P, capable de donner à un corps K la vitesse y, agit sur ce corps et le fait entrer dans le canal , le corps décrira cette courbe en conservant partout la même vitesse V; car ce mouvement est le même que celui que nous avons éi;udi^ dans le paragraphe CCCCXLIX.
Le mobile est soumis aux mêmes conditions ,
tized by CoogI
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mais l’effet des forces centrifuges, au lieu de produire des tensions , sera ici d’exercer des pressions contre les parois dü canal , et ces pressions sont aussi réciproquement proportionnelles aux rayons de courbure; donc, en général , lorsqu’un mobile est forcé de rester sur une ligne et de la* décrire en vertu d’une impulsion , la vitesse du mobile est partout la même, et par conséquent le mobile décrira des espaces égaux en temps égaux.
CCCCLIII. Soit encore LM TP une ligne sur laquelle un mobile est obligé de se mouvoir en vertu d’une impulsion primitive et d’une force centripète dirigée vers F ; si riDus représentons par V la vitesse, par P la force centripète, et par R le rayon de courbure MS, qui ont lieu en M ; décomposons la force P en deux autres forces , l’une tangentielle MN, et l’autre normale MQ, comme au n®,CCCCXVI; MN n’ayant pas d’influence, la force MQ ajoutera son
action à celle de là force centrifuge — pour
presser les parois du canal LMTP; et cette
— .Cette somme R
est algébrique ; elle se change en différence lorsque la- pression provenant de l’action normale de la force centripète s’exerce en sens opposé à celui qui provient de la force centrifuge. Dans le’s points pour lesquels ces deux pressions sont égales et o^posée^ elles se dé-
pression sera égale à MQ-f-
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truisent , et la courbe n’est pas pessée ; lorsque cette opposition et cette égalité existent partout , il n’y a nulle part pression , et la courbe est décrite librement; ce qui rentre dans la théorie déjà exposée. Il peut même arriver qu’il y ait égalité sans opposition; dans ce cas, la pression totale est partout égale au double de la* force centrifuge; cette propriété remarquable existe dans une courbe , et par une loi de mouvement dont nous parlerons plus bas.
CCGCLIV. Si au point M la force centripète cessait , le mobile continuerait à décrire la ligne donnée avec la vitesse acquise e; la force centripète Pl pendant l’irtstant f , tend à donner la vitesse infiniment petite P?; de sorte que, dans l’instant suivant, la vitesse du mobile sera -J- P i. Si , après cet instant , la force centripète disparaissait , la vitesse resterait constamment, égale à>-^Pf; mais une nouvelle action centripète change la vitesse en -|- P f-t" P' t au boût du second instant ; de sorte que lorsque le mobile sera en T, la vitesse sera et la
différence v — v sera uniquement due à l’action de« forces centripètes. Donc si cette force est une fonction de la: distance, on pourra conclure, comme au numéro CCCCXV-, qu’un point I qn^ décrirait la droite IF avec une force centnpètc sofiiuise à la même loi que celle qui agit sur le mobile K, aura, à distances égales du centre F,: mêhaeâ vites'ses que.^le mobile K, poaxr^ que cette égalité de yitesse ait subsiste en -un lnstapt quelconqu?| lorsque les deux
ôiobiles se sont trouvés à égale distance du cénti’e F.
CCCCLV. MKI étant une autre ligne passant par les points M et T, si un mobile la dépérit en partant de M. avec la- vitesse é, et reste soumis à la même force centripète , il ârrivera en I avec la vitesse v ; il en est de méipe si la ligne décrite est la c^oite MT.
CCCCLVI. Si donc un mobile, sollicité par une force centripète dont le centre est à l’infini , ou , ce qui revient au même , si un mobile pesant part du point./, et arrive au point B (y%* ia5) avec une vitesse tangentielle ^' : le même, mebile pesant > parlant aussi de A et glissant sur la corde AB, arrive eu B avec la même vitewe v , dirigée suivant le prolongement de AB; c’est une conséquence de la pro- - * position (CCCCLV.)
CCCCLVII. Par le point B soit mené un plan horizontal , et abaissé du point A une verticale AC sur ce pian , g étant la pesanteur,
AC
g. sera la pesanteur relative sur .la corde
AB
AB (CCXXXVIII); donc'la vitesse du iiiobilè • •
en B étant p', on aura , AC
• p=*=ag^. X AB = ag'. AC;
AB
car le mouvement suivant AB est aussi uniformément accéléré. Par conséquent , la vitesse p' est celle que le mobile aurait acquise en torpbant de la hauteur A. C ; donc un mobile qui ,
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partant du repos , glisse sur une ligne queU cpnque droite ou courbe , en vertu des seules actions de la gravité, est'aniiné en chaque point d’une vitesse langentielle égale à celle qu’il aurait acquise s’il fût tombé librement d’une hauteur, verticale , égale à celle dont il s’est écafté vdu plan horizontal qui part par le point de départ; par exemple en E , le moîple aura vitesse tangentielle , égale à la vitesse qu’acquiert ^ un mobile en tombaht de la hauteur A£. (^ote 12.)
CCCCLVIII. Soient des lignes courbes quelconques AcB, Ac’B, Ac'^By et passant par les points A et B ; un mobile pesant partant du repos eh A , arrivera en B avec la même vitesse, quelle que soit la courbe qu’il décrive ; mais les temps qu’ils mettront à venir de A en B ne seront pas égaux ; car chaque vitesse infîniment petite, que la force centripète tend â donner au point mobile , se décomposant en une force tangentielle et en une forcé normale , la première étant la seule qui fasse avancer le^raobile sur la courbe , et dépendant de l’angle qiie la verticale fait à chaque point avec la tangente, il s’ensuit me cette force composante dépend de la forme ^ la courbe ; et qu’il est possible que , dans les dèüx courbes c', c% l'es forces tangentielles correspondantes au même instant fassent décr^ des* espaces plus longs sur la courbe c" que là courbe et que, par. conséquent, la ^courbe c^, ; quoique plus longue , sera décrite éh; moins» de temps que la courbée’. Les géomètres se sont beaucoup occupés de la recherche
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de la brachistochrone ou de la ligne de la plus vite descente ; ils ont trouvé que cfctte ligne était une cycloïde ; courbe ainsi nommée , parce qu’elle est engendrée par les divers points d’une roue (i) en mouvement. Wous devons en donner une idée.
CCCCL 1 X-. Une roue ou une circonférence d’un rayon 127 ) circule sur la tan-
gente A A’". Pendant ce mouvement, A , point initial de contact , cd^mmençe d’abord par s’éloigner de la tangente; de sorte que, lorsque la circonférence est en B , le point A est en A‘ , ou l’arc B A' est égal en longueur à la droite A B. Lorsque la circonférence est en C , où A C est égal à la demi-circonférence, le point A est en* A" à son* plus grand éloignement de la’ tangente AA'‘' ; ensuite le point A s’en rapproche, et ^ci il l’atteint de nouveau en A”'; et AA'^' est égal à toute la circonférence. Si elle continue son mouvement, le point décrivant s’éloignera de nouveau de la tangente, et engendrera une seconde cyclo’ide égale à la première; c’est ainsi que chaque point de la circonférence d’une roue décrit *ùne suite de cycloïdes, et on voit, d’après cette génération de la courbe, qu’elle est entièrement déterminée lorsqu’on connaît le rayon de la eirconférence. De là , il est facile de conclure que toutes les cycloïdes sont des courbes semblables.
(i) En grec, kyklos signiGo une roue.
i.iizsd by
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CCCCLX. Cela posé , qu’il s’agisse de trouver’ 128) la ligne sur laquelle un point pesant, partant de A , arrivera dans le moins de temps possible en B, on mène par le point A la droite horizontale A D ; on décrira une cycloïde quelconque A K C ; menant la corde AB, on cherchera le poj.nt I , où elle rencontre la cycloïde; et menant BD parallèle à 1 C , on décrira sur *B D une cycloïde. Elle passera par B, et l’arc de cycloïde AB sera la courbe brachistochrone demandée ; 4® sorte qu’un point pesant mettra moins de temps à venir glissant sur la nycloïde A m 6 , que s’il glissait sur.la droite AB, ou sur toute autre ligne passant par A et B. ^
CCCCLXI. Quelles que soient les forces centripètes qui agissent sur le. point, la courbe brachistochrone est toujours celle dai^s laquelle, en chaque point, la force, centrifiige est égale et agit dans le même sens que la force nor* male. La cycloïde jouit aussi de cette propriété, qui lui est commune avec toutes les brachistochrones.
CCCCLXIf. ’ Le cercle possède aussi , dans jde.v certaines limites, une propriété analogue; ainsi / un quart de cercle vertical est décrit en moins de temps par un' point pesant que tout de courbe passant par les même* eft^tant extérieur à l’arc de cercle; celui-ci ne dépasse pas 60 degrés, il*c*^ en moins de temps que toute autre courbe ^ intérieure passant par Ifes mêmes extrémités. .
TM
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CCCCLXIII. Il existe encore une autre propriété mécanique dans la cycloïde qu’iJ est important de connaître; nous supposons toiljours que la base est horizontale , et que la cycloïde est tracée dans un plan vertical Çfig. 1 29 ). Soit iW le point le plus bas , et T le temps exprimé en secondes que le mobile met à venir du point F au point M ; r étant le quart du rayon du cercle générateur, et ar désignant le rapport du diamètre à la circonférence et g' la gravité , on aura
Ce temps reste le même , quelque part que soit situé le point F, soit en A , en G‘, en H , en i, le temps est toujours de même durée; .
I quelque inégaux que soient ces arcs , les temps ’ jiendant lesquels ils sont décrits sont égaux.
C’est ce qui a fait donner à la cycloïde le ' nom .de courbe tautockrone , courbe des temps 1 égaux.
! • Du PeŸidule simple.
CCCCLXIV. La développée de la cycloïde ' AP est une autre, cycloïde AM qui lui est égale; de manière que, dans celte courbe remarquable, la développée et la développante sont les memes. Hijygliens a cru qu’on pourrait se servir de cette propriété pour mesurer le temps; à cet effet, il proposait de ployer deux lames d’acier AP,
P B en cycloïdes égales , de les -joindre dans
c:„:j2cvj h-' GoogL
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la position indiquée par la figure : alors uu fil qui porterait à son extrémité A un poids peu Obnsidérable , et qui serait fixé ep P, d’abord appliqué contre la lame AP, se développerait et décrirait nécessairement une demi-cycloïde
A M , dans un temps égal à
Arrivé
au point le plus bas M , le corps ayant acquis une vitesse égale à celle qu’il avait en ^tombant
de la verticale M N, vitesse égale à rp
V gr, cette vitesse, portant le mobile de M vers K , le fil s’appliquera contre la demi-cycloïde B Pj et le mobile décrira la demi-cycloïde MB, jusqu’à ce qu’il soit en B. Alors il aura perdu toute sa vitesse ; il descendra versM, et remontera en A, et ainsi de suite. Le temps
d’uné demi-oscillation étant
d’une oscillation entière , ppur aller de A à B
- ; et
ce temps est indépendant de la longueur de l’oscillation , qu’elle se fasse de A en B ou de F en F', pourvu que les points d’arrivée et de 'départ soient'sur une même horizontajp. Or, on connaît g et ît;i prenant donc r de manière
que le produit y "g ^*ie seconde
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de temps, chaque oscillation durera une seconde , quelle que soit , d’ailleurs , la différence dans les impressions de l’échappement sur le pendule ; le nombre de ces oscillations , quelle qu’en soit l’amplitude de chacune , servira à mesurer autant de secondes, par conséquent le temps écoulé.
CCCCLXV. La difficulté de construire des lames* cycloïdales , et la promptitude avec laquelle elles perdent cette forme, ont fait renoncer à l’invention de Huyghens, et à la cycloîde on a substitué le cercle. En effet , au point M , le plus bas de la cycloîde décrite par le mobile, le centre de courbure est en P; décrivant du point comme centre , avec un rayon P M, un arc de cercle MI'H'; dans un petit espace ' M I' H', il ne s’écartera pas sensiblement de l’arc cycloïdal , et jouira des mêmes propriétés mécaniques. Si donc un fil P H {Jig, 1 3o ) de longueur r, et fixé à une de ses extrémités P, porte à son extrémité un poids jqu’on. puisse (Considérer comme un point matériel, ce fil étant écarté de la verticale P M , y sera raniené par l’action de la gravité. Le point matériel fi dé- ■ crira un arc de cercle H M , et aura acquis en M
une vitesse égale à K M (CCCCLYII) dans le sens M K , avec laquelle il ira de l’autre côté de la verticale; et le point mobile décrira un second 'arc M I' égal à HM. Arrivée en H', la vitesse acquise sera éteiirte, et la pesanteur^ * continuant son action , fera décrire l’arc H' H et ainsi de suite ; et ,* désignant pat T le temps'
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d*une oscillation , on aura T
ce
temps est indépêndànt de la longueur des excursions. Que le mobile parte de H et décrive HH', qu’il parte de I et décrive I T, la durée dé l’oscillation est toujours la 'même, pourvu que l’arc ne soit pas trop considérable. Lorsque le mobile décrit des arcs de 1 o degrés , l’erreur sur une oscillation d’une seconde ne s’élève pas à une, tierce.
CCCCLXVI. Lorsque les petites oscillations s’exécutent dans l’air, la résistance de ce fluide , n’altère pas sensiblement leur durée J le temps de la demi-oscillation descendante est augmenté , mais le temps de la demi-oscillation ascendante est diminué à peu près de la même quantité; de sorte que la durée de l’oscillation totale reste la même.
CCCCLXVII. Pour construire le pendule à secondes on prend un fil d’une longueur telle que les oscillations durent à peu prés une seconde. Soit r la longueur de ce pendule et T' le temps d’une oscillation , r et T' seront des quantités données par l’observation ;
on aura donc T'
et si nous désignons par r la longueur du pendule à secondes , . ' .
on aura
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De ces deux équations l’on tire la proportion
,, , • d ou r = -— .
C’est par cette méthode que l’on a trouvé • que , sous 'la latitude de Paris , la longueur du pendule à secondes est
r = o“, 99884 = 3Pi 8‘
Sa différence d’avec le mèlre est o“,oo6i6; ainsi , à Paris , entre le mètre et la longueur du pendule à secondes il n’y a pas 7 millimètres • de différence.
CCCCLXVIII des oscillations
. Si'on désigne par n le nombre faites pendant le temps T,
on aura
T = /î TC
tC wt’ r
, d ou r = .
Par conséquent , les longueurs des deux pendules sont réciproquement comme les carrés des nombres d’oscillations faites pendant le même terapf; ainsi , dans l’observation précédente, il suffit de compter le nombre d’oscillations qui se font dans un temps donné.
CCCCLXIX, En combinant le pendule avec le système des ro.ues dentées , on est parvenu , dans l’art de l’horlogerie , à construire des in- • atrumens .qui , • produisant avec une extrême
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précision des raouvemens sensiblement uniformes , sont propres à mesurer le temps ; ce sont ordinîiîrement des aiguilles qui exécutent ces mouvemens uniforme's de rotation sur des cadrans dont les divisions correspondent à celles du temps. C’est en comparant la durée de ces mouvemens de rotation ^vec les durées des mouveitiens de rotation de la terre , qu’on s’est assuré que la rotation terrestre est aussi uniforme; et on a appelé jour le temps que la terre met à exécuter- cette rotation. On a divisé le jour en heures , l’heure en 6o minutes, etc.
CCCCLXX. La longueur du pendule , lorsqu’elle est déterminée, sert à faire connaître g';
car l’on a s’=. — . >
Ainsi on a trouvé à Paris (CCCCLXIX), T=i ; r=o“,9g384; etîT==3,i4i59:
d’où
(3,i4 1 59)». o,99384=9”,8o88 = 3op,196.
CCCCLXXI. Un pendule ayant, la longueur iiécessaire pour battre les secondes , si, pour une cause quelconque, telle qu'un changement de température , cette longueur vient à varier, la durée d’une oscillation sera de plus d’une seconde si le pendule s’est allongé , èt de moins d’une seconde si le pendule s’est raccourci.
Dans le premier cas , le pendule retardera ; et, dans le second cas, on dit que le pendule avance. Pour remédier à cet inconvénient, les tiges des pendules portent à leur extrémité in-
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férieure une. lentille , qu’on peut faire hausser ou baisser à volonté sur la tige ; si la pendule retarde, on remonte la lentille; on la baisse, au contraire, si la pendule avance. (Note i 3 .)
CGCCLXXU. C’est par le pendule qu’on a découvert que la quantité qfli mesure la gravité, n’est pas la même sous toutes les latitudes : en allant du nord vers l’équateur, la valeur deg' diminue. Par exemple,* Cayenne, qui est à 4 degrés 56 minutes* i 5 secondes N., le pendule à secondes a près d’un quart de ligne de moins qu’à Paris; et, à égale durée de l’oscillation, la pesanteur g est proportionnelle à la longueur r. Par une longue suite d’observations, on a découvert qu’en désignant par G la valeur de g à la latitude de 4^ degrés , et par g sa. valeur à une latitude L , on a
" G ( r — 0,002887 cos. 3 L ) ; ainsi au jîôle L = go„ et cos. 2 L = — 1 .
Alors g- = G. ! ,002837 ;
et à l’équateur L = o et cos, 2 L = i ;
alors g= G. 0, 097173.
La différence entre ces deux valeurs extrêmes est o,oo5664 G == G environ.
Ainsi , du pôle à l’jéquateur la pesanteur croit de la cent soixante-seizième partie de la valeur qu’elle sous a le parallèle moyen de 4^ degrés; la ville de Bordeaux , étant à 44 degrés 5 i minutes 14 secondes N. de latitude, est à 10 minutes près sous ce parallèle. .v
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En posant dans la valeur de ^,X= 4 ^® 5 o i 3 " N. , latitude de Paris , on.trouveg'^ 9,8088 comme ci-dessus (CCCCLXX). Nous donnerons plus bas la raison de ce décroissement de la pesanteur du pôle à l’équateur. , . . • -
Mouvement <Vun point matériel sur une surface.
. .CCCCLXXIII. Loil^que le point matériel est sollicité par des forces, eben outre assujetti à se ^ trouver toujours sur la même surface , il décrira une trajectoire^ dont la nature dépend de la forme de la surface , de l’intensité et^ de la direction des forces qui agissent sur le point. Par exemple , lorsque la surface est plane , et que le point n’est sollicité que par la pesanteur, il est évident que le point décrira, d’un mouve- * ment uniformément accéléré, la droite longueur du plan ; si le mobile a reçu , en outre , une impulsion initiale, oblique à l’égard de cette longueur, la trajectoire décrite sera une parabole; et les circonstances du- mouvement sont ,les mêmes que pour les projectiles lancés dans le vide.
Si la surface est sphérique , lé point n’étant sollicité que par la pesanteur, il décrira un grand ccr<;le vértical passant par le point de départ , et les circonstances de ce mouvement sont égales à celles du pendule simple.
GCCCLXXIV. Si le mobile , outre cette action de gravité , à reçu une impulsioû hon- . /.on taie p, il décrira un petit cercle horizontal
dont le plan est perpendiculaire au grand cercle vertical, qui passe par le point de départ. Désignant par r le rayon de ce petit cercle, le point sera à chaque instant sollicité par la force accélératrice verticale et par Ja force centrifuge horizontale, dirigée vers le centre du petit cercle; la, résultante de ces deux forces doit être, nof male à la sphère, et .détruite par la résistance de' cette surface. Cette résultante sera donc dirigée suivant le rayon de la sphère ; et ce rayon décrira une surface conique. Soit S {Jig- i3i) le centre de la sphère, O B le rayon du petit cercle B MA, décrit par le mobile;
faisons . OB=r;- ' •
SO=Â,g = la gravité ;
donc
■ i = le temps périodique
nr • _ * * A •
De là on tire
d’où
et
La durée du temps, dépend donc.de la hau-
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tenr h du cône , et nullement du rayon de sa base. •
CCCC|^XV. Le problème précèdent renferme aussi celui qu*ôn peut proposer sur le pendule conique. Çn donne ce nom à un point matériel pesant A, attaché à un fil SA fixé en S , et qui décrit une surface conique autour de Taxe S O, en vertu d’une force d’impulsion horizontale^ la résistance de la surface est remplacée par la tension du fij. On voit que le temps que met le corps à achever sa révolution dépend de la hauteur S O, et reste le même, quelléque soit l’ouverture de l’angle A S B, et la durée de ce temps périodique est égale à deux fois celle d’une oscillation d’un pendule simple ordinaire qui aurait la hauteur h pour longueur (CCCCLXIV).
CCCCLXXVI. En augmentant la vitesse ■ la force centrifuge augmente , et l’àngle A S B deviendra plus considérable ; par conséquent , l’ouverture de cet angle croît avec là vitesse. Le pendule conique est donc propre à servir d’indicateur pour connaître la vitesse de rotation, et il sert à cet u^age dans les machines à vapeur; mais , au moyen de certaine disposition , l’angle A S B ne peut s’écarter sî^ns ouvrir une certaine soupape qui , laissant échapper la vapeur contenue dans le cylindre, diminue la force motrice, et ramène le pendule à sa première ouverture. C’est ainsi que le pendule*coniquc sert de régulateur à tfes machines , et c’est sous ce nom q^i’d . est connu dans les arts mécaniques. {PiS'
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DIX-NEUVIÈME LEÇON
MOUVEMENT d’uN SYSTEME DE CORPS; CONSER- VATION MOUVEMENT DU CENTRE DE GRA- VITÉ ; PRINCIPE DES AIRES.
CCCCLXXVII*. Avant de passer à l’étude dés mouvemens de rotation, considérés dans les masses , nous devons faire connaître certaines lois générales du mouvement , et qui sont de simples conséquences des théorèmes donnés sur les forces résultantes. •
CCCCLXXVIII. {Fig. 1 33.) A et A' sont deux sp*hèrcs; chacune est homogène; M, est la masse de Iq première sphère, et M' la masse de la seconde ; toutes deux , après avoir reçu des impulsions différentes en intensité et en directions , partent du repos et se dirigent, la sphère A vers I avee une vitesse V, et la sphère A', vers I* avec une vitesse V' ; on suppose que les deux masses sont sans pesanteur, et dans une entière indépendance l’une de l’autre; il est évidentqu’elles parcourent avec des vitesses constantes les droites 01 et O T ; soient K et K' deux points jpù se trouvent simultanément les deux mobiles au bout du temps T; prenons un point fixe quelconque F pour foyer^ de décomposition ' {y'oir Note 5); le système sera alors animé, i®. de deux forces M V et M' V', appliquées en
MA^U£L
S, et réductibles à une force unique; 2®. de deux couples réiiuctibles à un seul ; or comme les forces MV et M' Y' ne changent ni d’intensité ni de direction , il s’ensuit que, quel que soit le temps T que l’on considère , 1 la force résultante conservera toujours méme'direction et même gi’andeur ; 2°. le cou])le résultant conservera aussi toujours même intensité , et sera toujours dans le inême plan.. ^
CCCCLXXIX. Si l’on prend un autre point F pour foyer de composition , la force résultante reste encore la meme ; mais le couple résultant change de grandeur et déposition; mais lorsque le couple est nul au commencement du mouvement , il restera constamment nul.
CCCCLXXX. Le raisonnement que nous venons de faire , lorsqu’il n’y a que deux corpSj subsiste encore quel que soit le nombre des corps; nous ayons donc ce principe général:- Dans un système de corps, sans pesanteur et •dépendance mutuelles, qui ont reçu des impulsions primitives qui leur font décrire des droites avec des vitesses constantes , en choisissant un point fixe pour foyer de composition , la force résultante et le couple résultant restent constamment les mêmes qu’au commeu' cernent du mouvement.
‘ CCCCLXXXI. Admettons maintenait qu’il existe une liaison quelconque mutuelle entre les mobiles A et A' ; supposons, par exemple , que cette liaison soit établie par une corde flexible , ou par une barre rigide, ou bien pai’
• ..-AJ*
une lame élastique O O', n’iinporle; alors le corps A ne pourra pas obéir à l’impulsion qu’il reçoit, et au premier instant, au lieu d’aller v«rs 1 avec une vitesse V, il ira vers N avec une vitesse v, différente de V ; il en sera de même de A' qui prendra une direction o N' avec une vitesse v . Décomposons la vitesse imprimée V en deux autres ; l’une v qui subsistera et une autre o , qui sera détruite en vertu de la liaison; faisons la même chose pour le corps h! ; les ’deiix , forces impulsives M V et M' V’ peuvent donc être remplacées par les quatre forces Mc, M'c', Mu, M' or les deux dernières forces doivent se détruire d’elles-mêmes. (l^ozrNote 14 ) Par conséquent les forces MV, 3Vl' V' peuvent être remplacées par les forces Mc M'c qui ont lieu après le premier instant écoulé, et vice vcrsâ ; en choisissant donc le point F pour foyer, il est indifférent qu’on y transporte les forces impulsives ou les forces subsistantes après l’impulsion; oi\ démontrera de même que les forces subsistantes au second instant peuvent être remplacées par les forces qui existent à la fin du premier instant , et ainsi de suite; donc la force unique et le couple unique sont invariables pour le même foyer, et il est évident que les mêmes conclusions ont lieu , quel que soit le nombre^ des corps , et lors même que ces corps ne forment "pas un système continu dans l’espace, et ne sont liés que par des forces attractives ou répulsives ; pourvu qoe les actions de ces forces soient mutuelles, on
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peut en tirer les mêmes conséquences que poiir des liaisons qui établissent la continuité dans le système; si même il arrivait que plusieurs corps se choquassent les • uns les autres , il y aura altération subite et instantanée dans les directions et dans les quantités de mouvemens ; mais on pourra encore décomposer les quantités de mouvement qui ont existé avant le choc en deux autres quantités de mouvemens, les unes devait subsister et les autres devant se détruire réciproquement. En résumant toutes ces conséquences, on est conduit à l’énoncé du principe suivant :
Dans un système de corps qui ont reçu des impulsions primitives , et qui réagissent d’une manière quelconque les unes sur les autres , soit, par des liaisons qui établissent la continuité dans l’étendue , soit par des forces exerçant des actions mutuelles; dans un tel système, en prenant un point hxe quelconque pour foyer de décomposition , la force résultante et le couple résultant restent constamment les mêmes en grandeur et en position, quels que soient d’ailleurs les changemens qui interviennent dans les mouvemens respectifs des corps , soit que ces mouvpmens changent d’un instant à l’autre, soit qu’ils subissent des altérations subites par l’action réciproque des corps.
CCCCLXXXII. Soit S le centre de gravité des deux masses M, et M' {figure i3/|) liées . ■ par la droite inflexible oo' à l’origine du mouvement; prenons ce point S pour foyer de
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composition , et désignons la force résultante par R et le couple résultant par L ; appliquons en S une nouvelle force — R égale et directement opposée à R, il ne subsistera plus que le couple L ; or la force — R agissant au centre de gravité ne peut pas faire naître de couple (CLXI); elle a pour effet de donnera toutes les molécules des vitesses égales et parallèles à sa direction :’il faut donc qu’en vertu de la force R les molécules soient aussi animées de vitesses égales, parallèles à la force
R et dans le même sens. Tout le système a donc dans l’espace un mouvement de translation Tmiforme et dirigé parallèlement à la force R : donc le centre de gravité décrit une droite, et cette droite est celle de la direction de la force résultante, lorsqu’on place le foyer de composition au centre de gravité ; le mouvement du centre de gravité est uniforme j et on trouve sa vitesse en supposant que les forces MV et M' V' sont transportées parallèlement à elles-mêmes eu S; le quotient de la résultante R par la masse M -f- M' du système donne la vitesse du centre de gravité.
CCCCLXXXIII. Il est facile de généraliser le raisonnement qui précède, et on obtient ce principe, qui n’est qu’une conséquence du principe énoncé (CCCCLXXXII). Dans un système de corps qui se meuvent en vertu d’impulsions primitives et de liaisons existantes dans le système, le centre de gravité du système décrit une ligne droite avec une vitesse telle que,son pro—
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dait par la. masse totale du système est égal à la quantité de mouvement résultant.
CCCCLXXXIV. Lorsqub toutes les vitesses V, V'j.V", V'", etc., imprimées aux masses M, M', M", etc., qui compos.ent le système, sont parallèles; le centre de gravité décrit une droite parallèle à la même direction ‘avec une vitesse telle que Ton a
car la force R est alors la résultante des forces dirigées suivant la même droite , et
La somme du numérateur est algébrique, et peut renfermer des quantités à soustraire; ce qui arrive lorsque toutes les vitesses n’ont pas lieu dans le même sens, et si la somme des quantités de moiivemens qui agissent dans un sens est, égale à la somme des quantités de mouvemens qui agissent dans le sens opposé, le numérateur est nul ; la vitesse du centre de gravité est nulle, et ce point reste en repos; et dans ce cas le corps .tournera autour de»son centre de gravité , comme s’il était fixe.
Lors donc que toutes les forces qui agissent sur im corps se réduisent à des couples, !«' corps tourne autour du centre de -gravité qui reste immobile. .
CCCCLXXXV. Lorsque les vitesses v'\ v" etc. , ne sont pas parallèles , on lès décompose chacune en trois autres vitesses parallèles
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à trois droites données. Soient X' , Y', Z', les composantes de V, parallèles à • la première , à 1 î^ deuxième et à la troisième droite;
X”, T”, Z'\ les composantes de V^, idem;
X"\ X'% Tl'\ les composantes de T\idem ; désignant de même par X, Y, Z, les vitesses du centre de gravité parallèles aux trois axes fixes, on aura . *
> ^_lvrX'-|-M"X" + ,‘etc., ■
M-f-M'-f M"+,etc.
^^ M^r+M-^Y^^+,etc.,
~ M-fM' + M"4- , étc.
^__M'-Z' + M"Z^%etc.',
”■ M-f-M'-f M",'etc.
Si l’on prend les trois axes perpendicultiires entre eux , et si l’on désigne par p la vitesse du centre de gravité, on obtiendra
^ 'p ~ i/x>+Y*-fZ*.
CCCCLXXXVI. On peut s^y prendre de la même manière pour trouver la grandeur et la position du couple résultant ; en effet , soit F le foyer ,de composition j ayant mené par ce point trois plans rectangulaires, on décompose chaque couple en trois autres situés dans les plans fixes (CXXII).
Soient A', B', C', -les couples composans du
premier couple ; ,
A", B", C", les couples comp'osansdu deuxième couple; i A"', B''', C'", les couples composaus dti troisième couple.
Les couples A', A", A'", etc*, situées dans le même plan donnent le couple unique
A = A' + A" -f A'" + , etè. ;
* de même B= B' B'^ + B'" +, etc. ,
^ C = C+C« + C'"-fr., etc., ^ .
d’où’ L=V^»+B»+C»^ où L désigne la grandeur du couple résultant. * CCCCLXXXVII. Soit' M^n* la quantité de mouvement ou la force , et le bras du couple A^, où aura donc A^=M'n^ÉT ; supposons que, pendant uninstai\t t, là vitesse u restant constante , l’espace décrit so4 égal à e' , on ^ e'
aura donc , et désignant l’aire décrite
pendant ce même instant par a', on obtient , d!e^
a ■=. ; on conclut de ces valeurs :
et de même
donc A = - (M' a ' -f -f-, etc. > Or A est une quantité constamment la même».
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et le facteur - est aussi constant ; il faut donc t
que le second facteui*
M' 4- M" a' -f- M'" a"‘ , -f, etc. ,
ait pendant chaque instant t la même valeur; il croît donc en même rapport avec le nombre d’instans , ou , en d’autres termes, proportionnelle» ment au temps ; si donc » représente la valeur que prend le second facteur pendant l’unité des temps sur le plan du couple A , et cette même valeur du plan pendant le. temps T, on aura
et de mêine /3' = ^T, * .
y' = yT. . •
fi > fi\ y> y* ont même signification relativement aux plans de B et C , que «e , relativeipent au plan du couple A. *
CCCCLXXXVIII. Lorsque toutes les masses sont égales à M', on a ^ .
Dans ce cas, les aires croissent proportionnellement aux temps dans chacun des plans des couples A,B, C, et les six quantités «,.i3,y, tif fi' f y' désignent des aires. Or, l’on a
fi'^ + y'* = T» («* + /3> 4- y
Si donc. du point F i34) on mène des droitcs'.FO, FK, FI, etc., à toutes lès positions que prend dans l’espace le corps A dans
le temps T, le rayon vecteur mobile décrira une certaine aire S. Dans le cas représenté par la figure , cette aire est celle d’un triangle , parce que la trajectoire est une droite ; mais lorsque la trajectoire est une ligne courbe , S exprimera l’aire d’une surface conique. • '
Soit S', S", S'" les valeurs semblables pour les antres corps du système.
Représentant par S la somme de toutes ces aires pendant le temps T, et par r cette même somme pendant l’unité de temps; or, on sait, par la géomé,lrie_, qu’on a
• , / z= fie® -f- /3» -f* 7 ®.
Donc , lorsque toutes les masses sont égaies , l’on a \
ou ' * , S =: Tfie. ■
Ainsi, dans le cas des masses égales, la somme des aires décrites par les rayons vecteurs croît dans’ le* même rapport que le temps.
Quelles que soient les diversités des corps dû système, on peut toujours les concevoir partagées en portions d’égales masses ; menant du foyer de composition des rayons vecteurs aux centres de gravité de ces portions , la somme des aires décrites par ces rayons vecteurs augmentera proportionnellement aux temps ; et par le mot somme il faut toujours entendre la somme algébrique des aires qui peut renfermer des quantités soustractives. ' . '
CCCCLXXXIX. L.est évidemment, la
plus " grande Taleur que puissft • prendre A (CCCCLXXXVI); et dans ce cas '
Donc aussi M' <2' etc. , est le plus grand possible lorsque L = A. Or, cela a liey lorsque le plpn du couple A se confond avec celui du couple résultant L ; par conséquent^ pour un foyer de composition donnée j le plan du couple résultant est celui du maximum des aires. Lor^qpe ce foyqr se transporte sur la force résultante,, ce maximum, conserve toujours même valeur; cette valeur est la plus petite lorsque le foyer est placé sur la direction d’une force résultante perpendiculaire au plan du couple résultant. /, ^
CCCCXC. Si le système renferme un point fixe, le principe des aires n’a plus lieu qu’en plaçant le foyer à ce point fixe. £n effet, dans ce cas, les forces’ perdues Mn, M' u* (CCCCLXXXI) ne se détruisent plus d’elles- .
mêmes ; il suffît que leur force résultante soit dirigée vers le point fixe, et que leur couple résultant soit nul , relativement à ce point fixe ; donc le principe des aires existe seulement pour ce point fixe ; il existera encore si ce point fixe exerce une force attractive bu répulsive sur les* molécules* du système ; car les forces dont les directions passent par le foyer ne fournissant pas de couple ne changent rien au 'couple résultant, et par conséquent au principe des* air.es. ■ >
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CCCCXCI. Xorsqu’il y a un axe fixe dans le système , il' suffit que les forces perdues M u , M ' Il (CCCCX.XXXI) aiept une force résultante dirigée vers cet axe , et un couple résultant dont le plan soit parallèle à cet axe. Ainsi, pour que ce couple n’altère pas la position et la grandeur, du couple résultant des .forces appliquées au système , il faut que les plans’ de ces couples SC rencontrent à angle droit ; ainsi , dans.le cas actuel , le principe des aires n’a lieu que lorsque le foyer esk placé sûr l’axe fixe, et lorsqu’on compte les aires sur un plan perpendiculaire à cet axe.
CCCCXCII. Le principe des aires existe encore meme lorsqu’on n’a égard qu’aux vitesses
relatives des mobiles. En effet, soit v la vitesse de
translation du centre de gravité, décomposons la vitesse de chaque mobile en deux autres vitesses, dont l’une soit égale et paiallèle à la vitesse 72 étant le nombre des forces avant la décomposition , 2 «.sera le nombre des forces apres la décomposition , et le couple résultant provient des 2 72 Roupies. Or, les n vitesses égales chacune et parallèles à v, ne fournissent pas de couples ; il faut donc que le couple résultant ne soit formé que des « autres vitesses qui sont des vitesses relatives.- De la constance des couples fournis par les vitesses relatives, on déduit comme ci-dessus la proportionnalité des aires et des temps.
CCCGXCIII. Dans le système du monde, on ne peut reconnaître que des vitesses relatives y
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toutefois on peut y appliquer le principe des • aires : on les compte sur le plan du couple ré-^ suUant , correspondant au centre de gravité pris pour foyer. L’auteur de la Mécanique céleste a désigne ce plan sous le nom de plan invariable.
CCCXCIV. Un autre principe, également im- . portant, est celui de la conservation des forces vives ; voici en quoi il consiste ; Nous avons vu que lorsqu’un point matériel sollicité par des forces attractives, fonction des distances aux centres d’attraefion , décrit librement une trajectoire ou se meut sur une courbe donnée, la différence des carrés des vitesses correspondantes à deux positions du mobile dépend uniquement de la nature des forces qui ont agi sur le mobile , et mdlement de la forme ou de ladongucur de la courbe irfterceptée entre ces deux positions du mobile (CCCCLIV).
Cette même propriété se retrouve, dans le mouvement de tout système de corps soumis à leur attraction mutuelle et à d’autres attractions dirigées vers des points fixes ; les points du système peuvent être liés entre eux, et à des points fixes , de telle .manière qu’on voudra. Dans un pareil système , si nous désignons par p', v \ etc. , ‘les vitesses simultanées des masses m , rn\ lorsque ces masses occupent une première position dans l’espace, et par u'\ etc. , les vitesses simultanées des mêmes masses dans une seconde position , on aura ,
. en général , .
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m-p'® etc. , ■ •
La valeur de N est indépendante de la nature des courbes décrites. Ainsi, si le système revient à sa première position, alors u=iv , u etc.
Par conséquent N — o; l’accroissement des forces vives est donc nulle toutes les fois que le système revient à la même position. •
CCCCXCIV {bis). Lorsqu’il y a choc dans le système entre les corps, s’ils sont parfaitement élastiques, la conservation ' des forces vives, au retour, aura encore lieu (XXXIII) ; mais si les corps'sont durs, il y aura une diminution dans la somme des forces yivesj'etl’on aura •
m m V* //»** etc. , •
— nî'^u'^ = m P* rn' etc. ;
Pi p'i p \ ®tc. , sont les vitesses p^erdues par les masses m'\ etc. (XXXIV). C’est au cé-
lèbre Carnot qu’on doit ce beau théorème.
VINGTIÈME LEÇON
MOUVEMENT DE ROTATION; AXE DE ROTATIOtT,
d’oscillations ; pendule dOMPÔSÉ, •
CCCCXCV. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que toutes les forces , agissant sur le mobile , se réduisent à d^autres passant jpar le centre de gravité, et alors nous, pouvions •
DE MÉCANIQUE. a85
ne considérer qiie le jnouvement de ce centre de gravité sans nous occuper des autres points de la masse ; mais lorsque cette supposition ir’existe pas, alors on ne peut plus faire abstraction de la inasse des corps. Nous allo'ns tâcher de donner une idée comment ôn a égard à cette circonstance dans les problèmes de mécanique; ils exigent, pour être traités avec la précision convenable, toutes les ressources des calculs différentiel et intégral.
CÇCCXCVI. Problème. Un corps toprrie avec un mouvement uniforme autour d’un axe ■fixe*, tel que sa vitesse angulaire est égale a l’unité; on demande quelle force il faut appliquer au corps pour arrêter le mouvement ; on fait abstraction de la pesanteur.
Soient /«', m" , m"\ m"", etc., les molécules du corps ;
r\ r\ r' " y r"" , etc., les distances de ces molécules à l’axe ;
la vitesse angulaire étant égale à l’unité, Jes vitesses de ces molécules seront (XCIX) aussi
etc., et leur quantité de * mouvemens sont rn! r , m" r", m"‘ r"* .
Au point o' où la ligne r' rencontre l’axe de de rotation, appliquons deux forces égales et parallèles à la for^e / , mais directement opposées ; au lieu de la force r' nous aurons trois forces ; unq force r appliquée en o' et un couple (r , dont le plan est perpendicu-
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lalre à Taxe , et qnl a pour bras de couple la li^e r.
• • Opérant de méraê pour les forces r^'\ etc. , tôut le système de force est. donc ramené, 1 *>. à un système de forces agissant contre Taxe ,
• et qui seront détruittes pour la résistance de cet axe ; 2°. et à un système de couples égaux à m! r'®, m* /•"*, m' r"'®, etc., parallèles et agissant dans le même sens ; par conséquent le
^ couple résultant sera égal à • .
• m' m -f- r*" ® -j- etc.
iriy m\ etc., étant chacune une masse infiniment petite, chaque produit m' r'*, wz" r''*, est aussi’ très petit; mais le nombre de ces produits étant infini , puisqu'il y a autant de ces produits que de points dans la masse , la somme de ces produits est une quantité £nie; par conséquent, si on applique au corps un couple de même intensité que ce couple résultant et agissant dans le sens opposé , le mouvement sera détruit.
0/1 a donné au couple résultant le nom de couple de masse ou moment d’inertie.
.. CCCCXC VII. Il suit de ce qui précède, lors-
qu’on applique à un corps en repos et susceptible de tourner autour d’un axe fixe, un couple * • égal en intensité au couple de masse, , il engendrera un mouvement de rotation tel que chaque point sera animé d’une vitesse égale à sa distance à l’axe de rotation; supposons que le corps soit choqué par une telle .quantité de
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mouvement que", ^ s’il était libre, chaque point se mouverait avec la vitesse v dont la direction est dans un plan perpendiculaire à l’axe ; si l’on a M t» f— m r * -f- m r"* -f- m " , etc. , la vitesse angulaire sera égale à l’unité.
M est la masse du corps choqué, et y’Ia distance de son centre de gravité au plan mené par l’axe fixe parallèlement à la direction de la vitesse v.
CCCCXCVin. Nous désignerons dorénavant le couple de masse par. 'Zmr^ ; ainsi S/w. 7 ^=:/w r -j-/wr -f-m tv et lorsque la vitesse angulaire est égale à l’unité, on a Mp/=2/7zr’,
î CCCCXCIX. Si M p/ ést plus grand ou plus que S/wr, la vitesse angulaire sera moindre 'ou plus grande que l’unité ; si nous la représentons par «, la molécule ttl est alors animée de la quantité de mouvement m' r u , et ainsi des autres molécules ; raisonnant comme ci-dessus ÿ on trouvera ...
d’où
Mc/
'Lmr'
D. Porir que tous les points Se meuvent avec la vitesse v , s’ils étaient libres , il faut que la direction de c passe par le centre de gravité , et si de plus elle est perpendiculaire au plan mené par ce centre de gravité, et par l’axe, la- • distance /est celle du centre de gravité à l’axe.- BI. La vitesse angulaire d’un point situé à
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• dmvf
une distance d de Taxe sera du — — ■;
dbnc pour les poinls où l’on a
dWf='Zmv^ , '• ' . ■
ou bien
'Zmr^
il vient du ==.p;.
par conséquent les points situés à itne distance d de l’ajse déterminé par. l’équation (i), ont I» même vitesse que 's’ils étaient libres : on a 'donné à ces points le nom de centres de per-’ cussièn.'
ÏL.ôrsque l’axe de rotation passe par le centre de gravité, la distance ^s’évanouit et d devient infinie ; alors le centre de percussion est‘à une distance infinie de l’axe.
DU. Menons par , le centre de gravité G (yfg’. i34) un plaïf perpendiculaire à l’axe fixe'; soit C le point de rencontre et O le centre de percussion ; supposons que le corps reçoive un jchoc dont la direction passe par O, perpendiculairement à CO, et dans le plan perpendiculaire , on aura
___Mp.CO Mp. V
“ ~ ^nir^ ~ ^ M/
d’où ' fu — v;
par conséquent le centre de gravité prend la • même vitesse que si le corps était libre:
Din. PftOBLÉME.'Un corps M entièrement
libre reçoit un choc dont la direclion NO ne
passe pas par le centre de gravité; on veut connaître les circonstances du mouvement que prendra ce corps.
Solution. Soit G le centre de gravité , et C O G la trace d’un plan mené perpendiculairement à la direction NO de la force choquante Mc, le centre de gravité décrira une droite parallèle à N O avec la vitesse constante c ; de sorte qu’au bout du temps t il aura décrit un espace égal à c?, et tous^les autres points prendront un mouvement autour d’un axe mobile passant par le centre de gravité. Et si nous désignons la vitesse de rotation par u, on aura
Mc. Go
Le couple dé masse doit être calculé re~ *
lativement à un axe passant par le centre de gravité G, perpendiculairement au plan GO N.
DIV. La droite GOC prenant simultanément un mouvement de translation et de rotation , ces deux raouvemens se font dans le même sens pour les points situés à la droite de l’axe G, et dans ^es sens opposés pour les* points qui sont à la gauche de cet axe; de sorte qu’il y a des points qui, participant à la fois à deux'mouvemens égaux et én sens contraire, resteront en repos. Pour trouver ces points, soit C un de ces points, sa vitesse de translation, dans le sens du mouvement général, est
ago MANUHL
Sa vitesse de rotation, dans le sens opposé à ce mouvement , est '
M e. GO
. Z rw r»
Si donc CO. « e, le point C sera stationnaire ;
C G. M e. G O or, de , , -
on tire
CG
et CO=:GO-f-
mTgô’
SMr* M.GO»-#-2Mr®
M.GO
M.GO
Ainsi, pendant que le corps est choqué en O , l’axe' qui passe par C, perpendiculairement au plan G ON, reste en repos; de sorte que le corps commence à tourner autour de cette ligne , à laquelle on a donné le nom d^axe instantané de rotation; et le corps peut être considéré comme tournant autour de Taxe mobile G ou autour de l’axe fixe C. Nous reviendrons sur ce problème. ■
DV. Si le corps , an lieu d’être libre , avait un axe fixe en C , et qu’il fût frappé en O, il est évident que cet axe fixe n’éprouverait aucun choc à l’instant de l’impulsion.
DVI. Problème. Connaissant le couple de masse relativement à un axe passant par le centre de gravité G , trouver le couple de masse relativement un axe C parall^e à G.
Solution. Soit n une molécule quelconque
Digilized by GoogI
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du corps, et m sa masse infiniment petite, les couples de masse, par rapport à G et par rapport à C , seront
m. n G* et m. n C*.
Abaissant du point n la perpendiculaire /iP, on a, par la géométrie élémentaire,
« C* = /îG» -f. C G»-f 2 G C. G P ; d’où m.nC.^zzzm.nG^-\‘m.CG^-\'iGC. tn.GV.
Pour une autre molécule n\ on trouve de mémo m.n’C* z=jn. n G*-f- a?/. CG®-|~ 2 G C. w.G. P'
et on aura autant de ces équations qu’il y a de molécules.
Faisant Padditîpn de ces équations,
2 iw, nC» = S w. « G“+ M.C G ;
or S/w. «C* est le couple de masse relativement à l’axe C,
'S,m,nG^ est le couple de masse relativement à l’axe C.
M est la masse du corps.
Quant à la somme des j)roduits des termes 2. GC. mGP', elle est égale à zéro; car les lignes, telles que GP, expriment les distances des molécules du corps au plan mené par le centre de gravité perpendiculairement à C G , et on sait, par la propriété du centre de gravité (CXXXVIII), que la somme algébrique des produits m. GP est nulle. Le résultat obtenu fournit cet énoncé :
Pour trouver le couple de masse par rapport
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à un axe , il faut calculer ce couple par rapport à un axe parallèle passant par le centre de gravité, et ajouter à ce couple le produit de la masse multipliée par le carré de la distance entre les deux axes.
DVII. Dans le problème précédent (DIII), S M r* est le couple de masse relativement à l’axe G; donc ce couple, rapporté à l’axe C, sera égal (DVI) à M. CG'* -f S Mr'=*. Désignant les distances à l’axe C par r *, ou aura
et
SMr *=M.CG“ 4 -SMr»,
CO
M.GO
Or, telle est aussi la •distance du centre de percussion O à l’axe fixe C (DI) ; par conséquent, lorsque la direction du choc passe par le centre de percussion , l’axe fixe n’éprouve aucune secousse (DV) ; c’est cette propriété qui a fait donner à ce point le nom de centre de percussion. {Voir Note 14.)
DtlII. Problème. Un corps ayant un axe fixe et éprouvant un choc , déterminer celui que subira l’axe.
Solution. Supposons d’abord que la direction de' la force est perpendiculaire au plan mené par le centre de gravité et par l’axe j par le point où celte direction coupe le plan et pa^ le centre de percussion , je mène une droite qw» coupera l’axe de /"rotation en un point. Je déçompose la force choquante en deux forces parallèles , l’une appliquée au dernier point
DK Mécanique. 2g3
d’intersection, et l’autre au centre de perçus- , sion (DVIl). La première donne le choc éprouvé par l’axe ; la seconde ne fait éprouver aucune secousse. Plus le point d’intersection est loin du centre de percussion^ et plus la secousse . sera faible ; elle sera encore nulle lorsque ce point est à l’infini ; alors l’axe est parallèle au plan passant par le centre de percussion et la direction du choc.
Si la force choquante est oblique au plan, on la décompose en deux autres; l’une située dans le plan , et l’autre perpendiculaire au plan. La première aura pour effet de renverser on d’écraser l’axe; on traitera la seconde ccunine il a été dit.
DIX.' Les bornes de cet ouvrage ne nous permettent pas d’entrer dans les détails néces-^ saires pour expliquer comment on parvient ’ déterminer les couples de masses; nous allons donc indiquer ici les principaux résultats :
I ® . Ligne droite : l’axe passant par le centré de gravité perpendiculaire à sa longueur, le couple de masse est égal à du cube de cette longueur ;
2 ®. Parallélipipède rectangle : l’axe passant par le centre perpendiculairement à la base, le couple de masse est égal au j du volume multiplié par le carré de la diagonale de la base ;
3®. Un cylindre droit : l’axe est celui du cylindre; le couple de masse est égal à la moitié du volume multiplié par le carré du rayon ;
4®. Un cône droit : l’axe est celui du cône ;
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le couple de masse csl égal à -ji du volume multiplié par le carré du rayon j
5°. Segment sphérique : par rapport à Taxe passant par le milieu du segment, le couple de masse est exprimé par ‘Trp (
r est le rayon de la sphère ,yia flèche du segment , et TT le rapport du diamètre à la circonférence. Et , pour la sphère entière , on aura
CT
6°. Désignant les.diamètres rec-
tangulaires d’un ellipsoïde , on aura le couple d-inerlie relativement à l’axe c, égal à ^ 9T aè c ).
DX. Dans la pratique on peut , en général , se contenter de partager le corps en un grand nombre de petites parties de forme régulière j calculer pour chacune le produit de son volume par la distance de son milieu à l’axe de rotation,
• eX la somme de ces produits donnera à peu près le couple de masse , et l’on multiplie chaque volume par sa densité respective.
DXI. Problème. Un corps tournant autour d’un axe fixe ,. quelle est la pression que supporte l’axe pendant que le corps est en mou^ veinent ?'
Solution. Nous avons calculé ci-dessus (D VIII) les secousses que supporte l’axe pendant le premier instant du choc ; mais , dès que le corps entre en mouvement , chacune de ses molécules, tournant en cercle , est soumise à une force
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centrifuge dont l’effet se.fait s<?ntir sur l’axe fixe. Soit m une de ces molécules , r sa distance à Taxe fixe, et u la vitesse angulaire; ru sei’a la vitesse de rotation de celte molécule. Par conséquent , sa vitesse centrifuge est exprimée.
(CCCCXXIII) par" = r«*;et, par consc-
quent, la force centrifuge est mru'*, et on peut la regarder comme agissant au point où le rayon r coupe l’axe. Si par cet axe on mène deux plans perpendiculaires l’un à l’autre, on pourra décomposer la force m r u* en deux • autres forces situées dans ces pians ; si de la molécule m on abaisse une perpendiculaire x sur le premier de ces plans , et une perpendiculaire X sur le second de ces plans, la force composante, dans le premier plan, sera égale à et, dans le second plan, elle
sera égale kmxu'*, et l’on aura
[mj W^y (^m X u^Y ^ r'*
car -f- r’ ; faisant les mêmes décompositions pour les autres molécules, on aura, dans le premier plan, un système de forces parallèlés
my m'y' m' x" u'^ yClc. y '
et , dans le second plan , un système de forces parallèles
rn X u^y m x' u^y tn" x" uj, etc.
Le premier système donlie pour résultante ( /« J 4- w j'-fr in'x'y cir,) ™ —Y ,
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le second système donne pour résultante
(m X m x' m"x\ etc.) = M «=• == X ,
où M désigne la masse totale du corps , et x^ les distances du centre de gravité au second et au premier plan ; et si repré-
sentent les distances des deux résultantes à un troisième plan perpendiculaire à Taxe , et mené par le centre de gravité , on aura
^z^-=.my z-\^m y z' x" z'\
M xz^^-=. mxz-\-mx‘ Z -f* m” xz ,
z\ 2", z'", sont les distances des molécules au troisième plan. On connaît donc les deux forces rectangulaires Y et Xj cpii agissent sur Taxe et leurs points d’application. Les sommes myz, mxz se composent d’un nombre infini de termes, chacun très petit ; lorsque le corps est géométriquement connu, on peut calculer ces sommes par les méthodes que fournit le calcul intégral, et, dans la pratique, on peut s’y prendre comme pour trouver le couplfe de masse (DX).
DXII. Les deux forces X , Y se réduisent à une seule , 1®. lorsque l’une d’elles est nulle j 2®. lorsque z^ = z^^ , car alors ces deux forces rencontrent l’axe à un même point, et peuvent se réduire à une seule force.
DXni. Lorsque l’axe de rotation passe par le centre de gravité, dn a
et par conséquent X ~ Y = 0]
et réciproquement si
l’axe passe par le centre de gravit^.
I>XIV. Si l’on a X = O , T = o, sans que Z* ni z" ne soient zéro, l’axe est sollicité par les deux couples
mx Z ~\-m x' z\ etc.
• my Z rtî y' z , etc.
qui s'e réduisent à un seul.
DXV. Si l’on a X = y = 0, z' = o, l’axe est • sollicité par le couple unique mxz, etc.;
Et si X = T = o, z'z=z.o, l’axe est sollicité par le couple myz ^ my* z* etc.
DXVI. Si l’on a X=Y = oet z* = z*=zOy alors l’axe n’est sollicité par aucune force, et ne supporte aucune pression pendant le mouvement de rotation; de sorte que s’il devenait fixe, ce mouvèment continuerait toujours autour du même axe.
DXVII. De ce qui précède on conclut que, pour que l’axe n’éprouve aucune pression pendant le mouvement, il faut 1®. qu’il passe par le centre de gravité; 2®. qu’il soit possible de mener, par cet axe, deux plans rectangulaires, tels que les deux couples z^^ et Myz^^ soient chacun nuis. On trouve, par des calculs, trop longs pour être rapportés, que l’on peut toujours mener par le centre de gravité trois droites , qui satisfont à cette condition ; qu’on n’en peut mener davantage, généralement par- .
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lant; et ces trois droites, auxquelles ou a donné le nom à.’ axes principaux de masse , se coupent à angles droits. Ainsi , lorsque le corps commence à tourner autour d’un axe principal de masse , il persévère dans son mouvement , lors même que cet axe devient libre; car “aucune pression ne se faisant sentir sur Taxe , il conservera toujours la même position.
DXVIII. Les axes prinqipaux de masse jouissent encore d’une propriété bien remarquable ; parmi les trois axes , il y en a un qui donne le couple de masse le plus grand , et un autre qui donne le couple de masse le plus petit parmi tous les axes qui passent par le centre de gravité ; et le couple de masse relatif au troisième axe, diffère , en général , des deux premiers. Dans certains corps particuliers , les trois couples peuvent devenir égaux ; alors tous les axes menés par le centre de gravité sont des axes principaux : telle est, entre autres, la sphère.
DXIX. Si l’axe ne passe pas par le centre de gravité, ^ et ^ ne sont pas nuis; mais on peut encore avoir z, =± z^~=.o. Dans ce cas , les deux couples rectangulaires sont nuis; et l’axe de rotation éprouve une pression égale à la
fot*ce unique \/Xa -j- 'Y'^’=z Y x\-x -f- , et la direction passe pâr le point d’intersection des l^rois plans.
Dans ce cas , il sufHt que ce point reste fixe ; ét ôn pourra rendre libres tous les autres points de 1 axe , sans que le mouvement de roilation
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soit altéré. Mais il faut que cet axe puisse rendre nuis les deux couples. Le calcul prouve (jue , par un point quelconque pris dans le corps , oM peut toujours mener trois axes qui remplissent celtd condition; et on a donné à ces axes le nom ii^axes principaux. Ils* jouissent aussi de la propriété de maximum et de mini’mum énoncée ci-dessus (DXVIII); relativement aux axes qui passent par leur point d’inter- t
section. «
DXX. Il s’ensuit de ce qui précède que, pour qu’un corps choqué par une force puisse ^
tourner librement autour de la même droite, il faut d’abord que cette droite soit fixe pour. anéantir l’effet du choc; ensuite, si cet axe est . .
priiicipal et de masse , le mouvement continuera uniformément autour; et si cet axe est principal sans être principal de masse , il faut que le point auquel il se rapporte soit constamment fixe. * ’
DXXI. Lorsque l’axe de rotation est un àxe^.
principal de masse, passant par le centre de <
gravité, le centre de percussion est situé à l’infini; par conséquent, il est impossible de choquer un corps de manière que son axe 1
n’éprouve ni l’effet de 'la percussion au commencement du mouvefUent, ni l’effet de la pression pendant le mouvement. J
DXXII. Problème. Un corps n’ayant qu’un point fixe, et étant soumis à l’action de forces quelconques , déterminer le mouvement qu’il prendra. • . . ,
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Solution. Par le point fixe on mène trois axes rectangulaires quelconques , qu’on regarde comme fixes dans l’espace; et les trois axes principaux qui passent par le point flxe.^Ces derniers sont fixes dans le corps , mais changent à chaque instant de position par rapport aux premiers ; et lorsqu’on connaîtra cette position, celle de tout le corps sera déterminée (CCCLXXV); chaque axe principal décrit évidemment dans l’espace une certaine surface conique, que Ion apprend à calculer par les procédés que fournit le calcul différentiel, ainsi que le mouvement de l’axe principal sur cette surface; on démontre par les mêmes procédés qu’à chaque instant il existe dans le corps une droite , dont tous les points ont une vitesse nulle ; on a donné à cette droite le nom à’aace instantané de rotation, parce que pendant cet instant le corps est censé tourner autour de cet axe, et pendant ce même instant on pourra calculer le couple de masse par rapport à cet axe , et par ■‘conséquent aussi la vitesse angulaire qui a heu (CCCCXCIX). De sorte que l’axe de rotation et la vitesse angulaire changent à chaque instant; il est facile de se faire une idée juste de ces ’changemens : supposons un corps tournant autour d’un axe fixe avec une vitesse «; si au bout | du temps t, et par des moyens quelconques, on rend libre ce premier axe, et qu’on prenne subitement un autre axe fixe , coupant le premier en un point O , il estévident que le _couplc de masse et par conséquent la vitesse de ro-
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tation seront subitement changés; si an bout d’un antre temps/, on fait .un second déplacement de l’axe , il y aura encore changement , et ainsi de suite. Or, si les intervalles dés temps sont très petits, ces changemens auront lieu à chaque instant.
DXXIII. En prenant le point fixe pour foyer de décomposition [Voir Note 5), on peut dé- • terminer à chaque instant l’intensité du couple résultant et la position de son plan f lorsque le corps ne se meut qu’en vertu de forces impulsives, l’intensité du couple et son plan restent fixes , et sont les mêmes qu’à l’origine des mouvemens.
DXXIV. Lorsqu’à l’origine du mouvement l’axe instantané de rotation est un axe principal, le corps tournera toujours autour de cet * axe (DXXI) et avec un mouvement uniforme ; car lorsque l’axe de rotation est toujours le même , le couple de masse est constant , ainsi que la vitesse angulaire ; et , en général , Taxe instantané ne peut rester constant sans être un axe prin cipal , La réciproque de cette proposil ion n’est pas vraie ; un corps peut avoir une vitesse angulaire uniforme autour d’un axe instantané mobile ; tel est le mouvement diurne de la terre. •
DXXV. Au cas qiie l’axe instantané de rotation , à l’origine du mouvement, fasse un angle* très petit avec un axe principal, il faut distinguer deux cas ; 'ou bien cet axe principal est celui relativement auquel le couple de masse est un maximum ou un minimum : dans ce cas ,
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cet angle restera toujours très petit, de sorte que Taxe instantané fera de petites oscillations autour de l’axe principal ; mais cet angle peut devenir très grand dans la suite des mouvemens, s’il s’agit du troisième axe principal. Ainsi , le mouvement de rotation , qui commence à s’exécuter, À peu près autour des axes principaux à couple de masse maximum oix . minimum, est stable. Il ne Test pas lorsqu’il commence à s’opérer autour du troisième axe.
i DXXVI. PaoBLÈME, Déterminer le double mouvement de rqtation et de translation que |irend un corps entièrement libre , lorsqu’il est soumis â Paction de forces impulsives.
Solution. Le centre dé gravité se meut avec une vitesse uniforme , et on peut indiquer sa position à chaque instant ; le corps tourne comme ' si ce centre était fixe. Par conséquent l’intensité du couple résultant, et la position de son plan , varieront , en général , à chaque instant ; mais si , à l’origine , le plan du couple résultant ' est perpendiculaire à l’axe principal de masse , le plari du couple résultant reste fixe ; l’axe ^ principal'est celui de rotation pendant toute la durée du mouvement; il se transporte paral- ^ lèleraent à lui-même dans l’espace , et la vitesse • angulaire est constante.
DXXVII. Si le plan primitif du couple résultant est a peu près perpendiculaire à un axe principal de masse , à couple maximum ou mihinin]tn , Taxe principal conservera à peu près son parallélisme , et la vitesse angulaire variera
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très peu ; dans tout autre cas le* parallélisme sera détruit.
DXXVIII. Lorsqu’aux forees primitives d’impulsion se joignent des forces accélératrices qui sollicitent tous les points du mobile, pourvu que ces forces, ne fournissent pas de couple , il n’y aura rien de changé au mouvement de rotation : le centre de gravité se mouvra comme si toutes les forces agissaient sur lui. Ainsi , si le mobile est un corps pesant frappé par des forces qui ne passent point par le centre de gravité, toutes les conclusions des paragraphes DXXVI et DXXVII auront encore lieu; car lies forces de la gravité n'engendrent point de couple. Le centre de gravité , au lieu de se mouvoir suivant une droite , décrira une parabole dans l’espace. Par exemple, une sphère homogène, étant lancée dans fe vide par une force dont la direction ne passe point par le centre • de gravité , ce point décrira une parabole ; le diamètre perpendiculaire au plan diamétral, dans lequel agit la force, se mouvra d’un mouvement uniforme parallèle à lui-mème, et la sphère tournera autour de ce diamètre avec une vitesse angulaire constante ; car, dans une sphère homogène , tous les diamètres sont des axes principaux.
DXXIX. Toutes les fois qu’on volt un corps pesant tourner en conservant à peu près le parallélisme de son axe , on peut être sûr que l’axe primitif de rotation a été peu différent d’un axe principal. On en voit de fréquens
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exemples dans les inouvemens de la toupie , du sabot, du diable, et autres je^x de cette nature. Tous ces corps étant terminés par des surfaces de révolution , Taxe de ces surfaces est un axe principal de masse ,, ordinairement à couple de masse maximum, et le mouvemênt de rotation commence à peu près autour de cet axe -, mais la résistance du plan et le frottement sont de nouvelles forces, qui , à chaque instant, altèrenfle mouvement ; de sorte que le point de contact du plan et de la toupie peut rester immobile pendant que Taxe de rotation tournera autour en décrivant une surface conique droite ; c’est ce qui arrive lorsqu’on dit que la toupie dort.
DXXX. La terre a un mouvement de rotation en vertu d’une impulsion primitive et en vertu des attractions» qu’exercent sur elle les aqtres planètes , principalement le soleil et la lune. Ces forces attractives donnent lieu à un couple très faible ^ de sorte que son axe de rotation ne conserve pas son parallélisme dans l’espace. On a donné à ce mouvement de l’axe le nom de nutation ; mais cet axe de rotation est toujours le même axe principal du corps , et la vitesse angulaire est constante (DXXXIV).
Ainsi , les pôles de la terre étant invariables , ‘les latitudes des lieux terrestres ne changent pôiiit^ èl. non plus la longueur du jour, qui est une quantité invariable de temps; mais, l’équateur .tc^irestre ne se transporte pas parailènici^^ à lui-Jhéme dans l’espace : son plan coupe celui de la trajectoire annuelle , suivant des '
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droites qui ne sont pas parallèles j ce défaut de parallélisme est connu, parmi les èstronomes^ sous le nom àe précession des équinoxes. {Voir Note i6.)
Pendule composé.
DXXXI. Soit un corps pesatit , ayant la faculté de tourner autour d’un axe fixe , que nous supposons être horizontal ; ALK'MN {jfig. i36) , est une section du corps par un plan yertical mené par le centre de gravité et qui rencontre Taxe en A, et AV est une verticale; Tangle O AV mesure l’écartement du corps de la verticale à l’origine du mouvement» Le mobile .
n’étant choqué par aucune force impulsive, on peut le considérer, au premier instant , comme soumis à l’action d’une force verticale Ga, représentant la force motrice infiniment petite résul.tant de toutes les pesanteurs. Cette force se décompose en deux autres, l’une Gc, dirigée suivant , l’axe et qui sera détruite , et l’autre G b , passaM^ par le centre de gravité et perpendiculairement à l’axe ; et si nous représentons par L ‘ le couple de masse , le mouvement angulairë
, Gb,GA
initial sera égal à i — , et l’axe' de per-
ciission, passant en O, sera déterminé par la dis-'
tance A O = , où M est la masse du
M.AG
corps , et cet axe recevra la même impul- ' sion que s’il était isolé et forcé de tourner
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autour de A, et que si la force motrice du poids lui était appliquée. Maintenant , au 'second instant , la force G a est restée la même , car la pesanteur est une force constante ; mais l’angle d’écartement ayant diminué la composante y G b diminue aussi , de sorte que la vitesse angulaire est moindre que la première; mais le couple de masse , et la distancé GA étant ^restée la même, la distance OA ne varie pas; donc, dans cette seconde position, c’est le même point O qui se meut comme s’il était isolé; il en est de même dans toutes les positions subséquentes : donc le point *0 fait des oscillations ^omme s’il était un pendule simple. Or, on connaît les circonstances du mouvement de ce dernier; on aura donc celles du corps pesant. On a donné au point O le nom de centre d’oscillation ; il est le même que celui de percussion , et tous les points de la droite qui passe par O, et qui est parallèle à l’axe de suspension , oscillent comme s’ils étaient isolés. Cette droite est l’axe d’oscillation. ^
DXXXII. Ainsi , le corps pesant , après être ■arrivé dans la verticale , s’élèvera de l’autre côté jusqu’à AO, où l’angle 0'AK=0AX; c’est-à-dire, que tous les 'points situés dans le plan qui passe par l’axe de rotation et â’oscillaüon arrivent en même temps de l’autre côté de la verticale ; et pour eux l’angle d’ascension est égal à l’angle de chute , et sont décrits^cn temps égaux; pouf tous les autres points du corps ces angles sont inégaux et sont décrits
en temps inégaux ; mais la somme de ces deux temps inégaux est évidemment la même pour tous les points , et elle est égale à la durée de l’oscillation du pendule simple AO.
DXXXIII. Lorsque l’angle primitif d’écartement n’est pas très grand, le pendule composé fait des oscillations isochrones. >
Si nous désignons :
Par \j le couple de masse relatif à l’axe passant par le centre de gravihî, parallèlement à l’axe de rotation = MK®, ,
Par L le couple de masse relatif à l’axe de rotation ,
Par M la masse du corps ,
' Par A la distance du centre de gravité G à Taxe de rotation •
Par l la longueur du pendule simple AO, ' ' Par t la durée d’une oscillation , on aura v ' le rapport du diamètre, à la .circonférence g' =9,8088. 0*'*
L=MK®4-Mfl»=M(a»-fK*) (DVI)
Mrt a ,, a
Tout est connu dans ces valeurs de l et de ij car K® est le quotient du couple de masse relatif à l’axe passant par le centre de gravité. {Voir Note 17.)
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SUR L*éTABLl$S£M£NT DES MACHINES.
DXXXIV (i). Quand on -veut fàire le projet d’une machine , il faut commencer par chercher le moyen le plus simple de fhire parvenir l’action du moteur à la résistance ; cette partie se nomme * le mécanisme de la machine. La nature de l’effet qu’on veut produire fait connaître le ^enre de mouvement que doivent prendre les points d’application de la puissance et de. la résis- • tance. ^Sous ce, rapport on a classé les machines en lo divisions, selon la diversité des mouve— mens de la puissance et de la résistance.
Puissance.
Résistance.
Rectiligpe continu
en Rectiligne continu.
- Idem.
Rectilig. alternatif.
Idem.
Circul. continu.
Idem.
Idem alternatif.
Circul. continu.
Rect. alternatif.
Idem.
Circul. continu.
Idem. '
Idem alternatif.
Rect. alternatif.
Rect. alternatif.
Idem.
Circul. idem.
lO.
Circul. alternatif.
Idem. '
(i) Toat ce qui sait est extrait en grande partie des excellentes notes de’M. Navier, sur l’architecture hydraulique de Belidor. ,
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Chacune de ces classes est subdivisée en genres , d’après les moyens divers de produire la transformation. On peut en voir le tableau dans le Traité des Machines de M. Hachette. Il est utile pour les personnes qui s’occupent de l’invention et du perfectionnement des machines d’avoir ce tableau dessiné sur une grande feuille de carton et avec des vides pour y dessiner les nouveaux genres ou moyens de transformation qui viendraient à leur connaissance.
DXXXV. La simplicité d’une machine consiste , 1°. dans le petit nombre d’agens intermédiaires entre le moteur et la résistance ;
I 2°. dans le moyen de conservation de ces agens , qui consiste à leur faire supporter le moins d’effort possible,*' conforme à la nature individuelle des agens. Cette dernière condition met souvent des limites à la première. Par exemple, quand on veut tirer de l’eau d’un puits, d’après la première condition, ce'qu’il y a de plus simple est de la tirer avec une corde ; il vaut mieux pourtant, ayant égard à la seconde condition, de faire passer la corde sur une poulie, et mieux encore sur un treuil mu par une manivelle, parce qu’avec ces procédés un homme se fatiguera moins et montera plus d’eau dans le même temps.
DXXXVI. Le devis ou la fixation des dépenses pécuniaires est un élément essentiel dans l’établissement des machines. Il faut, en général, s’attacher i°. à réduire les frais de pre-* mière construction , en n’employant point de
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pièces inutiles » et çn diminuant , par une dis» position bien entendue , les efforts supportés par les diverses parties, et par conséquent leurs dimensions ; à prévenir des interruptions dans le travail et des réparations fréquentes , en employant de préférence des matériaux durables , et en procurant à la machine une marche douce , uniforme , exempte de chocs et de secousses , auxquels rien ne résiste à la longue ; 3«. à tirer de l’action du moteur le meilleur parti possible , en faisant en sorte qu’aucune partie de cette action ne soit employée inutilement à presser des points fixes et à diminuer les frottemens et autres résistances qui consomment l’action motrice en pure perte.
DXXXVII. On coilclift de là, i“. que la direction du moteur doit, autant que possible, être une tangente à la ligne que doit décrire ■ soii point d’application ; 2 ®! que pour les agens înteiinédiaires , lorsqu'il y a contact entre les surfaces, il faut que la normale commune soit perpendiculaire à la direction du mouvement de ces agens ; lorsque ces conditions ne sont pas satisfaites, il y a décomposition inutile et perle de forces.
DXXXVIII. Dans un système d’engrenage il est avantageux , pour ménager les efforts à supporter par les axes que le premier pignon soit placé de manière qu’il tourne dans le sens opposé à celui de la roue; car alors il y a un couple qui ne fait point sentir son effet, tandis qii’en faisant tourner dans le même sens, d’effort
Digilized by GoogI
DE MÉCANIQUE. 3ll
sur l*axe est doublé ; et , en général , il est ayanlageux, le moteur et la résistance restant les mêmes , d’avoir des roues et des pignons d’un grand diamètre. On diminue ainsi les pressions sur les axes et les frottemens qui en résultent, tandis qu’on donne un plus grand bras de levier aux forces qui doivent faire équilibre à ces frottemens. Lorsqu’une même rope engrène avec plusieurs pignons , il est avantageux que les pignons prennent des raouvemcns en sens opposés , par la meme raison déjà rapportée.
DXXXIX. Dans les machines où un marteau est soulevé par des cames fixées sur une roue qui a un mouvement de rotation autour d’un axe fixe , il faut que le point de contact de la came et du marteau réponde , autant que possible , au centre de percussion de cc dernier, afin qu’il ne résulte du choc aucun effort sur son axe. A la vérité , on ne pourra alors éviter que, pendant le mouvement du marteau, son axe ne supporte une pression provenant des forces centrifuges (DXXI) ; mais il vaut mieux éviter la percussion instantanée, parce qu’elle est plus destructive que les efforts petits et successifs, résultats des pressions ; par la même raison , il est essentiel que le point du marteau qui frappe sur l’enclume réponde aussi à son centre de percussion : par là on évite le contre-coup sur les tourillons du marteau , et on fait produire au marteau, par sa chute, le plus grand effet possible.
DXL. Dans les machines en mouvement il
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est de la plus haute importance que toutes les^ parties , surtout les plus lourdes, marchent toujours dans la même direction avec des vitesses constantes , abstraction faite des résistances provenant de frottement ; il n’y a point de perte de vitesse (CÇCCXLIX) lorsque les changemens se font par degrés insensibles, et cela aurait lieu dans la pratique si les contacts entre les surfaces étaient parfaits, s’il h’y avait. point dé jeu entre les tourillons, entre les dents des roues et des pignons , etc. ; mais ces intervalles existent et s’augmentent par le mouvement ; par conséquent il ne se fait jamais de changemens de direction et de vitesse dans uqe partie de la machine , sans qu’il y ait des cl^s , qui détruisent une partie de la foreç ployée, fatiguent la machine et hâtent. sa‘ destruction. . .''■fe
DXLI. Les principaux moyens d’assurer Tuniformité consistent, i?. dans le tracé bien entendu des formes des dents; a®, dans les yolans ; 3®. dans les régulateurs. , .
BXLII. Il faut remarquer, en général que, quand une machine entre, en mouvement, les actions du moteur et de la résistance marchent en sens inverse; à mesure que la machine s’ébranle» l’action du moteur diminue et celle de là résis-, ^nçe augmente, de sorte., qù’au bout d’un très instant , les deux actions se balancent , et le. mouvement , n’acquérant plus rien , devient uniforme ; dès' lors les efforts du moteur tendent sei^lement à tenir en équilibre les effets opposés
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de la résistance; c’est là son effet utile; car le moteur est encore obligé de réparer les perles de mouvement qu’occasionnent les résistances causées par les frottemens, les milieux environnans , les chocs. L’ensemble de ces efforts compose effort total y et une machine est d’autant meilleure que son effet utile diffère moins de son effort total ; c’est en opérant ce rapprochement qu’on perfectionne les machines.
Pour éclaircir ceci par un exemple, supposons un treuil mu par une roue , la résistance est un poids attaché au cylindre, et le moteur un autre poids fixé à la roue, celte machine est en mouvement; le poids P de la roue descend de la hauteur h dans le même temps que la résistance Q monte de la hauteur A'; l’effet du moteur est proportionnel à PA; car il faut A fois plus d’efforts pour élever un poids Q à un mètre que pour l’élever à A mètres de hauteur. Si nous désignons par u la vitesse acquise par le poids P ou par le point d’application du moteur, on aura n“ = 2gA; donc, l’effet du
moteur est représenté par , de même
l’effet de la résistance peut être représenté par . Ce que nous faisons ici pour les points
d’application du moteur et de la résistance peut se dire d’un point’ quelconque 'de la machine en mouvement; toutes les fois donc qu’une partie quelconque perd de sa vitesse w.
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il en résulte une perle de force vive , perle de l’etfetproportionnel au carré de cette vitesse; on voit combien il est' essentiel d’éviter les chan-gemens brusques de vitesses, car dans les changemcns insensibles nous avons vu qu’il n*y avait point diminution de force vive (cccciciv) ; si la
quantité est entièrement employée à pro-
duire l’effet -- — , la ' machine est parfaite ;
mais ordinairement il ji’en est pas ainsi, il
faut faire , la partie — est
consommée à vaincre les distances de la machine , tels que froltemens, etc., et la partie
— est le seul qui produit, à l’aide de la ma-
chine, l’effet — - ; ,si nous représentons par /•,
et R les rjfyons du cylindre et du treuil , il faudra , lorsque le mouvement sera^ devenu uniforme, que l’on ait P p R r= Q r.
DXLIII. Si le moteur est de telle nature qù’il ne puisse agir sur la roue que pendant qu’élle fait une moitié de son tour, et que’ pendant l’autre moitié le moteur cesse , qu’ensuite il reprenne son action, et ainsi de suite, il est évident que , pendant l’absence du moteur, le mouvement acquis continuera toujours pendant quelque temps dans la même direction en
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. vertu de la vitesse acquise, et si cette vitesse va en se ralentissant, le mouvement pourra devenir rétrograde. On a un exemple sensible
* de tous ces faits mécaniques dans le rouet ordinaire à filer; la’pression du pied sur la pédale communique un mouvement de rotation à la manivelle, à la roue et à la bobine; cette roue a un grand diamètre relativement aux autres pièces tournantes ; de plus elle est évidée , et la plus grande partie de sa masse est à la circonférence; le couple de masse de cette partie, et par conséquent la quantité de mouvement *de rotation, est plus forte dans cette partie, et, pour ainsi dire, est accumulée pendant tout le temps que le moteur fait sentir son action ; lorsque le pied remonte avec la pédale , l’action sur la pédale est interrompue , et la manivelle éprouve une perte de vitesse ; mais la quantité d’action accumulée dans la circonférence de la roue, se répandant sur toute la masse, lui imprime sa direction acquise, et force la manivelle à continuer son mouvement de rotation ; car nous supposons que l’on donne le temps au moteur en pied de se reporter sur la pédale , et de rendre au système la quantité d’action perdue pendant l’absence du moteur ; si cette absence dure long-temps , il est évident que cette perte irait en augmen- ’ tant, et qu’à la fin ce mouvement cesserait; il faut donc que la quantité' de mouvement imprimée par le moteur, et dont la plus grande partie est accumulée dans les bords de la roue ,
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et le temps de l’interruption soient combinés ensemble de manière à produire un mouvement sensiblement uniforme; tantôt, pendant la pré-^ sence du moteur, la manivelle conduit la roue et tantôt, en l’absence du moteur, la roue conduit la manivelle. Dans cet exemple familier d’une maçhine de l’économie domestique , la roue accumulatrice est une pièce essentielle , puisque c’est elle qui , au môyen d’une courroie sans fin , communique le mouvement à la bobine , et opère l’enveloppement et la torsion du fil; mais souvent la roue accumulatrice est une pièce étrangère a la machine , et n’est placée que dans la seule vue de ramasser de la quantité de mouvement, afin de la distribuer ensuite pendant que la force s’affaiblit ou bien disparaît ; dans ce cas , cette' roue porte le nom de volant. On conçoit, d’après ce qui précède , que ces volans produiront d’autant plus d’effet, i®. que leur poids sera plus considérable ; a®, que la matière qui les forme sera plus rassemblée près de leur circonférence extérieure. On parvient ainsi , en adoptant des voiaès suffisamment g;rands aux machines , à réparé l’action la plus inégale aussi régulière qu:e''pbssible. Dans le rouet déjà cité , la direction du 'moteur faisant à chaque instant des angles dinérens avec le bras de la manivelle, Im communique 'des quantités de mouvemeos vàtiableS y^ètv toutefois la vitesse reste à peu ^ près nuifonne ; «mais il ne faut pas imaginer N * volans puissent augmenter én rien la
« quantité d*action transmise par la machine.
« Leur véritable fonction est d’absorber ou « d’emmagasiner l’excès de la quantité d’action « fournie par le moteur dans le moment où O elle surpasse celle que la résistance consomme,
« pour restituer ensuite cet excès dans le mo- « ment où la quantité d’action fournie par le « moteur devient, au contraire, plus petite que « celle qui est déposée au point d’application If de la résistance. On peut remarquer que si « le volant est principalement destiné à régu- « lariser le mouvement , il est convenable de n le placer près du point d’application de la « résistance ; et que , s’il est destiné principale- « ment à régulariser l’action du moteur, il est « convenable , au contraire , de le placer près * « du point d’application de ce dernier. Il est « inutile de dire que , s’il y a des axes dont les « vitesses de rotation sont différentes , on doit « le mettre de préférence sur celui des axes.. « qui se meut le plus vite. » Ceux qui désireront plus de détails sur cette matière trouveront une instruction profonde et lumineuse dans les notes ajoutées par M. Navier à l’architecture hydraulique de Belidor (page 388). (Note. 1 8 .)
DXLV. Les volans deviennent superflus dans les machines qui ont des roues de grand diamètre et des masses reportées sur les bords extérieurs; telles sont beaucoup de machines hydrauliques, etc.
DXLVL Lorsque la force motrice est d’une telle nature que la quantité puisse aller sans
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cesse en s’augmentant, et telles sont les chines à vapeur , alors les volans, bien loin d e suffire , contribueront encore , en absorbant la quantité d’action , à la destruction de la machiné ; il fallait donc trouver un moyen d’affaiblir l’action motrice , et de la ramener à une limite constante dans le cylindre; on y est parvenu ^ l’aide de l’admirable invention du pendule conique, dont il a déjà été question , et qui . porte le' nom de régulateur. Une espèce de romaine sert de régulateur à la force de la vapeur contenue dans la chaudière.
DXLVII. Quant au meilleur mode d’établir les engrenages et à la forme à donner aux ^ dents , nous renvoyons au mémoire sur cette * matière de M. Lefèvre, lieutenant-colonel d’ar- • tillerie , et qui est inséré dans le deuxième numéro du Mémorial. publié en i8a8 par les soins du, comité central de cette arme. Les procédés ingénieux qui y sont décrits , remarquables par leur simplicité, sont epcore d’une utilité pratique, qui, sera appréciée par tous les mécani- "ciens éclairés. , ; - .
DXLVIII. Dans, l’exemple du treuil, nous avons pris un poids pour agent moteur, et encore ^un poids pour la force résistante. Or, quelle que soit la nature particulière des agens appl^ués ‘- érux machines , on peut toujours assimiler leurs effets à ceux que la pesanteur iinprime à des . masses données. En effet, on peut toujours concevoir qu’au point d’application du moteur soit attaché une corde qui, passant par-
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dessus une poulie de renvoi , traîne une masse d’un poids connu ; l’espace décrit par ce poids étant égal à celui que parcourt le point d’application , il est évident qiîe la quantité d’actix)n sera mesurée par ce poids , multiplié par l’espace parcouru, et il en est de même de la résistance. On peut encore se servir de la même méthode pour mesurer l’effet du travail d’un ouvrier. En effet , on. peut se représenter la pesanteur comme un ouvrier qui travaille constamment, et fait à chaque instant des efforts égaux , et viçe vérsd ; le travail d’un bon ouvrier doit ressembler à la manière d’agir.de la pesanteur. La quantité de mouvement créée par la pesanteur, croit jj^portionnellement au témps : il en est de même de la quantité d’ac- • tion produite par un manœuvre dont l’ouvrage se paie généralement à raison du temps employé à exécuter l’ouvrage. Nous avons vu plus haut que cette quantité' d’action est égale à la force vive ; c’est ce qui a donné lieu au mot si souvent cité de Montgolfie'r : La force vive est celle qui se paie. r
DXLIX. Il suit de tout ce qui précède qu’on peut choisir, pour tenue de Comparaison de toutes les forces, celle que la pesanteur im- , prime au corps ; aussi a-t-on proposé d’introduire dans le système métrique une nouvelle ^ mesure, une unité dynamique; par exemple, , un poids d’un kilogramme élevé à un piètre \ dans une seconde de temps., ou bien une plus *
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grande unité , comme un myriagramme élevé à un mètre.
M. le baron Chailes Dupin, qui a rendu de si grands services à l^nseignement industriel , en France , a proposé la dénomination de dyname pour exprimer cette unité ; en y joignant les autres dénominations déci , centi et déca , kilo , etc. , on exprimerait convenablement les souS‘-divisions et les multiples de cette unité dynamique. Il est à désirer que cette idée heureuse soit bientôt adoptée, et que des mesures précises .remplacent les évaluations vagues actuellement en usage.
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NOTES
Note i , Page 6.
L.*espace est une idée simple qui n’est pas susceptible de définition ; en effet , pour le définir, on serait obligé de se servir de termes cjui ne pourraient être compris qu’à l’aide de l’objet qu’ils doivent faire connaître. Les propriétés de l’espace ont été réunies en corps de doctrine , et on en a formé une science spéciale. La géométrie, car tel est le nom que celte science a reçu d’une de ses applications , considère les diverses formes de l’espace et ses diverses limites , point , ligne i surface , volume.
Le temps est aussi une idée simple et indéfinissable. L’espace nous donne le sentiment de la juxta-position des objets extérieurs ; les successions des phénomènes intérieurs de l’intelli- *• gence , les pensées et les sensations, doivent leur origine à l’idée du temps. La mécanique s’occupe des propriétés combinées du temps et de l’espace , non pas de l’espace vide du géomètre , , mais de celui qu’on conçoit renfermer des molécules matérielles , de l’espace résistant qu’on désigne en physique sous le nom de masse. Ainsi, ce qui différencie essentiellement la science du mouvement de celle de l’étendul, c’est la matière et le temps. Toutefois, on a introduit dans la
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mécanique une troisième idée, celle de cause, autrement dite l’idée de la force ; il nous parait possible de développer toutes les théories de cette science sans y faire intervenir la notion de force. On peut admettre le mouvement comme un fait : l’équilibre n’est plus que le phénomène de l’impénétrabilité de la matière ; sans s’enquérir de ses causes , soit prochaines , soit éloignées , on pourrait reléguer tout ce. qui concerne la nature des forces dans cette branche de la métaphysique, qui traite de la nature des êtres , dans l’Ontologie. L’exposition didactique de la mécanique gagnerait à cette élimination. Lorsqu’on n’a aucune donnée sur la nature de la force, y a-t-il lieu à demander si la force est proportionnelle à la vitesse ou non ? Mesurer des espaces , des temps , des masses , voilà toute la mécanique rationnelle; au-delà on empiète sur le domaine de la métaphysique.
Note 2, Page 47.
Si P et Q représentent les grandeurs des forces y et fl» l’angle de leurs directions , on aiira
R = y^P* -j- Q* -j-.2 P Q cos. fl» , où R est la résultante; et, en général, P, P', P", etc., représentant les intensités des forces (P, P'), (P, P") , (P', P") , etc. , les angles que forinent entre elles les directions des forces P et P', P et P", P' et P", on aura
R =\/P» 4- p»^ -f -y etc., 2 P. P’ cos.
(P, F) 4- 2 P P"cos.(P, P") 4.2 P'P*cos. (P',P' 0 .
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NOTES
Note 3, Page 5i.
Cette cDDStruction revient à celle-ci ; Menez par l’extrémité de la première force une parallèle à la direction de la deuxième .force , et portez sur cette parallèle une droite proportionnelle à cette deuxième force; par l’extréinité de cette droite menez une parallèle à la troisième force, et ainsi de suite; la droite qui joint le point d’application à l’extréraitc de la dernière parallèle représentera la résultante cherchée, la grandeur et la direction. Si l’extrcmité de la dernière parallèle se confond, avec le point d’application, il y a équilibre dans le système.
Note 4î Page 66.
Lorsqu’un couple est appliqué à un' corps , ce serait une erreur de croire que le corps commencera toujours par tourner autour de la droite perpendiculaire au plan du couple; cela n’arrive que dans certains cas particuliers, que nous expliquerons quand il s'agira du mouvement des masses de formes quelconques.
On appelle axe d’un couple la droite perpendiculaire à son plan ; comme ces axes font évidemment entre eux' les mêmes angles que les plans , il est facile de voir que toutes les opérations sur la composition et la décomposition des couples peuvent s’exécuter au moyen do leurs axes.
NOTES
Note 5 , Page 93.
Soit un système quelconque de fcvrces , soit R la force résultante passant par le point A , que no\is désignons sous le nom de foyer de composition ^ et (Q^ — Q) le couple résultant relativement à ce même point A ; prenant un autre point B pour foyer de composition «, nous aurons la même force résultante R, parallèle à la première et dirigée dans le même sens et un couple (S^ — S). Si Ton applique au corps simultanément les trois forces R, (Q^ — Q), et ensuite les forces R^' — S , prises dans des
sens opposés , il y aura évidemment équilibre^ Or, dans ce cas, nous avons trois couples (Q^ — Q), (R, — R) et — (S, — S); par conséquent il faut que le couple , par rapport au foyer B , pris dans un sens opposé , et le couple par rapport au foyer A , donne un couple résultant , dont le plan est parallèle à la force résultante R.
Décomposons le couple (Q^— Q) en deux autres , l’un situé dans un plan perpendiculaire à la force R , et l’autre dans un plan parallèle à cette force ; faisant la même décomposition pour les deux autres couples, il est évident que le couple composant de (Q^ — Q) sera égal aü couple .composant provenant de (S^ — SJ; donc , quel^qu^ soit le foyer que l’On choisisse, la coipposante du couple résultant , située dans un plan perpendiculaire à la force R, es^tou-
NOTES
jours de même intensité. Par conséquent , le plus petit couple , le couple minimum , est celui dont le plan est perpendiculaire à la force R ; et plus le plan d’un couple sera incliné sur le plan du couple minimum , et plus il aura d’intensité : les couples d’égale inclinaison sur ce plan sont égaux entre eux. [Voyez le Mémoire de M. Poinsot, à la suite de sa Statique.) # 4
Note 6, Page ii8.
Li’aire de la surface d’un cône tronqu^ est égale à son côté, multiplié par la circonférence qui passe par le milieu, ou, ce qui revient au même , par le centre de gravité de ce côté ; par conséquent l’aire décrite par un polygone , tournant autour d’un axe situé dans ce plan , est égale à la somme des produits que l’on ob tient en multipliant chaque côté du polygone par la circonférence que décrit le centre de gravité de ce côté ; mais une circonférence étant égale à son rayon, multiplié par 2 ^,etc. j oÙït est le rapport du diamètre à la circonférence; donc' l’aire est encore égale à la somme des produits de thaque côté par la distance de son centre de gravité à l’axe , cette somme étant multipliée par 2 îT ; et par la propriété du centre de gravité , cette somme est égale au périmètre du polygone, multiplié par la’ distance du centre de gravité de ce périmètre à l’axe. Ceci étant vrai, quel que soit le nombre et la grandeur des côtés du polygone, il s’ensuit que l’aire d’une surface
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décrite par la révolution d’une courbe plane , autour d’un axe situé dans son plan , que cette aire est égale au périmètre de la courbe , multiplié par la circonférence décrite par le centre de gravité de ce perimetre. Ainsi ^ connaissant ce centre de gravité , on pourra trouver l’aire ; et celle-ci étant donnée, on connaîtra la distance du centre de gravité à l’axe. Par exemple, on séÊt , par la géométrie, qu’un arc de circonférence, en tournant autour d’un diamètre, parallèle à sa corde, décrit une zone sphérique dont l’aire est égale à la circonférence multipliée par la corde ; par conséquent , la circonférence décrite par la distance du centre de gravité de l’arc au diamètre sera égale à ce produit divisé par l’arc. Or, les circonférences étant entre elles comme leurs rayons , il s’ensuit que la distance du centre de gravité d’un arc de cercle au centre de ce cercle est une quatrième proportionnelle *' au rayon, à la corde et à l’arc. La solidité d’un cône tronqué droit est égale à l’aire du trapèze générateur, multiplié par la circonférence décrite par le centre de gravité de cette aire ; de là on conclut que le volume décrit par l’aire d’une courbe tournant autour d’un axe situé dans son plan est égal a cette aire multipliée par la circonférence que décrit le centre de gravité de l’aire génératrice.
A l’aide de ce théorème, qui porte le nom du jésuite Guldin , et dont Pappus est l’inventeur, on démontre que i®. le centre de gravité d’un segment de cercle est situé à une distance du
NOTES
centre du cercle égale au douzième du quotient , qu’on obtient en divisant le cube de la corde par l’aire du segment; 2°. le centre de gravité d’un secteur circulaire est situé à une distance du centre égale au produit des deux tiers du rayon multipliés par la corde divisée par l’arc.
Par les méthodes du calcul intégral , on trouve que i®. le centre de gravité d’une calotte sphérique est au milieu de sa flèche; 2®. le centre de gravité du volume d’un hémisphère est , sur le rayon perpendiculaire à sa base , aux trois huitièmes à partir de cette base, ou aux cinq huitièmes à partir du sommet.
Note 7 , Page i45. ''
Lorsqu’il n’y a pas plus de trois points de contact, la recherche des pressions qu’éprouvent ces points, n’est sujette à aucune difficulté ; en effet, lorsqu’il n’y a que deux points d’appui , la question revient à décomposer une force en deux autres qui lui soient parallèles ; ' ce qui est toujours possible, lorsque les points d’application de la résultante et des composantes sont sur une même droite , et c’est le cas actuel. On ne peut décomposer une force en trois autres qui lui' soient parallèles, lorsque les points d’application sont sur une même droite, le problème est indéterminé; il en est de même lorsque le nombre d’appuis surpasse trois; alors les principe^ de la statique ne suf- ■ fisent plus pour résoudre la question. En effet, » un point n’est fixe qu’autant qu’on peut le considérer comme faisant système avec le globe ,
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terrestre ; tous les qhocs contre ce point ayant lieu contre une masse infiniment grande, leurs effets se réduisent à de simples pressions ; pour les calculer, il faut donc connaître la manière de déterminer les chocs des corps , ayant égard à leurs masses respectives j ce qui suppose la connaissance d’autres lois que celles qui régissent l’équilibre. Cette manière de considérer les pressions^ due à M. Carnot, a été développée avec beaucoup de succès par M. Servois, dans un Mémoire encore inédit, communiqué à l’Institut en i8io, et que l’auteur devrait publier dans l’intérêt de la. science.
Note 8 , Page 173.
On consultera, avec fruit, les notes dont M. Navier a enrichi V Architecture hydraulique dé CélidorVet un excellent Mémoire de M. Lefèvre , lieutenant-colonel d’artillerie ; il est inséré dans le Mémorial de V Artillerie , qui sera publié en 1828.
Note 9, Page 177.
Soient des points matériels formant système au moyen de liaisons quelconques établies entre eux; supposons de plus que ces points soient sollicités par des forces qui se font équilibre à l’aide du système ; concevons qu’on applique au système et à un point quelconque une nouvelle force ; il est évident qu’elle agira comme si elle existait seule , parce que les autres forces détruisent leurs effets respectifs ; pendant le premier instant, le premier point du système décrira un espace infiniment petit ;
NOTES
supposons que cet espace soit projeté sur la force appliquée à ce point , et faisons un pro* duit de cette force par cette projection ; faisant la même chose pour chacun des autres points du système ) nous aurons autant de ces produits qu’il y a de points ;> la sommé algébrique de ces produits est toujours nulle, et c’est en ceci que consiste le principe des vitesses virtuelles. M. Navier en a donné une démonstration très simple (Voyez Architecti^re hydraulique ^toxae I, page 55); consultez aussi le mémoire de M. Poinsot, inséré dans le treizième, cahier de Y Ecole polytechnique.
Note lo. Page aa5.
Soit une sphère homogène de masse M exerçant une attraction en raison inverse des carrés des distances sur un point matériel A, situé hors de la sphère; si tous les points de la sphère se placent au centre, les forces attractives des • unes auront des accroissemens , et celles des autres subiront des diminutions ; or, on démontre que la somme de ces accroissemens est égale à la somme des diminutions; par conséquent la force attractive d’une sphère homogène sur un point extérieur est égale à celle qu’exerce le centre, en supposant à ce point . une masse égale à celle de la sphère. La même conclusion a lieu si la sphère est formée de couches concentriques homogènes et de densité différente. , ,
Aittsi les planètes peuvent -être regardées
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comme à peu près sphériques; les actions al* tractives qu’elles exercent sur les corps posés à leurs surfaces sont en raison directe des masses, et en raison inverse des rayons, et lorsque les corps sont également éloignés des centres des planètes , les forces attractives sont comme les masses (CCCXXIII).
La terre est une sphéroïde qui ne s’éloigne pas beaucoup d’une sphère; soit la distance à laquelle une. force accélératrice est proportionnelle* à 772 la masse de la terre, et r son rayon moyen, la force attractive de la terre
sur un point placé à sa surface sera j
cette force est dirigée vers le centre ; or la force centrifuge agit perpendiculairement à l’axe terrestre ; par conséquent la force centrifuge tend partout à diminuer la force attractive et à en changer la direction; à l’équateur les forces attractives et la force centrifuge ont les mêmes directions , mais en sens opposés; or U étant la vitesse angulaire, sera la force centrifuge à l’équateur, la pesanteur y est donc égale à <
mfg^
mru*‘ =
En effectuant les calculs, faisant f-=ir, on trouve que la force centrifuge est la partie de la force attractive; par conséquent la pesanteur à l’équateur est égàle à ||| fois la force attractive j or 289 est le carré de 1 7 ; si donc
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la vitesse de la terre devenait 17 fois plus grande qu’elle n’est maintenant , si la terre achevait sa révolution en d’heures, les corps placés à l’équateur n’éprouveraient plus les effets de la pesanteur, et pour une plus grande vitesse angulaire, ces corps s'éloigneraient de la terre; par des considérations semblables à celles qui ont été expQsées ci-dessus, on parvient à démontrer qu’un point matériel , placé dans l’intérieur d’une sphère creuse , sur sa surface intérieure homogène , et soumis à l’attraction de cette sphère, y reste en équilibre; par conséquent lorsqu’un corps est placé dans l’intérieur d’une sphère pleine, on peut le regarder comme étant placé à la fois et sur la surface intérieure d’ùnc sphère creuse et sur la surface extérieure d’uiTc sphère pleine enveloppée par la sphère creuse; or, les attractions de celle-ci se détruisent mutuellement ; le point n’est donc soumis qu’à l’action de celle-là; lors donc qu’un point tombe dans l’intérieur de cette sphère, il est soumis à la force accélératrice qui décroît comme les masses, et croît en raison inverse des carrés des rayons; or lorsqu’il y a homogénéité entre les couches , les masses décroissent comme les cubes des rayons ; donc la force accélératrice décroît comme les rayons sur les corps qui tombent dans l’intérieur de la terre ; mais les couches de la terre ne sont pas de même densité ,* car elle va croissant de la surface vers le centre ; ainsi cette loi de pesanteur n’est vraie que pour des corps qui traversent une petite épaisseur de la terre. -, tV'
NOTES
Note ii, Page à48.
Cette loi n’est pas mathématiquement vraie elle suppose que les masses des planètes sont très petites relativement à la masse du soleil , ce qu’il est permis d’admettre. (Voyez Poisson, Mécanique , tome II, page i8.)
’ Note 12 , Page *58.
Si, dans une sphère, on mène un diamètre vertical; un point matériel pesant, mettra le même temps à parcourir ce diamètre qu’une corde de là sphère passant par une extrémité de ce diamètre. En effet, soit / la longueur d’un plan incliné , et À sa hauteur ; désignant par € ],es espaces décrits par un point pesant glissant *
h hg
sur le plan , on aura c = i ”7“ P®”
santeur relative; pendant le même temps t, le point décrirait en tombant suivant une ver-^ ticale , un espace e égal à \ g \ donc
he e h
et réciproquement
lorsque cette proportion subsistera , les espaces sur la longueur et sur la hauteur du plan'seront décrits en temps égaux. Il est aisé de voir que cette proportion existe entre le diamètre vertical et la longueur dé la corde inclinée dans Ig sphère.
Note i 3 , Page 267.
Le pendule , «u s’allongeaut , fait augmenter le couple de masse, et, par conséquent , la
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tesse de rotation ; mais en rapprochant la lentille de Taxe de rotation, on diminue le couple de masse; il faut rapprocher de manière que les deux effets se compensent. On comprend pourquoi il faut éloigner la lentille de l’axe , lorsque le pendule s’est raccourci.
Note i 4 , Page 278.
On voit ici l’application d’un principe célèbre dû à d’Alembert , et qui porte son nom ; voici en quoi il consiste : supposons qu’un système de corps soit sollicité par un système de forces; ces corps prendront évidemment d’autres vitesses , et suivant d’autres directions que celles qu’auraient données ces forces si elles avaient agi sur les corps isolés, et sans liaison entre eux; supposons encore qu’on applique à chaque corps une nouvelle force ayant une vitesse égale à celle qu’il tend à pi’endre, mais dans un sens opposé, il est évident qu’il n’y aurait aucun mouvement dans le système, et les nouvelles forces feront équilibre aux anciennes; il faut donc que les nouvelles forces combinées avec les anciennes satisfassent aux conditions d’éqùilibre , c’est-à-dire donnent une force résul^ tante nulle et un couple nul ; ces conditions étant traduites en langage algébrique , fournissent les moyens de connaître les nouvelles, forces à l’aide des anciennes et des liaisons connues qui existent dans le système ; de sorte que les problèmes sur le mouvement sont ramenés à des problèmes sur l’équilibre. Ce principe, si remarquable par sa simplicité, est le plus fé-
NOTES
cond qu'on connaisse dans les sciences exactes; par son moyen , toutes les difficultés de la mécanique sont devenues des difficultés de calcul, ainsi que l’a fait voir l’illustre auteur de la .Mécanique analytique.
Note i 5 , Page 292.
Supposons que toutes les molécules de la masse aillent successivement se plaeer à l’endroit od est le centre de percussion, et en prennent la vitesse ; il est évident qu’il y en a parmi les points qui perdraient de leur quantité de mouvement, et d’autres qui y gagneraient; ceux qui sont plus éloignés de l’axe que le centre de percussion, perdraient, et ceux qui sont plus rapprochés de l’axe, gagneraient; or telle est la propriété du centre de percussion que la somme des quantités de mouvement perdus par les uns est égale à la somme analogue gagnée par les autres ; de sorte que si on con-
' coit à la distance de l’axe où est le centre de
percussion, un point ayant même masse que toute la masse du corps , et ,même vitesse que le centre de percussion, ce point frapperait avec la même force que tous les points du corps réunis avec leurs vitesses respectives; c’est à cette propriété caractéristique que le centre de percussion doit son nom; il' jouit, relativement au mouvement de rotation, d’une propriété analogue à celle que possède le centre de gravité dans le mouvement de translation. On a appelé celui-ci centre de masse ; on pourrait désigner . 1 autj^e par celui de centre de couple de masse.
NOTES
, • Note i6, Page 3o/|.
En supposant que les planètes sont des corps à peu près sphériques , et que leurs trajectoires sont à peu près circulaires, on produira des doubles mouvemens analogues à ceux de la Terre, de Mars, de Jupiter, de Salqrne et de la Lune , en appliquant à une sphère homogène un choc, à des distances du centre désignées
Tn»T7r>Tf9»Tft du rayon, et de manière que le centre de la sphère soit entre le point d’application du choc et le centre d’attraction ; car, pour toutes les planètes connues , les deux mouvemens ont lieu dans le même sens. Il est probable que le soleil a un mouvement de translation ; on soupçonne même que le centre d’attraction est dans la constellation de l’aigle; mais on ne connaît jusqu’aujourd’hui que le mouvement de rotation du soleil.
Note 17, Page 307.
L’identité qui existe entre les centres d’oscillation et de percussion fournit un moyen pratique très simple de les déterminer : on fait osciller le corps autour de son axe, et l’on compte le nombre n d’oscillations qu’il fait pendant une minute ou pendant 60 secondes.
Or, la longueur du pendule à seconde étant 0,99384, on a la proportion (CCCCLXVIII)
60* ;; 0.993841 / = mètres,
où l est la distance du centre d’oscillation ou de percussion à l’axe de suspension.
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NOTES
Les auteurs anglais distinguent encore un point qu’ils nomment centre de gyration ou de rotation; c’est celui qui est situé à une telle distance de l’axe , que s’il avait même masse que tout le corps il prendrait même vitesse angulaire que le corps. Soit d cette distance cherchée , nous aurons en général
Uvf
'Zmr^
Lorsque le corps est réduit à un seul point matériel , on a
'2.mr*—rn.d^‘, donc , dans ce cas , on a
“ ~'Lmr'^ Mp» d^'
(CCCCXCIX).
Si donc
on a - ~ —— î
Me/
d’où
Smr» M(a»-f K“) + K*
^ "" M ■“ M ~ \/~âî
^ a/ (DXXXIII) ,
où l est la longueur du pendule simple.
Ainsi la distance du centre de gyration à l’axe est une moyenne proportionnelle entre les distances au même axe du centre de percussion et du centre de gravité ; ainsi c’est entre ces deux centres qu’est toujours situé le centre de gyration.
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Lorsque l’axe de suspension passe par le centre de gravité, l’on a
dz=K.
Dans ce cas , la vitesse u est la plus grande possible.
Voici quelques résultats de calculs, utiles à connaître pour la pratique ; lorsque le pendule est :
i“. Un cylindre d’un très mince diamètre, le pendule simple est égal sensiblement aux J de la longueur du cylindre ;
a®. Un cône droit suspendu par son sommet , le pendule simple est égal à la hauteur du cône ;
^ 3°. Un triangle isocèle suspendu par son
sommet , et oscillant perpendiculairement à son plan, le pendule simple est égal aux de • la hauteur ;
4®. Un cercle suspendu par un point de sa circonférence , et oscillant perpendiculairement à son plan , le pendule simple est égal aux du diamètre ;
5®, Une parabole suspendue à son sommet aux ~ de l’axe, et lorsque ses surfaces se meuvent dans leurs plans respectifs, on a, pour les longueurs , des pendules simples ;
6°. Le triangle isocèle,
A est la
hauteur et b la base;
7°. Un cercle, ^ du diamètre ;
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8°. La parabole suspendue à son sommet, au ^ de Taxe , plus le } du paramètre ;
9 °. La parabole suspendue par le milieu de sa base , au y de l’axe , plus ~ du paramètre ;
lo®. Une pyramide à base carrée , suspendue par son sommet, et vibrant dans un plan vertical, parallèle au côté du carré, le pendule
simple est égal à f à -f -. — ^ hauteur et c le côté du carré.
11 °. Une sphère suspendue à un point éloigné de la distance d du centre de la sphère , on a ,
pour le pendule simple , d ■— — , où r est le
rayon de la sphère ; et lorsque dz=r,\e pendule simple devient \ r.
Note i8. Page 3 17.
Soit U la vitesse angulaire au bout du temps ty et U cette même vitesse au bout du temps dans rintervalle de temps t' — ty il s’est donc acquis ou perdu une > force vive égale à M (//'* — «*). M étant la masse, représentons cette différence par D , on aura M («'“ — u“) = D.
Or, « = ,
'Z mr^
Zmr^
P et P' représentent le couple résultant des forces motrices qui agissent au bout des temps t et d’où
(/e Jfccttmaue PL '4^ .
ii8 I
ifâ<
Digilized by Cooglff
notes.
{Zmr^y M («' — u) M (P'“ — P»)
p'a pa
Pendant cet intervalle t‘ — t la vitesse a crû de U en u' d*une manière continue; si nous adoptons pour vitesse moyenne p, une moyenne arithmétique entre les vitesses extrêmes , nous au—
rons p = , et l’équation précédente de-
viVnf a M {u —u ) M P*
P ~ 4(P*a— pa) *
Ainsi, la différence u — u entre les vitesses extrêmes sera d’autant plus petite que les trois facteurs M, p, K* seront plus grands. Il y a donc de l’avantage, pour l’uniformité de* vitesse, à ce que la machine ait , 1 ®. beaucoup de masse ; 2 °. une grande, vitesse ; 3®. un grand couple de masse. Par conséquent , des corps * très denses, placés à de grandes distances de • l’axe de rotation , sur les parties du système qui ont la plus forte vitesse , réunissent ces trois . conditions ; ce sont ces corps qu’on nomme volans.
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ERRATA
i 3 , ^/i remontant^ après égales , Usez
3 1 , 1 4 ) idfim , ajoutez une parenthèse.
33 , r 4 ,e« Jetfcewi/Æ/îf, forme, /wez; forment.
44 » 1 5 , idem , en , Usez : et. , . '
45 , 12 , e/l remont.f ADD', lisez : A', D^D'.
48 , 14 ï idem, fig. 8 , Usez : fig. 9. . . ’
55 , 8 , idem , B C , Usez : B G.
57 , 3 , idem , après parallèles, Usez : agis*
sant dans le même sens.
58 , 9, en descendant J ej[facez fig. 16.
65 , 6 , idem , résultantes , Usez : compositions. ‘
84 , 5 , en remontant , après Usez : etc. "C
Idem , 4 , idem^ effacez : les forces appliquées.
87, 5 , idemy après positive, lisez : si elle
est négative on la porte du côté des ' perpendiculaires négatives.
102, 1, idem y effacez ces mots : (voyez
table i);
104 , 7 , idem J G, Usez : H.
109, 2 y en descendant y "P, lisez : D.
124, 8, idem , mais y Usez : or.
128, 12, idem , fig. 53 , lisez .-fig. 57.
145 , ‘ 'J y en remont. y. après axe. Usez : fig. 72.
1 5 o , 17,^ descendranty ajoutez : ou non pa-
. , rallèle à la chappe.
173 , fig. 90 , lisez : 99.
180, 7, en remontant y après K, Usez :
fig«/io4, 104 (bis).
Mamiel de Mécanique. '
Pages ,
200 ,,- ,ai3 ^ a74i ; .
r, en* descendant , ajoutez : üg. 106.
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