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DE LA PREMIÈRE ÉDITION
On a déjà plusieurs Traités de M échanique , mais le plan de celui-ci est entièrement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette Science, et l'art de résoudre les problêmes qui s'y rapportent, à des formules générales, dont le simple développement donne toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque problême. J'espère que la manière dont j'ai taché de remplir cet objet, ne laissera rien à désirer.
Cet Ouvrage aura d'ailleurs une autre utilité ; il réunira et présentera sous un même point de vue, les différens Principes trouvés jusqu'ici pour faciliter la solution des questions de Méchanique, en montrera la liaison et la dépendance mutuelle, et mettra à portée de juger de leur justesse et de leur étendue.
Je le divise en deux Parties: la Statique ou la Théorie de l'Équilibre, et la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et chacune de ces Parties traitera séparément des Corps solides et des fluides.
On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes que j'y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnemens géométriques ou méchaniques, mais seulement des opérations algébriques, assujetties à
II AVERTISSEMENT
une marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment l'Analyse, verront avec plaisir la Méchanique en devenir une nouvelle branche , et me sauront gré d'en avoir étendu ainsi le domaine (i).
( I ) Extrait des registres de l 'Académie royale des Sciences, du vingt-sept Février
mil sept cent quatre-vingt-huit.
Messieurs us la Place, Cousin, lb Gehdaf. et moi, ayant rendu compte d'un Ouvrage intitulé: Méchanique analitique, par M. db la Granob, rAcadémie a jugé cet Ouvrage digne de son Approbation , et d'être imprimé sous son Privilège.
Je certifie cet Extrait conforme aux registres de l'Académie.
A Paris, ce 27 Férrier 1788.
Lb Mabquis de CONDORCET.
DE LA DEUXIÈME ÉDITION
On a déjà plusieurs Traités de Mécanique, mais le plan de celui-ci est entièrement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette Science, et l'art de résoudre les problèmes qui s'y rapportent, à des formules générales, dont le simple développement donne toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque problème.
Cet Ouvrage aura d'ailleurs une autre utilité; il réunira et présentera sous un même point de vue les différents principes trouvés jusqu'ici pour faciliter la solution des questions de Mécanique, en montrera la liaison et la dépendance mutuelle, et mettra à portée de juger de leur justesse et de leur étendue.
Je le divise en deux Parties: la Statique ou la Théorie de l'Équilibre, et la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et dans chacune de ces Parties, je traite séparément des Corps solides et des Fluides.
On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes que j'y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnemens géométriques ou mécaniques, mais seulement des opérations algébriques, assujéties à une
Méc. anal. I.
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marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment l'Analyse, verront avec plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle branche, et me sauront gré d'en avoiir étendu ainsi le domaine.
Tel est le plan que j'avaû taché dfe rttnpir dans la première édition de ce Traité, publiée en 1788. Celle-ci est à plusieurs égards un Ouvrage nouveau sur le même plan, mais plus ample. On a donné plus de développement aux principes et aux formiries géilérâlles, et plus d'étendue aux applications, dans lesquelles on trouvera la solution des principaux problèmes qui sont du ressort de la Mécanique. ^
On a conservé la notation ordinaire du Calcul difFérentiel , parce qu'elle répond au système des infiniment petits, adopté dans ce Traité. Lorsqu'on a bien conçu l'esprit de ce système, et qu'on s'est convaincu de l'exactitude de ses résultats par la méthode géométrique des premières et dernières raisons, ou par la méthode analytique des fonctions dérivées, on peut employer les infiniment petits comme un instrument surjet commode pour abréger et simplifier les démonstrations. C'est ainsi qu'on abrège les démonstrations des Anciens, par la méthode des indivisibles.
Nous allons indiquer les principales augmentations qui distinguent cette édition de la précédente.
La première Section de la première Partie contient une analyse plus complète des trois principes de la Statique, avec des remarques nouvelles sur la nature et la liaison de ces principes ; elle est terminée par une démonstration directe du principe des vitesses virtuelles, et tout-à-fait indépendante des deux autres principes.
Dans la seconde Section, on démontre d'une manière plus rigoureuse que le principe des vitesses, virtuelles^, pour un nombre quelconque de forces en équilibre, peut se déduire du cas où il n'y a que deux forces^, ce qixi ramène directement ce principe à celui du levier ; on réduit, à \me ibrme
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plus générale les équations qui résulteiut de ce principe, et l'on donne les conditions néoeasaires pour qu'un système de forces seît équivalent à un autre système de forces, et puisse le remplacer.
Dans la troisième Seetioii, on établit d'une manière plus direete les formules des mouvements instantanés de rotation, et de la composition de œs mouvements, et on en déduit la théorie des moments et de leur composition;^ on y expose une propriété peu connue du centre de gravité, et on dopne une nouvelle démonstration des maxima et minima qui ont lieu dans l'état d'équilibre.
La quatrième Section ccmtient des formules plus générales et plus simples pour la solution des problràies qui dépendent de k méthode des variations ; et, par la comparaison de œs formules avec celles de l'équilibre des corps de figure variable, on y montre oommem les questions relatives à leur équilibre rentrent dans la classe de celles qui sont connues sous le nom de pro^ blènw général des Hsopérimètres, et se résolvent de la même manière.
La cinquième Section offre quelques problèmes nouveaux et des remarques importantes sur quelques-unes des solutions déjà données dans la première édition.
Dans la sixième Section, on a ajouté quelques détails à l'analyse historique des principes de T Hydrostatique.
On a donné, dans la septième Section, plus de rigueur et de généralité au calcul des variations des molécules d'un fluide, et on a rendu beaucoup phis simple l'analyse des termes qui se rapportent aux limites de la masse fluide ; on a déduit de ces termes la théorie de Faction des fluides sur les solides qu'ils recouvrent, ou sur les parois des vases qui les renfeiineKit, et on en a tiré une démonstration directe de ce tliéorème que, dans l'équi^ libre d'un solide avec un fluide, les forces qui agissent sur le solide sont les mêmes que si le fluide ne formait qo'«ie seule masse avec le solide. On a
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ajouté aussi, tant dans cette Section que dans la suivante, qui traite de réquilibre des fluides élastiques, quelques applications des formules générales de réquilibre des fluides.
La deuxième Partie, qui contient la Dynamique, offre un plus grand nombre d'augmentations.
Dans la première Section, on a rendu plus complète et plus exacte dans quelques points l'analyse historique des principes de la Dynamique.
Il y a dans la deuxième Section une addition importante, où Ton montre dans quels cas la formule générale de la Dynamique, et par conséquent aussi les équations qui en résultent pour le mouvement d'un système de corps, sont indépendantes de la position des axes des coordonnées dans l'espace, ce qui donne le moyen de compléter une solution oii l'on aurait supposé nulles quelques constantes, par l'introduction de trois nouvelles constantes arbitraires.
Dans la troisième Section on a donné plus d'extension aux propriétés relatives au mouvement du centre de gravité et aux aires décrites par un système de corps ; on y a ajouté la théorie des axes principaux ou de rotation uniforme, déduite de la considération des mouvements instantanés de rotation, par une analyse différente de celle qu'on y avait employée jusqu'ici; et on y démontre quelques théorèmes nouveaux sur la rotation d'un corps solide ou d'un système de corps, lorsqu'elle dépend d'une impulsion primitive.
La quatrième Section est à peu de chose près la même que dans la première édition.
Mais la cinquième Section est entièrement nouvelle; elle renferme la théorie de la variation des constantes arbitraires, qui a fait l'objet de trois Mémoires imprimés parmi ceux de la première Classe de l'Institut, pour l'année 1808, mais présentée d'une manière plus simple et comme une
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méthode générale d'approximation pour tous Jes problèmes de mécanique, où il y a des forces perturbatrices peu considérables par rapport aux forces principales.
. Nous observerons ici, pour donner à cette théorie toute l'étendue dont elle est susceptible, que la fonction V, qui dépend des forces principales, ne peut être qu'une fonction exacte des seules variables indépendantes ^, >| , Çy etc. , et du temps ty mais qu'il n'est pas nécessaire que la fonction désignée par û, et qui dépend des forces perturbatrices, soit aussi de la même nature. Quelles que soient ces forces, si on les décompose, pour chaque corps m du système, en trois X, Y, Z, suivant les coordonnées ^, j, z, et tendantes à les augmenter, il n'y aura qu'à réduire ces coordonnées en fonctions des variables indépendantes ^, 4> ?» ^t^., et on pourra substituer à la place
des différences partielles -jr-9 -rry etc., les sommes respectives
et, par conséquent, à la place de A .(2, la quantité
Sm(XAj? -h YAj -h ZAz),
où la caractéristique A se rapporte aux constantes arbitraires ; de sorte qu'on pourra changer ^ en
et ainsi des autres différences partielles de (2. De cette manière, la méthode sera applicable à des forces perturbatrices représentées par des variables quelconques.
Enfin la sixième Section, qui est la dernière de ce volume, et qui répond au paragraphe premier de la cinquième Section de l'édition précédente, est
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augmentée de différentes remarques, ef. surtout de la solution de quelques problèmes sur les oscillations très-petites des corps ; elle est terminée par la théorie des cordes vibrantes, que j*avais donnée dans le premier volume des Mémoires de Turin, et qui est présentée ici d'une manière plus simple et à l'abri des objections que d'Alembert avait faites contre cette théorie, dans le premier volume de ses Opuscules.
AVERTISSEMENT
De LA TROISIÈME ÉDITION.
La Mécanique analytique est un ouvrage de premier ordre dont nous n'avons pas besoin de Êiire ici T éloge. Il nous suffira de rappeler que les géomètres le regardent, d'un commun accord, comme le chef-d'œuvre de son illustre auteur.
La netteté et l'élégance du style, non moins que l'enchaînement méthodique des diverses parties, témoignent assez que La grange ne s'est pas contenté de mettre au jour des idées neuves et fécondes, et que la rédaction même et la révision des détails ont été pour lui l'objet d'un soin minutieux.
En lisant les notes très-courtes placées au bas des pages, on verra cependant qu'un assez grand nombre d'inadvertances subsistaient dans la deuxième édition. J'ai cru devoir les signaler. Mais cette critique minutieuse, qui porte parfois sur le sens d'un mot ou sur quelques termes d'une formule, n'implique dans aucun cas l'idée d'une opinion opposée à celle de Lagrange, et que j'aurais la hardiesse de proposer au lecteur. Toutes mes notes ont pour but de développer le sens du texte lorsqu'il ne me semble pas assez clair, ou de le rectifier dans des cas où l'incorrection n'est pas douteuse.
Lorsque les progrès de la science ont exigé des développements plus considérables, les Notes ont été renvoyées à la fin du volume. Les lecteurs me sauront gré d'y avoir placé, tout d'abord, deux dissertations remarquables publiées déjà dans le Journal de M. Liouville par M. Poinsot et M. Dirichlet, qui critiquent l'un et l'autre, avec beaucoup de justesse, des
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passages importants de la première partie, et indiquent en même temps de quelle manière il convient de les modiBer.
En reproduisant ces écrits, dans lesquels une partie de la tâche que je m'étais imposée se trouve accomplie avec tant de supériorité, je suis heureux de penser que cette nouvelle édition se trouve, en quelque sorte, placée sous le patronage de deux noms illustres.
Paris, le i5 juin i853.
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SUR LES DIFFÉRENTS PRINCIPES DE LA STATIQUE
La Statique est la science de l'équilibre des forces. On entend, en général, y^div force oxx puissance la cause, quelle qu'elle soit, qui imprime ou tend à imprimer du mouvement au corps auquel on la suppose appliquée ; et c'est aussi par la quantité du mouvement imprimé, ou prêt à imprimer, que la force ou puissance doit s'estimer. Dans l'état d'équilibre, la force n'a pas d'exercice actuel ; elle ne produit qu'une simple tendance au mouvement ; mais on doit toujours la mesurer par l'effet qu'elle produirait si elle n'était pas arrêtée. £n prenant une force quelconque, ou son effet pour l'unité, l'expression de toute autre force n'est plus qu'un rapport, une quantité mathématique qui peut être représentée par des nombres ou des lignes ; c'est sous ce point de vue que l'on doit considérer les forces dans la Mécanique.
L'équilibre résulte de la destruction de plusieurs forces qui se combattent et qui anéantissent réciproquement l'action qu'elles exercent les unes sur les autres ; et le but de la Statique est de donner les lois suivant lesquelles cette destruction s'opère. Ces lois sont fondées sur des principes généraux qu'on peut réduire à trois : celui du levier, celui de la composition des forces, et celui des vitesses virtuelles.
Mec, anal, I«
12 MÉCANIQUE ANALITIQUE.
1. Archimède, le seul pwmi les anciens qui nous ait laissé une théorie de l'équilibre, dans ses deux Livres de JEquiponderantihus ^ ou de Planorum œquilihriis, est Tauteur du principe du levier, lequel consiste, comme le savent tous les mécaniciens, en ce que si un levier droit est chargé de deux poids quelconques placés, de part et d'autre du point d'appui, à des distances de ce point réciproquement proportionnelles aux mêmes poids, ce levier sera en équilibre, et son appui sera chargé de la somme des deux poids. Archimède prend ce principe, dans le cas des poids égaux placés à des distances égales du point d'appui, pour un axiome de Mécanique évident de soi-même, ou du moins pour un principe d'expérience; et il ramène à ce cas simple et primitif celui des poids inégaux, en imaginant ces poids, lorsqu'ils sont commensurables , divisés en plusieurs parties toutes égales entre elles, et en supposant que les parties de chaque poids soient séparées et transportées, de part et d'autre, sur le même levier, à des distances égales, en sorte que le levier se trouve chargé de plusieurs petits poids égaux et placés à distances égales autour du point d'appui. Ensuite il démontre la vérité du même théorème pour les poids incommensurables, à l'aide de la méthode d'exhaustion, en faisant voir qu'il ne saurait y avoir équilibre entre ces poids, à moins qu'ils ne soient en raison invei*se de leurs distances au point d'appui.
Quelques auteurs modernes, comme Stevin dans sa Statique, et Galilée dans ses Dialogues sur le mouvement, ont rendu la démonstration d' Archimède plus simple, en supposant que les poids attachés au levier soient deux parallélipipèdes horizontaux pendus par leur milieu, et dont les largeurs et les hauteurs soient égales, mais dont les longueurs soient doubles des bras de levier qui leur répondent inversement. Car, de cette manière, les deux parallélipipèdes sont en raison inverse de leurs bras de levier, et en même temps ik se trouvent placés bout à bout, en sorte qu'ils n'en forment plus qu'un seul dont le point du milieu répond précisément au point d'appui du levier. Archimède avait déjà employé une considération semblable pour déterminer le centre de gravité d'une grandeur composée de deux surfaces paraboliques, dans la première proposition du second Livre de l'Equilibre des plans.
D'autres auteurs, au contraire, ont cru trouver des défauts dans la démonsr
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tration d'Archimède, et Ils Vont tournée de différentes façons pour la rendre plus rigoureuse ; mais il faut convenir qu'en altérant la simplicité de cette démonstration, ils n'y ont presque rien ajouté du. coté de Texactitude.
Cependant, parmi ceux qui ont cherché à; suppléer à la démonstration d'Archimède, sur l'équilibre du levier, on doit distinguer Huyghens, dont on a un petit écrit intitulé: Demonstrdtio œquilibrii bUancis (*), et imprimé en 1698, dans le Recueil des anciens Mémoires de V Académie des Sciences.
Huyghens observe qu' Archimède suppose tacitement que si plusieurs poids égaux sont appliqués à un levier horizontal, à distan^i^e^ .égales les unes des autres, ils exercent la même force pour inclirieï le levier, soit qu'ils se trouvent tous du même côté du point d'appui, soit qu'ils soient les uns d'un côté et les autres de l'autre côté du point d'appui ; et pour éviter cette supposition précaire, au lieu de distribuer, comme Archimède, les parties aliquotes des deux poids commensurables sur le même levier, de part et d'autre des points oii les poids entiers sont censés appliqués, il les distribue de la même manière, mais sur deux autres leviers horizontaux, et placés perpendiculairement aux extrémités du levier principal, en forme de T : de cette manière, on a un plan horizontal chargé de plusieurs poids égaux , et qui est évidemment en équilibre sur la ligne du premier levier, parce que les poids se trouvent distribués également et symétriquement des deux côtés de cette ligne. Mais Huyghens démontre que ce plan est aussi en équilibre sur une droite inclinée à celle-là, et passant par le point qui divise le levier primitif en parties réciproquement proportionnelles aux poids dont il est supposé chargé, parce qu'il fait voir que les petits poids se trouvent aussi placés à distances égales de part et d'autre de la même droite : d'où il conclut que le plan, et par conséquent le levier proposé, doit être en équilibre sur le même point.
Cette démonstration est ingénieuse, mais elle ne supplée pas entièrement à ce qu'on peut, en effet, désirer dans celle d'Archimède.
2. L'équilibre d'un levier droit et horizontal, dont' les extrémités sont chargées de* poids égaux, et dont le point d'appui est au milieu du levier,
est une vérité évidente par elle-même, parce qu'il n'y a pas de raison pour
(*) Cet écrit d'Huyghens fait partie de ses Œuvres publiées par s'Gravesande en 1 724 (Lyon), t. P', page 282. (/. Bcrtjand.)
que l'un des poids l'emporte sur l'autre, tout étant égal de part et d'autre du point d*appui. II n'en est pas de même de la supposition que la charge de l'appui soit égale à la somme des deux poids. Il paraît que tous les mécaniciens l'ont prise comme un résultat de l'expérience journalière, qui apprend que le poids d'un corps ne dépend que de sa masse totale, et nullement de sa figure (*). On peut néanmoins déduire cette vérité de la première, en considérant, comme Huyghens, l'équilibre d'un plan sur une ligne.
Pour cela, il n'y a qu'à imaginer un plan triangulaire chargé de deux poids égaux aux deux extrémités de sa base, e% d'un poids double à son sommet. Ce plan sera évidemment en équilibre, étant appuyé sur une ligne droite ou axe fixe, qui passe par le milieu des deux côtés du triangle ; car on peut regarder chacun de ces côtés comme un levier chargé dans ses deux extrémités de deux poids égaux, et qui a son point d'appui sur l'axe qui passe par son milieu. Maintenant on peut envisager cet équilibre d'une autre manière, en regardant la base même du triangle comme un levier dont les extrémités sont chargées de deux poids égaux, et en imaginant un levier transversal qui joigne le sommet du triangle et le milieu de sa base en forme de T, et dont une des extrémités soit chargée du poids double placé au sommet, et l'autre serve de point d'appui au levier qui forme la base. Il est évident que ce dernier levier sera en équilibre sur le levier transversal qui le soutient dans son milieu, et que celui-ci sera, par conséquent, en équilibre sur l'axe sur lequel le* plan est déjà en équilibre. Or, comme l'axe passe par le milieu des deux côtés du triangle, il passera aussi nécessairement par le milieu de la droite menée du sommet du triangle au milieu de sa base ; donc le levier transversal aura son point d'appui dans le point de milieu, et devra, par conséquent, être chargé également aux deux bouts : donc la charge que supporte le point d'appui du levier qui fait la base du triangle, et qui est chargé à ses deux extrémités de poids égaux, sera égale au poids double du sommet, et, par conséquemt, égale à la somme des deux poids.
Si, au lieu d'un triangle, on considérait un trapèze chargé à ses quatre
(*) D*Aleinbert est, je crois, le premier qui ait cherché à démontrer cette proposition; mais la démonstration qu'il en a donnée dans les Mémoires de V Académie des Sciences de 1769, n'est pas entièrement satisfaisante. Celle que M. Fourier a donnée depuis dans le cinquième cakier du Journal de r École Polytechnique est rigoureuse et très-ingénieuse; mais elle n'est pas tirée de la nature du levier. ( Note de Lagrange, )
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angles de quatre poids égaux, on trouverait de la même manière que les deux leviers de longueurs inégales, formant les côtés parallèles du trapèze, exercent sur leurs points d'appui des forces égales.
3. Cette proposition une fois établie, il est clair qu'on peut, ainsi qu'Archimède le fait, substituer à un poids en équilibre sur un levier, deux poids égaux cliacun à la moitié de ce poids, et placés sur le même levier, à distances égales de part et d'autre du point où le poids est attaché ; car l'action de ce poids est la même que celle d'un levier suspendu par son milieu au même point, et chargé, à ses deux bouts, de deux poids égaux chacun à la moitié du même poids, et il est évident que rien n'empêche d'approcher ce dernier levier du premier, de manière qu'il en fasse partie. Ou bien, ce qui est peut-être plus rigoureux, il n'y a qu'à regarder ce dernier levier comme étant tenu en équilibre par une force appliquée à son point de milieu, dirigée de bas en haut, et égale au poids dont les deux moitiés sont censées appliquées à ses extrémités ; alors, en appliquant ce levier en équilibre sur le premier levier qui est supposé en équilibre sur son point d'appui, l'équilibre total subsistera toujours, et si l'application se fait de manière que le milieu du second levier coïncide avec l'extrémité d'un des bras du premier levier, la force qui soutient le second levier pourra être censée appliquée au poids même dont ce bras est chargé, et qui, étant soutenu, n'aura plus d'action sur le levier, mais se trouvera ainsi remplacé par deux poids égaux chacun à sa moitié, et placé de part et d'autre de ce poids sur le premier levier prolongé. Cette superposition d'équilibres est, en Mécanique, un principe aussi fécond que l'est, en GéométKÎe, la superposition des figures.
4. On peut donc regarder l'équilibre d'un levier droit et horizontal chargé de deux poids en raison inverse de leurs distances au point d'appui du levier, comme une vérité rigoureusement démontrée ; et, par le principe de la superposition, il est facile de l'étendre à un levier angulaire quelconque, dont le point d'appui serait dans l'angle, et dont les. bras seraient tirés en sens contraire par des forces perpendiculaires à leurs directions. En effet, il est évident qu'un levier angulaire à bras égaux, et mobile autour du sommet de l'angle, sera tenu en équilibre pardeux forces égales appliquées perpendiculairement aux extrémités des deux bras, et tendantes à les faire tourner en sens
contraire. Si donc on a un levier droit en équilibre, dont l'un des bras soit égal à ceux du levier angulaire, et soit chargé à son extrémité d'un poids équivalent à chacune des puissances appliquées au levier angulaire, l'autre bras étant chargé du poids nécessaire pour l'équilibre, et qu'on superpose ces
leviers de manière que le sommet de l'angle de l'un tombe sur le point d'appui de l'autre, et que les bras égaux de l'un et de l'autre coïncident et n'en forment plus qu'un : la puissance appliquée au bras du levier angulaire soutiendra le poids suspendu au bras égal du levier droit, de manière qu'on pourra faire abstraction de l'un et de l'autre, et supposer le bras formé de la réunion de ces deux-ci anéanti. L'équilibre subsistera donc encore entre les deux autres bras formant un levier angulaire tiré à ses extrémités par des forces perpendiculaires, et en raison inverse de la longueur des bras, comme dans le levier droit.
Or une force peut être censée appliquée à tel point que l'on veut de sa direction. Donc deux forces, appliquées à des points quelconques d'un plan retenu par un point fixe, et dirigées comme on voudra dans ce plan, sont en équilibre lorsqu'elles sont entre elles en raison inverse des perpendiculaires abaissées de ce point sur leurs directions; car on peut regarder ces perpendiculaires comme formant un levier angulaire dont le point d'appui est le point fixe du plan : c'est ce qu'on appelle maintenant le principe des momervtSy en entendant par moment le produit d'une force par le bras du levier par lequel elle agit.
Ce principe général suffit pour résoudre tous les problèmes de la Statique. La considération du treuil l'avait fait apercevoir dès les premiers pas que l'on a faits après Archimède, dans la théorie des machines simples, comme on le voit par l'ouvrage du Guide Ubaldi, intitulé: Mecanicorum liber y qui a paru à Pesaro, en 1677; mais cet auteur n'a pas su l'appliquer au plan incliné, ni aux autres machines qui en dépendent, comme le coin et la vis dont il n'a donné qu'une théorie peu exacte.
5. Le rapport de la puissance au poids sur un plan incliné a été longtemps un problème parmi les mécaniciens modernes. Stevin l'a résolu le premier ; mais sa solution est fondée sur une considération indirecte et indépendante de la théorie du levier.
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Stevin considère un triangle solide posé sur sa base horizontale, en sorte que ses deux côtés forment deux plans inclinés; et il imagine qu'un chapelet formé de plusieurs poids égaux, enfilés à des distances égales, ou plutôt une chaîne d'égale grosseur soit placée sur les deux côtés de ce triangle, de manière que toute la partie supérieure se trouve appliquée aux deux côtés du triangle, et que la partie inférieure pende librement au-dessous de la base, comme si elle était attachée aux deux extrémités de cette base.
Or Stevin remarque qu'en supposant que la chaîne puisse glisser librement sur le triangle, elle doit cependant demeurer en repos; car, si elle commençait à glisser d'elle-même dans un sens, elle devrait continuer à glisser toujours, puisque la même cause de mouvement subsisterait, la chaîne se trouvant, à cause de l'uniformité de ses parties, placée toujours de la même manière sur le triangle, d'où résulterait un mouvement perpétuel, ce qui est absurde.
Il y a donc nécessairement équilibre entre toutes les parties de la chaîne ; or on peut regarder la portion qui pend au-dessous de la base, comme étant déjà en équilibre d'elle-même. Donc il faut que l'effort de tous les poids appuyés sur l'un des côtés contre-balance l'effort des poids appuyés sur l'autre côté; mais la somme des uns est à la somme des autres dans le même rapport que les longueurs des côtés sur lesquels ils sont appuyés. Donc il faudra toujours la même puissance pour soutenir un ou plusieurs poids placés sur un plan incliné, lorsque le poids total sera proportionnel à la longueur du plan, en supposant la hauteur la même : mais quand le plan est vertical, la puissance est égale au poids ; donc, dans tout plan incliné, la puissance est au poids comme la hauteur du plan à sa longueur.
J'ai rapporté cette démonstration de Stevin, parce qu'elle est très-ingénieuse, et qu'elle est d'ailleurs peu connue. Au reste, Stevin déduit de cette théorie celle de l'équilibre entre trois puissances qui agissent sur un même point, et il trouve que cet équilibre a lieu lorsque les puissances sont parallèles et proportionnelles aux trois côtés d'un triangle rectiligne quelconque. Voyez les Éléments de Statique et les Additions à la iStatique de cet auteur, dans les Hypomnemata mathematica, imprimés à Leyde, en i6o5, et dans les OEuures de Stevin, traduites en français, et imprimées en i634, par les Elzevirs- Mais on doit observer que ce théorème fondamental de la Statique,
quoiqu'il soit communément attribué à Stevin, n'a cependant été démontré par cet auteur. {*) que dans le cas où les directions de deux des puissances font entre elles un angle droit.
Stevin remarque avec raison qu'un poids appuyé sur un plan incliné, et retenu par une puissance parallèle au plan, est dans le même cas que s'il était soutenu par deux fils, l'un perpendiculaire, et l'autre parallèle au plan ; et, par sa théorie du plan incliné, il trouve que le rapport du poids à la puissance parallèle au plan est comme Thypoténuse à la base d'un triangle rectangle formé sur le plan par deux droites, l'une verticale, et l'autre perpendiculaire au plan. Stevin se contente ensuite d'étendre cette proportion au cas où le fil qui retient le poids sur le plan incliné serait aussi incliné à ce plan, en construisant un triangle analogue avec les mêmes lignes, l'une verticale, l'autre perpendiculaire au plan, et en prenant la base dans la direction du fil ; mais il faudrait pour cela qu'il eût démontré que la même proportion a lieu dans l'équilibre d'un poids soutenu sur un plan incliné par une puissance oblique au plan, ce qui ne peut pas se déduire de la considération de la chaîne imaginée par Stevin.
6. Dans les Mécaniques de Galilée, publiées d'abord en français par le père Mersenne, en i634, l'équilibre sur un plan incliné est réduit à celui d'un levier angulaire à deux bras égaux, dont l'un est supposé perpendiculaire au plan et chargé du poids appuyé sur le plan, et dont l'autre est horizontal et chargé d'un poids équivalent à la puissance nécessaire pour retenir le poids sur le plan; cet équilibre est ensuite réduit à celui d'un levier droit et horizontal , en regardant le poids attaché au bras incliné comme suspendu à un bras horizontal formant un levier droit avec le bras horizontal du levier angulaire. Ainsi le poids est à la puissance qui le soutient sur le plan incliné, en raison inverse de ces deux bras du levier droit, et il est facile de prouver que ces bras sont entre eux comme la hauteur du plan à sa longueur.
(* ) Le théorème en question n^est pas énoncé , en effet, dans l'ouvrage de Stevin » mais on y trouve tous les éléments nécessaires pour sa démonstration ; on lit même, page 456 (Leyde , i634) *• // appert que si une colonne (un corps quelconque) est attachée par deux lignes non parallèles, on pourra connattre combien chaque ligne soutiendra. Et ce qui précède donne effectivement le moyen de le connaître; seulement , la conclusion n'est pas formulée. (/. Bertrand»)
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On peut dire que c'est là la première démonstration directe qu'on ait eue de réquilibre sur un plan incliné. Galilée s'en est servi depuis pour démontrer rigoureusement l'égalité des vitesses acquises par les corps pesants, en descendant d'une même hauteur sur des plans diversement inclinés, égalité qu'il s'était contenté de supposer dans la première édition de ses Dialogues.
Il eût été facile à Galilée de résoudre aussi le cas où la puissance qui retient le poids a une direction oblique au plan ; mais ce nouveau pas n'a été fait que quelque temps après, par Roberval, dans un Traité de Mécanique imprimé, en i636, dans \ Harmonie universelle de Mersenne.
7. Roberval regarde aussi le poids appuyé sur le plan incliné comme attaché au bras d'un levier perpendiculaire au plan, et il considère la puissance comme une force appliquée au même bras, suivant une direction donnée; il a ainsi un levier à un seul bras, dont une extrémité est fixe, et dont l'autre extrémité est tirée par deux forces, celle du poids et celle de la puissance qui le retient. Il substitue ensuite à ce levier un levier angulaire à deux bras perpendiculaires aux directions des deux forces et ayant le même point fixe pour point d'appui, et il suppose les deux forces appliquées aux bras de ce levier suivant leurs propres directions, ce qui lui donne pour l'équilibre le rapport du poids à la puissance, en raison inverse des deux bras du levier angulaire, c'est-à-dire des perpendiculaires menées du point fixe sur les directions du poids et de la puissance.
De là, Roberval déduit l'équilibre d'un poids soutenu par deux cordes qui font entre elles un angle quelconque, en substituant au levier perpendiculaire au plan une corde attachée au point d'appui du levier, et à la puissance une autre corde tirée par une force dans la direction de cette puissance ; et, par différentes constructions et analogies un peu compliquées, il parvient à cette conclusion : que, si de quelque point pris dans la verticale du poids, on mène une parallèle à l'une des cordes, jusqu'à la rencontre de l'autre corde, le triangle formé ainsi aura ses côtés proportionnels au poids et aux puissances qui agissent dans la direction des mêmes côtés, ce qui est, comme on voit, le théorème donné par Stevin.
J'ai cru devoir faire mention de cette démonstration de Roberval, nonseulement parce que c'est la première démonstration rigoureuse qu'on ait
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eue du théorème de Stevin, mais encore parce qu'elle est restée dans l'oubli dans un Traité d'Harmonie, assez rare aujourd'hui, où personne ne s'avise de la chercher. Au reste, je ne suis entré dans ce détail sur ce qui regarde la théorie du levier, que pour faire plaisir à ceux qui aiment à suivre la marche de l'esprit dans les sciences, et à connaître les routes que les inventeurs ont tenues, et les routes plus directes qu'ils auraient pu tenir,
8. Les Traités de Statique qui ont paru après celui de Roberval, jusqu'à l'époque de la découverte de la composition des forces, n'ont rien ajouté à cette partie de la Mécanique; on n'y trouve que les propriétés déjà connues du levier et du plan incliné, et leur application aux autres machines simples : encore y en a-t-il quelques-uns qui renferment des théories peu exactes, comme celui de Lami sur l'équilibre des solides, où il donne une proportion fausse du poids à la puissance qui le retient sur un plan incliné. Je ne parle pas ici de Descartes, de Torricelli et de Wallis, parce qu'ils ont adopté pour l'équilibre un principe qui se rapporte à celui des vitesses virtuelles, et dont ils n'avaient pas la démonstration.
9. Le second principe fondamental de la Statique est celui de la composition des forces. 11 est fondé sur cette supposition : que si deux forces agissent à la fois sur un corps (*) suivant différentes directions, ces forces équivalent alors à une force unique, capable d'imprimer au corps le même mouvement que lui donneraient les deux forces agissant séparément. Or un corps qu'on fait mouvoir uniformément suivant deux directions différentes à la fois, parcourt nécessairement la diagonale du parallélogramme dont il eût parcouru séparément les côtés en vertu de chacun des deux mouvements. D'où l'on conclut que deux puissances quelconques qui agissent ensemble sur un même corps, sont équivalentes à une seule représentée, dans sa quantité et sa direction, par la diagonale du parallélogramme dont les côtés représentent en particulier les quantités et les directions des deux puissances données. C'est en quoi consiste le principe qu'on nomme la composition des
forces,
(*) Le mot corps désigne ici un point matériel. (/. Bertrand.)
PREMIERE PARTIE. — LA StATIQUE. 1 I
Ce principe (*) suffit seul pour déterminer les lois de Téquilibre dans tous les cas ; car, en composant ainsi successivement toutes les forces deux à deux, on doit parvenir à une force unique qui sera équivalente à toutes ces forces, et qui, par conséquent, devra être nulle dans le cas d'équilibre, s'il n'y a dans le système aucun point fixe ; mais s'il y en a un, il faudra que la direction de cette force unique passe par le point fixe. C'est ce qu'on peut voir dans tous les livres de Statique, et particulièrement dans la Nouvelle Mécanique de Varignon, où la théorie des machines est déduite uniquement du principe dont nous venons de parler.
Il est évident que le théorème de Stevin sur l'équilibre de trois forces parallèles et proportionnelles aux trois côtés d'un triangle quelconque, est une conséquence immédiate et nécessaire du principe de la composition des forces, ou plutôt qu'il n'est que ce même principe présenté sous une autre forme. Mais celui-ci a l'avantage d'être fondé sur des notions simples et naturelles, au lieu que le tliéorème de Stevin ne l'est que sur des considérations indirectes.
10. Les anciens ont connu la composition des mouvements, comme on le voit par quelques passages d'Aristote, dans ses Questions mécaniques. Les géomètres surtout l'ont employée pour la description des courbes, comme Archimède pour le spirale, Nicomède pour la conchoîde, etc. ; et, parmi les modernes, Roberval en a déduit une méthode ingénieuse de tirer les tangentes aux courbes qui peuvent être censées décrites par deux mouvements dont la loi est donnée ; mais Galilée esl le premier qui ait employé la considération du mouvement composé dans la Mécanique, pour déterminer la courbe décrite par un corps pesant, en vertu de l'action de la gravité et de la force de projection.
Dans la seconde proposition de la quatrième Journée de ses Dialogues, (îalilée démontre qu'un corps mû avec deux vitesses uniformes. Tune horizontale, l'autre verticale, doit prendre une vitesse représentée par l'hypoténuse du triangle dont les côtés représentent ces deux vitesses : mais il paraît
(*) Ce paragraphe manque d'exactitude : deux forces qui ne sont pas dans le même plan n^ayant pas de résultante , la remarque de Lagrange ne peut même pas être appliquée , d'une manière générale, au cas d'un système solide. (/. Bertrand. )
en même temps que Galilée n'a pas connu toute T importance de ce théorème dans la théorie de l'équilibre ; car, dans le Dialogue troisième, oii il traite du mouvement des coips pesants sur des plans inclinés, au lieu d'employer le principe de la composition du mouvement pour déterminer directement la gravité relative d'un corps sur un plan incliné, il déduit plutôt cette détermination de la théorie de l'équilibre sur les plans inclinés, d'après ce qu'il avait établi auparavant dans son Traité délia Scienza mecanica, dans lequel il ramène le plan incliné au levier.
On trouve ensuite la théorie des irtouvements composés dans les écrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de Wallis, etc. : mais, jusqu'à l'année 1 687 , dans laquelle ont paru les Principes mathématiques de Newton, et le Projet de la Nouvelle Mécanique de Varignon, on n'avait point pensé à substituer, dans la composition des mouvements, les forces aux mouvements qu'elles peuvent produire, et à déterminer la force composée résultante de deux forces données, comme on détermine le mouvement composé de deux mouvements rectilignes et uniformes donnés.
Dans le second corollaire de la troisième loi du mouvement. Newton montre en peu de mots comment les lois de l'équilibre se déduisent facilement de la composition et décomposition des forces, en prenant la diagonale d'un parallélogramme pour la force composée de deux forces représentées par ses côtés ; mais cet objet est traité plus en détail dans l'ouvrage de Varignon, et la Nouvelle Mécanique qui a paru après sa mort, en 1726, renferme une théorie complète sur l'équilibre des forces dans les différentes machines, déduite de la seule considération de la composition ou décomposition des forces.
11. Le principe de la composition des forces donne tout de suite les conditions de l'équilibre entre trois puissances qui agissent sur un point, qu'on n'avait pu déduire de l'équilibre du levier que par une suite de raisonnements. Mais, d'un autre, côté, lorsqu'on veut, par ce pi incipe, trouver les conditions de l'équilibre entre deux puissances parallèles appliquées aux extrémités d'un levier droit, on est obligé d'employer des considérations indirectes, en substituant un levier angulaire au levier droit, comme Newton et d'Alembert l'ont fait, ou en ajoutant deux forces étrangères qui se détrui-
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sent mutuellement, mais qui, étant composées avec les puissances données, rendent leurs directions concurrentes, ou enfin en imaginant que les directions des puissances prolongées concourent à l'infini, et en prouvant que la puissance composée doit passer par le point d'appui : c'est la manière dont s'y est pris Varignon dans sa Mécanique. Ainsi, quoique à la rigueur les deux principes du levier et de la composition des forces conduisent toujours aux mêmes résultats, il est remarquable que le cas le plus simple pour l'un de ces principes devient le plus compliqué pour l'autre-
12. Mais on peut établir une liaison immédiate entre ces deux principes, par le théorème que Varignon a donné dans sa Nouvelle Mécanique (section I", lemme XVI), et qui consiste en ce que si, d'un point quelconque pris dans le plan d'un parallélogramme, on abaisse des perpendiculaires sur la diagonale et sur les deux côtés qui comprennent cette diagonale, le produit de la diagonale par sa perpendiculaire est égal à la somme des produits des deux côtés par leurs perpendiculaires respectives si le point tombe hors du parallélogramme, ou à leur différence s'il tombe dans le parallélogramme. Varignon fait voir, par une construction très-simple, qu'en formant des triangles qui aient la diagonale et les deux côtés pour bases, et le point donné pour sommet commun, le triangle formé sur la diagonale est, dans le premier cas, égal à la somme, et, dans le second cas, à la différence des deux triangles formés sur les côtés ; ce qui est en soi-même un beau théorème de Géométrie, indépendamment de son application à la Mécanique.
Ce théorème aurait lieu également et la démonstration serait la même si, sur le prolongement de la diagonale et des côtés, on prenait partout où l'on voudrait des parties égales à ces lignes ; de sorte que, comme toute puissance peut être supposée appliquée à un point quelconque de sa direction, on peut conclure, en général, que deux puissances représentées en quantité et en direction par deux droites placées dans un plan, ont une composée ou résultante représentée en quantité et en direction par une droite placée dans le même plan, qui étant prolongée passe par le point de concours des deux droites, et qui soit telle, qu'ayant pris dans ce plan un point quelconque, et abaissé de ce point des perpendiculaires sur ces trois droites prolongées, s'il est nécessaire, le produit de la résultante par sa perpendiculaire soit égal à
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la somme ou à la différence des produits respectifs des deux puissances composantes par leurs perpendiculaires, selon que le point d'où partent les trois perpendiculaires sera pris au dehors ou au dedans des droites qui représentent les puissances composantes.
Ijorsque ce point est supposé tomber sur la direction de la résultante, cette puissance n'entre plus dans Téquation, et Ton a l'égalité entre les deux produits des composantes par leurs perpendiculaires; c'est le cas de tout levier droit et angulaire, dont le point d'appui est le même que le point dont il s'agit, parce qu'alors l'action de la résultante est détruite par la résistance de l'appui.
Ce théorème, dû à Varignon, est le fondement de presque toutes les Statiques modernes, où il constitue le principe général appelé des moments. Son grand avantage consiste en ce que la composition et la résolution des forces y sont réduites à des additions et des soustractions; de sorte que, quel que soit le nombre des puissances à composer, on trouve Êicilement la puissance résultante, laquelle doit être nulle dans le cas d'équilibre.
13. J'ai rapporté l'époque de la découverte de Varignon à celle de la publication de son Projet, quoique dans TAvertissement, qui est à la tête de la Nouvelle Mécanique, on ait avancé qu'il avait donné deux ans auparavant, dans Y Histoire de la République des Lettres, un Mémoire sur les poulies à moufle, dans lequel il se servait des mouvements composés pour déterminer tout ce qui regarde cette machine; mais je doi^ observer que cet article manque d'exactitude. Le Mémoire dont il s'agit, sur les poulies, ne se trouve que dans les Nouvelles de la République des Lettres du mois de mai 1687, sous le titre de Nouvelle Démonstration générale de l'usage des poulies à moufle. Ij'auteur y considère l'équilibre d'un poids soutenu par une corde qui passe sur une poulie, et dont les deux parties ne sont pas parallèles. Il n'y fait point usage ni même mention du principe de la composition des forces, mais il emploie les théorèmes .déjà connus sur les poids soutenus par des cordes, et il cite les Statiques de Pardis et de Dechales. Dans une seconde démonstration, il réduit la question au levier, en regardant la droite qui joint les deux points où la corde abandonne la poulie, comme un levier chargé du poids appliqué à la poulie, et dont les extrémités sont tirées par les deux portions de la corde qui soutient la poulie.
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Pour ne rien omettre de ce qui regarde l'histoire de la découverte de la composition des forces, je dois dire un mot d'un petit écrit publié par Lami en 1687, s^^^^ '® ^^^^ ^^ Nouvelle manière de démontrer les principaux théorèmes des éléments des mécaniques. L'auteur observe que si un corps est poussé par deux forces suivant deux directions différentes, il suivra nécessairement une direction moyenne; de sorte que, si le chemin suivant cette direction lui était fermé, il demeurerait en repos, et les deux forces se feraient équilibre. Or il détermine la direction moyenne par la composition des deux mouvements que le corps prendrait dans le premier instant en vertu de chacune des deux forces, si elles agissaient séparément, ce qui lui donne la diagonale du parallélogramme dont les deux côtés seraient les espaces parcourus en même temps par l'action des deux forces, et, par conséquent, proportionnels aux forces. De là il tire tout de suite le théorème que les deux forces sont entre elles en raison réciproque des sinus des angles que leurs directions font avec la direction moyenne que le corps prendrait s'il n'était pas arrêté, et il en fait l'application au plan incliné et au levier lorsque ses extrémités sont tirées par des puissances dont les directions font un angle; mais, pour le cas oii ces directions sont parallèles, il emploie un raisonnement vague et peu concluant.
La conformité du principe employé par Lami avec celui de Varignon, avait fait dire à l'auteur de V Histoire des Ouvrages des Savants (avril 1 688) qu'il y avait apparence que le premier devait au dernier la découverte de son principe. Lami s'est justifié de cette imputation, dans une Lettre publiée dans le Journal des Savants y du i3 septembre 1688, à laquelle le journa- Kste a répondu au mois de décembre de la même année ; mais cette contestation, à laquelle Varignon n'a point pris part, n'a pas été plus loin, et l'écrit de Lami paraît être tombé dans l'oubli.
Au reste, la simplicité du principe de la composition des forces, et la facilité de l'appliquer à tous les problèmes sur l'équilibre, l'ont fait adopter des mécaniciens aussitôt après sa découverte, et l'on peut dire qu'il sert de base à presque tous les Traités de Statique qui ont paru depuis.
14 (*). On ne peut cependant s'empêcher de reconnaître que le principe
^ 1 ■— i-Tw— ^ ii^w ■ in ■ ^ ^m _ I ^K^mm^LM-mm l mwm m m mr-n -fc 1 —r^- — ■ W-r^ r^— r — ri ^ ■■-m -i i ^-'- -..-■ — ■■-»■ . ■■■ ■
(*) En comparant ce paragraphe 14 avec la fin du paragraphe li$, on a peine à comprendre com-
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du levier a seul l'avantage d'être fondé sur la nature de l'équilibre considéré en lui-même, et comme un état indépendant du mouvement; d* ailleurs il y a une différence essentielle dans la manière d'estimer les puissances qui se font équilibre dans ces deux principes. De sorte que, si l'on n'était pas parvenu à les lier par les résultats, on aurait pu douter avec raison s'il était permis de substituer au principe fondamental du levier celui qui résulte de la considération étrangère des mouvements composés.
En effet, dans l'équilibre du levier, les puissances sont des poids ou peuvent être regardées comme tels, et une puissance n'est censée double ou triple d'une autre qu'autant qu'elle est formée par la réunion de deux ou trois puissances égales chacune à l'autre puissance. Mais la tendance à se mouvoir est supposée la même dans chaque puissance, quelle que soit son intensité; au lieu que, dans le principe de la composition des forces, on estime la valeur des forces par le degré de vitesse qu'elles communiqueraient au corps auquel elles sont appliquées, si chacune était libre d'agir séparément, et c'est peut-être cette différence dans la manière de concevoir les forces qui a empêché longtemps les mécaniciens d'employer les lois connues de la composition des mouvements dans la théorie de l'équilibre, dont le cas le plus simple est celui de l'équilibre des corps pesants.
15. On a cherché depuis à rendre le principe de la composition des forces indépendant de la considération du mouvement, et à l'établir uniquement sur des vérités évidentes par elleç-mêmes. Daniel Bernoulli (*) a donné le premier, dans les Commentaires de l'académie de Pétersboiirg, tome I", une démonstration très-ingénieuse du parallélogramme des forces, mais longue et compliquée, que d'Alembert a ensuite rendue un peu plus simple dans le premier volume de ses Opuscules.
ment LagraDge peut regretter que Ton n'emploie pas une méthode dont il fait ici une critique si bien fondée. On peut voir, au reste , au sujet de la réduction de la composition des forces à la composition des mouvements, le Mémoire de Daniel Bernoulli {Commentaires de Pétersboitrg, tome P'; 1726); la question y est traitée à fond et de manière à ne laisser aucun doute sur Tinsuffisance de ce genre de considérations. (/. Bertrand, )
{*) La même démonstration a été récemment reproduite et simplifiée par M. Aimé, Journal de Mathématiques de M. Liouville, tome P', page 335. {/. Bertrand,)
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Cette démonstration est fondée sur ces deux principes :
1** Que si deux forces agissent sur un même point dans des directions différentes, elles ont pour résultante une force unique qui divise en deux également l'angle compris entre leurs directions lorsque les deux forces sont égales, et qui est égale à leur somme lorsque cet angle est nul, ou à leur différence lorsque Tangle est de deux droits ; 2° que des équi-multiples des mêmes forces ou des forces quelconques qui leur soient proportionnelles, ont une résultante équi-multiple de leur résultante ou proportionnelle à cette résultante, les angles demeurant les mêmes.
Ce second principe est évident en regardant les forces comme des quantités qui peuvent s'ajouter ou se soustraire.
A l'égard du premier, on le démontre en considérant le mouvement qu'un corps, poussé par deux forces qui ne se font pas équilibre, doit
prendre, et qui, étant nécessairement unique, peut être attribué à une force unique agissant sur lui dans la direction de son mouvement. Ainsi l'on peut dire que ce principe n'est pas tout à fait exempt de la considération du mouvement.
Quant à la direction de la résultante dans le cas de l'égalité des deux forces, il est clair qu'il n'y a pas plus de raison pour qu'elle soit plus inclinée à Tune qu'à l'autre de ces deux forces, et que, par conséquent, elle doit couper l'angle de leurs directions en deux parties égales.
On a ensuite traduit en analyse le fond de cette démonstration, et on lui a donné différentes formes plus ou moins simples, en considérant la résultante comme fonction des forces composantes et de l'angle compris entre leurs directions. Voyez le second tome des Mélanges de la Société de Turin, les Mémoires de V Académie dss Sciences y de 1 769, le sixième volume des Opuscules de d'Alembert, etc. Mais il faut avouer qu'en séparant ainsi le principe de la composition des forces de celui de la composition des mouvements, on lui fait perdre ses principaux avantages, l'évidence et la simplicité, et on le réduit à n'être qu'un résultat *de constructions géométriques ou d'analyse.
16. Je viens enfin au troisième principe, celui des vitesses virtuelles. Oh doit entendre par vàesse virtuelle, celle qu'un corps en équilibre est disposé à recevoir, en cas que l'équilibre vienne à être rompu, c'est-à-dire la vitesse
Méc, anaL I. 3
l8 MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
que ce corps prendrait réellement dans le premier instant de son mouvement ; et le principe dont il s'agit consiste en ce que des puissances sont en équilibre quand elles sont en raison inverse de leurs vitesses virtuelles, estimées suivant les directions de ces puissances.
Pour peu qu'on examine les conditions de l'équilibre dans le levier et dans les autres machines, il est facile de reconnaître cette loi, que le poids et la puissance sont toujours en raison inverse des espaces que l'un et l'autre peuvent parcourir en même temps : cependant il ne paraît pas que les anciens en aient eu connaissance. Guido Ubaldi est peut-être le premier qui l'ait aperçue dans le levier et dans les poulies mobiles ou moufles. Galilée l'a reconnue ensuite dans les plans inclinés et dans les machines qui en dépendent, et il l'a regardée comme une propriété générale de l'équilibre des machines. Voyez son Traité de Mécanique et le scolie de la seconde proposition du troisième Dialogue, dans l'édition de Bologne de i655.
Galilée entend par moment d'un poids ou d'une puissance appliquée à une machine, l'eflFort, l'action, l'énergie, Vimpetus de cette puissance pour mouvoir la machine, de manière qu'il y ait équilibre entre deux puissances, lorsque leurs moments pour mouvoir la machine en sens contraires sont égaux ; et il fait voir que le moment est toujours proportionnel à la puissance multipliée par la vitesse virtuelle, dépendante de la manière dont la puissance agit.
Cette notion des moments a aussi été adoptée par Wallis, dans sa Mécanique publiée en 1669. L'auteur y pose le principe de l'égalité des moments pour fondement de la Statique, et il en déduit au long la théorie de l'équilibre dans les principales machines.
Aujourd'hui on n'entend plus communément par moment^ que le produit d'une puissance par la distance de sa direction à un point, ou à une ligne, ou à un plan, c'est-à-dire par le bras de levier par lequel elle agit ; mais il me semble que la notion du moment donnée par Gralilée et par Wallis est bien plus naturelle et plus générale, et je ne vois pas pourquoi on l'a abandonnée pour y en substituer une autre qui exprime seulement la valeur du moment dans certains cas, comme dans le levier, etc.
Descartes a réduit pareillement toute la Statique à un principe unique qui revient, pour le fond, à celui de Galilée, mais qui est présenté d'une
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manière moins générale. Ce principe est, qu'il ne faut ni plus ni moins de force pour élever un poids à une certaine hauteur, qu'il en faudrait pour élever un poids plus pesant à une hauteur d'autant moindre, ou un poids moindre à une hauteur d'autant plus grande [voyez la Lettre 78 du tome P', publié en 1667, et le Traité de Mécanique imprimé dans les Ouvrages posthumes). D'où il résulte qu'il y aura équilibre entre deux poids, lorsqu'ils seront disposés de manière que les chemins perpendiculaires qu'ils peuvent parcourir ensemble soient en raison réciproque des poids. Mais, dans l'application de ce principe aux différentes machines, il ne faut considérer que les espaces parcourus dans le premier instant du mouvement, et qui sont proportionnels aux vitesses virtuelles, autrement on n'aurait pas les véritables lois de l'équilibre.
Au reste, soit qu'on regarde le principe des vitesses virtuelles comme une propriété générale de l'équilibre, ainsi que l'a fait Galilée, soit qu'on veuille le prendre avec Descartes et Wallis pour la vraie cause de l'équilibre, il faut avouer qu'il a toute la simplicité qu'on peut désirer dans un principe fondamental; et nous verrons plus bas combien ce principe est encore recommandable par sa généralité.
Torricelli, fameux disciple de Galilée, est l'auteur d'un autre principe, qui dépend aussi de celui des vitesses virtuelles ; c'est que lorsque deux poids sont liés ensemble et placés de manière que leur centre de gravité ne puisse pas descendre, ils sont en équilibre dans cette situation. Torricelli ne l'applique qu'au plan incliné, mais il est facile de se convaincre qu'il n'a pas moins lieu dans les autres machines. F oyez son Traité de Motu gravium natur aliter descendentium, qui a paru en 1664.
Le principe de Torricelli en a fait naître un autre, dont quelques auteurs ont fait usage pour résoudre avec plus de facilité différentes questions de Statique; c'est celui-ci : que dans un système de corps pesants en équiKbre, le centre de gravité est le plus bas qu'il est possible. En effet, on sait, par la théorie de maximis et minimis, que le centre de gravité est le plus bas lorsque la différentielle de sa descente est nulle, ou, ce qui revient au même, lorsque ce centre ne monte ni ne descend, tandis que le système change infiniment peu de place.
17. Le principe des vitesses virtuelles peut être rendu très-général de cette manière :
Si un système quelconque de toM de corps ou points que Von veut, tirés chacun par des puissances quelconques, est en équilibre, et qu'on donne a ce système un petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque point parcoure un espace infiniment petà qui exprimera sa vitesse virtuelle, la somme des puissances multipliées chacune par l'espax^e que le point où elle est appliquée parcourt suivant la direction de cette même puissance, sera toujours égale à zéro, en regardant comme positifs les petits espaces parcourus dans le sens des puissances, et comme négatifs les espaces parcourus dans un sens opposé.
Jean Bernoulli est le premier, que je sache, qui ait aperçu cette grande généralité du principe des vitesses virtuelles, et son utilité pour résoudre les problèmes de Statique. C'est ce qu'on voit dans une de ses Lettres à Varignon, datée de 1 7 1 7, que ce dernier a placée à la tête de la section neuvième de sa Nouvelle Mécanique, section employée tout entière à montrer par diflFérentes applications la vérité et l'usage du principe dont il s'agit.
Ce même principe a donné lieu ensuite à celui que Maupertuis a proposé dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris pour l'année 1 740, sous le nom de Loi de repos, et qu'Euler a développé davantage et rendu plus général dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'année 1 75 1 . Enfin c'est encore le même principe qui sert de base à celui que Courtivron a donné dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris pour 1 748 et 1749.
Et, en général, je crois pouvoir avancer que tous les principes généraux qu'on pourrait peut-être encore découvrir dans la science de l'équilibre, ne seront que le même principe des vitesses virtuelles, envisagé différemment, et dont ils ne différeront que dans l'expression.
Mais ce principe est non-seulement en lui-même très-simple et très-général ; il a, de plus, l'avantage précieux et unique de pouvoir se traduire en une formule générale qui renferme tous les problèmes qu'on peut proposer sur l'équilibre des corps. Nous exposerons cette formule dans toute son étendue ; nous tâcherons même de la présenter d'une manière encore plus générale qu'on ne Ta fait jusqu'à présent, et d'en donner des applications nouvelles.
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18. Quant à la nature du principe des vitesses virtuelles, il faut convenir qu'il n'est pas assez évident par lui-même pour pouvoir être érigé en principe primitif; mais on peut le regarder comme l'expression générale des lois de l'équilibre, déduites des deux principes que nous venons d'exposer. Aussi, dans les démonstrations qu'on a données de ce principe, on Ta tou^ jours fait dépendre de ceux-ci, par des moyens plus ou moins directs. Mais il y a, en Statique, un autre principe général et indépendant du levier et de la composition des forces, quoique les mécaniciens l'y rapportent communément, lequel paraît être le fondement naturel du principe des vitesses virtuelles; on peut l'appeler le principe des poulies.
Si plusieurs poulies sont jointes ensemble sur une même chape, on appelle cet assemblage poUspaste ou moufle , et la combinaison de deux moufles, l'une fixe et l'autre mobile, embrassées par une même corde dont l'une des extrémités est fixement attachée, et l'autre est attirée par une puissance, forme une machine dans laquelle la puissance est au poids porté par la moufle mobile, comme l'unité est au nombre des cordons qui aboutissent à cette moufle, en les supposant tous parallèles et faisant abstraction du fi'ottement e\ de la roideur de la corde ; car il est évident qu'à cause de la tension uniforme de la corde dans toute sa longueur, le poids est soutenu par autant de puissances égales à celle qui tend la corde qu'il y a de cordons qui soutiennent la moufle mobile, puisque ces cordons sont parallèles et qu'ils peuvent même être regardés comme n'en faisant qu'un, en diminuant, si Ton veut, à l'infini le diamètre des poulies.
En multipliant ainsi les moufles fixes et mobiles, et les faisant toutes embrasser par la même corde, au moyen de différentes poulies fixes de renvoi, la même puissance, appliquée à son extrémité mobile, pourra soutenir autant de poids qu'il y a de moufles mobiles, et dont chacun sera à cette puissance comme le nombre des cordons de la moufle qui le soutient est à l'unité.
Substituons, pour plus de simplicité, un poids à la place de la puissance, après avoir fait passer sur une poulie fixe le dernier cordon qui soutient ce poids, que nous prendrons pour l'unité; et imaginons que les différentes moufles mobiles, au lieu de soutenir des poids, soient attachées à des corps regardés comme des points, et disposés entre eux en sorte qu'ils forment un système quelconque donné. De cette manière, le même poids produira, par le
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moyen de la corde qui embrasse toutes les moufles, différentes puissances qui agiront sur les diffîérents points du système, suivant la direction des cordons qui aboutissent aux moufles attachées à ces points, et qui seront au pœds comme le nombre des cordons est à l'unité; en sorte que ces puissances seront représentées elles-mêmes par le nombre des cordons qui concourent à les produire par leur tension.
Or il est évident que, pour que le système tiré par ces différentes puissances demeure en équilibre, il faut que le poids ne puisse pas descendre par un déplacement quelconque infiniment petit des points du système (*) ; car, le poids tendant toujours à descendre, s'il y a un déplacement du système qui lui permette de descendre, il descendra nécessairement et produira ce déplacement dans le système.
Désignons par a, |3, 7, etc., les espaces infiniment petits que ce déplacement ferait parcourir aux différents points du système suivant la direction des puissances qui les tirent, et par P, Q, R, etc., le nombre des cordons des moufles appliquées à ces points pour produire ces mêmes puissances; il est visible que les espaces a, /3, 7, etc., seraient aussi ceux par lesquels les moufles mobiles se rapprocheraient des moufles fixes qui leur répondent, et que ces rapprochements diminueraient la longueur de la corde qui les embrasse des quantités Pa, Qp, R7, etc. ; de sorte qu'à cause de la longueur invariable de la corde, le poids descendrait de l'espace
Pa4-Q/3 H- R7 -h ....
Donc il faudra, pour l'équilibre des puissances représentées par les nombres P, Q, R, etc., que l'on ait l'équation
Pa -h Q/3 -h R> •+- ... = o,
ce qui est l'expression analytique du principe général des vitesses virtuelles.
19. Si la quantité Pa -h Q|S H- R7 -f- ..., au lieu d'être nulle> était négative, il semble que cette condition suffirait pour établir l'équilibre,
(*) On a objecté , avec raison, à cette assertion de Lagrange Fexeniple d*un point pesant en équilibre au sommet le plus élevé d'une courbe; il est évident quu'n déplacement infiniment petit le ferait des* cendre, et, pourtant , ce déplacement ne se produit pas. La première démonstration rigoureuse du principe des vitesses virtuelles est due à Fourier [Journal de l'École Polytechnique , tome II, an vu). Le même cahier du Journal contient la démonstration que Lagrange reproduit ici. (/. Bertrand, )
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parce qu'il est impossible que le poids monte de lui-même ; mais il faut considérer que, quelle que puisse être la liaÎ6on des points qui forment le système donné, les relations qui en résultent entre les quantités infiniment petites «> Pj >ï ^^c., ne peuvent être exprimées que par des équations différentielles, et, par conséquent, linéaires entre ces quantités. De sorte qu'il y en aura nécessairement une ou plusieurs d'entre elles qui resteront indéterminées, et qui pourront être prises en plus ou en moins ; par conséquent, les valeurs de toutes ces quantités seront toujours telles, qu'elles pourront changer de signe à la fois. D'où il s'ensuit que si, dans un certain déplacement du système, la valeur de la quantité Pa -h Q^ H- R7 -h -.., est négative, elle deviendra positive en prenant les quantités a, |3, 7, etc. , avec des signes contraires; ainsi le déplacement opposé étant également possible, ferait descendre le poids et détruirait l'équilibre.
Réciproquement, on peut prouver que si l'équation
Pa -h Qp -h Ry-h ... = o
a lieu pour tous les déplacements possibles infiniment petits du système, il sera nécessairement en équilibre ; car le poids demeurant immobile dans ces déplacements, les puissances qui agissent sur le système restent dans le même état, et il n'y a pas plus de raison pour qu*elles produisent l'un plutôt que l'autre des deux déplacements dans lesquels les quantités a, p, 7, etc., ont des signes contraires. C'est le cas de la balance qui demeure en équilibre, parce qu'il n'y a pas plus de raison pour qu'elle s'incline d'un côté plutôt que de l'autre.
Le principe des vitesses virtuelles étant ainsi démontré pour des puissances commensurables entre elles, le sera aussi pour des puissances quelconques incommensurables, puisqu'on sait que toute proposition qu'on démontre pour des quantités commensurables, peut se démontrer également par la réduction a ï absurde y lorsque ces quantités sont incommensurables.
DEUXIÈME SECTION
FORMULE GÉNÉRALE DE LA STATIQUE POUR L'ÉQUILIBRE d'uN SYSTÈME QUELCONQUE DE FORCES, AVEC LA MANIÈRE DE FAIRE USAGE DE CETTE FORMULE.
1 . La loi générale de l'équilibre dans les machines est que les forces ou puissances soient entre elles réciproquement comme les vitesses des points où elles sont appliquées, estimées suivant la direction de ces puissances.
C'est dans cette loi que consiste ce qu'on appelle communément le principe des vitesses virtuelles, principe reconnu depuis longtemps pour le principe fondamental de l'équilibre, ainsi que nous l'avons montré dans la section précédente, et qu'on peut, par conséquent, regarder comme une espèce d'axiome de Mécanique.
Pour réduire ce principe en formule, supposons que des puissances P, Q, R, etc., dirigées suivant des lignes données, se fassent équilibre. Concevons que, des points où ces puissances sont appliquées, on mène des lignes droites égales à/?, ^, r, etc. , et placées dans les cQrections de ces puissances ; et désignons, en général, par dp^dq^dr^etc.^ les variations, ou différences de ces lignes, en tant qu'elle» peuvent résulter d'un changement quelconque infiniment petit dans la position des différents corps ou points du système.
Il est clair que ces différences exprimeront les espaces parcourus dans un même instant par les puissances P, Q, R, etc., suivant leurs propres directions, en supposant que ces puissances tendent à augmenter les lignes respectives /?, q^ r, etc. Les différences dp^ dq^ dr, etc., seront ainsi proportionnelles aux vitesses virtuelles des puissances P, Q, R, etc. , et pourront, pour plus de simplicité, être prises pour ces vitesses.
Cela posé, ne considérons d'abord que deux puissances P et Q en équilibre. Par la loi de l'équilibre entre deux puissances, il faudra que les quantités P et Q soient entre elles en raison inverse des différentielles dp^ dq\ mais il est aisé de concevoir qu'il ne saurait y avoir équilibre entre deux puissances, à moins qu'elles ne soient disposées de manière que, quand l'une d'elles se meut suivant sa propre direction, l'autre ne soit contrainte de se mouvoir dans un sens contraire à la sienne; d'où il s'ensuit que les valeurs des différences dp et dq doivent être de signes contraires : donc les valeurs
des forces P et Q étant supposées toutes deux positives, on aura, pour réquilibre,
çr= — ^) ou bien Pdp -hQdq = 0',
c'est la formule générale de l'équilibre de deux puissances.
Considérons maintenant l'équilibre de trois puissances P, Q, R, dont les vitesses virtuelles soient représentées par les différentielles dp^dq^ dr. Faisons Q = Q'-+- Q", et supposons, ce qui est permis, que la partie Q' (*) de la force Q soit telle, qu'on ait P^ -h Q'rfrjr = o; elle fera alors équilibre à la force P, et il faudra, pour l'équilibre entier, que l'autre partie Q" de la même force Q, fasse seule équilibre à la troisième force R ; ce qui donnera l'équation
Q'V(/H-Rrfr = o,
laquelle étant jointe à l'équation précédente, on aura, à cause de Q'-h Q''=Q,
celle-ci:
Pc^ + Qû^ H- Rcir = o.
S'il y a une quatrième puissance S dont la vitesse virtuelle soit représentée par la différentielle d^^ on fera
Q = Q'h-Q'^ et Pdp^Q'dq = o, ensuite
R = R'-hR'^ et Q'dq^Wdr = o.
Alors la partie Q' de la force Q fera seule équilibre à la force P ; la partie R' de la force R fera de même équilibre à l'autre partie Q" de la même force Q, et, pour l'équilibre total des quatre forces P, Q, R, S, il faudra que la partie restante R'' de la force R fasse équilibre à la dernière force S, et que, par
{*) Ce raisonnement n*est exact qu'autant que Ton considère un déplacement déterminé du système. Si Ton ne fait pas cette restriction, le rapport -^ peut recevoir toutes les valeurs possibles,
et l'équation F dp -h QVçr = o ne peut être satisfaite pour aucune valeur déterminée de Q'. Il faudrait, par conséquent, pour compléter la démonstration de Lagrange, rappliquer successivement à tous les déplacements possibles du système, en introduisant, à chaque fois, des liaisons nouvelles qui empêchent les autres déplacements de se produire. Lagrange, du reste, fait lui-même cette remarque (deuxième section , paragraphe 15). (/. Bertrand. )
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conséquent, on ait
R'Vr-hSrf^ = o.
Os trois équations étant jointes ensemble donneront
l?dp -hQdg -\-Rdr -i- Sds = 0.
Ainsi de suite, quel que soit le nombre des puissances en équilibre.
2. On a donc, en général, pour l'équilibre d'un nombre quelconque de puissances P, Q, R, etc., dirigées suivant les lignes/?, 9, r, etc., et appliquées à un système quelconque de corps ou points disposés entre eux d'une manière quelconque, une équation de cette forme :
Vdp-hQdq-hRdr-^... =0.
C'est la formule générale de la Statique pour l'équilibre d'un système quelconque de puissances.
Nous nommerons chaque tenue de cette formule, tel que Pc^, le moment de la force P, en prenant le mot de moment dans le sens que Galilée lui a donné, c'est-à-dire pour le produit de la force par sa vitesse virtuelle. De sorte que la formule générale de la Statique consistera dans l'égalité à zéro de la somme des moments de toutes les forces.
Pour faire usage de cette formule, la difficulté se réduira à déterminer, conformément à la nature du système donné, les valeurs des différentielles dfy dq^ dr^ etc.
On considérera donc le système dans deux positions différentes et infiniment voisines, et l'on cherchera les expressions les plus générales des différences dont il s'agit, en introduisant dans ces expressions autant de quantités indéterminées qu'il y aura d'éléments arbitraires dans la variation de position du système. On substituera ensuite ces expressions de dp^ dq^ dr^ etc. , dans l'équation proposée, et il faudra que cette équation ait lieu, indépendamment de toutes les indéterminées, afin que l'équilibre du système subsiste en général et dans tous les sens. On égalera donc séparément à zéro la somme des termes affectés de chacune des mêmes indéterminées, et l'on aura, par ce moyen, autant d^équations particulières qu'il y aura de ces indéter-
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minées ; or il n'est pas difficile de se convaincre que leur nombre doit toujours être égal à celui des quantités inconnues dans la position du système : donc on aura, par cette méthode, autant d'équations qu'il en faudra pour déterminer l'état d'équilibre du système.
C'est ainsi qu'en ont usé tous les auteurs qui ont appliqué jusqu'ici le principe des vitesses virtuelles à la solution des problèmes de Statique ; mais cette manière d'employer ce principe exige souvent des constructions et des considérations géométriques qui rendent les solutions aussi longues que si on les déduisait des principes ordinaires de la Statique : c'est peut-être la raison qui a empêché qu'on n'ait fait de ce principe tout le cas et l'usage qu'il semble qu'on en aurait dû faire, vu sa simplicité et sa généralité.
5. L'objet de cet ouvrage étant de réduire la Mécanique à des opérations purement analytiques, la formule que nous venons de trouver est très-propre à le remplir. Il ne s'agit que d'exprimer analytiquement, et de la manière la plus générale, les valeurs des lignes/;, q^ r, etc., prises dans les directions des forces P, Q, R, etc. , et l'on aura, par la simple difFérentialion, les valeurs des vitesses virtuelles dp y dq y dr^ etc.
Il faudra seulement faire attention que, dans le calcul différentiel, lorsque plusieurs quantités varient ensemble, on suppose qu'elles augmentent toutes en même temps de leurs différentielles; et si, par la nature de la question, quelques-unes d'entre elles doivent diminuer, tandis que les autres augmentent, on donne alors le signe moins aux différentielles de celles qui .doivent diminuer.
Les différentielles dp^ dq^ dr^ etc. , qui représentent les vitesses virtuelles des forces P, Q, R, etc. , devront donc être prises positivement ou négativement, selon que ces forces tendront à augmenter ou à diminuer les lignes/?, q, r, etc., qui déterminent leur direction; mais comme la formule générale de l'équilibre ne change pas en changeant les signes de tous ses termes, il sera permis de regarder indifféremment comme positives les différentielles des lignes qui augmentent ou diminuent ensemble, et comme négatives les différentielles de celles qui varient en sens contraire. Ainsi, en regardant les forces comme positives, leurs moments PdpjQdp, etc. , seront positifs ou négatifs, selon que les vitesses virtuelles dp y dq, etc., seront positives ou négatives;
et lorsqu'on voudra faire agir les forces en sens contraire, il n'y aura qu'à donner le signe moins aux quantités qui représentent ces forces, ou changer les signes de leurs moments.
Il résulte de là cette propriété générale de l'équilibre, qu'un système quelconque de forces en équilibre y demeure encore si chacune des forces vient à agir en sens contraire, pourvu que la constitution du système ne souffre aucun changement par un changement de direction de toutes les forces . , ^
4. Quelles que soient les forces qui agissent sur un système donné de corps ou de points, on peut toujours les regarder comme tendantes vers des points placés dans les lignes de leur direction.
Nous nommerons ces points les centres des forces, et l'on pourra prendre pour les lignes/?, q^ r, etc., les distances respectives de ces centres aux points du système auquel les forces P, Q, R, etc., sont appliquées. Dans ce cas, il est clair que ces forces tendront à diminuer les lignes/?, q^ r, etc.; il faudrait, par conséquent, donner le signe moins à leurs différentielles : mais en changeant tous les signes, la formule générale sera également
Vdp -h Qdq + Kdr -h ... = o.
Or les centres des forces peuvent être hors du système, ou bien dans le système et en faire partie, ce qui distingue les forces en extérieures et intérieures.
Dans le premier cas, il est visible que les différences dp^ dq^ dr, etc., expriment, les variations entières des lignes/?, y, r, etc., dues au changement de situation du système; elles sont, par conséquent, les différentielles complètes des quantités/?, ^, r, etc-. , en y regardant comme variables toutes les quantités relatives à la situation du système, et comme constantes celles qui se rapportent à la position des différents centres des forces.
Dans le second cas, quelques-uns des corps du système seront eux-mêmes les centres des forces qui agissent sur d'autres corps du même système, et, à cause de l'égalité entre l'action et la réaction, ces derniers corps seront en même temps les centres des forces qui agissent sur les premiers. .
Considérons donc deux corps (*) qui agissent l'un sur l'autre avec une force
(*) Le mot corps, ici comme plus haut, désigne un point matériel. (/. BertranrJ.)
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quelconque P, soit que cette force vienne de l'attraction ou de la répulsion de ces corps, ou d'un ressort placé entre eux, ou d'une autre manière quelconque. Soient/? la distance entre ces deux corps, et dp la variation de cette distance, en tant qu'elle dépend du changement de situation de Tun des corps; il est clair qu'on aura, relativement à ce corps, Vdp^ pour le moment virtuel de la force P. De même, si l'on désigne par dp" la variation de la même distance /?, résultante du changement de situation de l'autre corps, on aura, relativement à ce second corps, le moment Vdp" de la même force P: donc le moment total dû à cette force *sera représenté par V {dp^ ^ dp")\ mais il est visible que dp' H- dp" est la différentielle complète de /?, que nous désignerons par dp^ puisque la distance p ne peut varier que par le déplacement des deux corps, donc le moment dont il s'agit sera exprimé simplement par Vdp. On peut étendre ce raisonnement à tant de corps qu'on voudra.
5. Il suit de là que, pour avoir la somme des moments de toutes les forces d'un système donné, soit que ces forces soient extérieures ou intérieures, il n'y aura qu'à considérer en particulier chacune des forces qui agissent sur les différents corps ou points du système, et prendre la somme des produits de ces différentes forces multipliées chacune par la différentielle de la distance respective entre les deux termes de chaque force, c'est-à-dire entre le point sur lequel agit cette force et celui oii elle tend, en regardant, dans ces différentielles, comme variables toutes les quantités qui dépendent de la situation du système, et comme constantes celles qui se rapportent aux points ou centres extérieurs, c'est-à-dire en considérant ces points comme fixes, tandis qu'on fait varier la situation du système.
Cette somme étant égalée à zéro, donnera la formule générale de la Statique.
6. Pour donner à l'expression analytique de cette formule toute la généralité ainsi que la simplicité dont elle est susceptible, on rapportera la position de tous les corps ou points du système donné, ainsi que celle des centres, à des coordonnées rectangles et parallèles à trois axes fixes dans l'espace.
Nous nommerons, en général, x, j, z, les coordonnées des points auxquels les forces sont appliquées, et nous les distinguerons ensuite par un ou plusieurs traits, relativement aux différents points du système.
3o MÉCANIQUE ANALYTIQUE.
Nous désignerons de mênie par a, 6, c, les coordonnées pour les centres des forces.
II est visible que les distances/;, q^ r, etc., entre les points d'application et les centres des forces, seront exprimées, en général, par la formule
\J{x -af -^ {y - by ^ {z-c)\
dans laquelle les quantités a^ h, c seront constantes ou du moins devront être regardées comme telles, pendant que x, j, z varient, dans le cas où elles se rapportent à des points placés hors du système, et où les forces sont extérieures; mais, dans le cas où les forces sont intérieures et partent de quelques-uns des corps du système même, ces quantités a, è, c deviendront x^^ ^^"^ ' , y'^ ^^"^ ' j z'" ****"•, et seront, par conséquent, variables.
Ayant ainsi les expressions des quantités finies p, q, r^ etc. , en fonctions connues des coordonnées des différents corps du système, il n'y aura plus qu'à différentier à l'ordinaire, en regardant ces coordonnées comme seules variables, pour avoir les valeurs cherchées des différences dp, dq, dr^ etc., qui entrent dans la formule générale de l'équilibre.
7. Mais quoiqu'on puisse toujours regarder les forces P, Q, R, etc., comme tendantes à des centres donnés; cependant, comme la considération de ces centres est étrangère à la cjuestion, dans laquelle on ne considère ordinairement comme données que la quantité et la direction de chaque force, voici des manières plus générales d'exprimer les différences dp, dq, dr, etc.
Et d'abord en supposant, ce qui est toujours permis, que la force P tende à un centre fixe, on a
p= ^{x-aY -^ {y -^bf ^ {z - c)\ et de là, en difïërentiant sans que a, è, c varient, si la force P est extérieure,
dp = '^~^ dx H- ^ - ~ dr -+- -— - dz.
Or il est facile de voir que ^~^ j - ^ ~ i -^^ sont les cosinus des angles
que la ligne p fait avec les lignes x — a, y — è, z — c. Donc, en général,
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si Ton nomnie a, /3, y les ajogles que la direction de la force P fait avec les axes des x^ y^ z, ou avec des parallèles à ces axes, on aura
= cos a, = cos 0, = cos y ;
par conséquent,
dp = cos adx -h cos ^rfy -h cos ^rfz,
et ainsi des autres différences dq^dr^ etc.
Mais si la même force P, étant intérieure, agit sur les deux points qui répondent aux coordonnées a:, j, z et x\ j', z' pour les rapprocher ou éloigner Tun de l'autre, on aura alors, dans l'expression de/^,
a=:x\ b=^y\ c=:z\ et, par conséquent,
dp = cos a {dx — dx') -h cos /3 {dy — dy') H- cos y {dz — dz^) .
On remarquera, par rapport aux angles a, j3, 7, premièrement, que
cos «^ -h cos /3* H- cos 7^ = I ,
ce qui est évident par les formules précédentes; en second lieu, que si l'on nomme € l'angle que la projection de la ligne p sur le plan des x et y fait avec l'axë des x, on aura
= COS g, = sm g,
en supposant
TT = )/{x — ay -h (y — by]
donc, mettant pour x — a, j — è, leurs valeurs pcos a, p cosjS, on aura aussi
TT =p y/cos a^ -H cos |3^ = p y^i — cos^^ = /? sin 7;
donc
= smv cosg, ^ = sm y sm g,
et, par conséquent,
cos ûr = sin 7 cos s, cos ^ = sin y sin g.
8. Je considère ensuite que, puisque dp représente le petit espace que le corps ou point auquel est appliquée la force P peut parcourir suivant la direction de cette force, si l'on fait dp=^ o^ ce point ne pourra plus se mouvoir que dans des directions perpendiculaires à celle de la même force. Donc ûjp = o sera l'équation dififérentielle d'une surface à laquelle la direction de la force P sera perpendiculaire.
Cette surface sera une sphère si les quantités a, b, c sont constantes; mais elle pourra être une surface quelconque, en supposant ces quantités variables.
Supposons maintenant, en général, que la force P agisse perpendiculairement à une surface représentée par l'équation
Adr H- Bdf -h Cdz = o.
Pour faire coïncider cette équation avec Téquation
{x — a) dx -{- {y — b) dy -h {z — c)dz:= o qui résulte de la supposition e^ = o, il n'y aura qu'à faire
ce qui donne
x — a=^(z — c), jr — b = -^{z—c);
substituant ces valeurs dans l'expression de dp, on aura
, Adx -h-Bdy -^-Cdz ,
Ainsi ayant l'équation différentielle de la surface à laquelle la force P est perpendiculaire, on aura l'expression de sa vitesse virtuelle dp. On peut supposer
Adx -h Bdy -h Gdz = du,
u étant une fonction de a;, j, z; car on sait qu'une équation différentielle du premier ordre à trois variables ne peut représenter une surface, à moins qu'elle ne soit intégrable ou ne le devienne par un multiplicateur. On aura
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ainsi, par Talgorithme des différences partielles,
A du j^ du f>, du
ax dy az
et l'expression de dp deviendra
dp =
du
Donc le moment d'une force P perpendiculaire à une surface donnée par l'équation du = o sera
l?du
vWHir-'^-'
On déterminera de la même manière les valeurs des autres différences dg, dr, etc. , d'après les équations différentielles des surfaces auxquelles les directions des forces Q, R, etc. , sont perpendiculaires.
9. Mais sans considérer la surface à laquelle une force est perpendiculaire, comme on peut représenter une quantité quelconque par une ligne, on pourra regarder^ comme une fonction quelconque des coordonnées, et la force P comme tendante à faire varier la valeur de p. Alors Vdp sera également le moment virtuel de la force P; et de même Qdq,Kdr, etc., seront les moments des forces Q, R, etc. , en les regardant comme tendantes à faire varier les valeurs des quantités qr, r, etc., supposées des fonctions quelconques des mêmes coordonnées. Cette manière d'envisager les moments donne à la formule générale de l'équilibre une étendue beaucoup plus grande, et la rend susceptible d'un plus grand nombre d'applications {*).
10. Les valeurs des différences c^, dg^ dr^ etc., étant connues en fonction des différentielles des coordonnées des différents corps du système, il
(*) En rapprochant ce paragraphe 9 des paragraphes 6 et 18 (sect. IV), on est conduit à l'entendre de la manière suivante : Lorsque des forces auront pour la somme de leurs moments virtuels un produit de la forme Vàp^ p étant une fonction quelconque des coordonnées, on dira que le système des forces proposées équivaut à une force P, qui tend à faire varier la fonction p. C'est là une locution toute conventionnelle. Le mot force s*y trouve complètement détourné de sa signiBcation habituelle. Cette locution, du reste, n'a pas été adoptée par les géomètres. (/. Bertrand,)
Méc, anai, L S
n'y aura qu'à les substituer dans la formule générale
l?dp -hQrf^ + Rrfr -h ... =o,
et vérifier ensuite cette équation d'une manière indépendante des différentielles qu'elle renfermera.
Donc si le système est entièfement libre, en sorte qu'il n'y ait aucune relation donnée entre les coordonnçes des différents corps, ni, par conséquent, entre leurs différentielles, il faudra satisfaire à l'équation précédente, indépendamment de ces différentielles, et, pour cet effet, égaler séparément à zéro la somme de tous les termes qui se trouveront multipliés par chacune d'elles ; ce qui donnera autant d'équations qu'il y aura de coordonnées variables, et, par conséquent, autant qu'il en faudra pour déterminer toutes ces variables, et connaître par leur moyen la position de tout le système dans l'état d'équilibre.
Mais si la nature du système est telle, que les corps soient assujettis dans leurs mouvements à des conditions particulières, il faudra commencer par exprimer ces conditions par des équations analytiques que nous nommerons équations de condition; ce qui est toujours facile. Par exemple, si quelquesuns des corps étaient assujettis à se mouvoir sur des lignes ou des surfaces données, on aurait, entre les coordonnées de ces corps, les équations mêmes des lignes ou des surfaces données ; si deux corps étaient tellement joints ensemble, qu'iK dussent toujours se trouver à une même distance k l'un de l'autre, on aurait évidemment l'équation
et ainsi du reste.
Ayant trouvé les équations de condition, il faudra, par leur moyen, éliminer autant de différentielles qu'on pourra dans les expressions dp^ dq^ dr, etc. , en sorte que les différentielles restantes soient absolument indépendantes les unes des autres, et n'expriment plus que ce qu'il y a d'arbitraire dans le changement de situation du système. Alors, comme la formule générale de la Statique doit avoir lieu, quel que puisse être ce changement, il faudra y égaler séparément à zéro la somme de tous les termes qui se trouveront affectés de chacune des différentielles indéterminées ; d'où il viendra
autant d'équations particulières qu'il y aura de ces mêmes différentielles ; et ces équations étant jointes aux équations de condition données, renfermeront toutes les conditions nécessaires par la détermination de l'état d'équilibre du système ; car il est aisé de concevoir que toutes ces équations ensemble seront toujours en même nombre que les différentes variables qui servent de coordonnées à tous les corps du système, et suffiront, par conséquent, toujours pour déterminer chacune de ces variables.
11. Au reste, si nous avons toujours déterminé les lieux des corps pai^ des coordonnées rectangles, c'est que cette manière a l'avantage de la simplicité et de la Êicilité du calcul ; mais ce n'est pas qu'on ne puisse en employer d'autres dans l'usage de la méthode précédente, car il est clair que rien n'oblige dans cette méthode à se servir de coordonnées rectangles plutôt que d'autres lignes ou quantités relatives aux lieux des corps. Ainsi, au lieu des deux coordonnées a?,/, on pourra employer, lorsque les circonstances paraîtront l'exiger, un rayon vecteur p = y/or^-h j^, et un angle ^ dont la tangente soit -, ce qui donnera
j? = pcos(p, j = psin^,
en laissant subsister la troisième coordonnée z ; ou bien on emploiera un rayon vecteur p = v/a?^H- j^+ z^ avec deux angles ^ et 4? tels que
tang (P = ^, tang4 = - j-^-_- ' ce qui donnera
*a; = pcos^cos^, y = pcos^sin^, z = psin^;
ou d'autres angles ou lignes quelconques.
Remarquons encore que, comme il n'y a proprement que la considération des différences dx^ dy^ dz qui entre dans la méthode doni il s'agit, il est permis de placer l'origine des coordonnées où l'on voudra ; ce qui peut servir à simplifier l'expression de ces différences.
Ainsi, en substituant p cos ^ et p sin ^, au heu de a: et j, on aura, en général ,
djo = dp cos ç — p sin ç rf(p, rfy = cip sin ^ + pcos ç d(p ;
mais, en faisant ^ = o, ce qui revient à placer Torigine de l'angle ç dans le rayon p, on aura plus simplement dx = dp^ et djr = pd^. Et ainsi des autres cas semblables.
12. En général, quel que soit le système de puissances dont on cherche l'équilibre, et de quelque manière que les points où elles sont appliquées soient liés entre eux, on peut toujours réduire les variables qui déterminent la position de ces points dans l'espace, à un petit nombre de variables indépendantes, en éliminant, au moyen des équations de condition données par la nature du système, autant de variables qu'il y a de conditions, c'est-à-dire en exprimant toutes les variables, qui sont au nombre de trois pour chaque point, par un petit nombre d'entre elles ou par d'autres variables quelconques, qui, n'étant plus assujetties à aucune condition, seront indépendantes et indéterminées. Il faudra alors que l'équilibre ait lieu par rapport à chacune de ces variables indépendantes (*), parce qu'elles donnent lieu à autant de changements différents dans la position du système.
15. En effet, si l'on dénote par ^, 4» ^î ^tc. , ces variables indépendantes, en regardant les valeurs de/?, ^, r, etc., comme fonctions de ces variables, on aura
et l'équation de l'équilibre Pdp -h Qdq -h Rcfr* -f- . . . = o deviendra
(*) C'esl-à-dire il faudra que les coefficients des variations de chacune de ces variables soient nuls séparément. (/. Bertrand.)
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dans laquelle les valeurs de d^^ ^4» ^?? ^^^-^ devant demeurer indéterminées, il faudra que Ton ait séparément les équations.
dont le nombre sera égal à celui des variables ^, 4? ?? etc. , et qui serviront, par conséquent, à déterminer toutes ces variables.
Chacune de ces équations représente, comme l'on voit, un équilibre particulier, dans lequel les vitesses virtuelles ont entre elles des rapports déterminés ; et c'est de la réunion de tous ces équilibres partiels que se forme l'équilibre général du système.
On peut même remarquer que c'est proprement a ces équilibres partiels et déterminés que s'applique, sans exception, le raisonnement de l'art. 1 de cette section; et, comme dans le cas de deux puissances on peut toujours réduire leur équilibre à celui d'un levier droit dont les bras soient en raison des vitesses virtuelles, on peut, par ce moyen, faire dépendre le principe général des vitesses virtuelles du seul principe du levier.
i4. Lorsque la quantité Pdp -f- Qdq -+- Rdr H- etc., ne sera pas nulle par rapport à toutes les variables indépendantes, les forces P, Q, R, etc. , ne se feront pas équilibre, et les corps sollicités par ces forces prendront des mouvements dépendants des mêmes forces et de leur action mutuelle.
Supposons que d'autres forces représentées par P', Q', R', etc. , et dirigées suivant les lignes /?', q\ r', etCr, agissant sur les corps du même système, leur impriment aussi les mêmes mouvements ; ces forces seront équivalentes aux premières, et pourront, dans tous les cas, être substituées à leur place, puisque leur effet est supposé exactement le même. Or, si ces mêmes forces P'î Q'î R'î etc., en conservant leurs valeurs, changeaient leurs directions et en prenaient de directement opposées, il est clair qu'elles imprimeraient aussi aux mêmes corps des mouvements égaux, mais directement contraires. Par
conséquent, si dans ce nouvel état elles agissaient sur les corps du même système en même temps que les forces P, Q, R, etc., ces corps demeureraient en repos, les mouvements imprimés dans un sens étant détruits par des mouvements égaux et contraires. Il y aurait donc nécessairement équilibre entre toutes ces forces, ce qui donnerait l'équation (art. 2) :
Prf/? + Qrfç H- Rrfr + . . . — P'^' — Q!dq'— R'rfr' — . . . = o ;
d'où l'on tire
Vdp + (^dq -+. Rrfr-f- . . . = P'rf/ + Q'^' + R'rfr' -+-....
C'est la condition nécessaire pour que les forces P', Q', R', etc. , agissant suivant les lignes/?', q\ r\ etc. , soient équivalentes aux forces P, Q, R, etc. , agissant suivant les lignes /?, /?, r, etc. ; et, comme deux système^ de forces ne peuvent êti'e entièrement équivalents (*) que d'une seule manière, puisque le mouvement d'un corps est toujours unique et déterminé, il s'ensuit que si deux systèmes de forces P, Q, R, etc., P', Q', R', etc., sont tels, que l'on ait généralement, et par rapport à toutes les variables indépendantes, l'équation
Prf/? + Q^^4-Rrfr+ ... =PW/-hQ'rf(7'-hRV/
ces deux systèmes seront équivalents, et pourront, dans tous les cas, être substitués l'un à l'autre.
15. Il résulte de là ce théorème important de Statique, que deux systèmes de forces sont équivalents, et peuvent être substitués l'un à l'autre dans un même système de corps liés entre eux d'une manière quelconque, lorsque les sommes des moments des forces sont toujours égales dans les deux sys* tèmes; et réciproquement, lorsque la somme des moments des forces d'un système est toujours égale à la somme des moments des forces d' un autre système, ces deux systèmes de forces sont équivalents, et peuvent être substitués l'un à l'autre dans le même système de corps.
(^) C'est-à-dire que deux systèmes qui sont équivalents, en ce sens qu'ils font équilibre à un même troisième , peuvent être , par cela même , considérés comme complètement équivalents.
(7. Bertrand.)
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Si Ton fait dépendre les lignes/?, q^ r, etc., des lignes ^, 4? ?? etc., la formule
Pdp -h Qdq -h R^
se transforme, comme dans l'art. i3, en celle-ci.
dans laquelle
Srf^-f- Yc?4 -h^d<p
On a donc généralement
Pdp + Qé?^ + Rdr + . . . = Sd^ -+- ^fd-^ + <l>d(p
Ainsi le système des forcés P, Q, R, etc. , dirigées suivant les lignes /?-, y, r, etc., est équivalent au système des forces H, >p, $, etc., agissant suivant les lignes ^, 4' ^' ^^^-^ ^* peut être changé en celui-ci, dans le même système de corps tirés par ces forces (*).
(^) Il faut, pour qu'il en soit ainsi, que les lignes i, ^y «p, etc., soient de telle rature, que leurs différentielles ^Ç, d^, //^ , expriment les vitesses virtuelles des points d'application des forces S, W, 4>, c'est-à-dire que chacune d'elles soit la projection orthogonale du déplacement du point sur la direction de la force. F^ojrez à ce sujet une Note de M. Poînsot, insérée dans le Journal de M. Liouville (tome XI, page 241) > et que nous reproduisons à la fin du volume. (/. Bertrand.)
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE L'ÉQDILIRRE D'UN SYSTÈME DE CORPS
DÉDUITES DE LA FORlftULE PRÉCÉDENTE.
i . Considérons un système ou assemblage quelconque de corps ou points qui, étant tirés par des puissances quelconques, se fassent mutuellement équilibre. Si dans un instant l'action de ces puissances cessait d'être détruite, le système commencerait à se mouvoir, et, quel que pût être son mouvement, on pourrait toujours le concevoit* comme composé, i** d'un mouvement de translation commun à tous les corps; 2*" d'un mouvement de rotation autour d'un point quelconque; 3° des mouvements relatifs des corps entre eux, par lesquels ils changeraient leur position et leurs distances mutuelles. Il faut donc, pour l'équilibre, que les corps ne puissent prendre aucun de ces différents mouvements. Or il est clair que les mouvements relatifs dépendent de la manière dont les corps sont disposés les uns par rapport aux autres ; par conséquent, les conditions nécessaires pour empêcher ces mouvements doivent être particulières' à chaque système. Mais les mouvements de translation et de rotation peuvent être indépendants de la forme du système, et s'exécuter sans que la disposition et la liaison mutuelle des corps en soient dérangées.
Ainsi la considération de ces deux espèces de mouvements doit fournir des conditions ou propriétés générales de l'équilibre. C'est ce que nous allons examiner.
^ I. — Propriétés de F équilibre d'un système libre relatives au mouvement
* de translation.
2. Soit un nombre quelconque de corps regardés comme des points, et disposés ou liés entre eux comme on voudra, lesquels soient tirés par les puissances P, P', P'', etc. , suivant les directions des lignes /?,/?', /?'^ etc. On aura (section précédente), pour l'équilibre de ces corps, la formule générale
Vdp-^-]?'dp'-{-V'dp'-^. . . = o.
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En rapportant à des coordonnées rectangles les différents points tirés par les forces P, P', etc., ainsi que les centres de ces forces, comme dans Tart. 6 de la section précédente, on aura, pour les forces extérieures,
p' = yJ{af-a'Y + {y'-by- + [z'-c')\
Mais si les corps qui répondent, par exemple, aux coordonnées .r, j, z, et aux Xjjf^ z, agissent l'un sur l'autre par une force mutuelle que nous désignerons par P, en nommant p la distance rectiligne de ces deux corps, on
aurait
p = \l{x-xy^{y^}Y^{z-~z)\
et il faudrait ajouter à la formule générale le terme Pe^, provenant de la force intérieure P, et ainsi de suite, si plusieurs forces agissent sur les mêmes corps.
Faisons, ce qui est permis
a;'=a7-+-0, j'=j-hw, z'=z-h^.
et supposons qu'on ait substitué ces valeurs dans la formule précédente.
Puisque ^, J, z sont les coordonnées absolues du corps tiré par la force P, il est clair que ^, w, ^, Ç', w', ^', etc., ne seront autre chose que les coordonnées relatives des autres corps par rapport à celui-ci , pris pour leur origine commune ; de sorte que la position mutuelle des corps ne dépendra que de ces dernières coordonnées, et nullement des premières. Donc, si l'on suppose le système entièrement libre, c'est-à-dire les corps simplement liés entre eux d'une manière quelconque, mais sans qu'ils soient retenus ou empêchés par des appuis fixes, ou des obstacles extérieurs quelconques, il est aisé
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de concevoir que les conditions résultantes de la nature du système ne pourront regarder que les quantités f , m, ^, Ç', w', Ç', etc. , et nullement les quantités x^ j, z, dont les différentielles demeureront, par conséquent, indépendantes et indéterminées.
Ainsi, après les substitutions dont il s'agit, il faudra égaler séparément à zéro chacun des membres affectés àe dx, dy^ dz^ c^ qui donnera ces trois équations (art. 2) :
p^^p'^ + p'^^V...-hP#+... = o.
az az az az
On voit d'abord que les variables ^, j^, z n'entreront point dans l'expression de p ; ainsi on aura
ce qui fera disparaître les termes qui contiendront les forces intérieures P, P, etc.
On voit ensuite que les valeurs de
dp^ dp^ dp^ dpl^ dp^ dp^
dx dy dz dx dy dz
seront les mêmes que celles de
dp^ dp[ dp' dp" dp'' dp''
dx'' dy'' dz'' dp' dy"' dz"'"''
Or, si l*on nomme a, /3, y les angles que la ligne/? fait avec les axes des ^^ ït ^j ou avec deç parallèles à ces axes, a\ |5', 7' les angles que la ligne /?' fait avec les mêmes axes, etc., on a, comme on Ta vu plus haut (art. 7, section précédente),
dp dp ^ dp
^ = C08«, ;^=COSj3, ^ = C087;
et, de même,
dp' , dp' -, dp' I
^, = cosa, ^=co8/3, ^ = cos7,....
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Donc les trois équations ci--dessus deviendront
Pcosa-HP'cos«'-+-P''cos«"-h. . . = o, Pcos p + P'cos^' -h P^'cos^'' -h . . . = o, Pcosy-+-P'cos7'-|- P'^cos7''-+- . .. =o,
lesquelles devront nécessairement avoir lieu dans l'équilibre d'iiiï système libre. Ce sont les équations nécessaires pour empêcher le mouvement de translation.
4. Si les puissances P, P', P'^, etc., étaient parallèles, on aurait
et les trois équations précédentes se réduiraient à celle-ci :
laquelle montre que la somme des forces parallèles doit être nulle.
En général, il est facile de concevoir que P représentant Faction totale de la puissance P suivant sa propre direction, Pcos« représentera son action relative, estimée suivant la direction de Taxe des Xy lequel fait Fangle a avec la direction de la force P; de même, Pcos^ et Pcosy seront les actions relatives de la même force, estimées suivant la direction des axes de r et z; et ainsi des autres forces P', P'^, etc.
De là résulte ce théorème de Statique , que la somme des puissances estimées suivant la direction de trois a^es perpendiculaires entre eux, doit être nulle par rapport à chacun de ces axes dans V équilibre dun système libre.
% II. — Propriétés de V équilibre relatives au mouvement de rotation.
5. Prenons maintenant, ce qui est permis, à la place des coordonnées x^ r , ^\y 1 ^'\y'\ etc. , Xy y y etc. , les rayons vecteurs p, p', p", etc. , p, etc. , avec les angles (p, ^', (p'\ etc., ^, etc., que ces rayons font avec Taxe des Xy on aura, comme Ton sait,
x=:pcosç, j = psin^, et, de même,
^=pcos(p, / =p sin(p , .. ., a: = pcos(p, j = psin^,
Faisons ces substitutions dans la formule générale de Tart^ 2, et supposons
il est visible que er, er', etc. , a-, etc. , seront les angles que les rayons p', p", etc. ,
p, etc., forment avec le rayon p; par conséquent, les distances des corps, tant entre eux que par rapport au plan des a?, /, et au point qui est pris pour l'origine des coordonnées, dépendront uniquement des quantités pyp\f>\ etc. ,
p, etc. , 0", a', etc. , 0", etc. , z, z', z'\ etc. , z, etc.
Donc, si le système a la liberté de tourner autour de ce point parallèlement au plan des x^ y^ c'est-à-dire autour de l'axe des z, qui est perpendiculaire à ce plan, l'angle tp sera indépendant des conditions du système, et sa différence d(p demeurera, par conséquent, arbitraire. D'où il suit que les termes affectés de d(p dans l'équation générale de l'équilibre, devront être ensemble égaux à zéro.
11 est facile de voir que tous ces termes seront représentés par Nr/^, en faisant
de sorte que l'on aura pour l'équilibre l'équation N = o.
En substituant les valeurs de a:, j, a?', j', etc. , a, j, etc. , dans les expressions de /7, p\ etc. , Pj etc. (art. 2), et faisant de plus
a = RcosA, 6 = RsinA, a'=KR'cosA', è' = R'sinB\.
on aura
-Vf--
2pRcos((p-
.A)-hR^-h(z
= Vf'- -
- 2p'Rcos(ç'
_A')-hR'^-+-
-Vp'-
• 2ppCOS (^ —
aîi il faudra encore mettre ^ -f a-, ^ -h a*', etc. , ^ -h a-, etc. , à la place de
^', <p'', etc., (p, etc.
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Par ces dernières substitutions, on voit d'abord que les quantités/^, etc. ,
ne contiendront plus l'angle (p; ainsi on aura ^ =^ o, etc. : par conséquent,
les forces intérieures P, etc., disparaîtront de l'équation, et il n'y restera que les forces extérieures P, P', etc.
Ensuite on aura
dp _ pRsin'(y— A) dp^ _ p'R' sin{(f' — A')
d(f p dff p*
et la quantité N deviendra
j^_ PRpsm(y--A) P^Ry 5in(y^— A^) ~ P P'
Comme on peut prendre les centres des forces P, P', etc., partout oii Ton veut dans la direction de ces forces, on peut supposer que ces forces soient représentées par les lignes mêmes p^, p\ etc., qui sont les distances rectilignes de leurs points d'application aux centres respectifs. De cette manière, on aura plus simplement
N = Rpsin((p — A) h- R'p' sin ((p' — A') -f- ....
Dans cette formule, les rayons R et p, qui partent de l'origine des coordonnées et qui renferment l'angle (p — A, sont les côtés d'un triangle qui a pour base la projection de la ligne p sur le plan des ^, j; par conséquent, la quantité Rpsin(ç — A) exprime le double de l'aire de ce triangle, et ainsi des autres quantités semblables.
Or, ayant nommé ci-dessus (art. 5) >, y\ etc., les angles que les directions des forces P, P', etc. , font avec l'axe des z ou avec des parallèles à cet axe, il est clair que les compléments de ces angles seront les inclinaisons des lignes /?, p\ etc. , au plan des x^ y : donc p sin >, p' sin y\ etc. , seront les projections de ces lignes; et si de l'origine des coordonnées on abaisse siu* ces projections des perpendiculaires que nous nommerons n, II', etc., on aura
Rpsin((p — A) =n/?sin7, R'p'sin (ç' — A') = n'/?' sin >', . . . ,
et la quantité N se réduira à la forme
N = nPsin7H-Il'P'sin>'-hn''P"siny'
en remettant F, F', P'^, etc., à la place de /?, /?', p'\ etc.
L'équation N = o donnera ainsi le théorème suivant
Dans V équilibre d'un système qui a la Uberté de tourner autour d'un a^e, et qui est composé de corps qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque et sont en même temps tirés par des forces extérieures , la somme de ces forces^ estimées parallèlement a un plan perpendiculaire à raxe, et multipliées cliacune par la perpendiculaire menée de Vaxe à la direction de la force projetée sur le même plan, doit être nullcy en donnant des signes contraires aux forces dont les directions tendent à faire tourner le système dans des sens contraires.
On énonce ordinairement ce théorème d'une manière plus simple, en disant que les moments des forces, par rapport à un a^e, doivent se détruire pour qu'il y ait équilibre autour de cet axe. Car on entend aujourd'hui en Mécanique, par moment d'une force ou puissance par rapport à. une li^ne, le produit de cette force estimée parallèlement à un plan perpendicMiairé à cette ligne, et multipliée par son bras de levier, qui est la perpendiculaire menée de cette ligne sur la direction de la puissance rapportée au même plan. En eflfet, c'est uniquement de ce moment que dépend l'action de la force pour faire tourner le système autour de l'axe ; puisque si on la décompose en deux, Tune parallèle à Taxe, l'autre dans un plan perpendiculaire à l'axe, il n'y aura évidemment que cette dernière qui puisse produire une rotation. Nous donnerons, en conséquence, à ce moment le nom particulier de moment relatif à un ojoe de rotation.
7. Le coefficient N du terme Nrf^ (art. 5) exprime, comme on le voit, la somme des moments de toutes les forces du système, relativement à l'axe de la rotation instantanée rfç. Ainsi, pour trouver la somme de ces moments relatifs à un axe quelconque, il n'y aura qu'à transformer la formule générale
Pdp -f- P'rf/7' -h P'dp' H- . . . , qui exprime la somme des moments virtuels de toutes les forces, en y intro-
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duisant, pour une des variables indépendantes, l'angle de rotation autour de Taxe donné; le coefficient de la différentielle de cet angle sera la somme de tous les moments relatifs à cet axe, ce qui peut être utile dans plusieurs occasions.
8. Lorsque le système peut tourner en tout sens autour du point que nous prenons pour l'origine des coordonnées, il faut considérer à la fois les rotations instantanées autour des trois axes a:, j, z, et Ton aura, par rapport à chacun de ces axes, une équation semblable à celle que nous venons de trouver, et qui renferme la propriété des moments ; mais il ne sera pas inutile de résoudre le même problème par une analyse plus simple et plus générale.
Pour cela soit, comme dans Tart. 5,
a: = pcos^, /=psinç, .r'=p'cos^', j-'= p'sin^', . . . ;
en faisant varier simplement les angles 9, ^\ etc. , de la même différence d<p^ on aura
CET = — xdq^f dy ^= xd<Py dx'=i* — x'd^^ rfy''=a;'rf^,
Ce sont les variations de a?, j, x\ y\ etc., dues à la rotation élémentaire d^ du système autour de Taxe des z.
On aura de même les variations de /, z, j% z\ etc. , dues à une rotation élémentaire d^ autour de Taxe des x^ en changeant simplement dans les formules précédentes ^, j, x' ^ j', etc., en j, 2, j', z\ etc., et d(^ en d'\^ ce qui donnera
dy =^ — zdAf^ dz=iyd'\^ dy' =^ — z' d-^^ dz'^^^y'd-^,
En changeant dans ces dernières formules/, z, /', 2', etc., respectivement en z, Xy z', x\ etc. , et d'^ en rfa>, on aura les variations provenant de la rotation élémentaire da> autour de Taxe des j, lesquelles seront
flfe = — xda>y dxr=zzda, dz* =- — x' dcù^ ^1»'=^= z'rfoi,
Si donc on suppose que les trois rotations aient lieu à la fois (*) , les varia-
(*) Ed réalité, les trois rotations ne peuvent avoir lieu à la fois, mais successivement. Il n'y a cependant, aucun inconvénient à les considérer, dans le calcul, comme aiaiiiltanées, car chacune
tions totales des coordonnées x, j*, z, x\ y\ z', etc., seront, d'après les principes du calcul différentiel , égales aux sommes des variations partielles dues à chacune de ces rotations, de sorte qu'on aura alors ces expressions complètes :
dx = zdcû — yd^i dy = xd(^ — zdA^^ dz = yd'\ — xdco^ rilr'= z' dcû — y' d(p^ dy^ = x' d<p — z d'],^ dz^ z=y'd'^ — x'doj,
En substituant ces valeurs dans la formule générale de l'équilibre (art. 2), on aura les termes dus seulement aux rotations ^4' dà>, d(p autour des trois axes Xj y, Zj lesquels devront être séparément égaux à zéro lorsque le système a la liberté de tourner en tout sens autour du point qui fait T origine des coordonnées.
Or on a, par la différentiation,
, _ {x — a)dx+(jr~b)dy'^{z — c) dz ^ P p
dn'= (x'-a')dx*^(y-y)dy^[z'-c')dz^
r _ {x — x) (dx — dx) + {y — y)(dy — dy)^(z — z) (dz — dz) ^
On aura donc, par les substitutions dont il s'agit,
, (ay — bx) d(f -f- (bz — cy) é/cf' -H (^^ — az)d(ù
, ia'y' - Vx^) d%( -h {Vz' — c'y') d^ -h (c'x' — a' z') dfù
dp = -7^ >
Et l'on trouvera dp=^o^ dp' ^= o, etc., en mettant pour dx^ dy^ dz^ etc.,
d'elles changeant infiniment peu la position du corps , ne peut exercer, sur les déplacements que les autres produisent , qu'uoe influence infiniment petite , et ne modifie le mouvement dû à ces autres rotations que d^one quantité infiniment petite par rapport à sa propre valeur. (/. Bertrand, )
les valeurs analogues zdc^ — yd^^ ^d^ — 2^4, yd'^ — xdco^ etc.; d'où
l'on peut tout de suite conclure que les ternies P^, ^'dp\ etc. , de la même équation, qui résulteraient des forces intérieures du système, disparaîtront par ces substitutions.
On aura aussi «^ = o, si l'on fait a = o, 6 = 0, c = o, c'est-à-dire si le centre des forces P tombe dans l'origine des coordonnées, ce qui fera aussi disparaître cette force.
9. Faisant donc abstraction des forces intérieures, s'il y en a, ainsi que de toute force qui serait dirigée vers le centre des coordonnées, on aura, en général, pour toutes les forces P, P^ etc., dirigées suivant les lignes />, p\ etc., l'équation
en faisant
j^_ P(cx — az) V'(c'x' — a'z')
^ ^ P(ar-M ^ V'(ay-b'x')
et l'on aura, pour tout système libre de tourner en tout sens autour de l'origine des coordonnées, les trois équations L = o, M = o, N = o, lesquelles répondent à celle de l'art. S, rapportée aux trois axes des coordonnées.
Car, en employant, à la place des coordonnées a, 6, c, a', etc. , des centres de forces, les angles a, |3, 7, a', etc., que les directions de ces forces font avec les trois axes des coordonnées; et faisant par conséquent, comme dans l'art. 7 de la section précédente.
a=a? — p cas ccy è=j — /?cos|3, c = z — /^cos^, et ainsi des autres quantités semblables, on a
L = P(jcos7 — zcos^) + P'(j'cosy'— z'cosjî') -h . - ., M = P (2 cos a — X COS7) -h P' {z cos af — a?' cosy') 4- . • . > N = P(j:cosp —/cos a) + P'(a:'cos^' — y'cosa') -h
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Or, Pcosa, Pcos|3, Pcos^, étant les valeurs de la force P, estimée suivant les directions des trois axes des x^ y^ z, on voit tout de suite que ^P cos |3 — yV cos a sont les moments relatifs à l'axe des z, le terme j^P cos « ayant le signe négatif à cause que la force P cos a tend à faire tourner le système en sens contraire de la force Pcos^. De même, z Pcosa — orPcos-y seront les moments relatifs à l'axe des j^, et jP cos y — zP cos |3, les moments relatifs à Taxe des x\ et ainsi des autres expressions semblables. De sorte que les trois équatioQs L = o, M = o, N = o expriment que la somme de ces moments est nulle par rapport à chacun des trois axes.
On voit aussi que les coefficients L, M, N des rotations instantanées d'\^ dcùj dç ne sont autre chose que les moments relatifs aux axes des rotations instantanées rf4> deo, d<p {^vt. 7).
10. On pourrait douter si les rotations autour des trois axes des coordonnées suffisent pour représenter tous les petits mouvements qu'un système de points peut avoir autour d'un point fixe, sans que leur disposition mutuelle en soit altérée- Pour lever ce doute, nous allons chercher tous ces mouvements d'une manière plus directe.
Par le point donné, qui sert d'origine aux coordonnées jr, j, z, et par un autre point du système, imaginons une ligne droite, et par cette ligne et par un troisième point du système, un plan ; rapportons à cette ligne et à ce plan les autres points du système, par de nouvelles coordonnées rectangles x', j*', z\ ayant la même origine que les premières a?, j, z. Il est clair que ces nouvelles coordonnées ne dépendront que de la situation mutuelle des points du système, et seront, par conséquent, constantes lorsque le système change de place, tandis que les premières varient seules par ce changement.
La théorie connue de la transformation des coordonnées donne d'abord ces relations entre les trois premières et les trois dernières :
oo=ax' -+- ^X' -+-7^'j
Les neuf coefficients a^ ^, 7, a', etc., ne dépendent que de la position respective des axes des deux systèmes de coordonnées, et doivent être tels,
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que les coordonnées a;, j, z se rapportent aux mêmes points que les coordonnées a?', jr\ z\ et que, par conséquent, les deux expressions
x^ -hf^ -+- z^ et x'^ 4- /'* -h z^"" soient identiques, ce qui donne ces six équations de condition,
a|3-ha'|3'-f-a''^''=^o, «y + a'y' +«">''' = o, jây -f- |3'>'-h (3V'= <>;
de sorte que parmi les neuf quantités a, |3, 7, a', etc., il en restera trois d'indéterminées.
Lorsque les axes des x\y\ z' coïncident avec ceux des a:, j, z, on a
et, par conséquent,
Ainsi, en différentiant les formules précédentes et y faisant ensuite ces substitutions, on aura le résultat d'un déplacement quelconque infiniment petit du système dans Fespace autour du point donné.
On aura d'abord, en différentiant les expressions de x^ j, z dans l'hypothèse de x\ /', z' constantes, et substituant, après la différentiation, .r, /, z à la place de ces quantités,
dx^=:^xdoL -^yd^ H- zé/7, dy = xdoL -hyd^^ + zdy^ dz =a?rfa"-hj6i|3''+ zdy^\
Mais les six équations de condition étant différentiées donnent, par la substitution des valeurs a=i,]9=^o, 7 = 0, etc. , trouvées ci-dessus,
d(x = o, rfp'=o, dy^^=^Oj
d^ -+- da =0, dy-h d(x" = o, dy' -h d&" = o, d'où
da' = — rfp, da'' = — dy, d^' = — dy\
Ces valeurs étant substituées dans les expressions de dx^ dy^ dz^ on aura
celles-ci :
dx = —y dot! + zdy^ dy = xda' — zd^'\ dz=^ — xdy -hyd^'^
qui coïncident avec celles de Tart. 8, en faisant
da' = d^, dy = dcû^ d^'^ = d'\.
Ces formules des variations dé a?, /, z ont donc toute la généralité que l'état de la question peut comporter; et les trois équations L = o, M = o, N = o, qui résultent de l'évanouissement des termes affectés de ^4» ^^» ^^ dans l'équation générale de l'équilibre, sont, par conséquent, les seules nécessaires pour maintenir le système en équilibre autour du point donné, abstraction faite de ce qui dépend de la disposition mutuelle des points entre eux. De sorte que, lorsque cette disposition est invariable, l'équilibre du système ne dépendra que des trois équations dont il s'agit.
D'Alembert est le premier qui ait trouvé les lois de l'équilibre de plusieurs forces appliquées à un système de points de forme invariable, dans ses Recherches sur la Précession des équinoxes. Il y est parvenu d'une manière très-compliquée par la composition et la décomposition des forces. Depuis, elles ont été démontrées plus simplement par divers auteurs ; mais nos formules ont l'avantage d'y conduire directement.
§111. — De la composition des moiwements de rotation autour de différents
axes, et des moments relatifs à ces axes.
11. Si l'on prend dans le système un point pour lequel les coordonnées Xy j, Z soient proportionnelles à é/4> dc^y rfç, les différentielles correspondantes dvj dy, dz seront nulles, comme on le voit par les formules de l'art. 8. Ce point, et tous ceux qui auront la même propriété, seront donc immobiles pendant l'instant que le système décrit les trois angles ^4? dcû, d<p^ en tournant à la fois autour des axes des Xj j, z. Et il est facile de voir que tous ces points seront dans une ligne droite passant par l'origine des coordonnées (*), et faisant avec les axes des x^ j, s, des angles ^, /u^ v, tels
(*) En rapprochant ce résultat de ceux qui ont été obtenus dans le paragraphe précédent^ on voit qu'un mouvement quelconque infiniment petit d'un corps solide qui a un point fixe, peut être considéré comme une rotation autour d'un axe. Ce beau théorème est dû à Euler, qui en a donné
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que
cos A — ^rf^. ^ j^t ^ j^t » cos,a — ^j^t^j^i^j^t y
cosv= ^
Cette droite sera Yaxe instantané de la rotation composée. En employant les angles A, ^e, v, et faisant, pour abréger,
on aura
rf^=rfôCOSA, rfû> = rffl COS /tfc, ^^ = fi?dcosv,
et les expressions générales de dx^ dy^ dz (art. 8) deviendront
ctr = (zcos^e — jcos y) rfô, rfy = (a? cos V — z cos A) û?Ô, cfe = (/cos A — ^ cos iul) de.
Le carré du petit espace parcouru par un point quelconque étant
dx^-h dx^-+- dz^^ il sera exprimé par
[(2;cos;* — jcosv)*-h (a?cosv — zcosA)*H- (/cos A — x cos /uy]dQ^ = [x^ -h/*+ «* — (a? COS A H-/cos^-hzcosv)*]rf9*,
à cause de
cos A^ + cos fi^ H- cos v^ = I .
Or il est facile de prouver que x cos A + / cos /jl -\- z cos r = o est l'équation d'un plan passant par l'origine des coordonnées, et perpendiculaire à la droite qui fait les angles A, ^6, v avec les axes des a?, j, z ; donc le petit espace
une démonstration géométrique très-simple. Euler avait aussi traité la question analytiquement. F^oyez les Mémoires de l'Académie de Berlin pour i^So. Vingt- cinq ans plus tard, Euler reprend ce théorème dans les Commentaires tle Saint-Pétersbourg pour 1775, et, après en avoir donné une démonstration géométrique qui s'applique aux mouvements finis , il avoue que la preuve analytique exige des calculs si prolixes, quUl a renoncé à les exécuter. Son Mémoire se termine ainsi : « Nemo » vero stupendum hune laborem in se suscipere volet... quamobrem egregia ista propriétés geometris » pulcherrimam occasionem praebere potest vires suas in ista proprietate penitus enucleanda exer- » cendL » [Novi Commentarii^ X775; page 207.) Dans le tome V du Journal de M. Liouville, page 4o6, Olinde Rodrigues a donné, d'une manière très-élégante, cette démonstration désirée par Euler. (/. Bertrand,)
décrit par un point quelconque de ce plan sera
et, comme l'axe instantané de rotation est perpendiculaire à ce même plan, il s'ensuit que dQ sera Tangle de la rotation autour de cet axe, composée des trois rotations partielles <i4, rfû>, d<p autour des trois axes des coordonnées.
12. Il suit de là que des rotations quelconques instantanées d^^ dcûj d^^ autour de trois axes qui se coupent à angles droits dans un même point, se
composent en une seule, dQ = ^d'^'^ •+• dao^ -+- d(p^ , autour d'un axe passant par le même point d'intersection^ et faisant avec ceux*là des angles A, yu, v, tels que
dà dtù do
et, réciproquement, qu'une rotation quelconque rffl autour d'un axe donné, peut se décomposer en trois rotations partielles exprimées par cosA<ifl, cos ludQj cosvdQ autour de trois axes qui se coupent perpendiculairement dans un point de l'axe donné, et qui fassent avec cet axe les angles A, yu, v ; ce qui fournit un moyen bien simple de composer et de décomposer les mouvements instantanés ou les vitesses de rotation.
Ainsi, si l'on prend trois autres axes rectangulaires enti*e eux, qui fassent avec Taxe de la rotation ^4 '®* angles A', A'^ a"^; avec Taxe de la rotation doj les angles ^', /u'\ ^"\ et avec l'axe de la rotation rf(p les angles v', v\ v"^ \ la rotationc^4p^^^^ *^ résoudre en trois rotations, cos 7ld'\^Q^o%7l'd'\^Q.o% A'"rf4 autour de ces nouveaux axes ; la rotation dcù se résoudra de même en trois rotations, cos^e'rfû), co^f/doù^ cjo^fjJ^doù^ et la rotation d(p en trois rotations, cos/rf^, cos v'''^^^, cos v'V(p autour des mêmes axes. De sorte qu'en ajoutant ensemble les rotations autour d'un même axe, si l'on nomme rfô', rfô'^ d¥^ les rotations totales autour des trois nouveaux axes, on aura
rffl' = cos a' d'\ H- cosyu' dùà -+- cosv' c?ç, d^^ = cos a'^ ^4 ^~ cosyu'^ dùù -+- cos ^" rf^, rfr = cosA'''rf4 -+- co^f4!"dcù 4- cosv'"rf(p.
13. Les rotations d-^^ dcû^ d<p sont donc réduites de cette manière à trois rotations rfô', rffl", dQ^\ autour de trois autres axes rectangulaires, lesquelles
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doivent par conséquent donner, par la composition, la même rotation dQ qui résulte des rotations, d^^ dm^ d(p de sorte qu'on aura (art. Il)
dQ' = dQ'' + d^' -h é/0'''^ = d4' H- deo^ + d(p' ;
et, comme cette dernière équation doit être identique, il s'ensuit qu'on aura
ces relations :
cos a'' -h cos a"' + cos a"'* = I ,
cos^'^ + cos^e'"'* ^- cosyu"'* = i ,
cos y'' -h cos v''* + cos v"'^ = I ;
cos a' COSAc'H- cos a'' cos u^ -h cos a''' cos fJi" ^=^0^
cos a' cosv' -h cos a'' cos v" -t- cos a"' cos v" = o, cos fjL cos V H- cos ;*"cos v'' -h cos fjtl" cos v" = o,
qu'on peut aussi trouver par la Géométrie.
Par ces relations on peut avoir tout de suite les valeurs de ^4> ^^9 ^9 ^^ d^\ dQ\ d^'\ en ajoutant ensemble les valeurs de rffl', d^\ d¥\ multipliées successivement par cos a', cos a", cqsA"', cqs ^t', cosytc'', etc. ; on trouvera de cette manière :
d'i = cos a' rfô' -h cos /' dr -^ cos /' rfô'^ dco = cos yu'^r H- cos ^c'^rfô'' + cos A^^'rfr , d(p = cos v'rffl' -h cos v'dr + cos v"'rfÔ'''.
14. Si Ton nomme, de plus, tt', tt'^, tt'^' les angles que Taxe de la rotation composée rffl fait avec les axes des trois rotations partielles rfô', dQ'\ d¥^^ on aura, comme dans l'art. 11,
rfô'=cos9r'(f0, d^'=cos7r"d^, dr'=cos7r''dQ;
et si, dans les expressions données ci*dessus (art. 12) de dQ\ dQ^\ d^"\ on met pour (^4' ^^f ^^ leurs valeurs eu d^ de l'art. 1 1 , cos A«?d, cos a^^/O, cos vrfô, la comparaison de ces différentes expressions de d^\ d6^\ d^"' donnera, en divisant par rffl, ces nouvelles relations :
cos tt' = cos A cos a' -h cos Afc cos /te' -+-cos?cos/, costt" =cosAcosA''-h C03 a^cosm'^ -h cosvcosv'%
cos 71^" = cos A cos a"'^ h- cos |W cos /u'^' 4- cos V cos v"^
qu'on peut aussi vérifier par la Géométrie.
15. On voit par là que ces compositions et décompositions des mouvements de rotation sont entièrement analogues à celles des mouvements rectilignes.
En efTet, si sur les trois axes des rotations d'^, dco^ d^y on prend, depuis leur point d'intersection, des lignes proportionnelles respectivement à rf4» da>j d(pj et que l'on construise sur ces trois lignes un parallélipipède rectangle, il est facile de voir que la diagonale de ce parallélipipède sera Taxe de la rotation composée û?Ô, et sera en même temps proportionnelle à cette rotation dQ. De là , et de ce que les rotations autour d'un même axe s'ajoutent ou se retranchent suivant qu'elles sont dans le même sens ou dans des sens opposés, comme les mouvements qui ont la même direction ou des directions opposées, on doit conclure en général que la composition et la décomposition des mouvements de rotation se fait de la même manière et suit les mêmes lois que la composition ou décomposition des mouvements rectilignes, en substituant aux mouvements de rotation des mouvements rectilignes, suivant la direction des axes de rotation.
Maintenant, si dans la formule de l'art
laquelle contient les termes dus aux rotations ^4> ^^9 ^9' ^^^^ ^ formule générale Vdp -h V dp' ^ V '^ dp'' -{' . . . , on substitue pour rf4> ^^^ ^?> '^^ expressions trouvées dans l'art. 13, elle devient
(L cos a' h- m cos Afc' h- N cos v') dQ' (L cos a'^ h- m cos iul" h- N cos v") dQ" (L cos a'^ -+- M cos /u'" 4- N cos v''') dff".
Donc, par l'art. 7, les coefficients des angles élémentaires rffl', dQ'\ dff" exprimeront les sommes des moments relatifs aux axes des rotations dQ\ dW\ d^'" . Ainsi, des moments égaux à L, M, N, et relatifs à trois axes rectangulaires, donnent les moments
L cos a' 4- M cos ;*' H- N cos v\ L cos a'^ H- M cos fjd' + N cos v'' , L cos a'' -h M cos fx'" + N cos v",
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relatifs à trois autres axes rectangulaires qui font respectivement avec ceux-là les angles a', a^', /; A% /^^ /'; /% ^\ v'".
On trouve une démonstration géométrique de ce théorème dans le tome VII des Nova Acta de l'Académie de Pétersbourg (*).
17. Si Ton suppose les rotations d^^ dcù^ d(p proportionnelles à L, M, IN , et qu'on fasse
H = yJW + M^ + N%
on aura, par l'art. 11,
L = H cos A, M = H cos /u, N = H cos v,
et les trois moments qu'on vient de trouver se réduiront, par les relations de l'art. 14, à cette forme simple,
Hcostt', Hcostt'', Hcostt'".
Or tt', 9r'^, tt'" sont les angles que les axes des rotations rfô', d¥ ^ rfO'" font avec l'axe de la rotation composée d^. Donc si l'on faXl coïncider l'axe de la rotation rffl' avec l'axe de la rotation rfô, on a 7r'= o, et tt'', tt'" chacun égal à un angle droit; par conséquent, le moment autour de cet axe sera simplement H, et les deux autres moments autour des axes perpendiculaires à celui-ci deviendront nuls.
D'oii l'on conclut que des moments égaux à L, M, N, et relatifs à trois axes rectangulaires, se composent en un moment unique H égal à
\/L^ h- M' -+- N^, et relatif à un axe qui fait avec ceux-là les angles A, ^, v,
' tels que
cos A = ô ' cos ^ = u > cos V == 7j •
Ce sont les théorèmes connus sur la composition des moments ; et il est évident que cette composition suit aussi les mêmes règles que celle des mouvements rectilignes. On aurait pu la déduire immédiatement de la composition des rotations instantanées, en substituant les moments aux rotations
(*) Celte démonstration est d'Euler. (/. Bertrand,)
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qu'ils produisent, comme Varignon a substitué les forces aux mouvements rectilignes (*).
^ IV. — Propriétés de l'équilibre, relatUfes au centre de gravité.
18. Si, dans les formules de Tart. 9, on suppose que toutes les forces P, P', P'', etc., agissent dans des directions parallèles entre elles, on aura
par conséquent, si Ton fait, pour abréger,
X = Pa« 4- P V + V'x' + . . . ,
Y ^ Pj + py H- py 4- . . . ,
Z = Pz + PV+P'V + ...,
les quantités L, M, N deviendront
L = YcosT^ — ZcosjS, M= Zcosa — Xcos7, N = Xcos|3 — Ycosa,
et les équations de 1 équilibre seront L = o, M = o, N = o, dont la troisième est ici une suite des deux premières. Mais, comme on a d'ailleurs l'équation cos a^-h cosjS^ H- cos7^= i (sect. II, art. 7), on pourra déterminer par ces équations les angles a, |3, 7, et l'on trouvera
cos a =
cos fi = - 7- >
cos 7 =
(*) Cette assimilation n'est pas permise. Une force qai agit sur un corps solide mobile autour d*un axe donné, produit une rotation proportionnelle à son moment; mais, pour deux axes différents, les moments d'inertie jouent un rôle , et Ton n'a pas le droit de substituer les moments aux rotations qu'ils produisent. Poj-ez, à ce sujet, un Mémoire de M. Poinsot, Mémoires de l'Institut, tome VU, page 564. (/. Bertrand, )
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Donc la position des corps étant donnée par rapport à trois axes, il faudra, pour que tout mouvement de rotation du système soit détruit, que le système soit placé relativement à la direction des forces, de manière que cette direction fasse avec les mêmes axes les angles a, p, > qu^on vient de déterminer.
19. Si les quantités X, Y, Z étaient nulles, les angles a, p, y demeureraient indéterminés, et la position du système, relativement à la direction des forces, pourrait être quelconque; d'où résulte ce théorème : Si la somme des produits des forces par allèles , par leurs distances à trois plans perpendiculaires entre eux, est nulle par rapport à chacun de ces trois plans^ V effet des forces pour faire tourner le système autour du point commun d'intersection des mêmes plans se trouvera détruit.
On sait que la gravité agit verticalement et proportionnellement à la masse ; ainsi, dans un système de corps pesants, si Ton cherche un point tel, que la somme des masses multipliées par leurs distances à un plan passant par ce point, soit nulle relativement à trois plans perpendiculaires, ce point aura la propriété que la gravité ne pourra imprimer au système aucun mouvement de rotation autour du même point. C*est ce point qu'on appelle centre de gravité y et qui est d'un usage si étendu dans toute la Mécanique.
Pour le déterminer, il n'y a qu'à chercher sa distance à trois plans perpendiculaires donnés. Or, puisque la somme des produits des masses par leurs distances à un plan passant par le centre de gravité est nulle, la somme des produits des mêmes masses par leurs distances à un autre plan parallèle à celui-ci sera nécessairement égale au produit de toutes les masses par la distance du centre de gravité au même plan ; de sorte qu'on aura cette distance en divisant la somme des produits des masses et de leurs distances par la somme même des masses ; et de là résultent les formules connues pour les centres de gravité des lignes, des surfaces et des solides.
20. Mais il y a une propriété du centre de gravité qui est moins connue,
et qui peut être utile dans quelques occasions, parce qu'elle est indépendante
de la considération étrangère des plans auxquels on rapporte les différents
corps du système, et qu'elle sert à déterminer leur centre de gravité par la
simple position respective des corps. Voici en quoi elle consiste.
6o MECANIQUE ANALYTIQUE.
Soit A la somme des produits des masses prises deux à deux , et multipliées de plus par le carré de leur distance respective , cette somme étant en même temps divisée par le carré de la somme des masses.
Soit B la somme des produits de chaque masse par le carré de sa distance à un point quelconque donné, cette somme étant divisée par la somme des masses.
On aura y/B — A pour la distance du centre de gravité de toutes les masses au point donné. Ainsi, comme la quantité A est indépendante de ce points si Ton détermine les valeurs de B par rapport à trois points différents pris dans le système ou hors du système, à volonté, on aura les distances du centre de gravité à ces trois points, et, par conséquent, sa position par rapport à ces points. Si les corps étaient tous dans le même plan, il suffirait de considérer deux points, et il n'en faudrait qu'un seul si tous les corps étaient sur une ligne droite donnée.
£n prenant les points donnés dans les corps mêmes du système, la position de son centre de gravité sera donnée uniquement par les masses et par leurs distances respectives. C'est en quoi consiste le principal avantage de cette manière de déterminer le centre de gravité.
Pour la démontrer, je reprends les expressions de X, Y, Z de l'art. 18, et prenant de plus trois quantités arbitraires^, g, h, je forme ces trois équations identiques , faciles à vérifier :
[X— (Ph-P'+P"-h...)/]»
= (P H- F-h F-h . . .) [p {x—fy-i-p'{x'—fy-{-p'{x"—/y-]- . . . (
- PF {x — xy — pp"{x — x"y — p'p" (a/— xy — . . . ,
[Y-(Ph-P'h-P"+...)^]»
-PP'(r-jT-PP''(j-.r'r-P'P"(.r'-/0----.
[Z — (PH-P'-i-P«'-f-...)A]»
= {P + P'-hP''H-...)[P(2_/t)»H_p'(2'_A)»H-P"(2"-A)*H-...J
-PP'(z-2')»-PP''(z-2")*-P'P''(z'-z'0*-----
Les quantités P, P', P", etc., représentent les poids ou les masses des
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corps qui leur sont proportionnelles, et les quantités .r, y, z, x\ j', z', x", etc. , sont les coordonnées rectangles de ces corps. Or nous avons vu (art. 19) que lorsque l'origine des coordonnées est dans le centre de gravité, les trois quantités X, Y, Z sont nulles. Si donc on fait dans les trois équations précédentes X = o, Y = o, Z = o, qu'on les ajoute ensemble, et qu'on suppose, pour abréger,
{X -fY^{y-gy+{z -hy={o)\
{x' -fy-h (/ - sY+iz' - hy = {iy, {x"-fy^ (/'- gy-^ {z"-hy= (2)%
(^ - ^'r 4- (r -yy + (^ - zy = {o,iy,
{X - x'y -i-ix- yy -h{z- zy = (0,2)%
{x'-xy+{y-xy-h{z'-zy={i,iiy,
on aura, après avoir divisé par (P •+- P'-+- P'^ + • •)"?
,_ P(o)'-i-P^(i)'-hP^^(a)'+,.. _ PP^(o,i)'-hPP^^(o,2 )' +FP^^(i,2) '-h. .^
Si l'on prend maintenant les trois quantités y*, g, h pour les coordoiniées rectangles d'un point donné; il est visible que r sera la distance de ce point au centre de gravite qui est supposé dans l'origine des coordonnées, que (o), (i), (2), etc., seront les distances des poids P, P', P'^, etc., à ce même point , et que (0,1), ( o , 2 ) , ( i , a ) , etc . , seront les distances entre les corps ou poids P et P' , P et P'', P' et P^', etc. Donc l'équation ci-dessus deviendra
r»=B — A, d'où l'on tire
$y. — Propriétés de l'équilibre, reUuii^es aux maxima et minima.
21. Nous allons considérer maintenant les modima et minima qui peuvent avoir lieu dans l'équilibre; et, pour cela, nous reprendrons la formule
générale
^dp H- Ç^dq -h Rrfr + . . . = o
de l'équilibre entre les forces P, Q, R, etc., dirigées suivant les lignes /?, ^, /•, etc. , qui aboutissent aux centres de ces forces (sect. II, art. 4).
On peut supposer (*) que ces forces soient exprimées de manière que la quantité Pû^H-Q^H-Rrfr-h- .soit une différentielle exacte d'une fonction de/7, (/, r, etc. , laquelle soit représentée par n, en sorte que Ton ait
û?n = Pc^ H- Qrfçf -h R^ -^
Alors on aura pour l'équilibre cette équation rfll = o, laquelle fait voir que le système doit être disposé de manière que la fonction n y soit, généralement parlant, un maximum ou un minimum.
Je dis généralement parlant; car on sait que l'égalité d'une différentielle à zéro n'indique pas toujours un maximum ou un minimum, comme on le voit par la théorie des courbes.
La supposition précédente a lieu, en général, lorsque les forces P, Q, R, etc., tendent réellement ou à des points fixes, ou à des corps du même système, et sont proportionnelles à des fonctions quelconques des distances; ce qui est proprement le cas de la nature.
Ainsi, dans cette hypothèse de forces, le système sera en équilibre lorsque la fonction II sera un maximum ou un minimum; c'est en quoi consiste le piûncipe que Maupertnis avait proposé sous le nom de loi de repos.
Dans un système de corps pesants en équilibre, les forces P, Q, R, etc., provenant de la gravité, sont, comme l'on sait, proportionnelles aux masses des corps, et, par conséquent, constantes ; et les distances/?, 9, r, etc. , concourent au centre de la terre. On aura donc, dans ce cas,
n = P/? -+- Qy -h Rr -h . . . ;
par conséquent, puisque les lignes/?, q^r^ etc., sont censées parallèles, la quantité p ^^ — ^ exprimera la distance du centre de gravité de tout
f*) Lagrange ne veut pas dire qu'il en soit toujours ainsi; il prévient seulement que les dévf»lnpportients qui suivent se rapportent au cas où cela a lieu. (/. Bertrand. )
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le système au centre de la terre ; laquelle sera donc un minimum ou un maximum^ lorsque le système sera en équilibre; elle sera, par exemple, un minimum dans le cas de la chaînette, et un maximum dans le cas de plusieurs globules qui se soutiendraient en forme de voûte. Ce principe est connu depuis longtemps.
22. Si, maintenant, on considère le même système en mouvement, et que u\ u'\ u"\ etc., soient les vitesses, et /n', ml' ^ m'" ^ etc., les masses respectives des différents corps qui le composent, le principe si connu de la conservation des forces vives, dont nous donnerons une démonstration directe et générale dans la seconde partie, fournira cette équation
m'u"'^m"u"^'\'m'"u"'''^ ..-. = const. — 211.
Donc, puisque dans Tétat d'équilibre la quantité n est un minimum ou un maximum, il s'ensuit que la quantité m'u^^ + m" u^''^ -h m'"«/."'^H~ . . . , •qui exprime la force vive de tout le système, sera en même temps un maximum ou minimum; ce qui donne cet autre principe de Statique, que de toutes les situations que prend successivement le système, celle oà il a lapins grande ou la plus petite force vive, est aussi celle où, il le faudrait placer d'abord pour qu'il restât en équilibre. Voyez les Mémoires de V Acojdémie des Sciences de 1 748 et 1 749 (*).
25. On vient de .voir que la fonction n est un minimum ou un matimunt, lorsque la position du système est celle de l'équilibre ; nous allons maintenant démontrer que si cette fonction est un minimum^ l'équilibre aura de la stabilité; en sorte que le système étant d* abord supposé dans l'état d'équilibre, et venant ensuite à être tant soit peu déplacé de cet état, il tendra de lui-même à s'y remettre, en £dsant des oscillations infiniment petites : qu'au contraire, dans le cas où la même fonction sera un maximum, l'équilibre n'aura pas de stabilité, et qu'étant une fois troublé, le système pourra faire des oscillations qui ne seront pas très-petites, et qui pourront l'écarter de plus en plus de son premier état.
(*) Ce principe y est énoncé, sans démonstration suffisante, par un géomètre peu connu, noinnie de Coortivron. Lagrange le citait dans la première édition de son ouvrage; dans la seconde, il a tait disparaître son nom pour y substituer la date du Mémoire. ( /. Bertrand, )
Pour démontrer cette proposition d'une manière générale, je considère que, quelle que puisse être la forme du système, sa position, c'est-à-dire celle des différents corps qui le composent, sera toujours déterminée par un certain nombre de variables, et que la quantité n sera une fonction donnée de ces mêmes variables. Supposons que, dans la situation d'équilibre, les variables dont il s'agit soient égales à a, è, c, etc. , et que, dans une situation trèsproche de celle-ci, elles soient a-h x, b-hfy c^ z^ etc. , les quantités a:, y y z, etc., étant très -petites ; substituant ces dernières valeurs dans la fonction n , et réduisant en série , suivant les dimensions des quantités très-petites .r, j, z, etc., la fonction n (*) deviendra de cette forme :
n = A 4- Ba? -h G j H- Dz -h . . .
Fx^ -+- G^ -h Hj^ -i-Kxz-h Ljz h- Mz
les quantités A, B, Ç, etc., étant données en a, 6, c, etc. Mais, dans Tétat d'équilibre, la valeur de dR doit être nulle, de quelque manière qu'on fasse varier la position du système ; donc il faudra que la différentielle de n soit nulle en général, lorsque a:, j, z, etc. , sont égales à zéro ; donc
On aura donc, pour une situation quelconque très-proche de celle de l'équilibre, cette expression de n :
n = A H- Fo:' 4- GcTj 4- Hr* 4- K^z4- Ljz 4- Mz' 4-
dans laquelle, tant que les variables a?, y, z, etc., sont très-petites, il suffira de tenir compte des secondes dimensions de ces variables.
24. Maintenant il est clair que, pour que la quantité n soit un minimum, lorsque a?, j, z, etc., sont nulles, il faut que la fonction
Fx^ 4- Gxf 4- Hj^ 4- Ka?z 4- Lyz 4- Mz'
que je nommerai X, soit constamment positive, quelles que soient les valeurs des variables x, j, z, etc.
(*) M. Iiejeune-Dirichlet a simplifié cetre démonstratioD en la rendant plus rigoureuse, {royez Journal de Crelie, tome XXXH, et Journal de M. Liouville, tome XII, page 474-) Nous reproduisons sa Note à la fin du volume. (7. Bertrand,)
Or cette fonction est réductible à la forme
en faisant
Kz
GK\ z
Donc, pour qu'elle soit toujours positive, il faudra que les coefficients /J g", A, etc. , soient positifs ; et l'on voit en même temps que, si ces coefficients sont positifs, la valeur de X sera nécessairement positive, puisque les quantités ^, «, ^, etc., sont réelles lorsque les variables .r, /, z, etc., le sont.
Si, au contraire, la quantité II devait être un maximum lorsque a;, j, 2, etc., sont nuls, il faudrait que la fonction X fût constamment négative, et, par conséquent, que les coefficients y, g*, A, etc., fussent négatifs; et, réciproquement, si ces coefficients sont négatifs, il s'ensuivra que la valeur de X sera nécessairement négative.
2S. On aura donc, en ne tenant compte que des secondes dimensions des quantités très-petites a>, ^, z, etc.,
et l'équation de la conservation des forces vives (art. 22) deviendra M'tt'^-hM''i^''*-hM'V'^ + ...===const. — 2A— 2/f — 2g-»ï^ — 2A^\...
Or, dans l'état d'équilibre, on a (hyp.),
.r=o, y = Oy z=o,...; donc aussi •
§ = 0, n = o, ^ = o, etc. (art. 19) ;
Mée. anal, I.
donc, si Ton suppose qu'on dérange le système de cet ëtat, en imprimant aux corps M', M", M''', etc., les vitess&s très-petites V, V, N"\ etc., il faudra que l'on ait w' = V', u*'-=\"^ m"'=V''', etc., lorsque ?=o, w = o, ^z= o, etc. On aura donc
M'V'^+M''V''^4-M'^W^^+ ... = cônst. — 2A;
ce qui servira à déterminer la constante arbitraire. Ainsi, réquation précédente deviendra
d'où il est aisé de tirer ces deux conclusions :
1°. Que, dans le cas du minimum de n, dans lequel les coefficients/ g, A, etc., sont tous positifs, la quantité toujours positive
'^fV-^ sg'n'^- 3A^^--f- ...
devra nécessairement être moindre, ou du moins ne pourra pas être plus grande que la quantité donnée M'V'^-h M''V''^4- M'''V'''^+ . . . , qui est elle-même très-petite; par conséquent, si Ton nomme cette quantité T, on aura, pour chacune des variables 0, «, ^, etc., ces limites
V2/' V2/ VaA
entre lesquelles elles seront nécessairement renfermées; d'où il suit que, dans ce cas, le système ne pourra que s'écarter très-peu de son état d'équilibre, et ne pourra faire que des oscillations très-petites et d'une étendue déterminée.
2*". Que dans le cas du maximum de n, dans lequel les coefficients y i gj A, etc., sont tous négatifs, la quantité toujours positive
pourra croître à l'infini, et qu'ainsi le système pourra s'écarter de plus en plus de son état d'équilibre. Du moins l'équation ci-dessus fait voir que, dans ce cas, rien n'empêche que les variables 0, w, ^, etc., n'aillent toujours
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en augmentant, mais il ne s'ensuit pas encore qu'elles doivent, en efFet, aller en augmentant; nous démontrerons cette dernière proposition dans la sixième section de la Dynamique.
Si tous les coefficients/*, g^ A, etc., étaient nuls, on sait, par les méthodes de maximis et minimisy qu'il faudrait pour l'existence d'un minimum ou d'un maximum, que les termes de trois dimensions disparussent, et que ceux de quatre dimensions fussent constamment positifs ou négatifs ; et c'est aussi de cette manière qu'on pourra juger de la stabilité de l'équilibre donné par l'évanouissement des termes de la première dimension, lorsque ceux de deux dimensions s'évanouissent en même temps.
26. Au reste, ces propriétés des maooima et minima, qui ont lieu dans l'équilibre d'un système quelconque de forces, ne sont qu'une conséquence immédiate de la démonstration que nous avons donnée du principe des vitesses virtuelles à la fin de la première section.
En effet, soit/? la distance entre les deux premières moufles, Tune fixe, Tauti^e mobile, jointes par P cordons qui produisent une force propcwrtionnelle à P, et qu'on peut représenter simplement par P, en prenant le poids qui tend la corde pour l'unité; soit de même q la distance entre les deux moufles qui produisent la force Q, r la distance entre les moufles qui produisent la force R, etc. Il est évident que P/? sera la longueur de la portion de la corde qui embrasse les deux premières moufles; pareillement, Q9, Rr, etc. , seront les longueurs dés portions de la corde qui embrasse les autres moufles, de sorte que la longueur totale de la corde embrassée par les moufles fixes et mobiles sera P/? •+- Qq -+- Rr h- . . . .
Ajoutons à cette longueur celle des différentes portions de la corde qui se trouveront entre des poulies fixes pour faire les renvois nécessaires au changement de direction, et que nous désignerons par a; ajoutotis-y encore la portion de la corde qui se trouvera entre b dernière pouKe de renvoi et le poids attaché à l'extrémité de la corde, et que nous désignerons par a; enfin soit /la longueur totale de la corde, dont la première extrémité est fixement attachée àun point immobile dans l'espace, et dont l'autre extrémité porte le poids ; on aura évidemment Téquation
/ =z P^ H- Q^ -+- Rr -+- ... -h a -h a,
d'où r on tire
u = l — a — P/7 — Qq — Rr — ....
Or, en supposant les forces P, Q, R, etc. , constantes, c'est-à-dire indépendantes de /?, qf , r, etc. , ce qui est toujours permis dans l'équilibre où l'on ne considère que des déplacements infiniment petits, il est visible (*) que la quantité Pp -h Q^ -f- Rr + ... sera la même que nous avons désignée par II dans l'art. 21; ainsi on aura, en général,
où / et a sont des quantités constantes.
27. Maintenant il est clair que, comme le poids tend à descendre le plus qu'il est possible, l'équilibre n'aura lieu, en général, que lorsque la valeur de w, qui exprime la descente du poids depuis la poulie fixe, sera un maximum, et que, par conséquent, celle de n sera un minimum; et Ton voit en même temps que, dans ce cas, l'équilibre sera stable, parce qu'un petit changement quelconque dans la position du système ne pourra que faire remonter le poids, lequel tendra à redescendre et à remettre le système dans l'état d'équilibre.-
Mais nous avons vu que pour l'équilibre, il suffit que l'on ait dû = o, et, par conséquent, rfw = o, ce qui a lieu aussi lorsque la valeur de u est un minimum, auquel cas le poids, au lieu d'être le plus bas, sera, au contraire, le plus haut. Dans ce cas, il est visible qu'un petit changement dans la position du système ne pourra que faire descendre le poids, qui alors ne tendra plus à remonter, mais à descendre davantage, et à éloigner de plus en plus le système du premier état d'équilibre ; d'où il suit que cet équilibre n'aura point de stabilité, et qu'étant une fois troublé, il ne tendra pas à se rétablir.
(*) Cette substitution de forces constantes à des forces variables changerait, au contraire , complètement la nature de la fonction n. Si Ton considère, par exemple, une attraction inversement
proportionnelle à la distance et égale à ^9 on SLurufPdp zrr 1 C ^^ r= p log^; en remplaçant, au
contraire, P par une constante, on jurait pour intégrale P/^^ ce qui diffère beaucoup du résultat précédent. On peut dire seulement que, pour la valeur des variables qui correspond à Téquilibre, les deux fonctions, quoique très-différentes, ont la même variation. (/. Bertrand.)
MANIÈRE PLUS SIMPLE ET PLUS GÉNÉRALE DE FAIRE USAGE DE LA FORMULE
DE l'Équilibre, donnée dans la deuxième section. ,
1. Ceux qui jusqu'à présent ont écrit sur le principe des vitesses virtuelles , se sont plutôt attachés à prouver la vérité de ce principe par la conformité de ses résultats avec ceux des principes ordinaires de la Statique, qu'à montrer l'usage qu'on en peut faire pour résoudre directement les problèmes de cette science. Nous nous sommes proposé de remplir ce dernier objet avec 'toute la généralité dont il est susceptible, et de déduire du principe dont il s'agit, des formules analytiques qui renferment la solution de tous les problèmes sur l'équilibre des corps, à peu près de la même manière que les formules des sous-tangentes, des rayons osculateurs, etc., renferment la détermination de ces lignes dans toutes les courbes.
La méthode exposée dans la deuxième section peut être employée dans tous les cas, et ne demande, comme on l'a vu, que des opérations purement analytiques ; mais comme l'élimination immédiate des variables ou de leurs différences, par le moyen des équations de condition, peut conduire à des calculs trop compliqués, nous allons présenter la même méthode sous une forme plus simple, en réduisant en quelque manière tous les cas à celui d'un système entièrement libre.
§ I. — Méthode des multiplicateurs .
2. Soient L = o, M = o, N = o, etc., les différentes équations de condition données par la nature du système, les quantités L, M, N, etc., étant des fonctions finies des variables x, j, z, x\ y\ z\ etc. ; en différentiant ces équations, on aura celles-ci :
rfL = o, rfM=o, rfN = o,...,
lesquelles donneront la relation qui doit avoir lieu entre les différentielles des mêmes variables. En général, nous représenterons par
rfL = o, c?]Vl = o, rfN = o,..., les équations de condition entre ces différentielles., soit que ces équations
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soient elleâ-mêmes des différences exactes ou non, pourvu que les différentielles n'y soient que linéaires.
Maintenant, comme ces équations ne doivent servir qu'à éliminer un pareil nombre de différentielles dans la formule générale de l'équilibre, après quoi les coefficients des différentielles restantes doivent être égalés chacun à zéro, il n'est |3as difficile de prouver, par la théorie de l'élimination des équations linéaires, qu'on aura les mêmes résultats si on ajoute simplement à la formule dont il s'agit les différentes équations de condition
rfL = o, rfM = o, rfN = o,...,
multipliées chacune par un coefficient indéterminé ; qu'ensuite on égale à zéro la somme de tous les termes qui se trouvent multipliés par une même différentielle, ce qui donnera autant d'équations particulières qu*i) y a de différentielles; qu'enfin on élimine de ces dernières équations* les coefficients indéterminés par lesquels on a multiplié les équations de condition. ^
3, De là résulte donc cette règle extrêmement simple pour trouver les conditions de l'équilibre d'un système quelconque proposé.
On prendra la somme des moments de toutes les puissances qui doivent être en équilibre (sect. II, art. 5), et l'on y ajoutera les différentes fonctions différentielles qui doivent être nulles par les conditions du problème, après avoir multiplié chacune de ces fonctions par un coefficient indéterminé; on égalera le tout à zéro, et Ton aura ainsi une équation différentielle qu'on traitera comme .une équation ordinaire de maximis et minimis, et d'où l'on tirera autant d'équations particulières finies qu'il y aura de variables. Ces équations étant ensuite débarrassées, par l'élimination, des coefficients indéteiminés, donneront toutes les conditions nécessaires pour l'équilibre.
L'équation différentielle dont il s'agit sera donc de cette forme,
Prt^/>-hQrfy-hRûîr -+-...+ ArfL-h^rfM -h vrfN-i- . . . = o,
dans laquelle A, a^, v, etc., sont des quantités indéterminées; nous la nommerons dans la suite équation générale de V équilibre.
Cette équation donnera, relativement à chaque coordonnée, telle que x^
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de chacun des corps du système, une équation de la forme suivante :
en sorte que le nombre de ces équations sera égal à celui de toutes les coordonnées des corps. Nous les appellerons équations particulières de l'équilibre.
4. Toute la difficulté consistera donc à élimiiser de ces dernières équations les indéterminées A, ju^ v, etc.; or c'est ce qu'on pourra toujours exécuter par les moyens connus, mais il conviendra, dans chaque cas, de choisir ceux qui pourront conduire aux résultats les plus simples. Les équations finales renfermeront toutes les conditions nécessaires pour l'équilibre proposé, et comme le nombre de ces équations sera égal à celui de toutes les coordonnées des corps du système, moins celui des indéterminées A, ^, v, etc. , qu'il a fallu éliminer, que d'ailleurs ces mêmes indéterminées sont en même nombre que les équations de condition finies L=:o, M^i=o, N = o, etc., il s'ensuit que les équations dont il s'agît, jointes à ces dernières, seront toujours en même nombre que les coordonnées de tous les corps ; par conséquent, elles suffiront pour déterminer ces coordonnées, et faire connaître la position que chaque corps doit prendre pour être en équilibre.
5. Je remarque maintenant que les termes Aûf L, jmdM^ etc. , de Téquation générale de l'équilibre peuvent être aussi regardés comme représentant les moments de différentes forces appliquées au même système.
En effet, supposant dh une fonction différentielle des variables x\ y\ z\ x" ^ y\ etc. , qui servent de coordonnées à différents corps du système, cette fonction sera composée de diffcrentes parties que je désignerai par rfL', dU\ etc. , en sorte que dh = û?L'+ dïJ^-\- ... ; dlJ ne renfermant que les termes affectés de dx\ df\ dz'\ d\J' ne renfermant que ceux qui contiennent dx'\ dy'\ dz'\ et ainsi de suite.
De cette manière, le terme ArfL de l'équation générale sera composé des termes ArfL', ?<dl/, etc. Or, si l'on donne au terme ArfL' la forme suivante :
Vi^') +U7) +(^) X
rfL'
vm-m
dz
il est clair, par ce qu'on a dît dans l'art. 8, sect. II, que cette quantité peut représenter le moment d'une force
4 /T^îTV (duy fdv\
appliquée au corps dont les coordonnées sont x' ^ y\ z\ et dirigée perpendiculairement à la sfurface qui aura pour équation dU= o, en n'y regardant que x\ y\ z comme variables. De même, le terme ArfL" pourra représenter le moment d'une force
appliquée au corps qui a pour coordonnées a:", y" ^ z" ^ et dirigée perpendiculairement à la surface courbe, dont l'équation sera d\l^ -=• o, en n'y regardant que x^\ y'\ z" comme variables, et ainsi de suite.
Donc, en général, le terme ArfL sera équivalent à l'effet de différentes forces exprimées par
et appliquées respectivement aux corps qui répondent aux coordonnées x\y\ z\ ^'', j", z*\ etc., suivant des directions perpendiculaires aux différentes surfaces courbes représentées par l'équation rfL = o, en y faisant varier premièrement x\ y\ z', ensuite x^ ^ y^\ z\ et ainsi du reste.
6. En général, on pourra regarder le terme ArfL comme le moment d'une force (*) A tendante à faire varier la valeur de la fonction L, et comme rfL = rff / -4- dU -\- . . . , le terme At/L exprimera les moments de plusieurs forces égales à A, et tendantes à faire varier la fonction L, en ayant égard séparément à la variabilité des différentes coordonnées x ^ y\ z', x'^, j", z\ etc. Il en sera de même des termes /ttûfM, vc?N, etc. (section II, art. 9).
Comme dans l'équation générale de l'équilibre (art. 5), les forces P, Q, R, etc., sont supposées dirigées vers des centres auxquels aboutissent les
(*) f^oyez, à ce sujet, la note de Tari, 9, sect. IL (/. Bertrand,)
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lignes/?, q^ r, etc., et, par conséquent, tendantes à diminuer ces lignes, il faudra également regarder les forces A, /u, etc. , comme tendantes à diminuer les valeurs des fonctions L, Mj etc.
7. II résulte de là que chaque équation de condition est équivalente à une ou plusieurs forces appliquées au système, suivant des directions données, ou, en général, tendantes à faire varier les valeurs de fonctions données (*) ; en sorte que l'état d' équilibre du système sera le même, soit qu'on emploie la considération de ces forces, ou qu'on ait égard aux équations de condition.
Réciproquement , ces forces peuvent tenir lieu des équations de condition résultantes de la nature du système donné ; de manière qu'en employant ces forces, on pourra regarder les corps comme entièrement libres et sans aucune liaison. £t de là on voit la raison métaphysique, pourquoi l'introduction des termes ArfL -h fJidM -h . . . , dans l'équation générale de l'équilibre, fait qu'on peut ensuite traiter cette équation comme si tous les corps du système étaient entièrement libres : c'est en quoi consiste l'esprit de la méthode de cette section.
A proprement parler, les forces en question tiennent lieu des résistances que les corps devraient éprouver en vertu de leur liaison mutuelle, ou de la part des obstacles qui, par la nature du système, pourraient s'opposer à leur mouvement; ou plutôt ces forces ne sont que les forces mêmes de ces résistances, lesquelles doivent être égales et directement opposées aux pressions exercées par les corps. Notre méthode donne, comme l'on voit, le moyen de déterminer ces forces et ces résistances ; ce qui n'est pas un des moindres avantages de cette méthode.
8. Dans les cas où les forces P, Q, R, etc., ne sont pas en équilibre, et ou l'on demande de les réduire à des forces équivalentes dont les directions soient données, il suffira d^ajouter à la somme des moments des forces P, Q, R, etc., les moments résultant des équations de condition L = o,
( ) Cette proposition importante a la même généralité que le principe des vitesses virtuelles, et elle est souvent d'une application plus commode. Lagrange y a été conduit en suivant analytiquement les conséquences de sa formule d'équilibre, mais M. Poinsot en a donné depuis une démonstration directe et fondée sur les principes élémentaires de la Statique. Voyez Journal de VÉcole Polytechnique, 1 3« cahier, tome VI. ( /. Bertrand. )
Mec. anal. I. lo
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M i= o, etc., et l'on aura la somme d^s moments des forces équivalentes ûU5t forces P, Q, R, etc., et à l'action que les corps exercent les uns sur les autres, en vertu de ces mêmes équations de condition.
En employant ainsi toutes les équations de condition données par la nature du système proposé, on pourra regarder comme indépendantes les coordonnées de chaque corps du système, et l'on aura pour chacune de ces coordonnées, telles que a:, une quantité de la forme
dx ^ dx dx
, dL ^M <iN
qui exprimera la force résultante suivant la dîrecticm de la ligne ^^ laquelle devra être nulle dans le cas d'équilibre, comme on l'a vu dans l'art» 3 {*).
§11. — Apptic<Uion de la même méthode à la formule de l'équilibre des corps continus y dont tous les poinls sont tirés par des forces quelconques.
9. Jusqu'ici nous avons considéré les corps comme des points, et nous avons vu comment on détermine les lois de l'équilibre de ces points, en quelque nombre qu'ils soient, et quelques forces qni agissent sur eux. Or un corps d'un volume et d'une figure quelconque, n'étant que l'assemblage d'une infinité de parties ou points matériels, il s'ensuit qu'on peut déterminer aussi les lois de l'équilibre des corps de figure quelconque, par l'application des principes précédents. #
En effet, la manière ordinaire de résoudre les questions de Mécanique qui concernent les corps de masse finie, consiste à ne considérer ti'abord qu'un certain nombre de points placés à des distances finies les uns des autres, et à chercher les lois de leur équilibre ou de leur mouvement; à étendre ensuite cette recherche à un nombre indéfini de points ; enfin à supposer que le nombre des points devienne infini, et qu'en même temps leurs distances deviennent infiniment petites, et à faire aux formules trouvées pour un
(*) Cette ftOTnme, calculée relatîvemenft a«x points auxquels la résultante doit être appliquée, fournira les composantes de cette résultante. ïl faudra, pour les autres f^oînts, f^égafer à zéro. On doit remarquer que le problème sera, en général, impossible ou indéterminé. (/. Bertrand,)
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nombre fini de points, les réductions et les modifications que demande le passage du fini à Tinfini.
Ce procédé est, comme Ton voit, analogue aux méthodes géométriques et analytiques qui ont précédé le calcul infinitésimal j et si ce calcul a l'avantage de faciliter et de simplifier d'une manière surprenante les solutions des questions qui ont rapport aux courbes, il ne le doit qu'à ce qu'il considère ces lignes en elles-mêmes, et comme courbes, sans avoir besoin de les regarder, premièrement comme polygones, et ensuite comme courbes. Il y aura donc, à peu près, le même avantage à traiter les problèmes de Mécanique dont il est question par des voies directes, et en considérant immédiatement les corps de masses finies comme des assemblages d'une infinité de points ou corpuscules animés chacun par des forces données. Or rien n'est plus facile que de modifier et simplifier par cette considération, la méthode générale que nous venons de donner.
10. Mais il est nécessaire de remarquer, avant tout, que, dans l'application de cette méthode aux corps d'une masse finie, dont tous les points sont animés par des forces quelconques, il se présente naturellement deux sortes de différentielles qu*il faut bien distinguer. Les unes se rapportent aux différents points qui composent le corps; les autres sont indépendantes de la position mutuelle de ces points, et représentent seulement les espaces infiniment petits que chaque point peut parcourir, en supposant que la situation du corps varie infiniment peu. Comme jusqu'ici nous n'avons eu que des différences de cette dernière espèce à considérer, nous les avons désignées par la caractéristique ordinaire d^ mais puisque nous devons maintenant avoir égard aux deux espèces de différences à la fois, et qu'il est, par conséquent, nécessaire d'introduire une nouvelle caractéristique, il nous paraît à propos d'employer l'ancienne caractéristique d pour désigner les différences de la première espèce qui sont analogues à celles que Ton considère communément en Géométrie, et de dénoter les différences de la seconde espèce qui sont particulières à la matière que nous traitons par la caractéristique <r, employée dans le Calcul des variations, avec lequel celui dont il s'agit ici a une liaison intime et nécessaire.
Nous nommerons même, par cette raison, variations les différences affec-
lO.
tées de (T, et nous conserverons le nom de différentielles à celles qui sont affectées de d. Du reste, les mêmes formules qui donnent les différentielles ordinaires donneront aussi les variations, en substituant <r à la place de d.
11. Je remarque ensuite qu'au lieu de considérer la masse donnée comme un assemblage dune infinité de points contigus, il faudra, suivant l'esprit du calcul infinitésimal, la considérer plutôt comme composée d'éléments infiniment petits, qui soient du même ordre de dimension que la masse entière; qu'ainsi, pour avoir les forces qui animent chacun de ces éléments, il faudra multiplier par ces mêmes éléments les forces P, Q, R, etc., qii'ôn suppose appliquées à chaque point de ces éléments, et qu'on regardera comme des forces accélératrices analogues à celles qui proviennent de l'action de la gravité.
Si donc on nomme m la masse totale et dm un de ses éléments quelconque, on aura Prfm, Qrfm, Rrfm, etc., pour les forces qui tirent l'élément dvx suivant les directions des lignes/?, q^ r, etc. Donc, multipliant respectivement ces forces par les variations J/?, ^Tç, (Tr, etc., on aura leurs moments, dont la somme, pour chaque élément laîm, sera représentée par la formule
(P^T^o -h Q^9 + R^r -+- ...)dm\
et, pour avoir la somme des moments de toutes les forces du système, il n'y aura qu'à prendre l'intégrale de cette formule par rapport à toute la masse donnée.
Nous dénoterons ces intégrales totales, c'est-à-dire relatives à l'étendue de toute la masse, par Ja caractéristique majuscule S, en conservant la caractéristique ordinaire J pour désigner les intégrales partielles ou indéfinies.
12. On aura ainsi, pour la somme des moments de toutes les forces du système, la formule intégrale
S(P(r/? + QJ^7 + R<rr+ ...)rfm;
et cette quantité devra être nulle, en général, dans l'état d'équilibre du système.
Comme par la nature du système il y a nécessairement des rapports donnés entre les différentes variations (J/?, Sq^ ^r, etc., relatives à chaque point de la masse, il faudra les réduire à un certain nombre de variations
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indépendantes et indéterminées, et les termes multipliés par ces dernières variations, étant égalés à zéro, donneront les équations particulières de l'équilibre. Mais ces réductions pouvant être embarrassantes, il conviendra de les éviter par le moyen de la méthode des multiplicateurs que nous venons de donner danîvle paragraphe précédent.
15. Pour appliquer cette méthode au cas dont il s'agit ici, nous supposerons que L = o, M = o, etc., soient les équations de condition qui doivent avoir lieu par la nature du problème, par rapport à chaque point de la masse, et nous les nommerons équations de condition indéterminées.
Les quantités L, M, etc., seront ici des fonctions des coordonnées finies or, j, z qui répondent à chaque point de la masse donnée, et de leurs différentielles d'un ordre quelconque.
Ces équations étant difïerentiées suivant J", on aura celles-ci : <JL = o, ^M = o, etc. On multipliera les quantités i^L, (TM, etc., par des quantités indéterminées A, ^c, etc.; on en prendra l'intégrale totale qui sera, par conséquent, représentée par la formule
S (A^TL -+- A^^M
et ajoutant cette intégrale à celle de l'article précédent, on aura l'équation générale de l'équilibre.
On observera qu'il n'est pas nécessaire que J^L, (TM, etc., soient les variations exactes de fonctions de x^ y^ z, dx^ rfy, etc. , mais qu'il suffit que J^L=:o, <JM = o, etc. , soient les équations de condition indéterminées entre les variations de Xy /, z, dx^ dj, etc. (art. 5).
Mai^ il faut remarquer qu'outre les forces qui agissent, en général, sur tous les points de la masse, il peut y en avoir qui n'agissent que sur des points déterminés de cette masse, lesquels points sont ordinairement ceux qui répondent aux extrémités de la masse donnée, c'est-à-dire au commencement et à la fin de l'intégrale désignée par S.
De même, il pourra y avoir des équations de condition particulières à ces points, et que nous nommerons équations de condition déterminées^ pour les distinguer de celles qui ont lieu, en général, dans toute l'étendue de la masse; nous les représenterons par A = o, B = o, C = o, etc. , ou plutôt par SA = o, SB = o, SC = o, etc.
Nous marquerons d'un trait, de deux, de trois, etc., toutes les quantités qui se rapportent à des points déterminés de la masse, et en particulier nous marquerons d'un seul trait celles qui se rapportent au commencement de l'intégrale désignée par S, de deux traits celles qui se rapportent à la fin de cette intégrale, de trois ou davantage celles qui se rapportent à des points intermédiaires quelconques.
Ainsi il faudra ajouter à l'intégrale
la quantité
P'^iP'+ Q'^9'+ R'^r'+ . . . + P'^p'-+- Q'Sq'-h K'Sr
et à l'intégrale la quantité
S(A^L-hyU(rM+ ...)
acTA H- /3<^B -+- 7iC
De sorte que l'équation générale de l'équilibre sera de cette forme : S (P(J> + QSq + R^r -4- . . .) rfm + S(A(?L -+- a^^M -h . . .)
-h aSA + |3^B 4- ySC -h . . . = o.
14. Comme les fonctions L, M, etc., peuvent contenir non-seulement les variables finies Xy j, z, mais encore leurs différentielles, les variations SLy ^M, etc., donneront des termes multipliés par Sxj ^j, Sz^ icbc, «Trf)', etc., et l'équation précédente, lorsqu'on y aura substitué les valeurs de cJ/?, iq^ Sry etc., (TL, J^M, etc., en ^x, Sy, Sz^ Sdxy Sdy^ Sdzj etc., ainsi que celles de Sp\ (J>", etc., ^q\ ^q\ etc., M, ^B, etc., en ^x\ Sx\ etc., J>', Sy, etc., Sdx\ etc., déduites des circonstances particulières de chaque problème, aura toujours une forme analogue à celles que le Calcul des variations fournit pour la détermination des maxima et minima des formules intégrales indéfinies; ainsi il n'y aura qu'à y appliquer les règles connues de ce calcul.
On considérera donc que, comme les caractéristiques d et (T marquent deux espèces de différences entièi^ement indépendantes entre elles, quand
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ces caractéristiques se trouvent ensemble, il doit être indifférent dans quel ordre elles soient placées, parce qu'en supposant qu'une quantité varie de deux, manières différentes, on a toujours le même résultat, quel que soit l'ordre dans lequel se font ces variations. Ainsi ^dx sera la même chose que d^x^ et, pareillement, id^x sera la même chose que d^S^x, et ainsi de suite. On pourra donc toujours changer à volonté l'ordre des caractéristiques, sans altérer la valeur des différences; et pour notre objet il sera à propos de transporter la caractéristique d avant la S^ afin que l'équation proposée ne contienne que les variations des coordonnées, et les différentielles de ces mêmes variations.
Il en est de même des signes d'intégration J ou S, par rapport à la caractéristique des variations ^. Ainsi on pouna toujours changer les symboles ^f ou ^S en fS ou SiT.
C'est en qMoi consiste le prunier principe fondamental du Calcul des "variations.
15. Or les différentielles d^Xj é/Jj, dS^z, d^Sx^ etc., qui se trouvent sous le signe S, peuvent être éliminées par l'opération connue des intégrations par parties. Car, en général,
JùdSx = aSx — f^xdùy fad^^x = ild^x — dilSx + f^xd^ù,
et ainsi des autres, oii il faut observer que les quantités hors du signe / se rapportent naturellement aux derniers points des intégrales, mais que pour rendre ces intégrales complètes, il faut nécessairement en retrancher les valeurs des mêmes quantités hors du signe, lesquelles répondent aux premiers points des intégrales, afin que tout s'évanouisse dans ces points; ce qui est évident par la théorie des intégrations.
Ainsi en marquant par un trait les quantités qui se rapportent au commencement des intégrales totales désignées par S, et par deux traits celles qui se rapportent à la fin de ces intégrales, on aura les réductions suivantes :
Sad^x = iî^cTo?'' — a'^x' — S^xda,
S[ld'Sx=ù'dix''— dÇi"^x'— Çi'd^x'
d£i'^x'-\-^Sxd^a,
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lesquelles serviront à faire disparaître toutes les différentielles des variations qui pourront se trouver sous le signe S. Ces réductions constituent le second principe fondamental du Calcul des variations.
16. De cette maJiière donc, Téquation générale de l'équilibre se réduira à la forme suivante :
S (ScTo? -h 2<Jy -h ^a^z) -h A = o,
dans laquelle S, 2, ^ seront des fonctions de a?, j, z et de leurs dififérentielles, et A contiendra les termes affectés des variations ^x\ Sjr\ Sz\ S^x'\ ^y y etc., et de leurs différentielles.
Donc, pour que cette équation ait lieu, indépendamment des variations des différentes coordonnées, il faudra que Ton ait, i° S, 2, î^, nuls dans toute rétendue de l'intégrale S, c'est-à-dire dans chaque point de la masse; 2"* chaque terme de A aussi égal à zéro.
Les équations indéfinies S=o, 2 = o, V = o, donneront, en général, la relation qui doit se trouver entre les variables x^ y,z\ mais il faudra pour cela en éliminer les variables indéterminées A, /u, etc., lesquelles sont en même nombre que les équations de condition indéterminées ^
L = o, M = o, . . . (art. 13).
Or je remarque que ces équations ne sauraient être au delà de trois (*) ; car, puisque ce sont des équations indéfinies entre les trois variables x^ y, z et leurs différentielles, il est clair que s'il y en avait plus de trois, on aurait plus d'équations que de variables, en sorte qu'il faudrait que la quatrième fut une suite nécessaire des trois premières, et ainsi des autres. Donc il n'y aura jamais plus de trois indéterminées A, a&, v à éliminer, en sorte qu'on pourra toujours trouver les valeurs de ces indéterminées en fonction de «2?, j, z. Mais les équations qui disparaîtront par ces éliminations seront remplacées par les équations mêmes de condition, de sorte qu'on pourra toujours con-
(^) Il est même impossible qu'elles soient au nombre de trois, car elles sufliraient alors à la détermination de la position de chaque point sans qu*il fût nécessaire de connaître les forces appliquées au système. {/. Bertrand,)
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naître les valeurs de ^, /, z, qui doivent avoir lieu dans l'état d'équilibre de tout le système.
Au reste, les équations de condition L = o, M = o, etc., pourraient contenir encore d'autres variables w, Vy etc., avec leurs différentielles, qui devraient être éliminées par le moyen d'autres équations telles que U = o, V = o, etc. : dans ce cas, on pourrait traiter ces nouvelles équations de condition comme celles qui sont données par la nature du problème, et prenant des coefficients indéterminés o-, o, etc., il n'y aurait qu'à ajouter aux termes A^L -f- /uSM •+-..., qui sont sous le signe d'intégration dans l'équation générale de l'art. 13, les termes aSV -h vSY -j- . . . ; et, après avoir fait disparaître toutes les différentielles des variations S^x, Jy , Szj ^Uy Si^, etc. , l'équation finale de l'art. 16 contiendra sous le signe des termes affectés des variations ^u, S^Vy etc., qui devront, par conséquent, être égalés séparément à zéro. On aura ainsi autant de nouvelles équations que d^indéterminées o-, (^, etc., par lesquelles il faudra les éliminer; ensuite on éliminera les nouvelles variables // , t^ , etc . , par les équations données U = o , V = o , etc . Cette méthode sera surtout utile lorsque, dans les fonctions L, M, etc., il se trouvera des quantités intégrales ; car, en substituant à leur place de nouvelles indéterminées, on pourra faire disparaître tous les signes d'intégration, ce qui rendra le calcul plus facile.
17. A l'égard des autres équations résultantes des différents termes de la quantité A qui est hors du signe, ce ne seront que des équations particulières qui ne devront avoir lieu que par rapport à des points déterminés de la masse, et qui serviront principalement à déterminer les constantes arbitraires que les expressions de o:, j, z, déduites des équations précédentes, pourront contenir. Pour faire usage de ces équations, on y substituera donc les valeurs déjà trouvées de A, /tt, etc., ensuite on en éliminera les indéterminées a, ^, etc., et l'on y joindra les équations de condition A = o, B = o, etc., qui serviront à remplacer celles que l'élimination dont il s'agit fera disparaître.
18. Quoique les termes PJy?, QSq^ etc., dus aux forces accélératrices P, Q, etc., ne demandent aucune réduction tant que ces forces agissent suivant les lignes p^ q^ etc., parce que les quantités/?, 9, etc., ne sont fonc-
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tions que des variables finies a?, y^ Zy il n'en sera pas de même lorsqu'on emploiera des forces dont l'action consistera à faire varier une fonction donnée (sect. II, art. 9) ; il faudra alors, si cette fonction contient des différentielles ) employer pour ces termes les mêmes réductions que pour les termes A^L, etc., et l'on parviendra toujours à une équation finale de la même forme. Ce cas a lieu lorsqu'on considère des corps élastiques, soit solides ou fluides.
§ III. — Analogie des problèmes de ce genre avec ceux de maximis
et minimis.
19. Non-seulement le calcul des variations s'applique de la même manière aux problèmes sur l'équilibre des corps continus et aux problèmes de maximis et minimis relatifs aux formules intégrales, mais il fait naître entre ces deux sortes de questions une analogie remarquable que nous allons développer.
Nous commencerons par donner une formule générale pour la variation d'une fonction différentielle quelconque à plusieurs variables.
On sait que, dans les fonctions de plusieurs variables et de leurs différentielles des ordres supérieurs au premier, on peut toujours prendre une des différentielles premières pour constante, ce qui simplifie la fonction sans rien * ôter à sa généralité; mais alors, dans les différentia tions par (T, il faut aussi regarder comme constante la variable dont la différentielle a été supposée constante; et si l'on veut attribuer des variations à toutes les variables, il faudra rétablir la variabilité de la différentielle supposée constante.
20. Soit U une fonction de a?, /, ^j -t^? etc., où dx est supposé constant ; si l'on fait, comme dans la Théorie des fonctions,
la quantité U deviendra fonction de j?, j, /', j'', etc. , et la variation (TU sera, en employant la notation des différentielles partielles, de la forme
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Maintenant, en faisant tout varier, on aura
^ ' dx dx dx dx die ^ dx
_ d.(ôy—yix) dx
Substituant ces valeurs et faisant, pour abréger,
iy _ y'^x — Su,
et, par conséquent,
Sy=Su-hy'Sx,
on aura
rfu r rfu rf*« au «i»du
• ' ify '' ^ dy' dx ^ dy" dx* ^ •'••
Mais en difierentiant par d la fonction U et substituant j' do; pour dy, y" de pour dy' , on a
**^— V'fe 4r*^ dy'^ ^ dy''^ ^ -'jOX,
d'où l'on tire
^377^x7J H- ••• — :jz»'-^'
Donc enfin
Si la quantité U contenait une autre variable z avec ses différentielles as' T^ ' ^^* y ^^ faisant ^ = z', ^ = z'^ et opérant de la même manière,
on trouverait les termes suivants :
dV . rlU dâi^ rfU d^di'
dz dz^ dx dz" dx*
dans lesquels
à ajouter à la valeur précédente de J'U, et ainsi de suite.
21. Donc, si on a la fonction intégrale fUcLv k rendre un nuzximum ou un minimum, par les principes du calcul des variations, on fera
^.fVdx=f^{Vdxy=f{SUdx -+- VSdx) = o.
Substituant la valeur de «TU, changeant ScLv en dSx et faisant disparaître, par des intégrations par parties, les différences de Sœ^ Su, Sv, il ne restera sous le signe que des termes de la forme
dans lesquels
{SSx -+- rSu 4- VSv) dx.
S=rfU — rfU = o,
y_^_J^.rfUj^,, d^_
dy dx^'df'^ dx^^ ' dj" •••' ^~dz dx^'dP'^ dx'^ 'dz"
Ces termes doivent être nuls, quelles que soient les variations Sx, S y, Sz ; or, en remettant pour Su et Sv leurs valeurs Sy — yS.t-, Sz — z^Sx, les termes dont il s'agit deviennent, à cause de S = o,
[rSf -hWSz — (T/-+- ^z') Sx] dx,
d'où Ton ne tire que les deux équations ï = o, M^ = o, la troisième, dépendante de Sxj étant contenue dans ces deux-ci.
On voit par là qu'on peut se dispenser d'attribuer aussi une variation à la variable o?, dont l'élément est supposé constant dans la fonction U, puisque les équations nécessaires à la solution du problème résultent uniquement des variations des autres variables. C'est une remarque qui a été faite dès la naissance du calcul des variations et qui est une suite nécessaire de ce calcul.
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Cependant il peut être utile de considérer toutes les variations à la fois, par rapport aux limites de l'intégrale, parce qu'il peut résulter de chacune d'elles des conditions particulières dans les points qui répondent à ces limites, comme nous l'avons fait voir dans la dernière leçon sur le Calcul des fonctions.
22 . La fonction intégrale dont on demande le maximum ou le minimum, peut contenir aussi d'autres intégrales; mais, quelle qu'elle soit, on peut toujours la réduire à ne contenir que des variables finies avec leurs différentielles, et à dépendre d'une ou de plusieurs équations de condition entre ces mêmes variables, auxquelles on pourra toujours satisfaire par la méthode des multiplicateurs.
Supposons, par exemple, que U soit une fonction de a?, j^ z et de leurs différentielles, et qu'en même temps la variable z dépende de l'équation de condition L = o. Cette équation étant différentiée par S donnera J'L = o ; il n'y aura donc qu'à multiplier celle-ci par un coefficient indéterminé A, ou par Ae£r, pour l'homogénéité, lorsque L est une fonction finie, ajouter l'équation intégrale f?iShdx = o à l'équation du maximum ou minimum i.fVdx = o, et considérer ensuite les variations (Ta:, ^j, Sz comme indépendantes. Or on a, en regardant L comme fonction de o?, j, y', y\ etc. ,
Z^ z j z , vXC. ,
Donc, si l'on fait les mêmes substitutions que ci-dessus pour Sr\ ^z\ Sy" . etc., on aura aussi
jy", etc., on aura aussi
et les termes sous le signe provenant de T équation
/(J^.Uflb -h A^L <ic) = o seront de la forme
dans lesquek on aura
S = Aû?L,
„, VdU ^dh 1 , /dV ^dh\ . I ,, /dV , ^dh\ 1 ,
Or, L = o étant T équation de condition, on aura aussi e/L = o, ce qui donnera S = o. Ainsi, en égalant à zéro les coefficients des trois variations ^x^ Sy^ Sz, on n'aura que les deux équations ï = o, y = o, dont Tune servira à éliminer Tindéterminée A; de sorte qu'il ne restera pour la solution du problème qu'une seule équation en x, j, z, qu'il faudra combiner avec l'équation donnée L = o.
Gooune, en supposant dx constant, on a
•^ 2r' *^ dx*^ * ' . dx^ dx*
on voit qu'il suffit de &ire varier dans les fimctions U, L, etc. , les variables j, z^ etc., avec leurs différentielles; on aura ainsi, en employant, avec la caractéristique J^, la notation des différences partielles,
-h 3- J'z H- T-r d^z -h T-TT- d^^z-h . . . ,
vz odz od^z '
et si l'on veut avoir égard en même temps à la variation de x^ il n'y aura qu'à ajouter à l'expression de ^U le terme j-^UJ'a:, et changer iy en
Jy — ^ ^^> ^^ en J'z — ^ ^x^ etc.
De cette manière, on aura d'abord, après les réductions,
i.JVidx=:J{t8y'^^Sz'^ ...)dx
r'jy + r'^d^X + . . . h- w'Sz + v^'dSz + . . . ,
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en faisant
„;,_ âV _
âdz 'd3*z
et pour avoir égard ensuite à la variation de Xj on ajoutera, dans tous les termes, — ^ ^^ ^ ^fy ®* — iS ^"^ ^ ^^*
24. Telle est la méthode générale pour les problèmes de maximis et minimis, relatifs aux formules intégrales indéfinies auxquelles le calcul des variations a été d'abord destiné ; et l'on voit qu'en faisant même varier toutes les variables, elle ne donne cependant qu'autant d'équations moins une qu'il y a de variables, ce qui est d'ailleurs conforme à la nature de la chose, puisque ce n'est pas la valeur individuelle de chacune des variables qu'on cherche, comme dans les questions ordinaires de maximis et minimis, mais des relations indéfinies entre ces variables, par lesquelles elles deviennent fonctions les unes des autres, et peuvent être représentées par des courbes à simple ou à double courbure.
25. Appliquons maintenant la même méthode aux problèmes de la Mécanique, et supposons, pour plus de simplicité, que la formule
^dp H- Qrfy H- Kdr -h . . .
soit intégrable, et que son intégrale soit n, comme dans l'art. 21 de la sect. III ; on aura aussi
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et réquation générale de l'équilibre (art. 13) deviendra
S{Sndm -h ?iSL-h luSM ■+- .. .) = o,
en faisant ici abstraction des équations de condition relatives à des points
déterminés.
Comme la masse de chaque particule dm du système ne doit pas varier
pendant que la position du système varie, il faudra supposer Sdm = o, et
par conséquent (TL = S dm.
Ijorsque le système est linéaire, on a, en général, dm = UcLv, U étan^
une fonction comme dans l'art. 20; on aura donc
SL = SVdjc H- VSdx, et la formule SaJ'L donnera sous le signe les termes
(SeT^ -f- r^ii -h ^^v) dx,
dans lesquels on aura (art. 22)
S=(ArfU — e/.AU)^,
26. Donc, s'il n'y a point d'autre condition, l'équation provenant des ternies sous le signe S sera
Sudm -h (SiTa; + Y^U h- Wèv) dx = o,
qu'on devra vérifier séparément par rapport à chacune des variations S.i\ Sf, Sz.
Or, 11 étant une fonction de x, y, z, on a
et comme
Su = Sy — -^ ^x, ^i; = Sz — ^ Sx,
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l'équation précédente devient
(^ dm -h 3dx — Xdy — Wdz\ ^x
f^ dm + ï^^ cTj -h (^ rfm + Ydir^z = o,
laquelle donne ces trois-ci :
-T- dm -h Sdx — Xdy — Wdz = o,
-g- c?in H- ïéic = o, -7-rfm + ydir = o.
Ainsi on a ici autant d'équations que de variables, ce qui parait mettre une différence entre les problèmes de ce genre relatifs à la Mécanique, et les problèmes de maxirrds et minimis.
27. Mais j'observe d'abord qu'à cause de l'indéterminée A, les trois équations se réduisent à deux, par l'élimination de cette indéterminée; et quoiqu'en général les équations de condition remplacent toujours celles qui disparaissent par l'élimination des indéterminées, la condition introduite ici ^dm = o, c'est-à-dire dm. constant, ne peut pas fournir une équation particulière pour la solution du problème, parce que, suivant l'esprit du calcul différentiel, il est toujours permis de prendre un élément quelconque pour constant, puisqu'il n'y a, à proprement parler, que les rapports des différentielles entre elles, et non les différentielles elles-mêmes, qui entrent dans le calcul. Ainsi les trois équations seront réduites à deux, et ne serviront qu'à déterminer la nature de la courbe, comme dans les problèmes de maximis et minimis.
28. J'observe ensuite qu'on peut aussi rappeler les problèmes de Statique dont il s'agit ici,' à de simples problèmes de maximis et minimis.
Car, si l'on ajoute ensemble les trois équations trouvées ci-dessus, après avoir multiplié la première par dx, la deuxième par dy et la troisième par dz, on aura, à cause de
l'équation
dndm -h Zdx^ = o ;
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mais on a
Zdx = ArfU — rf. AU = — ^ Ufl?A, '
et comme rfm = XJdx, on aura, en divisant par rfm, rfll — rfA = o; d'où
l'on tire A = n -h a, a étant une constante arbitraire.
Ainsi, à cause de Sh = J'c^m, Je terme A^L, dans l'équation de l'art. 25,
deviendra IleT^m + a^^m, et puisque Sndm'+-îlSdm=:^.ndm^ cette
équation deviendra
S^.n^^m H- aSS^dm = o, c'est-à-dire
S.Sudm H- aJ'^Sfi^m = o;
c'est l'équation nécessaire pour qne la formule intégrale Slle/m devienne un maximum ou un minimum parmi toutes celles où la formule S dm aura une même valeur.
De cette manière on pourra, comme dans les questions de maxùnis et minimis, regarder une des variables comme constante, relativement aux variations par ^, ce qui simplifie l'analyse ; mais la méthode générale a l'avantage de donner la valeur du coefficient A, qui, par la théorie exposée dans la section précédente, exprimera {*) la force avec laquelle l'élément dm résiste à l'action des forces P, Q, R, etc., qui agissent sur le système.
29. Nous avons supposé, pour plus de simplicité, qu*il n'y avait point d'autre équation de condition; mais s'il y avait de plus l'équation M = o, M étant une fonction de o:, j, z, j', y\ etc. , z\ z^\ etc. , il faudrait ajouter au terme aJ'L sous le signe, dans l'équation de l'équilibre, le terme a^^M, ou plutôt, pour l'homogénéité, le terme ^SMdx^ ce qui donnerait à ajouter aux valeurs de E, T, V de l'art. 25 les quantités respectives
dM I , rfM I ,, dM
du i . dM I ,j JM
^lU~di'^'^dP^dF^'^ '^d^^- ""
(*) f^oyez, à ce sujet, le paragraphe 6, sect. IV, et la note relative au paragraphe 9, sect. U
(/. Bertrand.)
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Ainsi on aurait trois équations de la même forme que celles de Tart. 26, lesquelles, par l'élimination des deux indéterminées A et ^e, se réduiraient à une seule; mais-en y joignant l'équation de condition M = o, on aurait, comme auparavant, deux équations entre les trois variables J7, y^ z.
Ces trois équations donnent, comme dans l'art. 28, l'équation
dadm -h Zdx^ = o.
Ici Ton a
2dœ = — Uc?A ■+■ ludM ;
mais l'équation M = o donne aussi dM = o ; donc on aura simplement,
comme dans l'article cité,
Zdx= — Urf/,
et de là on trouvera le même résultat
(T. Sn^^m -h a^. dm = o.
30. Donc, en général, le problème de l'équilibre d'un systkne de dm particules animées des forces P, Q, R, ^c., qui agissent suivant les directions des lignes /i, q, r, etc., et qu'on suppose telles, que l'on ait
Vdp -h Qdq -f- Rrfr -+-...= rfll,
se réduit simplement à rendre la formule intégrale SlI^f m un maximum ou un minimum, en ayant d'ailleurs égard aux conditions particulières du système ; ce qui, comme l'on voit, fait rentrer tous les problèmes de l'équilibre dans la classe des problèmes de maximis et minimis, connus sous le nom de problêmes des isopérimètres.
Dans le cas de la chaînette, en prenant les ordonnées/ verticales, on a n = gy , g" étant la force constante de la gravité. Donc il faut que la formule Sjrdm soit un maximum ou un minimum parmi toutes celles où la- valeur de
Srfm est la même ; mais ^y" est la distance du centre de gravité à l'hori-
otitn
zontale; donc, puisque la masse entière est supposée donnée, il faudra que cette distance soit la plus grande ou la plus petite : ce qu'on sait d'ailleurs.
la.
31 . Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des fonctions de variables regardées comme indépendantes ; mais si la variablç z était censée fonction de x^y^ et que l'on eût une fonction U qui contint x^y^ z avec les différences partielles de z relatives à a? et/, on pourrait demander la variation ^U, en ayant égard aux variations simultanées Aex^y^z.
Soit, pour plus de simplicité,
dz f dz . d^z ff d*z » d*z
di~^ ' ^ ~ ^'' a? ~ ^ ' d^ ~ ^' ' ^» ~ ^'/'
d^z fff d^z » d^z t
dP~^ ' d^ ~ ^' ' a^* — ^. » • • • I
la quantité U sera fonction de x^ j, z, z', z,, z", z' , z,,, etc. , et l'on aura
dz* ^- dz, ^^^ dp a?
et la difficulté se réduira à trouver les valeurs des variations ^z', ^z,, ^z, etc. , en faisant varier à la fois les éléments dx^ dy^ dans les différences partielles. Nous pouvons supposer, pour rendre le calcul plus simple, que la variation Sx est une fonction de x indépendante de/, et la variation Sy une fonction de y indépendante de x. Nous verrons par la suite que cette suppofition a toute la généralité que l'on peut désirer.
PREMIÈRE PARTIE. — LA STATIQUE. gS
On aura de même
à cause de
. _ d.(âz — z'3x — z,ây) ^dz[^ dz^^
dix ^ dây
dy dx
On aura ensuite
^ ,f ^ dz diz* dz* dix
Substituant la valeur de S'sf, on aura On aura de même
^ r jv ilz' ^^ ddzf dz^ diy
^' ~ • "^ dy ~ dy dy*
Substituant aussi la valeur de ^z\ on aura, à cause de ^ = ^9
hz ^ à\[iz — z'ix — zfiy) ^*^' jv^ I ^'^/ J^,
' dxdy dxdy dxdy ^ '
On trouvera pareillement
dy* -^^*"*-^-^
et ainsi de suite.
Donc si l'on &it, pour abréger
t'-p'c-py^iu.
et qu'on observe que
dz, dz' dz^_dz^ d^z' _ dz^ d^z, _ dt"
dx dy dy dx dx^ dx dx* dy
d*z' dz[ d^ _ dz[^ £V _dz„
dxdy dx dxdy dy dy* dx
on aura plus simplement
. „ d*du , dz" . , dz" .
• dxdy dx tfy "^ ^
^ _d*du dz„t^ dz„^
Faisant ces substitutions dans l'expression de ^U, mettant à la place de ^z, et ordonnant les termes par rapport kSx,fy,Su, on aura
PiT _ /^''U dV dz dV dz' dl3 dz dV dzl^ dV dzl \ «
^^ ~\d7~^ir 3^~^dE^ '3^'^dr,dx '^dP dx '^ dz[ dx^-)^
,{d\] dV dz dV dz' dV dz dU dz" dV dz', \ ^
rfUr, dV dâu dV dâu dV d*du . d\} d*du
'^ dz ^'^'^ dz' dx ~^1F, 4r <'«" d^ d'', dxdy -•"••••
Désignons par ( t— j > ( -t- J les différences partielles de U , relatives à x
et y, en regardant z comme fonction de ces deux variables, il est clair
qu'on aura
/rfU\_rfU rfU^ rfU rfz' rfU ^ \dx ) <ir dz dx dz' dx dz , dx
rfu\ _rfu £ru^ ^^ -dtu^
rfy / û[y dz dj dz' dy dz, dy
Ainsi la variation complète de U se réduira à cette forme simple :
d\} dàu dV diu d\} d*du
dz' dx ^ dz, ify dz" dx* dV d*3u dU d*du
dz\ dydy dz„ dy*
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34. Donc, si Ton a une fonction intégrale double SSU dxdy à rendre un maximum ou un minimum, on aura l'équation
S". SSV dxdy = SS^.V dxcfy = o.
Or, en faisant tout varier, on a S .V dxcfy = SU dxcty -^VS.dœdjr^ où il faut remarquer que dxdy représentant un rectangle qui est l'élément du plan des X, y-j ce rectangle demeurera rectangle après les variations (Ta?, Sy des coordonnées x^y^ dans la supposition adoptée que S^x ne dépende point de j, ni Sydex; de sorte que la variation de eir^^ sera simplement c^eTctr -4- dxSdy\ donc, comme
^dx = d^x = ^dx, Sdy = Uy=^dy,
puisque Sx et Jj sont censées fonctions de x seul et de y seul , on aura
S.lidxdy=:hv^V^^Xi^^dxdy.
Substituant la valeur de (TU, et faisant disparaître, par des intégrations partielles, les différentielles des variations Sx^ Sy, Su^ il restera sous le double SS les termes
(E^x -H -xiy + V Su) dxdy,
dans lesquels
(dli\ (d\}\
^ ~ dz \dx ) \dy)^\dx*)
\dxdy) -^ \ dy*)
en disant, pour abréger,
,,/ rfU f, dU jrrr d\]
,y du -, dM
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et supposant que les différentielles partielles renfermées entre deux crochets représentent les valeurs complètes de ces différences, en y regardant z comme fonction de.r,^.
35. Ainsi, à cause de huz=^z — ^^«^ — X^/» ^^ termes sous le double signe donneront simplement Téquation
d'où, en égalant séparément à zéro les coefficients de ^z^ ^x, Sj, on n*aura que l'équation ^^=0^ comme si l'on n'avait Êiit varier que la seule variable z.
On voit donc que, dans les questions de maximis et minimis relatives à des intégrales doubles, dans lesquelles une des trois variables est fonction des deux autres, il n'y a rigoureusement qu'une seule équation qu'on peut trouver directement, en ne faisant varier par ^ que la seule variable qui est censée fonction des deux autres (*) ; et cette équation est celle de la surface qui satisfait à la question. C'est ainsi qu'on a trouvé l'équation aux différences
partielles de la moindre surÊice, en faisant U = y/[i -h (z')'-h (^,)^] ; et ce que nous venons de démontrer prouve que cette équation remplit complètement les conditions du problème, quelques variations qu'on attribue aux trois coordonnées de la surface.
36. On peut appliquer les formules des variations que nous venons de trouver, à l'équation d'uii système superficiel de particules dm. tirées par des forces quelconques.
En n'ayant égard qu'à la condition de l'invariabilité de dm^ on aura d'abord, comme dans l'art. 25, l'équation générale de l'équilibre
SS {Sndm -H ?iSdm) = o.
(*) Il est évident à priori qu*il suffit de faire varier s; car, quelles que soient deux surfaces infiniment voisines, on peut toujours passer de Tune à Tautre en donnant à s un accroissement qui dépende d*une manière convenable des deux autres coordonnées x et j. Il pourra être plus ou moins commode de considérer celles-ci comme ayant ou n*ayant pas la même valeur aux points correspondants, mais il est évidemment permis de faire l'une ou l'autre hypothèse. (/. Bertrand, )
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Ici, la valeur de dm sera de la forme Udûcdy, et Ton aura, par conséquent (art. 54),
^rfm = ( J^U H- U ^ 4- U ^) dxdy.
Substituant cette valeur, ainsi que celle de ^U de l'art. 33, dans la formule intégrale SSASc;^m, et faisant disparaître, par des intégrations par parties, les différences des variations S^x, ^j, Su, il ne restera sous le double signe que les termes
(EcTj? -h rSx -h W^u)dœdx,
dans lesquels
==K^)-(^)=-"(ê> ^=Kf)-(^)=-"(f)'
^ — dz \dx) \dy ) ^\dx* )
en conservant les valeurs de U', U,, U", U' , etc., de l'art. 34.
Ajoutons à ces termes ceux qui proviennent de l'intégrale SSSn^^m, savoir, en substituant les valeurs de Sn et ^m, .
(a?«-^f«^ + fM"<^''r.
et remettons pour Sw sa valeur S- — ^ ^^ — J" ^7 (^^^- 5*) ' l'équation
générale de l'équilibre contiendra, sous le double signe SS, les termes suivants, ordonnés par rapport aux variations Ix, S/, Sz,
Méc, anal. I. i3
gS MECANIQUE ANALYTIQUE,
d'où l'on tire les trois équations
dz
La dernière donne V = — U -r- > et cette valeur étant substituée dans les
dz
deux autres, on a, après avoir divisé par U,
dïl dU dz_ (d\\ _
dx ^ dz dy \dx) ~^'
dxv dn dz _ rdx\ _
dy dz dy \dy)~^'
La première donne A = Il-i- fonct. y ; la seconde donne A = IIH- fonct. x ; donc on aura A = n -f- a, a étant une constante. Substituant cette valeur dans l'équation générale de l'équilibre, elle deviendra
SS(J'.nrfm -haeTrfm) = o, savoir,
J'.SSnrfm + aJ'.SSe/m = o,
équation du mcusùmim ou minimum de la formule intégrale SSn^m, parmi toutes celles dans lo^quelles la valeur de la formule SS^^m est la même.
Ainsi voilà le problème de Mécanique (*) réduit à une simple question de mxuoùnis et minimis, dont la solution ne dépend que de la variation de la seule coordonnée z, qui est supposée fonction de x^ y (art. 55).
On pourra étendre cette théorie aux formules intégrales tripleft^ et en déduire des conclusions semblables.
(*) Dans un système superficiel de particules, ou, en d*autres termes, dans une surface flexible, non-seulement les éléments superficiels restent invariables, mais aussi les éléments linéaires; il en résulte, comme M. Gauss Ta fait voir, que le prodm't des rayons de courbure conserve en chaque point une valeur constante. Lagrange laisse de côté ces conditions, et les équations qu*il obtient ne peuvent pas être regardées , par conséquent , comme la traduction exacte du problème. Voyez un Mémoire de M. Gauss, Commentaires de GoUingue, tome VI; ce Mémoire a été réimprimé à la suite de la cinquième édition de la Géométrie analytique de Monge. (/. Bertrand,)
CHAPITRE PREMIER
DE l'ÉQUILIBI^ de PLUSIEURS FORCES APPLIQUÉES A UR MÊME POINT DE LÀ COMPOSITION ET DE LÀ DÉCOMPOSITION DES FORCES.
I . Soit proposé de trouver les lois de l'équilibre d'autant de forces qil'on voudra, P, Q, R, etc., toutes appliquées à im même point, et dirigées vers des points donnés.
Nommant /?, q, r, etc., les distances rectilignes entre le point commun d'application de ces forces et leurs points de tendance, on aura la formule
Pfl^ -h Qrf^ H- Rrfr -h . . .
pour la somme des moments de toutes les forces, laquelle doit être nulle dans l'état d'équilibre.
Soient x^ j, z les trois coordonnées rectangles du p^int auquel toutes les forces sont appliquées; et soient de même a, 6, e les coordonnées rectangles du point auquel tend la force P ; /i g-, A , celles du point auquel tend la force Q ; Ij rrij riy celles du point auquel tend la force R, et ain$i des autres ; ces coordonnées étant toutes rapportées aux mêmes axes fixes dans l'espace. On aura évidemment
r=y/{x-iy-^{X-my-h{z-ny,
Et ia quantité P dp -h Qdq -\- Kdr -h ■ > . se transformei-a en celle-ci :
Xdx -^ Y ify -h Zdz,
dans laquelle on aura
Il n'est pas inutile de remarquer dans ces expressions que les quantités
~^ ' ""T-^ ' —y^' sont égales aux cosinus des angles que la ligne/?, c'est-àdire la direction de la force P, fait avec les axes des x, j, z ; que, de même,
"~^ — ' "-J— » —Z- sont les cosinus des angles que la direction de la force Q fait avec les mêmes axes; et ainsi de suite (sect. II, art. 7).
§ I- — ^« l'équilibre d'un corps ou point tiré par plusieurs forces .
2. Cela posé, supposons en premier lieu que le corps ou point auquel les forces P, Q, R, etc., sont appliquées, soit entièrement libre; il n'y aura alors aucune équation de condition entre les coordonnées a?, j, z, et la quantité \dx + Ydjr -h Zrfz devra être nulle, indépendamment des valeurs de fltr, dy^ dz (sect. II, art. 10) ; ce qui donnera sur-le-champ ces trois équations particulières ; #
Ce sont les équations qui renferment les lois de l'équilibre de tant de forces qu'on voudra, concourantes à un même point.
3. Si, dans les expressions de X, Y, Z, on fait P =/?, Q = ^, R = r, etc. , ce qui est permis, puisqu'il est indiftëient à quels points pris dans les directions des forces elles soient supposées tendre, on aura ces équations
^ — a-}-x—f^x— /+... = o, /-~*-f-r — ê'H-J— /w+ ... = o, z —c -Jr z -^ h -h z~n-^ =o;
IL
et ces expressions de x^ /, z font voir que le point auquel sont appliquées les forces, est dans le centre de gravité des points auxquels ces forces tendent.
De là résulte le théorème de Leibnitz, que si tant de puissances qu'on voudra sont en équilibre sur un point, et qu'on tire de ce point des droites qui représentent tant la quantité que la direction de chaque puissance, le point dont il s'agit sera le centre de gravité de tous les points auxquels ces lignes seront terminées.
Si donc il n'y a que quatre puissances, et qu'on imagine une pyramide dont les quatre angles soient aux extrémités des droites qui représentent les puissances, il y aura équilibre entre ces quatre puissances lorsque le point sur lequel elles agissent sera dans le centre de gravité de la pyramide; car on sait, par la Géométrie, que le centre de gravité de toute la pyramide est le même que celui de quatre corps égaux qui seraient placés aux quatre coins de la pyramide. Ce dernier théorème est dû à Roberval.»
4. Supposons, en second lieu, que le corps ou point sur lequel agissent les forces P, Q, R, etc. , ne soit pas tout à fait libre, mais qu'il soit contraint de se mouvoir sur une surface, ou sur une ligne donnée ; on aura alors, entre les coordonnées x^y, z, une ou deux équations de condition, qui ne seront autre chose que les équations mêmes de la surface ou de la ligne dont il s'agit.
Soit donc L == o l'équation de la surface sur laquelle le corps ûe peut que glisser, on ajoutera à la somme des moments des forces X do? -4* Y rf^ H- ïrlz le terme AcfL (sect. IV, art. 3), et l'on aura, pour l'équation générale de l'équilibre,
Xdx + Ydy -h Zdz -t- Ac?L = o,
A étant une quantité indéterminée ^
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Or, L étant une fonction connue de a;, j, z, on aura, par la diffërentiation,
donc substituant et égalant ensuite séparément à zéro la somme des termes multipliés par chacune des différences dx^ dy, dz^ on aura ces trois équations particulières de l'équilibre,
X + Ag = o, d'où chassant Tindéterminée A, on aura ces deux-ci :
dx dy '
rj dLi Y dLi
elx dz '
lesquelles renferment, par conséquent, les conditions cherchées de l'équilibre du corps sur la surface proposée.
5. Si l'on applique maintenant ici la théorie donnée dans l'art. 5 de la sect. IV, on en conclura que la surface doit opposer au corps une résistance égale à
et dirigée suivant la perpendiculaire à la surface qui aurait pour équation dij = o, c'est-à-dire perpendiculairement à la même surface sur laquelle le corps est posé ; et comme on a
dLt Y ^ dLi -mr dLi rj
^di = -^' ^^ = -^' ^Tz=-^'
il s'ensuit que la pression du corps sur la surface (pression qui doit être égale et directement contraire à la résistance de la surface) sera exprimée par
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\/(X^H- Y*H-Z*), et agira perpendiculairement à la même surface; c'est uniquement à cette condition que se réduisent les deux équations trouvées ci-dessus pour l'équilibre du corps, comme on peut s'en assurer par la méthode de la composition des forces.
6. Au reste, dans le cas d'un seul corps tiré par des puissances données, on peut trouver encore plus simplement les conditions de l'équilibre, en sub* stituant immédiatement dans l'équation Xrfa: H- Yrfy -h Zcfe = o, à la place
de la différentielle rfz, sa valeur ^-j — ^ , tirée de l'équation clif-
là
férentielle de la surface donnée sur laquelle le corps peut glisser, et égalant ensuite séparément à zéro les coefficients des différentielles dx et dr qui demeurent indéterminées, suivant la méthode générale de l'art. 10 de la sect. II.
On aura ainsi, sur-le-champ, les deux équations
dL dL
dL
dz
qui reviennent à celles que l'on a trouvées plus haut.
Pareillement, si le corps était assujetti à se mouvoir sur une ligne de figure donnée, et déterminée par les deux équations différentielles dy =:pdxj dz = qdx^ il n'y aurait qu'à substituer ces valeurs de djr et dz dans Xdz + Ydy -+- Zdz = o, et l'on aurait, en divisant par dx,
X H- Yp -h Zgr = o,
pour la condition de l'équilibre.
Mais dans tous les cas où il y aura plusieurs corps en équilibre, la méthode des coefficients indéterminés, exposée dans la section précédente, aura toujours l'avantage, tant du côté de la facilité que de celui de la simplicité et de l'uniformité du calcul.
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^11. — De la composition et décomposition des forces.
I/équation identique
Prf/? 4- (^dq -+-Rrfr -+-... = Xcte -h Yrfj -H Zrfs,
trouvée dans l'art. 1, montre que le système des forces P, Q, R, etc., dirigées suivant les lignes/?, ^^ ^9 etc., est équivalent au système des trois forces X, Y, Z dirigées suivant les lignes a?, j, z (sect. II, art. 15). Ainsi les quantités X, Y, Z donnent les valeurs des forces P, Q, R, etc., décomposées suivant les trois coordonnées rectangles «r, j, z, et tendantes à diminuer ces coordonnées, comme les forces P, Q, R, etc., sont supposées tendre à diminuer les lignes/?, 9, r, etc.
8. En général, si des forces quelconques P, Q, R, etc., dirigées suivant les lignes /?, gf, r, etc. , agissent sur un même point, on peut toujours réduire toutes ces forces à trois autres dirigées suivant les lignes 0, 4? ?i pourvu que ces trois lignes ne soient pas toutes dans le même plan. Car, comme trois lignes placées dans différents plans suffisent pour déterminer la position d'un point quelconque dans l'espace, on pourra toujours exprimer les valeurs des lignes /?, (/, r, etc., en fonctions des trois quantités f , 4» ^> ^^ P^'' '^ théorème de l'art. Vj de la sect. II, les forces P, Q, R, etc., seront équivalentes {*) aux trois forces S, Y, 4» exprimées par les formules
et dirigées suivant les lignes f , 4' 9' ^^^ seulement suivant les éléments d^, d'\, d(f>j si quelques-unes de ces lignes étaient circulaires.
Ces formules peuvent être d'une grande utilité dans plusieurs occasions,
(*) Nous avons remarqué, plus haut, que ce théorème est soumis à des restrictions. La même observation $*applique à la conclusion qu^on en déduit ici. Foyez une Note de M. Poinsot à la fin du volume. (y. Bertrand.)
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et surtout lorsqu'il s'agit de trouver les résultats d'une infinité de forces qui agissent sur un même point, comme l'attraction d'un corps de figure quelconque.
9. Soit m la masse d'un corps dont chacun des éléments dm soit regardé comme le centre d'une force P proportionnelle à dm et à une fonction^ de la distance/? ; en faisant J^dp = F/?, l'élément dm donnera, dans Texpres-
sion de S, le terme \^ rfm, dont l'intégrale relative à toute la masse m
sera le résultat de l'attraction de cette masse ; et comme cette intégration est indépendante de la différentiation relative à f , on pourra donner à l'intégrale
dont il s'agit la forme ' ,^ '" y de sorte qu'en faisant
S.Fpdm = 2, on aura
^_rf2 xff^^ $ = — "* d'^ d\^ d<f
et il ne s'agira plus que de substituer au lieu de p^ dans la fonction F/?, sa valeur exprimée en fonction des coordonnées qui déterminent la position de chaque particule dm dans Tespace, et des coordonnées ^, 4» ? ^^ point attiré, et d'exécuter ensuite séparément l'intégration relative aux premières, et les di£férentiations relatives aux dernières.
Dans le cas de la nature, on a/p = —, ; donc Fp= , et, par conséquent, 2= — S — •
Soient a, 6, c les coordonnées de chaque particule dm du corps, on aura, en supposant la densité de cette particule exprimée par T fonction de a, 6, c,
dm = rdadbdc; donc
o Tdadbdc 2 = —S
Or, XjjTj z étant les coordonnées du point attiré, on a (art. 1)
p=,^{a:^ay^{X^by-h(z-cy.
Mëc, anal, I i4
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Donc
o Vdadbdc
>J(x-ay-^(y-bY+{z-cy'
10. Le cas le plus simple est celui où le corps attirant est une sphère Dans ce cas, en faisant r = i , et supposant le centre de la sphère dans l'ori gine des coordonnées x, j, z du point attiré, on a
m étant la solidité de la sphère, qu'on sait être égale à ,-^ a% en prenant
a pour le rayon, et tt pour le rapport de la circonférence au diamètre. Si la densité r était variable dans F intérieur de la sphère, en la supposant
fonction de et, on ferait m = -^ Svd.a^ .
On peut encore avoir la valeur de 2 lorsque le corps attirant est un sphéroïde elliptique, dont la surface est représentée par Téquation
A, B, G étant les demi-axes des trois sections principales, et a, i, c les coordonnées rectangles de la surface, prises sur les trois atxes, et ayant leur origine dans l'intersection commune des axes qui est le centre du sphéroïde. Mais l'expression générale de cette valeur dépend d'une formule intégrale assez compliquée, et par laquelle il est impossible d'avoir 2 en fonction de
Cependant si l'on suppose que le sphéroïde soit peu différent de la sphère, ou que la distance du point attiré au centre du sphéroïde soit fort grande par rapport à ses axes, on peut exprimer la valeur générale de 2 par une série convergente délivrée de toute intégration. M. Laplace a donné, dans sa Théorie des attractions des sphéroïdes (*), une très-belle formule par laquelle on peut former successivement tous les termes de la série, et qui
montre en même temps que la valeur de — > m étant la solidité du sphéroïde,
(*) Voyez Mécanique céleste, \ome H, livre m, chapitre premier. (/. Bertrand.)
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ne dépend que des quantités B^ — A^ et C^ — A% qui sont les carrés des excentricités des deux sections qui passent par le même demi-axe A.
J'ai trouvé qu'en partant de ce résultat et faisant usage du théorème que j'ai donné dans les Mémoires de Berlin de 1792-98, on pouvait construire tout d'un coup la série dont il s'agit, par le seul développement du radical
suivant les puissances de è et c, en ne conservant que les termes qui contiennent des puissances paires de è et c, et transformant chacun de ces termes, comme Hb^'"c^", en
(i.3.5...2m — i) (1.3.5... a« — i) H(B' — AM* (C — A*)"
am-f
m étant la solidité du sphéroïde qui est exprimée par ^ ABC .
Ainsi, pour avoir tout de suite la série ordonnée suivant les puissances de r et z, on fera
et on développera d'abord le radical (r* — a fry — 2 cz -h ^* -+- c* ) ', suivant les puissances àe y, z; en ne retenant que les puissances paires, on aura
3 hY
Vr' + 6'-l-c' - (r*+b* + c*)' ° (r«-(-A«-Hc»)'
On développera ensuite les radicaux (r*-t- 6^ -h c*) \ etc., suivant les puissances de 6', c% et Ton transformera ces puissances en puissances de B^ — A% C* — A* par la formule donnée ci-dessus. De cette manière, si Ton fait, pour plus de simplicité,
e et i étant les excentricités des deux ellipses formées par les sections qui passent par les demi-axes A, B et A, G, on aura pour 2 une expression en série de cette forme :
— m(R-+-T7^4- Vz^-+-Xj^-f-Y^^z'-+-Zz*-t- ...),
io8
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dans
laquelle
a.Sr
On n'a poussé rapproximation que jusqu'aux quatrièmes dimensions de e et de i; mais il est facile de la porter aussi loin qu'on voudra.
Si le sphéroïde était composé de couches elliptiques de différentes densités, alors en faisant varier dans l'expression de 1 les quantités A, 6, C, et par conséquent aussi e et iy on aurait Srdl pour la valeur de 2 relative à ce sphéroïde.
Ayant ainsi la valeur de 1 en fonction des coordonnées rectangles x, y^ z
du point attiré, on aura immédiatement, par la différentiation , les forces ^z '
^ j T- suivant ces coordonnées, dues à l'attraction totale du sphéroïde.
Et si au lieu des coordonnées a?, j et z, on prend le rayon r avec deux angles Ae et y, tels que l'on ait
.r=:rcoSyU, . j = rsin^sinv, z = rsin^cosy,
on aura l'attraction du sphéroïde décomposée, dans le sens du rayon r qui joint le point attiré et le centre du sphéroïde, perpendiculairement à ce rayon dans le plan qui passe par le demi-axe A, et perpendiculairement au même rayon dans un plan parallèle à celui qui passe par les demi-axes B et C, par les trois différentielles partielles
df* rdfjL rsiniidv
Ces formules sont surtout utiles dans la théorie de la figure de la terre.
CHAPITRE II
DE l'équilibre de PLUSIEURS FORCES APPLIQUÉES À VJH SYSTEME DE CORPS, CONSIDÉRÉS COMME DES POINTS, ET LIÉS ENTRE EUX PAR DES FILS OU PAR DES VERGES.
11. Quelles que soient les forces qui agissent sur chaque corps, nous avons vu ci-dessus (art. 7) comment on peut toujours les réduire à trois, X, Y, Z, dirigées suivant les trois coordonnées rectangles Xy j, z du même corps, et tendantes à diminuer ces coordonnées.
Nous supposerons donc, pour plus de simplicité, ici et dans la suite, que toutes les forces extérieures qui agissent sur un même point, soient réduites à ces trois, X, Y, Z. Ainsi la somme des moments de ces forces sera exprimée, en général, par la formule
Xdx -+- \dy -+- Zrfz;
par conséquent, la somme totale des moments de toutes les forces du système sera exprimée par la somme d'autant de formules semblables qu'il y aura de corps ou points mobiles, en marquant par un, deux, trois, etc., traits les quantités qui se rapportent aux différents corps que nous nommerons premier, deuxième, troisième, etc.
De cette manière, on aura donc pour la somme des moments des forces qui agissent sur trois ou sur un plus grand nombre de corps, la quantité
Y^dx'^ Y'rf/H- Tldz'-\-li"dx"^ X'dy"^ T! dz" -h y^"dx'" -+- \"*df' ^ Tl'dz'" 4- . . . .
Et il ne s'agira plus que de chercher les équations de condition 1^ = 0, M = o, N = o, etc., résultantes de la nature du problème.
Ayant L, M, N, etc., ou seulement leurs di£férentielles en fonctions de x\ y\ z', x" y etc. , et prenant des coefficients indéterminés A, /^, v, etc. , on ajoutera à la quantité précédente les termes ArfL -h a^ûÎM -h vrfN -h . . . , et on égalera ensuite séparément à zéro les membres affectés de chacune des différences dx\ dy\ dz\ dx'\ etc. (section précédente, art. S).
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^^ I. — De V équilibre de trois ou de plusieurs corps attuchés a un fil inextensible y ou extensible et susceptible de contraction.
12. Considérons premièrement trois corps attachés fixement à un fil inextensible ; les conditions du problème sont que les distances entre le premier et le deuxième corps, et entre le deuxième et le troisième, soient invariables , <;es distances étant les longueurs des portions de fil interceptées entre les corps.
Nommant/* la première de ces distances, et g la seconde, on aura
df= o, dg = o pour les équations de condition ; donc
d\.j = df^ rfM = dg^
et réquation générale de l'équilibre des trois corps sera
X'^r'-h Y'dy+Z'dz'^ X'dx'^ X'df^ Vdz"^ X''dx'' + X"*dy"^V^dz"'^ hdf^ fjLdg = o.
Or il est visible qu'on aura donc, en différentiant,
(x"- x') (dx"- dx') 4- (y" -y') (df- df) + jz" - z') (dz" - dz>) ^
, _ ( x"'—x") (dx"'—dx'') + {j"'—Y") (df—dy")-k-{z"'—z") {dz"'—dz")
ces valeurs étant substituées, on aura les neuf équations suivantes pour les conditions de l'équilibre du fil :
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et il n'y aura plus qu'à éliminer de ces équations les deux inconnues A et ^u; ce qui peut se faire de plusieurs manières, lesquelles fourniront aussi des équations différentes, ou présentées différemment pour l'équilibre des trois corps attachés au fil ; nous choisirons celle qui paraîtra la plus simple.
On voit d'abord que si l'on ajoute respectivement les trois premières équations aux trois suivantes et aux trois dernières, on obtient ces trois-ci, délivrées des inconnues A et ^t :
X'-hX'^4-X'"=o, Y'4-Y''h-Y'''=o,
lesquelles montrent que la somme de toutes les forces parallèles à chacun des trois axes des coordonnées doit être nulle, et ne sont qu'un cas particulier des équations générales trouvées dans la sect. III, § I.
Il ne reste donc plus qu'à trouver quatre autres équations; pour cela, faisant abstraction des trois premières, j'ajoute respectivement les trois du milieu aux trois dernières; j'ai celles-ci, où jul ne se trouve plus:
X"H-X'^H-j.(ar''-x')=o, Y"-h Y'" +].{/'-/) ^o, Z" ^ V -^^ji.z!' - z') = o;
et qui, par rélimination de A, donnent les deux suivantes :
Enfin, considérant séparément les trois dernières équations qui contiennent fjL seul, et éliminant ^, on aura ces deux autres-ci :
•ftf ^rff
Zm ^ — ^ Y '" ^
Ces sept équations (*) renferment les conditions nécessaires pour T équilibre des trois corps, et étant jointes aux équations de conditiony et g égales à des quantités données, suffisent pour déterminer la position de chacun d'eux dans l'espace.
13. Si le fil, supposé toujours inextensible, était chargé de quatre corps, tirés respectivement par les forces X', Y', Z', X'', V, Z'', X'", etc., suivant les directions des trois axes des coordonnées rectangles, on trouverait, par des procédés semblables, qu'il me paraît inutile de répéter, les neuf équations suivantes pour l'équilibre de ces quatre corps :
{*) Il est à peine besoin de faire observer que ces sept équations sont, en quelque sorte , évidentes à priori , et qu'on pourrait les écrire sans recourir au principe des vitesses virtuelles. Mais le but de Lagrange n'est pas de traiter chaque question particulière de la manière la plus simple ; il veut seulement montrer comment on peut se dispenser d'un raisonnement spécial à chaque cas, et réduire la Statique à un simple mécanisme de calcul. Lagrange, du reste, n*a jamais dit, ni prétendu dire qu'il fût convenable d'aborder ainsi Tétude de la Mécanique. (/. Bertrand. )
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Il est facile maintenant d'étendre cette solution à tel nombre de corps qu'on voudra, et même au cas de la funiculaire ou chaînette ; mais nous traiterons ce cas en particulier, par la méthode exposée dans le § II de la section précédente.
14. On aurait une solution plus simple, à quelques égards, si l'on introduisait d'abord dans le calcul Tinvariabilité des distances/*, g, etc.
Ainsi, en se bornant au cas de trois corps, et nommant 4» 4' ^^ angles que les lignes/, g font avec le plan des a?, j, et (p, (p' les angles que les projections de ces lignes sur le même plan font avec Taxe des x, on aura
a:'' — 0?' =ycos(p cos 4 ? j'' — x' =/^^^ ^ cos4 ? ^'' — 2' =/sin4, x'" — a;''=:g^cos^'cos4'> j'" — 7''=g^sin^'cos4\ z'^' — z''==g'sin4'.
Substituant les valem^ de x'\y\ z'\ x'" ^y"'^ z'" tirées de ces équations dans la formule générale de l'équilibre de trois corps,
X'rfa?V Y'rf/-h ^'dz'-^- X'dx' 4- Y'dy'+Z'dz' ^ -h X"'dx'"^ Y'^dy"^ V'dz"'= o,
en faisant varier simplement les quantités x\y\ z\ ^, ^', 4? 4? ^^^* ^^^ variations demeurent indéterminées, et égalant séparément à zéro les quantités multipliées par chacune de ces variations, on aura les sept équations :
X'H-X''-f-X'^=o, Y'4-Y''-hY"'=o, . Z'h-Z'^+Z'^ = o, (X''+ X'") sin^ — (Y'' 4- Y'^') cos(p = o, X"^in(p'— Y"'cos(p'=o, {V-^ ^") cos^ sin4 + (Y'' -h Y'^') sin (p sin4 — (Z''+ Z'^) cos 4 = 0, X'^'cos(p'sin4'4- Y'Sin(p'sin4'— Z^cos4'=o,
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dont les cinq premières coïncident immédiatement avec celles qu'on a trouvées dans Fart. 12, par l'élimination des indéterminées A et ^, et dont les deux dernières s'y réduisent facilement, en éliminant les Y^\ Y'" par le moyen de la quatrième et de la cinquième.
Mais si de cette manière on parvient plus directement aux équations finales, c'est qu'on a em.ployé une transformation préliminaire des variables, laquelle renferme les équations de condition ; au lieu qu'en employant immédiatement les équations avec des coefficients indéterminés, comme dans l'art. 12, la solution du problème est réduite à un pur mécanisme de calcul. De plus, on a, par ces coefficients, la valeur des forces que les verges/" et g doivent soutenir par leur résistance à s'allonger, comme on le verra ci-après.
15. Si l'on voulait que le premier corps fût fixe, alors les différences dx', dy\ dz' seraient nulles, et les termes affectés de ces différences disparaîtraient d'eux-mêmes dans l'équation générale de l'équilibre. Ainsi les trois équations de l'art. 12, savoir,
X'-yx"-x') = o, ¥'-].(/'-/) = o, Z'-j.(z"-z') = o,
n'auraient point lieu; donc les équations
X' + X''-hX'''-f-...=o, r+Y'^H- ¥'''+. .. = o, Z'+Z^+Z^-h...=o,
n'auraient pas lieu non plus, mais toutes les autres demeureraient les mêmes. Ce cas est, comme l'on voit, celui où le fil serait attaché fixement par une de ses extrémités.
Et si le fil était attaché par ses deux extrémités, alors on aurait non-seulement dx'^o, dy=o, û?z'=o, mais aussi djc'^^''' = o, dy"''^'' =^o, dz"^^'^^' = o ; et les termes affectés de ces six différences dans l'équation générale de l'équilibre disparaîtraient, et feraient, par conséquent, disparaître aussi les six équations particulières qui en dépendent.
En général, si les deux extrémités du fil n'étaient pas tout à fait libres, mais qu'elles fussent attachées à des points mobiles suivant une loi donnée, cette loi, exprimée analytiquement, donnerait une ou plusieurs équations entre les différences ûte', dy\ dz' qui se rapportent au premier corps, et les
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différences dx'"^^""'^ dy"^^\, dz"'^"",, qui se rapportent au dernier; et il faudrait ajouter ces équations multipliées chacune par un nouveau coefficient indéterminé, à l'équation générale de l'équilibre trouvée plus haut; ou bien on substituerait dans cette équation générale la valeur d'une ou de plusieurs de ces différences, tirée des équations dont il s'agit, et l'on égalerait ensuite à zéro le coefficient de chacune de celles qui restent, ainsi qu'on l'a fait ci-dessus (art. 14). Comme cela n'a aucune difficulté, nous ne nous y arrêterons pas.
16. Pour connaître les forces qui proviennent de la réaction du fil sur les différents corps, il n'y aura qu'à faire usage de la méthode donnée pour cet objet dans la section précédente (art. 5).
On considérera donc que l'on a, dans le cas présent,
rfM - rf- = ^^'-"^') (dx''~x")^{y'-y") (df^^-dy^')^(z"^-z") [dz*^^-dz") ^
Donc, 1°. on aura, par rapport au premier corps dont les coordonnées sont x\y\z\
dL _ _ x'*—x ' dL__ y— y dL — _ ^ "—^'
dP— / ' dy— f ' dz'— j î
donc
Jl^X^[dh\ ^ /dhy^ ^[x'*-xy-^{y'-yv^(z'^=^^ ^^^
Ainsi le premier corps recevra par l'action des autres une force égale à A, et dont la direction sera perpendiculaire à la surface représentée par Téquation dlu = df=o^ eny faisant varier simplement x\y ^z \ or il est visible que cette surface n'est autre chose qu'une sphère dont le rayon est/J et dont le centre répond aux coordonnées x'\y\ z" ; par conséquent, la force A sera dirigée suivant ce même rayon, c'est-à-dire le long du fil qui joint le premier et le second corps.
2°. On aura de même, par rapport au second corps dont les coordonnées
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sont x" , y" z",
dh x"—x' dh _y'—y dL _ z"— z'
dx"— f ' df— f ' dz^' f
donc
d'où il s'ensuit que le second corps recevra aussi une force A dirigée perpendiculairement à la surface dont l'équation est d\j = û^= o, en faisant varier x" ^y" ^ z" \ cette surface est de nouveau une sphère dont le rayon est/i mais dont le centre répondra aux coordonnées a:^ y\ z' du premier corps ; par conséquent , la force A qui agit sur le second corps sera aussi dirigée suivant le fil y qui joint ce corps au premier. 3**. On aura encore, par rapport au second corps,
dM _ x"'— x" rfM _ y"'— y" dM _ z'" ^ z"
dx"— —J-' df'— —J^' dP' J-'^
donc
/fdMY fdMY /dM-Y
v(^0 +(^) -^[di^') ='•
De sorte que le second corps sera poussé de plus par une force égale à /m^ dont la direction sera perpendiculaire à la surface représentée par l'équation dg = o, en faisant varier x^\ y\ z"\ cette surface n'étant autre chose qu'une sphère dont le rayon est g^, il s'ensuit que la direction de la force fjL sera suivant ce rayon, c'est-à-dire suivant le fil qui joint le deuxième corps au troisième.
On fera le même raisonnement par rapport aux autres corps, et l'on en tirera des conclusions semblables.
17. Il est évident que la force A produite dans le premier corps, suivant la direction du fil qui joint ce corps au suivant, et la force égale à A, mais directement contraire, qui agit sur le deuxième corps, suivant la direction du même fil, ne peuvent être que les forces qui résultent de la réaction de ce fil sur les deux corps, c'est-à-dire de la tension que souffre la portion du fil interceptée entre le premier et le deuxième corps ; de sorte que le coefficient A exprimera la quantité de cette tension. De même le coefficient yte expri-
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mera la tension de la portion du fil interceptée entre le deuxième et le troisième corps, et ainsi de suite.
Au reste, on a supposé tacitement, dans la solution du problème dont il s'agit, que chaque portion du fil était non-seulement inextensible, mais aussi roide, en sorte qu'elle conservait toujours la même longueur; par conséquent, les forces A, Ae, etc., n'exprimeront les tensions qu'autant qu'elles seront positives et tendront à rapprocher les corps ; mais si elles étaient négatives et tendaient à les éloigner l'un de l'autre, alors elles exprimeraient plutôt les résistances que le fil doit opposer au corps par le moyen de sa roideur, ou incompressibilité.
18. Pour confirmer ce que nous venons de démontrer, et pour donner en même temps une nouvelle application de nos méthodes, nous supposerons cpjie le fil auquel les corps sont attachés soit élastique dans le sens de sa longueur, et susceptible d'extension et de contraction; et que F, G, etc., soient les forces de contraction des portions du fil y, g^ etc., interceptées entre le premier et le deuxième corps, entre le deuxième et le troisième, etc.
Il est clair, par ce qu'on a dit dans l'art. 9 (*) de la sect. II, que les forces F, G, etc., donneront les moments Fû^-h Gr/g^, etc.
Il faudra donc ajouter ces moments à ceux qui viennent de l'action des forces étrangères, et que nous avons vus plus haut (art. H) être représentés par la formule
H- lH'dj:'" + Y^^df" -h 71" dz"' -h . . . ,
pour avoir la somme totale des moments du système; et comme il n'y a d'ailleurs aucune condition particulière à remplir, relativement à la disposition des corps, on aura l'équation générale de l'équilibre en égalant simplement à zéro la somme dont il s'agit ; cette équation sera donc
X'^r'-h Ydy+ 71 dz'-^ \'dt'+ X'df+ rdz"^ ^"dx'" ^ Y"'dy'"-\- 71" dz''^ . . . + Ydf+ Gdg + . . . = o.
{*) Il Taut mieux renToyer, pour réyaluation de ces moments, h l'art. 4 de la sect. H; on y trouvera la démonstration du résultat indiqué ici. Quant à Tart. 9, nous avons fait remarquer qu'il suppose l'emploi d'une locution détournée qui n'est pas sans inconvénients. (/. Bertrand, )
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Substituant les valeurs de df^ dg, etc., trouvées ci-dessus (art. 12), et égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des diJSerences dx' , dy\ etc. , on aura les équations suivantes pour l'équilibre du fil, dans le cas dont il s'agit:
lesquelles sont analogues à celles du même article, pour le cas où le fil est inextensible, et donnent, par la comparaison, A = F, ^ == G, etc.
D'où l'on voit que les quantités F, G (*), etc. , qui expriment ici les forces des fils supposés élastiques, sont les mêmes que celles que nous avons trouvées ci-dessus (art. 16), pour exprimer les forces des mêmes fils, dans la supposition qu'ils soient inextensibles.
19. Reprenons encore le cas d'un fil inextensible chargé de trois corps, mais supposons en même temps que le corps du milieu puisse couler le long du fil; dans ce cas, la condition du problème sera que la somme des dis-
(*) Il est évident, à priori, qu'il doit en être ainsi; et si Lagrange s'est abstenu de le faire remarquer, c'est pour la raison indiquée plus haut (art' 12). On comprend, en effet, qu'une fois l'équilibre éubli, le fil ayant pris une certaine longueur qui ne varie plus, peu importe que cette longueur soit ou ne soit pas assujettie à demeurer constante. (/. Bertrand.)
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tances entre le premier et le deuxième corps, et entre le deuxième et le troisième, soit constante; ainsi nommant, comme ci-dessus, y et g ces distances, on aura /h- g = const. , et, par conséquent, df'-\-dg=^o.
On multipliera donc la quantité différentielle (1/-+- dg par un coefficient indéterminé A, et on l'ajoutera à la somme des moments des différentes forces qu'on suppose agir sur les corps, ce qui donnera cette équation générale de l'équilibre,
\'dx'+ Vdy^ Tldz'^ X'dx'^ Y'df^Tl'dx"^ X'"dx"' Y"'dy"'^ Tl'dz'"^ h{df+ dg) = o;
d'où (en substituant les valeurs de dfeXdg^ et égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des différences dx\ dy\ etc.) on tirera les équations suivantes pour l'équilibre du fil:
dans lesquelles il n'y aura plus qu'à éliminer l'inconnue A.
On voit par là comment il faudrait s'y prendre, s'il y avait un plus grand nombre de corps dont les uns fussent attachés fixement au fil , et dont les autres y pussent couler librement.
g IL — De l' équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à une verge
inflexible et roide.
20. Supposons maintenant que les trois corps soient unis par une verge inflexible, en sorte qu'ils soient obligés de garder toujours entre eux les mêmes distances; il faudra, dans ce cas, que l'on ait non-seulement df==o et dg = o^ mais que la différentielle de la distance entre le premier et le troisième corps, que nous désignerons par A, soit aussi nulle; par consé* quent, en prenant trois coefficients indéterminés, A, />fc, v, on aura cette équation générale de l'équilibre,
X'dx'— Tdy+Z'dz'-^ X'dx'-h Y"df^ rdz'+ X'^dx + Y''dx''-h Tl'dz"'^ hdf^ fjidg 4- vdh = o.
Les valeurs de û^et dg ont déjà été données ci-dessus; à l'égard de celle de dh^ il est clair qu'on aura
h = y/{x''—xy-^{y'—yy^ {z^"— z')\
et, par conséquent,
dl — (^"'—^') (dx"'—da/) 4- (y"'— y) {dy"—dy) -h {z'" — z') (dz"'—dz')
Faisant ces substitutions, et égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des différences dx\ dy' ^ etc., on aura ces neuf équations particulières :
.y' yW y'
Z"^ H- A 7. fJi = O
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v'" v'' ir"' v'
Z''' -h^ — h V — jj— = o,
d'où il faudra éliminer les trois inconnues indéterminées A, /4, v, en sorte qu'il ne restera que six équations pour les conditions de l'équilibre.
21 . D'abord il est clair, par la forme même de ces équations, qu'en ajoutant respectivement les trois premières aux trois suivantes et ensuite aux trois dernières, on obtient sur-le-champ ces trois équations délivrées de A, /u, v,
X'-^-X"^-X^"=o, Y'-f.Y''-hr"=o, Z' -f. Z'' -f- TI" = o.
Rien n'est plus facile que de trouver encore trois autres équations par l'élimination deX, /w, v; mais pour y parvenir de la manière la plus simple et la plus générale, je commence par déduire des équations de l'article précédent ces neuf transformées :
^z —TJx' — A-— — 2^—— y . =o,
•vmm rjm^n , z"x'"—x''z'" . z'x'" — x'z>" V».» rjm m , z«y«—y''z'' z'y'^ — y'z"'
I Z — 2ry->riJi'—^ y-i-^ — j-^ — = o,
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lesquelles étant, comme l'on voit, analogues aux équations primitiTes, donneront de la même manière, par la simple addition, ces trois-ci :
xy- YV + XV— Y V-h XV'- Y"'^'"= o,
H'z'- Z'x' 4- X"z" - Z'x' 4- X^"z'" - Z'V = o, Y'z' - Zy -h Y'^z'' - Z V + Y'^z^'' - Z'^j'^ = o.
Les trois équations trouvées ci-dessus montrent que la somme des forces parallèles à chacun des trois axes des coordonnées doit être nulle ; les trois que nous venons de trouver renferment le principe connu des moments ( en entendant par moment le produit de la puissance par son bras de levier), par lequel il faut que la somme des moments de toutes les forces, pour Êiire tourner le système autour de chacun des trois axes, soit aussi nulle. Ainsi ces six équations ne sont que des cas particuliers des équations générales données dans la sect. III, §g I et II.
22. Si le premier corps était fixe, alors tes diffârences dx'j df\ dz' seraient nulles, et les trois premières de&s neuf équations de l'art. 80 n'existeraiait pas ; il n'y aurait donc alors que six équaitions, qui, par l'élimination des trois inconnues A, ytc, v, se réduiraient à trois.
Pour arriver à ces trois équations^ on peut s'y prendre d'une manière analogue à celle dont on s'est servi pour trouver les trois dernières équations de l'article précédent, pourvu qu'on ait soin de faire en sorte que les transformées ne renferment point les indéterminées A et v qui entrent dans les trois premières dont il faut maintenant faire abstraction ; or c'est ce que l'on obtiendra par ces combinaisons :
X7 Z-- z') ^ Z-{ x-^x') +^ ^'"'-''^ (^--^-) V-xO:(^----)^o^
Y-i z-- z')-r'{f'-y')+^ ^''-^') [y'"-y")Uy"'-y) ^"'--")^o.
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et si Ton ajoute maintenant les trois premières de ces transformées aux trois dernières, on aura sur-le-champ ces trois-ci :
lesquelles auront toujours lieu, quel que soit l'état du premier corps, puisqu'elles sont indépendantes des équations relatives à ce corps. Ces équations renferment, comme l'on voit, le même principe des moments, mais par rapport à des axes qui passeraient par le premier corps.
23. Supposons qu'il y ait un quatrième corps attaché à la même verge inflexible, pour lequel les coordonnées rectangles soient x'^ ^y'\ z'\ et les forces parallèles à ces coordonnées X"% Y"', Z'\
Il faudra donc ajouter à la somme des moments des forces, la quantité
ensuite, comme les distances entre tous les corps doivent demeurer constantes, on aura, par les conditions du problème, non-seulement df=io^ dgz=o^dh=io^ comme dans le cas précédent, mais aussi rf/ == o, dm = o, e^n = o, en nommant /, /n, /i, les distances du quatrième corps aux trois précédents. Ainsi l'équation générale de l'équilibre sera, dans ce cas,
rtfj^m
y^dx' -h X'dy' H- Xdz' H- Vdx" -f- X"df -h Tl'dz" -h X"'^
+ hdf-ir fjtdg -h vdh -+- '^dl + p<3?m -h <fdn = o.
Les valeurs de df, dg, dh sont les mêmes que ci-dessus ; quant à celles de dl, dm, dn, il est visible qu'on aura
'= v/K- ^')'-+- (r"- yy-h (2"- 2')%
n=\/{x"—x"'y-^{X"—yy-h{z''—z'")\
et, par conséquent,
^^^ (x^^-x'^){dx^''-dx^')'^-(j^^-y") (dy^-dy^)-^(z^^-z^^) (dz^^^
, _ {x'^—x'") (dx'''—dx'")'i'{y'^—y')(dy'^—dy'')^{z'^—z''){dz'^—dz^)
Faisant ces substitutions, et égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des différences ctr', rfy', etc. , on trouvera douze équations particulières, dont les neuf premières seront les mêmes que celles de l'art'. 20, en ajoutant respectivement à leurs premiers membres les quantités suivantes :
— TT j , —TT j , — TT j ,
.IT ^ ^fff ^IT ^fff ^ IT ^///
et dont les trois dernières seront
XtV .^f y IT y/y ylT ^fn
z'»^— z' z'^ — z^^ z'^—z'" TT -j h p h a = O.
24. Comme il y a en tout douze équations, et qu'il y a six indéterminées, A,ytt,v,7r,p,cr, à éliminer, il ne restera, pour les conditions de l'équilibre, que six équations finales ^ comme dans le cas de trois corps; et l'on trouvera par une méthode semblable à celle de l'art. 21, ces six équations analogues à celles de cet article,
Xy — Yx'^ XV— Y'x'-^ X'V— ^"'^"'-^ XV— Y*'^"= o, X'z'— ZV-h m'z' — Tl'x'-^ X''z''— r^x^'^ X-^z-' — ï^a:'''= o, Tz'— Zy-h Y^z'^— Z"j''4- Y'^'z''' — ZV'+ Y"V^ — Z'y^= o.
Au lieu des trois dernières, on pourra aussi substituer les trois suivantes, qu'on trouvera par la méthode de l'art. 22, et qui, étant indépendantes des équations relatives au premier corps, ont l'avantage d'avoir toujours lieu, quel que soit l'état de ce corps :
25. On voit maintenant comment il* faudrait s'y prendre pour trouver les conditions de l'équilibre d'un nombre quelconque de corps attachés à une verge ou à un levier inflexible. En général, il est visible que, pour que la position respective des corps demeure la même, il suffit que les distances des trois premiers corps entre eux soient constantes, et que les distances de chacun des autres corps à ces trois- ci le soient aussi ; puisque la position d'un point quelconque est toujours déterminée par les distances de ce point à trois points donnés. On fera donc, pour chaque nouveau corps qu'on ajoutera au levier, les mêmes raisonnements et les mêmes opérations qu'on a faites dans l'art. 23, relativement au quatrième corps, et chacun d'eux fournira trois nouvelles équations particulières, avec trois nouvelles indéterminées à éliminer; en sorte que les équations finales seront toujours en même nombre que dans le cas de trois corps, et elles seront de la même forme que celles que nous venons de trouver dans l'article précédent.
Au reste, il est visible que ces équations rentrent dans celles que nous avons trouvées en général pour l'équilibre d'un système quelconque libre, dans les art. 3 et 9 de la sect. III. En effet, puisque, à cause de l'inflexibilité de la verge, les distances des corps entre eux sont inaltérables, il
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s'ensuit que l'équilibre doit avoir lieu si les mouvements de translation et de rotation sont détruits : on aurait donc pu, par cette seule considération, résoudre le problème précédent, d'après les formules des articles cités ; mais nous avons cru qu'il n'était pas inutile d'en donner une solution directe, et tirée des conditions particulières de la question.
§ III. — De V équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à une verge
à ressort.
26. Considérons de nouveau le cas de trois corps joints par une verge, et supposons de plus que la verge soit élastique dans le point où est le second corps, en sorte que les distances de celui-ci au premier et au dernier soient constantes, mais que l'angle formé par les lignes de ces distances soit variable, et que l'effet de l'élasticité consiste à augmenter cet angle, et, par conséquent, à diminuer l'angle extérieur formé par un des côtés et par le prolongement de l'autre.
Nommons la force de l'élasticité (*) E, et e l'angle extérieur qu'elle tend à
diminuer; le moment de cette force sera exprimé par ^de (sect. II, art. 9) ; de sorte que la somme des moments de toutes les forées du système sera
+ ^"^dx"' -f- Y"dy'"^ Tl'dz'"^ Ede.
Or les conditions du problème sont les mêmes ici que dans l'art. 12, c'est-à-dire d/ = o et dg =^ o. Donc on aura cette équation générale de l'équilibre,
X'd^'-h Y'rf/+ Z'dz'-h X'dx''-+^ X"dy"^Tl'dz'+ X'^dx'' Y''dy"'+- Tl'dz'"^ Ede^ y^df^ f^dg = o\
et il ne s'agira que d'y substituer les valeurs de rfe, df^ dg ; celles de dfel dg sont les mêmes que dans l'article cité.
(^) Le mot force est ici détourné de sa signification habituelle. Lagrange regarde comme évident que l'ensemble des forces qui sont produites par Télasticité ayant une somme de moments égale à zéro lorsque Tangle e est invariable, cette somme peut être considérée, en général , comme proportionnelle à £^ , et il la représente alors par £ </^ , £ n'exprimant une force que si Ton adopte la convention du paragraphe 9, sect. U. Foyez la note relative à ce paragraphe. . (/. Bertrand.)
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Pour trouver la valeur de de^ on remarquera qq'en nommant, comme dans Tart. 20, A la distance reotiligne entre le premier corps et le troisième, dans le triangle dont les trois côtés sont y, gj f^7 l'angle opposé au côté h est i8o** — e; en sorte que, par le théorème connu, on aura
— cos e ='^ ^ ;
d'où Ton tirera par la differjentiation la valeur àt de\ et comme, par les conditions du problème, on a
q^=: o et dg=^ o,
il suffira de faire varier ^ et A, ce qui donnera
y hdh
cette valeur étant substituée dans l'équation précédente, il est facile de voir qu'elle deviendra de la même forme que l'équation générale de l'équilibre
FA
dans le cas de l'art. 20, en supposant dans celle-ci v = — j. — ; — ; par
conséquent, les équatic»s particulières seront encore les mêmes dai^s les deux cas, av6c cette seule différence que, dans celui de l'article cité, la quantité y est indéterminée et doit, par conséquent, être éliminée ; au lieu que, dans le cas présent, cette quantité est toute connue (*), et qu'il n'y a que les deux indéterminées A, yu à élimmw; en sorte qu'il doit rester une équation finale de plus que dans le cas cité, c'est-à-dire sept équations &Gtales au lieu de six. Or comme, soit que la quantité y soit connue ou non, rien n'empêche de l'éliminer avec les deux autres A, ^, il esjt clair qu'on aura aussi, dans le cas présent, les mêmes équations qu'on a trouvées dans les art. 21 et 22; et pour trouver la septième équation, il n'y aura qu'à éliminer A dans lés trois premières, ou /jl dans les trojs dernières des neuf équatipus particulièj:es de
l'art. 20, et substituer pour v sa valeur — -t^-. —
(^) U faudrait, pour que y lût copsidécé comme quaptité loonnue, que E et ^ ie fusseul euxmêmes; or il n*en est pas ainsi : e est une inconnue dont la détermination est Pun 4^ objets que l'on se propose, et E est une fonction inconnue de e. On pourrait, il est vrai, énoncer le problème en se donnant la valeur de e\ mais £ resterait toujours inconnu , et ne paraît pas susceptible d'une détermination directe. ( /. Bertrand. )
27. Au reste, si dans la valeur de de on n'avait pas voulu supposer df et dg nuls, on aurait eu une expression de cette forme
A et B étant des fonctions de^, ^, A, sin c ; alors les trois termes
Ecfe-h }idf'\- fzdg de l'équation générale seraient devenus
fgûne
dit + (EA + A) rf/4- (EB -h fjL) dg.
Mais, A et /te étant deux quantités indéterminées, il est visible qu'on peut mettre à leur place A — EA, im — EB; moyennant quoi la quantité dont il s'agit deviendra
comme si/" et g n'eussent point varié dans l'expression de de.
Si plusieurs corps étaient joints ensemble par des verges élastiques, on trouverait de la même manière les équations nécessaires pour l'équilibre de ces corps, et, en général, notre méthode donnera toujours, avec la même facilité, les conditions de l'équilibre <l'un système de corps liés entre eux d'une manière quelconque, et animés de telles forces extérieures qu'on voudra. La marche du calcul est, comme l'on voit, toujours uniforme, ce qu'on doit regarder comme un des principaux avantages de cette méthode.
CHAPITRE m
DE l'équilibre d'un FIL DONT TOUS LES POINTS SONT TIRÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES, ET QU( EST SUPPOSÉ FLEXIBLE, OU INFLEXIBLE, OU ÉLASTIQUE, ET EN MEME TEMPS EXTENSIBLE OU NON.
28. C'est ici le lieu d'employer la méthode que nous avons exposée dans le § II de la sect. IV.
Nous supposerons toujours, pour plus de simplicité, que toutes les forces extérieures qui agissent sur chaque point du fil soient réduites à trois, X,
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Y, Z, dirigées suivant les coordonnées rectangles a:, /, z de ce point. Ainsi, en nommant dm l'élément du fil, lequel est proportionnel à l'élément ds de la courbe, multiplié par l'épaisseur du fil, on aura, pour la somme des moments de toutes ces forces, relativement à la longueur totale du fil, cette formule intégrale (art. 12, sect. IV)
S(X8a?-hYgj + ZSz)rfm;
et comme la quantité Xdx + Ydy -h Zdz n'est qu'une transformée de Pdp -h Qdq -h Rdr -h . . . (art. 1), si les forces P, Q, R, etc., sont telles que cette quantité soit intégrable, en nommant n son intégrale, on aura, comme dans l'art. 25, sect. IV,
XSa?H-YS/-+.ZSz = Sn, et la somme des moments sera exprimée par SSn^m.
§ I. — De l'équilibre d'un fil flexible et inextensible.
29. Considérons d'abord le cas d'un fil parfaitement flexible et inextensible; l'élément ds de la courbe de ce fil étant exprimé par
il faudra, par la condition de l'inextensibilité, que ds soit une quantité invariable, et qu'ainsi l'on ait, par rapport à chaque élément du fil, cette équation de condition indéfinie 8^ = o. Multipliant donc ^ds par une quantité indéterminée A, et prenant l'intégrale totale, on aura S?i8ds; et si Ton n'a point d'autre équation de condition, on aura l'équation générale de l'équilibre, en égalant à zéro la somme des deux intégrales SSn^m et S?^8ds, Or ayant ds = y/éte* + dy^ -+• dz^ , on aura, en différentiant suivant (S,
^1 dxôdx -i- dyâdy -hdzddz
ds '
donc
S ASciy = S ?^ S^it' H- S ^ Srfj -h S ^ odz ;
changeant 8d en d^^ et intégrant par parties pour faire disparaître le d
Mec, anal, I. ij
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avant B, suivant les règles données dans l'art. 15, sect. IV, on aura ces transformées,
SA az ^ » A az ^ ff A dz 5» / c ^ ^'^ 5*
Ainsi réquation générale de l'équilibre deviendra
Siïx^im — d.^\ 8x -+- (Ydm — d.^\ 8/-1- (Zdm — d}^j\ Szl
30. On égalera d'abord à zéro (art. 16, section citée) les coefBcients de Ix^ S/, Sz sous le signe S, et Ton aura ces trois équations particulières et indéfinies,
"V" -f J ArtJC
Aam — a. -j- = o,
Yrfm — d.—^=^Oj
^am — a.—T- =o,
d'où éliminant T indéterminée A, il restera deux équations qui serviront à déterminer la courbe du fil.
Cette élimination est très*facile, car on n'a qu'à intégrer les équations précédentes, ce qui donnera celles-ci :
-^ = A-h/Xrfm, ^ = BH-/Yrfm, ^ = C -h/Z^m,.
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A, B, G étant les constantes arbitraires; ensuite on aura, en chassant A,
dx A-h/Xrfm
dz^ _ C-h/Zrfm dx A-j-fXdui
équations qui s'accordent avec les formules connues de la chaînette.
Si Ton veut parvenir directement à des équations purement différentielles et sans signe J, on mettra les équations trouvées sous cette forme ,
\dm — ^^'5 ^^ 3r ^^^ ^'
Y dm — ^^-^ — c?A ^ = o,
Zàdm — ^^-'2 ^^3" ^^ ^'
d'où éliminant dK^on aura d'abord ces deux-ci :
ILdf — \dx j ^ ( dy j dx dx j dy\
— ^L— am = M'j'd.'j -r»-^)'
as \ds as ds ds )
Xdz — Zdx 1 ^ [ dz J dx dx j dz\
J am = Ai -r-^-j j-^«"j~ )•
ds \ds ds ds ds J
Ensuite si l'on multiplie les mêmes équations respectivement par ^ ' ^^ ^' ou aura, à cause de
dx J dx dr 1 dr dz J dz i , / dbc* -f- ^r* 4- rf«* \
l'équation
Xdx -h Ydy -h Zdz , ,^
^ dm = aA;
et il n'y aura plus qu'à substituer successivement dans cette dernière équation les valeurs de A tirées des deux précédentes.
51. Comme la quantité ASdj peut représenter le moment d'une force A tendante à diminuer la longueur de l'élément ds (sect. IV, art. 6), le terme SAScty de l'équation générale de l'équilibre du fil (art. 29) représentera la somme des moments de toutes ces forces A qu'on peut supposer agir sur tous les éléments du fil ; en effet, chaque élément résiste, par son inextensi-
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bilité, à l'action des forces extérieures, et Ton regarde communément cette résistance comme une force active qu'on nomme tension. Ainsi la quantité A exprimera la tension du fil.
52. A l'égard de la condition de Tinextensibilité du fil, représentée par l'invariabilité de chaque élément de la courbe ds^ on ne peut pas l'introduire dans l'équation de la courbe, en rempiacement de l'indéterminée A, comme dans le cas où le fil forme un polygone, parce que, par la nature du calcul différentiel, la valeur absolue des éléments de la courbe, et, en général, de tous les éléments infiniment petits, demeure indéterminée. Mais aussi, par la même raison, il n'est pas nécessaire qu'il y ait autant d'équations que de variables, et il suffit d'une équation de moins pour déterminer une ligne, soit à simple ou à double courbure. Ainsi la solution que nous venons de trouver par notre méthode est complète à l'égard des équations différentielles, et ne demande plus que des intégrations qui dépendent des expressions des forces X, Y, Z.
33. Considérons maintenant les termes de l'équation générale de l'art. 29, qui sont hors du signe S; et supposons, premièrement, que le fil soit entièrement libre. Dans ce cas, les variations Sa?', Sj', 8z' et Sa;'', Sj", 8z", qui répondent aux deux points extrêmes du fil, seront toutes indéterminées et arbitraires; par conséquent, il faudra que chaque terme affecté de ces variations soit nul de lui-même. Donc il faudra que l'on ait a'= o et a"= o, c'est-à-dire que la valeur de A devra être nulle au commencement et à la fin du fil. On remplira cette condition par le moyen des constantes. Ainsi, comme les trois premières équations intégrales de l'art. 50 donnent, pour le premier point du fil oii les quantités affectées de / deviennent alors
et pour le dernier point du fil où / se change en S,
-jpr = A -h SX^m, -^^- = B -+- SYrfm, -^^ = C H- SZrfm,
on aura, dans le cas dont il s'agit,
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SXrfm = o, SYrfm = o, SZe/m = o.
Ces trois équations répondent, comme l'on voit, à celles de l'art. 12 de la section présente.
34. Supposons, en second lieu, que le fil soit attaché par un de ses bouts ou par tous les deux; et, si c'est le premier bout qui est fixe, les variations 8x\ Sj', Sx' seront nulles, et il suffira d'égaler à zéro les coefficients de S^r'', 8x\ L\ c'est-à-dire de faire a''= o.
Par la même raison, lorsque le second bout sera fixe, il suffira de faire a'= o. Mais si les deux bouts étaient fixes à la fois, alors il n'y aurait aucune condition particulière à remplir, puisque les variations Sa:', S/', Sz', 8x'\ Sj", Sz" seraient toutes nulles.
35. Supposons, en troisième lieu, que les extrémités du fil soient attachées à des lignes ou surfaces courbes, le long desquelles elles puissent glisser librement; et soient, par exemple.
tf j^ji
dz' = a'dx' 4- b'd/, dz" = a'dx" -h h'dy
les équations différentielles des surfaces auxquelles le premier et Je dernier point du fil sont attachés. On aura pareillement, en changeant cf en S,
ôV= a'Sx'-h hly^, lz" = a"lx'+¥ly"%
on substituera donc ces valeurs dans les termes dont il s'agit, et l'on égalera ensuite à zéro les coefficients de Sa?', Sj', Sa;", ly" .
En général, on traitera la partie qui est hors du signe dans l'équation générale de l'équilibre, comme si elle était seule, et qu'elle représentât l'équation de l'équilibre de deux corps séparés et placés aux extrémités du fil.
36. Supposons, par exemple, que le fil soit attaché par ses deux bouts aux extrémités d'un levier mobile autour d'un point fixe. Soient a, />, c les trois coordonnées rectangles qui déterminent dans l'espace la position de ce point fixe, c'est-à-dire du point d'appui du levier; et soient de plus y la distance entre ce point d'appui et l'extrémité du levier à laquelle est attaché le premier bout du fil, g^ la distance entre le même point d'appui et l'autre extré-
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mité du levier à laquelle est attaché le second bout du (il, h la distance entre les deux extrémités du levier, et, par conséquent^ aussi entre les deux bout& du fil: il est clair que ces six quantités a^ h, c^f^ g^ h sont données par la nature du problème, et il est visible en même temps que x\ y\ z' étant les coordonnées pour le commencement de la courbe du fil, et x" , j'', z^ les coordonnées pour la fin de la même courbe, on aura
Or ces quantités/ j g, h étant invariables, on aura, en différentiant par Ô ces trois équations de condition détenninées,
[a — x')Zx' -h{b — y') Sj' -\- {c — z') Sz' = o,
{a—x")^x"-^{b—y")hy"-\~{c—z")lz"=o,
{x"-x') {Ix"- Zx') -h (j"-/) (Sy- S/) -H {z"-z') (Sz"- Sz') = o,
lesquelles étant multipliées chacune par un coefficient indéterminé, devront être aussi ajoutées à Téquation générale de l'équilibre. Ainsi, prenant a, |3, y pour les trois coefficients dont il s'agit, et égalant à zéro les coefficients des six variations 8j?', ly\ 8z', lx'\ 8y", Sz'', on aura autant d'équations particulières déterminées, qui seront
(f\ i tt l\ ^ ^x a — x) — y{x —x) -j^ — o,
ct{c — z) — y{z — z) ^7- = o,
et qui, par l'élimination de a, |3, >, se réduiront à trois.
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Ces trois équations étant ensuite combinées avec les trois équations de condition ci-dessus, serviront à déterminer la position des deux extrémités du fil.
On voit par là comment il faudra s'y prendre dans d'autres cas semblables.
37. Enfin, si, outre les forces qui animent chaque point du fil, il y en avait de particulières appliquées aux deux extrémités du fil, et représentées par X', Y', Z' pour le premier bout du fîl, et par X", Y'^', Z'' pour le dernier bout, ces forces donneraient les moments
X'8a;'4- Y'S/h- Z'Sz'-4- X'ix"^ Y'^8j+ 7Iiz\
et il faudrait ajouter encore cette quantité au premier membre de Téquation générale de l'équilibre, c'est-à-dire à la partie qui est hors du signe, laquelle deviendrait alors
(x-^ ^) sx«+ (Y'+ ^•) zr'^ [r^ *^) s='.
et sur laquelle on opérerait, dans les différents cas, comme on vient de le voir dans les articles précédents.
38. Supposons maintenant que le fil, animé dans tous ses points par les mêmes forces X, Y, Z, et tiré de plus, dans ses deux extrémités, par les forces X', Y', Z', X'', Y", Z'', doive être couché sur une surface courbe donnée, dont l'équation soit dz =pdx -+- qdy^ et que l'on demande la figure et la position de ce fil sur la même surface pour qu'il soit en équilibre.
Ce problème, qui serait peut-être difficile (*) à traiter par les principes ordinaires de la Mécanique, se résout très-facilement par notre méthode et par nos formules; en effet, par Téquation de la surface donnée, on a, en changeant i/ en S, Sz =/?8a? -+- ^8j; ainsi il n'y aura qu'à substituer cette valeur de 8z dans les termes sous le signe de l'équation générale de l'équilibre du
(*) On ne comprend pas comment Lagrange a pu considérer ce problème comme difficile à traiter directement. Les équations auxquelles il parvient expriment simplement que les deux tensions aux extrémités d'un élément , étant combinées avec les forces qui sollicitent cet élément, donnent une résultante normale à la surface. Cette condition est évidente à priori. (/. Bertrand,)
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fil (art. 29) , et ensuite égaler séparément à zéro les quantités affectées de Sx et de ô j. On aura par ce moyen ces deux équations indéfinies,
Xrfm — d. —i — ^ P \ Zc?m — d. —r-) = ^i
Y dm — d. — T^-H q ( Zrfm — d. —r-\ = o,
lesquelles serviront à déterminer la courbe du fil, étant combinées a\ec réquation dz =^ pdx -h qdy de la surface, et étant débarrassées, par l'élimination, de l'indéterminée A.
39. De plus, comme on suppose le fil appliqué dans toute sa longueur à la même surface, on aura aussi, pour ses deux points extrêmes,
tz'=p'lx'^q'iy et Zz'=^p'^x\+q'^y\
On fera donc encore ces substitutions dans les termes hors du signe de réquation générale, ou plutôt dans la formule donnée dans l'art. 37, dans laquelle on a eu égard aux forces X', Y', etc. ; on égalera ensuite séparément à zéro les quantités affectées de chacune des quatre variations restantes ox', Sj', 8x'^, oj'' ; on aura ces quatre nouvelles équations déterminées,
r-^^-^ a' il! - ^"^^ - o
-„ X'V/y" „ (r,„ Vdz" ,
auxquelles il faudra satisfaire par le moyen des constantes.
40. Mais au lieu de substituer, ainsi que nous venons de le faille, la valeur de Iz en Ix et ly tirée de l'équation Iz — plx — qly = o^ on pourrait regarder cette même équation comme une nouvelle équation de condition indéterminée ; il faudrait alors multiplier cette équation par un autre coefficient indéterminé ^, en prendre l'intégrale totale, et l'ajouter à l'équation générale de l'équilibre (art. 29). De cette manière la partie sous le signe
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deviendrait
l Xdm — d. -n lupj^x-^- (y dm — d. -£ — iuLq\ Sj
( Tjdrti — d. -^ — h /te ) S-
et Ton aurait immédiatement ces trois équations indéfinies,
Aam — a. -^ fjup = o,
Xdm — d. -£ — fxq = o, Tjdxsa — d. --t — h /i* = o,
lesquelles, par l'élimination de fx^ redonneront les mêmes équations déjà trouvées (art. 38). Mais ces dernières ont de plus l'avantage de faire connaître en même temps la pression que chaque élément du fil e&erce sur la surface, d'après la théorie donnée dans l'art. 5 de la sect. IV.
En effet, il est facile de déduire de cette théorie que les termes
' fjL{lz—plx — qly),
provenant de l'équation de condition
Sz — p%x — q%y = o,
peuvent représenter l'effet d'une force égale à fi. \J {\ -^ p'^ -\-' q^), et appliquée à chaque élément ds du fil dans une direction perpendiculaire à la surface qui a pour équation
8z — p^x — grSj = O, ou bien dz — pdx — qdjr = o,
c'est-à-dire à la surface même sur laquelle le fil est supposé couché. Cette surface, par sa résistance, produit la force a^ y/i -h /?*-+- y% laquelle sera, par conséquent, égale et directement contraire à la pression exercée par le fil sur la même surface (art. 7, sect. IV). De sorte que la pression de chaque
point du fil sera égale à ^ ^"^^ "^^ ^ ou bien, en substituant les valeurs
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àe fx^ jubp^ fjt^q tirées des équations ci-dessus,
Xdm-d}-^y^{Ydm-d.'^-^y+(Zdm-d.'^^y
ds
On appliquera ensuite les mêmes raisonnements à la partie de Téquation générale qui est hors du signe S, et Ton en tirera des conclusions analogues.
41 . Si le fil couché sur la surface donnée n'était tendu que par des forces appliquées à ses extrémités, on aurait X = o, Y = o, Z = o, et, par conséquent, rfA = o (art. 30) ; donc A est égal à une constante : ainsi la tension^ du fil serait partout la même (art. 51), ce qui s'accorde avec ce qu'on sait d'ailleurs. Dans ce cas, la formule générale de l'équilibre du fil se réduirait à
AS8ds H- S^(8z — p8x — q8y) = o,
dont le premier terme est la même chose que AS.Sûty ou a8^. Ainsi cette équation exprime que la longueur de la courbe formée par le fil sur la surface représentée par l'équation dz — pdx — qdy = o doit être un maximum ou un minimum; et la pression exercée par le fil sur chaque point de cette surface sera alors
v^M^MïH'-'^y,
ds
Or on sait que y (^•^) H- [^''£j "^ (^•57) ^^P^™^ Tangle de contingence de la courbe, lequel est égal à —, en nommant p le rayon osculateur. Ainsi la pression sera = - , et, par conséquent, en raison inverse du
rayon osculateur.
§ II. — De l* équilibre d'un fil, ou d'une surface flexible et en même temps
extensible et contractible .
42. Jusqu'ici nous avons supposé que le fil était inextensible ; regardons-le maintenant comme un ressort capable d'extension et de contraction, et soit F la force avec laquelle chaque élément ds de la courbe du fil tend à se con-
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tracter; on aura, comme dans l'art. 18 (en mettant ds k\a place de/, et en changeant d en 8), Fids pour le moment de cette force, et SF ^ds pour la somme des moments de toutes les forces de contraction qui agissent sur toute la longueur du fil. On ajoutera donc cette intégrale SF 8 ds à l'intégrale S(XSa: 4- Y8/ 4- Z8z)dm, qui exprime la somme des moments de toutes les forces extérieures qui agissent sur le fil (art. 28), et égalant le tout à zéro, on aura l'équation générale de l'équilibre du fil à ressort.
Or il est visible que cette équation sera de la même forme que celle de l'art. 29 pour le cas d'un fil inextensible, et qu'en y changeant F en A, les deux équations deviendront identiques. On aura donc, dans le cas présent, les mêmes équations particulières pour l'équilibre du fil qu'on a trouvées dans l'art. 30, en mettant seulement dans celle-ci F à la place de A; et si Ton élimine la quantité F, comme on a éliminé la quantité A, on aura, pour la courbe formée par un fil extensible, deux équations qui seront identiquement les mêmes que celles qui ont lieu pour un fil inextensible.
45. A l'égard de la quantité F qui représente l'élasticité ou la force de contraction de chaque élément ds^ il est naturel de l'exprimer par une fonction de l'extension que cet élément subit par l'action des forces X, Y, Z. Ainsi, en supposant que do- soit la longueur primitive de ds, on pourra
regarder F comme une fonction donnée de ^; mais comme par la nature
du calcul différentiel la valeur absolue des éléments ds demeure indéterminée, la valeur de F sera aussi indéterminée, et ne pourra être connue que par le moyen d'une des trois équations de l'équilibre du fil. Ainsi, quoique dans le cas présent notre analyse paraisse donner une équation de trop, elle ne donne néanmoins que les équations nécessaires pour déterminer la courbe du fil et la résistance de chacun de ses éléments.
Puisque la quantité A de la solution de l'art. 50 répond exactement à la quantité F qui exprime la force réelle avec laquelle chaque élément du fil est tendu p«ir l'action des forces extérieures, il s'ensuit qu'on peut aussi regarder cette quantité A comme représentant la tension du fil inextensible. C'est ce que nous avons déjà trouvé à priori dans l'art. 51.
44. Appliqupns les mêmes principes à la détermination de l'équilibre d'une surface dont tous les éléments dm soient extensibles et contractibles.
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L'élément d'une surface dont les coordonnées sont a?, j, z, et où Ton regarde z comme fonction de .r, j, est exprimé par la formule
'^^^ vA+(£y^ (ï)
Ainsi 9 en appelant F (*) la force d'élasticité avec laquelle cet élément tend à se contracter, la sonune des moments de toutes ces forces sera exprimée par l'intégrale double
SSF8.<fa^vA^(f)V(|)
qui , étant ajoutée à l'intégrale double
SS(X&r -h YSj + Z8z)rfm,
où ^m est l'élément de la surface, donnera la somme des moments de toutes les forces, laquelle doit être nulle dans l'équilibre. En faisant, comme dans l'art. 31 de la sect. IV,
on aura
dm = \]d^dx, et 3p = îj. rf^ = u;
donc (art. 55, 54, sect. IV)
Substituant ces valeurs dans l'intégrale double SSFS .Vdxdfj et faisant dis-
(*) Cette manière d'évaluer Tensembie des forces que développe Télasticité sur un point n'est pas suffisamment justifiée. Il est vrai qu*ici, comme dans plusieurs passages précédents, Lagrange détoi^rne le mot force de sa signification habituelle; mais il n'est nullement évident >que la sommé des moments des forces qui agissent sur un élément soit proportionnelle à la contraction de l'élément. Nous pouvons même ajouter que cela n'est pas exact. Poisson en a fait la remarque dans les Mémoires de r Institut pour l'année 1812; du reste, la solution qu'il donne manque elle-même de généralité, elle suppose les tensions d'un élément rectangulaire perpendiculaires aux côtés de cet élément, ce qui n'a pas lieu, en général. (/. Bertrand,)
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paraître par des intégrations par parties les différences partielles des variations marquées par S, on aura
OU
^.Sl' d.^^-
V = — 1 -3— , et Sw = Sz — z'Bx — z,Sj (art. cités).
Les intégrales simples relatives à j? et à j se rapportent aux limites et disparaissent d'elles-mêmes, dans le cas où l'on suppose que les bords de la surface sont fixes, parce qu'alors les variations S«r, S/, Sz sont nulles dans tous les points du contour de la surface.
Les termes sous le double signe SS étant ajoutés à ceux de l'intégrale double SS(X8a; -h YSj -h Z^z)Udxdx, on égalera séparément à zéro les coefficients des variations Bx^ S/, Sz, et l'on aura les trois équations
VTT FdV rf.UF ,r ,
XU + -^--^4-Vz=o,
VTT . FdV rf.UF ,r
YU + -^^ ^ + Vz,= o,
ZU — V = o.
liCs deux premières donneront la valeur de la force F qu'il faudra substituer dans l'expression de V de la troisième, de sorte qu'on n'aura, en dernière analyse, qu'une seule équation à différences partielles pour déterminer la sur&ce d'équilibre.
En effet, quoique la force F doive être supposée une fonction connue de l'élément ^m de la surface dans son état de contraction ou d'extension, elle n'en demeure pas moins indéterminée, parce que la grandeur absolue des éléments de la surface ne peut entrer dans le calcul ; de sorte que la valeur de F ne peut être déterminée que par les conditions mêmes de l'équilibre ; c'est ici un cas semblable à celui de l'art. 43.
45, Pour éliminer la quantité F, on substituera dans les deux premières
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équations la valeur de V tirée de la dernière ; elles deviendront
u(x + zg)
FdU d.UF _
dx dx '
ufx-hZ^^ ^^^ ^'^^
y^ ' '"djrj dy dj '
Soit, comme dans l'art. 28,
Xdx 4- Ydy H- Zdz = rfH;
on aura, puisque z est censée fonction de x, ^,
dx dx dy dy
et les deux équations deviendront, en divisant par U,
^n _ ^ rfn _ ^
dx dx dy dy
lesquelles donnent simplement celle-ci,
rfn = rfF, d'où F = n H- a,
résultat conforme à celui de Tart. 56, sect. IV. Ensuite la troisième équation donnera, en regardant n comme fonction de a?, j, z,
dz dx dy '
ce sera Téquation de la surfece.
Si la surÊice différait très-peu d'un plan, en sorte que l'ordonnée z fut
très-petite; alors, en négligeant les quantités très-petites du second ordre,
on aurait
U = 1 ; or F = n 4- a,
a étant une constante, et l'équation de la surface serait
dxi ^•(n+^)è ^(n^-^)^
dz dx dy
En supposant qu'il n'y ait d'autres forces que la gravité g qui agisse suivant l'ordonnée z pour l'augmenter, on aura n = — gz\ par conséquent, en
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négligeant toujours les secondes dimensions de z,
équation intégrable en général, mais avec des fonctions imaginaires qui rendent cette solution peu susceptible d*application.
§ III. — De V équilibre d'un fil ou lame élastique,
46. Reprenons le cas d'un fil inextensible ; mais au lieu de le supposer en même temps parËtitement flexible, comme on l'a fait jusqu'ici, supposons-le élastique, en sorte qu'il y ait dans chaque point une force que j'appellerai E, qui s'oppose à l'inflexion du fil, et qui tende, par conséquent, à diminuer l'angle de contingence (^). Nommant cet angle 6, on aura, comme dans l'art. 26 (en changeant seulement d en S), ESe pour le moment de chaque force E; donc SESe sera la somme des moments de toutes les forces d'élasticité qui agissent dans toute la longueur du fil, laquelle devra donc être ajoutée au premier membre de l'équation générale de l'équilibre dans le cas d'un fil inextensible et parfaitement flexible (art. 29).
Toute la difficulté consiste à ramener l'intégrale SESe à la forme convenable; pour cela, il faut commencer par chercher la valeur de e; or nous avons trouvé plus haut (art. 26)
— COSC = ^' 2^ >
d'oii l'on tire
sin e - ^^,^.
Pour appliquer cette formule au cas présent, il suffit de remarquer que les coordonnées x', y\ z\ x" ^ y'\ z" ^ x'"^ y^ ^ z'"^ par lesquelles nous avons
exprimé les quantités /i g^ h (art. 12 et 20), deviennent ici x, j, z; x + cte,
(*) L'expression adoptée par Lagraoge pour l'évaluation de la somme des moments des forces d'élasticité n*est pas admissible pour les courbes à double courbure. M. Binet en a fait la remarque dans le tome X du Journal de l'École Polytechnique, Voyez aussi un Mémoire de Poisson qui fait partie du tome \SL de la Correspondance sur l'École Polytechnique, Ces géomètres remarquent, avec raison, qu'il doit entrer, dans l'expression de la somme des moments, un terme proportionnel à la variation de l^anglc de deux plans osculateurs consécutifs. [Voyez une Note à la fin du volume.]
(/. Bertrand,)
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y-^-dy, z-\-dz; x -\- ^dx -\- (Px, y -\- 2 dy -\- d" y , z -^ % dz -\- d* z', en sorte qu'on aura
/»= dx^-\- dy*-\-dz^= ds\ g'= [dx -h d'xy -h {dy 4- d^yY 4- {dz + (fzy
= <ia;*H- rfr*H- c^z*H- a (ctrrf'a:-f- rfy-rf'j + <izrf»z) H- rf* jr»H- rf»7*-h <f 2'
=^ds*-\-idsd:'s-^d^x^^d^y*-\-d:'z\
h^=i{2dx + d^xy -\- {idy + d^yf -\- {2dz-\- d'^zY = 4<iy» H- 4rffrf* j H- rf'a;' H- rf»7* H- </*z*;
donc
et
f^ -\- g* — A' = — 2 rfj' — 2 dsd'^s.
^/ids^ {d'x' 4- <r' + d'z^ — d^s^).
Donc enfin on aura, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre,
sm'e= i^-,
Comme cette valeur de sin^c est infiniment petite du deuxième ordre, il s'ensuit que sine, et, par conséquent aussi l'angle e, sera infiniment petit du premier ordre ; de sorte qu'on aura
c'est l'expression de l'angle de contingence dans une courbe quelconque à double courbure et qui revient à celle de l'art. 41 .
47. On différentiera maintenant suivant 8, pour avoir la valeur de Se, et comme par la condition de l'inextensibilité du fil on a déjà ids = o (art. 29) , et, par conséquent aussi, d^ds = Sd^s = o, on pourra traiter, dans la différentiation dont il s'agit, ds et d^s comme constantes; ainsi Ton aura
rv fPxâd^x -h d^jàd^J -h d^zo d}z
~ ils^d'x^^dY'hePli'^^^^7''
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Substituant dans SE Se, et faisant, pour abréger,
on aura
SEde = SWxZd^x H- SldyZdy + ^Id'zM^z.
Ces expressions étant traitées suivant les règles données dans Tart. 15 de la sect. IV, en y changeant d'abord Srf en rfS , et intégrant ensuite par parties pour faire disparaître le d avant S, on aura les transformées suivantes : '
Sld'x^d'x = rd^x'dix"—d. {rd'x")lx"— Vd'x'dBx'
-h d.{Vd'x')^x' -i- Sd\{ld'x)ix,
sidyuy = rdy'dBj'' — d. {rdy') 8^ — Vdyd^/
4- d . {VdY) Sj' 4- Sd' . ÇLdy)Bjr, Sld'zWz = Vd'z'dBz'— é/.(FrfV)8z''— Vd'z'd^z'
-hd.{Vd'z')8z'-hSd\{ld'z)8z.
On ajoutera donc ces différents termes à ceux qui forment le premier membre de l'équation générale de l'équilibre de l'art. 29, et l'on aura l'équation de l'équilibre d'un fil inextensible et élastique.
48. Égalant d'abord à zéro les coefficients des variations 8a;, 8j, 8z, qui se trouvent sous le signe S, on aura ces trois équations indéfinies,
Xdm — d. -^ + û?^ . (Irf'o?) = o, \dm — d}-^^d\ {\dy) = o,
Zû?m — d. —^ -h d^ . (Irf^z) = o,
d'où il faudra éliminer l'indéterminée A, ce qui les réduira à deux, qui suffiront pour déterminer la courbe du fil.
Une première intégration donne
~ — d. (Id'x) = A -h /Xdm, ^-^-d.{Idy) = B^fYdm,
~ - d.{ld'z) = C -h fZdm,
Mée, anal, I. iq
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A, 6, C étant des constantes arbitraires, et rélimination de A donnera
dxd.{ld'x)—dxd.{ld'x)={A-^fXdm)dy — {B-hfYdm)dT, drd.{ld*z) — dzd.{îd'x) = (A-hfXdm) dz — (G -\- JZdm) dx, dyd.{ld'z) — dzd.{ldy) = (B -{-JYdm)dz — (G -hfZdm)dr,
dont la dernière est déjà contenue dans les deux autres. Ges équations sont de nouveau intégrables, et Ton aura
l{dxd*x — dyd^x) = F -h /(A H- fXdni)dy^ /(B 4- J\dm)dx, l{dxd^z — dzd^x) = G H-/(A + fXdm)dz—f{C -{- fZdm) dx, I [dyd'z — dzd'y) = H + / (B H- JYdm) dz — f{C-hJ Zdm) dy,
F, G, H étant de nouvelles constantes.
Or nous avons supposé plus haut (art. 47)
dsy/d*x* -i-dy*-i- d*z* — </ V '
le carré du. dénominateur de cette quantité est
ds^{d*x^-^ rfy» H- rf»z*) — rfj'cPj»
= {dx^ -^ dy^ -^ dz") {d''x'-]-dY-i-d'z^) — {dvd*x-i-dyd*y-hdzd*zy = {drdy — dyd^xy -h {dxd'^z — dzd'xf -+- {dyd^z — dzdyy.
Donc, si l'on ajoute ensemble les carrés des trois équations précédentes, on aura celle-ci, sans différentielles,
E* = [F H-/(A -hfXdm)dy—f{B -i-fYdm)dxy,
[G H-/(A + /Xrfm) dz —J{C-hJZdm)dx]\ [H -h f {B -h fY dm) dz —/(G -hfZdm)dy]*;
et si Ton divise ensemble deux des mêmes équations, on aura celle-ci, où l'élasticité n'entre pas,
dxd*z—dzd*x _ G-+-/{A-hfXdm)dz—f(C+fZdm)dx dxd*y—dyd*x ~ F ■+-f(A+fXdm)dy — f{R + fYdm)dx'
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Ces deux équations sont ce qu'il y a de plus simple pour déterminer la courbe élastique, en ayant égard à la double courbure.
49. On suppose communément que la force élastique qui s'oppose à l'inflexion est en raison inverse du rayon osculateur. Ainsi, en nommant p ce
K rayon, on aura E = — , K étant un coefficient constant.
Mais on sait que p = — ; donc E = ^ : ainsi la quantité I, que nous avons
supposée égale à -^ (art. 47), deviendra ^^^ et, par conséquent, constante, en supposant, ce qui est permis, ds constante. Ainsi les trois premières équations (art. 48) seront
Xrfm — d.-^-h -j^ = o,
Lam — a. -^ -r-r- = o.
as as*
Si Ton ajoute ensemble ces trois équations, après avoir multiplié la première par j-j la deuxième par ^ et la troisième par ^ , on aura, à cause de
dx j dx ^y j ^y ^^ ri ^^ '^./^'^"4r*
ds ' ds ds ' ds ds ' ds a \ ds*
dz'
l'équation
Soit r l'épaisseur du fil, on aura(£in = r<^, et l'équation précédente étant intégrée, en supposant dj constant, donnera
A = /r {Xdx -h Ydy -h Zdz)
^ ( dxd*x+dyd*j + dzd*z J*j c*-t- </*j*H-rfV \ "^ \ ds" %ds' )'
Cette valeur de A exprime la tension de la lame élastique, c'est-à-dire la résistance avec laquelle elle s'oppose à la force qui tend à l'allonger, comme dans l'art. 31.
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50. Le cas le plus simple et le plus ordinaire est celui dans lequel les forces X, Y, Z, qu'on suppose agir sur tous les points de la lame élastique, sont nulles, et que la courbure de la lame vient uniquement des forces appliquées à ses deux extrémités. Dans ce cas, les équations intégrales de l'art. 48
donnent, en mettant pour I sa valeur ^>
. -^-^,-' = F -h Aj — Ba;,
K ^^'^-/"^'^ =G + Kz-Cx, K ^y^'^-f'^ 'y = H + Bz - Cj;
mais l'intégration ultérieure de celles-ci est peut-être impossible en général (*) . Lorsque la courbure de la lame est toute dans un même plan, en prenant pour ce plan celui des x et j, et faisant dy := ds %\ii(py dx ^=^ ds cos ^, la première équation, qui est alors la seule nécessaire, devient
^ = F -h Afsinçds — Bfcos(pds^
laquelle, étant differentiée, donne
^ = A sin ç — B cos (p ;
multipliant par d(py et intégrant derechef,
-It = A cos (p H- B sin ^ H- D,
d'où l'on tire
ads
ds =
et, de là.
dx =
^aD-f- 2 A cos y -h 2Bsiny coso) d(f
Va D -h 2 A cos (jp -f- 2 13 sin y
(*) Celte intégration a été effectuée par M. Binet^ qui a même considéré les équations plus générales auxquelles on est conduit en rétablissant dans la somme des moments des forces d^élasticité, le terme proportionnel à la variation de Tangle de deux plans osculateurs consécutifs. { Comptes rendus de l' Académie des Sciences, i844> **' semestre, page 1 1 15.) rhjez «ne Note à la fin du volume.
(y. Bertrand,)
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et comme on a par la première équation F H- Aj — Bx =
df
ds
> on aura
Br — F
— ^y^2D + aAcosç -h sBsiiKp
Ainsi tout se réduit à intégrer les valeurs de ds eX.dx\ mais ces intégrations dépendent de la rectification des sections coniques. Jusqu'à présent il ne parait pas qu'on ait été plus loin dans la solution générale du problème de la courbe élastique.
51. Considérons maintenant les termes de l'équation générale qui sont hors du signe S ; ces termes sont
VI" dx" j \Vdy« ,
rv'dz" ,
L ds' ^•
r y^dz' j -[-ds^-'^'
l"dY)\ Zf^ Yd^yd^y"
vd^y)\^y-vd'y'diy
et il faudra les faire disparaître indépendamment des valeurs de Zx'\ Sj", etc.
Donc, I**. si le fil est entièrement libre, il faudra que les coefficients des douze quantités tx\ ly\ 8z% dlx\ d^y\ d^z\ Sa?', S/, 8z', dix', dl/, dlz' soient chacun nul en particuUer.
Or, d'après les premières équations intégrales de l'art. 48, on voit qu'en faisant commencer les intégrations au premier point du fil, les coefficients de ùx\ 8j', Sz' sont égaux à A, B, C, et ceux de Sa?", Sj'', Iz" deviennent A H- SXû?m, B 4- SYrfm, C -H SZrfm. Ainsi il Ëiudra que l'on ait, dans le cas dont il s'agit,
A == o, B = o, C = o, et SXrfm = o, SYrfm = o, SZû?m = o.
Ensuite il faudra que l'on ait aussi
IVa?''=o, lV/'=o, rd'z'=o, et rrfV=o, Vdy=o, Vd'z'=o,
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pour faire disparaître les termes affectés de dZx" ^ d^x'^ ®tc. ; et il est clair que les secondes équations intégrales du même article donneront
et
^[J^dm.dy — fYdm.dx) = o, S{fXdm.dz — JZrfm.rf.r) = o,
S {fYdm . dz — fZdm . dy) = o.
1^. Si la première extrémité du fil est fixe, alors Sa?'=o, Sj'= o, Sz'=o ; par conséquent, A, B, G ne seront pas nuls: mais la condition que les coefficients de Ix" ^ 8y\ 8z" soient nuls, donnera
A = — SXrfm, B = — SYt/m, G = — SZdm ;
et si la position de la tangente à cette extrémité était donnée aussi, on aurait de plus,
dlx'=^o^ rfSj'=o, dZz'=^o\
par conséquent, F, G, H ne seraient pas nuls, mais la nullité des coefficients de dlx'\ diy\ d^z" donnerait
F = S [(B -hfYdm)dx — (A -hfXdm)df], G = S [{C-hfZdm) dx—{A -hfXdm) dz], H = S [(G + fZdm) dy — (B -+-/ Yrfm) dz].
On raisonnera de la même manière par rapport à l'état de la seconde extrémité du fil.
3**. Enfin, si, outre les forces qui agissent sur tous les points du fil, il y en avait de particulières X', Y', Z', X", Y'^, Z^\ appliquées à Tune et à l'autre extrémité, il n'y aurait qu'à ajouter aux termes ci-dessus les suivants;
et s'il y avait de plus d'autres conditions relatives à l'état de ces extrémités, on opérerait toujours de la même façon et d'après les mêmes principes.
32. Si l'on voulait que le fil fut doublement élastique, tant à l'égard de l'extensibilité qu'à l'égard de la flexibilité, alors on aurait, dans l'équation
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générale de l'équilibre, à la place du terme SArfS^, celui-ci SFrfS^, c'est-àdire simplement F à la place de A, en nommant F la force d'élasticité qui résiste à l'extension du fil (art. 42). Mais il faudrait de plus, dans ce cas, regarder ds comme variable dans l'expression de %e\ par conséquent, il faudrait ajouter
à la valeur de le de l'art. 47, ces deux termes :
ds eds*
On aurait donc à ajouter à la valeur de SESe du même article les termes
as eds'
Le dernier se réduit d'abord à
donc il faudra ajouter à la valeur de SESe les termes
E"d*s" ,^ ,/ E'd*s ,r , o/ , Ed's Ee
IIJ,U
e"ds
d^s"-h^dSs'-^s{^d.^-^yds.
Le dernier terme de cette expression étant analogue au terme SF S^ds^ sera susceptible de réductions semblables; à l'égard des deux autres, il n'y aura
,^ , . j^ , djcddx-\-dyddr-+'dzddz
qu a y substituer, pour a^^, sa valeur ^^--^ , en marquant
toutes les lettres d'un trait ou de deux.
De- là il est facile de conclure qu'on aura, pour la solution du cas présent, les mêmes formules que dans le cas où le fil élastique est supposé inexten-
Vêd*s Ee
sible, en y mettant seulement F -h rf. -^ — 57 ^ '^ place de A, et ajoutant
aux termes hors du signe S les deux termes ^,.,^ dSs^ irjpttd^/ ,
Comme dans l'équation de la courbe la quantité A doit être éliminée, il ^ensuit que l'équation de la lame élastique sera la même, soit qu'on la suppose extensible ou non. Mais la tension du fil qui est exprimée par A ou par F, lorsque le fil n'est pas élastique (art. 43), sera augmentée, par l'élasticité E,
de la quantité d. -^Kj^ , à cause de e = — (art. 49).
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§ IV. — De V équilibre d'un fil roide et de figure donnée.
53. Venons enfin au cas d'un fil inextensible et inflexible: on aura ici, pour la somme des moments des forces, la même formule intégrale que dans le cas de Tart. 28, c'est-à-dire S (X (Ta; -h X^y 4- Z^Tz) dm ; ensuite, la condition de rinextensibilité du fil donnera, comme dans le même article, ids = o ; et celle de l'inflexibilité donnera cTe = o, puisque Tangle de contingence doit être invariable; mais ces deux conditions ne suffisent pas encore dans le cas où la courbe est à double courbure, comme on va le voir.
Pour traiter la question de la manière la plus simple et la plus directe, je remarque que tout consiste à faire en sorte que les différents points de la courbe du fil conservent toujours entre eux les mêmes distances : or, en considérant plusieurs points successifs, dont les coordonnées soient
x, j, z, a; + ctr, j -H dj^ z -+- rfz, x -+- %dx H- d^x^
y H- idy + d^y^ z -h idz -H rf^z, etc.,
il est clair que les carrés des distances entre le premier de ces points et les suivants seront exprimés par les quantités
dx^^dy'^'^'dz^ , {7.dx^d'xY'^{idy^d:'yy+{idz-\-d'z)\ (3rir + 3rf'a;4-rf'a;)^4-(3rf/H-3c?'74-rf\r)^+{3rfz + 3rf^z-hrf'z)%etc.
Supposons, pour abréger,
dx^ H- dy'^ -H dz^ = «,
d''x''-\'d'y^-^d'z^=^, d'x^^dy^'+'d'z'^y,
les quantités précédentes étant développées, deviendront
4«-l- 2da-\- ^,
9« -h gdoc -f- 9j3 -h 3 {d^oc -
- 2^) -h 3rfp -h >
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Il faudra donc que les variations de ces quantités soient nulles dans toute l'étendue de la courbe, ce qui donnera ces équations indéfinies :
Sa = o, 4^a H- iSda -h cTp = o, 9<ra -h ^Sda H- 3J^|3 4- S^Trf'a + SeTrf/S + (^7 = 0,
mais Sa étant égal à o, on a aussi
ûf8a = 8rfa = o; donc Sp = o;
de là on aura, de plus,
rf'Sa=Sé/*a = o, rf8/3 = Srf/3 = o; donc 87 = 0;
et ainsi de suite. De sorte que les équations de condition pour l'inextensi-
bilité et l'inflexibilité du fil seront 8a = 0, 8^ = o, 87 = o, etc. (*), c'est-
(*) Ces équations expriment que a, ^^ 7 conservent la même valeur pendant le déplacement de la courbe. Cette condition équivaut aux trois équations suivantes :
La première est évidente; la deuxième exprime que la courbure de la ligne considérée est une fonction déterminée de Tare s\ la troisième, enfin, combinée avec les deux autres, exprime que la seconde courbure est une fonction déterminée de s. En écrivant les équations de condition sous cette forme , qui ne diffère de celle de Lagrange que par les diviseurs ds'^y ds*y ds'^y que nous avons introduits, les calculs resteraient absolument les mêmes; seulement, les multiplicateurs désignés plus loin par >, ;*, v seraient finis, tandis qu'il faut, dans la notation de Lagrange, leur supposer des valeurs infinies de différents ordres. Cette circonstance a été signalée comme un inconvénient de la méthode. En adoptant, en effet, la locution si souvent employée par Lagrange, les multiplicateurs ^9 {a, y représenteraient les forces qui tendent à faire varier les fonctions a, ^ , 7, et il doit sembler extraordinaire que ces forces soient infinies, et surtout qu'une transformation tout algébrique suffise pour leur faire prendre des valeurs finies; mais on se rend compte de cette singularité en remarquant que les coefficients ^, ^, y ne sont nommés ybrc^j que par une locution figurée , familière à Lagrange. Nous avons averti plusieurs fois qu'il ne fallait pas prendre cette locution à la lettre. ( Voyez la note relative au paragraphe 9 , sect. H. ) (/. Bertrand. )
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à-dire en différentiant et changeant 8d en dij
s dxdlx -h djdly -h dzdlz
d'xd^ Ix -H d'yd^ ly + d^td^ %z d' xd' Sa; + d^yd' ly-^-d^zd^lz
Il est clair qu^îl suffît de trois de ces équations pour déterminer les trois variations S*r, Sj, Sz; d'où Ton peut d'abord conclure que, dès qu'on aura satisfait aux trois premières, toutes les autres, qu'on pourrait.trouver à l'infini, auront lieu d'elles-mêmes: c'est aussi de quoi on peut se convaincre par le calcul même, comme on le verra plus bas (art. 60).
54. On aura donc par notre méthode cette équation générale de Téqui^ libre ,
o = S(X8a: + YSj -h ZZz)dm 4- ^X{dxdZx + dydly 4- dzdlz) SfjL{d^xd^^x + dyd^8y -h d^zd'Bz) Sv{d'xd'$x-i-dyd*iy-hd^zdnz),
laquelle, par les transformations enseignées, se réduira à la forme suivante :
S[Ydm — d.
S^Zidm — d.
}l' djé' — d.
fx d^x — d,
}i'df -d.
fjé'd*y"—d.
X dz — d.
yldx' —d.
^dy' — d.
fjJd^y'. -^ d.
hdz — d.
{Kdx) H- d^. {/utd'x) — d*. {vd*x)] Sa:
i^dy) -h d\ (j^d'y) - d\ {fd»y)] By {Xdz) 4- <i*. {f*d*z) — d*.{id*z)]lz {^"d^x") -h d\ {/d*x")] Ix" {v"d*x")dBx"-i-v"d*x"]dnx" {f*"dY) -+- d\ iv''dY)] Sj" {v''dY)dBy"+v"dY]d*By" {lu:'d*z'')-hd\{v''d*z'')\Bz'' {v"d'z")dBz"-h v"d'z"]d'8z" {lu'd'x')-hd\{v'd*x')]Bx' {v'd^x')dBx'—v'd'x']d'èx'
(At'rfy)-hrf*.(/rfy)js/
{v'dy)dBy'— f'dy]d*By'
{lLt'd'z')-+-d\{v'd*z')]Bz'
{v'd*z')dBz'—f'd*z']dnz'.
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55. Égalant d'abord à zéro les coefficients de ^Xj Sj, Sz sous le signe S, on aura ces trois équations indéfinies,
Xdm — d. {xdx) -+- d^. {/u^d^x) — d^. {vd^x) = o, Y dm — d. {hdy) H- rf". {fjcdy) — d\ {vd^) î= o, Zdm — d.{?<dz) -+- d^,{iud^z) — rf*.{»rf'2;) = o,
lesquelles renfermant trois variables indéterminées A, /te, v, ne serviront qu'à déterminer ces trois quantités ; en sorte qu'il n'y aura aucune équation indéfinie entt« les différentes forces X, Y, Z qu'on suppose appliquées à tous les points de la verge; et les conditions de l'équilibre dépendront uniquement des termes qui sont hors du signe S. Mais comme ces termes contieqnent les inconnues A, ^e, y, il Êiudra commencer par déterminer ces inconnues.
Pour cela, il fiiut intégrer les équations précédentes, ce qui est facile, et l'on aura ces trois^i :
fXdm — Xdx + d. {juid^x) — d^.{vd^x) = A, JYdm — Xdx -h d. iiudy) — d^. (vrf'j) = B, fZdm — Acfe -h d.{jud^z) — d*.{yd*z) = C,
A, B, G étant trois constantes arbitraires.
Ces équations donnent, par Télimination de A, ces trois autres-ci :
dffXdm — dxfYdm -+- djd^ {/xd^x) — dxd. (ju.d^jr)
— djrd^.{vd^x) -+- dxd^.{vd^y) = Ady — BdxjdzJXdm — dxJZdm -h dzd. [fjf,d^x) — dxd.{iud^z)
— dzd^.{ifd^x) -h dxd^.{vd^z) = Adz — Cdx, dzJYdm — dyfZdm -h dzd. {iu,d^f) — dyd. {/utd^z)
— dzd\{vd\Y) -H dxd\{vd'z) = Brfz — Crfj,
lesquelles sont aussi intégrables, et dont les intégrales sont
XfXdm — xJYdm — J{Xy — Yx)dm fjL{dyd^x — dxd^x) — ^^- ('^*^) -+- dxd. {yd^y) y(cPjû?'jc— d^xdy) = Aj — Bar + F,
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zfXdm — xfXdm — /(Xz — Zx)dm
/u{dzd^x — dxd^z) — dzd.[vd^x) + dxd.[vd^z)
v{d^zd^x — d^xd^z) = Az — Go? -h G,
zfYdm —jrfZdm —f{Yz — Zx)dm
fjL^dzd^y — dyd^z) — dzd.[vd^y) -h dyd. {vd^z)
v{d'2,dy — dyd'z) = Bz — Cj -h H,
F, G, H étant de nouvelles constantes arbitraires.
Ces trois dernières équations serviront à déterminer les trois quantités yu, V et ^y ; et les trois premières équations intégrales donneront les valeurs de A, dfjt, d^v. Ainsi on aura toutes les inconnues qui entrent dans les termes qui sont hors du signe S ; il suffira pour cela de marquer dans les six équations qu'on vient de trouver toutes les lettres d'un trait, ou de deux, à l'exception des constantes arbitraires, de supposer nulles, dans le premier cas, les quantités affectées du signe J, lesquelles sont censées commencer au premier point du fil, et de changer, dans le second cas, / en S dans les mêmes quantités, pour les rapporter au dernier point du fil.
56. Gela posé, voyons maintenant les conditions qui peuvent résulter de l'anéantissement des termes hors du signe S dans l'équation générale de l'équilibre (art. 54).
Et d'abord si l'on suppose la verge entièrement libre, les variations Bx\ 8/, iz', d^x\ dly\ dU\ dJ'lx, dny, dnz\ et Sa:^ ^y\ 8z^ dlx'\ etc., seront toutes indéterminées; par conséquent, il faudra égaler à zéro chacun de leurs coefficients, et il est visible qu'il faudra pour cela que les quantités A', /tc^ v', dfj^^ dv\ d^v\ ainsi que a", ^" ^ v\ d^'\ dv" ^ d^\\ soient nulles. ^
Donc les trois premières équations intégrales de l'article précédent étant rapportées au premier et au dernier point du fil, donneront ces six conditions,
o = A, o = B, o = G, SXrfm = A, SYrfm = B, SZrfm = G;
et les trois dernières intégrales donneront de même les six suivantes :
o = A/— Bjc'h-F,
o = Az' — G^'h-G, o = Bz' — C/+H,.
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y'SXdm - x'SYdm — S(X/ - Yx)dm = A/'- Bx' -h F, z'SXdm — x^'SZdm — S(Xz — Zxjdm = kz" — Go:" H- G, z"^\dm — /'SZrfm — S(Yz — Zj)rfm = Bz" — Gf' + H.
Donc
et, par conséquent,
SXrfm = o, SYe/ro = o, SZrfiii = o,
S(Xj — Yx)dm = o, S(Xz — Zx)dm = o, S(Yz == Zx)dm = o.
Ces six équations sont donc les seules qui soient nécessaires pour Téquilibre d'une verge inflexible lorsqu'il n'y a pas de point fixe; c'est ce qui s'accorde avec ce que nous avons remarqué plus haut (art. 25), et c'est aussi ce qu'on aurait pu déduire immédiatement de la théorie donnée dans la sect. m, ainsi que nous l'avons observé dans l'article cité.
57. Supposons maintenant qu'il y ait dans la verge un point fixe, et que ce point soit la première extrémité de la verge; dans ce cas, on aura
en sorte que les termes affectés de ces variations disparaîtront d'eux-mêmes; il suffira donc d'égaler à zéro les coefficients de d^x\ dly' ^ dZz\ d^lx\ d^Sy^ d^^z\ ainsi que les coefficients de lx'\ ly" ^ Sz'^, dix" ^ dly" ^ etc. Or il est aisé de voir que pour cela il suffira que l'on ait
fjt! =z o^ v'=: o, rf/r= o, et ensuite
A''=0, /u''=0, v''=0, dfA!'=0, rf/=o, (/S"=o,
comme dans le cas précédent ; et l'on trouvera les mêmes conditions que dans l'article précédent, à l'exception de ce que A, B, G ne seront pas nulles. On aura donc
A = SXrfm, B = SYrfm, C = SZé/m, ensuite
F = Bar'— ky\ G ^ Car'— Az', H = C/— Ba';
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et les trois autres équations se réduiront à celles-ci :
— S(Xj — Yx)dm = Bo;'-^ A/,
— S(Xz — Zx)dm =Cx'— kz\
— S(Yz — Zy)dm = C/ — Bz^ c'est-à-dire à
S(Xj ~ \x)dm + x'SYdm — /SXrfm = o, S(Xx — Za:)rfm -h x'SfLdm — z^SXdm = o, S{Yz — Zj)rfm -h/SZrfm — z'SYdm ^ o,
ou, ce qui est la même chose, à
S[X{y-y)-Y{x-x')\dm = o, S[X(z — z') — Z (jt? — a?')]^in = o, S[Y(fi^ - z') - Z(r ~/)]rfm = o.
Ce sont les seules conditions nécessaires pour Téquilibre, et il est clair qu'elles répondent à celles que Ton a trouvées dans l'art. 24.
S8. Si la verge étsdt fixement attachée par sa première extrémité, en sorte que non-seulement le premier point de la courbe fut fixe, mais aussi la tangente à ce premier point, alors on aurait non-seulement
lx'=^ o, S/^= o, Sz'= o, mais aussi
ldx'= dZx'= o, l(fy'= diy= o, ldz'= dlz'=o\
par conséquent, tous les termes affectés de ces quantités disparaîtraient d'euxmêmes, et il ne resterait qu'à faire évanouir les termes affectés de (Ptx\ rf^S/, d'Wy et do ^\ 8/^ 8z'\ d^x\ diy\ etc.
On n'auia donc,. dans ce cas, que ces conditions :
/=o, ^"^=0, iJf!'=^o, /=o, dtJL"z=zo, dy^'^o, rf*r''=o.
Donc les constantes A, B, G auront encore les valeurs
A = SXrfm, B = SYrfm, C = SZe/m;
ensuite les trois dernières intégrales de Tart. SS étant appliquées an dernier point de la verge, donneront
F = S( Yo? — Xj)rfm, G = S{Zx — Xz)dm, H = S(Z7 — Yz)dm.
Et si l'on applique ces mêmes équations au premier point, on aura
iLc' {dy d' dx' — dx'd'd/) — d/{dyd'x'— dx'dy) = a/— Bx'^ f,
fjj^dz'd^dx'— dx'd^dz') — dv'^da'd'x'— dx'd'z') = hz' — Cx' +G, fjL\d7!d^df' — d/d'^dz') - df'{dz'd'y -^ dx'd'z') = Bz' — C/-h H,
d'oîi, éliminant f/ et dv\ résulte Téquation
k{ydz'— z'dy') + B(z'da:'— x'dz') + G{x'dy — /dx') -h ¥dz'— Grf/— ndx'= o.
Cette équation est nécessaire pour empêcher que la verge ne tourne autour de sa première tangente, qui est supposée fixe, et il est facile de voir que son premier membre devient nul lorsque la verge est une ligne droite.
59. On pourrait regarder comme un défaut de notre méthode la longueur de cette solution, qui est, en effet, plus longue que celle de l'équilibre d'un fil flexible, tandis que, par les méthodes ordinaires, ce dernier problème est beaucoup plus difficile que celui de l'équilibre d'une verge roide tirée par des puissances quelconques, parce qu'il faut déterminer, par la composition des forces, la courbe que le fil doit prendre pour être en équilibre, au lieu que dans le cas de la verge cette courbe est donnée, et que l'équilibre ne demande que la destruction des moments des forces. Mais lorsqu'on veut suivre pour tous ces problèmes une marche uniforme, et passer de l'un à l'autre graduellement, à mesure qu'on y ajoute de nouvelles conditions, il est évident que le cas d'un fil inflexible est moins simple que celui d'un fil flexible, parce que l'inflexibilité exprimée analytiquement consiste <kns l'in-* variabilité des distances mutuelles des points du fil. £t si, dans ce cas, la courbe étant donnée, elle ne doit plus être un résultat du calcul, comme dans le cas d'un fil flexible, c'est une circonstance que l'analyse doit indiquer, et qu'elle indique, en effet, par les trois indéterminées A, )U, ? qui restent dans les trois équations indéfinies entre x^ j, z de l'art. 55, et qui.
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font que ces équations peuvent s'adapter à une courbe quelconque donnée. Ainsi on ne doit pas regarder ces équations comme une superfluité inutile ; outre qu'elles servent à déterminer les trois inconnues A, /u, y, d'où dépendent les conditions de l'équilibre, et qui expriment (*) en même temps les forces qui s'opposent à ce que les valeurs des trois fonctions a, |3, y varient par l'effet des forces qui agissent sur le fil.
Il est vrai que les trois indéterminées A, /^, r doivent être remplacées par les trois équations de condition qui consistent en ce que les fonctions différentielles a, p, 7 doivent être censées données- Mais comme par la nature du calcul différentiel la valeur absolue des différentielles reste indéterminée, et qu'il n'y a que leur rapport qui puisse être donné, ces trois conditions ne peuvent équivaloir qu'à deux, qui renferment les rapports des trois quantités a, |3, 7; et ces deux rapports suffisent pour déterminer la courbe.
En effet, par ce qu'on a démontré plus haut (art. 46), on voit que l'angle de contingence formé par deux côtés successifs de la courbe se trouve
exprimé par ^ ^ en conservant les valeurs de a, |3, y de l'art. 53;
de sorte que le rayon osculateur sera exprimé par . '^^ ^ ^. Ce rayon
étant donc supposé donné, la courbe sera tlonnée si elle est à simple courbure, et pour les courbes à double courbure, il ne sera pas difficile de prouver que la seconde courbure provenant de l'angle de contingence formé par les plans qui passent successivement par deux éléments contigus de la courbe, dépendra du rapport des trois quantités a, |3, 7 (**). Ainsi les trois conditions dont il s'agit, rapportées à la courbe, se réduisent à ce qu'elle soit donnée, comme le problème le suppose (***).
(*) ^oyez la note relative au paragraphe l$5. (/. Bertrand,)
{^^\ Cette seconde courbure dépend aussi de d^, (/. Bertrand, )
(***) On voit, d'après les résultats précédents, que deux courbes sont superposables lorsque les rayons de première et de seconde courbure s'expriment, dans Tune et dans l'autre, par une même fonction de l'arc. Si donc deux courbes ont Tune et l'autre leurs rayons de courbure constants et égaux chacun à chacun, ces courbes sont identiques; et comme on peut toujours déterminer une hélice dont les rayons de courbure soient donnés, toute courbe qui a ses rayons de courbure constants est une hélice. Plusieurs géomètres ont donné récemment des démonstrations élégantes de ce théorème. Voyez deux Notes, l'une de M. Puiseux, l'autre de M. Serret, Journal de Mathématiques de M. Liouville, tome VII, page 65, et tome XVI, page igS. (/. Bertrand.)
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On pourrait étendre l'analyse de ce problème au cas d'une surface ou d'un solide dont tous les points seraient tirés par des forces quelconques; mais nous allons faire voir comment on peut la simplifier en partant des mêmes équations de condition, et en déterminant d'avance par ces équations la forme des variations des coordonnées.
CHAPITRE IV
DE l'équilibre D^UN COEPS SOLIDE DE GRANDEUE SEIÏSIBLE ET DE FIGURE QUELCONQUE, DOWT TOUS LES POIHTS SONT TIRÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES.
60. Puisque la condition de la solidité du corps consiste en ce que tous ses points conservent constamment entre eux la même position et les mêmes distances, on aura entre les variations Sa?, Sj, Bz les mêmes équations de condition qu'on a trouvées dans l'art. 53; car il est visible qu'en imaginant dans l'intérieur du corps une courbe quelconque, il suffira que tous ses points gardent les mêmes distances entre eux, quelque mouvement que le corps reçoive; ainsi on pourra, par leur moyen, déterminer immédiatement les valeurs de ces variations.
Pour cela, je remarque que comme en passant aux différences secondes il est toujours permis de prendre une des différences premières pour constante, on peut supposer dx constante, et, par conséquent, (Px^=6, rf',r=o,etc., moyennant quoi la deuxième et la troisième équation de l'article cité deviendront
d'yd^ly 4- d^zd^lz = o, et rf'jrf'Sr + d?zd^lz = o.
La première de ces équations donne d'abord d^ly ^= — -^ d^lz^ et différentiant,
cette valeur étant substituée dans la seconde équation, elle se trouvera toute divisible par d^z ^r— ' ^t ï'on aura après la division, ^
d'où l'on tire, en intégrant,
d'Sz = Shd*x,
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SL étant une constante. Ayant d^Sz, on trouvera d^Sy = — SLd^z; donc intégrant de nouveau et ajoutant les constantes — S^ldxj SNdx, on aura
dSz = ^Ldy — mdx, d^y = — 8l.dz -h iTNdlr;
et ces valeurs étant substituées dans la première équation de condition, savoir
dxdSx -h dydSf H- dzdSz = o, il viendra
d^x = — SNdy + mdz.
Enfin on aura par une troisième intégration, et par Taddition des nouvelles constantes Sly Sm, Srij
jy = (T/w -f- xS^ — z<rL,
^z = ^n — xSM, '+-jrSL.
Et il est facile de se convaincre que ces expressions ne satisfont pas seulement aux trois premières équations de condition de Fart. S3, mais aussi à toutes les autres qu'on pourrait trouver à l'infini, et qui sont toutes renfermées dans cette équation générale
d^xd^^x -t- dyd"Sj -h d^zd^^z = o.
Telles sont donc les valeurs de Sx^ Jy, «Tz pour un système quelconque de points unis ensemble, de manière qu'ils conservent toujours entre eux les mêmes distances ; ainsi ces valeurs serviront non-seulement pour le cas d'une courbe quelconque mobile et invariable dans sa figure, mais aussi pour le cas d'un corps solide de figure quelconque.
Euler a trouvé le premier ces formules simples et élégantes pour exprimer les variations des coordonnées de tous les points d'un corps solide mobile dans l'espace. Il y est parvenu par des considérations tirées du Calcul différentiel, mais difierentes de celles qui nous y ont conduit, et, ce me semble, moins rigoureuses (*). Ployez dans le volume de l'Académie de Berlin, pour I 760, le Mémoire intitulé: Découverte d*un nouveau principe de Mécanique.
(* ) La démonstration d^Euler est, il est vrai , moins directe que celle de Lagrange; mais il m'a été impossible de découvrir le point de vue sous lequel on peut Faccuser de manquer de rigueur.
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61. Puis donc que les valeurs précédentes de ^x,^y, h satisfont déjà aux équations de condition du problème, il est clair qu'il suffira de les substituer dans la formule S{XSx -h Yfy h- ZSz)dm, et foire en sorte qu^elle devienne nulle, indépendamment des quantités ^l, Sm, ^n, SL, SM, eTN, qui sont les seules indéterminées qui restent.
Or, comme ces quantités sont les mêmes pour tous les points du corps, il faudra dans la substitution les faire sortir hors du signe S ; et l'on aura conséquemment cette équation générale de l'équilibre d'un corps solide de figure quelconque,
^ISXdm -h ^mSYdm -+- USZdm + (^NS(Ya: — Xx)dm -+- mS{Xz — Zx)dm H-(rLS(Zj —Yz)dm = o,
d'oii Ton tirera les équations particulières de l'équilibre, en ayant égard aux différentes circonstances du problème.
62. Et d'abord, si le corps est supposé entièrement libre, les six variations J'/, J'm, J'/z, tî'L, ^M, (TN seront toutes indéterminées, et il faudra égaler séparément à zéro les quantités par lesquelles elles se trouvent multipliées ; ce qui donnera ces six équations déjà connues,
SXrfm = o, SYrfm = o, SZdm = o,
S (Y^ — Xj)rfm = o, S{Xz — Zx)dm = o, S (Zj — Yz)dm = o.
En second lieu, s'il y a dans le corps un point fixe autour duquel il ait simplement la liberté de pouvoir pirouetter en tous sens, et qu'on nomme a, b, c les valeurs des coordonnées x, j, z pour ce point, il faudra que l'on ait
Sa=zOy ^b = o, ^c = o; donc
d'où l'on tire
^l = b^JH — cm,
Sm=c^L — acJ^N, ^n =am—b^L.
ai.
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On substituera ces valeurs dans Féquation générale de Tarticle précédent, et mettant sous le signe S les quantités a, è, c qui sont constantes par rapport aux différents points du corps, on aura cette transformée,
<rNS[Y(a; — a) — Xir—b)]dm ^MS[X(2 —c)—Z{x — a)]dm <^LS [Z{y — b) — Y{z — c)]dm = o,
laquelle ne fournira plus que trois équations, savoir :
S[Y{x — a) — X{x—b)]dm = o, S[X(2 — c) — Z{x — a)]£?in = o, S[Z (y—i,) — Y(z — c)]dm = o.
En troisième lieu, s'il y a dans le corps deux points fixes, et que/, g, h soient les valeurs de x, j, z pour le second de ces points, on aura, de plus,
^i = gm — hm,
H =/M — gSL ; donc, comparant ces valeurs de «J"/, Sm, ^n avec les précédentes, on aura
{g — b)m — {h — c)SM = o, (/— a)«rN — [h — c)Sh = o, (/— a)m —{g — b)SL = o.
Les deux premières de ces équations donnent
et comme ces valeurs satisfont aussi à la troisième équation, il s'ensuit que la variation SN demeure indéterminée.
Faisant donc ces substitutions dans la transformée trouvée ci-dessus, on aura
{h — c) S[ Y{a; _ a) _ X(7 — b)]dm
^^l-i-{g—b)S[X{z — c)—Z{x--a)]dm\ =o;
-h (/— a) S[Z (j— 6) _ Y (x — c)]dm
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ai)isi les conditions de l'équilibre seront renfermées dans cette seule équation,
{h — c)S[Y{x - a) — X (7 — b)]dm _l_(g'_è)S[X(z — c)— Z{x — rt)]rfm[ = o.
[f-a)S[Z{y-b)-Y{z -c)]dm
63. Ces différentes équations répondent à celles que nous avons données dans la sect. III, pour l'équilibre d'un système de points isolés de forme invariable ; et nous aurions pu appliquer immédiatement les conditions de cet équilibre à celui d'un corps solide de figure quelconque, dont tous les points sont tirés par des forces données. Mais nous avons cru qu'il n'était pas inutile, pour montrer la fécondité de nos méthodes, de traiter cette dernière question en particulier et sans rien emprunter des problèmes déjà résolus.
Au reste, si les deux points du corps que nous venons de supposer fixes étaient mobiles sur des lignes ou des surfaces données, ou même joints entre eux d'une manière quelconque, on aurait alors une ou plusieurs équations différentielles entre les variations des coordonnées a, ft, c,/*, g^h qui répondent à ces points ; et substituant à la place de ces variations leurs valeurs en ^/, ^m, ^/i, ^TL, J'M, ^N, d'après les formules générales de l'art. 60, on aurait autant d'équations entre ces dernières variations, au moyen desquelles on déterminerait quelques-unes de ces variations par les autres ; on substituerait ensuite ces valeurs dans l'équation générale, et l'on égalerait à zéro chacun des coefficients des variations restantes, ce qui fournirait touets les équations nécessaires pour l'équilibre.
La marche du calcul est, comme l'on voit, toujours la même, et c'est ce qu'on doit regarder comme un des principaux avantages de cette méthode.
64. Les expressions trouvées plus haut (art. 60) pour les variations ^x^ ^j/^^9 font voir que ces variations ne sont que les résultats des mouvements de translation et de rotation, que nous avons considérés en particulier dans la sect. III.
En effet, il est visible que les termes ^/, ^m, ^n, qui sont communs à tous les points du corps, représentent les petits espaces parcourus par le corps, suivant les directions des coordonnées x^ j, z, en vertu d'un mouvement
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quelconque de translation; et l'on voit, par les formules de Tart. 8 de. la même section, que les termes zSM — /cTN, xS'N — zSLj ySh — x^M représentent les petits espaces parcourus par chaque point du corps, suivant les mêmes directions, en vertu de trois mouvements de rotation ^L, (TM, <JN autour des trois axes des x, j, z, ces quantités J'L, ^M , ^TN répondant aux quantités rf^? ^^y ^^ ^^ l'article cité. Ainsi Ton aurait pu déduire immédiatement les expressions dont il s'agit de la seule considération de ces mouvements, ce qui aurait été plus simple, mais non pas si direct. L'analyse précédente conduit naturellement à ces expressions, et prouve parla, d'une manière encore plus directe et plus générale que celle de l'art. 10 de la sect. III, que lorsque les différents points d'un système conservent leur position relative, le système ne peut avoir à chaque instant que des mouvements de translation dans l'espace, et de rotation autour de trois axes perpendiculaires entre eux.
SIXIÈME SECTION
SUR LES PRINCIPES DE l'HYDROSTATIQUE.
Quoique nous ignorions la constitution intérieure des fluides, nous ne pouvons douter que les particules qui les composent ne soient matérielles, et que par cette raison les lois générales de l'équilibre ne leur conviennent comme aux corps solides. En effet, la propriété principale des fluides, et la seule qui les distingue des corps solides, consiste en ce que toutes leurs parties cèdent à la moindre force, et peuvent se mouvoir entre elles avec toute la facilité possible, quelle que soit d'ailleurs la liaison et l'action mutuelle de ces parties. Or, cette propriété pouvant aisément être traduite en calcul, il s'ensuit que les lois de l'équilibre des fluides ne demandent pas une théorie particulière, mais qu'elles ne doivent être qu'un cas particulier de la théorie générale de la Statique. C'est sous ce point de vue que nous allons les considérer ; mais nous croyons devoir commencer par exposer les différents principes qui ont été employés jusqu'ici dans cette partie de la Statique qu'on
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nomme communément Hydrostatique, pour compléter l'analyse des principes de la Statique que nous avons donnée dans la sect. I.
1 . C'est encore à Archimède que nous devons les premiers principes de l'équilibre des fluides. Son Traité de Insidentibus hunddo ne nous est pas parvenu en grec, il y en avait seulement une traduction latine assez défectueuse, donnée par Tartalea, lorsque Commendin entreprit de le restituer et de l'éclaircir par des notes ; il parut, par les soins de ce savant commentateur, en i565, sous le titre De iis quœ vehuntur in aquâ.
Cet ouvrage, qu'on peut regarder comme un des plus précieux restes de l'antiquité, est divisé en deux livres. Dans le premier, Archimède pose ces deux principes, qu'il regarde comme des principes d'expérience, et sur lesquels il fonde toute sa théorie : i° Que la nature des fluides est telle, que les parties moins pressées sont chassées par celles qui le sont davantage, et que chaque partie est toujours pressée par tout le poids de la colonne qui lui répond verticalement ; 2® que tout ce qui est poussé en haut par un fluide est toujours poussé suivant la perpendiculaire qui passe par so;i centre de gravité.
Du premier principe, Archimède conclut d'abord que la surface d'un fluide, dont toutes les parties sont supposées peser vers le centre de la terre, doit être sphérique pour que le fluide soit en équilibre. Ensuite il démontre qu'un corps aussi pesant qu'un égal volume du fluide doit s'y enfoncer tout à fait, parce qu'en considérant deux pyramides égales du fluide supposé en équilibre autour du centre de la terre, celle où le corps ne serait plongé qu'en partie, exercerait une plus grande pression que l'autre sur le centre de la terre, ou en général sur une surface sphérique quelconque qu'on imaginerait autour de ce centre. Il prouve, de la même manière, que les corps plus légers qu'un égal volume du fluide ne peuvent s'y enfoncer que jusqu'à ce que la partie submergée occupe la place d'un volume de fluide aussi pesant que le corps entier ; doù il déduit ces deux théorèmes hydrostatiques, que les corps plus légers que des volumes égaux d'un fluide y étant plongés, en sont repoussés de bas en haut avec une force égale à l'excès du poids du fluide déplacé sur celui du corps plongé, et que les corps plus pesants y perdent une partie de leur poids égale à celui du fluide déplacé.
Archimède se sert ensuite de son second principe pour établir les lois de
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r équilibre des corps qui flottent sur un fluide ; il démontre que toute section de sphère plus légère qu'un volume égal du fluide, y étant plongée, doit nécessairement se disposer de manière que la base en soit horizontale ; et sa démonstration consiste à faire voir que si la base était inclinée, le poids total du corps considéré comme concentré dans son centre de gravité, et la poussée verticale du fluide considérée aussi comme concentrée dans le centre de gravité de la partie submergée, tendraient toujours à faire tourner le corps jusqu'à ce que sa base fût redevenue horizontale..
Tels sont les objets du premier livre. Dans le second, Archimède donne, d'après les mêmes principes, les lois de l'équilibre de différents solides formés par la révolution des sections coniques, et plongés dans des fluides plus pesants que ces corps ; il examine les cas où ces conoides peuvent y demeurer inclinés, ceux où ils doivent s'y tenir debout, et ceux où ils doivent culbuter ou se redresser. Ce livre est un des plus beaux monuments du génie d' Archimède, et renferme une théorie de la stabilité des corps flottants, à laquelle les modernes ont peu ajouté.
2. Quoique d'après ce qu' Archimède avait démontré il ne fût pas difficile de déterminer la pression d'un fluide sur le fond ou sur les parois du vase dans lequel il est renfermé, Stevin est néanmoins le premier qui ait entrepris cette recherche, et qui ait découvert le paradoxe hydrostatique, qu'un fluide peut exercer une pression beaucoup plus grande que son propre poids. C'est dans le tome III des Hypomnemata mathematica, traduits du hollandais par Snellius, et publiés à Leyde en 1608, que se trouve la théorie hydrostatique de Stevin. Après avoir prouvé qu'un corps solide de figure quelconque, et de même gravité que l'eau, peut y rester dans une situation quelconque, par la raison qu'il occupe la même place et pèse autant que si c'était de l'eau, Stevin imagine un vase rectangulaire rempli d'eau, et il fait voir aisément que son fond doit supporter tout le poids de l'eau qui remplit le vase. Il suppose ensuite qu'on plonge dans ce vase un solide de figure quelconque, et de même gravité que l'eau ; il est clair que la pression restera la même; de sorte que si l'on donne au solide plongé une figure telle, qu'il ne reste plus qu'un canal de fluide d'une figure quelconque, la pression du canal sur la base sera encore la même, et, par conséquent, égale au poids d'une colonne verticale d'eau qui aurait cette même base. Or Stevin
observe qu'en supposant ce solide fixement arrêté à sa place, il n'en peut résulter aucun changement dans l'action de l'eau sur le fond du vase; donc la pression sur ce fond sera toujours égale au poids de la même colonne d'eau, quelle que soit la figure du vase.
Stevin passe de là à déterminer la pression de l'eau sur les parois verticales ou inclinées ; il divise leur surface en plusieurs petites parties par des lignes horizontales, et il fait voir que chaque partie est plus pressée que si elle était horizontale et à la hauteur de son bord supérieur, mais qu'en même temps elle est moins pressée que si elle était placée horizontalement à la hauteur de son bord inférieur. D'où, en diminuant la largeur des parties, et augmentant leur nombre à l'infini, il projuve par la méthode des limites, que la pression sur une paroi plane inclinée est égale au poids d'une colonne dont cette paroi serait la base, et dont la hauteur serait la moitié de la hauteur du vase.
Il détermine ensuite la pression sur une partie quelconque d'une paroi plane inclinée, et il la trouve égale au poids d'une colonne d'eau qui serait formée en appliquant perpendiculairement à chaque point de cette partie des droites égales à la profondeur de ce point sous l'eau. Ce théorème étant ainsi démontré pour des surfaces planes, situées comme l'on voudra, il est facile de l'étendre à des surfaces courbes, et d'en conclure que la pression exercée par un fluide pesant contre une surface quelconque, a pour mesure le poids d'une colonne de ce même fluide, laquelle aurait pour base cette même surface, convertie en une surface plane, s'il est nécessaire, et dont les hauteurs répondantes aux différents points de la base seraient les mêmes que les distances des points correspondants de la sur&ce à la ligne de niveau du fluide, ou, ce qui revient au même, cette pression sera mesurée par le poids d'une colonne qui aurait pour base la surface pressée , et pour hauteur la distance verticale du centre de gravité de cette même surface à la surface supérieure du fluide (*).
5. Les théories précédentes de l'équilibre et de la pression des fluides sont, comme l'on voit, entièrement indépendantes des principes généraux
(*) Cette proposition relative à la pression sur une surface courbe est inexacte. L'auteur ne rénonce ici que par inadvertance. (J, Bertrand. )
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de la Statique, n'étant fondées que sur des principes d'expérience particuliers aux fluides; et cette manière de démontrer les lois de l'Hydrostatique, en déduisant de la connaissance expérimentale de quelques-unes de ces lois celle de toutes les autres, a été adoptée par la plupart des auteurs modernes, et a fait de l'Hydrostatique une science tout à Êiit différente et indépendante de la Statique.
Cependant il était naturel de chercher à lier ces deux sciences ensemble, et à les faire dépendre d'un seul et même principe. Or, parmi les différents principes qui peuvent servir de base à la Statique, et dont nous avons donné une exposition succincte dans la sect. I, il est visible qu'il n'y a que celui des vitesses virtuelles qui s'applique naturellement à l'équilibre des fluides. Aussi Galilée, auteur de ce principe, s'en est servi également pour démontrer les principaux théorèmes de Statique et d'Hydrostatique.
Dans son Discorso intorno aile cose che stanno su ïocqua, o cite in queUa si muovono, il déduit immédiatement de ce principe l'équilibre de l'eau dans un siphon, en faisant voir que si l'on suppose le fluide à la même hauteur dans les deux branches, il ne saurait descendre dans l'une et monter dans l'autre, sans que les moments ne soient égaux dans la partie du fluide qui descend, et dans celle qui monte. Galilée démontre d'une manière semblable l'équilibre des fluides avec les solides qui y sont plongés ; il est vrai que ses démonstrations ne sont pas bien rigoureuses, et quoiqu'on ait cherché à y suppléer dans les notes ajoutées à l'édition de Florence de 1 7:28 , on peut dire qu'elles laissent encore beaucoup à désirer. Descartes et Pascal ont également employé le principe des vitesses virtuelles dans l'Hydrostatique ; ce dernier surtout en a fait un grand usage dans son Traité de l'équilibre des liqueurs, et s'en est servi pour démontrer la propriété principale des fluides, qu'une pression quelconque, appliquée à un point (Je leur surface, se répand également dans tous les autres points.
4. Mais ces applications du principe des vitesses virtuelles étaient encore
trop hypothétiques, et, pour ainsi dire, trop lâches, pour pouvoir servir à établir une théorie rigoureuse sur l'équilibre des fluides. Aussi ce principe a-t-il été abandonné depuis par la plupart des auteurs qui ont traité de l'Hydrostatique, et surtout par ceux qui ont entrepris de reculer les limites de cette science, en cherchant les lois de l'équilibre des fluides hétérogènes,
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dont toutes les parties sont animées par des forces quelconques ; recherche très-importante par le rapport qu'elle a avec la fameuse question de la figure de la terre.
Huyghens (*) a pris dans cette recherche, pour principe d'équilibre, la perpendicularité de la pesanteur à la surface. Newton {**) est parti du principe de r égalité des poids des colonnes centrales. Bouguer (***) a remarqué ensuite que, souvent, ces deux principes ne donnaient pas le même résultat, et en a conclu que, pour qu'il y eût équilibre dans une masse fluide , il fallait que les deux principes y eussent lieu à la fois, et s'accordassent à donner la même figure à la surface du fluide. Mais Clairaut (****) a démontré de plus qu'il peut y avoir des cas où cet accord ait lieu, et où cependant il n'y aurait point d'équilibre. Maclaurin (*****) a généralisé le principe de Newton, en établissant que, dans une masse fluide en équilibre, chaque particule doit être comprimée également par toutes les colonnes rectilignes du fluide, lesquelles appuient sur cette particule et se terminent à la surface ; et Clairaut (******^ Ta rendu plus général encore, en faisant voir que l'équilibre d'une masse fluide demande que les efforts de toutes les parties du fluide, renfermées dans un canal quelconque, aboutissant à la surface, ou rentrant en lui-même, se détruisent mutuellement. Enfin il a déduit le premier, de ce principe, les vraies lois fondamentales de l'équilibre d'une masse fluide dont toutes les parties sont animées par des forces quelconques, et il a trouvé les équations aux différences partielles par lesquelles on peut exprimer ces lois ; décou verte qui a changé la face de l'Hydrostatique, et en a fait comme une science nouvelle.
5. Le principe de Clairaut n'est qu'une conséquence naturelle du principe de l'égalité dépression en tous sens, et l'on peut déduire immédiatement de celui-ci les mêmes équations qui résultent de l'équilibre des canaux. Car, en considérant la pression comme une force qui agit sur chaque particule,
(*) Voyez Dissertatio de causa gravi tatis, additamenium; Opéra posthuma, tome II, page 1 16.
(**) Dans le livre des Principes, livre ui, proposition 19.
(***) Mémoires de l'Académie des Sciences; 1734.
{****) Théorie de la figure de la Terre, page 28, 2* édition; Paris, 1808.
(*****) Traité des Fluxions, tome II, page 1 10. Traduction de Pezenas. Paris, i749-
{******) Théone de la figure de la Terre. (Notes de 7. Bertrand,)
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et qui peut s'exprimer par une fonction des coordonnées qui déterminent le lieu de la particule dans la masse fluide, la différence des pressions qu'elle souf&e sur deux faces opposées et parallèles donne la force qui tend à la mouvoir perpendiculairement à ces faces, et qui doit être détruite par les forces accélératrices dont cette particule est animée ; de sorte qu'en rapportant toutes ces forces aux directions des trois coordonnées rectangles, et supposant la masse fluide partagée en petits parallélogrammes rectangles, ayant pour côtés les éléments de ces coordonnées, on a directement trois équations aux différences partielles entre la pression et les forces accélératrices données, lesquelles servent à déterminer la valeur même de la pression, et la relation qui doit avoir lieu entre ces forces. Ce moyen simple de trouver les lois générales de l'Hydrostatique est dû à Euler {Mémoires de Berlin de 1755), et il est maintenant adopté dans presque tous les Traités de cette science.
6. Le principe de l'égalité de pression en tout sens est donc jusqu'ici le fondement de la théorie de l'équilibre des fluides, et il faut avouer que ce principe renferme, en effet, la propriété la plus simple et la plus générale que l'expérience ait fait découvrir dans les fluides en équilibre. Mais la connaissance de cette propriété eSt-elle indispensable dans la recherche des lois de l'équilibre des fluides.^ Et né peut-on pas dériver ces lois directement de la nature même des fluides considérés comme des amas de molécules trèsdéliées, indépendantes les unes des autres, et parfaitement mobiles en tout sens? C'est ce que je vais tâcher de faire dans les sections suivantes, en n'employant que le principe général de l'équilibre dont j'ai fait usage jusqu'ici pour les corps solides; et cette partie de mon travail fournira non-seulement une des plus belles applications du principe dont il s'agit, mais servira aussi à simplifier à quelques égards la théorie même de l'Hydrostatique.
On sait que les fluides en général se divisent en deux espèces : en fluides incompressibles dont les parties peuvent changer de figure, mais sans changer de volume ; et en fluides compressibles et élastiques dont les parties peuvent changer à la fois de figure et de volume, et tendent toujours à se dilater avec une force connue qu'on suppose ordinairement proportionnelle à une fonction de la densité.
SEPTIÈME SECTION
DE l'Équilibre des fluides incompressibles.
1. Soit une masse fluide m, dont tous les points soient animés par des pesanteurs ou forces quelconques P, Q, R, etc., dirigées suivant les lignes /?, g, r, etc. ; on aura, suivant les dénominations de l'art. 12 de la sect. IV, pour la somme des moments de toutes ces forces, la formule intégrale
S (P^/? 4- Q(^^ + ReTr + ...)rfm,
laquelle devra être nulle en général pour qu'il y ait équilibre dans le fluide.
§ I. — De V équilibre d'un fluide dans un tuyau très-étroit.
2. Supposons d'abord le fluide renfermé dans un canal ou tuyau infiniment étroit et de figure donnée ; et imaginons ce fluide divisé en tranches ou portions infiniment petites, dont la hauteur soit ^, et la largeur ûi; on pourra prendre dm = cùds^ à cause que la largeur ea du tuyau est supposée infiniment petite, ds étant l'élément de la courbe du tuyau. Or, en imaginant que le fluide reçoive un petit mouvement, et change infiniment peu de place dans le tuyau, soit ^s le petit espace que la tranche ou particule dm parcourt dans le tuyau ; il est clair que cûSs seta la quantité du fluide qui passera en même temps par chacune des sections ^ du canal. Donc, à cause de l'incompressibilité du fluide, il faudra que cette quantité soit partout la même; de sorte que faisant coSs = a, la quantité a sera constante par rap-
port à la courbe du tuyau. On aura ainsi a> = ^> et, par conséquent, dm=. -•— ; de sorte que la formule qui exprime la somme des moments des
forces deviendra, en faisant sortir hors du signe intégral la quantité constante a,
Maintenant il est visible que puisque cT/?, iq, Sr, etc., sont les variations des lignes/?, gr, r, etc., résultantes de la variation Ss^ ces variations doivent avoir entre elles les mêmes rapports que les différentielles dp, dq. dr, etc., ds, à cause de la figure du canal donnée ; ainsi on aura
ip dp $q dq dr dr
as ds as d^ 37 flîy ' ' ' '
ce qui réduira la formule précédente à cette forme,
aS{Pdp'\-Qdq -+'Rdr -\- ...),
où les différentielles dp, dq, dr, etc., se rapportent à la courbe du canal, et le signe S indique une intégrale prise par toute l'étendue du canal. Faisant donc cette quantité égale à zéro, on aura Téquation
S{Pdp -h Qdq ^ Kdr -h ...) = o,
laquelle contient la loi générale de l'équilibre d'un fluide renfermé dans un canal de figure quelconque.
3. Si outre les forces P, Q, R, etc., qui animent chaque point du fluide, il y avait de plus à l'une des extrémités du canal une force extérieure n' qui agît par le moyen d'un piston sur la surface du fluide, et perpendiculairement aux parois du canal ; alors dénotant par Ss^ le petit espace parcouru par la tranche du fluide qu'on suppose pressée par la force n', tandis que les autres tranches parcourent les différents espaces Ss, il faudra ajouter à la somme des moments des forces P, Q, R, etc., le moment de la force n', lequel sera rejirésenté par U^Ss'. Or, si l'on nomme a' la section du canal à l'endroit où agit la force n', on aura û)'^s' pour la quantité de fluide qui passe par la section eû\ tandis que par une autre section quelconque ct> il passe la quantité de fluide a>Ss.
Mais l'incompressibilité du fluide demande que ces quantités soient partout les mêmes ; donc ayant déjà supposé a>Ss = a, on aura aussi co^Ss'= a ;
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par conséquent, <î^'==— 7- Donc la somme totale des moments des forces qui agissent sur le fluide sera représentée par la formule
de sorte que l'équation de l'équilibre sera
5J -^ S(Pd^/? H- Qrf^ + "^dr +...) = o.
4. Il est évident que, dans l'état d'équilibre, la force n' doit être contrebalancée par la pression du fluide sur le piston dont la largeur est os! ; d'où il s'ensuit que cette pression sera égale à — n', et, par conséquent, égale à
Donc, en général, la pression du fluide sur chaque point du piston sera exprimée par la formule intégrale
S(Prf/?-f-QG«^-hRrfrH- ...),
en prenant cette intégrale par toute la longueur du canal. Et cette pression sera aussi la même, si au lieu d'un piston mobile on suppose un fond immobile qui ferme le canal d'un côté.
5. Si à l'autre extrémité du canal il y avait une autre force II'^ agissante de même par le moyen d'un piston, on trouverait pareillement, en nommant cù" la section du canal dans cet endroit, l'équation
' n; + î? + S (P^ -H Q^ + Rrfr -h . . . ) = o
Ot) W
pour l'équilibre du fluide.
6. Donc, si le fluide n*est pressé que par les deux forces extérieures 11^ et n'' appliquées aux surfaces hù et (û\ il faudra, pour l'équilibre, que l'on
ait — H — ï7 = o ; d'où Ton voit que les deux forces n' et n'' doivent être de
directions contraires, et en même temps réciproquement proportionnelles aux surfaces û)', ca' sur lesquelles ces forces agissent. Proposition qu'on regarde communément comme un principe d'expérience, ou du moins
comme une suite du principe de l'égalité de pression en tout sens, dans lequel la plupart des auteurs d'Hydrostatique font consister la nature des fluides.
7. La connaissance des lois de l'équilibre d'un fluide renfermé dans un canal très-étroit et de figure quelconque, peut conduire à celle des lois de l'équilibre d'une masse quelconque de fluide renfermée dans un vase ou non.
Car il est évident que si une masse fluide est en équilibre, et qu*on imagine un canal quelconque qui la traverse, le fluide contenu dans ce canal sera aussi en équilibre de lui-même, c'est-à-dire indépendamment de tout le reste du fluide. On aura donc pour l'équilibre de ce canal, en faisant abstraction des forces extérieures (art. 2),
S {pdp H- (^dq -f- ^dr -+- . . . ) = o.
Et comme la figure du canal doit être indéterminée, l'équation précédente devra être indépendante de cette figure ; d'où Ton pourrait conclure tout de suite, comme Clairaut l'a fait dans sa Théorie de la figure de la Terre, que la quantité Vdp -+- Ç^dq -H Rrfr -+-... doit être une différentielle exacte. Mais on peut arriver à cette conclusion par l'analyse même, et trouver en même temps les relations qui doivent avoir lieu entre les quantités P, Q, R, etc. Pour cela, il n'y a qu'à faire varier l'intégrale
S(Pc5^H-Qd5rH-RrfrH- ...)
par la méthode des variations, et supposer sa variation nulle.
Dénotons en général par ^ la valeur de l'intégrale
s (P<^ 4- Qrf^ H- Rc^ -h ...)
prise par toute la longueur du canal ; il Ëiudra que l'on ait <^ Y = o. Or on a, par la différentiation,
= S (P^^p -h QiTrf^ -h R«rrfr H- . . . H- <rP<^ -h (JQrfy H- «ÎRrfr H- ...). Changeant id en d^, et faisant ensuite disparaître le double signe d^ par
des intégrations par parties, on aura
Sw = PcJ> + Q^g + ReTr -H . . .
-h S{^Pdp — dP^p H- SQdq — dQ^q + SKdr — dRSr +...)>
où les termes qui sont hors du signe S se rapportent aux extrémités de l'intégrale représentée par ce signe, et répondent, par conséquent, aux bouts du canal; de sorte qu'en supposant ces bouts fixes, les variations S^d, Sq^ Stj etc., qui y répondent, seront nulles, et les termes dont il s'agit s'évanouiront d'eux-mêmes.
Maintenant, comme les quantités P, Q, R, etc. , qui représentent les forces, sont ou peuvent toujours être supposées des fonctions de /?, ^, r, etc., il est clair que la partie de ^^ qui est affectée du signe S n'est plus susceptible de réduction; donc, pour que l'on ait en général ^V = o, il faudra que cette partie soit nulle d'elle-même, et que, par conséquent, l'on ait pour chaque point de la masse fluide l'équation identique
SVdp — dP^p + SQdq — dQSq H- SRdr — dRSr -+-...= o.
En regardant les expressions des forces P, Q, R, etc. , comme des fonctions quelconques de /?, ç, r, etc., on aura, suivant la notation reçue,
,,. rfP , rfP , rfP ^ .
de même
et ainsi des autres différences. Substituant ces valeurs dans l'équation précédente, et ordonnant les termes, elle deviendra de cette forme :
et devra avoir lieu indépendamment des différences dp^ dq^ dr^ etc.; «T/?, Sq^ Sr^ etc.
Donc, s*il n'y a aucune relation donnée entre les variables/?, q^ r, etc.,
Méc. anal, I. a3
il faudra faire séparément
dP dO
Or
dV _dQ_
dq dp
dr dp '
dr dq~^'
Ce sont les équations de condition connues pour l'intégrabilité de la formule
Vdp H- Ç^dq H- Rrfr H-
9. Lorsque les lignes /?, q, r, etc., se rapportent à un point dans l'espace , comme dans le cas présent, elles ne peuvent dépendre que des trois coordonnées de ce point, et les forces P, Q, R, etc. , peuvent toujours se réduire à trois, suivant ces coordonnées (sect. V, art. 7). Ainsi, en prenant /?, g, r pour ces coordonnées, soit rectangles ou non (*), et P, Q, R, etc., pour les forces qui agissent sur chaque particule du fluide, dans la direction des mêmes coordonnées, il faudra que les quantités P, Q, R, regardées comme des fonctions de p^ q^ r, satisfissent à ces trois équations,
rfP dO d9 dR dO dR
Ce sont les conditions nécessaires pour que la masse fluide puisse être en équilibre, en vertu des forces P, Q, R, qui agissent sur tous ces points.
Au reste, on a fait abstraction jusqu'ici de la densité du fluide, ou plutôt cm l'a regardée comme constante et égale à l'unité; mais si l'on voulait la supposer variable, alors, en nommant F la densité d'une particule quelconque e/m, on aurait (art. 2) dm = Tcods; et les quantités P, Q, R, etc., se trouveraient toutes multipliées par r. Ainsi l'on aura pour l'équilibre des fluides de densité variable, les mêmes lois que pour l'équilibre des fluides de densité uniforme, en multipliant seulement les différentes forces par la densité du point sur lequel elles agissent, c'est-à-dire en écrivant simplement rP, rQ, rR, etc. , à la place de P, Q, R, etc.
(*) Cette assertion n*est |»as exacte. Si P, Q» R désignaient les composantes parallèles à trois axes obliques, et p^ q^ r les coordonnées relatives à ces axes, la somme des moments virtuels ne serait pas P<//9 -h Q</g + Edr, et les raisonnements q^ui précèdent ne pour/aient pas s'appliquer.
[f, Bertrand.)
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§ II. — OÙ Von déduit les lois générales de l'équilibre des fluides incompressibles, de la nature des particules qui les composent,
10. Nous allons maintenant chercher les lois de l'équilibre des fluides incompressibles, directement par notre formule générale, en regardant ces sortes de fluides comme formés d'un amas de particules mobiles en tout sens, et qui peuvent changer de figure, mais sans changer de volume.
Supposons, pour plus de simplicité, que toutes les forces qui agissent sur les particules du fluide soient réduites à trois, représentées par X, Y, Z, et dirigées suivant les coordonnées rectangles a:, j, z, c'est-à-dire tendantes à diminuer ces coordonnées. Nous avons donné, dans le chap. I de la sect. V, les formules générales de cette réduction.
Nommant ^m la masse d'une particule quelconque, on aura, pour la somme des moments des forces X, Y, Z, la formule intégrale
S {XSx + Y^j + ZeTz) dm ;
or le volume de la particule ^m peut être représenté pardxdjrdz; ainsi, en exprimant par F la densité, il est clair qu'on aura dm = Vdxdydz ; et le signe d'intégration S appartiendra à la fois aux trois variables a:, /, z.
Il faudra, de plus, avoir égard à l'équation de condition résultante de l'incompressibilité du fluide, laquelle étant supposée représentée par L = o, donnera, en différentiant selon J", multipliant par un coeflicient indéterminé h^ et intégrant, la formule SaJ'L à ajouter à la précédente.
S'il n'y a point de forces extérieures qui agissent sur la surface du fluide, ni de conditions particulières à cette surface, on aura simplement, pour l'équation générale de l'équilibre (sect. IV, art. 15),
S (XiTj? -+- YiTj + l^z) dm -h S;^^L = o,
dans laquelle il faudra prendre les intégrales relativement à toute la masse du fluide.
11. La condition de l'incompressibilité consiste en ce que le volume de chaque particule soit invariable ; ainsi, ayant exprimé ce volume par dxdydz^ on aura dxdydz =: const. pour l'équation de condition; par conséquent,
L sera = dxdydz — const. , et J'L =±= ^ . {dxdydz) .
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Pour avoir la variation S. {dxdydz)^ il semble qu'il n*y aurait qu'à difFérentier simplement dxdydz selon «T; mais il y a ici une considération particulière à faire, et sans laquelle le calcul ne serait pas rigoureux. La quantité dxdydz n'exprime le volume d'une particule qu'autant qu'on suppose la figure de cette particule un parallélipipède rectangulaire dont les côtés sont parallèles aux axes des x^y^ z\ cette supposition est très-permise, puisqu'on peut imaginer le fluide partagé en éléments infiniment petits d'une figure quelconque. Or, ^. [dxdydz) doit exprimer la variation que souffire ce volume lorsque la particule change infiniment peu de situation, ses coordonnées a*, j, z devenant x -h ^x^y -h ^j, z-^- ^z\ et il est clair que si dans ce changement la particule conservait la figure d'un parallélipipède rectangle, on aurait
(T. [dxdydz) = dydz^dx H- dxdzSdy H- dxdySdz.
Par les principes du calcul des variations, on peut changer les «Tctr, ^dy^ Sdz en d^x^ d^y^ dSz\ mais il est nécessaire de remarquer que les variations (T.r, Sy^ ^z pouvant être regardées comme des fonctions indéterminées et infiniment petites, de x^ j, z, pour que rfJ'j? représente la variation du côté dx de la particule rectangulaire dtdydz^ lequel est formé par l'accroissement dx que la coordonnée x reçoit, tandis que les deux autres, j et z, ne varient pas, il faut que dans la différentiation de hx^ la seule x soit censée variable : ainsi, suivant la notation des différences partielles, au lieu d'écrire simplement d^x^
il faudra écrire -^— dx\ de même, et par un raisonnement semblable, on
écrira -^rf^ et -r^dz au Heu de d^y^ dSz. De cette manière, dans l'hypothèse que la particule dxdydz demeure rectangulaire après la variation, on aura
S. [dxdydz) = dxdydz {^ + ^ + -^) •
Il en serait encore de même si l'on supposait que la particule dxdydz devînt, par la variation, un parallélipipède dont les angles différassent infiniment peu de l'angle droit; car on sait, par la Géométrie, que, si a, è, c sont les trois côtés d'un parallélipipède qui forment un angle solide, et a, j3, y les trois angles que ces côtés forment entre eux, la solidité, ou le contenu du parallélipipède, est exprimée par la formule
abc y^(i — cos a^ — cos ^'^ — cos^^ -f- 2 cos a cos (5 cos y) .
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Or les côtés deviennent, par la variation,
et les cosinus de a, ^, 7 deviennent infiniment petits ; ainsi, en substituant ces valeurs au lieu de a, b, c, et négligeant les infiniment petits des ordres supérieurs au premier, on aura, pour la variation de dxdydz^ la même expression qu'on vient de trouver.
Mais quoique cette dernière hypothèse soit légitime, nous ne voulons pas l'adopter sans démonstration, pour ne rien laisser à désirer sur l'exactitude de nos formules. Nous allons donc chercher, d'une manière rigoureuse, la variation de dxdydz^ en ayant égard à la fois au changement de position et de longueur de chacun des côtés d'un parallélipipède rectangulaire, et en supposant seulement, ce qui est exact dans l' infiniment petit, que ces côtés demeurent rectilignes.
12. Pour simplifier cette recherche, nous commencerons par ne considérer qu'une des faces du parallélipipède de dxdydz\ par exemple, la face dxdy^ dont les quatre angles répondent à ces quatre systèmes de coordonnées,
(0 ^) J» 2, (2) a?-h cte,7, z, (3) 07, j-hrfr, s, (4) x-^r-dx, y-hdy, z.
Supposons que les coordonnées a?, j, z du premier système deviennent oc 4- Sx, y -h <Jy, z -f- Sz, et regardons les variations Sx, Sy, Sz comme des fonctions infiniment petites de 00, y, z; en faisant croître successivement les Xj y, de leurs différentielles dx, dy, on trouvera ce que doivent devenir simultanément les coordonnées des trois autres systèmes. Ainsi, en marquant par les mêmes numéros les systèmes variés, on aura
(1) x-hSx, j-hjy, z-hSz,
(2) x-^dx^Sx^^dx, j-+-iy + ^^, z-hSz-i-^dx,
(3) x-hêx-^^-^dy, y + dy-hSy-+-'^dy, z^Sz^-^dy,
I fs dix t dox j
X -+- dx -h dx -f -Tzr dx + -j— dy
diz f dà z j
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Gomme ces quatre systèmes de coordonnées répondent aux quatre angles du nouveau quadrilatère dans lequel s'est changé le rectangle dxdy^ il est clair qu'on aura les côtés de ce quadrilatère en prenant la racine carrée de la somme des carrés des différences des coordonnées pour les deux angles adjacents à chaque côté. Ainsi, en marquant la droite qui joint deux angles par la réunion des deux numéros qui répondent à ces angles, on aura
d$xY
( dàz\ \dx)
dây\ 'fy )
(dèz\ \dx)
IdizX
(-.4)=''/v/('fy+(
/dâzy
d'où l'on voit que les côtés opposés (1,2), (3,4) sont égaux entre eux , ainsi que les côtés opposés (i ,3), (a, 4)? et que, par conséquent, le quadrilatère est un parallélogramme dont les deux côtés contigus (i 9 a), (i , 3) seront, en négligeant sous le signe les quantités du second ordre vis-à-vis de celles du premier,
13. A l'égard de l'angle compris par ces deux côtés, on le trouvera par le moyen de la diagonale (a, 3), laquelle, en prenant de même la racinj carrée de la somme des carrés des différences des coordonnées respecti des systèmes (2) et (3), devient
-^'^:ry-^{dy-^^^df-^d^^^
ddx dâx dx
côtés
Or, en nommant a l'angle dont il s'agit, le triangle formé par les,
(i,a), (i,3), (2,3) donne
Substituant dans cette expression les valeurs trouvées d^i ,2), (i,3), (2,3), effaçant les termes qui se détruisent, et négli|^p0lTles infiniment petits du
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second ordre et des ordres supérieurs i on aura
dix diy
OÙ Ton voit que l'angle a ne diffère d'un angle droit que par des quantités infiniment petites, puisque son cosinus est infiniment petit.
14. Si l'on applique la même analyse aux deux autres faces dxdzj dydz du rectangle dxdjdzy on trouvera que ces faces se changent aussi en parallélogrammes ; de sorte que les trois faces opposées seront aussi des parallélogrammes, comme on peut le démontrer facilement par la géométrie. Par conséquent, le nouveau solide sera un parallélipipède dont les côtés, qui forment un angle solide, seront
et nommant a, /3, 7 les angles compris entre ces côtés, on aura
dSx ddy
^ dox dôz
ddy diz
d'où Ton peut conclure que la varîalion du parallélipipède rectangulaire dxdydz est rigoureusement exprimée par la formule donnée plus haut (art. 11).
15. On voit aussi par là que si les variations Sx^ fyy S^z n'étaient fonctions respectivement que de a?, 7, z, on aurait rigoureusement
cosa = o, cos|3 = o, cos7 = o;
de sorte que le parallélipipède rectangle dxdydz demeurerait rectangle après la variation. Or, comme le changement de forme de ce parallélipipède n'est qu'infiniment petit et n'influe point dans la valeur de sa solidité, il s'ensuit que, sans rien ôter à la généralité du résultat, on peut supposer que les variations <r.r, jy , ^z soient simplement fonctions de a?, de / et de z, comme nous l'avons Eût dans l'art. 31 de la sect. IV.
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16. Ayant ainsi la vraie valeur de S. [dxdydz)^ on la prendra pour cîelle de J'L, et Ton aura
(vy 111 ( dàx dSy dâz\
Sh = dxdydz[-^^-^ + ^y
On substituera donc cette valeur dans l'équation générale de l'art. 10, et mettant en même temps pour dm sa valeur Tdxdydz^ on aura l'équation
s[r(X^a: + YJy + Z^z) + A (^ + ^ -H ^^)] dxdydz = o,
et il ne s'agira plus que d'y faire disparaître les doubles signes dS^ par la méthode exposée dans le § II de la sect. IV.
17. Considérons d'abord la quantité Sa --j—dxdfdz^ oîile signe S dénote
une triple intégrale relative à a:, j, z; il est clair que comme la différence de Soc n'est relative qu'à la variation de x^ il ne faudra aussi pour la faire disparaître qu'avoir égard à l'intégration relative à x; c'est pourquoi on
donnera d'abord à cette quantité la forme SdydzSps.-^dx, ensuite on
transformera l'intégrale simple Sa-^—c^ en A'^J'.r'' — f<Sx^ — S^J'jJéir;
les quantités marquées d'un trait se rapportent au commencement de l'intégration, et celles qui en ont deux se rapportent aux points où elle finit, suivant la notation adoptée dans l'endroit cité. Ainsi la quantité dont il s'agit se trouvera changée en celle-ci :
Sdxdz{?<''Sx'— }iSx') — Srf/rfzS ^ Sxdx,
ou, ce qui est la même chose,
^[y^'Sx''— 7lSx')dydz — S^Sxdxdydz,
De la même manière et par un raisonnement semblable, on changera les quantités
Sh--^dxdydz et S^-j^dxdydz en celles-ci :
S(?,''fy'—^'êy)dxdz — Sf^Sydxdfdz
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Faisant ces substitutions, on aura donc pour l'équilibre de la masse fluide cette équation générale :
s[(rX-g)^^-h(rY-|)^rH-(rZ-£)^.]^4r^z
-h S (A'7z* — y^^z') dxdy = o,
dans laquelle il n'y aura plus qu'à égaler séparément à zéro les coefficients des variations indéterminées ^x, Jy, ^z (art. 16, sect. IV).
On aura donc d'abord ces trois équations
rX-g = o, rY-f = o, rZ-^ = o,
lesquelles doivent avoir lieu pour tous les points de la masse fluide.
Ensuite, si le fluide est libre de tous côtés, les variations Sx\ ^y\ ^z\ Sx'\ <5y", J'z'' qui se rapportent aux points de la surface du fluide seront aussi indéterminées, et, par conséquent, il faudra encore égaler séparément à zéro leurs coefficients, ce qui donnera /= o, /'= o, c'est-à-dire en général A = o, pour tous les points de la surface du fluide, et cette équation servira à déterminer la figure de cette surface.
Il en sera de même lorsque le fluide est renfermé dans un vase, pour la partie de la surface où le vase est ouvert; mais à l'égard de la partie qui est appuyée contre les parois, les variations Sx\ <Jy', J'z', ^x^' ^ ^/'^ ^z" doivent avoir entre elles des rapports donnés par la figure de ces parois, puisque le fluide ne peut que couler le long des parois ; et nous démontrerons plus bas que, quelle que puisse être leur figure, les termes qui renferment les variations en question seront toujours nuls d'eux-mêmes; de sorte qu'il n'y aura aucune condition relativement à cette partie de la surface du fluide.
19. Les trois équations qu'on vient de trouver pour les conditions de l'équilibre du fluide donnent
g = rx, | = ry, ^ = rz;
Méc. anal, I. 24
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donc, puisque d?i= ^doo -h -^- df -h j~dz, on aura
d^ = r {Xdx + Ydf + Zdz) ;
par conséquent, il faudra que la quantité r {X.dx -h Ydf •+- Zdz) soit une différentielle complète en a?, j, s, et cette condition renferme seule les lois de l'équilibre des fluides.
Si Ton élimine la quantité A des mêmes équations, on aura les suivantes :
df {Ix
d.TX _d.TZ
dz dx
d,TY _ d.rZ
dz dy
équations qui s'accordent avec celles de l'art. 9.
Ces conditions sont donc nécessaires pour que la masse fluide puisse être en équilibre, en vertu des forces X, Y, Z. Lorsqu'elles ont lieu par la nature de ces forces, on est assuré que l'équilibre est possible, et il ne reste plus qu'à trouver la figure que la masse fluide doit prendre pour être en équilibre, c'est-à-dire l'équation de la surface extérieure du fluide.
Nous avons vu, dans l'article précédent, qu'on doit avoir dans chaque point de cette surface A = o. Donc, puisque ûJa = T{\dx -+- Ydy -+- Zdz)^ on aura, en intégrant,
A=/r(Xcir ■+- \dy -^Zdz) -f- const. ;
par conséquent, l'équation de la surface extérieure sera
JTÇLdx + Xdy + Zdz) = K,
K étant une constante quelconque ; et cette équation sera toujours en termes finis, puisque la quantité r(Xrfx' + Ydy -h Zdz) est supposée une diffé-
rentielle exacte.
20. La quantité X^ir -h Yc^ + Zdz est toujours d'elle-même une différentielle exacte, lorsque les forces X, Y, Z sont le résultat d'une ou de plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions quelconques des distances aux centres, puisqu'on a en général, par l'art. 1 de la sect. V,
Xctr -h Ydy + Zdz = Vdp -+- (^dq -+- Rc^r
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Nommant cette quantité rfn, on aura alors dx = rdll ; donc, pour que rfA soit une différentielle complète, il faudra que r soit une fonction de II. Par conséquent, A =^frdll sera aussi nécessairement une fonction de n.
On aura donc dans ce cas, qui est celui de la nature, pour la figure de la surface, Téquation fonct. II = K, savoir II égal à une constante, de même que si la densité du fluide était uniforme. De plus, puisque n est constante à la surface, et que r est fonction de II, il s'ensuit que la densité r doit être la même dans tous les points de la surface extérieure d'une masse fluide en équilibre.
Dans l'intérieur du fluide, la densité peut varier d'une manière quelconque, pourvu qu'elle soit toujours une fonction de n : elle devra donc être constante partout où la valeur de n sera constante; de sorte que II = h sera en général f équation des couches de même densité, h étant une constante. Donc différentiant, on aura
dïl = o ou Xda: -hYdf '+-Zdz= o
pour l'équation générale de ces couches; et il est visible que cette équation est celle des surfaces auxquelles la résultante des forces X, Y, Z est perpendiculaire, et que Clairaut appelle surfaces de niveau. D'oii il s'ensuit que la densité doit être uniforme dans chaque couche de niveau formée par deux surfaces de niveau infiniment voisines.
Cette loi doit donc avoir lieu dans la terre et dans les planètes, supposé que ces corps aient été originairement fluides, et qu'ils aient conservé, en se durcissant, la forme qu'ils avaient prise en vertu de l'attraction de leurs parties, combinée avec la force centrifuge.
21 . A l'égard de la quantité A dont nous venons de déterminer la valeur, il est bon de remarquer que le terme Sa JL de l'équation générale de l'art. 10 représente la somme des moments d'autant de forces A qui tendent à diminuer la valeur de la fonction L (art, 7, sect. IV) ; de sorte que comme on a fait Sh == S.dxdydz (art. H), on peut dire que la force A (*) tend à comprimer chaque particule dxdydz du fluide; par conséquent, cette force
(*) La conclusion est exacte, quoique la démonstration ne soit pas suffisante. Nous avons déjà remarqué plusieurs fois qu'on ne peut considérer X comme une force, cjlie si Ton consent à étendre la signification habituelle du mot force. (/. Bertrand.)
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n'est autre chose que la pression que cette particule du fluide souffre également de tous côtés, et à laquelle elle résiste par son incompressibilité. On a donc en général pour la pression dans chaque point de la masse
fluide, l'expression
Sr{Pdx -h Qdy + Kdz) ;
et comme la quantité sous le signe doit toujours être intégrable pour que le fluide soit en équilibre, il s'ensuit que la pression pourra toujours être exprimée par une fonction finie des coordonnées relatives à la particule qui éprouve cette pression; proposition fondamentale de la théorie des fluides, donnée par Euler (*).
22. Pour donner une application de l'équation n = const. , que nous avons trouvée pour représenter la surface d'une masse fluide en équilibre (art. 20), nous allons considérer l'équilibre de la mer, en supposant qu'elle recouvre la terre regardée comme un solide de figure elliptique et peu différent de la sphère, et que chacune de ses particules soit attirée à la fois par toutes les particules de la tecre et de la mer, et soit animée en même temps de la force centrifuge provenant de la rotation uniforme de la terre autour de son axe.
C'est ici le lieu d'employer les formules que nous avons données dans l'art. 10 de la sect. V, Nous avons désigné par 2 la valeur de la fonction n, lorsque les forces sont le résultat des attractions de toutes les particules d'un corps de figure donnée, et nous avons donné l'expression de 1 pour le cas où l'attraction est en raison inverse du carré des distances, et où le corps attirant est un sphéroïde elliptique peu différent de la sphère. En conservant les dénominations employées dans cet article, et en s'arrêtant aux termes qui contiennent les secondes dimensions des excentricités e et /, on a trouvé
OÙ X, j, z sont les coordonnées rectangles du point attiré, r = y/a?'^-h J^H- z^ est la distance de ce point au centre du sphéroïde, et m est la masse du sphéroïde égale à ^ ABC, A, B, C étant les demi-axes du sphéroïde.
(*) Mémoires de t' Académie de Berlin; 1755. (/. Bertrand.)
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Si Ton dénote par r la densité du sphéroïde supposé homogène, il faudra multiplier cette expression de 2 par r ; et si Ton suppose que le sphéroïde ait un autre sphéroïde pour noyau, dont la densité soit différente, il n'y aura qu'à y ajouter la valeur de 1 relative à ce nouveau sphéroïde, multipliée par la différence des densités. Ainsi, en marquant par un trait les quantités relatives au sphéroïde intérieur, et supposant que sa densité soit r 4- r', on aura pour la valeur totale de 2,
23. Supposons que le point attiré par le sphéroïde soit en même temps sollicité par trois forces représentées par /x^ gy et hz dirigées suivant les coordonnées x^ y et z, et tendantes à les augmenter, on aura — fxdx^
— Sï^y ^' — hzdz pour leurs moments, et il en résultera les termes
— — ^ — à ajouter à la quantité 2 pour avoir la valeur de II, due
à toutes les forces qui agissent sur le même point. Ainsi l'équation de l'équilibre sera
2 — ^ ^~ = const.
24. Pour appliquer maintenant ces formules à la question dont il s'agit, on supposera que le sphéroïde extérieur est la mer, dont la densité est r, et que le noyau intérieur est la terre, ayant la densité r -+- r', et l'on placera le point attiré à la surface de la mer, en faisant coïncider les coordonnées .r, j, z de ce point avec les coordonnées a, fc, c de la surface du sphéroïde extérieur. On aura alors, pour que cette surface soit en équilibre, l'équation
Fin -4- r'm' Tm (e* + i«) -f- T'in' (e* -h «'*) /x*
= const.
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Cette équation, dans laquelle r = y/a:--{-j*4- z^, donne la figure de la surface ; mais nous avons supposé dans les formules de Fart. 10 de la sect. V que cette surface est représentée par l'équation
jr' 2:1 f! _
en prenant ici x^ y, z au lieu de a, 6, c; donc il faudra que ces deux équations coïncident.
Tirons de celle-ci la valeur de r en j et z, et, pour cela, substituons dans
r- = a:- 4- j^ + z% pour x' sa valeur A^ ^v r?- > on aura, en mettant pour B^ et C* les valeurs A^ + e*, A^ + P (article cité),
d'où Ton tire, en rejetant les puissances de e et i supérieures à e^ et /*, aux quelles nous n'avons point égard ici.
On substituera donc cette valeur de - , ainsi que celle de x^, dans la pre-
inière équation, et rejetant toujours les termes qui contiendraient e*, i*, 0', /% etc., on aura
rnn-r'm' rin(e''-+-*')4-r'm'(e'»4-i''') /A'
rme- + r'm'ft" g fk^ (Fin -t- r'in')e'
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qui serviront à déterminer les deux excentricités e et i de la surface elliptique de la mer.
25. On sait que la force centrifuge est proportionnelle à sa distance de l'axe de rotation et au carré de la vitesse angulaire de rotation. Donc, si Ton prend Taxe 2 A, qui est aussi Taxe des coordonnées x^ pour Taxe de rotation, et que f soit la force centrifuge à la distance de A de Taxe, on aura
j- pour la force centrifuge d'un point quelconque du sphéroïde, en faisant
u = y^^+ z^ ; cette force, étant dirigée suivant la ligne u et tendant à l'augmenter, donnera le moment j- , dont l'intégrale ^, savoir
— — T- -, devra être ajoutée à la quantité 2, pour avoir égard à l'effet
de la force centrifuge. Ainsi on aura les conditions de l'équilibre de la mer, en vertu de l'attraction réciproque de toutes les particules de la mer et de la terre, et de la force centrifuge due à la rotation de la terre , en faisant dans
les deux équations précédentesy= o, g = -^^ A = — .
Puisque les deux constantes g et h sont égales, on voit, par ces équations, que, si les excentricités e' et i' de la terre sont égales, on aura aussi les deux excentricités e et i de la figure de la mer égales entre elles ; de sorte que, si la terre est un sphéroïde de révolution, la mer en sera un aussi. Mais si la terre n'est pas un sphéroïde de révolution, la mer ne le sera pas non plus, et les deux équations dont il s'agit donneront les valeurs de ses deux excentricités e, /, qui seront différentes des excentricités e' et i' de la terre.
26. Au reste, cette solution n'est exacte qu'aux quantités e% i% e'", t'^ près ; et si l'on voulait avoir égard, dans les valeurs de 2 et de r, aux termes qui contiendraient des puissances supérieures de ces quantités, il ne serait plus possible de vérifier en général l'équation
2 _ ^(y"+-") ^ const.
pour la surface d'équilibre ; d'où il faudrait conclure que cette surface n'a point rigoureusement la figure d'un sphéroïde elliptique.
Je dis en général, parce que dans le cas où le sphéroïde est homogène et
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sans noyau intérieur d'une densité différente, on a trouvé que les attractions sur un point quelconque de la surface, suivant les trois ordonnées x^ y^ z, sont représentées exactement par les formules
m La:, mMj, niNz,
oîi L, M, N sont des fonctions de A, B, C données par des intégrales définies ; d'où Ton déduit pour 2 cette expression rigoureuse,
2 = ^X(La;^H-Mj^H-Nz*).
Ainsi l'équation de l'équilibre 2 ^ ' . — - = const., étant de la même
forme que l'équation du sphéroïde tt "+* w? "*" rî = ^ j on peut, à cause de la constante arbitraire, les rendre identiques par ces deux conditions,
mM— f A* niN— f
B»' niL "^C»'
lesquelles donnent B = C, parce que les quantités M et N sont (*) des fonctions semblables de B, C et de G, B; elles se réduisent ainsi à une seule, qui sert à déterminer le rapport de A à B.
Ce cas est, jusqu'à présent, le seul pour lequel on ait trouvé une solution rigoureuse qu'on doit k Maclaurin ; de sorte que le problème de la figure de la terre, envisagé physiquement, n'est résolu exactement qu'en supposant le sphéroïde fluide et homogène. Dans ce cas, les deux équations approchées, trouvées plus haut (art. 24), donnent, en faisant
r=i, r'= o, g=zh=^j et e =^ ij celle-ci :
Si l'on compare la force centrifuge à la gravité prise pour l'unité, laquelle est,
(*) Ea examinant ces équations de plas près, on voit qa'elles admettent une autre solution, et qu*un ellipsoïde à trois axes inégaux peut satisfaire. Cette remarque est de Jacobi; elle a été développée par M. Liouville (Journal de l'École Polytechnique y tome XUI). rojrez une Note à la fin du volume. [/.Bertrand.)
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aux quantités e* près, -j-i , il n'y aura qu'à faire ^^ = i , et l'on aura
d'où l'on tire
Or on a f = -^; donc j = -^ à très-peu près, comme on le sait depuis longtemps.
§ m. — De V équilibre d'une masse ^ide libre avec un solide quelle
recouvre.
27. Les lois particulières de l'équilibre d'un fluide avec un solide qui y est plongé, ou dans lequel il est renfermé, lorsque tous les points du fluide et du solide sont sollicités par des forces quelconques, dépendent des termes de l'équation générale (art. 17) qui se rapportent aux limites, et qui ne contiennent que des intégrations doubles.
Ces termes donnent cette équation aux limites,
S?^''{^x'dxdz + fy^'dxdz H- ^z^dxdx) — Sx'{^x'dxdz -h ^y'dxdz H- Sz'dxdy) = o,
laquelle doit se vérifier dans tous les points où le fluide est contigu au solide.
28. Considérons d'abord le cas d'une masse fluide dont la surface extérieure est libre^ et qui environne un noyau solide fixe de figure quelconque.
En prenant l'origine des coordonnées dans un point de l'intérieur du noyau, les quantités marquées d'un trait se rapporteront à la surface du noyau, et les quantités marquées de deux traits se rapporteront à la surface extérieure du fluide. Ainsi on aura d'abord, pour tous les points de cette surface, l'équation }!' =^ o, laquelle donne, comme on l'a déjà vu plus haut (art. 19),
^T{\dx -f- Yrfr H- Zrfz) = K,
pour la figure de cette surface.
Mec. anal, I. 25
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Il ne restera donc à vérifier que l'équation
S>!{^x'dxdz + ^ydxdz H- Sz'dxdy) = o,
dont tous- les termes se rapportent à la surface du noyau.
29. Comme l'intégration de ces termes est relative aux coordonnées dont les différentielles entrent dans l'expression des éléments superficiels dxdjr, dxdz, dfdzj il faut commencer par réduire ces éléments à une même forme ; ce qu'on peut obtenir en les rapportant à l'élément de la surface auquel ils répondent.
Désignons par ds^ l'élément de la surface qui répond à l'élément cLvdjr du plan des a?, j, et nommons >' l'angle que le plan tangent fait avec le même plan des a:, j ; on aura, par la propriété connue des plans, dxdj = ds^ cos y\ et l'intégrale S^'^z^dxdy deviendra S?^'cosy' Szds^, laquelle devra s'étendre à tous les points de la surface du fluide.
De même, si do-^ est l'élément de la surface qui répond à l'élément dxdz du plan des a?, z, et qu'on nomme |3' l'angle que le plan tangent fait avec ce même plan des or, z, on aura dxdz = rf(7*cos|3', et l'intégrale Sx' Sy dxdz deviendra S/cos^'cJ/'eio-*, laquelle devra s'étendre également par toute la surface du fluide.
30. Je remarque maintenant que, quoique les deux éléments ds^ et da^ de la surface puissent n'être pas égaux entre eux, néanmoins, comme les deux intégrales qui renferment ces éléments se rapportent à la même surface, rien n'empêche d'employer le même élément dans ces deux intégrales, puisque, par la nature du calcul différentiel, la valeur absolue des éléments est arbitraire et n'influe point sur celle de l'intégrale. Ainsi on pourra changer l'intégrale Sa' cos ^'^y'dtr' en S/ cos ^' ^y'ds".
Par le même raisonnement, l'intégrale ST^Sx'dydz pourra se mettre sous la forme S/cos a' S^x'ds^y en nommant a' l'angle que le plan tangent fait avec le plan des j?, /.
D'ailleurs, il est évident qu'on peut toujours prendre les éléments dXy dy dz tels, qu'ils satisfassent aux conditions
dxdy = QOsy ds^ ^ dxdz = cos ^'ds^^ dydz = cos oc' ds^y
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lesquelles donnent
Par ces transformations, l'équation aux limites deviendra enfin
SA'(cos«'cr^'-h cos/3'cr/-h cosy ^z')ds^ = o,
rintégration devant s'étendre sur toute la surface du fluide contigu au noyau.
51 . Supposons que la figure de cette surface soit représentée par l'équation différentielle
Aéir'+ Brf/H- Gdz' = o.
En nommant a , |3 , 7 les angles que le plan tangent fait avec les plan^ des o:, 7, des x, z et des jk*, z, on a, par la théorie des surfaces,
cos a = . ^ ■ »
COS S
cos 7 =
v/(A*-t-B«-+-C«) Donc l'équation de l'article précédent, relative à la surface, deviendra
er„„AJx'+B3y+c^;-p.._,
Comme cette surface est donnée de figure et de position, les variations i^x\ fy\ Sz des coordonnées des particules qui y sont contiguës doivent avoir entre elles une relation dépendante de l'équation de la même surface; ainsi, ayant supposé cette équation A^' + Be(y'+ Grfz' = o, on aura aussi nécessairement Aiî^'-f- B^j'-h G^z'= o, ce qui satisfait à l'équation aux limites de l'article précédent, sans qu'il en résulte aucune nouvelle équation.
32. Soit p^ une ligne perpendiculaire à la surÊice dans le point auquel répondent les variations Sx^, <Jy' , ^z\ et terminée à un point fixe. Puisque a' est l'angle que le plan tangent fait avec le plan des /, z, ce sera aussi l'angle que la perpendiculaire/?' à ce plan fait avec l'axe des x, qui est perpendicu-
laire au même plan des j, z. De même, ^' sera l'angle de cette perpendiculaire avec Taxe des/; et 7' sera Tangle de la même perpendiculaire avec Taxe des z. Donc, quelles que soient les variations Sx\ 8j', 8z\ on aura, en général, par l'art. 7 de la sect. II, en changeant denB,
â/;'= cosa'Sj7'-h cosjS'Sj'-f- cosy'Sz';
et réquation de l'art. 30, relative à la surface du fluide, pourra se mettre sous la forme
où Ton voit que chaque élément }!ds^lp' de cette intégrale représente le moment d'une force a'^^^ appliquée à l'élément ds^ de la surface, et dirigée suivant la perpendiculaire/?' à cette surface. De sorte que l'intégrale S?^^8p^ds^ représentera la somme des moments de toutes les forces a' appliquées à chaque point de la surface, et agissant perpendiculairement à cette surface.
Cette force égale à A' est évidemment la pression exercée par le fluide sur la surface du noyau, et qui est détruite par la résistance du noyau. Mais on peut, en général, réduire à la forme S?<$pd>s^ tous les termes de l'équation aux limites qui se rapportent à la surface du fluide, soit que cette surface soit libre ou non ; et il est évident que la pression A doit être nulle dans tous les points où la surface est libre ; ce que nous avons déjà trouvé d'une autre manière (art. 18).
55. Si le noyau recouvert par le fluide était mobile, alors il faudrait augmenter les variations Bxy Sj, Sz des variations dépendantes du changement de position du noyau.
Pour distinguer ces différentes variations, nous désignerons par Sx, 8y, 8z les variations dues simplement au déplacement des particules du fluide, relativement au noyau regardé comme fixe, et nous dénoterons par SÇ, Sw, SÇ'les variations qui dépendent du déplacement du noyau. Celles-ci sont exprimées par les formules suivantes, que nous avons trouvées dans l'art. 60 de la sect. V:
$^ = Bl +zSM — jSN,
iti = Sm— zSL + a:SN, S^=S/2+jSL — j'SM.
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Ainsi, dans Téquation générale de Tart. 17, il faudra mettre Sx -h §Ç, S y H- S», Sz H- S^ à la place de èx^ 8y , Bz ; et ensuite égaler à zéro les termes affectés des variations Sx, Sy, Sz, ainsi que ceux qui se trouveront affectés des nouvelles variations 8Z, 8m, en, SL, SM, 8N, après les avoir fait sortir hors des signes S, puisque ces variations sont les mêmes pour toutes les particules du fluide.
On voit d'abord que l'introduction des variations 8Ç, Sw, SÇ n'apporte aucun changement aux équations qui doivent avoir lieu pour tous les points du fluide, et qui résultent des termes affectés d'une triple intégration, parce qu'en égalant à zéro les coefficients de Sx, Sy, Sz dans ces termes, les variations S0, Sw, 8^ disparaissent en même temps. D'où il suit que les lois générales de l'équilibre contenues dans les formules de l'art. 19 sont indépendantes de l'état comme de la figure du noyau.
34. Il n'y a donc à considérer que l'équation aux limites, que nous avons réduite, dans l'art. 30, à la forme
SA'(cosaScr'+ cosj^Sj'-f- cos y Sz)ds^ = o.
En y substituant pour Sa:', Sj', 8z' les valeurs Sx'-^- SÇ', Sy'-h Sw',Sz'-h S^ marquées d'un trait, pour les rapporter à la surface du fluide contiguë au noyau, elle devient
. SA'(cosaSx'-h cos|3Sy'-h cos^Sz')^^
H-SA'^cosaSg'-h cos|SS«'-f-cosySC')rfj' = a.
La partie qui contient les variations Sx', Sy', Sz' est nulle d'elle-même, comme nous l'avons démontré dans l'art. 51. L'autre partie du premier membre de l'équation devra donc aussi être nulle. On y substituera les valeurs de Sf , S»', 8^', et l'on égalera ensuite séparément à zéro les quantités multipliées par S/, Sm, 8n, SL, S M; SN; on aura ces six équations,
SA'cosa^^ = o, Sa'cos/3^^ == o, S?<'cosyds^= o,
sy {y cosy — z' cos|3) ^*= o.
Sa' ( z' cos a — or' cos y)ds^:= o, Sa'( a;'cos|3 — j'cosa) c&^= o,
qui seront nécessaires pour l'équilibre complet du fluide et du solide.
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Ces équations répondent à celles de Tart. 62 de la sect. V, en substituant ds^ pour dm, et A'cosa, A'cosp, a'cos7 pour X, Y, Z. En effet, >! étant la force de pression qui agit perpendiculairement sur la surface du noyau solide, a' cos a, a' cos p, a' C0S7 seront les forces qui en résultent, suivant les directions des coordonnées x^ 7, 2, et il faudra que le solide soit en équilibre, chacun des points de sa surface étant sollicité par ces mêmes forces.
55. Mais lorsqu'un fluide est supporté par un solide de figure donnée, et que l'un et l'autre sont sollicités par des forces quelconques, il est plus simple de tirer directement la solution du problème de l'équation fondamentale de l'art, 16, en y substituant immédiatement pour ^.r, ^y^ Sz^ leurs valeurs complètes ^\ -+- 8^, ^y H- Sw, (îz -h ^1^ (art. 53).
Les variations Sx, J'y, Sz étant indépendantes des autres variations J"/, Sm, etc. , donneront une équation semblable à celle de l'art. 17, et fourniront les mêmes résultats pour l'équilibre du fluide, que dans le cas où le solide est supposé fixe.
A l'égard des autres variations J"^, Sw, 8^, il est d'abord aisé de voir
qu'elles ne donnent rien dans les valeurs des dififérences partielles -V^ > — ^ ?
--J— > puisque les variations S/, Sm, iT/i, 8L, (î^M, 8N sont censées indépendantes de x^ j, z.
Ainsi il suffira de substituer 8^, 811, 8^ à la place de 8jr, 8j, Sz dans
la formule
S(X8a:-h Y(ÎJH- Zlz)Tdxdydz,
et d'égaler séparément à zéro les quantités multipliées par chacune des six variations ^/, ^/w, ^/i, ^L, cî'M, cî'N, après les avoir fait sortir hors du signe S. Il est visible qu'on aura de cette manière les mêmes équations qu'on a trouvées dans la sect. V (chap. IV), pour l'équilibre d'un corps solide dont chaque particule rfm, qui est ici Tdxdjdzj est animée par des forces quelconques X, Y, Z; de sorte que Ton a pour l'équilibre d'un fluide sur un noyau mobile, les mêmes équations que si le fluide devenait solide.
56. Il résulte de ces deux manières d'envisager les variations, que la pression du fluide sur la surface du noyau équivaut à l'action de toutes les forces qui sollicitent chaque particule du fluide, en supposant que le fluide
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soit considéré comme solide, et que le noyau soit augmenté de toute ia niasse du fluide devenu solide.
Gomme ce théorème de Statique est important, nous croyons devoir montrer d'une manière plus directe comment il se déduit de nos formules.
Tout se réduit à démontrer que l'équation
S(X^^ -h YSn -+- ZSOTdxdydz = o donne les mêmes résultats que l'équation aux limites
S?^{S^'(fydz ■+- Sti'dxdz -h Sl:;'dvdj) = o.
Par les conditions de l'équilibre du fluide, on a (art. 19)
ax dy dz^
et, comme les valeurs de ^0, J"», ^X^ (art. 35) sont respectivement indépendantes de x^ /, z, on aura aussi
ainsi la première équation deviendra
Le premier terme sous le signe est intégrable par rapport à j?, le deuxième par rapport à j, le troisième par rapport à z ; donc, si l'on exécute ces intégrations partielles, comme on l'a fait dans l'art. 17, il en résulte l'équation aux limites
— S^!{^^'dydz -h Udxdz H- ^l^'dxdy) = o.
Mais on a A'"" = o (art. 23) à cause que la sur&ce extérieure du fluide est supposée libre ; donc il ne restera que l'équation
Sx'iS^'dydz H- Udxdz + SCdxdj) = o.
Ainsi les deux équations reviennent exactement au même.
57. Puisque, relativement aux variations dépendantes du déplacement du noyau, on peut regarder le fluide qui le recouvre comme s'il ne faisait qu'une masse solide avec lui ; lorsque tous les points du noyau seront aussi sollicités par des forces quelconques, il n'y aura qu'à tenir compte de ces forces, comme de celles qui sollicitent les particules du fluide, et appliquer à l'équilibre de la masse composée du fluide et du solide, comme si elle ne formait qu'un solide continu, les solutions données dans le chap. IV de la sect. V.
§ IV. — De r équilibre des fluides incompressibles contenus dans des "vases.
58. L'équation générale aux limites de l'art. 27 doit se vérifier pour tous les points des parois du vase dans lequel le fluide est renfermé.
Mettons cette équation sous la forme
^y!'tx''—>!^x')dxdz
s{?^'By'—x'By)dxdz
s {?,"^z" — A'Sz') dxdy = o,
et considérons d'abord les termes S{?^'$z" — ?^'Bz')dxdy, dans lesquels oz'' et 8z' sont les variations de l'ordonnée z, en tant qu'elle se rapporte aux deux points de la surface du fluide qui répondent aux mêmes coordonnées X et j.
Il est évident que les variations tz" tendent à faire sortir les particules de la surface hors de la masse fluide, et que les variations tz\ en les suppo-
sant toutes deux positives, tendent à faire rentrer dans cette masse les particules de la surface opposée; de sorte qu'en donnant à celle-ci le signe négatif, les variations ^z" et — 8z' tendront également à faire sortir hors de la masse fluide les particules de la surface ; et la double intégrale
représentera la somme de toutes les quantités hlzdxdy qui répondent à tous les points de la surface du fluide, et dans lesquelles les variations Sz seront censées avoir la même tendance du dedans de la masse fluide au dehors : ainsi, avec cette condition nous pouvons donner à cette intégrale cette forme plus simple ^>Xzdxdy.
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De la même manière et avec les mêmes conditions, on pourra ramener les deux autres intégrales doubles
S{h"fy'—}:Sy)dxdz et' ^{/!'^x'—y^^x')dydz
à la forme S?iSfdxdz, Sh^xdydz.
Ainsi rëquation aux limites dont il s*agit pourra se mettre sous cette forme,
SxSzdxdjr -h ^K^ydxdz -h ShSzdydXy qu'on peut encore réduire, par Tanalyse de Tart. 55, à celle-ci :
^X{cosolSx H-cos^Jy -h cosy8z)ds^z=o^
dans laquelle a, |3, 7 sont les angles que le plan tangent à la surface, dans le point qui répond aux coordonnées x^ j, z, fait avec les trois plans des j, z, des a:, z et des a;, y. L'intégration de cette équation devra s'étendre à toute la surface du fluide; et les variations Sx y Jj, Sz seront censées toutes dirigées du dedans de la masse fluide au dehors.
59. Dans les points où la surface est libre, les variations Sx^ jy, Sz demeurant indéterminées, on ne peut satisfaire à l'équation qu'en faisant A = o, ce qui donnera la figure de cette surface, comme nous l'avons vu dans l'art. 18.
Pour tous les autres points de la surface oii le fluide est contigu aux parois du vase, si l'on marque d'un trait les quantités qui s'y rapportent, on aura, relativement à ces parois, la même équation qu'on a trouvée par rapport à la surface du noyau recouvert d'un fluide (art. 50). Ainsi toutes les conclusions qu'on a tirées de cette équation, depuis l'article qu'on vient de citer jusqu'à la fin du paragraphe précédent, peuvent s'appliquer aux parois du vase dans lequel le fluide est renfermé, quelle que soit sa figure, et soit qu'il demeure fixe, ou qu'il doive être en équilibre, par la pression du fluide et par l'action des forces étrangères qui le tirent dans des directions quelconques.
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HUITIÈME SECTION
DE l'équilibre des FLUIDES COMPRESSIBLES ET ÉLASTIQUES.
1. Soient, comme dans Tart. 10 de la section précédente, X, Y, Z les forces qui agissent sur chaque point de la masse fluide, réduites aux directions des coordonnées a;, j, 2, et tendantes à diminuer ces coordonnées ; on aura d'abord S [X^x 4- YJj h- ZSz)dm pour la somme de leurs moments.
Dans les fluides élastiques il y a de plus une force intérieure qu'on nomme élasticité ou ressort, et qui tend à les dilater ou à augmenter leur volume. Soit donc g l'élasticité d'une particule quelconque dm ; cette force, tendant à augmenter le volume dxdydz de la même particule, aura ou pourra être censée avoir pour moment la quantité — gtT. [dxdydz) par l'art. 9 de la sect. II. Je donne ici le signe — au moment de cette force, parce que celle-ci tend à augmenter la variable dxdydz, tandis que les forces X, Y, Z tendent à diminuer les variables .r, j, z. Ainsi la somme des moments provenant de l'élasticité de toute la masse fluide sera exprimée par — ^s^ [dxdydz).
Donc la somme totale des moments des forces qui agissent sur le fluide, sera
S [X^x -+- YcTj ■+- Z^z)dm — SîS[dxdydz) ;
et comme il n'y a ici aucune condition particulière à remplir, on aura l'équation générale de l'équilibre, en égalant simplement cette somme à zéro.
2. On aura donc pour l'équilibre des fluides élastiques ime équation de la même forme que celle que l'on a trouvée dans la section précédente (art. 10) pour l'équilibre des fluides incompressibles, puisque dans celle-ci,
^h = ^[dxdydz) (art, H),
ce qui rend le terme S aJ'L provenant de la condition de l'incompressibilité, entièrement semblable au terme S i^ [dxdydz) dû au moment des forces élastiques.
Il s'ensuit de là que les formules trouvées pour l'équilibre des fluides incompressibles s'appliquent immédiatement et sans aucune restriction à l'équilibre des fluides élastiques, en y changeant simplement le coefficient A
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en — g, c'est-à-dire en supposant que la quantité A qui exprimait la pression dans les fluides incompressibles, étant prise négativement, exprime la force d'élasticité de chaque élément d'un fluide élastique.
3. L'élasticité e dépend de la densité et de la température de chaque particule du fluide, et l'on doit la regarder comme une fonction connue de ces deux quantités; mais la densité de chaque particule est inconnue, parce qu'elle dépend du rapport de la masse dm de la particule à son volume dxdydz\ et le calcul différentiel ne peut déterminer ce rapport, qui dépend du nombre de particules élémentaires contenues dans l'élément différentiel dxdydz de la masse fluide.
On ne peut donc connaître la valeur de l'élasticité qu'à posteriori, par le moyen des forces qui tiennent le fluide en équilibre. Ainsi il faudra déterminer la valeur de g comme on a déterminé celle de A dans l'art. 19 de la section précédente.
4. En changeant A en — g, on aura par cet article les équations
_+rX = o, ^H-rY = o, 3- + rZ = o,
lesquelles donnent
rfg -f- r (Xcùr -h Ydy -+- ILdz) — o, et, par conséquent,
€ =const. — ST{XdX'+- Ydy -h Zdz).
Ainsi la quantité r{Xdx -i-Ydy ■+- Zdz) doit être une différentielle complète pour réquilibre des fluides élastiques, comme pour celui des fluides incompressibles.
De là on conclura aussi, comme dans Tart. 20 de la section précédente, que lorsque k quantité Xdz -i^ Y dy -h Zdz est elle-même une différentielle complète, la densité F devra étee uaiforme dans chaque surfiaice de niveau .
5. En désignant par Q ?a chaleur qui a lieu dans chaque endroit de fa masse fluide, on suppose ordinairement, pour ï'air, g proportionnelle à rfl, en faisant abstraction des autres cans&s, telles que les vapeurs, l'électricité, etc., qui peuvent influer sur son élasticité.
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Substituons dans l'équation rfe -h r(Xcte + Yrf^ H- Zrfz) pour r sa valeur —^7 elle deviendra
mu
de Xdx + Ydr-^Zdz
La chaleur étant produite par des causes locales, la quantité 9 sera une fonction donnée de x^ y^ z\ et il faudra, pour que Téquation précédente puisse subsister, que la quantité
Xdx-^Xdy-^Zdz
soit une différentielle exacte.
6. Donc, dans le cas de la pâture où Xdx -h Ydy -h Zdz = dll {art. 20, section précédente) , il faudra que d soit une fonction de n ; par conséquent, on aura dQ = lorsque dîl = 0; d'où il suit que la chaleur doit être constante dans chaque surface de niveau à laquelle la pesanteur est perpendiculaire, autrement il sera impossible que l'atmosphère puisse être en équilibre. Ainsi il faudrait, pour que l'air pût être en repos, que la température fût égale sur toute la surface de la terre, et qu'elle ne variât, en s'élevant dans l'atmosphère, que d'une couche de niveau à l'autre.
7. A l'égard de l'équation aux limites pour la surface du fluide, en employant la réduction de l'art. 32 de la section précédente, elle devient Se^pds^ = o, et sous cette forme elle est évidente par elle-même, car à la surface il n'y à a considérer que la force d'élasticité e qui agit suivant la ligne p perpendiculaire à la même surface ; et si le fluide est contenu dans un vase, les variations ^p sont nulles, et l'équation a lieu d'elle-même; mais si une partie de la surface était libre, il faudrait que l'élasticité e y fût nulle; autrement le fluide n'étant pas contenu se dissiperait.
8. L'élasticité s, dans l'atmosphère, est proportionnelle à la hauteur du baromètre, que nous désignerons par h. Soit Z la force de la pesanteur ; prenons l'ordonnée z perpendiculaire à la surface de la terre et dirigée de bas en haut; l'équation de lart. 5 deviendra
dh Zdz
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laquelle donne par l'intégration, en prenant H pour la hauteur du baromètre lorsque z = o ,
j H rzdz
l'intégrale étant suppolée commencer au point où z = o.
On voit par là que le logarithme du rapport des hauteurs du baromètre ne donne rigoureusement qu'une quantité proportionnelle à la valeur de
l'intégrale / -^ comprise entre les hauteurs des deux stations ; et que pour
en déduire la différence de hauteur des stations, il faut supposer connue la loi de la chaleur fl en fonction de z.
9. On sait que la pesanteur décroît en raison inverse du carré de la distance au centre de la terre. Donc, prenant r pour le rayon de la terre, et supposant que z soient les hauteurs verticales au-dessus de la surface de la terre, on a
g étant la gravité à la surface de la terre ; et, de là,
Zdz = g y- — ^—^ = gdx,
en faisant x = ; de sorte qu'on aura
et la difficulté se réduit à avoir 9 en fonction de x.
m fi
10. En supposant constante, et disant, pour abréger, — = K, on trouvera
a: = KL.5=K(L.H — L.A),
et l'on aura la valeur de z par la formule z =
:io6 MECANIQUE ANALYTrQUB.
Si l'on néglige le terme - > qui est toujours insensible pour les hauteurs z
qui ne sont pas très- grandes, on a simplement z = x, ce qui donne la règle ordinaire pour la mesure des hauteurs par le baromètre.
Le coefficient K doit être déterminé par l'observation. M. Deluc avait, trouvé, pour la température uniforme de 1 6**| du thermomètre de Réaumur, ce coefficient égal à loooo, en prenant les logarithmes des tables et les hauteurs en toises. Pour les autres températures, il l'augmentait ou le diminuait de sa 21 5* partie, pour chaque degré au-dessus ou au-dessous de i6^|, et pour les températLU*6s variables d'une station à l'autre, il se contentait de prendre la moyenne arithmétique entre les températures des deux stations. Depuis on a perfectionné cette règle par des données plus exactes, et par de nouvelles corrections appliquées au coefficient K .
11. Au reste, en prenant, pour la température uniforme, la moyenne arithmétique entre les températures extrêmes de la colonne d'air, on suppose que la chaleur diminue en progression arithmétique. Pour voir ce que c«tte hypothèse donne, on fera fl = (i — nz), ou plutôt 9 = (i — /w?), pour simplifier les calculs, étant la température lorsque a? = o. Substituant cette
valeur dans la formule -^ j intégrant, et remettant ensuite pour n sa valeur
tirée de l'équation précédente, on aura
rdx L.0 — L.e xf T-^t T-hTt-ht' \
J—=:XX Q_g =j^\^l ^^H 3^p ...j,
en faisant 0=:^-hT, Q=zk -+- 1^ et prenant k pour une température fixe, et T, f pour les degrés du thermomètre au-dessus de cetfe température.
mk
La formule de l'art. 9 donnera ainsi, en faisant — = K, et ne poussant
l'approximation que jusqu'aux secondes dimensions de T et ^,
Les deux premiers termes répondent à la règle île Deluc, et le troisième sera presq[ue toujours insensible.
SUR LES DIFFÉRENTS PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE
La Dynamique est la science des forces accélératrices ou retardatrices, et des mouvements variés qu'elles doivent produire. Cette science est due entièrement aux modernes, et Galilée est celui qui en a jeté les premiers fondements. Avant lui on n'avait considéré les forces qui agissent sur les corps que dans l'état d'équilibre; et quoiqu'on ne pût attribuer Taccélération des corps pesants et le mouvement curviligne des projectiles qu'à l'action constante de la gravité, personne n'avait encore réussi à déterminer les lois de ces phénomènes journaliers, d'après une jcause si simple. Galilée a fait, le premier, ce pas important, et a ouvert par là une carrière nouvelle et immense à l'avancement de la Mécanique. Cette découverte est exposée et développée dans l'ouvrage intitulé : Discorsi e dimostrazioni matematicfie intorno a due niioi^e scienze, lequel parut, pour la première fois, à Leyde, en i638. Elle ne procura pas à Galilée, de son vivant, autant de célébrité que celles qu'il avait faites dans le ciel; mais elle fait aujourd'hui la partie la plus solide et la plus réelle de la gloire de ce grand homme.
Les découvertes des satellites de Jupiter, des phases de Vénus, des taches du Soleil, etc., ne demandaient que des télescopes et de l'assiduité; mais il fallait un génie extraordinaire pour démêler les lois de la nature dans des phénomènes que l'on avait toujours eus sous les yeux, mais dont l'explication avait néanmoins toujours échappé aux recherches des philosophes.
Huyghens, qui paraît avoir été destiné à perfectionner et compléter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta à la théorie <Je l'accélération des
graves celles du mouvement des pendules et des forces centrifuges (*), et prépara ainsi la route à la grande découverte de la gravitation universelle. La Mécanique devint une science nouvelle entre les. mains de Newton, et ses Principes mathématiques qui parurent, pour la première fois, en 1687, furent l'époque de cette révolution.
Enfin l'invention du calcul infinitésimal mit les géomètres en état de réduire à des équations analytiques les lois du mouvement des corps ; et la recherche des forces et des mouvements qui en résultent est devenue, depuis, le principal objet de leurs travaux.
Je me suis proposé ici de leur offrir un nouveau moyen de faciliter cette recherche ; mais auparavant il ne sera pas inutile d'exposer les principes qui servent de fondement à la Dynamique, et de présenter la suite et la gradation des idées qui ont le plus contribué à étendre et à perfectionner cette science.
1. La théorie des mouvements variés et des forces accélératrices qui les produisent est fondée sur ces lois générales : que tout mouvement imprimé à un corps est, par sa nature, uniforme et rectiligne, et que différents mouvements imprimés à la fois ou successivement à un même corps, se composent de manière que le corps se trouve à chaque instant dans le même point de l'espace où il devrait se trouver en effet par la combinaison de ces mouvements, s'ils existaient chacun réellement et séparément dans le corps. C'est dans ces deux lois que consistent les principes connus de la force d'inertie et du mouvement composé. Galilée a aperçu, le premier, ces deux principes, et en a déduit les lois du mouvement des projectiles, en composant le mouvement oblique, effet de l'impulsion communiquée au corps, avec sa chute perpendiculaire due à l'action de la gravité.
A l'égard des lois de l'accélération des graves, elles se déduisent naturellement de la considération de l'action constante et uniforme de la gravité, en
(*) Galilée avait cerlainement Tidée de la force centrifuge , et, dans un de ses dialogues , il explique clairement que la rotation de la terre ferait prendre aux corps une vitesse verticale apparente dirigée de bas en haut, s'ils n'étaient retenus par la pesanteur. Mais il se trompe en ajoutant que la pesan* teur, quelque petite qu'on la supposât, suffirait pour empêcher un pareil mouvement. Malgré cette erreur grave, le passage des Dialogues me parait renfermer la-première idée de la grande découverte d'Huyghens. Voyez Dialogo sopra le due massimi sistemi del mondo , pages i85 et suivantes
( édition de Florence ,1710). (/. Bertrand. )
vertu de laquelle les corps recevant dans des instants égaux des degrés égaux de vitesse suivant la même direction, la vitesse totale acquise au bout d'un temps quelconque doit être proportionnelle à ce temps ; et il est clair que ce rapport constant des vitesses au temps doit être lui-même proportionnel à l'intensité de la force que la gravité exerce pour mouvoir le corps ; de sorte que, dans le mouvement sur des plans inclinés, ce rapport ne doit pas être proportionnel à la force absolue de la gravité, comme dans le mouvement vertical, mais à sa force relative, laquelle dépend de l'inclinaison du plan et se détermine par les règles de la Statique ; ce qui fournit un moyen facile de comparer entre eux les mouvements des corps qui descendent sur des plans différemment inclinés.
Cependant il ne paraît pas que Galilée ait découvert de cette manière les lois de la chute des corps pesants. Il a commencé, au contraire, par supposer la notion d'un mouvement uniformément accéléré, dans lequel les vitesses croissent comme les temps ; il en a déduit géométriquement les principales propriétés de cette espèce de mouvement, et surtout la loi de l'accroissement des espaces en raison des carrés des temps; ensuite il s'est assuré, par des expériences, que cette loi a lieu effectivement dans le mouvement des corps qui tombent verticalement ou sur des plans quelconques inclinés. Mais pour pouvoir comparer entre eux les mouvements sur différents plans inclinés, il a été obligé d'abord d'admettre ce principe précaire, que les vitesses acquises en descendant de hauteurs verticales égales, sont aussi toujours égales ; et ce n'est que peu avant sa mort, et après la publication de ses Dialogues, qu'il a trouvé la démonstration de ce principe, par la considération de l'action relative de la gravité sur les plans inclinés, démonstration qui a été ensuite insérée dans les autres éditions de cet ouvrage.
2. Le rapport constant qui, dans les mouvements uniformément accélérés, doit subsister entre les vitesses et les temps, ou entre les espaces et les carrés des temps, peut donc être pris pour la mesure de la force accélératrice qui agit continuellement sur le mobile; parce qu'en effet cette force ne peut être estimée que par l'effet qu'elle produit dans le corps, et qui consiste dans les vitesses engendrées, ou dans les espaces parcourus dans des temps donnés.
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Ainsi il suffit, pour cette estimation des forces, déconsidérer le mouvement produit dans un temps quelconque, fini ou infiniment petit, pourvu que la force soit regardée comme constante pendant ce temps; par conséquent, quel que soit le mouvement du corps et la loi de son accélération, comme par la nature du calcul différentiel, on peut regarder comme constante, pendant un temps infiniment petit,' l'action de toute force accélératrice, on pourra toujours déterminer la valeur de la force qui agit sur le corps à chaque instant, en comparant la vitesse engendrée dans cet instant avec la durée du même instant, ou l'espace qu'elle fait parcourir pendant le même instant avec le carré de la durée de cet instant ; et il n'est pas même nécessaire que cet espace ait été réellement parcouru par le corps, il suffit qu'il puisse être censé avoir été parcouru par un mouvement composé, puisque l'effet de la force est le même dans l'un et dans l'autre cas, par les principes du mouvement exposés plus haut.
C'est ainsi qu'Huyghens a trouvé que les forces centrifuges des corps mus dans des cercles avec des vitesses constantes, sont comme les carrés des vitesses divisés par les rayons des cercles, et qu'il a pu comparer ces forces avec la force de la pesanteur à la surface de la terre, comme on le voit par les démonstrations qu'il a laissées de ses théorèmes sur la force centrifuge, publiés en 1678 à la fin du Traité intitulé : Horologium oscillatorium.
En combinant cette théorie des forces centrifuges avec celle des développées, dont Huyghens est aussi l'auteur, et qui réduit à des arcs de cercle chaque portion infiniment petite d'une courbe quelconque, il lui était facile de l'étendre à toutes les courbes. Mais il était réservé à Newton de faire ce nouveau pas et de compléter la science des mouvements variés et des forces accélératrices qui peuvent les engendrer. Cette science ne consiste maintenant que dans quelques formules différentielles très-simples ; mais Newton a constamment fait usage de la méthode géométrique simplifiée par la considération des premières et dernières raisons, et s'il s'est quelquefois servi du calcul analytique, c'est uniquement la méthode des séries qu'il a employée, laquelle doit être distinguée de la méthode différentielle, quoiqu'il soit facile de les rapprocher et de les rappeler à un même principe.
Les géomètres qui ont traité, après Newton, la théorie des forces accélératrices, se sont presque tous contentés de généraliser ses théorèmes, et de
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les traduire en expressions différentielles. De là les différentes formules des forces centrales qu'on trouve dans plusieurs ouvrages de Mécanique, mais dont on ne fait plus guère usage, parce qu'elles ne s'appliquent qu'aux courbes qu'on suppose décrites en vertu d'une force unique tendante vers un centre, et qu'on a maintenant des formules générales pour déterminer les mouvements produits par des forces quelconques .
5. Si l'on conçoit que le mouvement d'un corps et les forces qui le sollicitent soient décomposées suivant trois lignes droites perpendiculaires entre elles, on pourra considérer séparément les mouvements et les forces relatives à chacune de ces trois directions. Car, à cause de la perpendicularité des directions, il est visible que chacun de ces mouvements partiels peut être regardé comme indépendant des deux autres, et qu'il ne peut recevoir d'altération que de la part de la force qui agit dans la direction de ce mouvement; d'où l'on peut conclure que ces trois mouvements doivent suivre, chacun en particulier, les lois des mouvements rectilignes accélérés ou retardés par des forces données. Or, dans le mouvement rectiligne, l'effet de la force accélératrice ne consistant qu'à altérer la vitesse du corps, cette force doit être mesurée par le rapport entre l'accroissement ou le décroissement de la vitesse pendant un instant quelconque et la durée de cet instant, c'est-à-dire par la différentielle de la vitesse divisée par celle du temps ; et comme la vitesse elle-même est exprimée dans les mouvements variés, par la différentielle de l'espace, divisée par celle du temps, il s'ensuit que la force dont il s'agit sera mesurée par la différentielle seconde de l'espace, divisée par le carré de la différentielle première du temps supposée constante. Donc aussi la différentielle seconde de l'espace que le corps parcourt ou est censé parcourir suivant chacune des trois directions perpendiculaires, divisée par le carré de la différentielle constante du temps, exprimera la force accélératrice dont le corps doit être animé suivant cette même direction, et devra, par conséquent, être égalée à la force actuelle qui est supposée agir dans cette direction. C'est ce qui constitue le principe si connu des forces accélératrices.
Il n'est pas nécessaire que les trois directions auxquelles on rapporte le mouvement instantané du corps soient absolument fixes, il suffit qu'elles le
soient pendant la durée d'un instant. Ainsi, dans les mouvements en ligne courbe, on peut prendre à chaque instant ces directions, l'une dans la tangente, et les deux autres dans les perpendiculaires à la courbe. Alors la force accélératrice qui agit suivant la tangente, et qu'on nomme ybrce tangentielle, sera toute employée à altérer la vitesse absolue du corps, et sera exprimée par l'élément de cette vitesse divisée par l'élément du temps.
Les forces normales, au contraire, ne feront que changer la direction du corps, et dépendront de la courbure de la ligne qu'il décrit. En réduisant les forces normales à une seule, cette force composée doit se trouver dans le })lan de la courbure, et être exprimée par le carré de la vitesse divisé par le rayon osculateur, puisqu'à chaque instant le corps peut être regardé comme mû dans le cercle osculateur.
C'est ainsi qu'on a trouvé les formules connues des forces tangentielles et des forces normales, dont on s'est servi longtemps pour résoudre les problèmes sur le mouvement des corps animés par des forces données. La Mécanique d'Euler, qui a paru en 1786, et qu'on doit regarder comme le premier grand ouvrage où l'Analyse ait été appliquée à la science du mouvement, est encore toute fondée sur ces formules ; mais on les a presque abandonnées depuis, parce qu'on a trouvé une manière plus simple d'exprimer l'effet des forces accélératrices sur le mouvement des corps.
Elle consiste à rapporter le mouvement du corps, et les forces qui le sollicitent, à des directions fixes dans l'espace. Alors, en employant, pour déterminer le lieu du corps dans l'espace, trois coordonnées rectangles qui aient ces mêmes directions, les variations de ces coordonnées représenteront évidemment les espaces parcourus par le corps suivant les directions de ces coordonnées; par conséquent, leurs différentielles secondes, divisées par le carré de la différentielle constante du temps, exprimeront les forces accélératrices qui doivent agir suivant ces mêmes coordonnées ; ainsi, en égalant ces expressions à celles des forces données par la nature du problème, on aura trois équations semblables qui serviront à déterminer toutes les circonstances du mouvement. Cette manière d'établir les équations du mouvement d'un corps animé par des forces quelconques, en le réduisant à des mouvements rectilignes, est, par sa simplicité, préférable à toutes les autres; elle aurait dû se présenter d'abord, mais il paraît que Maclaurin est le premier qui l'ait
employée dans son Traité des Fluxions y qui a paru en anglais en 1 7^2 ; elle est maintenant universellement adoptée.
4. Par les principes qui viennent d'être exposés, on peut donc déterminer les lois du mouvement d'un corps libre, sollicité par des forces quelconques, pourvu que le corps soit regardé comme un point.
On peut aussi appliquer ces principes à la recherche du mouvement de plusieurs corps qui exercent les uns sur les autres une attraction mutuelle, suivant une loi qui soit une fonction connue des distances ; enfin il n'est pas difïicile de les étendre aux mouvements dans des milieux résistants, ainsi qu'à ceux qui se font sur des surfaces courbes données, car la résistance du milieu n'est autre chose qu'une force qui agit dans une direction opposée à celle du mobile; et lorsqu'un corps est forcé de se mouvoir sur une surface donnée, il y a nécessairement une force perpendiculaire à la surface qui l'y retient, et dont la valeur inconnue peut se déterminer d'après les conditions qui résultent de la nature de la même surface.
Mais si l'on cherche le mouvement de plusieurs corps qui agissent les uns sur les autres par impulsion ou par pression, soit immédiatement comme dans le choc ordinaire, ou par le moyen de fils ou de leviers inflexibles auxquels ils soient attachés, ou en général par quelque autre moyen que ce soit, alors la question est d'un ordre plus élevé, et les principes précédents sont insuffisants pour la résoudre. Car ici les forces qui agissent sur les corps sont inconnues, et il faut déduire ces forces de l'action que les corps doivent exercer entre eux, suivant leur disposition mutuelle. 11 est donc nécessaire d'avoir recours à un nouveau principe qui serve à déterminer la force des corps en mouvement, eu égard à leur masse et à leur vitesse.
5. Ce principe consiste en ce que, pour imprimer à une masse donnée une certaine vitesse suivant une direction quelconque, soit que cette masse soit en repos ou en mouvement, il faut une force dont la valeur (*) soit proportionnelle au produit de la masse par la vitesse, et dont la direction soit la même que celle de cette vitesse. Ce produit de la masse d'un corps multipliée par sa vitesse s'appelle communément la quantité de mouvement
(*) Il faul entendre ici par valeur d'une force, le produit de cette force par le temps pendant
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de oe corps, parce qu'en ^et c'est la somme des mouvements de toutes les parties matérielles du corps. Ainsi les forces se mesurent par les quantités de mouvement qu'elles sont capables de produire, et réciproquement la quantité de mouvement d'un corps est la mesure de la force que le corps est capable d'exercer contre un obstacle, et qui s'appelle la percussion. D'où il s'ensuit que si deux corps non élastiques viennent à se choquer directement en sens contraire avec des quantités de mouvement égales, leurs forces doivent se contre-balancer et se détruire, par conséquent les corps doivent s'arrêter et demeurer en repos. Mais si le choc se faisait par le moyen d'un levier, il faudrait, pour la destruction du mouvement des corps, que leurs forces suivissent la loi connue de l'équilibre du levier.
Il paraît que Descartes a aperçu le premier le principe que nous venons d'exposer ; mais il s'est trompé dans son application au choc des corps, pour avoir cru que la même quantité de mouvement absolu devait toujours se conserver (*).
Wallis est proprement le premier qui ait eu une idée nette de ce principe, et qui s'en soit servi avec succès pour découvrir les lois de la communication du mouvement dans le choc des corps durs ou élastiques, comme on le voit dans les Transactions philosophiques de 1669, et dans la troisième partie de son Traité de Motu, imprimé en 1671 .
De même que le produit de la masse et de la vitesse exprime la force finie d'un corps en mouvement, ainsi le produit de la masse et de la force accélératrice que nous avons vu être représentée par l'élément de la vitesse divisé
lequel elle agit, ou , plus généralement, Tîntégrale du produit de l'élément du temps par Tintensité de la force. Le mot force est pris par Lagrange dans le même sens que Descartes adoptait quand il écri> Tait à Mersenne : « J*ai parlé de la force qui sert pour lever un poids, laquelle a deux dimensions, non de celle qui sert en chaque point pour le soutenir, laquelle n'a qu^une dimension. » (Édition de M. Cousin, tome VI, page 32g.) On comprend quelle confusion doit apporter dans les raisonnements cette double signification du mot force. Les géomètres y ont heureusement renoncé , et Ton n^entend plus aujourd'hui par force qu'un effort exprimable en kilogrammes. (/. Bertrand,)
{*) Dans aucun des nombreux écrits de Descartes, on ne trouve un énoncé net et compréhensible du principe. Quant aux applications, les erreurs qu'il commet sont bien plus graves que ne semble ^indiquer ici Lagrange. Il affirme, entre autres propositions erronées, qu'un corps qui en choque un autre ne peut lui imprimer de mouvement que s'il a une masse plus grande que la sienne; dans tout autre cas, le corps choquant sera réfléchi , et le corps choqué ne bougera pas. (Édition de M. Cousin, tome IX , page igS. ) (/. Bertrand, )
par l'élément du temps, exprimera la force élémentaire ou naissante; et cette quantité, si on la considère comme la mesure de l'effort que le corps peut faire en vertu de la vitesse élémentaire qu'il a prise, ou qu'il tend à prendre, constitue ce qu'on nomme pression; mais si on la regarde comme la mesure de la force ou puissance nécessaire pour imprimer cette même vitesse, elle est alors ce qu'on nomme Jbrce motrice. Ainsi, des pressions, ou des forces motrices, se détruiront ou se feront équilibre si elles sont égales et directement opposées, ou si, étant appliquées à une machine quelconque, elles 'suivent les lois de l'équilibre de cette machine.
6. Lorsque des corps sont joints ensemble, de manière qu'ils ne puissent obéir librement aux impulsions reçues, et aux forces accélératrices dont ils sont animés, ces corps exercent nécessairement les uns sur les autres des pressions continuelles qui altèrent leurs mouvements, et en rendent la détermination difficile.
Le premier problème et le plus simple de ce genre dont les géomètres se soient occupés, est celui du centre d'oscillation. Ce problème a été fameux au commencement du siècle dernier et même dès le milieu du précédent, j)ar les efforts et les tentatives que les plus grands géomèti'es ont faits pour en venir à bout; et comme c'est principalement à ces tentatives qu'on doit les progrès immenses que la Dynamique a faits depuis, je crois devoir en donner ici une histoire succincte, pour montrer par quels degrés cette science s'est élevée à la perfection où elle paraît être parvenue dans ces derniers temps.
Les Lettres de Descartes offrent les premières traces des recherches sur le centre d'oscillation. On y voit que Mersenne avait proposé aux géomètres de déterminer la grandeur que doit avoir un corps de figure quelconque, pour qu'étant suspendu par un point, il fasse ses oscillations dans le même temps qu'un fil de longueur donnée, et chargé d'un seul poids à son extrémité. Descartes observe que cette question a quelque rapport avec celle du centre de gravité, et que de même que dans un corps pesant qui tombe librement, il y a un centre de gravité autour duquel les efforts de la pesanteur de toutes les parties du corps se font équilibre, en sorte que ce centre descend de la même manière que si le reste du corps était anéanti, ou qu'il
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fût concentré dans le même centre ; ainsi, dans les corps pesants qui tournent autour d'un axe fixe, il doit y avoir un centre, qu'il appelle centre d'agitation, autour duquel les forces d'agitation de toutes les parties du corps se contre-balancent, de manière que ce centre étant libre de l'action de ces forces, puisse être mû comme il le serait si les autres parties du corps étaient anéanties ou concentrées dans ce même centre; que, par conséquent, tous les corps dans lesquels ce centre sera également éloigné de Taxe de rotation feront leur vibration dans le même temps.
D'après cette notion du centre d'agitation, Descartes donne une méthode* générale dé le déterminer dans les corps de figure quelconque ; cette méthode consiste à chercher le centre de gravité des forces d'agitation de toutes les parties du corps, en estimant ces forces par les produits des masses multipliées par les vitesses qui sont ici proportioimelles aux distances de l'axe de rotation, et en supposant que les parties du corps soient projetées sur le plan qui passe par son centre de gravité et par l'axe de rotation, de manière qu'elles conservent leurs distances à cet axe.
Cette solution de Descartes devint' un sujet de contestation entre lui et Roberval. Celui-ci prétendait qu'elle n'était bonne que lorsque toutes les parties du corps sont réellement ou peuvent être censées placées dans un même plan passant par l'axe de rotation, que dans tous les autres cas il ne fallait considérer que les mouvements perpendiculaires au plan passant par l'axe de rotation et par le centre de gravité du corps, ^t qu'on devait rapporter chaque particule au point où ce plan est rencontré par la direction du mouvement de cette particule, direction qui est toujours perpendiculaire au plan mené par cette particule et par l'aîce de rotation. Mais il est facile de prouver que, par rapport à Taxe de rotation, les moments des forces estimées de cette manière sont toujours égaux à ceux des forces estimées suivant la méthode de Descartes (*).
Roberval prétendit, avec plus de fondement, que Descartes n'avait cher-
(*) Cette observation prouve que Tobjection de Roberval n'était pas fondée; mais il n'en a pas moins eu raison d'affirmer que la règle de Descartes est fautive quand il ne s*agit pas d*une Ggure plane tournant autour d'un axe situé dans son plan. On doit même ajouter que Roberval a indiqué sans démonstration la position exacte du centre d'agitation d*un secteur circulaire tournant autour d'une perpendiculaire à son plan menée par le centre du secteur. Foyez les Observations de Roberval
ché que le centre de percussion , autour duquel les chocs ou les moments de percussion sont égaux, et que pour trouver le vrai centre d'oscillation d'un pendule pesant, il fallait aussi avoir égard à l'action de la gravité, en vertu de laquelle le pendule se meut. Mais cette recherche étant supérieure à la Mécanique de ces temps-là (*), les géomètres continuèrent à supposer tacitement que le centre de percussion était le même que celui d'oscillation, et Huyghens fut le premier qui envisagea ce dernier centre sous son vrai point de vue ; aussi crut-il devoir regarder ce problème comme entièrement neuf (**), et ne pouvant le résoudre par les lois connues du mouvement, il inventa un principe nouveau, mais indirect, lequel est devenu célèbre depuis, sous le nom de conservation des forces vives.
7. Un fil considéré comme une ligne inflexible, sans pesanteur et sans masse, étant attaché par un bout à un point fixe, et chargé à l'autre bout d'un petit poids qu'on puisse regarder comme réduit à un point, forme ce qu'on appelle un pendule simple; et la loi des vibrations de ce pendule dépend uniquement de sa longueur, c'est-à-dire de sa distance entre le poids et le point de suspension. Mais si à ce fil on attache encore un ou plusieurs poids à différentes distances du point de suspension, on aura alorâ un pendule composé, dont le mouvement devra tenir une espèce de milieu entre ceux des différents pendules simples que l'on aurait, si chacun de ces poids était suspendu seul au fil. Car la force de la gravité tendant d'un coté à Ëiire
sur une Lettre de Descartes. {Œuvres de Descartes, tome IX, page 52 1; édition de M. Cousin.)
{*) On sait que le centre d^oscillation ne diiïère pas du centre de percussion. Il semblerait donc résulter de Tappréciation de Lagrange que la règle de Descartes e»t exacte , quoique non suffisamment démontrée. Il est cependant facile de s'assurer qu'il n'en est rien , et qu'elle conduit à des résuluts fautifs toutes les fois que le pendule ne se réduit pas à une figure plane tournant autour d'un axe situé dans son plan. (/. Bertrand. )
(**) Huyghens rappelle, au contraire, en eommençant la quatrième partie de son Traité, que le problème du centre d'oscillation lui a été proposé autrefois par Mei'senne, ainsi qu'à d'autrea géomètres; mais alors il était presque un enfant, et n'a pu trouver de solution satisfaisante. Il ajoute, en parlant de Descartes : « Qui vero rem sese confecisse sperabant viri insignes, Cartesius, Honoratiis Fabrius, aliique, nequaquam scopum attigerunt, nisi in paucis quibusdam {acilioribus , sed quorum demonstrationem nnllam idoneam, ut mihi videtur, attulerunt. (Œuvras d'MufghenSy tome I, page 1 18; édition de s'Gravesande; Lyon, 1724.) (/. Bertrand.)
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descendre tous les poids également dans le même temps, et de l'autre Tinflexibilité du fil les contraignant à décrire dans ce même temps des ares inégaux et proportionnels à leur distance du point de suspension, il doit se faire entre ces poids une espèce de compensation et de répartition de leurs mouvements, en sorte que les poids qui sont les plus proches du point de suspension hâteront les vibrations des plus éloignés, et ceux-ci, au contraire, retarderont les vibrations des premiers. Ainsi il y aura dans le fil un point où un corps étant placé, son mouvement ne serait ni accéléré ni retardé par les autres poids, mais serait le même que s'il était seul suspendu au fil. Ce point sera donc le vrai centre d'oscillation du pendule composé, et un tel centre doit se trouver aussi dans tout corps solide de quelque figure que ce soit, qui oscille autour d'un axe horizontal,
Huyghens vit qu'on ne pouvait déterminer ce centre d'une manière rigoureuse, sans connaître la loi suivant laquelle les différents poids du pendule composé altèrent mutuellement les mouvements que la gravité tend à leur imprimer à chaque instant ; mais au lieu de chercher à déduire cette loi des principes fondamentaux de la Mécanique, il se contenta d'y suppléer par un principe indirect, lequel consiste à supposer que si plusieurs poids attachés, comme l'on voudra, à un pendule, descendent par la seule action de la gravité, et que, dans un instant quelconque, ils soient détachés et séparés les uns des autres, cliacun d'eux, en vertu de la vitesse acquise pendant sa chute, pourra remonter à une telle hauteur, que le centre commun de gravité se trouvera remonté à la même hauteur d'où il était descendu. A la vérité, Huyghens n'établit pas ce principe immédiatement, mais il )e déduit de deux hypothèses qu'il croit devoir être admises comme des demandes de Mécanique: l'une, c'est que le centre de gravité d'un système de corps pesants ne peut jamais remonter à une hauteur plus grande que celle d'où il est tombé, quelque changement qu'on fasse à la disposition mutuelle des corps, parce qu'autrement le mouvement perpétuel ne serait plus impossible; Tautre, c'est qu'un pendule composé peut toujours remonter de luimême à la même hauteur d'où il est descendu librement. Au reste, Huyghens remarque que le même principe a lieu dans le mouvement des corps pesants liés ensemble d'une manière quelconque, comme aussi dans le mouvement ^ des fluides.
On ne saurait deviner ce qui a donné à cet auteur Tidée d'un tel principe ; mais on peut conjecturer qu'il y a été conduit par le théorème que (jalilée avait démontré sur la chute des corps pesants, lesquels, soit qu'ils descendent verticalement ou sur des plans inclinés, acquièrent toujours des vitesses capables de les faire remonter aux mêmes hauteurs d'où ils étaient tombés. Ce théorème, généralisé et appliqué au centre de gravité d'un système de corps pesants, donne le principe d'Huyghens.
Quoi qu'il en soit, ce principe fournit une équation entre la hauteur verticale, d'où le centre de gravité du système est descendu dans un temps quelconque, et les différentes hauteurs verticales auxquelles les corps qui composent le système pourraient remonter avec leurs vite^es acquises, et qui, par les théorèmes de Galilée, sont comme les carrés de ces vitesses. Or, dans un pendule qui oscille autour d'un axe horizontal , les vitesses des différents points sont proportionnelles à leurs distances de Taxe ; ainsi on peut réduire l'équation à deux seules inconnues, dont l'une soit la descente du centre de gravité du pendule dans un temps quelconque, et dont l'autre soit la hauteur à laquelle un point donné de ce pendule pourrait remonter par sa vitesse acquise. Mais la descente du centre de gravité détermine celle de tout autre point du pendule; donc, on aura une équation entre la hauteur d'où un point quelconque du pendule est descend u^ et celle à laquelle il pourrait remonter par sa vitesse, due à cette chute. Dans le centre d'oscillation, ces deux hauteurs doivent être égales, parce que les corps libres peuvent toujours remonter à la même hauteur d'où ils sont tombés ; et l'équation fait voir que cette égalité ne peut avoir, lieu que dans un point de la ligne perpendiculaire à Taxe de rotation, et passant par le centre de gravité du pendule, lequel soit éloigné de cet axe de la quantité qui provient: ai multipliant tous les poids qui composent le pendule par les carrés de leurs distances à Taxe, et divisant la somme de ces produits par la niasse du pendule inulti|rfiée par la distance de son centre de gravité au même axe. Cette quantité exprimera donc la longueur d'un pendule simple, dont le mouvement senait égal à celui du pendule composé.
Cette théorie d^Huyghens est exposée dans VHoroioffium oscUltUorium, et elle y est accompagnée d'un grand nondwe de savantes appKe&tions. Elle n'aurait rien laissé à désirer, si elle n'avait pas été appuyée sur un principe
précaire ; et il restait toujours à démontrer ce principe pour la mettre hors de toute atteinte.
En 1681 parurent, dans le Journal des Swants de Paris, quelques mauvaises objections contre cette théorie, auxquelles Huyghens ne répondit que d'une manière vague et peu satisfaisante. Mais cette contestation ayant excité l'attention de Jacques Bernoulli, lui donna occasion d'examiner à fond la théorie d'Huyghens, et de chercher à la rappeler aux premiers principes de la Dynamique. II ne considère d'abord que deux poids égaux attachés à une ligne inflexible et droite, et il remarque que la vitesse que le premier poids, celui qui est le plus près du point de suspension, acquiert en décrivant un arc quelconque, doit être moindre que celle qu'il aurait acquise en décrivant librement le même arc ; et qu'en même temps la vitesse acquise par l'autre poids doit être plus grande que celle qu'il aurait acquise en parcourant le même arc librement. La vitesse perdue par le premier poids s'est donc communiquée au second, et comme cette communication se fait par le moyen d'un levier mobile autour d'un point fixe, elle doit suivre la loi de l'équilibre des puissances appliquées à ce levier; de manière que la perte de vitesse du premier poids soit au gain de vitesse du second, dans la raison réciproque des bras de levier, c'est-à-dire des distances au point de susp'ension. De là, et de ce que les vitesses réelles des deux poids doivent être elles-mêmes dans la raison directe de ces distancesy on détermine facilement ces vitesses, et, par conséquent, le mouvement du pendule.
8. Tel est le premier pas qui ait été fait vers la solution directe de ce fameux problème. L'idée de rapporter au levier les forces résultantes des vitesses gagnées ou perdues par les poids, est très-fine, et donne la clef de la vraie théorie; mais Jacques Bernoulli s'est trompé en considérant les vitesses acquises pendant un temps quelconque fini, au lieu qu'il n'aurait dû considérer que les vitesses élémentaires acquises pendant un instant, et les comparer avec celles que la gravité tend à imprimer pendant le même instant. C'est ce que l'Hôpital a feiit depuis dans un Ecrit inséré dans le Journal de Rotterdam, de 1690. Il suppose deux poids quelconques attachés au fil inflexible qui fait le pendule composé, et il établit l'équilibre entre les quantités de mouvement perdues et gagnées par ces poids dans un instant quel-
conque, c'est-à«dire entre les différences des quantités de mouvement que les poids acquièrent réellement dans cet instant, et celles que la gravité tend à leur imprimer. Il détermine, par ce moyen, le rapport de l'accélération instantanée de chaque poids à celle que la gravité seule tend à lui donner, et il trouve le centre d'oscillation en cherchant le point du pendule pour lequel ces deux aceélérations seraient égales. Il étend ensuite sa théorie à un plus grand nombre de poids ; mais il regarde pour cela les premiers comme réunis successivement dans leur centre d'oscillation, ce qui n'est plus si direct, ni ne peut être admis sans démonstration {*).
Cette analyse fit revenir Jacques BernouUi sur la sienne^ et donna enfin lieu à la première solution directe et rigoureuse du problème des centres d'oscillation, solution qui mérite d'autant plus l'attention des géomètres, qu'elle contient le germe de ce principe de Dynamique, qui est devenu si fécond entre les mains de d' Alembert.
L'auteur considère ensemble les mouvements que la gravité imprime à chaque instant aux corps qui composent le pendule, et comme ces corps, à cause dé leur liaison, ne peuvent les suivre, il conçoit les mouvements qu'ils doivent prendre comme composés des mouvements imprimés, et d'autres mouvements ajoutés ou retranchés qui doivent se contre-balancer, et en vertu desquels le pendule doit demeurer en équilibre. Le problème se trouve ainsi ramené aux principes de la Statique, et ne demande plus que le secours de l'analyse. Jacques BernouUi trouva, par ce moyen, des formules générales pour les centres d'oscillation des corps de figure quelconque, en fît voir l'accord avec le principe d'Huyghens, et démontra l'identité des centres d'oscillation et de percussion. Cette solution avait été ébauchée, dès 1691 , dans les Actes de Leipsick; mais elle n'a été donnée d'une manière complète qu'en 1708, dans les Mémoires de l' Académie des Sciences de Paris.
9. Pour ne rien laisser à désirer sur cette histoire du problème du centre d'oscillation, je devrais rendre compte de la solution que Jean BernouUi en a donnée ensuite dans les mêmes Mémoires, et qui, ayant été donnée aussi
{*) On peut même ajouter que cette méthode conduit h des résultats inexacts. (/. Bertrand,)
à peu près en même temps par Taylor, dans l'ouvrage intitulé : Methodus incrementorum, a été Toccasion d'une vive dispute entre ces deux géomètres ; mais quelque ingénieuse que soit l'idée sur laquelle est fondée cette nouvelle solution, et qui consiste à réduire tout d'un coup le pendule composé en pendule simple, en substituant à ses différents poids d'autres poids réunis dans un seul point, avec des masses et des pesanteurs fictives, telles qu'elles produisent les mêmes accélérations angulaires et les mêmes moments, par rapport à l'axe de rotation, et que la pesanteur totale des poids réunis soit égale à leur pesanteur naturelle, on doit néanmoins avouer que cette idée n'est ni si naturelle ni si lumineuse que celle de l'équilibre entre les quantités de mouvement, acquises et perdues.
On trouve encore dans la Phoromonia d'Herman, publiée en 1716, une nouvelle manière de résoudre le même problème, et qui est fondée sur cet autre principe, que les forces motrices, dont les poids qui forment le pendule doivent être animés, pour pouvoir être mus conjointement, sont équivalentes à celles qui proviennent de l'action de la gravité ; en sorte que les premières étant supposées dirigées en sens contraire, doivent faire équilibre à ces dernières.
Ce principe n'est, dans le fond, que celui de Jacques BernouUi, présenté d'une manière moins simple, et il est facile de les rappeler l'un à l'autre par les principes de la Statique. Ëuler l'a rendu ensuite plus général, et s'en est servi pour déterminer les oscillations des corps flexibles, dans un Mémoire imprimé en 1 740, dans le tome VII des Anciens Commentaires de Pétersbourg.
Il serait trop long de parler des autres problèmes de Dynamique qui ont exercé la sagacité des géomètres, après celui du centre d'oscillation, et avant que l'art de les résoudre fut réduit à des règles fixes. Ces problèmes, que les Bernoulli, Glairaut, Euler se proposaient entre eux, se trouvent répandus dans les premiers volumes des Mémoires de Pétersbourg et de Berlin, dans les Mémoires de Paris (années 1786 et 1742), dans les OEuvres de Jean Bernoulli et dans les Opuscules d' Euler. Ils consistent à déterminer les mouvements de plusieurs corps, pesants ou non, qui se poussent ou se tirent par des fils ou des leviers inflexibles où ils sont fixement attachés, ou le long desquels ils peuvent couler librement, et qui, ayant reçu des impulsions quel-
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conques, sont ensuite abandonnés à eux-mêmes, ou contraints de se mouvoir sur des courbes ou des surfaces données.
Le principe d'Huyghens était presque toujours employé dans la solution de ces problèmes ; mais comme ce principe ne donne qu'une seule équation, on cherchait les autres par la considération des forces inconnues avec lesquelles on concevait que les corps devaient se pousser ou se tirer, et qu'on regardait comme des forces élastiques agissant également en sens contraire. L'emploi de ces forces dispensait d'avoir égard à la liaison des corps, et permettait de faire usage des lois du mouvement des corps libres ; ensuite les conditions qui, par la nature du problème, devaient avoir lieu entre les mouvements des différents corps, servaient à déterminer les forces inconnues qu'on avait introduites dans le calcul. Mais il fallait toujours une adresse particulière pour démêler dans chaque problème toutes les forces auxquelles il était nécessaire d'avoir égard, ce qui rendait ces problèmes piquants et propres à exciter l'émulation.
10. Le Traité de Dynamique de d'Alembert, qui parut en 1 743, mit fin à ces espèces de défis, en offrant une méthode directe et générale pour résoudre, ou du moins pour mettre en équations tous les problèmes de Dynamique que l'on peut imaginer. Cette méthode réduit toutes les lois du mouvement des corps à celles de leur équilibre, et ramène ainsi la Dynamique à la Statique. Nous avons déjà remarqué que le principe employé par Jacques Bernoulli dans la recherche du centre d'oscillation avait l'avantage de faire dépendre cette recherche des conditions de l'équilibre du levier; mais il était réservé à d'Alembert d'envisager ce principe d'une manière générale, et de lui donner toute la simplicité et la fécondité dont il pouvait être susceptible.
Si Ton imprime à plusieui^ corps des mouvements qu'ils soient forcés de changer à cause de leur action mutuelle, il est clair qu'on peut regarder ces mouvements comme composés de ceux que les corps prendront réellement, et d'autres mouvements qui sont détruits ; d'où il suit que ces derniers doivent être tels, que les corps animés de ces seuls mouvements se fassent équilibre.
Tel est le principe que d'Alembert a donné dans son Traité de Dynamique, et dont il a fait un heureux usage dans plusieurs problèmes, et surtout dans celui de la précession des équinoxes. Ce principe ne fournit pas immé-
diatement les équations nécessaires pour la solution des problèmes de Dynamique, mais il apprend à les déduire des conditions de Téquilibre. Ainsi, en combinant ce principe avec les principes ordinaires de l'équilibre du levier, ou de la composition des forces, on peut toujours trouver les équations de chaque problème ; mais la difficulté de déterminer les forces qui doivent être détruites, ainsi que les lois de l'équilibre entre ces forces, rend souvent l'application de ce principe embarrassante et pénible ; et les solutions qui en résultent sont presque toujours plus compliquées que si elles étaient déduites de principes moins simples et moins directs, comme on peut s'en convaincre par la seconde partie du même Traité de Dynamique (*).
H . Si Ton voulait éviter les décompositions de mouvements que ce principe exige, il n'y aurait qu'à établir tout de suite l'équilibre entre les forces et les mouvements engendrés, mais pris dans des directions contraires. Car, si l'on imagine qu'on imprime à chaque corps, en sens contraire, le mouvement qu'il doit prendre, il est clair que le système sera réduit au repos; par conséquent, il faudra que ces mouvements détruisent ceux que les corps avaient reçus et qu'ils auraient suivis sans leur action mutuelle; ainsi il doit y avoir équilibre entre tous ces mouvements, ou entre les forces qui peuvent les produire.
Cette manière de rappeler les lois de la Dynamique à celles de la Statique est à la vérité moins directe que celle qui résulte du principe de d'Alembert, mais elle offre plus de simplicité dans les applications ; elle revient à celle d'Herman et d'Euler qui Ta employée dans la solution de beaucoup de problèmes de Mécanique, et on la trouve dans quelques Traités de Mécanique sous le nom de Principe de d'Alembert.
12. Dans la première partie de cet ouvrage, nous avons réduit toute la Statique à une seule formule générale qui donne les lois de l'équilibre d'un système quelconque de corps tiré par tant de forces qu'on voudra. On pourra donc aussi réduire à une formule générale toute la Dynamique; car, pour appliquer au mouvement d'un système de corps la formule de son équilibre, il suffira d'y introduire les forces qui proviennent des variations du mouve-
(*) Ce qui contribue encore à compliquer ces solutions, c'est que i^auteur veut éviter de faire les dt^ ou éléments du temps, constants , comme il en avertit lui-même (art. 94). [Note de Lagrange,)
ment de chaque corps, et qui doivent être détruites. Le développement de cette formule, en ayant égard aux conditions dépendantes de la nature du système, donnera toutes les équations nécessaires pour la détermination du mouvement de chaque corps; et il n'y aura plus qu'à intégrer ces équations, ce qui est l'affaire de l'analyse.
13. Un des avantages de la formule dont il s'agit, est d'offrir immédiatement les équations générales qui renferment les principes ou théorèmes connus sous les noms de Consermtion des forces Dwes, de Conservation du mouvement du centre de gravité, de Conservation des moments de rotation, ow Principe des aires, et de Principe de la moindre quantité d'action. Ces principes doivent être regardés plutôt comme des résultats généraux des lois de la Dynamique, que comme des principes primitifs de cette science; mais étant souvent employés comme tels dans la solution des problèmes, nous croyons devoir en parler ici, en indiquant en quoi ils consistent, et à quels auteurs ils sont dus, pour ne rien laisser à désirer dans cette exposition préliminaire des principes de la Dynamique.
14. Le premier de ces quatre principes, celui de la conservation des forces vives, a été trouvé par Huyghens, mais sous une forme un peu différente de celle qu'on lui donne présentement; et nous en avons déjà fait mention à l'occasion du problème des centres d'oscillation. Le principe, tel qu'il a été employé dans la solution de ce problème, consiste dans l'égalité entre la descente et la montée du centre de gravité de plusieurs corps pesants qui descendent conjointement, et qui remontent ensuite séparément, étant réfléchis en haut chacun avec la vitesse qu'il avait acquise. Or, par les propriétés connues du centre de gravité, le chemin parcouru par ce centre, dans une direction quelconque, est exprimé par la somme des produits de la masse de chaque corps, par le chemin qu'il a parcouru suivant la même direction^ divisée par la somme des masses. D'un autre côté, par les théorèmes de Galilée, le chemin vertical parcouru par un corps grave est proportionnel au carré de la vitesse qu'il a acquise en descendant librement, et avec laquelle il pourrait remonter à la même hauteur. Ainsi le principe tle Huyghens se réduit à ce que, dans le mouvement des corps pesants, la somme des produits des masses par les carrés des vitesses à chaque instant
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est la même soit que les corps se meuvent conjointement d'une manière quelconque, ou qu'ils parcourent librement les mêmes hauteurs verticales. C'est aussi ce que Huyghens lui-même a remarqué en peu de mots, dans un petit Écrit relatif aux méthodes de Jacques Bernotilli et de l'Hôpital, pour les centres d'oscillation.
Jusque-là ce principe n'avait été regardé que comme un simple théorème de Mécanique ; mais lorsque Jean Bernoulli eut adopté la distinction établie par Leibnitz, entre les forces mortes ou pressions qui agissent sans mouvement actuel, et les forces vives qui accompagnent ce mouvement, ainsi que la mesure de ces dernières par les produits des masses et des carrés des vitesses, il ne vit plus dans le principe en question qu'une conséquence de la théorie des forces vives, et une loi générale de la nature, suivant laquelle la somme des forces vives de plusieurs corps se conserve la même pendant que ces corps agissent les uns sur les autres par desimpies pressions, et est constamment égale à la simple force vive qui résulte de l'action des forces actuelles qui meuvent les corps. Il donna ainsi à ce principe le nom de Conservation des forces vwes, et il s'en servit avec succès pour résoudre quelques problèmes qui ne l'avaient pas encore été, et dont il paraissait difficile de venir à bout par des méthodes directes.
Daniel Bernoulli a donné ensuite plus d'extension à ce principe, et il en a déduit les lois du mouvement des fluides dans des vases, matière qui n'avait été traitée avant lui que d'une manière vague et arbitraire. Enfin il l'a rendu très-général, dans les Mémoires de Berlin pour l'année 1 748, en faisant voir comment on peut l'appliquer au mouvement des corps animés par des attractions mutuelles quelconques, ou attirés vers des centres fixes par des forces proportionnelles à quelques fonctions des distances que ce soit.
Le grand avantage de ce principe est de fournir immédiatement une équation finie entre les vitesses des corps et les variables qui déterminent leur position dans l'espace; de sorte que lorsque par la nature du problème toutes ces variables se réduisent à une seule, cette équation suffit pour le résoudre complètement, et c'est le cas de celui des centres d'oscillation. En général, la conservation des forces vives donne toujours une intégrale première des différentes équations différentielles de chaque problème, ce qui est d'une grande utilité dans plusieurs occasions.
15. Le second principe est dû à Newton, qui, au commencement de ses Principes mathématiques, démontre que l'état de repos ou de mouvement du centre de gravité de plusieurs corps n'est point altéré par Faction réciproque de ces corps, quelle qu'elle soit; de sorte que le centre de gravité des corps qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque, soit par des fils ou des leviers, ou des lois d'attraction, etc., sans qu'il y ait aucune action ni aucun obstacle extérieur, est toujours en repos, ou se meut uniformément en ligne droite.
D'Alembert a donné depuis, à ce principe, une plus grande étendue, en faisant voir que si chaque corps est sollicité par une forôe accélératrice constante et qui agisse suivant des lignes parallèles, ou qui soit dirigée vers un point fixe et agisse en raison de la distance, le centre de gravité doit décrire la même courbe que si les corps étaient libres ; à quoi l'on peut ajouter que ie mouvement de ce centre est, en général, le même que si toutes les forces des corps, quelles qu'elles soient, y étaient appliquées chacune suivant sa propre direction.
Il est visible que ce principe sert à déterminer le mouvement du centre de gravité, indépendamment des mouvements respectifs des corps, et qu'ainsi il peut toujours fournir trois équations finies entre les coordonnées des corps et le temps, lesquelles seront des intégrales des équations différentielles du problème {*).
16. Le troisième principe est beaucoup moins ancien que les deux précédents, et paraît avoir été découvert en même temps par Euler, Daniel Bernoulli et d'Arcy, mais sous des formes différentes.
Selon les deux premiers, ce principe consiste en ce que dans le mouvement de plusieurs corps autour d'un centre fixe, la somme des produits de la masse de chaque corps par sa vitesse de circulation autour du centre, et par sa distance au même centre, est toujours indépendante de l'action' mutuelle que les corps peuvent exercer les uns sur les autres, et se conserve la même tant qu'il n'y a aucune action ni aucun obstacle extérieur. Daniel Bernoulli a donné ce principe dans le premier volume des Mémoires de
(*) H faut cependant mettre cette restriction , que les forces qui sollicitent ces corps ne dépendent pas de leur position inconnue. (/. Bertrand.)
l'Académie de Berlin, qui a paru en 1 746, et Euler l'a donné la même année dans le tome P' de ses Opuscules; et c'est aussi le même problème qui les y a conduits, savoir, la recherche du mouvement de plusieurs corps mobiles dans un tube de figure donnée, et qui ne peut que tourner autour d'un point ou centre fixe.
Le principe de d' Arcy, tel qu'il l'a donné à l'Académie des Sciences, dans les Mémoires de 1747? qui n'ont paru qu'en 1762, est que la somme des produits de la masse de chaque corps par l'aire que son rayon vecteur décrit autour d'un centre fixe, sur un même plan de projection, est toujours proportionnelle au temps. On voit que ce principe est une généralisation du beau théorème de Newton, sur les aires décrites en vertu de forces centripètes quelconques; et pour en apercevoir l'analogie, ou plutôt l'identité avec celui d'Euler et de Daniel BernouUi, il n'y a qu'à considérer que la vitesse de circulation est exprimée par l'élément de l'arc circulaire divisé par l'élément du temps, et que le premier de ces éléments, multiplié par la distance au centre, donne l'élément de l'aire décrite autour de ce centre; d'où l'on voit que ce dernier principe n'est autre chose que l'expression différentielle de celui de d'Arcy.
Cet auteur a présenté ensuite son principe sous une autre forme qui le rapproche davantage du précédent, et qui consiste en ce que la somme des produits des masses, par les vitesses et par les perpendiculaires tirées du centre sur les directions du corps, est une quantité constante.
Sous ce point de vue, il en a fait même une espèce de principe métaphysique, qu'il appelle la consenfation de l'action, pour l'opposer, ou plutôt pour le substituer à celui de la moindre quantité d'action; comme si des dénominatious vagues et arbitraires faisaient l'essence des lois de la nature, et pouvaient, par quelque vertu secrète, ériger en causes finales de simples résultats des lois connues de la Mécanique.
Quoi qu'il en soit, le principe dont il s'agit a lieu généralement pour tous les systèmes de corps qui agissent les uns sur les autres d'une façon quelconque, soit par des fils, des lignes inflexibles, des lois d'attraction, etc., et qui sont de plus sollicités par des forces quelconques dirigées à un centre fixe, soit que le système soit d'ailleurs entièrement libre, ou qu'il soit assujetti à se mouvoir autour de ce même centre. La somme des produits des
masses par les aires décrites autour de ce centre, et projetées sur un plan quelconque, est toujours proportionnelle au temps; de sorte qu'en rapportant ces aires à trois plans perpendiculaires entre eux, on a trois équations différentielles du premier ordre entre le temps et les coordonnées des courbes décrites par les corps ; et c'est proprement dans ces équations que consiste la nature du principe dont nous venons de parler.
17. Je viens enfin au quatrième principe, que j'appelle de la moindre action, par analogie avec celui que Maupertuis avait donné sous cette dénomination, et que les écrits de plusieurs auteurs illustres ont rendu ensuite si fameux. Ce principe, envisagé analytiquement, consiste en ce que dans le mouvement des corps qui agissent les uns sur les autres, la somme des produits des masses par les vitesses et par les espaces parcourus, est un minimum. L'auteur en a déduit les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière, ainsi que celles du choc des corps, dans deux Mémoires lus, l'un à l'Académie des Sciences de Paris, en 1744? et l'autre, deux ans après, à celle de Berlin. ,
Mais ces applications sont trop particulières pour servir à établir la vérité d'un principe général; elles ont d'ailleurs quelque chose de vague et d'arbitraire, qui ne peut que rendre incertaines les conséquences qu'on en pourrait tirer pour l'exactitude même du principe. Aussi l'on aurait tort, ce me semble, de mettre ce principe présenté ainsi sur la même ligne que ceux que nous venons d'exposer. Mais il y a une autre manière de l'envisager, plus générale et plus rigoureuse, et qui mérite seule l'attention des géomètres. Euler en a donné la première idée à la fin de son Traité des Isopérimètres , imprimé à Lausanne en 1744? en y faisant voir que dans les trajectoires décrites par des forces centrales, l'intégrale de la vitesse multipliée par l'élément de la courbe, fait toujours un maximum ou un minimum.
Cette propriété qu' Euler avait trouvée dans le mouvement des corps isolés, et qui paraissait bornée à ces corps, je l'ai étendue, par le moyen de la conservation des forces vives, au mouvement de tout système de corps qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque; et il en est résulté ce nouveau principe général, que la somme des produits des masses par les intégrales des vitesses multipliées par les éléments des espaces parcourus, est constamment un maximum ou un minimum.
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Tel est le principe auquel je donne ici, quoique improprement, le nom de moindre axition, et que je regarde non comme un principe métaphysique, mais comme un résultat simple et général des lois de la Mécanique. On peut voir, dans le tome II des Mémoires de Turin, l'usage que j'en ai fait pour résoudre plusieurs problèmes difficiles de Dynamique. Ce principe, combiné avec celui des forces vives, et développé suivant les règles du calcul des variations, donne directement toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque problème ; et de là naît une méthode également simple et générale pour traiter les questions qui concernent le mouvement des corps ; mais cette méthode n'est elle-même qu'un corollaire de celle qui fait l'objet de la seconde partie de cet ouvrage, et qui a en même temps l'avantage d'être tirée des premiers principes de la Mécanique.
DE CORPS ANIMÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES
1 . Lorsque les forces qui agissent sur un système de corps sont disposées conformément aux lois exposées dans la première partie de ce Traité, ces forces se détruisent mutuellement, et le système demeure en équilibre. Mais quand l'équilibre n'a pas lieu, les corps doivent nécessairement se mouvoir, en obéissant en tout ou en partie à l'action des forces qui les sollicitent. La détermination des mouvements produits par des forces données, est l'objet de cette seconde partie.
Nous y considérerons principalement les forces accélératrices et retardatrices, dont l'action est continue, comme celle de la gravité, et qui tendent à imprimer à chaque instant une vitesse infiniment petite et égale à toutes les particules de matière.
Quand ces forces agissent librement et uniformément, elles produisent nécessairement des vitesses qui augmentent comme les temps ; et l'on peut regarder les vitesses ainsi engendrées dans un temps donné comme les effet»
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les plus simples de ces sortes de forces, et, par conséquent, comme les plus propres à leur servir de mesure. Il faut, dans la Mécanique, prendre les effets simples des forces pour connus; et l'art de cette science consiste uniquement à en déduire les effets composés qui doivent résulter de l'action combinée et modifiée des mêmes forces .
2. Nous supposerons donc que l'on connaisse pour chaque force accélératrice la vitesse qu'elle est capable d'imprimer à un mobile en agissant toujours de la même manière, pendant un certain temps que nous prendrons pour l'unité des temps, et nous mesurerons h force accélératrice par cette même vitesse qui doit s'estimer par l'espace que le mobile parcourrait dans le même temps, si elle était continuée uniformément; or on sait, par les théorèmes de Galilée, que cet espace est toujours double de celui que le corps a parcouru réellement par l'action constante de la force accélératrice.
On peut d'ailleurs prendre une force accélératrice comme pour l'unité, et y rapporter toutes les autres. Alors il faudra prendre pour l'unité des espaces le double de l'espace que la même force continuée également ferait parcourir dans le temps qu'on veut prendre pour Tunité des temps, et la vitesse acquise dans ce temps par l'action continue de la même force sera l'unité des vitesses. De cette manière, les forces, les espaces, les temps et les vitesses ne seront que des simples rapports, des quantités mathématiques ordinaires.
Par exemple, si l'on prend la gravité sous la latitude de Paris pour l'unité des forces accélératrices, et qu'on compte le temps par secondes, on devra prendre alors 80,196 pieds de Paris pour l'unité des espaces parcourus, parce que 1 5,098 pieds est la hauteur d'où un corps abandonné à lui-même tombe, dans une seconde, sous cette latitude; et l'unité des vitesses sera celle qu'un corps pesant acquiert en tombant de cette hauteur.
3. Ces notions préliminaires supposées, considérons un système de corps disposés les uns par rapport aux autres, comme on voudra, et animés par des forces accélératrices cpelconques.
Soit m la masse de l'un quelconque de ces corps, regardé comme un point; rapportons, pour la plus grande simplicité, à trois coordonnées rectangles x, j, z la position absolue du même corps au bout, d'un temps quelconque t.
Ces coordonnées sont supposées toujours parallèles à trois axes fixes dans Tespace, et qui se coupent perpendiculairement dans un point nommé Tongine des coordonnées ; elles expriment, par conséquent, les distances rectilignes du corps à trois plans passant par les mêmes axes.
Ainsi, à cause de la perpendicularité de ces plans, les coordonnées a:, j*, z représentent les espaces par lesquels le corps en mouvement s'éloigne des
mêmes plans; par conséquent, jt» ^» -7^ représenteront les vitesses que ce
corps a dans un instant quelconque pour s'éloigner de chacun de ces plans-là, et se mouvoir suivant le prolongement des coordonnées x, y^ z; et ces vitesses, si le corps était ensuite abandonné à lui-même, demeureraient constantes dans les instants suivants, par les principes fondamentaux de la théorie du mouvement.
Mais, par la liaison des corps et par l'action des forces accélératrices qui les sollicitent, ces vitesses prennent, pendant l'instant cfe, les accroissements
^' '3t^ ^'dF^ ^'It^ ^'^^ s'agit de déterminer. On peut regarder ces accroissements comme de nouvelles vitesses imprimées à chaque corps, et, en les diVisant par dtj on aura la mesure des forces accélératrices employées immédiatement à les produire ; car, quelque variable que puisse être l'action d'une force, on peut toujours, parla nature du calcul différentiel, la regarder comme constante pendant un temps infiniment petit, et la vitesse engendrée par cette force est alors proportiomielle à la force multipliée par le temps ; par conséquent, la force elle-même sera exprimée par la vitesse divisée par le temps. En prenant l'élément dû du temps pour constant, les forces accélératrices
dont il s'agit seront exprimées par -jv» "j^^ "77^ ' ^** ^^ multipliant ces forces par la masse m du corps sur lequel elles agissent, on aura m ^~,- 1
m -^ î m -^ pour les forces employées immédiatement à mouvoir le corps m
pendant le temps dt, parallèlement aux axes des coordonnées x, y, z. On regardera donc chaque corps m du système comme poussé par de pareilles forces; par conséquent, toutes ces forces devront être équivalentes à celles dont on suppose que le système est sollicité, et dont l'action est modifiée par la nature même du système ; et il faudra que la somme de leurs moments soit
toujours égale à la somme des moments de celle-ci, par le théorème donné dans l'art. 1 S de la sect. II de la V^ partie.
4. Nous emploierons dans la suite la caractéristique ordinaire d pour représenter les différentielles relatives au temps, et nous dénoterons les variations qui expriment les vitesses virtuelles par la caractéristique 8, comme nous l'avons déjà fait dans quelques problèmes de la I** partie.
Ainsi on aura m -^-5- 8a?, m -^ 8j, m -^^ Iz pour les moments deà forces
m -^r,- ? m -^> m -^1 qui agissent suivant les coordonnées a;, j, 2, et tendent
à les augmenter ; la somme de leurs moments pourra donc être représentée par la formule
en supposant que le signe d'intégration S s'étende à tous les corps du système.
5. Soient maintenant P, Q, R, etc. , les forces accélératrices données, qui sollicitent chaque corps m du système, vers les centres auxquels ces forces sont supposées tendre; et soient/?, q^ r, etc., les distances rectilignes de chacun de ces corps aux mêmes centres. Les différentielles S/?, 8^, 8r, etc. , représenteront les variations des lignes /?, ^, r, etc. , provenantes des variations Ixj 8j, Iz des coordonnées a?, /, jz du corps m ; mais comme les forces P9 Q> R> etc.j sont censées tendre à diminuer ces lignes, leurs vitesses virtuelles doivent être représentées par — 8/?, — Iq^ — Zr^ etc. (art. 5, sect. II, part. I) ; donc les moments des forces mP, mQ, mR, etc., seront exprimés par — mP8/?, — mQ85r, — mR8r, etc. , et lasomme des moments de toutes ces forces sera représentée par
— S(P8/? -h Q8gr -f- R8r -+-...) m.
Égalant donc cette somme à celle de l'article précédent, on aura
= — S (PS/? H- QS^r + RSr + . . .) m,
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et, transposant le second membre,
S(PS/7H-Q89 + RSr+ . . .)m = o
C'est la formule générale de la Dynamique pour le mouvement d'un système quelconque de corps.
6. Il est visible que cette formule ne diffère de la formule générale de la Statique, donnée dans la sect. II de la P partie, que par les termes dus aux
forces ^, > ~d* * »., y qui produisent 1 accélération du corps m suivant
les prolongements des trois coordonnées Xj /, z. En effet, nous avons vu dans la section précédente (art. 11), que ces forces étant prises en sens contraire, c'est-à-dire étant regardées comme tendantes à diminuer les lignes .r, y, Zy doivent faire équilibre aux forées actuelles P, Q, R, etc. , qui sont supposées agir pour diminuer les lignes /?, ç, r, etc. ; de sorte qu'il n'y a
qu'à ajouter aux moments de ces dernières forces, ceux des forces m -jj ?
*"^^' ^T^ pour chacun des corps ni, pour passer tout d'un coup des conditions de l'équilibre aux propriétés du mou'^ement (art. 4, sect. II, part. I).
7. Les mêmes règles que nous avons données dans la sect. II de la I'^ partie, pour le développement de la formule générale de la Statique, s'appliqueront donc aussi à la formule générale de la Dynamique.
Il faudra seulement observer,
i"". Que les différences que nous avions marquées par la caractéristique ordinaire dy pour représenter les variations, seront toujours marquées dorénavant par la caractéristique S ;
2**. Que la caractéristique d sera toujours relative au temps «, ainsi que la caractéristique correspondante / pour les intégrations, excepté dans les differenées partielles, oii il est indiffèrent quelle caractéristique on y emploie;
3°. Que, pour représenter les éléments d'une courbe ou d'une surface, ou, en général, d'un système composé d'une infinité de particules, on emploiera la caractéristique D, qui répond à la caractéristique intégrale S. Ainsi^ lorsqu'on voudra étendre au mouvement les formules que nous avons données
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pour réquilibre, dans les chap. III et IV de la sect. V de la I** partie, il faudra changer partout la caractéristique denDy pour avoir l'expression de la somme des moments de toutes les forces.
8. Lorsque le mouvement se fait dans un milieu résistant, on peut regarder la résistance du milieu comme une force qui agit en sens contraire de la direction du corps, et qui peut, par conséquent, être supposée tendante à un point de la tangente.
Supposons que la résistance soit R ; pour avoir son moment — RSr, il n'y a qu'à considérer qu'on a, en général,
r=^{x- ly + (r - my -h (z - n)\ l, niy n étant les coordonnées du centre de la force R ; donc
8r = ~ ■ Sx H- •^~ Sr H "^^^ Bz.
Prenons le centre de la force R dans la tangente de la courbe décrite par le corps et très-près de lui; on fera, pour cela,
X — l:=dx^ y — m^^-dfj z — n=-dz^
ce qui donnera, en prenant ds pour l'élément de la courbe,
X — / dx Y — m dy z-'^n dz
r ds r ds r ds
et, par conséquent.
Si le milieu résistant était en mouvement, il Êiudrait composer ce mouve-^ ment avec celui du corps pour avoir la direction de la force de résistance. Nommons doc, d^j dy les petits espaces que le milieu parcourt parallèlement aux axes des coordonnées Xj y, z, pendant que le corps décrit l'espace ds; il n'y aura qu'à retrancher ces quantités de dx, dy, dz pour avoir les mou--
vements relatifs; et, comme ds = ^{{Ix^ + dy^ -h dz^)y si l'on fait
da = \/{dx — day H- {dy — d^y -+- (dz — dyy, on aura, dans ce cas,
5, dx — da fs dy — d^ ^ dz — df^
Sr = — -j Sx H- -^ — î- ùy H T — - Sz.
d(j d7 "^ ad
Méc. anal, I. 3o*.
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A l'égard de la résistance R, elle est ordinairement une fonction de la vitesse -^l ^^is dans le cas où le milieu est en mouvement, elle sera fonction de la vitesse relative ^«
De cette manière, on pourra appliquer nos formules générales aux mouvements qui se font dans des milieux résistants, sans avoir besoin d'aucune considération particulière à ces sortes de mouvements.
9. Il est important de remarquer que l'expression d^xBx-hd^jr^X-hd^z8z, par laquelle la formule générale de la Dynamique diffère de celle de la Statique (art. 5), est indépendante de la position des axes des coordonnées
Car, supposons qu'à la place de ces coordonnées on substitue d'autres coordonnées rectangles x\y\ z' qui aient la même origine, mais qui se rapportent à d'autres axes. Par les formules de la transformation des coordonnées, données dans l'art. 10 de la sect. BŒ de la P partie, on a
x = ax' H- ^y' + yz\
z = oc"x'^ fy'+ y"z'.
DifTérentions ces expressions de a:, /, z, en y regardant tous les coefficients ^> jS» >> a', etc., comme constants, et les nouvelles coordonnées x\y\ z' comme seules variables, on aura
d^x = ad^x' H- /3rfy H- yd^z\
dy = oc'd'x' + ^'dy H- yd'z\
d'z = 0L'd'x'+ /3 Vy + y'd'z'.
On aura de même,
^x=olIx' -h|38/ -h^Sz',
Sj = a'ix' -F p'S/ H- y Sz', 8z = a''Sa?'-h/3^S/H-/'Sz'.
Substituant ces valeurs, et ayant égard aux équations de condition données dans l'article cité, entre les coefficients a, |3, 7, a', etc., on aura
d\x^x -f- d^Zy -h d^lz = d^x'lx'-i- ^V «/+ d^z'^z'.
Si Ton fait les mêmes substitutions dans l'expression des distances rectilignes entre les différents corps du système, représentées par p, q, etc. , il est Ëicile de voir que les quantités a, p, 7, a', etc., disparaîtront également, et que les transformées conserveront la même forme. En effet, on a
p = \/{x-xy-\-{y-yy-+-{z-zy,
^j y y z étant les coordonnées d'un corps m, et x, y, z celles d'un autre corps m rapportées aux mêmes axes. Par le changement des axes, les premières deviennent a:', j', z', et si Ton désigne par x', y', z'«ce que les dernières deviennent, on aura aussi
x = ax' H-/3y' 4-yz', y = «VH-/3y+yz', z = a V-t- P Y+ 7 V.
Substituant, et ayant égard aux mêmes équations de condition, on aura
et ainsi des quantités analogues q, r, etc.
iO. n s'ensuit de là que, si le système n'est animé que par des forces intérieures P, Q, etc. , proportionnelles à des fonctions quelconques des distances p, q, etc., entre les corps, et que les conditions du système ne dépendent que de la disposition mutuelle des corps, de manière que les équations de condition ne soient qu'entre les différentes lignes p, q, etc. , la formule générale de la Dynamique (art. 5) sera la même pour les coordonnées transformées x'j y\ z', que pour les coordonnées primitives x^ j, z. Donc, après avoir trouvé, par l'intégration des différentes équations, déduites de cette formule, les valeurs des coordonnées a?, y y z de chaque corps m, exprimées en temps, si l'on prend ces valeurs pour x\y' ^ z', on aura, pour les coordonnées a?, j, z, ces valeurs plus générales,
y = oLx' -h /sy -h y'z\
Z -=- OL X -j- p y -\' y z,
dans lesquelles les neuf coefficients a^ |3, 7, etc., renferment trois quantités indéterminées, puisqu'il n'y a entre elles que six équations de condition.
Si les valeurs de x\ y\ z renferment toutes les constantes arbitraires nécessaires pour compléter les différentes intégrales, les trois indéterminées dont il s'agit se fondront dans ces mêmes constantes arbitraires ; mais elles pourront suppléer celles qui manqueraient, et dont le défaut rendrait la solution incomplète. Ainsi, au moyen de ces trois nouvelles arbitraires qu'on peut introduire à la fin du calcul, on sera libre de supposer nulles ou égales à des quantité» déterminées, autant d'autres constantes arbitraires, ce qui servira souvent à faciliter et simplifier le calcul.
11. Quoiqu'on puisse toujours calculer les effets de l'impulsion et de la percussion comme ceux des forces accélératrices, cependant, lorsqu'on ne demande que la vitesse totale imprimée, on peut se dispenser de considérer ses accroissements successifs; et l'on peut, tout de suite, regarder les forces d'impulsion comme équivalentes aux mouvements imprimés.
Soient donc P, Q, R, etc., les forces d'impulsion appliquées à un corps quelconque m du système, suivant les lignes /?, ç, r, etc.; supposons que la vitesse imprimée à ce corps soit décomposée en trois vitesses représentées
par a:, y , z, suivant les directions des axes des coordonnées a:, /, 2, on aura, comme dans l'art. 5, en changeant les forces accélératrices -^> -^> -^
dans les vitesses a?, /, z, l'équation générale
S [xlx -+- yly -t- zlz) m -h S (PSjP H- Qlq + RSr H- . , .) = o.
Cette équation donnera autant d'équations particulières qu'il y restera de variations indépendantes après avoir réduit toutes les variations marquées par S au plus petit nombre possible, d'après les conditions du système.
SECONDE PARTIE. — LA DYNAMIQUE. '^Sg
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT, DÉDUITES DE LA FORMULE PRÉCÉDENTE
1. Considérons un système de corps disposés les uns par rapport aux autres et liés ensemble, comme Ton voudra, mais sans qu'il y ait aucun point ou obstacle fixe qui gêne leur mouvement; il est évident que, dans ce cas, les condititions du système ne peuvent dépendre que de la position respective des corps entre eux; par conséquent, les équations de condition ne pourront contenir d'autres fonctions des coordonnées que les expressions des distances mutuelles des corps. Cette considération fournit, pour le mouvement d'un système, des équations générales indépendantes de la nature du système, et analogues à celles que nous avons trouvées pour l'équilibre dans le § I de la sect. III de la I" partie.
§ L — Propriétés relatwes au centre de gravité.
2. Soient x\ /, z' les coordonnées d'un corps quelconque déterminé du système, tandis que x^ y^ z représentent, en général, les coordonnées d'un autre corps quelconque. Faisons, ce qui est toujours permis,
il est visible que les quantités x\r\ z n'entreront point dans les expressions des distances mutuelles des corps, mais que ces distances ne dépendront que des différentes quantités ^, w, ^, qui expriment proprement les coordonnées des différents corps, rapportés à celui qui répond à a:', j', z'; par conséquent, les équations de condition du système seront entre les seules variables ^, w, Ç, et ne renfermeront point x\y\z' .
Donc, si dans la formule générale de la Dynamique (art. 5 , section précédente), on réduit toutes les variations à tx^ 8f, Sz, et qu'on substitue pour Sor, Sj, 8z, leurs valeurs Bx'-h 8^, Sj'h- Su, 8z'-h S^, les variations 8x\ ^/'> ^^' seront indépendantes de toutes les autres, et arbitraires en ellesmêmes ; ainsi, il faudra égaler séparément à zéro la totalité des termes affectés de chacune de ces variations, ce qui donnera trois équations générales et indépendantes de la constitution particulière du système.
Les forces intérieures par lesquelles les corps pourraient agir les iins sur
les autres, et que nous dénotons par P, Q, etc., comme dans Fart. 2 de la sect. III de la I"* partie, n'entreront point dans ces équations, parce que les
distances mutuelles/?, qr, etc. , étant indépendantes de x\ y', z', les variations
S/;, 8(jr, etc., relatives à ces variables, seront nulles.
A regard des forces extérieures P, Q, R, etc., si on les réduit aux trois forces X, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées x^ y^ z, et tendantes à les diminuer, d'après les formules données dans le chap. I de la sect. V de la r® partie, on a
VZp 4- Q8y H- RSr + . . . = XSx -h Y«j + ZSz, et la formule générale devient
laquelle, en n'ayant égard qu'aux variations Sa:', 8j', Sz', qui sont indépendantes de toutes les auti'es, donnera
ax'S(^-hX)m-h8/s(^-f-Y)m + az'S(^H-Z)in = o,
d'où l'on tire sur-le-champ ces trois équations :
lesquelles auront toujours lieu dans le mouvement d'un système quelconque de corps, lorsque le système est entièrement libre.
3. Supposons maintenant que le corps auquel répondent les coordonnées x\y\ z' soit placé dans le centre de gravité de tout le système. On aura, par les propriétés connues de ce centre (part. I, sect. III, § IV) , les équations
S^m = o, Swm = o, S^m=o,
lesquelles, en différentiant par rapport à t, donneront celles-ci :
^'dF^'^^' S2rrm = o, S-^m = o.
Donc on aura
parce que x' ayant la même valeur pour tous les corps, est indépendante du signe S ; on aura pareillement
Ainsi les trois équations de Tarticle précédent prendront cette forme plus simple :
-jj- Sm + SXm = o,
-^ Sm + SYm = o,
-jY- Sm -h SZm = o.
Ces équations serviront à déterminer le mouvement du centre de gravité de tous les corps, indépendamment du mouvement particulier de chacun d'eux; et, comme les valeurs de SXm, SYm, SZm ne renferment point les forces intérieures du système, le mouvement de ce centre ne dépendra point de l'action mutuelle que les corps peuvent exercer les uns sur les autres, mais seulement des forces accélératrices qui sollicitent chaque corps. C'est en quoi consiste le principe général de la Conservation du mouvement du centre de gravité.
Ce principe subsiste aussi dans le cas où les corps, dans leurs mouvements, viendraient à se choquer; car, de quelque nature que soient les corps, on peut toujours imaginer que leur action dans le choc se fasse par le moyen d'un ressort interposé entre les corps, et qui, après la compression, tende à se rétablir ou non, suivant que les corps seront élastiques ou non. De cette manière, l'effet du choc sera le produit de forces de la nature de celles que
nous avons désignées par P, Q, etc., et qui disparaissent dans la formule générale (art. 2).
4. On voit, au reste, que les équations du mouvement du centre de gra-
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vite sont les mêmes que celles du mouvement d'un seul corps qui serait animé à la fois par toutes les forces accélératrices qui agissent sur les différents corps du système. En effet, si l'on conçoit que tous ces corps soient réunis en un point qui réponde aux coordonnées a?', j', z', on a alors, dans la formule générale, a? = a?', j ==/', z = z'; et, égalant à zéro la totalité des termes affectés de chacune des trois variations Sa?', 8j', 8z', on aura les mêmes équations que ci-dessus.
De là résulte ce théorème général, que le mouvement du centre de gravité d'un système libre de corps y disposés f les uns par rapport aux autres, comme l'on "voudra, est toujours le même que si les corps étaient tous réunis dans un seul point, et quen même temps chax^un d* eux fût animé des mêmes forces accélératrices que dans leur état naturel.
5. Ce théorème a encore lieu lorsque les corps qui composent un système libre ne reçoivent que des impulsions quelconques ; car, en substituant dans l'équation de l'art. II de la section précédente, 8x'+ 8Ç, Sj'-h Sw, Iz' -+- SÇ' à la place de Sa?, Sj, Sz, et réduisant les forces P, Q, R, etc. , aux forces X, Y, Z, on prouvera, comme dans l'art. 2, que les variations Sa?', ^y\ Bz^
doivent demeurer arbitraires, ce qui donnera les trois équations
S(ma? -hX) is=o, S(my-HT) =2îo, S(mz-hZ):^o.
Or, si l'on rapporte les coordonnées a?', j', z' au centre de gravité du système, on a, par les propriétés de ce centre,
a;'Sm=Sa?m, j)<*'Sm=: S/m, z'Sm = Szm.
Donc aussi, en différentiant relativement à t, et faisant dx = xdty dy = ydt^
dz=^zdt^ dx'=ix'dt^ dy'=:y'dt^ dz' = z'dt^
a?'Sm = Sa?m, y'Sm s= Sjm, z Sm = Szm, et, par conséquent,
a?'SmH-SX = o, j'Sm-i-SY = o, zSm4-SZ=o,
ce qui fait voir que les vitesses x\ y , z', imprimées au centre de gravité, sont les mêmes que si tous les corps, étant réunis dans ce centre, recevaient à la fois les impulsions X, Y, Z,
6. La formule générale (art. 2), après la substitution de S^'h-SÇ, Sj'-h Sw, Sz'-h S^à la place de Sjî, Sj, Sz, et F évanouissement des termes aifectés de Sa:', âj', Sz', se réduira à
Substituant a;'-h ^, j' -h w, z' -h ^pour ^, j, z dans les différentielles d^x, d^X, d^Zj et faisant sortir hors du signe S les différentielles d^x\ d^y\ d^z' ^ les termes affectés de ces différentielles seront
??-SS?m H- ^SSwm + ^SS^m.
Mais en rapportant au eentre de gravité les coordonnées x\ y\ z^ on a
(art. S)
S^m =^ o, Swm == o, S^m =? o ;
donc aussi, en difTérentiant par %^ on aura
S8f m = o, SSifm = o, SS^m = o,
ce qui fait évanouir les termes dont il s'agit. Ainsi la formule générale se réduira à
qui est tout à fait semblable à la première formule, les coordonnées ^, j, z, dont l'origine est fixe dans l'espace, étant changées en f , >», ^, dont Torigine est au centre de gravité.
On peut conclure de là (*), en général, que, dans un système libre, on aura y par rapport au centre de gravité, les mêmes équations et les mêmes propriétés que par rapport à un point fixe hors du système.
( * ) Cette conclusion est trop absolue. L*équation difFcrentielle qui lie ^ , 19 , Ç est , en effet , de même forme que celle qui lie x, /, z; mais 9 d'une part , les équations de liaison entre Ç , y] , Ç ne seront pas les mêmes qu'entre x, /, z, et, en outre, les forces X, Y, Z n'auront pas des expressions de même forme par rapport aux deux systèmes de variables. Ainsi , par exemple , si Ton considère deux points qni s'attirent mutuellement avec une force réciproquement proportionnelle au carré de la distance, ils décriront des ellipses par rapport aux axes mobiles passant par le centre de gravité. Par rapport à des axes fixes, les traject<»re8 seraient beaucoup plus compliquées. (/. Bertmmi, )
§ II. — Propriétés relatives aux aires.
7. Considérons maintenant le mouvement du système autour d'un point fixe, et supposons qu'il soit entièrement libre de tourner en tout sens autour de ce point. En faisant abstraction des mouvements respectifs des corps du système les uns à l'égard des autres, la rotation autour de chacun des trois axes des ^, j, z fournira, comme on l'a vu dans l'art. 8 de la sect. III de la r* partie, les expressions suivantes des variations ^x^ Sy^ S^z,
Sx = zS'cà — J^^, Sy = xS(p — ziJ'^î <rz=j<r4 — xS^a>y
dans lesquelles «Tcp, Scoy ^4 s^"' '^^ rotations élémentaires par rapport aux trois axes des z, j, x, et qui doivent demeurer arbitraires.
Ces expressions sont générales pour les variations des coordonnées de tous les corps du système, et il ne s'agira que de les substituer dans la formule de l'art. 5 de la section précédente, après avoir réduit toutes les variations à Sxj (Jy, Szy et d'égaler ensuite à zéro séparément les quantités affectées des trois indéterminées J^^, (Tw, S^^.
On trouvera d'abord, comme dans l'article cité de la première partie, que
la variation Bp devient nulle, et qu'ainsi les termes dus aux forces intérieures P du système ne renfermant point les variations 8ç, 8û), §4? ne donneront rien dans les équations dont il s'agit. On trouve aussi, comme on l'a vu dans le même article, que la variation Bp est nulle lorsque la force P tend vers l'origine des coordonnées, et qu'ainsi cette force n'entrera point dans les mêmes équations.
En faisant donc simplement pour Bx, 8/, 8z les substitutions indiquées, après avoir changé les forces P, Q, R, etc., en X, Y, Z, comme ci-dessus (art. 2), on aura, relativement aux variations Sç, 8û>, §4» l'équation
( ^-i h Xz — Zo? j Sû> ) m = o ;
et, comme les variations 8(p, 84» ^^ sont les mêmes pour tous les corps du
système, elles n'entreront pas sous le signe d'intégration S; de sorte qu'on aura les trois équations relatives à chacune de ces variations ,
S( d^X d^Z V ryN
^{r'^--"^+rZ
Y im = o.
Ces équations auront lieu à la fois lorsque le système aura la liberté de tourner autour de chacun des trois axes, c'est-à-dire toutes les fois que le système sera disposé de manière à pouvoir pirouetter librement en tout sens autour du point fixe qui est l'origine des coordonnées.
Et il est bon de remarquer que ces équations ont toujours lieu indépendamment de l'action mutuelle des corps, de quelque manière que cette action puisse s'exercer, même par le choc mutuel des corps du système, comme dans l'art. 3, et par la même raison ; elles sont, de plus, indépendantes des forces qui tendraient vers le point fixe où est l'origine des coordonnées.
8. Pour se former une idée plus nette de ces équations, on remarquera:
1**. Que les quantités xd^y — yd^^^ zd^x — xd^z^yd^ z — zé/^jsont les différentielles de celles-ci, xdy — y^dx^ zdx — xdz^ydz — zdy^ lesquelles représentent le double des secteurs élémentaires décrits par le corps m sur le plan des x^ j, des a:, z et des j, z, c'est-à-dire sur les plans perpendiculaires aux axes des z, des j et des x. En effet, si dans xdy — ydx on substitue pour X et y les valeurs pcosç, psin^, on a p^rfç double de l'aire comprise entre le rayon vecteur p et le rayon consécutif qui fait avec lui l'angle d(p ;
a"". Que les quantités X, Y, Z représentent les forces qui sollicitent chaque corps m, suivant les coordonnées a?, jj -> et vers leur origine, et qui résultent de toutes les forces P, Q, R, etc., agissantes sur ce corps, suivant des directions quelconques (art. 5, sect. 11)^ et qu'ainsi les quantités jX — ^Y, xTj — zX, zY — yTj expriment les moments des forces qui tendent à faire tourner les corps autour de chacun des trois axes des coordonnées z^y^x^ en prenant le mot moment dans le sens ordinaire, pour le produit de la force et de la perpendiculaire menée sur sa direction.
2^6 m^CANIQUE ANALYTIQUE.
9. Si le système n'était animé par aucune force extérieure, ou s'il Tétait seulement par des forces tendantes au point que nous avons pris pour l'origine des coordonnées, les trois équations précédentes se réduiraient à celles-ci :
lesquelles, étant intégrées par rapport à la variable f , donneront, en prenant trois constantes arbitraires A, B, G,
Ces dernières équations renferment évidemment \e principe des aires, dont nous avons parlé dans la première section.
10. Il est à propos de remarquer que ces équations sont dans le cas de l'art. 10 de la section précédente ; de sorte qu'on y peut introduire trois nouvelles constantes arbitraires, parle changement des axes des coordonnées.
Soient x' ^ j', z' les nouvelles coordonnées ; on aura également
ç^ ( z'dx' —x'dz'\ p,
^V '^ jin = B,
les quantités A^ B , C étant aussi des constantes arbitraires, mais différentes de A, B, G.
Substituons maintenant dans l'expression xdy — ydx les valeurs de x, j,
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en x' ,y' , z' données dans l'article cité de la même section, on aura
xdy — ydx= («p'— |3«') {x'df — fdx') H- (7«'— «>') {z'dx'^ x'dz') H- {/Sy'— y^') {y'dz'^ z'tfy').
On trouvera de même,
zdx — xdz = {pu"— a^") {x' dy' — y' dx') 4_ (a/ _ ;.«') (z'^'— a;'^z') H- (7^"— py") (j'eiz' — z'dy'),
ydz — zdy = («'|3"— p'a") (*'rfr'— /dir') .
_,_ {y' a"— a! y") {z' dx' — x'dz') H- {y' ^'' — ^'y") {y' dz' -^ z' dy' ) .
Si l'on affecte tous les termes de ces équations du signe S, après les avoir multipliées par m et divisées par di^ et qu'on y substitue à la place des intégrales affectées de S, leurs valeurs A, B, G, A', B', G', on aura
C = («p' — p«')G' H- (y«' — «y)B' -h (p>' — >p')A', B = {^" - oc^")C' + («7" -7«")B' -h {yf - P>") A', A= («'p"- pV)G'-h (/«"- «'7'')B'-h (>T- ^'>")A'.
On peut réduire ces formules à une expression plus simple, en observant que l'on a identiquement
(«P'- ^oc'y-h (pa"- «p")»+ («'p'^-p'a")* = («» -h «"-h «"») (p*-h |3'* -h p''*)-- (a|S+ «'p'-h a"|3^)%
quantité qui se réduit à l'unité, en vertu des équations de condition de l'art. 10 de la sect. III de la P partie. On a, de plus, ces équations identiques :
«(«'|3'— p'O H- a'i^ec"-- a^") + «"{«^'—^a') ^ o, /3(«'|3"- p'O H- p'(P«"- «p") -h |3"{«|3'- /3«') = o.
Si donc on compare ces équations avec les trois équations de condition
y^ -\- y'^ -\- y"* = i , «y -^ a' y' -\- a" y" = o , ^y-\- ^'y' -h fy" = o, il est facile de conclure de cette comparaison qu'on aura
«'P"-pV = 7, ^a" - a^" = y' , «a' - Pcl' = y" .
Les quantités 7, y\ y" pourraient avoir également le signe — ; mais comme, dans la coïncidence des axes des x\ j', z' avec ceux des a?, j, z, on doit avoir a = i, |3 = o, 7= o, a' = 0,^'= i , y'= o, «'"'= o, |S''= o, y'^ = I (art. 1 1 , sect. III, partie I), cette condition ne peut avoir lieu qu'en prenant y*' positivement, et par conséquent aussi 7' et 7.
On trouvera, de la même manière,
y' Cl"— aV= /3, oLy" —yoL"= j3', ya — ocy' = ^\ 7'/3''-/3V = «, y^'-^y'=oc', ^y-y^'=a';
de sorte que l'on aura
A = a.V -hpB' +7C',
d'où Ton tire, par les équations de condition de l'art. 10 (sect. III, partie I),
A'= Aa + Ba' + Ca^
et
A^ + B^ + C' = A'^ + B'^ + C ^ Il résulte de cette dernière équation qu'on a, en général,
-H'^^^^f^H ^H'^^^^^^yj M^^^^^^^hJ '
d'où l'on peut conclure que la fonction
[s (îi-2±)„] V [s (î^^ii:*)™] V [s (^-^i^) .]•
a toujours une valeur indépendante du plan de projection et de la position des axes des coordonnées a?, j, z dans l'espace, pourvu que ces coordonnées soient rectangulaires entre elles.
H. Ces expressions de A, B, C, en A', B', C qu'on vient de trouver, sont semblables à celles de a:, j, z en x\ j', z' de l'art. 9 de la section précédente; par conséquent, si Ton prend a?' = A', j'= B', z =C, on aura A = ,r, B = y, C = 2, et réciproquement ^=A,j = B, 2 = donnera A^= x\ B'= /', C' = z' ; c'est-à-dire que A, B, G et A', B', C seront deux systèmes de coordonnées qui répondent à un même point, le premier étant relatif aux axes des x^ j, z, et le second aux axes des x\ jr\ z\
On voit tout de suite par là qu'on peut faire A'= o, B' = o, en faisant passer l'axe des G' ou z' par le point auquel répondent les coordonnées A, B, G, et qu'alors la coordonnée G^ aura sa plus grande valeur égale à
\/(A^H- B*H-G'). On aura, dans ce cas,
et il est Êicile de voir que les coefficients y, y\ y'^ ne seront autre chose que les cosinus des angles que la ligne C^ fait avec les axes des A, B, G. Ainsi la résolution des écpiations
^\ dt )"* = «'
(r'dz'—z'dy'\
donnera celle des équations
S iJ-^j^^ m = 7C',
les quantités 7, y\ y" étant trois constantes telles que >^-+- 7'^ + y"'^ = i ? et dont deux sont arbitraires.
Le plan perpendiculaire à l'axe des G', lorsque G' devient un maximum, est celui que M. Laplace nomme /^/a/^ in^fariahle, et dont il a, le premier, démontré l'existence et la position.
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Cette position est facile à déterminer par les équations
car, puisque les quantités 7, y\ y" sont les cosinus des angles que l'axe des CI ou z\ qui est perpendiculaire au plan invariable, fait avec les axes des .r, y, z du système, en nommant ces angles /, m, n, on aura, à cause de
cos/n^-T 1 cosm= r— > COS/2 =
12. Si le système est libre, c'est-à-dire qu'il n'y ait aucun des points du système qui doive être fixe, on peut prendre l'origine, supposée fixe, des coordonnées a?, j, z partout où l'on voudra; par conséquent, les propriétés des aires et des moments que nous venons de démontrer auront lieu par rapport à un point fixe quelconque pris à volonté dans l'espace. .
Mais, par ce que nous avons démontré dans l'art. 6, ces mêmes propriétés auront lieu également par rapport au centre de gravité de tout le système, soit que ce centre soit fixe ou non. En effet, si dans les trois équations de l'art. 7, on substitue pour x^ j, z les quantités a:' H- 0,y'H- w, z' -\- ^, en rapportant, comme dans l'art. 3, les coordonnées .r', j', z' au centre de gravité du système, et qu'on ait égard aux trois équations de ce dernier article, on aura ces transformées :
qui sont, comme l'on voit, semblables à celles de l'art. 7, et dont toute la différence consiste en ce qu'à la place des coordonnées or, j, z partant d'un point fixe, il y à les coordonnées f , >», Ç*, dont l'origine est dans le centre de gravité du système.
Ainsi, lorsque les forces accélératrices sont nulles, on aura les intégrales
sur lesquelles on pourra faire des remarques analogues à celles que nous avons faites sur les équations de l'art. 9.
13. Quand un des corps du système est retenu fixement par un obstacle quelconque, en plaçant dan^ ce corps T origine des coordonnées, on a le cas de Fart. 7. Mais si deux corps du système sont supposés fixes, on regardera la ligne qui passe par ces deux corps comme un axe fixe autour duquel le système peut tourner librement, et prenant cet axe pour celui des coordonnées z, on aura simplement, par le même article,
S^ étant la rotation élémentaire autour de cet axe, laquelle doit demeurer indéterminée. On n'aura ainsi qu'une seule équation relative à cette variation, J"^, laquelle sera
et lorsque le moment xY — jX des forces extérieures par rapport à Taxe de rotation est nul, on aura par l'intégration, comme dans l'art. 9,
équation qui donne le principe des aires par rapport au plan des x^ y perpendiculaire à l'axe de rotation, et sur lequel les aires décrites par les corps doivent être projetées.
Si trois corps du système étaient supposés fixes, alors la position de chacun des autres corps dans l'espace serait déterminée par ses distances à ces trois corps, et il n'y aurait plus de variations indépendantes dq la nature du sys-
tème et de: la disposition respective des corps entre eux, d'où l'on pût déduire des équations générales pour le mouvement d'un système quelconque.
,^ III . — Propriétés relatwes aux rotations produites par des forces
d'impulsion.
14. Quand un système libre de tourner en tout sens autour d'un point fixe reçoit des impulsions quelconques, on peut aussi employer, dans l'équation de l'art. H de la section précédente, les expressions de ^x^ (Jj, ^z de l'art. 7, après avoir réduit à X, Y, Z les forces d'impulsion P, Q, R, etc. ; et, en égalant séparément à zéro les termes multipliés par les variations ^^, (Toi, ^4? ^^ aura les trois équations
S [m (^ — yx) H- x\ — jX] = o, S [m ( 20? — xz) -h zX — xTj\ = o, S f m (jz — zy) H-/Z — z Y] = o,
pour le premier instant du mouvement produit par les impulsions X, Y, Z. Dans les systèmes qui sont tout à fait libres, on peut prendre le point fixe partout où Von veut dans l'espace, et les équations précédentes auront toujours lieu par rapport à ce point.
15. Dans ces systèmes, on peut aussi rapporter leurs rotations à trois axes qui passent par le centre de gravité ; car en faisant, comme dans l'art. 5,
les variations ix\ ^y\ Sz' donneront d'abord les trois équations relatives au mouvement du centre de gravité trouvées dans ce même article. Il restera ensuite l'équation
S [(m^ -h XfiTf -h (mj + Y) cTw + (mz -h Z) c^C] = «•
Or, en rapportant les rotations (T^^ ^û>, S(p aux axes des coordonnées ^, >i, ^, et n'ayant égard qu'à ces rotations, on a, comme dans l'art. 7,
et les trois variations indéterminées ^4» ^'^) ^9 donneront les trois équations
S[m(^a;-^z)-hCX- ^Z] = o, S[m(»2 — Ç/) + «Z — ^] = o.
Mais 07 = oî'h- f , j = j'h- w, z = z-i- }^; donc, substituant ces valeurs,
faisant sortir hors du signe S les quantités x\ j', z', qui ne se rapportent qu'au centre de gravité, et observant que par les propriétés de ce centre on a
Sm^ = o, Smw = a, Sni^=o,
les trois équations ppécédentes deviendront
S[m(?«-,iê) -^eY-ifX] = o, S[m{Cê-eC)+CX-eZ] = o, S[m(<-6)-+-''Z -^Y]==o,
qui sont tout à fait semblables à celles de Tarticle précédent, et dans les« quelles les coordonnées ^, «, ^ ont leur origine au centre de gravité, et les
vitesses ^, «, ^ sont relatives à ce centre.
Ainsi les équations relatives à un point fixe, subsistent aussi, lorsque le système est libre, par rapport à son centre de gravité.
16. Les équations que nous venons de trouver pour l'effet des impulsions dans le premier instant, ont lieu aussi dans les instants suivants, s'il n'y a point de forces accélératrices, en regardant comme constants les termes qui
dépendent des impulsions X, Y, Z; car oc^jr^ z étant les vitesses parallèle-
ment aux axes des x, j, z, on a dx= xdt, dy ^=^ ydt, dz^=^ zdt^ et les équations de Tart. 9 deviennent
Sm(ay — jo?) = C,
Sm {zx — xz) = B, Sm ( jz — zr) = A,
lesquelles, étant comparées à celles de l'art. 14, donnent
c = S(.rX — jrY),
B = S(xZ — zX), A=S(zY — jZ),
Ainsi on a les valeurs des constantes A, B, C exprimées par les impulsions primitives données à chaque corps ; et Ton voit que ces valeurs ne sont autre chose que les sommes des moments de ces impulsions, par rapport aux axes des x^ des j et des z.
Il en sera de même des équations relatives au centre de gravité, en comparant les équations de l'art. 12 avec celles de l'art. 15.
17. Si l'on ne considère que les mouvements de rotation par rapport
aux trois axes des coordonnées x, j, z, et qu'on désigne par 4i ^j ? les vitesses de ces rotations, les variations cTo?, <Jy , Sz seront proportionnelles aux
vitesses ^, J, z, et les variations (J4j ^^> ^9 seront en même temps propor-
tionnelles aux vitesses '>ly eo^ (p; ]es formules de l'art. 7 donneront ainsi
X = ZC& — jç,. yz=:x(p — z4? z = /4 — œci).
Os valeurs de a;, /, z ne sont que les parties qui dépendent des trois rotations; pour avoir les valeurs complètes des vraies vitesses .r, j, z, il faut y ajouter les parties qui dépendent du changement de situation des corps du système entre eux, et qui sont indépendantes des rotations.
Mais lorsque le système est invariable, ce qui a lieu dans tous les corps solides d'une figure quelconque, ces parties des vitesses sont nulles, et les valeurs de x, j, z se réduisent simplement à celles que nous venons de donner. On pourra donc substituer ces valeurs dans les équations
précédentes, et faisant sortir hors du signe S les quantités 4> û), ç, on aura, pour un solide de figure quelconque, en mettant l'élément Dm à la place de m (art. 7, section précédente), les équations
(pS {x^ H- J^) Dm — '>lSxzï)m — aSjzDm = C,* û)S {x^ -+- z^) Dm — 4S^Dm — çSjzDm = B, 4S(j^4-z^) Dm — (Si)Sa:jDm — <pSxzDm = A,
par lesquelles on pourra déterminer les vitesses des rotations initiales 4> û;, (p, produites par les impulsions X, Y, Z appliquées à des points queIcon(|ues du corps, et dont les moments, par rapport aux axes des ^r, j, z, sont A, B, C. Gomme les vitesses de rotation sont proportionnelles aux angles infiniment petits, décrits en même temps par les rotations respectives, il s'ensuit de ce qu'on a démontré dans la sect. III de la P® partie (art. H), que les trois vitesses 'n^, &>, ^ se composent en une seule vitesse 9, telle que
avec laquelle le corps tournera réellement autour d'un axe instantané , faisant, avec les axes des .r, /, z, des angles A, a^, v, tels que
cos A = -r > COS U = -r? COS V = i .
Ainsi les trois équations précédentes donneront la position de l'axe autour duquel le corps tournera dans le premier instant, et la vitesse de rotation autour de cet axe. C'est celui qu'on appelle axe spontané de rotation.
18. Dans les instants suivants, le corps continuera à tourner par sa force d'inertie, et les trois équations qu'on vient de trouver auront encore lieu, en regardant comme constants les termes qui contiennent les forces d'impulsion X, Y,Z, comme on l'a vu dans l'art. 16 ; mais les quantités 8(^7^ -f-j^) Dm, S a?)^Dm, etc. , deviendront variables à raison de la variation des coordonnées a, j, z pendant la rotation.
Mais une conséquence remarquable qu'on tire de ces équations, c'est que, dans un instant quelconque, le corps a le même mouvement de rotation qu'il recevrait dans cet instant par l'impulsion des mêmes forces qui l'ont mis d'abord en mouvement, si ces forces lui étaient appliquées de manière à produire les mêmes moments autour des axes des a:, j, z.
Et comme ces équations ne sont que les équations générales de l'art. 16, pour un système quelconque de corps, appliquées à un corps solide de figure quelconque, il s'ensuit que si le système qui a reçu des impulsions primitives devient, par l'action mutuelle et successive des corps, un système invariable ou un solide quelconque, les mêmes équations auront encore lieu; de sorte
que le solide aura à chaque instant le même mouvement de rotation qu'il recevrait par les mêmes impulsions primitives, si elles lui étaient appliquées immédiatement de manière à produire les mêmes moments.
Donc aussi une masse fluide, agitée primitivement par des forces quelconques, abandonnée ensuite à elle-même, et devenue solide par l'attraction mutuelle de ses parties, aura, à chaque instant, le même mouvement de rotation que les forces primitives lui imprimeraient si elles agissaient de la même manière sur la masse solide.
19. Les trois équations de l'art. 17 donneront les valeurs des moments A, B, C de toutes les forces primitives, en connaissant la position instantanée
du corps et ses trois vitesses de rotation 4> û>, <p, par rapport aux axes fixes
des x^ y^ z-, ou la vitesse composée ô autour de l'axe instantané, avec les angles A, ^t, v, de cet axe avec les axes fixes des a:, j, z; et réciproquement, ayant ces mojnents, on pourra en déduire les valeurs des vitesses de rotation. On voit aussi par ces équations que les moments seront nuls si les vitesses sont nulles ; mais les moments étant supposés nuls, il ne s'ensuit pas évidemment que les vitesses de rotation doivent être nulles. Car, en faisant A = o,
B = o,C = o, on a trois équations linéaires entre '^^ et>^ (p\ ttîX faudrait
prouver que ces trois équations ne peuvent pas subsister ensemble, à moins
de supposer >!, = o, a» = o, ^ = o.
En éliminant deux de ces inconnues, on a une équation qui donne la troisième inconnue nulle ou arbitraire, mais avec la condition
S ( x'' + r' ) D m X S (a:' H- z^ ) Dm X s ( j' -h z' ) Dm = S ( ^' -h y) Dm X ( SojDm)^ + S (^' + z') Dm x (Sa:zDm)^- S(j^+ z^)Dm X (SjzDm)*+ 2S.ryDmx So^zDmx SjzDm;
et il faudrait prouver que cette condition est impossible à remplir, ce qui parait très-difficile (*). Mais nous démontrerons plus bas (art. 51) que, lorsque les moments sont nuls, toute rotation s'évanouit aussi.
(*) Nous donnons à ]a fin du volume la démonstration de ce théorème, qui n'offre pas, à beaucoup près, la difficulté que Lagrange semble lui attribuer. M. Binet en a publié une depuis longtemps dans le Bulletin de lu Société Philomaiique, (/. Bertrand,)
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D'où nous pouvons d'abord conclure qu'il est impossible qu'un système de points isolés , ou une masse fluide quelconque, puisse former un corps solide qui ait un mouvement de rotation, à moins que les impulsions primitives n'aient été telles, qu'il en soit résulté un moment par rapport à l'axe de cette rotation.
20. Par les transformations exposées dans l'art. 10, on peut changer les trois équations de l'art. 17 en des équations semblables, dans lesquelles les quantités x^ /, z, A, 6, G soient remplacées par les quantités analogues x\
, a', (p les vitesses de rotation par rapport aux nouveaux axes des x\ y\ z' , on aura aussi :
dx'= x'dt = ( z'a — x'^') dt, dy' = y'dt= {x'ip' — z''\')dt, dz' — z'dt = {y'-\' — x'a)dt,
et les trois premières équations de l'art. 10 deviendront, par ces substitutions, en changeant m en Dm,
<p' S (ar'* -|-/*)Dm — 4'Sa;'z'Dm — «'SjVDm = C, «'S(z"-f-a;'»)Dm — 4'SxyDm — ?»'S/z'Dm = B', 4'S(/»-+-z'«)Dm— «'Sa^'/Dm — ^'Sa;VDm = A',
dans lesquelles on aura, par le même article,
A' = AaH-Ba'-hCa%
C'=A7 + By-hC7^
Ces équations ont l'avantage que la position des axes de rotation y est entièrement arbitraire, puisqu'elle ne dépend que des quantités a, |3, 7, tf', etc. ; et, comme elles ne sont que du premier ordre, rien n'empêche de donner à ces axes une position différente d'un instant à l'autre, et de les prendre de manière qu'ils soient fixes dans l'intérieur du corps, et, par conséquent, mobiles avec lui dans l'espace. Alors les quantités S (a:'* -H j'^)Dm,
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Sj:yDm, etc., deviendront constantes; mais les quantités A', B', G seront variables, à cause de la variabilité des quantités a, p, 7^, a', etc. Nous donnerons dans la suite des moyens directs de parvenir à ces équations, qui sont d*une ^nde utilité dans le problème de la rotation des corps.
21. On a vu dans Tart. 16 que les constantes A, B, G expriment les sommes des moments des impulsions primitives doAnées aux corps, relativement aux axes des x, j, z. Or il est facile de prouver que les quantités a, cx.\ ex.'' représentent les cosinus des angles que l'axe des x' fait avec les axes des x^ y-j z; que les quantités |3, p', p'^ représentent les cosinus des angles que Taxe desjr' fait avec les mêmes axes des x^ y^ z, et que les quantités >, y\ y" représentent les cosinus des angles que Taxe des z' fait avec ces mêmes axes. Donc, par ce qu'on a démontré dans la première partie sur la composition des moments (sect. III, art. 16), les trois quantités A', B', C seront les moments des mêmes impulsions rapportés aux axes des x\y\z\ c'est-àdire aux axes de rotation fixes dans le corps et mobiles dans l'espace. Ainsi on pourra appliquer à ces axes*les mêmes conclusions qu'on a trouvées dans l'art. 19.
§ IV. — Propriétés des axes fixes de rotation d'un corps libre de figure
quelconque.
22. Nous réservons pour un chapitre particulier la solution complète du problème général de la rotation d'un corps solide de figure quelconque; nous allons seulement examiner ici le cas où l'axe instantané de rotation demeure immobile dans l'espace, ou au moins toujours parallèle à lui-même lorsque le corps a un mouvement progressif, parce que ce cas se résout facilement par les formules du paragraphe précédent, et qu'il conduit aux belles propriétés des axes qu'on novame principaux, ou a^es naturels de rotation.
Reprenons les équations fondamentales de l'art. 17; faisons, pour
abréger,
/=Sx'^Dm, m = Sj^Dm, /ï = Sz^Dm,
f=z SjzDm, g = Sa;zDm, h = SxyDm^
et substituons pour 4> û), ç leurs valeurs ô cos A, Ô cos ^w, ô cos v, 9 étant la vitesse de rotation autour de l'axe instantané qui fait les angles A, ^, v avec
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les axes fixes des a?, j, z ; ces équdtions deviendront ainsi, en les divisant par 9,
{m 4- n) cos A — h cos /u — g cos v = — ?
(/ + n) cos/^ — h cos A — /^cos V = — ?
(/ + m) cos V — g cos A — /<^os/u = -r •
23. Les six quantités /, m, n, f^ g^ h sont variables ; en les differen-
tiant, substituant pour dXj dy^ dz les quantités xdt^ ydt^ zdt^ et, ensuite, pour 0?, j, z leurs valeurs (article cité), on aura
dl = !^ {g cos ju — Acos v) flûfe, dm= 2 (A cos y — /cos ?C)èdt, dn = 1 (y cos A — g cos fji) Sdtj
df = [(m — n) cos A -f- g* cos v — A cos/ia] ôcfe,
«?§•= [(/2 — /)C0SyU-h ACOSA — y COS vJflflJ^,
dk=:^\j^l — to) COS V H- fcosfJL — g COS a] ^dt.
Ces six équations, jointes aux trois de Tarticle précédent, renferment la solution générale ; mais nous ne considérons \ck que le cas où les angles A, ^, V demeurent invariables, et il s'agit de voir sous quelles conditions ces quantités peuvent être constantes.
24. Pour cela, il n'y a qu'à difFérentier les trois premières équations dans cette supposition, et y substituer les valeurs des différentielles rf/, dm^ etc. ;
on aura, après avoir divisé par ôrf^, ces trois-ci :
f{cos 9^ — cos /LL^) — g cos A cos fJL-^h cos A cos V
-h [m — n) cos fJL cos v = — "^ ^ ^ ' /"cos A cos Ai -h g^ (cos A* — cos y*) — A cos /u cos V
/ IX B rfé
-h (« — l) cos A cos V = — Tj X -^t
— /cos A cos V 4- g* cos fjL cos V -h A ( cos ft* — cos A^ )
/ 1 X c dé
-f- ( / — m) cos A COSytt = — Tj X 2i*
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Si Ton ajoute ces trois équations ensemble, après avoir multiplié la pre* mière par cos A, la deuxième par cos /jlj la troisième par cos r , on a Téquation
Aco5X-+-Bcosa-4-Cco8v ^ M o = r-î- X :3->
laquelle donné
dQ=Oj ou bien AcosA-hBcos/tc +Gcosy = o.
Nous verrons plus bas (art. 38) que la quantité
A4 H- Bai H- G ^, qui est la même chose que
(A cos A -h Bcos^ H- Ccosv)ô,
exprime la force vive du corps, laquelle ne peut jamais être nulle tant que le corps est en mouvement.
H faut donc supposer en général dQ = o, et, par conséquent, la vitesse
de rotation constante. Alors les trois équations ci-dessus se réduisent à deux, qui donnent les rapports des cos A, cosyu, cos v; et comme on a
cos A* -h cos ^* -h cos V* = I ,
ces rapports suffiront pour déterminer les trois cosinus. 25. Supposons
cos a cos V
S = Ç> U = rr
cos A cos A
les trois équations précédentes deviendront, à cause de rfô = o,
/{u' — s^) — gs -{- ku -h {m — n)su = o, g{i — u^) — hsu -^fs -h (n — l)u = o, h[s'^ — "+" S^^ — f^ "^^ (^ — ^)^ = o.
La dernière donne
cette valeur étant substituée dans la première ou dans la seconde, ou plutôt
dans la somme de ces deux, après avoir multiplié Tune par g et l'autre par/, pour en chasser Yu^^ on a
[g{l -m) {m- n) ^fh {n-il + m) + g{g^^h'- 2/^)]/^ [/(/-m) (m - n) + gh{n- im -h /) ^f[p^h^- 2^^)]^
Cette équation étant du troisième degré, aura nécessairement une racine réelle; ainsi on aura une valeur de s et une valeur correspondante de w, par le moyen desquelles on pourra déterminer la position d'un axe invariable et de rotation uniforme. Mais comme cette détermination dépend des quantités /, /w, /i,y, g^ A, qui varient avec le temps t^ il faut encore prouver que la variabilité de ces quantités n'influe point sur la valeur des deux quantités j et w.
26. Pour y parvenir, nommons P, Q, R les premiers membres des trois équations de l'art. 22; les premiers membres des équations de l'art. 24
seront -7--) v--^> ■: — > en y mettant pour dL dm. etc., leurs valeurs. Or il ^dt 9dt 6de -^ '^
est facile de voir qu'on a, par la substitution de ces mêmes valeurs,
rfP = (R cos (te — Qcos 9)6dt, rfQ=(Pco8» — RcosA)Ôrf<, dK = (Q cos A — P cosft) Qdt.
D'après ces équations, dans lesquelles A, ^, v et ô sont des quantités constantes, il est facile de voir que si les valeurs ^^ ^' -^' x^ sont nulles lorsque * == o, ou t = à une quantité quelconque donnée, celles de -^> -jpr » -^^ oe "2^» -3^ 9 -^7 et ainsi de suite a 1 innm, seront aussi nulles pour la même valeur de t.
Or on sait, par le théorème de Taylor, que la valeur d'une fonction — de t, lorsque t devient t-i-t', devient en même temps
rff "•" rf«» ' "*" ÏÂ"» ^ "•" ZT3? ' -•-••••
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Donc, si -^ = o lorsque ^'= o, on aura toujours -j- = o, quel que soit t\
Et la même chose aura lieu pour les valeurs de -4^ et -^ •
Il s'ensuit de là que si les équations de Tait. 25, qui ne sont que les
transformées des équations -rr = o , -4^ = o , -j- = o , ont lieu dans un
instant quelconque, elles auront lieu, quel que soit le temps ^, dans Thypothèse des quantités ^ et i^ constantes. Par conséquent, les valeurs de ces quantités seront indépendantes de la variabilité des quantités /, m, n^f^ g, h ; de sorte qu'il suffira de déterminer les valeurs de ces dernières quantités pour une position quelconque du corps à l'égard des axes fixes des o:, /, z, pour avoir celles des quantités ^ et i^ qui déterminent la position de l'axe de rotation, lequel doit demeurer immobile dans l'espace, ou du moins toujours parallèle à lui-même, si le corps a un mouvement progressif.
Et comme cet axe, par sa nature, est fixe dans l'intérieur du corps pendant un instant, puisque le corps est censé tourner autour de lui, il s'ensuit qu'il y doit toujours demeurer fixe; car il est évident que si, dans l'instant suivant, il changeait de place dans le corps, il changerait nécessairement de place dans l'espace; ce qui est contre l'hypothèse.
27. Ayant trouvé la position de cet axe dans l'espace, rien n'empêche de supposer qu'il coïncide avec l'axe des x dont la position est arbitraire.
On pourra ainsi supposer A ^ o, et, par conséquent, cos A = i , ce qui donnera ^ = o et w = o. De là on trouve, par les équations de l'art. 2o, g- = o, A = o. Ainsi cet axe a la propriété qu'en le prenant pour l'axe des x^ les valeurs des deux intégrales S:r^Dm, SxzMm (art. 22) deviennent nulles.
Supposons maintenant dans nos formules g" = o, à = o, et désignons par/*', /', m', n', ce que deviennent les quantités f^ /, m, n dans ce cas. Cette supposition donne d'abord ^ =o et î^ = o, c'est le cas précédent; ensuite elle donne aussi ^ et e^ infinis, et, par conséquent , eoâA = o, A = 90^; cette valeur répond aux deux autres racines de l'équation en s du troisième degré, et, par conséquent, à la position des deux autres axes. Or la première des équations en ^ et i^ (art. 25) devient, lorsque g et h sont nuls,
f{u?— s^) 4- {w! — n')su = 0,
et substituant pour ^ et a leurs valeurs,
y'(cos y* — cos /JL^) -f- {m' — n') cos ^ cos v = o ; mais en faisant cos A = o dans cos A^ -H cos fjL^ + cos v^ = i , on a
cos V = y/(i — cos |U*) = sin yw ; et rëquation précédente se réduit à celle-ci :
laquelle donne pour l'angle jul deux valeurs dont l'une surpasse l'autre de 90 degrés.
Ainsi ayant pris l'axe des x dans le premier axe de rotation, les deux autres axes de rotation uniforme seront dans le plan des j et z, et feront avec l'axe des j les angles jul et /ul-^ 90**, de manière que les trois axes de rotation seront rectangulaires entre eux, conmie ceux des coordonnées. On pourra donc prendre aussi ces deux derniers axes pour ceux des/ et z ; l'on aura alors ^ = 0, et, par conséquent, y = o; de sorte que la valeur de l'intégrale SjzDm sera aussi nulle.
SS8. Il existe donc pour chaque corps solide, quelle que soit sa figure et sa constitution, et par rapport à un point quelconque du corps, trois axes rectangulaires qui se coupent dans ce point, autour desquels le corps peut tourner librement et uniformément ; et ces trois axes sont déterminés par les conditions suivantes :
S^Dm = o, S.rzDm = o, SjzDra = o,
en prenant ces axes pour ceux des coordonnées ^, /, z.
Lorsque ces axes passent par le centre de gravité, on les nomme cuves principaux, d'après Ëuler, à qui on en doit la connaissance; on les nomme aussi axes naturels de rotation, ou, en général, a^es principaux, soit qu'ils passent par le centre de gravité ou non.
29. En faisanty= o, g' = o, A = o, ce qui a lieu par rapport aux trois axes pnncipaux, on a aussi, par les équations de l'art. 23,
dl dm dn
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ce qui fait voir que les quantités l, m^ n sont alors les plus grandes ou les plus petites. Pour pouvoir distinguer les maxima et les minima, il n'y aura
qu'à chercher les valeurs de ^j -tt^-, -^ , et Ton trouvera, à cause de ô constante,
-^ = îi[(n — /) cosyu^ — (/ — m) cos y^]fl%
-^=2[(/ — 7w)cosv' — (m — /i)cosA^]d*,
-^ = 2 [(m — n) cos A* — {n — /) cos^*]d*.
Donc, si / > m, m > /i, la valeur de ^ sera toujours négative, celle de ^-,-
toujours positive, et celle de -^-p pourra être positive ou négative; par conséquent, / sera toujours un maximum, n un minimum, et m ne sera ni l'un ni l'autre. On voit aussi que -^ — aura toujours une valeur négative, et ^^ aura toujours une valeur positive; de sorte que la quantité / 4- m sera toujours un maximum, et m -h n un minimum.
Les quantités l-h m^ / -H w, m -{- n^ qui expriment les sommes des produits de chaque molécule du corps par le carré de sa distance aux trois axes des z, j, X, se nomment, d'après Euler, moments d'inertie du corps relativement à ces axes ; ils sont pour le mouvement de rotation ce que les simples masses sont pour le mouvement progressif, puisque c'est par ces moments qu'il faut diviser les moments des forces d'impulsion, pour avoir les vitesses de rotation autour des mêmes axes.
C'est par la considération des plus grands et des plus petits moments d'inertie, qu'Euler a trouvé les axes principaux; maintenant, on les détermine ordinairement par les trois conditions
SocyDm = Oj S^zDm = o, SjzDm = o.
30. Puisqu'on est assuré, par l'analyse de l'art. 27, que l'équation en s
(art. 25) a ses trois racines réelles, il sera toujours facile de les trouver, en
comparant cette équation dégagée de son second terme, avec l'équation
connue
x^ — 3r^x — 2r* cos^ = o.
dont les trois racines sont
2rcos|7 — 2 r cos f 60"" H- | V — 2r cosf 60"*— |j.
On aura ainsi les trois valeurs de s que nous désignerons par Sy s\ s'\et les valeurs correspondantes u^u\u" . Et si l'on désigne de même par A, A', a'^ les angles que les trois axes principaux font avec Taxe des a:, par u? f^\ p»! les angles qu'ils font avec Taxe des j, et par v, v', v' ceux que ces mêmes axes font avec Taxe des z, on aura, par les art. 24 et 25,
VI -4-^' -H M
cos V = -7== >
et Ton aura des expressions semblables en marquant les lettres A, /u, v, ^5 u d'un trait, ou de deux. Ainsi la détermination des trois axes principaux pourra toujours s'effectuer par ces formules dans tout corps solide de figure quelconque, homogène ou non, pourvu qu'on connaisse les valeurs des quantités y, g, A, /, m, n pour une position quelconque donnée du corps, relativement aux axes fixes des a:, /, z.
En substituant ces valeurs de cos A, cos ac, cosv dans les trois équations de l'art. 22, on aura les valeurs des moments A, B, C qui seront nécessaires
pour faire tourner les corps avec une vitesse constante donnée fl, autour d'un axe fixe dans l'espace, dont la position sera donnée par les mêmes angles A, /U, v, et qui sera en même temps un des trois axes principaux du corps, selon qu'on prendra pour s et u l'une des trois racines de l'équation en s.
31. Comme ces trois axes sont toujours perpendiculaires entre eux, on pourra les prendre pour les axes des x\ /', z' dans les formules de l'art. 20. On aura ainsi, par la nature de ces axes,
S;r'r'Dm = o, Sj:'z'Dm=o, Sj'z'Dm==o;
et si l'on fait
/' = Sa:'^Dm, m'= S/^Dm, /i' = Sz''Dm,
Méc, anal, I. Zi
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les trois équations de l'article cité prendront cette forme très>simple :
(/' -hm')à'=B\
par lesquelles on a tout de suite les vitesses de rotation 4^ ^\ <p' autour des trois axes principaux.
C'est ici le lieu de démontrer la proposition que nous avons indiquée dans l'art. 19. En effet, en faisant A = o, B = o, C= o, on aura aussi (art. 20)
A'= o, B'= o, G'= o ; donc, les équations précédentes donneront 4'= o,
û>'= o, ^'= o, puisque les quantités /, m, n ne peuvent jamais être nulles pour un corps de trois dimensions. D'où l'on doit conclure qu'il ne peut y avoir de mouvement de rotation si les moments primitifs sont nuls.
Quand, parmi les trois moments A^ B^, G^ deux sont nuls, comme B' et G , ce qui a lieu lorsque l'impulsion se Eût dans le plan des y' z\ les deux vitesses
de rotation cùj 9 seront aussi nulles, et le corps tournera autour de l'axe prin-
cipal des x' avec la vitesse 4'- Or, par les formules de l'art. 20, on a
à cause des équations de condition entre les quantités a, j3, y, a', etc. : donc, faisant B'= o, C= o, on aura
et, par conséquent, constante ; donc, par la première équation, la vitesse 4' sera aussi constante.
52. A l'égard des valeurs de /', m', /i', il sera facile de les déduire de celles de /, /w, /i,/*, g^ h\ car les expressions de .r, j, z en .r', j', z\ en vertu des équations de condition (art. iO, sect. III, F* partie), donnent réciproquement
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Or, en prenant les axes deBos^y, z' pour les axes principaiix, on voit, par Tart. 21, que les quantités a, a\ a" sont identiques avec cos A, cosyu, cosv, et que, pareillement, /3, p^ ^" seront identiques avec cosV, cos/it^ cos v', et 7, 7', 7'' avec cos A'^ qos/i/, cosv''. Ainsi, en substituant les valeurs de ces cosinus données ci^dessus (art. 30), on aura
/ X + sy -+- uz
VI -h 5* -h k
/ x-^s'y -hii'z
d'où l'on tirera, en carrant et intégrant, après avoir multiplié par Dm,
On trouve dans la plupart des Traités de Mécanique la détermination des axes principaux dans différents corps ; dans ceux dont la forme est symétrique, l'axe de figure est toujours un des axes principaux : on peut trouver ensuite les deux autres par la formule de l'art. 27.
§ V. — Propriétés relatives aux forces DÎA^es.
33. En général, de quelque manière que les différents corps qui composent un système soient disposés ou liés entre eux, pourvu que cette disposition soit indépendante du temps, c'est-à-dire que les équations de condition entre les coordonnées des différents corps ne renferment point la variable ty il est clair qu'on pourra toujours, dans la formule générale de la Dynamique, supposer les variations Sxy <îy, Sz égales aux différentielles dxy dy^ dz^ qui représentent les espaces effectifs parcourus par les corps dans l'instant dt^ tandis que les variations dont nous parlons doivent représenter les espaces quelconques que les corps pourraient parcourir dans le même instant, eu égard à leur disposition mutuelle.
Cette supposition n*est que particulière , et ne peut fournir, par cpnsequent, qu'une seule équation ; mais étant indépendante de la forme du système, elle a l'avantage de donner une équation générale pour le mouvement de quelque système que ce soit.
Substituant donc dans la formule de l'art. 5 (section précédente), à la place des variations Sx^ Sy, Sz^ les différentielles dx^ dy, dzj et, par conséquent aussi, les différentielles dp, dq, dr, etc. , au lieu des variations J/?, ^q, Sr, etc. , qui dépendent de S^x, jy , ^z, on aura cette équation générale pour quelque système de corps que ce soit,
34. Dans le cas où la quantité Pdp -j-Qdq -^Rdr -{- . . . est intégrable, lequel a lieu lorsque les forces P, Q, R, etc., tendent à des centres fixes ou à des corps du même système, et sont fonctions des distances/;, q, r, etc., en faisant
Pdp -h Qdq -h Rdr -+-... = rfn, l'équation précédente devient
S( dxd^x -f- dvd^Y -+- dzd^z ,„\
I "^^ h an j m = o,
dont rintégrale est
c. ( dx^ -\- dy^ + dz^ \ „
dans laquelle H désigne une constante arbitraire, égale à la valeur du premier membre de l'équation dans un instant donné.
Cette dernière équation renferme le principe connu sous le nom de Consermtion des/or ces vives. En effet, dx^ 4- dy^ H- dz^ étant le carré de l'espace
1 1 dx ' [ //v * I dz '
que le corps parcourt dans l'instant dt, -j-^ sera le carré de sa
vitesse, et ^^ m sa force vive. Donc, S ( -^—ri ) ^ sera
la somme des forces vives de tous les corps, ou la force vive de tout le système ; et l'on voit, par l'équation dont il s'agit, que cette force vive est égale à la quantité a H — sSlIm, laquelle dépend simplement des forces accélé-
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ratrices qui agissent sur les corps, et nullement de leur liaison mutuelle, de sorte que la force vive du système est à chaque instant la même que les corps auraient acquise si, étant animés par les mêmes puissances, ils s'étaient mus librement chacun sur la ligne qu'il a décrite. C'est ce qui a fait donner le nom de Conservation des forces vives à cette propriété du mouvement.
35. Ce principe a lieu aussi lorsqu'on rapporte les mouvements des corps à leur centre de gravité ; car, en nommant comme ci-dessus (art. 3), x\y\ z^ les trois coordonnées du centre de gravité, et faisant or = a:' -f- g,j)^= r' -+- w, 3 = z' -H ^, les coordonnées 0, >i, ^auront leur origine dans le centre de gravité. On aura ainsi
^f dx^+dy^+dz^ \ _d x'^^dy^^dz'^ ^ \ ^d? ) ^ 2 A*
dx'r.dl dv' r.dr) dz' r.dt di^*-h dvi^-h dr
Par la nature du centre de gravité, on a (article cité)
Sd^ c} dn £1 dt
-^ni = o, S-y-m = o, S-rm = o.
dt ^ dt ' dt
Donc l'équation précédente étant différentiée et retranchée de celle de l'art. 33, on aura
3? î^m-hb^^ -j^, jm
-h S(Prf/?-t-Qrf^-t-Rû^ + .,.)m = o.
Mettons à la place de Vdp +- Q^ -h Rrfr -h . . . , la quantité équivalente Xctr -H Yrfy -+- Zrfz, et substituons pour dx^ dy^ dz les valeurs éir'-+- rff, flÇr'-+- dr\^ dz' -+- d}^y la dernière équation se réduira, en vertu des équations différentielles de l'art. 3, à celle-ci :
s (^i^^i+^^^^^±^i^) m H- s (XrfÇ + Yrf» + ZrfO m = o,
qui est analogue à celle de l'art. 35, mais où la quantité Xrff -h Yrfw -+- Zdl^ ne sera intégrable qu'autant que les forces seront dirigées vers les corps mêmes du système, et proportionnelles, à des fonctions des distances. Dans
ce cas, on aura
équation qui renferme fa Conserçaiion des forces n)wes, par rapport an centre de gravité. t
56. Au reste, il n'en est pas du principe des forces Dwes comme de ceux du centre de gras^ité et des aires, qui ont lieu quelle que soit l'action que les corps du système puissent exercer les uns sur les autres, même en se choquant, parce que toutes les forces intérieures disparaissent des équations qui renferment ces deux principes.
L'équation de la conservation des forces vives contient tous les termes dus aux forces tant extérieures qu'intérieures, et n'est indépendante que de l'action des corps, provenant de leur liaison mutuelle. Aussi ce principe a-t-il lieu dans le mouvement des fluides non élastiques, tant qu'ils forment une masse continue, et qu'il n'y a point de choc entre leurs parties ; et si la quantité de forces vives est la même avant et après le choc des corps élastiques, c'est qu'on suppose que les corps se sont rétablis après le choc, dans le même état où ils étaient auparavant; de sorte que les termes JV dp de l'expression n, qui proviennent des forces P dues au ressort des corps, et dont la valeur est la plus grande lorsque la compression est à son terme , décroissent ensuite par degrés égaux pendant la restitution, et redeviennent nuls à la fin du choc. C'est uniquement dans cette hypothèse que la conservation des forces vives peut avoir lieu dans le choc des corps élastiques.
Dans tout autre cas, lorsqu'il y a des changements brusques dans les vitesses de quelques corps du système, la force vive totale se trouve diminuée de la quantité des forces vives dues aux forces accélératrices qui ont pu produire ces changements ; et cette quantité peut toujours s'estimer par k somme des masses multipliées par les carrés des vitesses que ces masses ont perdues, ou sont censées avoir perdues dans les changements brusques des vitesses réelles des corps. C'est le théorème que M. Carnot avait trouvé dans le choc des corps durs.
57. On peut aussi, dans l'équation de l'art. Il de la section précédente,
supposer les variations ^x^ ^j, Sz proportionnelles aux vitesses a?, j, z que
les corps reçoivent par l'impulsion. On aura ainsi l'équation
S[m(^^4- j^4- z') H- Xo: + Yj -h Zz] = o,
dans laquelle la partie Sm{j?' -H j* -h z^) représente la ^rce vwe de tout le système.
Cette équation étant combinée avec les trois équations de Fart. 14, donne lieu à une propriété de maxiwis et minimis relative à la ligne autour de laquelle le système tourne au premier instant, lorsqu'il a reçu une impulsion quelconque, ligne qu'on peut aussi nopimer axe de rotation spontané.
Si 1 on nomme a, |3, y les parties des vitesses x, j, z, qui dépendent du changement de position respective des corps du système (*), et qu'on les ajoute à celles qui résultent des rotations (art. 17), on aura les valeurs
complètes de a?, y^ z, exprimées ainsi :
x=z(iù — J'^-l-a, jr=ix(p — z4 -+- ^, z=Xy — otû) -h 7. Supposons maintenant qu'on difTérentie ces valeurs, eo ne regardant que
4, û), (p comme variables, et qu'on dénote ces différentielles par la caracté^ ristique S (**) , on aura
ixz:=zzS^eo — J^?, Sy=^xS^ — Z^4î <î'z=j^4 — ^S^a,
Or, les trois équations de l'art. 14 étant multipliées respectivement par S(p^
^cù^ ^"4, et ajoutées ensemble, en faisant passer sous le signe S les différen-
tielles ô^^ ôof, (f^, qui sont les mêmes pour tous les corps, donnent, par la
{*) Ces quantités a, p, 7 ne sont pas suffisamment définies. Quel que soit, en effet, le déplacement d*nn système variable de forme, on pent le regarder camme résultant d'un mouvement arbitraire imprimé au systèoie solidifié, puis d*un second mouvement produisant le changement de position respective des points considérés. L'indétermination des quantités a , ^ , 7 rend cet art. 57 extrêmement obscur. Je dois avouer qu'il m'a été impossible de comprendre le raisonnement de Lagrange , et d'attacher même aucun sens précis au théorème qui termine le paragraphe. Les notes qui suivent se rapportent donc an seul cas d'un système solide. (/. Bertrand. )
(**) Ces variations, représentées par la caractéristique ^, se rapportent aux changements qu'éprouvent les vitesses par suite de l'introduction de liaisons nouvelles, les forces motrices restant les mêmes. Ainsi, par exemple, dans le cas d'un corps solide, les variations d peuvent résulter de l'introduction d'un axe fixe dans le système. (/. Bertrand. )
suhâtitution des valeurs précédentes,
S[m{x^x^ySx -h z^z) -f- XSx -f- Y«Jy H- 7Jz] = o.
Mais l'équation de la force vive trouvée ci-dessus étant différentiée relativement à ^(*), donne
S[2m{xlx -h X^X -f- z^z) -h X^x H- YSr -h 7j^z] = o. Donc on a, par la comparaison de ces deux équations,
Sm(.rJ'a; -f- J^j 4- zSz) = o, et, par conséquent,
^.Sm{x'-i-x''\-z') = o,
ce qui feit voir que la force vive que le système acquiert par l'impulsion est toujours un maximum ou un minimum Ç^) , par rapport aux rotations relatives aux trois axes ; et comme ces trois rotations se composent en une rotation unique autour de Taxe spontané, il s'ensuit que la position de cet axe est toujours telle, que la force vive de tout le système est la plus petite ou la plus grande, par rapport à ce même axe.
Euler avait démontré cette propriété de l'axe spontané de rotation pour les corps solides d'une figure quelconque ; on voit, par l'analyse précédente, qu'elle est générale pour un système de corps unis entre eux d'une manière invariable ou non, lorsque ces corps reçoivent des impulsions quelconques.
58. Lorsque le système est un corps solide qui peut tourner librement
C^) Si Ton suppose que les variations désignées par S soient finies, on aura, en difTérentiant réquatioo des forces vives,
/[2ni(i5x+j^J4-z^ij]4-[ni(^x)*H-{^jr)»4-(^3)»-hX^ar-h Y^jî-H-Z^zl^o;
et si l'on continue le raisonnement en ayant égard aux nouveaux termes introduits par cette hypothèse , on trouvera
ce qui montre que l'accroissement des forces vives est négatif et égal à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues par les différents points. (/. Bertrand,)
(**) Il résulte de la note précédente qu'elle est toujours un maximum. Cette remarque a été faite pour la première fois par M. Delaunay qui la justifie d'une manière très-différente. (Journal de M- Liouville^ tome V, page 255.) (/. Bertrand,)
autour d'un point, et qui n'est animé par aucune force accélératrice, on peut tirer de la combinaison de l'équation des/orces vives avec celle des aires une relation digne d'être remarquée par sa simplicité, et qui ne l'avait pas
encore été, que je sache, entre les vitesses de rotation 4> «? ?? P^ir rapport aux trois axes fixes des coordonnées x^ j, z. Dans ce cas, on a simplement (art. 17)
dx=^X(k =^{zeo — y^)dt^
dy =^ydt == [x(p — z^)dt^
dz = zdt = (/4 — Xûù)dt.
Donc, si Ton ajoute ensemble les trois dernières équations de l'art. 9, après
les avoir multipliées par ^, o^, 4» qu'on fasse passer ces quantités sous le signe S, et qu'on substitue -^ > ^» ^ ^ ^^ place de leurs valeurs, on aura
mais l'équation de l'art. 54 donne, lorsque n = o,
\ Tdë )m = H.
Donc on aura
A4 -f- Bûi -+- C(p = 2 H,
A, B, C étant les moments des forces primitives d'impulsion, et H étant une constante arbitraire qui doit être nécessairement positive.
Si dans cette équation on substitue pour A, B, C les expressions de l'art, il, yC', 7'G', ^0'^ ou G'cos/, C'cosm, G'cosw, et pour 4? «/^^ celles de l'art. 17, dcosA, Ôcosyu, âcosv, on aura
fl (cos / cos A + cos m cos /jl H- cos n cos r) = -^•
Dans cette formule, l, m^ n sont les angles que l'axe perpendiculaire Bxxplan iwariable fait avec les axes fixes des j;,j, z, etA, yt6,v sont les angles que l'axe instantané de la rotation composée, dont fl est la vitesse, fait avec les mêmes axes; donc, si l'on nomme a l'angle que l'axe instantané de rotation
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feît avec Taxe perpendiculaire au plan invariable, on aura, par une formule connue,
cos tr = cos / COB A -h cos m cos/w -h cos n cos r;
et, par conséquent, 9 cos ^ = -^ » où la quantité -^r est une constante qui
dépend de l'état initial ; ce qui donne un rapport indépendant de la figure du corps, entre la vitesse réelle de rotation à chaque instant, et la position de l'axe de rotation relativement au plan invariable.
Au reste, si Ton prend le plan des a:, y de manière qu'il passe par le centre du corps et par la droite suivant laquelle se fait l'impulsion, les constantes A et B deviendront nulles (art. 16), et l'équation générale trouvée
ci-dessus se réduira à C(p = 2 H, laquelle fait voir que la vitesse de rotation, par rapport à l'axe des z, c'est-à-dire parallèlement au plan de l'impulsion, demeure toujours la même.
§ VI. — Propriétés relatives à la moindre action.
59. Nous allons maintenant considérer le quatrième principe, celui de la moindre action.
En nommant u la vitesse de chaque corps m du système, on a •
et réquation des forces vives (art. 54) devient
laquelle, étant différentiée par rapport à la caractéristique «î", donne
%(u^u -h (ril)m = o.
Or, n étant une fonction de /?, ^, r, etc. , on a
Donc
S(P<î/?-+-Q^gr -+- R(Jr -h ..•)m=*^ — SmweTa.
Et cette équation aura toujours lieu, pourvu que Vdp + Ç^dq + R rfr
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soit une quantité intégrable, et que la liaison des corps soit indépendante du temps; elle cesserait d'être vraie si Tune de ces conditions n'avait pas lieu.
Qu'on substitue maintenant l'expression précédente dans la formule générale de la Dynamique (art. 5, sect. II), elle deviendra
S(^^8a:-^g8r + ^Sz-e^8r.)m = o.
Or,
= d.{dxSx-^ ^Sj-H dz^z) — dxdlx — dfd8y — dzdBz.
Mais, parce que les caractéristiques d et 8 représentent des différences ou variations tout à fait indépendantes les unes des autres, les quantités d^x^ rfSr, d8z doivent être la même chose que Séir, 8c(y, Bdz. D'ailleurs il est visible que dxldx -t- dytdy + dzZdz = |S. (ûtr* -h dy^ -+- dz^). Donc on aura
d^xlx -h dyiy + d'^zlz
= d.{dxlx -H dyly + dz^z) — {^.{dx^ + dy^ -H dz"). Soit s l'espace ou l'arc décrit par le corps m dans le temps t ; on aura
ds = ^d:jo^ -hdy^ -^dz^j et cfe = — • Donc
d^x^x -h d^yly -^d^zlz = d.{dxlx -h dy^y -f- dz^z) — ds^ds; et, de là,
d^x ^ d^y ^ d^z ^ d.ldxâx-k-dyây-i^dzâz) u*dds
Ainsi la formule générale dont il s'agit deviendra
o ( dAdxdx+driY'^dzdz) u^âds «. \
ou, en multipliant tous les termes par l'élément constant dt = — i et remar-
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quant que u^ds H- dsiu = S.{uds)^
Couime le signe intégral S n*a aucun rapport aux signes différentiels £^ et c, on peut faire sortir ceux-ci hors de celui-là; et l'équation précédente prendra cette forme,
dt
Intégrons par rapport au signe différentiel rf, et dénotons cette intégration par le signe intégral ordinaire /, nous aurons
Or le signe J, dans l'expression f^.SmudSj île pouvant regarder que les variables u et «y, et n'ayant aucune relation avec les signes S et S, il est clair que cette expression est la même chose que celle-ci, B.Smfuds; et, si Von suppose que, dans les points où commencent les intégrales fuds^ on ait OcT = o, 8j' = o. Sz = o, il faudra que la constante arbitraire soit nulle, parce que le premier membre de l'équation devient nul dans ces points. Ainsi on aura, dans ce cas,
^ o r j Sld^dx -h dydY-hdziz)ïn
ô.Sm uds = — ^ "^ ^— •
•' dt
Donc, si l'on suppose de plus que les variations ix^ ^j, 8z soient aussi nulles pour les points où les intégrales fuds finissent, on aura simplement ù.Sxnfuds = o, c'est-à-dire que la variation de la quantité Sm fuds sera nulle; par conséquent, cette quantité sera un maximum ou un minimum.
De là résulte donc ce théorème général, que, dans le mouvement d'un système quelconque de corps animés par des forces mutuelles d'attraction, ou tendantes à des centres fixes y et proportionnelles h des fonctions quelconques des distances, les courbes décrites par les différents corps, et leurs vitesses, sont nécessairement telles, que la somme des produits de chaque masse par l'intégrale de la vitesse multipliée par l'élément de la courbe est un maximum ou un minimum, pourvu que Von regarde les premiers et les
derniers points de chaque courbe comme donnés, en sorte que les variations des coordonnées répondantes à ces points soient nulles. C'est le théorème dont nous avons parle à lîi fin de la première section, sous le nom de Principe de la moindre action (*).
40. Mais ce théorème ne contient pas seulement une propriété très-remarquable du mouvement des corps, il peut encore servir à déterminer ce mouvement. En effet, puisque la formule Sm fuds doit être un maximum ou un minimum, il n'y a qu'à chercher, par la méthode des variations, les conditions qui peuvent la rendre telle; et, en employant l'équation générale de la conservation des forces vives, on trouvera toujours toutes les équations nécessaires pour déterminer le mouvement de chaque corps. Car, pour le maximum ou minimum, il faut que la variation soit nulle, et que, par conséquent, on ait 8 . Sm fuds = o ; et de là, en pratiquant dans un ordre rétrograde les opérations exposées ci-dessus, on retrouvera la même formule générale d'où l'on était parti.
Pour rendre cette méthode plus sensible, nous allons l'exposer ici en peu de mots. La condition du maximum ou minimum donne, en général, ^.Sm fuds = o, et faisant passer le signe différentiel S sous les signes S et f (ce qui est évidemment permis par la nature de ces différents signes), on aura l'équation Sm f8{uds) = o; ou bien, en exécutant la différentiation par o,
Smf{ds8u -h uBds) = o.
Je considère d'abord la partie Smfds8u; en mettant pour ds sa valeur ridt^ elle devient Smfuludt, ou, changeant l'ordre des signes S et /, qui sont absolument indépendants l'un de l'autre, fdtSmu^u. Or l'équation générale du principe des forces vives donne (art. 34)
Sw^m = 2H — aS.IIm,
dîl étant égal à Pdp -h Qdq -+- Kdr -+-...; donc, différentiaiit suivant 0,
{*) L*intégra1e Smfnds est un maximum ou un minimum, si on la compare aux intégrales analogues relatives à tout autre mouvement du système qui serait produit par les mêmes forces, et dans lequel, malgré l'introduction de liaisons nouvelles laissant subsister le principe des forces vives, les positions initiales et finales resteraient les mêmes. Peut-être cet énoncé, qui résulte évidemment de ta démonstration , n^est-il pas rendo assez explicite dans le texte. (/. Bertrand. ]
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on aura
SacTwm = — S^Tnm = — S(PJ> + Q(r5f-hR(rr+ . . .)m,
parce que n étant supposée une fonction algébrique dep^q^rj etc. , la dififérentielle Sll est la même que la dllj en changeant seulement «^ en S, Ainsi la quantité Smfds^u se réduira à cette forme,
—fdtS{Vip + Qiq -h RcTr + . . . ) m.
Je considère ensuite l'autre partie Smfu^dsy et j'y substitue, à la place de ds^ sa valeur exprimée par des coordonnées rectangles, ou par d'autres variables quelconques. En employant les coordonnées rectangles a:, j, z,
on a
ds = ^dx* H- dy^ -h dz^ :
donc, différéntiant suivant S^
j, dxàdx-^dyddy-irdzddz
OU bien, en transposant les signes d, J", et écrivant di au lieu de Sd^ ce qui est toujours permis à cause de Tindépendance de ces signes,
r, , dxdàx -h dyddy -h dtdiz
à^ — as ;
on aura ainsi, en substituant cette valeur, et mettant cif à la place de — 9
/• jr.» rdxdâx-h dyddy -^dzddz
Comme il se trouve ici, sous le signe intégral J, des différentielles des variations (Tx, jy, Sz, il faut les faire disparaître par l'opération connue des intégrations par parties, suivant les principes de la méthode des variations. On
transformera donc la quantité i — ^ — ^i celle-ci, qui lui est équivalente,
et, supposant que les deux termes de la courbe soient donnés, en sorte que les coordonnées qui répondent au commencement et à la fin de l'intégrale
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ne varient point, on aura simplement
dx
dt
/dxdox /»^ 1 dx
—dr- = -P'"^Tt
On trouvera de même et, pareillement,
de sorte qu'on aura cette transformée
Donc la quantité SmfuSds deviendra, en transposant les signes S et /, et supposant dt constant,
-JdtsUxd.^-hSyd.^,-h^zd.^,^ni.
L'équation du maximum ou minimum sera donc
laquelle devant avoir lieu, en général, pour toutes les variations possibles (*), il faudra que la quantité sous le signe / soit nulle à chaque instant ; on aura ainsi Téquation indéfinie
équation qui est la même chose que la formule générale de la Dynamique (art. S, sect. II), et qui donnera par conséquent, comme celle-ci, toutes les équations nécessaires pour la solution du problème.
( * ) Il n'est pas absolument exact de dire que cette équation a lieu pour toutes les variations possibles , car les équations de liaison doivent toujours être satisfaites. La suppression de Tintégration par rapport au temps semblerait devoir être justifiée d'une autre manière, en remarquant , par exemple^ que les valeurs de t entre lesquelles elle est prise sont arbitraires. (/. Bertrand. )
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41. Au lieu des coordonnées a?, j, z, on peut employer d'autres indéterminées quelconques, et tout se réduit à exprimer l'élément de Tare ds en fonction de ces indéterminées. Qu'on prenne, par exemple, le rayon ou la distance rectiligne à l'origine des coordonnées, qu'on nommera p, avec deux angles, dont F un -\> soit l'inclinaison de ce rayon sur le plan des x et y, et l'autre (p soit l'angle de la projection du même rayon sur ce plan avec l'axe des a*, on aura
5;:=psin4î .;K = p<îos4 sin^, a; = pcos^cos^,
et, de là, on trouvera
ds^ = dœ^ -f- dy^ H- dz^ = rfp^ H- p^ (dl4^ + cos 4' d(p^ ) ,
expression qu'on pourrait aussi trouver directement par la Géométrie. Différentiant donc par J", et changeant ^d en d^^ on aura
dsStds = dpdSp d'où, en divisant par dt =z —<, et en intégrant, on aura
fuSds = /-
di
'p'^[d^dd^ — s\ii^coh^d(f^d^ -f- cos^*d(fdd^)
On fera disparaître de dessous le signe / les doubles signes dS^ par des intégrations par parties, et l'on rejettera d'abord les termes qui contiendraient des variations hors du signe /, parce que ces variations devant alors se rapporter aux extrémités de l'intégrale, deviennent nulles par la supposition que les premiers et derniers points des courbes décrites par les corps soient donnés et invariables. On aura ainsi cette transformée,
Ju^ds = — JduSs
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par conséquent, l'équation du maximum ou minimum sera
dt^ ' ^' dt^ r^ ' d^
Égalant à zéro la quantité qui est sous le signe /, on aura une équation indéfinie, analogue à celle de Tarticle précédent, mais qui, au lieu des variations ix^ ^j, (Tz, contiendra les J'p, tT^, 8'\\ et Ton en tirera les équations nécessaires pour la solution du problème, en réduisant d'abord toutes les variations au plus petit nombre possible, faisant ensuite des équations séparées des termes affectés de chacune des variations restantes.
En employant d'autres indéterminées, on aura des formules différentes, et Ton sera assuré d'avoir toujours, dans chaque cas, les formules les plus simples que la nature des indéterminées puisse comporter. Voyez le second volume des Mémoires de ï Académie de Turin ^ où l'on a employé cette méthode pour résoudre différents problèmes de Mécanique (*) .
42. Au reste, puisque ds =^ udt^ la formule Sm Juds, qui est un maxirmum ou un minimum^ peut aussi se mettre sous la forme Sm fu^dt^ ou fdtSmu^j dans laquelle Smu^ exprime la force vive de tout le système dans un instant quelconque. Ainsi le principe dont il s'agit se réduit proprement à ce que la somme des forces vives instantanées de tous les corps, depuis le moment où ils partent des points donnés, jusqu'à celui où ils arrivent à d'autres points donnés, soit un maximum ou un minimum. On pourrait donc l'appeler, avec plus de fondement, le principe de la plus grande ou plus petite force "vive; et cette manière de l'envisager aurait l'avantage d'être générale, tant pour le mouvement que pour l'équilibre, puisque nous avons vu dans la sect. III de la I" partie (art. 22), que la force vive d'un système est toujours la plus grande ou la plus petite dans la situation d'équilibre.
(*) Voyez aussi une Note remarquable d*01inde Rodrigues, Correspondance sur l'École Folytech nique, tome m, page 169. (/. Bertrand,)
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DE DYNAMIQUE
1. La formule à laquelle nous aYons réduit, dans la sect. II, toute la théorie de la Dynamique, n'a besoin que d'être développée pour donner toutes les équations nécessaires à la solution de quelque problème de cette science que ce soit ; mais ce développement, qui n'est qu'une affaire de pur calcul, peut encore être simplifié, à plusieurs égards, par les moyens que nous allons employer dans cette section.
Comme tout consiste à réduire les différentes variables qui entrent dans la formule dont il s'agit, au plus petit nombre possible, par le moyen des équations de condition données par la nature de chaque problème, une des principales opérations est de substituer, à la place de ces variables, des fonctions d'autres variables. Cet objet est toujours facile à remplir par les méthodes ordinaires; mais il y a une manière particulière d'y satisfaire relativement à la formule proposée, qui a l'avantage de conduire toujours directement à la transformée la plus simple.
2. Cette formule est composée de deux parties différentes qu'il faut considérer séparément.
I^a première contient les termes
^{'^i^^'^fy^ÇfsA^.
qui proviennent uniquement des forces résultantes de l'inertie des corps. La seconde est composée des termes
S(PJ> -h QcTy -h RcTr -h . . .)m,
dus aux forces accélératrices P, Q, R, etc., qu'on suppose agir effectivement sur chaque corps, suivant les lignes /?, 9, r, etc. , et qui tendent à dimi nuer ces lignes. La somme de ces deux quantités étant égalée à zéro, constitue fa formule générale de la Dynamique (sect. II, art. S).
5. Considérons d'abord la quantité d^x^x H- d^y^y -f- d^zSz\ il est clair que si Ton y ajoute celle-ci, dxd^x + dydSf -+- dzdizj la somme sera intégrable, et aura pour intégrale dx^x h- dySy H- dz^z. D'où il suit que Ton a
d^xSx H- d^ySy -h d^zSz = d. {dx^x -+- dyhy 4- dz^z) — drdSx — dydSy — dzd^z.
Or, le double signe c/cT étant équivalent à Sd^ par les principes connus, la quantité dxd^x -f- dydSy H- dzdSz peut se réduire à la forme
dx^dx 4- dyMy 4- dz&dz^ c'est«à-dire à \^. (dx^ H^ dy^ -^dz^).
Ainsi Ton aura cette réduction
d^x^x H- d^yiy -f- d^zSz = d. {dxSx -h dySy 4- cizcJ^^;)
par laquelle on voit que pour calculer la quantité proposée
d^xSx -+- d^ySy •+• d^z^z^
il suffit de calculer ces deux-ci, qui ne contiennent que des différences premières,
dxSx -h dySy H- dzSz^ dx^ -+- dy^ H- dz^ ,
et de différentier ensuite Tune par rapport à d^ et l'autre par rapport à i^.
4. Supposons donc qu'il s'agisse de substituer à la place des variables a*, y, 2, des fonctions données d'autres variables f, 4> ?> ^t^.; différentiant ces fonctions, on aura des expressions de la forme
dx=iAd^ -+- Brf4 -+-Cfl?^ dy = A'rfÇ H- B'rf4 -h C'rf(p
dz = A'^rfÇ-h B''rf4+ CV(p
dans lesquelles A, A', A'^ B, B', etc., seront des fonctions connues des
mêmes variables Ç, 4> ?> etc.; et les valeurs de 8a?, 8j, 8z seront exprimées
aussi de la même manière, en changeant seulement d en 8.
Faisant ces substitutions dans la quantité dxBx -h dy^y + dziz, elle
deviendra de cette forme,
où F, G, H, I, etc., seront des fonctions finies de ^^ -y^^j ^, etc^
Donc, changeant 8 en d^ on aura aussi la valeur de cte^-h djr^ -h dz^^ laquelle sera
Fd^'-h 2Gd^d4 ^ Rd^^ ^ 2ld^d<l>
Qu'on difFérentie par d la première de ces deux quantités, on aura la différentielle
d.{Fd^).8^-^Fd^d8^ -hd.{Gd^).^
d.{Gd4).8^^Gd^d84^Gd4d8^
d.{ïld4).^^Hd4d^
différentiant ensuite la seconde par S, on aura celle-ci :
5Frff -h 2 Fd^8d^ -h 2 BGd^d4 + nGd^U^
-t-2Grfg8rf4+8Hrf4^+ aHrf^Sé^^-i- ....
Si donc l'on retranche la moitié de cette dernière différentielle de la première, et qu'on observe que dB et ^d sont la même chose, on aura
d.{Fd^).8^ — \8Fd^'H-d.{Gd^).84 + d. {Gd4) . Sf — \8Gd^d4 + d. {Hd4) . ^ — \md4'
pour la valeur transformée de la quantité d^xlx H- d^y^y + d^zcz.
Or il est visible que cette valeur peut se déduire immédiatement de la dernière différentielle, en divisant tous les termes par 2, en changeant les signes de ceux qui ne contiennent point la double caractéristique 8dy et en effaçant dans les autres la d après la 8, pour l'appliquer aux quantités qui multiplient les doubles différences affectées de Bd. Ainsi le terme 8Fd^'^ donne —\8Fd^\ le terme 2Fd^8d^ donnera rf.(Frf^).8^, le terme 2 ^Gd^d'>l. donnerai — ^Gd^d^l^^Xe terme iGd-^l^^d^ donnera rf.(Grf4)-8^, et ainsi des autres.
S. D'où il s'ensuit que si Ton désigne par $ la fonction de ^, 4? Pi ^^^-i et de d^j,d'\^ d^, etc. , dans laquelle se transforme la quantité
l{dx'^dy'-hdz')
par la substitution des valeurs de x, j, z, en ^, 4> ?> etc. , on aura, en général, cette transformée
d^x^x -^d^ySy -h d^zSz
rf.^)^<p
en dénotant, suivant F usage, par jr- le coefficient de ^% dans la différence <J^$, par jj^ le coefficient de ^d^ dans la même différence; et ainsi des autres.
6. Ce qu'on vient de trouver d'une manière particulière, aurait pu l'être plus simplement et plus généralement par les principes de la méthode des variations.
Soit, en effet, une fonction quelconque de x^ j, z, etc., dx^ dy^ dz^ d^Xj d^fj d^Zj etc., laquelle devienne une fonction de 0, 4? ?> etc., rf^, fl?4î <^?5 etc., d^^^ ^*4» ^^^y etc., par la substitution des valeurs de ^, j, s, etc. , exprimées en ^, 4» ^> etc. ; en difïérentiant par rapport à tT, on aura cette équation identique,
^•^ = S '^^ ^ lè*^*^'^ ^- j^*^^'-^ -^ • • •
+ 3— (Tz -h 3-j- (TrfZ -H TTT- <î^« 2; 4- . . .
Qu'on y change les doubles signes id^ ^d^^ etc. , en leurs équivalents dS^ d^^j etc.; qu'ensuite on intègre par rapport à rf, et qu'on fasse disparaître, par des intégrations par parties, tous les doubles signes dS^, d^S, etc., sous le signe intégral / qui se rapporte au signe différentiel d; on aura une équation de cette forme :
dans laquelle
f{A^x ^ B(5y -hC^z -h . . .) H- Z
A = '*-rf.
dz
ddx àdy ddz
dd*x J4»
^'^ -âd*
rf.
dd^
drf»
\idr
rf.
àd^y ^■dd*z
Sx
Sz
od*x
dd^
rf.
rf.
rf.
Jd^
Donc, rediffërentiant et transposant, on aura l'équation k^x -h BiTr -h CeTz -h . . . — Mi% — W^ — C'cTip — . . . = rfZ'— rfZ,
laquelle doit être identique et avoir lieu quelles que soient les variations ou différences marquées par la lettre cT.
Ainsi, puisque le second membre de cette équation est une différentielle exacte par rapport à la caractéristique d, il faudra que le premier membre en soit une aussi par rapport à la même caractéristique, et indépendamment de la caractéristique S\ or c'est ce qui ne se peut, parce que les termes de ce premier membre contiennent simplement les variations Sx^ cTj, Sz^ etc., ^0, (T^, etc. , et nullement les différentielles de ces variations.
D'où il suit que pour que l'équation puisse subsister, il faudra nécessairement que les deux membres soient nuls chacun en particulier ; ce qui donnera ces deux équations identiques,
kSx + BJy -+- CeJ^z H- . . . = M^Z -h B'cT^ -h CStp -h . . . ,
dTL = rfZ ,
lesquelles peuvent être utiles dans différentes occasions. Soit, par exemple, $ = ^(d!r' + dy^ -h rfz*), on aura
et ainsi des autres quantités semblables ; donc
A = — d'x, li=z — dy, G = — d^z;
ensuite, comme 9 ne contient que des différences du premier ordre, on aura simplement
^ ^^ JZ — ^'TJZ^ " • •
0(f oa(f
Donc on aura l'équation identique
qui s'accorde avec celle de Tart. 5.
Il résulte de là que pour avoir la valeur de la quantité
en fonction de 0, 4) ?> etc., il suffira de chercher la valeur de la quantité
c ( dx* -^ dy* + dz^\
en fonction àe ^^ '\^ (p^ etc^ elàe leurs différentielles ; car, nommant T cette fonction, on aura sur-le-champ la transformée
Et cette transformation aura lieu également, quand même parmi les nouvelles variables il se trouverait le temps t^ pourvu qu'on le regarde comme constant, c'est-à-dire qu'on fasse tTf = o.
De plus, il est facile de voir qu'une pareille transformation aura lieu aussi dans le cas où les variations iTf , ^4? <^^> eXQ.^ ne seraient pas des différentielles exactes, pourvu qu'elles représentent des quantités indéterminées, et que la variation ST soit de la forme
/ÎT* «ÎT* rîT*
quels que soient d'ailleurs les coefficients -^ > —rç ? jr » etc.
8. Au reste, il est bon de remarquer que si l'expression de T renferme
un terme dA, qui soit la diffërentielle complète d'une fonction A dans laquelle une des variables, comme ^, n'entre que sous la forme finie, ce terme ne donnera rien dans la transformée précédente, relativement à cette variable. Car, faisant
T = dA=-;^d^^~d4+ ...,
on a
àT _dA ^T _ d^ ,g d^ , .
Tdi — 'd^' Jî — '^âT^'^'W'^'^ ■"
d*A jy. d^A , I , //A
Donc d.j^ — TT > coefficient de 8Ç, deviendra
. dA I dA
II s'ensuit de là que si l'expression de T contenait un terme de la forme BrfA, A étant fonction de 0, 4> ^*^-> sans rf^, et B une fonction quelconque sans Ç, ce terme donnerait simplement, relativement à la variation de Ç, le
terme -rr <^B-
Car donnant au terme BrfA la forme rf.(BA) — Ad^B, on voit d'abord que le terme e/.{BA) ne donnerait rien- relativement à la variation de f, puisque AB contient ^ sans cf f ; ensuite, comme d^ ne contient point ^md^y et que A contient f sans c/f , on voit qu'en faisant T = — ArfB, on aura
_ = o, et ^=-^dB;
de sorte que le coefficient de £^ se réduira à tr- dB.
9. A l'égard de la quantité PJ/? -h Q^q -h RtTr -h . . . , elle est toujours facile à réduire en fonction de Ç, 4? ?j ^t^? puisqu'il ne s'agit que d'y réduire séparément les expressions des distances/?, ^f, r, etc., et des forces P, Q, R, etc. Mais cette opération devient encore plus facile, lorsque les forces sont telles, que la somme des moments, c'est-à-dire la quantité
Pdp-hQdg-hBdr
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est integrable, ce qui, comme nous l'avons déjà observé, est proprement le
cas de la nature.
Car supposant, comme dans Tart. 34 de la sect. III,
du = Pdp H- Qdq -h Rrfr
on aura II exprimé par une fonction finie de/?, 7, r, etc.; par conséquent, on aura aussi
Multipliant par m et prenant la somme pour tous les corps du système, on
aura
S (P8p + Q^q -+- RSr + . . .) m = SSOm = S.Snm,
puisque le signe S est indépendant du signe 8,
Il n'y aura ainsi qu'à chercher la valeur de la quantité Sllm en fonction de ^, 4 9 9 9 etc. ; ce qui ne demande que la substitution des valeurs de x, y, z, en f, 4, ^, etc., dans les expressions de/?, 9, etc. (art. 1, sect. II, r® partie) ; et cette valeur de Sllm étant nommée V, on aura immédiatement
10. I>e cette manière, la formule générale de la Dynamique (art. 2) sera transformée en oelle-ci ;
280H-y84-h$S(PH- . . . =0,
dans laquelle on aura
"" ~^' ddl il "^ il j dT dT à\
^ , (ÎT âT d\ = d. -^-j
dd(f â^ d(f
en supposant
T = s (^^^^±^) m, V = Snin,
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et
dn = Pdp -h Qdq H- Kdr
Si les corps m et m' du système, regardés comme des points dont la distance mutuelle est p, s'attiraient avec une force accélératrice représentée par P fonction de p, il est facile de voir que le moment de cette force serait exprimé par mm'Prfp, et il faudrait ajouter à la valeur de V la quantité mm'jPrfp; et ainsi s'il y avait dans le système d'autres forces d'attraction mutuelle.
En général, si le système renfermait des forces quelconques F, G, etc., tendantes à diminuer la .valeur des quantités /*, g, etc., on aurait FS^fj GtTg", etc., pour les moments de ces forces (art. 9, sect. II, I"^ partie) ; et en regardant F comme fonction de/*, G comme fonction de g", etc., il faudrait ajouter à la valeur de V autant de termes de la forme fFdf\ fGdg^ etc., qu'il y aurait de pareilles forces.
Or, si dans le choix des nouvelles variables ^, 4? ^j ^*^*j ^^ ^ ^" égard aux équations de condition données par la nature du système proposé, en sorte que ces variables soient maintenant tout à fait indépendantes les unes des autres, et que, par conséquent, leurs variations Sf , §4» ^^> ^*^*> demeurent absolument indéterminées, on aura sur-le-champ les équations particulières a = o, Y=:o,$ = o, etc., lesquelles serviront à déterminer le mouvement du système ; puisque ces équations sont en même nombre que les variables ^, 4» ?? ^^^y d'où dépend la position du système à chaque instant.
11. Mais quoiqu'on puisse toujours ramener la question à cet état, puisqu'il ne s'agit que d'éliminer, par les équations de condition, autant de variables qu'elles permettent de le faire, et de prendre ensuite pour ^, 4> ?? etc. , les variables restantes ; il peut néanmoins y avoir des cas oii cette voie soit trop pénible, et où il soit à propos, pour ne pas trop compliquer le calcul, de conserver un plus grand nombre de variables. Alors les équations de condition auxquelles on n'aura pas encore satisfait, devront être employées à éliminer, dans la formule générale, quelques-unes des variations Sf, §4» ^tc. ; mais, au lieu de l'élimination actuelle, on pourra aussi faire usage de la méthode des multiplicateurs, exposée dans la I'* partie (sect. IV).
Soient L = o , M = o , N = o , etc. , les équations dont il s'agit, réduites en
fonctions def, 4> ?» ®*^-? ®^ sorte que L, M, N, etc., soient des fonctions données de ces variables. On ajoutera au premier membre de la formule générale (article précédent) la quantité ASL-|-/tfcâM-f-v8N-h ..., dans laquelle A, /u, v, etc., sont des coefficients indéterminés; et Ton pourra regarder alors les variations S|, S4> S^j etc., comme indépendantes et arbitraires.
On aura ainsi F équation générale
SS^ H- W^ H- $8(p -f. . . , H- aSL + ^SM -h vSN 4- . . . = o,
laquelle devant être vérifiée indépendamment des variations 8^, 84? ^^j ^*^* ' donnera ces équations particulières pour le mouvement du système,
• „ ^ âh âM (ÎN
„, . , cîL cîM (ÎN .
^ . , cîL (ÎM (ÎN
d'où il faudra ensuite éliminer les inconnues A, ^t, v, etc., ce qui diminuera d'autant le nombre des équations ; mais en y ajoutant les équations de condition qui doivent nécessairement avoir lieu, on aura toujours autant d'équations que de variables.
12. Comme ces équations peuvent avoir différentes formes plus ou moins simples, et surtout plus ou moins propres pour l'intégration, il n'est pas indifférent sous quelle forme elles se présentent d'abord ; et c'est peut-être un des principaux avantages de notre méthode, de fournir toujours les équations de chaque problème, sous la forme la plus simple, relativement aux variables qu'on y emploie, et de mettre en état de juger d'avance quelles sont les variables dont l'emploi peut en faciliter le plus l'intégration. Voici, pour cet objet, quelques principes généraux, dont on verra ensuite l'application dans la solution de différents problèmes.
Il est clair, par les formules que nous venons de donner, que les termes différentiels des équations pour le mouvement d'un système quelconque de corps, viennent uniquement de la quantité T qui exprime la somme de toutes
les quantités 4^ ^ m, relativement aux différents corps; chaque
variable finie, comme ^, qui entrera dans l'expression de T donnant le terme — -jr- > et chaque variable différentielle, comme rf^, donnant le terme
d. jjr' D'où Ton voit d'abord que les termes dont il s'agit ne pourront contenir d'autres fonctions des variables, que celles qui se trouveront dans l'expression même de T ; par conséquent, si, en employant des sinus et cosinus d'angles, ce qui se présente naturellement dans la solution de plusieurs problèmes, il arrive que les sinus et cosinus disparaissent de la fonction T, elle ne contiendra alors que les différentielles de ces angles, et les termes en question ne contiendront aussi que ces mêmes différentielles. Ainsi il y aura toujours à gagner, pour la simplicité des équations du problème, à employer ces sortes de substitutions.
Par exemple, si, à la place des deux coordonnées Xj^, on emploie le rayon vecteur r, mené du centre des mêmes coordonnées, et faisant avec l'axe des x l'angle (p, on aura
a? = rcosç, j = rsinç, et différentiant,
dx = cos çdr — r sin (pd(pj dy = sin ^dr -h r cos ^d^ ;
donc,
ctr^-+- rfr^= dr^-\- rV(p%
expression fort simple, qui ne contient ni sinus ni cosinus de ^, mais seulement sa différentielle d^. De cette manière, la quantité dx^ -+- rf^^+ dz^ se trouvera changée en r^rfç^-+- rfr^ + rf^^
On pourrait encore substituer, au lieu de r et z, un nouveau rayon vecteur p avec l'angle 4 que ce rayon fait avec r qui en est la projection ; ce qui donnerait
r = pcos4î z = psin4?
et, par conséquent,
V. dr'^ -+- dz^ = c/p" -h p*rf
de sorte que la quantité dx^-h dy^ -+- dz^ serait transformée en celle-ci.:
p^ (cos* 4^?'* •+* ^4*) -f- ^p^-
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Ici il est clair que p sera le rayon mené du centre des coordonnées au point de l'espace où est le corps m, 4 ^^^ l'inclinaison de ce rayon sur le plan des X et j, et ^ l'angle de la projection de ce rayon sur le même plan avec Taxe des x\ et l'on aura, comme dans l'art. 4 de la sect. II, I** partie,
j; =z p cos 4 cos cp, X = p cos 4 sin ç, z = psin 4-
Enfin, on pourra employer à volonté d'autres substitutions, et, lorsque le système est composé de plusieurs corps, on pourra les rapporter immédiatement les uns aux autres par des coordonnées relatives ; les circonstances de chaque problème indiqueront toujours celles qui seront le plus propres. On pourra même, après avoir trouvé, d'après une substitution, une ou quelques-unes des équations du problème, déduire les autres d'autres substitutions : ce qui fournira de nouveaux moyens de diversifier ces équations , et de trouver les plus simples et les plus faciles à intégrer.
13. Les autres termes des équations dont il s'agit dépendent des forces accélératrices qu'on suppose agir sur les corps, et des équations de condition qui doivent subsister entre les variables relatives à la position des corps dans l'espace.
Lorsque les forces P, Q, R, etc. , tendent à des centres fixes ou à des corps du même système, et sont proportionnelles à des fonctions quelconques des distances, comme cela a lieu dans la nature, la quantité Y qui exprime la somme des quantités mf{Pdp -+- Qrf/jr -h Rdr H- . . . ) pour tous les corps m du système, sera une fonction algébrique des distances , et fournira pour chaque
variable ^ dont elle se trouvera composée, un terme fini de la forme -gy
De même les équations de condition L = o, M = o, etc. , fourniront pour
la même variable ? les termes A -yrr^ u-vr' «te- -, et ainsi des autres. De sorte
qu'il n'y aura qu'à ajouter à la valeur de V les quantités aL, ^uM, etc., en regardant ensuite A, /w, etc. , comme constantes dans les différentiations en S. Si donc quelques-unes des variables qui entrent dans la fonction T, n'entrent point dans V, ni dans L, M, etc. , les équations relatives à ces variables ne contiendront que des termes différentiels, et l'intégration n'en sera que plus fadle, surtout si ces variables ne se trouvent dans T que sous la forme différentielle. C'est ce qui aura lieu lorsque, les corps étant attirés vers
des centres, on prendra les distances à ces centres, et les angles décrits autour d'eux pour coordonnées.
14. Une intégration qui a toujours lieu lorsque les forces sont des fonctions de distances, et que les fonctions T, V, L, M, etc«, ne contiennent point la variable finie t^ est celle qui donne le principe de la conservation des forces vives. Quoique nous ayons déjà montré comment ce principe résulte de notre formule générale de la Dynamique (sect. III, art. 54), il ne sera pas inutile de faire voir que les équations particulières déduites de cette formule, fournissent toujours une équation intégrable, qui est celle de la conservation des forces vives.
Ces équations, considérées dans toute leur généralité, étant chacune de la forme (art. 11)
, (ÎT dT cîV ^cîL , (JM^ _
si on les ajoute ensemble après les avoir multipliées par les différentielles respectives rf^, d'^^ etc., et qu'on fasse attention que les quantités V, L, M, etc., sont paf l'hypothèse des fonctions algébriques des variables Ç, 4, etc., sans t^ il est clair qu'on aura l'équation
dY H- Xdh -+- /wrfM -h . . . = o
mais L = o, M = o, etc., étant les équations de condition, on aura généralement dL = o, rfM = o, etc. ; par conséquent, l'équation précédente se réduira à
Or on a _
et comme T est une fonction algébrique des variables ^, 4? ^^- 9 ^^ ^^ ^^^^^ différentielles rf^, ^4? ^*^-î ^^^^ ^y on aura
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donc r équation deviendra
laquelle est évidemment intégrable, et dont l'intégrale est
^''? + ^^''4-)-----T + V=const.
Maintenant, puisque T = S ^^''^^y [+^ ^^ y ^st évident que, quelques
variables qu'on substitue pour a?, j, z, la fonction résultante sera nécessairement homogène et de deux dimensions, relativement aux différences de ces variables; donc, par le théorème connu, on aura
Donc rihtégrale trouvée sera simplement T -f- V = const., laquelle contient le principe de la conservation des forces vives (sect. III, art. 34). Si la quantité V n'était pas une fonction algébrique (*), on n'aurait pas
dV = -Tz- d^ -h ' ' ' j et siles quantités T, L, M, etc., contenaient aussi la variable^, alors leurs différentielles rfT, rfL, dM, etc., contiendraient aussi les termes -^-dt^ -r-dt^ -j- dt^ etc. ; donc les réductions qui ont rendu l'équation intégrable n'auraient plus lieu, ni par conséquent le principe de la conservation des forces vives.
15. Quoique le théorème sur les fonctions homogènes dont nous venons de parler, soit démontré dans différents ouvrages, et qu'on puisse, par conséquent, le supposer comme connu, la démonstration que voici est si simple, que je ne crois pas devoir la supprimer. Si F est une fonction homogène de
{*) U faut, pour comprendre ce passage, se rappeler la définition de la fonction V. On a posé (art. 9) rfn = Prf/? -f- Q«^y -h R</r -f- . . . , puis ensuite V = Snm. Pour que V soit, suivant l'expression deLagrange, une fonction algébrique, il faut et il suffit que II en soit une, c'est-à-dire que V dp -^ (^dq -\- fidr -^ ... soit une différentielle exacte; si cela n'a pas lieu, la fonction n n'existe plus , et il en est de même de V : fonction algébrique signifie simplement ici fonction , et cette expression Jie doit, en aucune façon , être regardée comme opposée à celle de fonction non algébrique.
différentes variables x, y y etc., et qu'elle soit de la dimension n^ il est clair qu'en y mettant oo?, ajr^ etc. , à la place de Xj y, etc. , elle deviendra nécessairement a"F, quelle que soit la quantité a. Donc, faisant a = i -h a, et regardant oc comme une quantité infiniment petite, l'accroissement infiniment petit de F, dû aux accroissements infiniment petits ax^ aj, etc. , de x^y, etc. , sera nocF. Mais en faisant varier a?, y, etc. , de a^, aj, on a, en général, pour la
variation de F,
dF dF
dx dy
Donc, égalant ces deux expressions de l'accroissement de F, et divisant par a,
on aura
T. cîF dF
16. L'intégrale relative à la conservation des forces vwes est d'une grande utilité dans la solution des problèmes de Mécanique, surtout lorsque la fonction T ne contient que la différentielle d'une variable qui ne se trouve point dans la fonction V ; car cette intégrale servira alors à déterminer cette même variable, et à l'éliminer des équations différentielles.
A l'égard des intégrales qui se rapportent à la conservation du mouvement du centre de gravité, et au principe des aires, et que nous avons déjà trouvées d'une manière générale dans la sect. HI, elles se présenteront d'ellesmêmes dans la solution de chaque problème, pourvu qu'on ait soin, dans le choix des variables, de séparer le mouvement absolu du système, des mouvements relatifs des corps entre eux, ainsi que nous Tavons fait dans la section citée.
Les autres intégrales dépendront de la nature des équations différentielles de chaque problème ; et l'on ne saurait donner de règle générale pour les trouver. Il y a cependant un cas très-étendu, qui est toujours susceptible d'une solution complète en termes finis ; c'est celui où le système ne fait que de très-petites oscillations autour de sa situation d'équilibre. Nous destinons une section particulière à ce problème, à cause de son importance.
17. Lorsque le système dont on cherche le mouvement est composé d'une infinité de particules ou éléments dont l'assemblage forme une masse finie de
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figure variable, il faut employer une analyse semblable à celle que nous avons exposée dans le § II de la sect. IV de la I"* partie ; mais à la place de la caractéristique dj que nous y avons employée (art. 1 1 et suiv. ) pour désigner les différences des variables relatives aux différents éléments du système, il faudra substituer la caractéristique D, qui répond à la caractéristique intégrale S, relative à tout le système, afin de pouvoir conserver l'autre caractéristique d pour les différences relatives au temps, auxquelles nous Tavons destinée dans la sect. II de la seconde partie, art. 7.
Ainsi en nommant m la masse entière, et Dm un de ses éléments, il faudra mettre Dm au lieu de m dans les expressions de T et de V de Tart. 10.
S'il y a pour chaque élément du corps des forces F, G, etc., qui tendent à diminuer les quantités y, g", etc., dont ces forces sont fonctions, il faudra ajouter à la valeur de V les expressions SJFd/^ SJGdgj etc.
Et s'il y a des équations de condition L = o, M = o, etc., qui doivent avoir lieu à chaque point de la masse m, il faudra mettre SaSL, S /u S M, etc. , à la place de aSL, yttSM, etc., dans les formules de l'art. II.
Les quantités y, g", etc., ainsi que L, M, etc., pouvant renfermer des différences des variables relatives à la caractéristique D, il faudra alors faire disparaître les doubles signes SD, SD*, etc. , par l'opération connue des intégrations par parties, de manière qu'il ne reste sous le signe S que les variations simples marquées par 8 ; et les termes hors du signe S se rapporteront uniquement aux extrémités des intégrales-
Il faudra enfin avoir égard aussi aux forces et aux équations de condition relatives à des points déterminés de la masse m, et en tenir compte dans la formule générale ; mais elles ne donneront que des termes indépendants du signe S.
Les variations qui resteront sous le signe S donneront, en égalant leurs coefficients à zéro, autant d'équations indéfinies pour le mouvement de chaque élément du système ; et les variations hors du signe donneront des équations déterminées pour certains points du système.
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CINQUIÈME SECTION
MÉTHODE GÉNÉRALE D'APPROXIMATION POUR LES PROBLÈMES DE DYNAMIQUE, FONDÉE SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES.
Les équations générales que nous avons données dans la section précédente étant du second ordre, demandent encore des intégrations qui surpassent souvent les forces de l'analyse connue ; on est obligé alors d'avoir recours aux approximations, et nos formules fournissent aussi les moyens les plus propres à remplir cet objet.
1. Toute approximation suppose la solution exacte d'un cas de la question proposée, dans lequel on a négligé des éléments ou des quantités qu'on regarde comme très-petites. Cette solution forme le premier degré d'approximation, et on la corrige ensuite en tenant compte successivement des quantités négligées.
Dans les problèmes de Mécanique qu'on ne peut résoudre que par approximation, on trouve ordinairement la première solution en n'ayant égard qu'aux forces principales qui agissent sur les corps ; et pour étendre cette solution aux autres forces qu'on peut appeler perturbatrices, ce qu'il y a de plus simple, c'est de conserver la forme de la première solution, mais en rendant variables les constantes arbitraires qu'elle renferme ; car, si les quantités qu'on avait négligées, et dont on veut tenir compte, sont très-petites, les nouvelles variables seront à peu près constantes , et l'on pourra y appliquer les méthodes ordinaires d'approximation. Ainsi la difficulté se réduit à trouver les équations entre ces variables.
On connaît la méthode générale de faire varier les constantes arbitraires des intégrales des équations différentielles, pour que ces intégrales conviennent aussi aux mêmes équations augmentées de certains termes; mais la forme que nous avons donnée, dans la section précédente (art. 10), aux équations générales de la Dynamique, a l'avantage de fournir une relation entre les variations des cpnstantes arbitraires que l'intégration doit y introduire, laquelle simplifie singulièrement les formules de ces variations, dans les problèmes où elles expriment l'effet des forces perturbatrices. Nous allons d'abord démontrer cette relation ; nous donnerons ensuite les équations les plus
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simples pour déterminer les variations des constantes arbitraires dans les problèmes dont il s'agit.
§1. — Où l'on déduit des équations données dans la section précédente, une relation générale entre les variations des constantes arbitraires.
2. Soit un système quelconque de corps m, animés par des forces accélératrices P, Q, R, etc., qui tendent à des centres quelconques fixes ou non, et qui soient proportionnelles à des fonctions quelconques de leurs distances /7, ^, r, etc. , à ces centres.
Supposons qu'en ayant égard aux équations de condition du système, on ait exprimé les coordonnées a?, /, z de chacun des corps, en fonctions d'autres variables ^, 4» ?» ^^-9 ^^^ soient tout à fait indépendantes entre elles, et qui suffisent pour déterminer la position du système à chaque instant.
On aura, pour le mouvement de tout le système, les équations de l'art. 10 de la section précédente, et il est facile de voir que ces équations seront du second ordre par rapport aux variables ^, 4> ?> ^tc. ; de sorte que les valeurs complètes de ces variables, qu'on trouvera par l'intégration, et qui seront exprimées en fonctions du temps t, contiendront deux fois autant de constantes arbitraires qu'il y a de variables. Comme ces constantes doivent demeurer arbitraires, on peut les faire varier à volonté; ainsi on pourra différentier les équations dont il s'agit relativement à ces constantes, qui sont supposées contenues dans les expressions des variables f» 4' ^' ^^«
3. Faisons, pour plus de simplicité, d^=^^'dtj d'\=^'\'dt^d^=^'dt^eXc.j la quantité T déviendra une fonction de ^, 4? ^> ^tc- ? et de ^', 4'» ?'> ^'c. ; et si les forces tendent à des centres fixes, ou à des corps du même système, la quantité V sera une simple fonction de ^, 4» ^> etc. Dans ce cas, en faisant Z = T — V, on aura
dT _ àZ (?T _ iZ_ JT^ _ dZ
OÙ l'on pourra changer la caractéristique ^ en d, puisqu'elle ne sert qu'à représenter des différences partielles.
Ainsi les équations différentielles du mouvement du système (art. 10, sec^
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tion précédente) 9 étant multipliées par dtj se réduiront à cette forme plus simple,
7 dÉj d£à j
4. DifTérentions ces équations par rapport à la caractéristique ^(*), que nous regarderons comme relative uniquement aux variations des constantes arbitraires qui sont censées contenues dans les expressions des variables 0, 4) ^9 etc. , dont Z est fonction ; et comme la caractéristique d^ qui affecte les
termes d. -jpj ^- 537' ^'^* > i^'^st relative qu'à la variable t qui représente le
temps, on pourra, par les principes du calcul des variations, changer la double caractéristique M en dS'^ de sorte qu'on aura les équations
dt-o
^^' rff -
S.^^dt—o,
^. j^dt-O,
De même, si pour représenter des variations différentes des mêmes constantes arbitraires, on emploie la caractéristique A, on aura '
dà . -j^Ti — A . -rrr rf^ = o, rfA . -5-7 — A . —j— dt = o,
( *) On suppose ici que ces équations ayant été intégrées, on ait substitué aux variables Ç, >p 9 • • • , leurs expressions générales fournies par cette intégration. Les équations deviennent alors identiques» et l'on peut les diCférentier par rapport aux diverses lettres qui y figurent. (/. Bertrand, )
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H. Multiplions maintenant les premières équations respectivement par A^, a4> A(p, etc., et retranchons de leur somme celle des dernières équations multipliées respectivement par ^^, ^4» <^?> ^^^- > ^^ ^"^
— S^d^.j^ — «r4rfA. ^, — hdH.-^, -h
+ (^^A.:^^ -h^4A. ^ + S<pA. ^ + . . .) rf« = O.
OrA?rfS.^ = e^.f aÇS.^,') — rfA?S.^;maisrfA? = Arf0 = A|'rf<, à cause de d^ = ^'rff (hyp.) ; donc
A?rf8.^=rf.(A?s.^)-Ara.§cfe. .
On aura pareillement
et ainsi des autres formules semblables.
Par le moyen de ces transformations, l'équation précédente deviendra de cette forme,
A?S.^H- a4S.^H- A<pS.5| +
cfe
«fe = o.
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6. Or, si Ton développe les expressions ^ • -^' ^ " ^ ' ^*^' ' ^^"^^ ^"^ '^^ expressions semblables ^ • ^ ' ^ • ^/' ^tc., en regardant Z comme fonction
de ^, 4? ^j ®'^^' ^* ^^ ^'» 4' ^'? ®*^'î ^' ^* facile de voir que les termes multipliés par dt dans Téquation précédente, se détruisent mutuellement. En effet, on a
5, rfZ d^Ta ^y, , d^Z ^ I , , d^Z ^^f d^Z ^ »f
^<|, "rfgrff '' ^ rf<{-» " ^ ^ • ■ ' ^ rf<{<rf|' '' ' <f<{<rftp
» rfZ «?'Z j,g <f*Z « I , , «*Z Rw/ a*Z jj 1/
ce qui donne, en ordonnant les termes par rapport aux différences partielles de Z, ce développement
4^ (A4sr+ Ar H) + 4^7 (a4S4'+ a4'H) p- ^^'«^' + ^ i^^'^-^' + ^4'sr) + ^ a4'H'
En changeant les caractéristiques S, A Tune dans l'autre, on aura le développement de l'expression semblable
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Mais on voit que ce changement n'en produit aucun dans le développement précédent; d'où il suit que les deux expressions sont identiques : de sorte que, comme elles se trouvent dans l'équation ci-dessus avec des signes différents, elles doivent s'y détruire.
Ainsi on aura simplement l'équation
A^S.^ -h a48. ^ -H A(pS. ;^, + . . .
dans laquelle on peut changer Z en T, puisque Z = T — V, et que V ne doit point contenir les variables ^', 4', ^', etc. (art. 5). On voit par cette équation que la quantité
- S0A.^ - S4a.^ - S(pA. 5^ - . . .
est toujours nécessairement constante relativement au temps t^ auquel se rapportent les différentielles marquées par la caractéristique d\ que, par conséquent, si l'on y substitue les valeurs des variables ^, 4» ^j ^tc-^ exprimées en fonctions de t et des constantes arbitraires, déduites des équations d'un problème quelconque de Mécanique, la variable t s'évanouira d'elle-même, quelles que soient les variations qu'on fera subir à ces constantes dans les quantités affectées des caractéristiques S et A; ce qui est une nouvelle propriété très-remarquable de la fonction T, qui représente la force vive de tout le système, et ce qui peut fournir un critère général pour juger de l'exactitude d'une solution trouvée par quelque méthode que ce soit. Mais l'usage principal de cette formule est pour la variation des constantes arbitraires dans les questions de Mécanique, comme nous allons le montrer.
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§ II. — OÙ Von donne les équations différentielles les plus simples pour déterminer les variations des constantes arbitraires, dues à des /or ces • perturbatrices.
8. Supposons maintenant qu'après avoir résolu le problème contenu dans les équations difTérentielles de l'art. 3, par l'intégration complète de ces équations, il s*agisse de résoudre le même problème, mais avec l'addition de nouvelles forces appliquées au nlême système, tendantes à des centres fixes ou mobiles d'une manière quelconque, et proportionnelles à des fonctions des distances aux centres. Ces nouvelles forces, qu'on peut regarder comme des forces perturbatrices du mouvement du système, étant d'une nature semblable aux forces P, Q, R, etc. , d'où dépend la fonction V, ajouteront à cette fonction une fonction analogue que nous désignerons par — 11. De sorte qu'il n'y a qu'à mettre V — à la place de V, dans les équations de l'art. 10 (section précédente), et, par conséquent, Z — Q à la place de Z, dans les termes de celles de l'art. 5, qui contiennent les différences partielles de Z relatives à f , 4> ?> etc. , pour avoir les équations du nouveau problème, lesquelles seront ainsi,
1 dTà dTà f rflï 1
t dit dlà j, dOi ,,
CL . -T-ï T- M = -j— ut
df d(f d(f ^
9. Si l'on suppose connues les expressions des variables ^, 4? ?> etc., en t et en constantes arbitraires, dans le cas où les seconds membres de ces équations sont nuls, on peut, en conservant ces mêmes expressions, mais en rendant variables leurs constantes arbitraires, faire en sorte qu'elles satisfassent 9ussi à la totalité de ces équations ; et l'objet de l'analyse que nous allons exposer, est de donner les formules les plus simples [Jour la détermination de ces constantes devenues variables.
Nous remarquerons d'abord que, puisque ces constantes sont en nombre double de celui des variables Ç, 4> ^» ^'c. , comme nous l'avons déjà observé (art. 2), et, par conséquent, en nombre double de celui des équations aux-
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quelies il &ttt sâti^iré, ott pourra encore h» Msn^uir à nn nombre de conditions atbitrd^ëà éga) à cehii de ëes^ variables.
Les conditions les plus simples et en même temps les plus appropriées à la
chose, sont que les valeurs de -^j -^j -tJ> etc., conservent aussi la même
forme qtie si les constantes n'y variaient point. De cette manière^ non-seulement les espaces parcourus par les corps, mais encore leurs vitesses seront détermiriées par des formules semblables^ soit que les constantes arbitraires demeurent invariables, comme lorsqu'il n'y a point de forces perturbatrices, soit qu'elfes deviennent variables par l'effet de ces forces.
Ces conditions auront de plus l'avantage de réduire an premier ordre les équations différentielles entre les nouvelles variables, de sorte qu'on aura un nombre double d'équations, mais du premier ordre seulement.
10. En employant, comme dans Tart. 4, la caractéristique 8 pour désigner les différentielles dues uniquement à la variation des constantes arbitraires, tandis que la caractéristique d ne se rapporte qu^aux différentielles relatives au temps ^, les conditions dont nous veriotis de parler seront exprimées par les équations
dans lesquelles il faut remarquer que toutes les constantes arbitraires doivent devenir variabfes à la fois, de sorte que la caractéristique ^ indiquera dans la suite la variation simultanée {*) de toutes les constantes arbitraires, au lieu que dans les formules de l'art. 4 et suivants, la même caractéristique dénotait en général les différentielles relatives à la variation de toutes les constantes, ou seufemëht dé qtfelque^unes d'entre elles à volonté^ ainsi que l'autre caractéristique A.
Donc, èA faisant tout vaHer^ les différentielles de f , 4 9 0i ^^^-^ seront simplement rff ^ d^, rf^, etc., ou bien ^^dt, '^'dt^ ^' dJt^ etc., comme si le tetnps seul variait.
Ainsi, dans les équations de l'art. 8^ la fonctioii Z sera la même, soit que
(*) C'est-à-dire la variatioa des fonctions qui remplacent ces constantes, et qui, dans chaque problème, sont parfaitement déterminées, de telle sorte que leur valeur soit une fonction du temps dont la variation n'a rien d'aibitraire. (/. Bertrand. )
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les constantes arbitraires soient censées variables ou non ; mais en regardant ces constantes comme varial^Jes, les di^érences ^--jy^ ^--JiÙ^^' d"^^ ^^^' '
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devront être augmentées des termes ^-jp^ ^'dé'^ ^' T'' ^^^'^ ^^^ ^ '^ variation des constantes.
D'un autre côté, comme par l'hypothèse le^ foQetions .de t et des constantes qui représentent les valeurs de ^, 4' ^» ^*'^-' satisfont identiquement aux mêmes équations, sans leurs seconds membres, dans le cas où ces constantes ne varient p9s,<quelles que soient d'aiUeiurs leurs valeurs, il est clair que les termes
j rfZ rfZ » I «Z dZi f f dZi dZi »
se détruiront d'eux-n(iêmes, et pourront, par .conséqiiQnt, c^^re effacés.
On aura donc simplement, pour la variation des constantes arbitraires, les équations
j, dZ _da, j^ ^Z _ rfft , j, dZ _ dii,
^' di^ — HJ^^' ^'d^—d^^^' ^-rf^— rf^^^'- • •'
qu'il faudra combiner avec les équations données ci-4^.us, S^ = Oj S-y^z^o, ^(p = o, etc.
Ces équations étant en nombre double «de celui, des variables^, 4? (p^ etc. , et, par conséquent, en-mêipe nombre que les iconstantesarbitrfiires (ait. 2), serviront à déterpiiner /toutes ces icmistaates. devenues variables.
il. Les équations qu'on vient de trouver étant multipliées respectivement par A^, a4) A(P, etc., et ensuite ajoutées ensemble, donnent
Ici Af , a49 àk<p^ etc., indiquent, comme dans l'art. 4, des différentielles des fonctions ^, 4? <p9 etc. , prisesi^enfai^s^t varier ^ul^nent les constantes arbitraires d'une manière quelconque, <soit gu'eQes varient toutes en même temps, ou quelques-unes seulement à volonté.
Or, en regardant Çl comme une fonction de f , 4? 9? ^^^ ^^ aura, en
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diffërentiant par rapport à A,
^ ^ diï ^y dit ^ ^ da .
A.n = ^Af+^A4 + ^A(p +
Donc on aura
A.flcft===Af<J^. j^+A4<r.2;pH- A(p<J^.-^;H-
Retranchons du second membre de cette équation la quantité
^^^' di^ -^ H^' d^' -^ ^^^'d^* -^ •••'
qui est nulle en vertu des équations de condition ^^=o, J^ = ^> (Tcp = o, etc., on aura cette formule générale,
~ ^^^-rfg^ — ^4^.^, — ^^A.^, — ...
~ ^^ ^ • Jf ' ~ ^'^ ^ • 3f ~ ^^ ^ • rfi^ ~ • • ' '
en changeant Z en T, comme dans lart. 7.
On voit que le second membre de T équation précédente est la même fonction que nous avons vu devoir être indépendante du temps t (art. 7) : d'où il suit qu'après y avoir substitué les valeurs de ^, 4» ^> ^^y ^^ fonctions de t et des constantes arbitraires, on pourra y faire t nul ou égal à une valeur quelconque.
12. Donc, si Ton suppose, ce qui est toujours permis, que ces fonctions, ainsi que celles qui représentent les valeurs de ^p» 'rn^ 'j~i^ ^^^-j soient développées en séries de puissances ascendantes de ^, de cette manière :
4 = |3 -h |3'« + jS"*' + p''t' + . . . ,
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et qu'on substitue ces valeurs dans le second membre de l'équation de l'article précédent, on pourra y faire ^ = o, ce qui les réduira aux seuls premiers termes a, ]3, 7, etc., A, /a, v, etc.
Cette équation se réduira ainsi à la forme
— AAcTa — A^e^/S — ^ifSy — ....
15. Les quantités a, p, 7, etc., A, ^t, v, etc., ne peuvent être que fonctions des constantes arbitraires que la double intégration introduit dans les expressions finies des variables ^, 4> ^? ^t^-» ^* ^'^^ P^"* ^^ssi les prendre pour ces mêmes constantes.
En effet, les constantes arbitraires qui donnent à la solution d'un problème de Mécanique toute l'étendue qu'elle peut avoir, sont les valeurs initiales des variables, ainsi que celles de leurs différences premières, c'est-à-dire
les valeurs de ^, 4» <P? etc. > ^^ de ^ » ^ > Th^ ^^^"* ^^^^^^ ^ = o ; ces valeurs
sont donc, dans les expressions de ^, 4? ?9 etc. , que nous avons adoptées, 6c, |3, 7, etc. , a', /3', y\ etc. Or, T étant une fonction donnée de Ç, 4» ?, etc. ,
et de f = ^ , 4'= 5^^' ^ "^ ^' ^'^^ *' ^^* ^'^^'^ qu'en faisante = o dans
les fonctions T^> -jr;? ^;> etc., ce qui les réduit à A, /^, v, etc., ces constantes A, /t6, V, etc., seront les mêmes fonctions des constantes «9 /3, 7^, etc.,
jrrt //T* //T
^'> /3', y\ etc. ; que les fonctions^,» 337' rf^' ^^^^ '^ ^^'^^^ ^^^ variables ^, 4> ^ï etc., f , 4\ ç'j etc. Par conséquent, au lieu de prendre immédiatement a', ]3', y, etc., pour constantes arbitraires, on peut prendre celles-ci, A, ^c, V, etc., qui en dépendent. Ainsi on aura a, ^, y, etc.. A, /u, v, etc., pour les constantes arbitraires des expressions de Ç, 4? ?» etc. ; et l'on voit
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que le nombre de ces constantes sena précisément double de celui des variables ^, 4» ^» ^*^-
De cette manière, la différentielle à . H, dans laquelle la caractéristique A
ne doit affecter que les constantes arbitraires contenues dans 12, à raison des valeurs de ^, 4» ^^ ^^' » ^"^ renferment ces constantes, deviendra
En la substituant dans le premier membre de Féquation de l'article précédent, et ordonnant les termes par rapport aux différences marquées par A, on aura
^ f^dt-^Sc^àh^^^^dt-^ê^y^-hl^^ . =o.
Comme on peut donner aux différences Aa, A/3, etc., marquées. par la caractéristique A, une valeur quelconque, il faudra que Téquation soit vérifiée, indépendamment de ces différences, ce qui donnera autant d'équations particulières, telles que
'j^dt= — ^ot, ^dt = —S^, ^dt= — ^y,....
14. Les différences .marquées par la caractéristique ^ sont proprement les différentielles des constantes arbitraires devenues variables (art. 10); ainsi, comme ces différentielles peuvent maintenant être rapportées également au temps £, il est permis et même convenable -de changer le ^>en dy et Fon aura, pour la détermination des nouvelles variables a, p, >, etc. , A, /e«, y, etc. , les équations
da _ _da d^_ _dSl dy _ _da dt oT dt d\t. dt """ dv
dl _da ^_rfû dv da
7ît~da' 'dt~d^' dt~^'"
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qui sont, comme Ton voit, sois ime forme trè^-simple, et qui fournissent ainsi la solution la plus simple du problème de la variation des constantes arbitraires.
15. Comme la fonction SI renferme les quantités a, (B, 7, etc. , A, yu, v, etc. , il faudra les regarder aussi comme variables dans les difTérences partielles de cette fonction ; mais lorsque la valeur de £î, qui dépend des forces perturbatrices, est supposée fort petite, il est clair que les variations de ces quantités seront aussi fort petites, et qu'on pourra, dans la première approximation, les regarder comme constantes dans les différences partielles de Î2, et n'avoir égard à leur variabilité que dans les approximations suivantes.
Dénotons par a, 6, c, etc., /, m, n, etc., les parties constantes de a, |S, 7, etc.. A, /bty V, etc., et par a', |3', >', etc., a', iu\ v\ etc., leurs parties variables, qui, étant de l'ordre de la quantité 11, serrcHit nécessairement trèspetites, et soit O la valeur de fl, en y changeant a, /3, 7, etc. , A, /w, v, etc. , en a, è, c, etc., /, m, n^ etc.
On aura ainsi
et Ton aura par le développement
Les équations diffénentidles de l'article précéckent donnâront
d}K = -^r- dtj dfd! ^=:^ —Tj- dt^ rfy'= -^^ dt^ ... ;
car il est évident que les différences partielles relatives à a, |3, 7, etc. , A, a, V, etc., peuvent être rapportées aux quantités analogues a, è, c, etc. , /, w, w, etc.
Pour la première approximation, on aura iî = 0, O étant une simple
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fonction de t; donc on aura par l'intégration
En substituant ces valeurs dans l'expression de Û» on aura pour la seconde approximation,
daj dl
do rdo ,. do rdo
dm
» rdo j, do rdo ,,
J1b'^'--^Jd^'^^
et ainsi de suite.
16. 11 y a ici une remarque importante à faire. Si la fonction O ne contient le temps que sous les signes de sinus et cosinus, il est clair que la valeur de a ne contiendra, dans la première approximation, que les mêmes sinus et cosinus. Mais on pourrait douter si, dans l'approximation suivante, elle ne contiendrait pas des termes où le temps t serait hors des signes de sinus et de cosinus, et qui, croissant continuellement, augmenteraient à l'infini la valeur de H, et rendraient, par conséquent, l'approximation fautive.
Pour lever ce doute, nous remarquerons que de pareils termes ne pourraient venir que d'une partie constante de Û, c'est-à-dire dégagée de tout • sinus ou cosinus renfermant le t.
Soit donc A cette partie qui sera fonction des constantes arbitraires a, |3, 7, etc., A, At, V, etc. Ainsi O contiendra une pareille fonction de a, è, c, etc., /, m, », etc., que nous dénoterons encore par A.
En substituant A au lieu de O dans l'expression de ù de l'article précédent, on aura la partie de 11, due à la constante A, dans la seconde approximation, et cette partie sera
dAdA dAdA.
dl da da dl
±AdAdAdA^ dm db db dm '
jo\x l'on voit que les termes affectés de t se détruisent mutuellement.
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Ainsi Ton est assuré que la seconde approximation ne donne dans Ù aucun terme qui croisse avec le temps t; mais il resterait à voir s'il en pourrait naître dans les approximations suivantes.
Au reste, le même terme constant A pourrait donner encore dans il des termes multipliés par tj étant combiné avec des termes non constants de la même fonction Cl ; mais alors le t qui se trouverait dégagé des sinus et cosinus, serait en même temps multiplié par des sinus ou cosinus d'angles proportionnels au temps. La même chose aurait lieu si le coefficient de t sous les signes de sinus et cosinus était fonction des constantes arbitraires a, |3, 7 , etc. , parce qu'alors les différentiations partielles de (î, relatives à ces constantes, feront sortir le t hors des sinus ou cosinus. Mais on peut remarquer, en général, que lorsque les approximations successives font paraître des termes de la forme dont il s'agit, dans lesquels des sinus ou cosinus se trouvent multipliés par l'angle qui est sous ces sinus ou cosinus, ces sortes de termes sont presque toujours le résultat du développement d'autres sinus ou cosinus, et l'on peut les éviter en intégrant directement les équations différentielles entre les constantes arbitraires devenues variables ,
17. Quoique les constantes arbitraires que nous avons employées soiejit celles qui se présentent le plus naturellement, et qui donnent les résultats les plus simples, il arrive souvent que les différentes intégrations introduisent à leur place d'autres constantes, mais qui ne peuvent être que des fonctions de celles-là.
Nous désignerons, en général, les constantes arbitraires qui sont censées entrer dans les expressions des variables Ç, 4? <Pj etc. , par a, è, c,/, gy etc. , dont le nombre doit être également double de celui des variables ; et pour avoir les relations entre ces nouvelles constantes et les premières, il suffira
de supposer ^ == o dans les valeurs des fonctions ^, 4» ^> ^^c., -jpj -Tr,y
•^y etc., et d'égaler les résultats aux quantités a, |3, y, etc.. A, yu, v, etc.
De cette manière on aura autant d'équations entre ces différentes constantes, par lesquelles on pourra déterminer les valeurs de a, 6, c,/, g^ etc., en fonctions de a, |3, 7, etc.. A, At, r, etc.
Nous supposerons donc ces fonctions connues, et la différentiation nous
Méc. anal. I. 4^
Hi
^ca:
mq
lUB
donnera tout de
suite
da
da da
doi
da
da j
■^dy^y
da -^dl
rfA
da dii
df/,-
da 1
Donc, substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 14) de rfa, rfj5, etc. , et divisant par dt^ on aura
da
dt
da da dX da
da da dyL d^
da da d)^ dy
da da da 'dX
da da
dp dii
da da dy dv
Il en est de même des valeurs de j-> ^^ etc., pour lesquelles il n'y aura qu'à changer dans l'équation précédente a en 6, en c, etc.
18. Mais ces formules contiennent encore les difîerences partielles de iï relatives aux constantes or, ^, 7^, etc., et il s'agit de les chariger en différences partielles relatives à a, 6, c, etc., ce qui est facile par les opérations connues.
En effet, comme Q est censée maintenant fonction de a, i, c, etc. , et que ces quantités sont elles-mêmes fonctions de a, |3, y, etc.. A, yu, v, etc., on a tout de suite, par l'algorithme des différences partielles,
^_dada daM da de da da da db da de da
da_dada da M dade
"5^~^5p"^"3&rf/3"^ de
et il n'y aura plus qu'à substituer ces valeurs dans celles de -t-j -tt^ etc. , de
l'article précédent.
En feisant ces substitutions et ordonnant les termes par rapport aux différences partielles de iî, on voit d'abord que le coefficient de -^ est nul dans
la valeur de ^ > que celui de -tt- est nul dans la valeur de ^ > etc .
SECOJVDE PAUTIB. — LA DYNAMIQUE. 3l5
Ensuite si , pour représenter la valeur de ^ > on emploie la formule
du j f\ diï i V dix i j*\ dil
on aura
. , V da db da db da db
(a.b) _ jj ^ H- 2^^ -I- _ _ H_ . . .
. da db da db da db da dX d^ d[i dy dv ' * * '
y V da de da de da de
da de da de da de da dy d^ dfi dy dv
db
Et pour avoir la valeur de -j- ' îl ^'y ^ura qu'à changer dans ces formules a en è et 6 en a, en remarquant que Ton a (b^a) = — {(^yb) ; on aura ainsi
db / f\ dil ti \ dQ» il y>\ dH
/f \ db de db de M de
db de db de db de ~didl^d(idii~d^di~''''
En général, si k représente une quelconque des constantes aiintraires a, bj c^/, etc., et qu'on observe que la valeur des symboles représentés par deux crochets devient nuHe lorsque les deux lettres renfermées entre les crochets sont identiques, et qu'elle change simplement de signe lorsqu'on change Tordre de ces lettres, on aura ces formules générales,
dk / . V dil / y * V dit / « V dit
/f V dk da dk da dk da
_^da _dk^da _dk^ da
da dX d^ dfi ^ dy dv ' ' ' '
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19. Le principal usage de ces formules est dans la théorie des planètes , pour calculer l'effet de leurs perturbations, en le réduisant à la variation des constantes arbitraires qui sont les éléments du mouvement primitif. Elles sont surtout utiles pour déterminer les variations que les astronomes appellent séculaires, parce qu'elles ont des périodes très-longues et indépendantes de celles qui ont lieu dans les variables primitives.
Comme les équations de Tart. 18 ne contiennent d'autres fonctions du temps que les différences partielles de la fonction il^ si l'on cherche par la résolution en séries, ou autrement, la partie A de la fonction fi, qui est indépendante du temps ^, et ne contient que les constantes arbitraires a, 6, c, etc., il suffira de substituer, dans ces équations, A au lieu de fi, et Ton aura directement les équations entre les quantités a, b, c, etc., devenues variables, et le temps t, lesquelles serviront à déterminer leurs variations séculaires, parce qu'elles sont débarrassées de tout sinus ou cosinus.
§111. — Oà l'on démontre une propriété importante de la quantité qui exprime la force vii^e dans un système troublé par des forces perturbatrices .
20. Les constantes arbitraires dont nous venons de donner les variations, dépendent de la nature de chaque problème, et ne peuvent être déterminées que dans les cas particuliers. Il y en a cependant une qui a lieu, en général, pour tous les problèmes où V n'est fonction que de Ç, 4>^> ^*^- ? ^'^^* ^^^'^ que l'intégration doit ajouter à t\ car, comme les équations différentielles ne renferment alors que l'élément cfe, il est clair que dans les expressions finies des variables en fonction de ^, on peut toujours mettre t plus une constante arbitraire à la place de t.
Désignons cette constante par K, et rapportons-y les différences marquées par la caractéristique A dans la formule générale de l'art. H. On aura ainsi
Mais puisque $, 4? <P, etc. , sont fonctions de ^ -f- K, il est clair qu'on aura
dK'^ dt —^ '
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et de même
dK dt ~^' dK dt ^ '"" Donc
A^ = 0'AK, a4 = 4'^K, A(p — (p'aK, ....
Par la même raison, on aura
, dZi , dXi
.dZ "dl\rr .dZ WaK-
Mais les équations différentielles de Tait. 3 donnent
•rff _<^Z "gf _ dZ
dt ~ d\' dt ~ d<^*
Donc on aura
aZ dZ .-wr . dZ dZ . jw-
Ainsi la formule générale de Tart. il deviendra par ces substitutions, et après la division par AK,
Or on a
dTà i^te dià ^ ■ aZ |i
~dî'^^~d^'^'^~d^'^^~'-'
et comme Z est censée fonction de f , 4> ^? ^*^^- ? et de f ', 4'? ^'> ^t**? o*^ aura
<^z = f <^Ç+f<^4-Hf ^^+...
^ÇZ-V ^ ^f^/'Y ' ^y
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Donc réquation précédente deviendra
dK
dont le second membre doit être une fonction des constantes arbitraires, indépendante de t.
21. En effet, si Ton change Z en T — V et 0', 4\ <P\ etc., en ^, ^, ^, etc. (art. 3), il est facile de voir que la quantité
./ aZi tfdZà , ^f dZi rw
sera la même cho^ que la quantité
que nous avons vue être toujours égale à une constante et qui se réduit à T -f- V (section précédente, art. 14), d'où résulte l'équation T -+- V = H, laquelle exprime la conservation des forces vives du système.
Ainsi, en prenant H pour une des constantes arbitraires, on aura pour sa variation due aux forces perturbatrices contenues dans la fonction 12, cette formule très-simple,
22. On pourrait aussi arriver à cette formule par un chemin plus court. En effet, si l'on reprend les équations de Tart. 8, qu on les ajoute ensemble après les avoir multipliées respectivement par d^j rf4» ^^» etc. , et qu'on intègre en employant les mêmes réductions que nous avons pratiquées dans l'art. 14 de la section précédente, on parviendra directement à l'équation
dans laquelle la quantité qui est sous le signe intégral n'est pas intégrable en général , parce que la fonction Û, à cause de la mobilité qu' on peut supposer aux centres des forces perturbatrices, est censée contenir, outre les variables ^, 4» ?> etc., encore d'autres variables indépendantes de celles-là.
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Dans le ca§ où il n'y a point de forces perturbatrices^y on a simpleinent T + V = H« Or il e&t érident cpi'oii peut comerv^ cette forme à rintégrale qu'on vient de trouver, en rendant variable la constante H, et en faisant
mais il est visible que la quantité
dit «V dil I I ail j
n'est autre chose que la différentielle de (2, en ne faisant varier que les quantités 0, 4' ^9 ^^^*' m^^ dépendent des équations différentielles primitives, et qui sont supposées connues en fonctions de ^ + K, en nommant K, comme* dans l'art. 20, la constante qui peut toujours s'ajouter à la variable t. Ainsi, comme les variables f , 4» 9^ ^^' 9 ^^ varient qu'avec le temps t, il est facile
de voir que la quantité dont il s'agit sera la même chose que -^^ dt ; par conséquent, on aura, comme plus haut, l'équation --x- = -JK'
25. Cette équation peut donc aussi se mettre soud ia forme -^- :=^ ( ^ j 9
pourvu que dans la différence partielle de ù on ne fasse varier Te t qu'autant qu'il est contenu dans les expressions des variables Ç, 4? ?? ^^c.; et il résulte de cette formule, que si la fonction H ne contient le temps t que sous les signes de sinus et cosinus, comme cela a lieu dans la théorie des planètes,
l'expression de ( -^ ) ne pourra contenir que des termes périodiques, pprce
que tout terme constant de fl s'en ira par la diifére]vtiaM>n relative à t. Ainsi, dans la première approximation, où l'on regarde comme absolument constantes, les constantes arbitraires qui entrent dans la fonction (1, Tintégrale
de l -^ jdty c'est-à-dire la valeur de H, ne pourra pas contenir des termes
tels que Nr qui croissent avec le temps t. Nous avons vu plus haut (art. 16) que la seconde approximation ne peut donner à ii aucun terme qui ne soit périodique ; donc la même conclusion relative à la valeur de H aura lieu encore dans la seconde approximation.
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24. La quantité T exprime la force vive dti système, et elle est égale à H — V. Lorsque le système n'est troublé par aucune force perturbatrice, la quantité H est constante, et la force vive ne dépend que des forces accélératrices contenues dans l'expression de Y, comme on l'a vu dans l'art. 34 de la sect. IIL Cette quantité devient variable quand il y a des forces perturbatrices, par conséquent la force vive sera altérée par l'action de ces forces; mais, par ce que nous venons de démontrer, on voit que ses altérations ne pourront être que périodiques, si l'expression des forces perturbatrices est périodique, du moins dans les deux premières approximations. Ce résultat est d'une grande importance dans le calcul des perturbations.
SIXIÈME SECTION
SUR LES OSCILLATIONS TRÈS-PETITES d'uN SYSTÈME QUELCONQUE DE CORPS.
Les équations différentielles du mouvement d'un système quelconque de corps sont toujours intégrables dans le cas où les corps ne s'écartent que très-peu de leurs points d'équilibre ; et l'on peut alors déterminer les lois des oscillations de tout le système. L'analyse générale de ce cas, qui est trèsétendu, et la solution de quelques-uns des principaux problèmes qui s'y rapportent, sont l'objet de cette section.
§ I. — Solution générale du problème des oscillations très-petites d'un système de corps autour de leurs points d'équilibre.
I . Soient a, 6, c les valeurs des coordonnées rectangles ;r, j, z de chaque corps m du système proposé dans le lieu de son équilibre. Comme on suppose que le système, dans son mouvement, s'éloigne très-peu de sa situation d'équilibre, on aura, en général,
les variables a, |3, 7 étant toujours très-petites; il suffira, par conséquent,
d'avoir égard à la première dimension de ces quantités dans les équations différentielles du mouvement. La même chose aura lieu pour les autres quantités analogues, qu'on distingue par un, deux, etc., traits, relativement aux différents corps m', m '^j etc., du même système.
G>nsidérons d'abord les équations de condition qui doivent avoir lieu par la nature du système, et qu'on peut représenter par L = o, M = o, etc. , L, M, etc., étant des fonctions algébriques données des coordonnées a:,j, z^ ^' -> x\ ctC' Comme la position d'équilibre est une de celles que le système peut avoir, il s'ensuit que les mêmes équations L = o, M = o, etc. , devront subsister, en supposant que o:, j, z, x\ etc., deviennent a, 6, c, a', etc.; d'où il est facile de conclure que ces équations ne sauraient renfermer le temps t.
Soient A, B., etc., ce que deviennent L, M, etc., lorsque ^, j, z, etc., deviennent a, è, c, a', etc.; il est clair qu'en substituant pour x, j, z, x\ etc. , leurs valeurs a ■+■ a, 6 H- ]3, c H- 7, a' -h a', etc. , on aura, à cause de la petitesse de a, |3, y, a', etc.,
T A dk dk ^ . dk dk f ,
et ainsi de suite.
Donc, 1° on aura
relativement à l'équilibre; 2° on aura les équations
dk dk ^ dk dk f
dh rfB „ rfB dYi .
5i« + 5Â^-^rfc^-»-5^« + •••=*''
lesquelles donneront la relation qui doit subsister entre les variables a, j^, 7, a', etc.
En négligeant d'abord les quantités très-petites du second ordre et des ordres supérieurs, on aura des équations linéaires par lesquelles on déterminera les valeurs de quelques-unes de ces variables par les autres ; ensuite
Mec, anal, I. 4'
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par ces premières valeurs on en trouvera de ptus exactes, en tenant compte des secondes puissances, et des puissances plus hautes, comme on voudra. On aura ainsi les valeurs de quelques-unes des variables a, /3, >, ol\ etc., exprimées par des fonctions en série des autres variables ; et ces variables restantes seront alors absolument indépendantes entre elles.
On pourra aussi, dans la plupart des cas, en ayant égard aux conditions du problème, réduire les coordonnées, immédiatement par des substitutions, en fonctions rationnelles et entières d'autres variables indépendantes entre elles, et très-petites, dont la valeur soit nulle dans Tétat d'équilibre.
Nous supposerons donc, en général, que Ton ait
^;=z= a -(- a I Ç -f- a%'\ + a3^ -f- ... H- a' i ^''-h . . ., j = è -h è I Ç -h 6 2^ "^ ^ 3^ H- ... -+■ h' i^^-h . . . , z = c H- c i^ H- C24 -t- cS^H- ... -h c'i^* 4- . . .,
et ainsi des autres coordonnées x\ y\ etc. ; les quantités a, ft, 6-, a i , è i , etc . , sont constantes, et les quantités ^, 4» ^> ^^c, sont variables, très-petites, et nulles dans l'équilibre.
2. Il ne s'agira que de faire ces substitutions dans les valeurs de T et V de l'art. 10 de la sect. IV; et il suffira de tenir compte des secondes dimensions, pour avoir des équations différentielles linéaires. Et d'abord il est clair que la valeur de T sera de cette forme :
(i,2)rf|rf^fi + (i,3)rf^rfy-f-(2,3)rf<p rfy
en supposant, pour abréger,
(i) = S(ai'-|-èi^-l-ci^)m,
(1.2) = S(aia2 H- èi 62 -hcic2)m, (i,3) = S{aia3-t- b\ bi H-cic3)m,
(2.3) = S(a2a3-+- ft2 63-|-c2c3)m,
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OÙ le signe S dénote des intégrations ou sommations relatives à tous les différents corps m du système, et en même temps indépendantes des variables ^, 4' 9' ^^^* ' ^^^ ^^ ^^ temps t.
Ensuite, si l'on dénote par F la fonction algébrique n, en y mettant a^b^Cj à la place de a;, j, z, il est clair que la valeur générale de n sera représentée ainsi,
(ai^H- aa^ -h a3^-h ...)
da dV
dF
(èig-+- èa^-f- ft3(p-h ...)
^^^(ai^ + a24-ha3(p-h ,..)' ^-^(aig4-a24-f-«30-|- ...) (èi$-+-è24-H^3(pH- .. .)
où il suffit d'avoir égard aux secondes dimensions de §, 4' f 9 etc.
Multipliant donc cette fonction par m, et intégrant avec le signe S, on aura, en général,
[i,2]e4-H[^3]Ç(pH-[2,3]4(p,...
H =SFin,
^5^''»*» + ^3^«»^» + ^3fc^^'''»
d*F , rf'F, , </'F
da* ' db* ' de'
l^J = ^i d*F , rf»F d*F ,
f^] — Si ^.p o,Q . d^F o o , d'F ,, ol""'
rf'F . «'"F. , . <i»F
[ I ,a] = S { H- ^^^{ai èa H- aaè i) -|-^^(a 1 C2 H- aac i) } m,
3j3^{*icaH-*aci)
^^aia3-i-^gr*io3 + -^cic3 [i,3]=Sj-h^^(ai*3+a3èi)H-2^{aic3H-a3ci)(m,
^(*ic3 + 63ci)
rf'F o . «'•F, .o . <i*F a
[a,3] = S J -h 3^^(«aè3 -t- a3èa) H- 3^ (a2c3 H-a3c2) J m,
^(*ac3-hi3ca)
3. Ayant ainsi les valeurs de T et V exprimées en fonctions des variables ^, 4> 9) etc., indépendantes entre elles, on n'aura plus aucune équation de condition à employer ; et comme la quantité T ne contient que les difTérentielles des variables, on aura sur-le-champ, pour le mouvement du système,
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les équations suivantes :
a . Ti — I — ^— = o,
dont le nombre sera, comme Ton voit, égal à celui des variables.
Ces équations doivent avoir lieu aussi dans Tétat d'équilibre, puisque le système y étant une fois, y resterait toujours de lui-même; or, dans l'équilibre on a constamment a: = a, j = è, z = c, j:'= a', etc., par l'hypothèse ; donc Ç = o, 4 = o» ^ = o» ctc- » ^i^^i que ^ = o, ^ ^= o, etc. ,
et -jj = o, etc. Donc les termes d, ^^7' ^'Jl^^ ^*^'' seront nuls, et les
termes -jp ? 'JX^ T^ ^^' ' ^ réduiront à H i , H 2 , H 3 , etc. Par conséquent,
on aura
Hi = o, H2 = o, H3 = o,...;
ce sont les conditions nécessaires pour que a, 6, c, a^ etc. , soient les valeurs de Xy j, z, x'j etc., pour l'état d'équilibre, comme on le suppose. En effet, il est visible que
dY = S(P^ H- Qdq + R^ H- . . . ) m
exprime la somme des moments de toutes les forces Pm, Qm, Rm, etc., appliquées à tous les corps m du système, et qui doivent se détruire mutuellement dans l'état d'équilibre; donc, par la formule générale donnée dans la sect. II de la F® partie, il faudra que l'on ait rfV = o, par rapport à chacune des variables indépendantes ; par conséquent,
ON dV d\
seront les conditions de l'équilibre, lequel étant supposé répondre à ^ = o,
^ = o, (p = o, etc. , on aura
Hi =o, H2 = o, H3 = o,....
De sorte que les premières dimensions des variables Ç, 4> 9^ ^*^'? ^^"^ '^*" pression de V, disparaîtront toujours.
Substituant donc dans les équations générales les valeurs de T et de V, et faisant Hi , H 2, H 3, etc. , nuls, on aura, pour le mouvement du système,
[3]^ + [i,3]eH-[2,3]4
équations qui, étant sous une forme linéaire avec des coefficients constants, peuvent être intégrées rigoureusement et généralement par les méthodes connues .
4. On peut supposer d'abord que les variables, dans ces sortes d'équations, aient entre elles des rapports constants, c'est-à-dire que l'on ait
par ces substitutions, elles deviendront
[(i) + (i,2)/+(i,3)g-+...]^^+([i] + [i,2]/-h[i,3]g-+...)e=o, [(2)/-H(i,3)-h(a,3)ê-+...]Sf^H-(W/-t-[i,2]-h[2,3]g-H...)^=o, [(3)g^H-{i,3) + (a,3)/+...]J|+([3]ê-H-[i,3]H-[2,3]/H-...)t=o,
lesquelles donnent -jj -+- A^ = o, en faisant
Le nombre de ces équations est, comme Ton voit, égal à celui des inconnues/*, gj etc., k; par conséquent, elles déterminent exactement ces inconnues; et comme, en retenant pour premier membre le terme Âr, et le multipliant respectivement par le dénominateur du second, on a des équations linéaires en/*, g, etc., on pourra les éliminer par les méthodes connues, et il n'est pas difficile de voir, par les formules générales d'élimination, que la résultante en k sera d'un degré égal à celui des équations, et, par conséquent, égal à celui des équations différentielles proposées; de sorte que l'on aura pour k un pareil nombre de différentes valeurs, dont chacune étant substituée dans les expressions de/, g, etc. , donnera les valeurs correspondantes de ces quantités.
Maintenant l'équation ^t + k%=^o donne par l'intégration
Ç = Ewn(^V^-hg),
E, î étant des constantes arbitraires; ainsi, comme on a supposé 4 =/?» f = ^^, etc. , on aura aussi les valeurs de 4, 9, etc.
Cette solution n'est que particulière, mais elle est en même temps double, triple, etc., selon le nombre des valeurs de ^; par conséquent, en les joignant ensemble, on aura la solution générale, puisque d'un côté la somme des valeurs particulières de ^, 4, ^, etc., satisfera également aux équations différentielles, à cause de leur forme linéaire, et que de l'autre cette somme contiendra deux fois autant de constantes arbitraires qu'il y a d'équations, et, par conséquent, autant que les intégrales complètes peuvent en admettre.
Dénotant par k\ k"y k'^, etc. , les différentes valeurs de ky c'est-à-dire les racines de l'équation en k^ et par/', g\ etc. yf^ g" ^ etc. ,/''', g^ ^ etc. , etc. , les valeurs correspondantes de/*, g", etc. ; et prenant un pareil nombre de
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coefficients arbitraires Ë', E''', E*^, etc., et d'angles aussi arbitraires s', t" ., s'", etc. ; on aura ces valeurs complètes de 0, 4> 9i ^^c* >
e= E'sin(«\/F-h«')-«- E''sin(<v/F-h6'')H- E''sin(^v/P^-f-6«')-f-..., 4 =/E'sin(/ v^-h«')H-/''Ë''sin(< v/F-h«''')-f-/'"E*sin(<v/P-h«"')+... . ,
dans lesquelles les arbitraires E', E", E"', etc., é', e'^, g"', etc., dépendront
des valeurs de ^, 4? 9y ^tc., et ^> -^y ^> etc., lorsque t est égal à o, et,
par conséquent, de l'état initial du système.
En effet, si dans les expressions trouvées de ^, 4? ^^ ^^c, on fait ^ = o, et qu'on suppose données les valeurs de ^, 4* Çj ^'c*? on aura des équations linéaires entre les inconnues E'sin^^ E'^sins'"^, etc., par lesquelles on pourra déterminer chacune de ces inconnues. De même, si l'on fait ^ = o dans les différentielles dés mêmes expressions, et qu'on regarde aussi comme
données les valeurs de n^i -^j -^j etc., on aura un second système d'équations linéaires entre Ë' cos «', E^ cos ('\ etc. , lesquelles serviront à leur détermination. De là on tirera aisément les valeurs de £', E", etc. , ainsi que de tang e', tang e'\ etc., et enfin celles des angles mêmes c', s^, etc.
Mais voici un moyen plus simple de déterminer ces inconnues directement et sans les embarras de l'élimination.
o. Je remarque qu'en ajoutant ensemble les équations différentielles de l'art. 3, après avoir multiplié la deuxième par y, la troisième par g, et ainsi de suite; et disant, pour abréger,
on a l'équation
d*l d*é cf»9 -h P0 H- Q4 -h R<P -h
Mais les équations de Tart. 4 donnent
Donc l'équation précédente deviendra de la forme
dont l'intégrale est
L et A étant deux constantes arbitraires.
Cette équation doit avoir lieu également pour toutes les différentes valeurs de k qui résultent des mêmes équations de condition, et que nous avons dénotées par /•', k'\ etc. Ainsi désignantde même par/?', /?'', etc. , ^f', ^", etc. , les valeurs correspondantes de p, q^ etc., et prenant différentes constantes arbitraires L', L", etc. , a', a", etc., on aura les équations suivantes :
p'i: -^ ^'4 + ^'^ H- • = L'sin {typP -h / ), /'Ç-H/4 + r'>-+-...=L^in(«v/^-hA"),
Ces équations serviraient également à déterminer les valeurs de §, 4» <p, etc., et il est clair que ces valeurs devraient coïncider avec celles qu'on a trouvées ci-*dessus (art. 6), puisqu'elles résultent les unes et les autres des mêmes équations différentielles. Ainsi, en substituant les valeurs de l'article cité dans les équations précédentes, elles devront devenir entièrement identiques.
D'où il est &cile de conclure que, pour la première équation. Ton aura
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que ToH aura de même, pour la seconde équation^
ensuite
et ainsi des autres.
Donc, substituant dans les équations ci-dessus pour a', L', a", I/, a"', \1" , etc., les valeurs qu'on vient de trouver, on aura celles-ci :
E'sin(<v'F-hê') = E''sin(<v/>^"''' -+-«") =
E"'sin(<\/^
^m_^ gllf'"^ ,
J//„Mt
qui sont les réciproques de celles de Fart. 4.
Maintenant la détermination des arbitraires E', E^'', etc., e\ s\ n'a plus de difficulté; car, i** en supposant ^ = o, les premiers membres des équations précédentes deviennent E'sing', E'^sing'', etc., et les seconds sont tous connus, en supposant les valeurs de ^, 4> ?? etc^ données dans le premier instant; 2° en difFérentiant les mêmes équations, et supposant ensuite ^ = o , les premiers membres seront
V^.E'cosg', v^.E''cosg%...,
et les seconds seront aussi tous connus, en regardant comme données les quantités -j-j -7^? -j^? etc., lorsque ^ = 0. Donc, etc.
C. La solution du problème est donc réduite uniquement à la détermination des quantités k^f^ g-, A, etc. ; et nous avons vu dans Tait. 4 que cette
riéteniiiiiation dépend de la résolution des équations
pk — P =: o, qk — Q = o, rk — R = o, . . . ,
en conservant les expressions de/?, y, r, etc., P, Q, R, etc., de Fart. o. Or, si Ton représente par A ce que devient la quantité T en y changeant
T"* ^-> ^> etc., en e,/", g^ etc., et par B ce que devient la partie de la
quantité V, où les variables ^, 4? ^j ^tc., forment ensemble deux dimensions, en changeant de même ces variables en e,y, g^ etc.; il est aisé de voir, et Ton pourrait même s'en convaincre à priori, que l'on aura
dk dh dA
en faisant ensuite <; =: i .
Donc, en général, si l'on fait h.k — B = K, les équations pour la détermination des inconnues k,f, g, etc., seront
dK dK dK
de ~ "' df ~ ^' d^
en supposant e = i . Ainsi, comme la quantité K se forme immédiatement des quantités T et V, on pourra aussi trouver directement les équations dont il s'agit, sans avoir besoin de les déduire des équations différentielles du mouvement du système.
Je remarque maintenant que, puisque K est une fonction homogène de deux dimensions de e,/", g^ etc., on aura par la propriété de ces sortes de fonctions, démontrée dans l'art. 15 de la sect. IV,
Donc on aura aussi K = o; par conséquent, les inconnues/*, g^ h, etc., doivent êlre telles, que non-seulement la quantité K soit nulle, mais que chacune de ses différentielles relatives à ces inconnues le soit aussi ; d'où il s'ensuit que la quantité A' regardée comme une fonction de ces inconnues, dépendante de l'équation K = o, devra être un maximmn ou un minimum.
Si Ton fait d'abord c = i , et qu'on remplace par K = o T équation ^ = o, on aura, pour la détermination des inconnues /*, g, A, etc., les équations
Si donc Ton tire d'abord la valeur de/* de l'équation -^ = o, et qu'en la
substituant dans K = o on change cette équation en K'= o, il n'y aura
qu'à faire ensuite -^ = o, et substituer de même la valeur de g tirée de
cette dernière équation dans K' = o ; alors nommant K'^ = o l'équation
résultante, on fera de nouveau -^r- = o, et ainsi de suite. Par ce moyen, on
parviendra à une équation finale qui ne contiendra plus les inconnues/, g^ A, etc., mais seulement la quantité kj et qui sera l'équation cherchée en /, dont les racines ont été nommées k\k^ ^k"\ etc.
On peut même réduire cette équation en une formule générale, en considérant que, puisque les quantités/*, g^ A, etc., ne forment ensemble dans la
valeur de K que deux dimensions, la quantité ^7^ sera nécessairement sans/, sa différentielle relative à /étant , ., j et par conséquent
nulle. De sorte qu'on pourra faire K'= ^r^ ; et comme dans cette
quantité K', les inconnues restantes, g", A, etc., ne montent aussi qu'à la
seconde dimension, on pourra faire de même K''= ^-^ » ^^ ^"'***
de suite. La dernière des quantités K, K', K", etc. , étant égalée à zéro, sef a l'équation cherchée en k. Il est vrai que cette équation pourra monter à un degré plus haut qu'il ne faut, à cause des facteurs étrangers introduits dans les équations K''= o, K'"= o, etc.; mais si, en développant ces équations, on a soin de les débarrasser successivement de ces mêmes facteurs, et de ne prendre ensuite pour les valeurs de K'', K*', etc., que leurs premiers membres ainsi simplifiés, l'équation finale se trouvera rabaissée d'elle-même à la forme et au degré dont elle doit être.
Quant aux valeurs de/, g^ etc. , on les déterminera ensuite par les equa-
lions -TTT = o, -j^ = o, etc. , en commençant par la dernière, et remontant à la première par la substitution successive des valeurs trouvées.
7. Comme la solution précédente est fondée sur la supposition que les variables ^, 4» ?» ^*^' > soient très-petites, il faut, pour qu'elle soit légitime, que Cette supposition ait lieu en effet; ce qui demande que les racines k\ k'\ etc., soient toutes réelles, positives et inégales, afin que le temps ^, qui croît à l'infini, soit toujours renfermé sous les signes de sinus ou cosinus. Si quelques-unes de ces racines devenaient négatives ou imaginaires, elles introduiraient dans les sinus ou cosinus correspondants des exponentielles réelles, et si elles devenaient simplement égales, elles y introduiraient des puissances algébriques de l'arc ; c'est de quoi on peut s'assurer, par les méthodes connues, en mettant dans le premier cas, à la place des sinus ou cosinus, leurs expressions exponentielles imaginaires, et en supposant dans le second, que les racines égales diffèrent entre elles de quantités infiniment petites indéterminées; mais comme le développement de ces cas est inutile pour l'objet présent, nous ne nous y arrêterons point.
Si la condition de la réalité et de l'inégalité des coefficients de ^ a lieu, il est visible que les plus grandes valeurs de ^, de ^, etc., seront moindres que les sommes des quantités E', E", E"', etc., des quantités /'E',/"E'\ f"'¥u"\ etc., en prenant toutes ces quantités positivement; par conséquent, si ces différentes sommes sont fort petites, on sera assuré que les valeurs des variables le seront toujours aussi.
Mais comme les coefficients E', E", E'^, etc. , sont arbitraires et dépendent uniquement du déplacement initial du système, il est possible que les variablés Ç, 4> ^tc, restent fort petites, quand même parmi les quantités y/F,
\/ÎP, etc. , il y en aurait d'imaginaires ou d'égales; car il suffit pour cela que les quantités correspondantes E\ E^, etc., soient nulles, ce qui fera disparaître les termes qui croîtraient avec le temps t. Alors la solution, sans être exacte en général, le sera néanmoins dans le cas particulier où la condition précédente aura lieu.
8. On a des méthodes pour reconnaître si une équation donnée, de quel-
que degré qu elle soit, a toutes ses racines réelles ou non, et pour juger, dans le cas de la réalité, de leur signe et de leur inégalité; mais l'application de ces méthodes étant toujours un peu pénible, voici quelques caractères simples et généraux qui serviront à juger de la forme des racines dont il s'agit, dans un grand nombre de cas.
En prenant l'équation K = o, ou A^ — B = o (art. 6), on a ^ = ~;
or il est facile de se convaincre que la quantité A a toujours nécessairement une valeur positive, tant que y, g", etc., sont des quantités réelles; car la
fonction T, d'où elle résulte, en changeant ^? -^^ ^? etc., en i , /i
g, etc. (article cité), est composée de la somme de plusieurs carrés multipliés par des coefficients nécessairement positifs. Donc, si la quantité B est aussi toujours positive, ce qui a lieu lorsque la partie de la fonction V, oii les variables ^, 4? <P? etc., forment ensemble deux dimensions, est réductible à la même forme que la fonction T, parce que la quantité B résulte aussi de cette partie de V, en changeant ^, 4> ?>> etc. , en i ,/*, g-, etc. , on est assuré que les valeurs de ^, c'est-à-dire les racines de l'équation en k, seront toujours positives toutes les fois qu'elles seront réelles.
Au contraire, si la quantité B est toujours négative, ce qui arrivera quand elle sera composée de plusieurs carrés multipliés par des coefficients négatifs, les valeurs réelles de k seront toutes négatives. Dans ce dernier cas, la solution ne pourra pas être bonne, parce que les racines de l'équation en k ne pouvant être qu'imaginaires ou réelles négatives, les expressions des variables $, 4> ^*^' contiendront nécessairement le temps t hors des signes de sinus et cosinus.
Dans le premier cas oii B est positive, on voit seulement que si les racines sont réelles, elles sont nécessairement positives; et il serait peut-être difficile de démontrer directement qu'elles doivent être toutes réelles; mais on peut se convaincre, d'une autre manière, que cela doit être ainsi.
Car le principe de la conservation des forces vives, que nous avons démontré dans le § V de la sect. III, donne l'équation T -}- V = const. (art. 14, section précédente), laquelle a toujours lieu puisque T et V sont fonctions sans t (art. 2). Or, si l'on désigne par V' la partie de V qui contient les termes de deux dimensions, en sorte que V = H -t- V, à cause de
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Hi = o, Ha = o, H3 = o, etc. (art. 5), on aura
T 4- H -h V'= const. = (T) 4- H -h (V), en dénotant par (T) et (V) les valeurs de T et V au premier instant; donc
Donc, puisque T est par sa forme une quantité toujours positive, si V Test aussi, on aura nécessairement V > o et < (T) + (V) ; de sorte que la valeur de V, et conséquemment aussi celles des variables Ç, '^^ ç, etc., seront renfermées clans des limites données et dépendantes uniquement de rétat initial. Ces variables ne pourront donc pas contenir le temps t hors des signes de sinus et cosinus, parce qa*alors elles pourraient aller en croissant à Tinfini. Or, lorsque la valeur de B est constamment positive, celle de V Test aussi; par conséquent, les racines de T équation en k seront nécessairement toutes réelles, positives et inégales (art. 7), et la solution sera toujours bonne.
Dans ce cas, Tétat d'équilibre d*oii le système a été déplacé sera stable, puisque le système y reviendra, ou tendra toujours à y revenir par des oscillations très-petites; du moins il ne pourra jamais s'en écarter que très-f)eu.
9. C'est de cette manière que nous avons démontré, à la fin de la sect. 111 de la Statique (art. 23 et suivants), que lorsque la fonction II est un minimum dans l'état d'équilibre, cet état est stable; car il est facile de voir que la fonction nommée II, dans l'art. 21 de la section citée, est la même que nous représentons ici par V, puisque l'une et l'autre est l'intégrale de la totalité des moments des forces agissantes sur les différents corps du système, totalité qui doit être nulle dans l'équilibre. Or, comme l'on a V = H -h V, et que V ae contient les variables f , 4? ?> ^tc., qu'àia seconde dimension, il s'ensuit que V sera un minimum ou Un maximum, selon que la valeur de V sera positive ou négative, en donnant à ces variables des valeurs quelconques. Donc l'équilibre sera nécessairement stable dans le cas du minimum de V (article précédent) .
Au contraire, dans le cas du maximum de V, la quantité V étant toujours négative, la quantité B Je sera aussi, puisqu'en fusant
la valeur de V devient ^'B (art. 6); et, par ce que nous avons démontré dans r article précédent, les expressions des variables contiendront nécessairement des termes où t sera hors des signes de sinus et cosinus ; l'équilibre ne pourra donc pas être stable, car le système en étant tant soit peu déplacé, s'en éloignera toujours davantage. Cette seconde partie du théorème énoncé dans l'endroit cité de la Statique n'avait pu y être démontrée faute des principes nécessaires ; nous en avions remis la démonstration à la Dynamique, et celle que nous venons de donner ne laisse plus rien à désirer.
10. Au reste, entre ces deux états de stabilité et de non-stabilité absolue, dans lesquels l'équilibre étant tant soit peu dérangé d'une manière quelconque, tend à se rétablir de lui-même, ou à se déranger de plus en plus, il peut y avoir des états de stabilité conditionnelle et relative, dans lesquels le rétablissement de l'équilibre dépendra du déplacement initial du système.
Car, si quelques-unes des valeurs de ^k sont imaginaires, les termes correspondants dans les valeurs des variables contiendront des arcs de cercle, et l'équilibre ne sera pas stable en général ; mais si Içs coefficients de ces termes deviennent nuls, ce qui dépend de l'état initial du système, les arcs de cercle disparaîtront, et l'équilibre pourra encore être regardé comme stable, du moins par rapport à cet état particulier.
11. Lorsque toutes les valeurs de y/Â sont réelles et inégales, et que, par conséquent, l'équilibre est stable, les* expressions de toutes les variables seront comppsées d'autant de termes de la forme
Esin(«y^ -f- i) qu'il y a de variables.
Or ce terme représente les oscillations très-petites et isochrones d' un pendule simple dont la longueur est | j en prenant g pour la force de la gravité. Donc les oscillations des différents corps du système pourront être regardées comme composées d'oscillations simples analogues à celles des
pendules dont les longueurs seraient ^,j ^,i ^,^ etc.
Mais les coefficients E', E'^ etc., étant arbitraires et dépendant uniquement de l'état initial du système, on peut toujours supposer cet état tel, que
tous ces coefficients, hors un quelconque, soient nuls; alors tous les corps du système feront des oscillations simples, analogues à celles d'un même pendule; et l'on voit qu'un même système est susceptible d'autant de différentes oscillations simples, qu'il y a de corps mobiles (*). Donc, en général, les oscillations quelconques d' un système ne seront composées que de toutes les oscillations simples qui pourront y avoir lieu par la nature du système.
Daniel Bemoulli avait remarqué cette composition d'oscillations simples et isochrones, dans le mouvement d'une corde vibrante chargée de plusieurs petits poids, et il l'avait regardée comme une loi générale de tous les petits mouvements réciproques qui peuvent avoir lieu dans un système quelconque de corps. Un seul cas, comme celui des cordes vibrantes, ne suffisait pas pour établir une telle loi ; mais l'analyse que nous venons de donner établit cette loi d'une manière certaine et générale, et fait voir que, quelque irrégulières que puissent paraître les petites oscillations qui s'observent dans la nature, elles peuvent toujours se réduire à des oscillations simples, dont le nombre sera égal à celui des corps oscillants dans le même système.
C'est une suite de la nature des équations linéaires, auxquelles se réduisent les mouvements des corps qui composent un système quelconque, lorsque ces mouvements sont très-petits.
12. Si les valeurs des quantités y/F, y/P, y/^''', etc., sont incommensurables, il est clair que les temps de ces oscillations seront aussi incommensurables, et que, par conséquent, le système ne pourra jamais reprendre sa première position.
Mais si ces quantités sont entre elles comme nombre à nombre, et que leur plus grande commune mesure soit ^, on verra facilement que le système reviendra toujours à la même position, au bout d'un temps 9 = — ,
TT étant l'angle de i8o degrés. Ainsi fl sera le temps de l'oscillation composée de tout le système.
13. La solution que nous venons de donner demande que les coor-
(*] Le nombre des oscillations simples n*est pas égal au nombre des corps mobiles , mais au nombre des variables indépendantes. C'est, du reste, ce que Lagrange dit lui-même au commencement du paragraphe. (/. Bertrand. )
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données puissent être exprimées par des fonctions en série de variables très-petites, et qui soient nulles dans l'état d'équilibre, ainsi que nous Favons supposé dans Tart. 3.
Or c'est ce qui est toujours possible, comme nous l'avons vu, lorsque les équations de condition, réduites en série, contiennent les premières puissances des variables supposées très-petites, parce que ces termes donnent d'abord des équations résolubles rationnellement, et qu*ensuîte on peut toujours, par la méthode des séries, avoir des solutions rationnelles de plus en plus exactes.
Il peut néanmoins arriver que les termes de la première dimension manquent dans une ou plusieurs des équations de condition, ce qui aura lieu, par exemple, si, dans l'équation L = o, les valeurs des coordonnées pour l'équilibre sont telles, qu'elles rendent non-seulement L nulle, mais aussi chacune de ces différences premières ; car on aura alors
dA dk
et l'équation L =± o ne contiendra que les secondes puissances et les puissances ultérieures de a, ^, 7, a', etc. (art. 1). Dans ce cas, si l'on réduit les coordonnées en fonctions de variables indépendantes, ces fonctions ne pourront plus être rationnelles, et les équations différentielles ne seront ni linéaires, ni même rationnelles. Ainsi la supposition des mouvements trèspetits du système ne servira pas alors à simplifier la solution du problème, ou du moins ne la rendra pas susceptible de la méthode générale que nous avons exposée.
Pour résoudre ces sortes de questions de la manière la plus simple, on fera d'abord abstraction des équations de condition , où les premières dimensions des variables ne se trouveraient pas ; on parviendra ainsi à des expressions de T et de V de la forme de celles de l'art. 2. Ensuite on ajoutera à cette valeur de V les premiers membres des équaticois de condition auxquelles on n'aura pas encore eu égard, multipliés chacun par un coefficient indéterminé, et qu'on supposera constant dans les différentiations par l\ et il suffira, dans ces termes dus aux équations de condition, de tenir compte des plus basses dimensions des variables très-petites. De là on trouvera les
équations différentielles à Tordinaire, et il s'agira d*en éliminer les coefficients indéterminés.
Si les équations de condition étaient du second degré, et que les coefficients indéterminés pussent être supposés constants, la valeur de V serait encore de la même forme que dans la solution générale ; par conséquent, on pourrait l'appliquer aussi à ce cas; on déterminerait ensuite les coefficients, en sorte que les équations de condition fussent satisfaites. On pourra donc toujours commencer par adopter cette supposition, on verra ensuite si les valeurs qui en résultent pour les variables, peuvent satisfaire aux équations de condition, auquel cas la supposition sera légitime, et la solution exacte ; sinon il faudra chercher à intégrer les équations différentielles par des méthodes particulières.
§ II. — Des oscillations d'un système linéaire de corps.
14. Lorsque les corps qui composent le système proposé sont disposés, les uns par rapport aux autres, d'une manière uniforme et régulière, on peut simplifier le calcul et parvenir à des formules générales et symétriques, en employant la notation et l'algorithme des différences finies. Nous allons en donner un exemple, en examinant le cas où un nombre quelconque de corps rangés sur une ligne droite ou courbe, oscillent en vertu de forces quelconques combinées avec leur action réciproque.
Soient .r, /, z les coordonnées rectangles d'un quelconque des corps du système, que nous dénoterons par Dm, en employant la lettre majuscule D pour dénoter les différences finies (art. 17, sect. IV). On aura d'abord
= S 4-î Dm,
la .caractéristique S représentant les sommes relatives à tout le système.
La fonction V doit contenir la somme SllDm provenant des forces accélératrices P, Q, R, etc. , qu'on suppose telles que l'on ait
n =/(Prf/? -h Qrfy + Rrfr H- . . .).
Cette fonction doit contenir aussi la somme Sf^dDs, en supposant que $ soit k force avec laquelle deux corps voisins qui sont à la distance Ds Tun de l'autre s'attirent, et que cette force soit une fonction de la même dîs-
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tance D^, en sorte que /OrfD^ soit une quantité intégrable dont la différentielle par S soit <bSDs. Cette force $, que nous supposons fonction de D^, pourra varier d'un corps à l'autre, et sera, par conséquent, aussi fonction du nombre ou de la quantité qui représente la place de chaque corps dans la série de tous les corps, et à laquelle se rapporte le signe sommatoire S. Si les corps, au lieu de s'attirer, se repoussaient, il faudrait prendre $ négativement.
On aura ainsi
V = SnDmH-S/<I>rfD^,
et, par conséquent,
8V = S8nDm + Sil>SD^.
Et il est bon de remarquer que cette expression de SV serait la même, si les corps étaient liés entre eux de manière que leurs distances mutuelles fussent invariables; car on aurait dans ce cas l'équation de condition SDj = o, laquelle donnerait dans l'expression de SV le terme SaSD^' (article cité).
15. En exprimant l'élément J)s par les différences finies de x^ r, z, il est clair qu'on aura
donc, différentiant par S,
Substituant cette valeur, et faisant, pour abréger, jr- = W fonction de D^-, on aura
èY = SSnDm 4- Sw (Dx^Dx 4- DjSDj 4- DzSDz).
Gomme les caractéristiques D et S sont indépendantes entre elles, on peut changer S D en D S, et l'on aura
8V = SSnDm 4- Sw {DxD^x 4- DjDSj 4- DzDSz).
On peut aussi faire disparaître le D avant le S, par l'intégration par parties appliquée aux différences finies.
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En effet, on a, en général
D.xy = xDy -+- yDx -+• DxDy
en dénotant par x^ le terme qui suit x dans la série des termes consécutifs x^ X 4- Dxy etc. Donc, en passant des différences aux sommes, on aura
SfDx = oj — Sx^Df.
On trouverait de la même manière
et ainsi de suite, x^ x^, x^^y etc. , étant les termes qui se suivent dans la même série.
Pour compléter ces sommations , il faudra rapporter les termes hors du signe S, au dernier point de l'intégrale finie SyDxy et en retrancher les mêmes termes rapportés au premier point. Ainsi, en marquant par un zéro et par un i placés au bas des lettres les termes qui se rapportent au premier et au dernier point, on aura ces sommations complètes :
SyDx = XiXi — x^x^ — Sx^Djr, SyD^x = j,Da?, — x^^ , Dj,
Lorsque la caractéristique S indique des sommes totales d'un nombre de termes donné, il est clair qu'on peut, à la place des termes ^,Dj, x^^Dy sous le signe S, prendre les termes précédents, que nous dénoterons par xD^y, a:D^^j, etc., en marquant d'un trait, de deux, etc., placés à gauche, les termes ^,j, ,j qui précèdent j dans la série indéfinie, etc., ,^/, ,/, J, j,,
17. Gela posé, mettons dans les formules précédentes Bx à la place de x^ et mDx à la place de j, on aura ces transformations :
SyDa;DS:r = {^fDxBx)^— {^T>x$x)^
— SBxD^iwDx);
et, de même^
-SSjD,(?^Dj), SvDzDSz = (vDzSz),. — (wDzBz)^
— SSzD,(yDz),
et l'on fera ces substitutions dans l'expression de SV.
Si le premier corps et le dernier sont supposés fixes, les variations Bx^^ Sy^, S 2^, et 8a:,, Sj,, 8z,, qui s'y rapportent, seront nulles. Nous adopterons d'abord cette hypothèse! qui simplifie les formules, et nous aurons, en conséquence ,
SV = SSnDm — SSa:D,(VDj?)
— S8jD,(yDj) — SSzD,(yD2).
En général, comme il faut que les variations disparaissent toujours, si le premier ou le dernier corps, ou tous les deux, n'étaient pas fixes, il faudrait supposer la valeur de W nulle au commencement ou à la fin. On aurait
ainsi, à cause de ¥ = ^ j la condition à remplir ^^ = o, ou $, = o, si le
premier ou le dernier corps est supposé mobile ; et si tous les deux étaient mobiles, on aurait les deux conditions 0^ = o et *,. = o.
18. La variation 8V étant réduite à cette forme simple, les équations générales de la sect. IV (art. 10) étant rapportées aux variables x, y, z de chacun des corps du système, donneront pour ces variables les trois équations suivantes, dans lesquelles je remets $ au lieu de ¥D^ :
dl*
Dm
de
Dm
Dm
Ces équations sont rigoureuses, quel que soit le mouvement des corps; mais lorsque ces mouvements sont très-petits, les équations se simplifient et deviennent linéaires, comme nous l'avons vu plus haut (§ I).
19. Supposons que dans l'état d'équilibre du système, les coordonnées Xy y^ z deviennent a, 6, c, et qu'elles soient dans le mouvement a + ?, 6 -h », c -f- ^, les quantités Ç, h, pétant très-petites. La fonction n deviendra
nH-^-^-h-^w+-T~^. Ainsi , en regardant dorénavant n comme une
simple fonction de a, 6, c, les trois différences partielles 5~ » t~ ' t" pourront s'exprimer ainsi :
fi
m fdm « d*n d*n
(dm ç d*n d*n -,\
\da* * "^ dadb " "•" dad^ ^)
da
db
Xdldb ^ "•" dh**~^ dbdc ^) '
de "*" V^^rfc * "•" dbdc " "*" rfc» ^) '
Par les mêmes substitutions de a -h ^, è -h «, c H- Ç, au lieu de x, j^, s, les différences D:r, Dy, Dz deviendront
Da-hD^, D*H-D»i, DcH-DÇ.
A l'égard de la quantité $, qui est supposée fonction de D^, si l'on fait, pour abréger,
D/= ^Da^H-D^'H-Dc*, on aura d'abord
ensuite, si Ton nomme F ce que devient la fonction 4> lorsqu'on y change D^' en D/", et qu'on fasse , ^ = -=r^> on aura, par le développement,
séa
uei
nt.
p/ /Da D$
D& Dr) D/ D/ "^
De DÇX D/D/j'
4> Ds
■«Il, F
F— F/Da -+- D/ \,D/
DS
D6 Du "^D/ D/
DeDÇ
"*" D/ Dy
20. Cki fera ces substitutions dans les trois équations trouvées ci-dessus, et comme dans l'état d'équilibre les variables Ç, n, Ç sont supposées nulles,
il faudra que ces équations se vérifient dans cette hypothèse. Ainsi les tennes constants devront se détruire, ce qui donnera d'abord les trois équations de condition
^^T\ T\ /FDa\
_Din-D,(^-^j = o,
-^Dm-D,(^-^j = o,
de
Dm - D, (^) = o.
Ces équations donneront les valeurs que les coordonnées a, b^ c doivent avoir dans la situation de l'équilibre; et il est facile de voir qu'elles représentent d'une manière générale celles que nous avons trouvées dans la sect. V de la I'^ partie, pour l'équilibre de plusieurs corps liés par un fil extensible ou non.
21. On aura ensuite, entre les variables Ç, >i, ^et f, les trois équations suivantes, dans lesquelles je fais, pour abréger,
, Da ,, Di , De
df
y. (dm y rf«n d^U ^\^
p, rFD$ ^ ffa'm i'Dw cDt\l d*\T\ , { d*U. y. d*n d*U J\r,
dF^'^+[d^^-^dFdi' + ^^)^'^
L D/ ^'^ \Df ^ D/ ^ Df )\ ""■
Ce sont ces équations qui serviront à déterminer les oscillations du système supposées très-petites ; elles sont du genre de celles qu'on nomme à différences finies et infiniment petites, et comme elles sont à coefficients
constants, elles sont susceptibles de la méthode générale exposée dans le paragraphe précédent.
22. Les équations de l'art. 20, qui renferment les conditions de T équilibre, donnent, en passant des différences aux sommes,
FDa c^n p, .
-j^=S^Dm + A,
FDc c ^n T^ . r-
A, B, C étant trois constantes arbitraires; d'où Ton tire tout de suite
Lorsque la quantité F est une fonction donnée de D/*, ce qui a lieu quand on suppose que les corps s'attirent ou se repoussent par une force * fonction de leurs distances Ds^ la valeur précédente de F donnera la valeur de T)fqni doit avoir lieu dans l'état d'équilibre.
Mais lorsque les distances D^ sont supposées données et invariables, alors la quantités, qui tient lieu du multiplicateur A (art. 14), est inconnue, et doit se déterminer par la formule précédente; mais, dans ce cas, on a
D^ = D/, et, par conséquent (art. 19),
Da Y\^ Db j^ . De r\^
ce qui simplifie les équations de l'article précédent.
* 23. L'esprit de la méthode de l'art. 4 consiste à supposer que chaque variable soit exprimée par une même fonction de tj multipliée par une quantité différente pour chaque variable.
Si l'on désigne par 9 cette fonction, on fera
et, après avoir substitué ces valeurs dans les équations de l'art. 21 , on verra aisément que, pour vérifier ces équations, il est nécessaire que la variable 9
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soit déterminée par une équation de la forme
car alors, en mettant pour ^-p sa valeur — Afl, et divisant tous les tenues' par 9, on aura ces trois équations aux différences finies:
kXDm = ( -7^ X -h -j—jr X H- 1— r Z ) Dm
\ da dadb dadc )
T. TFDX ^. f/a'DX fc'DY c'DZ\l
j^^ f dm ^ d'n^ dm rj\r^
/'zn f dm ^ dm ^ dmrj\rx
^'Ld/ ^'^ V n/ ^ D/ + D/ jj 24. Fi'équation en 9 s'intègre facilement; elle donne
9= Esin(f y/^-hç),
E et g étant deux constantes arbitraires.
A regard des équations en X, Y, Z, elles ne sont en général intégrables en termes finis, par les méthodes connues, que lorsqu'elles sont à coefficients constants; mais si l'on développe les différences finies marquées par D, elles deviennent de la forme (art. 16)
AX, + BY, + GZ, + A'X -+- B'Y + C'Z + a;X -f- B; Y + C/Z = o;
les coefficients A, B, G, A', B', etc., sont constants ou variables, mais indépendants de t, et la quantité k n'entre que dans les valeurs de A', B', G', et seulement à la première dimension .
Si maintenant on désigne par X^, X,, X^, X,,, etc., les valeurs consécutives de X, en commençant par la première, qui répond au premier corps du système, et de même par Y., Y",, \\j Y,, etc., Z., Z,, Z.^, Z,, etc., les valeurs consécutives correspondantes de Y et Z, et qu'on substitue siicces-
si veinent ces valeurs dans les trois équations réduites à la forme précédente, il est aisé de voir que les trois premières donneront les valeurs de X,,, Y^, Zj en fonctions linéaires de X^, Y^, Z^^, X, , Y, , Z^ ; que les trois suivantes donneront X,, Y35 Z, en fonctions linéaires de X^, Y^, Z^, X,, Y^, Z^, lesquelles, par la substitution des valeurs de X^, Y^, Z^, deviendront aussi des fonctions linéaires de X^, Y^, Z^, X,, Y,, Z,, et ainsi de suite.
Donc, en général, les valeurs de X„^,, Y,,^^, Z,,^, seront de la forme
AX, + BY, + GZ, -f. A'X, + B' Y, -+- C'Z, ,
et il est facile de s'assurer, par le calcul, que les quantités A, B, C seront des fonctions rationnelles et entières de k de la dimension n — 2, et que les quantités A', B', C sont de pareilles fonctions de la dimension n — i .
Nous avons supposé (art. 17) que le premier et le dernier corps du système étaient fixes ; le premier corps appartient à l'indice o, et si l'on désigne par n le nombre des corps mobiles, le dernier corps, qui doit être fixe, appartiendra à l'indice /î -+- i . Il faudra donc que Ton ait
\^ = o, Yo = o, Z^ = o, X„^, = o, Y„^,=o, Z„^, = o,
ce qui donnera entre X,, Y,, Z, trois équations linéaires de la forme A'X, -f. B'Y, -h G'Z, = o, dans lesquelles les coefficients A', B', C seront des fonctions rationnelles et entières de k de la dimension n.
En éliminant les quantités X,, Y,, Z,, on aura une équation en k du degré 3/î, nombre des inconnues X, Y, Z, et qui aura, par conséquent, 3/ï racines.
Les mêmes équations donneront les rapports entre les trois quantités X, , Y, , Z, ; de sorte qu'on pourra prendre à volonté la valeur d'une de ces quantités. Gomme ces rapports se trouveront exprimés par des fonctions rationnelles de A*, on pourra exprimer les valeurs des trois quantités X^ , Y, , Z, par des fonctions rationnelles et entières de k, et, par ce moyen, les inconnues X, Y, Z seront aussi exprimées, en général, par des fonctions connues, rationnelles et entières de k.
25. Nous dénoterons par k\ k'\ k''^ etc., k^^"^ les différentes racines de l'équation en A:, dont la résolution doit être supposée connue ; et nous dénoterons pareillement par X', X'', X'^ etc., T, Y'', Y'^ etc., Z', Z^ Z'^, etc.,
les valeurs correspondantes des quantités X, Y, Z, qui résultent de la substitution de ces différentes racines à la place de k. Donc, puisqu'on a trouvé (art. 25, 24)
= XEsin(^v/*4-O.
»f = YEsin(^y/Â -h e),
^= ZEsin(^v^ + ê),
en substituant successivement les différentes valeurs de ^, et en prenant différentes constantes arbitraires E et g, on aura autant de valeurs particulières de 0, w, Ç, dont la somme donnera les valeurs complètes de ces variables, par la nature des équations linéaires.
Ces valeurs particulières de Ç, w, Çsont analogues à celles qui représentent
les petites oscillations d'un pendule dont la longueur serait | (art. il),
pourvu que k soit une quantité réelle et positive ; et le mouvement de chaque corps sera composé d'autant de pareilles oscillations qu'il y aura de valeurs différentes de ^ ; de sorte que si toutes ces valeurs sont incommensurables entre elles, il sera impossible que le système reprenne jamais sa première position, à moins que les valeurs de ^, «, ^ ne se réduisent aux valeurs particulières qui répondent à une seule des racines k. Dans ce cas, en faisant ^ = o dans les formules précédentes, on aura XEsing, YEsing, ZEsing pour les valeurs
^® ?> >»> C» ^^ ^^ ^^^ ^5 Y^ ^^^ ^? ^^ ^^^ ^ pour celles de ^> ^-j -j^- Ainsi, pour que ce cas puisse avoir lieu, il faudra que les déplacements primitifs ^, w, ^, ainsi que les vitesses initiales ^^ T'^zi^ soient proportionnels à
X, Y, Z ; et il y aura autant de manières de satisfaire à ces conditions, qu*il y a de valeurs différentes de A:.
26. Si l'on désigne, par des traits supérieurs, des constantes arbitraires différentes, on aura
^=Z'E'sin(.^V^'4-6')-f. Z'^E^in(^V^^-h6'')-h Z'''F/'sin(^v^'+/^')
pour les valeurs complètes des variables f , u, ^, qui représentent les oscillations de chacun des corps du système donné, quel que soit leur état initiai.
On peut représenter ces valeurs d'une manière plus simple, en employant le signe I pour exprimer la somme de toutes les valeurs correspondantes aux différentes valeurs de k ; on aura ainsi
Ç = 2.[XEsin(^V^-hg)],
'C=l.[ZEsm{t)/k^e)],
et r on aura les expressions particulières des variables ^, ? w n Ci ^ ?2 ? ^'a > Ca ' ^^^ • » pour chacun des corps du système, en changeant, dans les précédentes, X, Y, Z, en X,, Y,, Z,, X^, Y^, Z^, etc., et prenant pour E et g différentes constantes arbitraires E, , E^, etc. , g, , g^, etc. , qui dépendent de l'état initial du système.
27. Pour déterminer ces constantes de la manière la plus simple, je reprends les équations en Ç, w, ^de l'art. 21, et je les ajoute ensemble, après avoir multiplié la première par X, la seconde par Y et la troisième par Z; je prends ensuite la somme de toutes ces équations ainsi composées, relativement à tous les corps du système, et je dénote cette somme par la caractéristique S ; si Ton fait attention que cette caractéristique est indépendante de la caractéristique d des différentielles relatives à t, on aura l'équation
/f'.S(Xg-hYy3>i-ZC)Dm
^fdm^ . dm ^ ^ dm y\^^
- SXD,[-jjy- -Ga (-5^ + ^j- H- P^jJ
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Dans cette équation, les termes qui contiennent des différences marquées par D sous le signe sommatoire S, sont susceptibles de réductions analogues à celles des intégrations par parties, et dont nous avons donné le type dans Fart. 16. Pour cela, considérons en général un terme quelconque de la forme SXD^ ( VDÇ) ; nous aurons, par les réductions de l'article cité, en faisant attention que les quantités X et Ç sont nulles au commencement et à la fin des intégrations marquées par D (art. 24) ,
SXD,(VD^) = — SVD^DX = Se,D(VD\).
Or SÇ,D(VDX) est la même chose que SÇD,(VDX), en prenant à la place du terme ^,D(VDX) celui qui le précède.
Donc, en général, on aura
SXD,(VDÇ)=SeD,(VDX),
et il en sera de même des termes semblables. Ainsi Téquation précédente deviendra de la forme
de
+ S[(X)Çh-(Y)« + (Z)CJ = o, ,
dans laquelle les quantités désignées par (X), (Y), (Z) contiendront les mêmes termes qui composent les seconds membres des équations de l'art. 23, de manière que ces équations donneront
(X) = ^XDm, (Y) = *YDm, (Z) =AZDm,
d'oii il suit que l'équation ci-dessus deviendra
<f.S(X$-f-YTi+ZODm dt*
-h AS (X0 H- Y« -f- ZÇ)Dm = o, laquelle donne tout de suite, par l'intégration,
S(XÇ-hY«-hZODm = Lsin(«v/Â-hA), L et A étant deux constantes arbitraires.
28. Il est facile de voir, par la nature du calcul, que si Ton substitue dans cette équation pour k une des racines de Téquation en k que nous avons dénotées par k' ^ k^ ^ k'" ^ etc. (art. 25), on devra avoir un résultat identique avec les expressions de Ç, w, ^de Tart. 26, de sorte qu'en substituant ces mêmes expressions dans Téquation précédente, elle devra devenir absolument identique pour toutes les valeurs de k.
On aura donc ainsi T équation identique
X2[XEsin(^v/^-+-0]
Y2 [YE sin {t^k -h é)] [ Dm = L sin (ty/^ + a),
Z2[ZEsin(^v/ÂH-g)]
pour chacune des valeurs k\ k^\ k"\ etc., de k\ et comme cette identité doit avoir lieu indépendamment de la valeur de ^, il ne sera pas difficile de se
convaincre que tous les termes qui contiendront le même arc t ^k devront être identiques dans le premier et dans le second membre de Téquation ; d'où il suit d'abord qu'on aura nécessairement A = g pour toutes le valeurs de A et de g.
Ensuite, si Ton fait attention à la valeur des signes sommatoires S et 2, dont le premier, S, représente la somme des quantités sous le signe qui appartiennent à tous les corps du système, et que nous avons dénotées par des nombres placés en forme d'indices au bas des lettres (art. 24), et dont le second, 2, représente la somme des quantités semblables qui répondent à toutes les racines k' , k" ^ k"\ etc., k^"\ et que nous dénotons par des traits supérieurs (art. 23), on trouvera, par la comparaison des termes affectés des mêmes sinus, l'équation
ES(X* + Y^ -^ 77)Dm = L.
Donc on aura, en général,
Esin [ts/k -h = S(X' + Y'+Z')D m' et, par conséquent, par l'art. 27,
t.&m\ts/K + t) — s(X» + Y' + Z')Dm ' équation qui aura Heu pour toutes les valeurs de k.
29. Soient maintenant, lorsque ^ = o, f = a, >î = |3, ^=7, et
-^=:a,-j^ = |3,^ = 7; ^^s six quantités seront données par l'état initial
du système: si donc on les introduit dans T équation précédente et dans sa différentielle relative à ^, en y faisant ^ = o, on aura les valeurs suivantes des constantes arbitraires :
F .^ n . - S(Xa + YfS-f-Zy)Dm iLSing— s(X«-hY*4-Z«)Din '
E cos g = -pà— '-^ •
^/*.S(X«4-Y'-hZ«)Dm
Donc enfin, si Ton substitue ces valeurs dans les expressions de ^, »f, ^de l'art. 26, on aura
/ XS(X«-f-Yp + Zy)Dm /^N
. ,/< XS(X«-hY^-<-Zy)Dm . ^ ,-\
,_./YS(X« + Y^ + Zy)Dm /T\
^/YS(X;-4-Y^ +Zy)Dm . /y\ Hs^.S(X'-f.Y«-HZ')Dm^*"*V^j'
y _/ZS(Xa + Y0 + Zv)Dm , /t\ ^=H~ ^(X'-i-Y'+Z«)Dm ^'^^ V*)
/ZS(X,H-Y(^-^Zy)Dm .^\
\v^*.S(X«+Y«-hZ«)Dm : ^ /
Ces formules, remarquables par leur généralité autant que par leur simplicité, renferment la solution de plusieurs problèmes dont l'analyse serait fort difficile par d'autres méthodes. Nous allons en faire l'application à deux problèmes déjà résolus dans différents ouvrages, mais d'une manière plus ou moins incomplète.
§ III, Oïl l'on applique les formules précédentes aux vibrations d'une corde tendue et chargée de plusieurs corps, et aux oscillations d'un fil inextensible, chargé d'un nombre quelconque de poids, et suspendu par ses deux bouts ou par un seulement,
30. Les expressions des variables ^, w. Çque nous venons de trouver, se simplifient beaucoup lorsque, dans les équations différentielles de Fart. 21, les variables dont il s'agit se trouvent séparées. Alors les variables X, Y, Z se trouvent aussi séparées dans les équations aux différences finies de l'art. 23 ; et chacune de ces équations donne, par le procédé de l'art. 24, une équation particulière en k du degré m. Si l'on dénote par A:, â:i , A: a les valeurs des k qui répondent aux quantités X, Y, Z données par ces trois équations, et que l'on conserve les dénominations de l'article précédent, les expressions de 0, w, Ç se réduiront, dans le cas présent, à celles-ci :
e_/XSXaDin ^ tj \ ^ ( XSXaDm • . /r \ = 2 1 -cYTn — cos « i/A: ) H- 2 ( 7=r sm t\^k ) ,
V SX«Dm V ; \SX«Dm.s/* ^ /
31 . Ce cas a lieu premièrement lorsque les corps sont supposés placés en ligne droite dans l'état d'équilibre; car, si l'on prend cette ligne pour l'axe des a?, les ordonnées b et c deviennent nulles, ainsi que leurs différences D6, De, et les équations de condition de l'art. 20 exigent que l'on ait
^ = 0,-^ = 0, c'est-à-dire que les forces perpendiculaires à l'axe soient nulles. On aura donc aussi ^^^ = o, ^^^ = o, etc. , et les équations de l'art. 21 deviendront, à cause de a'= i , è' = o, c' = o, et de G = F — F',
^*$n^ . ^'n^ ^ /F'DS\
_Dm-D,(^^ = o,
Mëc. anal, I. â^
Par conséquent, les équations de l'art. 23 se réduiront à celles-ci :
^YDmH-D,(^)=o,
dans lesquelles on voit que les variables sont séparées, de manière qu'on peut les déterminer chacune en particulier.
La constante indéterminée k pourra donc être différente dans ces trois équations, et chacune d'elles donnera une équation du n'^'"^ degré pour la détermination de cette constante. On aura ainsi les formules de l'article précédent.
52. Puisqu'on a, dans le cas dont il s'agit, Db = o, Dc = o, on aura D/=Da (art. 19), et les équations de l'équilibre (art. 22) donneront
F = S^Dm-hA.
Mais pour avoir la valeur de la quantité F' {art. 19), il faudra connaître la valeur de F en fonction de D/ou Da ; et l'on en déduira, par la différentiation, la valeur de F' en fonction de F.
Si, par exemple, on suppose 4» = K (D^)*", on aura F = K (D/)"*, et, de là, F'=mK(D/)'"=mF.
Dans le cas où l'on ferait abstraction de toute force étrangère, on aurait
^ = o, ce qui donne F == A, et, par conséquent, F constante pour tous
les corps. Mais la valeur de F pourra varier d'un corps à l'autre, à moins que l'intervalle Da entre les corps consécutifs ne soit aussi le même pour tous les corps. Dans ce dernier cas, les quantités F et F' seront deux constantes qu'on pourra déterminer à posteriori, sans connaître la loi de la fonction *. Ce cas est celui d'un fil ou corde tendue, dont les deux extrémités sont fixes, et qui est chargée d'un nombre quelconque de corps placés à distances égales entre eux ; la quantité F exprime alors la tension de la corde ou le poids qui peut la produire; mais, pour la quantité F', on ne peut la déduire de F sans connaître la loi de l'élasticité de la corde.
Ce problème , qui est connu sous le nom àe problème des cordes vibrantes, mérite un examen particulier, tant parce qu'il est susceptible d'une solution générale, que parce qu'il est intimement lié avec le fameux problème des vibrations des cordes sonores.
33. Nous supposerons que tous les corps Dm dont le fil est chargé, soient égaux entre eux et sans pesanteur, et que les intervalles D/ou Da qui les séparent dans l'état d'équilibre soient aussi tous égaux.
Comme n est le nombre des corps mobiles, si l'on désigne par M la masse entière ou la somme de toutes les masses Dm, en y comprenant la dernière, qui est supposée fixe, et par / la longueur de la corde dans l'état d'équilibre, il est clair qu'on aura
Dm = -^ et D/=Da = — ^; et les trois équations en X, Y, Z de Fart. 31 deviendront
lesquelles étant semblables entre elles, il suffira de résoudre la première, et il n'y aura plus qu'à changer F^ en F pour avoir aussi la résolution des deux autres.
34. Soit r l'exposant ou l'indice du rang qu'un terme quelconque X tient dans la série des X ; nous désignerons en général ce terme par X^, et le terme précédent ,X sera X^_ , ; ainsi la première équation sera
Supposons, pour résoudre cette équation,
X^ = H sin [r<p -f- e),
H et 6 étant deux constantes arbitraires; on aura, par les formules connues
de la maltiplication des angles,
D»X,^, = X,,, - 2X, -h X,_, = - 4Hsin (r(p -h e)(^sin ?)',
et ces valeurs étant substituées dans l'équation précédente, elle deviendra, après la division par X^,
IMk , / . oY
.^—-^-/ii^smlj =o,
laquelle donne
Or on a (art. 24) les deux conditions à remplir X^^ = o et X„^, = o ; la première donne e = o ; la seconde donne sin (/^ -f- i) (p = o; d'où Ton tire {n -f- i) 9 = pTT, TT étant l'angle de i8o degrés, et p un nombre quelconque
entier. Donc on aura (p = P ; par conséquent, en faisant, ce qui est
permis, H = i , on aura en général
X^ = sin r -^ — •
Et l'on aura la tnéme expression pour Y^ et pour Z^, qu'on substituera à la place de X, Y, Z, dans les expressions de ^, w, Ç de l'art. 50.
La même valeur de (p étant substituée dans l'expression de ^k trouvée ci-dessus, donne
ou l'on peut mettre pour p tous les nombres entiers depuis o jusqu'à n inclusivement; car p = n H- I donne X, Y, Z nuls, et au-dessus de w -f- i , les^
sinus de , ^ , — r reviennent les mêmes.
Ainsi on aura autant de valeurs différentes de k qu'il y a de corps mobiles ; ce seront les racines de l'équation en k.
En changeant F' en F, on aura les valeurs des racines A: i et A: 2 des deux autres équations en k.
On fera donc ces substitutions dans les formules générales de l'art. 30, et l'on observera que la caractéristique sommatoire S doit se rapporter uni-
quement aux exposants ou indices de rang r, depuis r = i jusqu'à r = /^, et que la caractéristique sommatoire 1 doit se rapporter aux indices p des différentes racines depuis p = i jusqu'à p = n.
A regard de la valeur de SX* Dm = Dm SX*, on aura, à cause de
<p = —^ — > la sommation suivante :
SX* = sin* (P + sin* 2 (p + sin* 3 (p -h . . . + sin* n(p
= \n — I (cos2^-hcos4?H-cos 6(p-f- . . . -h cos2/«)
I 4 f cosa/ty — cosa (/> + 1 ) y 1 \ /»-hi
« «\ 2(1 — cos2(p) «y ^'
On aura de même SY* = SZ* = ^^ •
3S. Gomme les valeurs de k sont incommensurables entre elles, la corde ne pourra jamais reprendre sa première position, à moins que les expressions àe ^y fijl^ne se réduisent à un seul terme (art. 2S). Dans ce cas, en mettant dans les formules de l'article cité, pour X, Y, Z et A, les valeurs qu'on vient de trouver, et faisant, pour abréger.
on aura ces expressions, dans lesquelles j'ai conservé l'angle 9 à la place de sa valeur — — j
n-hi
^ = E sin r(p sin ( h'tsin ^ -f- e ] »
H = E sin r(p sin (ht sin ^ -h g j r Ç = E sin rç sin (ht sin ^ -h g j ;
mais il faudra que les valeurs initiales a, j3, 7, a, |3, 7, qui répondent à ^ = o, soient proportionnelles à sin r<p. C'est la solution connue, dans laquelle on suppose que les corps ne font que des oscillations simples et isochrones.
36. Pour avoir des expressions générales applicables à un état initial quel'-
conque, il faut employer les formules de l'art. 50, en y substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art* 54). Nous appliquerons, pour plus de clarté, aux variables Ç, w, ^ l'exposant ou indice r placé au bas de ces lettres, pour marquer le rang du corps auquel elles se rapportent, et à l'égard des quantités
«5 ^? 7ï «> ^> 7> et X, Y, Z, qui sont sous le signe sommatoire S, nous emploierons l'exposant s au lieu de r, parce que cet exposant est uniquement relatif au signe S, lequel indique qu'il faut prendre la somme de tous les termes qui répondent aux valeurs de S, depuis o jusqu'à n. On aura ainsi cette formule générale :
S«^ sin«f(pcos 2 (n -h i)A'^sin ^ 1
' ' Sa,sin<9^ —
2(fi-hi)A'sîn- ^ ' 2
et pour avoir les expressions de u^ et ^^, il n'y aura qu'à changer h' en h et a,
a en |3, p et en y^ y.
Les variables ^^ représentent les excursions longitudinales des corps dans la ligne droite ou axe qui passe par les deux extrémités fixes de la corde, et les variables w^, ^^ représentent leurs excursions transversales ou latérales dans la direction perpendiculaire à l'axe, les seules qu'on ait considérées jusqu'ici dans la solution du problème des cordes vibrantes.
A l'égard du signe 2, on se souviendra qu'il exprime la somme de toutes les quantités, sous ce signe, qui répondent à p = i , 2, 3, etc. , n\ d'où l'on voit que les excursions de chaque corps, tant longitudinales que transversales, seront composées en général d'autant d'excursions particulières analogues à celles de différents pendules dont les longueurs seraient
ou
qu'il y a de corps mobiles, g étant la force de la gravité.
Pour que les valeurs de h et h' soient réelles, il faut que les quantités F et F' soient positives (art. 55); donc, suivant l'hypothèse de l'art. 52, il faudra que l'exposant m soit positif. Si les corps se repoussaient, F serait une quan-
tité négative, et il faudrait alors que l'exposant m fut aussi négatif, et que,
de plus, on eût |3 = o,|3 = 0,7 = 0,7 = 0, pour rendre nulles les excursions transversales w et ^.
37. Il y a une remarque importante à faire sur l'expression générale de Ç, que nous venons de trouver. Quoique nous ayons supposé que le nombre n des corps mobiles est donné, et que la corde, dont la longueur est aussi donnée, est fixe par ses deux bouts, le calcul n'est pas arrêté par ces suppositions, et l'expression dont il s'agit donne la valeur de ^,. pour tout corps placé sur la même ligne droite dont le rang serait exprimé par un nombre quelconque r entier, positif ou négatif.
En effet, puisque ce nombre r n'entre que dans le sin r^, il est visible qu'on peut lui donner telle valeur que l'on veut, et l'on voit en même temps
que, comme ^ = ^^ ? ce sinus ne changera pas de valeur si l'on y met
2A(/i-l- i)-hràla place de r, et deviendra simplement négatif si Ton y change r en 2A(/i H- i) — r, A étant un nombre quelconque entier, positif ou négatif. D'où il s'ensuit qu'en imaginant, suivant l'esprit du calcul, que la corde s'étende indéfiniment de part et d'autre, et qu'elle soit chargée, dans toute sa longueur, de corps égaux et placés à distances égales entre eux, les mouvements de ces corps seront tels, qu'on aura toujours
s •i;.(n-+-i)rfcr ^^^^ -^ Çr'
Or il est facile de voir que la formule 2 A(/i + i ) it r peut représenter tous les nombres entiers, positifs ou négatifs, en supposant r compris entre o et /ï -f- I ; car ayant un nombre entier quelconque, si on le divise par 2 (/iH- 1) jusqu'à ce que le reste, positif ou négatif, soit moindre que w + i , ce qui est toujours possible, et qu'on prenne A pour le quotient et it r pour le reste, ce nombre sera représenté par 2A {/i-h i) ± r. Ainsi la valeur de 5, relative à un corps (|uelconque placé sur la même ligne, à telle distance qu'on voudra de l'origine de l'axe /, se réduira toujours à la valeur de ^ pour un des corps placés sur cet axe.
Comme la relation que nous venons de trouver entre les différentes valeurs de % est générale, quel que soit le nombre r, si l'on y met a(/h- i ) H- r à la
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place de r, et qu'on prenne les signes inférieurs, elle devient
D'où il est facile de conclure que si l'on imagine toute la longueur indéfinie de la corde divisée en parties égales à Taxe / de la corde donnée, les valeurs de ^, dans chacune de ces parties, seront les mêmes, à égale distance des points de division, mais de signes différents dans les parties contiguës. Si donc on représente les valeurs de ^ pour tous les corps placés sur l'axe /, par les ordonnées des angles d'un polygone décrit sur cet axe, il n'y aura qu'à transporter ce polygone alternativement et symétriquement au-dessous et au-dessus de l'axe prolongé des deux côtés à l'infini, de manière que les côtés qui aboutissent aux points de division soient les mêmes, mais placés en sens contraire et dans la même direction ; on aura ainsi à chaque instant les valeurs de % pour tous les corps qu'on supposera distribués sur la même ligne droite prolongée à l'infini par les ordonnées des angles de ce polygone composé d'une infinité de branches. Ces valeurs seront nulles dans chaque point de division, de sorte que les corps placés dans ces points seront d'eux-mêmes immobiles; et c'est ainsi que le calcul satisfait à la condition, que les deux bouts de la corde donnée soient fixes.
Ce que nous venons de démontrer par rapport aux variables f a lieu également pour les différentielles ^ ; car, en différentiant l'expression de ^^ par
rapport à ^, on a une expression de -^ à laquelle on peut appliquer les mêmes raisonnements.
Donc les valeurs de a et de a, qui représentent celles de ^ ^* ^^57 ^^
premier instant, et qui sont arbitraires pour tous les corps placés sur l'axe /, seront représentés par une pareille construction dans l'étendue de la corde de longueur indéfinie.
Gomme les expressions des deux autres variables >i et ^ ne diffèrent de celle
de Ç que par les valeurs initiales ^, |3 et T', 7, qui sont à la place de a, a, les mêmes résultats auront lieu aussi par rapport à ces autres variables.
58. On conclura donc en général, que si une corde tendue, d'une longueur quelconque, est chargée de corps égaux et placés à distances égales
entre eux, et qu'ayant divisé cette corde en plusieurs parties égales, comprises chacune entre deux corps, tous les corps, à l'exception de ceux qui sont dans les points de division, soient ébranlés à la fois, de manière que Tébranlement soit le même, mais dans un sens opposé, pour ceux qui sont à distances égales de part et d'autre de chaque point de division, les corps placés dans ces points de division demeureront immobiles d'eux-mêmes, et chaque partie de la corde aura le même mouvement que si elle était isolée, et que ses deux extrémités fussent absolument fixes.
Il résulte de là qu'une corde tendue, de la longueur /, fixe par ses deux extrémités, et chargée d'un nombre n de corps, étant divisée en v parties égales, V étant un diviseur de /i -h i, si l'état initial est tel, que les corps placés dans les points de division n'aient reçu aucun ébranlement, et que ceux qui sont en deçà et en delà d'un point de division à distances égales aient reçu des ébranlements égaux, mais en sens contraire, la corde oscillera comme si les points de division étaient fixes, et que la corde n'eût que la
longueur - •
59. La séparation des variables dans les équations en ^ , »f , ^ peut encore avoir lieu sans supposer que les corps soient disposés en ligne droite dans l'état d'équilibre, mais en supposant que leurs distances mutuelles ne varient pas dans le mouvement. Nous avons remarqué dans l'art. 14 que ce cas dépend des mêmes formules générales, en y regardant la quantité ^, et, par conséquent aussi, la quantité F, conune indéterminées; et nous avons vu, dans l'art. 22, que l'on a alors l'équation de condition
jj^DeH-5^D«-+-5^.DÇ=o,
laquelle fait disparaître, dans les équations générales de l'art. 21, tous les termes multipliés par G.
En n'ayant égard qu'à la pesanteur des corps, et prenant Taxe des abscisses X et a, vertical et dirigé de bas en haut , on aura -t- égale à la force
accélératrice de la gravité, que nous désignerons par g^ et, de plus, -^r- = o,
Méc. anal. I. - 4^
-^ = o ; et les équations de l'article cité deviendront
oii les variables sont séparées.
La valeur de F sera (art. 22)
F = \/(gSDm + A)^ -h B^ + C ïjes équations en X, Y, Z deviendront donc (art. 2S)
AXDm H- D ( -^qy) ^^ ^^ A YDm + D (^) = o, AZDm + D^(^) = o,
qui sont, comme l'on voil, tout à Ëiit semblables entre elles; de sorte qu'on pourra supposer X = Y = Z, parce que les constantes arbitraires par lesquelles ces quantités peuvent différer, devant être déterminées parles mêmes conditions, deviendront aussi les mêmes. Ainsi les valeurs de Ç, n, Ç, données par les formules générales de l'art. 30, ne seront difSerentes que par les
valeurs initiales a, ^,7, a, |9, 7, qui peuvent être quelconques.
Toute la difficulté se réduit donc à trouver l'expression générale de X ; mais c'est à quoi on ne saurait parvenir par les méthodes connues.
Ce cas est celui d'un fil inextensible chargé de plusieurs poids et fixement arrêté dans ses deux; extrémités.
40. Lorsque le fil n'est arrêté que par une de ses extrémités, que nous prendrons pou ri' extrémité supérieure, le* corps le plus bas devaffit être lîl^e, il faudra, par l'art. 17, cjuje la valeur de $ ou de F soit nulle à l'extrémité inférieure. Or, en prenant cette extrémité pour l'origine des abscisses, que nous supposons dirigées de bas en haut, et y feisant comntencer la somnie
S Dm, la valeur de F y sera nulle, pourvu qu'on ait A :=±: o, B = o, C =i: o.
On aura ainsi F = gSDm.
^ 1 dll dïl dïl . . ^. ,
Comme on a, dans ce cas, ^ =£ g, -^ ££î: o, -^ = o, les équations de
l'art. 22 donneront Da = D/, De = o, De =^ o, c'est-à-dire que les ordonnées bj c seront constantes; de sorte qu'on aura, pour l'état d'équilibre, une ligne droite parallèle à l'axe vertical des abscisses a. Ainsi on peut faire i = o, c = o, en prenant pour l'axe des a la verticale qui passe par le point de suspension du fil.
Ce cas, qui est celui des oscillations très-petites d'un fil suspendu à un point fixe, et chargé d'un nombre quelconque de poids, est aussi susceptible d'une solution générale lorsque les poids sont tous égaux entre eux, et placés à distances égales les uns des autres.
41 . Dans ce dernier cas, en nommant n le nombre des corps, M la somme de leurs masses Dm, et /la longueur du fil, on a
Dm==-, D/=Da = -;
et si l'on nomme, de plus, r le nombre des corps, à commencer du plus bas jusqu'à celui auquel répondent les variables ^, », Ç, on aura
SDm = (r- i)Dm = ^''~'^^ ; et, de là, on aura
L'équation en X de l'art. 59 étant multipliée par ^ deviendra, en mettant X^ au lieu de X, et observant que ,X devient X^_, , et X, devient X^^, ,
|^X,+ D[(r-,)DX,_;]-o,
savoir, en exécutant les différentiations indiquées par lu cftîactérktique D, suivant la formule de Tart. 16,
Cette équation, à cause du coefficient variable r, ne peut pas être traitée
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comme celles qui donnent les suites récurrentes ordinaires ; mais on peut en déduire successivement les valeurs de X,, X,, etc.
Pour cela, il n'y a qu'à la mettre sous cette forme, oîi A = — >
Y ar — A — I Y r — i y
De là, en faisant successivement /• = i , 2, 3, etc. , on aura
X,= î^X,-^X,= (i — 3Ah-^-^JX,, X,= (^,_4A-h--f3 + ^X„ et ainsi de suite; de sorte qu'on aura, en général.
L'extrémité supérieure du fil devant être fixe, on peut supposer qu'elle réponde au corps dont le rang serait /i + i ; ainsi il faudra que Ton ait
X,,^, = o, ce qui donne l'équation suivante, en remettant pour h sa valeur
Ih
laquelle sera, par rapport à A:, du degré /i, et donnera, par conséquent, les n valeurs de &, que nous désignerons en général par k
42. Il n'y aura donc qu'à substituer, dans les formules de Fart. 50, l'expression précédente de X^ à la place de X, de Y et de Z, et celle de ^ à la place de A , et ensuite exécuter les sommations indiquées par les signes S et 2. Mais il faut observer que dans le cas présent, où Ton suppose De = o, De = o (art. 40), l'équation de condition de l'art. 39 donne D^ = o, et,
(*) Le terme général est ± '''^'' ""/^ V ;l'""pf "^'^ /'^X.. (/. Bertrand, )
par conséquent, ^ égale à une constante pour tous les corps, mais qui peut êtrç une fonction de t\ donc on aura, pour le commencement du mouve-
tnent, a et a égales à des constantes ; or, le premier corps étant supposé fixe,
les valeurs initiales oi et a sont nulles pour ce corps ; donc elles seront aussi nulles pour tous les autres. Par conséquent, Texpression générale de la variable ^ deviendra nulle. Gela a lieu en négligeant, comme nous Tavons fait, les carrés et les puissances supérieures des variables ^, », ^, supposées très-petites. En effet, Téquation D^ = D/de Tart. 19 donne, à cause de Dj'=D^*-hD7'-j-Dz' etdeDè = o, Dc = o,
d'où l'on tire
de sorte que les variables ^ seront du second ordre par rapport à w et ^. Désignons maintenant par Or cette fonction de r,
Lg«J
et mettons dans Texpression générale de la variable n de l'art. 50, à F imitation de ce que nous avons fait dans Fart. 56, v\^ au lieu de »t, et Or au lieu de Y dans les termes qui sont hors du signe S ; mais dans ceux qui sont sous ce
signe, nous changerons r ens^ et nous mettrons p,, |3, au lieu de |3 et p. On aura ainsi, pour un corps quelconque dont le rang est r en montant,
"-=^[ S(4>.)' cos^v^ J
où le signe S exprime la somme des termes qui répondent à ^ = i , 2, 3, etc. , /z, et le signe 2 représente la somme des termes qui répondent à p = i , 2, 3, etc., w, en supposant que k^^\ k^\ A:^*\ . . . , ^^"^ soient les racines de
l'équation. en k , représentée par $(ai-hi) = o.
On aura une expression tout à fait semblable pour la variable ^^, en chan-
géant simplement j3„ /3„ en y,, y^.
ïje problème des oscillations infiniment petites d'un fil charge d'un nombre quelconque de poids égaux est donc complètement résolu ; il ne reste qu'à
déterminer les racines de Téquation en A: , ce qui ne parait pas possible en général .
45. Au reste, quoiqu'on ne puisse pas déterminer ces racines, on peut néanmoins être assuré qu'elles doivent être toutes réelles, positives et inégales; autrement les valeurs de 0, >i, Ç contiendraient des termes qui iraient en augmentant avec le temps, ce qui ne peut être, puisqu'il est évident, par la nature du problème, que les oscillations du fil doivent toujours être de peu d'étendue, si les valeurs initiales de Ç, w, Çsont très-petites.
Le contraire aurait lieu si Ton supposait la quantité g, qui exprime la gravité, négative, c'est-à-dire agissant en sens opposé; car ce serait le cas où le point de suspension du fil vertical étant placé à son extrémité inférieure, le fil culbuterait, pour peu qu'il fut déplacé de la situation verticale. En effet, en faisant g négative dans l'équation en k, tous ses termes deviennent positifs, de sorte qu'elle ne peut avoir que des racines imaginaires ou réelles négatives.
On peut aussi trouver ces résultats à priori, par les principes établis dans l'art. 8, ce qui peut servir à montrer la justesse de ces {Mrincipes. En effet, si l'on a égard à la condition de l' inextensibilité du fil, laquelle donne (article précédent), en prenant les sommes comptées du corps le plus bas,
la valeur de V sera simplement SllDm, et l'on aura
n = ga? = ga + g?.
Mais puisque le corps le plus haut, qui répond à /i + i , est supposé fixe, Ja valeur de ^ y devra être nulle ; ainsi on aura
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en supposai)! que la somme renfermée entre deux crochets soit ta somme totale. Donc on aura
^ 2ua
où le signe S^ dénote les sommes prises à rebours, à commencer par le corps le plus haut, et qui sont les différences de la somme totale et des somnèes partielles dénotées par S, lesquelles doivent commencer au corps le plus bas, où est l'origine des abscisses.
On aura donc ainsi.
V = gSaDm ^ gSDm^ ^^]ba^^' '
où Ton voit que la partie de V, qui contient les secondes dimensions des variables w et Ç, qui sont maintenant indépendantes, est nécessairement toujours positive, et que, par conséquent, les racines de l'équation enk seront toutes réelles, positives et inégales. Ce serait le contraire si l'on donnait à g une valeur négative.
^ IV. — Sur les vibrations des cordes sonores, regardées comme des cordes tendues j chargées d'une infinité de petits poids infiniment proches V an de Vautre; et sur la discontinuité des fonctions arbitraires.
44. La solution générale que nous avons donnée du problème des cordes vibrantes a lieu, quel que soit le nombre n des corps mobiles, et quel que soit aussi leur état initial ; par conséquent elle doit s'appliquer aussi au cas où le nombre n deviendrait infiniment grand, et les intervalles entre les» corps diminueraient à l'infini, de manière que la longueur de la corde restât la même : alors le mouvement de chaque corps se trouvera représenté par une série infinie de termes dont la somme sera équivalente à une fonction finie, différente de celle de chacun de ses termes. Ce cas est celui d'une corde sonore uniformément épaisse, et l'on a coutume de le résoudre directement par le cateul difSérentiel ; cependant il peut être intéressant porrr Fanalyse de feire voir comment on peut le déduire de la solution générale, surtout pa>rce que, de cette manière, an. sera asBuiré di'avoîr une solution ^>plîcab}e à quelque tiguce que la corde puisse avoir £U emninencement de son mouvement.
45. Nous remarquerons d'abord qu'en supposant n infini, la valeur de ^ (art. 54) devient \ jnik p^Tj parce que la dernière limite de 2 (n-f- 1) sin . ^ est pyr; de sorte que les racines de l'équation en /:, qui
étaient toutes incommensurables entre elles, tant que le nombre n des corps mobiles était fini, deviennent toutes commensurables lorsque n est infini,
ayant pour commune mesure '^ y j^ dans les excursions longitudinales f ,
^^ ^ V 7m ^^^^ ^^^ excursions transversales w et ^; d'où il suit que la corde reprendra toujours sa première figure par rapport à l'axe, au bout d'un
temps égal à 2 i/-p ? quel que puisse être son état initial.
Il est vrai que, le nombre p pouvant aussi devenir infini, il y aurait des
cas où l'on ne pourrait plus supposer 2 (/i H- i) sin-j-^ -=p7r; mais
comme cela ne peut avoir lieu qu'après un nombre infini de termes dans les séries infinies marquées par 2, il s'ensuit de la théorie connue de ces séries, que ces cas particuliers ne sont point une exception au résultat général.
On peut d'ailleurs s'en convaincre directement; car, dans le cas dé n infini, les différences finies marquées par D deviennent infiniment petites; ainsi l'équation en X de l'art. 33 devient, en changeant D en dy et mettant
pour n H- 1 sa valeur -j-t
laquelle étant intégrée donne
X = Hsin(^ay^-|-ey
Il faut que X soit nul lorsque a = o, et lorsque a = /, parce que les deux extrémités de la corde sont fixes ; la première condition donne g = o,
et la seconde donne / \/ jw = p^r, d'où l'on tire ^k = P'^K/nÂ^ comme plus haut.
On n'a donc pas besoin, dans ce cas, pour que la corde revienne toujours à son premier état, de supposer qu'elle ne fasse que des oscillations simples
et semblables à celles d'un pendule, comme dans l'art. 5S; car, quel que soit son état initial, on est assuré que ses vibrations seront toujours isochrones entre elles, et synchrones à celles d'un pendule simple de longueur
égale à 2 j mais la loi de ces vibrations sera différente de celle des vibrations
des pendules, et dépendra de l'état initial de la corde.
Pour connaître cette loi, il faut voir ce que deviennent les expressions générales de ^, w, ^ dans le cas de n infini; c'est ce que nous allons examiner.
46. Faisons dans la formule générale de l'art. 36 les substitutions de — —
à la place de <p et de —r^ r à la place de sin?» en supposant n infini, et
au lieu des exposants ou indices r et ^ qui dénotent le rang des corps auxquels appartiennent les variables ^ et a, employons, ce qui est plus simple, les parties mêmes de l'axe ou les abscisses qui répondent à ces corps, en
dénotant par x l'abscisse relative à Ç, et par a l'abscisse relative à ât et à a. Comme la longueur totale de la corde est supposée égale à /, on aura
X sa
' , . , ^= 1^ /ï H- I — TT-;
/i-hi / /i-hi / Da
et la formule dont il s*agit donnera cette expression générale des excursions longitudinales f ,
ç = 22smi-y- A cos(p7rA^) H- A — /^ r en faisant
A =S(^sinfy-pj,
Le signe 2 dénote ici une suite infinie de termes qui répondent à p = i , 2, 3, etc., à l'infini; et le signe S dénote d'autres suites infinies de termes qui répondent à toutes les valeurs de o, Da, 2Da, 3Da, etc., à l'infini, à cause de Da infiniment petit.
On aura de pareilles expressions pour les excursions transversales w et ^, en changeant A' en h et oc, a en /3, /3, et en 7, 7.
Méc, anal, I. 4?
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47. Daniel Bernoulli, en génëridiâant la solution du problème des cordes vibrantes, donnée par Taylor, était parvenu à une formule semblable à la
précédente, mais dans laquelle les coefficients A étaient nuls, et les coefficients A ^ dénotaient simplement des constantes arbitraires dépendantes de la figure initiale de la corde {Mémoires de Berlin^ 1 753) ; et il avait cru pouvoir expliquer, par les diffi^rents termes de sa formule, les sons harmoniques qu'une corde sonore fait entendre, avec le son principal. Notre formule,
dans laquelle ces coefficients sont exprimés par les valeurs initiales a, a, nous met en état d'apprécier cette explication, qui a été adoptée par plusieurs auteurs après lui.
En effet, il est facile de voir que le son principal de la corde sera donné par le premier ou les deux premiers termes de la série qui répondent à p= i , et que les sons harmoniques successifs, c'est-à^lire l'octave, la douzième, la double octave, la dix-septième, etc., seront donnés par les termes suivants qui répondent à p = 2, 3, 4» 5, etc. Donc, pour que le son principal domine parmi tous les autres, et qu'il n'y ait que les premiers des harmoniques qui se fassent entendre en même temps, il faut supposer que les
coefficients A^*\ A^*^ soient beaucoup plus grands que tous les autres pris ensemble, et que les coefficients suivants :
A(a) A{3) AM) Â(2) Â(3) À(*)
xl. , -Tx , Hl , • • • , JrX, , J\. I J\. , . . . ,
forment des séries extrêmement convergentes. Mais, par la manière dont ces
coefficients dépendent des valeurs initiales a et a, on voit que cette supposition est inadmissible, en regardant l'état initial de la corde comme arbitraire; on voit même que, dans la plupart des cas, ces coefficients formeront des séries divergentes, ce qui n'empêchera pas que la corde ne fasse des vibrations isochrones ou d'égale durée, seule condition nécessaire pour la formation d'un ton.
48. Quoique les formules de l'art. 46 donnent rigoureusement le mouvement de la corde au bout d'un temps <pielconque ^, les séries infinies qui entrent dans ces formules empêchent néanmoins qu'elles ne représentent ce mouvement d'une manière nette et sensible; mais, en envisageant sous un autre point de vue la formule générale de l'art. 56, on peut en tirer une
sin
2 sin r(f
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construction simple et uniforme pour déterminer l'état delà coeée à chaque instant, que) que puisse être son état initial.
Reprenons cette formule, et mettons-la sous la forme siHvante, ce qui est permis à cause de l'indépendance des signes sommatoires S et 2 :
Ç^= Sa^zj^-^^^^sin^^cos 2(n -h ï)A'^sin£ |
\m\ 2(«+ i)h'tsiu * I
«/2 — — ^sin^<p — != — ^
in -f-i)/» sin -^
Nous tirerons d'abord de cette formule une conséquence qui nous sera fort utile. Comme on a supposé que a est la valeur initiale de (art. 29), il faut qu'en faisant ^ = o dans l'expression précédente de ^^ elle se réduise à ft^, et qu'on ait, par conséquent, cette équation identique,
S^ 2 sin ro .
a,2 ; — ^sm^^.
Il est évident que le second membre de cette équation ne peut se réduire à a^y à moins que l'on n'ait en général
^ 2sinr(p .
2 îsm^® = o,
tant que s est différent de r ; et que, lorsque j = r, on ait
_ 2 sin r(p .
2— -— ^ smr(p = I,
^ étant égal à ? et le signe 2 étant rapporté aux valeurs successives i ,
2, 3, etc., n de p: ce qui donne une série formée des produits de sinus d'angles multiples de et — '—y dont la somme devra être toujours
nulle dans le premier cas, et égale à dans le second. C'est aussi ce
qu'on peut démontrer directement par les formules connues, pour la sommation de ces sortes de suites.
Dans ces formules, r et s sont supposés des nombres quelconques entiers
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compris entre o et /i -h i ; mais, à cause de ^= -: — i p étant aussi un nombre entier, si Ton met 2A(/iH-i)±ràla place de r, A étant un nombre quelconque entier positif ou négatif, on aura
sin [2 A(/i h- i) dt r'](p= it sin r^;
par conséquent, on aura, en général.
Il ^ — ^ ^ ='-^sin^<p J = it 1 OU =0,
selon que s sera égal à r ou non.
La formule 2 A (n H- i ) ± r peut représenter tous les nombres entiers positifs ou négatifs, comme nous l'avons vu dans Tart. 57; ainsi, ayant un nombre quelconque entier N, on peut faire N= 2A{n-hi)=tr, ce qui donnera r = ±[N — 2A(n-Hi)],et Ton aura en général, quel que soit N,
sin N(p X sms(f _, j
1 ^-r-, ^ = =t ? ou = o.
selon que s sera = zt [N — 2 A (« -h 1)] ou non, s étant un nombre entier entre o et n-h i.
49. Gela posé, comme l'expression de Ç^ est composée de deux parties, dont la première contient les valeurs initiales a de la variable ^, et dont la
seconde contient les valeurs initiales a des différentielles -p > nous considérerons ces deux parties séparément, et nous désignerons la première par f [. et la seconde par ^l , de manière que l'on ait ^^ = Ç[. -f- 5' •
En supposant n infini, l'angle cp =^ --^ — devient infiniment petit, et sin ^
se réduit à ^ (art. 46).. Faisant cette substitution dans l'expression de Ç'^, on
aura (art. 48)
f ,== Sa,2 sinrçsin j^cos(/î H- i) h^tç;
Tw ' 7 I
et développant le produit sin r<p cos {n n- i) A'^^,
Ç, = Sa,2 j —^ ^~p^' ^ Sin s(p j
«,2j j;^:^ J^Sin^cpj
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Comme n est supposé un nombre infiniment grand, on pourra toujours regarder comme un nombre entier le nombre (/i -+- i)h'tj quel que puisse être le nombre exprimé par h' t.'
Ainsi, en faisant, dans la dernière formule de l'article précédent,
on aura
où
Sa,2 j — t i-^-p^ — =^1 sm j<p j = ± i«„
j = dz [r H- {/i + i)A'^ — 2A(/i-+- 1)]; et faisant N = r — (/î + i)A'^, on aura pareillement
où
^'= ih [r — (/» -h i)/i'^ — 2 /(/ï H- i)],
A et / étant des nombres entiers quelconques, ou zéro. Donc, réunissant ces deux valeurs, on aura simplement
où les signes ambigus de a^ et de a^ répondent à ceux des valeurs de s et de s\
50. Mais, à la place des exposants ou indices r et ^ qui dénotent le rang des corps auxquels appartiennent les variables f et a, il est plus commode d'employer les parties mêmes de la corde comprises entre la première extrémité fixe et ces mêmes corps.
Désignons, comme dans l'art. 46, par x la partie de Taxe ou l'abscisse qui répond à Ç, et par a celle qui répond à a ; la longueur de la corde étant /, on aura
et de même
ce qui donne
et à^la place de Ç,., a,, a^, on pourra écrire simplement f',, a^, a^.
Substituant ces valeurs de r, s^ s' dans les formules de Tarticle précédent, multipliant par /, et divisant par n + 1 9 on aura
a = it (iTH- Ih't — 2 a/), a'= ± {x — lh't — 2A7),
les signes ambigus de a^ et u^ répondant à ceux de a et a'; et l'on déterminera ces signes, ainsi que les valeurs de a et de a\ par la condition que ces valeurs soient positives et moindres que /.
51. Représentons par A et A' les valeurs de ± a^ et ± a^, en sorte que
l'on ait, en général,
Donc, 1°. si 0? -4- Zfe'^ est entre o et /, on prendra a = a: 4- Ih't et A = +a«;
2*^. Si a? + Ih't est entre / et a /, on prendra a = — {x -\- lh!t — 2 /) et A = — a^ ;
3®. Si ^ H- /^'^ est entre 2 / et 3 /, on prendra a=^ x -v- Ih't — 2 / et A = + a^. Et ainsi de suite.
De même, i®. si .r — Ih't est entre / et o, on prendra a' =^ x — Ih't et
2®. Si a: — Ih't est entre o et — /, on prendra a'= — [x — Ih't) et
3**. Si :r — UiU est entre — /et — 2 /, on prendra a' =^ x — Ih't + 2 / et A'= a^. Et ainsi de suite.
On voit que ces différents cas se réduisent à déterminer les abscisses a ou a', en ajoutant ou en retranchant de Tabscisse x la ligne Ih'tj de manière que, lorsqu'elle passera Tune ou l'autre extrémité de l'axe /, elle soit repliée en arrière et comme réfléchie par des obstacles placés à ces deux extrémités,
et à prendre Tordonnée correspondante «^ ou «^ positive, si. le nombre des réflexions est pair, ou négative, si ce nombre est impair.
52. Maid il est encore plus simple tle continuer la courbe des et sur le même axe / prolongé des deux cotés, de manière qu^on ait directement les ordonnées a^ et a^, qui répondent aux abscisses x -+- Ih't et x — Ih' t.
Pour cela, ayant décrit sur Taxe / le polygone d'une infinité de côtés, ou la courbe dont les coordonnés sont a^, pour une abscisse quelconque x^ et qui sera donnée par les valeurs initiales des excursions ^^ de tous les points de la corde, il n'y aura qu'à transporter cette même courbe alternativement au-dessous et au-dessus du même axe prolongé indéfiniment des deux côtés, de manière qu'il en résulte une courbe continue formée de branches égales situées symétriquement autour de l'axe et se joignant par les mêmes extrémités, dans laquelle les ordonnées prises à distances égales de part et d'autre de chacune des deux extrémités de l'axe /, soient toujours égales entre elles et de signe contraire.
En prenant dans cette courbe les ordonnées qui répondent aux abscisses x-^lhlt et X — Ui^t^ on aura les valeurs de A et de A', et la variable Ç', sera représentée, au bout d'un temps quelconque f , par la formule
Çx =^ ï y^x^vi/t ■+" ^x-ikft) •
On aurait pu déduire tout de suite cette continuation de la courbe qui représente les valeurs de a, de ce que nous avons démontré en général dans l'art. 37, en supposant que la corde, au lieu d'être terminée aux deux points fixes, s'étende de part et d'autre à l'infini; le polygone que nous avons imaginé dans cet article deviendra ici une courbe continue, laquelle, étant appliquée au premier instant du mouvement, sera la courbe des valeurs de a prolongée à l'infini.
53. Considérons maintenant la seconde partie de f^, que nous désignons par Ç*, et qui est représentée par la formule (art. 46)
;în 1 («-Hi)A'fsm ^ I
sm «•• o • ! 2 sin ro .
?r=Sa,2< — — -î-smj(p
'lin -f-i)^'sin ■^
Il faut commencer par la délivrer du dénominateur sin ^1 pour la rendre
semblable à celle de Ç,. et susceptible des mêmes réductions.
Pour cela, je prends la différence D.^^, et comme l'exposant r n'entre que dans sinrip, il suffira d'affecter ce sinus de la caractéristique D.
Or, par les théorèmes connus, on a
D .sin r<p = sin (r -h i) ^ — sin r^ = 2 sin ^ cos (r + |) (p. Substituant donc cette valeur dans l'expression de DÇ', on aura
'^ • ^' = (ÏTTÔT ^ «^^ i'-^^TT)^ **" ^^ ^'" [
Faisant, pour le cas de n infini, sin^ = ^> et développant le produit cos(r -h{)^sin(/i -h i)A'^^, on aura
Cette expression de D^^ est composée de deux parties semblables à celles de ^'^ (art. 49); on peut donc y appliquer les mêmes raisonnements, et la ramener à une construction semblable.
Ayant donc tracé sur l'axe / le polygone d'une infinité de côtés, ou la
(tourbe dont les ordonnées pour chaque abscisse x soient a^, et qui sera
donnée par les vitesses initiales a, on la transportera alternativement audessous et au-dessus du même axe prolongé indéfiniment des deux côtés, de manière que l'on ait une courbe continue semblable à celle de l'article précédent. Alors, en mettant jr— ou g— à la place de n + i , et négligeant comme
nul le terme —. r vis-à-vis de x^ on trouvera
et passant des différences aux sommes.
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54. Ces sommes ou ces intégrales représentent, comme l'on voit, des
aires de la courbe dont les coordonnées sont a; et il faut que ces aires ne commencent qu'aux points où «r = o, et où les abscisses sont Ih't et — Ih't; mais il est plus commode de les faire commencer à l'origine commune des abscisses, qui est l'extrémité antérieure de l'axe /. Pour cela, il faudra retrancher de l'aire qui commence à ce point, et qui répond à l'abscisse X H- Ih^t, l'aire qui répond à l'abscisse Ih^t^ pour que l'aire restante n« commence qu'au point où x = o ; et quant à l'aire qui répondra à l'abscisse X — /A'^, il faudra y ajouter Taire relative à — /A'^, pour en rapporter le commencement au même point de l'origine des abscisses.
Dénotons en général par {fadx)^ toute aire qui commence à cette origine et qui répond à une abscisse quelconque x; d'après ce que nous venons de dire, on aura, dans l'expression de Ç^,
Sa^wA^.Da: = {Jccdx)^^,^., -h {fadx)^^,.
On substituera donc ces valeurs, et l'on remarquera qu'on a, en général,
puisque, par la nature de la courbe des a, les ordonnées qui répondent à des abscisses égales, mais de signe différent, sont aussi égales et de signe différent; de sorte qu'on a constamment d^f^^ -f- ol__^^^ = o. Donc on aura simplement (article précédent)
55. Donc enfin réunissant les valeurs de ?', et de §^, on aura cette expression générale de 0^, au bout d'un temps quelconque f ,
On aura des expressions semblables pour les variables n,, Ç„ en changeant seulement A' en A et a, a en |3, ^ et 7, 7, et en supposant qu'on ait tracé
de la même manière les courbes correspondantes aux valeurs initiales |3, p et >, y.
Méc. anal. I. ^8
Ayant ainsi les excursions longitudinales 0^ et les excursions latérales w^, ^^ de chaque point de la corde qui répond à l'abscisse x prise dans Taxe, on connaîtra Tétat de la corde au bout d'un temps quelconque t écoulé depuis le commencement du mouvement, et comme les valeurs initiales «, ]3, 7,
ainsi que a, /3, y, sont absolument arbitraires, on voit que rien ne pourra limiter cette solution, tant que les courbes formées d'après ces valeurs auront une courbure continue et ne formeront point d'angles finis, ce qui produi-* rait des sauts dans les expressions des vitesses et des forces accélératrices.
On a supposé (art. 33) h= y j^' ^'= VTyî^ ^ étant la longueur de
la corde, et M la masse de tous les poids dont elle est chargée (art. 33); ainsi M sera la masse ou le poids de toute la corde qui est supposée tmiformément épaisse; de sorte que si l'on nomme P sa pesanteur spécifique qui dépend de la densité et de la grosseur, on aura M = /P; par conséquent, on aura
A l'égard des quantités F et F', nous avons vu que ce sont deux constantes, dont l'une, F, exprime la tension de la corde, et est, par conséquent, proportionnelle au poids qui la tend; mais F' dépend de la loi de cette tension, relativement à l'extension de la corde (art. 32).
56. Pour peu qu'on examine la nature des courbes qui représentent les
valeurs de a et ex, il est facile de voir que les ordonnées éloignées entre elles de l'intervalle 2 / seront toujours égales et de même signe, et que les an-es qui se termineront à ces ordonnées seront aussi égales entre elles, parce que toute aire qui répond à un intervalle 2 /, pris dans un endroit quelconque de l'axe prolongé à l'infini, est toujours nulle, étant composée de deux parties égales entre elles, mais de signe contraire.
Il suit de là que la valeur de ^^ demeurera la même si l'on augmente le
temps t de la quantité n ou d'ini multiple quelconque de cette quantité;
donc les excursions longitudinales de la corde reviendront les mêmes au
bout d'un intervalle de temps égal à p ou 2 / \/çr,; c'est la durée des vibrations longitudinales.
Il en sera de même des valeurs de w^ et de ^^, en changeant h! en A, c'està-dire F' en F; ainsi la durée des vibrations transversales sera ^ly y-
Tous les auteurs qui ont traité jusqu'à présent des vibrations des cordes sonores, n'ont considéré que les vibrations transversales, et ils ont trouvé pour leur durée la même formule que nous venons de donner. *
A l'égard des vibrations longitudinales, M. Gbiadni est le seul, que je sache, qui en ait fait mention dans son intéressant Traité d* A caustique , § 43; il donne le moyen de les produire sur une corde de violon, et il remarque que le ton qu'elles rendent n'est pas le même que celui des oscillations transversales, d'où il suit que F' est différent de F; par conséquent, dans l'hypothèse très-vraisemblable que la fwce élastique par laquelle chaque élément de la corde résiste à être allongé, ou tend à se raccourcir, soit proportionnelle à la puissance m de cet élément, c'est-à-dire qu'on ait $ = K{D^)"' (art. 14), il faudra que m soit différent de l'unité (art. 32); et si, comme M. Ghladni paraît l'insinuer, le ton longitudinal est toujours plus élevé que le transversal, il faudra que F' > F, et, par conséquent, m > i .
37. Nous avons vu (art. 36) qu'une corde tendue, de la longueur / et
chargée de n corps, peut se mouvoir comme si elle n'avait qu'une longueur -?
V étant un diviseur de /« -H i . Lorsque n est un nombre infini, v peut être un nombre entier quelconque ; ainsi une corde sonore de la longueur / pourra
osciller comme une corde dont la longueur serait j > c'est-à-dire une partie
aliquote de /, et la durée de ses oscillations se réduira alors ^ — y pv pour
les oscillations longitudinales, et à — y ^^ pour les oscillations transversales*
En effet, si les valeurs initiales et arbitraires a et a sont telles, que les courbes ou les lieux de ces valeurs sur l'axe / coupent cet axe en deux ou en y parties égales, et que les branches qui répondent à ces parties soient les mêmes, mais situées alternativement au-dessus et au-dessous de l'axe, de manière qu'à distances égales de part et d'autre de chacun de ces points d'intersection, les ordonnées soient égales et de signe contraire; ces courbes étant ensuite prolongées à l'infini, suivant la construction de l'art. 49, auront
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la même forme que si elles provenaient d'une corde dont la longueur ne
serait que -> et l'expression générale de f, (art. 52) fait voir que les valeurs
de Ç qui répondent aux points d'intersection sont toujours nulles ; de sorte que la corde, dans ses oscillations longitudinales, se partagera d'elle-même en autant de parties égales, qui oscilleront comice si leurs extrémités étaient fixes.
11 en sera de même par rapport aux oscillations transversales représentées par les variables w et ^.
58. Comme le ton que donne une corde sonore ne dépend que de la durée de ses oscillations isochrones, laquelle, pour une même corde tendue, est proportionnelle à sa longueur, il s'ensuit qu'une corde, en se partageant ainsi d'elle-même en parties aliquotes, rendra des tons qui seront au ton principal, dans lequel l'oscillation est entière, comme les fractions qui expriment ces parties sont à l'unité. x\insi, si la corde se partage en deux, trois, quatre, etc., parties égales, ces tons seront exprimés par les fractions {, {, j, j, etc., et seront, par conséquent, à l'octave, à la douzième, à la double octave, à la dix-septième, etc., du ton fondamental.
On a[)pelle ces tons qu'une même corde peut donner d'elle-même, tons harmoniques y et Ton sait qu'on peut les produire à volonté, en louchant légèrement la corde pendant sa vibration, dans un des points de division qu'on nomme nœuds de vibrcUion, d'après Sauveur, qui a expliqué le premier, par ces nœuds, les sons harmoniques de la trompette marine et des autres instruments, dans les Mémoires de V Académie des Sciences de 1701. Wallis les avait déjà observés dans les cordes qui sont à l'octave, à la douzième, à la double octave, etc. , au-dessous d'une corde qu'on fait résonner, et qui frémissent en se divisant naturellement en deux, trois, quatre, etc., parties égales, dont chacune donnerait le même ton que la corde qu'on Tait résonner. Ployez le chapitre 107 de son Algèbre,
59. La théorie et l'expérience sont bien d'accord sur la production des sons harmoniques ; mais il n'est pas aussi facile de rendre raison de ce qu'on appelle, d'après Rameau qui en a fait la base de son Système, la résonnance du corps sonore, et qui consiste dans la réunion des sons harmoniques avec le son principal de toute corde qu'on fait résonner d'une manière quelconque.
Si ces sons harmoniques sont, en effet, produits par la même corde, en même temps que le son principal, il faut supposer que la corde fait à la fois des vibrations entières et des vibrations partielles, et que ses vibrations effectives sont composées de ces différentes vibrations, comme tout mouvement peut être composé ou regardé comme composé de plusieurs autres mouvements.
Nous avons déjà vu plus haut (art. 47) qu'on ne peut expliquer d'une manière plausible la coexistence des sons harmoniques, par la formule de Daniel Bernoulli ; on peut ajouter que les séries qui pourraient donner ces différents sons disparaissent de la formule, lorsqu'on suppose le nombre des corps infini, et qu'il en résulte, pour chaque point de la corde, une loi d'isochronisme simple et uniforme, qui dépend immédiatement et simplement de l'état initial, comme nous venons de le démontrer.
Au reste, si l'on voulait à toute force expliquer la résonnance multiple des cordes par les vibrations composées, il faudrait regarder la figure initiale, par exemple, comme formée de différentes courbes superposées Tune à l'autre, de manière que l'une serve d'axe à la suivante, et dont la première ne forme qu'une branche dans toute l'étendue de la corde; la seconde forme deux branches égales et placées symétriquement, qui divisent l'axe en deux parties égales; la troisième forme trois branches égales qui divisent l'axe en trois parties égales, et ainsi de suite.
Alors les vibrations de la corde pourront être regardées comme composées de vibrations entières dans toute la longueur de la corde, et de vibrations qui ne répondent qu'à la moitié de la corde, au tiers, au quart, etc. Mais cette composition de courbes et de vibrations n'étant qu'hypothétique, les conséquences qu'on pourrait en déduire, relativement à la coexistence des sons harmoniques, seraient tout à fait précaires.
60. Revenons à la formule générale trouvée dans l'art. 55. Comme les quantités «^^^v, et a^_^;^, sont les coordonnées d'une courbe donnée, qui répondent aux abscisses x -+- Ih't et x — llit^ on peut les représenter par des fonctions de ces abscisses de la même forme. Ainsi, en désignant par la caractéristique F une fonction indéterminée, on aura
^x^/.. = F (x H- Ih't), «,..,^, = V{x- Ih't).
Pareillement, en prenant une autre fonction désignée par la caractéristique f, on pourra faire
{f«dx)^^, = f{x^lh't), ifadxl^^,= f{x-lh't).
Ainsi l'expression de Ç^ (art. 55) pourra se mettre sous cette forme,
ç _ F{x-hIh't)^F{x — lh'i)
{ (X -h Ih' t) -^ f {X — IhU)
ni? '
dans lesquelles les fonctions marquées par les caractéristiques F et f sont arbitraires, puisqu'elles dépendent de l'état initial de la corde.
On peut même réduire cette expression à une forme plus simple, en obser-
vant que — ^ H — ^ — m — - ne représente proprement qu une tonc-
tion de x -h Ih't qu'on peut marquer par la caractéristique *, et que
^ ~ ^ „ ; — ^ ne représente aussi qu'une seule fonction de .r — //it,
mais différente de la précédente, et qu'on peut marquer par une autre caractéristique W .
De cette manière, l'expression générale de ^ deviendra simplement
^ = <D (a: H- Ih't) + V (a: — Ui't).
61 . On peut parvenir directement à cette expression par l'équation différentielle qui détermine la variable ^ (art. 51). Cette équation, en faisant
— = o et F' constant, comme dans l'art. 52, et changeant la caractéristique D des différences finies dans la caractéristique d des différences infiniment petites, devient
Si maintenant on fait df= doc, dm = -y— et A'= v/rjrf» cette équation devient
laquelle est aux différences partielles du second ordre, entre les trois variables ^^ X ettj et qui a pour intégrale complète
^ = <b{x -j- Ih't) -h V {x — Ih't) ,
les signes 4» et Y dénotant deux fonctions arbitraires comme ci-dessus. Ces fonctions doivent être déterminées par Tétat initial de la corde, et par
les conditions que ses deux bouts soient fixes. Si on les décompose en deux
autres fonctions marquées par les signes F et f, et telles que $ = - h — jj-,
et y = JT7J de manière que l'on ait
(Ix-^lh't) ~{(x — lhU)
comme nous l'avons déduit de notre construction; la première condition donnera , en faisant £ = o ,
^ = Fx = oc et ^ = {'x = a;
d'où l'on tire
ix =i Jadx;
ainsi on a tout de suite les valeurs des fonctions F a? et f a: dans toute l'éten-
due / de la corde, par le moyen des valeurs initiales a et a.
Les conditions de l'immobilité des extrémités de la corde donnent*^ = o, lorsque a: = o et lorsque ^ = /, quelle que soit la valeur de ^ En assujettissant séparément, ce qui est permis, à ces deux conditions, les deux fonctions F et f, on a pour la première,
F(— Ih't) = - F (Ih't), F{l-+-lh't) = — F(/ — Ih't), et pour la seconde,
f (_ Ih't) = f{lh't), f (/ -h Ih't) = f (/ — Ih't), ce qui donne par la différentiation
-• {'{— Ih't) = f'ilh't), f'{l -h Ih't) = - {'{l — Ih't),
OÙ l'on voit que les conditions de la fonction f sont les mêmes que celles de la fonction F.
Ces conditions déterminent les valeurs des fonctions Fx, f'x pour le» abscisses x négatives ou plus grandes que /, d'après les valeurs de ces fonctions pour les abscisses comprises entre o et /; et il est facile de voir qu'il en résulte les constructions données dans les art. 52 et 53.
Si, au lieu des excursions longitudinales ^, on considère les excursions transversales « ou Ç, on a la même équation différentielle, et, par conséquent, aussi la même intégrale et les mêmes constructions, en changeant seulement
h' en A, efe a, a en /3, /3 ou en y, y.
Ces constructions sont semblables à celle qu'Euler avait donnée pour déterminer la figure de la corde dans un instant quelconque, d'après sa figure initiale, en faisant abstraction des vitesses imprimées au commencement du mouvement. Mais il faut remarquer que, comme elles ne sont fondées ici que sur les fonctions qui représentent les intégrales des équations aux différences partielles, elles ne peuvent avoir plus d'étendue que ne comporte la nature des fonctions, soit algébriques ou transcendantes. Or l'équation différentielle étant la même pour tous les points de la corde et pour tous les instants de son mouvement, la relation qu'elle représente doit régner constamment et uniformément entre les variables, quelque étendue qu'on leur donne ; par conséquent, quoique les fonctions arbitraires soient en ellesmêmes d'une forme indéterminée, néanmoins lorsque cette forme est donnée dans une certaine étendue par l'état initial de la corde, il est naturel d'en conclure qu'elle doit demeurer la même dans toute l'étendue de la fonction, et qu'il n'est pas permis de la changer pour la plier aux conditions qui dépendent de l'immobilité supposée des extrémités de la corde.
Aussi d' Alembert, à qui on doit la découverte de cette intégrale en fonctions arbitraires, a toujours soutenu que la construction qui en résulte n'est légitime que lorsque la courbe initiale est telle, qu'elle ait par sa nature des branches alternatives égales et semblables, toutes renfermées dans une même équation, pour que la même fonction puisse représenter cette courbe avec toutes ses branches à l'infini. Euler, au contraire, en adoptant la solution analytique de d' Alembert, a cru qu'il suffisait de transporter la courbe initiale alternativement au-dessus ou au-dessous de l'axe à l'infini, pour en
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former une courbe continue, sans s'embarrasser si ses cliflEérentes branehes pouvaient être liées par une iKieme équation, et assujetties à la loi de continuité des fimctiûlis amly tiques. Voyez ies Mémoires de Bertin de 17479 1 7489 et les tomes I et IV <ies Opuscules de d'Akmbert.
62. Gomme les formules qui donnent le mouvement d'une corde tendue et chargée d'un nombre indéfini de corps égaux ne sont sujettes à aucune difficulté, parce que le mouvement de chaque corps est déterminé par une équation particulière, il est évident que si Ton peut appliquer ces mêmes formules au mouvement d'une corde uniformément épaisse, en supposant le nombre des corps infini, et leurs distances mutuelles infiniment petites, la loi qui en résultera pour les vibrations de la corde sera entièrement indépendante de son état initial ; et si cette loi se trouve la même que celle qui se déduit de la considération des fonctions arbitraires, il sera prouvé que ces fonctions peuvent être d'une forme quelconque, continue ou discontinue, pourvu qu'elles représentent l'état initial de la corde. C'est ainsi que je démontrai, dans le premier volume des Mémoires de Turin, la construction d'Ëuler, qui n'était encore fondée que sur des preuves insuffisantes. L'analyse que j'y employai est, à quelques simplifications près que j'y ai apportées depuis, la même que je viens de donner, et j'ai cru qu'elle ne serait pas déplacée dans ce Traité, parce qu'elle conduit directement à la solution rigoureuse d'une des questions les plus intéressantes de la Mécanique.
La généralité des fonctions arbitraires et leiir indépendance de la loi de continuité étant démontrées pour l'intégrale de l'équation relaâve aux vibrations des cordes scmores, on est fondé à admettne cesfonodons, de la même manière, dans les intégrales des auti^es équations aux différences partielles; j'ai même fait voir, dans le second volume des Mémoires cités, comment on pouvait intégrer plusieurs de ces équations, sans la considération des fonctions arbitraires, et parvenir aux mêmes solutions que l'on trouverait par le moyen de ces fonctions, envisagées dans toute leur étendue.
Maintenant, le principe de la discontinuité des fonctions est reçu généralement pour les intégrales de toutes les équations aux difSérences partielles ;
Méc. anal, I. 49
et les constructions que M. Monge a données d'un grand nombre de ces équations, jointes à sa théorie de la génération des surfaces par les fonctions arbitraires, ne laissent plus aucune incertitude sur Temploi des fonctions discontinues dans les problèmes qui dépendent des équations de ce genre.
C'est une chose digne de remarque, que la même formule
^ = (p {x -\- kt) -h ^ {a: — kt), qui satisfait àTéquation en différences partielles,
satisfait aussi à la même équation en différences finies, qu'on peut représenter par
pourvu qu'on y suppose Dx = ^^D^, et Dt constant. En effet, on a, en ne faisant varier que Vx^
D* <b{x -i- kt)=^ip{x -hDoo -+■ kt)— a<b{x -h kt) -+- (t{x — Dx ■+- kt), et en ne faisant varier que le t,
D^<b{x -h kt)=:<S>{x -h kt -h kDt)— 2<b{x -hkt)-h<b{X'i-kt — kDt),
expressions qui deviennent égales en faisant Dx = kDt; et l'on trouvera la même chose pour la fonction W [x — kt) .
Dans rinfiniment petit, la condition dx = kdt disparaît, et l'intégrale a
toujours lieu; la raison en est qu'alors l'expression -^^ qui paraît représenter la différence seconde de f divisée par le carré de la différence de tj n'est plus qu'un symbole qui exprime une fonction simple de t dérivée de la fonction primitive ^ et différente de cette fonction, laquelle est tout à fait
indépendante de la valeur de dt. Il en est de même de l'expression ^ > par
rapport à x; c'est dans ce changement de fonctions que consiste réellement le passage du fini à Tinfiniment petit et l'essence du calcul différentiel.
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64. J'ajouterai encore ici une remarque qui peut être utile dans plusieurs occasions; elle a pour objet une nouvelle méthode d'interpolation qui résulte des formules de Fart. 48.
Nous avons vu que laTormule
„-iT4-(^)s-(^)«-]
devient égale à a^ lorsque r == i , 2, 3, . . . , n. Donc, si Ton a une suite de quantités a, , a^, a,, . . . , a^, dont le nombre soit /î, on pourra représenter par la formule précédente un terme quelconque intermédiaire dont le rang serait marqué par un nombre quelconque r entier ou fractionnaire, puisqu'en faisant successivement r = i,!2, 3, ...,/i, la formule donne a,, a^?
Le signe S indique la somme de tous les termes qui répondent à ^ = 1 , 2,3, . . . , /i, et le signe 2 la somme de tous les termes qui répondent à p=:i,a, 3, ...,/i, la quantité tt étant l'angle de deux droits.
Supposons qu'il n'y ait qu'un terme a, donné, on fera /i = 1 , ^ = i , p = I , et l'on aura pour l'expression générale de a^,
. rtt
a = a, sm —
Soit /i = 2, et les deux termes donnés a, , a^\ on fera ^ = 1 , 2, p = 1 , 2, et l'on aura
a^ = ^ ( A sm -5- -t- A sm -^ j
en supposant
A = a, sm ^ H- «^ sm -5- ?
= a, sm -5- -h «2 sm -5- •
Soit n = 3, et les termes donnés a, , a^, «j; on fera j- = i , 2 , 3, et p = i , 2, 3, et l'on aura
2/4/ • '"^ kif • ^''^ . aw • 3r7r\
a^ = -^ ( A sm — -h A sm -j- -h A sm —r- \ 7
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OÙ \e& coefficients A^ A^, A'^' sont détermines par ces formules,
A/ . Tc . a 11 . Stt
= a, sm^ -f-a,sin-j -h a,sui — î
= a, sin "T- -h flijj sin -îj- -f- a, sm -j- 9 4 4 4
Af// . Str . .6* . QTT
= a^ sin -^ + «3 sm -7- + a, sm ~- > 4 4 4
et ainsi de suite.
Dans la méthode ordinaire d'interpolation, on suppose qu'on fasse passer par les extrémités des ordonnées qui représentent les termes donnés, une courbe parabolique de la forme
j = a 4- èa; -f- cx^ H- ^' -h
Dans la méthode précédente, au lieu d'une courbe parabolique, on suppose une courbe de la forme
Af . /trx\ . A// . /aira:\ . ^fif . /3îrx\ 8m(^-j + A s.n(^— j-hA-'sin^ — j
et il y a bien des cas où cette supposition peut être préférable, comme plus conforme à la nature de la question.
NOTE
Sur un point fondamental de la Mécanique analytique de Lagrange;
par M. PoiNSOT.
1. On sait que Lagrange, dans ce livre célèbre qu'il a intitulé Mécanique analytique, a eu pour objet de réduire la mécanique à des formules générales, toutes tirées du seul principe des ^vitesses virtuelles, ou plutôt de la formule différentielle qui est l'expression de ce principe. Pour la perfection même de son ouvrage, l'auteur a soin de n'employer, dans aucune' des questions qu^il traite, ni figures, ni aucim raisonnement tiré de considérations géométriques ou mécaniques \ tout se fait par le calcul et de simples changements de coordonnées : et ce n*est même que sous une forme purement analytique qu'on y voit présentée la question si naturelle et si simple de la composition des forces appliquées sur un point.
a Si des forces quelconques P, Q, R, . . . , dirigées suivant les lignes ^5 7, '')••• 5 agîs- » sent sur un même point, et qu'on veuille réduire toutes ces forces à trois autres S, II, Z, » dirigées suivant les lignes $, tr, or, il n'y aura, dit l'auteur, qu'à considérer l'équilibre » des forces P, Q, R,. . ., et S, V, <I>, appliquées à ce même point, et dirigées respec- )» tivement suivant les lignes p, y, r, . . ., — |, — ',|/, — y, et former, en conséquence, » l'équation
Prfp-hQ^-hRrfr-f- ... — Erff — S^rfij; — *</ç = o,
» laquelle doit être vraie, de quelque manière qu'on fasse varier la position du point de » concours de toutes les forces. Or, quelles que soient les lignes $, tt, <7, il est clair que, » pourvu qu elles ne soient pas totites dans un même plan, elles suffisent pour déterminer » la position de ce point 5 par conséquent , on pourra toujours exprimer les lignes p, 9, r,. . . , » par des fonctions de f , tt, <7, et Téquation précédente devra avoir lieu par rapport aux Méc, anal, I. 5o
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» variations de ces trois quantités en particulier; d'où il s'ensuit qu'on aura
Telles sont les formules données par Lagrange pour réduire des forces P, Q, B, . . . , appliquées sur un même point et dirigées suivant des lignes p^ q^ '')• • -9 ^ ^^ois autres forces S, II, Z, dirigées suivant trois lignei quelconques données ^, tt, a\ expressions d'ailleurs toutes semblables à celles qu'on aurait pour transformer un système quelconque de forces qui agissent sur différents points liés entre eux , comme on voudra , en un autre systèitte équivalent de forces S, II, S, ... , qui seraient appliquées aux mêmes points suivant d'autres directions |, tt, a, . . . (^).
2. Mais il y a , sur ce point de doctrine , une remarque essentielle à faire, et qui parait avoir échappé à l'auteur de la Mécanique analytique. C'est que les formules dont il s'agit ne conviennent point, comme on pourrait le croire, à toute espèce de lignes ou coordonnées ^, TT, 9,. . . , bien que ces lignes soient propres à déterminer les lieux des corps. Les formules ne sont bonnes qu^ autant que ces lignes nouvelles seront (comme les premières p, y, r, . . .) les distances de ces corps , soit à des centres fixes, soit à des plans fixes, comme il arrive dans le cas des coordonnées ordinaires :t, y, z^ lesquelles marquent les distances du point que Ton considère à trois plans fixes rectangulaires entre eux: et, en général , on peut dire que , pour Vexactitude de ces formules , il faut que les lignes Ç , 7r, a,. . . , soient de telle nature , que leurs difierenti elles d\ , ûÎtt, rfc, . . . , expriment les vitesses virtuelles méfnes du point d'application des forces S, n, S, ... ; c^est-à-dire que chacune d'elles, d^^ soit la projection orthogonale, sur la directiou de la force S, du déplacement quelconque infiniment petit qu'on suppose donné à ce point dans Tespace : sans quoi' toutes ces transformations analytiques , quoique exactes en pure analyse , seront en défaut dans la mécanique, et conduiront à de fausses conséquences.
â. SuppoeofUs^ parexenqple^ qu'il s'agisse d'un seul point tiré par des forces quelconques P) Q^ R, . • % ) dirigées suivant les lignes ou rayons vecteiirs p, 9, r, . . . , «t qu'on veuille réduire ces forces à trois autres, S, II, 2, suivant les trois coordonnées Ç, tt, (ji, p«raUèles à trois axes fixes 'ohèques enite eux : il semble, d'après l'auteur^ qu'on aurait pour les
(i) Les lignes qui précèdent sont extraites de la i*^ édition, page 62; elles ont été légèrement modifiées par Lagrange, dans la 2^ édition publiée par lai {voyez page io5 de ce volume); mais les remarques de M. t*oinsot s'appliquent à la rédacrÎDn nouvelle aussi bien qirà Tancienne.
(7. Bertrand,)
(2) rojrz psige bg de ce volume. (7. Bertrand,)
forces cherchées,
n=p$+QS+Bt+...,
an ait ar:
do ^ a<r d<T
ce qui n'est pas vrai, car on peut prouver que la résultante des forces P, Q, R,. . .^ n^est pas la même que celle des trois forces 3, II, 2, déterminées par ces équations.
Soit, en eâet, /(p^^tr^...) une fonction quelconque des rayons vecteurs p, y, r, ... -, et désignons p«r/'(p),/'(y),/'(r),. . . , le» fonctions primes de cette fonction prises relativement aux lignes p^ ^^ r^.... J'ai démoQtré (i) que des forces P, Q, R, . , . , proportionnelles a ces fonctions primes et dirigées suivant les lignes respectives p^ q^r^. . .y ont une résultante perpendiculaire k la surface courbe qui serait donnée par Téquation
f(p^ ^, r,. . .) = constante,
en y regardant ;>, ^, r, . . . , comme variables.
Or supposons maintenant trois axes obliques, non situés dans le même plan, et soient Ç, TT, a les trois coordonnées du point d'application des forces par rapport à ces axes : on pourra toujours exprimer les lignes p, ^, r, . . . , par les trois coordonnées ^ « tt, or ; et si l'on met ces expressions au lieu de p, ^, r,. , . , dans la fonction y*(/y, 9, r, . . .), on aura
/(;;, 9, r,.. .)==y($, tt, 9) = consUnte, d'où Ton tire, en diflférentiant successivement par ra^iort è {, tt, 9,
Donc, suivant les formules de Fauteur, les trois forces H, n, £, auxquelles les forces/' (p), f'{<l)'if'(^)i' • • , se trouveraient réduites, seraient exprimées par
2 = ?'(Ç), n=.f(,r), 2 = ?'{or).
Ainsi il faudrait que f'(^), f '(tt), f'(<7) représentassent trois forces dont la résulunte fût la même que celle des proposées /'(p), /'(y ),y*'(r),. . . , ei, par conséquent, Ait perpen-
(i) Voyez la Statique de M. PoiosoC, 8" édition, page 431» et un Mémoire intitulé: Mémoire sur réquilibre et le mouvement des systèmes [Journal de C École Polytechnique, XIIP cahier).
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diculaire à la surface donnée par Téqualion
f[p^ </, r,. . .) = constante.
Or cette surface est la même que celle qui serait donnée par l'équation
©(Ç,7r, (7) = constante,
entre les coordonnées obliques ^, tt, a. Donc, en considérant la surface représentée par
Téquation
(p ( Ç , 7î, cj) = constante ,
entre les trois coordonnées Ç, tt, a, relatives à trois axes obliques, on pourrait dire que trois forces dirigées suivant ces coordonnées et proportionnelles aux trois fonctions primes 7^(^)9 ?'(^)9 ?'(^)9 donnent une résultante perpendiculaire à la surface dont il s^aglt, ou se font équilibre sur cette surface : ce qui est faux , comme on peut s'en assurer immédiatement par le principe même des vitesses virtuelles.
Et, en effet, pour l'équilibre du point auquel les trois forces ^'(Ç), ç't^)? ?'(<^) sont appliquées , il faudrait que la somme des moments virtuels de ces forces fût nulle pour tout déplacement infiniment petit ds qu'on voudrait donner à ce point sur la surface. Si donc on désigne par d| j ^tt, da les trois projections orthogonales de ds sur les trois axes obliques de I, TT, (7, il faudrait, pour l'équilibre, qu*on eût toujours Téquation
(})'($)(ÎÇ -F (p'(Tr)a7r -h y'((j)<îa = 05
ou bien, comme ds est la diagonale d'un rhomboïde dont les différentielles ^Ç, di:^ da sont les arêtes , et que les trois projections de ds sur les directions de ces arêtes sont exprimées par
J| = rfÇ -h X^/tt -h /xû?a,
JîT = rfTT -I- vd(J -t- Xû?^,
d(j = d(j -h [ndi^ -t- vrfTT
(X, fx, V étant les cosinus des angles Çir, |a, ttcj que les axes forment entre eux), il faudrait que, en mettant, au lieu de ^Ç, Jtt, Ja, ces valeurs, on eût toujours, entre les différentielles ^/Ç, ^TT, rf(7, l'équation
/,) ( Wil) + V(^) -H ^?'(^)] di -h [y^(7r) -h v(p'((7) -h X(p'($)]rf7r
I -f- [?'((7) -h fx9'($) -h v(p'(7r)]d(T = o
D'un autre côté, le point mobile restant toujours sur la surface, il faudrait qu'on eût en même temps l'équation
Or il est clair que ces équations (i) et (a) ne peuvent subsister ensemble à moins que les
coefficients de rf|, rf^r, da dans l'une d'elles ne soient proportionnels aux coefficients des mêmes ind^erminëes dans l'autre, et, par conséquent, à moins qu^oh n'ait les deux équations
?'(Ç)[vî'(a) -t- Y(?)] -?'(«)[¥(«) + f*?'(»)] = o> f(Ç)[v9'{ff)-|-p?'(0]-?'(a)[X/(ir)-Hf*f(a)] = o,
équations qui ne peuvent avoir lieu en général, c'est-à-dire indépendamment des variables I, TT, (7, et, par conséquent, de la position du point sur la surface que Ton considère.
Ainsi le point mobile , aux coordonnées quelconques ^, ??, <7, ne peut être tenu en équilibre sur la surface par les trois forces qp' ( $), 9' (tt), ^' (a) : la résultante de ces forces n'est donc pas normale à cette surface , et , par conséquent , elle n'est pas la même que celle des forces proposées/'(p),/'(<7),y*'(r), etc. : ce qu il fallait démontrer,
4. Les formules de Lagrange pour la réduction des forces sont donc en défaut dans cette hypothèse de coordonnées obliques J , tt, ci-, il n'y a qu'un cas singulier où l'erreur pourrait s'évanouir : c'est le cas où les coordonnées f , tt, or satisferaient aux deux équations précédentes, en même temps qu'à l'équation de la surface
7(^9 ir, or) = constante,
ce qui ne répond, comme on voit, qu'à un certain point de cette surface, ou à une certaine proportion déterminée entre les trois forces 9'($)» 9'(^)» ?'(^)* Mais, dans ce cas singulier même, si la résultante des trois forces H, II, 2 a la même direction que la résultante des forces proposéesy'(/?), /'(^), etc., on trouverait qu'elle n'a pas la même grandeur : de sorte qu'il y aurait encore erreur de ce côté.
Lorsque les cosinus X, |tx, v sont tous trois nuls y les deux conditions précédentes ont toujours lieu d'elles-mêmes , et les formules de Lagrange sont toujours exactes. C'est le cas des coordonnées Ç, tt, a^ relatives à trois axes rectangulaires entre eux. Et, en effet, pour de telles coordonnées, les différentielles dt^ dr,^ da sont les expressions mêmes des vitesses virtuelles du point décrivant estimées suivant ces lignes , et l'équation différentielle
y'(Ç)rf$ -h9'(Tr)rf7r-t-y'((7)rf<7 = o,
tirée de l'équation de la surface, exprime l'égalité à zéro de la somme des moments virtuels des trois forces 9>'(Ç), 9' (ît), ^'(^)t et , par conséquent , l'équilibre de ces forces sur le point qu'on suppose assujetti à décrire cette surface.
Mais, dans toute autre hypothèse'que celle de X, /ui, v, tous les trois nuls, les deux conditions ne peuvent être remplies indépendamment de ^, tt, 9^ et les formules sont toujours fautives.
5. Soit, par exemple, le cas très-simple d'un point posé sur la circonférence d*un cercle fixe. Si l'on prend l'équation de ce cercle en coordonnées rectangles x et y^ on aura
f(or^ j,) = x*-f- /'= constante,-
d*où
f'{x)dx-{' J^(y)dyz=z ax.rfr -^ 'xy.dyz=, o,
et Ton pourra très-bien dire ici que deux forces X et Y étant prises le long des coordonnées, dans le rapport des fonctions prunes f'[x)^f '(y) ^ donnent leur résultante perpendiculaire à la circonférence du cercle , et tiennent ainsi le point d'application en équilibre sur cette circonférence.
Mais si , au lieu de ces coordonnées rectangles x et y^ on en prend deux autres | et tt de même origine, et par exemple l'une, Ç • suivant les x, l'autre ît, inclinée d'un angle a sur la première , ce qui donnera
X = I 4- TT cos a , y = 'K sin a , on aura, en substituant,
J{x^y) = ^(Ç, n) =7r*-f- 1*-|- arr^ cosa = constante^
d'où
(f* [l) dl -\- <f* {'K)di: =z a(f-f- 7rco8a)rf| -h a(7r -+-|cos«)</7r = 0.
Or il est évident que deux forces proportionnelles à y'($) et y'(îr), c'est-à-dire, ici, à (5 -h TT cosa) et (tt -+■ Çcosa), ne donnent point leur résultante perpendiculaire à la circonférence du cercle dont il s'agit; car il faudrait pour cela que cette résultante allât passer par le centre, et que, par conséquent, ses deux composantes, le long de ^ et tt, fussent simplement proportionnelles à $ et tt, et non pas à (J -h îtcosa) et (.tt -h Ç cosa). Donc, quoiqu'on ait ici [en faisant ç'(^) = S, y'(î^) = H] les équations
d% d^ dit an
on ne peut pas dire que les deux forces X et Y, dirigées suivant les axes rectangles x et y^
soient réductibles aux deux forces S et 17, dirigées suivant les axes obliques ^ et tt.
Pour que Ton eût
5 4- ?r cosa : t: -H $ cos a :: | : tt,
il faudrait que l'on eut
cos a == o )
ce qui est le cas des coordonnées ^ en: rectangidaires entre elles.
Ou bien, il faudrait | = ir; ce qui ne serait qu'un cas particulier de la position du point proposé M sur la circonférence du cercle dont l'équation est
y (Ç , ir) = constante.
Mais, dans ce cas singulier même, où la résultante des deux forces E et II aurait la mime direction que celle des deux forces X et Y, on trouverait que ces deux résultantes,
VH«-h2Sncosa4-n% et VX*-t-Y% n'ont pas la même valeur, et que la première est à la seconde comme i -H cos a est à l'unité.
Ainsi, tant que cos« n'est pas nul, ou, ce qoi est la même chose, tant que les coordon* nées 1 et ir seront obliques, les forces proposées X et Y ne seront jamais réductibles aux deux forces S et FI données par les formules de Lagrange.
6. Dans l'analyse qui précède, j'ai pris simplement, pour représenter les forces P, Q, R,. . ., qu'il s'agissait de. réduire à d'autres, les fonctions primes d'une même fonction quelconque^ (p, ^, r, . . . ) des rayons vecteurs p^ q^r^. , ,^ suivant lesquels ces forces sont dirigées : ce n'est qu'une manière de reconnaître tout d'un coup la direction de la résultante par la direction de la normale à la surface courbe qu'on aurait en posant l'équation
y(/>, y, r,. . .) = constante.
Mais, comme on pourrait croire que cette kypothèse a quelque chose qui restreint notre démonstration au cas de certaines forces , il est bon de remarquer qu'elle convient à des forces P, Q, R,. . . , données comme on voudra. Et, en effet, quelle que soit la fonction/* que l'on ait choisie, comme on est le maître de placer les centres des forces partout où Ton veut sur leurs £rections /?, y, r, . . . , on peut toujours donner à ces lignes des longueurs qui rendent
Au reste , il est évident que si l'on propose des forces de grandeurs quelconques A, B, C,. . . , on peut toujours les regarder comme étant les fonctions primes de la fonction linéaire
Ap -hBiy-hC/'H- . . .,
prises relativement aux lignes p, y, r, . . . , suivant lesquelles ces forces sont supposées dirigées. Ainsi notre hypothèse est toujours permise et notre démonstration a toute la généralité désirable.
7. On voit donc que, dans la mécaitique analytique, qui est uniquinneat fondée sur le principe des vitesses virtuelles , les seules coordonnées qu'il soit permis d'employer doivent être de telle nature, que leurs diâereotieUes représentent, sur ces coordonnées, les projetions droites de la petite ligne qoe le point d'application des forces est supposé avoir décrite dans l'espace. C'est ce qui a lieu pour les coordonnées /[?, ^, r, . . . , x, ^, z, dont nous avons parlé, et enoore pour celles. qui consistent dans un rayon vecteur p, avec deux angles ou arcs de cercle f, xj/, perpendiculaires à ce rayon; etc. Mais il faut exclure toutes les coordonnées |, ir, 9, qw ne jouiraient pas de la même propriété. Ainsi, il n'est pas exact de dire que, dans cette métinxle analytique, nien n'oblige à se sennr de coordonnées reotAngles, plutâi que d'autres lignes ou quMUàés relatives aux lieux des corps, etc. {Sféca^ niqne anafytiqne, i" édition , page 35) ; et r<m doit même remarquer, à ce sujet, que le principe des viliesses virtuelles ne donne pas une méthode aussi générale qu'on parait le croire.
Et, par exemple, dans le caa de plusieurs forces P, Q, R, S, etc., en équilibre sur un point, le principe des vitesses virtuelles dit simplement que les forces étant projetées per-
pendiculcùrement sur une droite quelconque menée par ce point , doivent faire une somme nulle. Car, en nommant du la ligne quelconque qui marque le déplacement du point d'application dans l'espace, les lignes dp^ dq^ dr^ etc., ne sont autre chose que les projections droites de du sur les lignes p, ^, r, etc., qui marquent les directions des forces P, Q, R, etc. En nommant donc i, i ^ i"^ etc., les inclinaisons de ces forces sur la ligne Ju, on a
dp = du cos I, dq = du cos i\ dr = du cos i'', . . . ,
et l'équation des vitesses virtuelles
Pdp -h Qdq -h Rdr -f- . . . = o
devient , eu divisant tout par le facteur commun du^
P cos « H- Q cos «' -h R cos i" -f- . . . = o ;
ce qui signifie que les forces projetées à angle droit sur un axe quelconque doivent faire une somme nulle dans le cas de l'équilibre. Mais le principe de la composition des forces dit plus généralement, que les forces étant projetées sur un axe quelconque par des lignes parallèles à un même plan incliné comme on voudra sur cet axe, la somme de toutes ces projections obliques doit être nulle. Ce n'est pas qu'on ne puisse aisément démontrer cette seconde proposition par la première , mais l'expression du second principe est évidemment plus générale que celle du principe des vitesses virtuelles.
De même, on peut remarquer que les équations de l'équilibre d^un système solide ne sont démontrées, dans la Mécanique analytique, que par rapport à trois axes rectangulaires entre eux ; et pourtant, comme je l'ai fait voir dans ma Statique, des équations toutes semblables ont lieu par rapport à trois axes obliques quelconques. Le principe des vitesses virtuelles n'est donc pas , dans ce nouvel exemple, aussi général que le principe de la composition des forces. Il n'est pas même aussi direct ^ car, s'il mène aux trois premières équations en employant les coordonnées rectangles a:, j", z, il ne peut plus donner les trois dernières équations que par un changement de ces coordonnées en d'autres d'une espèce différente, et dont le choix paraît arbitraire, ou ne semble fait que pour obtenir des équations d'équilibre que l'on connaissait d'avance.
Au reste, quoique Lagrange nous laisse entendre que dans sa méthode on peut emplover toute espèce de coordonnées , pourvu qu'elles soient propres à déterminer les lieux des corps, il est fort remarquable que ce géomètre n'en ait jamais employé d'autres que celles qui conviennent réellement au principe des vitesses virtuelles : du moins je n'en connais pas d'exemple, et je crois même qu'on n'en trouverait point dans ses écrits. Car si , pour la solution de quelque problème, il avait essayé l'emploi de certaines coordonnées non permises dans sa méthode, il est très-probable que, par l'erreur sensible de quelque résultat, il eut été averti du défaut de ses formules ; et alors il n'aurait pas manqué de faire luimême, à ce sujet, une remarque expresse, au moins dans la seconde édition de son bel ouvrage.
8. Quoi qu'il en soit, tout aurait pu se corriger d'une manière très-simple, et qu'il me paraît bon d'indiquer avant de terminer celte JNote, parce qu'on y voit sur-le-champ ce qui cause l'erreur, et, de plus, ce qu'il faudrait faire pour l'éviter, sans exclure l'emploi de ces coordonnées qui y donnent lieu.
Et , en effet, quelle que soit la nature de ces coordonnées | .^ tt, a, . . . , dans lesquelles on veuille transformer les lignes ou rayons vecteurs p, q^ r, . . . , il est certain qu'on peut toujours, avec Lagrange, poser Téquation parfaitement exacte
où H, n, Z, . . ., ont les valeurs exprimées par les équations du n^ 1 .
Or, maintenant j'observe que , dans le premier membre , les différentielles dp, dq^ dr^ . . . , marquent bien les vitesses virtuelles du point d'application des forces suivant les lignes p^ ^, r, . . . , et qu'ainsi chaque terme Pdp est le moment ^virtuel de la force P. Si , dans le second membre, les différentielles J| , du^ dfj^ . . . , ont la même propriété, c'est-à-dire si chacune d^ marque la vitesse virtuelle du point suivant ^, chaque terme Zd^ sera aussi le moment virtuel d'une force représentée par H; et alors, de cette équation, qui présente deux sommes de moments virtuels, toujours égales de part et d'autre, on peut très-bien conclure que le système des forces H, II, £,. . ., est capable de remplacer le système des forces proposées P, Q, R, . . . .
Mais si les différentielles d^^ dii^ da^. . . , n'ont pas la propriété dont il s'agit, chaque terme Srf| ne sera pas le moment virtuel d'une force telle que E, et, d'après le principe même des vitesses virtuelles, on ne pourra pas conclure, comme ci-dessus, que l'ensemble des forces H, II, £,. • . , soit équivalent à l'ensemble des forces proposées. C'est là précisément qu'on tomberait dans cette erreur singulière, de tirer d*un principe vrai et d'une équation exacte , une conséquence fausse , parce qu'on aurait oublié d'observer que cette équation n'est pas actuellement sous une forme qui convienne à l'expression du principe. Et, en même temps, c'est là qu'on voit le moyen d'éviter cette erreur sans changer les coordonnées | , tt, a, . . . , qui pourraient y donner lieu.
Car, si l'on voulait avoir les vraies forces E', II', 2',. . . , qui , dirigées suivant les coordonnées $, TT, ex, . . ., sont capables de remplacer les forces P, Q, R, S, . . ., il faudrait commencer par mettre dans l'équation, au lieu des différentielles d'S^^ diï^ rfa,. . . , leurs valeurs en fonction des vitesses virtuelles mêmes, que je désignerai, comme au n^ 3, par â^ , dîT, 3<T, ... ; ensuite, rassembler en un seul terme tous ceux qui seraient affectés de JÇ, de même en un seul tous les termes affectés de Jtt, . . .•, et alors, notre même équation étant mise sous la forme nouvelle
fdp^Qdq^Kdr^ ... = S'J| -+- D'cÎTr-hS'dcH- . . .,
on pourrait rigoureusement conclure que l'ensemble des forces S', II', 2' équivaut parfaitement à l'ensemble des forces P, Q, R,. . ., puisque la somme des moments virtuels est toujours égale de part et d'autre.
9. Si l'on veut faire ce calcul pour le cas des coordonnées | , tt, a parallèles à trois axes Atéc. anal. I. 5i
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obliques, on trouvera , en conservft&t les dénominations du n° 3, les valeurs suivantes :
*" I — V — u} — v' -f- 2 Xwt
H- 2Ap I — V — ^' — v' -f- 2 >f*v
valeurs qui ne sont pas, comme on voit, les mêmes que celles de H, II, Z, et qui n*y pourraient revenir que dans le cas des cosinus X, fx, v, tous trois nuls, c'est-à-dire dans le cas de trois axes rectangulaires entre eux : ce qui éclaire et confirme notre précédente analyse.
10. On voit aussi > par ces mêmes expressions, que les équations
E'=o, rF=o, E' = o entraînent les suivantes :
et réciproquement. Si donc on ne demandait que les conditions de l'équilibre entre les forces P, Q, R^. . . , ou pourrait, sans avoir d'erreur à eraindre, se contenter de poser les trois équations
Mais si les forces P, Q, R, . . . , n'étant point en équilibre entre elles, on demande de les réduire à d'autres dirigées suivant Ç , tt, er, il faudra nécessairement prendre pour les forces équivalentes, non pas 3, II, £, mais bien les valeurs de H', IP, S'.
Et ce que je viens de dire s'^applique sans difficulté à un système quelconque de puissances qui agissent sur différents points liés entre eux comme on voudra. Ainsi tes équations de l'équilibre, données par Lagrange (page 35 de la 3* écKtion , art. 12 et suiv.), sont toujours bonnes *, mais les formules données , à la fin de Tart. i5, pour Téquivalence de deux systèmes de forces, ne sont exactes que dans le cas de certaines coordonnées; etc., etc.
Nous aurions encore plveieurs dioses i dire sur ce point de doctrine ^ nuiis cette discussion est déjà longue, et nous pourrions d'ailleurs, s'il était nécessaire, y revenir dans une autre occasion.
NOTE IL
Sur la stabilité de i équilibre; par M. Lbjecjne-Dirichlet.
Si un système de points matériels est sollicité par des forces attractives ou répulsives, qui ne dépendent que de la disUnce, et qui sont dirigées vers des centres fixes ou qui proviennent des actions mutuelles entre deux masses, l'action et la réaction étant égales; si, en outre, les équations de condition qui lient les coordonnées des diflférents points ne contiennent pas le temps, Téquation des forces vives aura lieu. Cette équation est
2/wi^*=/(x, /, z, x',...)-+-C.
Le signe V s'étend à toutes les masses du système, chaque masse étant représentée par //i,
et sa vitesse par i^ ; C est une constante arbitraire. La fonction des coordonnées ne dépend que de la nature des forces, et peut s'exprimer par un nombre déterminé de variables indépendantes X, fjL, V, . . . , de sorte que Téquation des forces vives s'écrira
V/n*'' = ç(A, jUL, V,. . .) -hC,
La fonction (f est liée d'une manière intime aux posîticHis d'équilibre du système; car la condition qui exprime que, pour certaines valeurs déterminées de A, ft, v, . . . , ie système est dans une position d'équilibre, coïncide avec celle qui exprime que, pour ces mêmes valeurs , ladii£érentielle totale de ç est nulle. De sorte qu'en général , pour chaque position d'équilibre, la fonction sera un maximum ou un minimum. Si le maximum a lieu réellement, l'équilibre est stable, c'est-à-dire que, si Ion déplace infiniment peu les points du système de leurs positions d'équilibre, et qu'on donne à chacun une petite vitesse initiale, dans tout le cours du mouvement les déplacements des différents points du système, par rapport à la position d'équilibre, resteront toujours compris entre certaines limites déterminées et très-petites.
Ce théorème est un des plus importants de la Mécanique. Il est la base de la théorie des petites oscillations, qui conduite tant d'applications intéressantes relatives à la Physique. On doit donc s'étonner qu'on n'en ait donné jusqu ici qu'une démonstration peu rigoureuse et insuffisante.
Supposons, comme il est permis de le faire sans nuire à la généralité, que la position d'équilibre du système, ou le maximum de la fonction 9, corresponde aux valeurs X s= o, a = o, etc. La déqionstration donnée par Lagrange [Mécanique analytique, 1" partie, section Hl) se ramène à ceci : le développement de la fonction suivant les puissances de A, fx, V,. . ., qui commence par les termes du second ordre, est réduit à ces termes; puis,
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d'après la condition connue du maximum, que les termes du second ordre peuvent être considérés comme une somme de carrés négatifs, on déduit pour X, fx, v,. . . , des limites que ces quantités ne peuvent pas franchir. Ce genre de démonstration , employé encore dans d'autres questions de stabilité, et surtout dans T Astronomie physique, manque de rigueur. En effet, on peut douter avec raison que des grandeurs pour lesquelles on trouve , avec Thypothèse qu'elles seront toujours petites (car ce n'est que dans ce cas que Ton peut n^liger les termes d'un ordre supérieur), de petites limites, resteront toujours renfermées réellement, au bout d'un temps quelconque, dans ces limites, et même, en général, dans des limites petites.
La démonstration que nous venons de citer a été reproduite , sans liiodification importante que je sache, par tous les auteurs qui se sont occupés de cette matière; et tout ce que Poisson ( Traité de Mécanique^ tome II , page 49^) y ^ ajouté pour faire entrer en considération les termes d'un ordre supérieur, repose sur cette hypothèse inadmissible, que chaque tçrme du second ordre surpasse la somme de tous les termes d'ordre supérieur.
Même en complétant les considérations de Lagrange, pour le cas auquel elles s'appliquent et où le maximum se reconnaît par les termes du second ordre, le théorème en question ne serait point prouvé dans toute son étendue. On sait que l'existence d'un maximum est compatible avec l'évanouissement des termes du second ordre*, il suffit, en général, que les premiers termes différents de zéro soient d'ordre pair, et que la somme de ces termes soit toujours négative. Les formules relatives à cette dernière condition n'ont pas encore été données, même dans le cas où il s'agit des termes du quatrième ordre. Il faudrait donc les rechercher d'abord. Cela introduirait nécessairement dans la démonstration du théorème de Mécanique dont nous parlons une grande complication. Heureusement on peut démontrer le principe de la stabilité de l'équilibre indépendanmient de ces formules, par une considération très-simple qui se rattache d'une manière immédiate à l'idée du maximum .
Outre la supposition déjà faite, que la position d'équilibre réponde aux valeurs X = o, |ui = o, . . . , nous supposerons encore que f (o, o, o, . . .) = o; ce qui est permis, à cause de la constante arbitraire. Déterminons la constante en ayant égard à l'état ihidal donné, pour lequel nous désignerons par i/q, \ fxo, Vq, . . . , les valeurs de i', X, fx, v, . . . . On a ainsi
2mf/*= y(X, fx, V,. . .) _y(lo, (io, vo,. . >)-\'^mv\.
Puisque par hypothèse ç(X, /ui, v, . . .), pour X = o, jix = o, . . . , est nul et maximum, on pourra déterminer des grandeurs positives l^m^ n^. . .^ assez petites pour que 9 (X, //, v, . . .) soit toujours négatif pour tout système X, jx, v,. . ., où les valeurs absolues des variables sont respectivement assujetties à ne pas dépasser les limites /, m, n, • . . , excepté, toutefois, le seul cas où X, jx, y, . . . , sont nuls à la fois. Ce cas est exclu si nous ne considérons que des systèmes tels, qu'au moins une des variables X, jx, v,. . . , soit égale en valeur absolue à sa limite /, m, /i, . . . . Supposons que de toutes les valeurs négatives de la fonction pour de tels systèmes, — p^ abstraction faite du signe, soit la plus petite : alors on peut facilement montrer que, si Ton prend Xq, |!Xo, Vo». •., numériquement plus petits que /, m,.
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/i, . . . , et que Ton satisfasse en même temps à Tinégalité
chacune des variables A, /li, v, . . . , restera pendant toute la durée du mouvement au-dessous des limites /, m, n, . . . . En effet, si le contraire avait lieu, conmie les valeurs initiales ^09 1^0) Vo? • • • ) remplissent la- condition que nous venons d'énoncer, et à cause de la continuité des variables X, {ji, y,. . . , il faudrait d'abord qu'à un certain instant, il y eût égalité entre une ou plusieurs valeurs numériques de A, ^, v, . . . , et leurs limites respectives /, m, t, . . •, sans qu'aucune des autres valeurs eût dépassé sa limite. A cet instant, la valeur absolue de f (X, |ui, v,. . .) serait supérieure ou au moins égale à p. Par conséquent, le second membre de Téquation des forces vives serait négatif, à cause de Tinégalité écrite
plus haut, et qui se rapporte à Tétat initial; ce qui n'est pas possible, ^ mi^* étant toujours positif.
Il suit encore de là, évidemment, que les vitesses (^ seront toujours comprises entre des limites déterminées, puisque Ton a toujours
Il est évident aussi que les limites pour chaque vitesse , ainsi que celles de chaque variable A, /UL, V, . . . , peuvent être aussi petites que Ton voudra , puisque les quantités /, m, /z, . . . , peuvent devenir aussi petites que Ton voudra.
NOTE III
Sur l'équilibre d'une ligne élastique.
Les formules données par Lagrange (page i43) supposent que la force d'élasticité s^ exerce, en chaque point, dans le plan osculateur de la ligne en équilibre dont elle tend à rétablir le rayon de courbure primitif; mais une pareille hypothèse est loin de représenter les phénomènes, et M. Binet a remarqué qu'à la force d'élasticité considérée par Lagrange, il est essentiel d'en adjoindre une autre dont Feffet est de s'opposer aux variations de la seconde courbure. La complication des formules qui expriment cette seconde courbure nous empêche de conserver, en développant les conséquences de cette remarque, la notation et la
marche suivie par Lagrange. Nous nous bornerons k former directemeni les équations de Téquilibre en imitant la méthode exposée par Poisson dans un article delà Correspondance sur V École Polytechnique (tome HI, page 355 )•
Considérons une ligne élastique en équilibre AMB, dont tous les points soient sollicités par des forces données. Si nous supposons que la partie MB comprise entre un point quelconque M et l'extrémité B devienne inflexible et fixe, et que l'autre partie MA devienne seulement inflexible en conaervant la liberté de tourner autour du poinC M, l'équilibre ne sera pas détruit, et, par conséquent, la force d'élasticité développée en M doit détruire & cwiple auquel équivalent, à cause de la fixité du point M, les forces agissant sur la portion MA de la courbe. Or nous admettrons que la force d élasticité peut produire deux couples, Tun, auquel Lagrange a eu ^ard, agissant dans le plan osculateur et tendant À restituer à la courbure sa valeur primitive^ Tautre, ayant pour axe la tangente à la courbe élastique, et tendant à détruire la torsion, en restituant à la seconde courbure sa valeur primitive. Nommons ces deux couples d et E. Nous allons prouver d'abord que B est constant, quelles que soient les forces données et la forme prindtix^e de la
courbe.
Pour déterminer, en eil'et, les deux couples 6 et E, il faut réduire les forces qui agissent sur la portion MA de la courbe, à une force F passant par le point M et à un couple G. Ce couple G doit être équivalent aux deux couples — 6 et — E ayant respectivement pour axes la tangente à la courbe proposée , et une perpendiculaire à son plan osculateur. Si nous recommençons les mêmes décompositions, en substituant au point M un point infiniment voisin M^, la force F et le couple G varieront, d^une part, à cause du changement dans le point d'application de la force, et, en outre, par l'influence de forces nouvelles agissant sur l'arc MM'. Remarquons d'abord que ces dernières forces ne peuvent exercer aucune influence sur la valeur du couple (?, car leur point d'application est à une distance infiniment petite du second ordre de la tangente au point M' qui est l'axe de ce couple. Il suffit donc d'avoir égard au changement de position du point fixe, et ce changement a évidemment pour effet d'adjoindre au couple G, un second couple produit par la force F et par une force égale et contraire appliquée en M^ Or la force F a , comme celles qui sont appliquées à l'arc MM', son point d'application situé à une distance infiniment petite du second ordre de la tangente en M'; en sorte qu'elle ne modifie que d'une quantité de cet ordre, le couple cherché, dont cette tangente est Taxe. D'après ces remarques, on peut calculer la valeur 6' du couple de torsion qui correspond au point M', comme si le couple G ne changeait ni de grandeur ni de direction; il faut seulement le décomposer maintenant en deux autres, dont l'un soit perpendiculaire à la tangente en M'. Pour calculer ce couple composant, qui représente le moment de torsion cherché, substituons au couple G, les deux couples — 6 et — E qui lui sont équivalents. Chacun de ces couples devra être multiplié par le cosinus de l'angle formé par son axe avec celui du couple B\ qui n'est autre que la tangente de la courbe considérée au point M^ Les axes des couples B et 9' forment un angle infiniment petit dont le cosinus est égal à l'unité, si nous négligeons, comme plus haut, les infiniment petits du second ordre \ quant ^Taxe du couple — E, l'angle qu'il forme avec la tangente en M' est droit si l'on néglige encore les infiniment petits du
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second ordre , car le plan osculateur ea M eal pârallète k U UD{;enle en M'; le cosinus de cet angle peut donc être considéré comme nul, et Ton a, en négligeant les infiniment petits du second ordre ,
d'où Ton conclut que le moment de torsion est rigoureusement constant tout le long de la
courbe élastique.
D'après cette remarque , on formera les équations d^équilibre en écrivant que les forces appliquées à une portion quelconque MA de la courbe, supposée rigide, sont détruites par la fixité du point M , et par deux couples — d et — E, ayant respectivement pour axes la tangente à la courbe, et Taxe du plan osculateur^ étant constant, et E proportionnel à la différence entre la courbure actuelle en M, et la courbure primitive au même point.
Nous considérerons en particulier le cas où , la couii>e étant primitivement droite , la seule force appliquée agit sur son extrémité Â, l'extrémité B étant fixe. En supposant que Ton fixe un point M dont les coordonnées sont x, j^ z, les moments des forces données par rapport k ce point auront leurs composantes de la forme
az — cjc + ij,
bx — ifly-HCj,
a, 6, c, â|, &|, C| étant des constantes qui dépendent de la direction de la force et de la position de son point d'application. En égalant ces moments aux couples d'élasticité décomposés perpendiculairement aux trois mêmes axes , nous aurons les équations
P- â? = e- + cjr-bz-i-a„
dzd^x — dxd^z ^dy -
p ^5 =e_._,_az_cx-(-i.,
dxd^Y — drd^x ^dz ,
p j^ =ô^ + ix-ay-f-c.,
qui ne diffèrent de celles de Lagrange (page i48) que par la notation et par l'introduction des termes en 9.
Après avoir obtenu ces équations, Lagrange ajoute: Leur intégration est peut-être impossible en général. Nous allons montrer qu^elle est, au contraire, toujours possible, et nous suivrons, pour cela, la marche indiquée par M. Binet ('*'), et sinaplifiée, peu de temps après, par Wantzell.
Si l'on prend pour axe des z la direction même de la force donnée , les formules précé-
(^) ^oyez les Comptes rendus de V Académie des Seiemces pour i844« P^C^ *' >^^ ^^91'
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dentés deviennent, comme on le voit facilement, de la forme
drd^z — dzdW ^dx
, dzd*x — dxd^z ^dr
g étant une constante.
La dernière équation montre que si Ton néglige 6, conmie Lagrangc Ta fait, la courbe sera nécessairement plane. En multipliant ces équations par dx^ dy^ dz^ et les ajoutant, il vient
(a) c = ^ds^g{jdx — xdif) (*);
on trouve aussi , en ajoutant les deux premières, multipliées respectivement par x et /,
ou, en vertu de là précédente, si Ton prend 5 pour variable indépendante,
, pd-'z ^ xdx-^- ydy
^^^ g ds'^ ^ds '
et, en intégrant,
/*'\ ^P dz ^ m c
Si Ton substitue à x et^ des coordonnées polaires, en posant
x*-+-7* = r«, •^ = tangw, les équations précédentes deviendront
r^d(ù = -ds. — =2 •
g ds 2/?
d'où l'on déduira, en posant — = cosy, et se servant de la formule connue
ds*= rfr«+ r'rfw» -f- dz*,
j psin^d^
ds — j
V^sin'y(2/?cosy 4-c) — ô'
Bpsïntfd^
{2p COSf H- c) ^gm^^{2pCOSff -hc) — ô'
(*) On peut remarquer que si, dans cette formule (2), on pouvait supposer x = o, / = o , on en conclurait G = o. Il faut donc, pour quMl y ait torsion , que la force ne soit pas directement appb'quée au point de la courbe sur lequel s'exerce son action. (/. Bertrand.)
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on aura ensuite
dz= j ds cos f ,
x = rco8a), jr =rsîna), . B ds
de sorte que x, y^ z pourront, par des quadratures, s'exprimer en fonction de l'angle (f,
(Note de M. /. Bertrand,)
NOTE IV
Sur la figure d'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation,
Reprenons les équations
mM — f
mL ""B»'
, , mN — f A»
qui ont été obtenues par Lagrange, à la page 192^ on s'aperçoit, tout d'abord, que le raisonnement qu'il emploie n'établit pas avec rigueur Tégalité des axes B et C. M et N ne différant, en effet, que par le changement des lettres 6 et C Tune dans l'autre, on voit bien que Thypothèse B =: C réduit les deux équations à une seule , mais il n*est pas évident que cette hypothèse soit nécessaire pour que les équations puissent avoir lieu en même temps. Nous allons montrer, en effet, qu'il existe des formes ellipsoïdales à axes inégaux pour lesquelles l'équilibre est possible.
Les expressions que Lagrange désigne par L, M,' N sont développées dans la Mécanique céleste de Laplace, et se trouvent aujourd'hui dans la plupart des Traités de Mécanique. On a (*)
. 3fii r* x^dx
3|* f x^dx
jr«)H'
(^) Mécanique céieste, tome H, page 10.
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dans ces formules, [jl désigne la masse de rellipsoïde, et Ton a pose
PJ A a r» A»
Z _-. Jt ^ — -^ _ yt
Cela posé, si l'on élimine/ entre les équations (i) et (a) , on obtient la relation
OU, d'après les expressions de L, M et N écrites plus haut,
(i'_X'.)[(. + A.)(,^X'.)jf'f^-jf'f^]=o,
égalité à laquelle on peut satisfaire de deux manières :
1°. En posant V= A, ce qui donne un ellipsoïde de révolution, et s'accorde avec l'indication de Maclaurin rapportée par Lagrange^
2**. En posant
cette équation fournira X en fonction de X', et conduit à l'ellipsoïde à axes inégaux signalé par M. Jacobi.
On peut d'ailleurs démontrer que, pour chaque valeur de X, l'équation (5) fournira une valeur correspondante de X'.
Si , en effet , on la met sous la forme
— i Ll__ i =:; o,
on voit que, en attribuant à X une valeur déterminée ^ le premier membre est positif lorsque X' est nul, et négatif si X' est tijès^grand -, il s'annule donc, nécessairement, pour une certaine valeur positive de X'.
On peut consulter, pour plus de détails^ la Note insérée par M. Liouville dans le tome XIV du Journal de F École Polytechnique (xxiii*' cahier). Nous indiquerons aussi un article inséré par M. Liouville au tome IV de son Journal, et qui contient quelques remarques intéressantes relatives à Téquation (6). Cet article est intitulé : Observations sur un Mémoire de M, Y%fory, La question a enfin été traitée par un géomètre allemand, M. Meyer, de Kœnigsberg. M. JVIeyer s'est demandé (*) si, pour une vitesse de rotation donnée, plusieurs formes ellipsoïdales à trois axes inégaux peuvent assurer l'équilibre , et il
(*) Journal de M. Crelle, tome XXIV.
parvient à démontrer qu'il n'en peut exister qu'une seule. M. Meyer démontre en même temps qu'à une vitesse de rotation donnée, correspondent, en général, deux formes ellipsoïdales de révolution; c'^t ce que Ton peut voir^ du reste, dans la Mécanique céleste de Laplace, tome II, page 56.
[Note de M. /. Bertrand.)
NOTE V
Sur une équation signalée par Lagrange comme impossible.
Lagrange a été conduit, page a56, à regarder comme impossible l'équation
!/(x» -+-y*)Dm x/(x»-h «•)Dm x/( j^'4- if')Dm = /(x* -hj*)DmX (/xxDm)*-+-/(x' + ^')Dm X (/xzDm)« -h/(j^*-+- «•)DmX(/y'2Dm)*4- a/x)^Dmx/x«Dm + /jzDm;
mais il ne s*est pas arrêté à démontrer cette impossibilité, qu'un premier aperçu lui faisait regarder comme difficile à établir. Le but de cette Note est de remplir cette lacune qui , du reste, a été déjà l'objet d'un travail de M. Binet. Posons
a = Sx'Dm, i^=Sj^'Dm, c3=S^*Dm, <i=SayDm, e = Sji?rDm, /=SyjsDm;
il faut prouver que l'^alité
(a) (a^-6)(a-hc)(ft^c) = /^«(a^-i)-he«(a-+-c)^-/«(fc-hc)^-2de/
ne peut avoir lieu dans aucun cas. Pour le faire voir, nous allons montrer qu'en faisant passer tous les termes dans le premier membre , le résultat est essentiellement positif. Or on obtient ainsi , pour premier membre ,
a abc -h &'c -♦- ac* -♦- tc'^- ca^-^- ba*-\' ab^— (b 4- c)J^— (a -+- c)e*— (a -h b){P— a def^
ce que Ton peut écrire de la manière suivante :
(3) 2(abc — de/)-h(ab — d*)(a'^b)-h{ac — c')(a-hc)-h(bc—J')(b^c).
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Or on a
ûi — rf' = /x'Dm x/r*Dm — (/x^Din)%
oc — e* =fx*DmXifz*Dm—(fxzDm)\ hc -p ^fj'Dm xfz'Dm - (/rzDm)%
et il est très-facile de voir que ces trois diflférences sont positives; de plus, des inégalités
(4) |ac>e%
on déduira
et, par suite,
abc ^ dej\
et l'on voit alors que tous les termes de l'expression (3) sont essentiellement positifs, et que, par conséquent, cette expression ne peut jamais s'annuler.
Nous avons admis les inégalités (4) conmie évidentes. Si Ton suppose, en effet, que le nombre des points du système ait un^ valeur finie quelconque n , la première de ces inégalités , qui ne diffère des deux autres que par des changements de lettres , devient
or elle peut s'écrire
2 m., rrii, (x,y,/ — J:.'J, )* > o,
et, sous cette forme, elle devient complètement évidente. Le seul cas d'exception serait celui où tous les éléments de la somme seraient nuls. Cette condition ne pourrait être remplie pour les trois inégalités (4) à la fois, que si tous les points du système se trouvaient sur une même ligne droite passant par l'origine.
[Note de M, J. Bertrand, )
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NOTE VI
Sur les équations différentielles des problèmes de mécanique, et la forme
que ton peut donner à leurs intégrales.
Dans la section IV de la seconde partie, Lagrange fait connaître la forme très-remarquable que prennent les équations de la Dynamique, lorsque Ton substitue, aux coordonnées des divers points, un système quelconque de variables. Nous allons revenir, dans cette Note , sur la formation de ces équations. Nous indiquerons ensuite une transformation trèsheureuse que leur a fait subir M. Hamilton , et dont on peut déduire plusieurs propriétés de leurs intégrales qui conviennent à tous les problèmes auxquels s'applique la transformation de M. Hamilton.
Soient Xiji Zj, Xt^i, 2t,. .., x„ j^„-2„, les 3 n coordonnées des points d'un système. 17, = o, IIi = o, . . . , Ilsn^ii = o, 3 n — k équations de liaisons qui définissent le système. Dans ces équations , les 3 7» coordonnées peuvent figurer d'une manière quelconque avec le temps / \ désignons par ^i, çr,, . . . , ^^, A variables nouvelles, telles que Ton puisse exprimer les 3 n coordonnées Xi/f^,,. . . , x^jn^ni en fonction de ces variables et du temps t. Les formules qui expriment les coordonnées étant telles, bien entendu, que les équations IIi = o, Ilj = o, . . . Ilsn.^ = o, deviennent identiques lorsqu'on y substitue aux diverses coordonnées, leur expression en fonction des variables nouvelles.
Les équations du mouvement ont, comme on sait, pour type général
"'' "5F = ^' "^ *' -^ "^ ^"^ "^ • • • -*"*»"-* ^ÂT'
la lettre i désignant un nombre entier quelconque au plus égal an, m, la masse du point dont les coordonnées sont x., j^,, z., et X., Y., Z, les composantes de la force qui sollicite ce point.
dx • d^ • d^t ■
Multiplions les équations (i), respectivement, par -j-^j ^j ^-^î et ajoutons-les- à
toutes les équations analogues que Ton obtiendrait en attribuant à i les n valeurs dont il est susceptible; il viendra
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les facteurs X,, Xg, . . . , Xs„.ii disparaissent dans l'addition à cause de la relation
qui résulte de ce que la fonction n^^ (a désignant un indice quelconque au plus égal à
^ n — k) s'annule identiquement lorsque X|, Xj, . . . , x„, /i, Xt? • • • » J^n? -^m -^î» • • • 9 -^n sont remplacés par leurs valeurs en ^1 , ^s, • . . , ^^^ et £.
Le second membre de Téquation (2) doit être regardé comme une fonction connue des variables <7j, çr,, . .. , çr^ et t\ car X,, Y,, Z,, x,, y,, z, sont donnés par Ténoncé du problème en fonction de ces k-\-i variables. U n'y a donc pas lieu de transformer ce second membre , et nous le désignerons par une lettre Q„.
Pour transformer le premier membre, écrivons-le de la manière suivante :
en désignant par x^ , y\^ z'i les composantes de la vitesse du point dont les coordonnées sont j\^ ji^ Zi, On a identiquement
^^^ ^ Z.'^\l^^^'^l^^^^li^-^)^dt2^'^^\^^
2 1 , d dxi , d dXi , d dzi \
Xi^ jfi^ Zi soni donnés, par hypothèse, en fonction de ^ 1, 4/19 • - • 9 9* ^^ ^7 ^^ diflérentiant les formules qui les expriment , on aura
d'où l'on conclut
dt dq^ ' ' dqk
, à^i dZi , dZi ,
^' ~5r "^^^'"^ '^ dq^^^'
dxi dx- dyi dy\ ' dzi dz^
dq^ "" dq^ dq^ "" dq^ dq^ "" dq^ '
on a , d'ailleurs ,
d dxi d'Xi d^Xi , . d'^Xi , d^Xi ,
dtdq^ dq^dt dq.dq^^ ' dq^dq^^^ '" dq^dq^^k'^
dx
ce qui équivaut évidemment, d'après la valeur de x] fournie par Téquation (6), à - — • On obtiendrait de même
d dy'i dy\ d dzi dZi *
dt dq„, ■" dqj dt dq^ "~ dq^
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Eo ayant égard à ces relatious , et si , de f^us, nous posons
Téquation (4) deviendra
d rJT dT _ .
dt dq'^ - dq^ - ^-
On obtiendra h. équations de même forme, en attribuant successivement à T indice m chacune des valeurs i, 2, . . . , Ar, et Ton formera ainsi les h équations différentielles suivantes :
Jt dq\ dq, ■" ^*'
d dl ^'^ — o
qui sont précisément les équations de Lagrange. Dans ces équations, les inconnues sont ^1, ^,, . . . , qiy et leurs dérivées (/\ , çr^, . . . , q^. Qi, Q,, . . . , Q^^ sont des fonctions données de ces inconnues^ il en est çle même de T^ car x,, j^,, z, étant donnés, par hypothèse, on peut former par la différentiation, x] , jr[ , z^ . Il est important de remarquer que, d'après les règles de la différentîation , x'i , y^ , z'i seront des fonctions linéaires de ?', ^ v', ? • • • •> Çk 1 et que , par suite , T aéra une fonction algébrique entière et de degré 3 de ces diverses dérivées. Si les expressions de ar^ ^o z, ne ccmûenneni pas explicitement la lettre t^ et cela aura lieu toutes les fois que les liaisons seront indépendantes du temps, on voit facilement que x'i^ y'i , z^ seront des fonctions homogènes du premier degré, et, par suites, 1' une fonction homogène de degré 2 par rapport aux variables q\^ y'^, . . . , q\ . Cette remarque a une grande importance.
jNous supposerons, dans les considérations qui vont suivre, un système dont les liaisons soient indépendantes du temps, sollicité par des forces ayant pour composantes les dérivées partielles d'une même fonction. Nous admettrons, en un mot, que le principe des forces vives soit applicable au problème dont nous nous occupons.
Reprenons les équations diâerenlielles du mouvement
(l) ldtdq\ dq,-^''
d dT dr_^
ces équations sont du second oi'dre , mais on peut les ramener au premier ordre en Considérant ç[^ ç\y ' '^ Çk comme k inconnues nouvelles définies par les équations
/ V dqy , dq, , dqk ,
et nous aurons, de cette manière, un système de 2 A équations du premier ordre.
Poisson a eu Fidée de transformer le système des équations (i) et (2) en substituant aux
t i I \ ' 11 d'ï. rfT ^T . ^ j
inconnues q.. <7-,. . ., q^ les inconnues nouvelles -ttj -tt'* • • • » -tt qui en sont des
^ ^ dqy dq^ dq^ ^
fonctions linéaires \ mais il n*a pas développé complètement son calcul de transformation , et M. Hamilton a donné, le premier, les équations très-simples auxquelles ces variables nouvelles vont nous conduire.
Posons
les équations (1) deviendront
dp, rfT_^ dp, dT _ dp, dj^_
dr~dq,^^'' dr~ dq,^^''"' dt dq,-^^''
mais la substitution des variables pi, ^s,. . ., p, sl q\j ^'s^* • •) ^k. ^g^ <iue les seconds termes de ces équations soient transformés. Il est clair, en effet, que T étant exprimé en
fonction de y,, ^t, . . . , ^t, 7', , 9',, • • • ? ^i 1 P'^i* ^^^ fonction de ^1, ^t^ •* • 9 ^k'i Pi^Pu""i Pi^ n'aura pas , sous les deux formes , la même dérivée par rapport k g„,
T étant une fonction homogène de degré 2 des variables q\^ g\^. . ., q't^ on a^ identiquement ,
rr. » dl dl , dl
ce que l'on peut écrire
Prenons la variation des deux membres en faisant varier toutes les variables à la fois; il vient
//T iiT dT
(4) <ÎT = ç\âp^ ■+- q',âp, -(-... -I- q\âpi — ^ dçi — 5- *<7« — • • • — ^^^ *9'-
(Nous supprimons, dans le second membre, les termes pm^^m et — T^^?» ?^^ ^^ <létruisent.)
Or, en considérant T comme fonction de pi, p^j. , .. p^^ q^^ ^«v • •) qhy on conclut
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évidemment de l'équation (4) ,
.^. dT dl dT rfT rfT . rfT
• 1/7, rfy, dqt dqt dqu dqu
Les équations (6) donnent aux équations du nK>uvement la forme et si on leur adjoint les relations (5)',
,g. dT_dq^ dT^dq^ rfT __ rfy*
* ^ d>?, dt' dp,'' dt'"'^ dpk "" <// '
on aura ^k équations différentielles du premier ordre entre les inconnues pi, p^y . , .y p^y ^1, ^,,. . ., q^. Pour simplifier ces équations, rappelons-nous que X,, Y«, Z/, composantes de la force qui sollicite le point x,, jTi^ Zi^ sont, par hypothèse, les dérivées partielles d'une même fonction U, et que l'on a
y. _dV V _ ^U T _ ''U
donc , en se reportant à la définition de la fonction Q. on en conclut
Si Ton remet dans les équations (A), à la place de Qi, Qs, . . . , Q*, les valeurs fournies par cette formule , et que l'on pose , de plus , U — T = H, ces équations deviennent
/r\ ^1 __ dB^ dpi dB dpk dB
^ ' le ^ d^,^ dF^dql^'"' df^dq'i''
* i> wi dB dT I
SI 1 on remarque, en outre, que U ne contenant pas ^,, ^s, . . . , ^i, on a — = — —9 les
équations (B) pourront s'écrire
/j)\ ffZ.'^ ^ iîl — — ^*— ^
di dpx dt dp, ' dt dpk
Les systèmes (C) et (D) donnent, sous la forme la plus simple, les équations d^un problème de mécanique auquel s'applique le principe des forces vives. On voit que deux problèmes de ce genre ne diffèrent l'un de Tautre que par le nombre des variables et la forme de la fonction H.
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4l4 NOTES.
Quoique l'on soit loin de savoir intégrer, en général, les équations C et D du paragraphe précédent, leur forme permet, néanmoins, d'établir plusieurs théorèmes fort importants, qui s'appliquent à toutes les questions représentées par ces équations.
Nous commencerons par établir le théorème suivant, qui est dû à M. Hamilton :
Théorème. — Les intégrales d'un problème de mécanique, auquel s'applique le principe des forces vii^es, peuv^ent toutes s'exprimer en égalant à des constantes, les dérivées partielles dune même fonction prises par rapport à d autres constantes.
Reprenons les équations différentielles d'un problème de mécanique auquel s'applique le principe des forces vives ,
dp^ _ dB ^P^ ^ ^^ 4^* _ ^H
dt dq^ dt dot dt dqt
dt dpx dt dp^' dt dpk
Supposons que ces équations ayant été intégrées, pi, /9,,. . ., p^, ^i, fiv - *? 7^ soient connus en fonction de f et de 2 /r constantes arbitraires. Si nous remettons ces valeurs dans la fonction H, nous aurons, en différentiant le résultat par rapport à Tune des constantes a ,
dE^^^dE dpi dB. dpi dB. dq^ dB dq^ dB dqk
doL dpx dct ' ' ' dpt dcL dqi da. dqj da . ' ' ' dqk da
c'est-à-dire, en ayant égard aux équations (i) qui sont, par hypothèse, satisfaites,
/ \ ^ _- ffyi fÎPi dqidp^ ^ ^-L.^^.j_^^_j_ <^i dqk
^ ' doi dt da dt da "* dt da ^ dt da "^ dt da '^ * " '^ dt da '
ce que l'on peut écrire de la manière suivante :
Mais la fonction T étant homogène, de degré a, par rapport à y', , 9',, ... , q'u^ on a
dT , dl , dT , rr
rfy, ^' dq^ ^» dq^^
Or cette expression ne diffère pas de celle dont la dérivée, par rapport à a, figure dans le second membre de Téquation (3), en sorte que cette équation devient
tM{p-'^^p-È*-*P'^)-
2dJ
OU' encore,
ou, en inti^rant les deux membres par rapport à ^,
d di
les indices o et f placés au-dessous des parenthèses indiquant qu'il faut y supposer le temps égal à zéro ou à f .
L'intégrale I ( H + '^ T ) ^ est une fonction de t «t des a A oonsian&es a rbitraires ; dési*
gnons-la par S, l'équation précédente deviendra
si nous la multiplions par da pour l'ajouter ensuite à toutes les équations analogues que l'on obtiendrait en remplaçant la constante a , successivement, par toutes celles qui figurent dans les intégrales du problème, on aura
(7) àS = p^iq^^p^dqt'h...'hpkd(/k—(pi)o{iqx)o — {pt)o{iqf)o—"'—{Pk)o(SqkU',
en désignant par le signe â la variation totale d'une fonction des diverses constantes , lorsque celles-ci varient toutes à la fois.
Remarquons, actuellement, que S étant une fonction de t et des q A constantes arbitraires, peut s'exprimer en fonction de t et de ^i, ^a, . . . , Çi^ (^1)09 (?i)o9 • • • 9 (?*)o* On a admis, en effet, que ^s? ^t) • • • ^ 7* sont des fonctions de t et de a Ar constantes; si , dans les k équations qui les déterminent, on fait t= o, im obtiendra k équations nouvelles , dans lesquelles (71)09 (71)09- • -9 (7^)0 remplaceront 71, 7,,» . ., Çi^ et qui, jointes aux précédentes , permettent d'exprimer les a k constantes en fonction de t et de 71, Çt^ . . , 7^, (7i)t«
Si nous supposons que le calcul indiqué soit effectué, Téquation (7) fournira la variation de S, lorsque toutes les variables dont cette fonction dépend, à l'exception de t seulement, reçoivent des accroissements infiniment petits. On en conclut, d'après les principes du calcul différentiel ,
dS dS dS
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et ces équations >ayant lieu entre pi, pt> • • • 9 Ph ^d 7s9* • • > ^it? 1^ temps f et les 2 A con* stantes (^1)09 (pi)ov • -9 {Pi)o^ (9i)o9 (91)09 {^1)0^ elles sont, évidemment, les intégrales complètes du problème. On peut remarquer que les équations qui composent la première ligne du groupe (8) forment un système à part, dans lequel ne figurent pas pi, p,, . . . , ^^9 et qui permettent, par conséquent, de calculer les inconnues ^j, ^t, . . • , ^^i en fonction du temps et de toutes les valeurs initiales (91)09 (7«)o9 • • • 9 (9^)09 (^'1)09 (^1)09 • - • 9 (Pa)o'
D'après la manière dont la fonction S s'est introduite au paragraphe précédent, il semble que , pour la connaître , il soit nécessaire d'avoir préalablement résolu le problème dont on s'occupe. Mais nous allons montrer que cette fonction satisfait à une équation différentielle partielle du premier ordre, dont toute intégrale complète peut la remplacer dans la formation des équations intégrales du problème de mécanique.
Nous avons posé
(1) S= f\H-h2T)dr',
en se reportant au paragraphe II, on a
donc
S= f'(V + T)dt.
Différentions les deux membres par rapport à t, et remarquons que S contient f , explicitement, et aussi à cause de ^i, ^i, . . . , ^^ qui en dépendent, nous aurons
y X TT_i_T^^^_j_*'^ dq, dS dq^ dS dqi,
Or -7^9 -7->"«9 ~^9 sont des fonctions linéaires de pi, »i,. .*., p*, c'est-à-dire (para-
at at at
graphe III) de -r- > --,..., -— , de sorte que, par la substitution de ces valeurs, Téqua-
dq, dq^ dqu ^ *
tion (a) deviendra une équation différentielle paitielle du second degré par rapport aux dérivées de S. Pour former cette équation, il faudrait transformer, comme nous l'avons indiqué, la somme
d% , d^ , dS .
qui figure dans le second membre ; or le résultat de ce calcul sera évidemment le même si Ton substitue à cette somme, l'expression
qui n'en diflire que par le changement de ^ ^ T"' ' ' ' * j-^ ^^ P^y P*^- "^ Pk^ changement dont Feffet sera détruit par le changement inverse que l'on doit faire à la fin du calcul. Or, la fonction T étant homogène du second degré par rapport à 9', , 9', , . . . , ^i , on a, identiquement,
,_, dT , dT , . dT , , . , , ,
aT = ^7, -H ^^, -f- . . . + ^ 7» = P.^, 4- ;»»9, + . . . -h P*9. ;
en sorte que l'ëquation (a), à laquelle satisfait la fonction S, peut s'écrire symboliquement
U-l-T = ^+aT, c'est-à-dire
les parenthèses qui entourent T indiquant que cette fonction doit être exprimée en fonction de pi, p%^ . . . , ^1, et que ces variables seront ensuite remplacées par —9 77- ^ ' * * ^ -r"
L'équation (3) admettra une infinité de solutions contenant chacune A constantes arbitraires, et que Lagrange nomme les intégrales complètes. L'une de ces intégrales sera la fonction S que nous avons définie dans le paragraphe précédent \ mais nous allons montrer que toute autre intégrale complète peut remplacer celle-là , et fournir la solution du problème de mécanique dont on s'occupe.
Soit, en effet,
(4) S = F(t, ^1, 9î,. . ., qkt «1, û,,. . ., Uk)
une telle intégrale, satisfaisant identiquement à Téquation (3) et contenant A constantes arbitraires*, si Ton pose
je dis que Ton aura la solution complète du problème proposé, et que ces équations (5) fourniront les valeurs de ^1, ^t)*«*9 7i en fonction de < et de 2 A constantes arbitraires. Pour le démontrer, rappelons-nous que les équations différentielles du mouvement sont
dp, dfk dp^ ^H dpk dVi
dt dq, dt dçi dt dgi,
dq, __ rfH dq^ _ dH dqt rfH
dt dpx dt dpi ' dt fipk^
dans lesquelles H désigne la difierence U — T. U ne contenant pas pi, p^^ . . .^ pi^ on a
dp, ~" dpi '
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en sorte que la seconde ligne des équations (S) peut s'écrire
^^' dt^dp' dt'^'dp,'""' dt^d^k'
Nous commencerons par montrer que ces équations (7) peuvent se déduire du système des équations (5).
En diiFérentiant ces équations (5) par rapport à t, nous aurons
/QY d^S d'% , d^S , d'S ,
à laquelle il faudra adjoindre h — i équations que Ton formera en changeant dans celle-ci /Il en a„ a,, . . . , a^i. Le système des h équations ainsi obtenues donnera les valeurs de q\ , 7s? - * * 9 7I 9 C[ui résultent des relations (5).
Or, en difTérentiant par rapport à ai Téquation (3), à laquelle S satisfait identiquement, il vient
/ \ ^'S dCï)
-^ — désignant ici la dérivée par rapport à ax de l'expression dans laquelle se transforme T,
lorsque l'on y remplace ^,, p^^ . . ,^ p^ par — 9 —9 • • • 9 — • On a évidemmrat , d après
cela,
d(T) _dT d'S dT d'S dl d^^
dox dpy dq^dax dp^ dq^da^ dp^ dqkdoi
dT /IT dT
et , dans le second membre de cette équation , il faudra encore transformer -7-9 -7-9 • • • ? -7— ,
^ dp^ dpi dpk
en y remplaçant ^1, /!?„ " "i Pk par — 9 ^» ' ' • ' -7- • Pour indiquer cette transformation,
nous placerons ces quantités entre des parenthèses. L'équation (9) deviendra alors
/ \ _ d'S /dT\ d'S (dT\ rf»S (dT\ d^S
^"^ "" dida,'^ [i^J dq.da,'^ [dp,) dq.da,'^ ' " "^ \dpk) dq^da,'
à laquelle ou pourra joindre A' — i équations que l'on formerait en changeant dans celle-ci «1 en as, «s, . . . , a^. Or, si Ton compare le système des équations ainsi obtenues avec celui dont l'équation (8) est le type, on en conclut que ce dernier sera satisfait par les valeurs suivantes des inconnues 9', , 9',, . . . , ^'^ •
Or on a démontré [paragraphe II, équation (5)] les relations
^_ , dT _ , dT _ ,
en sorle que les formules précédentes peuvent s'écrire
('3) y'. = (9.)» i. = (9\)^'"i <fk = {q'k).
(y'i)^ (^Jvî (^i) désignant ce que deviennent les expressions ç', , y',,...,^i, lorsque, après
les avoir exprimées en fonction de pi, /?„ . . . , p^, on remplace ces dernières variables par
dS dS dS e . f /• • "■ • i» •
— , _—,..., - — supposons maintenant quen taisant subir cette transformation aux
dq, dqj dq^ '^'^ ^
seconds membres des équations (12), on exprime en même temps, et par les formules mêmes dont on aura à faire usage, les premiers membres en fonction de pi^ p,, . . . , pj,^ on formera un système d'équations dont les deux membres ne différeront que par le cbasgement
de;7j, p,,. . ., Pj( en — » j~ ' * ' • » ^t et dont on déduira, par conséquent, . .. aS rfS rfS
Si nous revenons actuellement aux équations (12), on peut les écrire
en supprimant les parenthèses qui n'ont plus d'autre objet que d'indiquer la substitution
^^ 5~ ' 5~ ' * " * ' 5~ ' ^ ^^* quantités qui leur sont égales en vertu des équations (i4).
Les fcHtBules (1 5 ) forment une moitié des équations différentielles du mouvement qui sont, par censéquent, satisfaites. Les équations qui, jointes au système (i5j, représentent les conditions complètes du problème, sont les suivantes :
^ ' dt'^ d^,' lî" dq^''"'' dt^ dqt'
Pour montrer qu'elles sont également satisfaites,.différentions par rapport à t les équations ( t4) ; le& résultats obtemis seront de la forme
/ V dp, d'S rf'S . </»S , . . d'S ,
<'7) Tt^l^'^df^'i^^dqld^.'^^^'-^d^,'^'^
ou, en remplaçant 9', , 9',». • •> 9* P^^ leurs valeurs ^, — ? ' * * 5 X" '
Vgv dp,_ d'S d^SdT d'S dT d'S dT
di dqxdt dq] dpi dq^dq^ dp^ ' ' ' dqidqi, dpi,
Différentions actuellement par rapport à q^ l'équation M U = fH-(T),
il viendra
^ ' dq.^dtdq^ dq, ~' didq, \dq,) \dpjdq] \dp^) dq^dq, '** \dpkl dqkdq^
OU, en rem
plaçant f ^ ]i (^J' ' • • ^ par leurs valeurs y',, 7',,. . ., yl,
dqkdq^
en comparant les équations (17) et (21), on conclut
Or on peut, en vertu des relations (14)9 enlever les parenthèses qui entourent —, et
oqx
Ton a enfin
dp, rf(U — T) d¥L
^^^i«» *^^ ^■^■-^^■i^ii^^^^iBiB^ ^^^ ^i«^» M^^^
C^est précisément la relation que nous voulions établir; on obtiendrait des valeurs analogues pour -^'» ' ' ' 1 -^1 et il est prouvé, par conséquent, que toutes les équations du
mouvement sont satisfaites par le système des relations (5).
L^idée de substituer à la fonction S de M. Hamilton Tune quelconque des intégrales de Téquation à laquelle elle satisfait, est due à Jacobi {*). La démonstration a été développée par lui dans le cas d'un système sans liaisons. Plusieurs géomètres ont traité depuis la même question, mais je crois la démonstration précédente plus simple que celles qui avaient été données jusqu'ici.
M. Hamilton nomme la fonction S, à laquelle se rapportent les calcids précédents, la fonction principale du problème. Il a considéré, en outre, une autre fonction qu'il nomme caractéristique, et que nous désignerons par Y. Nous croyons devoir placer ici la définition de cette fonction V, et l'indication de sa propriété la plus importante. C'est elle qui s'est présentée d'abord à M. Hamilton, et c'est en l'étudiant qu'il est, je crois, le plus facile d'apercevoir les idées qui l'ont guidé.
La fonction V n'est autre chose que l'intégrale 1 dt\ mi>* que l'on considère dans le
principe de la moindre action, de telle sorte qu'en cherchant à démontrer ce principe, on peut être conduit, de la manière la plus naturelle, conmie on va le voir, à la belle découverte de M. Hamilton.
( *) Journal de M. CreDe, tome XVII.
D'après la notation adoptée dans cette Note ^ on a
on en déduit
JV= / (pxdq\-^p^dq\^ ...-^pJq,)dt-\- l (t/.âp.-hq'.âpt-h >.. -^qnipn)dt,
le signe â se rapportant à la variation de toutes les constantes qui figurent dans fi ^ 9« v • 9 7"9
Pn Pt^' • M Pn'
En intégrant par partie les termes de la première intégrale, et remarquant que tfy, = -^, il vient
les indices o et t placés après les parenthèses indiquant qu'il faut y remplacer successive-* ment le temps par o et t, et faire la différence des deux résultats. Or, d'après les équations différentielles du mouvement, on a évidemment
— 3U = — dqi^ — âq^'^—..,—âq„^-hq\ipi-hq\âp,-h...-h(fnàpn',
en sorte que, ^H étant constant en vertu du principe des forces vives, l'équation précédente devient
â\ = — tiH -h Piàq, -h ptàq^ + .., -hpjqn — p\ âq] — p\âg\—... -^p'Jq\.
Si donc on considère V comme une fonction de ^j, ^t>« • •? ^n? 9I9 f,?- • m 7* et de H, on aura
Ces équations peuvent être considérées comme la solution complète du problème proposé , qui sera, par conséquent, résolu si Ton parvient à déterminer la fonction caractéristique V; y satisfait comme S à une équation différentielle partielle dont une seule intégrale complète suffit pour résoudre le problème* Mais nous renverrons , pour Tétude de cette équation, au Mémoire de M. Jacobi, qui a traité avec développement le cas d'un système libre \ le cas d'un système à liaisons quelconques ne |>résentera aucune difficulté aux personnes qui auront étudié les propositions analogues démontrées plus haut^ et relatives à la fonction S.
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Nous ne pouvons indiquer ici aucune application parliculièFe de la théorie qui fait l'objet de cette Note. On pourra consulter utilement plusieurs Mémoires de M. Liouville, insérés aux tomes XIV et XVI de son Journal , et dans les Additions à la Connaissance des Temps pour i85o.
(Note de M, /. Bertrand. )
NOTE VII
Sur un théorème de Poisson.
Poisson a fait connaître , dans l'un de ses Mémoires , un théorème très-général sur lequel il avait fondé une manière nouvelle de présenter la théorie de la variation des constantes arbitraires. Quoique ce théorème semblât extrêmement remarquable eu lui-même^ Poisson se contenta de l'appliquer au but spécial qu'il se proposait^ sans indiquer même qu'il fût possible d'en faire un autre usage. Plus de trente années après, au moment même de la mort de Poisson , l'attention des géomètres fut appelée de nouveau sur ce point, par l'illustre Jacobi , qui signala le théorème de Poisson comme un résultat prodigieux , et le plus important à ses yeux de toute la science du mouvement. Jacobi n'ajoutait d'ailleurs aucun développement à cette assertion , sur laquelle ses oeuvres posthumes nous donneront peut-être quelques détails. Le but de cette Note est de faire connaître le théorème de Poisson , et d'indiquer le parti que Ton peut en tirer pour l'intégration des équations différentielles de la Mécanique.
Considérons un problème quelconque de mécanique, auquel s'applique la transformation de M. Hamilton exposée dans la Note précédente. Soient
dp^ __dR dp^^d^ dpk _^dE
de dqy di dÇi dt dq^
^^' ' dq, dB dq, rfH dq^ dR
iit dpt dt dpi dt dpk
les équations différentielles de ce problème. Si Ton suppose connues deux intégrales de ce système d'équations, contenant chacune une constante arbitraire et résohtes par rapport à ces constantes,
(a) a = ç(</4, yi,. ••? Î4>Pi>P«i- "^Pky t)y
(3) P =r ^1 (^j,^,, . . . , ^1, Pli Pfj" -, Pky ^),
le théorème de Poisson consiste en ce que l'expression
. . da dp da d^ IfL ^ ^* iL da^dp eU d^^
^ ' d(jy dpi dpx dqx dq^ dpt dpt dq^ " ' dqt dpk dpk dqk
qu'il désigne par (a, /3), conserve une valeur constante pendant la durée du mouvement*, en sorte que, si V équation
(a, P) =const.
nest pas une identàé, elle sera une intégrale du système d'équations différentielles proposé.
Pour démontrer cette proposition, nous allons former la dérivée de Texpression (a , |3) , et vérifier qu'elle est nulle; on a
/K\ rf(tt, P) _ yi [da d dp dp^ d da _da^ d^dp ^ £^\
' * de ^\dqi' didpi "dpi dtdqi dpididqt dqidtdpij'
Or, a et j3 étant des intégrales du système (i), -j- et -^ sont nuls identiquement lorsque Ton a égard à ces équations , et l'on a
_da ^dadH_crxdB ^ dp ^d^dn_dp^da
dt ^dpidqt dqi dpi dt ^dpidqi dqi dpC
si l'on diiTérentie ces deux équations par rapport à ^^ et à /?«', t désignant un indice quelconque , on aura
{^\ — -^lî_ V< / <^'« àlà da i/»H rf'g dn da rf'H \
didpii ^ \dpidpi» dqi dpt dqtdpf dq^dp^ dpi dqi dpidpf)
{ \ _ ^'g ^ yi/ <^'« du da i/*H d^a dfi da dm \
^ ! "~ didqf Zà \dpidqt dqi dpt dqidqf dqidqf dpi dqi dpidqi^)^
et deux autres équations qui ne différeraient de celles-là que par le changement de oc en |3. On a d'ailleurs
d da d^a yn d^a dpt d*a dqt d^a v^ d^a </H d^a dH.
dt dpf dtdpf Jk^dpidp^ dt dqtdpf dt dtdpf JUkdpidp^ dqi dqidpf dpi
d da d^a «71 d^a dpi d^a dqi d'à v^ d'à dE d'à dH
dt dqi» dtiUjf ^àdqidpif dt dqidqp dt didqi» ^dpidq^dqt dqidqf dpi
en vertu de ces relations, les équations (6) et (7) peuvent s'écrire
(8) o = £^H.yf^-i:iL_^.ii5-V
^ dtdpf ^à\dpidqidpf dqtdpidpfj^
io\ —£^^ vi/</g d'E da d'E \
dtdqii ^\dpidqidqit dqi^idqtt/^
4^4 NOTES, et Ton aurait de même
dt dpf ^dpi dqidpf dqi dpidpf
dt dqf ^dpi dgfdqgr dçi dpidqf
Si Ton déduit des équations (8), (o), (lo), (i i) les valeurs de — -7-? tt--» -t -;^y t^^
pour toutes les valeurs de l'indice /, et qu'on les reporte dans Téquation (5) que nous voulons démontrer, on obtiendra une identité , comme on s'en assure bien simplement en remarquant qu^après cette substitution , tous les termes du second membre contiennent en facteur une seconde dérivée de la fonction H ; en réunissant les termes qui correspondent à la même dérivée, on verra qu'ils sont au nombre de quatre, et se détruisent deux à deux. On en conclut
-dt — °'
et, par suite,
(a, j3) =:const.,
ce qui est précisément le théorème de Poisson.
Si (a, P) est une fonction des variables ^,, ^t? • • • » ^a> fty Piy ""i Pky q^c l'oï* ^^ puisse pas considérer comme fonction de a et de P, celte équation (a, jS) = const. sera une troisième intégrale que l'on pourra combiner avec les deux intégrales a et (3, de manière à former une nouvelle expression constante qui , dans certains cas , pourra être une quatrième intégrale, et ainsi de suite. Malheureusement, les cas dans lesquels ce procédé ne conduit pas à des intégrales nouvelles, sont excessivement nombreux. Nous allons donner quelques détails sur cette question importante.
Soient
les intégrales d'un problème de mécanique, (pi, ftv * * 9 9tk représentant des fonctions des inconnues et de la lettre f , qui conservent la même valeur pendant toute la durée du mouvement. Une fonction arbitraire de fi, fi,. . ., fsi partagera évidemment la même propriété, et nous pourrons regarder
A = Fi(?i, ?tvî ?«*) = Fi(«5P>7vî ^1 ^)
comme étant aussi une intégrale des équations différentielles du mouvement. Si nous considérons une seconde intégrale
F| et F] désignant deux fonctions arbitraires, on vérifiera bien facilement, par les seules règles de la difTérentiation , qu'eu combinant les deux intégrales Â et B, comme il a été dit dans le paragraphe précédent, on obtiendra identiquement
- ./rfF. rfF, rfF, rfFA ../rfF. rfF, rfF, rfF,\
Cette formule fournit le résultat de la combinaison de deux intégrales A et B, en fonction des résultats obtenus par la combinaison des intégrales dont A et B dépendent ; elle nous sera fort utile.
Lorsque Ton connaît deux intégrales , que nous désignerons , pour abréger, par le nom des constantes a et P qui y figurent, il peut arriver, de deux manières différentes, qu« le résultat de leur combinaison ne fournisse pas une intégrale nouvelle. Cela aura lieu , en effet, si l'expression (a, |3) est identiquement constante, et si, sans être identiquement constante, elle est fonction de a et de j3, de manière a pouvoir résulter de la combinaison de ces deux intégrales. Il est important d'examiner ces deux cas, et de reconnaître s'ils doivent fréquemment se présenter. Nous démontrerons d^abord un théorème qui permet df les rattacher Tune à l'autre.
Si
sont deux intégrales d'un même problème, telles que («9 P) soit une fonction de ^ et de ^ s il existe toujours une fonction de a et de ^ gui, égalée à une constante y, fournira une intégrale telle, que (a, y) soit identiquement l'unité.
On a , en effet , d'après la formule du paragraphe précédent ,
si donc (cr, |3) est, comme on l'a supposé, fonction de a et de /3, on pourra toujours déterminer y par la condition
dj I
et faire en sorte que (a, y) soit égal à Tunité.
Après avoir monti*é que les deux cas dans lesquels le théorème de Poisson donne des résultais illusoires sont liés intimement l'un i l'autre < nous allons nous borner à étudier
les intégrales qui , combinées avec une intégrale donnée , donnent à l'expression de Poisson une valeur identiquement constante.
Nous démontrerons le théorème suivant :
Quelle que soit une intégrale donnée a, on peut toujours compléter la solution du problème en lui adjoignant d* autres intégrales Pi, |3|,. . ., /3,;^_| quiy combinées avec ac^ donnent à l'équation de Poisson une forme identique, de telle sorte que Von ait
Nous commencerons par remarquer que, quelle que soit l'intégrale a, il est impossible qu'il n'en existe pas au moins une autre |5, telle que (^c, |3) soit différent de zéro. Si , en effet, il en était autrement, Téquation
2dd^
da //p doL dp
dqi dqx dp^
dans laquelle la fonction /S est regardée comme inconnue, admettrait toutes les solutions de l'équation
^dpx dq^ dq^ dpy '
qui exprime que ^ est une intégrale. Or, ces deux équations étant linéaires et contenant le même nombre de variables indépendantes, ne peuvent avoir la même intégrale générale sans être identiques, ce qui exige, évidemment , que a soit une fonction de H, cW-à-dire que r intégrale donnée soit celle des forces vives. Mais, dans ce cas-là même, il existe une intégrale qui , combinée avec a , donne pour résultat Tunité ; c'est celle dont la constante est ajoutée au temps. Notre assertion est donc démontrée dans tous les cas.
Nous montrerons, en second lieu, quà une intégrale donnée a il en correspond toujours au moins une autre j3, telle que
Soit, en effet, y une intégrale, telle que (a, y) soit digèrent de zéro. Posons
et arrctons-nous lorsque Tune des intégrales d^ €^ n sera identiquement constante ou fonction des précédentes. Il est impossible que l'un de ces cas ne finisse pas par se présenter, car le nombre des intégrales distinctes est nécessairement limité. Supposons, par exemple, que l'on ait
y3 = F(a, 7, J, fi),
la fonction F pouvant se réduire à une simple constante. Soit or (a, 7, â, e) une nouvelle
intégrale que je nomme ^, on aura
et, en poeant («e, {^) = i , on obtiendra une éipiation différentielle de laquelle on déduira zs. Nous pouvons actuellement donner la démonstration du théorème qui fait Fobjet de ce
paragraphe.
Une intégrale a étant donnée, on peut toujours compléter la solution du problème par
des intégrales |3i , |3t 9 • • • 9 |3« a-m telles que
(a, ^,) = 1, (ccj /3j) = o, . . . , (a, ^tk^i) = o.
L'existence de l'intégrale |3i, telle que (a, |3|) = i, a été démontrée plus haut. I) reste donc à prouver qu'il existe ^k — a intégrales distinctes de a et de |9i qui, combinés avec or, donnent à Téquation de Poisson la forme or=:o. Nommotis, en effet, fi le nombre des intégrales qui remplissent cette condition , et désignons^les par |3t , jS,, . . • , /3 . Si fx + i est
moindre que aAr — 2, il existera des intégrales indépendantes de celles-là, ainsi que de a et de j3i. Soit /3 une de ces intégrales, posons
j3 ^3 sera, par hypothèse, différent de zéro. Il le sera également de Tunité, car on aurait sans cela
et /3 ^^ — ^i serait alors , d'après ce que noos avons supposé , fonction de |3| , j3t , . . . , |3 ^^, en sorte que |3 ^^ ne serait pas une intégrale nouvelle. Posons
et ainsi de suite , jusqu'à ce que nous arrivions à une intégrale identiquement constante ou fonction des précédentes. Soit
cette intégrale , et posons
nous aurons
(V do «-, . dut fs dm
et en égalant (a, y) à zéro, on obtiendra évidemment une équation en tj,, dont l'intégrale
/Ivl8 notes.
fournira des solutions fonctions de (3,, jS^^^' ^/n-f-S'* ' •' ^/^-hï-i' ®^ distinctes, de /3,, j3,,. . ., (3 _^p car, sans cela, il existerait, contrairement à ce que Ton a supposé^ une relation entre les intégrales obtenues avant 1^ ^.,. Nous avions donc fait une hypothèse impossible en limitant à |x le nombre des intégrales qui, combinées avec a, donnent un résultat identiquement nul, et il est impossible que fx soit différent de nk — a. Le théorème énoncé est, par conséquent, démontré.
D'après ce qui précède, une intégrale a étant donnée, on peut compléter la solution du problème par des intégrales (Sj, /3s, . . . , ^tk-n qui , combinées avec a, donnent toutes a la formule de Poisson une forme identique. 11 ne faut pas croire cependant que toutes les intérales du problème soient pour cela dans le même cas.
(Considérons , en effet , l'intégrale la plus générale
on aura, d'après la formule du paragraphe II,
et, par conséquent, l'expression (a, v) ne sera identiquement constante que si -— - est
«pi
constant lui-même; mais ou voit que toutes les intégrales, en nombre infini, qui résultent de la combinaison de a, jS^, . . . , jSsa.d donneront un résultat identiquement nul, si on les combine avec a. Celles-là seules, qui contiennent |3|, peuvent conduire à des résultats non identiques. Les deux intégrales a et /3| se trouvent, d*après cela, liées l'une à Tautre d'une manière toute spéciale , et je proposerai de les désigner sous le nom d! intégrales conjuguées. Les propriétés de ces intégrales conjuguées formeraient une étude intéressante, dont les développements ne doivent pas trouver place ici. Pour Tapplication que l'on peut faire du théorème de Poisson à Tintégration des équations différentielles de la Mécanique, je renverrai à un Mémoire publié dans le tome XVII du Journal de M. Liouville , page SpS.
{Note de M. /. Bertrand.)
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