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Mes chers Camarades, Messieurs,
Vous avez bien voulu répondre à mon appel en souscrivant à mon Ouvrage sur la Résistance des voûtes et des arcs métalliques. J'ai reçu avec un vif sentiment de reconnaissance ce suffrage encourageant et flatteur, et ce m'est un devoir bien doux à remplir que do vous en adres^r ici le témoignage sincèrement ému.
F. DE Perrodil.
AVANT-PROPOS
S'il m'a été donné de réaliser un progrès dans la branche des Mathématiques appliquées qui a reçu le nom de Résistance des Matériaux, que tout le mérite en revienne à mes devanciers.
Par les progrès antérieurs dus à leurs persévérantes études et d'éminents travaux, ils ont ouvert la voie vers d'autres progrès encore. Puissé-je l'avoir suivie! puissé-je acquérir le droit de me dire : « J'ai apporté une nouvelle pierre au noble édifice de la Science ! » Ce serait la plus précieuse récompense de mes efforts.
AVERTISSEMENT
LfC présent Ouvrage n'est pas une application de la théorie de Télasticité des assemblages moléculaires homogènes à une, deux ou trois dimensions, tels que fils, membranes ou solides, mais bien de la théorie de la lame élastique, dont Jacques BernouUi est le premier auteur, et qui a été appliquée par Navier et plusieurs autres géomètres ou ingénieurs. Ainsi l'assemblage moléculaire, dont j'étudie l'équilibre, présente deux dimensions très-petites par rapport à la troisième, et les trois projections u = Sx^ V = Sy, \v == dz du déplacement d'un point M ne sont point fonction des trois variables indépendantes x, y, z, coordonnées de ce point, mais d'une seule variable indépendante, qui est l'une des coordonnées du point d'intersection m d'une courbe directrice donnée, appelée ^ftre moyenne^ par le plan normal à cette courbe, mené par le point M.
Je suppose, en efiet, que les molécules situées dans un même plan normal ou dans une section normale conservent des positions relatives invariables, les diverses
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sections normales pouvant seules se déplacer les unes par rapport aux autres. Mais, tandis que Bernoulli, Poisson et d'autres auteurs supposent qu'après le déplacement les sections normales restent perpendiculaires à la courbe sur laquelle sont situées les molécules de la fibre moyenne primitive, je suppose, comme M. Bresse, que l'orientation de la section normale déplacée ne satisfait pas à cette condition. Elle ne peut être remplie rigoureusement, en effet, que dans le cas où les pressions et tractions éprouvées par les divers éléments plans d'une section normale sont perpendiculaires à cette section. Or cette pression ou traction fait généralement un certain angle avec cette perpendiculaire , car, sans cela, la résultante de toutes les actions analogues serait exactement perpendiculaire à la section normale, et sa composante, suivant une droite quelconque située dans le plan de cette section, serait nulle; mais cette résultante est égale à celle des forces extérieures appliquées à l'une des deux parties du solide séparées par la section considérée, et celle-ci n'est nullement assujettie à la condition que sa projection sur le plan de la section normale soit nulle. La théorie de M. Bresse a donc, sous ce rapport, plus de généralité que la théorie primitive, et je lui ai donné la préférence.
Je remarquerai, en terminant, que, dans les solides élastiques satisfaisant à l'hypothèse de l'invariabilité des sections normales, il n'y a pas à considérer les pressions ou tractions exercées en un point donné sur les éléments plans menés par ce point dans toutes les orientations pos-
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sibles, qui sont représentées par les demi-diamètres d'un ellipsoïde, mais uniquement la pression ou traction exercée en ce point sur l'élément plan qui est orienté dans la section normale, cette action étant d'ailleurs généralement oblique, ainsi que je viens de le faire remarquer plus haut.
La conclusion de ce travail, que je publie aujourd'hui, et qui forme pour ainsi dire le premier Livre d'un Traité de Résistance des matériaux j est une métEode très-générale, permettant de déterminer, à l'aide de calculs trèspratiques et d'une épure analogue à l'épure dite de Mérj, le tracé exact de la courbe des pressions et les valeurs numériques de la pression ou traction dont je viens de parler en tout point d'une voûte ou d'un arc métallique de forme quelconque, employé dans la construction des ponts.
PRISMATIQUES
ARTICLE I
DES PIÈCES PRISMATIQUES CONSIDÉRÉES DANS l'eSPACE*
1 . Nous appellerons pièce prismatique' un corps solide dont deux dimensions sont petites par rapport à la troisième. Une telle pièce peut être droite ou à faible cour* bure. Elle peut être considérée comme engendrée géométriquement par une figure plane à contour fermé, qui se meut de manière que son centre de gravité décrive une trajectoire droite ou courbe, que son plan reste normal à celle-ci, tandis que sa forme, ses dimensions et son orientation varient faiblement d'une extrémité à l'autre de la pièce. La trajectoire ou directrice reçoit le nom Ae fibre moyenne, La figure plane génératrice, dans chacune de ses positions, est une section normale. Son orientation
2 CnAPlTRB I. — DES PIÈCES PRISMATIQUES
est complètement déterminée par la condition d'avoir son plan perpendiculaire à la directrice et d'être elle-même orientée, dans son plan, par rapport à une droite prise dans son plan et faisant un angle donné avec Tun des trois axes coordonnés.
2. Le problème de la résistance des solides matériels est une question de Physique mathématique qui rentre dans la théorie de l'élasticité de ces corps. Cette théorie repose tout entière sur le principe suivant.
Lorsqu'un corps solide matériel n'est sollicité par aucune force extérieure, ses molécules occupent, à distance les unes des autres, certaines positions d'équilibre sous l'action de deux groupes de forces opposées, qui ont reçu le nom àe forces moléculaires ou intérieures. Les unes, en vertu desquelles les molécules s'attirent, proviennent de la cohésion; les autres, en vertu desquelles les molécules se repoussent, proviennent du calorique» Si, par suite de l'application de forces extérieures, on augmente ou on diminue la distance de deux molécules, on développe entre elles une force, attractive dans le premier cas, répulsive dans le second, proportionnelle au rapport de l'augmentation ou de la diminution de leur intervalle à cet intervalle lui-même.
Si la grandeur absolue de ce rapport dépassait une certaine limite, par suite de l'application de forces extérieures trop grandes, la loi précédente ne serait plus vérifiée, et, après la suppression des forces extérieures, les molécules ne reprendraient pas les positions naturelles qu'elles occupaient dans leur état d'équilibre primitif. On dit alors que la limite d'élasticité est dépassée. Enfin, si l'on augmente encore l'intensité des forces extérieures, le déplacement relatif des molécules peut devenir assez grand pour que
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raction de la cohésion soit entièrement annulée, et Ton produit alors la rupture du corps solide. La véritable solution du problème consiste à déterminer Tintensité des forces qui, étant appliquées à un corps solide, non-seulement n'en produiront pas la rupture, mais encore ne lui feront pas atteindre sa limite d'élasticité.
L'application du principe précédent conduit à des équations aux différentielles partielles du second ordre; c'est dire que la solution du problème dans toute sa généralité est encore très-peu avancée.
Nous ne nous occuperons, dans cet Ouvrage, que du problème beaucoup plus simple qui se présente dans l'hypothèse de l'invariabilité des sections normales.
3. Cette hypothèse est la suivante. Lorsqu'une pièce prismatique n'est sollicitée par aucune force extérieure autre que la pesanteur et que cette dernière est elle-même détruite, ce qui peut se faire à l'aide de points d'appui suffisamment multipliés, les tranches de molécules comprises entre deux sections normales infiniment voisines occupent certaines positions d'équilibre sous l'action des seules forces intérieures. Si l'on trouble cet équilibre par l'application de forces extérieures, les tranches normales n'éprouvent aucune déformation, toutes leurs molécules conservent leurs distances respectives, mais les sections normales éprouvent des déplacements qui modifient leurs positions relatives.
Ces déplacements font naître entre les molécules de deux tranches contiguës des forces intérieures qui peuvent se définir de la manière suivante. Soit eo un élément plan infiniment petit pris dans une section normale quelconque. Supposons que les coordonnées de son centre soient rapportées à deux axes rectangulaires tracés dans le plan
de la section; nous prendrons pour ces axes les deux axes principaux d'inertie de son aire. Soit o)' un élément plan y égal au précédent, pris dans la section normale infiniment voisine. Cette seconde section peut être considérée comme égale à la première, et nous supposerons que la position de w' dans cette section est la même que celle de 0) dans la première. Si par l'application de forces extérieures on déplace l'élément w' par rapport à l'élément o), supposé lié au système de trois axes coordonnés rectangulaires obtenu en joignant aux deux axes principaux d'inertie de la première section un axe normal au plan de cette section et par conséquent tangent à la fibre moyenne de la pièce, si l'on représente par m, m', u" les composantes parallèles à ces trois axes coordonnés du déplacement du centre de w' par rapport à ce système d'axes, on fait naître entre les deux éléments co et co' une action intérieure dont les composantes, parallèlement aux trois axes, sont proportionnelles aux rapports des déplacements m, u', u" à la distance primitive ds des centres des deux éléments et dirigées en sens inverse de ces déplacements. Le déplacement u perpendiculaire à la section normale donne lieu à une composante dont on obtient la valeur en multipliant le
rapport — par l'aire w de l'élément plan et par un coeffi-
cient E que l'on nomme coefficient d'élasticité longitU'dinale. Les forces composantes développées par les deux autres déplacements m', u" parallèles à la section normale
s^obtiennent en multipliant les rapports—? —par l'aire w
et par un coefficient G, appelé coefficient d' élasticité transi^ersale ou de torsion.
Les hypothèses précédentes sur la constitution des pièces prismatiques et la nature des forces qui s'y déve-
CONSIDÉRÉES DANS L*KSPAGB. 5
loppent intérieurement par Tapplication de forces extérieures réduiront, comme on le verra plus loin, la solution du problème de la résistance de ces pièces à de simples calculs de quadratures.
4. Le problème général de la résistance des solides matériels peut s'énoncer de la manière suivante :
Etant donné le premier état d'équilibre d'un corps qui n'est sollicité par aucune force extérieure, déterminer son nou{>el état d'équilibre sous l'action de /or ces exté^ rieur es données.
Le premier état d'équilibre d'une pièce prismatique est entièrement déterminé quand on connaît sa définition géométrique, c'est-à-dire la forme de la génératrice et la loi de son mouvement le long de la directrice (n** 1). Dans ce premier état d'équilibre, les molécules conservent leurs positions relatives naturelles, en vertu des forces intérieures qui se détruisent. Aucune force ne tend à les écarter de leur position, et les trois composantes de l'action réciproque des éléments plans w et w' sont égales à zéro.
Dans le second état d'équilibre, les forces intérieures ne se font pas équilibre sur chaque molécule, comme dans le premier état, mais, au contraire, chacune d'elles est sollicitée par une force qui tend à la ramener à sa position naturelle et l'y ramènerait, en effet, si l'on supprimait les forces extérieures qui ont produit le second état d'équilibre, à la condition, toutefois, que la limite d'élasticité n'ait pas été dépassée. Pour que le nouvel état d'équilibre soit complètement déterminé, il faudra connaître les déplacements de chacun des points de la fibre moyenne, ainsi que les déplacements des sections normales, ce qui permettra d'obtenir la valeur des trois composantes de la
force ou action réciproque développée entre les éléments plans ot) et o)'.
5. Nous rapporterons la fibre moyenne directrice à trois axes coordonnés rectangulaires. Sa forme sera ainsi déterminée par deux équations entre les coordonnées x,j^, z d'un de ses points. Nous rapporterons la section normale en un point déterminé de la directrice aux deux axes principaux d'inertie de cette section, et sa forme pourra être définie par une équation entre les deux coordonnées rectangulaires d'un point de son périmètre. Enfin l'orientation du plan de chaque section sera déterminée par la valeur de l'angle mentionné n*' i , qui sera donné en fonction de l'une des coordonnées de la fibre moyenne prise pour variable indépendante.
6. Les trois axes coordonnés peuvent présenter, quant à la position relative de leurs parties positives, deux dispositions différentes. Plaçons le plan xz sur un tableau, de manière que la partie positive de l'axe des x soit dirigée vers la droite et celle de l'axe des z vers le bas du tableau. Cela fait, la partie positive de l'axe des y pourra avoir deux positions différentes, l'une en avant, l'autre en arrière du plan xz. On peut choisir entre les deux dispositions qui en résultent et qui se déduiraient l'une de l'autre en changeant y ^xv z et ^ en y. Nous choisirons toujours la disposition dans laquelle la partie positive de l'axe des j^ est en avant du plan xz,
7. Un couple étant représenté par son axe, la partie positive de cet axe peut être située, de même, d'un côté ou de l'autre de son plan. Nous choisirons toujours ce côté de telle sorte qu'un spectateur, placé vers l'extrémité de cette partie positive et regardant le couple, verrait la rota-
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lion qu'il tend à produire s'effectuer dans le même sens que la rotation de l'équateur terrestre vu du pôle austral.
Nous appliquerons la même définition à la détermination du sens positif d'une vitesse angulaire de rotation autour d'un axe.
Dans la théorie de la rotation des corps, on exprime la valeur des projections sur les trois axes coordonnés du déplacement infiniment petit d'un point M du corps, produit par un mouvement de rotation infiniment petit autour d'un axe instantané passant par l'origine, en fonction des coordonnées x^ y^ z de ce point et des trois angles infiniment petits que l'on obtient en multipliant les trois composantes de la vitesse angulaire par la durée infiniment petite dt du mouvement.
Ces formules, qui ne sont rigoureusement exactes que pour un déplacement infiniment petit, seront d'une exactitude suffisante dans la pratique pour le cas d'un déplacement très-petit.
Soient d/7, 5y, cîr les trois angles très-petits égaux aux produits des trois composantes de la vitesse angulaire de rotation, supposée uniforme, par le temps très-petit îf. Les trois projections du déplacement du point M pendant le temps il seront données par les formules
(i) <^y=iz^p — x^r,
Ces premières formules nous donnent l'occasion de faire remarquer l'utilité d'avoir déterminé d'une manière précise, comme nous l'avons fait (n*** 6 et 7), la position relative des parties positives des axes, ainsi que le sens positif d'une vitesse angulaire de rotation. Ce sont, en effet, les conventions admises dans ces numéros qui déterminent
le signe avec lequel les différents produits j^ 5/-, zdq, . ,n doivent entrer dans les formules précédentes.
Soient {fi g» i
AmB la fibre moyenne d'une pièce prismatique dans son
état d'équilibre naturel; Ox, Oj^, Oz les trois axes coordonnés rectangulaires; T la section normale au point m dont les coordonnées
sont oc^ y^ z\ my^ mJ les deux axes principaux d'inertie de l'aire de
cette section; mj/ la tangente à la fibre moyenne au point m.
Cette tangente forme avec les deux axes précédents un second système de trois axes coordonnés rectangulaires, et il doit être bien entendu que la position relative des parties positives de ces axes est la même que dans le premier système d'axes Ox, Oj", Oz, Lorsque la section T se meut le long de la directrice AmB pour engendrer géométriquement la pièce prismatique, le trièdre ma/y'z'^ supposé invariablement lié avec elle, accomplit un mouvement entièrement déterminé, puisque son sommet m décrit une courbe connue AB et que la figure tourne en même temps autour du point m, de manière à se trouver placée, pour chaque position de ce point, dans une orientation déterminée.
9. Dans ce mouvement cinethmique, c'est-à-dire indépendant du temps, l'abscisse x du point mobile m peut être considérée comme variant arbitrairement avec le temps. Si l'on se donnait la forme de cette fonction arbitraire, on pourrait en déduire j^ et ^, en fonction de t également, à l'aide des deux équations de la fibre moyenne directrice. Les dérivées de x, j^, z par rapport à t seraient les trois
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composantes de la vitesse de translation du trièdre mod^J^ parallèlement aux axes coordonnés.
Soit T' la section normale au point ni ^ infiniment voisin de m, ayant par conséquent pour abscisse x -h dx. Pour passer de la position T à la position T', la section normale et le trièdre mo(/Yz\ lié avec elle, accomplissent un mouvement qui peut se décomposer en une translation mm! et une rotation autour d'un axe passant par le point m ou le point m',
10. Les deux positions qu'occupe le mobile au commencement et à la fin du mouvement de rotation permettent de déterminer la position de l'axe instantané ainsi que l'amplitude de la rotation angulaire dont il s'agit. Il sufBra pour cela de considérer deux points du mobile situés sur une même surface sphérique décrite autour du centre de rotation m^ de mener les arcs de grand cercle AB, A'B', qui les joignent, dans l'une et l'autre position, et de déterminer un point O sur la sphère, tel que le triangle OAB soit égal au triangle OA'B'; le diamètre passant par le point O sera la position de l'axe cherché, et l'angle AOA', égal à l'angle BOB', sera l'angle de rotation dont il s'agit. Soient «, (3, y les coefficients angulaires de l'axe de rotation ainsi déterminé, du l'angle de rotation. Cet angle du est le produit de la vitesse angulaire de rotation u' par le temps dt. Les trois composantes de cette vitesse angulaire, parallèles aux axes coordonnés, sont égales à clu', j3u', yu. Désignons par dp, d(fy dr les produits de ces trois composantes par le temps dt, en sorte que l'on ait
dp = ccduj dq =z ^du^ dr=. y du.
Les quantités ot, ^, y sont des fonctions connues de la variable indépendante x; du est égal au produit d'une fonc-
tion connue de la même variable par sa difTérentielle dx; par conséquent, les quantités dp, dqj dr sont les différentielles de trois fonctions de x entièrement connues.
H. Soient [fig» i)
w un élément infiniment petit de Taire de la section T; M le centre de cet élément ;
f^, f^' les coordonnées de ce point rapportées aux axes iny y rnz\
Dans le mouvement de la section T, qui engendre géométriquement la pièce prismatique, l'élément « engendre un prisme infiniment petit a^^ant pour axe la courbe décrite par le point M. L'ensemble des molécules de ce prisme peut être considéré comme constituant une fibre de la pièce. La partie comprise entre les deux sections normales infiniment voisines T et T' est un élément de cette fibre. Soit Ai Bi la fibre moyenne de la pièce prismatique dans son second état d'équilibre. Désignons par les mêmes lettres affectées de l'indice i les mêmes choses que dans le premier état d'équilibre. Les sections T et T' sont remplacées par les sections T^ , T'^ . Leurs centres m, m' deviennent TUif m\. Les coordonnées de mt seront égales à celles du point m augmentées de petites quantités inconnues. Nous les désignerons par Sx, Sj, $z , en employant la caractéristique S en usage dans le calcul des variations à cause de l'analogie existant entre les variations considérées dans cette dernière théorie et les déplacements trèspetits qui se produisent ici.
12. Transportons la pièce AB sur le solide A|B|, de manière que la section T coïncide avec la section T| . Le mouvement qu'il faudra imprimer pour cela au solide AB pourra se composer de deux autres : un mouvement de
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translation, dans lequel tous les points décriront des éléments rectilignes égaux et parallèles à m/7i|, et un mouvement de rotation autour d'un axe passant par mi . Les trois composantes de cette rotation parallèlement aux axes O jr, Oj^^, Oz, sont trois nouvelles quantités inconnues que nous désignerons par $p, Sq, $r. La quantité 3/; représente une rotation autour de Taxe des x, $q et Sr des rotations autour des axes Oy^ Oz, Ainsi, tandis que les rotations dp, d{/, dr (n° 10) sont infiniment petites et amènent T dans une position parallèle à T', les rotations ip, Jy, ir sont très-petites et amènent T dans une position parallèle à T<.
Lorsque la section T coïncide avec T|, la base inférieure 0) de l'élément de fibre MM' coïncide avec son égale cit), de la section Ti; mais il n'en est pas de même de la base supérieure &)', dont la position est généralement différente de l'élément w'^ de la section T,. SoitMj (Jig^ a) la position qu'occupe alors le centre M' de l'élément &>'; la droite M'^ M3 sera le déplacement relatif de w et w' dont les projections sur les axes coordonnés ont été désignés précédemment par u, u\ u".
13. Ces trois projections peuvent s'exprimer en fonction des projections ix, ^jy $z delà translation mr/iiy ainsi que des trois composantes du mouvement de rotation qui amène T dans une position parallèle à T|, savoir $p, ${/, îr, des deux coordonnées \^ et p»' du point M, et de la variable indépendante x.
Soient a, b^ c les coefficients angulaires de l'axe mx' par rapport aux axes Ox, Oj, Oz, a\ b', c' ceux de my, et rt", b^\ d^ ceux de mz' par rapport aux mêmes axes. Désignons par ix\ Sy, $z* les projections du déplacement mirii sur les axes mx', my, mz\ Ces quantités
sont liées aux projections $x, dy, $z par les formules suivantes :
Iêjc'=: a è.K -{- h 9r H- c êz,
14-. Les projections du déplacement du point m', infiniment Yoisin du point m, sont égales à celles du point m augmentées de leurs ^différentielles par rapport à x, puisque ce sont les valeurs que prennent les fonctions d' x représentées par ^x\ ^y\ Sz* lorsqu'on y remplace x par X •+- dx.
Les projections de m'm\ sur les axes mx\ mj\ mz' sont donc égales à ôx^ -h dSx'y Sy-hd^j'y Sz'-hdSz',
Dans le mouvement de translation mm^ du solide AB, le point m' décrit un élément droit m!m^ {fiS* ^) ^S^^ ^^ parallèle à mm\ . Les projections de ce déplacement sont donc égales à îx', iy', Sz^ sur les axes mx', my\ mz'.
Dans le mouvement de rotation qui amène T dans une position parallèle à Ti, et dont les composantes parallèlement aux axes Ox, Ojy Oz sont J/7, ^q^ $r, le point m' éprouve un déplacement dont les projections sur les axes ma/, my', mz' seront données par les formules (i) dun° 7 en y mettant pour x^ y^ z^ hpj Sq, Sr les quantités qui conviennent au point m' et à la rotation du solide dans le second système d'axes coordonnés mx'y mj'y mz*. Dans ce système, les composantes 5/?', 5^', 5r' du mouvement de rotation sont liées aux quantités 5/?, 5^, 5r par des équations identiques aux formules ( 2 )
âp' = a âp -{- b $q -hc âr, (3) I V i=r a' jy? + b' ^q -h c' ^7-,
^r'z=a''^p-^b"âq-^c''^r.
GOKSlDJÊRÉfiS DANS L*ESPACE. l3
Les coordonnées du point rri par rapport aux axes ma/, my y mz'j qui doivent être substituées kXyjy z dans les formules (i), sont x = ds, y:=o, z= o. Les quantités dp, dçy dr doivent y être remplacées par $//, 5/, $r\ Ainsi, les projections sur les axes mx', my\ mJ du déplacement m'mo ^fig' 2) du point rri y dû au mouvement de rotation du solide AB, seront (Jj:) = o, (dy^) = — dsir, (^Sz)=z dsâq. Soit m^ {fig* ^) la position du point m! lorsque, les deux mouvements étant accomplis, la section T coïncide avec la section T^ ; le déplacement total m'm^y résultant des deux déplacements in'm^ et rrim^^ a pour projections sur les axes inx* ^ '^y'? ''*^' I21 somme des projections des déplacements composants, savoir :
(4) Uy-ds^r\
Soient T3 la position actuelle de la section T', ayant son centre en J713, et M3 {fig* 2) la position du point M'. La distance M» M'^ est le déplacement relatif des éléments w et Cl)'; et ses projections sur les axes /«a/, my\ m^f sont les quantités m, m', u" proportionnelles aux trois composantes parallèles à ces axes de l'action réciproque développée entre ces deux éléments. Pour déterminer la distance IVI3 M', , nous chercherons la trajectoire décrite par le point M3, lorsque la section T3 accomplit le mouvement nécessaire pour venir s'appliquer sur la section T^. Ce mouvement peut, comme dans le cas précédent, se composer d'un mouvement de translation et d'un mouvement de rotation. Dans le premier mouvement, tous les points de la section T3 décriront des chemins égaux et parallèles à l'élément rectiligne ///sw, , dont les projections sont égales à celles du chemin m' m', diminuées de celles de
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mfmzf car le chemin n/m\ est la résultante de m'm^ et de mim\. Nous avons vu que les projections de m^m\ étaient égales à Sju'-f- d$x^, ^'+ ^^J^y àz^-hddz^ et que celles de m'frii étaient égales aux expressions (4)- Les projections de la translation 7/I3 m\ sont donc égales à
(S) { d^y-hds$r\
d^z' —dsâq\
Ces quantités sont les projections du chemin MsMi {Jig' 2), que parcourt le point M3 dans le mouvement de translation.
15. Dans le second mouvement de la section T3, qui est une rotation autour du point 7723, le point M3 éprouve un déplacement M3 M {Jig' 2), dont ]es projections sur les axes ma/, ''ij'» mz, transportés parallèlement à euxmêmes en 7W3, s'obtiendront a l'aide des formules (i), en y remplaçante, j^, z par les coordonnées du point M3, rapportées à ces derniers axes, et $p, $q, dr par les composantes, parallèlement aux mêmes axes, de la rotation que doit effectuer la section T3 pour devenir parallèle à la section T', . Si la section T3 était située dans un plan parallèle à celui de la section T, les coordonnées du point M3 par rapport aux axes transportés en m^ seraient (a:)s= o, (j)=v', (2r) = j/. Le plan de T3 faisant un angle trèspetit avec celui de T, les valeurs précédentes diffèrent des coordonnées exactes de M3 de quantités très-petites, qui peuvent être négligées dans la pratique, et nous prendrons ces valeurs pour les véritables coordonnées de M3*
Les composantes de la rotation que doit effectuer la sec* tion T3 pour devenir parallèle à V^ sont égales kd$p\ d$(/^ dir\ parallèlement aux axes ma:\ niy\ niJ% En effet, la
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rotation qu'il faut imprimer à T' pour la rendre parallèle à Tj est égale à celle qu'il faut imprimer à T pour la rendre parallèle à Ti augmentée de sa différentielle par rapport à X. Les composantes de la première sont égales de même aux composantes de la seconde, augmentées de leurs différentielles par rapport à la même variable, car les composantes de la première rotation sont les valeurs que prennent les trois fonctions de la variable x, df/y $q\ dr\ lorsqu'on y remplace x par x -4- dx. Ces composantes sont donc dp-\-d^pfy $q^-{-d$q\ ^r'-\'ddr^y et, si l'on en retranche les composantes $p', dq\ $r^ de la rotation qui rend T parallèle à T^ on obtient celles de la rotation qui rend T3 parallèle à T'^, car cette dernière rotation, composée avec celle qui rend T parallèle à T< , a pour résultante celle qui rend ï' parallèle à T', .
Il faut donc remplacer, dans les formules (i), dp, $(/, or par d$p^, d^q\ dSr\ et ces formules donnent pour les projections du déplacement M3M0, dû au mouvement de rotation qui rend T3 parallèle à T, ,
(6) [^f)=zv'dâp\
I {^z).=z ^vd§p\
Ajoutant ces projections à celles de MaM» données par les expressions (5), on obtient, pour les projections dcMsM',,
l u =dlr.' + i'ci^r' — i/d^q\ ( 9 ) ) u'z=d^y -\-ds (?/ -f- pV/(?//,
1 u""— d^z — dsâq' — od^p.
16. Si la température de la pièce prismatique dans le second état d'équilibre n'était pas la même que dans le premier état, le déplacement M3M', serait la résultante des deux déplacements dus à la dilatation et à l'effet des forces
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extérieures. Dans ce cas, les projections du déplacement produit par les forces s^obtiendront en retranchant des valeurs précédentes de m, vl^ u!' les projections du déplacement dû à la dilatation. Soit t le produit du coefBcient de dilatation de la matière du corps solide par le nombre positif ou négatif représentant la variation de la température. Les projections de la distance rf/= MM' des éléments w et w' étant représentées par rfj/, dy', dz\ les projections du déplacement relatif de M' par rapport à M dû au changement de température seront rrfx', rdy, rdz^; les projections du déplacement produit par les forces extérieures seront donc
(8) i«'-Trf/,
Pour déterminer les valeurs de dx'y dj', dz', nous chercherons quel est le chemin parcouru par le point M lorsque la section T, dans le mouvement générateur de la pièce, se transporte en T'. Ce mouvement peut se décomposer en une translation égale et parallèle à mm! z= ds, et en une rotation autour du point m dont les composantes sont df/j dq'y dr'. Les coorc^onnées du point M, qui doivent être introduites dans les formules (i), sont (x) = o, (j^) = i^, (z) = ç»'. Les projections du déplacement de M dû au mouvement de rotation seront donc
(9) [^X]=^'àp\
( [§z) = — vdp'.
Les projections du déplacement dû au mouvement de translation, qui est égal à ds^ et parallèle à l'axe mx\ sont
{x) = ds\ (r) = o, (;:;) = o.
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La distance MM^ résultant des deux déplacements précédents aura donc pour projections la somme des projections de ces déplacements, savoir
/ d.v? = ds-h vdi^ — v' dq\ (10) dy=s/dp',
\ dz* —^ vdp\
Soient p le rayon de courbure de la fibre moyenne au point m, et doL l'angle de contingence de la courbe au même point,
ds égal à —• Soient m {fig* 3) le centre de gravité de la sec-
lion T, et m! le centre de la section infiniment voisine T'. Soit mn la tangente à la courbe au point m. Prenons mn = mm! et supposons cet élément mn de la tangente invariablement lié avec la section T. Imprimons à cette dernière la rotation autour du point m nécessaire pour qu'elle devienne parallèle à T', et cherchons quel sera le déplacement du point n dans ce mouvement. Les composantes de la rotation qui rend T parallèle à T' sont rf//, dq', (fr\ et les projections du déplacement du point n sur les axes ma/, ^nj', mz' seront
I(^x)=o, (§x)=,^dsdr\ [Sz] =zdsdg'.
Soit n! la nouvelle position du point n {fig* 3). La ligne mn! est devenue perpendiculaire à la section T'; donc l'angle nmn' est égal à celui des deux tangentes en m et m' ou à l'angle de contingence doL. On a donc
nn'
ds Mais, d'après les valeurs précédentes des projections de 7in\
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on à
d'où
iioL = s/dr'^ -f dq'* et ds = p sjdr'^ + dq'''.
Sî l'on porte cette valeur dans la première équation (lo), et si Ton remarque que, par suite de la petitesse des dimensions transversales et de la faiblesse de la courbure de la pièce, ç* et / sont des quantités très-petites par rapport à jO, on verra que les projections dx', dj\ dz* de ]a distance MM' des centres des éléments plans w et tJ peuvent être considérées, sans grande erreur, comme égales à celle de l'élément miifi=. ds de l'arc de la fibre moyenne, et l'on aura ainsi dj! •=. ds, dy' = o, dz'= o.
Les projections du déplacement produit par les forces extérieures seront donc, en remplaçant rf.r', dj^, rfz'dans les expressions (8),
u — -zdx^,
les quantités m, ni, u" étant données par les équations (7). Si l'on multiplie la première des quantités (la) par
-— et les deux autres par —jy les produits seront, d'après
l'hypothèse du n** 3, égaux aux composantes parallèles aux axes mx', my' , mz* de la force qui est appliquée au centre de l'élément w, c'est-à-dire au point M. Le centre M' de l'élément eu', en vertu de la réciprocité de l'action développée entre les deux éléments » et w', sera sollicité par une force égale et contraire.
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Indépendance des effets des forces extérieures,
17. Supposons que, la pièce n'étant soumise à Faction d'aucune force extérieure, on lui applique un premier système de ces forces. Soient u^y u\ , u\ les projections du déplacement relatif du centre de wf produit par ce système. Supprimons ce premier système. La limite d'élasticité n'ayant pas été dépassée, les molécules reviendront à leur position primitive. Appliquons à la pièce un second système de forces extérieures, et soient u^, u\, u\ les projections du déplacement correspondant du centre dec»)'. Si l'on applique simultanément à la pièce les deux systèmes de forces précédents, les projections du déplacement relatif du point M', centre de w', seront égales à la somme des projections des déplacements produits séparément par chaque système; autrement dit, le déplacement produit par la résultante de plusieurs forces est la résultante des déplacements produits par chacune de ces forces séparément. Ainsi, dans l'exemple qui précède, le déplacement résultant a pour projections sur les axes U\ -I-Mo, w , ■+- «'^ ,
Ce principe, qui complète l'hypothèse du n** 3, suppose comme elle que les déplacements sont toujours très-petits. On peut le démontrer en remarquant que la force développée entre w et 0/ par un déplacement ayant pour projections i/| H- W2, u, -f-ï/j, m", ^-i/j est la résultante des deux forces que font naître séparément le déplacement ayant pour projections «1, m',, u\ et le déplacement dont les projections sont égales à u-î, u\j u"^, puisqu'il suffit de multiplier les projections sur un même axe par une même quantité pour obtenir les forces composantes parallèles à cet axe.
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18. Nous avons admis (n**16) que le déplacement dû à un changement de température et à un système de forces était la résultante des déplacements qui seraient produits séparément par chacune de ces causes. Ce principe est un cas particulier du principe d'indépendance des effets de plusieurs forces que nous venons de démontrer.
Une variation de température correspond à une addition ou soustraction de chaleur qui est entièrement comparable à l'application d'un système de forces.
19. Il résulte du principe précédent que pour déterminer l'effet produit par un système de forces, quelque complexe qu'il soit, il suffît d'ajouter les effets que produit séparément chacune de ces forces.
Réduction de toutes les forces élémentaires à une force
et à un couple.
20. Chacun des éléments de la section T analogues à w est sollicité par une force appliquée à son centre dont les
composantes sont égales a -7-7 [u — xds)^ —j- u , -p- u".
Désignons par R, R', R'' les rapports de ces forces à Taire w. Ces rapports seront, le premier la pression ou traction normale, les deux autres les tensions parallèles ou efforts tranchants par unité de surface de la section normale T. La distance ds^ diffère très-peu de ds (n® 16); on aura donc
ds
R"=iG3r- ^ as
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La force. élémentaire appliquée au cenlre de l'élément w a ainsi pour composantes parallèles aux axes maf^my'^ mzf les quantités Ro), R'w, R^'w, que nous désignerons par X', Y', Z'. Les coordonnées du point d'application M de cette force sont d'ailleurs j/=o,j^'=ç', z'=s/. Appliquons à l'ensemble des forces élémentaires analogues à la précédente les règles de la Statique qui s'appliquent à la composition des forces dirigées d'une manière quelconque dans l'espace, et nous composerons toutes ces forces en une résultante passant par le point m, origine des coor-: données, et en un couple unique. Les trois composantes parallèles aux axes ma/ y my\ niz' de cette résultante seront données par les équations
Les trois couples composants du couple résultant unique auront pour moments
(l5) I Mrz:2(Z'.Tr' — X'z'),
La lettre S indique des intégrales doubles qui s'étendent à tous les points de la section T et qui sont de la forme
ffV[vy)dvdvf.
Les fonctions F sont d'ailleurs entières et du premier degré par rapport à ç' et ç'' dans les formules (i4) et du second degré dans les formules (i5). En effet, si Ton remplace z/, «/, u" par leurs valeurs (7) dans les équations (i3),
on a, en multipliant par w= dvds/^
L "■*' ds ds J
L «5 ds J
que nous écrirons, pour abréger,
/ X' = (a -{.lv — eu')dvdi/, (i6) I T = [oL'-^e\'')dvdv,
Si l'on remplace dans les équations (i5) Jc^tj'f z* par leurs valeurs x'=. o^ j' = ç», z* = v\ après y avoir mis les valeurs précédentes de X', Y', Z', on obtient
Si l'on remarque que le point m est le centre de gravité de la section T, et que l'on a, par suite, Jfvdvdv'=o^ ffv'dvds^=o^ les intégrales doubles des équations (i6) se réduiront à
/ X =r «il,
( Z —(i"Ll,
en désignant par Q. Vdxveffdv d^* de la section T.
Les axes my' ^ iut! étant les directions des axes principaux d'inertie de la section T, on a Jfvv'dv dv' = o? et, si Ton représente par I =ff{ v^ -+- v^') dvd{f le moment d'iner-
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lie polaire de la section, c'est-à-dire soa moment d^inertie par rapport à Taxe mod mené par son centre de gravité perpendiculairement à son plan, par 1'= Jf^'^ dsf dv' et \"=Jfv-dv dv' les moments d'inertie de la même surface par rapport aux deux autres axes mjr', mzf, les équations ( 1 7) se réduiront à
(19) L==e'I, Mr=er, N = /F.
Ces trois équations et les équations (18) deviennent, en remplaçant a, a', ol"^ /, e et e'par les quantités que ces lettres représentent dans les équations (16),
(20) / YrizOa^^H-^/'V
as
II=EI
fis
Toutes les forces qui sollicitent la section T se trouvent ainsi ramenées à une résultante et à un couple uniques.
21 . Composons de même en une seule force passant par le point m et en un seul couple le système des forces extérieures appliquées à la pièce entre la section T et l'extrémité B {fig' i); appelons cette force P et ce couple H. La partie de la pièce mB est en équilibre sous Taction : 1® des forces moléculaires intérieures; 2? d'une force et
d'un couple appliqués à la section T', égaux et contraires à la force (X, Y, Z) et au couple (L, M, N) appliqués à la section T; 3" de la force P et du couple H. Les forces moléculaires intérieures se détruisent comme étant égales deux à deux et de signes contraires ; donc les deux forces et les deux couples dont nous venons de parler doivent se faire équilibre, donc la force P est égale à la force (X, Y, Z) et le couple H au couple (L, M, N). Ainsi les équations (19) et (20), dans lesquelles X, Y, Z, L, M, N seront remplacés par leurs valeurs en fonction des données relatives aux forces extérieures, représenteront les six équations de l'équilibre des pièces prismatiques.
Si l'on différentie les équations (2) et (3) (n®* 13 et 14), et qu'on les divise par ds, en combinant les trois dernières avec (21), on obtiendra les différentielles des trois inconnues J/7, 5^, 5r sous la forme
(22) I d^q=/i[x)dr,
( dâr=f,{x)dx.
On obtiendra donc ces trois inconnues par des quadratures. On remplacera dans les équations (20) 5//, di^ par leurs valeurs en J/;, ^q, Sr, tirées de (3), puis ces dernières par leurs valeurs données par les intégrales de ( 22 ), et l'on pourra tirer des équations (20), combinées avec les différentielles de (2), les valeurs des différentielles des trois inconnues Sx, Sj, Sz, savoir
d^x =zF{j:]d.r, d§j = F^ [j:)djc, dâz = Fj [x]d,r,
ce qui fera connaître ces inconnues au moyen de trois nouvelles quadratures.
Si l'on divise les deux membres des équations (16) par
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dvds/j les premiers membres seront égaux à R, R', R", el l'on aura
R =r a -\- Iv — ev\
Mais on tire des équations (i8) et (19)
on aura donc
X Ne; Mi»' R = —
Lorsque les forces extérieures sont toutes connues, les quantités X, Y, Z, L, M, N sont aussi connues, et les seconds membres des équations précédentes, ne contenant que des quantités données R, R', R'', sont entièrement déterminées, sans qu'il soit nécessaire de recourir aux équations (20) et (21). Mais, quand la pièce s'appuie par les sections extrêmes sur des plans inébranlables, elle en éprouve des réactions inconnues.
Dans ce cas, il faut recourir aux équations (ao) et (ai) pour déterminer les forces inconnues. Les forces extérieures seront alors toutes connues, et les équations (aS) donneront les valeurs de R, R', R"^, ce qui est le but final du problème de la résistance des matériaux. Ces quantités devront toujours être inférieures aux valeurs qui correspondent à la limite d'élasticité.
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ARTICLE II
CAS OU LES FORGES EXTÉRIEUHES SONT SITUÉES DANS UN PLAN QUI CONTIENT LA FIBRE MOYENNE ET PARTAGE LES SECTIONS NORMALES EN DEUX PARTIES SYMÉTRIQUES.
§ I. — Formules simplifiées déduites des précédentes.
22. Prenons ce plan pour celui des xz. La composante Y de la résultante des forces extérieures sera nulle, car toutes les forces sont situées dans un plan normal à Taxe Oj. Le couple résultant de la composition de ces forces étant situé dans ce même plan, l'axe de ce couple est dirigé suivant l'axe desj^, et les deux autres sont nuls. On a donc L= o, N= o. La droite d'intersection du plan xz et de la section T, divisant celle-ci en deux parties symétriques, est un des axes principaux d'inertie de cette section normale . Donc les deux axes mod^ mz' sont situés dans le plan des xzy et l'axe my* est parallèle à Oy.
La première et la troisième des équations (21) se réduisent kd5p^=oetdS/^= o. Les composantes de la rotation de T parallèlement aux axes mx^^ mz' étant nulles, on en conclut que l'axe de cette rotation est dirigé suivant mj\ parallèle à Ojr. Ainsi le déplacement de la section T par rapport à la section infiniment voisine est composé d'une rotation autour d'un axe parallèle à Oj^, plus un mouvement de translation. Ce dernier est parallèle au plan xz. En effet, Y' étant nul, la seconde des équations (20) donne
as
Pour déterminer la valeur de 5/', introduisons dans les formules (3) les valeurs des coefficients angulaires qui
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résultent de la situation actuelle des axes ma/, mj\ mz'. Ces valeurs sont
et les équations ( 3 ) deviennent ou, en dififérentiant,
d^'=id^q, de/=:a''d$p-hc''der.
Les premiers membres de la première et de la troisième étant égaux à zéro, on en conclut ddp = o^ddr =-o. Ainsi Sp et dr sont des quantités constantes, et, comme nous admettons que la section normale au point A, origine de la pièce, ne peut tourner qu'autour d'un axe parallèle à Oy, ces constantes sont nulles, et Ton a Sp= o^ dr = o.
La première et la troisième des équations (24) donnent alors $p^=Oy âr^= o. Par suite de cette valeur de Sr\ celle de dây est égale à zéro. Mais, si l'on introduit dans les formules (2) les valeurs des coefficients angulaires, ft = o, a'= o, . . . , ces formules deviennent
et, en différentiant,
d^.K'= a d^x -h cd$Zy
[in) {d^y-^d^x,
dâz' — a^'d^jc -h c^dâz.
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La seconde des équations précédentes, qui se réduit à ddj =^o^ montre que $y est une constante, et, si Ton suppose que le point A ne puisse se déplacer que dans le plan a:z, cette constante sera nulle, et Ton aura $j = o.
Ainsi, des six inconnues 3x, dy, dz, Sp, $q, Jr, trois sont constamment nulles, savoir $j^ dp et h\ Les trois autres seront données par la première et la troisième des équations (20) et la seconde des équations (21), combinées avec la première et la troisième des équations (27) et la seconde des équations (aS). Les coefficients angulaires a, c, a", d^ peuvent s'exprimer en fonction de Tinclinaison de la tangente mod sur les axes Ox, Oz. En effet, a est le
cosinus de Tangle de mad avec Ox, ou — ; c est le cosinus
de l'angle de maf avec O^, ou — ; a" est le cosinus de l'angle que fait la normale m z' avec l'axe des j:, c'est-à-dire le sinus de {ma/y Ox), pris négativement : c'est — — ;
enfin, cf\ cosinus de l'angle de mz' avec Oz, est égal à y
Remplaçant les quatre coefficients par leurs valeurs, on obtient, pour les deux inconnues d$x^^ d$zf^
d^x' = — d§x -^— d§Zy ds ds
dâd = 1 d§x-\- -^d^z,
ds ds
qui, résolues par rapport k dâx eidSz^ donnent
d§xz=z — d§x' d§z\
{a8) ,dsds
d^z— — d§z' -h -- d^x', ds ds
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La première et la troisième des équations (ao) donnent ddxf etdSzf^ savoir
, ds' ^ "~ En*
la quantité dq est mise à la place de $q', à cause de la seconde des équations (24). La seconde des équations (ai), en remplaçant ddq* par d$q et supprimant Taccent de I', puisqu'il n'y a qu'un seul moment d'inertie à considérer dans la question actuelle, donne
^ ^ ds El
Les valeurs de R, R', R'' données par les équations (aS) deviennent, en y faisant Y = o, L = o, N = o,
"" a "~ I ' (3i) iR'=o,
§ II. — Démonstration directe des équations (29), (30) et (31), correspondant au cas où la fibre moyenne est située dans nn plan partageant les sections normales en deux parties symétriques et contenant les forces extérieures.
23. Soient AmB {Jîg- 4) l^i fibre moyenne, O JC, Oz deux axes coordonnés rectangulaires situés dans son plan ; soient CD, CD' les traces des plans de deux sections normales infiniment voisines, T, T'; m et m' les centres de gravité de ces sections, situés sur la fibre moyenne AB. Partageons
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ces sections en trapèzes par des perpendiculaires infiniment rapprochées, menées sur les droites CD, CD'.
Soient M le centre de gravité de Tun de ces trapèzes dans la section 1\ v la distance de ce point au centre m de la section, et X la demi-somme des bases du trapèze. L'aire tù de ce trapèze sera co = \dv^ en négligeant un infiniment petit du second ordre.
Désignons par les mêmes lettres affectées de l'indice i , pour le second état d'équilibre, les mêmes choses que dans le premier état d'équilibre représenté {fig^ 4)- Cherchons les projections u et u' sur les axes mx', mz* du déplacement qu'éprouve le point M' par rapport à ces axes, supposés liés invariablement à la section T, sous l'action des forces extérieures. Tout étant symétrique par rapport au plan xZy le déplacement d'une section quelconque peut se décomposer en une translation parallèle à ce plan et en une rotation autour d'un axe perpendiculaire au même plan.
Transportons le solide AB sur le solide AjBi, de manière à faire coïncider la section T avec la section Tj . D'après ce que nous venons de dire, on obtiendra ce résultat en imprimant au solide AB un mouvement composé d'une translation égale et parallèle à mmi (y^g'-S), et d'une rotation autour d'un axe mené par le point m, perpendiculairement au plan xz. Soit iq l'angle très-petit qui mesure cette rotation; soit a l'angle que fait la tangente ms^ à la courbe mB avec l'axe Ox, Les projections de la translation Tmn\ sur les axes ma/, niz' étant désignées par Jx', ^z\ on aura
. . ( ^.r' -=: ^x CCS a -h ^z sina,
( (Î3' = — ^x sina -A- $z ces a,
les projections du même déplacement mm\ sur les axes O j", Oz étant représentées par àx^ dz. Les projections de m'm\ ,
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du déplacement du centre de la section T', infiniment voisine de la section T, sur les axes ma/, mz sont égales à Jj/-t- d $a/^ Js'-f- d $z\ car ce sont les valeurs que prennent les fonctions âx\ Sz\ lorsqu'on y remplace x par x -h dx. Soit 7^3 ( fig. 5) la position que vient occuper le point m' lorsque la section T du solide AB coïncide avec la section T, du solide A|B,. Les projections du chemin m' /w, sur les axes mx\ mz' seront égales à la somme des projections des deux chemins parcourus par le point m' dans les mouvements de translation et de rotation dont nous venons de parler. Le premier de ces deux chemins est m'/Wj, égal et parallèle à mm^y et ses projections sur les axes mj/, mzf sont égales à Sx\ Sz\ Dans le mouvement de rotation, la droite mm! décrit un angle cJy, égal à l'angle des plans des deux sections T et T<, et l'arc 7n'm« décrit par le point w' dans ce mouvement est égal à dq ds, ds désignant la longueur wm' de l'élément infiniment petit de l'arc de la courbe AmB. Ce chemin, étant perpendiculaire à mj/, se projette en vraie grandeur sur l'axe m,zfy tandis que sa projection sur mx' est égale à zéro. Les projections de m'm^i seront donc égales à ^x' et dz'-i-Sq ds.
Nous venons de voir que la distance des points m' et m\ {fig- 5) avait pour projections 5x'-hrfJx', àz-^ddz' Or cette distance est la résultante du côté m'ma et du côté in^m^\ on aura donc les projections de ce dernier en retranchant de celles de m!m^ celles dem'/îia, et il restera ainsi, pour ces projections,
^ ^ \ d§z'—fîs^.
Soit M3 [fig. 5) la position du point M^ lorsque T coïncide avec T| . Le point M coïncide alors avec M| , et la distance M3 M', est le déplacement relatif cherché dont les
projections ont été désignées par u et uf. Pour avoir cette distance, nous chercherons le chemin parcouru par le point M3 lorsque la section T3 qui le contient, et dont le centre est en ma, vient coïncider avec T^ .
Le mouvement de la section T3 qui l'amènera en T, peut se composer d'une translation M3M4 {Jig' 5 ), égale et parallèle à m^ 7n\ , et d'une rotation autour d'un axe mené par le point m^, perpendiculairement au plan xz. L'angle de cette rotation doit être égal k dâ/f, car l'angle des plans T' et T^\ est égal kâq-hdâq, et, en amenant T sur T< , on a fait tourner le plan T' d'un angle égal à S(j et on l'a amené dans le plan ïg. Donc ce dernier ne fait plus qu'un Single d$(f avec T, . Dans ce mouvement de rotation, la droite msMs, dont la longueur est égale à t^, décrit un angle égal à rf cî^, et le point M3 un arc M3 Mo égal kvd^q. Les projections de ce déplacement sur les axes mxf^ inz'de la^ig". 4 diffèrent de quantités très-petites des projections du même déplacement sur deux axes rectangulaires, dont l'un, situé suivant 7n3M3, serait pris pour axe des z\ et l'autre, perpendiculaire au précédent, serait pris pour axe des X''. N'oublions pas que les parties positives des nouveaux axes doivent toujours conserver la même position relative. Nous prendrons, sans erreur sensible pour la pratique, les secondes projections pour les premières, et nous obtiendrons ainsi une valeur égale à — vdâ(/ sur l'axe des j/ et à zéro sur l'axe des z'. Ajoutant ces valeurs aux projections (2) du déplacement M3M4 dû au mouvement de translation, on obtient, pour les projections m, z// du déplacement résultant M3M'^ iJ^S' ^)>
Si la température n'était pas la même dans le second état
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d'équilibre que dans le premier, le déjplacement M3M', serait la résultante des deux déplacements dus à la température et à TefFet des forces extérieures ; les projections du déplacement dû à l'effet des forces seraient donc égales aux projections du déplacement M3M', , diminuées de celles du déplacement dû à la température.
Or, la distance MM' diffère peu de ds; la variation de cette distance, dû à un changement de température, peut donc être prise égale à rds, r étant le produit du coefficient de dilatation par le nombre de degrés dont la température a varié. La direction de la droite MM' étant parallèle à l'axe ma/, les projections du déplacement zds seront égales, la première k zds sur l'axe ma/ et la seconde à zéro, sur l'axe des z\ Les projections du déplacement dû à l'effet des forces extérieures seront donc
les quantités u et u' étant données par les équations (3).
Réduction de toutes les forces intérieures à une force
et à un couple.
24. Le trapèze w est sollicité par une force appliquée à son centre M, dont les composantes parallèles aux axes mx*,
Désignons par R, R' les rapports de ces forces à l'aire w du trapèze, base du prisme infiniment mince, ayant pour base supérieure le trapèze w' de la section infiniment voisine. Le premier rapport R sera la pression ou traction normale, le second l'effort tranchant par unité de surface de la section normale T. On aura, pour ces deux quantités,
en remplaçant ds^ par ds,
La force qui sollicite le point M a donc pour composantes parallèles aux axes ma/, mzf les produits Ro), R'co, que nous désignerons par X' et Z'. Les coordonnées de son point d'application M sont a'= o, z' = v. Appliquons à toutes les forces analogues appliquées aux éléments de la section T les règles de la composition des forces situées dans un même plan et rapportées à deux axes rectangulaires mx', mz', et nous les composerons en une résultante unique passant par le point m et en un couple situé dans le plan. Les deux composantes de la résultante unique seront données par les deux équations
(6) X=2X', ZzrrSZ'.
Le moment du couple sera
La lettre 2 indique une intégrale qui s'étend du point G jusqu'au point D [fig* 4)> et qui est de la forme fV[if)dv, Remplaçons u et u' par leurs valeurs ( 3 ) dans les équations (5 ), après avoir multiplié ces dernières par c«)= Xrfv' ; nous aurons, pour les composantes X', TJ de la force appliquée au point M,
as
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que nous écrirons, pour abréger les écritures,
Les valeurs de a/ et z! qui entrent dans Téquatlon (7) sont x^=Oj z=^\f\ on aura donc
Le point m, origine des coordonnées, étant le centre de gravité de la section T, on 2ifvkdif = o^ et, si Ton désigne par I le moment d'inertie, Jv- X dv der cette section par rapport à une droite menée par le point m, perpendiculairement au plan xz, et par û Taire f\ ds^^ on obtiendra, pour les composantes X, Z de la résultante unique et pour le
moment M,
/ X = «il,
(11) < Z =:a'iî,
et, en remplaçant les lettres a, a', /par les quantités qu'elles représentent, dans les équations (9),
(12) ^ x = Ell^f^~T^,
Zr=Gn
Les forces intérieures qui sollicitent la section T sont ainsi ramenées à une résultante unique passant par le point m, dont les composantes sont données par les deux dernières équations (12), et à un couple dont le moment est donné parla première de ces équations.
Composons de même en une force unique et un couple
la partie des forces extérieures appliquées entrela section T et rextrémité B de la pièce. Nous supposons que Ton prend dans cette opération, pour les coordonnées des points d'application, les valeurs qui conviennent à ces points dans le solide AB, ce qui revient à négliger la différence de ces coordonnées et de celles du solide Ai B| . Dans une pièce chargée debout, cette simplification ne pourrait être admise, mais ce cas sera traité ultérieurement. Soient P la force et H le couple ainsi obtenus. La partie mB de la pièce est en équilibre sous l'action : i° des forces moléculaires intérieures; 2® d'une force et d'un couple appliqués à la section T', égaux et contraires à la force (X, Z) et au couple M appliqués à la section T; 3° de la force P et du couple H. Les forces moléculaires intérieures se détruisent comme égales deux à deux et de signes contraires : donc les deux forces et les deux couples se font équilibre; donc la force P est égale à la force (X, Z), et le couple H au couple M. Ainsi les équations (12), dans lesquelles X, Z, M seront remplacés par leurs valeurs en fonction des données relatives à la partie des forces extérieures appliquées entre la section T et l'extrémité B, constitueront le système des équations différentielles de l'équilibre de la pièce considérée entre les trois inconnues Jo/, âzf^ $q. Si l'on différentie les équations (i) après avoir
remplacé cosa et sina par leurs valeurs -j- ^^ "j-^ ^^ qu'on les résolve par rapport à d$x^ d$z^ on obtient
as as
Si l'on divise les équations (9) parX</f = û), et que l'on
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y remplace a, a! et / par leurs valeurs tirées des équa-
tîons fii), savoir «=--? a=r=-, / = --, on obtient
^ ^' il 11 I
X Mr
Nous avons retrouvé ainsi les sept équations (28), (29), (3o) et (3i) clun"22, savoir les équations (la), (i3) et (i4), dans lesquelles R' représente la quantité désignée par R" dans les équations (3i).
Les équations (20) peuvent recevoir une importante simplification dans plusieurs cas de la pratique. Elle consiste à négliger les quantités ^1 -— ^ r^—j généralement
Ea Gu Gii
. , €/Jx' dh' r/oV tres-petites par rapport aux quantités — 1— ï —f-y —y-»
ce qui réduit ces équations à
dlr'
ds
dêy ds
-f-(îr'=o,
Les deux dernières expriment la condition que les sections normales à la fibre moyenne du solide A6 dans le premier état d'équilibre restent normales à la fibre moyenne du solide A^Bi correspondant au second état d'équilibre. En efiet, si cette condition était remplie, après le mouvement de la pièce AB qui fait coïncider la section T avec la section Ti, le point m', qui occupe la posî-
tîon ms {Jig- 2), serait situé sur la droite nt^m^, puisque mm! est normal à T et mim', normal à T<. Mais les projections de la distance m^m\ sur les axes ma/, mj^', mzf^ transportés en m^x\j ni\y\y m\z\ lorsque T a été transporté en T| , ne diffèrent que de quantités négligeables des projections de cette même distance sur les axes mx', my\ rmf. On pourra donc prendre les premières pour représenter les valeurs de celles-ci. Or, les premières sont égales à zéro sur les axes Tn^y\ , nt^ z\j qui sont perpendiculaires à la direction de m^m^. Mais, si Ton cherche la valeur des projections sur mj^', mz! de la distance m^m^^ on trouve les expressions (5) du n° 14. On aura donc
Ces équations expriment donc la condition que les sections normales à la fibre moyenne restent normales à cette fibre dans le second état d'équilibre de la pièce.
Cette condition exige que —-9 r^— soient des quantités
négligeables par rapport à J/-'^ 5/. Or les équations (21) donnent
Soient a:, 7, z les coordonnées du point où la résultante P (n® 21 ) rencontre le plan x'z' de la section T. Les moments M et N seront M = — ^X, N=^X. En supposant constantes les quantités — pj =-^5 on a, en désignant par 5 la longueur de Tare comprise entre les deux limites de l'intégrationj -gp- = gF' J Ët"^ ÊF' ^* en remplaçant M
CONSIDÉRÉES DANS LE PLAN. Bp
et N par leurs valeurs,
. , zXs
El"
Ainsi les quantités p— > p— doivent être négligeables
par rapport à — f j —^ • Cette condition est très-souvent
réalisée dans la pratique. Elle Test notamment dans les arcs à grand surbaissement, où X est très-grand par rapport aux autres composantes Y, Z, surtout lorsque les
rayons de gyratîon dont les carrés sont — » — ont de trèspetites valeurs par rapport aux produits zs, y s, comme cela a toujours lieu pour les pièces dont les dimensions transversales sont très-petites par rapport à la longueur. En effet,
—7» — ^) carrés des rayons de gyration, sont d'un ordre de
grandeur comparable à z* ou j- ; donc les rapports de ces
carrés aux produits zs, y s sont comparables à- » -> quantités très-petites.
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CHAPITRE IL
DÉTERMINATION DES FORCES EXTÉRIEURES PROVENANT DE LA RÉACTION DES APPUIS SITUÉS AUX EXTRÉMITÉS DE LA PIÈCE.
25. Supposons que la fibre moyenne soit un arc de cercle situé dans un plan vertical partageant les sections normales en deux parties symétriques et contenant les forces extérieures autres que le poids propre de la pièce. Cette dernière force est elle-même située dans ce plan par suite de la symétrie du solide par rapport à ce même plan. Nous supposerons en outre que la pièce est partagée en deux parties symétriques l'une de l'autre par un plan perpendiculaire sur le milieu de la corde horizontale qui joint les extrémités de l'arc. Enfin la pièce est supposée faire corps, par ses deux sections normales extrêmes, avec des massifs inébranlables.
Dans le premier état d'équilibre, la pesanteur de la pièce est détruite par la réaction de points d'appui suffisamment multipliés, tels que ceux que l'on obtient, d'ordinaire, par l'établissement de cintres ou échafaudages.
Dans le second état d'équilibre, la pièce est soumise à des forces verticales connues, y compris son propre poids, et en outre à des forces inconnues provenant de la réaction des appuis appliquées aux divers points des sections extrêmes EC, FD {Jîg. 6). Les réactions appliquées à la sec-
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tîon FD peuvent se ramener à une résultante unique passant par le point B, centre de la section, et à un couple.
Soient P la projection verticale de cette résultante, Q sa projection horizontale et L le moment du couple. Nous pouvons déterminer ces trois quantités inconnues à Faide des équations (12) et (i3). Ces équations deviennent, par Télimination de d Jo/, d $z\
Mds
Aiîn de simplifier les premiers calculs, nous supposerons que la température est invariable, ce qui donnera 7 = 0,
et que les quantités — et p^ peuvent être négligées , ce
qui réduira les équations précédentes à
Mds
^ ^ ' d$jf:z=:-~ ^dz,
d^z ==. $qd.r,
26. Soient 7/ la somme des forces verticales appliquées à la partie de la pièce située à droite de la section quelconque GH {fig> 6), non compris la réaction P ; M' le moment de la résultante de ces forces, pris par rapport au centre m de cette section.
Soient O le centre de la circonférence dont fait partie l'arc AJB; r son rayon; a le demi-angle au centre JOB. Rapportons la courbe à son centre et à la verticale OJ, comme pôle et axe d'un système de coordonnées polaires.
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Prenons pour variable indépendante l'angle que fait le rayon vecteur Om avec l'axe OJ. Les valeurs de cet angle w seront prises positivement à droite et négativement à gauche de OJ; elles varieront depuis — a jusqu'à -f-of, entre les deux extrémités A et B de la pièce.
Cela posé, la valeur de M [voir formule (7), n° 24] sera donnée par l'équation
[Ij) M=: M'-h L — Qr(cosw — cosa) -h P/(sina — sinw).
Mettons cette valeur dans la première des équations (2), rd(ù à la place de ds^ et nous aurons
— 0/'*fcosw — cosa) =—■ -+- Pr'fsina — sinw) =r^' ^ \ ^ El ^ 'El
Multiplions par E et intégrons depuis — « jusqu'à «, c'està-dire depuis le point A jusqu'au point m; nous aurons, en désignant par ô(/o la valeur de $q à l'origine A,
dans laquelle A = P/'^ sina -f- Qr^ cosa -+- Lr.
Mettons dans les formules (2) la valeur de $q tirée de l'équation précédente, rrfwcosw à la place de dx, rrfwsinw à la place de dz, et nous aurons, en multipliant par E,
Ed^.T — —r9in(ùd(d[E^go'hrj — kA/ -r-
^ . /*** sin&>r/&> ^ - /*" cos»<3fc) \
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Intégrons maintenant les trois équations (3), (4)? (5) depuis — a jusqu'à or; nous aurons, en désignant par iq^ la valeur de ^q à l'extrémité B; par ^x^^ 5.ri, iz^ et iz celles de dx et $z aux extrémités A. et B,
^ ^ r sm fpidM rx % C cos6>
= — rEo^o / smwrTw — /•* I Ismuau I — ^ — I
r= rE^7o I coswrfM -^ r* j l cos6>^(m / — — j
{8)1 r'^f rdA r( r'^sînw^wN
^ -1- r A 1 l cosw^/w I -^ 1 — P''* / l coswrt» I — =^ — I
r^ ^ r* f , /*** COSWûf(w\
— Qr' I Icosw^w I 1-
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27. Les deux dernières équations contiennent des intégrales doubles qui peuvent être remplacées par des intégrales simples à l'aide de l'intégration par parties qui donne les résultats suivants :
/ I sintadbi I — - — 1= I — - — (cosw — cosajy
Cf. . rd^\ rd^. .
I 1 smuoSu I —1=1 —(cosw — cosa],
r* f ' . r** 8in«c/w\ r^sinùidM, .
I I sinbid(ù I — )= I — j — (cosw — cosa),
r^ [ • > r"* co^(ùd(ù\ r*cosw^w, .
I I smw^/w I — - — • 1=1 (cosw — cosa),
rV ^ r'^M'r/wN f M'rfw , . . ,
I (COSwaw I ) ^^ / (sina — sinw],
I I cosw^w / -r- I = I — (sma — smw),
/**/ , /*" sinw^w \ /** sinwr/w , . . .
I (cosw//w| )^=/ ï (sma — smw),
/*/ , /*** COSwr/fâ> \ /* COSW//w, . . .
(coswc/w I j=: I — = (sma — smw).
Posons, pour abréger,
/* M'cosw^w
Xcosw^w
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Les deux premières des huit intégrales précédentes seront
pi — Oq cosa.
La troisième est égale à zéro. En effet, les deux valeurs de la différentielle correspondant à deux points symétriques pour lesquelles o) a deux valeurs égales et de signes contraires sont elles-mêmes égales et de signes contraires, car les valeurs de I sont les mêmes pour ces deux points, par suite^de la symétrie de la pièce par rapport au plan vertical perpendiculaire sur le milieu de la corde AB.
Posons
cos w dùi
et la quatrième intégrale deviendra
P2 — Pi cosa.
Ps>
£n posant
M'sinwf/w
la cinquième intégrale devient
/TZosina — /Wj.
L'intégrale j — - — est nulle comme composée d'éléments égaux deux à deux et de signes contraires. La sixième intégrale se réduira donc à
Po sin«.
En mettant dans la septième i — cos^o) au lieu de sin^w, elle devient
pi — Po-
La huitième, dans laquelle 1 . est nulle
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comme composée d'éléments égaux deux à deux et de signes
contraires, se réduit à
pi sîna.
A Taide de ces valeurs, les équations (6), (7) et (8) deviennent
(9) E(^^yi — ^^0) = '-'Wo H- Aoo — Q'-'pi»
E(Jxi — êx^) = — r'(/Wj — /WoCosa)
— rA[pi — pQCOSa.)-\- Q/*'(,02 — Picosa), E[^Zi — Sz^j] =z arEJ^osina -j- /-'(//losina — m^)
H- rApo sin a — P/' [p^ — p„) — Q r'^pi siiia.
28. L'inconnue L n'entre dans ces équations que dans le trinôme A. L'inconnue P n'entre pas dans les deux premières, qui sufGsent pour déterminer A et Q. Avant de les résoudre par rapport à ces inconnues, posons, pour abréger,
E ( $.i'i — (^.r^ ) -h r* ( /Wj — /Wo COSa ) =: c',
pi pQ COSU = tty
Pi — |9|COSa = b.
Les deux équations (9) et (lo) seront alors
— arA 4- br* Q = c\ d'où l'on tire
ribpo — apy)
(i3) poc'-^a^v' ^
^ ^ ^ r'[bpo-api)
Pour abréger les écritures de l'équation (11), posons E ; rjzi — âz^] — 1 /-E <î<7o sin a — / * ( /Wo sin a — /«, ) r= c^ ;
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cette équation donnera, pour la valeur de P, après la substitution des valeurs précédentes de A et Q,
rsiiiac — c"
'•'(P^ — Po)
Remplaçant A par le trinôme qu'il représente dans Téquation (12), on obtient une équation qui donnera la valeur de L en fonction de P et Q, savoir
(i5) Lr= — r(Psiaa-hQcos«)-h - '7"^''^''^ x '
r-[^Po-~«pi)
29. La valeur (i3) de Q est indépendante de c" et par conséquent des variations 5zq, 5^i, projections verticales des déplacements des extrémités de la pièce. La valeur (i4) de P est indépendante de c^, et par suite de Jxo, àx\^ projections horizontales des mêmes déplacements. On en conclut que, si les appuis n'étaient pas inébranlables, et que les extrémités pussent se déplacer, des déplacements verticaux ne changeraient pas la valeur de Q, et la valeur de P ne serait pas modifiée par des déplacements horizontaux.
30. Lorsque les forces verticales données sont symétriques par rapport au plan perpendiculaire sur le milieu de la corde, la valeur de P donnée par la formule (i4) se réduit, dans le cas de Tin^mobilité des extrémités, à la moitié de la somme de ces forces.
Remplaçons dans cette formule c et (/'par les polynômes qu'ils représentent; elle deviendra
16 Pr= ^ :.
T *'^^ /**M'sinwc?w j . . , 1 ,rir[ûj— po) La quantité m^ = I devient égale a — ^— — ^— ^>
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n désignant le poids total de la pièce et des charges qu'elle supporte lorsque ces charges sont symétriques.
En effet, formons l'expression de M' (n° 26). Soit g la distance horizontale de la résultante Z' à l'axe vertical OK {fig- y)' Cette force Z' est la résultante des forces verticales appliquées à la partie de la pièce située à droite de la section LN (n» 26). M' est le moment de cette résultante par rapport au point m, centre de gravité de la même section. On a donc
Soient L'N' la section normale symétrique de LN; Z",M''
les valeurs de 7/, M' correspondant à cette section. Par
suite de la symétrie des forces, la résultante appliquée au
solide ECUN' est égale à Z', appliquée à son symétrique
FDLN. On a donc
Le moment M'^ est égal à la somme des moments par rapport à m' de la résultante 7/ et de celle qui est appliquée au solide LNN'L^ Cette dernière, passant parle sommet de l'ai'c, est égale à II — aZ'. Le premier moment est égal à Z'(g^4-r sinco) et le second à (H — aZ')rsinoi). Il en
résulte
M"=g'Z'-hrsinw(n — Z').
Les deux éléments différentiels de l'intégrale m2, qui correspondent aux deux points wet m\ ayant pour coordon-
nées angulaires co et — w, ont une somme égale a . ;
on aura donc
/Tlj
r*/lIrsin*6)£/«\
Mais on a
Jf**sin*w^w r dca r cos'w^w , , v
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on en conclut
ainsi que nous Tavons indiqué plus haut. Ainsi, dans le cas de l'immobilité des sections extrêmes, où les variations Jyoi 5^i, Jzo, ^Zx sont nulles, la formule (i4) se réduit à
Ce résultat, qui est évident a priori lorsque les sections extrêmes sont inébranlables, serait tout différent sans cette condition. La réaction de Tappui de droite serait donnée par la formule
_ Ersina ((î^o -^ ^q\ ) — E(o^'i — ^-0) n
et pourrait être très-différente de l'appui de gauche; la somme des deux réactions est d'ailleurs constamment égale à n. La formule précédente montre qu'elles seront égales
entre elles et à - toutes les fois que la quantité
rsina((?7o -+- §qi] — §z^ -h §Zq
sera nulle, ce qui peut avoir lieu d'une infinité de manières, dans le cas par exemple où les sections extrêmes éprouvent des rotations égales et de signes contraires, et par conséquent symétriques, ce qui donne Sqo^h Sq^ = o> et où les déplacements verticaux sont égaux, ce qui donne encore J3 4 — Jjq = o.
31. Introduisons dans les formules qui donnent les valeurs de Q et de L (i3) et (i5) la condition de l'immobilité
5o CUÀPITRE !!• — PIÈGES EN ARC DB CERCLE.
des sections extrêmes, et ces formules deviendront
(ig) L-r=-r(Psina-^Qcosa; + £i^LIlfiZ!î<î.
poPi — Pi
Les cinq intégrales que représentent les lettres /Wo, m^y po, jDj, p2 (il® 27) se calculeront lorsqu'on connaîtra la fonction I, moment d'inertie de la section normale, en un point quelconque m ayant pour coordonnée angulaire «, pris pour variable indépendante.
Calcul des modifications des valeurs rfe P, Q, L, résultant de la substitution des équations complètes ( i ) aux équations approchées (2).
32. Nous n'avons plus à nous occuper ici que des nouveaux termes introduits par cette substitution dçins les équations (9), (10), (11) et suivantes.
Les expressions de X et Z, projections sur les axes m a/ y m, 7! de la résultante de toutes les forces appliquées à la partie de la pièce située à droite de la section T, sont
( X~ Qcosw H-(P -hZ'jsino), '^^ ( Z =— Q sinw -t-(P-|-Z')cosw.
Substituant dans les deux dernières équations (i) et intégrant comme précédemment, on obtient, pour les termes complémentaires de l'équation (10) et 0' de l'équation (11),
maETrsina-f-Qr - (j^ -+- h — - j (j^ -f. h — q) ''-i»
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dans lesquelles les lettres Jq, Œo, Zq^ Z|, ^2 sont les intégrales suivantes :
cos*we/w
* Z'sinwcosw^oï
/* COS*tt
Les polynômes 0, 0' sont de la forme
= mQ -h II, e'=zm'P-l-/î',
les lettres m, 72, w', n' désignant les quantités
H = sErTsina H-
»''='• (q —nff2 4-0-0
rz,-4-r2o.
Les trois équations (9), (10), (11) seront donc
poA~-pir*Q = f,
— ark -h ( ^r' 4- /») Q = c' — /i,
rAposina — ['''{^2 — Po)— 'w']? — Qr'pjsina =: c" — n'\
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elles se déduisent de celles qui nous ont conduit aux premières valeurs approchées de P, Q, L (n° 28), en y changeant dans les deux dernières b en b-\ — -y ''^{p2 — Po)>
coefficient de P dans la troisième, par r^{p2 — po) — ^'9 d en d — /i et c" en d' — n'. Il faudra donc faire les mêmes changements dans les valeurs obtenues pour P, Q, L à l'aide de ces trois équations, formules (i4), (i3)et(io), et Ton obtiendra ainsi
"~ '"Mpî — po) — -^î' '
20 L=:— r Psma-hQcosa H y-rn ~^ ^-^ r\
et, en mettant à la place des lettres a, i, c, c', (/'', zn, w, m', vl les polynômes qu'elles représentent, les deux premières formules deviennent
r/Wj
'•* ( Po -— P* ) -^- l ^ — I 1 0-* -h O-c
l '•(po'^îi— Pi'Wol + Po ( /^ ~ i)3i — 2ETsina
(ai) ;q = LA'f L J.
Dans le cas de la symétrie des charges, les valeurs de Zq et ^2 sont
_ /""Z'cos'ûx/o. _ II
DÉTERMINATION DE P, Q, L
ainsi qu'on le trouvera facilement par un calcul et un raisonnement semblables à ceux du n*^ 30.
Dans ce cas, la première des formules précédentes se réduit à
La valeur de L sera donnée par la formule suivante, obtenue en éliminant (/ — n entre l'équation (a') et l'équation (20) :
(23) L = — r ( Psina 4- Q cosa) -+- Qr £i — î^.
VOUT£S D^ÉPAISSEUR VARIABLE
33. Supposons que la pièce définie géométriquement au commencement du Chapitre précédent (n**25) soit une voûte de pont en maçonnerie monolithe.
Soient
CD = iV [Jîg' 8) l'ouverture de l'arche ;
GH =f la flèche de l'arc d'intrados ;
HI = I J = e la demi-épaisseur de la voûte à la clef;
AC= AE = e/ cette demi-épaisseur aux naissances.
Ces données permettent de calculer le rayon r et le demi-angle au centre a de l'arc de fibre moyenne AIB, à peu près également distant des arcs d'intrados et d'extrados.
Soit O le centre de cet arc; portons sur 10, à partir du point I, une longueur IC, égale à AC ou é'. La perpendi culaire élevée sur le milieu de CG passera par le point O.
Mais on a — - = tangGCC, et l'angle GCC est égal à ->
car ce est parallèle à AI et l'angle de la corde AI avec la
corde AB est égal à -• Or GC est égal à GH ou/*' moins
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HC ou é—e\ donc OC!=f— e'-f- e. 11 en résulte
(0 tang- = p
On a, d'autre part, r = OC -f- GA. OC est égal à
CG _ V sinCOG sina
et CA à e'; on en conclut
(2) rz=-, htf.
Une section normale quelconque est un rectangle dont la largeur est égale à celle du pont et la hauteur est une quantité variable telle que KL {fig* 8). Le milieu de cette hauteur KL est le centre in de cette section, situé sur l'arc moyen AB. Désignons par e la moitié de cette hauteur. Elle peut s'exprimer en fonction de w, avec une approximation suffisante, par la formule
(3) E = fl — h cosw,
les constantes a et & étant déterminées par la condition que les valeurs de e correspondant à la clef et aux naissances, pour lesquelles on a o) =:: o et w = a, soient égales à e eld. Les valeurs de a et i ainsi déterminées sont
az=ic '\'
I — cosa
La largeur du pont étant désignée par L', on obtient, pour l'aire û et le moment d'inertie I de la section KL,
!£lz= 26L', I =fe^L'.
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Hypothèse sur la répartition des forces extérieures,
34. Les forces appliquées à la pièce sont le poids propre de la voûte et celui de la construction qui la surmonte, y compris les parapets.
Soient
AB {Jig- 9) la fibre moyenne de la demi-voûte; CD, FE les demi-arcs d'intrados et d'extrados; OP, OP' les traces des plans de deux sections normales infiniment voisines NS, N'S'.
L'aire du trapèze NSS'N peut être prise pour mesure du poids de la partie de voûte comprise entre les deux sections NS, N'S'.
Soit FH une verticale menée par le point F, extrémité de Tare d'extrados. Cette droite limitera la partie de la construction qui pèse sur la voûte. Menons par les points S, S' deux verticales ST, S'T' ayant des longueurs égales et telles que l'aire du trapèze STT'S' mesure le poids de la partie de la construction comprise entre les deux plans ST, S'T', perpendiculaires au plan de la figure. Si l'on fait la même construction pour chacun des éléments de voûte NSS'N', le lieu des points T ainsi obtenus formera une ligne GH limitant une aire EGHF qui mesurera le poids total de la charge de la voûte. Cela posé, traçons un arc de cercle GI ayant son centre sur la verticale du point O, centre de l'arc moyen, et terminé au rayon 01 passant par l'extrémité B de cet arc moyen. Supposons que la longueur du rayon de cet arc GI soit déterminée de manière que l'aire EGIF soit équivalente à l'aire EGHF.
Portons sur les rayons Om, Om' des longueurs QR,
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Q'R', égales aux longueurs NP, N'F comprises entre l'arc d'intrados AB et l'arc GI; les milieux de QR, Q'R' étant situés en m et m'y les lieux géométriques des points Q et R seront deux arcs de courbe LM, JK tels que l'aire QRR'Q' ne difTère de l'aire NPP'N' que d'une quantité très-petite. Nous supposerons que cette dernière mesure le poids de la partie de voûte comprise entre les sections NS, N'S', augmenté de la partie de la surcharge qu'elle supporte, et, remplaçant cette aire par QRR'Q', nous admettions que la résultante des poids qu'elle représente est appliquée au centre m de la section NS.
Il est bien difficile d'apprécier avec exactitude la manière dont le poids des murs de tête, celui des massifs de remplissage compris entre ces murs, ainsi que ceux des parapets et de la chaussée, se répartissent sur les divers points de la surface d'extrados de la voûte ; mais les hypothèses que nous venons de faire dans le but de simplifier les calculs peuvent être considérées comme représentant cette répartition d'une manière suffisamment exacte dans la plupart des cas de la pratique.
La hauteur QR du quadrilatère QRR'Q' peut s'exprimer en fonction de w par une formule entièrement semblable à la formule (3), savoir
(6) Hi=:A — Bcosuy
les constantes A et B étant déterminées par la condition que les valeurs de H correspondant à o)= o, « = a soient égales à Eo = JL, E, = KM.
Les constantes ainsi déterminées sont
, , , I — cosa
I — coscc
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Le poids de l'unité de volume de la voûte étant représenté par TT, la force élémentaire appliquée au point m
sera
dZ'—'î:lJYLds.
Remplaçons la longueur ds^= mm! {fig* 9) par sa valeur rd(ù et H par la valeur que prend le second membre de l'équation (6) quand on remplace A et B par les valeurs (7), et nous aurons
^'= fTrL'rEo -+- 7rL'r(Ei - Eo) iH^^iîî] ^« L V 1 wy j _cosa J
que nous écrirons, pour abréger,
(8) dl'zzi [A'-f- B'(i — cosw)]^w,
les lettres A', B' représentant les quantités
T'.AzLEl-n' ttLi r — o .
I — cosoc
Intégrons l'équation (8) entre les points A et B [jîg. 9), c'est-à-dire depuis co = o jusqu'à o) = a, et nous aurons
[a] - = A'a-f-B'(a— sma).
Ainsi la valeur de l'inconnue P, réaction verticale de chacun des appuis, donnée par la formule (22) (n** 32), sera
(10) P=: — A'a — B'(a— sina).
35. Cherchons actuellement les valeurs de Tl et M' qui entrent dans les intégrales mo, /«o z^^ servant au calcul de Q et L donnés par les formules (22) et (23), (n*** 27 et 32).
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Intégrons là formule (8) entre les points m et B, et nous obtiendrons la valeur de Z', savoir
(il) Z'=::A'(a — w)-f-B'(a — w)-"B'(sina — sin«).
Soit ^ la distance du point d'application de cette résultante à la verticale du sommet de Tare. La quantité M', moment de cette résultante par rapport au point m, centre de la section KL {^fig* 8), sera donnée par l'équation
M'=^Z'— rsinwZ'.
Le produit g'Z', moment de la résultante Z' par rapport au point I, est égal au moment par rapport au même point du
poids - de la demi-voûte et de sa surcharge, moins le mo-
ment du poids Z', appliqué à la partie de voûte com-
prise entre la section JH à la clef et la section KL [fig^ 8). Pour obtenir ces deux moments, il faut intégrer le produit rûntùdTJ depuis zéro jusqu'à a d'une part, d'autre part depuis zéro jusqu'à w, et, retranchant le second résultat du premier, on obtiendra la quantité g^Z'. Désignons par M^ la valeur du premier résultat, c'est-à-dire le moment de la demi-construction par rapport au sommet de l'arc moyen; nous aurons
(12) M'i=^^ 7'A'(i— cosa)-f- rB' ( i — cosa ]•
Désignons le second résultat par M'', et nous aurons de même
(i3) M"= rA'(i— cosw)-l-rB' (1 — cosw — ^—^ -\^
et la valeur de M' devient
(i4) M'=r M'i— M"— /'sinwZ'.
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La valeur de 71 est donnée par Téquation ( ii ) et peut se mettre sous la forme
(c) Z'=:iî_Z",
en représentant par Z'' le poids de la partie de la construction située entre la clef et la section KL (Jîg' 8), savoir
{i5) Z"=A'«4-B'(« — sînw).
Nous pouvons former maintenant l'intégrale
nu
11 faut pour cela remplacer Z", Z', M^' par leurs valeurs en fonction de o) dans l'expression de M', donnée par l'équation (i4)> multiplier les deux membres de cette équa-
tion par — > et intégrer depuis — a jusqu'à a; on obtiendra ainsi
mo=(M:-rA'-i;-B')po ^' ' ^ -+-(rA'-+-;-B')p,+ — pj + (/-A',4-rB')/,
dans laquelle les lettres po, fo pa sont les intégrales indiquées n° 27, et la lettre p' est l'intégrale
sino) ,
, / w su
Pour former l'intégrale
__ r*ivrc(
a , ... COSw ,
nii=z I doi,
il faut augmenter d'une unité les exposants de cosw dans
d'épaisseur variable. 6i
la différentielle précédente, ce qui conduit à
dans laquelle les lettres p^, p" désignent les intégrales
— dtù.
La valeur de z^ (voir n® 32) est donnée par l'intégrale suivante :
r Z' sinw cosct) M = I aw.
Si l'on remplace Z' par Z", on décompose cette inté-
grale en deux parties, dont la première est nulle, comme composée d'éléments égaux deux à deux et de signes contraires, et il reste
/** Z"sin6) cosw J ^
Remplaçons Z'' par sa valeur en fonction de o), formule (i5), et nous aurons
(i8) Zi=.-(A'-hB')<r''-hB'((Ti-(r3).
Les valeurs de rrio, m^, z^ données par les formules (16), (17) et (18) étant introduites dans l'équation (ai), qui
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donne la valeur de Q (voir n° 32), on obtient, pour cette inconnue,
». 1. r(|-iVA'<7"-|-B'((7"~(r,-+.(i3)]-f-2ETsinal
les lettres $, $\ 5'' représentant les quantités
Pi
Pi
Po
Pi
pi Pi
po
p'pi
po
Si, pour obtenir les valeurs de 5, ô' , d" , on calculait directement jOo> Po p2 pour les introduire dans les formules précédentes dans tous les cas où Tangle a a des valeurs peu considérables , il faudrait déterminer les valeurs de Po? Po P2 avec un très-grand nombre de chiffres significatifs, attendu que les deux termes des binômes précédents ont des valeurs très-peu difi^érentes et que la soustraction fait disparaître plusieurs chiffres. Pour surmonter cette difficulté, nous avons été conduit à introduire dans les formules (20), à la place de p^, p2, pa, leurs valeurs en fonction des diflférences première, seconde et troisième
/ A =po — Pli
(21) ^ A'=po — 2/3i -t-pi,
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équations d'où l'on tire
p2 = Po— 2A-+- A',
p^ = Pq — 3 a 4- 3 a' — a".
Substituant ces valeurs dans les deux premières formules (20), on obtient, toutes réductions faites,
IA* Po
La troisième formule devient, par la substitution de po — ^y à la place de pi ,
Po
T i> 1 ' f r ojsinw ,
Lorsque 1 angle a est petit , p = j - — - — rfco est peu
inférieur à I 2 — - d(ù ou 2^, ainsi qu'on le reconnaît par les développements de où sinco et de 2(1 — cosw) suivant les puissances croissantes de l'arc o), savoir
w sin w = 6>* — 7r- + . . . ,
2(1 — COS« ] = w* h . . . .
De même, p' — p'' est peu inférieur à 2 A', car on a
/ #/ /**wsinw(i — cosw) _ p—?= ^-J ^^«
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et
/""(ï — cosw)*
Nous sommes ainsi conduits à introduire dans la formule (24), à la place de p' et çf- — çl', les difTérences
On obtient ainsi, pour la valeur de J",
Po
Les valeurs de 5' et 5'' données par Téquation précédente et la seconde équation (23) deviendront enfin
dans lesquelles les lettres 5j et îj désignent les binômes suivants :
Aj =02.
Dans la valeur de Q donnée par Téquation (19), les termes compris entre les grands crochets proviennent des termes des équations complètes (i) qui n'entrent pas dans les équations approchées (2), ainsi qu'on le reconnaît par la comparaison des formules (18) et (21), Chapitre II. En supprimant ces termes, on obtient pour Q une valeur que M.Bresse dii^^é\[e partie principale de la poussée, savoir
d'épaisseur vabiable. 65
36. Il nous reste à obtenir la valeur de L. Pour cela, il faut introduire dans l'équation (aS) (n°32) la valeur (i6) de TWo, remplacer M^ par sa valeur (la) (n^ 35), P par sa valeur (lo), Q par sa valeur (19) mise sous la forme
la lettre D désignant une quantité toujours petite en valeur absolue par rapport à A', enfin p,, p^ et p^ par leurs valeurs données par les deux premières équations (22) et la première équation (aS). La valeur de L devient alors
/' L =— ^'[2(1— cosa)-- asina]
— rB' ( I — cosa -4- • — a sina)
H- rD(i — • cosa) ~ rD h /-A' — ^ — rB'
Po Po po
Les valeurs numériques des inconnues P, Q, L se calculeront, celle de P avec la formule (10), celle de Q avec les formules (19) ou (29), et celle de Lavec la formule (3i) ci-dessus.
Toutes les forces extérieures appliquées à la pièce étant maintenant connues, les composantes X, Z données par les formules (a) (n*» 32) et le moment M donné par la formule (i) (n" 26) seront entièrement déterminés en fonction déco, carZ' et M', qui entrent dans ces formules, sont des fonctions de w, déterminées, Z' par les équations (i5) et (c) (n° 35), et M' par les équations (i3) et (14) (même numéro). Conservant dans les expressions de X, Z, M les lettres Z'', M'', qui représentent d'une manière abrégée les fonctions de w qui forment les seconds membres des équations (i3) et (i5), et désignant par X« la valeur de X
66 caAPiTRE m. — stabilité des voûtes en arc de cercle correspondant à co = a, savoir
Xa=:Qcosa -+- Psinot,
les valeurs de X, Z, M sont
X ^= Q cosw — Z"sinw, (32 ) \ z =z — Q sinw — Z''cosw,
M =:= L -4- m; — M" 4- rX.— rX.
On peut démontrer directement sur l^ijig» 8 la dernière de ces équations. En effet, la partie de voûte comprise entre les sections KL et DF est en équilibre sous l'action : i" des forces X, Z et du couple M appliqués négativement à la section KL, 2® des forces X., Z» et du couple L appliqués à la section DF, et 3** de la force 7/ appliquée au centre de gravité de cette partie de voûte. La somme des moments de ces couples, ajoutée à la somme des moments des forces pris par rapport à un point quelconque du plan, doit être égale à zéro. Si l'on prend ces moments par rapport au point O, centre de l'arc moyen, ceux des forces Z et Za seront nuls, puisque ces forces passent par le point O; celui de la force X, prise négativement, sera — rX, et celui de la force X. sera rX»*, enfin celui de la
force 7/ étant éffal à la différence des moments de - et Z^'
par rapport au même point aura pour valeur M* — M'^; ajoutant tous ces moments pour en égaler la somme à zéro, on obtient l'équation
L — M -f- rXa ~ /x -+- m;— j\r = o,
qui n'est autre que la troisième équation (Sa).
Si l'on remplace dans cette troisième équation L par sa valeur (3i), on obtient pour M une expression qui ne dif-
d'épaisseur variable. 67
fère de la valeur de L que par le changement de a en w, savoir :
M = — rA'[2(i — cosw) — wsinw]
«// I— cos*w . \
D(i— cosw) — rD - -f-rA' -î — rB'^- i
En substituant ces valeurs de X, Z, M dans les équations (i4) (n® 24), et remplaçant 12, I par les valeurs en fonction de « données par les équations (5), (3) et (4) (n** 33), on obtiendra les quantités R et R', c'est-à-dire la pression ou traction normale et l'effort tranchant par unité de surface, en fonction de « et v. La lettre c désigne, comme on se le rappelle, la distance à la fibre moyenne M/n [fig» 4) du point de la section normale soumis à l'action des forces R et R'. Pour obtenir les valeurs de R relatives aux points de la pièce situés à l'intrados ou â l'extrados, il faudra faire ç' = e ou w = — e dans la première des équations (i 4)- Quant à la valeur de R', elle est constante pour tous les points d'une même section normale.
Détermination de la courbe des pressions.
37. Nous avons vu (n®24) que les quantités X et Z étaient les composantes parallèles aux axes ma:', mz' {fig' 4) de la résultante de toutes les forces extérieures transportées parallèlement à elles-mêmes au centre m de la section normale CD, et M le couple résultant de ce transport. Ce couple et cette résultante appliquée au point m, étant situés dans un même plan, ont évidemment une résultante unique, parallèle à la résultante appliquée au point m,
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et dont on trouvera le point d4ntersection avec le plan de la section normale CD en écrivant que son moment par rapport au point m est égal à M . ,
Soit w la distance de ce point d'application au point m, mesurée positivement dans le sens mz'\ le moment de la résultante par rapport au point m sera
et la distance w sera donnée par Téquation
qui détermine ainsi les distances de tous les points de la courbe des pressions à la fibre moyenne de la pièce.
38. Pour obtenir les valeurs numériques de Q, L données par les formules (19) et (3i), il faut déterminer d'abord celles de po, A, A', A", A',, A",. Ces six quantités donnent 5 à l'aide de la première équation (aS) ; (î| , ^2 à l'aide des équations (28). On peut calculer alors Qi à l'aide de l'équation (29), et l'on connaît ainsi la partie principale de la poussée. Si l'on veut calculer les termes complémentaires contenus dans l'équation (19)9 il faudra déterminer les valeurs numériques de (Tq, o^, (s" et a" — a^ -l-<73. Enfin la valeur de L (3i) ne contient plus que des quantités connues, puisque les nombres A, A', A', qui y entrent sont compris dans les six valeurs numériques qui ont servi au calcul de Q.
Calcul des six quantités po, A, A', A", A'j, A*.
39. Les valeurs de Q, L données par les formules (19) et {3i) sont homogènes et de degré zéro par rapport aux quantités Po? A, ... ; donc elles ne changent pas quand on
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les multiplie par un même facteur. Nous les multiplierons par jy ce qui revient à remplacer les intégrales prises depuis — a jusqu'à a parles intégrales prises entre les limites zéro et a, car toutes ces intégrales sont composées d'éléments égaux deux à deux. Ces éléments égaux sont ceux qui correspondent à deux points symétriques tels que m et m' ifië' 7)' Nous remplacerons donc les quantités Oq, A, . . . par leurs moitiés comprises entre les points J et B ( fig, 7), et, pour ne pas introduire de nouvelles lettres dans nos calculs, nous supposerons dorénavant que les lettres po» A, . . . représentent ces moitiés. Nous aurons ainsi
COS
Jf*"COS*W - — J— ««»
Jf w sin w
I — - — rfw,
„ f* u sin 6)008 fit]
ddi.
Si l'on introduit ces expressions dans les trois formules (21) et les deux formules (25) (n® 35), et si l'on remarque qu'on a généralement
Jf*b n,h nb
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on obtiendra le Tableau suivant :
Jf** I — COSg* -
„ f"(i — cosw)' j A'= 1 i j î- do>,
, /* 2(1 — cosu] — fijsinu ,
I - /* 2 f I — C0S6) ) — w sin w
i ^,= j — Y^ (l — COSw)</w.
Nous allons calculer ces six intégrales, après avoir mis pour I sa valeur en fonction de co, savoir
I=:I. I I H (l — COSw) I »
" L I — cosa ^ J
dans laquelle la lettre lo représente le moment d'inertie de la section de la voûte à la clef, savoir ;
(3) Iu = |LV.
La formule (2) résulte immédiatement de la seconde formule (o), combinée avec (3) et (4) (n® 33).
Posons
^^' I — cosa
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et la formule ( 2 ) deviendra
[c) Izz:Io[l 4- m(i — cosw)]^.
Telle est la valeur de I qui doit^entrer dans les six équations (i). La première devient ainsi
'" "=rj. F
m{i — cosû))]'
Nous rendrons la fonction à intégrer algébrique et rationnelle à la fois en posant
tang- =
ou, en
élevant
au
carré,
tang'
Mais
tang' -
COS
d'où r
on tire
COSdi
-or'
I H- JC
Différentions l'équation (6), nous aurons
.61 1 -+- COS&i
ces' a
remplaçons dans cette dernière valeur cos w par sa valeur ( 7 ) , et nous obtiendrons
Les valeurs précédentes de cosw et rfw étant introduites
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dans l'équation (5), on obtient
Posons
et
[a] ar= -^;
réquation précédente deviendra
La fonction dérivée placée sous le signe f est une fraction rationnelle qui se décompose de la manière suivante :
Mais on a, par des formules connues,
arc tang j«,
dans lesquelles j^« désigne la valeur dej^, correspondant à («) = «, savoir :
(lo) rci=:V^tang--
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Désignons parj^i, j2,jr3 les trois intégrales (9), et nous obtiendrons, pour la valeur de la première des six intégrales (i),
(11) f>o=— 7r--[(û-i)V3-+-^(« — ")r«-*-ri]-
Pour obtenir la seconde A, il faut multiplier la différentielle de la précédente par i — costi), qui, par suite des
aj*
équations (7) et (a), est égale à la quantité -^ On aura donc
La nouvelle fonction dérivée est une fraction rationnelle qui se décompose ainsi :
Multipliant par dj et intégrant, on obtient, pour la seconde des intégrales (i),
-TrT t"" ("* ~ ')-^3 -*- (û — 2)/i -+-ri]tf ' y/a Iq
Pour obtenir la troisième intégrale A', il faut multiplier de nouveau par i — cosw = -—■ — » ce qui donne
,_ 8 r'*__z!__rf
La décomposition de la nouvelle fonction dérivée donne r* 1 2 I
(r'+i)3""(^*-+-i)» [j'+iY j'-hi
CHAPITRE III. — STABILITÉ DES TOUTES EN ABC DE CERCLE
Multipliant par ày et intégrant de zéro à a, on obtient, pour la troisième intégrale A',
«* V fl lo
En multipliant de nouveau par i — cosc«)= -~^ — 9 la dérivée à intégrer donne, par la décomposition en fractions simples,
3 «• — 3 fl + I û'
Multipliant par dy et intégrant, on obtient, en remar-
quant que
Pour obtenir la valeur de la cinquième intégrale A', , il faut multiplier la dérivée de la première par la valeur de 2(1 — cos w ) — w sin w en fonction de ^, savoir
expression à laquelle on parvient en développant l'arc en fonction de sa tangente x par la série suivante,
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et en désignant par d l'inverse de la quantité a, en sorte que l'on a la relation
aa = I .
En se bornant aux trois premiers termes de l'expression (i4), ce qui sera presque toujours suffisant à cause de la petitesse de la valeur de x^ = a'j*, l'intégrale A', devient
La décomposition de cette fonction donne le résultat suivant :
fl 2- V ?- /z'*^ ' [% §_/»' Ç_^'Î^__JL_
Is 16" 3»« My.«4_,\8 \3 15" 35^ ^ ( yt _|. | )«
Multipliant par rf^, intégrant et tenant compte des résultats suivants :
djr = y^atang- =j>a,
X^^J' = jXl^
on obtient, pour la valeur de A', ,
La valeur de la sixième des intégrales (i) s'obtiendra en multipliant la fonction précédente de j' par -j » ce qui
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donnera
Eflectuant la décomposition de celte nouvelle fonction dérivée et intégrant, on obtient
-t-(a'-+-|a'«H-ia'»)j',
Calcul des quatre quantités ao, ^To, cj'' e^ a'' — Ci 4- cxs yui sentent au calcul des termes complémentaires de la valeur de Q donnée par l'équation (19).
40. Par le motif indiqué au n^ 39, nous supposerons que les lettres ao, ai, ... représentent les moitiés des intégrales désignées jusqu'ici par ces lettres; on aura donc
(17) fTo=J ^^C/W,
/ \ f ces
COS'w
COSw _
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Il faut effectuer les intégrations indiquées par les équations (17)? (18) et (19) pour obtenir les trois premières des quantités cherchées. En désignant la quatrième par 0*4, on déduit des formules qui précèdent (19), {a) et(i)
r (usinu — sin*w)cos&)
Cherchons d'abord la valeur de Œq. Mettons pour cela à la place de 12 sa valeur en fonction de w. L'aire de la section à la clef étant représentée par Oq? cette valeur est
(ai) a = no[i-4-m(i — cosw)],
celle de Ûq étant
(22) llo=2LV.
Introduisons les mêmes variables auxiliaires x ei y que dans les calculs précédents, et nous obtiendrons, pour la valeur de Œq,
Pour obtenir la valeur de a2, formule (18), il faut multiplier la différentielle précédente par cos^w, c'est-à-dire
par ( —-^ j • Nous avons déjà vu que ciy'^ est généralement très-petit, et, comme les termes en 0*0, c'a» ••• sont euxmêmes petits par rapport aux termes de la valeur principale de la poussée, on pourra négliger dans l'expression précédente les puissances de a! y"^ supérieures à la première, ce qui la réduira à i — ^ciy^- La valeur de q% sera ainsi
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Effectuons la division du numérateur par le dénominateur^ ce qui donnera un quotient et un reste indépendants dej^, en sorte que Ton aura
La valeur de 72 sera donc
y a Hq
La valeur de l'intégrale 0", formule (19), s'obtiendra en
multipliant la différentielle —f — par cosincocosci), c'est-
4^'r' à-dire par . . (1 — aaS ^ ). On aura donc
^ I -4- fl' j' ^ -^ ^
En négligeant les puissances de c^y^ supérieures à la première, on obtient
Multipliant par rf^ et intégrant, la valeur de a'^ devient
Pour obtenir la valeur de la quatrième intégrale C74, formule (20), il faut multiplier la différentielle ^ f^ par (w — sinwjsinwcosw. Cette fonction de « est égale à 0) sinot) cosw multiplié par i ^—9 qui se réduit à f a'7'^
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quand on néglige les puissances de cly^ supérieures à la première, et l'on obtient pour c^
(26) (74=—— p— (ij»_j.-f-jri).
3 a* v^Ho
ARTICLE II
VOUTES d'épaisseur CONSTANTE.
Pour résoudre ce nouveau problème, il suffira de
faire
dans les calculs de l'article précédent. Les formules (4) (n° 33) se réduiront à a = e, J = o, et la formule (3) à
fi = ^.
Les formules (i) et (2), qui donnent le rayon de l'arc moyen et le demi-angle au centre, deviendront
\ lang
tang-::^-^-,
sma
Les formules (5) donneront, pour l'aire et le moment d'inertie de la section constante,
^ ^ (I =^VeK
Ces quantités étant constantes, les intégrales des n^' 39 et 40 s'obtiendront immédiatement par des formules connues, relatives à l'intégration des fonctions circulaires.
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Aa moyen de ces formules, les six intégrales (i) (n^'dO) seront
« — sîna A = = j
6a — 8sina -f- sîn^.a
„ 3oa — ^^ûxiOL-^- f^^va^oL — sînSa
, 2a — SsÎDa -I- «cosa A.= 1 »
„ 24 « — 32 sina -4- 3 sîn9,a -+- 2acos2a A.= .gj
En développant les lignes trigonométriques suivant les puissances croissantes de Tare, ces valeurs deviennent
, _ 1/ g» g*^ g^ 17 g" 3ig"
^ "~rV2«.5 2^X7 "^ 2«.3*.5 2^3^5.7.II "^ 2^3*T5V7TT3 ï\2'.7 2^.3* • 2^3^.5.11 2*. 3. 5. 7.13
^»^~î\6ô^2^3^5.7"^^3^^""oA3*.5^7.ll"^2^3^5.7.II.I3■"••j'
^'""ï\ï^3T7 "" 2^3*.5 "^ 2^3^5.7.Il "" 2^3*.5*.7.i3"^"7*
Si l'on avait développé les fonctions dérivées dont po^ A, . . . , formules (i) (n°39), sont les intégrales suivant les puissances croissantes de l'arc co, on aurait obtenu, après
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avoir multiplié par cfci) et intégré depuis zéro jusqu'à «, des valeurs identiques aux précédentes.
Ces formules (3) permettront de calculer la valeur numérique de fo, A, ... lorsqu'on connaîtra celle de a donnée en fonction de l'ouverture de la voûte a/' et de la flèche de l'arc d'intrados y^ par la première des équations (i). Mais, afin de diminuer le nombre des opérations à effectuer pour obtenir la valeur de Q, nous introduirons les valeurs algébriques de po? A> • • «i dans la première des équations (a3) et dans les deux équations (28) du n*' 35, et nous obtiendrons pour les quantités 5, 5o îj les valeurs suivantes :
(A) h _'/ «' l3a^ BQq" il'j^ici'^ \
^^^ \ ' I\3.5.7 2^3*.5».7 2\3^5*.7.ii 2^3*.5^7^II.I3 7
I / «"^ id^ 4a^^ 8a*^ \
*~I\3«.5.7 3'.5*.7 "^ 3^5^7.Ii 3-.5.7*.ii.i3 "*"* ' V*
Les résultats obtenus à l'aide de ces formules pour les valeurs numériques de J, Jj , ^2 devraient être introduits dans la formule ( 29) du n" 35 ; mais nous diminuerons encore le nombre des opérations arithmétiques à effectuer en écrivant cette équation (29) sous la forme suivante :
les lettres (/^ et ^2 ayant les valeurs algébriques suivantes :
^'~7 "^ 3.5.7* "" sTsT^^n "" STôTt^Tï^ "^'
a} 10 la* i433a5 63949 a*
^'~74~ 23.3.5.7* "*"2^3^5.7^1I "" 2^3».5*.7*.ii.i3 '^'
En introduisant la quantité Q« dans l'équation (19) du n*» 35, qui donne la valeur complète de Q, cette équa-
8a cnAPiTRB m. -~ stabilité des toutes en abc de cercle
tion deviendra^ après avoir divisé par 8 le numérateur et le dénominateur^ i étant ici deux fois moindre que dans (19),.
,6, ç^^iZiLU-)!*?-?)--?^
Dans le cas actuel, la section Q et le moment d'inertie I de cette section étant constants, les quantités Co, 0^2 1 ••• sont proportionnelles aux quantités Po ^ • • • •> et Ton a
le rapport - est le carré du rayon de gyration et est égal à -5-
On ne possède encore qu'un petit nombre d'expériences sur la valeur du rapport des coefficients d'élasticité longitudinale E et de torsion G. Celles qui ont été faites jusqu'à ce jour conduisent à lui assigner une valeur peu différente du nombre 3. Introduisons cette valeur dans les équations (7). Mettons dans l'équation (6) les valeurs correspondantes de (Tç^, ... et représentons par q^, y^, q^ les quantités
(8) ;L±4iiPî=:y,
Po-?P« _, .
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la valeur de Q, donnée par l'équation (6), deviendra
Qi-f^(^3A'-*-^4B')-ETsinaji^
Telle est la formule qui donnera la valeur de Q dans le cas où l'épaisseur de la voûte est constante. La valeur de L sera donnée par la formule (3i) du n® 36, dans laquelle on mettra pour po, A, A', A', les valeurs dédui<tes des formules (3). En posant
/?ii= I — cosa,
/Wj m 2 ( I — cos « ) — a sin «,
I — cos* a . (i — cosk)*
iw. =rasina — 1 4- cosa =asma — ^ '-j
^ ' ^ Po
Po
la valeur de L peut s'écrire
(lo) L = /Wj rD — /W3 rV 4- m^ rB' — l^ /D -f- /j rM — l^ rB'.
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OBSERVATIONS SUR LA DISPOSITION DE CES TABLES
Table I pour le calcul de P et Tj".
42. La valeur de P est donnée par l'équation ( i o) du n^ 34. La quantité TJ'y résultante des charges totales comprises entre la sec lion à la clef et une section quelconque faisant un angle w avec la première, est donnée par la formule (i 5), qu'on déduit de la précédente en changeant les signes et en remplaçant a par w. En désignant par p^ les valeurs de w, par p2 celles de w — sine»), la valeur de 21' peut s'écrire
La Table I ci-après contient les valeurs de p^ et p^^ calculées de degré en degré, depuis i® jusqu'à 6o°. L'angle de 6o^ a été pris pour limite de la Table, parce qu'il peut être considéré comme la plus grande valeur que puisse atteindre dans une voûte le demi-angle au centre a. Les parties pour lesquelles w aurait une valeur plus grande, abstraction faite du signe, peuvent être considérées comme faisant corps avec les piles ou les culées.
Les valeurs de TJ' doivent être calculées pour un certain nombre de valeurs de w comprises entre zéro et a, pour être introduites dans les deux premières formules (82) du n« 36.
d'épaisseur constante. 85
Table II pour le calcul de M^ .
La quantité M^ est le moment du poids - delà moi
lié de la construction par rapport au sommet de la voûte. Cette quantité est donnée par l'équation (i2)dun*^35. Nous avons désigné plushaut par la lettre m^ la quantité i — cosa, et, si Ton pose
. . I — cos'k (i — cosa)' c J m, = I — cosa =z ^
la valeur de M* sera
La Table II contient les valeurs de /«i et wio» calculées de degré en degré, de i° à 60'*.
Lorsqu'on aura obtenu la valeur numérique de M^ , on pourra calculer la distance g du centre de gravité de la moitié de la construction à la verticale du sommet de la voûte, et cette distance g permettra de calculer rapidement deux limites de la poussée Q et ensuite deux limites du moment L, comme on le verra bientôt.
Table III pour le calcul de Q.
44. Les quantités y^, q^^ 93, ^t, q^ qui entrent implicitement dans la formule (i9)du n°3o, et dont les deux premières «entrent explicitement dans la quantité Qi, donnée parla formule (a) du n" 41 , sont contenues dans la Table III. Elles ont été calculées de degré en degré à Taide des formules (5) et (8), même numéro, depuis 11° jusqu'à 60". Nous avons fait remarquer plus haut que la valeur de a ne dépasse pas 60**. D'un aitlre côté, cette valeur n'est
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jamais inférieure à lo". L'angle a = 10° correspond, en effet, à un arc de voûte dans lequel le rapport de la flèche à la corde est égal à 0,0437; or, les voûtes n'atteignant jamais un aussi grand surbaissement, il était inutile d'introduire dans les Tables des valeurs de ^o 72) •••1 cor. respondant à des valeurs de &> inférieures à la limite que nous venons d'indiquer.
2able If^ pour le calcul de L et de M.
45. La valeur de L, donnée par la formule (10) du n^ 41 , contient six coefficients m^, 7713, mi, /|, hyhj dont les valeurs sont indiquées par les formules [b). La Table IJ contient les valeurs du premier de ces coefficients ; les cinq autres sont donnés par la Table IV, calculée à l'aide du développement en série de ces cinq quantités, suivant les puissances croissantes de l'arc, savoir :
lia* 19a'
niL = ;r— 7 t-ttï-t: 4"
a* a* OL^ 0?
h = ir
2*. .9 i » » » j Jt % » » U J* • • «Il
a* lia' iqa'
La valeur de M, donnée par la formule (33) du n« 36, qui ne diffère de la formule (3£) , donnant la valeur de L (même numéro), que par le changement de a en ot), se calculera au moyen de la même Table. A cet effet, la partie de cette Table qui contient les valeurs de m^ et rtii^ commence
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à l'arc d'un degré pour pouvoir faire connaître les valeurs de M correspondant à toutes les valeurs de tù comprises entre zéro et a. Les différences Ams, Am4 relatives aux dix premières valeurs de o) n'ont pas été inscrites dans la Table. Ces différences ne sont pas proportionnelles aux différences des arcs ; on évitera d'ailleurs d'y avoir recours, en ne donnant à o) que des valeurs représentées par des nombres entiers de degrés.
Table V pour le calcul du terme de Q , relatif à la température. (Voir aussi le n° 70 à la fin du présent Livre. )
46. Ce terme est — E ^ - [voir l'équation (9) ci-dessus]. La quantité S est déterminée en fonction de a par la première des équations (4)* En désignant par $q la série entre parenthèses, on a
et le terme en question devient — El — rv- ou — El — f .
La table V contient les valeurs de t pour toutes les valeurs de a comprises entre 1 1° et 60**.
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TABLE I pour la calcul da P at d'un certain nombre
de TalanrB da Z*.
Voir les n«* 34 et 35, formules (lo) et (i5).
Pt
\pt.
o,oi7'45
ii3
o,ooo3o4
o,ooi53
o,oo363
o,oo5i4
lOI
no
ai
o,oo8i5
0,OI3l4
o,oi54i
Pi-
Ipi.
Pi'
^Pf
aa a
Jo
o,8oa85
fi
o,ioo3
o,ii3o
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TABLE II pour le calcul de M« et d'nn certain nombre
de valeurs de M\
Voir le n« 35,. fornulçs (13) et (i3.).
,oii54
Oi
,oo38ioo
ioi3
Oj
,oo548
io38
o,2oi36
io63
Oj
,OI23l
,oi5i9
ii33
,o3oo8
Oj
3io
o,ooo33
ij
o,ooo58
o,ao534
Oj
o,3i8oo
,oGo3i
Oj
o,oo3i7
Oi
Oj
o,oo5i3
Oj
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TABLE IV pour le calcia de L et d'un certain nombre de yaleors de M.
lO
tt if
OOOOfOO
oooo3i6
oooo5o7
ooo5o'| 000646 000806
ooi79i
oo3^85
00^049 004677 005379 ooGi53
Wi.
tt
tt
o,oooooo3i3o
tt
it
tt
tt
tf
•tt
o,ooooo5o
tt
tt
tt
it
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
o,oooo383
tt
tt
o,oooio83
o,ooo3i3
o,oi8'ii
o,ooi4o4
o,o34oû
3oo
tf
it
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
If
oooo3o9
ooo5o88
tt
If t*
tt n tf
o,ooo335 a,ooo388 0,000446 o,ooo5o9
o,ooo582
// If tf If
tf
If If
If
d'épaisseur constante.
TABLE TV (L, M). [Suite.]
A//lj.
o,oo3i9
io3
o,oo4o3
o,ooi8o5
o,oii3i
o,o}5oi
o,ooio5o
o,oo555
o,oi566
o,oo3i68
o,ooi58o
o,oo2o83
o,oo5i46
o,oii35
o,oo5634
o,oo5i56
0,Ol32
o,io4o
o,io8/|
o,oo3i5
o,oi53
o,oo79'|
o,oi63
o,ou365
o,oo5i6
o,oi36
o,oo55o
o,oo585
o,o3oo
ff
tf
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TABLE V ponr le calcul de El ^^
Voir, n« 46, f = ~ t—z — o.ao.
la
235oo
3ioa
ao7
IT
46ia
ia7
io5i
aS
io3
LIUITES DE Q KT L. 9^
Observation. — Les Tables III et IV servent, ainsi que la précédente, au calcul de Q et L, quand l'épaisseur e est constante. Les Tables II et III, ainsi que les nombres 7W3, m^ de la Table IV, servent au calcul de P, Z'', M^, M", et par suite à la détermination de X, Z, M, R et R', et de la courbe des pressions «dans le cas des voûtes d'épaisseur quelconque (n°' 36 et 37).
ARTICLE III
DÉTEKMINATION DE DEUX LIMITES DE Q ET L
47. Avant de déterminer les valeurs numériques de Q et L à l'aide des formules et des Tables qui précèdent, il sera bon d'en déterminer rapidement deux limites par la méthode suivante.
Soient
AB {fig. 10) le demi-arc moyen; CD, EF les demi-arcs d'intrados et d'extrados ; KL l'arc limitant la surface proportionnelle au poids de la construction.
Soit G le point d'application de ce poids, dont l'intensité
est égale à - et le moment par rapport au sommet A de
l'arc moyen est égal à M^ [n°* 34 et 35, formules (a) et (12)].
Soient M le point d'application dans la section normale à la clef de la résultante des forces moléculaires qui sollicitent chacun des éléments plans de cette section ; N le point analogue situé dans la section normale DF aux naissances. La demi-construction est en équilibre sous l'action
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de la force — appliquée en G suivant la verticale GH, et des deux forces appliquées en M et N. Donc la somme des moments de la force - et de la résultante en N pris par rapport au point M doit être égale à zéro. Le premier moment est Rr ; le second est égal à P/7 — Q^, p et q étant les projections horizontale et verticale de la droite MN. On a donc
(i) K-h^p-Qq = o.
Soit g le bras de levier de la force -; le moment M^ est
égal k" gou — l?g^ et, en mettant cette valeur dans Téquation précédente, on en tire
La quantité p — g est la distance du point N à la verticale GH. En faisant prendre aux points M et N toutes les positions possibles dans les sections CE, DF, le rapport
— sera maximum lorsque le point N sera en F et le
point M en G, car p — g aura alors la plus grande valeur et q la plus petite valeur possible, en écartant le cas où les points d'application M et N seraient situés en dehors des
sections de la voûte. Au contraire, sera minimum
lorsque N sera en D et que le point M sera en E, car alors le numérateur sera le plus petit et le dénominateur le plus grand possible. En désignant par Q'ie maximum de Q, Q" le minimum p', p^' les distances horizontales des points F et D à la verticale du sommet de Tare ; cf la différence de niveau
LIMITES DE Q ET L
des points C et F, q" celle des points E et D, les deux valeurs de Q' et Q'' seront
les quantités g^ jJ ^ p"^ q* ^ q" qui entrent dans ces formules se calculant par les équations suivantes :
p' =zV 4- 2 e' sîna = V ( /" = demi-corde d'extrados ) ,
q' -j=zf — 2c' cosa =/*' — ^c[f" r= flèche d'extrados),
dont les seconds membres ne contiennent que des quantités connues (n° 33).
48. Pour obtenir deux limites de L, on procédera de la manière suivante. Les forces P et Q appliquées au point N {fis* ^^)y étant transportées parallèlement à elles-mêmes au centre 6 de la section, donnent naissance au couple L. La demi-construction est alors en équilibre sous Faction de la force GH appliquée en G, de la résultante en M des deux forces P et Q appliquées au centre B et du couple L. La somme des moments des forces par rapport à un point quelconque, ajoutée au moment du couple L, est donc égale à zéro.
En prenant les moments par rapport au point M, on aura
donc
dans laquelle p<, ^i sont les bras de levier [de P et Q ou
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les projections horizontale et verticale delà droite MB. En remplaçant Q par sa valeur (2) et MJ^ par — Pg, l'équation précédente donne
(5) L^P^^{p-g)-p,+gj.
Ici le point B est fixe et p^ est constant. Les trois autres quantités p^ q, q^ sont variables.
Lorsque le point M est en C, la valeur de q^ est minimum et égale kf — e'cosa. Si en même temps le point N est en D, çr, projection verticale de la droite GN, a la plus grande valeur, et />, projection horizontale de la même droite, la plus petite valeur possible; donc la valeur correspondante de L est minimum. Nous la désignerons par Lo et nous aurons
(6) Lo= — Pc'IsinaH — cosaj*
La valeur maximum de ^1 a lieu lorsque le point M est en E; cette valeur est^' — e^cosa -h 2 e. Si en même temps le point N est en F, la quantité q aura la plus petite valeur, et/7 — g la plus grande valeur possible; donc la valeur correspondante de L donnée par Téquation (5) sera maximum. En la désignant par L'', on aura
( 7 ) L"= P«' (/^ sin« -f ^ cos«) .
FORMULE DE THOMAS SIMPSON
ARTICLE IV
DÉTERMINATION DES VALEURS NUMÉRIQUES DES SIX QUAN- TITÉS po^ ^j A', A", A', , A' (11° 39), ET DES QUATRE QUAN- TITÉS (7o, 0*2 , <y'', ^4 (n° 40), PAR LA FORMULE DE THOMAS SIMPSON.
49. Dans le cas des voûtes d'épaisseur variable, les nombres /5o) A, . . . , 0*0, 0*2, ... qui entrent dans les valeurs de Q et L ont été obtenus par des méthodes d'intégration indiquées dans les n®' 39 et 40. Les formules obtenues par ces méthodes exigent des calculs assez longs; aussi sera-t-il souvent plus simple et suffisamment exact de déterminer ces nombres par la méthode d'intégration approchée dite ybrmu/e de Thomas Simpson.
Rappelons brièvement en quoi consiste cette formule.
Elle a pour but de trouver la valeur numérique approchée d'une intégrale définie / jdx, dans laquelle j^ est la
dérivée d'une fonction de x que l'on ne sait pas déterminer sous forme finie. A cet eflfet, on calcule un certain nombre de valeurs de y correspondant à des valeurs de x croissant en progression arithmétique. On obtient ainsi les ordonnées d'un certain nombre de points de la courbe dont l'aire est égale à l'intégrale définie cherchée. En joignant ces points par des lignes droites, on obtient un polygone inscrit dont l'aire diffère d'autant moins de celle de la courbe que les points sont plus multipliés. Mais, afin d'éviter le calcul d'un trop grand nombre d'ordonnées , tout en conservant une approximation suffisante, on remplace les côtés du polygone par des arcs de paraboles du
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second degré passant par trois points consécutifs, et dont l'ordonnée , contenant trois paramètres indéterminés, est de la formey = ax- + bx -{- c.
Divisons la différence b — a des valeurs extrêmes de x en un nombre pair 2« de parties égales. Soient h Tune de ces parties, /o» J^4 7 J^a-. • • • > JK2/1 ^^s valeurs dej^ correspondant aux in-\-i valeurs de xa, a-j-A, a -h 2 A, . . ., i; Taire du polygone curviligne ainsi obtenu étant représentée par S y on aura
s=•3[ro+rî»^-4(rl^-ra-i-...-^J,„_l)-^-2(rJ-f-r4-^•••-^-r«/I-2)l
dans laquelle la parenthèse est la somme des deux ordonnées extrêmes ayant pour indices zéro et 'in, plus quatre fois la somme des ordonnées d'indice impair, plus deux fois la somme des ordonnées d'indice pair.
On pourra prendre généralement la valeur de S pour celle de l'intégrale cherchée.
Lorsque la courbe présentera des parties d'une courbure prononcée, il pourra convenir de partager l'intervalle (i — a) en deux ou plusieurs parties, auxquelles on appliquera séparément la formule précédente en augmentant ou diminuant le nombre des divisions suivant que les valeurs de y varieront plus ou moins rapidement.
ARTICLE V
f^oûte d'épaisseur variable
DONNÉES GÉOMÉTBIQUES [fig» II et 12].
Largeur du pont L' = 4" » oo
Ouverture de la voûte il'z= i52™,oa
d'épaisseur variable. ioi
Flèche de l'arc d'intrados /' = 1 2"*, 3o
Épaisseur à la clef ae = a"*, 00
Épaisseur aux naissances 2e'= 4"» 00
Calcul des quantités r et as.\n^ ZZ^ formules (1) et (2 )].
tang-z= V
log tang - 1,1 7226
rzzz -. he'.
sina
loff -; — 2,41701
^ sina '^ '
HA
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B'r^irLV
E| — Eo
I — cosa
logffL'r 6,43786
log hizl^ == log hjlll (Table H). . . . i ,q32i4
° I — cosa ° /Wj ^ ' ^2j T
logB' 8,36960
Calcul de P [n*» 34, formule (10), n» 42 et Table 7].
P=^--/.iA'-;7,B'.
Pour 16°, 7?i o , 27925
Pour 54', Il A/7i =: 0,90 A/?i 157 1
Pi 0,29496
Pik' 1 856000»^»
Pour 16**, /?, o ,00862
Pour 54s 0,90 A/?, 64
Calcul des limites ef^ Q [n** 47, formules (3) et (4)].
Calcul de m; (n«« 35 et 43).
M'i^n/WjrA' + zWarB'.
rM 1 657 000000
Pour 16°, mi (Table II) 0,08874
Pour 54', o,9oA/Wi 44^
/Wj 0,04320
m^rA! 71 600000^^
d'épaisseur variable. io3
Pour i6®, /W2 0,00075
0,90 A/Wj 19
/WjrB'... 58000000^»
Itfi 1 29600 ooo*'»
Q'= ^^^^ P [n" iT", formules (3) et (4)].
q""/'-^ le i4",3o
q" -f + <ie ^'"^
Q'' 2,llP.
Calcul de Q.
La valeur de Q se calcule à l'aide de la formule (19) du n° 35 ramenée à la forme ( 6) du n** 41 , dans laquelle Q< est donnée par l'équation (a), même numéro. Les nombres yi, q2j qui dans le cas des voûtes d'épaisseur constante
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sontdonnés par la Table III, se calculent ici par les formules
La première formule (23) et les deux formules (28) du n" 35 donnent les nombres $, Si , $2 ^^ fonction des six quantités poj ^t £^\ ^"9 A',, ù\, qui se calculent à Taide des formules obtenues au n® 39. Enfin les quatre nombres Œo, ^2, 0^', ^4 se calculent à l'aide des formules obtenues
(n° 40). Le rapport - est égal à 3, et, en introduisant sa
valeur dans la formule (6) du n" 41, elle devient
E T sin a
§ I. — Calcul des six nombres po, A, A', ^'', ^\, ^\ (n'' 39)
j, = tangjTi = v^a tang - ,
a =zi-\ —
— ^— — ^— — — • I — cosa
I — cosa 1= /w, 0,04320
d'épàissbur tariàbls. io5
log tang - 1 ,17126
log\/a 0,87343
log tangji 0,00969
tangji = j« 1 ,01^56
ji arc 45*^38'
Ji 0,79645
TTÎ 0,061 lo
ra o ,547^2
Faisons abstraction du facteur — commun aux six
nombres cherchés (n^ 39); les valeurs de ces six nombres
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seront données par les formules
A' = 4 Ji — 8^1 -+- 4r»>
(rt — ij* [a — ij'
A'. =(A«'+ li«")j.-TFi«'VI +(l- H«'- fJ«'*)ri -(f-!l«'-||«")r.+(l-A«'-A«'*)rs,
- (8rt'+ ^ fl'» + i^a")/, + (8a' -t- ^«" 4- ^a")j, -(|a'+l«'» + l«"')r3.
2(fl — i)x2 60, o4
[a — iYxz 1172
Po 1^32,83
fl»
(«-ir
2(a — i)3"" 3(fl — i)fl + I
o, i55oi
(^_,)3 ri 0,052727
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-^zr[^^ 0,011819
loga 1 ,67486
log-=logfl' 2,325l4
log«'« 4,65o28
loga" 6,97542
a' o,02ii4
(A«'+fi«")r. 0,011844
-S-5'»'VI o,oooo364 (négl.)
(|-li«'-ll«")ri ',03448
(l-fl«'-e«")r, 1,70624
(I — A*'— rî«")j3 0,72340
TE ^'^yl négligeable.
(8a'-f-Mfl'«+Mfl'3)^j 0,188200
(8fl'4-^û'»+Y«'3)r2 o,iïi488
fl^' -+- 1 a'* 4- f «'3)73 o,o3i248
A' o,ooi5i8
Calcul des nombres i, ^j, ^j, non compris le /acteur
a' ^a lo
Po
Po
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^ir= A" .
d, = Aj •
7i = -^ o,oo897'2
ryi A' 56490^^»
g,B' i493ooo^«
Qi —7732510^'
Calcul des termes complémentaires de la valeur de Q donnée par la formule ( 2) </w présent numéro [11° 40, formules (23), (24), (25) et (26)].
yjaao
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La valeur de la quantité $ qui divise les quatre quantités précédentes dans la formule (2) est égale au nombre trouvé ci-dessus, 0,1 1 38, multiplié par le facteur commun
— — > dont nous avons fait abstraction dans les for-
mules (3). Supposons que la lettre $n représente dans les formules suivantes le nombre o, 1 138, c'est-à-dire la véritable valeur de la quantité $ divisée par le facteur ~ — .
û' ^a lo
Remplaçons I© par sa valeur (3) (n« 39); û© par sa va-
leur (22) (n^40), d'où résulte ~ = —, et les quatre for-
mules précédentes deviendront
T = T ^H^i - 4û'(r« -ri)] 1?-'
y = l^'(ir«-r.-+-7l)^-• Quantité complémentaire du dénominateur :
_3 ffo ^ f[? ,
Quantité complémentaire du numérateur :
81?* r«--ri./ 16 g^ iri— J«-+-Ji p. E^si"«
H = — ~ — r ^ — ÏH A. ; r xJ z-s —
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7î = 7i o 1 oooo 1 44
7«Vi 593
Î^Vl^T^ ^'^7^'
?fl(r«— ri) 28,5
i^{ro^-Xi)^Tf ^y 0^36
T«(r« — ri)-^^A' 22700
B' -=-ir- 20600
■rlirî— ^«^-ri) o,23i
^{\fl -J.+ri) ;^B' 684o
Le terme relatif à la variation de température contient deux nombres qui n'ont été déterminés par aucune expérience, savoir le coefficient d'élasticité longitudinale E et le coefficient de dilatation de la matière de la voûte, dont t représente le produit par le nombre de degrés dont la température a varié dans le passage du premier état d'équilibre au second. Nous sommes donc obligé, quant à présent, de faire abstraction de ce terme, et la valeur complémentaire du numérateur de Q est
n=: — 29540 ; il en résulte
^ Qi ~ « 7782510 -f- 2q54o ^
d'épaisseur variable. m
En négligeant la valeur de », on commet une erreur de moins de -j-ôVô* ^^ négligeant celle de rf, Terreur commise serait un peu inférieure à y|^.
Le rapport- est égal à 2,52. Nous avons trouvé plus
haut, pour les limites de Q,
Q"=2,IlP.
Ainsi la valeur de Q est effectivement comprise entre Q' et Q" ; elle est d'ailleurs inférieure à leur moyenne arithmétique.
Remarquons que - =3,39 ^^^ compris entre -5- et —•
§ II. — Application de la formule d'intégration de Thomas Simpson (n*" 49}, an calcul des six quantités po, A, A', A", ^\,^''^,
Les six fonctions désignées par j* dans le n9 49 sont les fonctions de w placées sous le signey dans les formules (i) du n** 39, savoir :
I — cosw (1 — cosw)
(i — cosw]*
2(1 — cosw) — w sinw
2(1 — cos w ) — w cosw , .
r= -^ -^ (i — coswj.
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Les valeurs de i — cosoi sont les nombres mi de la Table II; celles de a (i — cosod) — a> sinci) sont les nombres mj de la Table IV [voir les deux premières formules ( J) du n<> 41 ].
Ainsi les fonctions précédentes peuvent s^écrire
La valeur de I est donnée par la seconde formule ( 5 )
du n^ 33, savoir
la demi-épaisseur e de la voûte étant exprimée en fonction de 0) par la formule
(a) s =r ^[i-f- m[i — cosû))],
dans laquelle m= ^_ osa ~ (^^^^ 39), formules (4)
et (d).
Nous allons calculer les valeurs des fonctions j corres-
d'épaisseur variable. ii3
pondant à des valeurs de w croissant de 3« en 3**, depuis zéro jusqu'à a ; mais, comme les cinq dernières de ces fonctions croissent rapidement à partir de zéro, nous intercalerons une ordonnée entre les deux premières en partageant en deux parties égales l'intervalle de 3° compris entre zéro et 3°. L'aire totale de chaque courbe se composera ainsi de trois parties, auxquelles on appliquera séparément la formule de Thomas Simpson. La première des trois comprendra trois ordonnées j^o i ^o JTa ? dont la distance h sera égale à l'arc de i"3o'; son aire sera
La seconde comprendra quatre parties formées par cinq ordonnées^© >jrojr2>J^3ijr4> ^0^^^ l^i distance h sera égale à l'arc de 3° ou à o,o5235. Son aire sera
S =: ^ [ jo -^ r4 -^ 4 (ri + ra ) -^- ^ J2 ]•
Enfin la troisième ne comprendra qu'une seule partie et deux ordonnées j^o? J\y doi^t l'intervalle h sera égal à Tare de i'*54' ou à o,o33i6. Son aire, peu différente de celle du trapèze formé en joignant par une droite les extrémités des ordonnées, sera donnée par la formule
Sir-- -(ro -+-/!)•
Les calculs sont disposés dans le Tableau suivant. La quantité |L' étant diviseur commun de toutes les fonctions j, nous en avons fait abstraction, de même que
nous avons fait abstraction du facteur -z=- dans le part* >Ja lo
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ragraphe I. Le moment d'inertie lo de la section normale à la clef est égal à |L'e' ; ainsi le rapport de ces deux
facteurs est égal à — ;=r— = o,oooi3. Tel devrait être le
rapport commun des valeurs que nous allons obtenir dans ce paragraphe et de celles que nous avons obtenues dans le paragraphe précédent pour les six quantités po» ^, A', A'' A' A"
d'épaisseur TàRIABLE.
Il5
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D* ÉPAISSEUR YÀRIABLB. 1 19
Divisons les six résultats précédents par o,oooi3y rapport commun de ces nombres et de ceux que nous avons obtenus par les formules du n°39; les quotients, que nous représenterons par les mêmes lettres, seront
Po z= 1 233, A =9,64, ^' =z 0,192,
A" = o , oo5o4,
Les nombres obtenus par les formules du n® 39 sont
Pq = 1233,
A r=9,65, Aj = 0,06345, A^j = 0,OOl52.
Ainsi, les valeurs des six quantités po> A, . . . obtenues à l'aide de la formule de Thomas Simpson présentent une exactitude suffisante pour la pratique. Celle de A\ seule diffère assez sensiblement de celle que nous avons trouvée pour la même quantité par la première méthode, mais la différence n'influe pas d'une manière importante sur la valeur de la poussée Q. En effet, en calculant les nombres 5, Ji, $21 Çit Ç2 qui conduisent à cette valeur, on obtient
^ =0,117, ^1 =0,00354, ^, = 0,00120, ^1 z= 0,01025, 72 = 0,004872, Qi = — 7373000^'.
partie principale, ne diffère pas beaucoup, comme on voit
de celle que nous avons obtenue par la première méthode
de calcul pour cette valeur principale. Elle diffère encore
moins de la valeur complète obtenue dans ce paragraphe,
savoir
et on pourra la considérer] comme représentant la valeur complète de Q, sans calculer les termes complémentaires en Gq , ^2j • • • •
§ III. — Calcul des limites de L [n''47, formnles (6) et (7]].
Lo =::: — Pe'fsina H ^ cosa
sina ^==Pi — P2 (Table II) 0,2907
— -y^ cos« 2 , 38o
sin a H -~ cosa 2 ,6707
Lo= — PX 5, 34 1 = 1 5 250 000^8°^, ^1 = ^^ l — ji, — sma '\ — ^ cosaj.
— -p — sma -I — — cosa 3,193
Lj :=r P X 6, 386 =r — l8230000^8™.
Calcul de L.
La valeur de L se calcule à l'aide de la formule (3i) du n° 36, dans laquelle D est la quantité qu'il faut ajouter
d'épàissbur tariable, lai
à — A' pour obtenir la valeur de Q [voir la formule (3o), même numéro], elles fonctions de a entre parenthèses sont les nombres désignés par nii, m^, m^ dans les formules ( &) (n° 41). En faisant usage de ces lettres ainsi que des lettres /|, /2, /a, dont la valeur est donnée par les trois dernières formules (i), la valeur de L s'exprime par une formule identique à la formule (lo), que nous avons obtenue à la fin du n° 41 pour le cas des voûtes d'épaisseur constante, savoir
L = /72i rD — ma rA' -h W4 rB' — /j r D -h /| rA' — /j rB'.
Mais ici les nombres /|, I2, '3, au lieu d'être empruntés aux Tables numériques, se calculent à l'aide des valeurs obtenues plus haut pour les six quantités jOo> ^» ^'1 ^'^ A'j, A^j. Quant aux valeurs des fonctions de a, désignées par nii, mz-, nis^ on les trouvera directement, la première dans la Table II, les deux autres dans la Table IV.
rD — 23688oooo^««»
WjrD — 10280000
Pour 16**, m^ o,ooo5o4
Pour 54', o , 90 A ma • 1 28
rA' 1 656oooooo*'"*
m^rk' I 046000
Pour 16", /W4 0,000246
Pour 54', 0,90 A W4 60
/W4 o ,ooo3o6
rB' 6i64ooooooo^«™
w^rB' 18860000
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/i-=— OjOonSS
Po
Il rD — 1 855000^8™
/j ^ — o,oooo5i5
po
/,rA' 853oo^8m
/a rB' I 565000*^^'"
L ^gSgSoo^^'"
§ IV. — Calcul de la valeur numérique :
i"* Des composantes X, Z, normales et parallèles aux sections normales et du moment M de leur résultante par rapport au centre de la
section; a** de la quantité ^= "- v ' ^^i représente la distance de
la courbe des pressions à Tare moyen de la voûte (n** 37); 3® des quantités R, R", données par les équations (i4) dun°24, représentant, la première la pression ou traction normale, et la seconde l'action parallèle ou effort tranchant par unité de surface en un point quelconque des sections normales.
Les valeurs de Z'^ qui entrent dans les valeurs (32) (n'^ 36) de X et Z sont données par la formule (i5) du n° 35 et se calculent à l'aide de la Table I (n« 42).
Celles de sinw et cosoi) qui multiplient Q et Z" dans les deux premières équations (Sa) se déduisent par différence des nombres pi et p2 de la Table I et du nombre twi de la TablelI.Onaeneffetpi =oi),p2=w — sina),mi = i — cosw, et Ton en tire sm(>>=pi — p2y cosw = i — rrii.
Les valeurs de M données par la formule (33) du n° 36 se calculent à l'aide des nombres m^ de la Table II et des
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nombres m^ et #124 de la Table IV, m^ , ma, m^ désignant les fonctions de w qui entrent dans les trois premiers termes de cette formule (33). Les trois derniers termes, identiques à ceux qui occupent la même place dans la valeur de L, ont une somme égale à la valeur du moment M à la clef, puisqu'en faisant ci) = o dans la formule (33), les trois premiers termes disparaissent, et, en désignant cette valeur par Mo , on a
[b] Mo= - /irD 4- /,rA' — /,rB'
et, d'après les valeurs trouvées plus haut pour les trois termes du second membre de cette égalité,
Mo=3753oo^em,
On connaît ainsi la valeur de M dans la section à la clef. Dans la section aux naissances, cette valeur est égale à L.
Pour obtenir les valeurs de X et Z à la clef, il faut faire 0) = o dans la formule (i5 ) du n° 35, ce qui donne TJ' = o, substituer cette valeur dans les deux premières formules (32) et y faire w = o. En désignant ces valeurs par Xq, Zo, il en résulte
Xo~Q = ~ 7196000,
Zo— o.
Dans la section aux naissances , il faut faire co = a , TJ' = - = — P, et Ton obtient ainsi, en désignant par X^, Z. les nouvelles valeurs de X et Z,
Xa=^ Qcosa + Psina, Za= — Qsînoc + Pcosa.
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Le calcul de ces formules est le suivant ;
Qcosa = Q — /WjQ.
/Wi o , 0432
/WiQ... — 3 10600
Qcosa —6885400^8
sin(x=zpi — Pi 0,2907
Psîna — 83oooo^*
Xa — 7 7 1 5 000^*
— Qsîna 2092000
(i — mijP i=:Pcosa ... — 2780700
Z„ --6887oo>^«
On voit que la composante parallèle Z. est petite par rapport à la composante normale X^, et, par suite, que leur résultante fait un angle petit avec la perpendiculaire à la section normale. Ce résultat confirme donc l'observation qui termine le n° 24, relativement à la condition nécessaire pour que les sections normales à la fibre moyenne restent encore normales à cette fibre dans le second état d'équilibre delà pièce. La plupart des théories antérieures à la nôtre supposent a priori cette condition réalisée.
Les valeurs de X et M étant connues dans les sections normales à la clef et aux naissances, les distances Wo, w^ de la courbe des pressions aux centres de ces sections sont données par les égalités suivantes :
Mo f.
Cï'aZ=z^ — ==1,082.
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Ainsi la courbe des pressions passe très-près du centre de la section normale à la clef.
Remplaçons dans les équations (i4) du n^ 24 M par sa valeur — wX et I par f L'e' ou |ûe'; elles deviendront
a et donneront, dans la section à la clef,
(R'o=o, et, dans la section aux naissances.
Ha
L'aire û d'une section normale est égale à aL'c. La valeur de e est égale à e== i"* à la clef et à e'.= i^ aux naissances. On a donc, pour la valeur de Î2 à la clef,
Aq = 8,00y
et aux naissances
!!« = i6,oo.
L'effort tranchant R' est nul à la clef et est égal, aux naissances, à
R^zrr-Sggoo^
l'unité étant égale au mètre carré. En prenant pour unité le centimètre carré, l'effort tranchant est
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Le signe — de cette valeur provient du signe de la quantité Z», qui représente une force appliquée à la voûte et provenant du massif de retombée situé à droite de la section normale de droite aux naissances. Cette force, dirigée de bas en haut, est négative, d'après les conventions du n° 6. Pour avoir les pressions ou tractions normales à rintrados et à l'extrados à la clef, il faut faire, dans la formule (i) ci-dessus, <^ = e pour l'intrados eli> = — e pour l'extrados. L'équation (2) donnera de même les valeurs de R aux naissances, en y faisant ç» = e' pour l'intrados et {f=z-^e pour l'extrados. En employant les lettres e et i en exposant pour désigner l'extrados et l'intrados, on obtient, pour les valeurs de R,
Rj,=r — ro3970o*'^ Rj— — 7583oo''S Ri = — 1228000^8, R^zz: 264 ooo'^^;
en prenant le centimètre carré pour unité, ces valeurs sont
Rirr.-io4''S
RS = - 76^ Rl = -i23''«,
Rlz=-h 26^«.
Les trois premières quantités sont des pressions, parce qu'elles sont affectées du signe — . Elles représentent, en effet, des forces appliquées à la partie de voûte située à gauche et provenant de la partie située à droite de chaque section normale. Or le signe — , d'après les conventions du n** H, indique que les forces sont dirigées de droite à gauche ; donc il y a pression dans les points où R est négatif.
Les résultats qui précèdent sont la conséquence rigou-
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reuse des hypothèses que nous avons faites pour établir notre théorie. Ainsi nous avons considéré la voûte comme un monolithe homogène lié invariablement à ses extrémités avec des massifs inébranlables et constituant une pièce prismatique telle que nous l'avons définie dans les n^* 1 et 3. Dans une pièce semblable, un déplacement relatif des sections normales, ayant pour effet d'augmenter Técartement de certaines molécules, ferait naître des forces attractives entre ces molécules. Les valeurs positives de R auxquelles nous sommes parvenu, et qui représentent une traction, montrent que, dans une voûte construite avec les données prises pour exemple et satisfaisant à nos hypothèses, un pareil déplacement des sections normales se produirait nécessairement.
Mais il s'agit de savoir si une voûte construite dans les conditions ordinaires de la pratique se comporterait de la même manière que la voûte hypothétique ou d'une manière peu différente, ou si, au contraire, l'hypothèse se trouve trop éloignée de la réalité pour que la théorie précédente puisse être appliquée avec utilité.
Remarquons d'abord que l'existence d'une traction à l'extrados aux naissances dans la voûte théorique est confirmée dans l'expérience de la pratique, par l'ouverture qui se produit presque invariablement dans le joint en ce point pour les voûtes surbaissées comme celle que nous avons prise pour exemple. Cette ouverture rend manifeste, il est vrai, la différence qui existe entre les deux voûtes théorique et pratique. Les tractions développées dans les parties de la section normale aux naissances voisines de l'extrados, qui existent dans la première, sont supprimées dans la seconde; il en résulte que la répartition des forces dans cette section est évidemment différente dans les deux voûtes et que cette répartition est plus ou moins différente
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aussi dans les autres sections normales. On pourrait atténuer ces différences par certaines précautions qui permettraient à la maçonnerie voisine de Fextrados aux naissances de résister à la traction : tel serait l'emploi d'un appareil de pierre en queue d'aronde ou de crampons reliant les pierres entre elles. Mais, sans avoir recours à d'autre procédé qu'à l'emploi des mortiers de ciment, dont la résistance à l'arrachement est presque égale à celle des pierres dures, nous pensons que les différences dont nous venons de parler ne seront jamais assez grandes pour que les pressions maxima, qui dans la voûte théorique auront été trouvées égales à une petite fraction de la pression de rupture, se rapprochent assez de cette pression de rupture, dans la voûte réelle, pour en compromettre la solidité.
Remarquons encore que l'application de la théorie précédente ne conduit pas toujours à des valeurs de R affectées du signe + et représentant par suite des tractions. Lorsque ces valeurs seront toutes négatives, il n'y aura pas de motif pour supposer que la voûte pratique se comporte autrement que la voûte théorique, et le problème jusqu'ici indéterminé de la situation réelle de la courbe des pressions dans une voûte en maçonnerie devra être considéré comme résolu.
Calcul d'un certain nombre de valeurs intermédiaires c/e X, M, Wj ainsi que de R' et R^.
Nous calculerons les cinq valeurs de ces quantités correspondant aux valeurs de o), croissant de 3° en 3** depuis 3° jusqu'à 1 5**. Les calculs sont disposés dans le Tableau suivant :
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Pi-
Pt-
nij.
56oo,o
0,Ol23l
i5iooo,o
o,ooi53
3585oo,o
Cl).
Qcosci).
sin&i
Té" sinoi.
3485oo,o
555ooo,o
TOjrD.
wt, X lo».
i3o cuàpitrb m. — stabilité des toutes en arc de cercle
m,rA'.
m^rW.
is
io36,o
H-0,OIO
— 63oooo,o
-ho,45(i
il = 8e.
IV
to
ti
îi
ss
— 6i3ooo,o
e Si
X / 3tv\
par cei
itim. carré.
par (
:eQtim. carré.
H-i858oo,o
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Tous les calculs de ce Tableau ont été effectués avec une règle logarithmique.
La pression maximum par centimètre carré est donc de i2a^s,8o et a lieu à l'intrados aux naissances.
Les pierres-marbres de Sampans (Jura) ne s'écrasent que sous une pression de ioy5^^ par centimètre carré, et plusieurs granits ont une résistance plus grande encore. Il serait donc possible de construire avec ces matériaux une voûte stable ayant les dimensions de celle que nous avons prise pour exemple, à la condition de recevoir les retombées sur le rocher naturel ou sur des massifs de maçonnerie assez solidement établis pour en tenir lieu.
Exemple de l' application des Tables à une voûte
d'épaisseur constante,
51. Prenons une voûte ayant même intrados que celle du numéro précédent et une épaisseur constante égale à la moyenne des épaisseurs de celte même voûte. Pour calculer cette épaisseur moyenne, on divisera l'aire de la section longitudinale de la voûte par la longueur de l'arc moyen. La demi-épaisseur variable t de la voûte précédente étant exprimée en fonction de l'angle w par l'équation
ei= e[i -h /w(i — cosw)] [voir les formules (3) et (4) du n° 33, (4) du n° 39 et
( a ) du n° 50 ] , l'aire / 2 e r rfco de la demi-sec tion longitudi-
nale sera 2re[a-f-m(a — sina)], et le quotient de cette quantité par la longueur roL de la moitié de l'arc moyen sera
(a — sina\ X . , , ^ s € I -+• m 1 — j • La quantité m, égale a 5 a
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1 , . OKI ^ — sin a 27,
pour valeur numérique ao, id; le rapport = ^-^
est égal à o,oi4447 et la quantité entre parenthèses est égale à 1,3343. La moyenne cherchée est donc égale à 2°*, 6686. Elle est inférieure à 3,00 , demi-somme des épaisseurs extrêmes e et e'. Lorsque l'angle a est petit comme dans le cas actuel, cette moyenne diffère très-peu dé l'épaisseur à la clef augmentée du tiers de l'excès de l'épaisseur aux naissances sur l'épaisseur à la clef. En remplaçant m par sa valeur et
remarquant que —r ^ r diffère très-peu de \^ l'expression précédente devient égale k i\e-\ — j? dont la
valeur numérique est 2,666 ,..., très-sensiblement égale à la précédente.
L'aire de la section longitudinale de la voûte diffère peu dans ce cas de celle de la figure ABGD ^fig^ i4)? dans laquelle AB est la longueur de l'arc moyen ; EF, l'ordonnée au milieu de AB, est égale à e\ les ordonnées extrêmes AC, BD sont égales à e', et GFD est un arc de parabole dont le sommet est en F. On sait en effet que l'aire comprise entre le demi-arc FD, la tangente au sommet FG et l'ordonnée GD est égale au tiers du rectangle construit sur FG etGD.
Nous prendrons pour l'épaisseur constante de notre voûte le nombre entier de centimètres le plus rapproché de la valeur trouvée précédemment, savoir ie =^ 2,67.
L'épaisseur Eq, proportionnelle à la charge par mètre courant de longueur de l'arc moyen à la clef (n°34), sera égale à 2^,67, augmentés de o™,3o, hauteur proportionnelle au poids de la chaussée et des parapets.
L'épaisseur analogue aux naissances, représentée parEi, sera un peu inférieure à ce qu'elle était dans la voûte précédente, parce que le poids spécifique de la voûte proprement dite est supérieur à celui du reste de la construction.
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Nous ferons donc E| = 5,90, au lieu de 6,00.
Les calculs se disposeront de la manière suivante :
DONNAS GÉOMETEIQVES.
Largeur du pont L' = 4" » 00
Corde de Tare d*intrados 2 /' = i Sa , 00
Flèche /' == loi ,3o
Épaisseur constante de la voûte ie=: 2,67
DONNEES DYNAMIQUES
Poids du mètre cube de maçonnerie de la voûte. . tt = 2600^» Épaisseur proportionnelle à la charge à la clef. . . Eo= ai'*,97 Épaisseur proportionnelle à la charge aux naissances. £1 = 5"° y 90
Calcul de r et a [formules (i) du n" il].
1 ûc —
log tang - 1 >20i 10
- cpi
siact
If
\os — — 2 , 38928
" sin«
sinoe
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Calcul des coefficients A' et B' [formules (9) du n^ 34]. .
A'^rwLVEo.
logTfLV 6,40876
logEo 0,47276
logA' 6,88152
B'=,rL'r^5i^-5î.
I — cosa
Pour 18®, mj = I — cosa o ,04894
Pour 4', Tô^^i^^ 0,0671/71, 37
/Wj o , 0493 1
log 'I" ' 1 , 7 7 393
logTrLV 6,40876
logB' 8,18269
Calcul de P [formule (10), n*»» 34 et 42].
Pour l8^ Pi (Table 1) o,3i4i6
Pour 4'i o ,067 A/7, 117
Pi o,3i533
Pour 18°, /?2 o,oo5i4
Pour 4', o , 06 7 A/?2 6
/?s o , oo520
/^jB' 792000
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Calcul de Q [formules (^) ^^ (9) <3?« n° 41].
Pour 18", q^ (Table III) o,oi4io
Pour 4'» O5067 A^r, Il
^1 o,oi4'2i
çi A' 108200^»
Pour 18°, qt 0,00688
Pour 4'» o,67Aç, 5
Çj 0,00693
7, B' I o55ooo
Qi - 85588oo«'s
Qi-3;^(?aA'-h^,B')
q^k' II 01 1 000000
Ç4B' 2ai 000000
o ,oooo3oo3
3 7s(S'3A'-hî4B') aooao»'*
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Calcul de L [formule {lo) du n'' kl et (3o) du n» 36].
L = wî,rD — m,rA'-f- m^rB'— /^rD + /,rA'— /jrB',
D zi= Q -4- A' = — 566ooo^».
''^ — iSgaooooo*'*™
'Wi rD . — 6860000
Pour I8^ /7î, (Table IV) 0,000806
Pour 4', 0,067 A mj '3
m^rA! ,., 1 535 000
Pour 18», m4 0,000891
Pour 4'» 0,067 A//Ï4 6
ntK 0,000897
/w^rB' 14900000
TPour i8%/i o,oi685
Pour 4', 0,067 A/, ï^
Pour 18", /, 0,0001616
Pour 4'» 0,067 ^'« ^^
Pour i8«, /, 0,0000798
Pour 4', o,o67A/3 18
Iz o , 0000806
hrïl/ 8oa5ooo
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La somme des trois derniers termes de l'expression de L
est égale au moment Mo dans la section à la clef [voir
dans le § IV du numéro précédent la formule (i)]. On a
donc
Mo = — 424000^*™,
et puis
L=:6o8iooo^«™.
Déiermination de X, M, w, R [voir le § IV du numéro
précédent ) .
I"* DANS LA SECTION NORMALE À LA CLEF
Xo = Q —8178000
Mo
Ainsi la^courbe des pressions passe à o",o52 au-dessus du centre de la section normale à la clef, distance très-petite, eu égard à l'épaisseur 2^,67 de cette section.
p = -f- e à rÎQtrados, \>z=z — c à Textrados.
a = 2eL' 10,68
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— - - -f- 8q5oo
RJ - 8555oo
ou, en prenant le centimètre carré pour unité.
Ri -67^65
Rî -85»^^55
PIÈCES DE FORME QUELCONQUE
§ I. — Détermination de P, Q, L.
52. Reportons-nous au commencement du Chapitre II j supposons|que, toutes les autres conditions indiquées au n°25 étant d'ailleurs satisfaites, la fibre moyenne de la pièce, au lieu d'être un arc de cercle, soit une courbe plane quelconque, mais symétrique par rapport à la verticale O z {fig' 1 5) , et supposons que la ligne AOB représente cette courbe. Soit m un de ses points, centre de la section normale GH. Au lieu de rapporter ce point m à un système de coordonnées polaires qui, dans le cas d'une fibre moyenne circulaire, avait l'avantage de simplifier les calculs, nous conserverons les coordonnées rectilignes x et z, rapportées à l'horizontale Ox et à la verticale Oz du sommet de la courbe. Soient x = a, z =y les coordonnées du point B, centre de la section normale à l'extrémité droite de la pièce ; le moment M par rapport au point m de la résultante de toutes les forces appliquées à la pièce à droite de la section GH est
[b] M=3M' + L-hP(a — :r)~Q(/— 2).
Mettons cette valeur dans la première équation (2) du n^ 25, et nous aurons
/ \ 7« M' , ,^ ^ ^r^\ds P.r - Qz , (0 ^<y^=£J^^+(L-l-aP-/Q)--— r^y-i-^ ^.
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Multiplions par E et intégrons depuis le point A jusqu'au point m, c'est-à-dire depuis j:= — a jusqu'àx = j:; nous aurons, en supposant Sq nul au point A,
dans laquelle
(«) AruL-i-aP— /Q.
Multiplions par E les deux dernières formules (2), et remplaçons -y Ed^ par sa valeur précédente; elles deviendront
Y.d$x^—dz \ ---ds — Adzj ~-hPdz j j ds — Qdz j ^ ds.
— ds -h Xdx 1 --- -. Pû?.r / -ds -{-Qdx I - ds.
Intégrons maintenant les trois équations (i), (2) et (3) qui précèdent, depuis j:=: — a jusqu'à j: = a, et supposons que les valeurs de iq^ $x et dz soient toutes nulles aux extrémités A et B; nous aurons
(4)( -q f dz f ^ds=o,
q/ dx i ^ds=o
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Les intégrales doubles des deux dernières équations peuvent être ramenées à des intégrales simples au moyen de l'intégration par parties, qui donne les résultats suivants ;
Posons, pour abréger,
ds = m
ds =^1,
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r' ds
(/) [Suite.]
^ ds = .r.
r= ds=: 3,.
Désignons par So S2, S3, . . . , Sg les premiers membres des équations (5), et remarquons que les termes sous le signe f qui contiennent en facteur la première puissance de X sans contenir M' ont une intégrale nulle comme composée d'éléments égaux deux à deux et de signes contraires, correspondant à deux points symétriques ayant pour abscisses x el — x; nous aurons
Si = ^of— '"u
S4 = «ly — ^s»
85= am^ — yw2,
li
A l'aide de ces valeurs, les équations (4) deviennent
/ Az^ -\- Q^i -f- /Wq r= o,
(6) I A(2i— 2o/) + Q(2â — ^l/)-^'"l~ /Wo/==0,
[ A/iZo + Q^Zi H- P-^ï •+- «'"o — /»î == o.
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On tire des deux premières, qui ne renferment pas P explicitement,
Zq Z^ 2j
et, en remplaçant dans la troisième A et Q par ces valeurs, on en tire
et la seconde équation (i') donne
(9) L = Q/- aP -+. -— — .
La valeur de P, donnée par l'équation (8), se réduit, dans le cas de la symétrie des charges, à la demi-somme de ces charges. La démonstration est la même que celle du n«30.
En effet, la valeur de m2 est celle de I — -^ ds; celle de
M' est M-={g — x)Z'^ Tl étant la résultante des forces appliquées à la partie mB de la pièce (^g". 7); g^ sa distance à la verticale du sommet, et M' le moment de cette résultante par rapport au point /w. En désignant par Z'' et M'', comme au n** 30, les quantités analogues relatives au point m', symétrique du point m et par ail le poids total de la pièce et des charges qu'elle supporte, on a
M" = (g- + x)Z' + 2(n — Z')jr.
La somme des deux éléments de l'intégrale m2, corres-
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pondant aux deux points m et m!, qui ont pour coordonnées j: et — Xy est donc
M' — M" ^ an ,^ xas = =- x^cts,
et, en intégrant cette expression seulement depuis x = o jusqu'à X = a, on formera évidemment l'intégrale mj. Or,
Il en résulte
et par conséquent
Ce résultat donne lieu aux mêmes observations que celui du n» 30.
En éliminant rrit entre les équations (7) et (9), on obtient
Si l'on voulait tenir compte, dans le calcul de P, Q,L, des termes en X et Z des deux dernières équations (i) du n°25, il faudrait remarquer que ces deux composantes normale
et parallèle à la section normale en m | le cosinus de
l'angle de la tangente à la courbe avec l'axe des x étant
-—- et le sinus du même angle — j sont exprimées par les
équations suivantes :
dx dz
ds ds
r, ^ ^^ r.// dX
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V étant le poids de la partie de la pièce et de sa charge située entre le milieu O et le point m {Jig' i5). Substituant ces valeurs dans la deuxième équation (i)et intégrant depuis x = — a jusqu'à a: = a, on obtient, en désignant par les termes complémentaires de cette équation ,
^ ' J_^\0-ds H €Ls ) J_.\^^* adsjG
Cette expression est de la forme
(A) /wQ-h/i-4- 2aET
et doit être ajoutée au premier membre de la seconde des équations (6), qui, combinée avec la première, donnera pour Q une valeur différant de la valeur ( y ) par le changement de ^2 enz2-\-m et celui de mj enm< -i-/i-l- aaEr, savoir
^i — ^0 h n-{- 2aET
)d) Q= zi^
Or chacune des quantités m et n est petite par rapport à ^2 ^ et à m« — m© — • Pour le reconnaître, il faut
faire une hypothèse sur la forme de la fibre moyenne AmB. Supposons donc que la courbe OmB soit un arc de parabole, et que Taxe O^ soit la tangente au sommet O. Son équation sera
dans laquelle
Supposons en outre que la charge par mètre courant de
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l'abscisse soit une quantité constante -• Le moment M^
qui entre dans l'intégrale m^, est donné par l'équation [voir formule (i4), n*^ 35]
La charge par mètre courant d'abscisse étant égale à la constante - > les quantités M^ , M'' et V seront
il en résulte
Ml~
Tla
ia
équation qu'on aurait pu écrire immédiatement, sachant que M' est le moment par rapport au point m [fig» i5), ayant pour abscisse Xj de la charge de la partie m B de la
pièce. Multiplions par -- et intégrons depuis x = — a jusqu'à x= a; nous aurons, en supposant I constant et <f5
égal à dx^
rrit
Multiplions ensuite M' par — et intégrons entre les mêmes limites ; nous aurons
4 na*
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Les valeurs de Zoy z^ et Zs que l'on obtient de même
sont
Il en résulte
Z, 2 llrt'
/»! — Wo - = 7-^ -TV = N,
les lettres N et M étant employées pour abréger.
Les valeurs de m et w, calculées dans les mêmes hypo-
thèses, sont
4 na»
On en conclut, pour la valeur absolue des rapports ^^ ' t: >
la lettre p désignant le rayon de gyration de l'aire de la section normale, dont le carré est - • Les valeurs numériques de ces deux rapports dans le cas traité au n° SI , où
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la valeur de p est égale à o, 77, sont
~ =Lro,oo3, ^z=o,o44.
Ainsi se trouve confirmée de nouveau l'observation que nous avons faite plusieurs fois sur la faible importance des termes en X et Z des équations (i) du n^ 25. Nous en ferons donc abstraction, en sorte que nous prendrons l'équation [d) pour représenter la valeur exacte de Q [*). Les valeurs (e) de M et N donnent, t étant supposé nul,
formule identique à celle qui donne la tension horizontale
des câbles dans les ponts suspendus. Le moment L donné
par l'équation (10) est nul, et il en est de même de la
valeur (i) de M, qui est constamment nulle, en sorte que
la courbe des pressions passe par le centre de toutes les
sections normales, puisque w= — :ç- est constamment
nul.
§ II. — Usage de l'épure de Méry.
Laissons de côté les hypothèses particulières qui précèdent et cherchons, pour le cas général dont il s'agit dans ce Chapitre, à déterminer les intégrales qui entrent dans les valeurs de Q et L, après quoi nous déterminerons
(•) Foir les n" 60 et suivants.
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la composante normale X de la résultante des forces appliquées à une section quelconque, le moment M de cette résultante par rapport au centre de la section et la distance, fv = — —î de la courbe des pressions à ce centre,
distance qui servira à déterminer ensuite les valeurs de la pression ou traction normale par unité de surface
R = — (14--7) en un point situé à la distance ^ du centre
de la section, cette distance étant comptée positivement dans le sens mG {fig* i5).
La valeur de X est donnée par la première équation (a), page 1 4 7 • La quantité Z'^ s'obtiendra graphiquement au moyen de l'épure de Méry. Cette épure est une coupe longitudinale de la pièce par le plan de la fibre moyenne. On y trace celte courbe, que l'on partage en un certain nombre de parties, et par les points de division on lui mène des normales. Soit m (fig* i5) l'un des points de division; on porte sur la normale des longueurs égales m H, m G telles qjie le produit de GH par ds soit proportionnel à la charge appliquée à l'élément ds. On obtiendra ainsi pour le lieu des points G et H des arcs tels que KGD, LHF.
Cela posé, la quantité U' correspondant au point m sera mesurée par l'aire KGHL, comprise entre la normale à la clef et la normale en m. On formera le Tableau de ces valeurs pour tous les points de division m de la courbe.
Remplaçons, dans les expressions (/) de /Wq et /Wj, M' par sa valeur [g) ; posons
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et nous aurons
/w, = Mi «1 4- f*i .
Mettons ces valeurs dans les expressions de Q et L [formules (7) et (lo)]; nous obtiendrons
f*i — f*o - + 2flET ^- i? '
(II) ri^,,
La valeur de M est donnée par l'équation (4); remplaçons-y L par la valeur précédente, M' par sa valeur [g) y et il viendra
(12) M rir — M" -h Z"a7 4- Qz — Q -i — Î-"
En faisant x =0 dans cette dernière équation , on obtient, pour la valeur Mo du moment M dans la section normale à la clef,
Zi
En y faisant x == a, on retombe sur la valeur (11) du moment M, désignée par L dans la section normale aux naissances.
L'épure de Méry servira à déterminer les valeurs de M'', moment de l'aire KGHL par rapport au point O. Ce moment est égal à la somme des moments par rapport au même point des différentes parties de la pièce.
La même épure fournira les éléments des intégrales fioy [jLi qui entrent dans les expressions (11). A l'aide de ces
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éléments, on calculera les intégrales par la formule de Thomas Simpson, indiquée au n^ 49. Ces intégrales sont au nombre de cinq. Leurs moitiés, que Ton obtient en remplaçant la limite inférieure x = — a par a: = o, peuvent leur être substituées, conformément à Tobservation du n® 39. Conservons les mêmes lettres Zq^ z^, ... pour représenter ces moitiés, et nous aurons
Cds
Po-j^ — ï ^^'
pi= / — j — 2«^»
§ III. — Exemple de Tapplication de la méthode précédente.
Appliquons la méthode que nous venons d'indiquer à la voûte qui nous a déjà servi d'exemple dans le n® 50.
Les données qui serviront à tracer l'épure de Méry sont les suivantes :
Corde de l'arc d'intrados il' z=i i5i ,oo
Flèche de l'arc d'intrados f ::= 12 ,3o
Épaisseur de la voûte à la clef ie =1 2,00
Épaisseur de la voûte aux naissances ie' z=: 4»^®
Épaisseur proportionnelle à la charge à la clef. . . Eq = 2,3o Épaisseur proportionnelle à lacharge aux naissances Ej = 6,00
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Les opérations numériques effectuées dans le n« 50 seront remplacées en partie ici par des opérations graphiques. Traçons sur l'épure {fig* 12), à l'échelle de o, oo5 = 2^, les courbes d'intrados, d'extrados et de fibre moyenne. Ces courbes sont ici des arcs de cercle, mais pourraient avoir une forme quelconque, anse de panier, ellipse, etc., sans qu'il y eût rien de changé dans la méthode. Traçons ensuite la courbe limitant les épaisseurs proportionnelles aux charges; soit AB cette courbe. Menons aux points ii^Z^ ^j 5 eX.6 AeXdi fibre moyenne les normales dont les angles avec la verticale croissent de 3^ en 3°. Nous adoptons cette division, qui nous a déjà servi dans l'application du n° 50 et qui correspond à des valeurs de la variable s, qui est la longueur de l'arc, croissant en progression arithmétique, ainsi que l'exige l'application de la formule de Thomas Simpson. Si la fibre moyenne n'était pas un arc de cercle, il faudrait donc partager la courbe en arcs de longueur constante, en sorte que les angles des normales aux points de division avec la verticale croîtraient de quantités inégales . Mesurons les longueurs des normales comprises entre l'arc d'intrados et la courbe AB, et inscrivons-les dans la deuxième colonne du Tableau cî-après. Dans ce Tableau, les nombres de la colonne 6 doivent être multipliés par io4oo pour représenter des kilogrammes. Ce nombre est le produit de la largeur du pont L'= 4™>oo psir 1^ poids 7r= 2600^^ du mètre cube de maçonnerie. Le dernier nombre de la colonne 6, qui représente le poids II = ZJ^ de la moitié delà construction,
est
Les nombres de la colonne 7 sont les bras de levier y des poids AZ'' mesurés sur l'épure.
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La valeur de Q déduite des valeurs de pto> j^o -^o» ^o ^2 obtenues à Taide du Tableau doit être multipliée par le même facteur 10400, pour exprimer des kilogrammes; cette valeur est
' Nous avions trouvé, pour la partie principale de la poussée, la seule qui entre dans la valeur précédente,
Qi=— 7732510^».
Ainsi la nouvelle méthode donne un résultat très-peu différent de celui que donne la première.
Calcul de L.
L = - M« — P« -4- Q/+ Mo,
Mq. ii5,6
— Ma — P«= le derniernombre delà col. 22. 9082
et, en multipliant par io4oo,
L = 63i4ooo^*«».
Nous avions trouvé pour L (§ III du n** 50)
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Le nouveau résultat en diffère assez sensiblement ; mais
il a été obtenu avec la valeur principale de Q, et nous
avions effectué les calculs du n° 50 avec la valeur complète
de Q. Du reste, une différence semblable dans la valeur
de L n'a pas une grande importance pour les valeurs de R,
ainsi qu'on le reconnaît aisément dans le cas actuel ( * ) .
La valeur Mo du moment M à la clef est, en kilogram-
mètres,
Mo = 1 202 ooo^«"*.
Les valeurs de la composante normale X sont données par la première équation (a), page 147. Nous les déterminerons graphiquement par le procédé suivant. Traçons à réchelle de \ millimètre pour une unité une horizontale AB {Jig. i3), égale à Q = 748. Élevons à l'extrémité B une perpendiculaire BG à cette droite, égale à P = 285,7. Portons sur cette perpendiculaire des longueurs Bi,-B2, B3, . . . , B6 égales aux valeurs de 7/' inscrites dans la colonne 6 du Tableau suivant. Les projections des longueurs Ai, A2, A3, . . ., A6, AC sur les directions des tangentes à la fibre moyenne aux divers points de division de cette courbe seront les valeurs cherchées de X. Pour effectuer ces projections, menons par un point quelconque D le faisceau des parallèles aux tangentes. Menons par le point A des perpendiculaires à ces droites, et par chacun des points de division de BC abaissons une perpendiculaire sur la parallèle portant le même numéro que ce point de division. Une restera plus qu'à mesurer sur chaque droite du faisceau D les distances des pieds des deux perpendiculaires qui lui ont été menées.
Les valeurs numériques ainsi obtenues pour X sont in-
(*) 11 n'en est pas toujours de même. Foir les n^'GO et suÎYants.
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scrites dans la colonne 27 du Tableau. Celles de M données par la formule (12) sont inscrites dans la colonne 29 : ce sont les différences des nombres des colonnes 22 et 28, augmentées de la quantité constante Mq = i i5,6. Les colonnes suivantes renferment les calculs relatifs à la détermination de w et R. Les valeurs de cette dernière quantité qui correspondent à Tintrados sont inscrites dans la colonne 35, et celles qui correspondent à Textrados dans la colonne 36. Ces valeurs doivent être multipliées par deux coeflicients pour représenter des kilogrammes. L'un de ces coefficients est le nombre 10400, par lequel doivent être multipliées les valeurs de X (colonne 17) pour exprimer des kilogrammes, et l'autre est la quantité 2L', par laquelle il faut multiplier la demi-épaisseur de voûte epour obtenir Taire Q de la section normale. Ce dernier coefficient doit être pris comme diviseur, en sorte que le coef- . ficient définitif des colonnes 35 et 36 doit être
io4oo io4oo
Enfin, en prenant un coefficient dix mille fois moindre, c'est-à-dire o, 1 3, les produits obtenus représenteront des pressions ou tractions par centimètre carré. Ces produits sont inscrits dans les colonnes 37 et 38.
La construction de la courbe des pressions, effectuée par la méthode exclusivement graphique de Méry, n'a d'autre but que de déterminer les distances w de la courbe au centre de chaque section. Or, il est plus exact de déterminer ces quantités par la formule w = — — > car, à moins
de tracer l'épure à une très-grande échelle, l'épaisseur de la voûte est toujours représentée par une petite longueur; or il est évident que plus cette longueur est petite, plus sont
USAGE DE l'épure DE MÊET. iSg
importantes ' les erreurs matérielles des opérations graphiques dans le tracé de la courbe des pressions. Les
valeurs delà quantité w = — y ^® calculent d'autant plus
rapidement que celles de M n'exigent que le calcul des produits Qz (colonne 28), car M^, est une constante et la quantité 7/'x — M'^a été calculée pour servir à la détermination de Q. Quant aux valeurs de X, elles ont été déterminées graphiquement, comme nous l'avons indiqué plus haut.
Il convient de remarquer que les valeurs des coordonnées X et z^ qui entrent dans les calculs du Tableau, sont généralement connues a priori sans qu'il soit nécessaire de les relever sur l'épure, car, pour tracer avec précision la courbe de fibre moyenne, surtout à une grande échelle, on déterminera le plus souvent la position exacte d'un certain nombre de ses points par le calcul de leurs coordonnées.
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RÉSISTANCE DES ARCS MÉTALLIQUES
ARTICLE I
DÉTERMINATION DE LA NOUVELLE rORME DE LA FIBRE MOYENNE ET INFLUENCE DE LA TEMPÉRATURE.
53. Les arcs métalliques qui entrent dans la construction des ponts sont des pièces prismatiques conformes à la définition du n° 1 de cet Ouvrage et remplissant les conditions de symétrie indiquées dans le n*' 25, leur fibre moyenne pouvant avoir d'ailleurs une forme quelconque.
Ces arcs sont des assemblages de ferronnerie avec boulons et rivets, qui permettent à l'arc de se comporter à peu près comme une pièce unique de matière homogène. Les piles ou culées, supposées inébranlables, reçoivent la retombée des extrémités de l'arc par l'intermédiaire de plaques d'appui scellées dans la maçonnerie et assemblées avec les sections extrêmes. Des cales d'acier interposées entre l'arc et les plaques servent à régler la construction pendant la pose de ses différentes parties.
Le problème relatif à la détermination des efforts de pression ou de traction développés dans le métal par l'application de forces extérieures est identique à celui qui a été traité pour les voûtes dans les Chapitres précédents ; seulement, pour les métaux, le coefficient d'élasticité et le
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coefficient de dilatation étant des nombres connus, on pourra traiter ici deux questions dont la solution ne peut être obtenue pour les voûtes dans l'état imparfait de nos connaissances sur la valeur des deux coefficients dont il s'agit, applicable aux matériaux employés dans leur construction. La première est relative à la détermination des valeurs des variations $,v et âz des coordonnées de la courbe de la fibre moyenne en fonction de l'une des coordonnées a: et ^ ou de toute autre variable indépendante liée à celles-là, ce qui fera connaître la nouvelle forme que prend la fibre moyenne par suite de l'application des forces extérieures. La seconde question est relative à l'influence qu'une variation de température exerce tant sur les efibrts de pression ou traction qui se produisent dans la pièce que sur la forme de sa fibre moyenne.
Ces nouvelles questions sont importantes, parce que, leurs résultats étant susceptibles d'être assez facilement contrôlés par l'observation expérimentale, elles fournissent un moyen de reconnaître jusqu'à quel point les conditions de la pratique sont bien conformes aux hypothèses de la théorie.
54. Détermination de la nouvelle forme de la fibre moyenne, — Pour résoudre cette première question, il faut déterminer les valeurs de ix et dz, qui entrent par leurs difi*érentielles dans les équations (2) du n® 2S.
Prenons le même système de coordonnées que dans le n® 52. Intégrons la première équation depuis le point A jusqu'au point m {fig* i5), c'est-à-dire depuis x= — a jusqu'à a: = jc ; nous aurons, dq étant nul au point A,
[d) ^q=f ^ds.
l66 CHAPITRE V. — ARCS MÉTALLIQUES
Mettons cette valeur dans les deux autres équations, et
nous aurons
d&jc = — tlz I — as,
Intégrons ces deux équations depuis x= — a jusqu'à x = X ; nous aurons, en remarquant que Sx et $z sont nuls à Textrémité A,
$z= I $qdxz= I dx l -- ds.
Les deux intégrales doubles qui précèdent peuvent être remplacées par des intégrales simples au moyen de l'intégration par parties, qui donne
La valeur du moment M est donnée par l'équation (12) du n° 52, savoir
{a) M=Z"j; — lVr-4-Qz-+-Mo.
La quantité Mo, mise à la place des deux derniers termes, est la valeur du moment M à la clef. On arriverait au même résultat par la démonstration suivante.
La partie Om de la pièce (j^g". i5) est en équilibre sous
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raclion ; i° de la résultante verticale T^ des forces appliquées entre O et m; 2® des forces appliquées dans la section KL à la clef, qui se composent dans le couple Mo et dans une résultante égale et parallèle à Q, appliquée au centre O de la section et dirigée de gauche à droite, 3° des forces appliquées à là section GH, qui se composent dans le couple M et dans une résultante appliquée au centre m de la section dont la composante parallèle à l'axe des x est égale à Q et dirigée de droite à gauche, et la composante parallèle à Taxe des z est égale à Tl^ et dirigée de bas en haut. Les deux équations de l'équilibre dites de translation sont évidemment satisfaites par ces forces. Formons la troisième équation dite de rotation ou des moments^ en prenant les moments par rapport au point O.
Le moment de la résultante verticale V par rapport à ce point est égal à M''; celui de la résultante appliquée au point m est — Tl^ x — Qz. Faisons la somme de ces moments et remarquons que, M désignant le moment d'un couple appliqué à la partie de la pièce située à gauche d'une section normale et provenant de l'action de la partie de la pièce située à droite de cette section , le moment du couple Mo doit être pris avec le signe — , puisqu'il est appliqué à la partie Om de la pièce située à droite de la section KL et qu'il provient de la réaction de la partie située à gauche ; l'équation des moments sera
— Mo -I- M + W—TJ'x - Qs r= o,
qui est identique à la précédente.
Les deux valeurs de M correspondant à deux points symétriques sont égales. En effet, soient m! {jig* 1 5) le point symétrique du point m, H' G' la section symétrique de la section GH. Le moment M relatif à la section HG provient de l'action delà partie GHFD sur la partie GHH'G' et est
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appliqué à cette dernière partie. Le moment M' relatif à la section G'H' provient de l'action de la partie GHH'G' et est appliqué sur la partie G'H'EC. Réciproquement, la partie G'H'EC exerce sur la partie GHH'G' une action qui produit un couple égal et contraire appliqué à cette partie. Ainsi la partie GHH'G' est sollicitée par deux couples M et — M'. Elle est sollicitée, en outre, par des forces symétriques par rapport à la verticale Oz^ dont la résultante est située sur cette verticale, et, la partie GHH'G' étant en équilibre sous l'action de cette résultante et des deux couples M et — M', il faut que cette résultante soit nulle et que M' soit égal à M. On arriverait à la même conclusion en remarquant que, en vertu de la symétrie, la partie centrale reçoit de la part des deux parties extrêmes deux actions symétriques ; donc le moment M provenant de la partie droite est égal et contraire au moment provenant de la partie gauche ; mais ce dernier est égal et contraire au moment M' provenant réciproquement de l'action de la partie centrale sur la partie gauche. Donc M = M'.
Nous allons examiner si la formule {a) conduit au même résultat. Dans cette formule, M'' est le moment par rapport au point O de la résultante V appliquée à la partie de la pièce comprise entre l'origine O et le point m. En désignant par y le bras de levier de cette résultante, qui n'est autre que l'abscisse de son point d'application, on a donc
d'où l'équation (a) devient
La quantité y est négative* à gauche du point O. La quantité Z", somme des charges réparties depuis le point O jusqu'au point /w, doit être considérée aussi comme négative
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lorsque le point m est à gauche du point O. En effet, le moment M' par rapport au point m de la résultante Z' appliquée à 7nB est égal au moment de cette résultante par rapport au point O diminué du produit Tj'x\ mais Z' est la différence de la résultante H appliquée à OB et de la résultante TL" : donc son moment par rapport à O situé du même côté par rapport aux deux forces H et TJ' est égal au moment M^ de la résultante H, moins le moment M'' de la résultante U' par rapport au même point. On a donc
Cherchons ce que devient la valeur de M' pour le point w' symétrique de m. Elle est égale au moment par rapport km' àe la résultante Z' appliquée à m'B. Or ce moment est égal à celui de la même résultante par rapport au point O augmenté du produit Z'x, la lettre x désignant dans ce produit l'abscisse du point m et non celle du point m'; mais la résultante Z' est la somme de la résultante II et de la résultante Z'' appliquée à Om' : donc son moment par rapport au point O situé entre les forces II et Z" est égal encore à la différence M1^ — M" des moments de H et Z''. On a donc
Cette expression sera identique à la précédente si l'on met à la place de x, abscisse du point w, l'abscisse — x du point m\ à la condition de changer le signe de Z''. Ainsi, en considérant les valeurs de Z'' comme négatives lorsque le point m sera situé à gauche du point O, toutes les valeurs de M', dans toute l'étendue de la pièce, seront représentées par la formule (c). De même, toutes les valeurs de M seront représentées par l'équation ( J), que l'on obtient par la substitution de la valeur (c) de M', sous la même condition de signe pour la quantité Z''. Il résulte de cette condition que
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les deux valeurs de M données par l'équation [b) pour deux points symétriques sont égales, car les deux facteurs du produit {jc — y) Z'' changent tous les deux de signe sans changer de valeur quand on remplace x par — .r , et les deux derniers termes ne changent pas.
55. Comparaison des valeurs de dq^ âx et âz pour deux points symétriques. — i ° Les valeurs de $q données par l'équation (rf) sont égales et de signes contraires pour deux points symétriques, en sorte que l'on a
f./è''='-f_„ri''-
En effet, âq étant nul à l'extrémité B, on a
c'est-à-dire
J Ël'''+J m''^J Ëi''*=*^-
La première et la troisième intégrale sont égales comme composées d'éléments égaux disposés seulement en ordre inverse, car les valeurs de I sont les mêmes pour deux points symétriques, et nous venons de démontrer qu'il en est de même pour M. On a donc
Ajoutons de part et d'autre 1 pî^-^î ^^ nous aurons
^ — a ^ — X ^ -~ti ^ — a
ce qu'il s'agissait de démontrer.
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2° Les valeurs de Sx données par l'équation {e) sont égales et de signes contraires quand on change x en^^x. En effet, le premier ternie z$q change de signe sans changer de valeur^ 6t je dis qu'il en est de même du second, c'est-à-dire que l'on a
Il suffit de remarquer pour cela que l'on a
"Uz
puisque Sx est nul à l'extrémité B, et la démonstration se terminerait comme dans le cas précédent.
On conclut de là que â(/ et dx sont nuls au sommet, car l'équation (g) donne pour x = o, en appelant d(/o la valeur inconnue de $q au sommet,
d'où résulte
On démontrerait de même que
3° Les valeurs de $z données par l'équation [f) sont égales et de même signe pour deux points symétriques.
En effet, le premier terme xSq ne change pas, puisque ses deux facteurs changent de signe sans changer de valeur, et je dis que le second ne change pas quand on
remplace x par — x. En effet, l'intégrale i -^ ds est
égale à zéro comme composée d'éléments égaux deux à deux
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et de signes contraires ; donc l'intégrale I — - ds est évidemment égale à I -^ ds.
Ainsi y les formules qui donnent les valeurs de dq, dx el âz conduisent bien aux résultats de symétrie qu'elles doivent nécessairement donner pour les valeurs dont il s'agit. Les deux moitiés de la courbe dont la fibre moyenne affecte la forme dans le second état d'équilibre étant symétriques, il suffira donc de considérer les valeurs des variations correspondant aux points de l'une des moitiés, OB par exemple. Prenant pour première limite des intégrales j: = o et remarquant qu'à cette limite on a âqo = o, $Xo == o, $Zq = dfj ^J désignant la variation de l'ordonnée z au sommet, il vient
Eî''^'
Sz=:^/^X$rj-^j['^ds.
La quantité dz étant nulle à l'extrémité B, le second membre de cette dernière équation doit s'annuler pour x = a; mais $q s'annule aussi pour cette valeur de x : donc on a
équation qui fait connaître la valeur de l'inconnue $f,
56. Influence d'une variation de température, — Si la température de Tare métallique n'est pas la même dans le
DE FORME QUELCONQUE. I
second état d'équilibre que dans le premier, en désignant par T le produit du coefficient de dilatation par le nombre de degrés dont la température a varié, on obtiendra la variation de Q à l'aide de la première équation (i i) du n** 52, dans laquelle on fera pi = o, |^o = o. En effet, d'après le principe du n® 17, pour trouver l'effet produit par une seule des causes qui agissent simultanément sur la pièce, il faut supposer qu'elle agisse isolément. Il faut donc supposer ici que les forces sont égales à zéro: on aura donc Z^'= o, M''= o, et par suite f/o = o, /x, = o. La variation de Q, que nous désignerons par la même lettre, sera donc
Lorsqu'on aura calculé cette quantité, on en déduira celle de L donnée par la seconde équation (n), qui sera
L = Q/+Mo,
Mo, valeur du moment M à la clef, étant donné par la formule
N Mo=-Q^
La valeur de M donnée par l'équation (12) sera simplement (3) M = Q2-+-Mo,
et celle de X donnée par la première équation (a) du même numéro,
On ajoutera ces variations aux quantités M et X déjà
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trouvées, et l'on terminera la solution du problème par la détermination des nouvelles valeurs de (v et R données par les équations
57. application à une pièce en arc de cercle de section constante. — Lorsque la fibre moyenne est un arc de cercle, nous avons vu dans le n° 36 que la valeur de M était exprimée par une formule (33) que Ton peut écrire
M = — rk'm^ -4- rB' m^ -+- /Dmi -4- Mq
[voir la formule (i), § IV, du n° 50, et les trois premières formules (i) du n" 41, dans lesquelles a serait remplacé par 0)]. Dans cette formule. M© est une constante, et les quantités m^, ma, m4 sont des fonctions déco, coordonnée d'un point quelconque màe l'arc de fibre moyenne. Remplaçons, dans l'équation [h) du n® 55, M par la valeur précédente, x et ds par leurs valeurs en fonction de r et w, savoir x = rsinco, ds = rrfw; posons
1 /7I3 sin w d^i z=: 772- ,
J/W4 sin w r/w == Wg , u
EN ARC DE CERCLE DE SECTION CONSTANTE
et nous aurons
, , .^ r^M r^B' /«D r'Mo
Les quantités m^ et m^ sont déjà connues [voir la première équation (i) du n° 41 et l'équation (c) du n' 42]. Leurs valeurs numériques sont contenues dans la Table IL Les deux autres quantités m^ et We seront données par les formules suivantes :
. , a* a sin loL ,
m^=:~- — —H y !2cosa +f cosQia,
^ , 0) sin 2a,, , cos 3 «
Wg = — f^ y h -g- COSa — l cos 2 « j— »
ou, en les développant suivant les puissances croissantes de Tare a,
3°— II ^ A K^ [y — II
3^ «« /3 ^ — II A a»
L'angle a est ordinairement assez petit pour que les deux premiers termes de ces développements en représentent assez exactement la valeur.
58. Cas d* une pièce quelconque, — Lorsque l'arc métallique se trouvera dans le cas traité au Chapitre IV, on effectuera les intégrations des équations [g) et [h) par la formule de Thomas Simpson. Les calculs seront d'ailleurs très-courts, puisque l'on aura déjà déterminé les valeurs de M correspondant à plusieurs points de la fibre moyenne, afin d'obtenir les valeurs de w et R.
so
Oi
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ARTICLE II
APPLICATIONS irUMÉRIQUES.
59. Exemple de l'application des Tables à un arc métallique en arc de cercle de section constante, — Prenons pour exemple un arc en fonte du pont à Taide
duquel le chemin de fer de Tarascon à Cette franchit le Rhône près de son point de départ. L'intrados de cet arc a la forme d'un arc de cercle dont la corde 2/ est égale à 59^,446, et la flèche /est égale à 4",9.02. La section constante de cet arc est indiquée sur la figure ci-contre.
Les charges appliquées à la pièce consistent dans un poids 11= io5ooo''s réparti uniformément sur la longueur de la corde et dans un autre poids égal réparti uniformément sur la longueur de l'arc. Cette loi de répartition est la même, an signe près du coefficient B', que celle que nous avons considérée dans le Chapitre III, en sorte que la résultante Tj" des charges appliquées entre le sommet O et un point quelconque de la fibre moyenne est exprimée en fonction de la coordonnée w, et, en supprimant les accents, par la formule
2i" -=. Aw — B(w — sinu],
qui ne diffère de la formule (i5) du n" 3o que par le changement de signe du second coefficient.
En efiet, le poids réparti sur la corde donne, entre le
point O et le point m, une résultante éeale à II : — ?
^ r 7 o 2rsma
*..i.js
EN ABC DB CERCLE DE SECTION CONSTANTE
et le poids réparti sur l'arc une résultante éfirale à H ; — •
^ ^ ° 2rsina
La somme TJ' de ces deux résultantes est donc
»«/ w sinw .
2« 2sma
et les deux formules précédentes deviennent identiques en posant
2 \a sma/ 2 sma
Calcul de r et a.
tanga = — •
log/ 0,69087
log/ I 47^09
log tang- 1 ,21728
sma
logsina i ,60673
log/ ^47309
lOff -: I ,06636
^ sma ^
sma ^ ^'
Pzr: — n — loSoOO*^'
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Calcul des coefficients A et B, a 0,32696
lA 3o 270 000^'*°
rB i5 270 ooo*"»'"
Calcul de Q [formule [a) du n° 41].
Qr= — A4-(7iA-4-7îB.
Pour i8% ^1 (Table III) o,oi4io
Pour 44' (Il ou 0,733), A^i 119
qi ... 0,01629
<7iA 4955^8»^
Pour 18°, çTj o ,00688
Pour 44S 0,733 Ary2 56
Calcul des moments L et Mq aux naissances et à la clef,
Mo = — /i /-D -4- /2/A -h UrB,
D = Qh-A,
L = /WjrD — m^rA — m^rB 4- Mq.
rD 576000
kgin
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Pour i8% il (Table IV) o,oi635
Pour 4V, 0,733 A/i i36
/j rD 1020^«™
Pour 18°, /j. .. 0,0001616
Pour 44'i o , 733 A/j ^85
/,rA 5754''«"»
Pour 18", /a 0,0000793
Pour 44', o,733A/3 i38
/grB 1422^**"
Mo 6i56^«"
Pour 18°, Wi 0,04894
Pour 44'» o, 733 A/Wj 406
/72j o , o53oo
m^rB 3o520^««»
Pour i8% //23 o ,000806
Pour 44', o,733Aw3 ^4^
m^rA 28700^«"»
Pour 18", /W4 0,000391
Pour 44', o,733A/W4 69
r4rB 7024"^^
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Calcul de X, M, w et Vi.
X = Q cos w — Z^sinuy M = wij rD — /Tij r A — m^ rB -4- M©,
^ X / MfpX
(Foir le §IVdu n*» 50.)
l" À LÀ CLEF.
Calcul de Taire Q. et du moment d'inertie I, ainsi que du rayon
de gyration dont le carré est p' = - •
Ait
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Calcul des pressions ou tractions normales par unité de surface de
la section no/ maie.
A LA CLEF
— — 2 2a5ooo^s
Q wo/i .
Rj) — 2347000^»
RJ — 2 io3ooo^«
2^ AUX NAI8SAKCES.
Xa = Q cos« — n sîna.
Q cosa — 3o 1 020^6
sina. G, 3212
n sina . 33726'''
«'a = — ;rp- =0,002843
et " o'
Sgoo""*
Ri -- 2860900^*
RJ — 2323100*^»
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En prenant pour unité de surface le millimètre carré, les pressions qui se produisent à la clef et aux naissances, tant à l'intrados qu'à l'extrados, sont exprimées par les nombres suivants :
Ri = 2,35, R; = a,io, Ri = 2,36,
Ri = 2,32.
60. Valeur complète de la poussée dans les arcs sur^ baissés. — Dans les arcs métalliques surbaissés : i" la composante X, normale à chaque section normale, est à peu près constante et égale à la poussée horizontale Q, qui estla valeur de cette composante à la clef 5 2° la composante parallèle Z est petite par rapport à X et peut être négligée.
En effet, X et Z sont les projections sur la tangente et la normale à la fibre moyenne de la résultante appliquée à la section normale que l'on considère. Les projections de cette résultante sur l'axe horizontal des x et l'axe vertical des z sont Q et — Z", car ces projections sont égales à X cos Cl) — Z sin ci) e t X sin c») + Z cos o) , et, en remplaçant X et Z par leurs valeurs (Sa) du n° 36, elles se réduisent à Q et — Tj". Dans la^g-. i3 de l'épure de Méry, les droites AB, Ai, A2, • . . représentent les directions de la résultante des forces — Q et + TJ', qui est égale et contraire à la précédente. Les droites Di, D2, ... représentent la direction* des normales aux diverses sections normales aux points A, I, 2, ... de la fibre moyenne, et l'on voit que chacune des droites du faisceau A fait un angle très-petit avec la droite correspondante du faisceau D.
Reportons-nous à l'équation (B) du n** 52, Chapitre IV, déduite de la deuxième équation (i) du n** 25, Chapitre IL
FORMULES COMPLÈTES. l83
Par suite de Thypothèse X = Q, Z = o, elle se réduit
=C{^'^^')'^='^Ly-^^"^''
et les quantités désirées par les lettres m et n sont, page i48,
L'équation (rf), donnant la valeur de la poussée, est alors
Wj — Wo h iat,7
— i — Zj — m
La valeur de L, donnée par l'équation (lo), ne subit aucun changement, puisqu'elle ne renferme pas la quantité ^2« Les équations (ii) et (12) (§11 du Chapitre IV), qui donnent les valeurs de Q, L et M, seront donc
Pi — Po *" ^^Et
fo
(2) l = -m';-p«+q/-qJ-^, "
(3) M =- M"-f ZV + Q3— QÎ2 - ^.
Zq Zo
Dans le cas d'une pièce à fibre moyenne parabolique et
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de section constante, la valeur de Q, donnée par Téquatîon (i)y est
Cette valeur est un peu différente de la valeur (c), page i5i, puisque le rapport des deux termes i et ■'^^j
c'est-à-dire la quantité -^-r^^ est égal à o,o44> ainsi que
nous l'avons vu page i5o. Nous avons vu aussi, p. i5i, que le moment M était constamment nul dans une pièce parabolique et de section constante, lorsqu'on faisait abstraction des termes complémentaires des équations (i) du n^ 25. Il n'en est plus de même quand on introduit dans les équations (2) et (3) qui précèdent la valeur complète de Q. On trouve alors
ou, à cause de la petitesse de j-^ »
et, pour la valeur de M,
qui pour x = a donne M = y-^ Ha = L, ainsi que cela
FORMULES COUPLÈTES. l85
doit être, et poura:=o donne, pour la valeur Mo du moment M à la clef,
Ces valeurs de Mo et L donnent , pour les distances tv©, %\^a de la courbe des pressions aux centres des sections à la clef et aux naissances,
Dans le cas d'une section rectangulaire, d'une hauteur
I e* égale à 2 e, on a jC^ = - = -— et les valeurs précédentes de-
viennent
61. Revenons maintenant aux formules (g^) du Chapitre V, relatives au changement de forme de la fibre moyennç, qui ont été déduites des équations' ( '2 ) du n° 25. En complétant ces équations par l'addition aux seconds
membres des termes l-^ -hz]dx pour la seconde, et
I ~- -+- T j rfz pour la troisième, puis reprenant les calculs
et les raisonnements des n*** 54 et 55, on obtient trois équations qui ne diffèrent des équations (g^), p. 172, que par l'addition aux seconds membres des quantités / ( :p— -f- ? j dx
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pour la seconde, et I ( ^ "*- "^ )^^ P^^^ ^^ troisième, sa-
voir :
Faisons x = a dans la troisième de ces équations, et remarquons que 5c et iq sont nuls pour cette valeur de Xy qui correspond au point B ; cette équation donnera alors pour la valeur de Finconnue î/*, variation de la flèche ou de l'ordonnée du sommet de Tare,
Cette valeur diffère de la valeur donnée parTéquation (A),
Jf " dz ' zfy dont le premier
terme est positif , puisque Q est négatif, et le second terme est négatif pour une augmentation et positif pour une diminution de température.
Dans le cas d'une pièce en arc de cercle et de section constante, il faut donc ajouter à la formule (a) du n° 57
la quantité — r ( i — cosa ) ( ^ 4- t ) ; elle devient ainsi la
lettre Wo désignant la quantité i — cosa, le signe de B'
FORMULES COMPLÈTES
étant changé et les accents de A' et B' supprimés (n° 59) :
(6) ^/= gj(Mo/Wi -f- rD/Wj — rA/Wg — rB/Wg) Ëa "" '''"*'^*
Dans le cas d'une pièce à fibre moyenne parabolique et de section constante, il faut introduire la valeur (3) de M, p. 184, dans l'équation (5) ci-dessus, et elle donne
Les arcs circulaires dont l'angle au centre est d'un petit nombre de degrés diffèrent très-peu d'un arc de parabole; on pourra donc leur appliquer la formule (7). Mettons-y les données numériques relatives à l'arc du pont de Tarascon, savoir :
/= 4^902, az= o",i428, n = io55oo, Q = - 317870,
et nous obtiendrons
la valeur de âf^ due à l'action des forces extérieures et sans changement de température, est
Cette valeur diffère peu de celle qui a été obtenue expé-
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rimentalement par MM. Desplace et Collet-Meygret, savoir if=^ 0,0600.
62. Dans le même cas d^une pièce parabolique et de section constante, la partie de la valeur de Q relative au changement de température, donnée par Téquation (i) du n® 56, complétée par l'addition de — m au dénominateur, est [voir 2® formule (e), p. i5o, et la valeur de /?, p. i48.]
D'autre part, les équations (2) et (3), p. 173, donnent ( voir les valeurs de z© et Z| , p. i5o )
d'où
"Ma: , fl/»Q
^» tf *■ ■ ■ - .
El *= nïî'
et la valeur de ^fy donnée par l'équation (5), est
En y mettant les données relatives au pont de Tarascon, la valeur de t pour 1° C. de température étant égale au coefficient de dilatation de la fonte, savoir
DE SECTION CONSTANTE
MM. Desplace et CoUet-Meygret ont obtenu expérimentalement. Le premier terme de l'équation ( 5 ) est environ la deux-cent-quarante-cinquième partie et le second, rf, la trentième partie de la valeur totale du second membre, qui se trouve ainsi représentée d'une manière assez approchée par son troisième terme seul.
63. Appliquons maintenant la formule (6), relative aux arcs circulaires et de section constante, à l'arc métallique du pont de Tarascon. La valeur principale de Q, calculée au n*» 59, doit être remplacée par la valeur complète donnée par l'équation (B), p.i83, laquelle est égale à la valeur principale divisée par i H • La différence qui en résulte
pour la valeur deQ influe sur la quantité représentée parD dans les valeurs de L et M d'une manière très-importante, et il n'est pas permis de la négliger dans la détermination de dfy qui dépend à peu près exclusivement de la valeur
de M. Dans l'arc du pont de Tarascon, le rapport
est égal à o, i345, et la valeur complète de Q est, par
suite,
et celle de D
nous avions trouvé, au n° 59, D = 6170*^^.
Désignons par A la différence 38570*^^ de ces deux valeurs ; le moment M© à la clef, trouvé égal à — 3o24^^" au n° 59, devra être corrigé de la quantité
— /i rA = — /, 3602000 = — 63800^»"* ;
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on aura donc
Mo = — 66824»^«"'.
La distance Wq = j^ de la courbe des pressions au
centre de la section normale à la clef devient alors
au lieu de — 0,0095, trouvé au n® S9. On voit par là Timpor tance de la quantité complémentaire m pour la valeur du moment M, et par suite pour la position de la courbe des pressions.
Avant de passer au calcul de Sfk l'aide de la formule (6), nous allons chercher les modifications produites dans les autres quantités L, X., w^, Rj,, R^, R« et R^, calculées au n** 59, par la substitution de la valeur complète de Q à la valeur principale.
nii — Il 0,03529
(/Wi — II) ri 127200
Xa= Qcosa — nsina.
Q cosa — 264500
n sin a 33 726
Xa — 298226
Les formules (c) du n® 60, relatives à un arc parabolique, donnent
Ces valeurs diffèrent très-peu des précédentes, ainsi que
DE SECTION CONSTANTE. igi
cela doit être, puisque, l'arc de Tarascon étant très-surbaissé, il difTère très-peu d'un arc de parabole.
— — I gSSooo
Tf -0,6773
— - — I 323ooo
if il
RJ —8278000
Ri — 4633O0O
RJ 4^7 00^
et en prenant pour unité de surface le millimètre carré,
Rj, — o,632
Ri -4,633
Rï 4-0,457
Calcul de ^fpar la formule (6) €/« n° 61.
y= ^(Momi4-rD/Wj — rA/Wg- rB/Wg) ^ — ttiîjT.
^ 144 4^320 ( Foir la fin du n° 57. )
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/»(...; o,ooooo8i3
E, coefficient d'élasticité longitudinale de la fonte . 6x10®
El 256800000
Mo — 66824
/Wj Mo — 3540
Pour 18", m^ (Table II) 0,00120
Pour 44'> 0,733 A /Wj 21
m2 o,ooi4i
rD. 4 * 78000
/WjrD 58g6
/Wg/'A 5o4t4
m^rB, 1 24 > 2
=rï X 1727 o,o586
* Eli '
Ce résultat se rapproche plus que le précédent, relatif à Tare parabolique , de celui qui a été obtenu par MM. Desplace et CoUet-Meygret sur Parc circulaire de Tarascon. [p^oir la fin du n° 61.)
64. ^/'c de section uariable. — Prenons pour exemple un arc métallique du pont d'Arcole, construit sur la Seine â Paris, par M. Oudry. Nous empruntons les données qui le concernent aux Noui^elles annales de la construction de M. Oppermann, année i855. Ce pont est construit en fer laminé. Son ouverture est de 80"", et sa largour entre
garde-corps de 20™. Il se compose de douze fermes en fer, dont rintrados est cintré suivant un arc de cercle de 80™ de corde et de 6", 12 de flèche. Dix fermes intermédiaires sont distantes de i™,333 d'axe en axe. Les deux autres fermes, formant les têtes du pont, sont placées à 3™,5o de distance des fermes voisines.
Chaque ferme est formée d'un arc et d'un longeron supérieur qui est ancré dans la maçonnerie des culées [voir \difig» 16 à l'échelle de o™,oi). Ces deux pièces sont reliées aussi bien que possible par un tympan, dont l'effet est d'assembler le tout en une seule pièce prismatique à section normale invariable.
La section d'un arc intermédiaire est une âme de o™,oio d'épaisseur, découpée suivant la courbure de l'arc et rivée à deux lames horizontales inférieure et supérieure par
quatre cours de cornières de ï"^' ^^ largeur des
tables est de o™,d3o, leur épaisseur de. o",028, et elles sont formées de deux feuilles de o°^,oi4 réunies par les rivets des cornières et par deux autres cours de rivets placés à o", 06 des bords.
La section à la clef a une hauteur de o",38o, et aux naissances cette hauteur est de i",3oo. La section des longerons est un T simple, formé d'une table horizontale de 3ooX i5 et une branche verticale de 3ooX 10, réu-
j j ., j 100 Xqo
mes par deux cours de cornières de ^7-=^ •
Le longeron est prolongé dans la culée où il est ancré et peut être tendu par un système de calage disposé à cet effet dans l'intérieur des maçonneries. Du côté de la clef, la branche verticale du longeron est prolongée jusqu'à l'arc et est rivée sur ce dernier au moyen de deux cornières. Le plan de la face supérieure de la table horizon-
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taie du longeron passe à o™,oi5 seulement au-dessus de l'extrados de l'arc à la clef. La section du longeron jusqu'à ce point ne pouvant avoir une hauteur supérieure à ce chiffre, on a formé ce prolongement d'une simple feuille de tôle de 65o x i5. La hauteur totale de la section de la ferme à la clef est, par suite, de o",395. Le poids total des fers et fontes du pont est de 1120 tonnes ou de yoo'^s par mètre carré. Le ballast et l'empierrement pèsent Soo^^^ et la charge d'épreuve est de ôoo''^ par mètre carré. Les fermes intermédiaires étant espacées de i"^,33, le poids appliqué par mètre courant de longueur horizontale est de 1 20o''6 pour la charge permanente e^ de doo''^ pour la charge d'épreuve. Le poids réparti par mètre courant de longueur horizontale va en croissant légèrement du milieu du pont aux extrémités, puisque le poids de l'arc et des tympans va lui-même en croissant entre les mêmes limites. Nous tiendrons compte de cet accroissement en supposant que la répartition de la charge est proportionnelle à la longueur de l'arc.
Traçons sur Isifig» 16 la courbe de fibre moyenne. Pour cela, coupons la ferme par un plan perpendiculaire à l'arc d'intrados aux naissances et cherchons le centre de gravité de la section ainsi obtenue. Ce point sera situé au-dessus de la courbe cherchée. En effet, soient AB {Jig-\ij) le plan normal à l'arc d'intrados CA, et M le point d'intersection de ce plan et de la courbe cherchée. Menons par le point M la normale FE à la courbe MN; le point M sera le centre de gravité de la section FE, ainsi que cela résulte de la définition de la courbe de fibre moyenne MN. Mais AM est plus petit que ME etMB plus grand que FM, et, comme les dimensions perpendiculaires au plan de la figure sont les mêmes dans les deux sections, qui ont toutes les deux la forme de double T surmonté d'un T simple, il est évident que le
moment de l'aire AM est plus petit que celui de l'aire ME et que le moment de l'aire MB est plus grand que celui de l'aire MF. Mais, M étant le centre de gravité de FE, le moment de l'aire ME est égal à celui de l'aire MF ; donc le moment de l'aire AM est plus petit que celui de l'aire MB, donc le centre de gravité de la section AB est entre le point M et le point B. Soit G ce point. Menons par le point G un plan vertical perpendiculaire au plan de la figure et cherchons le centre de gravité de Taire de la section de la ferme par ce plan. Ce centre de gravité G' sera situé audessous de la fibre moyenne MN, ainsi qu'on le reconnaît par un raisonnement semblable au précédent.
Or les deux points G et G', que Ton obtient en opérant ainsi dans le cas de la^g*. i6, sont presque confondus en un seul. On peut donc les considérer comme situés sur la fibre moyenne. Cherchons encore le centre de gravité de la section normale de la ferme à la clef, et nous aurons le sommet de la courbe de fibre moyenne. Or, si l'on fait passer par ce sommet un arc de cercle passant par le point déterminé précédemment aux naissances et tangent à une horizontale menée par ce sommet, on trouve que cet arc traverse les sections de la ferme qui lui sont perpendiculaires en des points très-voisins de leur centre de gravité, en sorte qu'on peut la considérer comme répondant d'une manière très-satisfaisante à la définition de la fibre moyenne d'une pièce prismatique. Cette courbe est désignée par les lettres ABC sur ^^Jîg- i6.
Partageons-la en six parties égales et inscrivons dans les colonnes 2 et 3 du Tableau ci-après les valeurs des coordonnées des points de division. Nous inscrirons ensuite dans les colonnes 4, 5 et 6 la hauteur de la section de la ferme, la hauteur de la section de l'arc seul et la distance de l'extrados de l'arc à la fibre moyenne ABC. Les co-
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lonnes 7 et 8 contiennent les valeurs de Taire £2 et du moment d'inertie I des sections normales de la ferme par rapport à la fibre moyenne. Dans les calculs des moments d'inertie, il faudra faire usage de la propriété suivante que nous rappelons ici.
Le moment d'inertie d'une surface ABCD {fig^ i8) par rapport à une droite EF ne passant pas par son centre de gravité est égal au produit de son aire par le carré de la distance de son centre de gravité G à cette droite, augmenté de son moment d'inertie par rapport à un axe IJ, mené par son centre de gravité parallèlement à la droite EF. Dans le cas d'un rectangle dont la base AB = b est parallèle à la droite EF dont la hauteur BC = A et dont le centre de gravité est placé à une distance r de la droite EF, on a, pour la valeur I de son moment d'inertie par rapport à la droite EF,
Toutes les «ections de la ferme pouvant être décomposées en rectangles situés comme celui de la fig. i8 par rapport à l'axe d'inertie, cette formule servira à calculer tous les moments d'inertie des sections normales de la ferme du pont d'Arcole. Il conviendra de tracer le croquis de chacune des sections et d'y inscrire toutes les cotes qui doivent entrer dans les calculs.
Pour tous les rectangles dont la hauteur est une épais-
seur de tôles, la hauteur h est petite et la quantité — négligeable devant r^. La colonne 9 représente les valeurs de la résultante TJ' correspondant à chaque point de division : c'est la résultante des forces appliquées à la pièce depuis le sommet jusqu'à la section normale en ce point. La colonne 10 contient les différences des valeurs de TJ'^ qui sont
constantes dans le cas actuel, puisque les charges sont réparties uniformément sur la longueur de Tare que nous avons divisé en parties égales.
La colonne 1 i contient les bras de levier des forces AZ^, Ce sont les distances des milieux des arcs partiels à la verticale du sommet ou autrement dit les abscisses de ces milieux. Les produits de AZ'' par ces bras de levier sont les différences AM'' des valeurs de M'', moment de la résultante 7f par rapport au sommet de Tare ou de l'origine des coordonnées. Les colonnes suivantes jusqu'à la colonne 26 contiennent les valeurs nécessaires pour déterminer les nombres Zo, ^o '^2> i^oi f*< et m, qui entrent dans l'expression de la poussée Q, formule (i) du n° 60, ainsi que dans celle du moment Mo à la clef, formule (A) du n° 52, p. i53. On trouve ainsi
Q=: — 281 200^', Mo=: — 22900^8*".
Calcul de l'effort normal à la clef.
Les deux valeurs qui précèdent permettent d'obtenir la
valeur de w = ?r ^^ celle de l'effort n*brmal R, tant à
l'intrados qu'à l'extrados, donné par la formule
On obtient ainsi ♦
ivz=. — 0,081 44*
^ Les valeurs de ^, désignées par vi à l'intrados et Ve à l'ex-
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trados, sont:
Pi , 2lS
et l'on obtient
p'^Ti 0,02795
*Ri — i8i5ooo^«
-F o>4oo
RJ — 8060000"
Calcul de V effort normal aux naissances,
X = Q cosa — n sin a. '
I — cosa = AWi 0,02794
sina o,a346
L= (Z"a: — M'' 4- Q3)a + Mo.
(Cette quantifé L est le dernier nombre de la colonne 28).
L=:578l00^8tn.
Ri — 8256000
Ra 4490000
En prenant pour unité de surface le millimètre carré, les
efforts normaux précédents sont exprimés par les nombres
suivants :
Ri=:— i^«,8i5,
RJ = — 8^^, 060,
Ri = - 8^«, a56.
RS
Le dernier effort normal est une traction; les trois autres sont des pressions.
Calcul de la flèche.
La valeur de la flèche est donnée par l'équation
Les colonnes 28, 29, 30 et 31 renferment les éléments du calcul de cette expression. Le premier terme est petit par rapport au second, et nous y avons supposé £2 constant et égal à la demi-somme o™,o577 des valeurs extrêmes. On trouve ainsi :
Jo E"
l El
ds — 0,00117
^ds 0,1173
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Le coefficient E d'élasticité longitudinale a été pris égal à a X lo**. La valeur de 5/' est donc
J/=o", ii8.
La flèche produite par la charge d'épreuve, qui est la moitié de la charge permanente et est égale à 800"*^, est le tiers, par conséquent, du nombre précédent ; c'est donc
65. Cherchons maintenant quelle serait la valeur de l'efibrt normal R et de la flèche $fdans le cas où, le longeron et l'arc cessant d'être solidaires, l'arc supporterait seul les charges appliquées.
Traçons la nouvelle fibre moyenne {*) sur \di fig. 16. C'est un arc de cercle également distant des arcs d'intrados et d'extrados. Formons un nouveau Tableau analogue au précédent, mais ne renfermant que les quantités dont les valeurs diff'èrent de celles de ce Tableau. Ainsi les quantités Z", M'', par exemple, qui restent les mêmes, n'y figureront pas; on en prendra les valeurs dans le premier Tableau. Les nouvelles valeurs des intégrales Zq, z^, Zo, fjio et jui| conduisent aux valeurs suivantes de Q et M© :
Q = — 334 Boo^^ Mo = — i38oo^«°^.
Ainsi la poussée est plus forte et elle passe plus près du centre de la section normale à la clef.
Calcul de V effort normal h la clef, w — o,o4i2
^i Ojïgo
(^) Cette courbe est celle qui a été désignée par erreur sur lay?^. 16 par les mots courbe des pressions.
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Ri — 4 i36ooo»^«
Calcul de V effort normal aux naissances.
I — cosa = /W] . 0,03891
sina 0,2762
X = Q cosa — Z'^sina,
Vf. — o ,65o
Ri —7387000'^»
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En prenant pour unité de surface le millimètre carré, les efforts normaux qui précèdent sont :
Ki = -7'S387, R5 = -3^S593.
La valeur de la flèche î/* s'obtient à l'aide des colonnes 17, 18, 19, 20 et 21. On trouve ainsi :
/ -^às 0,0931
La flèche produite par la charge d'épreuve, égale au tiers
de ce chifire, est
Il paraît surprenant, ainsi que Ta fait observer M. Darcel dans un Mémoire publié en 1862 dans les Annales des Ponts et Chaussées, que la ferme à longeron solidaire, qui constitue une pièce d'une grande raideur, éprouve une flèche plus grande que l'arc. La raison en est dans la valeur plus grande du moment M, qui entre au numérateur de l'expression de 5/*. Dans la ferme, la quantité I qui entre au dénominateur est plus grande que dans l'arc ; mais le moment M est plus grand d'une quantité suffisante pour compenser et au delà la yaideur de la pièce mesurée par la grandeur du moment d'inertie L
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66. Nous avons vu que la hauteur de l'arc dans les fermes du pont d'Arcole va en croissant depuis o™,38o à la clef jusqu'à i", 3oo aux naissances. Cette hauteur aux naissances pour une section double T dont Tâme n'a que o",oio étant considérable, on a été obligé de la raidir par une série de barres de fer en T simple, ployées en forme d'U polygonaux et se rivant dos à dos sur l'âme et les nervures à i",5o d'axe en axe. La solidarité établie entre l'arc et le longeron permettant de faire entrer dans les calculs le moment d'inertie de l'ensemble des deux sections de l'arc et du longeron, et ce moment étant considérable par suite de l'écartement de ces deux pièces du côté des naissances, on peut se demander s'il est réellement utile d'augmenter la hauteur de l'arc aux naissances: On reconnaît d'abord que l'on diminue un peu ainsi le moment d'inertie de la section d'ensemble de la ferme ; d'autre part, on relève un peu la fibre moyenne aux naissances, qui sans cela serait DEF au lieu de ABC {fig- i6), ce qui augmente le surbaissement. Par ce double motif, il semble préférable a priori de donner à l'arc une section constante dans toute son étendue (* ). Nous avons été conduit dès lors à recommencer les calculs qui conduisent à la détermination des efforts normaux à la clef et aux naissances, tant à l'intrados qu'à l'extrados, en supposant la section de l'arc constante. Ces calculs sont renfermés dans les colonnes 1 à 15 du Tableau ci-après. Les valeurs de Q et Mo ainsi obtenues sont
Q=: — 9.79 5oo*'^
(') La hauteur constante de cet arc, qui serait égale à 0™, 38o, est représentée sur \^Jig. 16 par la distance de la courbe d'intrados i, 2, 3, /{, 5, 6, à la courbe dont on voit une amorce ponctuée en points ronds près des naissances.
Calcul de l'effort normal à la clef
Mo .
9^ OjO^ngS
Ri — 1 4o8ooo^«
iK'V
Calcul de V effort normal aux naissances.
OL f 4 5987 ,
a i4*io'
I — cosa=: m^ 0,0870
sina 0,2444
X = Q cosa — Z" sm a,
L = (Z" X — M"+ Qz)a + Mo,
(V i,4oo
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fi
— — 46i5ooo^*
R^ — 7 53oooo^«
En prenant pour unité de surface le millimètre carré, les quatre valeurs précédentes de l'effet normal deviennent
Ces résultats, comparés à ceux que nous avons obtenus dans. le cas de la solidarité de l'arc et du longeron, confirment ce que nous avions pressenti: c'est que, dans le cas de fermes constituées comme celles du pont d'Arcole, il est inutile de faire croître la hauteur de la section de l'arc depuis la clef jusqu'aux naissances. L'effort normal ne serait pas plus grand dans le métal de ce pont si l'arc n'avait partout qu'une hauteur de o™,38o comme à la clef. Mais il faut que la solidarité produite par les tvmpans soit aussi complète que possible. En supprimant les raidisseurs de l'âme de l'arc, il conviendrait d'utiliser le métal ainsi économisé pour développer l'ampleur des pièces du tympan et de ses assemblages avec l'arc et le longeron.
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ARTICLE ni.
EFFET d'un poids ISOLÉ ET d'uNE CHARGE RÉPAllTIE SUR tJNE FRACTION DE LÀ LONGUEUR DE LA PIÈCE.
67. Effet d'un poids isolé. — Soit P' {fig* 19) un poids appliqué au point w! de la fibre moyenne AB, ayant pour abscisse x = x'. La répartition des charges n'étant plus symétrique, la valeur de P, réaction verticale de l'appui de droite, n'est plus égale à la moitié II du poids total de la construction. Elle est alors donnée par l'équation (8) du n° 52, dans laquelle m^ et x^, sont donnés par les formules [f) du même numéro, savoir :
jTj == I -— as.
Le moment M' est donné par la formule (i4) du n^ 33, savoir
(A) M' = m;— M" — (n — Z") jc,
dans laquelle M]^, moment par rapport au point O de la résultante des forces appliquées à OB, est égal à Pj/, et, M'', moment par rapport au même point O de la résultante appliquée depuis ce point jusqu'au point que l'on considère, ayai)t pour abscisse Xj est égal à zéro pour toutes
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les valeurs de x plus petites que af eomprises entre le point A et le point m, et à P'o/ pour toutes les valeurs plus grandes. La constante II, résultante des forces appliquées de O en B, est égale à P. Enfin, la quantité Z" est nulle pour les valeurs de x plus petites, et égale à P' pour les valeurs de x plus grandes que a/. On a donc pour les valeurs de M' entre A et m'
et entre m' et B
La valeur de l'intégrale m2 se réduira donc à celle de la partie de cette intégrale comprise entre — a et x^, et Ton aura
Dans les arcs surbaissés de section constante où I est constant et ds peu différent de dx, on a
nii
Il en résulte
Cette valeur se réduit à pour a:'==: o et à — F pour
x'= a, ainsi que cela doit être.
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Pour obtenir la valeur de Q, il suffira d'introduire les valeurs précédentes de TI et M'^ dans les intégrales
Les éléments de ces intégrales étant nuls entre les points A et m', leurs valeurs se réduisent à celles de la partie comprise entre ni et B, savoir :
— - zas.
Pour les arcs de forme parabolique et de section constante où ds = dx, I est constant et z[esl donné par l'équation
ip a^
on obtient
Nous avons trouvé (n® 52) dans les mêmes hypothèses,
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pour i^^, Zi, 02 "ôti/zi,
ia
lap
' lOpH
La valeur de Q donnée par la formule (i) du n° 60 est donc
dans laquelle p- = — est le carré du ravon de gyration de
Aéê
la section constante.
Lorsque x^=^ o, c'est-à-dire quand la force P' est placée au milieu de Tare, on a
Si P' était réparti sur toute la longueur de Tare, on aurait, en vertu de la formule (D) du n° 60, U étant égal
quantité environ deux fois moindre que la précédente.
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Lorsque a/= a, la valeur de Q donné^.^pfar fe fQra;\^l^)((C) est égale à zéro, ainsi que cela doit être.
68. Effet d'une charge répartie sur une portion de la fibre moyenne , — Soit y^ (^g*., 20) le poids appliqué par mètre courant de longueur de la fibre moyenne depuis un point wl ayant pour abscisse a/ jusqu'au point m" ayant pour abscisse od*.
Supposons, pour fixer les idées, que le point ni soit à droite de l'origine O. Dans ce cas, M^, premier terme du second membre de l'équation (A), est égal à
pxds.
Le moment M'' par rapport au point O de la résultante des charges appliquées à la pièce depuis l'origine jusqu'au point m, centre de la section normale que l'on considère, par rapport auquel on prend le moment M', est constamment nul pour les sections placées entre les points A et m'. Entre les points ni et iri', il est variable et égal à
JpxdSf .T*
et entre les points w" et B il est constamment égal à
I pxds.
La résultante n des forces appliquées depuis l'origine O jusqu'au point B est égale à
pds.
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Enfin, la résultante Z" des forces appliquées depuis le point O jusqu'au point m est constamment nulle entre les points A et m', égale à
/ P^^ entre les points m' et m", et constamment égale à
I pds
entre les points mf' et B. Posons, pour abréger,
f pds =F,
pxds = N',
i pds =P, f pjcds z=z N,
Les valeurs de M' seront égales à N' — Fx entre les points Aetw'jàN'— Fx — (N — Po:) entre les points m' et m", et nulles entre m'^ et B. L'intégrale rrin sera donc
.rr/.v.
Appliquons cette formule aux arcs surbaissés de section constante.
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Les quantités P et N deviendront d'abord . . i .
et l'intégrale m^ est
L'intégrale 0:0 conserve la même valeur, savoir
et la réaction verticale de l'appui de droite, que nous désignerons par P| , sera
Si l'on fait dans cette expression x'=a/\ elle devient égale à zéro, ainsi que cela doit être. Si l'on suppose que le point m' est le symétrique du point m^\ la valeur de P| doit être égale à la moitié de la charge P' appliquée sur l'arc nim", c'est-à-dire à pad .pris avec le signe — , puisque la réaction est dirigée de bas en haut. C'est, en effet, la valeur que prend le second membre de l'équation précédente quand on y remplace x^' par x' et x' par — x\
Lorsque la charge est appliquée sur le demi-arc de droite suivant une répartition uniforme, on obtient la valeur de P« en faisant dans l'équation précédente a:'= o, x!' = a. On obtient ainsi
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Cherchons la valeur de la poussée Q dans la même hypothèse de j:'= o, a/^= a.
Les intégrales i^o et fX|, prises depuis — a jusqu'à -f-fl, se réduisent à la partie de ces intégrales comprise entre zéro et a, puisque Z'' et M'' sont constamment nuls pour le demi-arc de gauche. La valeur de Q est donc la moitié de celle qui est donnée par la formule (D) du n° 60, dans laquelle on remplace H par pa. On aura donc
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VOUTES ET ARCS SURBAISSÉS
69. Les équations fondamentales (i) du n° 25, démontrées dans le Chapitre P*^, peuvent recevoir une simplification importante dans le cas très-étendu des voûtes et arcs à intrados surbaissé. En efiet, la résultante Z des efforts tranchants dans une section quelconque est alors très-petite, et la résultante X des efforts normaux est à peu près constante et égale à Q. On peut donc faire alors dans les équations (i)],Z = o, X = Q, ce qui les réduit à
(2) d^x=(^ -hAdx — âqdz,
(3) d^z z=(:^-{-Adz-h ^qd.v.
yEil J
dans lesquelles 5y, âx, $z sont les variations relatives au point m {Jig* 21).
Soient Z'' la résultante des forces appliquées à la pièce depuis l'origine O jusqu'au point m, M'' le moment de cette résultante par rapport au point O, Mo la valeur du moment M pour la section à la clef.
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La valeur du moment M pour une section quelconque est
[a) M = Z"ar — M" -+- Q3 4- Mo — Px — Z^ x.
Intégrons l'équation (i) depuis le poijit A jusqu'au point m ; nous aurons
Mettons cette valeur dans les équations (a) et (3), elles deviendront
^l^^ = {^,+-)dz + d^f |rf,.
Intégrons maintenant les équations (i) et (4) entre les deux extrémités de l'arc AB ; nous aurons
Or, en intégrant par parties, on obtient
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et les seconds membres des deux équations précédentes se réduisent à
El
ds^
en vertu de l'équation (5). Remplaçant M par sa valeur (a) dans les deux équations (5) et (6), elles deviennent
\ Qm 4- 2ûEt -h Q^j + Mo^i -+- f/j 1= o,
dans lesquelles les lettres Zq, z^, Zo, jioi (^< et m ont les valeurs suivantes :
C'ds
Pi
zds^
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On tire des deux équations (8)
f*i — fAo — ^- 2ûEt
Zj i -h m
(il) Mo = -Q^-^°.
Zq Zq
Substituons maintenant la valeur (a) de M dans l'équation (7); elle devient
dans laquelle X2 et m2 ont les valeurs suivantes :
C TJ'x — M" ^ iWj 1= I X as.
La résultante X des eflforts normaux dans une section
quelconque passant par le point m est donnée par Téqua-
tion
X = Q cos« — Z"sinft),
(ù étant l'angle que la tangente à la fibre moyenne au point m fait avec l'axe des x, La quantité M donnée par l'équation (a) est le moment de cette résultante par rapport au centre m de la section. Si donc on désigne par u la distance de son point d'application au point m, u étant positif au-dessous de l'arc, on aura
L'effort normal R par unité de surface en un point quel-
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conque de la section normale, dont la diclance à l'axe mené par le point m perpendiculairement au plan de la figure est désigné par ç', sera donné par l'équation suivante :
p2 étant le carré du rayon de gyration de la section normale en m ou le rapport - •
Dans le cas d'une pièce à fibre moyenne parabolique de section constante et où la charge est répartie uniformément suivant la corde, les intégrales (9) se calculent immédiatement.
70. Lorsque la fibre moyenne est circulaire, la section constante et que la charge par unité de longueur de l'arc va en croissant de la clef aux naissances, suivant une loi
représentée par la fonction de w, -[A-t- B(i — cosw)], où
r est le rayon de l'arc, A et B deux coefficients constants, en sorte que les valeurs de Z/^ et M'' en fonction de o) soient données par les équations suivantes :
Z" = Aw 4- B ( w — sinw),
M"=rA I — coswH-''B ^^ '-^
les intégrales (9) deviennent
2i = j A, zt = j A',
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2/* W =r — sina,
les lettres po, ^> A', A'', A',, A", ayant la même signification que dans les n**' 39 et suivants.
En mettant ces valeurs dans la formule (lo), on obtient
â •+- —sina
Dans cette. formule, les lettres î, î< et $2 ont une valeur donnée par la première formule (aS) et les deux formules (28) du n° 35. Le coefficient 2 a disparu du terme 2flET du numérateur ainsi que du terme du dénominateur provenant de m, parce que nous avons remplacé toutes les intégrales par leurs moitiés prises depuis w = o jusqu'à w = a, conformément à l'observation placée au commencement du n^ 39. En faisant la même substitution dans la formule (11), on obtient
A A — a'. iA'— - A' Mo=: — rQ- — rA ^ — rB ^— -i.
po po Po
C'est la quantité à laquelle se réduit la valeur donnée par la formule (33) du n° 36 pour la quantité M, quand on y fait 0) = o. La lettre D, qui entre dans cette formule, représente, en eff*et, la somme Q -f- A [voir la formule (3o) du même numéro].
Les nombres 5, î|, îj, qui entrent dans la valeur (A)
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de Q, sont donnés par les formules (4) du n° 41, abstraction faite du coefficient ■= en dehors de la parenthèse.
La Table III contient les valeurs de •— et de ' * S
représentées par y< et ^2 en tête des colonnes de cette Table.
La Table V contient les valeurs de -y- qui serviront à
calculer le terme du numérateur relatif à la variation de température et le terme complémentaire du dénominateur. Enfin les quantités
Po
— — 'il
Po
[voir formules (i) du n*' 41] sont données par la Table IV.
Dans le cas général où la fibre moyenne de la pièce a une forme quelconque, où la section normale est variable et où la charge est répartie d'une manière quelconque, les intégrales (9) s'efiectueront par la formule de Thomas Simpson.
Les formules très-simples qui viennent d'être présentées dans ce dernier Chapitre sont celles dont on fera le plus fréquemment usage, non-seulement parce que les voûtes et arcs surbaissés sont ceux que Ton emploie le plus habituellement aujourd'hui dans les constructions, mais parce qu'elles sont encore d'une exactitude suffisamment approchée dans la plupart des autres cas. Il suffît pour s'en convaincre de remarquer que les formules (i), (2) et (3), placées au commencement du présent Chapitre, d'où, nous
a3o CHAPITRE VI. — TODTES ET ARCS SURRAISSÉS.
avons déduit les nouvelles formules, diffèrent moins des formules complètes (i) du n° 25 que ne font les formules incomplètes (a) du même numéro. Or, ces dernières fournissent à elles seules des résultats qui sont en général suffisamment exacts. Cela résulte de ce que Thypothèse de M. Bresse que j*ai adoptée, et qui conduit aux formules complètes (i), diffère généralement très-peu de celle de Bernoulli et Poisson, dont il est question dans l'avertissement placé en tête de cet Ouvrage et qui conduit aux formules incomplètes (2), ainsi que je l'ai démontré page 37, à la fin du n^ 24.
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