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PREMIÈRB PARTIE
AVANT-PROPOS
Le présent ouvrage a pour objet l'exposition des principes les plus élémentaires de la Mécanique générale.
Comme tous les volumes, de TEncyclopédie, il est surtout destiné aux Ingénieurs : on n'y trouvera donc aucune application ayant en vue les problèmes de la mécanique céleste, ni même les équations générales de Lagrange, Jacobi et Hamilton qui n'ont pas d'application, ou dont on peut se passer, dans la résolution des problèmes usuels.
Le mode d'exposition de la Science Mécanique a subi, depuis un demi-siècle, bien des vicissitudes. Après avoir été pendant longtemps la science de l'équilibre, auquel on assimilait le mouvement par l'application du principe assez obscur de d'Alembert, elle s'est transformée peu à peu. On a considéré d'abord le mouvement en lui-môme, indépendamment de ses causes, et cette étude a donné lieu à une branche nouvelle : la Cinématique, qui a pris de jour en jour plus d'importance. L'examen des causes du mouvement venait ensuite, avec les notions d'équilibre qui en sont les conséquences. Quelques-uns, d'après l'ancienne méthode, étudiaient l'équilibre avant le mouvement, la Statique avant la Dynamique ; d'autres marchaient en sens inverse, commençant par la Dynamique, suite naturelle de la Cinématique, pour terminer par la Statique, l'équilibre n'étant qu*un cas particulier du mouvement.
IV MÈCANIOL^Ë GÉNÉRALE
En traitant à part la Cinématique, on a l'avantage de faire du mouvement proprement dit, abstraction faite des circonstances physiques où il se produit, une étude purement géométrique, dégagée de toute loi ou hypothèse physique et d'arriver à des conséquences aussi rigoureuses que les théorèmes de la géométrie elle-même.
Mais en adoptant ensuite Tidée de force comme cause du mouvement, on rentre dans le domaine de l'hypothèse et il faut poser, sur la nature et les effets de ces forces, des principes d'une vérification difficile en raison de l'obscurité même de la notion de la force, laquelle devient cependant primordiale*.
« La nature de notre esprit nous porte à chercher l'essence ou le pourqmi des choses. En cela nous visons plus loin que le but qu'il nous est donné d'atteindre ; car l'expérience nous apprend bientôt que nous ne pouvons pas aller au-delà du comment, c'est-à-dire au-delà de la cause prochaine ou des conditions d'existence des phénomènes. Il n'y a pour nous que des phénomènes à étudier, les conditions matérielles de leurs manifestations à connaître et les lois de ces manifestations à déterminer Lorsque, par une analyse successive, nous avons
trouvé la cause prochaine d'un phénomène en déterminant les conditions et les circonstances simples dans lesquelles il se manifeste, nous avons atteint le but scientifique que nous ne pouvons dépasser * »•
Déjà Newton avait dit, à propos de l'attraction : « Les corps tombent d'après un mouvement accéléré dont on connaît la loi ; voilà le fait, voilà le réel. Mais la cause
1. Il n'élait pas rare dans les anciens traités de mécanique, après cette définition de la force : tout ce qui produit ou modifie un mouvement, de trouver, donné comme loi de la nature ou résultat de l'observation, que tout mouvement reste le môme s'il n'intervient une force qui le modifie, alors que cette prétendue loi n'est qu'une répétition de la définition qu'on avait adoptée.
Cela montre le peu de précision que l'on attribuait à la notion de force.
2. Claude Bernard : Introduction à rtUtide de la médecine expérimentale»
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première qui fait tomber ces corps est absolument inconnue. On peut dire,, pour se représenter le phénomène à l'esprit^ que les corps tombent comme s'il y avait une force d'attraction qui les sollicite vers le centre de la terre, quasi essèt attractio. Mais la force d'attraction n'existe pas^ ou on ne la voit pas, ce n'est qu'un mot pour abréger le discours » •
La tendance de l'esprit philosophique était donc d'affranchir l'enseignement de la Mécanique de Pidée de force considérée comme cause du mouvement.
Dès 1852, M. de St- Venant avait publié ses Principes de mécanique fondés sur la cinématique \ ouvrage qui est sans doute la première tentative sérieuse faite dans cette voie. Le mot de force n'y est employé que pour désigner une quantité parfaitement déflnie : le produit d'une masse par une accélération^ et pour la commodité du langage. Le présent ouvrage est établi d'après les mêmes idées et presque sur le même plan général, et il a fait aux Principes de Mécanique de très nombreux emprunts. Ce nouveau mode d'exposition est d'ailleurs imposé, pour ainsi dire, par l'état actuel des doctrines philosophiques. Voici comment s'exprime à ce sujet M, G. Lechalas qui, dans un article sur « TÂctivité de la Matière, » publié dans la Critique philosophique, montre que cette façon d'enseigner la mécanique est la seule rationnelle. « Elle se heurte, dit-il, à une grosse difficulté ré- € sultant de l'habitude invétérée où nous sommes tous « d'introduire les forces dans nos conceptions. En outre, « les écrits inspirés par les idées que nous venons d'in- « diquer sont fort peu nombreux : d'une part; en effet, « il ne s'agit pas là d'un procédé nouveau de calcul, qui ff permette de résoudre de nouveaux problèmes, mais « seulement d'un mode d'exposition plus rationnel, plus « favorable à la culture de l'esprit; d'autre part, il n'est
1. Paris, 1852, Bachelier, Carilian-Gœury et Vo» Dalmont, Mathias.
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« guère possible d'introduire ce mode d'exposition dans « les livres d'enseignement, où il serait si bien à sa place, « les programmes officiels y mettant obstacle. »
Cependant ce nouveau mode d'exposition tend à se propager dans l'enseignement, je n'ai pas hésité à l'adopter.
S'il ne donne pas la possibilité de résoudre de nouveaux problèmes, il a au moins le mérite de simplifier notablement les démonstrations, tout en les rendant plus rigoureuses. Il nous est difficile aujourd'hui de nous faire une idée de la complication des raisonnements au moyen desquels les géomètres du commencement de ce siècle établissaient les théorèmes fondamentaux de la mécanique : la démonstration de la règle du parallélogramme des forces ne remplit pas moins de dix pages d'un raisonnement serré dans le Traité de Mécanique élémentaire de Yrs-ncœur, qui était l'ouvrage classique le plus répandu vers 1830 ; celle du principe des vitesses virtuelles, qui est devenu le théorème du travail virtuel, ne se faisait que par l'interposition, entre les diverses parties du système matériel, d'une infinité de moufles, de cordons, de verges inflexibles, de poulies, de liens de toute sorte dont l'emploi avait, entre autres inconvénients, celui de laisser subsister sur cette vérité fondamentale une sorte de doute ou d'incertitude, résultant de la complication même des raisonnements d'où on l'avait déduite.
Il y a déjà plus d'un demi-siècle que M. de Saint-Venant, dans un Mémoire sur les théorèines de la Mécanique générale, présenté à l'Académie des Sciences le 14 avril 1834, montrait que ces théorèmes peuvent être établis d'une façon beaucoup plus simple, en même temps que plus rigoureuse et purement géométrique. Ce mémoire, très remarquable à beaucoup de points de vue, surtout pour l'époque à laquelle il a été écrit, n'ayant jamais été publié, nous le donnons à la suite de cet Avant-propos, Bien que les idées qu'il renferme n'aient plus aujourd'hui
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Tattrait de la nouveauté, le lecteur ne verra pas sans intérêt comment les théorèmes fondamentaux de la mécanique peuvent se déduire de celui des forces vives, lequel est lui-même une conséquence en quelque sorte géométri 4ue de la définition de la force. Les considérations sur la conservation de Ténergie, que St- Venant appelait le capital dynamique, et sur ses transformations n'ont nullement vieilli et peuvent encore être citées aujourd'hui comme le résumé des idées les plus nouvelles sur ce sujet.
En dehors du plan général et du mode d'exposition qui sont sinon nouveaux, du moins peu usités, je signalerai une autre particularité du Traité de Mécanique que je publie aujourd'hui ; c'est l'emploi fréquent, continu pour ainsi dire, des équipoUences et des sommes géométriques. Dans bien des ouvrages on trouve, il est vrai, ces dénominations définies au commencement et quelquefois employées pour l'exposition d'une ou deux questions simples, souvent à titre de curiosité ; puis, il n'en est plus question. Au contraire, d'un bout à l'autre du présent volume il est fait usage de la notion de somme géométrique. Elle présente l'avantage d'une bien plus grande concision de langage et d'une grande simplification des formules et des démonstrations. Cela est racheté, en partie, par l'inconvénient d'une notation nouvelle et d'une langue qui n'est pas encore fort usitée; mais son emploi tend à se généraliser.
Depuis plusieurs années, en effet, ce langage et cette notation sont employés avec succès dans l'enseignement de r£kîole Centrale où ils ont été introduits par mon prédécesseur dans la chaire que j'y occupe, M. Maurice Lévy, au cours duquel j'ai fait de nombreux emprunts.
Après cela, il me reste peu de chose à dire de mon ouvrage, il est impossible, dans l'étendue d'un seul volume, de traiter toutes les questions même usuelles : le
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cours de mécanique de M. CoUignon comprend cinq volumes, celui de M. Résal six ; je ne pouvais avoir la prétention d'être aussi complet que Tun ou l'autre ; je devais me borner à donner les principes généraux, et c'est ce que j'ai essayé de faire le plus simplement possible.
Un volume d'hydraulique théorique devant faire partie de l'Encyclopédie, je n'ai traité aucune des questions relatives à l'équilibre ou au mouvement des fluides, qui trouvent ordinairement place dans les ouvrages de mécanique générale.
Dans un espace aussi limité, j'ai été obligé de me borner, en dehors des principes généraux et essentiels, aux quelques applications classiques que l'on trouve partout et qui ne peuvent être remplacées par d'autres : le mouvement vertical ou parabolique des corps pesants, celui du pendule, celui des planètes autour du soleil, etc. Il n'y a donc, dans cet ouvrage, rien qui ne se trouve déjà dans presque tous les traités de mécanique publiés antérieurement, depuis la Statique de Poinsot jusqu'au Cours de mécanique et machines de Bresse. Tontes les démonstrations ont été tant de fois faites et refaites qu'il était bien difficile de les simplifier encore ; je n'ai cherché qu'à les rendre aussi claires que possible.
MÉMOIRE
Par A. BARRÉ DB SAINT-VKNANT, ingéoieur dai Ponts «i Ch«u88éai.
c Tous les phénomènes terrestres dépendent de ce genre a de forces {Us forces aitractiues et répulsives qui ne sont u sensibles qu'à des distances imperceptibles) ^ comme les « phénomènes célestes dépendent de la gravitation univer- « setie. Leur considération me paratt être maintenant le u principal objet de la philosophie mathématiî]ue. Il me « semble même utile de l'introduire dans les démonstrations « de la mécanique, en abandonnant les considérations de u lign4>s sans masse, flexibles ou inflexibles, et de corps u parfaitement durs. Quelques essais m'ont fait voir qu*en u se rapprochant ainsi de la nature, on pouvait donner à « ces démonstrations autant de simplicité et beaucoup plus c( de clarté que par les méthodes usitées jusqu'à ce jour. »
(Laplacb, Mécanique céleste^ fin du chap. I^r du livre XII; 1885).
t. AiTaiit-propos. — G^est en méditant ces paroles de Tauleur de la Mécanique céleste^ ainsi que les travaux des géomètres qui ont répondu à son appel*, ou qui Tavaient même devancé', que j ai été conduit à me livrer à des recherches dont je présente la résultat au jugement de TÂcadémie.
Aujourd'hui les corps sont considérés comme des systèmes de points matériels maintenus à de petites distances par des forces attractives et répulsives» et les liaisons imaginées par les
4. Voy. différents mémoires de MM. Navier, Poisson, Cauchy, tomes 6, 7, 8, 9 de rinstitut et 20« cah. du Journal de l'Ecole polytechnique, les Exercices de math, de M. Cauchy, l'ouvrage de M. Coriolis intitulé : du Calcul de l'effet des machines, ch. III, et le Cours de mécaniaue fait à Metz par M. PoDcelel.
d. Mémoire lu en 1821 par M. Navier, T. 7, de l'Institut et Soc. philom. — Mémoire lu en 1822 à la Société philomatique par M. Cauchy.
terminant les positions des points, et par conséquent non applicable lorsqu'il y a des frottements et d'autres forces émanant de points extérieurs qui ont un certain mouvement. M. Navier a généralisé le théorème des Forces vives et en a beaucoup étendu Tutilité en faisant entrer, dans son énoncé, la mention
des produits Fdp et de leurs sommes fPdp^ qui sont ce qu'on
a successivement appelé moments, énergies, puissances, mécaniques, quantités d'action, travail des Forces. Nous emploierons cette dernière dénomination proposée par M. Coriolis,ainsi
que celle de Force vive qu'il donne, non plus à mv", ^mt>*, mais aux moitiés -7- ' S ~;r ^® ^^^ quantités, *
Enoncé, Le théorème des Forces vives, dans toute sa généralité, consiste donc en ce que la Force vive * acquise par wi système mobile^ pendant tin temps déterminé^ est égale au travail qui a lieu, pendant le même temps^ sur les points matériels dont ce système se compose. '
1. On appelle aujourd'hui force vive les quantités wi;* ou Cmv*. Leurs
moitiés, — , ^ — qui entrent dans l'équation des forces vives et du tra-
vail s'appellent la demi force vive ou la puissance vive ; cette dernière dénomination a été proposée par Bélanger (F.).
2. Avec la signification admise actuellement pour les mots force vive, il faudrait dire ici : la demi- force vive ou la puissance vive acquise, etc. Pour éviter toute ambiguïté nous ajouterons désormais au texte, devant le mot force vive, le mot demi entre parenthèses (F.).
3. Depuis la présentation de ce Mémoire à TAcadémie, la communication qui m'a été donnée des feuilles lithographiées du Cours fait à l'Ecole des Ponts et Chaussées par M. Coriolis, ingénieur en chef, de 1832 à 1833, m*a fait reconnaître que ce savant avait déjà exprimé, alors, que le principe des forces vives, pour un système quelconque, résuite simplement et immédiatement de l'addition des équations aux forces vives posées pour chacun des points matériels dont ce système se compose, en tenant compte des attractions et répulsions mutuelles de ces points, sauf à effacer du second membre (voy. ciaprès, art. 7) les termes affectés des actions réciproques des points dont les | distances mutuelles n'ont pas sensiblement changé pendant le mouvement.
M. Coriolis, dans un Mémoire sur le mouvement moyen de rotatiori présenté le 25 novembre 1833 à l'Académie, qui en a voté l'insertion aux Savants étrangers, a encore établi que la démonstration du principe des forces vives peut être dégagée de toute conception rationnelle sur la nature des liaisons qui existent entre les parties d'un système, en regardant tout système comme
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4. Antre démonstration du théorème de» Forée* Tlve«; — £n partant de ce principe unique, que la vitesse Vi d'un point m sollicité par diverses forces P, P',...est, après un instant dt^ la résultante géométrique de la vitesse Vq qu'il possédait au commencement de cet instant et des vitesses élémen*
taires — , — .... que chacune des forces P, P',,.. lui eût
communiquées en agissant seule sur lui pendant le même instant, on peut donner une démonstration du théorème des Forces vives qui ne s'appuie sur aucune considération trigonométrique, et qui ne suppose aucune autre notion d'analyse infinitésimale que celles qui résultent de la simple définition des infiniment petits du 1" et du 2* ordre.
La résultante géométrique en question n'est, en effet, autre chose que le dernier côté d'un polygone dont les autres côtés sont égaux et parallèles respectivement à chacune des composantes de vitesse que Ton suppose avoir été communiquées Tune après l'autre au point m. Or, abaissons une perpendicu-
un assemblage de points exerçant les uns sur les autres des actions qui peuvent même varier avec le temps sans que le principe cesse d^être vrai.
M. Poncelet a eu la même idée; car, à la première page de Tavant-propos de son Cours de Mécanique indtutrielle publié en 1829 et dont l'édition est épuisée, il dit que le Principe général des forces vives^ qu'il ne faut pas confondre avec l'ancien théorème de la Conservation des forces vives a lieu toujours et sans reetriction quand on ne néglige aucune des actions qui s'exercent entre les corps du système, ni aucune des forces qui feraient changer les conditions de leur liaison. li paraît que dans une partie de son cours qui n'est que lithographiée, M. Poncelet obtenait l'équation générale des forces vives pour un système en additionnant les équations relatives à chaque point, méthode qui lui paraissait suffisamment exacte pour un cours fait à des ouvriers et qui, dans mon opinion, est plus rigoureuse et meilleure que toute autre.
Enfin M, du Buat (fils), capitaine de génie^ a, dans un ouvrage peu connu quoique rédigé avec beaucoup de talent, publié en 1821 sous le titre Mémoires sur la Mécanique, obtenu aussi l'équation générale des forces vives sans s'appuyer ni sur le principe des vitesses virtuelles^ ni sur le principe de d'Âiembert,par la simple addition des équations qui ontlieu pour les divers points, en démontrant ensuite fort simplement: i^ que quand les liaisons sont indépendantes du temps elles ne donnent rien dans l'équation générale ; 2,^ que quand elles dépendent du temps on peut toujours les remplacer par des forées.
Je suis heureux de m'étre rencontré avec ces savants. Cela me confirme dans lopinion à laquelle mes réflexions m'ont conduit depuis plus de six ans, que cette manière simple de démontrer les théorèmes généraux de la statique et de la dynamique peut être introduite avec avantage dans l'enseignement.
laire do Texlrémité de cette résultantes, sur le premier côté du polygone, qui est la vitesse initiale Vq ; soit $ la longueur de cette perpendiculaire infiniment petite et soient dp, dp\.. les projections, sur les directions respectives des forces, de l'espace Vodt parcouru par le point m pendant Tinstant dt en vertu
. . Plit
de la vitesse Vq : la projection du côté — du polygone sur v^
Pdt sera égale à — multiplie par le rapport de dp à v^dt, ce qui
donne — pour la longueur de cette projection. On aura des
expressions analogues pour les projections des autres côtés infiniment petits du polygone sur t^o- Donc, on a :
OU, en développant le carré, supprimant les infiniment petits du second ordre, et multipliant par - :
-^ =- "2^ + (prfp + ^dp' +....;.
En posant des équations semblables pour la vitesse après un second instant, comparée à r,, pour la vitesse après un troisième instant, comparée à celle-là, etc., jusqu'à ce qu'on arrive à la vitesse v acquise par le point m au bout du temps <, et en faisant de même pour tous les points mobiles dont un système se compose, on aura, si Ton additionne toutes ces équations ensemble, Téquation (c) qui sert d'expression au théorème général des Forces vives.
6. Réunion des terme» fournis par les forées rieures. — Des réductions auront toujours lieu dans le second membre de Téquation (c).
De même qu'il n'existe pour nous que des mouvements relalifSy ou des changements des distances mutuelles des points matériels que nous pouvons observer, de même, et probablement par cela seul, il n'y a pour nous dans le monde physique que des Forces réciproques ou d'attraction et de répulsion.
Toujours l'action que Ton regarde comme exercée par un
MÉMOIRE DE SAINT-VENANT xv
point sur un autre point est égale à la réaction du second sur le premier.
Les termes Pdp relatifs aux actions qui ont lieu entre les points du système se réuniront donc deux à deux en termes uniques de la forme P(rf/?i + dp^). Or, pendant l'instant dtj la direction de la ligne de jonction, finie ou infiniment petite, qui mesure la distance des deux points exerçant Tun sur Tautre l'action et la réaction P, n'éprouvera qu'une variation angulaire infiniment petite : donc cette ligne sera, à la fin de Tinstant, égale à sa projection sur la direction primitive ; et la variation linéaire que la distance des deux points aura éprouvée sera précisément égale à la somme algébrique dpi -\-dp^ des projections des déplacements de ces points sur la force P.
D'où il suit que, pour tenir compte du travail des forces intérieures, il suffira de faire entrer, dans la somme oP^j^ ^^s
quantités de travail à un instant quelconque, les produits de chacune de ces forces par la variation de longueur qu^ éprouve^ au même instant, la distance de ses deux points d'application.
U. Obnervationii sur les Forces extérieureii à centre fixe et h centre mobile. — Les travaux des forces extérieures (en appelant ainsi celles qui s'exercent entre un point du système et un point qui n'en fait pas partie et que l'on nomme centre d'action de cette force) sont exprimés par des produits tout à fait semblables, quand leurs centres d'action sont fixes relativement aux points ou aux plans auxquels on rapporte le mouvement du système mobile ; en effet, dp représente précisément, pour chacune de ces forces, Taugmentalion ou la diminution de la distance du point d'application mobile au centre d'action fixe.
Il n'en est pas de même pour les forces dont les centres d'action extérieurs changent de position à chaque instant. Le principe des Forces vives, tel qu'on l'a énoncé art. 3, subsiste quand il y a de pareilles forces extérieures ; mais seulement si l'on veut, alors, que tous les coefficients infiniment petits qui affectent les forces dans le second membre de l'équation (c) représentent les variations des dislances de leurs deux points d'application, il faut regarder comme forces intérieures ces forces à centre mobile ou comprendre leurs centres au nombre
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des points du système, et introduire par conséquent, dans le premier membre, les variations des forces vives de ces centres attractifs et répulsifs dont les forces sont censées émaner.
Il est des forces extérieures dont on n'a pas besoin de tenir compte, bien que l'intensité en puisse être considérable : ce sont les forces qui impriment à tout un système le même mouvement qu'aux plans ou aux axes coordonnés que Ton a choisis pour y rapporter les distances et les vitesses de ces points. Telles sont les attractions des astres sur les systèmes terrestres de peu d'étendue, dont on rapporte les mouvements à des axes pris sur la terre.
£n tout cas (et c'est encore une loi générale fournie par l'observation), les forces sont fonctions des distances des points qui en sont mutuellement animés. On se tromperait si l'on pensait que le mouvement d'un centre d'attraction ou de répulsion influe sur l'intensité des actions qu'il exerce, autrement que par la variabilité que ce mouvement donne aux distances dont les attractions et les répulsions dépendent.
V. Réduction» dont l'équation des Forces vives est susceptible dans chaque cas. — Beaucoup de réductions, autres que celles dont on a parlé, art. 5, pourront être faites dans l'équation (c) appliquée à des problèmes particuliers. Ainsi, les attractions de tous les points de la terre pouvant être remplacées par une force fictive unique, appelée pesanteur et mesurée directement, leurs travaux s'exprimeront par un seul terme ; il en sera de même des travaux des actions intérieures d'un ressort; on pourra les remplacer par le travail d'une seule force réciproque, appliquée à ses deux extrémités et dont Texpérience aura fait connaître l'intensité et la loi, sans qu'on ait besoin, ordinairement, de s'inquiéter de la manière dont cette force se compose d'actions moléculaires individuelles.
Des réductions analogues auront lieu toutes les fois que les expériences qui peuvent seules, dans tous les cas, fixer la valeur des données, auront porté sur l'ensemble d'un grand nombre de termes Pdp au lieu d'avoir été relatives à chacun d'eux.
On doit encore rapporter à l'expérience les suppositions
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que certains corps solides sont invariables quant aux distances mutuelles des points qui les composent, que certains fils ne changent pas de longueur, que certaines surfaces sont parfaitement fixes, elc.Tous les travaux des actions intérieures de ces corps et de ces fils peuvent évidemment èlre effacés du second membre de Téqualion (c), car les déplacements relatifs dp ou dpi + dpi de leurs divers points sont nuls et les actions P de ces points n'ont pas une valeur infinie puisqu'elles sont contrebalancées par des forces finies : il en est de même des travaux des actions mutuelles de divers corps du système, supposés les uns et les autres parfaitement solides, bien que leurs surfaces puissent rouler les unes contre les autres, car il résulte de la loi de variabilité des forces, en fonction des distances de leurs points d'application réciproque, que le travail total de Taclion mutuelle de deux points est nul quand chacun d'eux ne fait que passer dans la sphère d'activité sensible de l'autre sans y rester, pourvu qu'on tienne compte de toutes les forces vives, même vibratoires, des oscillations partielles et des déformations permanentes. Des réunions nombreuses pourront, dans tous les cas, être opérées dans le premier membre de réquation (c), en sorte qu'elle se réduira souvent à un très petit nombre de termes.
Mais ces suppressions ou réunions ne sont jamais permises que lorsque les hypothèses d'invariabilité, d'immobilité, etc., qui les motivent et qui ne sont jamais exactes, ne conduisent pas, pendant la durée du mouvement dont on s'occupe, hors des limites de l'approximation qu'on s'est imposée.
Cette dernière observation s'applique au cas de liaisoiu variant avec le temps, de changements réputés brusques, etc., pour lesquels on pensait autrefois que le théorème des forces vives était en défaut. Ce théorème est général, mais les suppositions de liaisons invariables, etc., propres à en simplifier l'application pratique, doivent être faites avec discernement et sans oublier qu'elles ne sont jamais vraies qu'approximativement.
Dans tous les cas, l'équation générale et complète (c) rappellera ce qu'on néglige et rendra compte tout naturellement
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des anomalies que l'on croira trouver dans les résultais ^
9. Théorème de« foreeii viveii dues aax monvementii décomposé» «aidant de» dlreetionii fixes queleonqaeii.
— En multipliant par vcosa Téquation {a) de lart. 2, et en rintégrant, on a, u et u^ désignant les valeurs actuelle et initiale de cette composante t7cos a de la vitesse :
(a) -5 5- = J P . M cosot.a^
ce qui donne un ihéorème nouveau qu'on peut énoncer ainsi : Entre deux i?ista?Us quelconques, r accroissement de la {demi) force vive due au mouvement du7i point matériel, estimé ou décomposé suivant une direction quelconque, est égal au travail des forces qui le sollicitent^ dû à ce mouvement décomposé.
En ajoutant ensemble un nombre quelconque d'équations (rf), on a :
ce qui donne le même théorème pour tout un système mobile. Les directions de décomposition doivent être constantes pour chaque point, mais elles peuvent être différentes d'un point à l'autre. Le second membre de Téquation (e) éprouvera les réductions dont il est parlé art. 5, mais non pas, en général, celles qui résultent, dans l'équation ordinaire des forces vives, des hypothèses plus ou moins permises de lignes invariables, de mouvements obligatoires, etc., dont on a parlé art. précédent *.
La force vive effective et le travail effectif sont égaux à la somme des forces vives ou des travaux dâs aux mouvements décomposés suivant trois directiom rectangulaires. La somme des forces vives dues aux mouvements estimés suivant trois
1. Les forces intérieures pourront èlre supprimées pour des mouvements qui leur feront produire des travaux négligeables.
2. Ces hypothèses n*anéan tissent les travaux des actions intérieures que dans le cas où les mouvements sensibles peuvent s'exécuter sans qu'elles résistent.
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axes rectangulaires est égale h la force vive efTective due au mouvement uou décomposé, et la somme des travaux dus à ces mêmes mouvements est égale au travail efleclif : cela résulte de ce que le carré de la diagonale d\in parallélépipède rectangle est égal à la somme des carrés des côtés, et de ce que la projection de cette même diagonale sur une ligne quelconque est toujours égale à la somme algébrique des projeclions des côtés ' .
Autre démonstration du principe des Forces vives. L'addition de trois équations comme Téquation (e) donne donc une troisième démonstration du principe des Forces vives dues aux vitesses non décomposées.
•. Prineipe de» vlteiises virtuelle». — Le principe des vitesses virtuelles se tire immédiatement de la somme des équations {a) appliquées à tout un système, en y supposant nuls les changements âf(t?cos a) que les forces font éprouver aux vitesses estimées dans une direction quelconque quand elles ne se foot pas équilibre. Cette hypothèse donne, en appelant ^p les projections, sur les forces P, d'une ligne infiniment petite et parallèle à la direction suivant laquelle on a estimé les vitesses :
équation que Ton peut obtenir directement d'une manière simple par le raisonnement de Tart. 1" ou de Fart. 3 réduit au cas où les vitesses communiquées sont nulles : il est facile de voir que les hypothèses indiquées aux art. 6 et 7 la réduisent à l'équation des vitesses virtuelles relative aux divers cas abstraits que Ton considère dans la statique ordinaire, pourvu qu'on prenne les directions et grandeurs de ip de manière qu'il n'y ait pas variation sensible de distance. Ces hypothèses et abstractions ne sont jamais qu'approximativemeiit conformes à la nature, ainsi que nous l'avons observé.
i. Ce théorème n*e8t pas inutile si on regarde les corps comme sans liaison ; c'est un résultat tout fait.
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11 est bon de remarquer aussi que Téquilibre n'existaul jamais dans la nature, le second membre de Téqualion (/) des vitesses virtuelles a toujours une valeur finie, de la forme
^miidn, qui peut être quelquefois assez grande pour influer
sur les résultais, dans les questions même qui sont ordinairement regardées comme du domaine de la statique. Cette remarque peut trouver son application dans la théorie de la stabilité des constructions.
tO. Tiiéorèiiie du mouvement du eentre de nrravité.
— Le théorème du Centre de (yrâfuzVé? s'obtient en ajoutant ensemble toutes les équalions (a) relatives à divers points d'un système, en supposant que les lignes fixes de décomposition sont toutes parallèles entre elles. On a ainsi :
C^ d{c cos a) p, ^
Le centre de gravilé n'est qu'un point idéal dont la distance à un plan quelconque esl, à chaque instant, une moyenne entre toutes les distances^ au même plan, des points matériels du système, considérés comme partages en petites masses égales à la commune mesure de leurs masses. Soit donc U la vitesse de ce point, estimée parallèlement aux lignes de décom-
position, on a u == — z > a ou :
(A) _ g m = S P cos X.
Cette équation, dans laquelle il n'entre aucune des Forces intérieures du système, puisque leurs composantes égales et opposées deux à deux ont disparu de son second nombre, montre que le Mouvement du Centre de gravité^ estimé dans une direction quelconque, et par conséquent le mouvement absolu de ce centre, est le même que s il possédait la masse entière du système et si toutes les forces extérieures y étaient appliquées.
On peut appeler ce principe : Comervation des quantités de mouvement dans un sens déterminé. Quelque simple qu'il soit il a beaucoup embarrassé les géomètres. Les démonstrations qu'ils en ont données contiennent une pétition de principe,
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d'après M. de Prony ; c'est qu'on ne peut le démontrer sans avoir égard aux forces intérieures.
fi. Théorème des aires. — Si l'on pose l'équation (a) de l'art. !•' en prenant successivement deux lignes de décomposition se coupant rectangulairement, et si l'on représente par X et y les coordonnées du point m du système, comptées suivant ces deux lignes fixes, on a, a et aj étant les angles qu'elles font avec la force P :
iw ---== P cos a , m-î^ = Pcosai.
dt^ dl*
Retranchant la seconde de ces équations, multipliée par x de la première multipliée par y, on a, en observant que yd^x — xd^i/ = d{ydx — arrfy), et en faisant la somme de toutes les équations semblables, relatives aux divers points du svstème :
(î) g m (y^^^y^^y) ^ g p (y cos a — X cos a/j dt.
On n*aura à faire figurer, dans cette équation, aucune force située dans un même plan que Taxe, ou intérieure; car les moments du second membre seront nuls pour les forces de la première espèce et se détruiront deux à deux pour celles de la deuxième.
Cette équation exprime, comme Ton sait, le théorème des aires dans toute sa généralité.
19. Equation «:éiiérale de la dyiiaiiiique. — Quel que soit le mouvement d'un point matériel pendant un instant quelconque, la somme des travaux des forces qui le sollicitent est égale au travail de la résultante de ces forces, C(î principe connu de statique, qui peut être tiré de l'équation (a) ou (A), est une conséquence encore plus immédiate de ce que la résultante et les composantes, représentées en grandeur et en direction par des lignes droites, forment toujours un polygone fermé dont le dernier côté, qui est la résultante,a évidemment pour projection, sur une ligne quelconque de mouvement, la somme algébrique des projections des autres côtés 3ur la même ligne.
Or, la résultante de toutes les forces qui agissent sur un point m dont les coordonnées, parallèles h trois axes rectangulaires, X, y, Zj a respectivement pour composantes, dans le sens
de ces trois axes, d'après les lois énoncées à l'article 2, m — ?
m jj> m — • Donc, si Ton représente par ^x, Sy, iz, et par
S/?, S/>'... les projections respectives, sur les mêmes axes et sur les directions des forces P, P'^... d'un petit mouvement hypothétique qu'on attribuerait au point m, on aura, en ajoutant ensemble les équations exprimant, pour chacun des points du système, l'égalité des travaux des forces données P et de» composantes rectangulaires dont on vient de donner la valeur :
C'est l'équation que Lagrange * a obtenue en combinant le principe des vitesses virtuelles avec le principe de d'Alembert et dont il a tiré toute la dynamique.
Les termes PS/? provenant des forces intérieures se réuniront toujours deux à deux, dans le second membre de cette équation, comme les termes ^dp de l'art. 5, en termes uniques et égaux aux produits de ces forces par les variations infiniment petites des distances mutuelles de leurs deux points d'applicalion. Mais les réductions provenant de la supposition que certaines distances sont invariables, que certains points se meuvent sur des surfaces fixes (art. 7), etc., n'auront lieu que lorsque les mouvements fictifs seront choisis de manière à ne pas faire varier ces distances, à ne pas écarter ces points des surfaces sur lesquelles on suppose qu'ils doivent rester, etc.
18. Antre équation irénérale — L'équation [a] n'a lieu, en général, que lorsque la ligne faisant les angles a,.... et a avec les forces P.... et avec la vitesse v que l'on décompose suivant sa direction, reste fixe pendant toute la durée du mouvement dont on s'occupe.
Considérons maintenant une ligne dont la direction change
Mécanique analytique, 2® partie, sect. II
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continuellement; soient ^,... et b lesangles qu'elle forme avec les forces P,... et avec la vitesses; soite/c la variation angulaire qu'éprouve la direction de cette ligne pendant Finstant dt, cetle variation étant estimée dans un plan parallèle à la fois à cette même ligne et à la vitesse v. Posons Téquation {a) en prenant, pour ligne fixe de décomposition, celle qui coïncide avec la ligne variable au commencement de Finstant dt : l'accroissement (/(vcos a) qu'éprouvera, pendant cet instant, la composante de la vitesse suivant la ligne fixe, sera égal à l'accroissement total d[v cos b) de la composante suivant la ligne variable, moins l'accroissement de vco%b dû à la seule variation de de la direction de cette ligne : or ce dernier accroissement est t; [cos [b + de) — cos b] -= — v sin b . de. Substituant dans {a) on aura :
(/t) m [d {v cos b)+v sin b de] =(P cos p + F cos p'+.. .) dt.
En ajoutant toutes les équations semblables, relatives aux divers points du système, après les avoir multipliées par des indéterminées \ qui peuvent être différentes d'un point à l'autre ainsi que les directions des lignes arbitraires et variables suivant lesquelles v cos b et Pcos ^ sont les composantes de v et de P, on aura :
De cette équation (/), aussi générale que l'équation (7) de l'article précédent, on déduit presque immédiatement toutes celles que nous avons données ci-dessus, et d'autres en* core, en attribuant diverses valeurs aux indéterminées \ et diverses directions aux lignes arbitraires et variables suivant lesquelles les décompositions s'effectuent.
«4. Applleationa de eette équation. — Par exemple, si 6 = 0, \=^vdt^ on a l'équation qui, intégrée, donne le théorème des Forces vives.
Si X est la longueur de la perpendiculaire abaissée, de chaque point du système, sur un axe fixe et si Ton prend pour lignes de décomposition les tangentes aux cercles qui ont ces
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perpendiculaires pour rayon el leur pied pour centre, il n'est pas difficile de von- qu on aura - i= — r :-n:'' ^ O" •
(m) g mrf (7; V cos 6) — g X P cos p dt ;
ou, en représentant par p la dislance de la force P à Faxe fixe, par y l'angle de cette force avec un plan perpendiculaire à cet axe, enfin par A la projection, sur le même plan, de Taire décrite à partir d'un instant quelconque par une ligne joignant le point m à un point de Taxe fixe, et en remarquant que
P cos p = p cos y ^ , dA = \v cos bat ;
On arrive ainsi au théorème des aires d'une manière un pr'u plus directe qu'à Tart. il.
15. Principe relatif aux résiiltautea et aux eonipo* saules de vitesses. — Supposons qu'un mobile, en partant deTétat de repos, prenne une vitesse v au bout du temps t, étant soumis à des forces que nous appellerons P; supposons qu'après l'avoir réduit de nouveau au repos, on le soumette à d'autres forces P'qui lui fassent acquérir'une vitesse i?' après le temps t; que, de même, sous Tinfluence d'autres forces P", il prenne, toujours au bout du temps /, une vitesse v", etc. Supposons maintenant qu'après avoir anéanti de nouveau sa vitesse, on le soumette à la fois à toutes les forces P, P', P", etc., dont nous venons de parler. Il est évident, d'après les lois de la dynamique, rappelées au commencement de l'art. 2, qu'au bout du temps /, le mobile, ainsi sollicité, aura acquis une vitesse qui sera la résultante des vitesses v, v\ t?",.-- prises par lui après le même temps lorsqu'il a été sollicité séparément par les forces P, par les forces P , par les forces P",.-- De même, après un nouveau laps de temps t', sa vitesse sera la résultante de celles qu'il aurait possédées successivement si les forces P ,P', . . . qui agissent maintenant ensemble sur lui , avaient continué à agir séparément pendant ce même temps sur le corps, déjà animé de chacune des vitesses r, v\ v\ etc,
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Donc, tous les éléments qui établissent des relations entre les vitesses des points duh système, considérées à deux ins' tants déterminés et les forces qui ont sollicité ces points entre les deux mêmes instants, ont également lieu pour les résultantes de ces vitesses et d'autres vitesses quelconques, pourvu qu'on ajoute^ aux Forces données^ de nouvelles Forces capables de communiquer au système les variations subies par les nouvelles vitesses entre les deux instants que Ton considère.
Oq peut donner, à ce principe général, l'énoncé particulier qui suit, en remarquant que la résultante w d'une vitesse v et d'une vitesse — u n'est autre chose que la vitesse qui, composée avec + w, donnerait v :
Tous les théorèmes qui établissent des relations entre les vitesses v que prennent les points d'un système, et les forces qui les sollicitent^ ont également lieu pour des composantes quelconques w de ces vitesses ^pourvu qu'on ajoute des forces égales et contraires à celles qui sont capables de produire les variations des autres composantes u qui, avec w, donneraient les vitesses effectives v pour résultantes.
Ce principe, presque évident par lui-même sous sa première forme, peut fournir de nombreuses conséquences :
En l'appliquant, sous sa seconde forme, au théorème des Forces vives, on a celui de M. Coriolis *, consistant en ce que si [on décompose les mouvements des points d'un système en un mouvement commun à tous et en mouvements relatifs à chacun d'eux^ le théorème des forces vives a lieu pour ces derniers mouvements, pourvu qu on ajoute, au système, des forces égales et contraignes à celles qui produiraient les variations du mouvement commun. Ces forces sont nulles quand le mouvement commun est uniforme et rectiligne.
Si l'on applique le même principe, encore sous sa seconde forme, à l'équation ;wrft;=(P cos a + P'cosa H-...) dt qui n'est que l'équation (6) de l'art. 4, et si la composante de vitesse qu'on substitue à la vitesse effective v est v cos b, b étant l'angle de v avec une ligne variable qui fait les angles p, ^Vavec P, P'... on obtiendra l'équation générale (k) de l'art. 13.
i. Mécanique de M. Poisson, seconde édition, 693, et T. III des SavmU ftrangens.
En effet, la force qui produit les changements de grandeur de la deuxième composante t; sin b a une projection nulle sur la direction de vcosb, et il est facile de voir que la force qui
de produit les changements- de direction de v sinb est mv sin h ^.
16. Théorèmes aor les forces vives et les travaux dus aux mouvements des projeetions du centre de g^ravité et des projections des autres points par rapport & ce centre. — Si u représente la vitesse d'un point m d'un système, et U celle du centre de gravité de ce système, estimées l'une et l'autre suivant une même direction, on a
(arl. 10) : U= -^ , ou Sm (u — U)=0. Mais on a ideotiquo-
mcnl u'=U»H-2U(u — U)+(tt — U)'. Donc:
ce qui prouve que la force vive due aux vitesses des points d'un système, décomposées toutes suivant une même direction, est égale à la force vive que le même système possèderait si ces points aoaient des vitesses égales à la composante de la vitesse du centre de gravité suivant cette même directiony plus la force vive qui serait due aux différences entre les vitesses de chaque point et la vitesse du centre de gravité également décomposées.
Si l'on multiplie l'équation (A) du même article 10 par Urf/ et si Ton intègre, on a, Uo représentant la valeur initiale deU-:
ip) ^^m-^^m=J^Vco^^.\]dt.
c'est-à-dire que F accroissement ^ pendant un temps quelconque de la {demi) force vive que posséderait un système si tous ses points avaient des mouvements égaux au mouvement du centre de gravité, décomposé suivant wne direction fixe quelconque^ est égal au travail des forces, dû aux mêmes mouvements.
En combinant ces deux équations avec l'équation (rf) du n^ 8, gn a :
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équation qui montre que F accroissement ^ pendant un temps quelconque^ de la (demi) force vive que posséderait un système si ses points avaient des mouvements égaux aux diffèrences entre les tnouvemenls effectifs de chaque point et le mouvenieni du centre de gravité, décomposés les uns et les autres suivant une direction fixe, est égal au travail que produiraient ^ en vertu des menues mouveme7îts, les forces appliquées au système.
Théorèmes sur les forces vives et les travaux diis aux mouvements translatoires et non-translatoires. Si Ton forme trois équations comme chacune des équations (o), ip), (q) en faisant les décompositions de mouvement suivant trois droites rectangulaires, on aura, en les ajoutant, trois nouvelles équations qui, d'après ce qu'on a dit à la fin de Tart. 8, donneront, pour les Forces vives effectives et pour les travaux effectifs, des théorèmes semblables à ceux qu'on vient de trouver pour les Forces vives et pour les travaux dûs aux mouvements décomposés. En appelant mouvements de translation ou trafislatoires, des mouvements égaux el parallèles à celui du centre de gravité, ci mouvements nontranslatoires ceux qui, composés avec les premiers, donnent les mouvements effectifs des points du système, le théorème fourni par la somme des trois équations (o) pourra être énoncé ainsi :
La Force vive d'un système, à un instant quelconque y est égale à la somme de celles qui agiraient lieu en vertu des seuls mouvements de translation et en vertu des seuls mouvements non-translatoires. Il est dû, à ce qu'il paraît, à M. Coriolis*.
Et les théorèmes fournis par les deux sommes que donnent les équations (/>) et {q) peuvent être réunis en un seul énoncé :
IJ accroissement (positif ou négatif) qu'éprouve^ pendant un temps quelconque, la {demi) force vive d'un système^ due aux seuls mouvements translatoires ou aux seuls mouve-
Du calcul de TelTet des machines
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ments non translatoires des points qui le composent ^ est égal au travail, dû aux mêmes mouvements^ des forces qui ont agi sur le système pendant le même temps.
Ce théorème, dû à Lagrange *, aurait pu être déduit du principe de Tarticle 15, sous le deuxième énoncé que nous avons donné à ce principe, en prenant successivement pour w et pour u (voyez cet article) les composantes transitoires et les composantes non-translaloires des vitesses du système, et en posant, dans ces deux hypothèses, Téquation des forces vives dues aux vitesses w. En effet, il n'est pas difficile de voir qu'en vertu de la propriété ou phitôt de la définition du centre de gravité (art. 10) on a zéro pour le travail total, dû à l'un des mouvements Iranslatoire et non-translatoire, des forces capables de produire les variations de l'autre.
Si l'on ajoute ensemble trois équations identiques comme
gP cos a. udt = gP cos a. Udt + gP cos a (« — U) dt relatives aux vitesses des points d'un système et de son centre de gravité, estimées suivant trois axes rectangulaires, on a cet autre théorème : Le travail des forces qui agissent sur un système est égal à la somme des travaux qu'elles produiraient si le système était successivement animé du seul mouvement de translation et du seul mouvement non-translatoire.
Mais ce théorème n'est qu'un cas particulier de cet autre théorème, plus général, qui suit de ce que la projection d'une résultante de vitesses ou de forces est toujours égale à la somme algébrique des projections de ses composantes :
Un travail dû à une vitesse quelconque est toujours égal à la somme des travaux dûs aux composantes de cette vitesse, quels que soient le nombre et les directions de ces composantes.
Il est bon de remarquer que la vitesse non-translatoire A' vlu point du système, ou la vitesse qui, composée avec celle du centre de gravité, donne la vitesse effective, n'est pas la vitesse relative de ce point et du centre de gravité ou la variation de leur distance mutuelle par unité de temps. On trouve facilement, en raisonnant comme à l'article 5, que la vitesse
Obsepiratiomu sur les forces vItca et les travaux
— Ce qui distingue surtout la force vive et le travail des autres quantités qu'en emploie en mécanique et re qui en rend l'usage si commode, c'est que, comme une espèce de monnaie dynamique S elles se combinent simplement par addition, soustraction ou substitution avec des quantités de même espèce, sans avoir besoin, pour cela, d'être décomposées suivant une direction constante ni d'èlre multipliées par un facteur comme les forces et les quantités de mouvement : on peut les regarder comme contenant déjà ce coefficient de position qui fait varier TefTet des forces suivant l'angle que font ces dernières avec la direction du mouvement du point qu'elles sollicitent *•
Ces deux quantités jouent un rôle tellement important dans la solution des questions du mouvement et de l'équilibre, qu'il est bon, je crois^ de multiplier les points de vue sous lesquels on peut les envisager, afin de hâter le moment oii l'on se fera ridée la plus juste de leur nature et où de nouvelles et grandes simplifications fort considérables pourront probablement être apportées, par cela seul, dans la manière d'exposer la mécanique.
Champ d'action des forces. Faisons donc cette remarque, qu'une force ne produit un certain effet que lorsqu'elle a, non seulement une certaine intensité, mais encore du champ pour agir. Une force attractive, par exemple, quelque grande qu'elle soit, ne peut presque plus engendrer de vitesse si les deux mobiles qu'elle sollicite l'un vers l'autre sont fort rapprochés
1. M. Navier, notes sur l'arch. bydr. de Belidor, addition au liv. I, § t.
2. Décomposables suivant des directions quelconques comme les forces, comme les vitesses, comme les moments, etc., la force vive et la quantité de travail jouissent seules de la propriété d'être simplement égales à la somme de leurs composantes, suivant trois directions rectangulaires quand il s'agit de la force vive, et suivant des directions quelconques quand il s'agit du travail.
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et a*onl plus qu'un faible chemin à parcourir pour cesser de s'attirer ; et il en est de même d'une force répulsive lorsque les deux corps qu'elle tend à écarter sont déjà très près de la limite de la sphère des actions sensibles de cette force.
Pouvoir moteur ou capital dynamique latent. Nous aurons donc une espèce de mesure numérique de ce qu'une force est capable de produire à partir d*un instant donné si nous multiplions le champ d'action qui lui reste par son intensité moyenne, c'est-à-dire si nous formons Vintégrale du produit de l'intensité qu'elle possède à chaque instant par Télément de la distance de ses deux points d'application (art. 5 et 6), cet élément étant pris positivement quand la force est répulsive et négativement quand elle est attractive, et l'intégration étant étendue depuis la valeur actuelle dé cette distance jusqu'à celle pour laquelle la force est nulle.
Cette intégrale, celte quantité toujours positive et d'une espèce nouvelle, nous pouvons lui donner un nom, par exemple celui de Capital dynamique ou celui de Pouvoir moteur^.
Or, comparons-lui les deux quantités qui nous occupent, le Travail et la Force vive.
Le travail n'est qu^une consommation d'une portion de ce capital. D'après ce que nous avons vu (art. 5 et 6), le travail d'une force agissant sur un point quelconque d'un système dans lequel on comprend tous les centres d'action mobiles^ est la somme des produits de cette force par les diminutions successives qu'éprouve ce que nous avons appelé son champ d'action. Le travail est donc une dépense, une consommution, un emploi d'une portion du capital dynamique. Cette dépense est positive ou négative^ selon que le mouvement acquis fait diminuer ou fait augmenter le champ d'action.
Réciproquement, le capital dynamique est le Travail total dont une force donnée est capable à partir d'un instant donné.
Capital dynamique patent. Il est, par cela seul (art. 3), égal à la (demi) force vive totale que la même force peut
!• Potentiel»
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communiquera partir de rinstani où Ton se trouve ; une force vive exige, en eiïet, pour être acquise ou pour être perdue, le déploiement d*un travail positif ou négatif qui lui soit numériquement égal ; on peut, comme l'observe M. Coriolis *, regarder toute force vive acquise comme un travail disponible ; tout mouvement actuellement possédé par un corps rend les forces qui en émanent capables de récupérer, en quelque sorte, du champ d'action à mesure qu'elles en dépensent, de manière que le corps peut toujours restituer tout le capital dynamique qu'il a fallu employer pour lui donner sa vitesse ou sa force vive actuelle. Nous pouvons donc appeler aussi la (demi) force vive un pouvoir ou un capital dynamique^ en ajoutant une épithète comme celle de visible ou de patent^ pour la distinguer de l'intégrale du produit de la force et du champ d'action que nous appellerons capital latent, liCS mêmes noms peuvent être donnés aux sommes des quantités de même espèce relatives à tous les corps et à toutes les forces d'un système.
Les deux quantités que nous appelons capitaux dynamiques reviennent souvent en mécanique. On reconnaît facilement, dans ce que nous appelons le capital latent et le capital patent ', ces deux quantités que Lagrange désigne ordinairement par V et par T et qui entrent si souvent dans les formules de la 2^ partie de la mécanique analytique.
Différentiées par rapport à l'espace parcouru estimé suivant une direction quelconque, elles donnent les composantes, les forces moyennes et les autres forces fictives dont on fait usage dans la mécanique. Cette quantité, dont les variations virtuelles sont constamment nulles quand des forces se font équilibre, et qui est à son minimum ou à son maximum selon que l'équilibre est stable ou non stable, n'est autre chose que le capital latente C'est elle aussi que Lagrange avait, sans
i. Ouvrage précité, art. 24.
2. Ce qu'on appelle aujourd'hui énergie potentielle, énergie actuelle. (F.).
3. Mécanique analytique, 1^ partie, sect. III^ de 21 à 27 (cette quantité y est désignée par II) et 2* partie sect. VI, 9.
Voyez aussi Mécanique de Poisson, 2o édition, 570.
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doule, en vue, lorsqu'il écrivail qu un ressort lendu, uae chute d'eau, une quantité donnée de combustible, renferment une quantité déterminée de force mve\ Les moments des forces par rapport à un plan fixe qui leur est perpendiculaire ne sont que le capital latent moins une constante indéterminée dont on n*a pas besoin de connaître la valeur, puisqu'on n'a jamais à calculer que les différences des capitaux dynamiques : les autres espèces de moments ont aussi de l'analogie avec le capital latent. On le retrouve dans la théorie des pressions des fluides et dans d'autres circonstances encore.
Échanges continuels entre ces deux quantitf^s. Dans tout mouvement varié il se fait un échange continuel entre le capital latent et le capital patent. La puissance physique de l'homme et des animaux est probablement bornée à opérer en eux des échanges de cette sorte '.
Le ihéorëme des forces vives ne consiste que dans Tégalité du capital patent acquis au capital latent dépensé. Appliqué au système entier du monde il donne, si l'on prend le capital dynamique pour mesure commune du mouvement effectif et du mouvement possible, ce grand principe avancé par Descartes et mieux compris par Leibnitz, que le Mouvemetit reste en quantité toujours égale dans l'univers ^
Fait à Rethel, et présenté à l'Académie le 14 avril 1831.
L'ingénieur ordinaire^ Signé: SAINT-VENANT,
Ingénieur des ponts et ^'haussées, à Rethel (Ardennes).
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DÉFINITIONS
t. De» éqaipollenoes. — Une ligne droite quelconque AB (fig. \) peut servir, comoie on le sait, à dr^Knir uîie grandeur^ par le rapport de sa longueur à celle d'une autre ligne
Fig. 1
prise pour unité ; une direction^ par les angles qu'elle fait avec des directions fixes données, et enfin un sensu Ton convient de la regarder comme allant, par exemple, de A vers B^ en attribuant une signification différente à la même ligne parcourue en allant de B vers A.
Les lignes de môme direction ne pouvant ^B avoir que deux sens, opposés Tun à l'autre, on attribue le signe + à Tun d'eux et le si- C gne — à l'autre; ainsi, les deux lignes AB et CD étant parallèles, et étant supposées parcourues respectivement en allant de A vers B et de C versD, seront Tune positive et l'autre négative. Mais les signes adoptés pour une direction ne comportent aucune conséquence pour ceux qui peuvent être attribués aux lignes d'une direction différente. Si l'on convient de considérer AB comme positive, CD sera négative, mais on restera maître de donner à une ligne £F d'une autre direction quelconque le signe + ou le signe — •
Dans ce qui va suivre, les lignes seront ordinairement terminées, à Tune de leurs extrémités, par une petite flèche indiquant leur sens. Lorsque cette flèche n'existera pas, le sens de la ligne sera indiqué par Tordre dans lequel on lira les leltros qui sont placées à ses extrémités. Ainsi, la ligne EF indiquera une ligne parcourue do E vers F ; la ligne FE indiquera une ligne de sens contraire à la précédente.
On dit que deux lignes sont éqiiipollentes to lorsqu'elles ont même grandeur, direction et sens ; ainsi les deux lignes AB, CD (fig. 2) D sont équipollentes.
A défaut d'un signe typographique spécial pour désigner Téquipollence de deux lignes, nous nous servirons du signe d'égalité mis entre deux parenthèses (=). L'équipollence
AB(=)CD ou L(=)L'
signifiera que les deux lignes AB et CD, ou L et L', ont même grandeur, même direction et même sens.
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Si Ton projette deux lignes équipollenles sur trois axes coordonnés que, pour simplifier^ nous supposerons toujours rec* tangulaires, les projections de ces lignes seront évidemment égales deux à deux; et si, comme nous le ferons ordinaire* ment, nous désignons respectivement ces projections par Lx, Ly , hz pour la ligne L, par h'x, L'y , Uz pour la ligne L\ réquîpollence écrite plus haut équivaudra aux trois équations algébriques :
(4) Lar = L'a. , Ly = L'y , L, = L'^.
Réciproquement, si deux lignes sont telles que leurs projections sur trois axes coordonnés soient respectivement égales, ces deux lignes sont équipollentcs. En effet, chacune d'elles est la diagonale d'un parallélépipède construit sur trois lignes deux à deux égales, parallèles et de même sens ; elles sont donc aussi égales, parallèles et de même sens.
Par conséquent, les trois égalités algébriques ci-dessus (1) et Téquipollence
ont exactement la même signification. L'usage des équipollences constitue ainsi une simplification du langage et des notations. Nous les emploierons fréquemment dans tout le cours de ce volume.
De ce qui précède résulte, d'ailleurs, d'une façon évidente, ce théorème que si deiuv lignes ont mêmes projections sur trois axes rectangulaires ^ elles ont mêmes projections sur un axe quelconque de ï espace.
9. Be« «ommes fféométriqaeii. — Considérons un système de lignes /|, /t, 4, l^y /s, disposées d'une manière quelconque dans l'espace. Par un point (fig. 3), arbitrairement choisi, menons une ligne l\ équipoUente à /|, par ^extrémité de /i, une ligne t^ équipoUente à 4 et ainsi de suite, et joignons le point de départ à l'extrémité de la dernière ligne f^ ainsi menée, la ligne obtenue, que nous représenterons par L, est dite la somme géométrique des lignes données /^ A,.*" A ! ^^>
quel que soit le point 0, la somme géométrique obtenue sera
équipollente à L.
Le polygone ainsi construit, ayant ses côtés successivement équipol* lents aux lignes /, s'appelle le polygone de ces lignes.
Pour exprimer l'addition géomé* trique, nous nous servirons, à défaut d*un caractère typographique spécial^ du signe de Taddition algébrique, mis entre parenthèses (+). La suite des opérations que nous avons faites pour obtenir L se traduira donc par Téquipollence
Pig.3 (1) L (=)/,(+)/,(+) 4 (+)/,(+) 4.
L'ordre dans lequel on porte à la suite les unes des autres les différentes lignes dont on cherche la somme géométrique n'a aucune influence sur le résultat. Si, par exemple, après avoir mené l\ équipollent à /» on mène l''k{=) /*, puis t\{=) /,, l'extrémité de cette ligne /% coïncidera avec celle de la ligne l\ obtenue en menant d'abord /'8(=) 4 et t^ {=)li. Et puisque le résultat ne change pas lorsque l'on intervertît Tordre de deux lignes consécutives, on en conclut facilement que la somme géométrique restera la même, quel que soit Tordre adopté pour toutes les lignes.
De même que Ton désigne par 2 la somme algébrique de plusieurs quantités semblables, nous représenterons la somme géométrique de plusieurs lignes par les deux lettres %g, L'é* quipollence précédente s'écrira ainsi :
La projection, sur un plan quelconque de la somme géométrique d'un système de lignes est équipollente à la somme géométrique des projections de ces lignes sur le même plan. Il suffit, pour vérifier l'exactitude de ce théorème, de projeter, en même temps que les lignes et leur somme géométrique, la figure qui sert à obtenir cette somme.
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Projetons sur un axe quelconque pris pour axe des x^ lepo* lygone formé par les lignes fi, /\..., ^8, L. La projection de L sera égale à la somme des projections des autres côtés l\^ ff •- et celles-ci sont respectivement égales aux projections, sur le même axe, des lignes données /i, /|... Désignons ces projections par /|^, 'i^v Nous pourrons écrire Tégalité
ha 5= li^x "h 6t« + '3,« + 4^ == S/».
Nous aurions de même, en projetant sur deux autres directions perpendiculaires entre elles et à la première, prises pour axes des y et des z^ les deux autres équations
^ = lu$ + '«.y "+" "=" 2/y,
Ces trois égalités algébriques sont donc la traduction de TéquipoUence
et réciproquement, si une ligne L est telle que ses trois projections soient égales respectivement aux sommes algébriques des projections sur les mômes axes d'un certain nombre d'autres lignes, elle sera la somme géométrique de ces lignes, c'est-à-dire que les trois égalités algébriques et TéquipoUenc^ ont exactement la môme signification.
s. Diflérenoe féométrlqve. — Si à l'extrémité a (fig. 4), d'une ligne t^ menée à partir d'une origine 0, équipoUente à /o on mène une ligne ab égale, parallèle, mais de sens contraire à une autre ligne /|, la ligne 06 ou L, qui joint l'origine à l'extrémité 6, se nomme la dijfirenct géométrique des deux lignes /« et /|. On voit que L est la somme géométrique de la ligne U et d'une ligne égale parallèle et de sens contraire à /s, que l'on peut représenter par — (,, de sorte que l'on peut écrire l'équipoUence
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ou bien, en représentant par le signe ( — ) la différence géométrique, on aura
Alors, les notations d'addition et de soustraction géométrique deviennent tout à fait analogues à celles d'addition et de soustraction algébrique, et Ton peut considérer des espressions géométriques contenant des termes négatifs ou positifs telles que la suivante :
qui représentera la somme géométrique des lignes précédées du signe (+) et de lignes égales et de sens contraire à celles qui sont précédées du signe ( — ).
Ce que nous venons de dire de l'interversion des termes d'une somme géométrique s'applique évidemment à ces expressions qui contiennent à la fois des termes positifs et négatifs.
Si l'on multiplie par un même nombre tous les termes d\ine somme géométrique, cette somme se trouvera multipliée par le même nombre. C'est-à-dire que si l'on a:
on aura aussi, m désignant un nombre quelconque : (2) mh (=) ml, (+) ml, (— ) m/, {+)ml^
En effets la figure que Ton tracera pour construire la somme géométrique des lignes m/|, m/|.... ne sera autre chose que celle que Ton aurait tracée pour construire la somme géométrique des lignes /|, /t,... amplifiée dans le rapport de 1 à m.
Le nombre m pouvant être fractionnaire, cela s'applique à la division comme à la multiplication.
A. IJ^ne moyenao d'an •ystème. — Béaultante. —
Nous appellerons ligne moyenne ou simplement moyenne d'un système de lignes^ leur somme géométrique divisée par leur nombre.
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Lorsque les lignes dont on considère la somme géométrique seront issues d*un même point, nous donnerons à la somme géométrique de ces lignes, menée par le point de concours, le nom de résultante de ces lignes qui portent le nom de lignes composantes.
II. Produit fféométriqae. — Nous appellerons produit géométrique de deu2^ lignes concourantes, le produit de Tune de ces lignes par la projection de l'autre sur la direction de la première, ou, ce qui est la même chose, le produit des longueurs de ces deux lignes par le cosinus de Pangle qu'elles forment.
Le produit géométrique, ainsi défini S est une quantité numérique ou algébrique, susceptible d'être représentée en grandeur par une ligne, mais elle n'a ni direction ni sens ; elle n'est donc pas assimilable aux quantités que nous avons représentées géométriquement par des lignes.
Mais le produit géométrique a un signe algébrique, il est positif ou négatif suivant le signe du cosinus de Tangle des deux droites, ou, ce qui revient au même, suivant que la projection de Tune des lignes sur l'autre est dirigée dans le même sens que celle-ci ou en sens contraire.
Le produit géométrique de deux lignes qui ne sont pas nulles a une valeur égale à zéro lorsque ces deux lignes sont perpendiculaires l'une sur l'autre. Le produit géométrique devient égal au produit algébrique lorsque les deux lignes ont la même direction.
Nous représenterons le produit géomélrique de deux lignes concourantes l, /, par le symbole :
1. La dénomination de produit géométrique appliquée à la quantité que nous venons de définir est sujette à la critique, lorsque les lignes dont il 8*agît deviennent imaginaires. Le produit n'a plus alors une signification précise. Mais cet inconvénient ne nous empêchera pas d*appliquer cette désignation aux lignes réelles^ en faisant explicitement la réserve que ce que nous dirons ne s'appliquernit pas au; lignes imaginaires dont nous ne nous occupons pas.
Celte quantité étant le produit de /« par la projection de / sur la direction de /«, et cette projection étant égale à la somme algébrique des projections, sur la même direction, d*ua système de lignes concourantes l' , r, T,.,. dont / serait la ré* sultante, c'est-à-dire telles que :
on a Tégalité :
qu*on peut traduire ainsi : le produit géométrique, par une ligtie quelconque 1|, cPune autre ligne 1 qui est la résultante d'un certain nombre d'autres lignes concourantes 1', 1", V\,., est égal à la somme algébrique des produits géométriques de la ligne li par chacune de ces lignes composantes.
Si donc on a un système quelconque de lignes concourantes, la somme algébrique des produits géométriques de ces lignes par une ligne quelconque, perpendiculaire à la direction de leur résultante, est nulle.
Dans Tégalité précédente^ la ligne /| pourrait de même être considérée comme la somme géométrique d'un système de lignes l\^ r\y Ti,... et en appliquant la même règle à chacun des termes du second membre on aurait, en admettant It (=)
ri(+)r.(+)r, (+)....;
i{x)ii = r{x)r, + r{x)i\+r (x)r,+
Cette formule générale se simplifie beaucoup lorsque les composantes de chacune des lignes /, /^ sont ses trois projec« tions sur trois axes rectangulaires. Chacun des produits du second membre est alors ou bien un simple produit algébrique, s'il s'agit de deux composantes dirigées suivant le même axe, ou bien identiquement nul s'il s'agit de composantes dirigées suivant des axes différents. En appelant donc /«, ly, /«, /i,«, A.y , lu» les projections sur les trois axes rectangulaires x, y, z des lignes /et /i, nous aurons simplement :
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(*) / (X) /,., = 4 /.^ + ly iuy + /. iuz
Ce résultat peut être trouvé directement. Le produit géométrique Z (x) /i a en effet, pour valeur, par définition :
(5) /(X)/i = /. /i. (cos/,/0.
Les cosinus directeurs des deux lignes / et /| ayant respec-
vements pour valeurs ^» f» -, et -r— » —9 -7-1 le cosmus
^ ft * ( M 11 (f
de Tangle de ces deux droites a pour expression :
Multipliant les deux membres par / A on retombe, en vertu de l'équation ci-dessus (5), sur la précédente (4) que nous avons trouvée d'une façon toute différente et que Ton peut énoncer ainsi :
Le produit géométrique de deux lignes est égal à la somme algébrique des produits deux à deux des projections de ces H* gnes sur trois axes rectangulaires.
•. Moments par rapport à un point. — On appelle moment d'une ligne par rapport à un point le produit de la longueur de cette ligne par la distance du point à sa direction.
Ainsi, le moment d'une ligne ab = l (fig.
\ S) par rapport au point sera le produit
^.-^ "T abxOp. C'est le double de la surface du
j-y '"^ triangle Oab obtenu en Joignant au point
"^-.^ \ les deux extrémités de la ligne ab.
""-X \ Ce moment se représente géométrique-
^ ment par une ligne Om dont la longueur
Fig. 5. Om est égale, à une échelle déterminée, à
ce produit abxOp, dont la direction est perpendiculaire au plan mené par le point et la ligne ab et dont le sens est toi qu'un observalcur, ayant les pieds en 0, la tète dans la direction Om et regardant la ligne /, voie cette ligne dirigée de sa gauche vers sa droite.
Réciproquement, un observateur placé sur la ligne ab, les pieds en a, la tète en b et regardant la ligne Om, la verra dirigée de sa gauche vers sa droile.
Le moment d'une ligne par rapport à un point est ainsi une autre ligne définie en grandeur, direction et sens, et ce sera toujours le moment ainsi représenté que nous aurons en vue.
Le moment d'une ligne par rapport à un point quelconque de sa direction est évidemment nul.
Pour abréger l'écriture, nous désignerons le moment d'une ligne / par rapport à un point par le symbole Mol qui s'énonce : Moment par rapport au point de /.
Le moment d'une ligne par rapport à un point est le même quelle que soit la position de celte ligne sur sa direction, car les deux facteurs du produit qui expriment ce moment restent les mêmes.
Les moments par rapport à un point de deux lignes égales et directement opposées sont eux-mêmes égaux et directement opposés. Cela résulte de la définition que nous avons admise pour le moment et pour le sens dans lequel doit èlre portée la ligne qui le représente.
7, MMnent pésultant d'an système. — Si l'on considère un système de lignes, distribuées d'une manière quelconque dans l'espace et si l'on prend les moments de ces lignes par rapport à un même point, les lignes représentant les moments seront toutes issues de ce point et auront, par conséquent, une résultante que l'on appelle le moment résultant du. système de lignes par rapport au point dont il s'agit.
Lorsque plusieurs lignes sont issues d'un même point, le moment résultant de ce système de lignes, par rapport à un point quelconque de l'espace, est égal au moment par rapport au même point de la résultante de ces lignes.
Soient /|, /„ /,, i^ diverses lignes issues d'un même point A (fig. 6) et R la résultante, c'est-à-dire la somme géométrique
Fig. 6
de ees lignes, menée par le point A ; et soit un point quelconque de l'espace. Soient Omj, Om„ Owi», Om^, OM les moments respectifs, par rapport au point 0, des lignes /,, /„ 4, /i, R. Tous ces moments sont menés normalement à des plans passant par les points A et et par les diverses lignes issues du point A, ils sont donc tous perpendiculaires sur AO et, par suite, contenus dans un même plan P.
Chacun de ces moments, Omi par exemple^ est égal au produit de la ligne correspondante /| par la perpendiculaire abaissé.e du point sur sa direction, ou bien au double de la surface du triangle ayant pour base li et pour sommet le point 0. Projetons /| en l\ sur le plan P, la ligne /', sera précisément la hauteur de ce triangle considéré comme ayant pour base le cdté OA, de sorte que le moment Omi sera égal au produit de la projection l\ par la longueur AO, et ainsi des autres.
D'un autre côté, la projection R' de la résultante R sera la résultante des projections l\y /',
Le moment Onii est perpendiculaire au plan de et de /|, il est donc perpendiculaire à l\ ; de même Om, est perpendiculaire à /%... etOM est perpendiculaire àR\ Si nous faisons
tourner de quatre-vingt-dix degrés autour de AO les projections ti^ /"i... R' dans le plan P, elles viendront, après cette ro-tation, coïncider respectivement avec les lignes Omt, Om,... OM et ces dernières sont égales aux précédentes multipliées par un facteur constant OA. Il en résulte, puisque R' est la résultante des lignes /'j, /',... que OM sera la résultante des lignes O/Wi, Om,... ; ce qui démontre le théorème énoncé.
Lorsque toutes les lignes /|, /,,... sont dans un même plan et que Ton prend leurs moments par rapport à un point de ce même plan, toutes les lignes représentatives des moments sont portées sur une même ligne droite perpendiculaire au plah, menée par le point 0, les unes d'un côté, les autres de l'autre, suivant le sens des lignes / et leur position par rapport au point 0. Dans ce cas, la somme géométrique ou la résultante de ces moments n'est autre chose que leur somme algébrique ; et le théorème s'énonce alors ainsi : Si ton considère un système de lignes issues d'un même point et situées dans un même plan^ ainsi que la résultante de ces lignes, et si Ton prend leurs moments par rapport à un point quelconque de ce plan, le moment de la résultante sera la somme algébrique des moments des lignes composantes,
9. Oouple de liyneM. — On appelle couple de lignes deux lignes égales, parallèles, mais de sens contraire.
Pig. 7
Le moment résultant de deux lignes formant couple, par rapport à un point quelconque de l'espace, est constant, c'està-dire est représenté, pour tous les points, par des lignes équipolientes.
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Soient, en effet, deux lignes /, /| (fig. 7) formant couple et dont nous prendrons le plan pour plan horizontal de projec* tion. Soit un point quelconque de l'espace ; menons par ce point un plan perpendiculaire au plan des deux lignes /, /( et dans une direction telle que son intersection XY avec ce plan soit aussi perpendiculaire à la direction de / et de /, ; et prenons ce nouveau plan pour plan vertical, XY étant la ligne de terre. Prolongeons / et /| jusqu'à la rencontre de XY en a, 6, joignons Oa, Ob qui seront les perpendiculaires abaissées du point sur les lignes /, /|. Le moment de / par rapport au point sera une ligne Om, menée dans le plan vertical, perpendiculairement à Oa et égale au produit /xOa; de même le moment de /j par rapport au même point sera une ligne OiW|, perpendiculaire à Ob et égale à AxOft. Le moment résultant OM s'obtiendra en menant par Tun des points m ou nii une ligne équipoUente à Orrii ou à Om, c'est-à-dire en construisant le parallélogramme OmMmi. Or, le triangle OmM, par exemple, a deux de ses côtés Om, mM respectivement perpendiculaires aux côlés Oa, Od, du triangle Oab et proportionnels à ces mêmes côtés, puisque nous avons Om =OaX/, Omj=OAx/i et que, par hypothèse, /^/j. Ces triangles sont semblables et le troisième côté OM du premier est perpendiculaire au côté homologue ab du second et lui est proportionnel, c'est-à-dire queOM=a4x/. Donc, quelque soit le point de l'espace, le moment résultant OM des deux lignes formant couple a une même direction, puis qu'il est toujours perpendiculaire au plan de ces deux lignes et une même grandeur puisque son expression ahXl est indépendante de la position du point 0. Il est facile de vérifier également que le sens de ce moment est aussi le même pour tous les points de l'espace.
9. Axe d^an eouple. «-^ Ce moment résultant de deux lignes formant couple, qui se trouve être ainsi une quantité dépendante du couple lui-même et indépendante du point de l'espace par rapport auquel on le considère, porto le nom de moment du couple ou quelquefois à'axe du couple.
L'axe d'un couple est donc une ligne menée perpendiculai*
rement au plan des deux lignes formant couple, en un point quelconque de ce plan, et dont la longueur et le sens sont ceux de la ligne qui représente le moment de Tune de ces lignes par rapport à un point quelconque de Tautre.
La distance ab des deux lignes s'appelle souvent hras de le* vier du couple.
lO. Moment résultaat d'au systênie dont la somme i^éométrique est nulle. — Du théorème qui vient d'être démontré, on peut conclure que le moment résultant d'un nombre quelconque de couples est le même pour tous les points de l'espace. En effet, les moments composants individuels étant.les mêmes pour tous les points de l'espace, il en sera de même de leur résultante,c'est-à-dire du moment résultant d'un nombre quelconque de couples.
On en déduit que le moment résultant dun système de lignes dont la somme géométrique est 7mlle est le même pour tous les points de l'espace.
Considérons un pareil système de lignes /i, /j... (fig. 8) dont la somme géométrique est supposée nulle. Par un point A quelconque, menons des lignes fi, /'s--* égales, parallèles,mais de sens opposé à chacune des lignes
^' ^ données, et prenons les moments
par rapport à un autre point quel- Fig- 8 conque de l'espace. Le moment
résultant de toutes ces lignes par rapport au point se composera de deux parties : le moment résultant des lignes / et le moment résultant des lignes /', dont il sera la somme géométrique ; il s'exprimera ainsi par le symbole
Mais les lignes / et /', considérées deux à deux, forment des couples et d'après ce que l'on vient de dire, le moment résultant de tous ces couples par rapport à un point quelconque est constant. On a donc :
S»llo/ (+) SffWlo/' (=) const.
D*an autre côté, les lignes /' sont issues d'un même point A, leur moment résullant par rapport au point est donc égal au moment de leur résultante (n^ 7), laquelle est nulle, puisque, par hypothèse, la somme géomélrique des lignes / étant nulle, il en est de même des lignes T qui leur sont égales et parallèles, mais de sens opposés. Le second terme de la somme précédente est donc identiquement nul, Téquipollence se réduit à (i) «^Mo/ (—) const.
qui est la conséquence de riiypothëse
et réciproquement la seconde équipollence est la conséquence de la première.
Sans essayer de tirer aucune conséquence de ce rapprochement, on peut remarquer l'analogie qu'il y a entre les deux équipoUences (1) et (2), liées nécessairement Tune à Taulre, et les égalités
/j[x) = const.
qui expriment que la dérivée d'une fonction constante est nulle ou réciproquement.
II. Relation entre les moments d'une ligue par rapports aa& divers points de Tespaee. — Ce résultat peut se démontrer plus directement.
Connaissant le moment d'une ligne par rapport à un point (fig. 9), proposons-nous de chercher le moment de cette même ligne par rapport à un autre point quelconque 0'.
Prenons le plan de la figure perpendiculaire à la ligne donnée /, de manière qu'elle s'y projette en un seul point M, et soient et 0' les projections sur ce même plan, des points par rapport auxquels nous nous proposons dô
prendre les moments. Le moment de / par rapport au point se projettera en vraie grandeur suivant OP, perpendiculaire à OM, et nous pouvons admettre, pour le représenter, une longueur OP = OM, puisqu*il doit être proportionnel à OM. De même le moment cherché, par rapport à 0\ sera représenté, en projection, par une ligne O'P ' égale et perpendiculaire à O'M.
Joignons 00', menons par le point P' la ligne P'Q, éqoipollente à PO, et joignons QO' ; le triangle O'P'Q ainsi formé sera égal au triangle O'MO : en effet, les angles P' et M sont égaax comme ayant leurs côtés perpendiculaires et les côtés adjacents sont égaux par construction. Il en résulte que QO' est égal et perpendiculaire à 00' et peut être considéré comme le moment d'une ligne équipollente à / menée par le point 0. Le moment cherché OT' est la somme géométrique de ce moment O'Q et de QP' ou OP, moment par rapport au premier point 0. Par conséquent,
Le moment cTune ligne par rapport à un poiîii quelconque O' de fespace est égal à la somme géométrique du moment de de cette ligne par rapport à un premier point Oet du moment y par rapport à (X, d'une ligne équipollente à la ligne donnée menée par le point 0.
19. Belation entre le« moments résultants d'an système par rapport aux divers points de l'espaee. —
Si, au lieu d*une seule ligne, on en a un nombre quelconque, on devra, pour former cette somme, mener par le point des lignes équipollentes et prendre la somme de leurs moments par rapport à 0' ; mais cette dernière somme est égale, pour des lignes issues d'un même point, au moment de leur résultante, laquelle est équipollente à la somme géométrique des lignes données, d'où résulte ce théorème :
Le moment résultant d'un système de lignes par rapport à un point quelconque O'* de Fespace est égal à la somme géométrique du momejit résultant de ce système par rapport à un premier point et du moment, par rapport à 0', de la somme géo^ métrique des lignes domiées, menée par le point 0.
On voit alors immédiatement que si cette somme géométri-
que est nulle, le moment résultant du système de lignes est le même pour tous les points de l'espace.
Si l'on considère le moment résultant du système de lignes par rapport au point 0', tel qu'il vient d'être déiini» c'est-à-dire comme étant la somme géométrique du moment résultant du système par rapport à un premier point et du moment, par rapport à 0', de la somme géométrique des lignes du système menée par le point 0, et si on le projette sur la direction de la somme géométrique du système, sa projection sera la somme algébrique de celles des deux moments dont il est la somme géométrique. Or, le premier de ces deux moments a sa projection nulle, puisqu'il est perpendiculaire au plan mené par la résultante du système ; par conséquent, la projection des momerUs résultants d'un système de lignes par rapport à tous les points de Fespace^ sur la direction de la somme géométrique de ces lignes^ est constante. Nous retrouverons plus loin ce théorème.
tS. Moments par rapport à un axe. — Le moment d'une ligne par rapport à un axe est le moment de la projection de cette ligne, sur un plan perpendiculaire à l'axe, par rapport au point où cet axe perce le plan.
Fig. 10
Ainsi, le moment d'une ligne / par rapport à un axe OZ (fig. iO) est le moment, par rapport au point 0, de la projection t de cette ligne sur un plan P perpendiculaire à OZ.
Ce moment se représente par une ligne Om' portée sur Taxe, comme s'il s agissait effectivement de représenter le
inomeDt de la ligne /' par rapport au point 0. Celte ligne Qm' est égale au double de la surface du triangle OÂ'B'.
Si Ton considère le moment de la ligne / par rapport au point 0, ce moment sera représenté par la ligne Om menée normalement au plan OAB et égale au double de la surface du triangle OAB. Et il est facile de constater que Om' n'est autre chose que la projection de Om sur Taxe OZ, car la surface du triangle OA'B' est égale à celle du triangle OAB multi^ pliée par le cosinus de Tangle des deux plans OAB, OA'B\ lequel angle est celui dos deux normales OZ et Om ; ainsi Om' qui représente le moment de / par rapport à Taxe OZ est égal à Om multiplié par le cosinus de Tangle de Om avec OZ, c'est donc la projection de Om sur Taxe OZ. Ainsi, le moment d'une ligne par rapport à un axe est égal à la projection sur cet axe du moment de cette ligne par rapport à un point quelconque de Taxe.
Il en résulte que les moments d'une ligne par rapport à tous les points d'une droite quelconque ont même projection sur celte droite.
Il en résulte aussi que si l'on considère tous les axes passant par un même point 0, il y a un de ces axes et un seul par rapport auquel le moment d'une ligne donnée /est maximum : c'est celui qui est perpendiculaire au plan contenant la ligne / et le point 0. Au contraire, pour tous les axes contenus dans ce même plan, le moment est nul. La définition que nous avons donnée du moment d'une ligne par rapport à un axe montre, en cflet, que ce moment est nul lorsque la ligne et l'axe sont dans un même plan, qu'ils soient concourants ou parallèles.
i4. Moment de la résultante d'an système. — Considérons maintenant un système de lignes issues d'un même point A et la résultante R de ces lignes. Prenons les moments de ces lignes et celui de leur résultante par rapport à un axe quelconque OZ ; pour cela, prenons les moments par rapport à un point quelconque de Taxe et projetons ces moments sur l'axe. Le moment de la résultante R par rapport au point est égal au moment résultant des lignes données par rap-»
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port au même point (n*7) ; et si nous projetons sur Taxe OZ, la projection de ce moment résultant sera la somme algébrique des projections des moments composants, lesquelles sont les moments, par rapport à Taxe, des lignes données. Par conséquent, le moment, par rapport à un ajce quelconque^ de la resultanXe dun système de lignes issues d*un même point est égal à la somme algébrique des moments, par rapport au même axe y des lignes composantes. ^
Ce théorème va nous permettre d'exprimer facilement, en fonction de ses projections sur trois axes rectangulaires, les moments par rapport à ces trois axes d'une ligne quelconque de l'espace.
t&. Moments d'une llfr^e par rapport a trois axes reetaniralaircfl. — Soit en eifet une ligne AB = / (fig. 11)
dont on connaît les projections AD = 4, AE = /y , AF == Iz sur les trois axes rectangulaires OX, OY, OZ. Soient de plus x, y, z les coordonnées d'un point quelconque A X de cette ligne. Elle peut être regardée comme la résultante de ses Fig. 11. trois projections et> d'après ce qui
vient d'être dit, son moment par rapport à Tun quelconque des trois axes sera la somme algébrique des moments par rapport à ce même axe de ses trois composantes.
Le moment par rapport à Taxe des x, par exemple, sera la somme algébrique des moments de 4, de ly et de 4. Or, le moment de 4 est nul, puisque cette ligne est parallèle à Taxe ; le moment de /y est — lyZ et celui de h est /^y. On a donc, en faisant la somme algébrique et opérant de même pour les deux autres axes:
l=Ly —
/ Mxt^izy —
\ im.. l =z Lz --^
IxZ
\ ni; l = ljX
IjX,
Ces trois expressions sont d'un usage fréquente Les coordonnées x, y, z sont celles d'un point quelconque de la ligne AB. Il n'est pas inutile de faire remarquer que la valeur du moment reste la même, quel que soit le point de la ligne dont on a pris les coordonnées. L'équation
Ijgt/ — lyZ = const.
est, en effet, Téquation d'une droite tracée sur le plan des zt/, parallëlement à la projection de / et qui coïncide avec cette projection lorsque la constante est égale au moment de /par rapport à Ox, Les coordonnées de tous les points de cette droite satisfont àTéqualion Mxi = lzy — 'y^.
Ayant trouvé les moments de la ligne / par rapport aux trois axes coordonnés, nous pouvons en déduire le moment de cette ligne par rapport à Torigine 0. En effet, le moment Ma;/, par exemple, de la ligne /par rapport à Taxe des x n'est autre chose que la projection sur cet axe du moment Mo/ de cette même ligne par rapport au point 0. Le moment Mo/ est donc la résultante des trois moments ci-dessus calculés et l'on a :
Mo/= y/ (MxQ' + (My/)' + {wj)'
= s! [Izy — lyzy + (l^z — hxY + {l^ — u yy
On déterminera de même la direction de ce moment, par les angles >., ^^ v qu'il fait avec les trois axes et dont les cosinus ont évidemment pour valeurs :
COSA = — ; , COS IX = -^, , COS V
Moi ^ Mot Mol
1. Il est utile de se les rappeler et d'avoir un moyen mnémonique de les écrire sans hésitation. En voici un qui me semble simple : on écrit les trois projections en sens inverse de Tordre alphabétique et on les répète dans le même ordre puis, on écrit, au-dessous les coordonnées correspondantes. On divise de deux en deux par des barres verticales, et Ton a ainsi :
ly Ix
U ly \ Ix h
et chacun des moments est alors le déterminant compris entre deux barres verticales consécutives.
f •. Moment d'une li^^ne par rapport & un aïKe qneleonque mené par l'orlfrine. — Le moment par rapport à rorigine étant ainsi exprimé en fonction des projections sur les axes de la ligne /, et étant déterminé en grandeur et en direction, on pourra trouver facilement le moment de la ligne / par rapport h un axe quelconque passant par le point 0. Ce moment n'est autre chose, en effet, que la projection sur cet axe du moment de la ligne / par rapport au point 0. Si a, p, Y sont les angles formés avec les trois axes coordonnés par cet axe quelconque OU, le moment de la ligne / par rapport à cet axe^ que nous représenterons par mj, sera égal au moment de / par rapport au point 0, ou à Mol, multiplié par le cosinus de l'angle compris entre Taxe OU et la direction de ce mo-. ment, lequel cosinus a pour expression :
cos a cos X + cos p cos ^ + cos y cos V.
Nous aurons ainsi, en mettant pour cos >., cos pi, cos v leurs valeurs ci-dessus :
Mm/ = Mo/* (cos a COS ^ + cos p cos (A + cos Y cos v) =ll«/. cos a + My/. cos p + mj' cos y.
Le moment de la ligne / par rapport à Taxe OU est donc la somme des projections, sur cet axe, des moments de la même ligne par rapport aux trois axes coordonnés.
Ce résultat pouvait être trouvé directement. Soit OM (fig. 12)
le moment de la ligne / par rap* port au point 0, les moments de la même ligne par rapport aux axes coordonnés, qui sont les pro* jections de OM sur ces axes, sont équipoUents aux lignes OP, PQ et QM. La projection de OM sur OU, c'est-à-dire le moment de / par rapport à OU, sera évidemment égale à la somme des projections ^'^- *^" sur OU de ces trois lignes OP,
PQ, QM ; ce qui est conforme à Téquation ci-dessus.
17. Moment d'un isyattèine «le li^ncfli par rapport à un axe. — Si au lieu d'une seule ligne /, on avail un système de lignes placées d'une manière quelcgnque dans l'espace, tout ce qui vient d'être dit s*appliquei*ait sans modification.
Le moment -résultant de ce système de' lignes, par rapport à un point quelconque, pris pour origine des coordonnées, sérail la somme géométrique des moments de toutes ces lignes par rapport à ce même point; et les moments résultants par rapport aux trois axes coordonnés, projections sur ces axes du moment résultant par rapport au point 0, seraient les sommes algébriques des moments de ces lignes par rapport aux mêmes axes.
Si le système dont il s'agit était tel que sa somme géométrique fut nulle, son moment résultant serait le même (n*^40) par rapport à tous les points de Tespace. Il en résulte que si Ton considère un système de lignes dont la somme géométrique est nulle ^ la somme des moments de ces lignes, pur rapport à tous les axes parallèles à une même direction, est la même. Et si cette somme de moments est nulle par rapport à trois directions rectangulaires, elle sera nulle par rapport à un axe dune direction quelconque ; car le moment résultant par rapport à l'origine des coordonnées est alors nul, et il a la même valeur en tous les points de l'espace.
f S. Moment moyen d'an système de liirnes. — Dans ce qui suivra, nous appellerons quelquefois, pour simplifier certains énoncés :
Moment moyen d'un système de lignes par rapport à un point ou par rapport à un axe, le moment résultant de ce système de lignes divisé par le nombre de ces lignes. Si n est ce nombre, le moment moyen sera représenté par une ligne dont la direction et le sens seront ceux du moment résultant, dont la longueur sera la 7i'«"»® partie de ce moment résultant. Les théorèmes démontrés pour les moments résultants s'appliquent naturellement auxmoments moyens; ainsi, par exemple, celui du n** 12 cî-dessus s'énoncera ainsi :
Le moment moyen d'un système de lignes pnr rapport à un point quelconque 0' de V espace est égal A la somme géomêtri-
qm du moment moyen de ce système p'V rapport à un premier point et du moment^ par rapport àO\de la moyenne des li^ gîtes données, menée par. le point 0.
Et si Ton applique ce même théorème aux moments par rapport à un axe, on dira : Le moment moyen dun système de li-^ gnes par rapport à un axe quelconque est égal à la somme algébrique du moment moyen de ce système par rapport à un axe parallèle au premier et du moment, par rapport à ce pre^ mier axe, dune ligne égale à la ligne nioyenne du système, menée par im point quelconque du second.
EQUIVALENCE ET COMPOSITIOiN DES SYSTÈMES
DE LIGNES
i^. De« systèmes équivaleuts. — Deux systèmes de lignes qui ont même moment résultant par rapport à un point donné de Tespace, ont même somme de moments par rapport à un axe quelconque mené par ce point ; et si, en même temps, les deux systèmes de lignes ont môme somme géométrique, ils auront les mêmes sommes de moments par rapporta tous les axesde Tespace^ c'est-à-dire même moment résultant par rapport à tous les points de Tespace.
Soient en effet deux systèmes de lignes /i, /g,... et >.i, \%... ayant même somme géométrique :
et même moment résultant par rapport à un point :
(2) ««Mo/ (=) Siriio >-
Considérons un troisième système, /\, t^,.. formé de lignes égales et directement opposées aux lignes A, /{,.. de l'un de ces systèmes. La somme géométrique de ce troisième système sera égale, mais de signe contraire, à celle de chacun des deux autres, et il en sera de même de son moment résultant par rapport au point 0. On aura ainsi :
^^ ( S«Mo/' (=) — S«llo/ (=) — S^MoX.
L'ensemble des lignes des systèmes /' et X constitue un système dont la somme géométrique est nulle et, par conséquent, le moment résultant de ce système est le même pour tous les points de Tespace. Nous aurons ainsi, pour un autre point quelconque 0' :
(3) SffAIo' e (+) H9M0' 'k (=) H^^Mo /' (+) S»lilo>^.
Mais, d'après la seconde équation (2) ci-dessus, le second membre de cette égalité est identiquement nul, par suite le premier Test aussi et Ton a :
(4) SirMo/ 1 (==) — S«rilo/ ^. '
Les lignes l' , étant égales et directement opposées aux lignes /, ont, par rapport au point quelconque 0', des moments égaux et de signe contraire à ceux de ces lignes ; on a ainsi^ quel que soit ce point :
(5) Si^Mo/ /' (=) — SffMo/ ?.
Il en résulte, d'après (4) :
(6) SirMo/ ^ (=) SffHo/ /;
Ainsi, les deux systèmes proposés l ei\ ont même moment résultant par rapport au point quelconque 0'. Ils ont, par suite, même somme de moments par rapport à un axe quelconque ou même moment résultant par rapport à un point quelconque de Tespace.
Deux systèmes de lignes, ayant ainsi même somme géomé* trique et même moment résultant par rapport à un point quel' conque de tespnce sont dits ÉQuiVALErtTS.
Ce qui caractérise donc un système de lignes c'est, d'une part, sa somme géométrique, et, d'autre part, son moment résultant par rapport à un point déterminé. Tout autre système qui aura même somme géométrique et même moment résultant par rapport à ce point, sera équivalent au premier.
L'équivalence de deux systèmes A, 4, /,..., et /'i, f^y /'s*. «se traduira ainsi par les deux équipollences :
SgMol (=) Sff Mo /'.
désignant un point donné de l'espace.
Chacune de ces équipollences équivaut à trois égalités algébriques, de sorte que l'équivalence des deux systèmes s'exprimera algébriquement par les six équations :
•^ i Sifc/= S m/, s My/= s m/, 2 m,/ = 2 M/,
qui, en langage ordinaire, signifient que les sommes des pro^ jections des lignes de l'un et de Tautre système sur trois axes rectangulaires sont les mêmes, et que les sommes des moments de ces lignes par rapport à ces trois axes sont aussi les mêmes.
Et, d'après ce qui vient d'être dit, on voit que si cette égalité a lieu pour un système donné d'axes rectangulaires, elle aura lieu aussi pour tout autre axe quelconque de l'espace et, par suite, pour tout autre système de trois axes rectangulaires.
t#. Exemples simple* de systèmeii équivalents. —
Parmi les systèmes équivalents les plus simples, nous signalerons principalement les suivants :
Tous les couples dont les moments ou les axes (n° 9) sont représentés par des lignes équipollentes sont équivalents.
Cette proposition résulte évidemment de la définition même
de Téquivaleace des systèmes. Si l'on considère deux couples dont les moments sont équipollents, ces deux couples ont même somme géométrique puisque chacun d'eux a une somme géométrique nulle, et si l'on prend leurs moments par rapport à un point quelconque de l'espace, ces moments seront représentés par la même ligne droite.
Tous ces couples, équivalents, sont situés dans le même plan ou dans des plans parallèles puisque leurs axes, perpendiculaires à leurs plans respectifs, sont parallèles. On exprime quelquefois cette équivalence en disant qu'un couple peut être transporté d'une manière quelconque dans son plan ou dans un plan parallèle, à la condition que son moment reste constant.
Ce qui, par conséquent, définit un couple, c'est son axe ou moment. La grandeur des lignes formant couple, leur direction et la grandeur de leur bras de levier sont indiiïérentes. Pourvu que leur axe soit le même, tous les couples sont équivalents.
Deux lignes équipollonles /, /' deviennent équivalentes lorsque l'on ajoute à l'une d'elles, l\ un couple dont le moment est égal à celui de l'autre ligne / par rapport à un point quelconque de celle-ci. En d'autres termes, la ligne unique /est équivalente au système formé de la ligne t et du couple ainsi défini. Ces deux systèmes ont en effet même somme géométrique, puisque /' est équipollente à / et que le couple qu'on y ajoute ne modifie pas la somme géométrique. De plus, ils ont même moment par rapport à un point quelconque de t ^ puisque la ligne l' a, par rapporl à ce point, un moment nul ; ils ont donc même moment par rapport à un point quelconque de l'espace et sont ainsi équivalents.
On exprime celle équivalence en disant qu'une ligne peut être transportée parallèlement à elle-même en un point quelconque de l'espace à la condition que l'on y ajoute, alors, un couple dont le moment soit celui de la ligne primitive par rapport à un point quelconque de sa nouvelle direction.
D'après ce qui vient d'être dit, ce couple peut être formé de lignes de grandeur et de direction quelconques, pourvu que son moment satisfasse à la condilion énoncée. Il peut, par
exemple, si AB = / (fig. 13) et A'B' = /' sont les deux lignes
équipollentes dont il s'agit, être constitué par la ligne / et une ligne égale, parallèle et de sens contraire, A'C, menée par le point A'. Le moment du couple formé par les deux lignes AB, AX est évidemment égal au moment de la ligne / par rapport à un point quelconque de t. Et alors la proposition précédente revient à dire que Fig. 43. i(3s deux systèmes formés Tun par la ligne
/= AB, l'autre par les lignes /' = A'B', AB et A'C sont équivalents. Sous cette forme, elle est évidente puisque le second système se compose du premier et des deux lignes A'B', A'C égales et directement opposées.
Lorsque plusieurs lignes sont issues d'un même point, leur résultante est équivalente au système de ces lignes. En effet, les deux systèmes constitués, Tun par les lignes données, l'autre par leur résultante, ont même somme géométrique et même moment (nul) par rapport au point d'origine. Ils sont donc équivalents.
%\. Autre définltioii de l'équivalence. — Il n'est pas inutile de faire remarquer que la définition des systèmes équivalents, que nous avons donnée au no 19, est une conséquence nécessaire de cette dernière proposition, à la condition que l'on admette encore que deux lignes égales et directement opposées peuvent être ajoutées ou retranchées à un système sans qu'il cesse d'être équivalent à lui-même.
Partons en effet de cette nouvelle définition : la résultante de plusieurs lignes issues d'un même point est équivalente au système de ces lignes, et l'on ne change pas la valeur d'un système en y ajoutant deux lignes égales et directement opposées.
De cette dernière proposition nous déduirons, par un raisonnement identique à celui qui précède, que nous pouvons transporter une ligne, parallèlement à elle-même, en un point quelconque de l'espace, à la condition d'y ajouter un couple formé de la ligne primitive et d'une ligne égale et directement opposée à la seconde.
ào
Pig. 14.
Considérons maintenant un couple quelconque AB, A'B' (fig. 14), menons une transversale quelconque AA' et ajoutons au système des deux lignes AS, A'B' les deux lignes égales et
directement opposées AC, A'C, nous n'en aurons pas changé la valeur. Composons les deux lignes AB et AC en une résultante AD qui leur est équivalente, de même A'C et A'B' en une résultante A'D', le couple AD, A'D' sera équivalent au couple AB, A'B. Le moment du couple AD, A'D' est mesuré par la surface du parallélogramme ADA'D', celui du couple AB, A'B' par la surface du parallélogramme ABA'B' et ces deux surfaces sont égales comme étant le double des surfaces respectives des triangles AD A', ABA' ayant même base AA' et leurs sommets sur une même parallèle à la base. Les couples ont donc mêmes moments. Il en résulte que deux couples de mêmes moments, et situés dans un même plan, sont équivalents.
Soit un couple AB, A'B' et un point quelconque C en dehors de son plan ; menons par le point C deux lignes CD, CD' directement opposées et équipollentes aux lignes AB, A'B'. Supposons, pour simplifier, que les trois points A, A', C
jf (fig. 15) soient dans un même plan per- ' pendiculaire à la direction des lignes.
B L'ensemble des quatre lignes est équiva-
lent au couple AB, A'B', et ces quatre lignes peuvent être considérées comme f-^ formant deux couples AB, CD' et A'B',
CD situés dans des plans concourants.
V Les moments de ces couples sont proportionnels aux bras de levier AC^ C'A' et AA'^ et ce dernier qui est équivalent aux deux autres a pour moment leur moment résultant. Il est facile de voir, en effet, que les axes de ces couples seraient des lignes respectivement perpendiculaires aux trois côtés du triangle ACA'. On en déduit facilement, sans qu'il soit néces-
Fig. 15.
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saire d'insister sur la démonstration, qu'un système d'un nombre quelconque de couples situés dans des plans concourants est équivalent à un couple unique, dont Taxe est la résultante des axes de tous ces couples.
Par une démonstration identique à celle qui précède, on en déduit Téquivalence entre deux couples de même moment situés dans des plans parallèles.
On arrive alors à démontrer, ce qui est une conséquence immédiate de ces propositions, que deux systèmes de lignes qui ont même somme géométrique et même moment résultant par rapport à un point sont équivalents.
Si, en effet, nous transportons à ce même point toutes les lignes de ces deux systèmes, en ajoutant à chacun d'eux les couples nécessaires, nous aurons, au lieu de chacun de ces systèmes, une série de lignes issues d'un même point, et ayant même résultante ; ces deux séries de lignes seront donc équivalentes, et une série de couples ayant même moment résultant, c'est-à-dire, encore deux séries de couples équivalentes. Les deux systèmes, dans leur ensemble, seront donc équivalents l'un à l'autre, et la définition donnée plus haut (n^ 19) ressort ainsi comme étant la conséquence des deux conditions simples admises pour l'équivalence des lignes.
Tout ce que nous allons dire de la composition des systèmes de lignes s'appliquera donc sans restriction, quelle que soit la définition que Ton aura adoptée*
99. Composition des «ystèmett de lignes. — Composer un système de lignes, c'est trouver le plus simple des systèmes qui lui sont équivalents.
D'après cela, pour composer un système de lignes issues d'un même point, il suffit d'en déterminer la résultante qui représente un système équivalent^ lequel, formé d'une seule ligne, est le plus simple possible.
D'après ce que nous avons dit (n® 19), ce qui définit les systèmes, au point de vue de Téquivalence, c'est leur somme géométrique et leur moment résultant par rapport à un point donné (fig. 16) de l'espace. Nous représenterons ces deux quantités respectivement par les lignes OÂ = R et Om, en écrivant ;
(A)[ ««/(=) Ri
^ ^( S^llo/(=)0m.
Avant d'aborder le problème le plus général, où R et Ow
sont des lignes ayant des grandeurs et des directions quelconques, nous allons considérer les cas particuliers où Tune ou Tautre de ces deux lignes serait nulle.
Le cas où ces deux quantités R et Om seraient nulles à la fois n'a aucun intérêt. Le système équivalent le plus simple se compose d'une ligne nulle.
lo Soit en premier lieu Thypothèse R = 0. La somme géométrique des lignes du système donné étant nulle, leur momoment résultant est le même pour tous les points de l'espace et partout équipolient à Om.
Le système le plus simple satisfaisant à cette condition est constitué par un couple dont le plan est perpendiculaire à Om et dont le moment est équipolient à Om. Ce couple peut d'ailleurs (n® 20) être formé de deux lignes de grandeur et de direction quelconque, ces lignes étant, bien entendu, égales, parallèles et da sens contraire, à la condition que le produit de la grandeur de l'une d'elles par leur distance mutuelle soit égal au moment du couple et qu'elles soient situées dans un plan perpendiculaire à Om. .
Le système formé par ce couple est équivalent au système donné.
Au lieu d'un seul couple, on peut prendre, pour système équivalent au système donné, un nombre quelconque de couples, tels que la somme géométrique de leurs moments soit précisément équipollente à Om.
La somme géométrique de toutes les lignes formant ces couples est nulle comme celle du système donné et leur moment résultant est bien égal à Om. Les deux systèmes sont donc équivalents.
2» Supposons maintenant Om = 0. La somme géométrique R étant différente de zéro, le moment résultant du système de
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lignes considéré n'est pas le mftme pour tous les points de l'espace ; il est nul par rapport au point 0, mais il ne le serait pas nécessairement pour un autre point 0'.
Le système le plus simple ayant une somme géométrique ^
équipoUente à R et un moment nul par rapport au point Ol sera constitué par une ligne équipoUenle à R menée par le point 0. Évidemment le système formé par cette simple ligne \
sera équivalent au système donné. On dit que, dans ce cas, le système admet une résultante unique, laquelle est la ligne équipoUente à R menée par le point 0.
Ces deux systèmes étant d'ailleurs équivalents ont même moment résultant par rapport à un point quelconque de Tespacc. Or le second système, formé de la ligne unique R, a un moment nul par rapport à tous les points de cette ligne ; il en est donc de même du premier. Ainsi, lorsqu'un système quelconque de lignes a un moment résultant nul par rapport à un certain point de l'espace, il a aussi un moment nul par rapport à une infinité de points situés sur une même ligne droite passant parle premier et parallèle à la somme géométrique du système.
Si l'on considère une autre droite quelconque, parallèle à celle-ci, le moment de la ligne R par rapport à tous les points de cette nouvelle ligne sera le même. Il en sera de même du moment résultant du système donné ; par conséquent, lorsqu'un système quelconque de lignes a un moment résultant nul par rapport à un certain point de l'espace, il a le même moment résultant par rapport à tous les points d'une même ligne droite quelconque parallèle à sa somme géométrique^ ce moment résultant étant d'ailleurs différent pour les diverses droites parallèles à cette direction, mais le même pour tous les points de chacune d'elles.
3* Nous pourrions maintenant aborder le problème général de la composition d'un système dont la somme géométrique R et le moment résultant Om sont quelconques ; mais nous allons encore, auparavant, considérer le cas particulier où ces deux lignes, ayant des grandeurs quelconques différentes de zéro, sont perpendiculaires Tune sur l'autre. Soit donc un sys-
tème de lignes dont le moment résultant Om soit perpendiculaire à la somme géométrique R (fig. 17). Comme on vient de le dire dans le cas précédent, la somme géométrique R n'étant Fig. 17 pas nulle, le moment résultant
Om ne sera pas le même pour tous les points de Tespace. Par le point menons le plan P perpendiculaire àOmet dans ce plan, qui contiendra la ligne R, une ligne AB équipollente à cette ligne et à une distance OÂ, du point 0, telle que le moment de cette ligne par rapport au point soit précisément représenté par Om. Cette ligne ÂB sera équivalente au système donné, et elle représente le système équivalent le plus simple. Dans ce cas, par conséquent, le système admet une résultante unique qui est AB.
Remarquons que la ligne AB et le système donné étant équivalents ont même moment résultant par rapport à un point quelconque de l'espace (o^ 19). Si nous prenons le moment de AB par rapport à un point quelconque 0', ce moment OW sera perpendiculaire au plan O'AB et par suite à la parallèle à AB menée par 0'.
Par conséquent, lorsqu'un système de lignes a une résultante unique, son moment résultant par rapport à un point quelconque de l'espace est perpendiculaire à sa somme géométrique. Cette condition est ainsi nécessaire et suffisante pour qu'un système de lignes ait une résultante unique.
Elle s'exprime analytiquement de la manière suivante : si 24 représente la somme algébrique des projections des lignes / sur l'axe des x, c'est-à-dire la projection sur ce même axe de la somme géométrique R, le cosinus de l'angle formé par
cette ligne R avec Taxe des x aura pour valeur . De même
"S"' ^ s^ï'Oïit '^s cosinus des angles formés par la ligne R avec les axes des y et des z.
Si nous représentons, comme plus haut, par Su»/ la somme des moments des lignes / par rapport à Taxe des x^ c'est-à-dire
la projection, sur cet axe, du moment résultant Om, le cosinus de l'angle de Om avec Taxe des x aura pour expression
•rr — , et de même lep cosinus des angles de Om avec les deux Om '
autres axes seront -tt — et -7- — . Pour que les deux directions
Om Om
Om et R soient perpendiculaires, il faut que le cosinus de leur
angle, lequel est égal à la somme des produits deux à deux des
cosinus des angles qu'elles font avec les trois axes, soit nul.
Cela donne, en faisant disparaître le dénominateur commun
RxOm:
(!) S /.. S ifc /+ 2 /,. S My Z + 2 /z. 2 Uzl = 0.
Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que le système de lignes /ait une résultante unique. Elle s'énonce en langage ordinaire en disant que : la somme des trois produits obtenus en multipliant les sommes des projections de ces lignes sur trois axes rectangulaires par tes sommes de leurs moments par rapport aux mêmes axes, doit être nulle.
Cette condition générale comprend, comme cas particulier, celui que nous avons considéré plus haut (page 33), où le moment résultant est nul, et où nous avons déjà trouvé que le système avait une résultante unique.
Mais, au contraire, elle ne s'applique pas au cas où la somme géométrique serait nulle. Dans ce cas, la somme des trois produits est bien nulle puisque chacun Test individuellement, mais il n'y a plus de résultante unique. Le système ne peut plus se. réduire qu'à un couple.
Dans le cas général où ni Om, ni R ne sont nuls, la résultante unique à laquelle peut se réduire le système donné a pour valeur la somme géométrique des lignes de ce système, c'est-à-dire
et les cordonnées x, y, z d'un point de sa direction seront données par les équations
(2)^ (24).^ — {Èlz).x = Sm^,
Si Ton multiplie la première de ces équations par 'LU, la seconde par S/y, la troisième par 2)/^ et si on les ajoute membre à membre, on retrouve précisément Téquation ci-dessus (1). Ces trois équations, étant donnée la condition exprimée par (1), n'en forment donc, en réalité, que deux distinctes entre les variables x, y, z, et définissent, par rapport aux trois axes, la droite qui représente la résultante unique du système.
tS. Cmm général. Ajie central des momeiits. — Consi* dérons le cas le plus général, où la somme géométrique R des lignes du système donné, et le moment résultant Om de ces lignes par rapport à un certain point 0, sont de grandeur et de direction quelconques. On peut alors trouver un système composé d'une ligne unique et d'un couple, qui soit équivalent au système donné.
-^^ '^ Dans un plan perpendiculaire
à Om (iîg. 18), menons en effet, par le point 0, une ligne Op quelconque, puis une autre li- Fig. 18. gne OiPi égale, parallèle et de
sens contraire à O/î, à une dislance 00, telle que le moment du couple formé par ces deux lignes soit précisément Om. Le système des trois lignes R, Op, 0^p^ sera équivalent au système donné puisqu'il a même somme géométrique R et même moment Om par rapport au point 0. Le couple Op, OiPi étant quelconque, on voit que celle solution peut être réalisée d'une infinité de manières différentes. Si Ton compose en une seule les deux lignes 0/? el R, issues du même point 0, la résultante R, de ces deux lignes ol la seconde ligne 0,/>i du couple formeront aussi un système équivalent au système donné ; et Ton voit que les deux lignes R, et 0i;>i ne sont pas dans un même plan, si la somme géométrique R elle-même n'est pas située dans le plan perpendiculaire à Om.
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On peut donc énoncer ainsi les résultats de la composition d'un système donné quelconque de lignes :
Un système quelconque de lignes peut toujours être composé en une ligne unique et uncouplCy ou bien en deux lignes non situées dœis un même plan et dont Vune passe par un point dorme. Et cette composition peut s^ effectuer dune infinité de manières différentes.
De tous ces systèmes, formés d'une ligne unique et d'un couple, et équivalents au système donné, il y en a un pour lequel la ligne est perpendiculaire au plan du couple. Soient' en effet R et Om (fig. 19) la somme géométrique et le moment ré*
PIg. 19.
ftultant du système de lignes donné, et qui définissent ce système. Le moment résultant Om peut être considéré comme formé par la composition de deux moments Omi, Om^ qui seraient ses projections sur la direction R et «ur une direction perpendiculaire menée dans le plan de Om et de R. Le système de lignes donné est donc équivalent à la ligne R et à deux couples dont les moments seraient Omi et Om^. Mais le couple d*axe Omt est situé dans le plan perpendiculaire à Omi, lequel contient déjà la ligne R ; cette ligne R et le couple Omi situés dans un même plan sont équivalents à une ligne unique OiRj équipoUente à R et menée, dans ce plan, à une distance OOi telle que son moment par rapport au point soit précisément Om|. Le système donné est donc équivalent à la ligne OjRj et an couple dont Taxe est Omj, parallèle à 0,Ri, c'est-à-dire à une ligne unique et à un couple situé dans un plan perpendiculaire à cette ligne.
Supposons, maintenant, qae nous ayons pris le moment résultant du système de lignes donné par rapport à un point quelconque 0' de l'espace, et cherchons une relation entre ce moment OW et le moment résultant Om du même système par rapport au point 0.
Le moment résultant OW du système donné par rapport au point 0' sera le même que le moment résultant, par rapport au point 0', du système équivalent formé de la ligne OiRi et du couple dont l'axe est Om|. Ce couple, ayant même moment par rapport à tous les points de Tespace, a pour moment, par rapport à 0', une ligne 0'm\ équipollente à Om, ; il faut y ajouter le moment de la ligne Oi R,. Or le moment 0'm\ de celte ligne, par rapport au point 0', sera perpendiculaire au plan O'OtRi, c'est-à-dire à la direction Om,. Il s'en suit que le moment résultant cherché, O'm', a pour projection surO'R', précisément O'm',.
On a donc ce théorème, que nous avons déjà démontré plus haut(nM2):
Si l'on considère les moments résultant d'un système de lignes par rapport à tous les points de I* espace^ la projection de tous ces moments sur la direction de la somme géométrique du système est constante.
Ce que l'on peut exprimer analytiquement par
SffMo' X cos (SffMo^ Sff/) = const.
Nous avons évalué plus haut (page 35) le cosinus de l'angle formé par la direction du moment résultant et celle de la somme géométrique d'un système de lignes. Si nous multiplions ce cosinus par Hgwiol ^^ si nous observons que la somme géométrique des lignes du système, s^/, est la même pour tous les points de l'espace, l'expression précédente, traduite algébriquement, sera :
Sila:/+ S/y.Silt//H- S4.SMi/ = const
1. On déduit facilement de ce théorème, celui de Chasles, ainsi énoncé : De quelque manière que Von réduise un système de lignes données à deux lignes équivalentes, le volume du tétraèdre construit sur ces deu^ lignes, prises pour arêtes opposées, est constante
Le systëme des lignes données est, comme nous Tavons dit, équivalent à la ligne 0|Ri et au couple dont Taxe est Om,. Quel que soit le point de la ligne OiRi par rapport auquel on prenne le moment résultant du système, ce moment résultant sera équipollent à Om,, puisque le système équivalent a pour moment résultant Om, pour tous les points de OiRi pour lesquels le moment de la ligne Ri est nul. Si Ton prend le moment résultant par rapport à un autre point quelconque 0' de l'espace, ce moment résultant sera la diagonale d*un rectangle ayant un côté équipollent à Om^ et un autre côté égal au moment de OiRi par rapport au point 0'.
La ligne OiRj est donc le lieu de tous les points de l'espace pour lesquels le moment résultant du système a la plus petite valeur possible. On l'appelle axe central des moments^ ou encore axe du couple minimum.
94. Composition des lignes «itoées dans on même plan. — Après avoir ainsi traité en général la qnestion de la composition des systèmes de lignes, nous nous arrêterons à en développer la solution dans deux cas particuliers importants : celui où toutes les lignes sont dans un même plan ; et celui où elles sont toutes parallèles à une même direction.
Lorsque toutes les lignes du système donné sont dans un même plan, ce système a une résultante unique ; en effet, la somme géométrique des lignes est aussi dans ce plan, et tous leurs moments, par rapport à un point quelconque du plan, étant perpendiculaires à ce plan, s'ajoutent algébriquement pour donner un moment résultant perpendiculaire au plan et par suite à la direction de la somme géométrique : condition nécessaire et suffisante (n" 22,3') pour qu'il y ait une résultante unique.
Cette résultante est alors équipollente à la somme géométrique des lignes données, et il suffit d'avoir un point de sa direction pour la connaître entièrement. Le problème peut se traiter algébriquement : il se résoudra par les équations données page 36, ou plutôt par la dernière de ces équations, les termes des deux premières étant identiquement nuls.
Sans se reporter à ces équations, si d'un point quelcon-
que du plan ou abaisse sur les lignes données /j, /,, /,.... des perpendiculaires 0/7i. Opi, Op^... dont on désigne les longueurs par /?!, ;7t) /^a*-* si ^on fait la somme des produits /|/>|, l^p^, Upz'.- ^n prenant positivement ceux pour lesquels les lignes / vues du point Osont dirigées de gauche à droite, et négativement les autres, et si l'on calcule une distance p telle que le produit ; R de cette distance par la somme géométrique R soit égal à la somme algébrique des produits ainsi formés, la ligne R menée à une dislance p du point sera évidemment la résultante cherchée.
t5. Polyiroae fanieulaire. — Cette solution algébrique est souvent remplacée par une solution géométrique, basée sur remploi du polygone funiculaire, et que nous allons faire connaître.
L'usage du polygone funiculaire, qui rend les plus grands services dans les applications et dont l'extension aux divers problèmes pratiques constitue ce que Ton appelle la statique graphique, se déduit d'une remarque ou principe général que l'on peut énoncer ainsi : *
Lorsque des lignes issues d'un même point sont respectivement parallèles aux côtés successifs d'un polygone fermé, parcouru dans un même sens, ces lignes ont une résultante nulle. Et si, à un système donné de lignes, on ajoute un autre sys« tèmede lignes satisfaisant à cette condition, le système total sera équivalent au premier.
Cela est évident puisque le système de lignes que l'on a ajouté a une somme géométrique nulle et un moment résultant nul par rapport à tous les points de l'espace. Son adjonction ne modifiera en rien ni la somme géométrique, ni le mo« ment résultant du premier.
Cette proposition est générale et s'applique à des systèmes quelconques de lignes dans Tospace ; mais nous ne nous en servirons, ainsi que du polygone funiculaire, que pour des lignes situées dans un même plan.
Soit donc, dans un plan, un système quelconque de lignes h> h', ^. h (fig. 20) dont on demande de trouver la résultante. A partir d'un point a quelconque, construisons le polygone
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abcde de ces lignes, ayant chacun de ses côtés respectivement équipollent aux lignes données ; la somme géométrique de ces lignes sera la ligne ae, et la résultante du système est une ligne équipollent^ à ae^ dont il suffit de déterminer un point.
Fig. 20.
Prenons, dans le plan du polygone abcde^ un point quelconque que nous appellerons le pôle et joignons ce point aux divers sommets du polygone. Ensuite, par un point M, également quelconque, menons une ligne MA parallèle à Oa, jusqu'à la rencontre en A avec la première ligne /|, puis, à partir du point A une ligne AB, parallèle à 06 jusqu'à sa rencontre en B avec la secpndc ligne /t, et ainsi de suite jusqu'à la dernière ligne DN, qui sera menée au-delà de la dernière ligne /«, parallèlement au dernier côté 0^. Prolongeons les deux côtés extrêmes MA, DN du polygone funiculaire MABCDN jusqu'à
leur intersection en P, je dis que le point P sera un point de la résultante du système donné, laquelle sera, par conséquent, la ligne PR menée, parce point, équipollente à ae.
Pour le démontrer, ajoutons au système donné des lignes Aï h^ 4» Al les systèmes suivants, savoir : au point A, deux lignes égales et directement opposées, et égales en grandeur chacune à Oa; sur la ligne AB. aux points A et B, deux lignes directement opposées, égales chacune en grandeur à Ob ; sur la ligne BC, aux points B et C, deux lignes directement opposées, égales chacune en grandeur à Oc; sur la ligne CD, aux points G et Di deux lignes directement opposés, égales chacune en grandeur kOd; ei enfin au point D, deux lignes directement opposées égales chacune en grandeur à 0^ . Le système formé de toutes ces nouvelles lignes et des lignes données sera équivalent au système proposé, puisque chacun des groupes que Ton a ajoutés, formé de deux lignes égales et directement opposées, a une somme géométrique et un moment résultant nuls.
Cela posé, à Tun des sommets intermédiaires du polygone funiculaire, tel que B, nous avons trois lignes issues d*un même point et qui sont respectivement équipoUentes aux trois côtés de l'un des triangles de la ligure Oabcde: les trois lignes issues du point B, par exemple, sont équipoUentes aux trois côtés du triangle Obc parcouru dans le sens ObcO. Si donc nous les retranchons du système de lignes, le système restant sera encore équivalent au système primitif.
Aux sommets extrêmes A ou D, nous avons quatre lignes, mais nous pouvons en supprimer trois qui sont respectivement équipoUentes aux trois côtés du triangle Oab ou Ode. U ne reste alors que deux lignes, respectivement équipoUentes à aO et à 0^ et dirigées suivant MA et ND. Ces deux lignes, qui forment un système équivalent au système donné, concourent en un point P lequel appartient à leur résultante et, par suite, à la résultante du système donné. On voit, d'ailleurs, que ces deux lignes, équipoUentes à aO et à 0^, ont pour somme géométrique ae ou R.
Si les deux côtés extrêmes MA, ND du polygone funiculaire, au lieu de concourir en un point P, étaient parallèles, le système donné de lignes serait équivalent à un système de deux lignes
parallèles, égales^ et opposées, c'est-à-dire à un couple. En effet, si les côlés MA et ND sont parallèles, il en est de même des c6lé8 aO et 0^, lesquels concourant en un môme point ne peuvent que se confondre. Les points a eie coïncidant, la somme géométrique des lignes données est nulle, et les deux lignes dirigées suivant MA et ND, auxquelles on peut réduire le système donné, sont parallèles, égales et opposées.
Tout autre couple ayant même moment, serait aussi équivalent au système donné.
Enftn^ si les deux lignes MA, ND étaient dans le prolongement Tune de l'autre, le système donné aurait une somme géométrique nulle et un moment résultant également nul ; il se réduirait à une ligne nulle.
••. ApplieMion au emn de lli^ues parallèle». — Le
polygone funiculaire permet donc, par une construction gra^ pbique simple, de trouver la résultante d*un système quelconque de lignes. Cette construction est générale : elle s'applique en particulier au cas où les lignes données sont parallèles, de même sens ou de sens contraire. Le polygone des lignes aAcde se réduit alors à une ligne droite, et la somme géométrique ae des lignes données en est la somme algébrique.
Soit, par exemple, le cas simple de deux lignés parallèles et de même sens, A, /| (fig. 21). Portons à partir de a les lignes
Fig 21.
ab et bc équipollentes respecti/ement à /< et à /,; prenons un
pôle quelconque 0, menons Oa, 0^, Oc, puis, par un point M qqelconquc, construisons le polygone funiculaire MABN dont les côlés sont respectivement parallèles à ces trois lignes, la résultante R du système des deux lignes /| et /,, laquelle est égale à la somme de ces deux lignes ou à ac, passera par le point P, intersection des deux côtés extrêmes MA, NB.
On peut remarquer que la ligne PR ainsi définie, étant la résultante du système donné, elle a même moment que ce sys*' tème par rapport à un point quelconque du plan. Et puisque son moment est nul par rapport à un point de sa direction, il en résulte que les deux lignes /j, /, ont, par rapport à l'un de ces points, des moments égaux et de signe contraire, ou, en d'autres termes, que la résultante est située entre les deux et que leurs distances à cette résultante sont en raison inverse de leurs longueurs. On peut vérifier, en effet, d'après la similitude des triangles APQ, Oab et BPQ, OcA, que Ton a bien
BQ_AQ_AB
li k ~R' Cette remarque donne, pour le cas de deux lignes parallèles, un moyen très simple d'en avoir la résultante : si sur la direction de /i (fig. 22) on prend une longueur ab égale à /, et sur la direction de 4 une longueur cû? égale à A, mais de sens con* ^ traire, et si l'on joint les points ac, bd, le point P, intersection des deux lignes ainsi ^ tracées, appartiendra à la résultante. On a,
U^ en effet, par construction : ip^^^^f'
^*«- ^' Si les deux lignes parallèles, au lieu
d'être de même sens, étaient de sens contraire, comme A, 4 dans la fig, 23, le polygone de ces lignes se formerait en portant ab équipollent à A et bc (=) /{. Le polygone funiculaire serait MABN, et le point P, d'intersection des deux côtés extrêmes MA,BN serait un point de la résultanle, laquelle serait équipoUenlo à ac ou à /, — /,. On reconnail ici encore que, pour que le moment de la résultante par rapport à un point quelconque du plan, par rapport au point P par exemple, soit égal à la somme algébrique des moments des lignes /«, i%, il
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faut que cette somme soit nulle, c'est-à-dire que le poiat P soit situé en dehors des deux lignes parallèles, et à des distances inversement proportionnelles aux longueurs des lignes données.
•^-Aï,
Fig. 23.
La position de la résultante peut dans ce cas s'obtenir comme dans le précédent, par la même construction graphique. Que Ton porte en ab (fig. 24) sur la direction de li une • { longueur égale à /„ puis, sur la direc-
tion de /„ une longueur cd égale à /i, mais.en sens contraire, que Ton mène les lignes ac, dfi?,leurpoint d'intersection ^'i ^"-^^ P appartiendra comme tout à Theure
^J--- — '^ à la résultante. On a bien, en effet, ^ """ ^ Vd_li
Fig. 24. La composition des lignes parallèles
ou autres est donc, au moyen du polygone funiculaire, une opération des plus simples. Il en est de même de Topération inverse, de la décomposition ou de la substitution à une ligne, ou à un système donné, de deux lignes qui lui soient équivalentes et qui satisfassent à une condition donnée.
Soit par exemple une ligne R (fig. 25) qui sera, ou bien une ligne donnée, ou bien la résultante d'un système donné, et à laquelle on demande de substituer un système équivalent formé de deux lignes passant par des points donnés A, B et parallèles à la ligne donnée.
Si nous supposons le problème résolu, et si ac, câ représentent les deux lignes cherchées dont la somme algébrique est
égale à ai ou R ; si nous prenons un pôle o quelconque et si nous construisons le polygone funiculaire MâBN, ses côtés extrêmes, prolongés, se rencontreront en un point P de la ligne donnée R. Donc il suffit, pour résoudre le problème, de prendre sur R un point quelconque P, de le joindre aux points donnés A, B ; puis, par les extrémités de la ligne ab équipollente à R, de mener deux lignes ao^ bo, respectivement parallèles à PA^ PB ; enfin, par leur point d'intersection o, de mener oc. parallèle à AB ; le point c interceptera sur ab deux segments ac^ cb dont les longueurs seront celles des lignes cherchées; c'est-à-dire qu'en menant par les points A, B des lignes équipoUentes à ces deux segments, le système de ces deux lignes sera équivalent à la ligne donnée R ou au système dont elle est la résultante.
Propriétés prioeipales dv polyiroMe tanlealalre
-— Nous allons établir quelques propriétés fondamentales du polygone funiculaire, qui sont d'une grande utilité dans les nombreuses applications que l'on fait de ce genre de construction.
Il est d'abord évident que si Ton a un système quelconque de lignes et si l'on en construit un polygone funiculaire à
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l'effet d'en trouver la résultante, quelle que soit la position que Ton aura adoptée pour le pôle, les deux côtés extrêmes du polygone funiculaire se rencontreront sur la direction de la résultante. Par conséquent , lorsque le pôle d'un polygone funiculaire se déplace d'une manière quelconque dans son plan, le lieu des points d'intersection des côtés extrêmes du polygone funiculaire est une ligne droite : la résultante du système de lignes considéré.
Â chaque point de ce lieu correspond un pôle déterminé^ si, d autre part, les côtés extrêmes du polygone funiculaire sont assujettis à passer par deux points fixes donnés ; et inversement, à un pôle déterminé correspondent deux côtés extrêmes bien définis s*ils sont astreints à cette condition, et cela, quel que soit le système de lignes donné, pourvu qu'il ait pour résultante celle du système considéré.
Il en résulte que si les deux côtés extrêmes dn polygone funiculaire sont assujettis à passer par deux points donnés, ces côtés extrêmes seront les mêmes, pour un même pôle, pour tous les systèmes équivalents ou ayant même résultante.
Parmi tous ces systèmes, ayant même résultante R, consi* dérons en particulier celui qui serait formé de deux lignes, menées parallèlement à cette résultante par les deux points fixeç A et B (fig. 26), par lesquels sont supposés assujettis à passer les côtés extrêmes de tous les polygones funiculaires,
Pour avoir la grandeur de ces lignes, nous aurons dû, par un poinl quelconque P de la résultante, mener deux droites PM, PN passant par les points A et B, puis, par les extrémités a,b de la ligne ab équipollente à R, mener ao, bo paraUèlcs à MP, PN ; et enfin, par le point de concours o de ces deux lignes, mener oc parallèle à ÂB. Le point c divise alors la résultante ab en deux longueurs ac, c6, qui sont celles des deux lignes qui doivent être menées respectivement par les points A, B pour former un système équivalent à R.
Or la grandeur de ces deux lignes, et par suite la position du point c,est indépendante du mode de construction que Ton aura adopté. Quel que soit le point de départ P, le pôle o sera toujours sur une parallèle à AB menée par ce point c. Mais les côtés extrêmes, MP, PN.du polygone funiculaire, assujettis à passer par les points fixes A, B sont les mêmes pour tous les systèmes équivalents et pour un même pôle o. U en résulte que le lieu des pôles des polygones funiculaires d'un système quelconque de lignes, dont les deux côtés extrêmes pivotent autour de deux points fixes, est une droite parallèle à celle qui joint les deux points fixes; et que, réciproquement, si le pôle d'un polygone funiculaire se déplace suivant une certaine droite, et si d'ailleurs l'un des côlés extrêmes de ce polygone pivote autour d'un point fixe, l'autre côté extrême pivotera autour d'un autre point fixe situé, avec le premier, sur une même parallèle à la droite décrite par le pôle.
Il est d'ailleurs facile de reconnaître que, dans ce dernier cas, tous les côtés intermédiaires du polygone funiculaire pivotent également autour de points fixes situés en ligne droite, sur une parallèle à celle que parcourt le pôle. Il suffit de considérer successivement chacun des côtés comme étant le côté extrême du polygone funiculaire d'un système de lignes formé de celles du système donné comprises entre ce côté et le premier.
Cette propriété sert, en particulier, à résoudre le problème suivant qui peut avoir un certain intérêt pratique : étant donné un système de lignes, construire un polygone funiculaire dont les deux côtés extrêmes passent par deux points donnés.
En partant de l'un des points donnés A et d'un pôle arbi-
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trairement choisi on construira un polygone funiculaire quelconque des lignes données : il ne passera généralemenl pas par le second point donné B. Mais, si Ton mène par le premier point A une ligne quelconque et si Ton prolonge, jusqu'à sa rencontre, tous les côtés de ce polygone funiculaire, on pourra considérer tous ces points d'intersection comme les points autour desquels pivoteront les côtés du polygone funiculaire lorsque le pôle se déplacera parallèlement à la ligne sur laquelle ces points sont situés.
Prenant donc le point de pivotement du dernier côté et le joignant au point B, on aura une position de ce côté extrême, satisfaisant à la condition donnée. Par suite on aura : ou bien la position correspondante du pôle, ou bien, de proche en proche, les positions des côtés précédents jusqu'au premier ; ces positions étant déterminées, chacune, par le point de pivotement de ce côté et par Tintérseclion du côté suivant, connu, avec la ligne correspondante du système donné.
Le problème comporte évidemment une infinité de solu^ tiens correspondant à toutes les lignes que Ton peut mener arbitrairement à partir du premier point fixe, c est-à-dirc à toutes les directions suivant lesquelles on peut déplacer le pôle. Il sera donc possible de satisfaire en même temps à une troisième condition donnée : soit que Tun des côtés intermédiaires passe lui-même par un troisième point donné, soit que le pôle se trouve sur une droite donnée, etc.
Nous n'insisterons pas sur ces propriétés du polygone funiculaire qui sont développées dans les Traités de statique graphique^ et qu'il suffit ici d'avoir rappelées sommairement.
Mentionnons encore, dans un autre ordre d'idées, celle-ci qui est tout à fait élémentaire et classique :
Polygone fanienlaire de lis^iies parallèles
Le polygone funiculaire d'un système de lignes parallèles, égales et équidistantes est inscriplible dans une parabole du second degré.
Soient /|, l^, Z,.... (fig. 27) des lignes parallèles, égales et équidistantes. Le polygone de ces lignes sera une simple
droite abcdef^ divisée en parties égales. Si, au moyen d'un
pôle quelconque, nous construisons le polygone funiculaire MAB...N,et si nous prenons le premier côté prolongé AN', paur
Fig. 27.
axe des a?, celui des y étant la première ligne l^ passant par le point A, nous aurons, en désignant parxiyO?,, x^,.., les abscisses des sommets A, B, G.... et par a chacune des longueurs égales interceptées sur AN' par les parallèles équidistantes :
a?j = 0, Xt = a^ a:s = 2a,.*. Xn = {n — 1) o.
De même, désignons par j/i, y„ ^3.... les ordonnées des sommets, et menons, par chacun des sommets B,C,... des parallèles BCi, CDi... àTaxe des abscisses, nous aurons, en vertu de la similitude des triangles ABB', 06a; BCiC, Oca; CDjD, Oda...,, et de Tégalité des lignes a6, bCfCd..,., et en appelante la longueur BB',
yi=0,y«=6,i/a— yj=26,y4— y3=36...,yn— yn-i=(n— 1)6;
ou bien, en additionnant toutes ces équations :
= + 26+ 36 H-.... (n — 1)6=6. HJlpM
Et enfin, en éliminant n, on a entre Xn et y^ la relation
qui démontre bien le théorème énoncé : tous les sommets do polygone sont sur une parabole dont Taxe est parallèle aux lignes données.
On peut encore remarquer que si Ton a un polygone funiculaire d'un système quelconque de lignes parallèles, l'ordonnée d'un point quelconque de ce polygone, mesurée comme cidessus parallèlement aux lignes du système et comprise entre l'un des côtés du polygone et le premier côté prolongé, est proportionnelle à la somme des moments de toutes les lignes situées entre l'origine du polygone et cette ordonnée par rapport à un point quelconque de sa direction.
Soient, en effet, /i, /„ /, (fig. 28) des lignes parallèles quel-
Fig. 28.
conques, MABC. N leur polygone funiculaire construit au moyen d'un pôle arbitraire 0. Menons une ligne quelconque HI, parallèle aux lignes données, rencontrant en K Tun des
côtés du polygone et en I le premier côté prolongé. Il faut démontrer que l'ordonnée £L est proportionnelle à la somme des moments, par rapport à un point quelconque de sa direction, des lignes /j, 4, /, situées entre cette ordonnée et Tori- ^ne du polygone. Appelons Xi, x^^ x^y les distances^ mesurées
perpendiculairement à lear direction, des lignes /,« 4, /, à celte ordonnée quelconque HI, et H la dislance OF du pôle O an polygone des lignes abc.f. La somme des moments des lignes A, /„ /, par rapport à un point quelconque de HI sera /i â?i + /f ^2+4 ^s« Prolongeons jusqu'à la rencontre de HI les côtés précédents AB, BC, du polygone funiculaire, et soient Py Q les points d'intersection. Les triangles semblables API, 06a ; BPQ, (icb\ CQK, 0(fe, nous donnent, en obser\'ant que nbj bcj cd sont égaux à /i, /«, /,:
PL Xi
QP *j
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1 1. Centres de gravité : 29. Centre des moyennes distances d'un système de points. — 80. Centre des lignes parallèles nu de gravité. — 81. Centre de gravité d'un système de deux groupes de points —82. Centre de gravité des volumes^ surfaces ou lignes. — 38. Formules simplifiées pour déterminer le centre de gravité. — 34. Centre de gravité trouvé par sa projection. — 85. Formules pour les espaces hétérogènes. — 36. Exemples de la détermination des centres de gravité. — 87. Centres de gravité de lignes. — 88. Centrer de gravité de surfaces. — 89. Centre» de gravité de volumes. — 40. Théorèmes de Guldin.
|2. Moments d*inerUe : 41. Moment d'inertie d'un système de points. Rayon de giration. — 42. Moment d'inertie des volumes, surfaces ou lignes. — 48. Moments d'inertie par rapport à des axes parallèles. — 44. Moments d'inertie par rapport à des axes concourants. -^ 45. Eliip? soïde d'inertie. — 46. Axes principaux d'inertie. — 47. Axes principaux passant par le centre de gravité. — 48. Détermination du moment d'inertie d'un système. — 49. Recherche du moment d'inertie de volumes. ' 60. Moments d'inertie de surfaces.
••. Centre de* majrenue» distances d'un Mystènte de pein(4t — Oq appelle centre des moyennes distances d'un
système de points, disposés d'une manière quelconque dans l'espace, un point tel que la somme géométrique de ses distances à tous les points du système soit nulle.
On peut démontrer facilement l'existence d'un pareil point. Soient en effet nii, iw,, m,, «n* (fig. 29) des points disposés
Pig. 29.
d'une façon quelconque dans l'espace. Prenons un autre point arbitraire A, joignons-le à tous les points du système par les lignes Ami, Am,... et construisons la somme géométrique AM de toutes ces lignes. Divisons cette ligne AM en autant départies égales qu*il y a de points dans le système et portons une de ces parties de A en sur sa direction ; le point sera le centre des moyennes distances. Joignons-le, en effet, à tous les points mi, m„ m,, m*, nous avons par construction :
Amj (=) AO(+)Om„ Am, (=) AO (+) Om„
etc
Faisons les sommes géométriques des deux membres, nous aurons, en remarquant que les lignes AO s'ajoutent algébriquement, et en désignant, d'une manière générale, par ;i le nombre de points du système :
Am, (+) Aw, (+) Am3(-4-).... (=) n. ÀO (+) Om, {+) Om,
(+) Om, {+-)...
Le premier membre est, par construction, égal à AM ; Bt il
en est de même du premier terme n. AO du second membre. U reste donc simplement :
(i) Om, (+) Om, (+) OW3 (+).... (=) 0.
Le point ainsi déterminé est le centre des moyennes distances du système.
On voit d'ailleurs facilement qu'il n'y en a qu'un, car, d'après ce qui vient d'être écrit, la somme géométrique des distances à tous les points du système d'un autre point quelconque A diffère de la somme géométrique des distances du point 0, d'une quantité égale à n fois AO, c'est-à-dire que si la seconde somme était nulle, la première ne pourrait l'être qu'autant que AO elle-même serait nulle, c'est-à-dire que si le point A se confondait avec le point 0.
Le centre des moyennes distances d'un système de points s'appelle aussi, et plus ordinairement, le centre de gravité de ce système.
SO. €!entre des lignes parallèles ou de grtkTkté. —
Supposons menées, par tous les points du système, des lignes / toutes égales et parallèles entre elles. U est facile de voir que la résultante de ce système de lignes, égale à leur somme algébrique, passera par le centre des moyennes distances 0, tel qu'il vient d'être défini. Menons, en effet, par ce point 0, un plan perpendiculaire à la direction commune des lignes l con* sidérées, et projetons sur ce plan les lignes joignant le centre à chacun des points du système. La somme géométrique de ces lignes étant nulte, il en sera de même de la somme géométrique de leurs projections sur le plan. D'un autre côté, puisque toutes les lignes / menées par les points du système sont supposées égales et perpendiculaires au même plan,ces projections représentent, pour chacune d'elles^ à un facteur constant près, le moment de la ligne l correspondante, par rapport au point 0, tourné de 90 degrés dans ce plan. La somme géométrique de ces projections étant nuUe^ il en est de même, par suite, de la somme géométrique des moments des lignes / ou du moment résultant du système des lignes / par rapport
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au point 0, lequel appartient ainsi à la résultante de ce système. Et cela, bien entendu, quelle que soit la direction commune de toutes les lignes L
Le centre de gravité, ou centre des moyennes distances, porte quelquefois, pour cette raison, le nom de centre des lignes parallèles.
L'une ou Tautre propriété peut servir h le déterminer ana^ lytiquement.
Supposons les points 77?i, m^, niz,..- rapportés à un système de trois axes rectangulaires ; appelons j:,, y^, z^ ; a;,, y^, z^ ; x^..., les coordonnées de ces divers points et proposons-nous de déterminer les coordonnées X, Y, Z du centre de gravité du système. Soit n le nombre des points dont il est composé.
Construisons le centre des moyennes distances comme nous l'avons défini plus haut (29). Pour cela joignons Torigine des coordonnées h chacun des points nii^ m^,.. et faisons la somme géométrique OM de ces lignes. Projetons sur les trois axes : les projections de Om^ sont respectivement x,, yi, Zi, celles de Owj, x^, yj, z^ et celles de la somme géométrique OM seront égales aux sommes algébriques des projections, c'est-à-dire respeclivemenl Xj+a:, + a;3 -j- ... = 2a?, î/i+yi +y8+--- = 2y, 21+^5 + ^3+... =22;. Mais, d'un autre côté, le centre des moyennes distances G se trouve sur OM à une
distance du point égale à — . Les cordonnées de ce point G sont donc celles du point M divisées par n, et Ton a ainsi :
Si l'on a mené, par les points mi, m,.... des lignes /, parallèles à l'axe des z, par exemple, et égales entre elles, les moments de ces lignes par rapport à Taxe des y seront ^Xi, Zxj,
^3:3 leur résullanle, égale à leur somme, étant n/, devra être
placée à une distance x^ de l'axe des y, telle que son moment soit égal à la somme des moments des lignes composantes, ce
qui donne n/X==2te, ou X = — puisque / est constant. De même pour Y et Z.
Si dans un système de n points nous considérons plusieurs groupes composés respectivement de w', n", w'"... points, de telle manière que m' + w" H-n" + ... soit égal à n, le cenlre de gravité du système proposé sera le même que celui d'un sys* tème dans lequel tous les points du même groupe seraient réunis au centre de gravité de ce groupe.
Ce théorème est évident si Ton considère le centre de gravité comme le centre des moyennes distances, obtenu comme plus haut (n^ 29). On peut analytiquement le démontrer de la manière suivante :
Appelons X', Y', Z' les coordonnées du centre de gravité du premier groupe, X", Y*, Z'', celles du centre de gravité du seoond, et ainsi de suite. Nous avons
Les coordonnées X, Y, Z du centre de gravité de Tensemble
Z«r 2t/ 2jJ
du système sont, par définition : X = — , Y= — , Z = — .
Des expressions précédentes nous déduisons immédiatement
nX + ?e"X" + M'X"+ ... = Sa;'-hSx" + Sx"+ ... = Sa: et par suite
n tt
L'abscisse X du centre de gravité est donc la même que celle d'un système de n points dont n' auraient Tabscisse X' , n" l'abscisse X^^ etc., c'est-à-dire la même que celle d'un système dans lequel tous les points du même groupe auraient même abscisse X que le centre de gravité de ce groupe. De même pour les autres coordonnées, ce qui démontre le théorème énoncé.
Pour plus de généralité, si nous supposons qu'en chacun des points soient groupés ou concentrés un certain nombre n de points, lesquels se trouvent ainsi tous à la même distance d'un axe ou d'un plan quelconque, le nombre n étant d'ailleurs constant ou variable et pouvant être égal à l'unité, et si nous appelons N le nombre total des points, N = Sn, les valeurs des
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coordonnées du centre de gravité da système s'exprimeront, d'après ce que nous venons de dire, par
Inx Inx
„ Inz 2 ni
Si. Centre de grawHé d'an «ystèine de deax i^i^npes de points. — Le centre de gravité d'un système composé de deux groupes de points se trouve sur la ligne droite qui joint les centres de gravité de chacun de ces groupes et la partage en deux parties inversement proportionnelles aux nombres de points des deux groupes.
Soit en effet (fig. 30) un système de /'• *.*.. * ' fi' ' points que Ton a divisé en deux grou-
'■•:'::Z ^ ^ ' P^^ ^^^^ ^*^^» formé de n points a son
' • • ' centre de gravité en et Tautre, formé ^*8- ^' de n ' points, a son centre de gravité en
0'. D'après ce qui vient d'être dit, le centre de gravité du système est le même que celui d'un autre système composé de n
points placés en et de n' poinls placés en 0'. Si nous prenons
or* ti' sur 00' un point G tel que — - = -, c'est-à-dire divisant la
Ou n
longueur 00' en deux parties inversement proportionnelles à n et n, la somme des distances du point G à tous les points du premier groupe sera n.OG, et la somme des distances du même pointa tous ceux du second groupe sera n'.OG. Ces deux sommes étant égales et directement opposées, la somme totale des distances du point G à tous les points du système est nulle, el ce point est ainsi le centre de gravité de l'ensemble du système.
Ces deux théorèmes simplifient beaucoup la recherche des centres de gravité. 11 en est de même du suivant, bien qu'il soit d'une application moins fréquente.
Si Ton a un système composé de deux groupes de points et si l'on suppose que l'un de ces groupes se soit déplacé par rap-
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port à Tautre de manière que son centre de gravité, d'abord
en 0' (fig. 31) soit venu en 0',, le cen- • tre de gravité G du système se sera déplacé sur une parallèle à O'O', et d'une quantité GGj qui sera à O'O', dans la proportion du nombre des points du groupe 0' au nombre total des points du système.
Cette proposition résulte évidemment de ce que, dans l'une ou l'autre des positions du second groupe, cor- '^' respondant aux positions 0',0't de son
centre de gravité, le centre de gravité de Tensemble du système partagera la ligne joignant au point celui de ce groupe en parties inversement proportionnelles aux nombres de points.
On aura donc, en appelant comme plus haut n et n' ces nombres
OG n' OGi n'
Wg — «^ ' Ô^G "^ "" ' ^'^^ ^' résulte que GGi est parallèle à O'O'j
et que Ion a •rrrr== .
M9, Oentre de grawHé den volumes, surfaces on
llipues. — La définition du centre des moyennes distances ne s'applique qu'à des systèmes de points isolés. On étend cependant la définition et la notion du centre de gravité à des espaces continus que l'on considère comme des systèmes formés d'un nombre de points indéfini en supposant ces points répartis dans l'espace suivant une certaine loi. Le plus généralement, là loi de la répartition est supposée uniforme. C'est-à-dire que dans un espace quelconque, on suppose toujours exister un nombre de points proportionnel à l'étendue de cet espace. Cette étendue peut d'ailleurs être considérée à une, deux, ou trois dimensions. Cela veut dire que dans un élément de longueur, Ax, ou dans un élément superficiel ^xày ; ou dans un élément de volume ^xày^z, il y aura toujours un nombre de points égal à celui que Ton suppose exister dans l'unité de longueur, de surface 6u de volume, multiplié par Ax, par Aa:Ay ou par A^AyA;?,
Rigoureusement, cette hypothèse est irréalisable lorsjijue Ton considère, comme nous le faisons ici, des points isolés, ou, en général, des espaces discontinus. Si, par exemple. Ton considère des points équidistants placés sur une même ligne droite, et si la longueur Ax de Télément considéré n*est pas un multiple exact de leur distance commune, quelques-uns de ces éléments ^x comprendront plus de points que d'autres, il arrivera même, si ^x est plus petit que la distance mutuelle des points, que certains éléments n'en contiendront aucun.
Les différences seront d'autant plus petites que les points seront plus rapprochés les uns des autres, ou que les espaces qu'ils laissent entre eux seront petits par rapport à ^x. Ces différences de répartition pourront donc, dans bien des cas, être considérées comme négligeables.
Elles seront d'ailleurs absolument nulles lorsque les éléments de longueur, A:r, de surface, AxA?/, ou de volume, àxiiyàz, seront choisis de manière à comprendre exactement le même nombre de points ; et les fornuiles du calcul intégral seront applicables à ces éléments si, au lieu de les faire tendre vers zéro on les fait tendre vers la limite, supposée extrêmement petite, où chacun d'eux ne comprendrait, par esemple, qu'un seul point.
C'est grâce à cette hypothèse que l'on peut considérer le centre de gravité d'une ligne, d'une surface, ou d'un volume déterminés et en ramener la recherche à celle du centre de gravité d'un système de points.
Remarquons d'ailleurs que l'uniformité supposée de la loi de la répartition des points dans une même étendue n'est pas nécessaire, et que le centre de gravité acquiert une signification précise quelle que soit la loi de cette répartition. 11 suffit, en général, que le nombre des points qui se trouvent dans chaque élément de longueur, de surface ou de volume soit déterminé, pour que le centre de gravité le soit lui-même.
Nous supposerons d'abord la répartition uniforme.
Soit un volume, rapporté à trois axes de coordonnées rectangulaires, dont on demande le centre de gravité. Considérons, au point quelconque dont les coordonnées sont x, y, z^ un élément parallélépipède infiniment petit dxdvdz, contenant,
par hypothèse, uq nombre de points proportionnel à son volume. Les coordonnées x^ y, z seront celles du centre de gravité de cet élément. Si nou? supposons placés, à ce centre de gravité élémentaire, lous les points de l'élément, dont le nombre est proportionnel à dxdydz ; si nous faisons la même hypothèse pour tous les autres éléments et si, appliquant le théorème du n** 30 et les formules qui en sont la traduction algébrique, nous cherchons les coordonnées X, Y, Z du centre de gravité de l'ensemble des groupes formés par tous ces éléments, nous aurons, en désignant par une intégrale triple une somme étendue à tout le volume considéré :
,.v y Si Sx dxdydz ^ SSSydxdydz ^ „ S S Sz dxdydz
SSSdx dy dz ' /// dx dy dz^ SSS dx dy dz
Si l'on a une surface d'une forme quelconque, dont rfo) est un élément inBniment petit dont les coordonnées sont x, y, z, on aura de même en appliquant les intégrales à toute l'étendue superficielle considérée :
«. / ^« v i y^'^ r, S Sldtù
Si la surface est plane et si on la prend pour plan des xy^ l'élément diù peut être pris égal à dxdy et alors on a :
,«. ^ SSxdx dy Y SSydx dy
• ^ ~ SSdxdy ' ~ SSdxdy '
De même, pour une ligne courbe quelconque dont de serait un élément infiniment petit, de coordonnées x, y, z, on aurait :
(4) X=-— ~ 1 -x =TT" ' ^ = 77"-
j ds j ds i ds
Si la ligne est droite et prise pour axe des .r, l'élément d$ devient égal à dx et si l'on place l'origine des coordonnées à une des extrémités de la ligne supposée de longueur /, on a
fds = Jdx = / et
jo xdx l* l
il i
Le centre de gravité se trouve donc au milieu de la ligne droite considérée, ce qui d'ailleurs était évident, puisque Ton y suppose les points uniformément répartis sur sa longueur.
88. Formuler «impliflées pour déterminer le eentre de i^ravUé. — Quand on doit trouver le centre de gravité d'un volume ou d'une surface il est généralement préférable, au lieu de diviser cette étendue en éléments infiniment petits dans tous les sens, de la diviser simplement par des plans ou par des lignes parallèles à Tun des plans ou des axes coordonnés et de chercher la distance du centre de gravité à ce plan ou à cet axe : puis de recommencer l'opération dans une ou deux autres directions. Alors, s'il s'agit par exemple d'un volume, en le divisant en tranches infiniment minces par des plans parallèles au plan yz^ et si l'on appelle A Taire, variable avec x, de chacune de ces tranches, l'abscisse X du centre de gravité sera :
/jv ^ i kxdx
i kdx
On n'a alors à calculer que des intégrales simples qui, lors que l'intégration ne peut pas se faire analytiquement, peuvent être évaluées approximativement par la formule de Thomas Simpson. Si Ton a calculé les valeurs de A, pour des valeurs équidistantes de x en nombre impair, si par exemple Ao, Ai, A,... Asn sont ces valeurs correspondant aux abscisses 0, A, 2A,:- ... 2nA; on sait que la valeur de l'intégrale /Arfxsera approximativement donnée par la formule :
(3)/A(ia:=-/i(Ao4-iA,+2Aa4-4A34- -f-2 Aa„.a+^ A^i-fA,»)
De même les éléments qui entrent dans l'intégrale formant le numérateur de l'expression précédente étant les produits Aa? des aires A par les abscisses correspondantes auront respectivement pour valeur : AoXO = 0; AAj ; 2/tA3i ; 3AA, ;.... 2nAA,n. Et par suite, en appliquant la même formule et mettant A en facteur commun, nous aurons :
/Aj?(ia? = - 4»[4Ai + 2x2A2 + 4x3A3+....2X(2n-2)Ag^_j
+ 4(2n-i) Ag^i+2nA;g^]
L* abscisse X du centre de gravité sera alors :
4Ai-f2.2Aï + 4.3A3+2.4A4+....-f2(2n-2)A2^.g4-4(2n-4)Ag^.^+2nAç
Ao + 4 Al + 2 Aa + 4 A3 +... 2 Ag^^g + 4 Ag^.^ + Ag^
La même formule s'iappliquerait, sans modification, à la recherche du centre de gravité d^uneaire plane. On la décomposerait en tranches par des parallèles à Taxe des y^ équidistanteset en nombre impair, aKn d'avoir un nombre pair de tranches, et si Ao, Aj Ajn représentent les longueurs de ces
ordonnées et h leur djstance mutuelle,, la formule ci-dessus donnera l'abscisse du centre de gravité.
En opérant ensuite une division analogue en tranches parallèles à Taxe des x^ on calculera Tordonnée de ce point, qui sera ainsi déterminé.
Lorsqu'il s'agit de surfaces planes, cette division en éléments parallèles à l'un des axes peut se traduire par d'autres formules que nous allons faire connaître.
Si l'on considère un élément compris entre deux ordonnées
infiniment voisines (fig. 32) et si l'on désigne par j/i, y^ les valeurs MP, M'P de l'ordonnée du contour de la surface, les coordonnées du centre de gravité I de cet élément, qui se confond à la limite avec la droite MM',
Fig. 32.
d'ailleurs égale à (y,
,r, et IP==-(y,+yi).
seront OP =
La surface de cet élément étant - yi) dx, que l'on peut prendre pour rf(i>, les numérateurs des expressions (2), page 61, donnant les coordonnées du centre de gravité, seront respectivement :
/^(yi — Vi) dx, / 2 (y« + yi) (y» —yù^x; • .
les dénominateurs étant toujours l'étendue totale de la surface fd(ù ou /(yj — yi) dx. Les coordonnées du centre de gravité seront alors :
jr Sx{yt — yi)dx Y __ 1 J (y»* — y»*) dx
Et si la courbe est limilée à Taxe des x, c est-à-dire si j/i est constamment nulle, on aura, en mettant simplement y au lieu dey, :
/gv Y Sxydx Y 1 / fax
S y dx ' 2 S y dx
Centre de ^rawHé trouvé par sa projeetioii
Lorsqu*il s'agit de surfaces ou de lignes, on peut arriver quelquefois à trouver simplement leur centre de gravité quand on connaît celui de leur projection. Il résulte de la définition du centre des moyennes dislances que, pour tout système de points isolés, la projection du centre de gravité de ce système sur un plan ou une droite quelconque sera le centre de gravilé du système 'formé de la projection, sur le même plan ou la même droite, des points du système donné. Il en est encore de même pour des systèmes formés d'un nombre indéfini de points, c'est-à-dire pour des espaces quelconques. *Mais il faut avoir soin de remarquer, alors, que la projection, sur un plan par exemple, de points répartis uniformément dans un espace à trois dimensions, ou sur une surface ou une ligne courbes, ne donne pas un système de points répartis uniformément sur le plan de projection. La répartition uniforme n'existe dans la projection, comme dans le système proposé, que lorsque celui-ci est constitué par une surface plane, ou par une ligne droite, ou par une série de surfaces ou de lignes également inclinées sur le plan de projection, de telle sorte qu'à des étendues égales de ce système correspondent des étendues égales de projection. Dans tous les autres cas, à une répartition uniforme des points dans le système donné, correspondra une répartition non uniforme des points dans la projection.
Poriiialefi pour les espaces hétérogènes
Si Ton suppose que la répartition des points n'est pas uni forme, il faut admettre que l'on connaît, pour chaque élément infiniment petit, le nombre des points qu'il contient par unité de longueur, de surface ou de volume. C'est ce que l'on appelle la demité de l'élément considéré. Cette densité, que nous
désignerons par la lettre p, sera donc une fonction donnée des coordonnées Xy y^ z de chaque élément.
Lorsqu'il s'agit d*un système de points isolés ou, en général, d'un espace discontinu^ la fonction p, elle-même, est discontinue : elle s'annule en effet entre chacun des points isolés pour prendre brusquement à ces points mêmes, une valeur finie ou même infinie. Mais si Ton suppose l'espace discontinu divisé en éléments disposés de telle manière que chacun d'eux contienne le même nombre de points, un par exemple, la densité p, supposée la même dans chacun de ces
éléments, y aura une valeur proportionnelle à Pinverse
ou-j-T- , ou — de l'étendue en volume, en surface ou
dxdydz * dxdy ' dx
en longueur de l'élément considéré. Elle variera ainsi d'une manière graduelle en passant d'un élément au voisin et, si ces éléments sont suffisamment petits pour que l'on puisse négliger l'étendue de l'un d'eux devant celle du système tout entier, elle pourra être considérée comme une fonction continue de X, y, z. Le nombre des points contenus dans chaque élément sera alors ^dxdydz, s'il s'agit d'un élément de volume ; et si Ton suppose tous ces points transportés au centre de gravité de Télément, c'est-à-dire ayant mêmes coordonnées Xy y, Zy on aura pour les coordonnées du centre de gravité du volume total :
ik\^ SIS P^dx dy d% y, SSS ^ xdxdydz y SSS pz dxdydz
~SSSpdxdydz ' ~ SSS p dxdydz ' ~SSfp dxdydz •
Les formules relatives aux centres de gravité des surfaces et des lignes se transformeraient de la même manière : celles des centres de gravité des surfaces deviendraient :
12) y S pJKidt^ Y Spydtù y S p sdm
s p dfù S p dfù S p d^
et celles des centres de gravité des lignes :
(3) Ti=[îJL^j Y — -^p y ^ z =^-^-^
S p ds S pds S pds '
On appelle souvent moment d'un élément d'étendue, de vo^
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lume, de surface ou de ligne, par rapport à un plan, le produit du nombre de points que renferme cet élément par la distance de son centre de gravité au plan considéré. Alors, les sommes telles que fpxdxdydz, fpxdtùy fpxds, etc., sont les sommes des moments de tous les éléments de Tétendue que Ton considère par rapport au plan des yz. Et, d'après les formules qui viennent d'être établies, ces sommes sont égales aux produits
tels que Xffidxdydz, X/prfw, X/prf«.... c'est-à-dire aux moments de rétendue totale par rapport au même plan.
On en déduit immédiatement ce théorème, qui résulte aussi de la définition même des centres de gravité :
Lorsqu'une certaine étendue, de volume, de surface ou de ligne est divisée en plusieurs parties, le moment de l'étendue totale par rapport à un plan quelconque est égal à la somme des moments de ses diverses parties par rapport au même plan.
Ce théorème nVst que la traduction, en langage ordinaire, des formules donnant les coordonnées du centre de gravité.
••• fimemples 4e ta détermiiiati^ii des eentre» de IrMiirUé. -*-> Nous allons appliquer les formules qui précèdent, ou les considérations générales d'où nous les avons déduites, à la détermination des centres de gravité de lignes, surfaces ou volumes.
Nous nous bornerons au cas d'une répartition uniforme des points, c'est-à-dire d'une densité constante.
Remarquons d'abord que si l'étendue dont nous cherchons le centre de gravité a un plan de symétrie, le centre de gravité s'y trouve nécessairement compris. Cela résulte de la définition même du centre des moyennes distances d'un système de points^ et cela peut se vérifier au moyen des formules analytiques. Si en effet nous prenons le plan de symétrie pour plan des yz, à chaque élément d'une dimension déterminée et contenant un certain nombre de points, situé d'un côté de ce plan ayant par exemple une abscisse positive a;, correspondra de l*aulre côté du plan un autre élément de même dimension, contenant le même nombre de points et ayant une abscisse négative — x. La somme des produits des
nombres des points par leurs abscisses sera ainsi nulle pour ces deux éléoients et par suite pour toute l'étendue dont on cherche le centre de gravité. Or cette somme est le numérateur de l'expression qui donne Tabscisse X du centre de gravité, laquelle sera ainsi nulle, c'est-à-dire que le centre de gravité sera contenu dans le plan de symétrie.
S'il y a deux plans de symétrie, le centre de gravité, devant se trouver dans chacun d'eux, sera un point de leur intersection ; et s'il y a trois plans de symétrie, le centre de gravité sera le sommet de l'angle trièdre formé par ces trois plans.
Observons aussi que si l'étendue totale dont nous cherchons le centre de gravité peut être décomposée en diverses parties, dont chacune ait son centre de gravité dans un même plan déterminé, le centre de gravité de l'étendue totale se trouvera aussi dans ce plan. De même, si les centres de gravité des diverses parties sont sur une même ligne droite, le centre de gravité de l'étendue totale se trouvera sur cette droite. Ces propositions évidentes résultent, immédiatement, soit des formules, soit du théorème général que nous avons démontré plus haut et qui permet, sans modifier le centre de gravité de Tenseoible, de concentrer, au centre de gravité de chacune des parties, tous les points qu'elle contient.
SV. C^ntreti de gvairHé de ligraeii. — 1. Ligne droite* — Nous avons vu plus haut que le centre de gravité d'une ligne droite est au milieu de sa longueur.
2. Contour polygonal régulier (fig. 33). , — Quel que soit le nombre des côtés de ce contour, si l'on en joint les deux ex*
rt
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Irémilés A, E, et si du centre du cercle circonscrit à ce couleur on abaisse la perpendiculaire 01 sur le milieu de AE, cette ligne 01 sera un axe de symétrie, sur lequel se trouvera par conséquent le centre de gravité cherché. Si / est la longueur de chacun des côtés AB, BC... le nombre de points contenus dans chacun d'eux sera proportionnel à /, et si
Xij ar,, .r^ .. sont les distances MP des milieux de ces côtés
à la ligne Oy menée par le point parallèlement à AE, tous les points de chacun des côtés pouvant être placés en son milieu, la somme des dislances des points à Taxe Oy sera proportionnelle à la somme te, + tes +...., et Tordonnée X du centre de gravité sera, d'après la formule générale :
en appelant n le nombre des côtés du contour.
Or, si nous joignons au point le milieu M d'un côté quelconque AB, Tapothème OM du polygone sera le même pour tous les côtés ; désignons-le par R. Projetons le côté AB sur AE, en AQ, nous avons, dans les deux triangles semblables
AQB, MPO, la relation -—=--- = -. ou bien Xi = 7. AQ.
AQ Ad l l
Chaque ordonnée ^, du milieu d'un côté est égale à la projection AQ de ce côté sur AE, multipliée par le rapport constant - . Par conséquent, la somme x^+Xi-j-x^.,. de ces ordonnées sera égale a ce rapport constant - multiplié par la somme des
projections telles que AQ, c'est-à-dire par la longueur totale AE de la corde du contour polygonal. On a alors
^ ' l n ni
La distance OG du centre de gravité G au centre du cercle circonscrit est donc égale à l'apothème du polygone régulier ou au rayon du centre inscrit, diminué dans le rapport de la corde AE h la longueur totale ABC...E du contour luimême.
3. Arc de cercle. — La même règle s'applique lorsque le nombre des côtés du polygone inscrit dans un arc de cercle augmente indéfiniment, et par suite à Tare de cercle qui est la limite de ces contours polygonaux réguliers.
L'apothème R devient alors le rayon même de Tare de cercle, et si Ton désigne par 2a Tangle au centre correspondant à lare de cercle, la longueur de cet arc sera 2Ra et la longueur de la corde sera 2Rsina. Nous aurons ainsi, pour la distance, au centre du cercle dont il fait partie, du centre de gravité d'un arc de cercle.
â R sin a R sin a
Nous aurions pu déduire celte valeur de l'application de la
ïxdx
formule générale X = . En effet, Téquation du cercle est
/ ds
ici a:' H- y* = R^ ou y = v'R^ — ^*, et l'on iids = \dx^'^-dy^= — dîvK/ lH-(-p)= — dx.-= — dx - , Et par suite:
^ \^/ y Jb^^
fxds R C-^xdx R /— Ry
Vintégrale étant prise depuis Taxe des a: jusqu'à l'extrémité de Tare. L'autre côté symétrique à l'axe des x donne la même valeur X qui est celle de l'abscisse du centre de gravité de la tolalité de l'arc. En exprimant y et s en fonction de a, on retrouve bien la valeur précédente.
Arc de cyclolde (flg. 34). — Soit à trouver le centre de
Fiff. 34
gravité do Tare de cycloîde AB, engendré par un point M d un cercle de diamètre OC ==: a roulant sur une droite ACB. La normale h cette courbe au point quelconque M est MI
et le coefficient angulaire ~ de sa tangente au même point est exprimé par le rapport — , lequel est égal ài/_ ou à
On a donc alors :
On en tire :
(5) 5 = 2 \/T yfx= 2 y/ ax,
en comptant les s à partir du point 0. Alors, l'expression de labscisse du centre de gravité d'un
arc OM sera, en mettant pour x sa valeur j- :
/ xds fs^ds «' «'• À ax x
Jds 4 as 12 a« {2 a 12 a 3
Ainsi l'abscisse du centre de gravité est toujours égale au tiers de celle de l'extrémité de Tare. Il en est encore de même lorsque l'arc comprend la cycloîde entière AOB.
S. Arc de chaînette (fig. 35). — Soit à trouver l'ordonnée du centre de gravité d'un arc de chaînette, symétrique par rapport à Taxe des y dont la longueur M'OM =2s, et dont les 'O^ p X coordonnées MP = y, OP = :c des Fig. 35. extrémités sont connues, ainsi que
l'équation delà courbe :
= -( c* + e " ) = a coh - • 2\ ' / a
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On a alors :
j!=M;«-r-)=sihf.
dx 2\ ) a
(9) ds=dx\J i + i^^=dx\J \ + sih» ^=rfa?coh^=^rfa?,
et
(10) s=asihî = ?U«— e •)•
Par suite, Tordonnée Y du centre de gravité sera :
X XX
^ , a / coh* ^dx , /BÎh - coh- \
7. i4rc rfe sinusoïde, — Soît à trouver Tordonnée du centre de gravité de Tare de la sinusoïde ^ = sinâ?y compris entre les points ar = 0, et x=t: où elle coupe Taxe des abscisses.
On a
(12) ds = dx, y \ +(^^\=dx \1\ + co8*x.
Et, par suite :
S vas J «n a? Vl + cos'a?, dx J o v'i -^ cos*a?. ^\ xdx
J ^^ + C08*a?. dx Jq V2 — Bia*ar. dr
le numérateur s'intègre facilement en posant cos x=^u, d*où du= — sin o^e^O/. Quant au dénominateur, son intégrale est une fonction elliptique de seconde espèce. Nous avons ainsi :
^ Sq du V^l + 1**
V^/^rfxy l--8in«a?
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ou bien, en désignant par E la valeur de l'intégrale définie du dénominateur :
yfT.E.
La valeur du logarithme népérien de 1 + v^ ^^^ environ 0,8813; celle de Ë, pour Tamplitude t: et pour un module
égal à i/i ou )^ est 2,7012. On a donc :
Ces quelques exemples suffiront pour montrer comment on peut trouver le centre de gravité de lignes planes, lorsque Ton connaît Téquation de ces courbes. La même méthode s^applique aux lignes à double courbure.
8. Arc d'hélice. — Soit une hélice définie par les équations :
(14) ûj* + y* = â*, 2: = ô arc cos - •
et proposons-nous de trouver le centre de gravité de Tare qui commence au plan des xy et se termine au point (2:, y, ;:;).Les équations de la courbe nous donnent :
— 6 b xdx + ydy = 0, rfs = . dx = dx,
La longueur de l'élément de courbe ds étant :
ds = \] dx* -f dy^ 4- da',
on en déduit facilement les relations :
ds dx dy dz
Et alors les coordonnées du centre de gravité sont :
/ ds Jdz z
/jgx i Y ^ ^ —hjdx fe (g — a?)
S ds Jdz z ^
. „ S zds S zdz s
\ S d$ S dz 2 '
Ces résultats se vérifient immédiatement^ sans calcul, par la définition même du centre de gravité.
On reconnaît que, pour tout arc moindre qu'une spire, le centre de gravité se trouve dans le plan perpendiculaire à Taxe de rhélice et passant au milieu de Tare, et au point de ce plan qui est le centre de gravité de la projection de Tare.
SS. Oentre» de srrairité de surfaees. — 1. Triangle. —
Si dans un triangle quelconque ABC (fig. 36), on considère un élément infiniment petit MN compris entre deux parallèles à la base AC, infiniment voisines, le centre de gravité de cet élément se trouvera au Fig. 36. milieu F de sa longueur, puisque cet
élément, à la limite, peut être assimilé à une ligne droite. Il en sera de même de tous les autres éléments semblables dont les centres de gravité se trouveront ainsi sur la médiane BD. Le centre de gravité du triangle sera ainsi sur cette médiane. Et comme il devra se trouver également sur les autres médianes du triangle, il sera au point de concours de ces trois lignes qui, comme on sait, se trouve au tiers de la longueur de chacune d'elles à partir de la base.
On peut remarquer que le centre de gravité de la surface du triangle est le même que celui d'un système de trois points situés à ses sommets. SI, en effet, nous considérons deux de ces trois points A, C, comme formant un groupe, nous pourrons, sans changer le centre de gravité de l'ensemble, les transporter au centre de gravité de ce groupe, c'est-à-dire à leur milieu D. Le centre de gravité du système des trois points se trouve ainsi sur la médiane AD et, d'après le théo-
rème du n" 31, page «^8; il partage celte ligne en parties in* versement proportionnelles aux nombres de points placés à ses extrémités, c'est-à-dire que le rapport de GD à 6B est de 1 à 2 ou que le point 6 est au tiers de BD à partir du point D.
2. Quadrilatère. — Soit un quadrilatère quelconque ABCD (fig. 37). Divisons-le en deux triangles par la diagonale BD, et joignons le milieu I de cette diagonale aux sommets A, G. Le centre de gravité du triangle ABD se trouvera en M^ au tiers de AI à partir du point I, et de même le centre de gravité du triangle BCD se trouvera en N, au tiers de GI à partir du point I. Le centre de gravité du quadrilatère se trouvera n donc sur MN, car on peut supposer
respectivement transportés en M et en N tous les points des triangles dont ils sont les centres de gravité ; et le nombre de ces points sera respectivement proportionnel aux surfaces de ces triangles, c'est-à-dire, puisqu ils ont même base BD, aux distances des sommets A et G à cette Fig. 37. base, ou bien encore aux longueurs
AF, GF des deux segments de la seconde diagonale AG. Si K est le point d'intersection de MN avec BD, on aura, puisque
MN est parallèle à AG, ^^17=775 . Le problème revient donc à
partager la droite MN en deux parties inversement proportionnelles à MK et KN, ce qui se fera, simplement, en prenant, à partir du point N, une longueur NG=MK. Le point G sera le centre de gravité clierché.
Si le quadrilatère est régulier, carré, parallélogramme, le centre de gravité se trouvera au point de concours des deux diagonales qui^ alors, se coupent en leur milieu. Dans le cas du trapèze on peut simplifier un peu la construction qui précède.
3. Trapèze. — Partageons le trapèze ABDG (lig. 38) en deux triangles par sa diagonale GB* Prenons les milieux E, F, des
deux côtés parallèles et menons les médianes CE, BF. En les divisant chacune en trois parties égales aux points M, N, nous aurons les centres de gravité des deux triangles. Par suite, le
le centre de gravité du trapèze se trouvera sur MN. Mais, si nous considérons la ligne EF, médiane du trapèze, elle divise en deux parties égales toutes les lignes menées parallèlement aux bases, elle contient donc le centre de gravité du trapèze qui se trouve ainsi au point G, intersection de MN et de EF.
Ce point peut encore être construit plus simplement. Désignons par B la plus grande et par b la plus petite des deux bases du trapèze et par h sa hauteur. Les surfaces des deux
triangles ACB, BCD seront respectivement y > -g" î '®* ^^^" tances de leurs centres de gravité M, N à la plus grande base
AL L
CD seront "ôt et -^ ; si nous appelons x ei y les distances inconnues du point G aux deux bases B et 6, la somme a?+;(/ étant égale à A, nous aurons, puisque la ligne MN doit être divisée par le point G en parties inversement proportionnelles aux surfaces des triangles ACB, BCD :
__h ^ "" 3 bh b
D'où Toa déduit facilement, en remarquant que x+y=^A ;
Si donc, sur le prolongement de la petite base AB, on porte BH = CD, et si sur le prolongement de DC on porte, en sens
contraire, CK = AB, on auraEH = B + -, et FK = A + -.
Joignant KH, celte ligne coupera £F en un point G tel que les distances GE, GF soient respectivement proportionnelles à EH et à FK, on k y ei h x. Ce sera donc le centre de gravité cherché.
Si Ton prolonge les côtés non parallèles du trapèze jusqu'à leur point de rencontre 0, sur la médiane EF prolongée, l'on a
— = - ; d'où Ton déduit, en désignant par I le milieu de EF,
la relation -ri = - — : . D'un autre côté, le rapport ci-dessus
X GF B + 2^, GF B + 2b ,,„ 2EIB-h2^ ^
- OU ;— = r-T-rr donne -—■, = --- — - , ou Gr == -r- • - — r et y EG b + 2B EF 3(B+&)' 3 B + b
par suite GI = EG — El = — • - — r , ou encore, en remplaçant r— 7 par sa valeur précédente -^ :
(2) GI = JL.
Celte expression, donnant la distance du centre de gravité du trapèze au milieu de la médiane, est utile dans la solution de certains problèmes.
4. Secteur circulaire. — Soit AOB (fig. 39) un secteur circu-
j^ laire dont l'angle au centre est égal à
j^-'-^'^X^ 2a. La bissectrice OC, étant un axe de
1^^^^^====^^^^}^ symétrie, contient le centre de gravité
^^^^"■"qÎ' j^ cherché. Considérons un élément Om»
^""^"^«^^^^ / soustendant un arc infiniment petit mn ;
^*"'*^ cet élément pourra être assimilé à un
Fig. 39. triangle et son centre de gravité g sera
au tiers de la médiane, c'est-à-dire du ravon mené a\i mi-
Heu de m7i. Il en sera de même pour tous les autres éléments dont les centres de gravité seront, par conséquent, sur Tare de cercle ab décrit du point comme centre avec un rayon égal à
r R, si R désigne le rayon OA du secteur donné. On peut trans-
porter au centre de gravité de chaque élément tous les points qu'il contient, et la répartition de ces centres de gravité sur Tare ab sera uniforme si, comme nous le supposons, celle des points dans les divers éléments Test elle-même. Le centre de gravité cherché G est donc le même que celui de Tarcafr. Nous avons vu que ce point est situé sur OC à une distance OG du
point égale à — '• . Nous aurons donc, en remplaçant Oa
par sa valeur - R :
2Rsin a
3. Segment de cercle, — Le segment de cercle ACB (fîg. 40) peut être considéré comme la différence entre le secteur circulaire AOBC et le triangle rectiligne AOB. Si donc nous prenons
les moments de ces trois surfaces par rapport à un axe quelconque, par exemple par rapport à Taxe yOy mené par le point parallèlement à AB, le moment du secteur sera égal à la somme de ceux du segment et du triangle. Si D est le centre de gravité du triangle, E celui du secteur et G celui du segment qu'il s'agit de trouver, nous aurons ;
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triang. AOB X OD + segm . ABC X OG = sect. AOBC X OE.
et, dans celle équation, lout est connu, excepté OG. Si R désigne encore le rayon AO et 2x Tangle AOB nous aurons : trian-
gle AOB = —• sin 2a; secteur AOBC = R'a ; segment ABC=
R'(a- '"X^); OD=?R cos a ; OE = ^^". Substituanl.réduisant et réaolvaat par rapport à OG, on a
OG
3(2a— sin2a)
La conslmclion du poiut G peut se faire graphiquement d'une façon très simple. Si, au lieu d'avoir pris les moments par rapport à yOy, nous les avions pris par rapport à une ligne parallèle à AB menée par le point CTéquation aurait toujours été écrite de la même manière, seulement son second terme aurait été nul : le moment du triangle et celui du secteur par rapport au point G sont donc égaux ; c'est-à-dire que le point cherché G est sur la droite OC à une distance telle que
EG X sect. AOBC = DG X triangle. AOB.
Si nous supposons menées par les points E et D des lignes parallèles entre elles et proportionnelles respectivement aux surfaces du secleur et du triangle, le point G sera le point par lequel passera la résultante de ces deux lignes supposées dirigées en sens contraire. Si donc, appliquant la construction donnée, page 4S, nous menons au point D une ligne DD' proportionnelle à la surface du secteur, puis au point E une ligne EE' proportionnelle à la surface du triangle, en joignant les extrémités DE, D'E' de ces lignes par des droites que nous prolongerons jusqu'à leur point de rencontre, le point d'intersection G sera le centre de gravité cherché.
n convient de remarquer que le rapport des surfaces du secteur et du triangle est égal à 5= == -r^-. Si d'une des ex*
-g- sin 2a
trémittfs B de l'arc AB l'on abaisse une perpendiculaire BI sur
le rayon AO, mené par Vautre extrémité, on aura t—t- =
arc ACB ^, . , . , . , , , , . DD' ,
— — — . t. est a ce rapport que doit elre égal celui — des deux
lignes parallèles menées par les points D et E.
Segment parabolique (fig. 41). — Soit y^ = 2px Téquation
de Tare BAC qui, avec une droite BC, limite un segment parabolique dont on demande le centre de gravité. Toutes les cordes parallèles à BC ayant leur milieu sur le diamètre AD, le centre de gravité cherché sera sur ce diamètre. Considérons un étendent de largeur dx et ayant pour surface 2ydXy si x est son abscisse, son moment par rapport à Taxe des y sera, en appelant 6 l'angle yAx, 2xy sin 0. dx, et Fabscisse Xdu centre de gravité sera donnée par la formule :
V»,. S ^ xysin dx _. S xydx
X sm 6 = ou X = — '
S2ydx S ydx
Remplaçons x par |-, dx pai' ^ dy, nous aurons
Le centre de gravité est donc aux - de la distance AD.
7. Surface cyclotdale (fig. 42). — Si Ton désigne par cd l'angle dont a tourné le cercle générateur, c'est-à-dire le double de l'angle MIK, et par a le diamètre OC de ce cercle, les coordonnées du point M de la courbe seront
(6) a:— j(l — cos(o), y =.^(g) +sin w).
La surface étant d'ailleurs symétrique par rapport à Taxe 0:r, le centre de gravité se trouve sur cette ligne, et il suffit de
Fig, 42
déterminer sa dislance X au point 0. La formule générale
f X y dx
S ydx
en y mettant pour x eiy leurs valeurs, remplaçant aussi cb: par
- sin iùd(ùj réduisant, effectuant les intégrations entre leslimî-
tes et TC, ou entre — t: et -{- i:, donne tous calculs faits (ces calculs^ un peu longs, ne présentent aucune difficulté):
^— Ti ^•
8. Surface sinusoïdale. — Soit à trouver le centre de gravité de la surface comprise entre une boucle de la sinusoïde
y = sin a?
et Taxe des x. Les formules générales (6), page 64
S xydx y, 1 Sy^dx
S ydx ' 2 Sydx
en y mettant pour y sa valeur sin x et intégrant de à tt, donnent trës facilement
9. Secteur elliptique. — Soit AOB (fig. 43) un secteur elliptique compris entre un arc d'ellipse AB et deux rayons quelconques AO, BO. Si, sur le grand axe de Tellipse comme
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diamètre, nous décrivons une demi-circonférence; si nous
prenons, sur cette ligne, les points A', B' situés sur des parallèles au petit axe menées par les points A et B et si nous menons les rayons OA' , OB', le secteur elliptique pourra être considéré comme la projection du secleur circulaire OA'B . Nous savons trouver le centre de gravité G' de ce secteur, qui est situé sur le ravon OC mené au
2 R sin a
milieu de A'B' et à une distance OG' égale à - • , en
appelant R le rayon OA' du cercle et a Tangle C'OB', moitié de A'OB'. Le centre de gravité G du secteur elliptique sera la projection du poiut G, c'est-à-dire que si, ramenant le point G' au point G sur Tellipse, et joignant OG, nous projetons G' sur cette ligne, la projection G sera le centre de gravité cherché (n^ 34).
10. Surface latérale cVxin cône droit (fig. 44). — Si l'on divise cette surface en éléments triangulaires infiniment petits Smn,
tous ces éléments auront leurs centres de gravité dans le plan aé, parallèle à la base du cône et mené au tiers de sa hauteur. Les éléments superficiels étant d'ailleurs supposés égaux, les centres de gravité seront répartis uniformément sur la circonférence formant l'intersection de ce plan et de la B surface conique. Le centre de gravité de cette surface sera donc au centre G de cette Fig. -44. circonférence, c'est-à-dire au tiers de la
hauteur SO à partir de la base.
nm
H. Surface (tune zone sphérique. — Divisons cette surface, supposée limitée par deux plans parallèles, en éléments infiniment petits par des plans parallèles à ceux ci, et équidistants. Tous ces éléments seront égaux en superficie, car la surface de chacun d'eux est égale à la circonférence d'un grand cercle
multipliée par sa hauteur supposée la même pour tous. Chacun de ces éléments égaux aura son centre de gravité au centre de la circonférence à laquelle il se réduit à la limite, et tous ces centres de gravité seront uniformément distribués sur le rayon de la sphère qui est perpendiculaire aux deux plans limitant la zone. Le centre de gravité se trouvera donc au milieu de la hauteur de cette zone.
Si, au lieu d'une zone sphérique, on avait à déterminer le centre de gravité d'une figure quelconque tracée sur la sphère, on pourrait, dans ce cas, se servir du théorème suivant. Soit Û la surface totale de la figure considérée, Lix. ûy, û^ ses projections parallèlement à trois axes rectangulaires sur les trois plans définis par ces axes, et X,Y,Z les coordonnées de son centre de gravité, par rapport aux mêmes axes rectangulaires, on a :
'^ cïx ~ ciy ~ az ~ a '
En effet, û^ étant la projection de û sur le plan ys perpendiculaire aux Xy si dQ est un élément superficiel dont l'abscisse est X, la formule générale pour les coordonnées du centre de gravité donne
fda a
Le rayon de la sphère étant r, si oc représente Tangle formé avec Taxe des x par le rayon mené du centre à Télément dQ considéré, on aura a? = rcos a et par suite
/rcos a.to frd^ cos a
il a
Or dLÏ . cos a est la projection, sur le plan perpendiculaire aux û?, de l'élément dQ ; la somme de ces projections est donc ce que nous avons appelé Qx, et nous avons
A Ox d
ce qui démontre le théorème énoncé.
Fig. 45
S9. Centres de ^raTiié de v^olnmeii. — 1 . Tétraèdre. (fig. 45). — Soit ABGD une pyramide triangulaire quelconque. Par Tune des arêtes BC et par le milieu E de l'arête opposée AD, faisons passer un plan BEC. Ce plan divisera ea deux parties égales toutes les droites menées dans le tétraèdre, parallèlement à AD. Il contiendra donc le centre de gravité de toutes ces droites et par suite, celui du tétraèdre luimême. Un plan, mené de même par Farête AD et par te milieu F de TanHe opposée BC, renfermera aussi le centre de gravité du tétraèdre, lequel sera ainsi, nécessairement, sur la droite EF, intersection de ces deux plans, qui joint les milieux de deux arêtes opposées. 11 sera, pour la même raison, sur les deux autres droites joignant deux à deux les milieux des autres arêtes opposées ; il sera donc à l'intersection de ces trois droites. D est facile de vérifier que ce point G se trouve, sur chacune de ces médianes, au milieu de sa longueur.
D'un autre côté, sur la médiane DF du triangle BCD, pre* nous le point I à une distance FI égale au tiers de DF, le point I sera le centre de gravité de la face BCD, et si nous joignons AI, cette ligne passera par les centres de gravité de tous les triangles obtenus en coupant le tétraèdre par des plans parallèles à BCD. Le centre de gravité du tétraèdre se trouvera donc sur la ligne AI ; il se trouvera de même sur les trois autres médianes obtenues enjoignant les trois autres sommets B,C,D au centre de gravité de la face opposée. Ces quatre lignes se coupent ainsi en même point qui coïncide avec le point d'intersection des trois médianes, telles que £F. Et Ton peqt constater que chacune des lignes telles que AI, joignant le sommet au centre de gravité de la face opposée^ est divisée par le centre de gravité G au quart de sa longueur à partir de la base. Considérons, en effet, deux de ces médianes AI et BK ; elles sont toutes deux dans le plan
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médian AHB mené par AB el par le milieu II de l'arête oppo-
1 • • i T^F Kl HI HK 1 „ .
see ; et en loignant Kl, nous aurons -7, = —, = m = ô* J'^*^ si ' ^ ^ AB HB HA 3
Ton 'Considère les deux triangles AGB, GKI opposés parle sommet et semblables , on aura — : ==:-—=— = - • Donc
G A GB AB
GI est le quart de Al et GK le quart de BK.
Le centre de gravité du tétraèdre coïncide avec le centre des moyennes distances de ses quatre sommets. Si, en effel, nous considérons le système des quatre points A, B, G, D, nous pouvons en faire deux groupes A, D et B, G. Le centre de gravité du premier groupe est en E, milieu de AC, celui du second groupe est en F, milieu de BG. Le centre de gravité du système se trouve donc au milieu de EF,c*esl-à-dirc coïncide avec le celui du tétraèdre.
2. Pyramide quelconque (fig. 46). — Divisons en triangles la base ABGDE de la pyramide. Chacune des pyramides trian-
^ gulaires SABG, SAGD, aura son centre (le gravité dans le plan abcde mené parallèlement à la base, au quart de la hauteur : ce plan coupe en effet au quart de leur longueur les lignes menées du sommet S aux centres de gravité des divers triangles ABC, AGD. Le centre de gravité de la pyramide s'y trouvera contenue.
D'un autre côté, soit I le centre de Fi?. *6. gravité de la base ABCDE: menons
la droite SI, cette ligne passera par les centres de gravité de toutes les sections faites dans la pyramide par des plans parallèles à la base ; elle contiendra aussi le centre de gravité de la pyramide qui se trouvera ainsi au point G, intersection de SI et du plan abcde^ c'est-à-dire au quart de la longueur de SI k partir du point I.
3. Cône. — Un cône pouvant toujours être assimilé à une pyramide, le résultat qui précède lui sera applicable :1e centre
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de gravité du cône se trouve sur la droite joignant le sommet au centre de gravité de la base et au quart de la longueur de cette droite à partir de la base.
Segment sphériçu€(i\g. 47). — Soit R = OA le rayon de la
sphère étala distance OI,au centre de la sphère,delabase ABdu
G segment. Divisons ce volume par des plans
y^ fS""\ parallèles à la base et infiniment voisins.
^^^---~^}J^^1^Z^^^^ Si X est la distance de Tun de ces plans au
\, TÇ:'''' contre, rfx, la distance de deux plans infi-
(5 nimcnt voisins, l'élément de volume qu'ils
^^^' *^- comprennent enlre eux sera7r(R^ — x^)dx.
Et par suite la distance OG = X du centre de gravité cherché
au point sera ;
^ _ r ^.^(B» -.')rfx _ -; (R' - ^')' _ 3 (^^^
On peut estimer a en fonction de l'angle AOC, moitié de celui que soustend le segment sphérïque. Si Ton pose AOB = 2a ou AOC = a, on a, on effel, a -= R cos a et
cos* -
3. Secteur sphérique, — Si, au lieu du segment ABC, on considérait la porlion du volume do la sphère comprise dans le cbna AOB jusqu'à la surface de la sphère, on pourrait regarder ce volume comme étant formé de deux parties : le segment ABC dont nous venons de trouver le contre de gravité et le cône AOB, limité au plan AB dont le centre de gravité G' est sur la ligne 01 au quart de la longueur de cette ligne à partir du point I, r/ost-à-dire à une distance de égale à
?OI = ?Rcosa = OG'.
Le centre de gravité du volume total sera donc entre les
deux points G et G' et divisera cette dislance en deux parties inversement proportionnelles aux volumes du segment et du cône. Il sera donc faoile de calculer sa position. £n effectuant le calcul, on trouve :
X = ?Rcos»^
Résultat auquel on arrive d^ailleurs directement en employant la méthode décrite au numéro suivant.
6. Autre secteur sphérique. — Au lieu d'être limité par une surface conique et un petit cercle de la sphère, le volume considéré pourrait être limité par des plans méridiens coupant la surface suivant des arcs de grand cercle. Le secteur aurait alors, latéralement, une forme pyramidale. On en trouverait le centre de gravité en le divisant en éléments pyramidaux infiniment petits, ayant leur sommet au centre de la sphère et pour base les éléments superficiels infiniments petits de la base du secteur.
Soit, pour prendre un exemple simple, à déterminer le.cencentre de gravité de la portion de la sphère ayant pour équation:
comprise entre lestroià plans coordonnés ; cette portion est la huitième partie du volume de la sphère (fig. 48). Si nous con
sidérons un élément pyramidal quelconque ayant son sommet en et pour base un élément M infiniment petit de la surface de la sphère, le centre de gravité de cet élément se trouvera au point m à une distance Om du centre O
égale à - R. Les centres de gra
Fig. 48. vile de tous les éléments sembla-
bles seront ainsi répartis uniformément sur la surface sphérique abc décrite du point comme centre avec un rayon
Oa = - R. Le centre de gravite^ Hu volume OABC sera le même
que celui de la surface sphérique a^. Or, si Ion appelle X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité de celle surface, qui seront celles du centre de gravité du volume OABC, Ton aura, d'après le théorème démontré plus haut (page 82) ;
X Y Z oa
o(U> oae obc abc
Maïs chacune des projections oaA, oac, obcdw triangle sphérique abc, sur les trois plans coordonnés, a une superficie égale à la moitié de celle de ce triangle sphérique ; par suite, on a :
(4) X=Y = Z = Joa = î.?R = ?R.
Volume paraboloïde (fig. 49). — Soient Ox, Oy, Oz, trois axes de coordonnées quelconques. Dans le plan û?y, on mène
Fig. 49.
une droite quelconque AB rencontrant les deux axes Oo?, 0^, et dans le plan xy une droite DG parallèle à Oo;. Une droite MN glisse sur AB et sur DC en restant constamment parallèle au plan YOZ ; elle engendre un paraboloïde hyperbolique et l'on demande de trouver le centre d(i gravité du volume compris entre cette surface et les trois plans coordonnés.
Soient OB = ûr, OD = ô, OB = c.
Si nous coupons le volume par un plan quelconque EFK, parallèle au plan zOx^ cette intersection sera un triangle. Si,
d'autre part, nous considérons le plan MPN supposé mené parallèlement au plan yOx^ au tiers de la distance OB, et si dans le triangle MNP nous menons la médiane NH, cette ligne passera par les centres de gravité de tous les triangles tels que EFK. Elle contiendra donc le centre de gravité du volume total. De même, si le plan EFK est mené au tiers de la distance OD, il contiendra les centres de gravité de tous les triangles tels que MNP et le centre de gravité cherché, G, se trouvera à Tinlersection de la médiane NH avec ce plan. Si donc on appelle X, Y, Z les coordonnées OP, PQ, QG de ce centre de gravité, on aura
et
Z = GQ = !^ PH = i PM
et comme PM = - OA :
40. Théorèmes 4le Guldin. — Nous nous bornerons à ces exemples, qui suffiront à montrer comment on déterminera le centre de gravité d'une ligne, d'une surface ou d'un volume donné. Et nous terminerons celte étude sur les centres de gravité en démontrant les théorèmes de Guldin, qui permettent de trouver Taire d'une surface de révolution ou le volume d'un corps de révolution lorsque Ton connaît le centre de gravité de la courbe ou de la surface méridienne.
Premier théorème de Guldin. — Lorsqu'une courbe piano
AB, de longueur AB = / (fig.50), tourne
^\m autour d'un axe Oz; situé dans son plan,
\^ et ne la rencontrant pas, l'aire de la
"^\ surface de révolution décrite par cette
>^ courbe est égale à la longueur AB mul-
^ tipliée par la circonférence décrite par
son centre de gravité.
Fi^. 50. Soit ds un élément de cette courbe, x
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sa distance » Taxe et X la distance au même axe du centre de gravité G. On a, par définition
_ Jxds fxds
La surface décrite par l'élément ds est la surface latérale d*un tronc de cône, et elle a pour mesure 27:07^5. La somme de toutes les surfaces élémentaires semblables sera la surface décrite par AB ; désignons-la par S, nous aurons :
S == j2T.xds = 2 TT Jxds = 27:X Jds = 27rX./.
ce qui démontre le théorème énoncé.
Deuanème théorème de Guldin. — Si un contour fermé plan,
AB (fig. 51), tourne autour d'un axe OZ, situé dans son plan et ne le rencontrant pas, le volume décrit par ce contour a pour mesure rétendue û de Paire plane qu'il enferme, multipliée par la circonférence décrite par son centre de gravité.
Soit zdx un élément de la surface AB, compris entre deux parallèles à l'axe distantes de dxy soit x la distance de cet élément à Taxe, et X la distance du centre de gravité, nous aurons :
-- fxzdx Jxzdx
Fig. 51.
j zdx
Le volume engendré par l'élément considéré est la différence de deux cylindres, de hauteur z et dont les bases ont pour rayons respectivement x et x + dx. Il a donc pour mesure ^Tzxdx, z. Et la somme de tous ces volumes élémentaires sera Je volume V engendré par Taire û :
V =z j2'::X.zdx=^ 2-:: fxzdx = 2'::X.Q.
41. Moment d'Inertie d'an syAtème de points. Rayon de i^îpAtion. — Nous appellerons mornenl d'inenie d'un point, par rapport à un axe, le carré de la distance de ce point à Taxe ; le moment d'inertie d'un système de points par rapport à un axe sera la somme des carrés des distances à cet axe de tous les points du système, et le moment d'inertie moyen sera le moment d^inertie total divisé par le nombre des points.
On appelle rayon de giration la distance commune à laquelle devraient être placés tous les points pour avoir même moment d'inertie que le système donné. Il est égal à la racine carrée du moment d'inertie moyen.
Nous représenterons le moment d'inertie d'un système par rapport à un axe par la lettre I affectée d'un indice désignant l'axe ; ainsi le moment d'inertie par rapport à l'axe OZ sera l^z ou simplement Ij. **^ De même le rayon de giration sera représenté par la lettre p affectée du même indice.* Si donc r est la distance MP (fig. 52) d'un point 0' quelconque M àl'aze OZ, nous aurons, par défini-
Fig. 52. xioxi^ si N est le nombre de points du système :
1, = V r' et Np,» = S r' = I,.
Nous pouvons remarquer que, par définition, le moment
1. Nous avons déjA. employé (n« 35) et nous emploierons encore (n© 42) la lettre p pour représenter la densité en cha ^ue point d'un espace continu à deux ou trois dimensions ; celte lettre est alors sans indice, tandis que lors* qu'«'lle désignera un rayon de giration, elle sera toujours affectée d'un indice rappelant la direction de Paxe par rapport auquel on prend le moment dV nertie. Il n'y a donc pas d'ambiguité.
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d'inertie est une quantité essentiellement positive qui ne peut jamais s'annuler. Elle ne s'annulerait que si le système se composait uniquement de points situés sur Taxe par rapport auquel oi^ prend le moment d'inertie, cas exceptionnel que nous laisserons de côté.
Pour plus de généralité, nous supposerons qu'en chaque point M du système sont réunis ou concentrés m points qui se trouvent, par conséquent, à la même distance r de Taxe ; le nombre m étant d'ailleurs variable d'un point à Tautre et pouvant être égal à l'unité. Alors le moment d'inertie sera
et si N désigne encore le nombre total des points, c'est-à-dire si l'on a N = 27w, on aura toujours
(2) Np» = 2 wr» = I,.
49. Momeot d'inertie de« Tolames, surfaeeii oa li« ^nes. — Comme nous 1 avons déjà fait plus haut (n° 32) pour la détermination des centres de gravité, la notion des moments d'inertie, leur définition et celle du rayon de giration s'applique aux espaces continus de volume, surface ou ligne que Ton suppose remplis de points isolés soit en nombre constant pour chaque élément d'espace, soit en nombre variable en chaque endroit; le nombre de points rapporté à l'unité de volume, surface ou ligne s'appelant toujours la densité de l'espace à l'endroit considéré.
Chaque élément infiniment potit pouvant être assimilé à un seul point, ou pouvant être considéré comme ne contenant que dos points situés à la même distance de Taxe par rapport auquel on prend le moment d'inertie, si Ton appelle x, y, z les coordonnées d'un quelconque de ces éléments par rapport à trois axes rectangulaires, dxdydz son volume et p sa densité, c'est-à-dire fdxdydz-Xa nombre de points qu'il contient, le moment d'inertie par rapport à Taxe des z, par exemple, sera la somme des produits de ces nombres par les carr/s des distances respectives des éléments à Taxe des z, lesquels sont,
pour chacun d'eux, exprimés par x^-^y^. Si, pour abréger. Ton désigne par m le nombre pdxdi/dz des points contenus dans chaque élément, on aura pour les moments d'inertie du volume entier par rapport aux trois axes :
(i) ) Ij =fffp (2^ + x") dxdyds = Sm (z' + ar»), ( I^ =//./> (^' + y') d3-'dyd2 = Sm (j;' + y').
Et les rayons de giration respectifs seront les racines carrées de ces moments d'inertie divisés par le nombre total des points du système, lequel a pour expression
N = fffp dxdydz = Sm.
Tout ce que nous dirons des moments d'inertie s'appliquera, sans aucune reslriclion, soit aux systèmes discontinus composés de points isolés, soit aux espaces continus de volume, surface, ou ligne, homogènes ou non, par une généralisation absolument identique à celle que nous avons déjà faite en parlant dos centres de gravité et sur laquelle il est inutile de revenir.
43. Moinend» d^lnertic par rapport a. des axes pa« rallèleii. — Cherchons la relation entre les moments d'inertie par rapport à deux axes parallèles. Considérons un système quelconque de N points dont G (fig. 53) soit le centre
des moyennes distances ou le centre de gravité, et proposons-nous de trouver le moment t9 d'inertie du système par rapport à un axe quelconque 0^' en fonction du moment d*inerlie par rapport à un axe G^ parallèle au premier, mené par le centre de gravité G.
Soit M un point quelconque où peuvent se Fig. 53 trouver réunis ?n points du système, MP=r,
MP'=:r' ses distances aux deux axes, nous avons I^^ Smr', I/ = Swr^ Abaissons MQ perpendiculaire au plan des deux axes jusqu'à sa rencontre en Q avec ce plan et menons la droite PP'Q, nous avons
r» = VQ + QM , r'' = FQ + QM
et par conséquent, en appelant a la distance PP' des deux axes
r» =r» + P'Q — PQ =r' + (PQ — PPJ — PQ
= r« + a'— 2aPQ.
Et si, après avoir multiplié les deux membres de celle égalité par le nombre m des points qui se trouvent réunis en M, BOUS faisons la somme, pour tous les points, en remarquant que le dernier terme va nous donner le produit de 2a par la somme SmPQ des dislances lellos que PQ des projections Q de tous les points à Taxe passant par le centre de gravité, somme identiquement nulle, il nous viendra
(1) vmr' = :i:mr^ -+- Nrt- ou h = h + Na^
ou encore, en divisant par N
(2) p/=pza + «^
Le rayon de giraiton (ïiin système par rapport à un axe quelconque est rhypoténuse (fun triangle rectangle dont les deux côtés sont le rayon de gmition, par rapport à un axe parallèle au premier me?ié jmr le centre de gravité , et la distance de ces deux axes
Ce théorème permet d'établir la relation cherchée entre les rayons de giration ou les moments d'inertie par rapport à deux axes parallèles quelconques U et U', dont les distances au centre de gravité du système sont respectivement a et a\ On a évidemment
(3) çu* — «'=pu'' — «*.
puisque chacun des deux membres de cette équation représente le carré du rayon de giralion du système par rapport à un axe parallèle aux deux premiers, mené par le centre de gravité.
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41* Moineato d'inertie par rapport A des axes eon« courant». — Nous allons chercher comment varie le moment d'inertie par rapport à un axe de direction quelconque, que nous supposerons mené par Torigine des coordonnées.
Lorsque nous connaîtrons les momculs d inertie par rapport à tous les axes menés par Torigine des coordonnées, nous pourrons, d'après le théorème démontré plus haut (n® 43), en déduire le moment d'inertie du même système par rapport à un axe quelconque de l'espace.
Soient donc (fig. 54) trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz
auxquels sont rapportés les points d'un système, et soit OU un autre axe quelconque mené par le point et dont la direction est définie par les angles a, p, y qu'il forme avec les trois premiers. Soit M un point quelconque du système, x, y z, ses coordonnées OR, RQ, QM. Abaissons de ce point la perpendiculaire MP = r sur l'axe OU et joignons OM, nous aurons
MP* ou r' == ÔM' — ÔP*
= (^' + y' + ^2*) — (a: cos oc + y cos p + Z COS y)'
Développons le carré et remarquons que, les axes étant rectangulaires, on a cos "a + cos'p+ cos*y = 1 ou bien 1 — cos 'a= cos '(3 + cos 'y, et de même pour les deux autres; nous aurons en substituant et groupant les termes affectés des mêmes cosinus :
r* = (y* + z^) cos' a + (;2* 4- x^) cos« p -h (^' + y") cos*y — 2yz cos p cos y — 2zx cos y cos a — 2xy cos a cos p.
S'il s'agit d'un système discontinu dont M soit un point isolé, où peuvent d'ailleurs se trouver concentrés m points distincts, faisons la somme des équations semblafiles pour tous les points ; et, s'il s'agit d'un système continu dont dxdt/dz soit le volume élémentaire et p la densité au point M, multiplions cette équation par pdocdydz et faisons la somme de toutes les
s 2. - MOMENTS D'INERTIE 96
équations semblables pour lous les éléments, nous aurons, en appelant pour abréger
2m{y^ + z') =fSf p {f + z') dxdydz = A, Zmiz' + x') =fff p (2» + x') dxdydz = B, / ^mx' + y')=fffç{x' + y')dxdydz=C,
^ ' ^ ^myz =^fjf p yz dxdydz = D,
^mzx = fff p ijx dxdydz = E, Jimxy =fff p ay dxdydz = F ;
et remarquant que le premier membre esl, dans lous les cas, le moment d'inertie I» cherché, par rapport à l'axe Ou :
(2)I«=Acos*«+Bcos'|3+Gcos*7— 2Dcosj3cos7^2Ecos7C08a— 2Fcos«co8j3.
Prenons sur Taxe Ou^ à partir du point une longueur
OS = -J
V lu
les coordonnées Xiy {(i, Zi du point S seront respectivement
cos a COS & COS 7
(4) ^i = 7ZZ,yt =7£,^i=— f.
Vltt yltt vU
Eliminons, au moyen de ces valeurs, les angles a, ^, y, l'expression précédente deviendra, après avoir été divisée par In facteur commun à tous les termes :
(5) l=Aa?i*+B2/,*+C^i'— 2Dyj^i — 2 Ez,Xi — 2FXii/i.
4l(. fillipttotfde d'inertie. — Le lieu des points S, lorsque Taxe OU prendra toutes les directions possibles est donc une surface du second degré dont le point est le centre. Le moment d'inertie par rapport à un axe quelconque mené par le point quelcouque est inversement proportionnel au carré du rayon vecteur de cette surface du second degré. Or, le moment d'inertie ne pouvant s'annuler, ce rayon vecteur ne peut devenir infini, ce qui veut dire que la surface dont il s'agit est un ellipsoïde. On l'appelle lV//7/75oiV/e dineriie du sys-
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tème relativement au point 0. Lorsque ce point est le centre de gravité du système, l'ellipsoïde s'appelle ellipsoïde c^/i/ro/ d'inertie.
La loi de variation, bien connue, des rayons vecteurs de cette surface, nous renseignera donc complètement sur la manière dont varie le moment d'inertie d'un système par rapport à tous les axes passant par un point donné.
4II. Ames principaux d'iuertie. — Tout d^abord, nous savons qu'un ellipsoïde a trois axes principaux. Les directions correspondantes sont les nxes principaux d^nerlie du système; les directions de deux de ces axes sont celles du plus grand et du plus petit moment d'inertie et ces trois directions sont rectangulaires l'une sur l'autre.
Si l'un des axes, celui des z par exemple, coïncide avec l'un des axes principaux d'inertie, c'est-à-dire avec Tun des axes principaux de l'ellipsoïde, on sait que Téquation de la surface ne contient :; qu'à la seconde puissance ; par suite, les coefficients des termes en xz et en yz sont nuls. On a donc, alors :
( ïi = fffpyzdxdydz=^mi/z = 0,
^^ I E = fffpzxdxdydz = Emzx=0,
Réciproquement, si ces deux conditions sont satisfaites, l'axe coordonné z coïncide avec un des axes principaux d'inertie ; on dit que celte ligne est axe principal d'inertie pour le point 0.
Si le plan des xy est un plan de symétrie du système, c'està-dire si, à chaque élément situé au dessus de ce plan correspond un autre élément composé du même nombre de points et situé à la même distance au dessous, ces éléments ayant mêmes coordonnées x ei y et des ordonnées z égales et de signes contraires disparaîtront des sommes D et E, qui seront ainsi identiquement nulles. Lorsqu'un système a un plan de symétrie, toutes les droites perpendiculaires à ce plan sont axes principaux d'inertie pour les points où elles percent le plan. Nous savons d'ailleurs que ce plan contient le centre de gravité du système.
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Si le syslëme a deux plans de symétrie perpendiculaires l'un sur Tauire, et si nous prenons ces plans pour deux des plans coordonnés, ceux df's zx et des zy par exemple, les trois sommes D. E, F seront nulles, quelle que soit d ailleurs la position du troisième plan coordonné perpendiculaire aux deux premiers. L'ellipsoïde d'inertie sera rapporté à son centre et à ses axps, et cela pour toutes les positions de Torigine des coordonnées sur la droite d*intersection des deux plans, qui est ainsi axe principal d mertie pour tous ses points. Celte droite passe par le centre de gravité.
Enfin, si le système a trois plans de symétrie perpendiculaires Tun sur Tautre, ces trois plans, dont le point d^intersection est le centre de gravité du système, sont les plans principaux et leurs intersections les axes principaux de rellipsoïde central .
Si le système a deux plans de symélrie non perpendiculaires Tun sur 1 autre, il en est de même de Tellipsoïde d'inertie qui est de révolution autour de l'intersection des deux plans. Tous les moments d'inertie par rapport aux droites menées par un même point perpendiculairement à cette intersection sont alors égaux.
Dans tous les cas, alors même que le système n*a aucun plan de symétrie, on sait que l'équation de l'ellipsoïde peut toujours être transformée, par un changement convenable des axes, de manière à ne contenir que les carrés des trois coordonnées x, y, s, c'est-à-dire qu'il y a toujours un système d'axes rectangulaires pour lequel les coefficients D, E, F, c'est-à-dire les sommes correspondantes sont nulles. La recherche de la direction de ces axes se fait identiquement de la même manière que celle des axes principaux d'une surface du second degré, au moyen de la résolution d'une équation du troisième degré. Il n'y a pas lieu de s'arrêter à cette question, qui est plutôt du ressert de la géométrie analytique et que l'on trouvera traitée dans tous les ouvrages spéciaux sur ce sujet.
Si l'on suppose l'ellipsoïde d'inertie rapporté à ses axes principaux, les trois sommes D, E, F seront nulles et l'équation de cette surface sera simplement :
(2) 1 = Ax« -f By« + C2»,
A, B, C étant les moments d'inerlie du système par rapport aux trois axes principaux, ou les moments d'inertie principaux.
Ane» prineipam passant par le eenire de grttm
vite. — Nous avons exprimé tout à l'heure la condition pour qu une ligne, que nous avions prise pour axe des Zy fût axe principal d'inertie pour un de ses points ; nous pouvons voir que si une ligne est axe principal d'inertie pour deux de ses points, elle aura celte même propriété en tous les aulres et passera par le centre de gravité du système. En effet, supposons que la droite Oz, axe d'inertie principal pour le point 0, soit également axe d'inertie principal pour un autre point 0' distant de a du premier. Prenons le plan des xy passant par le point et un plan des xy' par le point 0'. Si Oz est un axe d'inertie pour le point 0, on a, (n*^ 46):
(1) Im yz=SfS py2dxdydz=: 0, Im %x = /// pzxdxdydz = 0.
Ecrivons les mêmes conditions pour exprimer que la droite Oz est axe principal d'inertie au point 0'; chaque élément pdxdydz a mêmes coordonnées x et y dans le second système d'axes que dans le premier, mais son ordonnée z devient z — a ; nous aurons donc
(2) lniy(z—a):=iJ'JSfiy{2—a)dj:dydz=zO, lm(z^a)ije=ifffpx{5-^)dxdydz=0.
Remarquons que a étant constant peut sortir des signes dintégration et retranchons ces dernières équations des précédentes ; il restera, en divisant par a, que l'on suppose différent de zéro :
(3) ^fny=Sff py dx dyds = 0. lmx:=zfSf pxdxdy dz = 0.
Ces équations expriment bien que Taxe Os passe par le centre de gravité du système ; en faisant le raisonnement inverse, on vérifie immédiatement que si elles sont satisfaites en même temps que celles (1), les préeédentes (2) le sont quel que sioit
a, c'est-à-dire que l'axe Oz, passant par le centre de gravité et axe d'inertie principal en un de ses points, est axe principal en tous ses autres points.
Nous avions trouvé directement cette proposition pour le cas où Taxe dont il s agit est Tintersection de deux plans de symétrie.
49. Détermhiatiou du moment dUnertie d'un ujn^ tëme. — Nous pouvons maintenant résoudre le problème consistant à trouver le moment d'inertie d'un système par rapport à un axe quelconque.
En général, il sera plus facile de trouver le moment d'inertie par rapport à un axe parallèle au premier, et mené parle centre de gravité. On devra donc commencer par déterminer le centre de gravité du système. Ensuite, si le système a des plans ou des axes de symétrie, on les prendra pour plans ou axes de coordonnées et Ton déterminera les moments d*inertie par rapport à ces axes qui seront les moments d'inertie principaux. Lorsque l'on n'aura aucune donnée sur la direction des axes principaux d'inertie, on prendra trois axes rectangulaires quelconques menés par le centre- de gravité et Ton déterminera, par rapport à ce système de coordonnées, les six quantités désignées plus haut par les lettres A, B, G, D, E, F. Ou écrira Téquation de l'ellipsoïde central d'inertie, et, par les procédés de la géométrie analytique, on déterminera la direction de ses axes principaux. Rapportant l'ellipsoïde à ces axes, les coefficients de x*, y*, z* dans son équation seront, d'après ce qui vient d'être dit à la fin du n** 46, les moments d'inertie pricipaux, et le moment d'inertie par rapport à un axe quelconque mené par l'origine sera l'inverse du carré du rayon vecteur correspondant. Cela résulte de l'équation (3) du n« 4i, page 98.
Nous allons donner quelques exemples simples de la détermination des moments d'inertie principaux de divers volumes ou surfaces, et nous admettrons toujours que Ton connaît à l'avance, par des considérations de symétrie, la direction des axes principaux.
Nous supposerons aussi, pour simplifier, que la densité f> est constante et égale à l'unité.
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{{) \=fSj{y''+z^-ytxdfjdz, n=Sj){z'-+x*')dxdydz, C=Jjjix*'+y^)dxdydz.
Il est quelquefois plus simple de calculer les suivantes :
(2) Ai=SJfx^dxdydz. bi=SSfy'dxdydz, Ci= f ff z^-dxdydz,
et si Ton a ces trois dernières, les trois précédentes sont respectivement :
Dans le calcul des sommes A|, Bi, Ci, on peut simplifier les intégrations en prenant pour élément de volume, non pas un parallélépipède infiniment petit en tous sens dxdydz, mdiis une tranche infiniment mince comprise entre deux plans perpendiculaires à direction de celle des coordonnées qui figure dans la somme à calculer et dont l'étendue superficielle est supposée connue ou donnée en fonction de cette coordonnée.
Par exemple, pour calculer Ai=fffx^r/x^i/'/s^ coupons le volume dont il s*agit par un plan parallèle aux j/z et à une distance X de l'origine, soit Qx la superficie de la section transversale faite par ce plan et supposons que Û^ soit une fonction donnée de x, nous aurons évidemment :
( l) A, = /// x^ dxdydz=^S x^ Q* dx.
On obtiendra donc At par une simple quadrature, et ainsi des autres.
On peut d'ailleurs remarquer qu'un moment d'inertie étant une somme de produits tous positifs, le moment d'inertie par rapport à un certain axe d'un volume composé de plusieurs parties sera la somme des moments d'inertie de ces diverses parties par rapport au même axe. Et si le volume en question peut être considéré comme la différence de deux autres volumes, son moment d inertie sera de même la différence des moments d'inertie de ces deux volumes, par rapport au même axe.
:.Cf s considérations, ainsi que la possibilité d'exprimer le
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moment d^inertie par rapport à ua axe en fonction du moment d'inertie par rapport à un axe parallèle mené par le centre de gravité, ou réciproquement, simplifie dans beaucoup de cas la recherche de la valeur des moments d'inertie.
Beeherehe de moiuents d'Inertie de Tolnmes
— Nous allons effectuer cette recherche pour quelques cas très simples.
1. Parallélépipède rectangle. — Le centre de figure d'un parallélépipède rectangle est évidemment son centre de gravité et les trois plans rectangulaires menés par ce point, parallèlement aux faces, sont des plans de symélrie. Les axes principaux d'inertie sont ainsi les intersections mutuelles de ces plans, ou bien les perpendiculaires abaissées du centre de gravité sur chacune des faces. Prenons ces axes pour axes de coordonnées x, y, z et soient a, 6, c les longueurs des arêtes du parallélépipède respectivement parallèles à ces trois directions. Si nous coupons le parallélépipède par un plan quelconque perpendiculaire aux j:, la section obtenue sera un rectangle dont la superficie Çlx sera égale à bc ; nous aurons donc, d'après la formule (4), page 100 : .
hcx^dx= -^^ = 75
abc .
On aurait de même, évidemment
8,= —. 6* et C. = — • c*;
et par conséquent les moment d'inertie principaux sont
Et les carrés des rayons de giration p^, p,, p^ auront pour expressions :
\*) P* — "^ > P» == -Jj- > P^ = "îj- •
Si FoQ considère Tune des quatre arèies parallèles aux x,
** fit sa distance à Taxe des x est la racine carrée de r- -{- j, et
par suite le moment d'inertie par rapport à cette arête sera
égal à A augmenté du produit du volume ahc par — j — ; si
donc on désigne par A' ce moment d*inerlie et de même par B' et C les moments d*inerlie par rapport aux arêtes parai* lèles aux y et aux z^ on aura
Ces moments d'inertie, par rapport aux arêtes, sont quadruples de ceux par rapport aux axes de figure corresponr dants
On reconnaît facilement que les moments- d'inertie par rapport aux quatre diagonales sont égaux, car les cosinus directeurs de Tune quelconque de ces diagonales ont pour
carres :
pn<i 'Q -~-
«os Y a»+6'+c»
et ils ne difîèrent que par le signe qui disparait dans Téléva* tion au carré. En substituant ces valeurs dans Téquation générale (2j du n^ 44 ci-dessus, on aura, pour la valeur lo du moment d'inertie par rapport à l'une quelconque des diagonales du parallélépipède :
Ces formules s'appliquent bien entendu lorsque deux ou trois des arêtes sont égales entre elles ; dans ce dernier cas, a = ô^=r, tous les moments d'inertie par rapport à tous les axes passant par le centre de gravité sont égaux, puisque l'ellipsoïde d'inertie se réduit à une sphère.
2. Sphère, — Trois axes rectangulaires quelconques menés par le centre d'une sphère sont évidemment axes principaux d'inertie, puisque ce volume est symétrique dans tous les sens.
De plus, les trois moments d'inertie principaux sont égaux et chacun d'eux est égal au tiers de leur somme. On a ainsi :
= 3 ///(^' + y' + 5*)</a?rfî/c/5= - Sffr^dxdyds
en désignant par r la distance au centre de la sphère de Télément dxdydz considéré.
Prenons pour élément de volume la couche sphérique d'épaisseur dr comprise entre la sphère de rayon r et celle de rayon r + dr, cet élément aura pour volume 4xr'dr ; en substituant cette valeur à dxdydz et faisant la somme depuis r ==0 jusqu'à r=a, si a est le rayon de la sphère, nous aurons :
et pour la valeur du carré du rayon de giration p
Si la sphère est creuse, c'est-à-dire si le volume dont on cherche le moment d'inertie est une couche sphérique comprise entre deux sphères concentriques de rayons a et a\ on aura, pour le moment d'inertie, par rapport à un axe quelconque passant par le centre, d'après la remarque du bas de la page 100 ;
et le carré du rayon de giration sera
, 2 gs — g^s P ~5g« — g'»'
3. Ellipsoïde. — Soient a, 6,c les longueurs des trois demiaxes principaux qui coïncident, en raison de la symétrie, avec les axes principaux d'inertie. Prenons ces directions pour axes coordonnés ; Téquation de l'ellipsoïde est
La section faite par un plan perpendiculaire aux x est Tellipse
dont la superficie Qx est
Nous en déduisons, en appliquant toujours la formule (4) du n« 48, page 100 :
et, de même :
Bj = 7- r abc. 4*. C| = — t: abc, c*.
Par suite :
(7)A=ixaAc(ô*+c«), B=^^7raèc(c«+a«), C=iTzabc{a'+b% Les carrés des rayons de giration sont alors, respectivement :
4. Cylindre circulaire. — Dans un cylindre droit, à base circulaire, Taxe de figure est axe principal d'inertie, et il en est de même de deux droites perpendiculaires entre elles et à cette ligne, menées par son milieu qui est le centre de gravité du volume.
Ces trois directions élant prises pour axe coordonnés, Taxe des z étant celui du cylindre, une section Û^ faile par un plan perpendiculaire aux x sera, si h est la hauteur du cylindre et
a le rayon de sa base, un rectangle hya^ — x^ et Ton aura
Ai= / hx^\a^ — x*dx=—r'
De mème^ évidemment.
Enfin, si nous coupons par un plan perpendiculaire aux z, la section û^ sera un cercle i^a^ et nous aurons :
Ci= / Qzdz=T:a^ 1 z^dz=: ——-'
Nous en déduisons :
(9) A = B='-fi(a'+|), C='-f*.«.«
Les carrés des rayons de giration ont par suite pour valeurs :
Le moment d'inertie de ce même cylindre par rapport à une de ses génératrices sera, d'après ce qui précède, si on le représente par I,, :
(11) lM = C+7ra*A.a*=7ra«A. y;
il est par conséquent triple du moment d'inertie par rapport & Taxe.
ftO. Moments d'inertie de «urtoee». — Nous ne donnons pas d'exemple de la détermination du mouvement d'inertie de surfaces. La connaissance de ces moments d'inertie n'a guère d'intérêt pour la mécanique proprement dite ; elle sert surtout dans la théorie de la résistance des matériaux, et nous nous bornons à renvoyer aux traités spéciaux de cette branche de la mécanique appliquée. La détermination du. moment d'inertie des surfaces s'effectue d'ailleurs absolument de la même manière que celle du moment d'inertie des volumes.
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st. Objet de la einématique. — hdi cinématique étudie le mouvement au point de vue géomélrique. Elle introduit cependant une notion nouvelle : le temps, dont on ne tient pas compte dans les mouvemenls qu'éludie la géométrie ordinaire, tels que ceux do points engendrant des lieux géométriques, de lignes engendrant des surfaces, etc.
Le temps, pas plus que l'espace, n'est susceptible de définition. Le temps, comme l'espace, est partout semblable à lui-^ même, et infini. Nous ne pouvons nous en faire une idée pré-
cise qu'en y supposant * des repères ou époques fixes à partir desquels nous mesurons, au moyen d*une unité arbitraire, les dislances d'autres repères ou époques déterminés
L'unité de temps sera un intervalle de temps compris entre deux instants bien définis.
La notion du temps est d'ailleurs nécessairement liée à celle du mouvement : si nous supposions immobiles tous les points de l'univers, il nous serait impossible de nous faire aucune idée du temps. Nous pourrons définir un imUmi par l'époque du passage d*un certain point mobile en un lieu déterminé de l'espace.
L'unité de temps la plus généralement usitée en mécanique est \8L seconde : intervalle entre deux passages successifs, par la verticale, d'un pendule simple dont la longueur serait, à Paris, de O^gOSSi.
Soixante secondes font une minute ; soixante minutes font une heure, et vingt-quatre heures forment un jour solaire moyen, qui est l'unité de temps usitée en astronomie et qui contient ainsi 86,400 secondes. '
Un instant sera donc défini par le nombre / de secondes ou fractions de secondes qui séparent cet instant d'un autre, pris pour origine des temps et que l'on appelle un instant initicU.
59. HauTenieiit d'un point. Trajectoire. — Nous étudierons d'abord le mouvement d'un point.
Le lieu des positions successives d'un point, dans l'espace, porte le nom de t7*ajectoire de ce point. Le mouvement du point est dit rectiligne^ curviligne^ circulaire^ parabolique, etc., suivant que la trajectoire est une ligne droite, une courbe quelconque, une circonférence de cercle, une parabole, etc.
Si la trajectoire d'un point est connue et si, à chaque instant, on connaît la position du point sur cette trajectoire, on
1 . Je n'examinerai pas la question^ surtout métaphysique, de savoir si celte hypothèse est ou non compatible avec la réalité. J'admets, provisoirement, qu*il puisse exister pour l'espace et pour le temps des repères fixes par rapport auxquels j'étudie les lois du mouvement que 1 on appelle le mouvement absolu. Ces lois serviront à établir celles des mouvements relatifs, ou par rapport à des repères mobiles, les seuls que nous puissions réellement observer.
2. Le jour sidéral» plus courtque le jour solaire moyen, n*est que de86.164*09.
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connaît la loi du moavcment du point. La position du point mobile sur sa trajectoire peut se définir par la longueur de l'arc de cette courbe qui sépare le point mobile d'un autre point, fixe, pris pour origine.
Soit AB (fig. 55) la^trajectoire d'un point mobile, un
point fixe pris arbitrairement sur cette ligne et M la position du mobile à une époque quelconque t. Désignons par s la longueur de l'arc OM, comptée positivement dans un certain sens, de vers Fig. 55. B par exemple, et négativement en
sens contraire, de vers A. La position du mobile sera connue lorsque Ton connaîtra l'arc s ; et si l'on connaît, en même temps, la relation :
qui lie Tare s au temps ^ c'est-à-dire qui détermines pour toutes les valeurs de t, on connaîtra la loi du mouvement. L'équation 5 =/" (/) est dite l'équation du mouvement du point. Le mouvement est direct lorsqu'il s'effectue dans la direction suivant laquelle on compte les s positifs, c'est-à-dire de A vers B. Il est rétrograde dans le cas contraire, ou lorsque le point marche dans le sens BA.
BB. VI(e««e. — Considérons deux positions successives M,M' du point mobile. Appelons As la longueur de l'arc MM' et A^ l'intervalle de temps qui sépare le passage du mobile à ces
deux positions. Le rapport — est la vitesse moyewie du point
pendant l'intervalle de temps A^. Et si les positions M, M' deviennent infiniment voisines, l'intervalle A/ devenant infini*ment petit, la limite de ce rapport est la vitesse du point mobile au point M ou à l'époque correspondante. On a ainsi, en désignant par t; la vitesse à un instant quelconque du mouvement:
La vitesse est la dérivée de F espace par rapport au temps.
Si au lieu de supposer le mouvement direct, nous l'avions supposé rétrograde, c'est-à-dire si, à l'époque f + A/, la valeur de l'arc s était plus petite qu'à l'époque /, nous aurions eu pour A5 une valeur négative, et par suite une valeur négative pour
le rapport — et aussi pour sa limite — ou t?.La vitesse est donc
positive lorsque le mouvement est direct, et négative lorsqu'il est rétrograde.
L'arc s étant défini en fonction de t par l'équation du mouvement s=f{t)i nous pouvons développer la valeur de As par la formule de Taylor :
(2) às=f{t). ùit-\'r{t). ^^ + ^v. A/+mA^%
en mettant, à partir du second terme. A/* en facteur commun et en désignant par m Tensemble des termes par lesquels il est multiplié. Nous en déduisons :
La limite du rapport — est toujours égale à v quelles que
soient les quantités infiniment petites du second ordrequeron
aurait ajoutées à As. Des points qui,dans un intervalle de temps
infiniment petit du premier ordre, parcourent des espaces ne
différant que de quantités infiniment petites du second ordre,
ont donc la même vitesse au commencement de cet intervalle;
et réciproquement.
Il résulte aussi du développement qui précède que si, à une époque quelconque, la vitesse s annule, lespace As parcouru, pendant l'intervalle de temps A^ qui suivra, sera un infiniment petit du second ordre, lorsque cet intervalle sera infiniment petit du premier ordre.
La réciproque est également évidente: si, pendant un intervalle de temps infiniment petit du premier ordre, l'espace parcouru est infiniment petit du second ordre, c'est que la vitesse
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était nulle au commencement de cet intervalle. Car puisque Von a :
às = v M + màt^
Tespace As ne peut être infiniment petit du second ordre que si i;=0.
Les points où la vitesse s^annule correspondent aux valeurs maximum ou minimum de la fonction 5 =/(/). Généralement, la vitesse change de signe en passant par zéro, c'est-à-dire que le mouvement direct devient rétrograde ou inversement.
Un mouvement qui présente de pareils changements dans le signe de la vitesse s'appelle mouvement aZ/ema///. Les valeurs maximum ou minimum de s marquent les points en deçà ou au-delà desquels le mobile reste pendant la période de temps considérée et qu'il ne dépasse pas. Ce sont les limites des excursioîis du mobile. Un mouvement peut présenter plusieurs alternances successives, chacune d'elles ayant une limite d'excursion distincte.
Bepréseuiation frraphiqae d^un mouvement
L*équation« ==/'(/; qui donne la loi du mouvement peut être représentée par une courbe.
Prenons deux axes rectangulaires, OT, OS(fig. 56). Portons
2 sur le premier des longueurs ~ OP proportionnelles aux temps t et, aux extrémités de ces longueurs, des ordonnées PM proportionnelles aux espaces s mesurés à partir d'une origine quelconque. Le lieu des points M est une certaine courbe AB, qui, comme l'équation 5=/" (t) elle-même, définira la loi du mouvement.
La courbe AB, ainsi construite, porte le nom de courbe des espaces ; elle n'a évidemment aucun rapport de forme avec la trajectoire du mobile.
La vitesse à l'époque /, correspondant à Tabscisse OP, dérivée de l'espace par rapport au temps, ou de l'ordonnée de
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cette courbe par rapport à son abscisse, sera représentée par le rapport des deux longueurs VQ et MQ des côtés d'un triangle rectangle MQV, parallèles aux axes coordonnés et dont l'hypoténuse serait la tangente MV àla courbe des espaces au point M: cesdeuxlongueurs VQ et MQ étant d'ailleurs mesurées aux échelles adoptées respectivement pour les temps t et pour les espaces ou ordonnées s. La vitesse ne serait numériquement égale au coefficient angulaire de la tangente MV que si Ton avait pris des échelles égales pour les deux coordonnées, c'est-àdire si l'unité d*espace et l'unité de temps étaient représentées par une même longueur.
La vitesse, quotient d'une longueur par un intervalle de temps, est ainsi une quantité d'une nature particulière. Elle pourrait être mesurée au moyen d'une vitesse-unité à laquelle on comparerait les autres et qui pourrait èlre choisie arbitrairement. Mais ce n'est pas ainsi que Ton estime, en général, les vitesses. Dans renonciation de leur grandeur on rappelle toujours les deux unités de longueur et de temps qui ont servi à les déterminer ; c'est ainsi que l'on dit qu'un certain mobile a une vitesse de cinq mètres par seconde ; de dix-huit kilomètres à l'heure ; de trois hectomètres à la minute, etc. Mais il faut une réflexion ou un calcul pour s'apercevoir que les vitesses ainsi définies sont égales.
Si, en général, v représente la valeur numérique de la vitesse d'un mobile, exprimée au moyen d'une certaine unité de longueur et d'une certaine unité de temps, il est facile de trouver le nombre v' exprimant la même vilesse lorsque l'on aura pris d'autres unités.
La vitesse v est exprimée par le rapport d'une longueur L à
un temps T ; soit v= -. Si la nouvelle unité de longueur estX
fois plus petite que celle qui a été adoptée pour mesurer la longueur L, cette même longueur sera exprimée par >.L ; de même, si la nouvelle unité de temps est t fois plus petite que la première, le même temps, au lieu d'être exprimé par T, le sera par tT, et par suite la nouvelle expression v' de la vitesse sera :
On passera donc du nombre exprimant la vitesse dans le premier système d'unités au nombre exprimant la même vitesse dans le second système^ en multipliant le premier nombre par le rapport des unités de longueur et par l'inverse du rapport des unités de temps.
C'est ce que Ton exprime en disant que la vitesse est du degré 1 en longueur et du degré — 1 en temps.*
La vitesse, dans un mouvement quelconque, étant exprimée par une fonction f[t) du temps, on peut, comme on Ta fait pour l'espace parcouru 5, la représenter par une courbe dont les abscisses seront proportionnelles aux intervalles de temps ^t écoulés depuis l'instant initiai et dont les ordonnés en chaque point seront proportionnelles aux vitesses. On aura ainsi construit la courbe des vitesses. On peut la tracer sur les mêmes axes que la courbe des espaces : ce sera alors une courbe telle que CD [tig. 56) dont les ordonnées PN pourront être prises égales aux longueurs VQ interceptées, sur des ordomiées menées à une distance constante MQ d'un point quelconque M, par l'horizontale MQ de ce point et par la tangente MV à la courbe des espaces.
Si MQ est pris égal à la lo gueur qui représente l'unité de temps, l'ordonnée YQ ou PN sera, à l'échelle des espaces, la valeur de la vitesse à l'époque considérée.
1. La vitesse était autrefois considérée comme une qualité temporaire du mobile, un pouvoir dont il était doué, et l'espace parcouru n'était que reffet de CA pouvoir ou la manifestation de cette qualité. Ainsi, on peut lire dans le Traité de Mécanique de Poisson, 2° édition, no 112: c Un mouvement uniforme diffère d'un autre par la grandeur de l'espace parcouru dans l'unité de temps. Dans chaque mouvement uniforme, cet espace constant est ce qu'on appelle la vitesse du mobile ; mais, pour parler plus exactement, cet espace ii*est que la mesure de la vitesse, et non pas ia vitesse elle-même. La vitesse d'un point matériel en mouvement est une chose qui réside en ce points dont il est animée qui le distingue actuellement d'un point matériel en repos et n'est pas susceptible d'une autre définition. »
Aujourd'hui, bien qu'on dise encore qu'un mobile est animé d'une certaine vitesse, on n*emploie cette expression qu'au figuré et sans y attacher aucune idée de cause occulte. On considère simplement TelTet observable, c'est à dire le déplacement du mobile et la durée de ce déplacement, et la vitesse ibt If rapport de cm d«ax ((uantitéi concrètes.
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La vitesse OC à Tépoque ^=0, ou à Tinstanl initial, porle le nom de vitesse initiale.
La représentation graphique de la loi d'un mouvement, que nous venons de faire connaître, non seulement permet d'en reconnaître les diverses particularités plus facilement qu*on ne pourrait le faire par le procédé analytique, mais elle donne aussi, dans certains cas, le moyen de trouver approximativement cette loi, lorsque les méthodes analytiques se trouvent en défaut.
Supposons^ par exemple, qu'un mouvement se trouve déiini par une relation entre le temps, l'espace parcouru et la vitesse, exprimée par
Il faut en déduire la loi du mouvement, c'est-à-dire l'expression de s en fonction de /, ou s=f(t).
Supposons Téquation précédente résolue par rapport à t? et mise sous la forme
v = (f{s,t) ou - =
ds
l'expression cherchée, 5 =/(/) est évidemment le résultat de l'intégration de cette équation différentielle, opération qui peut être impossible analytiquement. C'est alors que Ton peut arriver au résultat d'une façon approximative par le procédé graphique.
Supposons connues, outre l'équation F (s, v, /) = ou v=tf{s^ /), la position et la vitesse du mobile à une époque quelconque de son mouvement, que nous prendrons pour instant initial. Ayant pris deux axes de coordonnées rectangulaires OS, OT (fig. 57), portons sur OS une longueur OM représentant à l'instant initial, la distance du mobile au point d*origine à partir duquel on compte les espaces sur la trajectoire, et au point M menons la ligne M V dans une direction telle qu'elle représente la vi-
Fig.
lesse initiale. En d'autres termes, à une distance horizontale MQ du point M, égale à Tunité, menons une ordonnée QV représentant la vitesse initiale et joignons MV; nous aurons la direction de la tangente à la courbe des espaces au point M, Prenons une abscisse OPi, représentant un intervalle de temps très petit Ht, et mesurons l'ordonnée PjMi ; cette ordonnée ne différera, de l'ordonnée de la courbe inconnue, que d'une petite quantité de Tordre de A^*. Nous pourrons donc, approximativement, prendre cette ordonnée PjMi pour la valeur s, de s correspondant à la valeur A^ du temps. Cela admis, portons ces valeurs s, et A^ dans l'équation v=ç (5, /), c'està-dire calculons la valeur
elle ne différera aussi que d'une quantité très petite de l'ordre de A/% de la valeur véritable de la vitesse à l'époque A^ Menons par le point M| la ligne MiV| dans une direction représentant cette vitesse, et opérons sur MiVi comme nous avons opéré sur MV, nous obtiendrons ainsi, de proche en proche, une suite de lignes MV, MiVi, MjV„... qui ne différeront pas beaucoup des tangenles à la courbe des espaces. Nous pourrons donc, approximativement, prendre l'enveloppe de ces droites pour la courbe des espaces cherchée et nous au« rons ainsi une représentation approchée de la loi du mouvement.
Il est inutile de dire que si l'équation F (s, t;, /)==0 peut être mise sous la forme v==f{t) ou v=(f{s),une simple quadrature donnera la loi du mouvement. On a en effet, dans le premier cas
et dans le second
(4) e,= f; = ç(,) d'où t^jy-
Les méthodes approximatives de quadrature, celle de Simp-
son, par exemple, pourront être employées lorsque Tintégra* tion ne sera pas possible analytiquement.
ftft. Mouvement uniforme. — Le mouvement est dit uniforme lorsque la vitesse est constante, ou que l'espace par-* couru varie proportionnellement au temps. La loi du mouvement uniforme est définie par Téquation
(1) 5=a+ôf,
dans laquelle a et A sont des constantes. Elle donne bien
(2) f^ ou v=b.
La co.urbe des espaces est alors une ligne droite telle que g AB (fig. 58), si le mouvement
est direct, et telle que CD si le mouvement est rétrograde.
La vitesse étant constante ne peut ni s'annuler ni changer q I »p de signe, le mouvement uni-
Fig. 58. forme ne présente donc ja-
mais d'alternative : il est toujours direct ou toujours rétrograde.
Un mouvement uniforme est déterminé lorsque Ton connaît les positions du mobile à deux époques données ; ce qui équivaut à connaître deux points de la droite qui en représente la loi. Si 5|, 5| sont les distances du mobile à Torigine des s aux époques t^ et t^, on aura, pour déterminer les constantes a et b, les deux équations :
Si=a+bti , Sj==a + ô/,
D'oîi, ayant tiré les valeurs de ces constantes, on déduira Téquation du mouvement, sous la forme :
La vitesse étant constante est, alors, le rapport constant de l'espace parcouru s, — 5, au temps /, — /| employé à Iç
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parcourir ; c'est aussi \ espace parcouru pendant Funité de temps.
Cette dernière définition de la vitesse est fort usitée. On voit d'ailleurs, par ce qui précède, que Téquation du mouvement uniforme est du premier degré, ou linéaire en/, et que, réciproquement, toute fonction « =3 /*(<) linéaire en/ re» présente un mouvement uniforme.
Il est inutile de faire remarquer que les droites telles que AB, CD, représentant des mouvements uniformes sont d'autant plus inclinées sur rhorizontale que les mouvements sont plus rapides, ou que la vitesse est plus grande. Les graphiques de la marche des trains, usités dans les services d'exploitation des chemins de fer et bien familiers aux ingénieurs, sont la représentation des mouvements uniformes dont on suppose les trains animés entre deux points d'arrêt successifs,
69. Monyement varié. — Tout mouvement qui n*est pas uniforme est varié. La variété des mouvements est infinie : une courbe quelconque rapportée à deux axes rectangulaires peut être prise comme courbe des espaces et représenter la loi d'un mouvement. Seulement, cette courbe ne peut avoir deux points sur une même ordonnée ; un même mobile ne peut, à une même époque, occuper deux positions différentes* A part celte restriction, toute courbe peut être prise pour représenter un mouvement varié.
Le mouvement varié est dit accéléré lorsque la vitesse croît en valeur absolue avec le temps ; il est retardé lorsque la valeur absolue de la vitesse décroît quand le temps augmente, Le mouvement sera donc accéléré ou retardé suivant que le carré v* de la vitesse croîtra ou décroîtra.
Or, le caractère d'une fonction croissante ou décroissante est le signe de sa dérivée : si la dérivée de t;% ou le produit
V j^ est positif, la fonction v' croîtra et le mouvement sera
accéléré ; il sera retardé si ce produit est négatif. Par censé*quent^ on reconnaîtra, analytiquement, qu'un mouvement
est accéléré quand la vitesse v et la dérivée j de la vitesse par rapport au temps seront de même signe ; lorsque ces deux
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quantités v et ;n seront de signe contraire, le mouvement sera retardé.
Graphiquement, le signe de ^ est donné par le sens
de la courbure de la courbe des espaces, puisque -j = j-^
est la dérivée seconde de l'ordonnée par rapport à Tabs-
cisse. Si Ton considère les quatre directions possibles de la courbure d'une branche de courbe, AA, BB, CC, DD (fig.
59), on reconnaît que, dans les .T deux premières, AA, BB, le Fig. 59. mouvement est direct, la vi-
tesse V est positive ; et qu'au contraire le mouvement est rétrograde, ou la vitesse négative dans les deux autres : CC, DD. Dans la première AA et dans la quatrième DD, la courbure est positive, ou j. est positive ; elle est au contraire négative dans la seconde BB et dans la troisième CC ; il en résulte que les mouvements représentés par AA et par CC sont tous deux accélérés. Tun dans le sens direct, l'autre dans le sens rétrograde ; et que ceux que représentent les branches BB et DD sont tous deux retardés, l'un direct et Tautre ré« trograde.
6V. MoaTemeiit aolforniéiiieut varié. — - De tous les mouvements variés, le plus simple, dont nous allons dire quelques mots, est le mouvement uniformément varié. U est défini par l'équation différentielle
(1) dv=^c.di,
e étant une constante positive ou négative ; c'est-à-dire que la vitesse croit ou décroit proportionnellement au temps. La vitesse est donc une fonction linéaire du temps : celte équa* tion donne en effet
(2) v — v^^cj
en appelant Vo la vitesse à l'instant /=:=0, que Ton appelle vi« tesse initiale. Mêlions pour t; sa valeur g;, il vient
et; par une nouvelle intégration,
(4) s=a + v^'h\ci'.
a étant une nouvelle constante, valeur de s pour 1 = 0. La courbe des espaces est ainsi une parabole du second degré à ase vertical (parallèle à Taxe des s) et dont, la concavité est dirigée vers les s positifs comme BAC (fig. 60), ou vers les s négatifs, comme la courbe A", suivant que la constante c est elle-même positive ou négative.
La courbe des vitesses est, dans i. oremier cas une droite bc, dans le second une droite b'c\ Un mouvement uniformément varié présente donc toujours deux phases, Tune^pen- \ dant laquelle il est direct, Tau- \ tre pendant laquelle il est rétrograde ; car la vitesse change de ^_^^__^__^_^____^_^ signe en passant par zéro, au
^/^ ^\"T P^^"^ (^ ^^ ^') ^^ ^* droite qui
^ la représente coupe Tune des *^* ^' abscisses. L'instant qui sépare
ces deux phases correspond à Tépoque :
et Tordre de succession de ces deux phases est donné par le signe de c. Lorsque c est positif, le mouvement, d*abord rétrograde, devient direct après cette époque, et c'est le contraire lorsque c est négatif. Quel que soit d'ailleurs le signe de c, le mouvement est retardé dans la première phase et accéléré dans la seconde.
Nous pouvons remarquer que si, réciproquement, Tespace parcouru par un mobile est exprimé par une fonction du se-
cond degré du temps, son mouvement est uniformément varié. La vitesse s'exprime alors en effet par une fonction linéaire du temps.
Si dans Téquation (4), on remplace c par sa valeur — — ^ ti-
rée de (2), on obtient :
c'est-à-dire que, dans un mouvement uniformément varié, l'espace parcouru pendant un intervalle de temps quelconque est le même que si le mobile avait été animé d'une vitesse constante égale à la- demi-somme des vitesses qu'il avait réellement au commencement et à la fin de cet intervalle.
Lorsque l'on mesure l'espace et le temps à pailir du point où la vitesse s*annule, ce qui revient à placer l'origine des coordonnées au point A ou au point A', l'équation du mouvement devient simplement :
(7) s=:-cû avec v^=ct.
Et alors, la vitesse est proportionnelle au tempe, et l'espace au carré du temps.
On sait que ces équations, lorsqu'on y met pour c la Y&leur g = 9"8088 de Taccélération due à la gravité, représentent le mouvement d'un corps pesant tombant librement dans le vicie. Si l'on appelle h la hauteur de chute (h = s), on peut, en éliminant /, exprimer la vitesse en fonction de h et l'on a :
v= yj2gh
c'est ce que l'on appelle la vitesse due k la hauteur h. L'équation générale du mouveipent uniformément varié :
renferme trois coefficients constants, a, v^, c ; il suffit donc, lorsqu'on sait que le mouvement d'un point mobile est uniformément varié, d'avoir observé sa position à trois époques
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distinctes, la trajectoire étant d^ailleurs connue, pour avoir la loi du mouvement de ce point. Si, en effet, Ton a mesuré, aux époques t^j /|, i%, les espaces 5^, ^i, s^ compris, à chacune de ces époques, entre la position du point mobile et un point fixe pris pour origine, on aura trois équations du premier degré en a, v^, et c qui permettront de déterminer ces coefficients et par suite la loi du mouvement.
S'il s*agit du mouvement vertical d'un point pesant à la surface de la terre (abstraction faite de la résistance de Tair) mouvement uniformément varié dans lequel le coefficient cr de /' a une valeur connue g^ il n'y a plus alors que deux coefficients inconnus et il suffit par suite de l'observation du mobile en deux points pour déterminer toutes les circonstances de son mouvement.
Comme exemple ou application de ce qui précède, nous résoudrons le problème classique de I«t détermination de la profondeur d'un puits ou de la hauteur d'un édifice par le temps qui s'écoule entre le moment où un corps pesant est abandonné à lui-nième à la partie supérieure et Tinstant où le bruit de sa chute arrive à l'oreille de l'observateur. On suppose la chute de ce corps régie par la loi du mouvement uniformément varié,
équation dans laquelle ^ a la valeur indiquée ci-dessus, c'està-dire que l'on fait abstraction de la résistance de Tair et on suppose connue la vitesse uniforme de la propagation du son dans l'air y que nous désignerons par t; \ Alors, si H est la
hauteur inconnue, - sera le temps que le son aura mis à venir
à l'oreille de l'observateur, et i/— celui de la chute du corps
pesant. C'est la somme de ces durées qui a été observée et que nous désignerons par T, nous aurons alors :
i. La vitesse du son dans l'air, à la température Oo est d'environ 330™,7 par seconde. Elle s'accroît de 0"*,626 par chaque degré d'élévation de température. A ioo elle est donc d'environ 340 mètres par seconde.
La hauteur H inconnue se déterminera par la résolution de
cette équation qui est du second degré par rapport à yH. Les
deux racines sont de signe contraire et l'on reconnaîtra facilement que la racine positive, seule, répond à la question. On aura ainsi :
ou, en élevant au carré :
&8. MouYemeot périodique. — Un autre mouvement varié dont nous dirons quelques mots est le mouvement /t^riodique. A des intervalles de temps égaux, le point mobile repasse par les mêmes positions de lespace et y reprend les mêmes vitesses. Chacun de ces intervalles est Ibl période du mouvement. Le type le plus simple est le mouvement défini par l'équation :
(1) 5==Asina/,
A et ce étant deux constantes. Lorsque Pangle a/ augmente de
Stt, c*est-à dire lorsque/ augmente de — , le sinus de cet angle
reprend la même valeur et par suite le mobile repasse au même point de sa trajectoire. La vitesse, exprimée par :
(2) t? = -=Aacosa/
reprend aussi les mêmes valeurs après des intervalles tels que «/ soit augmenté de 2ir, de sorte que la période de ce mouve* ment est :
L espace s attemt son maximum A pour / = ---{- et son
2oc oc
s 1. — DE LA VITESSE 125
minimum, — A, pour / = — 4- — . A ces deux instants, la
vitesse s*annule et change de signe : le mouvement, de direct, devient rétrograde ou inversement. Le mobile exécute donc, de part et d*autre de Porigine, des oscillations dont Tamplitude totale est 2A.
La courbe du mouvement est alors la sinusoïde représentée par Téquation :
(4) 5 = Asin^.
Une courbe quelconque, coupant Taxe des abscisses en deux points donnés, peut, comme on le sait, être reproduite entre ces deux points par la superposition d'une infinité de sinusoïdes de même amplitude, de sorte que Téquation d'un mouvement périodique quelconque, de période T, peut, quel que soit ce mouvement dans l'étendue de chaque période, être mise sous la forme :
(5^ 5 = Ao + A| cos— + AjCOS — +•••• An cos-— -f-....
B,sm Y + BiSm— H f-Bnsm
et si la courbe, dans l'étendue d'une période T, peut être représentée par une équation connue 5 = 9 (/), les coefficients A,, A,... Bi, B,... se déterminent par la règle ordinaire de Fourier, c'est-à-dire que Ton a, quel que soit n :
9 (/) cos — dt.
&•. MouTement périodlqaenient anlforme. — Désignons pour abréger par / (/) l'expression qui forme le second membre de l'équation (5) ci-dessus (n'' 58), et considérons le mouvement représenté par :
(1) s=aH-*^+/(0,
Fig. 61.
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a et 6 étant deux constantes. A la fin de chaque période T, le point mobile se trouvera dans la position qu'il aurait occupée si, pendant la période considérée, il s'était déplacé d'un mouvement uniforme, s=:a + bt. Le mouvement, ainsi défini, est dit périodiquement uni/orme. Il est représenté par une ligne sinusoïdale telle que ABAjB, (fig. 61), tracée de part et
d'autre d*une droite inclinée MN, dont Téquation est
s = a -+• bt.
Ce mouvement uniforme, dont le mouvement réel s'approche d'autant plus qu'on le considère sur une étendue plus grande^ porte le nom de moyen mouvement du mobile.
Le mouvement périodiquement uniforme est extrêmement fréquent : c'est presque le seul mouvement uniforme qu'il soit possible d'observer ou de réaliser. Les mouvements des corps célestes, à l'exception peut-être de leur rotation sur eux-mêmes, et tous ceux que Ton produit au moyen des machines les plus parfaites, ne sont pas rigoureusement uniformes; ils ne sont que périodiquement uniformes, c'est-à-dire qu'ils s'écartent de l'uniformité de quantités souvent très petites et négligeables, mais presque toujours appréciables.
GO. Reprééentation g^éométrique de la vitesse. —
Revenons au mouvement quelconque, uniforme ou varié, d'un point mobile M parcourant une trajectoire OS (fig. 62). Sa
vitesse, au point M, est la limite du rapport de l'espace MM' au temps infiniment petit employé & le parcourir, ou c'est l'espace infiniment petit MM' rapporté à l'unité de temps. Elle est donc dirigée suivant MM', c'est-à-dire, à la limite, suivant Fig. 6i. ]g^ tangente à la trajectoire au point M, et
elle a une grandeur finie, que l'on représente à une échelle déterminée par une ligne MA portée sur cette tangente dans la direction du mouvement. La ligne MA, ainsi définie en
grandeur, direction et sens, est la vitesse du mobile au point M de sa trajectoire.
Si, à chaque instant^ on projette le point mobile sur un plan ou sur une droîle, la projection pourra être considérée comme un autre point mobile parcourant une trajectoire qui sera la projection de celle que parcourt le premier point. La tangente à cette trajectoire de la projection sera la projection de la tangente à la première trajectoire. Si Ton projette en même temps les lignes MM' et MÂ^ le rapport des projections sera égal à celui des lignes elles-mêmes, c'est-à-dire à l'espace de temps infiniment petit employé à parcourir soit MM', soit sa projection. La projection de MA représentera donc en grandeur, comme en direction et sens, la vitesse de la projection du point mobile, et cela, que la projection soit orthogonale ou oblique, qu'elle se fasse sur un plan ou sur une droite. C'est ce que Ton exprime en disant que :
La vitesse de la projection d'un point mobile est égale à la projection de sa vitesse.
•t. Définition d'nn mouvenient par ses projeetions. Mouvements simaltanés. Une ligne droite quelconque étant la résultante de ses projections sur les axes coordonnés, il s'en suit que la vitesse d*un point mobile dans l'espace est la résultante des vitesses de ses projections sur trois axes rectangulaires ou obliques.
Prenons, par exemple et pour simplifier, trois axes de coordonnées rectangulaires fixes Ox, Oy, Oz. La position M d^un point dans l'espace sera déterminée par ses trois coordonnées X, y, z, et son mouvement sera défini si l'on connaît, à chaque instant, les valeurs de ces trois coordonnées, c'est-àdire si l'on connaît les fonctions :
qui expriment ces coordonnées pour les différentes valeurs du temps t.
Mais ces trois équations peuvent être considérées comme définissant le mouvement rectiligne, sur chacun des axes, de trois points mobiles qui seraient les projections de M ; les vi-
tesses de ces trois points mobiles que nous désignerons respectivement par Vx^ Vy^ Vz auront pour valeurs :
et. d'après ce qui vient d'être dit, ces vitesses sont les projections, sur les trois axes, de la vitesse v du point M, laquelle a par conséquent pour valeur :
"= V^'^rvï^ = \/ (ï)" + (Sr + (I)'
La direction de cette vitesse est d'ailleurs délerminée puisque c'est celle de la diagonale d'un parallélépipède construit sur ses trois projections.
Ce mode de définition du mouvement d'un point, par celle du mouvement de ses projections, est de beaucoup la plus usitée en mécanique.
Très souvent même on emploie, en vue de généraliser davantage, une dénomination différente : celle de mouvements simultanés. C'est évidemment une pure abstraction puisqu'un point n'a jamais en réalité qu'un seul mouvement ; mais voici comment on peut imaginer des mouvements simultanés.
Soient mwî„ mm, mm„ mm4, (fig. 63) un certain nombre
de lignes issues d'un même point m, et mm leur résultante. Imaginons que du point m 7"^ partent simultanément autant de points mo- V-- -^ biles qu'il y a de lignes divergentes, chacun Fig. 63. d'eux se déplaçant de manière à arriver à
l'extrémité de la ligne correspondante au bout du même intervalle de temps A/. On dit que le point m qui est venu en m' a été animé simultanément des mouvements des points qui sont venus en mi, m,, ... m^, et que l'on appelle les mouvements composants. On voit bien que si le point dont il s'agit avait été animé successivement de mouvements équipollents à ceux des autres points, il serait effectivement venu en m' comme dans son mouvement réel ; en vertu du déplacement du premier point, il serait venu de m en mi ; par suite du déplacement du second, venu de m en m,, il serait venu de mi en
§ 1. — DE LA VITKSSK 129
m't et ainsi de suite. Si Ton suppose qu'il en soit de même pendant chacun des intervalles de temps consécutifs, au bout de chacun de ces intervalles, le déplacement réel de Tun des points sera la somme géométrique ou la résultante des déplacements des autres; la succession des mouvements composants s effectuant ainsi pendant des périodes que Ton fail tendre vers zéro, Ton dit pour simplifier le langage que ces mouvements sont simultmiés.
La notion de la simultanéité se substitue d'ailleurs naturellement à celle de la succession lorsque Ton en vient à considérer les vitesses. Si Ton veut en effet comparer les vitesses dans le mouvement réel de m en m' et dans les mouvements composants, il faut que chacun des espaces parcourus ntm\ mmiy .... mm^ le soit pendant le même intervalle de temps A^, ce qui serait impossible si les déplacements étaient successifs ; si au contraire on suppose que les mouvements soient simulr tanés, les vitesses sont respectivement égales aux déplacements divisés par A^ et par suite la vitesse dans le mouvement réel est la résultante des vitesses dans les mouvements composants.
Lorsque Ton considère les projections d'un point mobile sur trois axes rectangulaires, par exemple, ces projections peuvent être considérées comme des points mobiles animés de mouvements simultanés dont les vitesses sont les projections sur les mêmes axes de la vitesse du point en mouvement, laquelle est bien, par conséquent, la résultante des vitesses dans les mouvements composants.
La substitution de la notion de mouvements simultanés à celle de mouvements projetés permet une généralisation plus grande, puisque Ton peut considérer un grand nombre de mouvements simultanés tandis que Ton ne peut projeter au plus que sur trois directions. Lorsqu'il s'agira de projections, nous emploierons indifféremment le^ deux dénominations : mouvements simultanés, mouvements projetés, qui sont alors tout à fait équivalentes.
Nous résumons ce qui précède en disant que la vitesse du
mouvement réel d'un point est la résultante des vitesses des
projections de ce point sur les trois axes. Nous compléterons
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d'ailleurs celte étade des mouvements simultanés dans un chapitre spécial (chapitre VI).
Les trois équations qui définissent les mouvements rectili* gnes de ces projections suffisent donc pour déterminer le mouvemonl du point dansTespace et si, entre ces trois équations, en élimine la variable /, il restera deux équations entre x, y, s qui seront celles de la trajectoire du point mobile.
De même si, les vitesses des projections étant connues, on en construit la résultante, on aura la vitesse du point dans l'espace ; et la direction de cette vitesse sera celle de la tangente à la trajectoire.
On peut souvent, par ce procédé, tracer la tangente à une courbe définie par le mouvement d'un point.
Ce qui précède s'applique, bien entendu,au cas particulier où le mouvement, s*effectuant dans un plan, peut être rapporté à
deux axes de coordonnées rectangulaires dans ce plan. Il suffit
dz de faire, dans les formules précédentes, ^, et v,, ou — égaux à
zéro.
•9. Mo VTeiifteiit plaît rapporté A det» eoonlaiinées pa« lairea. — La position d'un point M dans un plan, peut aussi être définie par des coordonnées polaires : la distance r de ce point à un point fixe pris pour pôle et l'angle 6 fait par cette distance avec une direction fixe prise pour axe polaire ; et le mouvement de ce point, dans le plan, pourra être défini par deux équations :
exprimant les valeurs de ces deux coordonnées en fonction du temps et entre lesquelles il suffira d'éliminer / pour avoir Téqualion de la trajectoire. Un arc infiniment petit MM' de cette
trajectoire (fig. 6i) est la somme géométrique de sa projection MP, ou M'P' sur l'un des rayons vecteurs qui joignent ses extrémités au pôle, et de lare infiniment petit MF' (ou M'P qui Fif . 64. ^'^^ diffère que d^un infiniment petit
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du second ordre) décrit du pôle comme centre. &ir etr ^dr sont les rayons vecteurs OM et OM' et si dH est l'angle infini* ment petit M'OM, on aura MP ==M'P'=e/r, et M'P ou MP'=rrfe, L'arc MM'y ou d$y a donc pour expression :
(2) cfc(=)rfr(+)rrfe;
ou, en divisant par dt,
La vitesse du point mobile est donc la somme géométrique
des deux quantités ;r9 ^t — . La première s'appelle la mVes^^e/^
glissement, c'est la vitesse de la projection du point sur le rayon vecteur ; nous, la représentons par Vr ; la seconde s'appelle la vitesse de circulation ou de rotation, c'est la vitesse de la projection du mobile sur une perpendiculaire au rayon vecteur ; représentons-la par o^f nous aurons^ puisque ces deux projections soulVectangulaires :
La connaissance de ces deux projections Vr et t;^ donnera la grandeur et la direction de la vitesse, et en particulier la direction de la tangente à la trajectoire.
Le rapport -j porte le nom de vitesse angulaire c'est l'accroissement de l'angle 6 rapporté à Tunité de temps, nous le re** présenterons souvent, pour abréger, par la lettre «d. Enfin l'accroissement de l'aire engendrée par le rayon vecteur, rapporté à Tunité de temps, s'appelle vitesse aréoidre. L'aira MOM' est égale, à une quantité infiniment petite près, à4'aire MOP' ou à
-rVO. La vitesse aréolaire que nous représenterons par t;^» a pour expression :
Si au point M on mto» la normal» MN ï la trajectoire et au
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point la perpendiculaire ON au rayon vecteur, cette ligne ON s'appelle, comme on sait, la sous-normale et Ton a, à cause de la similitude des triangles rectangles OMN, PM'M :
OM MP ON ~ PM
ou bien :
ou enfin :
ON
dr
dr
dB de
dt
La sous-normale, en coordonnées polaires, est donc égale au rapport de la vitesse de glissement à la vitesse angulaire.
•3. Méthode de Boberval pour le traeé des tandem-
tes. — Lorsqu'on se propose simplement de tracer la tangente à une courbe décrite par un point dont le mouvement est défini, il suffit de connaître le rapport des deux vitesses composantes. Â défaut de ce rapport on peut quelquefois avoir celui des projections delà vitesse sur deux directions données, ce qui permet encore de construire la direction de cette vitesse, c*est-à-dire celle de la tangente à la trajectoire.
Cette méthode, pour la construction des tangentes aux courbes, porte le nom de méthode de Roberval ; nous allons en donner quelques exemples.
L Conique définie par un foyer et la directrice correspondftnte. — Soit une courbe engendrée par le mouvement d'un point M (fig. 65), assujetti à se mouvoir dans un plan de telle
manière que le rapport de ses distances à une droite fixe DD' et à un point fixe F soit constant, c'est-à-dire que l'on ait, k désignant
une constante
MP_
MF
Si nous supposons la courbe rapportée à
des axes de coordonnées rectangulaires, la
Fig. 6o. ligne DD' étant prise pour axe des y, la
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distance MP sera Vx du point M et les projections de la vitesse
de ce point, sur les deux axes, seront ^r^^-j-
Si nous rapportons la courbe à des coordonnées polaires dont F serait le pôle, la ligne MF sera le rayon vecteur r, et la
dr
projection de la vitesse sur le rayon vecteur sera — • Or, puisque nous avons, entre a; et r la relation :
(1) x=krj
nous avons aussi :
dx , dr
Le rapport des projections de la vitesse sur MP et sur MF est donc égal à A, c'est-à-dire au rapport même de ces deux lignes : si la vitesse est représentée par une ligne ayant pour projection sur MP une longueur égale à MP, sa projection sur MF sera égale à MF. Il suffira, pour avoir la direction de celte vitesse, d'élever aux points P et F des perpendiculaires à MP et à MF (la première de ces deux lignes étant la droite DD'), de les prolonger jusqu'à leur point d'intersection T et de joindre TM qui sera la tangente à la trajectoire du point M.
IL ElHpse définie par ses foyers, — Le mouvement d'un
^ point M (fig. 66) étant défini par la
yL^\ condition que la somme de ses dis-
^^.x'^lN. \ tances MF et MF' à deux points
^y^^"^ ^ •— • -^^^ fixes F et F' soit constante,on aura
^jffT^.- — i si l'on représente respectivement
^ pj gg ces distances par r et / :
en appelant %a une constante. La courbe décrite par le point M étant rapportée à des coordonnées polaires dont le pôle serait F, la projection de la vitesse de ce point sur le rayon vecteur
dv
FM aurait pour valeur — . De même si cette courbe est rappor-
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drf
tion de la vitesse du point M sur le rayon vecteur VM sera -r . Or l'expression précédente, différentiée, donne :
/•v dr dr^ ^
(4) J: + :^=0 on
dr
df"
dt~'
~ dt '
dt ' dt
c'est-à-dire que les projections de la vitesse du point M sur les rayons vecteurs FM et FM sont égales et de signes contraires; si donc Ton prend, sur Tun de ces rayons, une longueur positive MB pour représenter la projection de la vitesse, la projection de la même vitesse sur l'autre rayon sera une longueur négative MA, égale en valeur absolue à MB, et par suite la direction de la vitesse passera par le point d'intersection des deux perpendiculaires BT, AT élevées aux points A et B sur les deux rayons vecteurs. On vérifie ainsi que la tangente fait des angles égaux avec les rayons menés au point de contact.
Ce qui précède s'applique, bien entendu, & Thyperbole définie par la condition :
Gela s'appliquerait également à une courbe quelconque définie par une équation :
entre les distances d'un quelconque de ses points à deux pôles fixes F et F. Cette équation donne :
on connaît donc le rapport des deux projections -r et j de la
vitesse sur les deux rayons vecteurs ; ce rapport est égal à Tinverse^ changé de signe, de celui des deux dérivées partielles de la fonction ^par rapport à ses deux variables r et r'. Ce rapport étant connu, si Ton prend sur l'un des rayons vecteurs
une certaine longueur arbitraire pour représenter la projection de la vitesse, on pourra calculer la projection de la même vitesse sur l'autre rayon vecteur et par conséquent avoir la directien de la tangente à la courbe.
Une généralisation analogue serait applicable à Texemple précédent, si une courbe était délinie par une relation :
entre l'abscisse d'un de ses points et la distance de ce point à
un point fixe.
ni. Conchoïde. — Une courbe quelconque CA (fig. 67) étant
donnée, ainsi qu'un point dans son plan, on mène par ce point un rayon vecteur quelconque OA que l'on prolonge d^une quantité constante AM = a. Le point M décrit une conchoïde de la courbe donnée. Si l'on suppose ces doux courbes rapportées à des coordonnées polaires ayant le point pour pôle et si on désigne par r et r leurs rayons vecteurs respectifs OA et OM, on
Fig. 67.
aura, par définition :
et l'angle 6 sera le même pour les deux courbes, ou 0' = 0. Les composantes suivant le rayon vecteur des vitesses des deux points A et M, ou ce que Ton appelle les vitesses de glis-
sèment de ces deux points, sont respectivement ~ et -j et ces
quantités sont égales d'après l'expression précédente (9). Les vitesses de circulation, ou les composantes perpendiculai-
res au rayon vecteur sont respectivement r -j et r "^ et leur
rapport est le même que celui des rayons vecteurs r et r'. Si donCy sur la tangente AB, supposée connue, de la courbe CC,
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on porte une longueur quelconque AB représentant la vitesse du point Â et si Ton construit ses deux composantes AE, AD, les composantes MK, MF de la vitesse du point M seront MK==AE
MO
et MF = AD — = AD — . Il suffira, pour avoir celte derpière,
de mener la droite OD que l'on prolongera jusqu'à sa rencontre avec MF. La direction de la tangente MT à la conchoîde sera celle de la diagonale du rectangle construit sur MK et sur MF* On peut d'ailleurs remarquer que la vitesse de glissement
-r et la vitesse angulaire — étant les mêmes pour les deux dt dt
courbes, la sous-normale, qui est le rapport de ces deux vitesses, est aussi la même, ce qui conduit à une construction plus simple de la tangente.
•4. Relation entre les vitessea de tons leif pointa d'une droite. — La propriété que nous venons de reconnaître, dans ce dernier exemple, de l'égalité des projections, sur la droite OM, des vitesses de deux de ses points A et M, se rattache à une autre, plus générale, que nous allons faire connaître.
Soient deux points mobiles A, B, (fig. 68), parcourant deux
trajectoires quelconques AA', BB' ; soient A', B ' leurs positions et rf5= AA' , rf<s'=BB ' les espaces parcourus après un instant infiniment petit dt. Représentons par r=f(f) la distance variable AB. la distance A' B' sera r + dr. Projetons en Ai, Bi sur AB les nouvelles positions A',B' et désignons Fig. 68. par a, a' les angles formés avec AB par les
deux arcs infiniment petits AA', BB'.
Nous aurons AA, = flfecosa et BBi =ds'cosoL. L'angle de A'B' avec AB étant inhniment petit, son cosinus ne difftre de lunilé que d'un infiniment petit du second ordre, négligeable, et Ton a :
A,Bi=A'B'=r + rfr.
Mais Ton a aussi :
(1) y =t? cos a — 1>' cosa
AA, — BBj = A,Bi — AB, c'est-à-dire :
e/scosoc — (fo'cosa'=r + rfr — r = rfr; ^
. ds d^
ou, en divisant par dt et désignant par v et v' les vitesses -r, —
des points A et B :
dr dt
Si la distance des points A et B est invariable, r est constant,
T- est nul, et alors dt *
(2) «cosa = «'cosa',
c'est-à-dire que les vitesses de tous les points d'ttne droite ont même projection sur sa direction; ce que Ton exprime autrement en disant que les vitesses de tous les points d'une droite estimées suivant sa direction sont égales ; en appelant vitesse estimée suivant une direction donnée, la projection de cette vitesse sur la direction dont il s'agit.
Cette propriété peut quelquefois, comme on Ta vu par l'exemple de la conchoîde, être utilisée pour déterminer la grandeur de la projection de la vitesse sur une certaine direction, et par suite pour tracer la tangente à une courbe par la méthode de Roberval.
I. Aceéléra(l«n. — Lorsqu'un point se meut dans l'espace, sa vitesse peut changer, à chaque inslant, en grandeur
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et en direction. Considérons ce point dans deux de ses positions M et M' (fig. 69) distantes de MM' = A5 et appelons A/ l'intervalle de temps corres-
pondant. Soient MV=t; et M'V'=t;'-+-Av les /**\^ vitesses du mobile dans ces deux positions. X.^^"'^^ Si par un point A quelconque nous menons A deux droites ÂB, ÂB' respectivement équipol-
Fig. 69. lentes à MV et M'Y', la ligne AB' sera la
somme géométrique de AB et de BB\ cette ligne BB' sera donc la vitesse qu*il faudra ajouter géométriquement à v pour obtenir t?'; ce sera le yain géométrique de la vitesse, ou la vitesse gagnée ou acquise par le mobile en passant de M en M'. Cette vitesse gagnée ou acquise, rapportée à Tunité de temps, c'est-à-dire le rapport de BB' à A/ est ce que Ton appelle Vaccélération moyerme du mobile pendant le temps A', et la limite de ce rapport lorsque A/ décroit indéfiniment est Vaccélération du mobile au point M.
L'accélération est donc une vitesse acquise rapportée à l'unité de temps, de même que la vitesse est un espace parcouru, ou acquis, rapporté à Tunité de temps.
L'accélération, quotient d'une vitesse par un temps, est une quantité d'une nature particulière qu'il y aurait avantage à exprimer au moyen d'une accélération-unité que l'on pourrait choisir arbitrairement. Mais à défaut de cette unité spéciale, on estime l'accélération en indiquant les unités de longueur et de temps qui ont servi à la déterminer : c'est ainsi que l'on dit que l'accélération due à la pesanteur est à Paris de 9",8088, la seconde étant prise pour unité de temps.
Si, en général, j' représente la valeur numérique d'une accélération exprimée avec cerlairïes unités de longueur et de temps, et si on prend de nouvelles unilés respectivement >.fois et T fois plus petites, le nombre/ exprimant la même accélération, dans ce nouveau système d'unités, sera comme il est facile de le voir en raisonnant comme au n° 54 :
C'est ce que l'on exprime en disant que l'accélération est de degré 4 en longueur et de degré — 2 en temps.
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IM. Accélération tançciiticllc. Accélération nor« maie. — Si nous supposons connues la trajectoire du mobile et la loi de son mouvement, exprimée par Téquation s=f(t)y nous pourrons exprimer facilement son accélération en un point M quelconque.
Pour cela, reprenons la figure précédente et transportons le triangle ABB', qui peut être placé en un point quelconque de l'espace, de manière que le côté AB (fig. 69) soit placé en AM (fig. 70) dans le prolongement de MV, c'est-à-dire menons à
partir du point M une ligne MA égale et opposée à MV, puis à partir du point A une ligne AMi égale et parallèle à M'V. Sur la direction MM,, prenons MD égal
au rapport -f-^ ; la limite de la
Fig. 70. ^^ ^^
ligne MD, lorsque àt tendra vers zéro, représentera l'accélération 7 du mobile au point M.
Remarquons d'abord que la ligne MM, ou MD se trouve dans le plan mené par la tangente MV à la trajectoire parallèlement à la tangente infiniment voisine M'V : \ accélération est donc contenue dans le plan oscillateur de la trajectoire.
Menons, dans ce plan, à la trajectoire, la normale MN, qui sera ainsi la normale principale et projetons, sur MV et sur MN, l'accélération MD et la ligne MM, ; les projections MT, MN de l'accélération sur ces deux lignes s'appellent respectivemeot Taccéléralion tangentielle et l'accélération normale du point M, et pour éviter toute confusion on donne à Taccélération MD le nom d'accélération totale. L'accélération totale sera connue si Ton connaît ses deux projections ou composantes MT et MN) qui sont respectivement, en vertu de la similitude des triangles, les limites des rapports, à A^ des projections MT,, MN, de la ligne infiniment petite MM,. Si nous désignons respectivement l'accélération tangentielle MT et l'accélération normale MN par j, et /net si nous appelons e l'angle de contingence MAM,, nous aurons
,. MT, ,. ATi — AM ,. AM, cos £ — AM .. (v-\-^v) cos e—
il = Jim =: lim n: lim =- Iim
' A* A/ M àt
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. __,. MN, ,. M<T, ,. (c + At))sini .. c+Ao sini f A*
;»=liin ~-i izzlina -1-i = lim ^—2- — = lim —2— .v. — -- • -
A/ A/ M V t as àt
et, en observant que la limite de — est l'inverse du rayon de
courbure p de la trajectoire et que celle de r; n'est autre que ds
L'accélération tangentielle /< est la dérivée de la vitesse ou ]a dérivée seconde ^ de l'espace 5 par rapport au temps ;
elle peut èlre positive ou négative et Taccéléralion totale se trouve alors soit en avant, soit en arrière de la normale MN par rapport au sens du mouvement.
L'accélération normale — est essentiellement positive et elle
est dirigée vers le centre de courbure. On l'appelle quelquefois, pour celte raison, accélération centripète.
Lorsque le mouvement est rectiligne, le rayon de courbure p est constamment infini, l'accélération normale est nulle et
l'accélération totale se réduit à l'accélération tangentielle j.
dU ou r-.'
Lorsque le mouvement s'effectue sur une trajectoire courbe avec une vitesse constante, c'est-à-dire lorsque le mouvement est uniforme, l'accélération tangentielle est constamment nulle
et Taccélération totale se réduit à l'accélération normale — et
f varie en raison inverse du rayon de courbure. Si, en particulier, la trajectoire est une circonférence de cercle de rayon r, parcourue d'un mouvement uniforme, l'accélération totale est
constante, égale à et dirigée vers le centre de cette courbe.
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•7. iteeélération dans les ntouvementM projetés ou sinoltanés. — Si Ton projette sur un plan ou sur un axe la figure précédente en considérant la projection du point M comme un nouveau mobile, les projections des lignes MV« M'Y' seront les vitesses de ce mobile aux points correspondants à M et à M', et si Ton en construit l'accélération, de la même manière que sur cette figure, la ligne représentant l'accélération totale sera la projection de la ligne MD, et cela aura lieu que la projection soit orthogonale ou oblique. On exprime ce résultat en disant que Taccélération de la projection d'un point mobile est la projection de l'accélération de ce point.
On en déduit, comme on Ta fait pour les vitesses, que l'accélération d'un point mobile dans l'espace est la résultante des accélérations de ses projections sur trois axes coordonnés.
Prenons encore trois axes rectangulaires et supposons le mouvement du point mobile M défini par les valeurs, à chaque instant, de ses trois coordonnées, c'est-à-dire par les équations
qui peuvent être considérées comme définissant le mouvement rectiligne, sur chacun des axes, des projections du point M. Les accélérations totales de ces trois projections seront, en les désignant respectivement par jx^ jy, j j puisque les mouvements sont rectilignes
(2)^=|7=rw. y»=S=r.(o, y.=g=r.w;
et l'accélération totale du point M dans l'espace aura pour valeur
La direction de cette accélération sera déterminée par ses
trois cosinus directeurs qui sont respectivement -^, -r. 4.
Ceci s'applique, bien entendu, au cas d'un mouvement plan rapporté à deux axes rectangulaires. 11 suffit de faire i et jt ou
"— égaux à zéro.
Si, comme au n"" 61, nous considérons un point mobile comme animé de plusieurs mouvements simultanés, la vitesse réelle sera, au commencement et à la fin d'un certain intervalle de temps A^ la résultante des vitesses dans les mouvements composants, au commencement et à la fin du même intervalle. Or, dans chacun de ces mouvements, la vitesse finale est la somme géométrique de la vitesse initiale et du produit, par A^, de l'accélération du mouvement.
La vitesse finale dans le mouvement réel, qui est la résulsante de toutes ces vitesses finales, conprendra donc la somme géométrique de toutes les vitesses initiales, c'est-à-dire la vitesse initiale du mouvement réel, augmentée géométriquement de la somme géométrique des produits par A/ de toutes les accélérations des mouvements composants. Or la différence géométrique entre la vitesse finale et la vitesse initiale dans le mouvement réel, n'est autre chose que le produit par A/ de l'accélération dans ce mouvement, laquelle est ainsi égale à la somme géométrique des accélérations dans les mouvements composants.
C'est ce qu'on exprime quelquefois en disant que les aceélérations se composent comme les vitesses. C'est ce que nous venons du reste de vérifier pour le cas de mouvements projetés.
G§. IJsaye de Taecélératiou pour déterminer le rajon de eourburc. — Les propriétés de l'accélération peuvent servir quelquefois à déterminer le rayon de courbure des courbes. Si en effet l'on connaît, en un point de la trajectoire d*un mobile, sa vitesse v et son accélération normale jn, on en déduira immédiatement la valeur du rayon de courbure p de la trajec-
toire par Téquation p = —•
Jn
Soit, par exemple, le mouvement d'un point, dans un plan vertical, rapporté à deux axes coordonnés Oa?et Oy (fig. 7i)i
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Y un horizontal el l'autre vertical, défini par les deux équatio s :
x = at, y = bt— -gt\
Ce mouvement est, comme nous le verrons, celui qu aurait un point pesant lancé dans le vide à la surface de la terre, avec
une vitesse initiale OV = V'a*+é*. La trajectoire de ce point,
obtenue par l'élimination de / entre les deux équations, est la parabole : ,
dont le paramètre est - . La distance AF, du sommet A au
foyer F est donc égale à -- . Désignons par a l'angle variable
de la langenle MT avec l'horizontale MH, ou de la normale MN avec la verticale MI : nous avons :
dx
dt '
et par suite, cos a = - = -; d'oîi v = — .
*^ V V cos a
La projection de la vitesse sur l'axe des x est constante et égale à a.
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L'accélération totale se réduit donc à sa composante parallèle aux y ; elle est constante en grandeur et en direction.
L'accélération normale /n s'obtiendra en projetant l'accélération totale dirigée suivant MI, sur la normale MN ; nous aurons ainsi :
y» ==y cos a =yy cos « = — g cos a,
et par suite, le rayon de courbure p = r sera, en valeur absolue, en mettant pour v et pour jn leurs valeurs en fonction de a:
fl«
or, la sous-normale HK est égale au paramètre ou à — . Donc
De là, une construction facile : menons KL perpendiculaire à MK, jusqu'à la rencontre de l'ordonnée MI, puis par le point L l'horizontale LG ; le point G sera le centre de courbure.
09. Exemple de l'applieation des lois des meuve* ments projetés- — Les propriétés des mouvements projetés sur un plan permettent quelquefois de déterminer facilement les lois de certains mouvements.
Nous avons dit plus haut (p 140) que si un point M parcourt, d'un mouvement uniforme, une circonférence de cercle (fig.72)
son accélération totale est constamment dirigée vers le centre et
V* égale à —, en appelant V la vitesse du mobile et a le rayon de
la circonférence. Si nous désignons par (o la vitesse angulaire, qui sera constante^ ainsi que V,la vitesse Y sera égale à (oaet
Pig. 72.
Taccéléralion totale J aura pour expression a>*âf. La vitesse aréolaire - ©a* sera également éonslante.
Projetons ce mouvement sur un plan quelconque, et soit m
la projection du point M. Ce point m parcourra une ellipse.
Les aires décrites par le rayon vecteur om, joignant le point m au centre de Tellipse, seront les projections de celles décrites dans le même temps par le rayon vecteur OM ; si donc ces dernières sont proportionnelles aux temps, les autres le seront aussi et, par suite, la vitesse aréolaire du point m sera constante et
égale au produit de - coa' par le cosinus de Tangle des deux
plans.
L'accélération du point/Ttestengrandeur, direction et sens.la projection de celle du point M, laquelle est égale à (o^MO. L'accélération du point m est donc dirigée suivant mo et a pour valeur <o'.»io=c<>V, en désignant par r le rayon vecteur variable om.
Si donc un point mobile parcourt une ellipse, de t.elle manière que les aires décrites par le rayon vecteur joignant ce point au centre de Tellipse soient proportionnelles au temps (ce qui suffit pour définir le mouvement), Taccélération totah* du mobile sera constamment dirigée vers le centre de Tellipse et proportionnelle au rayon vecteur.
On verrait de même, en remontant du mouvement projeté au mouvement circulaire, que si un mobile parcourt une ellipse et si son accélération est constamment dirigée vers le centre de cette courbe, cette accélération est nécessairement propor^ tionnelle au rayon vecteur correspondant, et les aires décrites par le rayon vecteur sont proportionnelles au temps.
Cette dernière propriété n*est d ailleurs qu'un cas particulier d'une loi plus générale que nous allons établir.
Cas où l'aeeélération d'an point mobile passe
eonstanuiieni par nn point Axe. — Lorsque l'accélération
iO
totale d'un point mobile est constamment dirigée vers un point fixe, les aires décrites par le- rayon vecteur joignant le point mobile au point fixe sont proportionnelles aux temps, et réciproquement.
Remarquons, tout d'abord, que le mouvement s'effectue dans un plan passant par le point fixe. Si nous considérons en effet 9a vitesse à un instant quelconque et le plan mené par cette vitesse et le point fixe, l'accélération totale étant contenue dans ce plan, il en sera de même de la vitesse à l'instant suivant. Le mobile ne sortira pas de ce plan.
Remarquons encore que Taire décrite par le rayon vecteur
OM (fig. 73) pendant un temps infiniment petit di est égale à j MM'X OP = j OP.vdt, et
par conséquent la vitesse aréolaire est - vp en
désignant par p la longueur OP de la perpendiculaire abaissée du point de concours des rayons vecteurs sur la direction de la vitesse.
Si la vitesse aréolaire est constante, le produit vp Test aussi,
et réciproquement.
Cela posé, soit le pôle (fig. 74), OM, OM' deux rayons
vecteurs infiniment voisins, MA, M'fi les tangentes à la trajec-
Fig. 74.
toire AUX points M, M'. A partir de leur point d'intersection C,
§ 2. — DE L'ACCÉLÉRATION 14t
prenons deux loD§^ueurs CA, CB, respectivement égales aux vitesses correspondantes ; Taccélération totale sera représentée, en direction, par la limite de la direction de ia droite AB. Abaissons du pôle deux perpendiculaires OP, OQ sur les directions des vitesses, les deux points P et Q se trouvent sur la demi-circonférence décrite sur CO comme diamètre et Ton en déduit l'égalité des angles QCP = QOP et PQO= PCO.
Donc, si AB ^5/, d la limite, parallèle à OM, sa direction ne diffère de OC que d'un infiniment petit, on peut considérer rangle CAB comme égal à PCO ou à PQO ; Tangle ACB étant
d'ailleurs égal à QCP ou à QOP, les deux triangles QPO et
CA CB ABC sont semblables à la limite, et Ton en déduit 05 = 05
ou bien CAxOP = CBxOQ, c'est-à-dire que Is aires dé^ criles sont proportionnelles aux temps.
Réciproquement, si les aires décrites sont proportionnelles
CA CB
atu: tempsy Ton a CAxOP=CBxOQ ou bien qq= Qp^ les
triangles BCA et POQ sont semblables^ par suite Tangle CAB est égal à l'angle PQO ou à PCO, et AB est parallèle à CO ; la limite de AB est parallèle à OM ; raccélération est dirigée suivant la ligne OM, c'est-à-dire passe constamment par le point fixe 0.
Ce théorème, très important en mécanique, est un cas par* ticulier du théorème des aires que nous démontrerons plus loin. Il a de très nombreuses applications.
7 t. Applietition au mouTeinent de» planètes aa« tour du Moiell. — On sait, par exemple, que les planètes décrivent autour du soleil des ellipses dont le soleil occupe un des foyers et que les aires décrites par les rayons vecteurs menés de chaque planète au soleil sont proportionnelles aux temps. On sait, dp plus, que les carrés des durées totales des révolutions sont proportionnels aux cubes des grands axes de ces ellipses (Lois de Keppler).
On peut en déduire la loi .suivant laquelle varie Taccélération. D'abord, d'après ce qui vient d'être démontré, Taccélération totale est constamment dirigée vers le foyer de 1 ellipse occupé par le soleil.
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Soit T la durée de la révolution complète d'une planële, a le
grand axe et b le petit axe de son orbite ; d*aprës la dernière
a* loi qui vient d'être rappelée, le rapport ^ est constant. La surface de Tellipse étant ^ab, la vitesse aréolaire est -^ i ^t si,
comme plus haut^ on appelle v la vitesse à une époque quelconque, p la distance du soleil à la direction de cette vitesse, on
^nn^vp^-Y* ^r '* vitesse aréolaire s'exprime par r vp.
Elle s'exprime aussi par - wr* si o représente la vitesse angu*
laire du rayon vecteur; on aura donc
(1) ^'^TT" «t "='T;rî
ce qui fera connaître la vitesse linéaire ou la vitesse angulaire en chaque point. La vitesse v étant inversement proportionnelle à /?, si l'on désigne par ;9' la distance, à sa direction, de l'autre foyer de l'ellipse, on sait, d'après les propriétés de cette courbe, que Ton ajo/)'=A' et par suite
2nab 2ira6 , 2ir a ,
(2) '^ = -Tr = -T6ri' = TT^'
c'est-à-dire que la vitesse est proportionnelle à la distance du second foyer de l'ellipse à sa direction.
Si l'on considère deux points m, m' infiniment voisins (fig. 75), F étant le foyer occupé par le soleil et F Tautre foyer de Tellipse, les vitesses aux points m, m' seront respectivement proportionnelles aux distances Fp, F/;' de l'autre foyer à leurs directions. Prolongeons ces longueurs de quantités égales jusqu'en 7i, n'y c'est-à-dire prenons p^î==pF, //w'=/>'F; nous savons que les points n, n' sont sur la circonférence dé* crite du point F comme centre avec 2a pour rayon ; et, par construction, nous avons
on aurait de même, en appelant v' la vitesse au point m\
ira
Les deux lignes Fn, P»', qui font entre elles le même angle que les vitesses v et v\ leur sont aussi proportionnelles ; elles
Fig, 73.
peuvent, à la direction près, servir à trouver Taccélération qui sera le rapport au temps dt de la ligne nn' réduite dans le même rapport que les vitesses elles-mêmes ; en d'autres termes^ Faccélération j du mouvement de la planète aura pour expression
na
^=di-""-r6-
Or, (i) étant la vitesse angulaire du rayon vecteur autour du foyer F^nn'=sii>.Fn.dt ou bien, en substituant, mettant pour Fn sa valeur 2a, puis, pour o> sa valeur (1) :
^ ira 2nah ^ T6 Tr*
Tb T* f«
Ainsi l'accélération de la planète^ dirigée vers le soleil, varie en raison inverse du carré de sa distance à cet astre, et,
puisque le rapport — est le mêmepour toutes, les accélérations
de deux planètes quelconques sont en raison inverse des car-
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rés de leurs dislances respectives, c'est-à-dire que la loi qui régit ces accélérations est la même pour toutes les planètes.
9t. Autre déllnitioii de raeeélération. — L'accélération, ou la vitesse acquise rapportée à l'unité de temps, peut recevoir une autre définition ou expression, qu'il est quelquefois plus commode d'employer.
Remarquons d'abord qu'un point mobile, partant du repos, c'est-à-dire sans vitesse initiale et soumis à une accélération
j constante en grandeur et en direction, aura parcouru, au
bout d'un temps /, un espace égal à -//'; par conséquent l'ac-
célération peut être mesurée par cet espace, divisé par-, ou
multiplié par -. Et si l'accélération est variable, on pourra encore, en considérant un intervalle de temps infiniment petit
rf/, définir l'accélération par le rapport, à —, de l'espace infi-
niment petit parcouru, en admettant toujours que le point mobile soit parti du repos, sans vitesse initiale.
Considérons maintenant un point mobile, parcourant une Cf rtaine trajectoire. Soit v = MV sa vitesse au point M, et soit M' le point oti il est parvenu après le temps infiniment petit A^ Si, à partir du point M (fig. 76), il avait conservé la
même vitesse v en grandeur et en direction, il serait venu en Mj à une distance ^. MMj = v^t. La dislance M|M' de sa po-
^ N sitîon réelle à la position qu'il aurait oc-
Fig. 76. cupée s'il avait conservé la même vitesse,
porie le nom de déviation du mobile.
Or, s'il était parti du point M sans vitesse initiale, il aurait, en vertu de l'accélération seule, parcouru un espace MM'i ; on peut admettre que cet espace MM'i est égal à la déviation M,M' en grandeur, direction et sens ; et alors l'accélération,
d'après ce qui vient d'être dit, est la limite de — 7-.
Cette démonstration, toutefois, n'est pas rigoureuse.
Pour en vérifier l'exactitude, projetons, sur trois axes rec-
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tangulaires, les trois lignes MMi ou vi^i, MM' ou A5 et la déviation MiM' dont la projection sera égale à la différence des deux autres. Si le mouvement du point M est défini par trois équations :
nous pourrons exprimer, au moyen de la formule de Taylor les projeclions Âor, Ayt àz de MM' sur les trois axes ; nous aurons :
en mettant, dans les derniers termes, àl^ en facteur commun et désignant par A Tensemble des termes qui le multiplient, avec deux expressions analogues pour Ay et Az.
Or, f* (i) est la projection de la vitesse v sur Taxe des x^ par suite, Lt.f{t) est la projection de MMi sur cet axe. La projection de Taccéléralion j sur le même axe est f' (I), le second
terme— . /^'(I) est ainsi la projection dej^, La projection
de MiM' ne diffère donc de celle de/ -r que d'infiniment petits du 3* ordre, et comme cela est vrai pour les trois axes, on en conclut qu'on a bien exactement :
(2) ; = limiM'.
La nouvelle définition de l'accélération se trouve ainsi justifiée.
CHAPITRE IV
SOMICAIRB:
1 1. -— Lois générales : 73. Problème général de la détermination du mouvement d'un point. — 74. Premier théorème générai. — 75. Exemple d'un mouvement périodique. — 76. Second théorème général. —77. Troisième théorème général. — 78. Théorème des aires. — 79. Quatrième théorème général. — 80. Application au mouvement parabolique des corps pesants. —81. Cas général du mouvement rectillgne. —82. Mouvement vertical d'un point pesant dans un milieu résistant. — 83. Cas d'une accélération centrale, — 84. Application au mouvement des corps célestes.
2 3. — Mouvement d'un point assujetti à certaines conditions : 85. Définition des conditions auxquelles on suppose assujetti le mouvement. — 86. Point assujetti à se mouvoir sur une courbe donnée. — 87. Point assujetti à se mouvoir sur une surface donnée. — 88. Application au pendule simple. — 89. Pen ule conique. — 90. Pendule cycloïdal. — 91. Mouvement d'un point pesant sur une droite inclinée. — 93. Brachistochrone d'un point pesant.
98. Problème g^énéral de la déiermination du mouvemeiit d'au point. — La position d*un point dans l'espace est déterminée par ses trois coordonnées a?, y, z par rapport à trois axes par exemple ou par tout autre système de coordonnées par rapport à des repères fixes. Le point qui
occupe, à un certain moment, la position M ainsi définie, peut y être en repos ou en mouvement ; sa vitesse peut être plus ou moins grande et avoir telle ou telle direction. L'étal du point que nous considérons et qui se trouve en M à Pépoque t est donc déterminé par la grandeur et la direction de sa vitesse, ou, ce qui revient au même, si nous supposons le point rapporté à trois axes de coordonnées rectangulaires, par les valeurs des trois dérivées
dx dy dz
Tt ^ Tt ^ dt
de ses coordonnées par rapport au temps. En eifet, sa vitesse V a pour valeur
' dzV
^=WS)"+(^)+Q
et pour direction celle de la diagonale d'un parallélépipède construit sur ses trois projections.
Ces six quantités, a?, y, z, -j;, -j, ^ qui définissent la position et Tétat d'un point à une époque quelconque t sont dites éléments staUques. Elles sont, par exemple, les conditions initiales données du mouvement d'un point, c'est-à-dire la définition de sa position et de son état à l'époque prise pour origine du temps.
Si la vitesse reste la même, c'est-à-dire s'il n'y a pas d'accélération, la position du point changera ; il décrira une ligne droite d'un mouvement uniforme, mais son état ne changera pas : dans chacune de ses positions, il sera animé d'une vitesse égale en grandeur et en direction à sa vitesse initiale.
L'état du point considéré ne change que lorsqu'il a une ao célération qui modifie sa vitesse. L'accélération constitue ainsi réiément dynamique du mouvement. Sa connaissance résulte de celle de ses trois projections sur les trois axes, dérivées secondes par rapport au temps des trois coordonnées :
Le problème du mouvement d'un point consiste donc, étant donnée à chaque instant son accélération, à déterminer com-r ment varient avec le (emps sa position et son état, à partir d'une position initiale et d'un état initial également donnés.
Envisagé sous sa forme la plus générale, le problème de la détermination du mouvement d'un point, élant donnée son accélération, peut se mettre en équation de la manière suivante. L'accélération peut être fonction du temps, des coor-> données du point, et quelquefois aussi, de sa vitesse, c'est-à-
• 1 , dx dy dz
dire des quantités que nous avons appelés I, x, y» -^5 t' t' t' Il en est de même, par conséquent de ses projections sur les
trois axes qui sont exprimées P*r;7;ï'"n' 1 — ^^ équations différentielles du problème sont ainsi :
rf'a? / dx dy dz\
d*y I dx dy dz\
(dx dy dz\
Les fonctions 9, ffi, <ps étant supposées données, le problème consiste k intégrer ces trois équations du second ordre, ce qui introduira six constantes arbitraires k déterminer par les conditions initiales, c'est-à-dire en exprimant que pour f =«0, les
quantités x, y » ^> T ' j^' 3; ^^^ des valeurs données.
Sous cette forme générale, le problème est compliqué, mais lés théorèmes généraux que nous allons démontrer, par leurs conséquences immédiates, en facilitent souvent la solution et permettent de poser des équations plus simples.
94. Premier théorèuie général. *- La première et la plus ordinaire définition de l'accélération (la vitesse acquise rapportée à l'unité de temps) permet d'établir des relations impoilantes entre la vitesse du point mobile, aux divers points de sa trajectoire, .et Taccélé ration. .
On a démontré d*abord la relation :
(1) 51 =À > ^" dv=j\di.
js étant la composante tangentielle de Taccélération. Si Ton intègre cette équation entre deux époques quelconques ^o et t et si l'on appelle Vo et t; les vitesses correspondantes, oïl aura :
(2) ^ v-v, = f^j,dt.
Le gain de vitesse est dû uniquement à Taccélération tangenlielle et Ton voit que V accroissement de la vitesse dun point mobile est égala la somme intégrale des produits de f accélération tangentielle par les éléments du temps.
9ft. Exemple d^an mouvement périodique. —
On déduit de là une conséquence importante : quelle que soit la forme de la trajectoire d'un point mobile, si son accélération tangentielle est exprimée par une même fonction du temps, il en sera de même de sa vitesse, à une constante près, et par saile la loi de son mouvement restera la même.
Considérons, par exemple, un point mobile sur une droite Ox (fig. 77), de telle manière que son accélération soit constamment dirigée vers un point fixe et proportionnelle à la
■ ■ . . , distance OM ==x du point mobile
/\ ^ " '^ au point lixc. Représentons, en
^**- '^' conséquence, l'accélération / du
point mobile en M par — k^x, le signe — exprimant que cette
accélération est dirigée de M vers et A:' étant une constante
positive; nous aurons, pour la loi du mouvement :
équation dont l'intégrale générale est :
(2) x=A sin kt+B cos kt,
A et B étant des constantes arbitraires à déterminer d'après les conditions initiales.
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Si nous supposons, par exemple, que le point mobile soit
parli sans vitesse d'un point A situé à une distance OA=a,
dx nous devrons avoir, pour /=0, x=a et -jr =0, ce qui donne
A=0 et B==:a ; la loi du mouvement devient alors
(3) X = a cos kt.
Le mouvement du mobile est oscillatoire ou périodique et s'efiectue entre les deux points A et A' placés symétriquement par rapport au point ; ce mouvement est celui de la projection d'un point qui parcourrait avec une vitesse constante la circonférence décrite sur AA' comme diamètre. La durée de la période T du mouvement, c'est-à-dire le temps nécessaire au mobile parti du point A pour y revenir, sera donnée par cos kT= 1 ou
La même loi du mouvement s'observera pour tout point mobile dont Paccélération variera proportionnellement à la longueur de l'arc $ compris entre ce point et un point fixe de sa trajectoire, queUe que soit la forme ou la courbure de celle-ci.
Le caractère principal de cette loi est l'isochronisme ou l'égalité de durée des oscillations ; cette durée, indépendante de l'amplitude a, ne dépend que de la valeur du coefficient k exprimant le rapport entre l'accélération et la distance du point mobile au point fixe.
VU. Seeond théorèitte irénéral. — Si ToiNponsidère le mouvement projeté sur un axe quelconque^ pris pâ^r axe des
X, la projection de l'accélération /«est exprimée par^^; par conséquent : \
/j\ d*x . d.vx . . - ^
(*) d?=J'^ ^" -dr^^=^*-
La projection de F accélération d\m point mobile sur un axe
ixe
quelconque est égale à la de'rivée, par rapport au temps, de la projection de la vitesse de ce point sur le même axe. Intégrant entre les époques to et /, le premier membre
a, comme intégrale générale, Vx ou ^ et Ton a
en affectant de l'indice la valeur de ^ pour /=0. Donc,
t accroissement de la vitesse projetée sur un axe est égal à la somme intégrale des produits^ par les éléments du temps y de la projection de C accélération totale sur le même axe.
Nous pouvons déduire, de ce théorème les conséquences suivantes :
Lorsque F accélération est constamment parallèle à un plan fixe, la projection de la vitesse du point sur une normale au plan fixe est constante, et par conséquent le mouvement estimé suivant cette normnle est uniforme. Et si la vitesse elle-même est, à un instant quelconque, contenue dans un plan parallèle au plan donné, sa projection sur la normale est nulle, et le point reste constamment dans ce plan.
Lorsque taccélération est constamment parallèle à une droite fixe^ le mouvement est plan. Si nous considérons, en effet, le plan mené par la vitesse à un instant quelconque, et parallèle^ ment à la direction constante donnée de Taccélération, la projection de la vitesse sur la normale à ce plan sera constamment nulle.
Si, dans ce dernier cas, la vitesse initiale est parallèle à la direction constante de l'accélération, le mouvement est rectiligne.
Nous avons déjà dit que lorsque taccélération passe constamment par un point fixe^ le mouvement est plan.
Vlf.Vr^Ifllèiiie théorème général. — Prenons maintenant les composantes de Taccélération sur deux des axes coordonnés rectangulaires,. soit
fj) ^'^_; ^lï — i
\^i 5ïr — /« » di^—J^'
Multiplions respectivement par — y el par x ces deux équations et ajoutons-les» nous aurons :
d*t/ d}x d / dy dx\
(2) ^.j,-y.i. = x^.-y^. = 5j. (xj-^-y^^j.
Or, le premier membre esl le moment, par rapport à Taxe des z^ de Taccélération lolaley ou M^j; la parenthèse du dernier membre est le moment, par rapport au même axe, de la vitesse v, ou Mx.v. L'équation précédente peut donc s'écrire
(3) Mi/ = 5; ^iV ou d. Mg. v = mjt.jdi.
Elle nous donne cet important théorème :
Le moment de C accélération dun point par rapport à un axe quelconque est la dérivée^ par rapport au temps, du moment de la vitesse de ce point par rapport au même axe.
Intégrons encore entre les mêmes limites, nous aurons
(4) M^t?_ ■■,«,= / Mjdt.
V accroissement du moment de la vitesse d'un point par rapport à un axe quelconque est égal à la somme intégrale des moments^ par rapport aux mêmes axes^ des produits de faceération totale par les éléments du temps.
Ce troisième théorème général peut s'énoncer autrement. Si nous portons sur l'axe 0:^, à partir du point fixe 0, une ligne 0^2 égale au moment de la vitesse ^tv, et si nous considérons l'extrémité nif de cette ligne comme un point mobile,
la vitesse de ce pomt sera . = —rr- , c est-a-dire le moment, par rapport à Taxe des 2, de l'accélération/. Ainsi, le moment de faccélération d'un point, par mpport à un nxe^ est représenté par la vitesse de l'extrémité de la ligne qui représente le momerity par rapport au même axe, de la vitesse de cepoifit.
Considérons trois axes rectangulaires menés par le point (fig. 78), et portons sur chacun de ces axes Ox, Oy, Oz^ U
moment de la vitesse du point mobile par rapport à cet axe. Le .moment de cette vitesse par rapport au point sera, comme nous le savons (n^ 15), la résultante de ces trois moments par rapport aux axes ; et si nous construisons Taxe Om
de oe moment, le point m, extrémité de celte ligne, considéré comme mobile dansTespa^ce lorsque la vitesse v variera, aura toujours pour projections les extrémités mx, m«, mz des
Fig. 78.
lignes représentant les moments par rapport aux trois axes ; et la vitesse du point m dans l'espace sera, à chaque instant J a résultante des vitesses des points »»«, m^, m^, c'est-à-dire, d'après ce qui précède, la résultante des moments par rapport aux trois axes de l'accélération J. Or cette résultante n'est autre chose que le moment de l'accélération/ par rapport au point 0.
Par conséquent :
Le moment de t accélération d'un point mobile par rapport à un point fixe quelconque est égal en grandeur, direction et sens, à la vitesse de ^extrémité de la ligne qui représeiUe le moment, par -rapport au même point fixe, de la vitesse du poifU mobile.
HH. Vliéorèiiie de» alre«. — Remarquons que le moment de la vitesse d'un point, par rapport à un axe, est égal au double de la vitesse aréolaire de la projection de ce point sur un
plan perpendiculaire. En effet, par définition (n"" 13) le moment de la ligne MV (fig. 79) par rapport à l'axe O^r est égal au moment de la projection mv de cette ligne sur un plan perpendiculaire à l'axe, par rapport au pied de celui-ci, c'est-à-dire au produit mvX Fig. 79. Qp.Si M et M' sont deux posî-
lions infiniment voisines du point mobile, m, m' les positions correspondantes de sa projection, mv est égal à --n-, et la
surface du triangle mOm\ aire décrite par la projection du point sur un plan perpendiculaire à Taxe, est égale à
^ mm'xOp. Et si nous appelons Va,z 1& vitesse aréolaire de la
projection du point, c'est-à-dire le rapport de Taire mOm' au temps employé à la décrire, nous aurons :
1 mm' 1
ou bien, conformément à ce que nous avons énoncé
On peut donc mettre 2va,z au lieu de M^t; dans Téquation précédente, et modifier Ténoncé en conséquence. Cette modification n a dlntérèt que lorsque Taccélération y rencontre constamment l'axe des z,par rapport auquel on prend les moments. On aura alors constamment
et par suite
t;^^j=:const.
Lorsque F accélération dun point mobile rencontre constammeîU un axe, fixe, les aires décrites par le rayon vecteur , joignant le pied de cet axe à la projection du point mobile sur U7i plan perpendiculaire à Faxe^ sont proportionnelles aux temps.
Le théorème des aires que nous avons démontré plus haut, dans le cas du mouvement plan, n'est qu'un cas particulier de celui-ci.
VII. ^aatrièiiie théorème ^néral. — Nous avons encore
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. . du. (h ,
'' dt
cl en ÎQiégranl de même entre /„ et / ;
(2)i-T= C J'd^= r J.(fs{cosj,ds)= r j{x)
car raccélératioQ lange ntiel le /« n*est aulre chose que la projection de j sur ds ou j cos (/\ efe).
Zr^ demi-accroissement du carré de la vitesse diin point mobile est égal à la somme intégrale des produits géométrù/iies de faccélération totale par les déplacements élémentaires.
Si le mouvement est rapporté à trois axes de coordonnées rectangulaires et si dx, dy^ dz sont les projections du déplacemenl élémentaire d$ sur ces trois axes, le produit géométrique j (X) ds peut d'après Téquation (4) du n"* 5, page 1 J , s'exprimer parla somme des produits doux à deux des projections de y et de ds sur ces axes et Ton aura
(3) 7 — T= ] (J^l^-^hàil^-lM).
Applle«Cloii an moairemeiK parabolique den
eorps pesants* — Soit à déterminer la loi du mouvement d'un point dont l'accélération serait verticale, constante, et représentée par y =9^,8088, c'est-à-dire égale k l'accélération des corps pesants à la surface de la terre ; le mouvement de ce point sera celui d'un corps pesant rapporté à la terre supposée immobile et en faisant abstraction de la résistance de l'air. D'après ce qui vient d'être dit, le mouvement de ce point s'effectue dans un plan mené par la vitesse initiale parallèlement à la direction de l'accélération, c'est-à-dire vertical. Prenons ce plan pour plan des xy (fig. 80), l'axe des x étant horizontal
et l'axe des y vertical de bas en
haut.
L'accélération du point mobile
M étant verticale^ dirigée de haut
Fig. 80. en bas et égale à y, ses projections
sur les deux axes sont respectivement et — y, et les équations générales du mouvement du point mobile sont :
Intégrons une première fois, et désignons par C, Cj deux constantes à déterminer, nous aurons :
La première de ces équations montre que la projection, sur Taxe des «r, de la vitesse du mobile est constante, et que la projection sur Taxe de y diminue proportionnellement à Taccroissement du temps, ce que nous aurions pu déduire immédiatement du second des théorèmes généraux (n® 76). Il en résulte que les constantes C et Ci sont les projections sur les axes de la vitesse initiale, ou bien ont pour valeurs, si Vq est celte vitesse et a Tangle que forme sa direction avec l'horizontale, VqCos a et Vosina.
Les équations précédentes s*écrivent donc:
. dx dy .
(2) — =t?oC08a , ~=«oSma— y/.
Intégrons encore une fois et remarquons que si nous avons pris pour origine des coordonnées la position initiale du mobile, il n'y a pas lieu d'ajouter de nouvelles constantes, nous obtiendrons :
(3) x=t;o/co8a , y = Vo'sina — ry^*;
équations qui donnent la loi du mouvement, et entre lesquelles l'élimination de t fournit celle de la trajectoire:
(4) _y=^tanga-iy;^.
On peut, au moyen de ces équations, résoudre djvers pro^ blêmes. On peut, par exemple, UouYer la portée du jet^ c'est-
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à-dire la distance à laquelle le point mobile rencontrera l'horizontale du point de départ; il suffit de faire y = 0, ce qui donne :
(5) j:=0 et x= sinxcosa = -^ sm 2 a,
et montre que la portée est maximum pour a = 45®.
On peut aussi se proposer de déterminer une relation entre la grandeur et la direction de la vitesse initiale pour que le point mobile passe par un point dont les coordonnées a, b sont données; il suffit d'exprimer que Téquation de la trajectoire est satisfaite par ces coordonnées, c'est-à-dire écrire :
(6) b = almgx-lff;^^^^
OU bien, en exprimant cos a en fonction tang a et résolvant par rapport àtanga:
ce qui donne, en général, pour Tangle a, deux valeurs pour une valeur donnée de v^.
Pour que tang a soit réelle, il faut que la quantité sous le radical soit positive, ou que les coordonnées a, b satisfassent à la condition :
L'équation :
obtenue en égalant à zéro cette quantité est celle d'une parabole ayant pour axe la verticale Oy et qui limite les points du plan susceptibles d'être atteints par le mobile animé d'une vitesse initiale v^. On l'appelle parabole de sécurité. Il est facile de vérifier qu'elle est l'enveloppe des paraboles trajectoires du
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mobile lancé avec la même vitesse iniliale r» et dans toutes les directions, c*est-à dire pour toutes les valeurs possibles de Tangle a.
Les équations précédentes comprennent, comme cas particulier, celui où la vitesse initiale est verticale, c'est-à-dire où a = 90* ou 270"*. On a alors v^ cos a = et Vo sin a = dt t\. Le mouvement est recliligne suivant la verticale Oy et son équation est :
(9) !/=±vJ-\gt\
Nous croyons inutile d'insister sur cet exemple ; la solution des problèmes auxquels il peut donner lieu étant, une fois connues les équations du mouvement, affaire d'analyse plutôt que de mécanique.
Si. C^s (général du mouvement reetilif^ne. — Etudiions maintenant le mouvement rectiligne qui se produit lorsque, Taccélération étant constamment parallèle à une droite iixe, la vitesse initiale elle-même est parallèle à la direction fixe de Taccélération. Supposons que Taccélération soit une fonction ou bien du temps seul, ou bien de la position variable du mobile, ou bien de sa vitesse. Nous aurons à résoudre Tune ou Tautre des trois équations :
(3) f=AW.
La première (1) donne successivement :
-ouv = t;o+ / f[t)dt — f^{t),
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La seconde (2) :
^ d^x dx y ^ ^ , ,
ou
équation que l'eu aurait pu poser immédiatement, d*après le quatrième des théorèmes généraux^ et qui devient :
^ = V/t%^ + 2/;/.(.r)rfa- = <p.(^),
dx
(G) di =
Enfin, la troisième (3) n'est autre chose que :
(8) -=/•,(«) ou rff=— ,
qui donne :
d'où:
c'est-à-dire :
dx . , .
ou bien :
^=/! j^io^^+^o.
On voit que, dans les trois hypothèses, le problème se résout par des quadratures.
8)9. Moawemeiit TCPtical d'un corps pesant dans an milieu résistant. — Comme exemple de ce dernier cas, étudions le mouvement d'un point dont Taccéléralion serait verticale et égale à y, comme celle des corps pesants à la surface de la terre ; mais serait, en outre, augmentée ou diminuée d'une accélération aussi verticale, dirigée en sens contraire du mouvement et proportionnelle au carré de la vitesse du mobile, la vitesse initiale de celui-ci étant supposée verticale.
Cet exemple est celui du mouvement des corps pesants dans un milieu résistant, comme l'atmosphère.
Considérons d'abord le mouvement ascendant, et soit v^ la vitesse initiale ; k désignant un coefficient supposé donné et v la vitesse à une époque quelconque, l'accélération à cette
même époque sera .9 { 1 + 7; ) et l'équation du mouvement, si
les X sont comptés de bas en haut à partir du point de départ :
qui donne :
gdl = — k
OU, en intégrant et observant que pour ^ = 0, on a t?
(2) j = arc tang. p — arc tang. - • D'où:
(3) v=k tang. (arc tang. p — |- ) ,
V0 sm — + ifc sin — k k
Remplaçant v par — et intégrant une seconde fois, on trouve, eu égard à ce que a: = pour ^ = : '
(») .= 'jw.(?-f+c„s2).
On voit que, — étant toujours négative, le mouvement se ra-
lentit de plus en plus et la vitesse s'annule au bout du temps /i donné en égalant à zéro Texpression (3) de la vitesse :
(5) /,= -arctangp,
et si Ton porte cette valeur de t^ dans l'expression de ar, on aura la hauteur h atteinte par le mobile :
(6) ,^ilLog(l + "^y
A partir de cet instant ^i, l'accélération de la pesanteur continuant de se produire, la vitesse devient négative, le mouvement change de sens, et il en est de même aussi de la quantité dont est accrue Faccélération et qui représente la résistance du fluide.
Si nous considérons alors le mouvement descendant, en prenant toujours l'origine au point de départ, les x positifs de haut en bas et la vitesse initiale égale à v^ mais dirigée de haut en bas, l'équation du mouvement sera :
ou
, h ( dv dv \
OU en intégrant et remarquant que pour { = on a t7=t;,:
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ift (jt
r„coli - +Asih-- (9) r = -- z:^ A'. •
r^ sili — -f A- cou — ^ &' A"
Remarquons que le numérateur de cette expression est, à .un facteur constant près, la dérivée de son dénominateur ; nous aurons, en intégrant une seconde fois :
(.0) .= i'Lo.(^U,'J+c„.,|')
c'est-à-dire une formule identique à la précédente (4), avec celte seule différence que les fonctions Irigonom^^triques sont remplacées par les fonctions hyperboliques.
Il suffira de faire ^0=0 dans l'équation (10) pour l'appliquer à la continuation du mouvement étudié dans le premier cas.
Lorsque / devient très grand, sih—et coh ^-tendent tous deux
t T 1 1 . , ^'t /^• + Vo\
vers - e * > et alors, v tend vers keix vers kl H — Log ( "tt" )•
La vitesse tend, comme on voit, vers la valeur fixe k dont elle s'approche, en augmentant ou en diminuant suivant qu elle était d'abord plus petite ou plus grande. Quant au point mobile, sa position tend vers celle d'un autre point placé à une distance constante - Log ( " ^ M d'un troisième mobile, parti de
l'origine en même temps que le premier et animé d'une vitesse constante égale à k.
SS. Cas d^ane aceélératlon centrale. — Si l'accélération passe constamment par un point fixe, et si, de plus, elle cslfo7iclion fie la seule distance du point mobile au point fixe, on l'appelle souvent alors accélération centrale et le problème se traite aussi facilement.
Si est le point fixe (fig. 81), M le point mobile et MM'=rfv
un élément de la trajectoire, l'accélération j élant dirigée suivant la droite OM, le produit géométrique y {x)ds ou j.dscos (j^ds), qui figure dans le second membre de Téqnation (2) du n^ 79, a ^'^* ^'- pour expression j.dr, en appelant r le
rayon vecteur OM et rfr son accroissement MMj ; en effet, ds cos (j,d$) n'est autre chose que MM» ou dr. Et alors, si Taccélération j est exprimée en fonction de la seule distance r,
en désignant par <p' celle fonction qui peut toujours être considérée comme la dérivée d'une certaine fonction 9, Téqualion (2) du n^ 79 devient
5 (v* — ro*) = / ?' W dr =- o (r) — 9 (n,), ou bien
(2) V' — 2 ç (r) = Vo' — 2 <p (^o) == une constante A.
D'un autre côté, Faccélération passant constamment par un point fixe, la vitesse aréolaire est constante^ c'est-à-dire que si désigne l'angle variable formé par le rayon vecteur OM avec une direction fixe Ox, on aura
(3) — r- = une autre constante c.
^ ' dt
Ces deux équations (2) et (3) vont nous donner la solution du problème.
La première (2) peut s'écrire .
(4) .^=A+2ç(r)=y =—irou bien, en éliminant d( au moyen de (3),
dr*' + r^de* , , ^ , v
équation différentielle de la trajectoire du mobile. On pont
l'écrire
dr« 1 fc-h2y(r)
OU
L dB J
iy ft + 2^(r)
Afin de retrouver ]a fonction donnée ç'C)» diflférentions cette dernière équation par rapport à 6, en considérant dans le
premier membre - comme la variable, nous aurons
de dô» ^^ r d$ c« dO'
ou bien, en remplaçant, dans le premier membre, —jjp par
1 dr
sa valeur ; 37 et la mettant en facteur commun :
r' dd
_ 2 dr A ^*(;n _ 2y^(r) dr r« dô V "*" dO« ^ c* dO '
2dr
Supprimant le facteur — commun aux deux membres et
de
multiplant par j on a enfin
fXr)
équation qui, intégrée, donnera celle de la trajectoire du mobile ou inversement.
Application an mouvenieiit des eorp« céleste
Si, par exemple, ainsi que l'observation Ta montré pour les corps célestes, un mobile parcourt une ellipse de manière que les aires décrites par le rayon vecteur mené à l'un des foyers soient proportionnelles aux temps, c'est-à-dire que Taccélé-
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ration totale soit constamment dirigée vers ce foyer, Téquation de la trajectoire étant, en désignant par e Texcentricité et par p le paramètre de Tellipse
On a :
ou
1 1 — e cos
1— g COSÔ
. . \r] f cose ,
et par suite, le premier membre de l'équation précédente
(3) i+'l(^=l=zrv!!l.
D'où,
(4) <f'ir) = -yi. •
L'accélération est donc dirigée vers le foyer (à cause de son signe — ) et elle est inversement proportionnelle au carré de la distance.
Si a et 6 sont les axes de Tellipse, onap ==-, Taire deTel-
lîpse est -^zab et si T représente la durée totale d'une révolution, la vitesse aréolaire dont nous avons représenté le double
nab par c sera — et nous aurons :
Mettant dans Texpression précédente, pour p et c ces valeurs, il viendra
comme nous l'avions déjà trouvé par des considérations purement géométriques au numéro 71.
Inversement, on déduirait facilement de la loi ©' (r) = q= —;
que le mobile dont Taccélération varie en raison inverse du carré de sa distance à un point fixe parcourt une conique dont ce point est le foyer.
L'équation différentielle de la trajectoire est alors
(7) ^ + !(l)-^'< el son ôqiialion finie est
(8) . = d: - + A sîn e+B cos 0,
qui représente une conique rapportée à son foyer. Les constantes A ol B sont à déterminer par les conditions initiales.
CONDITIONS
SS. Définitton des oondlttouii auxquelles •!! nuppofie anAuJeltl le mouvement. — Lorsqu'un point, animé d'un certain mouvement, parcourt une trajectoire déterminée, c'est que l'ensemble des conditions auxquelles il est assujetti l'astreint à la décrire, et, dans son mouvement, son accélération dépend, à chaque instant, et de la variation de sa vitesse et de la forme de cette trajectoire. Sans chercher, pour le moment, & nous rendre compte des circonstances dans lesquelles se produit ou se modifie le mouvement (étude réservée à la troisième partie de cet ouvrage), puisqu'il existe une corrélation entre le fait qu'un point mobile suit une trajectoire déterminée et la valeur de son accélération, nous pouvons, pour simplifier le langage, attribuer à la courbe elle-même la modification d accélération que subit le point en passant d'une trajectoire à une autre.
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Un point libre sera alors celui dont le mouvement sera défini par une certaine accélération donnée et supposée inhérente aux conditions dans lesquelles se trouve ce point.
Si, ces conditions restant les mêmes, le point est astreint à parcourir une trajectoire déterminée, à rester sur une surface donnée, nous dirons que Taccéléralion qu'il est nécessaire d'ajouter géométriquement à la précédente, pour obtenir celle qu'il a dans son mouvement réel, est produite par la courbe ou par la surface ; ou bien, ce qui revient au même, nous admettrons que le point dont il s'agit conserve l'accélération donnée, inhérente atix conditions dans lesquelles il se trouverait si son mouvement n'était assujetti à aucune restriction, mais que la courbe ou la surface sur laquelle il est astreint à se mouvoir donne naissance à une autre accélération qui, composée avec la première, a précisément pour résultante Taccélération réelle qu'il possède dans son mouvement sur cette surface ou sur cette courbe.
Prenons par exemple un point que nous imaginerons être dans les mêmes conditions qu'un corps pesant à la surface de la terre, c'est-à-dire tel que son accélération soit constante en grandeur et en direction. Nous avons vu plus haut qu'un pareil point décrit, lorsqu'il est libre, une parabole à axe vertical dont nous avons déterminé les éléments. De même que le corps pesant peut, à la surface de la terre, sans cesser d'être soumis à l'action de la pesanteur, être astreint à décrire des trajectoires diverses, nous pourrons admettre que le point mobile décrive une courbe quelconque sans cesser d'avoir une accélération extérieure , cousismiG en grandeur et en direction; mais comme son accélération réelle sera alors différente, nous attribuerons à l'obligation de parcourir la courbe donnée, ou plus simplement à cette courbe elle-même, la composante qui représente la différence.
Cette hypothèse, comme il vient d'être dit, ne préjuge rien sur les causes réelles de la production ou de la modification du mouvement^ il faut y voir, moins une supposition formelle, qu^une forme de langage destinée à simplifier certains énoncés et la solution de certains problèmes.
Voici, en effet, comment on peut encore envisager cette question.
Deux points mobiles A, B, partant d'un même état initial (même position et même vitesse initiale) ont des mouvements différents : l'un d'eux, A, a une accélération exprimée par une fonction simple du temps ou des coordonnées, il a, par exemple, une accélération constante en grandeur et en direction, l'autre, B, parcourt une trajectoire connue ou donnée, suivant une loi à déterminer d'après certaines autres conditions. On peut, dans bien des circonstances, simplifier la résolution de ce problème en comparant le mouvement du second point à celui du premier. Que l'on imagine, à chaque instant, l'accélération j de ce second point décomposée en deux, l'une J égale à celle qu'aurait le premier et que nous venons d'appeler extérieure ou inhérente aux conditions dans lesquelles se trouve ce point, l'autre L dépendant seule de la loi inconnue de son mouvement et de la forme connue de sa trajectoire, l'on pourra considérer le mouvement du second point comme étant celui du premier modifié par l'adjonction de cette nouvelle accélération L, et l'on conçoit que par cet artifice on puisse, par la superposition de deux mouvements relativement simples, obtenir la loi cherchée du mouvement qui, sans cela, se présenterait sous une forme plus compliquée.
Cette décomposition 'de l'accélération dans le mouvement à déterminer est d'ailleurs souvent une conséquence naturelle de la façon dont le problème est posé lorsque, par exemple, Ton connait l'une des composantes de l'accélération du point et la trajectoire de ce mobile.
Quelle que soit, d'ailleurs, la raison qui nous déterminera à faire cette décomposition, \e point libre que nous avons défini plus haut est le point A dont l'accélération est exprimée par une fonction simple et dont le mouvement nous sert à étudier celui de l'autre.
Nous dirons que ce second point B est assujetti à se mouvoir sur une courbe fixe donnée, sa trajectoire, que nous supposons connue.
Nous attribuons alors à cette obligation hypothétique, que nous considérons comme imposée au second point, la composante L de son accélération par laquelle son mouvement diffère de celui du point libre et nous dirons que lorsqu'un point est
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assujetti à se mouvoir sur une courbe fixe, cette obligation équivaut à une certaine accélération qui s'ajoute à celle qu'aurait le point s'il était libre, et que nous regardons comme due à la courbe fixe.
90. P«liit assujetti h se mouToir aur une eourbe donnée* — Cela posé, considérons un point qui parcourt une courbe donnée par ses deux équations :
(1) /(^iy,'2)=o , fi{^,yyz) = o .
Désignons par Jx, Jy, Jz les composantes, parallèles aux trois axes, de l'accélération J extérieure ou inhérente aux conditions dans lesquelles se trouverait le point si son mou- 'vement était libre, et par L^, Ly, Lz les composantes, parallèles aux axes, de l'accélération L que nous attribuons à la
courbe. Les composantes de l'accélération réelle du mouve-
d}x d}y rf*3 ,, ment sont toujours ;j;i » -rr: , "17% ^^i d après ce que nous ve-
€kL (ZI dv
nons de dire, cette accélération réelle est la somme géométrique de l'accélération J et de l'accélération L due à la courbe ; nous avons ainsi les trois équations :
La détermination de la loi du mouvement comporte toujours la connaissance de trois relations entre x, y, z et t, et pour y arriver, nous avons les cinq équations (1) et (2) qui comprennent, outre les trois inconnues a:, y, z, les trois quantités La;,Ly,Lz également inconnues. U y a donc indétermination et suivant que l'on attribuera à l'une de ces trois dernières quantités une valeur arbitraire quelconque, on obtiendra des mouvements différents pour le point mobile.
Ordinairement, on fait disparaître cette indétermination en admettant que l'accélération L attribuée à la courbe fait avec la tangente à cette courbe un angle donné 6. Si efe est un élément de la courbe dont les projections sur les trois axes sont dxj dy^ dz, les cosinus directeurs de la tangente au point con-
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as as as ^
s*exprimera par l'équation :
(3) Lxdx + Ly dy->r\jzdz=\jds cos H.
Au moyen des six équations (1), (2) et (3) on peut alors déterminer x^ y, Zj hx, Ly, Lj en fonction du temps, c est-à-dire trouver la loi du mouvement et la manière dont varie à chaque instant Taccélération due à la courbe.
Très souvent on admet que Faccélération attribuée à la courbe est contenue dans son plan normal, c'est-à-dire que Ton fait cos 9 = 0, et alors Téquation (3) devient :
(4) Lj; dx-^h^dy+hz dz = 0,
ou, plus simplement, d'après (4) du u!" 3, page 41,
(5) L{x)ds=^0.
Considérons alors la composante normale in de Taccélération J, c'est-à-dire la projection de cette accélération sur le plan normal à la courbe décrite par le point mobile. La composante normale de l'accélération du point dans son mouve-
ment réel est - en désignant par v sa vitesse et par p le rayon
de courbure de la trajecloire. Les trois accélérations Jn, L et —
sont situées dans le plan normal à la courbe et la dernière est la résultante des deux autres, on a alors :
ce qui donne immédiatement la valeur de L.
Lorsque J, est nulle, on a L (=) -, la courbe produit sur le
point mobile une accélération centripète égale à -; elle tend à
l'empêcher de s'écarter de son centre de courbure, ce que ferait ce point s'il était libre. Cette tendance centrifuge d'un point •que l'on astreint à parcourir une courbe donnée est un phé-
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nomëne biencoanu sur lequel nous revieudrons d'ailleurs dans la troisième partie.
99. Point assujetti à ne mouvoir mur une surfaee donnée. — Ce que nous venons de dire s'applique avec quelques modifications au cas d'un point assujetti à se mouvoir sur une surface donnée. Soit :
Téquation de la surface. Conservons aux letlres J et L les mêmes signiticalious que précédemment ; nous aurons encore les trois équations :
(2) '^' = Ja + L^. ,
dt
dt^
et nous n'aurons enlre les six quantités inconnues que ces qualre relations nécessaires. Deux autres conditions sont donc indispensables pour faire cesser toute indétermination. On les trouve ordinairement en exprimant que l'accélération L est contenue dans le plan renfermant la normale à la surface et la tangente à la trajectoire et qu'elle fait avec la normale un angle déterminé.
Les cosinus directeurs de la normale à la surface sont -fy
dx
j, -^, ceux de la tangente à la trajectoire sont comme tout à
riieure —, -^, -p. Pour exprimer que la droite Lest située dans
le même plan que ces deux lignes, il faut, comme on le sait, annuler le déterminant :
rf/
df
df
dx
dy
dti
dx
dz
ds
ds
7is
Ly
Lz
A cette condition, on ajoutera celle qui exprime que la di-
rection de L fait un angle donné avec la normale à la surface ou avec la tangente à la trajectoire
(i) \jj4jo 4- Lyfi^y -h h^dz = Lcfe cos 0.
On a alors six équations (1), (2), (3) et (i) qui suffisent à déterminer les sis inconnues x, y, z, L^, Ly, L^ en fonction du temps.
Pour la surface comme pour la courbe, on admet très souvent que Taccélération L ne peut être que normale ; alors les deux conditions (3), (4) se réduisent aux suivantes, exprimant qu'il y a égalité entre les cosinus directeurs de L et ceux de la normale à la surface :
L'accélération réelle du point mobile est toujours, par définition, égale à la somme géométrique de J et de L. Projetons ces lignes sur la direction de la normale à la surface, appelons Jn la projection de J. L'accélération du point, projetée sur la normale principale à la trajectoire, a pour valeur
- , et par suite, sa projection sur la normale à la surface sera
égale à — multipliée par le cosinus de l'angle des deux normales que nous désignerons par cos (p, n), car la projection sur cette direction de l'accélération tangentielle est nulle. Nous aurons ainsi
(6) --cos(p,M)=J» + L,
ou
(7) L=--cos(p,w)— Jn,
ce qui donne encore la valeur de L.
Si, dans cette dernière hypothèse la plus ordinaire, où L est normale à la surface, nous supposons que l'accélération désignée par J soit nulle, c'est-à-dire que par suite des conditions extérieures dans lesquelles se trouve le point mobile il
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ne reçoive cTucune accélération, les équations (2) dans lesquelles les composantes de J seront nulles, exprimeront que l'accélération réelle du point, dans son mouvement, coïncide avecL, ou qu'elle est due uniquement à l'obligation imposée au point de parcourir la surface, c'est-à-dire qu'elle est normale à la surface. Or cette accélération est contenue, (n* 65, page 139) dans le plan osculaleur de la trajectoire, lequel contient ainsi la normale à la surface. La trajectoire est donc alors une ligne géodésique de la surface donnée et le point mobile suit la ligne la plus courte que Ton puisse tracer, sur la surface, entre deux quelconques de ses positions. Comme d'ailleurs l'accélération est toujours normale à la trajectoire, sa composante langentielle est constamment nulle et la vitesse du point mobile est constante.
Le mouvement de ce point présente ainsi la plus grande analogie avec celui d'un point libre qui n'a aucune accélération, et qui, conservant la même vitesse, parcourt une ligne droite.
88. Application au pendule simple. — Appliquons les formules précédentes à la détermination de la loi du mouvement du pendule simple.
Pour simplifier, nous désignerons ^wt point pesant un point qui prendrait l'accélération que prennent tous les corps pesants à la surface de la terre.
Considérons donc un point pesant M (fig. 82) ayant une accélération extérieure constante en grandeur et en direction,
^ verticale et dirigée de haut en
\ bas, et que nous désignons par
1 \ Çy assujetti à rester à une dis-
\ \ tance invariable d'un point fixe
0. Appelons / la distance OM qui est la longueur du pendule, et supposons pour simplifier que le point mobile ait été aban*donné, sans vitesse initiale, à Fig. 82. partir de son point de départ
B, défini par Tangle AOB = ao que forme le rayon OB avec
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la verticale OA. Soit M la position du mobile à l'époque t, cetle position étant définie de même par l'angle AOM = a.
Le point mobile assujetti à rester à une distance constante du point se trouve, en fait, assujetti à rester sur une sphère dont ce point est le centre. Si nous supposons que raccélération L, corrélative à cette obligation, soit constamment normale à la sphère, c'est-à-dire passe toujours par le point 0, l'accélération du mobile, résultante de L et de g^ rencontrera constamment la verticale OA; et, puisque la vitesse initiale est nulle, le mouvement s'effectuera dans un plan vertical passant par OA et le point de départ B. Le mobile décrira un arc de cercle, et la loi du mouvement sera définie si nous arrivons à exprimer oc en fonction de /.
Soit V la vitesse du mobile au point M. Son accélération réelle a une composante tangentielle, dirigée suivant MT et
égale à — , et une accélération normale dirigée suivant MO et
égale à -T. La résultante de ces deux accélérations doit être la
même que celle des deux accélérations g et L. Nous exprimerons cette égalité par Téquipollence :
laquelle équivaut à deux égalités algébriques que Ton obtiendra en projetant les lignes dont il s'agit sur deux directions rectangulaires. Choisissons les directions MO, MT et effectuons les projections, nous aurons :
(2) -=5rsma , j = — ^cosa + L.
La dernière équation nous donnera L en fonction de a et de t;, c'est-à-dire de t lorsque nous connaîtrons la loi du mouvement, qui nous sera donnée par la première quand nous y aurons exprimé v en fonction de a.
Or la vitesse v est toujours la dérivée, par rapport au temps, de l'espace parcouru par le mobile, et cet espace a pour oxprossion /(a^ — a); nous avons alors
(3) ^-^-ij,^ el d^ = ~'dr.*
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équation cherchée entre a et / et qu'il suffit d'intégrer pour avoir la loi du mouvement. Elle donne d'abord, en muiti-
pliant le premier membre par 2-^ dt, le second par 2dcL et intégrant :
\di) "^i (cosa— cosao).
ce qui montre que l'angle a ne peut jamais d(^passer a^. Elxtrayant la racine carrée des deux membres, séparant les variables et remarquant que doL est désigne contraire à di puisque a décroit quand / augmente, nous avons :
{«) di
(fa
^ Vcos « — cos «0
L'intégrale du second membre ne peut pas s'obtenir en ter* mes finis. Si l'on suppose que les augles x et Oq soient assez petits pour que l'on puisse remplacer leurs cosinus respective-
ment par 1 — — » et 1 --> l'intégration devient facile. On a:
0) dt
et par suite :
t == i/ 1 arc cos — ou a == «o cos K/L , t.
Va oco y l
La valeur de l'angle « varie périodiquement de ao à — Oq, c'est-à-dire que le point mobile oscille du point B au point symétrique B', et qu0 la durée T d'une demi-oscillation, ou le
temps nécessaire pour que le mobile passe de B en B' ou inversement, est donnée par C0Bi/?.T = — 1 ou :
Elle est indépendante de Tangle a ; les oscillations de ce mobile sont donc isochrones, ou de même durde quelle que soit leur amplitude, à la condition bien entendu que cette amplitude soit assez petite pour que Ton puisse en négliger les puissances supérieures à la seconde.
Ce résultat aurait pu être déduit immédiatement de celui qui a été énoncé au n^ 75 ci-dessus, en remarquant que laccé-
lération tangentielle j du point mobile est, si Ton néglige les
puissances de a supérieures à la seconde, exprimée par — ya, c'est-à-dire proportionnelle à la longueur de Tare de la trajectoire compris entre le point A et la position du point mobile.
Il s'en suit que la loi du mouvement du point, dans retendue où les puissances supérieures de a sont négligeables, est celle du mouvement périodique ou oscillatoire défini au n"* 75, qu'il est, comme celui-là, isochrone, c'est-à-dire que la durée de ses oscillations esl indépendante de leur amplitude.
Puisque Ton a :
dv g j
la constante k des équations de c(5 n'* 75 est alors dgale à
? et la durée d'une demi -oscillation esl bien égale à :
On trouvera dans les traités d'analyse le calcul de la durée de l'oscillation lorsque l'angle initial ocq n'est pas très petit. Nous ne donnerons pas ces calculs qui sont des exercices d'analyse ; nous nous bornerons à dire que lorsque l'amplitude initiale «q est assez petite pour qu'on puisse négliger seulement
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les puissances supérieures à la troisième la durée des oscillations s'exprime par la formule * :
90. Pendule eonique. — A la même approximation nous déterminerons le mouvement du même point pesant, supposé s'écarter très peu de la verticale, mais animé d'une vitesse initiale quelconque, tangente à la sphère sur laquelle il doit se mouvoir.
Soit comme plus haut (fig. 83) le point fixe à distance invariable duquel est assujetti à se mouvoir le point mobile M, soit B la position initiale et BY la vitesse initiale de ce point. Menons la verticale OA et projetons le mouvement sur un plan horizontal. Soit a la projection de la verticale OA, m et ô les projections des points M, B. L'accélération du point M, résultante d'une accélération verticale g et d une accélération variable en grandeur, mais passant constamment parle point 0, sera toujours contenue dans le plan vertical passant par M et par OA. La projection de cette accélération, qui est Taccélération du mouvement projeté, sera constamment dirigée vers le point a. Il en résulte que les aires décrites par le rayon vecteur am sont proportionnelles aux temps.
Si nous supposons, en outre, que le point mobile M s'écarte assez peu de la verticale pour que sa vitesse à chaque instant puisse être considérée comme horizontale, ou ce qui est la même chose, pour que sa trajectoire puisse être considérée
4. On trouvera, en particulier, dans le traité de Résistance des Matériaux qui fait partie de V Encyclopédie, page 437, la démonstration de cette formule (iO) lorsque l'on peut négliger les puissances de a supérieures à la troisième.
comme égale à sa projection horizontale, il en sera de même a chaque inslant de son accélération. Or, si à un instant quelconque nous opérons, comme plus haut, la composition des accélérations ^ et L dans le plan contenant à C6t instant la verticale AO et le point mobile M, c'est-à-dire si nous projetons ces deux accélérations sur la tangente MT menée à la sphère dans ce plan, nous aurons, pour la composante de l'accélération dirigée suivant MT, et par suite pour sa projection hori*
zontale dirigée suivant ma, la valeur ^ sin a = -j- ma.
Ainsi l'accélération dans le mouvement projeté est constamment dirigée vers un centre fixe a et elle est proportionnelle à la distance du point mobile à ce centre. Nous avons vu, n* 69, page 145, que dans ce cas le point m décrit une ellipse, dont le point a est le centre.
Le mouvement de la projection du point M étant ainsi déterminé, celui de ce point lui-même Test aussi.
fNI« Pendule eyeloïdal. — Supposons qu'au lieu d'être astreint à se mouvoir sur unarcdecercle^comme au n® 88, lo point mobile considéré soit assujetti à parcourir une cy cl oïde contenue dans un plan vertical. Soit AB (fig. 84) cette cy-
Fig. 84.
clolde engendrée par un point M d'une circonférence EF roulant sur l'horizontale ÂB. Prenons le point le plus bas C de la courbe pour origine des coordonnées, l'axe des x horizontal et l'axe des y vertical. Si nous appelons aie diamètre EF du cercle générateur, l'équation différentielle de la cycloïde sera (n37 ;4o):
ou
ds
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OU bien h
(2) 5 = 2 \^, s* = kay,
en appelant s la longueur de Tare CM.
L'accélération du point mobile se compose de Taccélération ^ constante ^, parallèle aux y, dirigée vers les y négatifs, et de raccélération L, inconnue, dirigée suivant la normale MI à la courbe ; d'autre part, en appelant v la vitesse du point, p le rayon de courbure de la trajectoire, les composantes de Taccé-
lération totale sont — suivant ME et - suivant MI, nous avons
at p
donc, comme précédemment, Téquipollence
Projetons encore sur les deux directions i^ectangulaires ME, MI ; nous aurons :
(4) — . -- = ^ sin MEj:, -= — g cos MEa: + L.
La dernière équation nous donnera L en fonction de a et de V lorsque nous connaîtrons la loi du mouvement qui nous sera fournie par la première. En mettant pour sin MEo? sa valeur, celle-ci devient
multipliant le premier membre par vdl^ le second par ds
='\/^dy qui lui est égal, il vient, en changeant les signes : ^ y
(^) vdv = — ffdy,
OU, en intégrant, et désignant par y^ l'ordonnée du point de départ du mobile :
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On aurait pu écrire immédiatement cette équation en appliquant le théorème du n^ 79, puisque la somme intégrale de à / des produits géométriques des accélérations par les éléments d$ du chemin parcouru se réduit à g (y^ — y), Taccélération L étant constamment normale k ds et donnant toujours un produit géométrique nul.
Mettons dans cette équation, au lieu de y et j^q, leurs valeurs en s et s^; nous aurons
OU bien
(9) dt ^—K/fH *
S yiso* — «•
Intégrant et remarquant qu'il n'y a pas à ajouter de constante puisque s=Sq pour t^O, il vient
(<0) r==\/!?arcco8L.
D'où
(tt) s = s, cos /
La durée totale de la demi-oscillation s'obtiendra en faisant *•= — «0 ou le cosinus égal à w, ce qui donne
fia
et cette durée est indépendante de Sq. Toutes les oscillalions du point mobile s'effectuent dans le môme temps que celles d'un pendule simple dont la longueur serait le double du diamètre du cercle générateur.
POINT ASSUJETTI A CERTAINES CONDITIONS
Cette propriété de la cycloi'de lui a valu le nom de courbe tautochrone .
Nous aurions pu, comme plus haut, déduire cette propriété de la valeur de la composante tangentielle de Taccélération,
laquelle exprimée par ^ i/? est égale, en remplaçant y par sa
valeur --, àf-. s.
L'accélération tangentielle est donc proportionnelle aux arcs de la trajectoire comptés à partir du point C ; il en résulte (n^ 75) que le point mobile exécutera, de part et d'autre du point C, des oscillations isochrones dont la durée sera
/Ta
pour chaque demî-oscillatîon, et que l'équation du mouvement sera
So COS tt/ If
ce qui est précisément ce que nous avons trouvé autrement.
•t. Mouvement d'un point pesant sur une droite inelinée. — Etudions encore le mouvement d'un point pesant sur une droite inclinée faisant un angle a avec la verticale (fig. 85), et supposons, comme nous l'avons fait d^ailleurs dans les deux exemples qui précèdent, que l'accélération qui équivaut k l'obligation pour le point de parcourir la droite donnée soit toujours normale à cette trajectoire. Le rayon de
courbure de celle-ci étant infini, l'accélération normale -sera
P toujours nulle, et l'équipollence que nous avons déjà écrite
plusieurs fois se réduira h
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ou, en projetant sur la direction de la trajectoire AM et sur la direction normale MN :
(2) j=yco8«; L= — gsinoL»
La dernière donne L, qui est constante.
La première, intégrée, devient en appc- ^^ lant t'o la vitesse initiale :
(3) r=ro + y/cosa.
*^' ^' Et, en appelant x la longueur parcourue
AM, à partir d'un point donné A où le mobile est supposé se
trouver à Tépoque /=0,et en remarquant que «=--:
W x = vt + - gl^ cos a.
Supposons que ronaitt;o=0,ouque le mobile ait été abandonné sans vitesse au point A, ces équations deviennent :
y a:=- gr^«cos a.
V gt cos a
D'où
^tgx cos «.
Si le point, au lieu de parcourir la droite inclinée AM avait suivi la verticale AC, sa vitesse au point P, situé à une hauteur A =jr cos a, c'est-à-dire dans le même plan horizontal
que My aurait été égale à \'2gh = ^2gxcos a.
La vitesse du point mobile est donc la même que s'il était tombé librement de la même hauteur verticale, et cela quelle que soit Tinclinaison de la droite qu'il a été astreint à suivre.
Ce résultat est une conséquence évidente du théorème du no 79 exprimé par Téquation
1 ipt _ ,;^î) = £j (X) ds.
L'accélération L, étant normale à la trajectoire, ne donne rien dans le produit géométrique du second membre qui se réduit ainsi à la somme des produits g (X) dx ou gdx cos a, laquelle est bien éirale n gh quel que soit l'angle x.
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Au point M élevons MC perpendiculaire à AM, et soit C son point d'intersection avecla verlicalc ; nous avons x=ACcosa;
donc AC = 'gl^y ou encore
Cette expression ne dépendant que de AC montre que te mobile partant du repos en A mettra le même temps à parcourir toutes les cordes issues de ce point et limitées aux pieds des perpendiculaires abaissées du point C, c'est-à-dire à la circonfjérence de cercle décrite sur la verticale AC comme diamètre.
Il est facile de vérifier que le temps nécessaire au mobile pour parcourir la droite inclinée AM est le même que celui qu'il mettrait à parcourir la droite perpendiculaire MCen partant du repos en M ; et cola, quel que soit Tangle a.
Supposons maintenant, contrairement à ce que nous avons fait jusqu'ici, que Taccéléralion due à la droite AM soit oblique à cette droite, et fasse, du côté opposé au sens du mouvement, avec la normale à celle ligne, un angle que nous désignerons par <p. Le problème se traite toujours de la mémo manière et Téquipollence
donne, en remarquant que L fait alors Tangle <p avec la normale MN :
— = ûr cos a + L sin © , = y sin a + L cos o.
dt
D'où, en éliminant L :
dfû cos (g -t- y)
dt ^ cos ff
Le mouvement du point est encore uniformément accéléré ; seulement l'accélération, au lieu d'être comme dans le cas pré-
cos (ctr^ 9)
cèdent égale à g cos a, n'est plus que g '- — = y cos a —
g sin a tang ç. Elle est donc diminuée si, comme nous le supposons, les angles a et (p sont inférieurs à 90 degrés.
Lorsque a + 9 = - on a cos (a + ç) = et par suite 57 = 0,
le mouvement est uniforme, ou bien, si la vitesse initiale Vq était nulle, le point resterait immobile.
Si Ton avait a + <p > - , le cosinus deviendrait négatif ainsi
que T- . La vitesse initiale irait donc en diminuant jusqu'à zéro
et alors le point s'arrêterait. Il ne se remettrait pas en mouvement ensuite, puisque par hypothèse l'accélération L, étant dirigée en sens contraire du mouvement, changerait de sens avec le mouvement lui-même.
•t. Braehlfitoelirone d'an point pesant. — Revenons à rhypothèse la plus simple où laccélération attribuée à la courbe que doit suivre le point pesant dans son mouvement est constamment normale à cette courbe, et proposons-nous alors de déterminer la forme que doit avoir cette trajectoire pour que la durée du trajet du point mobile partant du repos entre deux points fixes donnés Â^ B (fig. 86), soit minimum.
Remarquons d'abord que, quelle que soit la forme de la trajectoire, la vitesse du point, lorsqu'il arrivera à un plan horizontal MC à une hauteur verticale AC au-dessous du point A, sera toujours la même. En effet, le théorème du n' 79 nous ^^ ^ donnera toujours :
et le produit géométrique du second membre de cette équation est, quelle que soit la forme de la trajectoire AM entre les points A et M, égale au produit de l'accélération constante g en F>«- 86. grandeur et en direction par
la projection AG de l'espace parcouru.
Supposons nulle la vitesse initiale t?^, nous aurons toujours
MV
t»' = 2^XAC
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quel que soit le chemin suivi entre le point A et le plan horizontal CM.
n résulte d'abord de là que la courbe cherchée, dite brachistochrone du point pesant, sera contenue dans le plan vertical passant par les deux points donnés A et B. En effet, une courbe quelconque, joignant ces deux points, est plus longue que sa projection sur ce plan et comme chacun de ses éléments sera parcouru avec la même vitesse que l'élément correspondant de sa projection, celle-ci exigera une durée totale moindre pour le parcours entre les deux extrémités communes.
Prenons donc le plan vertical mené par les points A et B pour plan de la figure, le point le plus haut A pour origine. Taxe des x horizontal et Paxe des y vertical dirigé de haut en bas. Divisons la courbe par des lignes horizontales équidistantes dont l'intervalle sera rfy, considérons trois points consécutifs Ml, M, M' de la courbe cherchée, désignons par v la vitesse du point mobile dans le premier intervalle, deM, à M, w H- (fo cette vitesse dans le second, de M à M', et par i et i + di les angles formés avec la verticale MN par les éléments MM| et MM'. D'après le théorème de Fermât * nous devons avoir :
1. Ce théorème peut s'énoncer ainsi : si un point doit aller de A en B,
fig. 87y en traversant un plan MM', et s'il se meut de chaque côté de ce plan
avec des vitesses constantes v, t/, le trajet exigeant le moins de temps est
composé de deux droites AC, GB contenues dans le plan normal à MM^ et
_ . , , _,_., j 1 . .# I sin * sin t' faisant avec la normale ISN des angles t et % tels que — = .
On voit d'abord, en raisonnant comme plus haut, que le trajet exigeant le moins de temps se trouve dans le plan mené par AB^ normalement au plan MM^ Soit alors ACB ce trajet cherché. Prenons un point 0/ à une distance infiniment petite dx du point G et considérons le trajet AG'B, menons GD, C'D' perpendiculaires à AC et GB ; la durée du trajet de A en G' dépasse
11 , 1 , ^ , (ia?sini
celle du trajet de A en G de — — ; au
contraire, celle de G' en B est moindre que
(te sin t' celle de G en B de la quantité — .Par
conséquent, la durée du trajet total, de A
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sin I sin (t + «'O
r v-\- de
. . dx
ou bien, puisque nous avons t* = \l^9yi
dx 1
- — -z^ = const.
ou bien encore, en désignant par a une longueur constante à déterminer
Equation différentielle d'une cycloîde comme on peut le voir on la comparant à celle du n"* 37, 1'*. Elle donne d'ailleurs, en
mettant pour dx sa valeur yjds^ — rfy' :
dy
ds =
et en intégrant et remarquant, pour déterminer la constante d'intégration, que 5 et ^ s'annulent en même temps :
s = 2a—2 va (a — y)
ou bien, en transportant Torigine au point s = 2a^ f/ = a:
s' = i ay,
équation, dans sa forme ordinaire, d'une cycloîde dont le cercle générateur a pour diamètre la constante inconnue a.
On détermine cette constante en exprimant que la courbe passe au point B, dont les coordonnées sont supposées connues.
en B, en passant par le point C^, dilTère de celle du trajet passant par le point
^ , , . , , /sin 1 sin t'\ C de la quantité dx i ;- j .
Si le point C correspond & un minimum, celte didërenlielle de la durée du trajet doit être uulfe, ce qui démaatre le théorème éaoQcé.
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•s. Héflaitlon des systènies invariableft. — Le titre de ce chapitre indique que nous étudions le mouvement des systèmes invariables non pas dans ses lois, c'est-à-dire dans la manière dont il se modifie avec le temps, mais simplement dans les propriétés de ses éléments statiques. En d'autres termes, nous nous bornerons à comparer. les vitesses des divers points sans nous occuper de leurs accélérations.
On appelle système invariable un système de points assujettis à rester à des distances invariables les uns des autres. Il résulte de cette ddiinition que les angles formés par les différentes lignes droites réunissant deux à deux les points du système sont également invariables et que, par suite, la forme du système est toujours la même. C'est ce qui justifie son nom.
La position d'un système invariable, dans Tespace, est déterminée quand on connaît celle de trois de ses points non en ligne droite. En effet, la position d'un quatrième point quelconque sera déterminée par Tintersection des trois sphères décrites des trois points donnés comme centres avec des rayons égaux à leurs distances à ce quatrième point. Ces trois sphères ont deux points communs ; mais il ne peut y avoir d'ambiguïté sur celui de ces deux points qu'il convient de choisir, si Ton considère que des deux tétraèdres formés en joignant ces deux points aux trois autres, l'un seulement est superposable à celui qui serait obtenu de la même manière avec les positions primitives des points ; l'autre, symétrique, ne saurait convenir à la question.
Ânalytiquement, la position de trois points dans l'espace exige la connaissance des neuf coordonnées de ces points ; mais comme il y a, entré ces quantités, trois relatioas données exprimant que les distances de ces trois points sont invariables, il suffira de six relations entre les coordonnées des points du système pour déterminer sa position. Si donc n est le nombre de ces points, la condition d'invariabilité de forme équivaut à 3n — 6 relations entre leurs 3w coordonnées.
Le mouvement d'un système invariable dans l'espace sera donc défini par six équations de la former:, ou y, ou z = f{t)^ donnant à chaque époque les valeurs de six des SfT coordonnées des points de ce système. Nous allons en donner des exemples.
fl4. Mouvement de translation. — On dit qu'une droite est animée d'un mouvement de translation lorsqu'elle se déplace en restant constamment parallèle à elle-même. To7iS ses points restant à des distances invariables les uns des autres, ont à chaque instant mente vitesse et même accélération et
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Pig. 88.
décrivent des trajectoires géométriquement égales ou super-
posables. Si, en effet, A,B (fig. 88) sont deux pM^ points quelconques de la droite mobile, Ai, A|,
M A, B|, B|... leurs positions successives^ les
J,^ ^ droites AiB,, AgBt,... sont égales et parallèles à AB, les figures qu'elles forment avec AB sont des parallélogrammes, et les côtés AAt, A1A3... sont respectivement égaux et parallèles k BBj,
BiBt« ce qui, en passant k la limite, démontre
la proposition qui vient d'être énoncée.
Si deux droites concourantes, menées dans un système in« variable, ont un mouvement de translation, il en est de même de toute autre droite du système qui est dit, lui-même, animé d'un mouvement de translation. Cela est évident pour toute droite rencontrant les deux premières ; en effet, chacun des points de celles-ci a même vitesse et même trajectoire que leur point commun, et cette troisième droite ayant deux de ses points qui ont même vitesse et même trajectoire a un mouvement de translation. S'il s'agit d'une droite ne rencontrant pas les deux premières, en la projetant sur le plan de celles-ci, sa projection les rencontrera et sera par suite animée d'un mouvement de translation, et il en sera de même de la droite dont elle est la projection qui fait avec elle un angle constant.
Lors donc qu'un système invariable a un mouvement de translation, tous ses points décrivent des trajectoires égales et ont à chaque instant même vitesse et même accélération. 11 en est de même, par conséquent, du centre de gravité du système.
M. Mouvement de rototlen. — Lorsqu'un système invariable se déplace de manière que deux de ses points restent fixes, il est dit animé d'un mouvement de rotation. Il est évident, d'abord, que tous les points de la droite qui joint les deux points fixes sont également fixes ; en effet, ils ne pourraient s'écarter de la droite qui les joint sans ^écarter de l'un d'eux au moins, ce qui est impossible puisque le système est invariable. Cette droite immobile porte le nom à!axe de la rotation.
Si Ton considère un point M quelconque en dehors de Taxe, el si, de ce point, on abaisse uiîe perpendiculaire sur l'axe, celle ligne, dans le mouvement du syslème, restera perpendiculaire à Taxe et de Ionf*:ueur constante. Le point M quelconque décrira donc une circonférence de cercle dont le plan sera perpendiculaire à Taxe et dont le rayon est la distance de ce point à Taxe. Le plan mené par ce point et par Taxe porte le nom de méridien du point M. Tous les points situés dans un même plan méridien restent dans ce même plan pendant le mouvement; Tangle de deux plans méridiens restant invariable, chacun de ces plans décrit des angles égaux dans le même temps.
La position d\m point du système définit alors celle du système entier, et cette position d'un point est déterminée si Ton connaît, à chaque instant, Tangle 6 que fait son plan méridien avec la position initiale de ce même plan. Cet angle est le même pour tous les plans méridiens. Une équation de la forme
déiinit donc le mouvement de rotation d'un système invariable. Un point quelconque, à une distance /• de Taxe, a son mouvement défini par Téquation 5=5o + ?'6 = 5a+rç(/), puisque
sa trajectoire est déterminée. Sa vitesse est y = r j- et elle est
dirigée suivant la tangente à la trajectoire, c'est-à-dire norma-
• . . . . rfO
lemeut au plan méridien. La vitesse angulaire j-^ç' (/) étant
la même pour tous les points, on voit que les vitesses des points sont proportionnelles aux distances de ces points à Taxe.
Quant à Taccélération, sa composante tangenlielle j a pour
valeur r — =.r <p (/), et sa composante normale est — ou
■r j ■ La dérivée seconde, cp"(<)r=-. -—, est l'accélération angulaire, la même pour tous les points.
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. Ml. Mouvement d'ane fleure plane dans son plan.
— L'étude du mouvement des systèmes invariables est facilitée par celle du mouvement d'une figure plane dans son plan, dont nous allons nous occuper.
. Une figure plane est un système invariable, et si elle se meut dans son plan, sa position est délcrminée lorsque Ton connaît celle de deux de ses points. Si Ton rapporte ces points à deux axes de coordonnées rectangulaires dans le plan, la connais* sance de la position de deux points exigera celle de leurs quatre coordonnées ; mais comme il y a, entre ces quantités, une relation nécessaire, exprimant que la distance do deux points est invariable, il suffira de trois équations de la forme X ou yz=zf[t) pour définir à chaque instant la position de la figure plane dans son plan. Si, en général, n est le nombre de points delà figure, les 2n coordonnées de ces points pourront être calculées lorsque Ton connaîtra trois d'entre elles ; la condition d'invariabilité de la forme de la figure équivaut donc à 2n — 3 relations entre les coordonnées de ses points.
•9. Centre IniitonCané de rotation. — Une figure plane peut être amenée d*une position à une autre quelconque, dans son plan, au moyen d'une rotation autour d'un point du plan. La position de la figure dans le plan, étant définie par celle de deux de ses points, soient A, B (fig. 89j ces deux points dans leur position initiale, Aj, B^ leur position finale. Menons
A Aj , BBi et, aux milieux I et K de ces deux lignes, élevons des perpendiculaires IC, KC, qui se rencontrent en C. Le point C est celui autour duquel la figure doit tourner pour passer de la position définie par AB, à celle d(?finie par A, B,. Joignons-le, en effet, aux quatre points A, B, Ai, B, ; les doux triangles ABC, Aj B, C (^tant égaux comme ayant leurs trois côtés égaux cl ayant un sommet C commun, si Ton fait tourner le triangle ABC autour de ce sommet jusqu'à ce que l'un des côtés CA, par exemple, vionne coïncider avec CA,, AB coïncidera alors avec Aj B, ;
Fig. 89.
c'est-à-dire que la figure plane aura été amenée de sa première à sa seconde position au moyen d'une rotation autour du point C.
Cette rotation peut différer et diffère en général du mouvement réel dont la figure a pu être animée pour passer d'une position à l'autre, et les trajectoires de ses divers points qui, dans le mouvement de rotation, sont des arcs de cercle décrits du point C comme centre, difTerent en général des trajectoires réelles de ces mêmes points ; mais si l'on ne considère que les cordes AÂi, BBi, ... elles sont les mêmes dans le mouvement de rotation et dans le mouvement réel.
Cela est vrai quel que soit le déplacement de la figure et subsiste lorsque le déplacement devient infiniment petit. Les cordes AAi, BBi... deviennent alors les tangentes aux arcs de cercle du mouvement de rotation et aux trajectoires du mouvement réel, et les quotients des longueurs de ces cordes par le temps infiniment petit pendant lequel s*effectue le déplacement deviennent les vitesses dans les deux mouvements ; et l'on voit quelles sont les mêmes. On en déduit immédiatement les conséquences suivantes :
Les normales aux trajectoires de tous les points dune figure plane qui se déplace d'une manière quelconque dans son plan passent à chaque instant par un même point.
Les vitesses de ces différents points sont, à chaque instanty proportionnelles à leurs distances au point de concours des normales.
Ce point porte de nom de centre instantané de rotation. Cette dénomination rappelle que le point dont il s'agit ne joue le rôle de centre de rotation que pendant un intervalle de temps infiniment petit, après lequel le centre de rotation prend une autre position dans le plan, et ainsi de suite. *
Il n'est pas inutile de faire remarquer que les cercles décrits du centre instantané comme centre et tangents aux trajectoires des différents points de la figure n'ont, en général, avec ces trajectoires, qu'un contact ordinaire ou du premier ordre, c'està-dire qu'ils s'en écartent, au bout d'un temps infiniment petit du premier ordre, d'un infiniment petit du second ordre. Telle est la valeur de l'approximation que Ton fait, en substituant au
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moavement réel le mouvement de rotation autour du centre instantané.
On peut d'ailleurs vérifier facilement que si, à une certaine (époque, deux points mobiles coïncident et s'ils ont même vitesse en grandeur, direction et sens, ils ne se sont écartés, après un temps infiniment petit du premier ordre, que d'un espace infiniment petit du second ordre. Il est inutile d'insister sur la démonstration.
Lorsque la figure plane, qui se déplace dans son plan, est une courbe, il existe toujours, comme on sait, une courbe enveloppe de ses positions successives, et cette enveloppe, lieu des intersections de deux courbes infiniment voisines, est tangente à chacune des courbes.
La normale à la courbe mobile à son point de contact avec Tenveloppe, c'est-à-dire la normale commune à Fenveloppe et à Fenveloppée passe, à chaque instant, par le centre instantané de rotation.
Si en effet MN (fig. 90) est la courbe mobile dans une de
ses positions, C le centre instantané de rotation correspondant, CP la normale abaissée de ce point sur la courbe MN, considérons deux points A et B situés sur la courbe de part et d'autre du point P ; dans le mouvement de rotation autour du point C ces deux points viendront respectivement en A' et en B', de part et d'autre de la courbe MN ; le point d^intersection de cette courbe et de sa nouvelle position passant par A'B' sera donc situé entre A' et B', c'est-à-dire, à la limite, lorsque AA', BB' sont infiniment petits, au point P, puisque l'on peut prendre les points A et B aussi voisins de ce point qu'on le veut. Ce point P, intersection de deux positions successives de la courbe mobile est donc un point de Tenveloppë qui y est tangente à la courbe MN et par suite normale à CP. Ce qui démontre le théorème énoncé.
Les propriétés du centre instantané de rotation permettent de résoudre divers problèmes; en particulier celui qui consiste, étant données les vitesses de deux points de la figure mobile,
à Irouver celle d'ua autre point quelconque. AA', BB' (fig. 91)
étant les vitesses données des deux points A, ■>A B, il suffit évidemment d'élever en A, B, sur
yv^^ ^ leurs directions, les perpendiculaires AC, BC
/ ^ pour avoir, au point C d'intersection de ces li-
/ gnes, le centre instantané de rotation corrcs-
/x\ pondant ; et alors la vitesse d'un autre point
X^'^ ^M' quelconque M s'obtiendra en joignant ce point
au point C, et en portant sur la perpendicu-
Fig. 91. \^\xçt à MC une ligne MM' telle que Ton ait
MM' AA' BB
— ^^ AT "^ RT^ ligne MM sera la vitesse du point M.
On voit que les vitesses A A' et BB' des deux points A et B ne peuvent être quelconques : elles doivent satisfaire à la condition qui vient d'entre écrite, c'est-à-dire qu'elles doivent être proportionnelles à leurs distances au point C. Nous avons vu, d'un autre côté, que les vitesses des divers points d'une droite AB avaient même projection sur cette droite ; il est facile do vérifier que ces deux conditions sont équivalentes.
Il suffit, comme nous l'avons dit, de trois conditions pour définir la position de la figure dans le plan, ou de trois équations pour définir son mouvement ; or, donner les grandeurs et les directions des vitesses de deux points, c'est donner quatre conditions qui ne peuvent, par conséquent, être choisies arbitrairement. On ne peut se donner que la grandeur et la direction de l'une des deux vitesses avec la grandeur ou la direction de l'autre, et ces trois données suffisent pour résoudre le problème.
9H. Uffait^e du centre Siistaulané de rotation pour tracer lc« tangentes aux courbes. — Chaque vitesse AA', BB', MM'... étant tangente à la trajectoire du point correspondant, on voit que la connaissance des tangentes aux trajectoires de deux points de la figure permet de construire la tangente à la trajectoire d'un autre point quelconque. Nous allons en donner des exemples.
Une droite de longueur constante se meut, dans un plan, de manière que ses extrémités A et B (fig. 92) se trouvent con$-
iamment sur deux courbes données. Si Ton mène les normales à ces deux courbes, elles concourront au cenlre instantané de
rotation qui sera ainsi on C, et si un point quelconque M est lié d'une manière invariable à la droite AB, la normale à sa trajectoire passera par le point C, c'est-àdire que la tangente au lieu géométrique décrit par le point M sera la ligne MT, perpendiculaire à CM.
^'»- ^- On sait, par exemple, que si les deux
courbes données sont des lignes droites et si le point M se trouve sur la droite AB, 1er lieu dont il s'agit est une ellipse, à laquelle on peut ainsi construire la tangente.
Une droite se déplace dans un plan de manière à ce qu'un de ses points A parcoure une courbe donnée et qu'elle reste toujours tangente à une autre courbe donnée (fig. 93). Cette seconde courbe peut être ^^.--3*-»C considérée comme l'enve-
loppe des positions de la droite, et alors la normale au point de contact B de TenVeloppe et de Tenvelop- Fig. 93. pée passe au cenlre instan-
tané de rotation, lequel se trouve aussi sur la normale à la trajectoire connue du point A. Il se trouve donc en C, au point de concours de ces deux normales, et la normale à la trajectoire d'im point quelconque M, invariablement lié à la droite mobile, sera la droite CM, ce qui donne la tangente MT à celle trajectoire.
Ce dernier exemple comprend, comme cas particulier, le cas où la droite mobile, au lieu d'être constamment tangente à une courbe fixe, passe constamment par un point fixe que l'on peut considérer comme un cercle d'un rayon infiniment petit. L'une des deux normales, servant à déterminer le centre instantané de rotation, est alors la perpendiculaire élevée à la droite mobile par le point lixc par lequel elle est astreinte il passer. On retrouve ainsi, en particulier, Tune des deux constructions que nous avons données plus haut pour la tanerenle à la conchnlde.
99. Appllcatloa à la détermination da rapport des vitesse» de divers points. — Les propriétés du centre instantané de rotation permettent aussi de trouver les rapports entre les vitesses des différents points d'une figure mobile. Considérons, par exemple, deux manivelles OA, O'A' tournant autour d'axes parallèles 0, 0' et reliées par une bielle ÂA'. On se propose de trouver la relation qui existe, à un instant quelconque, entre les vitesses angulaires c»^ <ù' de rotation de ces deux manivelles.
La bielle AA', de longueur constante, se meut de manière que ses extrémités parcourent les circonférences et 0', le centre instantané de rotation de cette bielle est donc au point C, intersection' des rayons OA, O'A' prolongés. Les vitesses v
Fig. 94.
et v' des deux points A et A' sont proportionnelles à leurs distances à ce point et, d'autre part, ces vitesses sont égales aux vitesses angulaires de rotation des manivelles, multipliées par le rayon correspondant. Si r et r représentent les rayons décès manivelles, on a ainsi :
r GA r«
v=ro>, u=ra>, et ;r' = ^ =7r;-
Par Tun des deux centres 0', par exemple, menons une parallèle O'B h Tautre manivelle OA jusqu'à son intersection en B avec la bielle prolongée, les deux triangles semblables CAA', O'BA' nous donneront :
GA O'B ,. rw O'B
TTir, = ;;7r/ ou bien -r-/ = — r ;
GA' O'A' r'« r' '
d OÙ -/ = rr
w' OA
et comme OA est constant, le rapport des vitesses varie proportionnellement à O'B.
Si, en particulier, les deux rayons deviennent égaux et parallèles, les longueurs O'B, OA sont constamment les mêmes : les vitesses angulaires sont égales.
Et si Ton prolonge la ligne AA' jusqu'à sa rencontre en K avec la ligne des centres 00', on aura :
«'"" OA "OK* Les vitesses angulaires des deux manivelles sont, à chaque instant, en rapport inverse des distances des axes au point K.
^ \ On trouverait,de mê-
f \ me, la relation entre la
^ vitesse angulaire d'une
manivelle OA (fig. 95) reliée par une bielle AB à la tige BB' d'un piston animé d'un mouvement rectiligne. Le Q centre instantané de ro-
Fig. 95. tation de la bielle AB
est au point C, intersection du rayon OA prolongé et de la perpendiculaire élevée au point B à la direction BB'. Si cette direction prolongée passe par le point 0, on a, en menant OD parallèle à CB jusqu'à la rencontre de BA prolongée, et en désignant par r le rayon OA, par o sa vitesse angulaire et par V la vitesse linéaire du point B:
ca'
_0D _ OA
OD r '
co.OD.
D'où
On voit que pour une valeur donnée de o la vitesses devient maximum lorsque la manivelle OA coïncide avec OD, c'est-àdire est perpendiculaire à OB; elle s'annule, au contraire, lorsque la manivelle se trouve dans la direction même de OB.
lOO. Monveinent d'an nyiitèiiie invariaMe parallèle^ ment à an plan Orne. — Un système invariable se meut pa-
rallëlement à un plan fixe lorsque tous ses points décrivent des trajecloires parallèles à ce plan fixe. Tous les points situés dans ce plan ou dans un plan parallèle restent donc dans le même plan, et comme la position du système est définie par la position de trois points non en ligne droite, on voit que le déplacement d'un système invariable parallèlement à un plan fixe peut être obtenu par une rotation autour d'un axe perpendiculaire à ce plan. S'il s'agit d'un déplacement infiniment petit. Taxe de rotation porte le nom d'axe instantané ; les vitesses des divers points sont proportionnelles aux distances de ces points à Taxe, etc. Tout ce qui a été dit du mouvement d'une figure plane dans son plan s'applique au mouvement d'un système parallèlement à un plan.
toi. llouveinent crune flipurc sphérique sur une spbère. — Considérons une figure invariable, tracée sur une sphère et se déplaçant sur cette sphère. Le système invariable formé par cette figure et par le centre de la sphère a sa position définie par celle de trois de ses points, c'est-à-dire, puisque le centre est fixe, que la position de la figure sphérique sur la sphère sera définie par celle de deux de ses points ; ces deux points étant d'ailleurs à distance invariable l'un de l'autre et du centre, il existe entre leurs six coordonnées trois relations nécessaires.
En d'autres termes, trois conditions sont nécessaires et suffisantes pour déterminer les coordonnées des points de la figure sphérique.
En raisonnant absolument de la même manière que plus haut, pour le déplacement d'une figure plane dans son plan, on reconnaîtra que :
Une figure sphérique peut être amenée d'une position quelconque à une autre, sur la surface de la sphère, par une rotation autour d'un pôle convenablement choisi ;
Le mouvement élémentaire le plus général est une rotation autour d'un pôle instantané de rotation. Les vitesses des divers points sont proportionnelles aux distances de ces points à l'axe passant par le pôle et par le centre de la sphère.
§ l. — MULVEMKNTS ÉLÉMti.NTAlHKS 205
tOM. Mouvement d'an nyslènie invariable qui a un peint Urne. — Si Ton considère le déplacement d'un système invariable qui a un point fixe, si Ton coupe ce système par une sphère ayant son centre au point fixe, et si sur cette sphère on prend deux points invariablement liés au système mobile, la position de ces deux points définira celle du système. Ces deux points déterminent un arc de grand cercle qui se déplace sur la surface de la sphère ; par conséquent :
Un système invariable qui a un point fixe peut être amené d'une position à une autre quelconque, au moyen d'une rota-* tion autour d'un axe passant par le point fixe.
Le mouvement élémentaire le plus général d'un système invariable dont un point est fixe, est une rotation autour d'un axe instantané de rotation.
Il y a donc, k chaque instant^ dans le mouvement continu d'un système invariable qui a un point fixe, une infinité de points en ligne droite dont les vitesses sont nulles.
103. Mouvement le plu» général d'un «y«tème in« variable. — Étudions maintenant le mouvement le plus général d'un système invariable dans l'espace.
On peut toujours amener ce système d'une position à une autre au movcn d'une trajislation et d'une rotation.
Les positions de ce système sont définies par celles de trois de ses points: soient A, B, C (lig. 96) les positions initiales, À', B', C les positions finales de trois points quelconques. Joignons AA' et imprimons au système une translation égale et A /x n parallèle à AA', c'est-à-dire telle
^^"^ 7' "^^-^^^^^ que tous ses points décrivent des
^ "^^ ^ ^~Ar ^^v;--} '^C trajectoires égales et parallèles à
7 V^/'' * A A': le point A viendra en A', B ^ ^^ viendra en B, et C en Ci. Et pour
pig 9g passer de la position A' Bj C| à la
position définitive A' B' C le système devra se déplacer de manière à conserver un de ses points A' fixe, c'est-à-dire que son déplacement pourra être obtenu par une rotation autour d'un axe A'X passant par A' ; ce qui démontre le théorème énoncé. Ou reconnaît d'ailleurs que la translation peut être suivie ou
précédée de la rotation ou que ces deux mouvements peuvent être simultanés.
Projetons les déplacements AA', BB\ CC etc. des divers points du système, sur la direction A'X de Taxe de la rotation. La projection BB' du déplacement d'un point quelconque B sera la somme des projections des lignes BBj et B,B\ Or cette dernière, arc de cercle décrit dans la rotation autour de A'X, est située dans un plan perpendiculaire à cet axe et a une projection nulle ; la projection de BB' se réduit ainsi à la projection de BBi égale et parallèle à AA'. Les déplacements de tous les points ont donc même projection sur Taxe A'X. Remarquons d'ailleurs que cette direction est la seule pour laquelle cette propriété subsiste, car pour toute autre, la projection du déplacement BB' se composerait toujours de la projection de BBi, égale à celle de A A' et de la projection de BjB' qui n'est nulle que sur la direction A'X.
Comme on peut faire le même raisonnement en partant de tout autre point, B, C,... au lieu du point A, on reconnaît que quel que soit le point duquel on est parti pour effectuer la translation, la direction de Taxe de la rotation est la même. On peut voir aussi que l'angle de la rotation est le même quelle que soit la translation que Ton aura faite d'abord.
Projetons les mouvements sur un plan perpendiculaire à la direction de l'axe A'X (fig.
97). Dans la translation A A', le point B vient d'abord en Bi puis en B' par une rotation autour de A'X ; les projections a, é, viennent respectivement en a', Aj, b\ Si l'on imprime au système une translation parallèle à BB', amenant le point B à sa ^'K. w. position définitive, A viendra en
A, et devra être amené en A' par une rotation autour d'un axe BX parallèle à AX ; les projections a, b viendront respectivement en a„ a' et en b\ Or, *'a, est égal et parallèle à Aa, et il en est de même de A,a', la figure btb'a^a^ est un parallèle*
gramme et les angles bxdh\ dVa^ qui mesurent les rotations effectuées dans les deux cas sont égaux, ce qu'il fallait démontrer. On voit aussi que le sens de la rotation est toujours le même.
t04. Ane Instontené de rotation et de fl^linsemeiit.
— Parmi toutes les translations qui peuvent accompagner la rotation pour amener le système invariable dans sa position définitive, il y en a une qui est parallèle à la direction de Taxe de la rotation.
Imprimons en effet au système une translation, parallèle à Taxe de la rotation et égale à la projection , égale p(Tur tous les points, de leurs déplacements sur cet axe. Dans le mouvement qui restera à effectuer pour amener le système à sa position définitive, les déplacements à attribuer aux divers points devront avoir une projection nulle sur Taxe, c'est-à-dire qu'ils devront se mouvoir dans des plans perpendiculaires à l'axe. Ce second mouvement sera, par conséquent, parallèle à un plan fixe et pourra être obtenu par une rotation perpendiculaire à ce plan fixe, ou parallèle à la direction de la translation. On voit en même temps que la position de Taxe de la rotation qui accompagne la translation parallèle à sa direction est déterminée dans l'espace.
Cet axe porte le nom d'axe de rotation et de glissement.
Si, au lieu de considérer des déplacements finis, on considère des déplacements infiniment petits, les trajectoires des divers points dans le mouvement qui vient d'être décrit auront toujours mêmes cordes que les trajectoires dans le mouvement réel et par suite, à la limite, mêmes vitesses. Or, dans le mouvement de rotation et de glissement, la vitesse d'un point quelconque est la somme géométrique des vitesses dans les deux mouvements simultanés ou successifs dont il se compose. Dans le mouvement de glissement, c'est-à-dire dans la translation parallèle à l'axe, les vitesses de tous les points sont égales et si Y est le glissement, ou le déplacement parallèle à
Taxe, cette vitesse a pour expression — . Dans le mouvement
de rotation, la vitesse de chaque point est égale à la vitesse an-
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gulalre, la même pour tous les points et que Ton peut écrire -r- en appelant 6 langle de la rotation, multipliée par la distance r du point à Taxe inslaulané. C'est donc r 7-. La vitesse
d'un point quelconque aainsi pour expression i/ l-l\ j^yt (—V
car ces deux vitesses simultanées sont rectangulaires. La direction de cette vitesse, diagonale du rectangle construit sur les deux vitesses composantes, est celle de la tangente à une hélice tracée sur un cylindre circulaire de rayon r et dont le pas est le même pour tous les points du système en mouvement.
On exprime ce résultat en disant que le mouvement le plus général d'un système invariable est un mouvement hélicoïdal autour d'un axe instantané de rotation et de glissement. II est facile, d'après cela, de résoudre le problème suivant : Etant données les vitesses de trois points d'un système invariable, trouver celle d'un quatrième point quelconque.
Observons d'abord que les trois vitesses données ne peuvent être arbitraires : deux quelconques d'entre elles doivent avoir même projection sur la droite qui joint leurs points d'application. Cela posé, soient A,B,, AjBj, A3B3 (fig. 98) les vitesses données des trois points A,, A^, A3. Ces trois vitesses ont même projection sur l'axe instantané de rotation et de glissement. Si donc par un point quelconque on mène trois lignes y ^ 0«i, 0«2 7 Oa^ respectivement équi-
poUentes aux trois lignes représentant les vitesses, et si du point on A _ a^ abaisse la perpendiculaire OP sur
j^ -^^ le plan déterminé par les trois '^« Q^ ^ points fl|, ffi, ^^3, la direction OP
sera celle de Faxe instantané, et la projection sur cette direction de la vitesse cherchée d'un quatrième point A quelconque sera égale à OP. Si, par les trois points Aj, Aj, A3, nous menons des parallèles à OP, ces lignes AiXi, ÂjXa,
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A3X3, déterminent, avec les trois vitesses correspondantes, trois plans qui sont tangents aux cylindres ayant pour axe Taxe instantané, qui se trouvera par conséquent à Tintersecliondes trois plans menés par A,Xi, AjX,, A3X3 perpendiculairement aux trois plans BiAiXi,.... et ces trois plans doivent
se couper suivant une même ligne droite parallèle à A,Xi
L'axe instantané étant déterminé en position, les composantes des vitesses suivant les lignes A,Yi, A^Yi,... menées par A,, Aj... dans les plans BiAjXi,... devront être proporlionnelles aux distances à cet axe des points A^, Ag, A3. Le rapport commun de ces composantes aux distances correspondantes donnera la vitesse angulaire de la rotation qui, multipliée par la distance du point A à Taxe, fera connaître la vitesse de ce point dans le mouvement de rotation. En composant cetle vitesse avec celle de glissement, représentée par OP, on aura la vitesse du point A dans le mouvement du système.
!•&. Ollsftenieiit de deaiL courbes Tune «ur raatrc.
— On dit que deux courbes glissent Tune sur l'autre lorsqu'elles se déplacent d'une façon quelconque, mais de manière à avoir toujours un point commun. Le glissement est angulaire si les deux courbes font entre elles un angle quelconque à leur point d'intersection ; il est tangentiel lorsqu'elles sont tangentes Tune à l'autre. Le glissement est simple lorsque le point commun reste le même sur l'une des courbes; il est mixte dans le cas contraire.
On appelle glissement élémentaire la distance dont se sont écartés, au bout d'un temps infiniment petit, les deux points qui étaient en coïncidence au commencement de cet intervalle, et vitesse de glissement le rapport du glissement élémentaire à l'élément de temps.
Considérons le glissement d'une courbe mobile sur une courbe iixe. Le glissement élémentaire est encore la distance à laquelle se trouvent l'un de l'autre, au commencement d'un
Fig. 99.
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intervalle de temps infiniment petit, les deux points qui vien*
dront en coïncidence à la fin de cet intervalle. Soit (A) (fig. 99)
la courbe fixe, (B) la courbe mobile qui est venue en (B') après
un intervalle de temps infiniment petit. On peut Tamener à
. . /-^A cette nouvelle position par une trans- (B) AjiOKp) i^^i^j^ jç (Bj ^^ (B ) gj ^^^ r^^.
tion autour du nouveau point commun b. Si b' est la position du point qui était primitivement en coïncidence avec A, le glissement élémentaire sera Ab\ Prenons sur la courbe (B) la longueur BB' = b'bj le point B' sera celui qui, après le déplacement, viendra au point b, en coïncidence avec le point a de la courbe (A) ; et je dis que le glissement élémentaire peut être représenté par B'a.On voit, en effet, que les deux longueurs B'«, AA' ne diffèrent, géométriquement, que du petit arc bib\ infiniment petit du second ordre puisque le rayon et Tangle, dont le produit mesure sa grandeur, sont tous deux infiniment petits. Le glissement élémentaire peut donc être représenté en grandeur, direction et sens par Wa et la vitesse de glissement par la limite du rapport de Wa à A/. Mais la ligne B'a est dans le plan des deux cordes BB' et Aa, c'est-à-dire que la vitesse de glissement est située dans le plan tangent commun aux deux courbes.
D'ailleurs la ligne B a est, à chaque instant, la différence géométrique de ka et de BB'. Si donc la loi du mouvement du point commun sur les deux courbes est connue, ou si Ton sait que le point A se déplace sur la courbe (A) suivant la loi définie parréquationÀ=/'(^), et si de même la loi du déplacement du point B sur la courbe (B) est exprimée par Si=fi{t) les
vitesses v =-=/'(/) et «, = -—= f^{t) seront connues et
Ton aura, en désignant par Vg la vitesse de glissement :
La vitesse de glissement est la différence géométrique des
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vitesses du déplacement du point commun sur chacune des des deux courbes.
Si le glissement est tangentiel, simple ou mixte, les deux vitesses v et Vi ont la même direction et la différence géométrique devient une différence algébrique :
IMI. Roulement de deux eonrbes l'une sur l'autre.
— Lorsque la vitesse de glissement est nulle Vg = 0, il faut que Ton ait v (=) lu, c'est-à-dire que les deux courbes doivent être tangentes et que les arcs décrits pendant le même temps par le point de contact doivent être égaux sur les deux courbes.
11 n'y a plus alors de glissement : on dit que les deux courbes roulent Tune sur Taulre.
Le roulement de deux courbes lune sur l'autre est donc caractérisé par ce fait que les courbes restent tangentes et que le point de contact s'y déplace de longueurs égales dans le même temps. Si l'une des deux courbes est fixe, et l'autre mobile, celle-ci porte le nom de roulante et la première s'appelle la base de la roulante, la trajectoire décrite par un point quelconque invariablement lié & la roulante s'appelle la roulette de ce point et le mouvement porte souvent le nom de mouvement épicycloîdal.
Si l'on considère le point B de la courbe mobile qui était en contact avec la courbe fixe, lorsque le point de contact s'est déplacé d'un arc infiniment petit, dç même longueur sur les deux courbes, ce point B ne s'est déplacé que d'une quantité infiniment petite du second ordre ; par conséquent sa vitesse, au commencement de l'intervalle de temps considéré, était identiquement nulle, d'après ce que nous avons dit au n"* 53, page 112-113. Le mouvement du système constitué par la courbe mobile, tel que la vitesse d'un des points de ce système soit nulle, ne peut donc être qu'une rotation autour d'un axe passant par ce point.
Si^ en particulier il s'agit de deux courbes planes roulant Tune sur l'autre, le point de contact est le centre instantané de rotation autour duquel tourne la courbe mobile.
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101. Prolilènic •!© t^civary. — Les propriétés du cenlre inslantané de rotation permeUcnt de déterminer facilement, dans le mouvement de roulement d'une courbe sur une autre, le rayon de courbure de la trajectoire d'un point quelconque lié à la courbe mobile. C'est le problème do Savary.
On suppose données, bien entendu, les deux courbes qui roulent Tune sur l'autre, c'est-à-dire connus leurs rayons de courbure.
Soient (Cj (fig. 100) la courbe lixe, (C) la roulante, C et C
leurs centres de courbure situés sur la normale commune au point de contact Â. Appelons R et R' les rayons de courbure AC et AC et proposons nous de trouver le centre de courbure de la trajectoire d'un point quelconque M invariablement lié à la courbe G'.La normale à la trajectoire du point M passe par le centre instantané de rotation A, c'est donc sur la ligne MA prolongée que -^ se trouve le centre de courbure >-Jierché 0. Désignons par m la ^ dislàrwîe connue AM et par tn " la dislaiir.e inconnue AO; le problème sera résolu si nous déterminons m\ Appelons encore i l'angle connu MAC qui, avec m, définit la position du point M, et ds l'arc infiniment petit AB=AB' décrit par le point de contact sur chacune des deux courbes, lorsque le contact aura lieu au point B. Alors le point M aura décrit un arc infiniment petit MM', par une rotation autour du point A comme centre, et l'anglo de cette rotation, dont la courbe mobile aura tourné, aura pour valeur l'angle que forment actuellement les deux normales CB, C'B' qui seront venues en prolongement l'une dc"^ l'autre. Or l'angle de ces deux normales est égal à la somme des angles en C cl eu C, lesquels ont respectivement pour
Fig. iOO.
mesure ^ et — ; l'angle de la rolalion est donc d* (ô + ^/) î
Il R \R R /
c'est Tangle MAM', lequel, extérieur au triangle OAM', est égal à la somme des angles en et en W. Abaissons du point A une perpendiculaire AI sur OW, nous aurons :
AI = AB cos BAI = ds cos i ;
les deux angles eu et en M' auront respectivement pour mesure - et — ,, leur somme sera ds cos i \ — | — : ]; en égalant
cette somme à la précédente et supprimant le facteur commun dSj on a la formule :
dans laquelle tout est connu à Texception de m\
Celte formule est susceptible d'une construction géométrique simple. M étant le point donné (fig. 101), lié à la courbe
mobile C\ et A le point de contact, menons MA sur laquelle devra se trouver le centre de courbure cherché. Joignons M au centre de courbure C de la courbe roulante, prolongeons MC jusqu'à sa rencontre en S avec la perpendiculaire AS élevée on A à la droite AM, et joignons le point S, ainsi déterminé, au cenlre de courbure C de la courbe lixe. Le point 0, interseclion de CS et de AM prolongé sera le centre de courbure de la roulette du point M. Conservons en effet les notations précédentes et prenant les deux droites rectangulaires AM, AS pour axes des x et des y, écrivons 1^ équations des droites MS, SO, en exprimant qu'elles r2ncontrent les axes aux points M, S, 0, ces équations seront :
ar V X y
AM^AS ' ^^ AO^AS
Ecrivons mainlenanl que la première droil« passe par le
point C dont les coordonnées sont R' cosi et R' sini, et que la seconde passe par le point G dont les coordonnées sont — R cos t et — R sin /, nous aurons :
R' cos t R' sin t
AS
et
R cos t R sin t
AO
AS
Divisant la première de ces équations par R', la seconde par R et ajoutant membre à membre, nous obtenons :
. /l i \ il
ce qui^ comparé à la formule (1) montre que AO = ?w'.
La formule de Savary (i) est générale el s'applique au cas où les centres de courbure G et G' seraient du même côté des points de contact A, c'est-à-dire au cas où les deux courbes seraient intérieures Tune à Taulre. Il faudrait alors changer le signe de R', maïs la construction graphique pourrait toujours s'appliquer sans modification.
i09. Application à la eycloïde et à l'épieyeloide.
— Appliquons cette construction à trouver le rayon, le centre de courbure et la développée d'une eycloïde engendrée par un point M (fig. 102) d'une circonférence de cercle qui roule sur une droite XX. Joignons le point M au centre instantané de
rotation A, ce qui nous donnera la normale MA à la eycloïde, lieu du point M. Joignons MC que nous prolongerons jusqu'à sa rencontre en S avec la perpendiculaire AS élevée en A à la normale "X AM ; puis joignons le point S ainsi déterminé au centre de dfturbure de la base de la roulante. Gomme cette ligne est droite, son centre de courbure est à l'infini sur une quelconque de ses normales, et en Fig. i02. menant SO perpendiculaire à XX,
nous aurons en le centre de courbure cherché. Le ravon de
courbure MO est double do la normale MA, car les deux angles en M et en étant égaux, le triangle MSO est isoscèle et la perpendiculaire SA abaissée du spmmet sur la base partage celle-ci en deux parties égales. Si, au-dessous de XX, nous construisons une nouvelle circonférence égale à la première et dont le centre, C\ soit placé symétriquement à C par rapport à XX, le point se trouvera sur cette circonférence.
Si Ton considère le sommet H de la cycloïde, c'est-à-dire le point où sera arrivé le point M lorsque la circonférence mobile C aura son point de contact en E, à une distance AE du point A égale à Tare AS ou à MD, et si Ton prend le point F situé sur la ligne YY et sur la même perpendiculaire HE à XX, Tare BO sera égal à la longueur BF, c'est-à-dire que le point se trouvera sur la cycloïde décrite par le point du cercle C roulant sur la ligne YY. La développée de la cycloïde est donc une cycloïde égale.
Cherchons maintenant le rayon de courbure et la développée d'une épicycloïde engendrée par un point d'une circonférence de rayon r qu' roule à Textérieur d'une autre circonférence de rayon R. Soient C et C (fig. 103) les centres de ces deux
circonférences, A leur point de contact et M le point qui décrit Tépicycloïde. Pour appliquer la construction de Savary,on mènera la normale MA à cette courbe au point M, c'est-à-dire que l'on joindra le point M au centre instantané de rotation A de la figure mobile; on élèvera AS perpendiculaire à AM et Ton joindra MC que l'on prolongera jusqu'à son intersection en S avec AS. On mènera ensuite SC qui, par son inter- ^^^' *^^' section avec MA prolongée, don-
nera en le centre de courbure de l'épicycloïde au point M. Construisons, à l'intérieur de la circonférence C, une autre circonférence, tangente en A aux deux premières et passant
par le point ; soit AB le diamètre de cette circonférence, menons BO qui sera perpendiculaire à MO et par suite parallèle à AS. Les arcs AS, BO de ces deux circonférences sont entre eux comme les distances AC, BC des points A et B au point C, Et si, du point C comme centre, on décrit une nouvelle circonférence avec C'B pour rayon ; si, sur les deux circonférences C'A, C'B, on prend les deux points E, F, situés sur le rayon C'H joignant le point C au sommet H de Tépicycloïde, Tare AS étant égal à Parc AE, Ton aura de même Tégalilé des arcs BO et BF. Il en résulte que le point se trouve sur une épicycloïde engendrée par un point de la circonférence AB, roulant sur la circonférence de rayon C'B. La développée de Tépicycloïde est donc une autre épicycloïde. On a de plus, entre les rayons r et R des circonférences engendrant la première et ceux r et R' des circonférences engendrant la seconde, les relations évidentes :
^«L et R' + 2r' = R.
ton. Crllssement et roulement des surfaces. — Tout ce qui vient d'êlre dit du glissement et du roulement de deux courbes Tune sur Tautre s'applique au glissement et au roulement de deux surfaces. On dit que deux surfaces glissent Tune sur Tautre lorsqu'elles se déplacent en restant constamment tangentes en un point commun. Si l'on considère le lieu du point de contact sur les deux surfaces, on a deux courbes qui glissent Tune sur Tautre, et suivant que le glissement de ces courbes est angulaire, tangentiel, simple ou mixte, il en est de même du glissement des deux surfaces. Le glissement élémentaire et la vitesse de glissement ont la même déiinition que dans le cas de deux courbes. Les deux surfaces roulent Tune sur l'autre lorsque les deux courbes dont il s*agit roulent elles mêmes Tune sur Tautre. Le roulement d'une surface sur une aulre est ainsi une rotation autour d'un axe instantané passant par le point de contact.
Si les surfaces se touchent en deux points, Taxe instantané doit passer par ces deux points et tous les points qui se trouveraient sur la mémo ligne droite devraient, au même ins*
lanl, avoir une vitesse nulle. Cela peut se présenter, en particulier, dans le roulenient de deux surfaces réglées et développables Tune sur l'autre : un cylindre ou un cône roulant sur un plan; deux cônes de même sommet roulant l'un sur Tautre, etc.
tl#. Mou ventent continu d^uue flcrUFe plane dans aon plan. — Un mouvement continu quelconque d'une iigure plane dans son plan peut être obtenu par le roulement d'une courbe mobile sur une courbe fixe : celle-ci étant le lieu des centres instantanés de rotation dans le plan, et la courbe mobile étant le lieu des mêmes centres rapportés à une position particulière de la figure.
Soient, en effet, A|B,, AjBs... (fig. 104) les positions successives infiniment voisines de la ligne droite qui suffit pour représenter la figure mobile; Ci,C2,C8...1es centres de rotation autour desquels elle a tourné successivement. Rapportons ces centres à
la position AiB, de la figure, c'est-à-dire prenons des points Yi,y3,Y4- • • placés par rapport à A|Bi comme C2 Test par rapport à AjB2,C3 par rapport à A3B3. . ; lorsque lafigure mobile AjBi viendra occuper une position quelconque, A3B3 par exemple, si Ton suppose Jy* la courbe des y liée invariablement avec >,^ elle, le point y^ viendra coïncider avec le
'' c^ point correspondant C3 de la courbe des Fig. 104. C. Ces deux courbes rouleront donc l'une
sur l'autre pendant le mouvement de la figure mobile,et réciproquement leur roulement produira le mouvement dont il s*agit.
Un exemple bien connu est celui du mouvement d'une droite de longueur constante AB (fig. 105) dont les deux extrémités parcourent les deux côtés d'un angle droit YOX. Si AB est une position quelconque de la droite, le
*' ^^ ^" centre instantané de rotation C corres-
Fig. 105. pondant à cette position s'obtient en
élevant aux points A et B des normales aux trajectoires de ces
points. Il en résulte que, lafigurc OACB étant un rectangle, ses deux diagonales sont égales, 0C = AB: le lieu du point G dans le plan est une circonférence de cercle décrite du point O comme centre avec AB pour rayon.
Si, au contraire, nous considérons le point G dans sa position relative à la droite AB, nous voyons que l'angle AGB étant toujours droit, le point G se trouve toujours sur la circonférence décrite sur AB comme diamètre. Et le mouvement de la droite AB s'obtiendra en faisant rouler la petite circonférence à Tintérîeur de la grande.
fit. Mouvement coiitinn d'un systénte invariable.
— On reconnaîtrait de la même manière que le mouvement continu d un système invariable, parallèlement à un plan fixe, peut être obtenu par le roulement de deux surfaces cylindriques Tune sur Tautre ; et le mouvement continu d'un système invariable, qui a un point fixe, par le roulement de deux cônes l'un sur l'autre ; la surface fixe étant le lieu dans l'espace des axes instantanés de rotation, et la surface mobile étant le lieu de ces mêmes axes dans le système invariable.
Enfin, le mouvement continu quelconque, ou le plus général, d'un système invariable, qui peut toujours être obtenu par une translation et une rotation, pourra être produit parle roulement d'un cône sur un autre, accompagné d^une translation des deux cônes ; ou bien, en assimilant ce mouvement le plus général à une succession de mouvements hélicoïdaux élémentaires, il pourra être obtenu par le roulement d'une surface réglée sur une autre surface réglée, accompagné d'un glissement le long de la génératrice de contact.
Le premier mode consistant à obtenir ce mouvement par une translation et une rotation est de beaucoup le plus usité en mécanique. Ces deux mouvements pour reproduire absolument le mouvement réel, doivent être simultanés: pendant que l'une des surfaces coniques roule sur sa conjuguée, le sommet commun des deux cônes se déplace.
Gela nous conduit à nous occuper des mouvements simultanés et des mouvements relatifs qui y sont étroitement liés.
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fit. Mouvement absolu, relatif, d'entraînement. —
Supposons que le syslëme d'axes auquel on rapporle le mouvement d'un point mobile soil lui-même en mouvement dans l'espace ; le mouvement rM ou absolu de ce point, tel qu'on le déterminerait par rapport à des axes fixes, différera nécessairement de celui qui sera défini par rapport aux axes mobiles et que l'on appelle mouvement relatif au point dont il s'agit. Le mouvement des axes mobiles est appelé mouveitient (Tentraînement.
Le point mobile peut alors être considéré comme animé si-
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multanément de ces deux mouvements, relatif et d^entraînemenl, car son mouvement réel résulte de la coexistence de ces deux mouvements composants.
On voit en effet que le déplacement de ce point, pendant un temps infiniment petit, est toujours la somme géométrique des déplacements qu'il aurait subis s'il s'était déplacé dans Tes* pace, par rapport à des axes fixes, comme il Ta fait par rapport aux axes mobiles, et s*il s'clait déplacé en restant invariablement lié à ces axes ; c'est-à-dire s'il avait été animé simultanément du mouvement relatif et du mouvement d'entraînement.
Soit M (fig. 106) la position du point mobile à une certaine époque, M, la position qu'il aurait occupée après un intervalle de temps A/ s'il avait (^lé animé seulement du mouvement re-
Fif?. lOG.
latif, c'est-k-dire s'il s'était déplacé, par rapport à des axes fixes, comme il l'a fait par rapport aux axes mobiles, la trajectoire MR qu'il parcourrait ainsi est la trajectoire relative. Si, au contraire, il avait été lié invariablement aux axes mobiles, il se serait déplacé, dans l'espace, suivant une certaine trajectoire ME qui est la trajectoire d'entraînement ; au bout du temps A^, il serait venu en Mj sur cette trajectoire. En réalité, il a parcouru la trajectoire MA, et il est venu, après le temps A/, en un certain point M'. Si nous supposons que la trajectoire relative, MR, elle-même, soit liée aux axes mobiles et se déplace avec eux. elle sera venue à la même époque dans une nouvelle
position MiK, passant par les points M^ et M'; et la distance M,M' de ces deux points, sur cette trajectoire, sera égale à celle des deux points MMi sur la trajectoire MR, puisque les points Mj, M' ne sont autres que les points M, Mj déplacés en même temps que les axes mobiles et la trajectoire relative qu'on y suppose invariablement liée.
Pour venir de sa position initiale MR à sa position définitive MjR', la trajectoire relative peut avoir été animée de deux mouvements successifs : une translation parallèle à MM2, par suite de laquelle elle serait venue prendre la position M2R1) le point M, venant en M/ ; et une rotation autour du point M, dans laquelle le point M/ aurait décrit le petit arc de cercle H'iM'. La corde MM' du déplacement réel est ainsi la somme géométrique de la corde MMi du déplacement relatif, de la corde M,M'i équipollenle à MMj et de la corde M'iM', laquelle est infiniment petite du second ordre et négligeable par rapport aux deux autres, car Tare qu'elle soustend a son rayon et son angle au centre infiniment petits du même ordre que MMi; on peut donc, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, dire qu'à chaque instant le déplacement infiniment petit réel du point mobile est la somme géométrique des déplacements infiniment petits qu'il aurait eus dans les mouvements composants.
lis* Compesition et ilécomposltiondes vitesNes. —
Si, sur les directions de MM„ MMj, MM' on porte des longueurs Mui, Mt?i, MV, respectivement égales aux quotients des premières par A/, on aura toujours l'équipoUence
MM' , , MM. , . MM. ^ , ^ M',M
-JF (=^ "F ^+^ ir ^'^^ ir
et si l'on désigne par V la vitesse dans le mouvement réel, par t^ftla vitesse dans le mouvement relatif et par t;B la vitesse dans le mouvement d'entraînement, on pourra écrire rigoureusement, puisque les limites des quatre termes de cette équipol- Icnte sont respectivement t;, v», Ve et zéro :
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On peut imaginer que le premier système d'axes mobiles soit rapporté à un second système d axes également mobiles, rapporté lui-même à un troisième, et ainsi de suite; le dernier seul étant toujours supposé rapporté à des axes fixes. Le mouvement qui résulte du mouvemeut relatif du poiut par rapport aux premiers axes et du mouvement d'entraînement de ceuxci étant rapporté au second système d'axes, constitue un mouvement relatif par rapport à ce nouveau système dont le mouvement est le mouvement d'entrdnemenl, et ainsi de suite Le point est dil alors animé de plusieurs mouvements simultanés. En raisonnant de proche en proche, on voit que la vitesse absolue ou réelle du point mobile dans l'espace est à chaque instant la somme géométrique des vitesses dans les divers mouvements composants ; quels que soient le nombre et la nature de ces divers mouvements.
C'est ce que nous avons déjà énoncé au numéro 61, page 129.
11 y a toutefois une différence capitale entre les mouvements simultanés que nous avons considérés alors et ceux que nous étudions maintenant. Les premiers étaient des mouvements fictifs, de pures abstractions, en vertu desquelles on considérait à chaque instant le déplacement du point mobile comme la somme géométrique des déplacements d'un certain nombre d'autres points imaginés se mouvoir simultanément. Aussi y avait-il naturellement égalité rigoureuse entre le déplacement réel et la résultante des déplacements fictifs composants, puisque ceux-ci avaient été choisis pour cela. Au contraire, les mouvements simultanés qui font l'objet de ce chapitre ont quelque chose de réel ; le rôle de l'imagination consiste simplement à les isoler l'un de l'autre et à les envisager séparément. De plus, le mouvement d'entraînement n^est plus sim- * plement le mouvement d'un point, c'est celui d'un système invariable, de sorte que le point qui y participe ne subit pas le même déplacement, n'a pas la même vitesse (à moins que ce mouvement ne soit une simple translation) suivant la position qu'il occupe par rapport à ce système. 11 en résulte que l'égalité entre le déplacement réel et la résultante des déplacements composants n'est plus exacte qu'aux infiniment petits du second ordre près, et que si cette approximation laisse subsister
le théorème relatif à la composition des vitesses, il n'en sera plus de même, comme nous le verrons, pour l'accélération, dans l'évaluation de laquelle entrent précisément des quantités infiniment petites du second ordre.
Réciproquement : un point animé dans l'espace d'un mouvement réel ou absolu quelconque, peut être rapporté à un système quelconque d*axes mobiles et sa vitesse réelle sera, à chaque instant, la somme géométrique de sa vitesse relative par rapport à ces axes, et de la vitesse A' entraînement qu'il aurait s'il se déplaçait en leur restant invariablement lié. On peut ainsi décomposer un mouvement réel quelconque en un certain nombre de mouvements simultanés, la vitesse dans le mouvement absolu étant, à chaque instant, la somme géométrique des vitesses dans les mouvements composants.
Nous avons déjà fait remarquer l'analogie évidente entre cette décomposition d'un mouvement réel en plusieurs mouvements simultanés et la projection de ce mouvement sur diverses directions fixes ou mobiles. Un point mobile, dont le mouvement par rapport à trois axes fixes est représenté par trois équations:
x=f{t), y^fiit), z^f,{t),
peut être considéré comme animé simultanément de. trois mouvements : un mouvement relatif sur une parallèle à l'axe des z, par exemple, exprimé par z=fi{t); cette trajectoire rectiligne étant entraînée parallèlement à Taxe des y suivant la loi y = /i (/), décrivant aussi un plan des zy, entraîné lui-même parallèlement à Taxe des x suivant la loix= f{t).
Un point rapporté, dans un plan, à des coordonnées polaires r, 6. peut être considéré comme animé simultanément de deux mouvements: un mouvement relatif, rectiligne, le long du rayon vecteur, exprimé par r = ç (/), et un mouvement d'entr^nement qui est alors une rotation du rayon vecteur autour du p6le ; rotation dont la loi est 0=fi (/).
Tout ce que nous avons dit de la projection des mouvements et des vitesses s'applique donc à la composition des mouve* ments simultanés d'un point.
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On peut imaginer, de même, un système de points animé de plusieurs mouvements simultanés. 11 suffit d'appliquer à chacun des points du système ce qui vient d'être dit pour Tun d'eux.
ttâr CJoitipOfiition des mouvements simultanés des systèmes invariables. — La composition des mouvements simultanés des systèmes de points ne présente d'intérêt que lorsqu'il s'agit de systèmes invariables. D'ailleurs, les mouvements d'entraînement sont toujours des mouvements de systèmes invariables, puisque l'on y suppose les points invariablement liés aux axes mobiles.
Lorsque tous les mouvements composants sont des translations, le mouvement résultant du svstème invariable est luimême une translation. En effet, les vitesses de tous les points, dans chacun des mouvements composants, sont équipollentes; il en sera de même dans le mouvement résultant, puisque pour obtenir la vitesse réelle de chaque point on devra faire la somme géométrique de lignes équipollentes. Toutes ces sommes géométriques seront donc elles-mêmes équipollentes, c'est-à-dire que le mouvement résultant sera une translation. Pour composer les rotations, soit entre elles, soit avec les translations, nous conviendrons de représenter ces divers mouvements par des lignes. Une translation sera représentée par une ligne égale en grandeur, direction et sens à la vitesse de l'un quelconque des points du système, celte ligne étant d'ailleurs en une position quelconque de l'espace.
Une rotation sera représentée par une ligne droite OA (fig. 107) proportionnelle à la vitesse angulaire, portée sur la directf\ tion même de l'axe xy de la rotation dans
^ un sens tel que l'observateur placé sur cette
s. ligne, de manière qu'elle le traverse des pieds
-W^^^ à la tête, voie la rotation s'effectuer de sa gau- -.V.J che vers sa droite, c'est-à-dire dans le sens Z^^^ ^^^ aiguilles d'une montre. La ligne qui rc- /^ présente une rotation est donc définie, nonseulement en grandeur^ direction et sens, \x mais encore en position dans l'espace, puis-
Fij,'. 107. qu'elle doit coïncider avec Taxe de la rotation.
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D'après cela, la vitesse linéaire d'un point quelconque M du système, étant égale à la vitesse angulaire co multipliée parla distance MP de ce point à Taxe, sera représentée, puisque OA représente d), par le double de la surface du triangle OMx\ obtenu en joignant ce point M aux deux extrémités de la ligne qui représente la rotation.
Elle sera en grandeur, direction et sens, le moment, par rapport au point mobile, de la ligne qui représente la rotation.
Ce mode de représentation permet de simplifier la composition des mouvements en Tassimilant à la composition des systèmes de lignes. Il suffit, pour cela, de démontrer les deux propositions suivantes, 115 et 116 :
fis. Moavements de rotation autour d'amen ooncoa»
ranta. — Le mouvement résultant do deux rotations autour
d'axes concourants est un mouvement de rotation représenté
^par la somme géométrique des lignes représentant les deux
rotations composantes.
Soit un système invariable animé simultanément de deux mouvements de rotation autour d'axes OA, OB (fig. 108), concourants en 0, et soient OA, OB les lignes représentant ces rotations, d*après la convention précédente. Formons le parallélogramme OABC ^2 et menons la diagonale OC, qui sera la somme géométrique des deux lignes OA, OB. D'abord, le mouvement du système est un mouvement de rotation; en effet, la vitesse du point 0, somme géométrique des vitesses de ce point dans les deu!( mouvements composants, est nulle comme ces deux vitesses elles-mêmes. Dans le mouvement de rotation OA, la vitesse du point C, représentée par le double de la surface du triangle COA, est perpendiculaire au plan de ce triangle et dirigée en arrière du plan de la figure. Dans la rotation OB, la vitesse du même point C, représentée pai* le double de la surface du triangle COB, est perpendiculaire au plan de ce triangle et dirigée en avant de ce plan. Le point C, animé simultanément de deux vitesses dont la somme géométrique est nulle, est donc en repos ; il en est de même de
la
tout autre point de la ligne OC ; le mouvement résultant est ainsi une rotation autour de OC. Quant à la vitesse angulaire de cette rotation, nous Tobtiendrons en considérant ia vitesse d'un quelconque des points du système, du point A par exemple. Dans la rotation OÂ, la vitesse de ce point est nulle. Dans la rotation OB, la vitesse du point A est représentée par le double du triangle AOB, elle est perpendiculaire au plan de ce triangle et dirigée en avant. La vitesse résultante ou absolue de ce point est ainsi celle due à la rotation OB, et elle doit être obtenue par une rotation autour de OC. La vitesse angulaire de cette rotation devra donc être telle que, portée sur OC, la surface du triangle obtenu en joignant le point A à ses deux extrémités soit égale à celle du triangle OAB ou à la moitié du parallélogramme OABC. II faut, pour cela, que la grandeur de cette vitesse angulaire soit représentée par OC, et Ton voit de même que le sens de la rotation sera bien celui qu'indique la direction OC. Ce qui démontre la proposition énoncée.
lie. Couple de roiatleiM. — Le mouvement résultant de deux rotations égales et de sens contraires autour d*axes parallèles est une translation représentée par Taxe du couple des lignes qui représentent les rotations.
Soient deux rotations égales et de sens contraires, autour d'axes parallèles, projetés en 0, 0' (fig 109); la vitesse d'un
point quelconque A, situé dans \ / 1^ pl&i^ des deux axes, sera la
Q '5' ^ somme géométrique des vitesses
rt de ce point dans les deux mouve- ^*8- *^^- ments composants. Sa vitesse,
dans la rotation 0, est égale à la vitesse angulaire tù multipliée par la distance AO, et elle est dirigée perpendiculairement au plan 00' de haut en bas ; sa vitesse, dans la rotation 0\ est égale à la même vitesse angulaire (ù multipliée par la distance AO' et elle est dirigée, comme la première, perpendiculairement au plan 00', mais de bas en haut, La somme géométrique de ces deux vitesses sera donc la différence iù X OA — (0 X O'A, c'est-à-dire o) X 00' et elle sera dirigée perpendi-
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Gulairement au plan des deux rotations. Cette vitesse sera la même en grandeur, direction et sens pour tous les pointSr tels que A, contenus dans le plan 00', elle sera donc aussi la même pour tous les autres points du système qui sera ainsi animé d'un mouvement de translation.
La vitesse de cette translation, égale à co X 00' et perpendiculaire au plan des doux axes, est bien égale au moment du couple des deux lignes qui représentent les rotations, et il est facile de vérifier que son sens est aussi celui de Taxe de ce couple.
La translation, dont nous représenterons la vitesse par v = (ùX 00\ est donc, au point de vue du mouvement du système, identique ou équivalente au couple des rotations. Si à ce mouvement, exprimé de Tune ou de Tautre manière, nous ajoutons un nouveau mouvement, c'est-à-dire si nous considérons le système comme animé simultanément de ce premier mouvement et d'un autre mouvement quelconque, le mouvement résultant sera le même quel que soit le mode de définition du pre* mier. Or, attribuons au système, en même temps que le premier mouvement, une rotation autour de Taxe 0', égale mais de sens contraire à celle que nous avions supposée autour de cet axe, c'est-à-dire égale et de même sens que celle qui s'effectue autour de Taxe 0. Le mouvement résultant se composera, dans le premier cas, de la seule rotation puisque les deux rotations égales et de sens contraire autour de Taxe ' donnent,.à chaque instant et pour chaque point, une vitesse résultante nulle ; et, dans le second cas,de la translation v et de la rotation o> autour de l'axe 0'.
Ainsi, au point de vue du mouvement du système^ la rotation (ù autour de l'axe Oest équivalente à une rotation égale et de même sens autour d'un axe parallèle 0' accompagnée d'une translation égale à la vitesse angulaire a> multipliée par la distance des deux axes, dans une direction perpendiculaire au plan des deux axes et dans un sens tel que l'observateur, placé sur le premier axe et regardant le second, la voie dirigée de sa gauche vers sa droite.
tl7« Ck>iiiposition d'un nombre quelconque de rota- Alono et de tranolatfono. — On peut donc toujours trans-
porter l'axe d\me rolaliou parallèlcmenl k lui-même en un point quelconque de Tespace, à la condition d'ajouter à la nouvelle rotation une translation détinie comme il vient d'être fait, c'est-à-dire un couple de rotations. En nous reportant au chapitre P', n'' 21, nous reconnaîtrons que tout ce que nous avons dit de Téquivalence des systèmes de lignes s'applique lorsque ces lignes représentent des rotations, les axes des couples représentant des translations. Remarquons aussi que toute translation pouvant être remplacée par deux rotations, il suffit de s'occuper de la composition des rotations.
Pour composer un ensemble de rotations quelconques, on pourra transporter tous les axes parallèlement à eux-mêmes en un certain point de l'espace et le mouvement résultant sera une rotation exprimée par la somme géométrique des lignes qui représentent les rotations composantes, accompagnée d'une translation qui sera elle-même la somme géométrique de toutes les translations que l'on aura dii ajouter aux rotations pour transporter leurs axes.
Tout ce qui a été dit au chapitre P' de la composition des systèmes de lignes s'applique à la composition des rotations ; ainsi, par exemple, les résultats de la composition dos rotations de même sens ou de sens contraire autour d'axes parallèles s'obtiendront en composant, d'après les règles qui ont été données, les lignes qui représentent ces rotations.
On reconnaîtra aussi, sans qu'il soit nécessaire de reproduire les raisonnements du chapitre P% que le mouvement résultant d'un nombre quelconque de translations et de rotations pourra toujours être réduit à une rotation et à une translation dirigée suivant l'axe même de la rotation, c'est-à-dire à un mouvement hélicoïdal ; que de toutes les manières de composer le mouve* ment en une rotation et une translation, c'est celle-ci, pour laquelle la translation est dirigée suivant Taxe de la rotation, qui correspond à la translation la plus faible ; et que dans tontes les solutions du problème de la composition des mouvements, la rotation résultante reste la même.
fis Eixprei»»iaiift leMplun f^iiéralefi des projeeti#u« sur les trois axein de lo vitesse d*an point apporte*
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nt ii un «yAtëme invariable. — L'analogie que nous avons conslatée entre les mouvements simultanés et les mouvements projetés nous permet d'établir les formules suivantes exprimant les composantes, suivant trois axes rectangulaires, de la vitesse d'un point appartenant à un système invariable animé simultanément d'une translation et d'une rotation autour d'un axe passant par l'origine des coordonnées.
Soient u=Vx^ v = Vy^ w^=Vz^ les Irois composantes de la vitesse du point M (fig. HO), dont les coordonnées sont x, y, z, ou, ce qui est la même chose, les trois projections de la vitesse de ce point sur les trois axes coordonnés. Désignons par a, &, c, les projections, sur les mêmes axes, de la vitesse de la translation du système, supposée connue, et par (Oa;=J», *^9y = 9f ^z = ^ les trois projections de la ligne qui représente la rotation, ou les composantes de la rotation suivant les trois axes, ou encore les trois rotations simultanées qui sont équivalentes à la rotation unique donnée.
La vitesse dans le mouvement résultant sera la somme géométrique des vitesses dans la translation et les trois rotations composantes, c'est-à-dire que ses trois projections seront les sommes algébriques des projections de ces vitesses.
La projection sur l'axe des x de la translation est représentée par a. La projection sur l'axe des x de la vitesse due à
la rotation tùx autour de l'axe des x est
nulle, puisque cette vitesse est conte-
]^ nue dans un plan parallèle aux yz. La
! projection sur l'axe des x de la vitesse
j — 7-5 due à la rotation iùy pourra s'évaluer en
!/ remarquant que celte vitesse est le moment
par rapport au point M de la ligne wy et
Fig. no. qyç^ pai» conséquent, sa projection sur
Taxe des r», ou sur une parallèle MP à cet axe menée par le
point M,est le moment, par rapport à cette parallèle MP,de la
ligne (i)y, c'est-à-dire Wj^2:==y5.
La projection sur l'axe des x de la vitesse due à la rotation Or est, de même, le moment, par rapport à la ligne MP de la ligne (,);, c'est-à-dire — (ox.y.= — ry.
La projection f/= Wr, sur l'axe des a?, de la vitesse dans le
mouvement résultant sera ainsi la somme. des quatre projections.
On aura, en faisant cette somme et les sommes semblables pour les projections sur les deux autres axes :
iu — a-^qz — ry, V =b +rx — pZy tv=c-+-pi/ — qx.
Si Ton connaît, à une époque quelconque, les valeurs de a, h, c, p^ q, r, ou bien si Ton connaît les expressions de ces six quantités en fonction du temps, on pourra connaître à chaque instant la vitesse d'un point quelconque (x, ;(/, z) du système invariable en mouvement, c'est-à-dire la loi de ce mouvement.
Six fonctions du temps, exprimant les trois projections de la vitesse de translation et les trois projections de la rotation sur trois axes rectangulaires, sont donc nécessaires et suffisantes pour définir le mouvement d*un système invariable dans l'espace.
Lorsque ce syslème a un point fixe, et qu'on prend ce point pour origine des coordonnées, les composantes a, b, c de la vitesse de translation sont constamment nulles et les formules se réduisent simplement à :
w = y2 — ry = scoy — y<o„ (2) ^ v=irx — pz = Xîùg — z<ùg^^
w=py—qx = y(ù^—X(ùy.
Binômes analogues à ceux qui expriment les moments d'une ligne par rapport aux trois axes.
EiKpreasioii de la Tltesse relative d'an point
— Nous avons vu qu'à chaque instant la vitesse, dans le mouvement réel ou absolu d'un point ou d'un système, était la somme géométrique des vitesses dans le mouvement relatif et dans le mouvement d'entraînement, en nous plaçant dans l'hypothèse la plus simple de deux mouvements simultanés seulement. Il arrive parfois que l'on connaît le mouvement
réel et le mouvement d'entraînement et que Ton veut en déduire le mouvement relatif : de Téquipollence
V (=) t?» (+) Vb on déduit évidemment
Va (=) t? (— ) t>B,
que Ton peut écrire :
c'est-à-dire que la vitesse dans le mouvement relatif est la somme géométrique de la vitesse dans le mouvement absolu et d'une vitesse égale et contraire à la vitesse d'entraînément.
C'est un résultat dont on peut se rendre compte facilement par la remarque suivante. Le mouvement relatif d'un point ou d'un système, par rapport à des axes mobiles, est défini uniquement par les coordonnées du point ou du système par rapport à ces axes, coordonnées qui restent les mêmes si l'on attribue en même temps, aux axes et au système qui y est rapporté, un mouvement commun quelconque. Si nous attribuons aux axes mobiles un mouvement égal et directement contraire à leur mouvement d'entraînement, et si nous attribuons ce même mouvement au système mobile, le mouvement relatif du système par rapport aux axes ne sera pas modifié.
Mais, alors, les axes seront ramenés au repos et le mouvement du système, relativement à ces axes, n'aura pas cessé d'être ce que nous avons appelé son mouvement relatif. Ce mouvement relatif, qui se trouve alors défini par rapport à des axes rendus fixes, est ainsi la résultante du mouvement , absolu et d'un mouvement égal et directement contraire au mouvement d'entraînement. D'où résulte le théorème qui vient d'être énoncé pour la valeur de la vitesse relative.
U est inutile de rappeler que, lorsque les vitesses relative et d'entraînement sont dirigées suivant la même droite, ou simplement parallèles, la somme géométrique qui précède devient une somme algébrique.
Nous avons défini et étudié plus haut le glissement et le roulement de deux courbes et de deux surfaces l'une sur Tautre, el, dans le but de simplifier cette étude, nous avons supposé fixe Tune des deux courbes ou surfaces. D*après ce que l'on vient de dire, le mouvement relatif d'une courbe ou d'une surface par rapport à l'autre sera obtenu, lorsque les deux seront mobiles, en attribuant à Tensemble des deux systèmes un mouvement égal et directement contraire à celui de Tun d'eux, et on ne changera pas ainsi le mouvement relatif, lequel sera, par conséquent, la résultante du mouvement réel de l'une des deux courbes ou surfaces et d'un mouvement égal et directe- 1
ment contraire à celui de Tautre. i
La vitesse de glissement que nous avons exprimée (page '
210) par I
sera, si Tune des deux courbes est rendue fixe, la somme géo- >
métrique des deux vitesses v et ( — Vi), dont se trouvera ainsi animée simultanément l'autre courbe. C'est la vitesse relative du point commun de l'une des courbes par rapport à Tautre. Tout ce qui a été dit du glissement et du roulement des courbes ou des surfaces, dans Thypothëse où l'une d elles est fixe, s'applique donc au cas où elles sont toutes deux mobiles, à la condition de considérer leur mouvement relatif.
190. Composition de» aeeélérations. — En ce qui concerne l'accélération, la composition ne se fait pas comme pour les vitesses : laccélération dans le mouvement réel n'est pas la somme géométrique des accélérations dans les mouvements relatif el d'entraînement. Nous avons déjà fait prévoir ce résultat au n^ 113 en remarquant que nous négligions les infiniment petits du second ordre, quantités dont il faut tçnir compte lorsqu'on s'occupe des accélérations.
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Soil M (fig. lli) un point mobile, MR sa trajectoire relative, et D le point où il serait parvenu sur cetle trajectoire après un temps infiniment petit ^f. Portons sur la tangente MA à celte
trajectoire une longueur MA = i^r . A/, en désignant par r» la vitesse relative; raccéïération,dans le mouvement relatif, sera
en la représentant par j^ : /r = lim — ^ .
Soit, de même, ME la trajectoire d'entraînement, MB sa tangente en M : au bout du temps A/, le point mobile sera venu en Ml, et si, t7j, étant la vitesse et ^'^ Taccéiéralion dans le mouvement d'entraînement, nous prenons MB = Ve - A/» nous au-
rons/e = lim -— p . Construisons sur MA et MB le parallélogramme MABC, la diagonale MC sera la direction delà vitesse absolue du point M ; elle sera tangente à la trajectoire réelle MS, la longueur MG sera égale k v. ^t si v est la vitesse absolue du point M; et si M' est la position de ce point sur sa trajectoire au bout du temps A/, Taccélération j dans le mouve-
CM
ment réel aura pour expression /= lim — 7-.
Menons par le point Mj une ligne MiRi parallèle à ia trajectoire relative MR, qui représentera la position qu'aurait prise cette trajectoire si le mouvement d'entraînement avait été une simple translation ; puis une autre ligne MjR' représentant cette trajectoire relative ayant participé au mouvement d'en-
trainement. Nous pouvons amener la trajectoire MR de sa position initiale MR à sa position M|R' après le temps A^ en la faisant passer par la position intermédiaire MiRi^ c'est-à-dire en lui attribuant d^abord une translation parallèle à MMi, puis une rotation autour du point Mi.
Menons MiH égal et parallèle à MA et par suite à BG ; prenons MiF égal à MD et par suite à M,M', puisque les trois points D, F, M' représentent la position du point mobile sur sa trajectoire relative dans les trois positions de cette courbe. De cette construction^ nous déduisons CH équipoUent à BMi, et HF à AD.
Mais CM' est la somme géométrique des trois lignes CH, HF et FM'. Cette dernière est la corde du petit arc de cercle décrit par le point F dans le mouvement de rotation de la trajectoire relative autour du point Mi, ou plus exactement autour d'un axe MiX mené par ce point. Si g) est la vitesse angulaire de cette rotation, Tare FM' ou la corde qui lui est égale a pour valeur (0 . A^XPF si P est le pied de la perpendiculaire abaissée du point F sur Taxe de la rotation M,X. Cette ligne FF est égale à MjF multiplié par le sinus de Tangle FMiX ; or, à la limite, MjF estt?^ . A^ et laugle FMiX devient l'angle deMtlI avec MtX,c'est-à-dire de la vitesse relative avec le direction de Taxe autour duquel s'effectue la rotation co. Nous aurons ainsi :
lim FM' = lim o. Al. Vr. A/ sin (iù,Vt), et par suite
r2FM' • / \
Ecrivons maintenant l'équipoUence
CM'(=) CH (+) HF (+) FM
multiplions chacun de ses termes par — et passons à la limite en rendant A/ infiniment petit, nous aurons
; (==);« (+);b (+} 2<ot?a sin (û),Vr),
Le ilernier terme de cette équipollence s'appelle Taccélération complémentaire ; désignons-le par j'c en écrivant
nous obtiendrons définitivement
j(=) À (+);.(+) Je;
ce que Ton exprime en disant que Taccélération dans le mouvement réel est égale à la somme géométrique de trois accélérations: l'accélération du mou\rement relatif, l'accélération du mouvement d'entraînement et l'accélération complémentaire. Cette dernière est égale au double produit de la vitesse relative par la vitesse angulaire du mouvement de rotation d'entraînement et par le sinus de l'angle formé par la vitesse relative avec l'axe de cette rotation. On voit d'ailleurs que pour l'observateur placé sur l'axe de la rotation d'entraînement dans le sens conventionnel ordinaire, celte dernière accélération complémentaire, perpendiculaire au plan de cet axe et de la vitesse relative, est dirigée vers la droite.
191. RepréMeatation et eiipressien de raeeélération eomplémentaire. — On peut donner, de cette accélération complémentaire, un autre mode de représentation quelquefois plus simple. Sur la direction M,E de la vitesse relative, portons une longueur MiK = 2Vt^ égale au double de cette vitesse, et attribuons à cette ligne MjE le mouvement de rotation d'entraînement autour de l'axe MiX. La vitesse linéaire du point K sera perpendiculaire au plan KMiX, c'est-à-dire parallèle à l'accélération complémentaire ; elle sera dirigée dans le même sens, et sa valeur sera égale à o) . MiK . sin (KMiX) = 2(i)t?ft sin ((Oyt;^)» c'est-à-dire précisément à l'accélération complémentaire»
Ainsi cette accélération s'obtiendra en grandeur, direction et sens en portant sur la direction de la vitesse relative une longueur égale au double de cette vitesse, et en attribuant à cette ligne le mouvement de rotation d'entraînement. La vitesse linéaire de l'extrémité de cette ligne sera, en grandeur, direction et sens égale à l'accélération complémentaire.
On voil que lorsque le mouvement d*eniraiDcment est une simple translation, l'accélération complémentaire est nulle, puisqu'alors o = 0. Il en est de même lorsque l'on considère le repos relatif d'un point, c est alors la vitesse relative ^r qui est nulle.
Si le mouvement du point M considéré est rapporté à un système d'axes de coordonnées rectangulaires Ox^ Oy, Oz participant au mouvement d'entraînement, et si x, y y z sont les
coordonnées de ce point à une époque quelconque, ;j:> ;J7> y seront les composantes suivant les trois axes de sa vitesse par rapport à ces axes, c'est-à-dire de sa vitesse relative. Si Ton imagine,menés par le point mobile M, trois nouveaux axes VLx'j My , Ms' parallèles aux premiers et une ligne égale au double de la vitesse relative, les coordonnées de Textrémité de cette ligue,
L ^ . c^^ c^^y ty^t
par rapport a ces nouveaux axes, seront 2 y, 2 y, 2 y.
Menons parle même point une parallèle à Taxe de la rotation d'entraînement (0, et soient/)^ ^, r les projections de cette rotation sur les trois axes ar, y, z, ou œ\ y' , z\ En vertu des équations (2) du n" 118, les composantes, suivant les trois axes x, y, z de la vitesse, due à la rotation o, du point dont les coordonnées viennent d'être écrites, c'est-à-dire les composantes de l'accélération complémentaire seront :
/j\ • a/^^s dy\ . ç.f dx dz\ . / dy dx\
t9M. Aecéléretlon dans le mouTeiiieiit relatif. — Aeeélératlous apparentes* — Si l'on connaît le mouvement absolu d'un point, )t le mouvement d'entraînement des axes mobiles auxquels ce mouvement est rapporté, on peut déterminer l'accélération dans le mouvement relatif. On a en effet
OU bien
L'accélération dans le mouvement relatif est la somme géomé-
trique de l'accélération dans le mouvement absolu, d'une accélération égale et contraire à celle du mouvement d'entraînement, et d'une accélération égale et contraire à l'accélération complémentaire. Cette dernière accélération s'appelait autrefois et s'appelle encore souvent accélération centrifuge composée. On peut la représenter par jcc ou écrire jcc (=) — /c.
L'accélération centrifuge composée a ainsi la grandeur et la direction de l'accélération complémentaire ; mais elle est de sens contraire, c'est-à-dire qu'elle est dirigée vers la gauche de la vitesse relative, tandis que l'accélération complémentaire est dirigée vers la droite.
Les deux accélérations (— Jb) Q^Jccj que Ton doit ainsi ajouter géométriquement à Taccéléralion réelle pour obtenir laccélération dans le mouvement relatif, portent souvent le nom ai accélérations apparentes.
Les accélérations apparentes sont ainsi l'accélération du mouvement d'entrainement prise en sens contraire et l'accélération centrifuge opposée.
193. Aoeélératlou d'an pi»iut rapporté à des eoor« données polaires dans an plan. — Cherchons, au moyen ce qui précède, à exprimer l'accélération d'un point M, hg. 112, rapporté à des coordonnées polaires r, dans un plan, en regardant le mouvement de ce point comme résultant de deux mouvements simultanés : le mouvement relatif r =f{t) sur le rayon vecteur, et le mouvement d'entrainement 6 = o{t) de rotation de ce rayon vecteur autour du pôle.
La vitesse relative Vr est ici —
at
et, puisque le mouvement relatif
est rectiligne, l'accélération rela-
tive/a est-—, et toutes deux sont
Fig. 112. dirigées suivant MA.
L'accélération dans le mouvement d'entrainement est la ré-
sultante de deux accélérations, l'accélération tangentieller —
dirigée suivant MB et l'accélération normale ou centripète di-
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-r I , mais que
nous affecterons du signe — si nous convenons de compter les accélérations positives dans le sens MA.
En&n, l'accélération complémentaire s'obtiendra en prenant MA = 2vt,f en attribuant à cette ligne un mouvement de rotation égal au mouvement d'entraînement, c'est-à-dire d'uner vitesse angulaire •- , et en prenant la vitesse du point A dans ce
mouvement. Cette vitesse sera 2t?R -r et elle sera dirigée dans
le sens de MB.
Les composantes de Taccélération dans le mouvement absolu^ dans le sens du rayon ou suivant MA, et dans le sens perpendiculaire ou suivant MB, seront respectivement les sommes des composantes que nous venons de trouver dans les mêmes directions pour les trois accélérations. Nous aurons ainsi : pour la composante suivant le rayon
d*r /dô\«
pour la composante suivant MB
Cette dernière composante, /q, peut se mettre sous une autre forme plus simple. On a
d*B ^drdB 1 / , d«6 ^ dr dB\ 1 d/ ^d$\
Comme nous f avons vu plus haut (n* 62) la quantité r* —
est le double de la vitesse aréolaire.
Si celte vitesse est constante, sa dérivée par rapport au temps est nulle; jq est constam.nent nulle^ c'est-à-dire que laccélération du point mobile est dirigée suivant le rayon, et réciproquement. Nous retrouvons ici le théorème des aires que nous avons démontré plus haut d'une façon toute différente. Si l'accélération d'un point mobile passe constamment par un
point fixe, les aires décrites par le rayon vecteur joignant le point mobile au point fixe sont proportionnelles au temps et réciproquement.
194. Repos relatif d'un point pesant à la «nrfaee de la terre. — Appliquons encore les considérations précédentes à Tétude du repos relatif d'un point pesant à la surface de la terre.
Nous appelons point pesant un point qui, à la surface de la terre, prendrait l'accélération que prennent tous les corps pesants abandonnés librement à eux-mêmes, par rapport à des points de repère invariablement liés à la terre : l'expérience montre que cette accélération est de O^^^SOSS par seconde à la latitude de Paris et au niveau de la mer, et nous la représentons par g suivant Tusage. C'est l'accélération du point dans son mouvement relatif par rapport à la terre, ou l'accélération relative y» d'après les notations précédentes. Nous supposons, pour simplifier, que la terre est rigoureusement sphérique.
Nous faisons également abstraction de son mouvement autour du soleil et nous supposons qu'elle tourne sur elle-même autour d'un axe fixe dans Tespace.
Cela posé, désignons par G Taccélération encore inconnue que prend le point pesant que nous considérons, dans son mouvement réel, accélération que l'on observerait par rapport à des axes immobiles dans l'espace. Supposons que cette accélération soit dirigée exactement vers le centre de la sphère à laquelle nous assimilons laterre.
C'est l'accélération réelle y.
SoitM(fig.ll3) le point considéré, PP' la ligne des pôles, le centre de la terre. L'ac* célération G dans le mouvement absolu étant supposée passer par le centre de la terre, représentons-laparMG. D'après ce qui précède, l'accélération relative ^ est égale à la somme géométrique de l'accélération absolue G et des accélérations
apparentes. Or, si nous considérons un point en repos relatif, sa vitesse relative est nulle et il en est de même de Taccélération centrifuge composée ; nous avons donc simplement alors :
ou bien
Nous devons ajouter géométriquement à Faccélération absolue G une accélération égale et directement opposée à celle du mouvement d'entrainement. Pour le point M, ce mouvement est une rotation autour de Taxe PP' avec une vitesse
angulaire uniforme <o= q^tôi = 0,0000729. L'accélération
dans le mouvement d*enlrainement, dans lequel le point M décrit une circonférence de cercle ayant le point A pour centre, est dirigée de M vers A et a pour valeur w'X MA; ou bien, si R désigne le rayon de la sphère et X la latitude du point M ou le complément de Tangle MOP, cette accélération sera o'Rcos>.. Portons en sens contraire, c'est-à-dire de M verse, une longueur égale à (o^RcosX; nous aurons représenté Taccélération apparente qui doit être ajoutée géométriquement à Taccélération réelle G, pour donner Taccélcralion relative g. Construisons donc le parallélogramme McgG, sa diagonale Mg sera précisément l'accélération relative g qui est connue. Nous allons en déduire la valeur de G.
Abaissons du point g la perpendiculaire ^B sur GM; les deux lignes MG, Mg étant très voisines l'une de l'autre, la ligne Mg =g peut être considérée comme égale à sa projection MB et Ton a alors simplement :
G = flf+ Mccos >.=5f-j-w'Rcos*>.; et, par suite :
g==G — (o'Rcos*X.
La première de ces équations donnera la valeur de G, étant connues g et la latitude du lieu correspondant. Nous avons
dît, par exemple, qu'à Paris, où 1 = 48^30' 13', ^ = 9"*,8088, on en déduit G=9"»,8234.
Si, en conséquence des hypothèses simplificatives que nous avons faites, nous supposons que G soit constant en tous les points de la terre, la seconde équation servira à calculer la valeur de ç dans un lieu déterminé.
Par suite de la forme aplatie de la terre, la loi réelle de la variation de g est un peu différente de celle que donne celte formule, ou du moins les constantes y ont des valeurs qui secartent un peu de celles que nous venons de trouver. Les recherches de Laplace montrent que Ton a, à peu près :
^=9", 8301 — 0,0o07i cos^X.
La direction de y, qui est celle de la verticale apparente, ne passe pas par le centre de la terre supposée sphérique. L'écart,
mesure par 1 angle yMB, a pour expression -r. =
=^ sin 2X ; il* a son maximum, en supposant g constant,
pour>.= 45°; il est nul pour X=0 et x = 90°, c'est-à-dire à Téquateur et aux pôles. Le maximum est inférieur à 0^13' en supposant la terre sphérique. Il est, en réalité, un peu plus considérable, et la différence est due à la forme aplatie du sphéroïde.
tf &• Déviation ver» Teiit ileM eorpM qui toiiibent li« breiueut à la «urfaee de la (erre. — Eludions le mouvement relatif ou apparent du même point pesant à la surface de la terre, et considérons d'abord le mouvement de ce point abandonné à lui-même sans vitesse initiale. Appelons Vj^ sa vitesse relative au bout du temps t, son accélération relative à cette époque se composera de la somme géométrique de l'accélération réelle G, de l'accélération égale et contraire à celle d'entraînement, et de l'accélération centrifuge composée. Nous avons désigné par ^ la somme géométrique des deux premières et il suffit d'y ajouter géométriquement l'accélération centrifuge composée pour avoir Taccéléralion relative.
2tà CHAP. VI. — MOUVEMENTS SIMULTANÉS ET RELATIFS
. L'accélératioQ centrifuge composée est représentée par la vitesse prise en sens contraire de Textrémité d'une ligne égale au double de la vitesse relative supposée animée du mouvement de rotation d'entraînement. Nous pouvons , pour la calculer, admettre à une première approximation que la vitesse relative est dirigée suivant la verticale apparente et qu'elle est égale à giyCe qui aurait lieu si Ton faisait abstraction du mouvement de rotation dont il s'agit d'évaluer Tinfluence. Alors, si l'on considère une ligne égale à 2^/, menée à partir du point M
(fig. 114) dans la direction M^, et si l'on suppose que cette ligne MF tourne autour d'un axe mené par le point M parallèlement à Taxe polaire, d'un mouvement de rotation uniforme égal à <o, son extrémité F prendra une vitesse qui sera égale et directement opposée à l'accélération centrifuge composée cherchée.
Si le point M est dans l'hémisphère ^' nord, le mouvement de rotation
ayant lieu de l'ouest à l'est, on voit que le point F, supposé situé dans le plan de la figure 114, viendra en avant de ce plan et que la vitesse lui sera perpendiculaire; l'accélération centrifuge composée, dans les limites de l'approximation que nous avons admise, sera horizontale et dirigée de l'ouest vers Test ; sa grandeur sera la vitesse du point F, qui décrit avec la vitesse angulaire d) un cercle dont le centre est sur la ligne parallèle à l'axe polaire menée par le point M. Cette vitesse est donc 2(o^/cosX.
Si maintenant nous rapportons le mouvement relatif du point mobile à trois axes rectangulaires, la position initiale de ce point étant prise pour origine, l'axe des z étant dirigé suivant la verticale apparente My, l'axe des x suivant l'horizontale, de l'ouest à Pest, et Taxe des y perpendiculaire aux deux premiers, on voit que les deux accélérations, dont la somme géométrique doit donner l'accélération relative, étant toujours parallèles aux axes des z et des x, leur projection sur celui des f/ sera toujours nulle ; par conséquent, le mou-<
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vement s'effectuera dans le plan des zx. Nous avons, d'ailleurs, pour ces deux composantes de Taccélération relative :
dr^=9 ' - = 2coff^cos)..
Intégrant deux fois et remarquant qu'il n'y a pas de constante à ajouter, puisque le point part de l'origine sans vitesse initiale, nous obtenons :
z='gt* , x='(ùÇCos\.r.
Telles sont les équations du mouvement relatif. La trajectoire, obtenue en éliminant ^, a pour équation :
x=' (i> cos X
VI
c'est une parabole du degré g. Cette même équation permet
de calculer la déviation vers test du point qui tombe, c'est-àdire la quantité x dont il s'écarte de la verticale apparente prise pour axe des z.
En faisant z= 158"^,5, > = 5i% on trouve a;= 0",0276 ; dans les expériences faites avec ces données à Freyberg, M. Reech a trouvé 0",0283.
Il serait d'ailleurs facile, au moyen des formules (1) du n* i21 qui donnent les composantes de l'accélération complémentaire, d'écrire les équations exactes du mouvement du point considéré, quel que soit d'ailleurs ce mouvement.
Si l'on représente par a?, y^ z ses coordonnées à une époque
dx dy dz , . ,
quelconque ^, et par ^ , ^. , iî les composantes suivant les
trois axes de sa vitesse relative à cet instant, il suffit de remarquer que si Ton mène par Torigine des coordonnées une ligne parallèle à l'axe polaire et d'une longueur (o, les projec* tions de cette ligne sur les trois axes coordonnés que nous avons choisis, c'est-à*dire les trois composantes de la rotation ui suivant ces axes, sont :
p = , q = — (ocos>. , r = a)SÎnX,
et que, par suilc, les composantes de raccélération centrifuge composée, égales et de signe contraire à celles de l'accéléra* tion complémentaire dont les valeurs sont données au n*^ 121 sont :
2<i>sin)^~ +2<oCOsX j^f — 2<ùsm>.-^, — 2<«)C0s>. j-^
et si Ton appelle toujours^ la résultante de raccélération réelle et de raccélération apparente due au mouvement d'entrainement, cette accélération g étant parallèle à Taxe des z^ le mouvement du point par rapport aux axes Xy y, z entraînés dans le mouvement de rotation de la terre, à laquelle ils sont supposés invariablement liés, sera défini par les équations:
rf'jc - . ^ dy ^ dz
— -=2 G> sinX tt+wcosXt; ,
d^z dx
La comparaison de ces équations exactes avec les précé-
dx du dentés, approximatives, montre que Ion a négligé -^ et -^^
c'est-k-dire les composantes horizontales de la vUesse du point mobile. \
Ces équations pourront servir à déterminer la lor-^u mouvement d'un point mobile dans des conditions quelconques à la surface de la terre, il suffira de les intégrer en tenant compte des condilions initiales du mouvement du point. ENes pourront, en y ajoutant les composantes des autres accéléra^ lions dont serait animé le point pesant, servir à détermineV son mouvement dans les circonstances les plus variées. Si, par exemple, le point était assujetti à parcourir une courbe oa une surface donnée, nous avons vu que cette obligation se traduisait, analytiquement, par l'addition d'une certaine accé- ^
lération, dont on ajouterait les composantes aux seconds \
membres des équations précédentes.
tt«. Pendule de Foueault. — Appliquons ces équations à Tétudc du mouvement relatif du pendule simple par rapport à la terre supposée animée seulement de son mouvement diurne.
L'obligation,, pour le point mobile, de rester toujours à une distance l d'un point fixe, que nous pouvons prendre pour origine des coordonnées, équivaut àl'addilion dune accélération Ly dirigée du point mobile vers le point fixe et dont les projectionâ sur les trois axes sont par conséquent
ces composantes ajoutées aux premiers membres des équations précédentes donneront les équations différentielles du mouvement du point :
-=-L-+2<o8in).-+2a.co8î.-,
d*z T ^ . ex àx
-=-L-+5r-.2o>cosX-;
auxquelles nous joindrons la suivante
exprimant que le point mobile reste à une distance / de l'origine. Ces quatre équations détermineront en fonction du temps, les quatre inconnues x, y^ z et L.
Leur résolution exacte n'a guère qu'un intérêt analytique.
Si nous supposons, comme nous l'avons déjà fait, que les oscillations du pendule soient assez petites pour qu'il puisse être considéré comme ne s'écartant pas sensiblement du plan
*^ . dz
,0 '. horizontal, on pourra négliger — , et alors l'élimination de L
entre les deux premières équations donnera
ie
JU
Is
,_, d*x d'y - . / dx dy\
<3> 2'.7-^7^• = 2<oSln>.(«.^-^-y^J),
ou bien
d [ dx dy\ • -V ^ / j I 8\
ou encore, en intégrant et désignant par C une constante (4) j,^_^^^^sin>(z« + y») + C.
Cette équation donne la loi du mouvement de la projection u du pendule sur le plan des xy. En effet, si
;jn wî (fig. 115)est cette projection, rapportonsla à des coordonnées polaires Om = r et mOx = 6 ; nous aurons
j:=rcos9, y==rsin6, J!^*H-.y*==r*,
dx dy ^dO
yTt~^âi^~^ dt'
et
et par suite, l'équation (4) devient
dB
(5) — r' - = r» G) sin }^ + C.
Si Ton suppose qu'à une certaine époque r soit nul, c'est-àdire que le point mobile passe par la verticale du point fixe, on a alors C = et l'équation, en la divisant par r', se réduit à
dB
(6) — — = (0 sin >.
ou
6 = — G) sin X. ^ + const.
Le plan d'oscillation du pendule tourne autour de la verticale avec une vitesse angulaire égale à co sin 1.
On peut arriver, d'une manière plus directe, à démontrer Téquation (5) sans la déduire des formules générales.
Si nous considérons la vitesse relative du point m dans le plan des xy, le moment de cette vitesse, par rapport au point O ou
par rapport à l'axe Oz, a pour valeur — ^^ "T.y ^^ '* dérivée par
rapport au temps de ce moment doit être égale au moment, par rapport au même axe, de l'accélération du point. L'accélération y, parallèle à Taxe, donne un moment nul. Si Ton dé-
dr
compose la vitesse relative en deux composantes : l'une •— , sui-
//fi vant le rayon Om ; l'autre r j perpendiculaire à ce rayon, Tac-
célération centrifuge composée due à cette dernière composante, lui étant perpendiculaire, aura un moment nul par rapport à 02,et le moment de l'accélération se réduira ainsi à celui de Taccélération centrifuge composée due à la première corn-
dr dv
posante -r > laquelle a pour valeur 2o> t- sin X et pour bras de levier r. On aura ainsi Féquation
d / . dB\ ^ dr .
qui, intégrée, donne bien Téquation (S).
La dernière forme (8) de cette équation nous permet d'ailleurs^ avec ce que nous avons appris précédemment, de trouver quelque chose de plus pour la loi du mouvement de la projection du pendule sur le plan horizontal, pour le cas plus général où le mobile ne passerait pas par la verticale du point fixe. Cette équation (8) peut se mettre sous la forme
ir»x ^d^B ^ drdB . dr . ^ ^
^ ^ dt* dt dt dt
ou bien, en posant
(10) ç = 6 + (0 f sin X
ce qui donne
d^$ d*a> df dB ' . ^
tt=t; et -i==-+Ci> smX ,
dl« d/* dt dt
ou encore
soit
(13) '^ ? "^ constante.
Si donc, au lieu de rapporter le point m, dans le plan xy, aux coordonnées r, 8, on le rapporte aux coordonnées r, <p qui
sont des coordonnées polaires donl Faxe pris pour origine des angles (p est animé d'un mouvement de rotation avec une vitesse angulaire o sin>. autour du point 0,on voit que la vitesse aréolaire du point m dans ce système de coordonnées mobiles est constante, c*est-à-dire que Taccélération du point m passera constamment par le point 0.
Mais nous savons^ d*autre part (n^ 89), que la composante de l'accélération dirigée vers le point est proportionnelle à la distance du point m à ce point fixe, ou proportionnelle àr; il en résulte que le point mobile, rapporté au système de coordonnées mobiles r et (p, décrit une ellipse dont le centre est au point 0. En d'autres termes, le point mobile décrit, dans le plan horizontal, une ellipse dont Taxe tourne autour du centre Oavec une vitesse angulaire w sin "k,
La détermination de la grandeur des axes de cette ellipse en fonction des conditions initiales est une pure question d'analyse, à laquelle nous ne nous arrêterons pas.
On sait que les résultats précédents ont été vérifiés expérimentalement par Foucault, au Panthéon. A la latitude de Paris, la durée de la révolution complète du plan d'oscillation du
pendule, égale à — r-r , est de 31 heures 47 minutes 30 secon-
fit) sin A
des, et le sens de la rotation est est-sud-ouest-nord, c'est-àdire celui des aiguilles d'une montre.
tt7. Mouvement d'an peint pesant «nr une eourlie animée d'an meavement de rotation. — Par les exemples prc^cédents et principalement par celui du n"* 125, on voit le peu dMnfluence du mouvement de rotation de la terre sur les points qui se meuvent à sa surface : le mouvement relatif par rapport à des axes mobiles entraînés dans la rotation de la terre, le seul que nous puissions observer, diffère extrêmement peu du mouvement qu'auraient les mêmes points si ces axes étaient fixes ou la terre immobile sur son axe. Cela tient à la faible valeur de la vitesse angulaire de cette rotation qui n'esta comme nous l'avons vu, que de (>)== 0,0000729. A plus forte raison l'influence de la rotation de la terre autour du soleil est encore négligeable et l'on peut, sans erreur appré*
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ciable, considérer tous les mouvements qui se produisent à la surface de la terre comme si celle-ci était absolument fixe dans l'espace.
Nous pouvons, des lors, étudier le mouvement relatif d'un
point pesant par rapport à des axes mobiles suivant une loi
déterminée, le mouvement de ces axes étant rapporté à la terre
supposée fixe.
Soit, par exemple, un point pesant M (fig. 116), c'est-à-dire
animé d'une accélération g constante et verticale, astreint à rester sur une courbe donnée AB, entraînée dans un mouvement de rotation autour d'un axe vertical 0^ que nous prendrons pour axe des coordonnées z. Par un point de cet axe, nous mènerons deux horizontales Ox^ Oy, perpendiculaires Pune à ^*^' **^' l'autre, qui seront les axes des coordon-
nées â? et 1/ entraînés avec la courbe dans le mouvement de rotation. Appelons o la vitesse angulaire de ce mouvement que nous supposons uniforme, et soit M la position du point sur la courbe. Nous admettrons, comme nous Pavons fait aux n""* 88 et suivants, que la condition imposée au point do suivre la courbe AB est équivalente à une accélération constamment normale à cette courbe ; nous désignerons cette accélération par L et ses projections sur les axes par Ljc, L^, L^.
Alors l'accélération y» dans le mouvement du point par rapport aux axes mobiles sera, d'après le n** 122, la somme géométrique des accélérations réelles ^ et L et des accélérations apparentes : savoir une accélération égale et contraire à celle du mouvement d'entraînement, et l'accélération centrifuge composée. Le mouvement d'entraînement est une rotation uniforme &> autour de l'axe 0:; ; l'accélération du point M dans ce mouvement est dirigée de M vers P ; elle a pour valeur G>*MP. La première des accélérations apparentes est donc dirigée de M vers E et elle a cette valeur w^MP = o ^jx^ H- y'. Ses projections sur les axes des x et des y sont respectivement bi^x et <ù®y, et sa projection sur l'axe des z est nulle. Quant à 1 accélération centrifuge composée, ses projections surlesaxos
nous seront données par les formules (1) du n"" 121, changées de signe, en y faisant p = r = et g=<ù. Et, alors, les trois projections j\^xy Â.^» Jr,z de Taccélération relative sur les trois axes, qui sont les sommes des projections, sur les mêmes axes» des accélérations tant réelles qu'apparentes dont la somme géométrique constitue Taccélération relative, auront pour valeurs :
(*) { ;H.y = ^ = o)*y+Ly,
h.z='^^=g + Lz + 2isij^.
Si nous joignons à ces trois équations celles qui définissent la forme de la courbe :
(2) noo,y,z) = 0, fi{x,y,z) = 0,
et celle qui exprime que L est contenue dans son plan normal :
(3) La: (te+Lj, dy+L, dz=0,
nous obtenons six équations qui nous suffiront pour exprimer, en fonction du temps, les six quantités variables x, y, Zj L^^ Lj,, L;, dont les trois premières définissent la loi du mouvement, et les dernières donnent la valeur de l'accélération L.
Ce qui précède s'applique, bien entendu, au cas où la courbe est plane ; il suffit, dans les équations (1) et (3) d'annuler y et ses dérivées, ainsi que Ly. Les deux équations (2) se réduisent à une seule entre x et z, et Ton a ainsi les quatre équations :
(4) ;^ = o>'a: + L.-2a>- , -=j + L,+2co-,
(5) f{ûP,z) = Q , Lxdx+Udz=0.
Proposons-nous, par exemple, de déterminer une courbe telle que le point dont il s'agit puisse y être placé partout sans vitesse et y reste en repos, c'est -à-dire ne prenne aucune accé-
léralion; les composantes -rnr ^ de la vitesse relative sont
nulles ainsi que celles de Taccélération relative, et Ton a alors :
(6) ù>'a:+liaj=0 , g^Lz = , L«(te + L^dz = 0, ou bien, en éliminant L^. et L^ :
(7) <ù^xdx-\-gdz=:0;
ce qui donne, en appelant C une constante arbitraire :
équation d'une parabole dont Taxe coïncide avec Taxe de la rotation. Cette propriété de la parabole a été utilisée, notamment dans le régulateur Farcot.
Les théorèmes généraux des numéros 74 à 79 sont d'ailleurs applicables à la détermination du mouvement relatif d'un point, à la condition, si Ton considère la vitesse ou Taccélération relative, d'ajouter toujours aux accélérations réelles les accélérations apparentes. Ainsi, par exemple, pour applir quer au mouvement que nous venons d'étudier le théorème du n" 79, qui s'exprime par l'équation :
(9) l{v'-v,') = f^ j{X)ds.
il faudrait, en désignant par Wr et Vr,o les valeurs de la vitesse relative en deux points {x^ y, z), {Xq, i/q, Zq) de la position du mobile^ mettre dans le second membre, pour j, l'accélération relative ou toutes les accélérations réelles ou apparentes dont elle est la somme géométrique. Le produit géométrique y(X)cîi est, d'ailleurs, égal à la somme des produits algébriques :
jxdx+jydy-hjzdZj
et il suffira, pour évaluer le second membre, d'y remplacer y». ./»» /z parle urs valeurs (1). Remarquons que dans le pro-
duity (x) ds l'accélération L ne donne rien, puisqu'elle est constamment perpendiculaire à ds, ce qui se vérifie, d'ailleurs, la somme des trois termes provenant de L étant nulle d'après (3). De m^.me, Taccéléralion centrifuge composée ne donne rien puisque sa direction est perpendiculaire à celle de la vitesse relative ou de ds ; on le vérifie aussi en constatant que la somme des deux termes qui proviennent des composantes de cette accélération est nulle. Toutes ces réductions faites, il reste :
= 2 (^'+y')— Y(^o'+»o*)+ff(--2o)
ou bien, en appelant respectivement r et Tq les distances Va?'4-yS V'^T+y? ^^ point mobile à Taxe dans les deux positions considérées :
t^R* — Tr,,» =2g{z — Zo) + w* (r* — n*).
or et (ùVo sont les valeurs de la vitesse d'entraînement dans ces deux positions ; on peut les représenter par t?E« t\^i et alors cette équation devient :
Vt,^ — t\/ = 2g(z—z,} + VB^ — v^/ .
Sous cette forme, elle est employée dans la théorie des turbines hydrauliques*
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tts. Générftlitéa. — La position dans Tespace d'un système de points est déterminée, si l'on suppose trois axes rectangulaires fixes, par les trois coordonnées jt, y, z de chacun
de ces points. Si le système est au repos, ces coordonnées suffisent pour en faire connaître Tétat.
Si le système est en mouvement, il y a à connaître, outre la position de chaque point, la direction et le sens de son déplacement ainsi que la rapidité avec laquelle ce déplacement s'effectue, c'est-à-dire la vitesse de ce point, laquelle est déterminée pour
chacun par ses trois composantes ou projections — >—,—•
Si n est le nombre des points, la connaissance des 3n coordonnées a?, y, z^ et des 3;i composantes des vitesses constitue la définition de Vétat du système àTépoque considérée.
Les 6n quantités, savoir : 3w coordonnées a:, y, z, et 3« composantes de vitesses — » t ♦ t » s'appellent les éléments sta-
fU dt at * *
tiques. Leur connaissance est nécessaire pour déterminer l'état du système à chaque instant.
Si nous cherchons à envisager la manière dont ces éléments varient avec le temps, c'est-à-dire à trouver la loi du mouvement, il est nécessaire que nous connaissions \qs accélérations de chacun des points ou, ce qui est la même chose, leurs composantes suivant les trois axes exprimées par les dérivées se-
condes — ♦ t^ > j", des coordonnées par rapport au temps.
De même que, pour un point isolé, la connaissance de l'accélération en fonction du temps, jointe à celle de la position et de la vitesse initiales de ce point, nous a suffi à déterminer la loi du mouvement de ce point, de même, pour un système de n points, la détermination du mouvement exigera, outre la connaissance des 6n éléments statiques, à une époque quelconque considérée comme initiale, celle des 3n composantes de l'accélération en fonction du temps.
Ces 3n quantités définissant le mouvement du système en sont appelés les éléments dynamiques.
Le problème à résoudre consiste donc, connaissant Vétat mitial d'un système et ses éléments dynamiques, à exprimer en fonction du temps les 6n éléments statiques, de manière à ce que Tétat du système soit connu à chaque instant. Ce problème n'est pas susceptible d'être traité d'une manière gêné*
raie ou, plutôt, sous sa forme géaérale il n'est que la répétition de n problèmes analogues pour chacun des points.
Nous nous bornerons à établir, entre les diverses quantités entrant dans les calculs, des relations utiles destinées à le simplifier.
i99. Witense et aeeélération du centre de irravlté.—
Considérons un système d'un nombre quelconque, n, de points
rriiy ^Ws, W3 (fig. 117) qui se sont déplacés d'une manière quelconque dans l'espace, fUi étant venu en m\, m, en m',, etc. Soit le centre des moyennes distances de ces a|,^^ points dans leur position primitive et 0' ce
\^ même centre après leur déplacement. Si
^ nous considérons^ d'une part, la somme
Fig. 117 géométrique 0W| (+) Wi m\ de la ligne
Omi joignant le centre des moyennes distances primitif à l'un quelconque mt des points et du déplacement nii m\ de ce point ; d'autre part, la somme géométrique 00' (+) 0'm\ du déplacement 00' du centre des moyennes distances et de la ligne 0' m' joignant ce centre, dans sa nouvelle position, au point déplacé, ces deus sommes géométriques sont évidemment égaies et représentées toutes deux par la ligne Om\ joignant le centre primitif des moyennes distances à la position définitive du point. Écrivons cette égalité pour tous les points du système :
i . Ow,(-+-)m.m'»(=)00'(+)0'm', ,
(1) j . Om.(H-)t»,w'.(=)00'(-f)0'm'. ,
additionnons géométriquement membre à membre ces équipoUences et observons que, par la définition même du centre des moyennes distances,les sommes 0mi(+)0m,(-t-)0»î3 (+). . . etOWi(+)0'm', (+)... sont identiquement nulles, il viendra
(2) nii m\ {-+•) m, m\ (+) m, m\ (+) . . . . = n. 00'.
Par conséquent, le déplacement du centre des moyennes di$^
tances d'un système de points est égal k la somme géométrique des déplacements de ces points, divisée par leur nombre, ou à la moyenne des déplacements des points du système.
La démonstration analytique de ce théorème se fait immédiatement en écrivant les valeurs des coordonnées du centre des moyennes distances avant et après le déplacement.
Le centre de gravité d'un système jouit de la même propriété, diaprés ce que nous avons dil de son assimilation au centre des moyennes distances.
Ce qui précède est vrai quel que soit le déplacement des divers points et Test encore lorsque les déplacements deviennent infiniment petits et qu*on les rapporte à l'unité de temps, c'est-àdire qu'on les divise par le temps infiniment petit pendant lequel ils se sont effectués. Il en résulte que la vitesse du centre de gravité dun système de points est égale à la moyenne des vitesses de tous les points, c'est-à-dire à la somme géométrique des vitesses de tous les points divisée par leur nombre.
L'accélération d'un point n'est autre chose que la vitesse gagnée par ce point, rapportée à l'unité de temps. Si Ton considère les vitesses de tous les points, et celle du centre de gravité à deux époques infiniment voisines^ la vitesse du centre de gravité, à la fin de cet intervalle de temps sera, d'après ce qui vient d'être dit, égale à la ?i° partie de la somme géométrique des vitesses de tous les points au même instant, vitesses dont chacune se compose de la vitesse à l'instant précédent et de la vitesse gagnée pendant l'intervalle de temps. La vitesse considérée, du centre de gravité, sera ainsi la«° partie de la somme géométrique des vitesses des points au commencement de l'intervalle de temps, et des vitesses gagnées, c'est-à-dire qu'elle sera égale à la vitesse primitive du centre de gravité augmentée de la n^ partie de la somme géométrique des vitesses gagnées. L'accélération du centre de gravité est donc égale à la w° partie, ou à la moyenne des accélératiotis de tous les points.
Il est d'ailleurs superflu de faire remarquer que, si le système de points peut se diviser en plusieurs groupes, on pourra, dans l'évaluation de la vitesse ou de l'accélération du centre de gravité de l'ensemble du système, remplacer chacun des groupes partiels par sou centre de gravité^ ù, la couditiou d'affecter
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la vitesse ou raccélération de ce centre de gravité parliel d'un coefficient proportionnel au nombre de points que renferme le groupe auquel il appartient ; ou bien, s'il s'agit d'espaces continus, volumes, surfaces ou lignes, comme ceux que Ton a considérés aux n**' 32 et suivants, d'un coefficient proportionnel à retendue de l'espace partiel dont le point considéré est le centre de gravité, ou plus généralement au nombre de points que contient cet espace.
Si, par exemple, l't, Vt, v,.... sont les vitesses, j„ y,, j\,, les accélérations des centres de gravité de ces groupes partiels composés respectivement de n^, n„ /t,... points, on aura, en appelant N = «i 4-^2 + ^3+.... le nombre total despoints'du système, V et J la vitesse et l'accélération de son centre de gravité :
(4) NJ (=) n, j\ {+)nj, (-+-) n,j, (+)....
ou bien en projetant sur trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz et en appelant X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité de Fensemble^ a?i, yi, ^j, x,, ya,.... ou en général x, y, z celles des centres de gravité des divers groupes partiels :
^ dt dt * dt dt ^ dt dt '
Ces formules pourraient être déduites de celles qui expriment les coordonnées du centre de gravité du système, qui sont :
(7) NX=:2«jr, NY=i:Hy, i\Z=v:wz,
et qu*il suffit de difFérentier une ou deux fois par rapport au temps pour trouver celles qui viennent d'être écrites.
ISO. Déplaeementu et rHemuem tpanslatoires et neit
Iraniilatelpes. — Ce qui précède est susceptible d'une autre
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interprétation. Si mi, mt, m„...(fig. 118) sont toujours les positions initiales des points du système, ^>^\ m jn; 0, celle de son centre de gravité et
^ '^ \ 7 «w'i, m',, w,',.-*- 0' les positions de ces
ô' V' points -après le déplacement, menons,
j^^. ~..ai^ ^« par chacune des positions initiales des
\ / points, des lignes niim/, mjnft^^
V m^m^'y . . . équipollentes au déplacement
00' du centre de gravité et joignons ^*^* ***• les extrémités de ces lignes aux posi-
tions finales des points; c'est-à-dire amenons chacun des points de sa position initiale à sa position définitive en lui attribuant d'abord un déplacement équipollent à celui du centre de gravité que nous appellerons translatoire et qui serait celui que prendrait le point si le système tout entier était animé d'un mouvement de translation, puis un déplacement spécial à chaque point destiné à Famener à sa position définitive et qui sera son déplacement non translatoire. Chacun des déplacements totaux, mjn\y par exemple, sera la somme géométrique du déplacement translatoire mim"^ (=) 00' et du déplacement non translatoire m^'im'i. On a ainsi :
Faisons la somme géométrique de toutes ces équipoUences, nous aurons :
(8) m,w',(+)m,m',(+). ..(=)n.OO'(H-)m^m',(H-)mW.(H-). ..
ou bien, puisque d'après (2) le premier membre est égal au premier terme du second :
La somme géométrique des déplacements non-translatoires des points d un système est nulle.
Par un raisonnement analogue à celui qui précède, nous démontrerions de même que :
La somme géométrique des vitesses non-translatoires des points d'un système est nulle ;
La somme géométrique des accélérations non-translatoires des points d'un système est nulle ; en appelant vitesse ou accélération non-translatoire d'un point la différence géométrique de la vitesse ou de l'accélération de ce point et de la vitesse ou de Taccélération du centre de gravité.
Rapportons le système de points à trois axes de coordonnées rectangulaires, appelons x^, yi, Zj, x^^ ^sv ^^s coordonnées de ces points, X, Y, Z celles de son centre de gravité, «j, Vj, v,... V leurs vitesses, et v\yV\^v\.... leurs vitesses non-translatoires, c'est-à-dire les différences géométriques v\{=)Vi{ — )V, v',(=)v, ( — )V.... Représentons de même les projections de ces vitesses
, . da?, dy^ dz^ , . da^i difi dz'^
sur les trois axes par -r' T-' -r pour la vitesse Ui ; -rr ' "7"' ^7
^ dt dt dt ^ ^' dt dt dt
pour la vitesse v\f et ainsi de suite, les quantités dx\y dj/iydz\... sont les projections, sur les trois axes, des déplacements infiniment petits non-translatoires, et l'on a, évidemment :
dxi dX dxfi dyt dY dy'i dzi dZ dz't
It Tt'^lt * IF It'^'dt ' d7 '^'^'^
et de même pour tous les autres points.
Elevons au carré toutes ces équations, et additionnons-les membre à membre ; nous aurons, dans le premier membre la
somme de termes tels que( — j + ("r ) + (-r ) c'est-à-dire
la sommes des carrés des vitesses v* + t?," + v,"+ .... des divers points. Dans le second membre nous aurons d'abord les sommes analogues
'ir ^ Qï A^)' - m + m' + m.
(iX\
OU bien V pour la première, v'* pour la seconde, et, au total, n\*-\-v'*-{-v't* -f- «V +... ; et ensuite la somme des doubles
j ...„(« /(te', , (te', N , -rfY /dj'i djf, ' \
^ dt\dt ^ dt +-7*
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Or la somme géométrique des vitesses t''i(+)t'i(+)... étant nulle, d'après ce que nous venons de dire, il en est de même des sommes algébriques des projections de ces vitesses sur les
trois axes ; les parenthèses telles que l'ir + "T"* +••••) sont
donc égales à zéro, et disparaissent de la somme des seconds membres. Il reste ainsi
v,' + iV + c,' + ..,=n\' + tV + tV + t''/ +...
ou bien
La somme d^s carrés des vitesses de tous les points du systètne
est égale à n fois le catré de In vitesse du centre de gravité plus
a somme des carrés des vitesses non translatoires de ces points.
Cela peut se démontrer d'une façon beaucoup plus simple :
Dans chacun des triangles comme mim\m'\ nous avons
tV==V^-+-r/^ — 2V(xy..
Ecrivons toutes les autres égalités semblables et ajoutons membre à membre; la somme des produits géométriques — 2^y(X)v est identiquement nulle, d'après ce que nous avons dit plus haut (n° 5) des produits géométriques, puisque la somme géométrique des vitesses v est nulle. La somme de toutes ces équations se réduit ainsi à
^c' = n\' + :Zv\ c'est-à-dire à celle que nous venons de trouver autrement.
fSf. Aocélérations réeiproqtte«, — Si le système de points se réduit à deux, se mouvant sur une même droite, la vitesse moyenne ou Taccélération moyenne est la demi-somme algébrique des deux vitesses ou des deux accélérations indivi« duelles des deux points, c'est-à-dire leur demi-somme ou leur demi-différence selon qu'elles ont le même sens ou des sens opposés»
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Si les deux accétéralions individuelles sont réciproques^ c'est-à-dire égales et directement opposées, l'accélération moyenne est nulle.
Imaginons un système d'un nombre quelconque de points dont les accélérations soient, pour chacun d'eux, la résultante d'accélérations réciproques à celles des autres points du sys* tëme ; c'est-à-dire que si l'on considère l'accélération de chacun des points comme décomposée suivant toutes les directions joignant ce point à tous les autres, les composantes des accélérations des points suivant les lignes qui les joignent deux à deux soient égales et directement opposées. Nous dirons que le système n a que des accélérations intérieures réciproques j et que par conséquent son accélération moyenne est nulle.
La vitesse moyenne d'un pareil système est donc ou nulle, ou constante en grandeur et en direction. Cette vitesse moyenne est toujours celle du centre de gravité du système, comme nous l'avons démontré plus haut.
Considérons maintenant deux systèmes de points n'ayant dans leur ensemble que des accélérations réciproques. Ce sera, par exemple, le système précédent divisé en deux grou* pes de points par une surface idéale quelconque. Désignons par A et B ces deux systèmes. Si l'on prend un point quelconque du système A, toutes les droites qui le joignent à tous les autres points peuvent être partagées en deux groupes : celles qui le joignent aux autres points du méime système A, et celles qui le joignent aux points de l'autre système B. Toutes les composantes de l'accélération de ce point, dirigées suivant ces droites et à chacune desquelles correspond, sur la même droite et à son autre extrémité, une autre composante d'accélération réciproque, seront de même divisées naturellement en deux groupes : les composantes dont les réciproques sont celles des points du même système, et les composantes dont les réciproques sont celles des points du système B. Nous appellerons les premières intérieures et les autres ez/erieures; et cette délinition s'appliquera à chacun des deux systèmes.
Nous avons donc, en totalité, trois groupes de composantes d'accélérations : les accéléralîons întériouros du système A,
les accélérations intérieures du système B et les accélérations extérieures à chacun des deux systèmes. Chacun de ces groupes se compose d'accélérations réciproques, c'est-à-dire dont la somme totale est nulle.
Il en résulte, d'abord, que l'accélération moyenne de chacun des systèmes, A ou B, est la même que si les accélérations extérieures existaient seules. Et ensuite, que les occ^/erations moyennes de ces deux systèmes sont directement opposées et en raison inverse du nombre de leurs points.
Nous appellerons accélération moyenne de A vers B Taccération moyenne du système A, due aux composantes d'accélération réciproques aux points du système B, et inversement. Il est bien entendu que cette dénomination : accélération de A vers B, ne préjuge en rien le sens réel de Taccélération dont il s'agit, qui peut être dirigée de A vers B ou dans le sens directement opposé.
189. Expressions des coniposaiites de raecélération moyeiiiie. — Considérons maintenant^ abstraction faite du système B, le premier de ces deux systèmes A. Les composantes d'accélération de ses divers points se divisent en deux groupes, les accélérations intérieures et les accélérations extérieures. Désignons par J», Jv, Jx, les composantes, suivant les trois axes, de l'accélération moyenne J de ce système, c'està-dire les quotients, par le nombre des points du système, des sommes algébriques des projections sur les trois axes de chacune des composantes extérieures des accélérations de ses points. Soient a;, y^ z les coordomiées de l'un quelconque des
• dx du dz • •■ 1 . 11*
pomts;-^, ^, jT les projections sur les trois axes de lavi-
, . d*x d^y dH , . . ,
tesse V de ce point, -^ , -^^ , -rr^ les projections de son accélération/, et soit N le nombre total des points. D'après ce qui vient d'être dit, l'accélération moyenne du système est la même que si les accélérations extérieures existaient seules, ce qui nous donne les trois équations
lesquelles résultent d'ailleurs évidemment de ce que les composantes intérieures d'accélération étant réciproques, leurs projections sur une axe quelconque sont égales et de signe contraire et disparaissent des sommes qui constituent les premiers membres ; sommes qui se réduisent ainsi à celles des projections des composantes extérieures d'accélération, c'està dire aux projections de l'accélération moyenne du système multipliées par le nombre des points.
Si d'ailleurs, dans le système A, on prend un groupe d'un nombre rii de points et le centre de gravilé de ce groupe dont les coordonnées seront Xi, y^, z^^ puis un autre groupe de n, points dont le centre de gravité aura les coordonnées x^^y^^z^^ etc., de manière que le nombre total N des points du système soit égal à la somme ni + nj-f-,..; la somme des projections
T^ sur l'axe des x des accélérations des points du premier groupe sera, d'après ce qui a été démontré plus haut, égal à
ni -^ ; demème,lasommedesprojectionsdesaccélérations des
points du second groupe sera n^ -^, et ainsi de suite ; de sorte
que si, en général, on désigne par Xy y, z, non plus les coordonnées d'un point, mais celle du centre de gravité d'un groupe de 71 points, on aura les trois équations :
(2) S«^=NJ. , Sn5.=NJ, , S»^=NJ,.
Appelons /« la résultante, pour un point quelconque, de ses composantes extérieures d'accélération, cette résultante, ajoutée géométriquement à celle des composantes intérieures d'accélération du même point, donnant son accélération j ; nous venons de dire que l'accélération moyenne J était la même que si les composantes d'accélération extérieures existaient seules,nous avons donc l'équipoUence NJ(=)SsJ« qui équivaut aux trois équations suivantes dans lesquelles /«^/«.y/^,! désignent les projections, sur les trois axes, de l'accélération jt :
(3) NJ:p = S;Vx , NJj,=2;.,j, , NJ,=S;\^ •
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ou, en subslituant :
( i; s » — = S;,,^ , 2 n -^= S/,,, , Sn - = S;,,.
f SB. Belatiens entre leu wliemmem et les aeeélératlens» Premier tbéorème général. — Evaluons maintenant la vitesse moyenne V du système à une époque quelconque, V« étant cette vitesse à Tépoque / = 0. L'accélération moyenne, qui est celle du centre de gravité du système, étant désignée par J, représentons par i, la projection de J sur la direction de V, ou sur la tangente k la trajectoire du centre de gravité, nous aurons, en appliquant le théorème du n'^Ti au mouvement du centre de gravité, dont la vitesse est V, et Taccélération tangentielle J, :
3 s dt .
mais Jj, projection sur la direction de V de Taccélération moyenne, est égale au quotient, par le nombre N de points du système, de la somme des projections, sur la même direction, de toutes les accélérations y, ou, ce qui est la même chose, des accélérations extérieures y^* Si donc, pour chaque point, nous appelons yV, la projection, sur la direction de V de l'accélération extérieure je, nous aurons NJ, = S/<..« ce qui, en substituant dans Téquation précédente, donne
(2) V - V. = I f S;V. dt = ~ll r je., dt .
Si, pour un mtewalle de temps quelconque^ on fait^ pour chacun des points du système^ la somme intégrale des produits, par les éléments du temps, de la projection de son accélération extérieure sur la direction de la vitesse moyenne^ la moyenne de ces sommes, pour tous les points du système, sera égale à F accroissement^ pendant le même intervalle de temps, de la vitesse du centre de gravité,
une. Second théorème «rénéral. — Au lieu de projeter
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sur la direction de la vitesse moyenne Y, projetons sur un axe Ox quelconque et appelons Wxy V^^^les projections, sur cet axe, des vitesses moyennes V et Vo, et de même J», jé^ celles des accélérations J et je. Nous aurons toujours NJa.= ^V«> ^^ si nous appliquons, au mouvement du centre de gravité, le second théorème général du n"" 76, nous aurons
L'accroissement, pendant un temps quelconque, de la projection sur un axe quelconque de la vitesse du centre de gravité dun système est égal à la moyenne des sommes ijilégrales, pendant le même temps, des produits, par les éléments du temps, des projections, sur le même axe, des composantes extérieures des accélérations des points.
Le théorème précédent peut être rattaché à celui-ci, en prenant, à chaque instant, pour axe de projection, la direction même de la vitesse moyenne du système.
Appelons t' la vitesse d'un point quelconque, Vx, tv« ^^^ projections sur Taxe des x de cette vitesse v et de sa valeur v^ à Tinstant initial, nous avons, d'après le n® 129 :
ou bien, en substituant dans Téquation précédente, multipliée par N :
2 t?x — i: Vo.a; = - / hx dt .
Si, comme plus haut, nous avons divisé le système en groupes contenant respectivement Ui, n^, n^,.... points et si nous
appelons ^,, Xi, x^ les abscisses des centres de gravité de
ces groupes respectifs, les projections sur Taxe x^ des vitesses
« . dxà dx^ dxn
de ces centres étant -7^» -7^> V-j---- nous avons aussi :
dt ' dt dt^ dxi dxi dxn ^ dx
et, en appelant en général | — j la valeur de — pour / = 0, nous pourrons écrire
L accroissement, pendant un temps quelconque, des produits, par leurs nombres de points respectifs, des projections sur un axe quelconque des vitesses des centres de gravité des divers groupes qui composent le système, est égal à la somme des intégrales, pendant le même tefnps, des produits, par les éléments du temps, des projections, sur le même axe, des accélérations extérieur es de tous les points.
On aurait pu déduire cette dernière équation de celle (2) du n^ 76 en récrivant pour chacun des points du système,
dt
et en additionnant toutes ces équations. Le premier membre aurait donné St?» — Svo,», c'est-à-dire, sous une autre forme, le premier membre de (3) ; en faisant la somme des seconds membres, on aurait eu la somme des produits, par les éléments du temps, des projections /«, qui se réduit bien, puisque les accélérations intérieures, réciproques, ont des projections deux à deux égales et directement opposées, à la somme des produits, par les mêmes éléments, des projections ye,^; des accélérations extérieures.
tS5. Troisième tliéorème néaéral. — Raisonnons de la même manière en écrivant, pour chacun des points du système en mouvement, l'équation (4) du n"* 77 :
(1) M^v — M^v = I ^zjdty
et additionnant toutes ces équations. Nous aurons, dans le premier membre, les sommes algébriques des moments des vitesses, par rapport à Taxe z, à la fin et au commencement de rintervalle de temps considéré. Dans le second membre, nous
aurons la somme des moments des produits jdt ; or, pour un point quelconque, le moment de son accélération j est la somme des moments de ses composantes, c'est-à-dire la somme des moments des composantes intérieures et des composantes extérieures. Lorsque nous ferons la somme de ces moments pour tous les points, les composantes intérieures, deux à deux égales et opposées, auront des moments égaux et de signe contraire et disparaîtront du total qui se réduira à la somme des moments des composantes extérieures. Nous aurons ainsi :
(2) SMx « — 2ilr V. = 2 r MiÂ dX.
Si, pour un intervalle de temps quelconque, on fait, pour chacun des points du système, la somme intégrale des moments par rapport à un axe des produits, par les éléments du temps y des composantes extérieures de l'accélération de ce point, la somme de toutes ces intégrales sera f accroissement^ penda7it le même temps, de la somme des moments, par rapport au même axe, des vitesses de tous les points du système.
La direction z étant quelconque, si Ton écrit la même équation pour deux autres directions rectangulaires x, y^ concourant en un point 0, le système des trois équations ainsi obtenues pourra être résumé par TéquipoUence :
(3) SffM, f) (— ) S«Mo Vo (=) S» r Mo/i dt
qui pourrait être également traduite en langage ordinaire. Prenons l'équation (2)
SMxt?— SMxt?,= S f^xl
édt
et appliquons-la à un intervalle de temps infiniment petit dty ce qui revient à différentier ses deux membres par rapport au temps, elle deviendra :
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Portons, sur l'axe des 5, à partir d'un point pris pour origine, une ligne Omz représentant SM^t; ou la somme des moments des vitesses par rapport à cet axe, la vitesse de Textrémité de cette ligne représentera la somme des moments, par rapport au même axe. des accélérations extérieures au svstëme. Et en raisonnant comme nous l'avons fait au n*^ 77, prenant le moment résultant des vitesses par rapport au point 0, et le moment résultant des accélérations extérieures par rapport au même point, nous aurons, entre ces deux lignes, la relation suivante :
Le moment résultant, par rapport à un point fixe quelconque, des accélérations ectérieures d'un système de povits en mouvement est équipollent à la vitesse de F extrémité de la ligne qui représente le moment résultant, par rapport au même point, des vitesses de tous les points du système.
Ce théorème pourrait êlre déduit, simplement, de la différentiation, par rapport au temps, de l'équipoUence (3).
180. Prlneipe de la oonserwatlon des aires. — Nous pouvons aussi, conformément à ce que nous avons fait au n** 78, désigner par t?A,z la vitesse aréolaire de la projection d'un point quelconque sur un plan perpendiculaire à la direction z, puis, dans les équations qui précèdent, mettre 2v^^z au lieu de MzV, et modifier en conséquence l'énoncé des résultats.
Supposons que le système en mouvement soit tel que la somme des moments des composantes extérieures des accélérations de ses points soit constamment nulle par rapport à un point déterminé C de l'espace. Cela veut dire que toutes ces composantes extérieures ont une résultante nulle ou passant par le point C, et ce fait se produira, en particulier, lorsqu'il n'y aura que des accélérations intérieures au système. Nous aurons alors, le second membre de l'équipoUence (3) étant
nul :
H^Mç V (=) «irMo t-o (=) const.
Le moment résultant des vitesses de tous les points du
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système par rapport au poiut C sera coaslant en g'raadeur, direclioa et sens.
Si Ton considère un axe quelconque passant par le point C, le moment résultant des vitesses par rapport à cet axe sera la projection, sur sa direction, du moment résultant par rapport au point C, il sera donc aussi constant. Et de tous les axes passant par le point G, celui dont la direction coïncidera avec celle du moment résultant par rapport à ce point sera celui par rapport auquel la somme des moments des vitesses sera la plus grande.
Si la somme des moments des vitesses par rapport à uu axe est constante, il en sera de même, d après ce qui vient d'être dit, de la somme des vitesses aréolaires, ou, ce qui revient au même, la somme des aires décrites par les projections des points sur un plan perpendiculaire à cet axe croîtra proportionnellement au temps. C'est le principe de la conservation des airesy et Ton peut Ténoncer ainsi : -
Lorsqu'un système de points est en mouvement de telle manière que lès composantes extérieures de leurs accélérations aie^it une résultante unique passant constamment par tin point fixe^ la somme des aires décrites dans T unité de temps par les projections sur un plan quelconque des rayons vecteurs joignant les points mobiles au point fixe est constante.
t4«. Plan du ma!iLiniain des aires. — Parmi tous les plans que Ton peut mener dans toutes les directions de Tespace, celui qui serait perpendiculaire à la direction du moment résultant des vitesses par rapport au point C donnerait, à la somme des vitesses aréolaires, une valeur plus grande que tout autre, puisque Taxe perpendiculaire à ce plan serait celui par rapport auquel la somme des moments des vitesses serait la plus grande.
Ce plan porte le nom de plan du maximum des aires. Il existe, et sa direction perpendiculaire à celle du moment résultant des vitesses, qui est constante, est invariable^ dans toQt système en mouvement satisfaisant à la condition qui
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vient d'être énoncée en ce qui concerne les composantes extérieures des accélérations de ses points.
Le système solaire, dont les dimensions sont relativement petites par rapport aux distances qui le séparent des autres astres, peut être considéré comme tel : les composantes extérieures des accélérations de ses points, sensiblement égales et parallèles entre elles, ont une résultante qui passe toujours à très peu près par son centre de gravité. Pour ce système, le plan invariable ou du maximum des aires prend le nom de plan de Laplace.
tS9. Systèmes à, liaisons. — On dit qu'un système de points est à liaisons lorsque quelques-uns de ces points sont astreints à certaines conditions géométriques, qui sont ordinairement les suivantes :
1" Un ou plusieurs points peuvent être assujettis à rester absolument fixes, alors que les autres se meuvent.
2° Deux ou plusieurs points peuvent être astreints à rester à une distance invariable les uns des autres.
3"^ Un point peut être assujetti à parcourir une trajectoire déterminée, ou, comme on dit, à se mouvoir sur une courbe fixe.
4'' Ou bien sur une surface fixe.
Ces quatre genres de liaisons étant de beaucoup les plus usités, c'est à eux que nous bornerons notre étude.
tSS. Ei|iiatioiis de liaisons. — Chaque liaison se traduit géométriquement au moyen d'équations où figurent les coordonnées du point assujetti à la liaison, où peuvent figurer aussi celles d'autres points du système, et que Fou nomme équations de liaison.
Pour exprimer qu'un point reste fixe, il faut écrire que ses trois coordonnées x, y, z, sont constamment égales à trois quantités données a, 6, c. Ce premier genre de b'aison fournit donc autant de fois trois équations de liaisons qu'il y a de points assujettis à rester fixes.
Si deux points sont astreints à rester à une distance invaria«
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ble Tun de l'autre, cette condition s'exprime par une seule équation entre leurs coordonnées :
(a:, — x,y + (y, — î/,)' -+- {z^ — z.f = constante.
il y aura donc autant d'équations de liaisons qu'il y aura de groupes de deux points assujettis à rester à une distance constante l'un de l'autre.
Pour exprimer qu'un point doit se mouvoir sur une courbe fixe, on écrira que ses coordonnées z, y, z satisfont aux deux équations de la courbe, ce qui donnera autant de fois deux équations de liaisons qu'il y aura de points assujettis à parcourir une trajectoire donnée.
Enfin, si un point doit rester sur une surfaxe fixe, les coordonnées de ce point doivent vérifier l'équation de la surface, ce qui fera autant d'équations qu'il y aura de points assujettis à cetter dernière condition*. • • . « .
Nous avons vu plus baut, en étudiant le mouvement d'un point, que ce mouvement est complètement défini lorsque l'on connaît, exprimées en fonction du temps, des coordonnées de ce point ou des composantes de sa vitesse, les trois composantes, suivant les trois axes, de son accélération. Les trois équations ainsi obtenues déterminent, par leur intégration, les coordonnées x,^, z du point en fonction du temps^ c'est-àdire la loi du mouvement.
S'il s'agit donc d'un système de n points entièrement libres, c'est-ànlire pouvant se mouvoir dans toutes les directions et indépendamment les uns des autres, il faudra (n** 128), pour en déterminer le mouvement, 3n équations entre les 3n composantes de l'accélération, les coordonnées, les composantes des vitesses et le temps.
Mais si le système comporte k équations de liaisons, c'est-àdire k relations nécessaires entre ces coordonnées^ il suffira de 2n — k relations entre les composantes d'accélérations et les mêmes quantités.
D est facile devoir que, dans un pareil système, les déplacements de tous les points ne sont pas arbitraires et qu'entre les 371 projections, sur les trois axes, des déplacements des
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points, il existe, comme entre les coordonnées elles-mêmes, k relations nécessaires.
Soient, en effet,
les k équations de liaisons d'un système, ou les k équations nécessaires entre les 3n coordonnées de ses points, dont les
coordonnées sont désignées par (d:,, y,, 2j), {Xf, y^, ^j),
(xn, ynj ^h)* Prenons les différentielles totales des fonctions N, lesquelles doivent être nulles, puisque ces fonctions sont ellesmêmes constamment nulles, nous aurons k équations
dNi dNi dSi dSt . , , <^i , a
j-^ dx, + — ^ rfy, + — dsi H- — d^sH h t- ^3;»= ,
dNk . , dNfc , , d^k j , dyk dNk , ^
cki dyi •^^ ' d^i * ' djTi ' ' dzn
entre les Sn projections dxi, dy^^ dzi, dx^^.,... dz^^ des déplacements des points du système, de sorte qu'il n'y en aura que 3w — k d'arbitraires.
Si, en particulier, il s'agit d'un système invanable, nous avons vu que la condition d'invariabilité de forme équivalait à 3n — 6 relations entre les coordonnées de ses points ; k est alors égal à 3w — 6 ou 3« — k = 6. 11 suffit donc, pour déterminer le mouvement d'un système invariable, de six équations entre les composantes d'accélération de ses points et leurs coordonnées.
!••• Aecélération» de liaisons. --Nous avons étudié, dans le chapitre IV, (n**" 85 et suivants), quelques exemples de mouvements de points assujettis à des liaisons : par exemple astreints à rester sur une courbe ou une surface fixe. Nous avons imaginé, pour ramener cette étude à celle d'un point libre, d'ajouter à l'accélération qu'aurait le point s'il était libre, une nouvelle accéltration que nous avons considérée comuie duo ù lu présence de lu courbe ou de la surftu^c. Et
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nous avons vu que les trois composaiiles de celte nouvelle accélération, que nous avons appelée La.,Ly,Lr, ne pouvaient être arbitraires ; il faut, pour que le mouvement du point soit déterminé, une relation entre ces composantes lorsque le point doit parcourir une courbe donnée, et deux relations lorsqu'il doit se mouvoir sur une surface donnée.
Nous avons dit aussi, qu'en général, ces relations étaient définies par la direction relative de Y accélération de liaison L avec la courbe ou la surface. L'on admet souvent que Tacccélération L due à la courbe ou à la surface fait un angle droit avec l'une ou l'autre, mais quelle que soit l'hypothèse faite sur la grandeur de cet angle, il y a, dans le cas où le point parcourt une courbe fixe une seule relation, et lorsqu'il se meut sur une surface deux relations entre les composantes Lx, L^^, L;r, de l'accélération de liaison ; il reste donc, dans le premier cas, deux composantes, dans le second, une seule de ces compo* santés à déterminer.
Remarquons que le nombre de ces composantes restant à trouver est, dans chaque cas, égal au nombre des équations de liaison N, pour un point assujetti à se mouvoir sur une courbe ou sur une surface.
Lorsqu'un point est assujetti à rester fixe, on peut de même considérer que cette condition sera satisfaite si l'on ajoute, h Faccélération que prendrait le point s'il était libre, une accélé*> ration de liaison L égale et directement opposée. Nous n'avons alors aucune indication sur ce que peut être cette accélération L, et ses trois composantes L^, Lj^, L. sont inconnues sans que nous puissions établir à prion entre elles aucune relation.
Or, l'obligation pour un point de rester fixe s'exprime par trois équations de liaisons, il y a donc encore égalité entre le nombre des composantes d'accélération inconnues et celui des équations de liaisons.
Enfin, pour deux points assujettis a rester à dislance inva*riable, ce qui s'exprime par une seule équation de liaison, nous n'aurons aussi à introduire qu'une seule composante indéterminée de l'accélération de liaison. Supposons en effet que ces deux points, s'ils avaient été libres, se fussent déplacés Tun par rapport à l'autre d'une façon quelconque, leur distance sera
restée la même si leurs accélérations, projetées sur la droite qui lesjoint, sont égales, et par conséquent il suffira, pour assurer rinvariabilité de la distance, d'ajouter géométriquement, à raccélération de l'un d'eux, une accélération égale et directement opposée à la différence de ces projections, c'est-à-dire une accélération dont la grandeur reste à déterminer, mais dont la direction est celle de la droite qui joint les deux points. La connaissance de cette direction équivaut à la connaissance de deux relations entre les composantes Lx, Ly, L^ de l'accélération de liaison, dont une seule, par suite, reste indéterminée.
lAO. Assimilation à un système libre. — Ainsi, quelles que soient les conditions, désignées sous le nom de liaisons, imposées aux points du système, si on les remplace par des composantes d'accélération qui en tiennent lieu et qui restent à déterminer, le nombre de ces composantes inconnue^, ou indépendantes les unes des autres, sera précisément égal au nombre des équations de liaisons, c'est-à-dire à k. Le système pourra alors être considéré comme libre ; et si l'on écrit, pour chacun de ses n points, les trois équations qui en définissent le mouvement, en ajoutant, aux composantes de l'accélération que prendrait ce point s'il était libre, les composantes inconnues de l'accélération de liaison. Ton introduira ainsi k inconnues nouvelles ; mais si, aux 3» équations ainsi écrites, Ton ajoute lesft équations de liaisons, l'on aura «-<;i4-Aéquations, suffisantes pour déterminer, non seulement le mouvement du système par les valeurs, en fonction du temps, des 3/i coordonnées de ses points, mais encore les k composantes de l'accélération qui y figurent comme inconnues auxiliaires. U est facile de reconnaître que k de ces équations sont des identités, de sorte que le nombre réel d'équations distinctes n'est que de 3n.
La résolution de ces équations, sous leur forme générale, n'a guère qu'un intérêt analytique*.
Dans chaque cas particulier, on adoptera la méthode de résolution qui paraîtra la plus appropriée, à défaut de la métkode générale que nous ne développerons pas ici.
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On peut imaginer d'autres liaisons que celles que nous avons définies ; ainsi on peut astreindre deux surfaces données à rouler ou à glisser Tune sur l'autre, etc. La mise en équation de ces liaisons peut èlre un peu plus compliquée, mais la conclusion reste toujours la même.
t Ai. Translation. — Nous allons appliquer les considérations des n~ 129 à 136, et les équations que nous y avons démontrées pour les systèmes quelconques de points, à certains cas particuliers du mouvement des systèmes invariables.
Dans ces systèmes, tes points étant toujours à des distances constantes les uns des autres, les accélérations intérieures réciproques sont toujours Nulles et il n'y a que des accélérations extérieures au système.
Le mouvement le plus simple d'un système invariable est celui que nous avons défini plus haut (n"" 94) sous le nom de translation : tous les points décrivent des trajectoires égales et leurs vitesses à chaque instant sont aussi égales. Il en est de même, par suite, de leurs accélérations ; et Tétude de ce mouvement est complète lorsque l'on a fait celle de Tun des points. En particulier, le centre de gravité du système décrit une trajectoire identique à celle de tous les autres points et son accélération à chaque instant, qui est l'accélération moyenne du système, est la même que celle d'un point quelconque. Nous n'avons, pour ce cas très simple, rien à ajouter à ce que nous avons dit plus haut (chap. IV) au sujet du mouvement d'un point. La connaissance de l'accélération moyenne servira, d'après les règles qui ont été indiquées alors, à trouver la loi du mouvement du centre de gravité et par suite d'un point quelconque du système.
149. Botatlon autour d^nn axe fli^e. — Étudions maintenant le mouvement de rotation autour d'un axe fixe, et
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pour cela, rapportons les positions des points du système à des coordonnées cylindriques, définies de la manière, suivante :
Prenons pour axe des ;; (Kg. 1 19) Taxe de rotation ; un plan
quelconque xO^, pei*pcndiculaire à cet axe, ,M sera celui à partir duquel nous mesure-
rons les coordonnées z d*un point M du : système, dont la position sera définie par
\f0~^ — / jdf la longueur z=MP de cette coordonnée et f\y par Itt position du point P dans le plan
^ P JoOf/, laquelle sera elle-même déterminée
*^' par les coordonnées polaires r=OP, dis-
tance du point P au point ou du point M à Taxe 0;7, et l'angle = POx formé par le rayon vecteur OP avec une direction quelconque Ox tracée dans le plan xOy, L'avantage de ces coordonnées sur le système rectangulaire x, y, z^ dans le cas dont il s'agit, est que, pour un point quelconque M, deux coordonnées, r et ;j, sont constantes pendant toute la durée du mouvement, et que la seule coordonnée variable, 6, varie de la même manière pour tous les points, c'est-à-dire que pour tous
les points la vitesse angulaire -r-, que nous désignerons par
(i), est la même à chaque instant et par suite aussi l'accéléra-
tfon angulaire — • = r- . La loi du mouvement sera donc dé-
al' ai
finie par une seule relation entre et ^ et nous n'avons à déterminer que cette seule relation, c'est-à-dire à trouver une seule équation entre et /.
lAS. Expreii«i«nM des pr«Jee<iotis et deit moineiittt de la iriteufte et de raeeélération d^an palnt quelcaaque. — Pour cela, nous allons établir, au moyen des formules générales de transformation des coordonnées, les valeurs des diverses quantités que nous aurons à considérer.
Nous avons d'abord, entre les coordonnées rectangulaires ordinaires x, y, z et les coordonnées r, 9, 5, les relations :
.r = ;* cosO, y = rsînO , z-.
r <4 z étant constants ou indépendants du temps, nous en dé-
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duisons, pour les composantes de la vitesse d*uu point suivant les trois axes rectangulaires ;
, . dx dy dz ^
et pour les composantes de raccélération
•'^ (//» ^ dt'
;. ^rr — =0.
Ces valeurs des projections de la vitesse et 'e Taccéléralion nous permettent d'écrire les moments, par rapport aux trois axes, de la vitesse et de l'accc^lération d'un point quelconque :
Mxf^ =■■ ^zV — V,jZ = — (ùXZ ,
Myt? = r^jcS — VsZ = — iùyz ,
jH^v = r^a: — Vxy* = w {x^ + y") = or' ,
■■•// = ix- — y^^ = — oi^xz —j^yz,
dta . , ,, dM ,
Les trois dernières équations pourraient être déduites directement des trois précédentes par l'application du théorème du n"" 77. On aurait ainsi, par exemple :
d.MxV dx d(a
ou bien, en mettant ponr j sa valeur — o.y, la valeur ci-des-
sus de MxJ- Do même pour les autres.
Nous pouvons aussi exprimer en fonclion de la vitesse an* gulaire o la somme des carrés des vitesses de tous les points du système. Ponr un point quelconque, la vitesse v est égale à
rco ; on a donc^ en désignant par I^ le moment d'inertie du système par rapport à Taxe z :
(4) Su* = 2(oV* = i^^^r' = G)»Iz.
De même, si Ton considère Taccélérationy d*un point quelconque, le chemin ds parcouru par ce point, pendant un temps dty est un petit arc de cercle égal à rtùdt^ dont les projections sur les axes a?, y, z sont respectivement — (ùt/dt^ <ùxdt, 0. Le produit géométrique de l'accélération par le chemin parcouru j{X)ds =j.ds cos(j . ds) sera la somme algébrique des produits des projections de ces deux lignes sur les trois axes (no 5). Nous aurons ainsi
j{X)ds = — (ùyjx dt + iùxj^ dt
puisque les projections sur Taxe des z sont nulles. Mettant pour jxjjy leurs valeurs cî-dessus nous obtenons :
j'(X)ds = -^ (ar« + y') . t^dt = Mx] . iùdt.
Et, en faisant la somme pour tous les points :
(5) sy(X)rf5 = (orf/ . 2m J.
Cette somme divisée parrfi est comme on sait (n*^ 79), et comme il est facile de le vérifier, la dérivée de la précédente Sv* par rapport au temps.
Les expressions précédentes, déduites des formules de transformation des coordonnées, auraient pu être écrites directement. Si, par exemple, on considère Taccélération j d'un point quelconque, la trajectoire de ce point étant un cercle contenu dans un plan perpendiculaire à Taxe des z^ Taccélérationy est aussi dans ce plan et elle est la résultante d'une accélération tangenticUe r -- et d'une accélération centripète wV.
dt
Cette dernière, dirigée vers le centre de la circonférence trajectoire du point mobile, rencontre l'axe des ^ et a un moment nul par rapport à cet axe. Le moment dej par rapport à l'axe des z se réduit donc au moment de la composante tangentielle
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r -r- dont le bras de levier est r, et par suite ce moment a bien
pour valeur 7- r* comme nous l'avons trouvé plus haut, et ainsi des autres.
€44. Somme» de» projections et deo moment» de» aeeélérotions de ton» le» point». — Ainsi que nous aurons Toccasion de le voir plus loin^ il arrive souvent, dans Fétude du mouvement des systèmes invariables, que Ton connaît un syslëme de lignes équivalent (n" 19) au système des lignes représentant les accélérations de tous les points en mouvement. Admettons qu'il en soit ainsi.
Le système de lignes représentant les accélérations des divers points^ ou le système équivalent supposé donné, sera défini par les six quantités suivantes : sommes des projections. de ces accélérations sur les trois axes rectangulaires et sommes des moments de ces mêmes accélérations par rapport à ces axes :
^Utj = —iù*^xz — - 2y«,
SM^- = ^S(x' + y») = ^2r'.
Désignons par X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité du système, par N le nombre de ses points, nous aurons Sa? =3 NX etSy=NY. Les sommes Sarz, 2yz ont été plus haut désignées par les lettres D,E et Sr' par I^ ; cette dernière est le moment d'inertie du système par rapport à Taxe des z. Il est à remarquer que ces sommes conservent les mêmes significations lorsqu'au lieu de considérer un système de points isolés, on considère un volume continu au moyen du mode de généralisation qui a déjà été plusieurs fois employé, notamment n~ 32 et 42.
ËQ substiluant ces nouvelles notations, les équations précédentes deviennent :
ai
i4«« Discunfliloii. Loi du meuvcnieiit. — Nous avons dit qu'une seule équation était suffisante pour définir la loi du mouvement ; ce système de six équations exprime donc, entre les six sommes qui définissent le système des accélérations, cinq conditions nécessaires auxquelles elles satisfont si le mouvement est celui de rotation autour d'un axe, que nous avons supposé.
L'une de ces conditions ^j; = doit être satisfaite quelle que soit la loi du mouvement, elle ne contient pas en effet la vitesse angulaire ca et elle est indépendante du temps. Elle exprime que la somme des projections des accélérations sur la direction de Taxe est nulle.
La dernière équation : S MzJ = y L définit la loi du mouvement si Ton suppose donné, en fonction du temps, un système équivalent à celui des accéléralions.Elle fournit en effet, à chaque instant.la valeur de --==--- et par suite 8 en fonction du
dt dt^ ^
temps. La vitesse angulaire w étant déterminée, les quatre autres équations expriment les conditions auxquelles doivent satisfaire les quantités qui définissent le système des accélérations ou le système équivalent.
Ces conditions sont généralement variables avec le temps puisque les seconds membres des équations contiennent <ù
et — et il est facile de vérifier qu'à moins d'avoir w = c'est-
à-dire de supposer le système au repos, ou bien o)=const.
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c'est-à-dire uq mouvomenl de rotation uniforme, les quatre quantités dont il s'agit sont nécessairement fonctions du temps à moins qu'elles ne s'annulent, ce qui est possible comme on va le voir.
téU. AiLe» permanents, âmes nalurels de rotation. —
Si Ton a X = 0, Y = 0, on a toujours identiquement, quel que soit w, lljx = Qf S^y =0, et, réciproquement, la nullité de ces deux sommes entraîne celle des coordonnées X, Y du centre de gravité. Lors donc que l'axe de rotation passe par le centre de gravité, la somme des projections des accélérations sur une direction perpendiculaire quelconque est toujours nulle ; et, comme d'ailleurs on a toujours 2^2 = 0, la somme des projections des accélérations est nulle sur trois axes rectangulaires, c'est-à-dire que la somme géométrique des accélérations est alors nulle. La réciproque de cette propriétjS étant vraie, on peut dire que lorsque de la somme géométrique des accélérations des points d'un système invariable, animé d'un mouvement de rotation, est nulle, la rotation s'effectue autour d'un axe passant par le centre de gravité.
Le système de lignes équivalent à celui des accélérations peut alors être réduit à un couple.
Sil'ona, à lafois, D = 0, E=0, on a toujours identiquement,quelque soit <o, 2]lia?y = 0, 2Mî,j=0 et réciproquement la nullité de ces deux sommes entraîne celle des quantités D et E. L'axe de rotation est alors un axe principal d'inertie pour le point 0. Lors donc que l'axe de rotation est axe principal d'inertie pour un de ses points, la somme des moments des accélérations par rapport à un axe quelconque mené par ce point, perpendiculairement à l'axe do rotation, est toujours nulle. Car la direction des axes des x et des y est arbitraire et chacune d'elles est quelconque.
Les deux conditions peuvent être satisfaites simultanément, c'est-à-dire que l'on peut avoir D=E=0 en même temps que X=Y==0. L'axe de rotation est axe principal d'inertie passant par le centre de gravité ; il est donc axe principal d'inertie pour tous ses points (n* 47). Le couple équivalent au système des accélérations est alors situé dans un plan perpendiculaire à l'axo do rolation.
Lies axes priacipaax d'inertie passant par le centre de gravité, qui jouissent seuls de cette propriété que lorsqu'un système invariable tourne autour de Tun d'eux les accélérations de tous ses points peuvent se composer en un couple situé dans un plan perpendiculaire à sa direction, portent, pour des raisons qui seront données plus loin, le nom d'axes naturels de la rotation du système.
Lorsque Taxe de rotation satisfait seulement à la seconde des deux conditions précédentes, c'est-à-dire qu'il est axe principal d'inertie pour un de ses points, il est désigné sous le nom d'axe permanent de rotation.
147. Système dont deiiiK pointe ••iit asMiJettla m rester flxesk — Lorsque nous avons étudié plus haut
(n'^SS), le mouvement d'un point assujetti à se mouvoir sur une courbe fixe, nous avons considéré l'accélération que nous avons appelée extérieure^ c'est-à-dire inhérente aux conditions dans lesquelles se trouve le point mobile, et l'accélération, que nous avons désignée par L, inhérente à l'obligation à laquelle était assujettie ce point de parcourir une trajectoire donnée.
Nous pouvons appliquer le même ordre d'idées aux systèmes de points. La lettre/ étant toujours réservée pour l'accélération réelle dans le mouvement effectif de chaque point, désignons par J l'accélération extérieure de ce point, c'est-àdire l'accélération inhérente aux conditions dans lesquelles se trouve ce point, abstraction faite des restrictions qui pourront être imposées à son mouvement.
Supposons que nous imposions à deux points et 0' (fig.
120) du système, Tobligation de rester
O'I fixes, ce qui équivaut à rendre fixe l'axe
a passant par ces deux points ; appelons L et
L' les accélérations représentant cette obli- ' 5; gation, c'est-à-dire des accélérations égales et directement opposées à celles que !y ces deux points prendraient si les points Fig. 120. du système étaient animés de l'accélération que nous avons représentée par J, pour chacun d'eux en
particulier (J ayant, bien entendu, une valeur spéciale pour chaque point).
Alors les accélérations désignées par / se composeront des accélérations J et des deux accélérations L et L\ et les équations (2) du n^' 144 deviendront, en désignant par a la distance 00\ prenant l'origine des coordonnées à Tun des deux points fixes et Taxe 0^ passant par Tautre :
2Jy + Ly + L'y = — N(o*Y + N J X ,
ut
SJ,+L,+L', = ; ^^^^ Sil.J-«L',=o'D-|'E ,
La loi du mouvement de rotation du système autour de Taxe fixe Or se déterminera par la dernière équation qui donnera
jT en fonction des accélérations extérieures J. Les cinq autres
équations, si ces accélérations sont données, déterminent L et 1/ par leurs projections sur les trois axes. Ces projections inconnues étant au nombre de six, les cinq équations laissent une indétermination et il est facile de s'en rendre compte.
La 4'' et la 5"" de ces équations déterminent, sans ambiguïté, les composantes L'y et Vx- Celles-ci étant calculées, la l'* et la 2* déterminent de même hx et Ly. Quatre des six composantes peuvent être ainsi trouvées, et la 3® équalion reste seule pour calculer les deux autres, et elle ne peut déterminer que leur somme L'+L'x. Ces deux dernières composantes peuvent ainsi avoir une valeur quelconque, pourvu que leur somme soit égale à — SJ^. Ce résultat peut être considéré comme évident : si, le système ayant un certain mouvement, l'un des points fixes, par exemple, tend à prendre^ en outre de l'ac-
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céléralion égale el contraire à celle que nous avons appelée L, une certaine accélération dont la projection sur 00' ait une certaine valeur t, l'autre point 0' tendra à prendre une accélération dont la projection sur Taxe 00' sera égale à celle qu'il aurait prise d'abord, c'est-à-dire — L'^ augmentée de Iz et par suite, pour le ramener au repos ou le rendre fixe, il faudra lui imprimer une accélération dont la projection sur Taxe des z sera — ( — L'.+/r) = L'^ — /., laquelle ajoutée à la projection (LrH-/-) de l'accélération du point 0, donne bien la somme Lr+L'- qui est ainsi constante.
148. Ooiidllioiis pour que lei» deux points restent matnrelleuicut Axcm. — Si l'on veut que le point 0' reste naturellement fixe, il faut que l'on ait L'a: = 0, L', = 0, el si Ton a en même temps, comme nous l'avons admis tout à rheure, Sii:J=0, SMyJ=0, cela entraine nécessairement la condition D=0 et E = 0, c'est-à-dire qu'il faut que Taxe de rotation soit axe principal d'inertie pour le point 0. Réciproquement, si cette condition est satisfaite, le point 0' ne prendra aucune accélération^ il restera donc naturellement fixe si le point l'est lui-même.
Si en même temps Ton a i;Jj. = 0, }2J,=0, et si l'on veut que le point lui-même reste naturellement fixe, il faut que Ton ait Lx = et Ly=0, conditions qui, jointes aux précédentes, entraînent nécessairement X=0, Y = ; c'est-à-dire qu'il faut que Taxe de rotation passe par le centre de gravit^ ; et comme il est axe principal d'inertie pour le point 0, il Test pour tous ses points. C'est un axe principal de l'ellipsoïde central d'inertie du svstème.
Ce sont les propriétés qui viennent d'être établies qui ont valu aux axes principaux d'inertie pour un point, et aux axes principaux de l'ellipsoïde central les noms d'axes permanents ou axes naturels de rolation que nous avons indiqués plus haut.
1 40. Condlliou pour que les aecélérations de Ion» leii points aient une résultante unique. — Proposons-nous encore de trouver la condition pour que les accélérations de
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lous les points d'un système invariable, tournant autour d'un axe fixe, aient une résultante unique, ainsi que la grandeur et la direction de cette résultante, abstraction faite bien entendu des accélérations qui représentent la fixité des points de Taxe considérés comme immobiles. D'après ce que nous avons vu (n^ 22, page 35), la condition nécessaire et suffisante pour qu'un système de lignes ait une résultante unique est que la somme des trois produits obtenus on multipliant respectivement les sommes des projections de ces lignes sur trois axes par les sommes de leurs moments par rapport aux mêmes axes soit nulle.
Prenons encore pour axe des z Taxe de la rotation, et pour axes des xeij/ deux droites quelconques perpendiculaires entre elles et û la première. Les formules (2; de la page 280, en conservant aux lettres D, E leurs significations D = i: wzy, E^=^nzx donnent, pour la condition qui vient d'être énoncée :
ou, en réduisant :
N n'étant pas nul, il faut, à moins que ct) et -j ne le soient, ce qui est le cas du repos, que Ton ait :
YE— XD = 0.
Si nous faisons passer le plan des zx, jusqu'à présent arbitraire, par le centre de gravité du système, Y= et il faut que :
XD=0.
six est nul, Taxe passe par le centre de gravité, et la résultante de toutes les accélérations devient nulle.
Ecartons cette solution, il reste D = S nf/z = 0. Cela signifie, eu égard à la position du plan des zx, que Taxe de rotation est axe principal d'inertie en un de ses points.
TransportoQS en ce point Torigine des coordonnées en conservant au plan des zx sa position, et désignons par J la résultante cherchée, et par J^, Jy, Jj ses projections sur les trois axes nous avons, d'après les équations (2) n"* 144 :
lla;J = , l|yJ=0 , Mz3=- Iz.
L'accélération J est donc dans le plan des xy, ses deux conor posantes parallèles aux x et aux y sont connues, et la distance a de Torigine, ou de Taxe de la rotation, à laquelle elle rencontre Taxe des x est donnée par :
aJy=iiiJ ou bien :
*~NX~X
en appelant r^ le rayon de giration du système par rapport à Taxe de rotation.
Désignons par k le rayon de giration du système par rapport à- un axe parallèle aux z mené par le centre de gravité, nous avons.:
ou bien, en substituant :
donc la résultante J rencontre Taxe des x plus loin de Taxe de rotation que le centre de gravité.
tftO* Centre de percussion. — Le point d'application de la résultante J s'appelle centre de percussion relatif à l'axe de rotation considéré.
Si donc on imprime, au point dont il s'agit et dans la di*
rectîon même de la résultante, une accélération quelconque J, sans exercer aucune autre action sur le$ autres points, cette accélération unique étant alors la résultante de toutes les accélérations extérieures des points du système^ celui-ci prendra, autour de Taxe correspondant,un mouvement de rotation, sans qu'il y ait besoin, pour cela, d'aucune accélération de liaison destinée à maintenir cet axe immobile.
Pour une accélération i quelconque attribuée au centre de percussion et dont les composantes seraient Ja-, Jy, la vitesse angulaire de la rotation du système serait déterminée par l'équation :
dfù MzJ Jy
Supposons que le système considéré soit d'abord en repos et que l'accélération J qui est ainsi imprimée au centre de percussion, n'agisse que pendant un temps très court, et soit relativement grande, la vitesse angulaire de la rotation <», d'abord nulle, prend une valeur finie au bout de cet intervalle de temps
et la dérivée -j a une valeur incomparablement plus grande,
infinie pour ainsi dire par rapport à g). Des deux composantes 3x et Jy la première est alors négligeable par rapport à la seconde à laquelle se réduit ainsi l'accélération J qui devient perpendiculaire au plan des zx contenant Taxe de rotation et le centre de gravité.
En résumé, un système invariable étant assujetti à tourner autour d'un axe, pour qu'il y ait un centre de percussion, c'est à-dire un point tel qu'en lui donnant une accélération, le système se mette à tourner autour de Taxe sans qu'il y ait besoin d'imprimer d'accélération à aucun autre de ces points, il faut que l'axe soit axe principal d'inertio du solide pour un de ses points 0.
Cette condition étant satisfaite, on mènera, par le point et dans un plan contenant l'axe et le centre de gravité, une ligne Ox perpendiculaire à l'axe; on prendra, sur cette li-
gne, à partir du point 0, une longueur OC=X+ j, en
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appelant X la dîstaace du centre de gravité à Taxe et k le rayon de giration du Système par rapport à une parallèle à cet axe menée par le centre de gravité. Le point G sera le centre de percussion. Si on applique en ce point une accélération constante J, pendant un temps très court 6 et perpendiculairement au plan mené par Taxe et par ce centre de gravité, le solide prendra, autour de Taxe, un mouvement de rotation dont la vitesse w sera
Jô
Le fait d'imprimer ainsi à un point d'un systèmo invariable une accélération assez grande pendant un temps très court porte le nom de percussion, d'où le nom de centre de percussion attribué au point dont il s'agit.
161. Peiidale eomponé. — Appliquons encore les formules du n"" 144 à Tétude du mouvement d'un pendule composé. Nous appellerons ainsi un système invariable assujetti à se mouvoir autour d'un axe fixe horizontal et dont chaque point reçoit une accélération verticale constante que nous désignerons par ^, comme celle que nous avons attribuée au point unique du pend île simple considéré au n^ 88.
Prenons pour axe des z Taxe fixe horizontal, supposé projeté en (fig. 121), soit G le centre de gravité du système, abaissons de ce point une perpendiculaire GO sur l'axe de
rotation et par le point menons une vertiy cale Ox et une horizontale Oy perpendiculaires hOz; la position du système sera définie par l'angle formé par la ligne OG avec ■C cette verticale. Appliquons la dernière des
jc équations (3), page 283, dans laquelle n'en-
Fig. lii. trent que les accélérations extérieures J qui
sont ici toutes parallèles à Ox et égales à g. Pour un point quelconque dont les coordonnées sont x et y, le moment de cette accélération par rapport à Taxe sera gy et la somme de ces moments pour tous les points du système sera
vu j -_^ ^gy _- j^vy ^ g^Y ,_, ^g^a sin 0,
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en appelant Y Tordonnée y du centre de gravité G, a la distance GO'dece point à Taxe, et N le nombre de points du système.
La dernière des équations du n® lii, page 280, que nous voulons appliquer devient ainsi
N//a siu = y Ir ;
L- désigne le moment d'inertie du système par rapport à Taxe Oz. Soit k le rayon de giration de ce système par rapport à un axe mené par le centre de gravité parallèlement a 0:r, nous aurons
Substituons, divisons par N et par a, remplaçons ^ par sa
valeur ^ et enfin désignons par / la quantité « -f - , nous obtenons
ou
équation identique à celle que nous avons trouvée au n"" 88 pour déterminer la loi du mouvement d'un pendule simple. Le pendule composé oscille donc comme un pendule sim-
pie dont la longueur / serait égale à a+-. Cette quantité étant plus grande que a, portons au-delà du point G sur la
droite OG prolongée la longueur GC == - , la ligne horizontale menée par le point G parallèlement à Taxe 0^ aura tous ses points à la distance / de Taxe de suspension du pendule composé, elle porte le nom d'axe d'oscillation : tous les points de cet axe oscillent comme s'ils étaient des pendules simples, indépendants du système invariable dont ils font partie.
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Si Ton prenait Taxe d'oscillation mené par le point C poar axe fixe, le système invariable oscillerait autour de lui comme un pendule simple dont la longueur /' serait égale à
Les deux axes et G sont ainsi réciproques : Tun d'eux étant pris pour axe fixe, l'autre devient axe d'oscillation. On sait comment le capitaine Kater a utilisé cette réciprocité pour dé* terminer expérimentalement la valeur de l'accélération g. La durée T des petites oscillations de ce pendule composé est^ comme celle des oscillations du pendule simple équivalent :
si donc on a observé exactement la valeur de T, il suffit pour avoir g^ de mesurer la longueur /. En faisant varier la position de l'un des axes jusqu'à ce que la durée des oscillations fût exactement la même pour les deux, on trouve^ par la distance de ces axes (en admettant qu'ils ne soient pas symétriquement placés par rapport au centre de gravité), la longueur / cherchée.
169. Retatien autour d'un point Axe* — Etudions maintenant le mouvement de rotation d'un système invariable au-
Fig. 122.
tour d'un point fixe. Soit (fig. 122) ce point et OX, OY, OZ,
trois axes rectangulaires fixes passant par ce point et auxquels
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nous rapporterons tes positions du système. Soient Ox, Oy, Oz trois axes rectangulaires, invariablement liés au système et coïncidant avec ses trois axes principaux d'inertie pour le point 0. Ces axes se déplacent avec le système et il suffira de connaître la loi de leur mouvement.
Leur position par rapport aux axes fixes se déterminera de la manière suivante : SoitOÀrintersection des deux plans XOY, aK>y,etO Tangle formé par ces plans ou par les deux lignes OZ, 0:; qui leur sont perpendiculaires ; enfin, soient (p et ;{/ les deux angles AOX, kOx : les trois angles 6, ç etij; suffisent pour fixer la position des axes mobiles. En effet, dans le plan fixe XOY traçons la ligne OA, faisant avec OX l'angle cp, puis, par cette ligne, menons le plan yOx faisant avec XOY l'angle 6. Ce plan étant construit, la direction de Taxe Ox s'y trouvera en faisant, à partir de OA, l'angle AOa: = ^. Les deux autres axes y, z sont en même temps déterminés.
Si donc on a exprimé en fonction du temps les angles 0, ^ , ^, on aura la loi du mouvement du système, dont la connaissance exigera ainsi trois équations entre ces trois quantités et le temps t.
t6S. Projections, sur les trois axes mobiles.de Taccélération d'aiii point. — Le mouvement du système est, à chaque instant, une rotation autour d'un axe instantané passant parle point 0. Soit 01 cet axe à l'instant considéré, a, p, y les angles qu'il forme avec les trois axes Oj?, Oy , Oz invariablement liés au système mobile et tù la vitesse angulaire de la rotation. Cette rotation peut être considérée comme la résultante de trois autres, autour des trois axes Ox, Oy, Oz, exprimées par les projections de o sur leurs directions. Si donc nous désignons, pour abréger, ces trois composantes de la rotation par p, q, r, nous aurons
(1) /> = <i>cosa , g=6)C03p I r=<i)Cosy.
Nous avons vu plus haut (no 118, page 230) que les projections de la vitesse d'uu point M quelconque sur les trois axes
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Ox, Oy, Oz avaient pour expressions, en appelant x, y, z les coordonnées du point M :
(2) V:^ = qz—ry , v^= rx —pz , v. =py—qx.
Ces mêmes formules peuvent nous servir à exprimer les projections sur les trois axes Og, Oj,, Or, de raccéléralîon tangentielle du point M, laquelle est dirigée suivant la même ligne que la vitesse et a pour expression
si MP est la perpendiculaire abaissée du point M sur Taxe instantané de rotation, de même que la vitesse t; a pour exprès-
sion «. MP. Les Irois composantes -- cos x, -r cos [i, — cos y,
de Taccélération angulaire qui valent respectivement
dp dq dr di dt dt
. remplacent ainsi, dans ces formules (2), les trois composantes, p, q^ r, de la vitesse g), de sorte que les projections, sur les trois axes, de Taccéléralion tangentielle ont pour valeurs :
dq dr dr dp dp dq
lt^~dt^ ' dt^~J4^' di^J~li^ '
L'accélération normale du même point est w'. MP et sa projection sur Taxe Ox, par exemple, est égale au produit de <.>* par la projection de MP sur le même axe. Cette projection de MP est égale à la différence OP cos a — x ou bien, en mettaDt pour OP sa valeur arcos«+ ycos^ + ^^cosy remplaçant a, p, y par leurs valeurs en p, q, r et o>, et remarquant que />'H-y*+^'* = «', on aura, pour la projection de Taccélération normale sur Taxe des x :
(3) (o*j (a:oosa+ycosp+£;cosy)cosa— a:}=pgy-+^rz--a;(9'+r')
En ajoutant celle projection de laccélération normale à celle, trouvée plus haut, de Faccéléralion tangentielle, et en faisant de mémo pour les deux autres axes, ou aura pou^* les
g 2. - SYSTÈMES INVARIABLES 203
pTolec\ionsjxyjy.jzàe raccéléralion totale sur les trois axes
(4) { h = x^^^—z£—y{r'+p^)+qrz+qpx ,
154. Ëfinations d'Euler. — Les sommes des projections des accélérations de tous les points s'obtiendront en faisant la somme des quantités semblables. Elles ne présentent rien de particulier et nous ne les écrirons pas. Nous allons au contraire chercher à exprimer les sommes des moments de ces accélérations par rapport aux trois axes qui se présentent sous une forme simple en raison de ce que, les axes Ox^ Oy, Oz étant les axes principaux d'inertie du système, on a:
vy5=0, r3itr=0, Sa?y=0.
Désignons, comme nous l'avons déjà fait, par A, B, C les trois moments d'inertie princijpaux du système, c'est-àdire les sommes :
Le moment par rapport à Taxe des x de l'accélération j du point M s'exprimera, au moyen des projections de celte accélération sur les axes, par la formule ordinaire :
mettant pour^;,/,, leurs valeurs (4) du numéro précédent, faisant la somme des moments analogues pour tous les points et tenant compte des relations et notations qui viennent d'être écrites, on aura simplement, toutes réductions faites, en remarquant que 2 (y' — 3*) =C — B ; et de même pour les autres axes :
A|H-(C-B)r, B^+(A-C)rp ,
Cf+(B-A)p(r .
Ces équations sont dites équations dEuler, Elles expriment les sommes des moments des accélérations du système mobile, par rapport à ses trois axes principaux d'inertie, en fonction des moments d'inertie principaux et des composantes, suivant ces trois axes, de la vitesse angulaire de la rotation instantanée.
l&A. Béflnition de la position des axen mobiles. —
Nous avons maintenant à trouver des relations entre ces composantes p^ 9, r et les trois angles 0, ^ ^ ^ au moyen desquels nous définissons la position des axes mobiles. Reprenons les axes fixes OX, OY, OZ, (fig. 123), les axes
mobiles Ox^Oy.Oz et la ligne OA, intersection des deux plans XOY, orOy. Soit ÔB une ligne menée, dans le plan xOy, perpendiculairement à Oâ par le point ; les trois lignes OB, OZ, 0;; sont dans un même plan perpendiculaire à OÂ et la ligne OB est, dans ce plan, perpendiculaire à Oz.
Les angles 0^ (p, t|/ définissant la position des axes mobiles par rapport aux axes fixes, le déplacement des axes mobiles peut être considéré comme obtenu
par la variation de ces angles, c'est-à-dire par des rotations — autour de OA, t[ autour de OZ et - autour de Oz.
dt ai
dQ
La rotation tt autour de OA peut être remplacée par ses
deux composantes suivant Oa;, Oy, lesquelles ont respective-
dB , .(iô . , ment pour valeurs -j- cos ^ ®*^ 57 ^"^ Y-
La rolation ^ autour de OZ peut, de même, être décomposée en deux, suivant les deux droites rectangulaires OB, 0^,la première ayant pour valeur ^ sin 9, la seconde 4 cos 0. Et la
rotation ^ sin autour de OB peut enfin être décomposée en
deux, suivant les deux droites rectangulaires Ox prolongée et Oy, et ces composantes ont respectivement pour valeurs :
— j^ sm 6 sin ij; et j^ sin 6 cos ^p.
Il faut remarquer que la rotation positive r^ correspondant
à un accroissement, avec le temps, de Tangle ij/, fait tourner le système, autour de Taxe des z^ de la droite vers la gauche d'un observateur placé sur cet ase avec les pieds en 0, et que, par suite, cette rotation doit figurer dans la somme avec le signe — .
Si Ton fait alors les sommes des rotations qui s'effectuent autour de chacun des axes, on aura^ pour les composantes p, Çy r de ces rotations autour des trois axes Ox^ Oy, Oz :
p^=^r; cos if — j- sm 6 sm if^
En substituant ces valeurs de p, q^ r, dans les équations [(3) du no 155] d'Ëuler, on aura exprimé les sommes des moments des accélérations par rapport aux axes mobiles en fonction des angles 0, q, ^ qui définissent la position de ces axes et du temps t. Si donc, comme nous l'avons dit plus haut, l'on suppose connu un système de lignes équivalent au système des accélérations, ce qui revient à supposer ces sommes de moments exprimées en fonction du temps, les trois équations ainsi obtenues permettront d'exprimer les angles 0, f , if en fonction du temps /, et par suite d'avoir la loi du mouvement du système invariable considéré.
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Les équations que Ton obtient ainsi sont fort compliquées et ne sont pas, en général, susceptibles d'être intégrées, de sorte que la solution dont il vient d'être parlé est plus théorique que pratique. Ce n'est guère que dans un cas particulier, que nous examinerons tout kTlieure, que Ton arrive k un résultat simple.
t^M. Autre démeustratieii des équation» d^Eoler.
- Auparavant, il n'est pas inutile de reprendre les équations d'Euler et de faire voir comment il est possible de les démontrer d'une autre manière.
Soient Or, Oy, Oz (fig. 124) les trois axes principaux d'inertie
du svstème en mouvement, c'està-dire les trois axes mobiles, et soit OK la ligne représentant le moment résultant, par rapport au point 0, des vitesses de tous les points du système. Nous savons (n^ 153) que le moment résultant des accélérations extérieures est exprimé par la vitesse du point K.
Désignons par k =■ ^gM^^v la longueur OK. Cherchons les coordonnées, par rapport aux axes mobiles, du point K, qui sont les projections de OK sur ces axes, ou les sommes des moments, par rapport à ces axes, des vitesses des points du système. Pour un point M quelconque, dont la vitesse est v et les coordonnées a-, y, z^ les moments de la vitesse par rapport aux trois axes sont respectivement (m 15, page 21):
Mettons pour t?„ Vy, Vz leurs valeurs (2) du n* 153, p. 292, et faisons la somme des équations semblables supposées écrites pour tous les points en remarquant que les axes Ox.Oy^Oz étant les axes principaux d'inertie du système, on a Sy5==0, lljrz=0, vj-y^O, nous aurons, en appelant toujours A, B, C, les moments d'inertie principaux :
Fig. 124.
Telles sont les coordonnées du point K par rapport aux axes mobiles Ox, Oy, Oz.
Si ces axes étaient fixes, ia vitesse du point K dans l'espace aurait pour projections, sur ces axes, les dérivées de ces coor* nées, c'est-à-dire
Mais, ces axes étant mobiles, le point K a en outre une vitesse d^entrainement qui est celle qu'il aurait s'il conservait toujours les mêmes coordonnées A/?, By, Cr. Or le mouvement de ce système, auquel on suppose le point K invariablement lié, est line rotation autour d'un axe 01 passant par le point et les projections de cette rotation sur les trois axes sont respectivement p, q, r. Les composantes suivant les trois axes de la vitesse du point K s'obtiendront donc par les formules (2) du n® 153, dans lesquelles nous mettrons x^ y, z les coordonnées de ce point. Elles seront ainsi :
Suivant Oo?: . . . . (/. O — r. Bgf = (C — B) gr , Oy r. Ap — p. Cr=(A — c)rp ,
Oz f).By — ^. Ap = (B — Apî ;
Et en ajoutant ces composantes aux précédentes, on a celles de la vitesse réelle du point K dans Tespace, lesquelles sont les sommes des moments des accélérations extérieures par rapport aux trois axes. On retrouve ainsi les équations d'Euler.
Wi. Appllcatton an cas où le» «amiiieB den maméats des aeeélératiaas estérieures^ par rapport au point Axe. sont nulles. — Nous allons les appliquer au cas particulier où lasomme des moments des accélérations extérieures par rapport au point est constamment nulle, lequel comprend le cas où les accélérations extérieures auraient une résultante unique passant par le point 0. Elles deviennent alors
A|H-(C-B)îr==0 ,
Multiplions-les respectivement par A/), B^, O et ajoatonsleS; nous aurons
(S, A.f+B.ft+e^=o,
ou en intégrant,
(3) A"p«+B'g» + C*r*=:constante=ifc'.
En effet le premier membre est bien égal kk^ = OK puisque les coordonnées du point K sont A/?, Bq^Cr. Le moment résultant des vitesses par rapport au point est alors constant. Le point K est immobile dans l'espace puisque sa vitesse, exprimée par le moment résultant des accélérations, est constamment nulle. Nous aurions donc pu écrire directement cette dernière équation sans la déduire des précédentes.
Le moment résultant des accélérations par rapport au point étant nul, il en est de même de la somme des moments des accélérations par rapport à un axe quelconque passant par ce point et par conséquent par rapport à Taxe OL Si nous exprimons, en fonction de la vitesse angulaire co de la rotation du système autour de cet axe, la somme des produits géométriques des accélérations des points par les chemins parcourus par eux, cette somme, étant pour un temps infiniment petit dt égale (n"" 143) à (ùdt i; M J, sera constamment nulle. Or elle est la dérivée, par rapport au temps, de la somme des carrés des vitesses des points du système, laquelle sera ainsi constante. Si on la désigne par A, on pourra écrire, en appelant I le moment d'inertie du système par rapport à Taxe 01 :
(4) St?* = w'I = h.
Or, puisque oc, p, y ^^^^ ^^^ angles formés par 01 avec les trois axes Ton a : I=A cos 'a + B cos 'p + C cos 'y, et en vertu des équations (1) du n"* 153 :
(5) ^^n = h = AjD* + By* + 0* ;
équation que l'on aurait pu déduire des trois équations (1) en
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les multipliant respectivement par p, q^ r et les ajoutant, ce qui donne
et en intégrant
(7) Ap« + By' + 0« = constante ,
constante que nous venotis de désigner par h.
Interpréiatl^n ^temétrique des résvltets
Nous allons chercher à interpréter géométriquement ces résultats.
L'ellipsoïde d'inertie du système pour le point rapporté à ses axes principaux 0<r, Oy, Oz a pour équation :
(1) A;i:' + By*H-G3r'=l.
Les coordonnées x\ y\ z' du point L où Taxe instantané de rotation 01 rencontre cet ellipsoïde sont, en désignant par / la longueur OL ; / cos a, / cos ^, / cos y ou bien
Mais, le rayon vecteur 0L=/ de Tellipsoîde est l'inverse de la racine carrée du moment d'inertie I du système par rapport à Taxe 01 ; on a donc
VAco8»a + Bcos«p + Ccos«7 VAp« + B^« + Cr« V^
D'où
Par conséquent, la vitesse angulaire de la rotation du système est proportionnelle au rayon de F ellipsoïde d'inertie dirigé suivant taxe instantané autour duquel elle s'effectue.
Menons au point L (a:\ y\ z') la normale à l'ellipsoïde d'inertie ; les cosinus directeurs de cette normale seront proportionnels à Ax', By', Ça' ou, puisque - est constant, à A/>, B^', O.
Or, la ligné 0K= A* a pour projections s;ur les axes précisément les longueurs A;?, B^, Cr ; ses cosinus direcleurs sont tfinsi les mêmes que ceux de la normale en L à Tellipsoïde, laquelle est parallèle k OK ; le pian mené par le point perpendiculairement à OK est parallèle au plan tangent à Tellipsolde en L. Donc, puisque OK a une position fixe dans l'espace, il en est de même du plan qui lui est perpendiculaire. Ce plan est, on peut le remarquer en passant, celui du maximum des aires, et il coïncide avec le plan diamétral de Tellipsolde d'inertie, conjugué à la direction de Taxe instantané de rotation.
Projetons OKsur la direction de 01, soit t l'angle de ces deux directions, la projection k cos i est la somme des moments des vitesses par rapport à 01. Le moment d une de ces vitesses étant
(3" équation, page 277)(i>r% la somme est wl ou -, nous aurons
ainsi
Oi . u
(5) k cos i= - ou * = „ ^ ' /- i*cosi
Désignons enfin par ^ la dislance du point au plan tangent à Tellipsoïde d'inertie en L, cette distance, étant portée sur OK, est la projection sur cette direction du. rayon vecteur/, et nous avons encore
(6) i = l coîi i=Y =^ = consi.
kl ^.
Ainsi, le plan tangent à T ellipsoïde d inertie, inenè à F extrémité du rayon qui coïncide avec l'axe instantané de rota" fion, conserve une position fixe dam repace.
L'ellipsoïde d'inertie du système, pour le point 0, est donc, pendant toute la durée du mouvement, tangent à un même plan fixe, et comme son déplacement élémentaire est, à chaque instant, une rotation autour d'un axe passant par le point de contact, on peut dire qu'il roule sur ce plan tangent.
Si la rotation s'effectue autour d'un des axes principaux de cet ellipsoïde, c'est-à-dire autour d'un axe principal d'inertie du système par le point 0, l'axe instantané de rotation étant alors porpondîrnlaire au plan langent, le point de contaol ne
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se déplacera ni sur ce plaa ni sur reilipsoîde ; le syslèmc continuera donc à tourner autour de ce même axe. C'est ce que nous avons déjà trouvé plus haut (n"^ 146) el qui a valu aux axes principaux d'inertie la dénomination d'axes permanents de rotation.
Le plan invariable, ou du maximum des aires, est alors perpendiculaire à Taxe de la rotation.
Dans le cas général, le mouvement du système qui a un point fixe peut donc être assimilé au roulement de son ellipsoïde d'inertie, par rapport à ce point fixe, sur un plan également fixe dans Fespace. Poinsot, qui a découvert cette remarquable propriété de l'ellipsoïde d'inertie, a donné le nom de /;o/oe]{/e au lieu des points de contact sur Tellipsoïde el celui A' herpolocUe au lieu des points de contact sur le plan fixe. Ces deux courbes roulent l'une sur l'autre pendant le mouvement du système ou de son ellipsoïde d'inertie, et elles peuvent être considérées con^me les bases des deux cônes ayant leur sommet au point fixe el dont l'un, celui de la polodie, lié au système mobile et à Tellipsoïde d'inertie, roulerait sur l'autre, celui de Therpolodic, lié au plan fixe.
La polodie, lieu des points d'un ellipsoïde où le plan langent est à une distance constante S de l'origine, est une courbe fermée (qui peut se réduire à deux ellipses ou à un cercle) qui entoure le sommet du petit axe ou celui du grand axe suivant que la distance S est plus petite ou plus grande que l'axe moyen de l'ellipsoïde.
L'herpolodie est une courbe dont la concavité regarde toujours le pied de la normale abaissée du point fixe sur le plan où elle est tracée. Cette courbe ne peut avoir ni points d'inflexion, ni rebroussements. Lorsque la polodie se réduit à une ellipse, elle est une spirale ayant pour point asymptotique le point fixe dont on vient de parler.
On pourra consulter sur ce sujet un mémoire de M. le comte de Sparre publié en 1885 dans les Annales de la Société scientifique de Bruxelles ; M. Mannheim a traité la question d une façon purement géométrique dans les Comptes-rendus des séances de l'Académie des sciences des 6 et 13 avril 1885.
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CONDITIONS DE LA PRODUCTION DU MOUVEMENT
149. C^astiltttion des eopps naturels. — Nous avons envisagé jusqu'ici le mouvement à un point de vue purement géométrique^ en déduisant ses lois des principes de la science de rétendue joints à la notion du temps ; nous sommes restés, comme la géométrie elle-même, dans le domaine de Tabslraction et notre étude était indépendante des circonstances physiques dans lesquelles se produit ou se modifie le mouvement.
Les points ou systèmes de points dont nous nous sommes occupés sont de pures abstractions; nous allons essayer d'y
CHAP. VIII. - LOIS PHYSIQUES DU MOUVEMENT
assimiler les corps naturels, les seuls que nous puissions ob* server.
On s'accorde généralement à supposer que les corps naturels sont formés, en dernière analyse, d'atomes groupés de diverses manières pour constituer les molécules ou les dernières particules de la matière. Si les atomes ne sont pas absolument sans étendue, contrairement à ce qu'ont admis beaucoup d'esprits (^minentsdepuîsle P.Boscovich*,cetteétendue est toujours extrêmement faible par rapport aux espaces qui les séparent, nous pouvons, sans erreur sensible, assimiler les corps naturels aux systèmes de points géométriques que nous avons étudiés dans le chapitre YII. Et s*il s'agit de corps solides, placés dans des conditions telles que leur forme ne change pas d'une façon appréciable, on pourra les considérer comme des systèmes invariables. Alors, par cette assimilation sinon absolument rigoureuse, du moins fort légitime et d'une approximation suffisante en pratique, tout ce que nous avons dit des lois du mouvement des systèmes de points et en particulier de celui des systèmes invariables s'appliquera aux corps naturels et au£ corps solides considérés comme invariables.
!•#. Point matériel. — Allant plus loin, nous pourrons regarder un corps solide comme un simple point géométrique lorsque nous ne voudrons étudier que son mouvement d'ensemble, abstraction faite du mouvement de ses divers points par rapport à son centre de gravité. Et alors, celui des points du solide auquel nous l'assimilerons sera son centre de gravité, eu égard aux propriétés que nous avons démontrées du mouvement de ce point comparé aux mouvements des divers autres points du système.
Nous désignerons sous le nom de poiîtt matériel un point auquel nous assimilons ainsi soit la totalité soit une particule d'un corps naturel. Cela posé, nous allons étudier les circonstances dans lesquelles se produit ou se modifie le mouvement, sans chercher à en pénétrer la cause qui, comme toutes les causes des phénomènes naturels, est et restera sans doute toujours en dehors de nos investigations.
1. De la constiiution des Atomes par Saint- Venant; Bruxelles, f876.
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Mais si nous pouvons arriver à connaître les circonstances matérielles dans lesquelles se produit ou se modifie le mouvement, nous en connaîtrons les lois physiques qui ne sont autre chose que les conditions nécessaires de la production ou de la modification de tel ou tel mouvement.
C'est à Tobservation, aidée du raisonnement, que nous depianderons les éléments de cette connaissance.
tei.Liol de eontlnnlté. — Nous admettons comme premier résultat de l'observation, la loi de continuité des phénomènes, que nous avons déjà admise implicitement dans l'étude géométrique du mouvement qui forme la seconde partie de cet ouvrage et que nous supposons applicable aux phénomènes naturels.
L'observation nous apprend encore qu'il faut un temps fini pour qu'un corps naturel gagne une vitesse finie : par conséquent, c'est au moyen d'une accélération constante ou variable, possédée pendant un certain temps, que s'effectue tout gain de vitesse d'un point matériel. Nous entendons ici par gain de vitesse l'accroissement géométrique de la vitesse exprimé en grandeur, direction et sens par la ligne qui, composée avec la vitesse primitive, donne pour résultante la vitesse ultérieure.
L'étude que nous entreprenons se réduit donc à la recherche des circonstances dans lesquelles se produit l'accélération.
f ••. Circou0(anees dans lesquelles se produit le mouTement. — Or si nous laissons provisoirement de côté les effets produits par les changements d'état physique des corps naturels, Télectrici té, la chaleur, etc., nous arrivons facilement à reconnaître que, pour qu'un corps en repos prenne une certaine accélération, et par suite une vitesse, il faut que d'autres corps changent de situation par rapport à lui.
Par exemple, il tombera vers la terre si un autre corps, interposé, vient simplement à être soustrait. Il se mettra encore en mouvement si un autre corps, animé lui-même d'une certaine vitesse vient à s'en rapprocher jusqu'à le heurter ^ c'est-àdire jusqu'à ce que les particules des deux corps arrivent à
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n'être plus qu'à des distances comparables aux distances moléculaires. Ce second corps en mouvemeni peut d'ailleurs être quelque partie d'un être animé dont les particules se rapprochent de celles du mobile.
C'est toujours dans le changement de situation relative, perceptible ou non, de deux corps, que se produit le mouvement de l'un d'eux, primitivement au repos.
tOS. Les aeeélérations, prodvites dan» des cireouis* tanecs donnée», «ont indépendantes des vitesses anté»
rieures. — H en est absolument de même lorsque le mobile, au lieu d'être primitivement en repos, est animé d'une vitesse constante quelconque. Et les mêmes circonstances de changement de situation relative ou de changement d'état physique produisent la même accélération qui est ainsi indépendmilc de la vitesse possédée par le mobile.
De nombreux faits d'observation peuvent être cités à l'appui de ce principe.
Considérons par exemple un corps placé dans un bateau transporté d'un mouvemeni rectiligne et uniforme. Si ce corps, en repos apparent, parce quïl ne fait que partager la vitesse commune, vient à être soumis à l'une des circonstances où un corps, en repos à la surface de la terre, se met en mouvement, il prendra relativement au bateau des mouvements qui seront toujours les mêmes quelle que soit la grandeur de la vitesse de translation de celui-ci, et les mômes, par conséquent, que lorsque le bateau n'a aucune vitesse. Si on le lâche au haut du mât supposé vertical, il tombera constamment au pied comme si le bateau était en repos et la durée de sa chute sera la même. Si on le pousse, si on le heurte, si on le met en contact avec un ressort qui se détend, etc., il se mouvra dans le bateau en mouvement exactement de la même manière que dans le bateau immobile.
Or, ces mouvements du corps relativement aux points du bateau sont dus aux vitesses gagnées, ou aux vitesses qui, composées avec la vitesse primitive et commune, donnent la vitesse ultérieure du mobile dans l'espace. Ces vitesses gagnées, et par conséquent les accélérations^sont ainsi les mêmes quelle que boit la viteà^e initiale du mobile.
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On roconnail encore la môme loi on observant simplement ce qui se passe à la surface de la terre, où les mouvements acquis dans des circonstances données sont les mêmes quelle que soit leur direction par rapport au mouvement propre de la terre et par conséquent quels que soient les mouvements déjà possédés en commun avec les points de cette planète, animés^ dans l'espace, de vitesses absolues constamment variables.
tUâ. Ëje» aeeélérAtion» ne dépendent que des po»i» tionii relatiYei» des points. — En coordonnant et synthétisant toutes les observations de faits de même nature, on arrive à celle loi gém^rale que, si Ton considère un système de corps ou de points matériels assez éloigné de tout autre pour pou* voir en être supposé indéi^enàsLnl, /es accélérations de ses divers points j à une époque quelconque y ne dépendent que des positions, à la même époque, des points du système les uns par rapport aux autres^ et 7io?i de leurs vitesses.
Soil un système fini de corps, assez éloigné de tout autre pour qu'on puisse Yen regarder comme indépendant(ce système pouvant, au besoin, comprendre toute la partie de Tunivers située dans le domaine de nos investigations), divisé en points matériels ou atomes. Uétat de ce système à l'époque t sera, comme nous Tavons dit (n® 128), défini par les coordonnées x^ y, ;j, de chacun de ses points par rapport à trois axes rectangulaires fixes, et par les composantes —, -y, -j de la vitesse de
ut lU dv
ce point ; ce que nous avons appelé les éléments statiques du svstème.
Nous admettons la continuité des phénomènes, ce qui revient à dire que ceux-ci sont réyis par des lois, ou s'enchaînent de manière que Tétat actuel détermine celui qui aura lieu au bout d'un instant df, celui-ci le suivant, el ainsi de suite à Tinfini. Par conséquent, la nature d'un système détermine toute la série des étais par lesquels il passe, à la condition que l'on connaisse celui dans lequel il se trouve à une époque donnée, ou son état initial.
Il suit de lîi que les accélérations, ou leurs composantes
-7-, -7-.- -77 suivant les trois axes, doivent être pour chaque
di ' dt- dt'
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point, et à toute époque, des fonctions parfaitement déterminées de Yétat du système à cette époque, c'est-à-dire des seules coordonnées x, y, z, de chacun des points, puisque l'observation nous montre qu'elles sont indépendantes des vitesses.
Voici comment M. Boussinesq ' déduil, des faits d'observation, l'importante conclusion qu'il s'agit d*établir.
Il est naturel d'admettre que l'une quelconque des composantes d'accélération ne peut, tout au plus, dépendre que de la vitesse du point auquel elle s'applique, car, durant l'instant «f/, les vitesses des autres points ne modifient pas sensiblement leurs positions, ni par suite Vetat du système, par rapport au point que Ton considère. Mais je dis en outre que la composante d'accélération ne dépendra pas non plus de la vitesse de ce point. Imprimons en effet, à tous les points du système, au lieu de leurs vitesses effectives, une vitesse égale et parallèle à celle du point considéré, celte modification de la vitesse des autres points ne changera pas, comme nous venons de le dire, l'accélération que nous avons en vue. Le système sera alors, tout entier, animé d'un mouvement de translation, c'est-à-dire que les composantes des vitesses de ses points, par rapport à un système d'axes parallèles auK axes fixes, mais animés du même mouvement de translation, seront nulles. Et dans ce cas l'expérience nous apprend que les déplacements des points, par rapport aux axes mobiles, sont les mêmes que ceux qui auraient lieu par rapport aux axes fixes si tous les points du système étaient actuellement sans vitesse. Dans ce système de points immobiles, par rapport aux axes fixes, la composante de l'accélération ne dépend que des coordonnées des points, puisque les vitesses sont nulles ; il en est donc de même de la composante réelle de l'accélération du point du système en mouvement, puisqu'elle n'a pas été modifiée par les changements de vitesse que nous avons fait subir à tous les autres points.
Ainsi, les accélérations des points du système ne dépendent que des positions de ces points et non de leure vitesses. Cette conclusion peut, au premier abord, sembler contredite
1. Recherches sur les principes de la Mécanique, Journal de mathémaliques pures et appliquées, Tome XVIII, 1873.
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par certains faits d'expérience ; mais un examen plus attentif montre que la contradiction n'existe pas. Ainsi, lorsqu'un corps solide est lancé, avec une certaine vitesse, dans un ûuide immobile, sa vitesse diminue, et l'observation montre que la perle de vitesse, ou Taccélération négative, est à chaque instant proportionnelle à une certaine puissance de la vitesse, c'est- à-dire fonction delà vitesse. Examinons le phénomène de plus près. Lorsqu'un solide se meut dans un fluide, il ne peut le faire qu'en écartant les molécules de ce fluide, lesquelles se trouvent ainsi obligées de prendre, les unes par rapport aux autres, un arrangement différent. Leurs distances respectives, et relatives à celles du solide, se trouvent par suite modifiées et l'accélération des points du solide est une fonction des nouvelles coordonnées ou de ces nouvelles distances. Or, cette modification des distances respectives est fonction de la vitesse : il est évident que plus la vitesse du solide est grande, plus grand est le trouble apporté dans l'état d'équilibre du fluide; et ro})servation, qui ne peut porter sur ces changements de distance imperceptibles, les élimine et rattache directement les quantités mesurables : l'accélération et la vitesse.* Mais l'accélération ne se trouve exprimée par une fonction de la vitesse que parce que toutes deux sont des fonctions inconnues des modifications des distances relatives entre les particules du solide et celles du fluide.
tUft. Comparaison des witOMe» 9;agnée» par des eorps mis en rapport mutuel. — Revenons aux circonstances dans lesquelles se produit le mouvement, et considérons en particulier celui qui résulte du choc d'un corps en mouvement sur un corps s en repos. L'observation nous montre que la vitesse du premier change en même temps que celle du second, mais en sens inverse, de manière que les gains de vitesse sont toujours de sens opposé. Il en est de même lorsque les deux corps sont en mouvement. Si, par exemple, les vitesses sont dirigées suivant la même ligne droite avant comme après le choc, la vitesse du corps heurtant a diminué, pendant que celle du corps heurté a augmenté, de telle sorte que les vitesses gagnées, définies comme
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nous l'avons fait plus haut, sont de sens contraires. La même chose se remarque lorsque les vitesses changent sans gu^i y ait choc : par exemple, si deux barreaux aimantés sont sus* pendus à une petite distance Tun de l'autre, quand le premier se porte vers le second, celui-ci se porte aussi vers le premier, et si le premier fuît le second, le second fuit en même temps le premier. Si, de même, on lâche simultanément les deux extrémités d'un ressort comprimé ou dilaté, ces extrémités s'éloignent ou se rapprochent en se mouvant ensemble en sens opposé.
De plus, si les deux corps qui se heurtent sont de même matière et de même volume, on trouve, en mesurant leurs vitesses avant et après le choc, que la vitesse gagnée par Fun est toujours égale à celle de sens opposé qui a été gagnée par r autre.
Les vitesses dont il s'agit ici sont, bien entendu, celles des points matériels auxquels nous assimilons les solides, c'està-dire celles de leurs centres de gravité. Ce sont les vitesses moyennes de toutes les particules du solide, lesquelles peuvent être animées de vitesses individuelles très différentes.
Si les deux corps diffèf*ent par la matière ou par le volume, les deux vitesses gagnées par le choc sont inégales, mais constamment dans le même rapport, quelles que soient leurs grandeurs.
Ce rapport est inverse des volumes si les deux corps sont de même matière.
Enfin, si des corps quelconques k, B, C,.... sont mis succèssèment deux à deux en relation, soit par le choc, soit dans les autres circonstances où le mouvement se produit, telles que l'électrisation, l'effort musculaire, la détente d'un ressort faisant partie de l'un d'eux, etc., les vitesses quils se communiquent inutuellement sont dam des rapports marqués par des nombres comtnnts^ affectés à chacun deux. Si, par exemple, dans le choc de A et de B, les vitesses gagnées opposées ont été entre elles dans le rapport de 1 pour A à 2 pour B, et si dans le choc de A et C, elles ont été dans le rapport de 1 à 3, ollos seront dans le rapport do 2 à 3 et non antroment dans le
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choc de B el de C. Un même ressort, se déleadaiii, imprimera à B et à C des vitesses qui seront encore dans ce même rapport de 2 à 3, et il en sera de même de toutes les autres Qirconstances où se produira le mouvement de ces deux corps.
!••• Déflnitioii de la maftse. — Chaque corps, chaque point matériel a ainsi, au point de vue du mouvement^ une sorte d'équivalent mécanique^ coefficient numérique inversement proportionnel à la vitesse qui lui est imprimée dans des circonstances données. Ce coefficient, parfaitement déterminé pour chaque corps, lorsque Ton a choisi pour unité celui qui s'applique à un corps donné, porte le nom de masse du corps ou du point matériel.
D'après ce qui vient d'êlre dit (163), deux corps de même matière ont leurs masses proportionnelles à leurs volumes. Si donc Ton considère wn corps dont la masse est représentée par n et si on le divise en n parties égales, la masse de cha^ cune des parties sera égale à Tunité, c'est-à dire que mise en relation, par le choc ou autrement, avec le corps choisi pour unité, elle recevra une vitesse égale et opposée à celle qu'elle lui communiquera. Le nombre n peut être fractionnaire et alors c'est avec les parties aliquotes du corps choisi pour unité que la comparaison doit être faite. On peut ainsi définir la masse d'un corps par le rapport de deux nombres exprimant combien de fois ce corps et un autre, arbitrairement choisi pour unité, contiennent de parties qui, étant séparées et heurtées deux à deux l'une contre l'antre, se communiquent, par le choc^ des vitesses opposées égales.
Ces vitesses moyennes gagnées par chacun des corps ne sont autre chose, si on les rapporte à l'unilé de temps, que les accélérations moyennes, ou les accélérations des centres de gravité de ces corps.
§•7. lioi fondamentale de la méeoniqae. — Reportonsnous à ce que nous avons dit, au chapitre Vil, n** 131, de l'accélération moyenne exténeure d'un système de points. Nous avons vu que lorsque deux systèmes de points n'ont entre eux
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que des accélérations réciproques, leurs accélérations moyennes extérieures sont en raison inverse du nombre de leurs points. Les corps de même masse se comportent donc comme des systèmes d'un même nombre de points, et des corps de masses différentes comme des systèmes ayant des nombres de points proportionnels à leurs masses, ces points n'ayant entre eux que des accélérations réciproques.
Par conséquent, tous les phénomènes de la production du mouvement s'expliquent complètement au moyen de la loi générale suivante :
Les corps se meuvent comme des systèmes de points ayant, à chaque instant, des accélérations réciproques, c'est-à-dire dont les composantes suivant leurs lignes de jonction deux à deux sont constamment égales et directement opposées pour les deux points dont chaque ligne mesure la distance ; ces accélérations étant variables avec les grandeurs de ces lignes, mais indépendantes des vitesses des divers points ; et les nombres de points de chaque système étant proportionnels aux masses des corps qui leur sont- assimilés.
Cette loi fondamentale de la mécanique des corps naturels déduite, comme nous l'avons fait, de l'observation des faits et de leur systématisation, nous suffira pour expliquer tous les phénomènes du mouvement. Il est facile de voir qu'aucune autre loi simple ne peut rendre compte, comme celle-là, des faits primordiaux. Elle montre bien :
1^ Que les vitesses sont engendrées ou changées de grandeur et de direction en vertu d'accélérations que prennent les points du corps, et par conséquent d une façon graduelle et jamais instantanée ;
2*" Que ces accélérations dépendent des distances ou des situations relatives des divers points; qu'elles peuvent bien dépendre aussi de la nature diverse ou de l'état physique des particules des corps, mais qu'elles sont indépendantes des vitesses que ces particules peuvent posséder actuellement dans l'espace.
3° Que les vitesses moyennes gagnées par deux corps lors de leur mise en relation par le choc ou autrement, ou les vitesses acquises par leurs centres de gravité^ sont opposées et dans un rapport constant.
Nous admettons donc que cette loi, conforme d'ailleurs à tous les autres faits observés jusqu'à présent, régit tons les phénomènes de mouvement, et nous allons en déduire toute la mécanique générale.
Nous rappelons que nous avons désigné par les mots : accélération d'un corps ou d'un système A vers un autre corps ou système B, ou accélération moyenne de ses points vers ceux de B, la moyenne des accélérations partielles de ces points vers ceux de B, ou l'accélération de son centre de gravité. Il est bien entendu que l'accélération de A vers B peut tendre à éloigner A de B aussi bien qu'à Ten rapprocher.
Nous considérerons aussi fréquemment l'accélération extérieure d'un système A, abstraction faite du système B vers lequel se produit cette accélération. Mais il restera toujours supposé que cette accélération extérieure est la réciproque de l'accélération d'un autre système que nous passerons sous silence.
La mécanique, dont nous allons entreprendre l'étude, ne diffère de la cinématique, ou étude géométrique du mouvement, qui remplit la seconde partie de cet ouvrage que par la nouvelle notion de la masse, que nous avons définie plus haut. Cette définition suffirait à déterminer les masses relatives des divers corps, que nous supposerons connues ; nous verrons plus loin qu'il existe des procédés autrement rapides et exacts pour faire cette détermination. Nous indiquerons aussi, alors, quel est le corps dont la masse est habituellement prise pour unité.
t«9. Définitions. — La masse figure dans les équations de la mécanique soit isolément, soit, le plus souvent, multipliée par l'accélération, ou par la vitesse à la première ou à la seconde puissance. Les énoncés des théorèmes et l'étude même des divers problèmes se simplifient notablement en adoptant
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des dénominaliotis spéciales pour chacun de ces produits e( pour diverses autres combinaisons de ces quantités qui se rrproduisent fréquemnienl.
Force. — On appelle force, ou force motrice^ le produit de la masse d'un point ou d'un corps par son accélération. On la représente, à une échelle déterminée, par une ligne proportionnelle il ce produit et portée suivant la direction et le sens de l'accélération.
Les accélérations étant toujours réciproques, c'est-à-dire égales et directement opposées entre deux points de même masse, il eu esl de même des forces qui sont dites attractives lorsqu'elles correspondent à des accélérations qui tendent à rapprocher les points, et réptdsivts dans le cas contraire.
Lorsque les corps sont de masse différente, leurs accéléra- *;' tions de Tun vers l'autre étant, comme nous l'avons dit plusieurs
f fois, inversement proportionnelles aux nombres de leurs points,
et leurs masses étant, au contraire, proportionnelles à ces nombres, les deux produits de la masse par l'accélération sonl égaux pour les deux corps : La force attractive ou répulsive d'un corps vers Tautre est égale eb directement opposée à la force également attractive ou répulsive du second vers le premier. C'est ce que l'on appelle Cégalité de raction et de la réaction.
Il est superflu d'ajouter que dans un système de points, on appelle forces intérieures celles qui correspondent aux accélérations intérieures ; et comme celles-ci sont toujours réciproques, il en résulte que les forces intérieures sonl deux à doux égales et directement opposées.
Si donc, en général, on désigne par F la force motrice, par m la masse d'un point matériel et par jf son accélération, on aura Téquipollence
qui n'est autre chose que la traduction algébrique de la définition de la force et qui équivaut aux trois égalités
g 2. — DES FOHCKS KT DE L'hNEHTlE :^17
^D dësignanl par x, 7/, z les coordonaées du point mobile par rapport k trois axes coordonnées et par F^;, F,/, F^ les projections de F sur ces trois axes.
Les forces appliquées à un point se composent et se décomposent comme les accélérations de ce point auxquelles elles sont proportionnelles.
Quantité de mouvement, — On appelle quantité de mouvement d'un point matériel le produit mv de sa masse par sa vitesse. Cette quantité se représente par une ligne proportionnelle, à une échelle déterminée, à ce produit, et portée suivant la direction et le sens de la vitesse.
La quantité de mouvement d'un syslème matériel est le pro duit de sa masse totale par sa vitesse moyenne, c'est-à-dire par la vitesse de son contre de gravité.
A rinverse de ce que Ton fait pour la force, il n'est pas d'usage de désigner par une seule lettre la quantité de mouvement qu'on laisse toujours, dans les équations, sous sa forme primitive mv, tandis que le produit de la masse par l'accélération se remplace plus ordinairement par une seule lettre F.
Force vive. — On appelle force vive d'un point en mouvement le produit mv^ de sa masse par le carré de sa vitesse. Ce produit est essenliellement positif et conserve la même valeur quelle que soit la direction de la vitesse ; ce n'est donc pas une quantité géométrique, susceptible d'être représentée par une ligne ayant une direction et un sens, c'est une simple quantité algébrique.
Si au lieu de la vitesse v du point matériel, on considère la projection Vx de cette vitesse sur un axe quelconque pris pour axe des j:, le pi'oduit mvx^ porte quelquefois le nom de force vive décomposée suivant la direction x. Et si Ton fait la même chose pour deux autres directions rectangulaires y, z, la force vive totale niv^ sera égale à la somme arithmétique
mv/ -}- ^^!i* + ^^i^
des forces vives décomposées suivant trois directions rectangulaires quelconques.
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La force vive d'un système roalériel qui est la somme algébrique ou arithmétique ^mv* des forces vives de tous ses points, est aussi la somme arithmétique de ces forces vives décomposées suivant trois directions rectangulaires.
Puissance-vive. — On considère le plus souvent , dans les équations de la mécanique, la moitié de ce produit : —, ou la demi- force vive^ que Ton appelle quelquefois Idipuissance^vive,
Impulsion. — On appelle impulsion d'une force le produit de la grandeur de cette force par le temps pendant lequel on la considère. C'est, si la force est constante pendant cet intervalle
t, le produit F/ ; si elle est variable, c'est la somme j Fdt
des impulsions élémentaires pendant les éléments successifs du temps qui constituent cet intervalle.
L'impulsion, comme la force, comme l'accélération, se représente par une ligne proportionnelle, à une échelle déterminée, à sa grandeur, et portée suivant le sens et la direction de la force ou de l'accélération.
Travail. — On appelle travail élémentaire à* une force le produit géométrique de cette force par le déplacement infiniment petit du point auquel elle s'applique, c'est-à-dire le produit de cette force par la projection, sur sa direction, du déplacement de ce point. Ce produit géométrique n'a ni direction ni sens et ne peut être représenté géométriquement par une ligne. C'est une quantité purement algébrique, affectée du signe positif ou du signe négatif suivant le sigae du cosinus de l'angle de la force avec le déplacement du point où elle est appliquée.
On appelle travail moteur le travail positif et travail résistant le travail négatif.
Si F est la force, ds le déplacement de son point d'application^ le travail élémentaire de la force F pour le déplacement ds sera
T, F =F (X) ds = F. dî. cos (F, A)
Si Fjt, Fy, F« sont les projections de F sur trois axes rectaagalaires et dx, dy^ dz les projections de ds sur les mêmes axes, nous savons que le produit ^ométrique F (x) ds a pour expression
F(X)&=Fa;da:+Fyrfy + Fzrfaf
et par suite, le travail élémentaire de la force t, pour le déplacement ds sera
T t F = F, Ac -f- Fy rfi/ + F, £fc .
S'il s^agit d'un déplacement fini du point d'application, le travail de la force est la somme intégrale des travaux élémentaires
tF= J^' Fx ite+FyefyH-F,d^.
Remarquons immédiatement, d'après ce qui a été démontré n* 5, au sujet des produits géométriques, que le travail de la résultante dé plusieurs forces est égal à la somme algébrique des travaux des forces composantes.
Celles des quantités que l'on vient de définir et qui sont susceptibles d'être représentées par des lignes, savoir: les forces, les quantités de mouvement, les impulsions, peuvent, comme toutes les autres lignes, être projetées sur un axe ou sur un plan, et l'on peut en prendre les moments par rapport à un axe ou à un point. On considère en conséquence les projections et les moments des forces, des quantités de mouvement et des impulsions^ et il n'est pas nécessaire de donner de ces projections et de ces moments des définitions spéciales. Tout ce qui a été dit, au commencement de cet ouvrage, des systèmes de lignes, de leurs moments, etc., s'applique quelles que soient les quantités représentées par ces lignes et par conséquent s'applique aux quantités que nous venons de définir.
\%9. Renuupque générale 0«r ces 4éii«iiiiBàti«ms.
— Au point de vue tout spécial auquel nous nous plaçons, nous n'avons pas à rechercher si les diverses définitions que
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nous venons de donner sont ou non molivécs par quelque raison naturelle ; nous prenons ces termes : force, impulsion, force vive, travail, quantité de mouvement, comme de simples abréviations., destinées k représenter d'une manière plus concise les produits par lesquels nous les avons définis, mais nous n'y attachons aucune idée de cause effective des mouvements ni aucun autre sens métaphysique.
« La dénomination de force ou d'action vient du sentiment « de l'effort que nous exerçons, dit M. de St- Venant *, lorsque « nous voulons imprimer une accélération à un corps, et de ce « que, dans le langage commun, l'on attribue métaphorique- « ment une activité analogue à celle de l'homme aux autres K cires, même inanimés, dans la direction desquels Ton voit « des corps prendre un mouvement. Pour nous conformer à (c cette manière de parler, qui a passé dans la science, nous « dirons quelquefois qu'un corps A est sollicité par une force « F, émanant d'un autre corps B, et qui, en agissant sur A « dans une certaine direction, produit une accélération j ou « donne à A une vitesse jdt dans le temps dt.
« Mais, par là, nous voudrons dire simplement que les points « du corps A ont, vers ceux du corps B, des composantes d'ac- « célération dont la moyenne j a une certaine direction et une <^ grandeur qui, multipliée par la masse m de A, donne un « produit mj égal à F, Nous dirons que nous appliquons une « force F à un corps A dans une certaine direction : cela si- « gnifiera que nous plaçons un ou plusieurs corps animés ou <( inanimés dans dés situations ou dans un état physique tels « que les accélérations des points de A vers leurs points aient <( une moyenne qui, multipliée par la masse de A, donne F ; « et ainsi de suite.
« C'est de même que nous continuerons de dire que telle « vitesse anime un corps, qu'elle lui fait parcourir tel espace « en tel temps ; en entendant seulement par là que le corps .« parcourt des espaces qui sont les produits de cette vitesse « par le temps (Voir ci-dessus la note du n® 54, p. 415).
« Ainsi, au fond, nous n'attacherons jamais au mot de
I. Priuripcs ih w^mnique fomih mv la n'némoUqm^ n. 8i
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« force^ pas plus qu'à celui do vitesse, d'autre siguilication « que celle des eff'ets qui leur sont attribués, ainsi que des « circonstances dans lesquelles se produisent ces effets cons- « tamraent évalués, pour la force, par des produits de masses « et d'accélérations. Et nous n'entendrons point soumettre au « calcul les puissances exécutrices, quelles qu'elles soient, des « lois physiques particulières qui règlent invariablement la « grandeur et la direction de ces accélérations pour chaque « circonstance donnée.
« Lors donc que l'esprit éprouvera quelque embarras k saisir « la relation qu'il peut y avoir entre des forces et des accélé- « rations, il faudra simplement se rappeler que les forces, envi- « sagées mathématiquement, ne sont que des accélérations « multipliées par les coefficients numériques appelés mass^^s, (< Toute difficulté cessera et l'application pratique se fera sans «( hésitation, ce qui n a pas lieu lorsqu'on* expose la science en « commençant par la statique traitée comme une sorte de « science de causes et de tendances, combinées et comparées « entre elles, indépendamment de tout mouvement » *.
Tout ce qui vient d'être dit des forces et de l'absence de signification métaphysique du mot, dans le sens où nous l'employons, s'applique sans restriction à Vimpulsion^ au travail, à h force vive, à la quaiilité du mouvement qui ne représenteront jamais poumons que des produits, abstraction faite de toute idée de cause ou de tendance.
Mouvement du eeutre de gravité d'un eorpu
Une conséquence immédiate de la définition que nous avons faite de la force est la suivante :
Lorsque plusieurs forces agissent ensemble sur u?i même corpSy l'accélération moyenne de ses points, ou Caccélération de son cent7'e de gravité est la somme géométrique de celles que produirait isolément chaque force, ou est la même que si toutes les forces étaient remplacées par une force unique^ égale à leur somme géométrique.
i. J'ai tenu à citer en entier ce passage remarquable de l'ouvrage de St- Venant bien que la critique de la méthode d'enseignement, par laquelle il se termine, soit aujourd'hui à peu près sans objet. 11 n'en était pas de môme en 1 852, lors de la publication des Principes de Mécanique.
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Soit un corps A composé de n points élémentaires, sur lequel agissent simultanément plusieurs forces /, f^ /*.... émanant d'autres corps B, B', B'".... Désignons pary,/\y%.... les sommes géométriques des accélérations des points du corps A vers ceux des autres corps B, B\ B".... respectivement Les accélérations moyennes qui correspondent aux forces/, f^f,.,. seront
et si nous désignons par J la somme géométrique des accélérations j, j, y^^v*- l'accélération moyenne correspondant à
toutes les forces à la fois sera -. Comme J est la somme séo-
métrique de/, /jy"",.... de même - est la somme géométrique
des accélérations moyennes partielles - , -, -,,... Par conséquent l'accélération moyenne produite par toutes les forces ensemble est bien égale à la somme géométrique de celles que produirait isolément chaque force.
En second lieu, si m est la masse du corps A, on a par définition
' Il ' n n
et si nous désignons par F la somme géométrique des forces/,
J f\ /",.... nous aurons encore F = m - de sorte que Taccéléra-
tion moyenne - prise sous Tinfluence de toutes les forces est
bien celle qui serait due à la force unique F qui est leur somme géométrique.
On peut évidemment appliquer ce théorème au cas où le corps se réduit à un simple point matériel. 11 en résulte:
l^t^ue des forces en nombre quelconque, agissant soit sur un point matériel, soit sur un système, dans la même direction, peuvent être remplacées, quant à l'accélération qu' elles domient ;
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au point ou au centre de gravité du système^ par une force unique égale à leur somme algébrique ;
2° Que si le point, ou le corps, est sollicité par deux ou trois forces de direction différente représentées en grandeur et en direction par les côtés contigus d*un parallélogramme ou d'un parallélépipède^ ces forces peuvent être remplacées quant à leur effet sur ce point ou sur le entre de gmvité de ce corps par la diagonale du parallélogramme ou du parallélépipède ;
S'' Que Ton peut, réciproquement, remplacer une force par deuK ou trois autres qui sont les côtés du parallélogramme ou du parallélépipède dont elle est la diagonale et, par conséquent, par ses trois projections sur des axes quelconques ou par ses deux projections sur deux axes au plan desquels elle serait parallèle.
On voit que si plusieurs forces agissent ensemble sur un point ou sur un système pendant un temps infiniment petit, elles impriment à ce point, ou au centre de gravité du système, la mèiTie vitesse que si elles agissaient Tune après l'autre, cha< cuue pendant ce même temps infiniment petit; car, comme les vitesses gagnées se composent toujours géométriquement avec les vitesses antérieures et sont les mêmes quelles que soient celles-ci, la vitesse finale est, dans les deux cas, la résultante des vitesses dues à chaque force.
On voit aussi que, pour produire ces effets composés sur le centre de gravité d un corps ou d'un système de corps, il n'est pas nécessaire que les forces soient concourantes ou passent par ce centre, il suffit qu'elles agissent sur des points ou sur des corps appartenant au système.
19 1. Poids des oorps. — Mesure des masses. — Nous avons dît, en définissant la masse, comment ou pouvait mesurer la masse des divers corps : en les mettant en rapport par le choc avec un corps arbitrairement pris pour unité et en mesurant les vitesses gagnées par chacun d'eux. Ces mesures de vitesses sont délicates et difficiles et il est possible de s'en dispenser comme nous allons le dire.
Lorsqu'un corps tombe vers la terre, dans un espace vide *air, à une distance appréciable des parois qui limitent cet es-
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pace et à l'abri de toute intlueace physique étt'aogëre, sou mouvement ne résulte que des accélérations de ses points vers tous les points du globe terrestre. On a reconnu qu'alors 1 accélération moyenne du corps, ou laccélération de son centre de gravité, était, à Paris :
Le produit mg de la masse du corps par cette accélération est la force attractive qu'exerce sur lui la terre, ou la résultante des attractions de ses points. Cette force s appelle le poids du corps; représentons-le par P, nous aurons :
P=:my.
Les poids des corps sont donc, en un même lieu, proportionnels à leurs masses.
Or la comparaison des poids s'effectue facilement au moyen de divers instruments et en particulier des dynamomètres. Supposons, par exemple, que l'on suspende un corps pesant à un ressort et qu après une certaine déformation de celui-ci, le tout demeure on repos. Ce sera une preuve que les points du re3Sort exercent, sur le corps suspendu, une action de bas en haut cigale k son poids.
Si Ton suspend successivement au même point du ressort divers corps A, A', A'', qui le dilatent également, on en conclura que les poids de ces corps sont égaux entre eux. Si Ton suspend simultanément deux de ces corps, et si un nouveau corps B, suspendu ensuite, produit la même dilatation que les deux corps A, son poids sera double de celui du corps A« et ainsi de suite. L'on pourra avoir une échelle graduée indiquant les dilatations du ressort pour des poids égaux à A, 2A, 3A,.... et le poids d'un corps quelconque se déterminera, en fonction des poids du corps A pris pour unité, par le nombre de divisions correspondant à la dilatation du ressort auquel il aura été suspendu.
Les poids étant ainsi déterminés, il en sera de même des masses qui leur sont proportionnelles.
19 1. Mesure «Icfi forée*». — Les dynamomètres à ressort
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peuvent servir à mesurier non seulement les poids pour lesquels il existe d'ailleurs des instruments plus commodes, mais encore les autres forces quelconques. Une force, il est vrai, d'après sa définition, résulte d'accélérations réciproques entre points déterminés ; elle n'agit, par suite, que sur un seul corps et ne saurait être appliquée à un autre. Mais le corps Â sur lequel elle agit peut être attaché à l'extrémité du ressort-dynamomètre, et alors, dans Tétat de repos, la flexion du ressort étant la même que celle qui aurait été produite par un certain poids P, on peut dire que FelTet de la force sur le corps A est le même que celui de la pesanteur sur un corps de poids P, c'est-à-dire que la force est égale h P.
tY8. Uuités de forée et de maftse. — Toutes les forces peuvent donc s'exprimer au moyen d*un poids pris pour unité.
Cependant, l'on doit remarquer que si l'on a, d'autre part, choisi un corps pour unité de masse, il serait rationnel de prendre, pour unité de force^ la force qui, appliquée à l'unité de masse, lui communiquerait une accélération égale àTunité. C'est généralement ainsi que l'on relie entre elles les diverses unités lorsqu'elles dépendent les unes des autres ; mais ce n'est pas cet usage qui a prévalu.
On prend ordinairement, en mécanique, pour unité de force, Tunité de poids, c'est-à-dire le kilogramme, ou le poids d'un décimètre cube d'eau pure à son maximum de densité. Les forces s'évaluent donc en kilogrammes.
Il en résulte, puisque Ton a ¥=mff, que le corps dont la masse sera égale à l'unité sera celui pour lequel on aura P=^, c'est-à-dire un corps pesant 9^'',808«',8; et la masse m d'un corps quelconque, dont P sera le poids exprimé en kilogrammes, sera
Si la connaissance des poids des corps facilite la mesure de leurs masses, elle n'ajoute rien à l'idée que nous nous en fai« Rons, et le fait de choisir Tunité de force avant l'unité de masse,
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au lieu d*opérer en sens inverse, peut donner sur la masse des idées fausses, si l'on n'y prend garde. La notice de masse est indépendante de celle de poids et plus générale que celle-ci : nous concevons des masses sans poids, tandis que nous ne pouvons concevoir des poids sans masse. Un corps, transportée une distance suffisante de la Terre, perdrait presque entièrement son poids, alors qu'il conserverait exactement sa masse : il faudrait toujours la même force pour lui communiquer la même vitesse au bout du même temps.
Le choix du kilogramme pour unité de force a une autre conséquence fâcheuse, c'est que cette unité n'est pas la même en tous les lieux de la terre. On sait en effet que l'accélération g due à la gravité varie d'un point à l'autre, non seulement en raison de la latitude, mais aussi en raison de l'altitude du lieu où Ton fait les observations.
Si donc Ton considère un corps ayant une certaine masse m, laquelle, par définition, est absolument indépendante du point où on la mesure et qui est par conséquent constante, le poids de ce corps, égal à mg, variera aux divers points du globe avec l'accélération g. Ce même corps, suspendu à un dynamomètre, lui ferait prendre une flexion plus grande au pôle qu'à l'équateur, en plaine qu'au sommet dune montagne. Le poids d'un corps n'est donc pas constant et une force exprimée par un certain nombre de kilogrammes a une grandeur réelle différente selon le lieu où l'on se trouve.
Puisque l'on fait dépendre l'unité de masse de T unité de force, celle-là aussi variera d'un point à l'autre.
Cet inconvénient, d'avoir des unités variables et par suite mal définies, n'existerait pas si on choisissait d'abord l'unité de masse, pour en déduire l'unité de force. C'est ce que l'on fait, par exemple, en physique, où Ton prend pour unité de masse celle d'un centimètre cube d'eau distillée à son maximum de densité, et pour unité de force celle qui, appliquée à Tunité de masse, lui imprime une accélération égale à l'unité, c'est-à-dire de un centimètre par seconde.
Il convient d'ajouter que la variation de la pesanteur, d'un point à l'autre de la surface de la terre, est en somme assez faible^ de sorte que la variation des unités de force et de masse
admises en mécanique n*a, dans les applications, aucune importance ; d autant plus que la loi de cette variation étant connue, il est toujours possible de faire la correction des erreurs auxquelles elle pourrait donner lieu. '
174. Inertie. — Lorsqu*en désignant par le nom de force motrice d*un corps le produit de la masse de ce corps par Taccéléralion qu'il prend vers un autre l'on a en vue, non seulement ce produit considéré comme une quantité purement géométrique, ainsi que nous l'avons fait, mais aussi une sorte de cause physique réellement productrice du mouvement, on suppose que cette force ou cette cause réside non pas dans le corps en mouvement, mais dans celui vers lequel il se meut. Ainsi, le poids d'un corps est attribué à l'attraction du globe terrestre sur les molécules de ce corps. La cause du mouvement, dans cette hypothèse, est donc hors du corps mobile. Quand à celui-ci, on le suppose incapable de changer son état de repos ou de mouvement : on lui accorde seulement en par-
1. En vue d'éviter cas corrections et les ioconvénients que présente TadoptioD de Funité de force usuelle, M. de Freycinet a proposé, dans la séance de TAcadémie des Sciences du 14 novembre i887, de changer toutes les unités de longueur, de volume, de masse, etc.
On prendrait, pour unité de longueur, l'accélération due à la pesanteur en un lieu déterminé, à Paris par exemple, et cette unité vaudrait alors 9^,8088. L*unité de volume serait le cube dont le côté serait égal à la cen* tième partie de l'unité de longueur et vaudrait environ 0*^^94. L'unité de masse serait la masse de l'unité de volume d'eau à son maximum de den site ; l'unité de poids et l'unité de force seraient le poids de l'unité de masse & Paris, etc.
M. de Freycinet estime, que ce changement fort utile et désirable à bien des points de vue s'efTectuerait facilement, en raison de ce que les nouvelles unités différeraient peu des multiples ou sous-multiples décimaux des unités du système métrique.
Au lieu de prendre pour unité de longueur la valeur de l'accélération de la pesanteur à Paris, ce qui donne à cette unité une dimension dix fois plus grande, À peu près, que le mètre, on pourrait, tout à fait dans le même ordre d'idées, adopter pour nouvelle unité la longueur du pendule simple battant la seconde & Paris, longueur tout aussi facile à déterminer avec précisioQ que racoélération de la pesanteur et qui différerait moins du mètre que te dixième de celle que propose M. de Freycinet. Elle serait en effet environ de 0^,99384, ce qui donnerait, pour l'unité de volume, égale au cube dont le côté serait la dixième partie de celle de longueur, la valeur 0Ut,d816.
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lagc la propriété de rester au repos s'il est au repos et de conserver sa vitesse uniforme s'il en a une, tant qu'une force émancmt d'autres corps ne vient pas changer cet état.
Cette propriété s'appelle Yinertie.
On voit qu'elle repose sur une hypothèse purement gratuite, car, à priori, il paraîtrait tout aussi rationnel d'attribuer au corps en mouvement la cause de son mouvement que de la faire résider en dehors de lui. Toutefois, dans cet ordre d'idées qui a prévalu et dans le langage courant et dans la science, on attribue à l'inertie les effets du genre des suivants :
Lorsqu'on frappe le manche d'un outil contre un corps fixe, cet outil s'enfonce sur son manche : en vertu de son inertie , son mouvement continue pendant que celui du manche cesse.
Si une voiture s'arrête brusquement, les personnes qu'elle contient sont projetées en avant : elles continuent leur mouvement en vertu de leur inertie.
Au moment où on lâche l'un des deux fils d'une fronde dans laquelle une pierre tournait circulairement, cette pierre, e7i vertu de l inertie, s'échappe suivant la tangente au cercle, parce que, n'étant plus retenue, elle persévère dans le mouvement qui a lieu à cet instant suivant un élément du cercle, élément dont le prolongement est la tangente.
Si une balle de plomb est lancée avec une aritie à feu contre un carreau de vitre suspendu à une ficelle, elle y fait un trou rond, et en le dérangeant à peine de sa position : la portion du carreau non heurtée tend à rester immobile en vertu de son inertie. Ce fait montre en même temps que le mouvement ne se transmet pas instantanément à toutes les parties d'un corps solide.
115. Fbree d'inertie. — Mais on donne quelquefois à rinertie une acception plus étendue ; on l'envisage et on la traite dans le calcul comme une force, pour la commodité du langage et des solutions. Elle est exprimée alors par le produit de la masse par ï accélération prise en signe contraire. Ce produit est ce qu'on appelle la /brce ûTmer/ie ou la résistance opposée par l'inertie du corps à sa mise en mouvement. De
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même que Ton suppose que le siège. des forces motrices est en dehors du mobile, on suppose que la résistance au mouvo^ ment lui est au contraire inhérente, et en vertu d'une sorte d'extension du principe de Tëgalité de Faction et de la réaction, celte résistance est égale à la force qui sollicite le mobile. La force d'inertie, ainsi définie, est une véritable force, comme les autres, puisque c'est un produit de masse et d'accélération. C est la force qui serait accusée par la graduation d'un ressort dynamométrique que l'on interposerait entre le mobile et un point sur lequel agiraient directement les forces qui le sollicitent.
Ainsi, lorsqu'on tire brusquement, de bas en haut, un ressort auquel un corps pesant est suspendu, ce ressort se dilate et sa graduation indique, en plus du poids du corps, le produit de sa masse par l'accélération de bas en haut qu'on lui imprime, c'est-à-dire sa force d*iner(ie. Si, au lieu d'un ressort, c'est par un fil que le corps est suspendu, la traction brusque de bas en haut pourra déterminer la rupture du fil en vertu de rinertie du corps. Si au contraire on tire le corps de manière à lui donner une vitesse uniforme, le ressort ou le fil ne prend pas une tension nouvelle, l'accélération étant nulle, la force d'inertie est également nulle et l'inertie du corps n'est point mise enjeu.
196. Principe de d'Alembert. — D'après cette définilion, la force motrice qui agit sur un corps et sa force d'inertie, lui imprimant deux accélérations égales et directement opposées, ont une résultante nulle, on dit alors qu'elles sont en équilibre *. La considération des forces d'inertie peut donc servir à traiter les questions de mouvement par les mêmes équations que celles de l'équilibre, à la condition d'ajouter aux forces motrices la force d'inertie. Cette manière de procéder, qui constitue ce que l'on appelle le principe de d'Alembert, pouvait avoir son utilité à une époque où les questions de l'équilibre étaient beaucoup plus étudiées que celles du mouvement et où la science de la mécanique était à peu près
i . Nous définirons plus loin l'équilibre Hes forces.
CHAP. VIIL — LOIS PHYSIQUES DU MOUVEMENT
bornée aux solutions des divers problèmes de Téquilibre; elle peut encore aujourd'hui être motivée dans certains cas, pour rendre les énoncés plus uniformes et pour simplifier les solutions, principalement quand les inconnues du problème sont les forces et non le mouvement.
Si nous désignons par F la résultante des forces qui agissent sur un point n^atériel de masse m, et par j Taccélération de ce point, la force d'inertie, par définition, sera — mj et comme d'ailleurs on a, entre les quantités F, m et j la relation :
F {=)«»;• , qui est la définition de la force, on voit que Ton peut écrire :
OU bien :
ce qui exprime la nullité de la résultante de la force motrice et de la force d'inertie.
Xy y, z étant les coordonnées du point mobile par rapport à des axes fixes, et F^;, F^, Fz les projeclions de F sur ces trois axes, Téquipollence qui précède revient aux trois équations :
Telle est la forme analytique du principe de (TAlembert. On voit que si l'on se reporte à la définition de la force F {z=)mjf équipollence qui équivaut aux trois équations :
ce principe n'est que l'expression d'une identité.
C'est, par exemple, sous cette forme que l'on fait entrer en ligne de compte ce qui provient du défaut d'uniformité du mouvement dans le calcul de l'effet des machines, ou bien de la pente ou du débit des courants d'eau, etc.
La force d'inertie, produit d'une masse par une accélération,
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a tout autant de réalité que les autres forces que nous avons définies; on peut la composer avec elles si cette composition n'est, comme nous Tavons toujours entendu, qu*une opération géométrique.
Mais, avec la définition que nous avons donnée des forces et la loi physique générale que nous avons prise pour point de départ,et où il n'est question que de temps,d'espace et de masse, la considération de Tinerlie n'est nullement une nécessité et nous pourrions continuer notre exposé de la mécanique sans seulement parler de celte force dont le nom est si peu en rapport avec l'activité qu'on lui attribue.
197. Forée eentrif1u|se. — L'un des exemples les plus fréquents où l'on a à considérer la force d'inertie est celui où elle devient ce que Ton appelle h force cmtrifuge.
On donne ce nom à la propriété eu vertu de laquelle un mobile, mû dans une courbe, s*échappe par la tangente (comme nous avons dit pour la fronde) des qu'il n'y est plus retenu.
Nous avons représenté plus haut par L (n^ 86) l'accélération spéciale qui devait être produite sur un point mobile pour lui faire parcourir une courbe donnée. En supposant, comme nous Tavons fait au n"* 86, que cette accélération soit normale à la courbe (ce qui, par exemple, dans le cas de la fronde, revient à dire que les fils qui retiennent la pierre sont dirigés normalement à la courbe qu'elle décrit), nous avons trouvé Téquipollence :
J« étant la composante normale de l'accélération due aux circonstances, étrangères à la courbe, dans lesquelles se trouve placé le mobile. Si, par exemple, il s'agit d*un corps pesant, J sera à chaque instant la projection de l'accélération g, due à la pesanteur, sur la normale à la trajectoire. Supposons Jn nulle ou négligeable^ il reste :
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ou en miiUiplianl par la masse m du mobile :
in L {=) m -
Telle est la force qui doit être exercée sur le mobile pour qu'il parcoure la courbe donnée. La force d'inertie correspon-
dante, égale à — mh ou à — m —, est la force cmtnfuge. On
voit quelle est dirigée suivant le prolongement du rayon, puises que Taccélération normale - est toujours dirigée vers le centre
de courbure et qu'elle est, toutes choses égales d'ailleurs, proportionnelle au carré de la vitesse du mobile et en raison inverse de son ravon de courbure.
ml
La force centrifuge est alors égale au produit de la masse du mobile par l'accélération normale prise en sens opposé.
La force centrifuge se manifeste dans une foule de phénomènes naturels parmi lesquels il suffira de citer le suivant :
Lorsqu'un corps attaché à l'extrémité d'un fil tourne autour de l'autre extrémité supposée fixe, le fil est d'autant plus tendu que la vitesse est plus grande. Si le fil est d*une matière très extensible, comme le caoutchouc, ou s'il est formé par un ressort dynamométrique, cette tension produit une dilatation très
sensible et qui, au dynamomètre, mesure la réaction m - que le
corps exerce contre le fil ou le ressort dont l'action attractive l'oblige à dévier de la ligne droite et à se mouvoir circulairement.
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Premier ibéorèine §pénéral pour un point ma
tériei. — Nous allons, en introduisant la notion de masse dans les théorèmes généraux, que nous avons démontrés dans la première partie pour les points et. les systèmes de points géométriques, les rendre applicables aux points et aux systèmes matériels. Nous nous occuperons d*abord des points matériels.
Nous avons démontré (no 74) Féquation :
multiplions par m, masse du point considéré, les deux membres de cette équation ; observons que, par définition, le produit m/ =F, et désignons par Fs la composante tangentielle de la force F^ c'est«à*dire la projection de la force sur la tangente
à la trajectoire, laquelle est évidemment égale à mjt^ nous aurons:
mv-^mVf^^ f Fgdt;
ce qui, avec les définitions que nous avons données plus haut, s'énonce de la manière suivante :
L'accroissement, pendant un temps quelconque, de la qucufitité de mouvement d'un point matériel est égal à la somme intégrale, pendant le même temps, des impulsions élémentaires de la composante tangentielle de la force qui agit sur Cf point.
Remarquons que ce théorème n'est, au fond, qu*une identité. Si nous rappliquons à un temps infiniment petit, dt, ce qui revient à diiférentier les deux membres de l'équation par rapport au temps, nous aurons :
La dérivée, par rapport au temps, de la quantité de mouvement d'un point matériel est égale à la composante tangentielle de la force qui agit sur ce point; et cela résuite immédiatement de la définition que nous avons donnée de l'accélération
tangentielle y« = j • Nous avons, en somme, exprimé par deux
noms différents une même quantité mise sous deux formes différentes, et le théorème énonce simplement que les deux quantités ainsi dénommées sont égales.
Cette remarque s'appliquera à tous les théorèmes suivants.
179. Second tbéorème général. — De l'équation suivante (n* 76) :
nous déduisons de même, en multipliant le» daux membres
par m et désignant par F^ la projection de la force F sur l'axe des x:
L accroissement de la projection^ sur un axe quelconque, de la quantité de mouvement dun poirU matériel est égale à la somme intégrale, pendant le même temps, des impulsions élé- ^nefUaires de la projection, sur le même axe, de la force qui agit sur le point.
Ou bien, si nous considérons encore un temps infiniment petit, dt :
I dz
( ^ r \ dt
da!\ L — F
La dérivée par rapport au temps, de la projection, sur un axe quelconque^ de la quantité de mouvement d^un point matériel est égale à la projection, sur le même axe, de la force qui agit sur ce point.
t8#. Troisième tiftéorëme irénéral. — Enfin, nous avons démonb*é Téquation (n® 77) :
\z V —U iVo = f^ Mzjdt.
multiplions encore les deux membres par la masse m du point considéré, et remarquons que le produit par m du moment MzV de la vitesse v par rapport à Taxe des z sera identiquement égal au moment, par rapport au même axe, de la quantité de mouvement mv et s'écrira Mztnv, puisque les deux lignes v et mv coïncident en direction et sens. Il en sera de même pour le produit par m de MzVq ; quant au produit par m de mjdt, il sera, pour la même raison, égal au moment, m»mjdt, du pro« duit mjdt ou ¥dt ; nous aurons ainsi :
\mv — Mjmt^o
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Vaccro'issemetvt, pendant an teuips quelconqtÂC^ du nioment^ par rapport à un axe^ de la quantité de mouvement d'un point matéHel est égal à la somme intégrale^ pendant le même temps ^ des motnents, par rapport au même axe, des impulsions élémentaires de la force qui agit sur ce point.
Ou, en différentiani par rapport au temps :
— ^ =MzF.
dt
La dérivée, par rapport au temps, du moment, par rapport à un axé quelco7ique^ de la quantité de mouvement d'un point matériel est égale au moment, par rapport au méine axe, de la force qui agit sur ce point.
Ces trois Ihéorèmcs porlent le nom de théorèmes des quantités de mouvement.
Si, comme nous l'avons fait à la page 158, nous portons sur trois axes rectangulaires à partir de Torigine 0, fig. 123,
trois longueurs Om.ç, 0/w^, Om- tjdspectivement égales aux moments, par rapport à ces trois axes, de la quantité de mouvement d'un point matériel, les vitesses des extrémités m^, m^, niz de ces lignes seront respectivement égales aux moments, par rapport aux trois axes, de la force F qui agit sur le point ; et si nous cons- Fig. J25. truisons la résultante Om de ces trois
lignes, Om sera le moment, par rapport au point 0, de la quantité de mouvement du point matériel : la vitesse du point m dans Tespace sera égale en grandeur, direction et sens, ou équipollente,à la résultante des moments de la force par rapport aux trois axes, c'est-à-dire au moment de la force par rapport au point 0. Par conséquent :
La vitesse de V extrémité de la ligne qui représente le moment^ par rapport à un point fixe quelconque^ de la quantité de mouveme?it d'un point matériel est équipollente au moment, par
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rapport au mêfne point fixe, de la force qui agit sur le point mobile.
181. Théorème des nires. — Remarquons que la dernière conséquence que nous avons déduite (n'* 78) des équations précédentes, relative aux aires décrites par la projection du point sur un plan, subsiste sans modification lorsqu*il s*agit d'un point matériel, au lieu d*un point géométrique : il suffit de substituer, dans Ténoncé, le mot force au mot accélération. La multiplication par m de la ligne représentant Taccélération ne modifie pas sa direction qui est seule prise en considération dans ce théorème, lequel devient ainsi :
Lorsquun point matériel est soumis à ï action (Tune force qui rencontre constamment un axe fixe, les aires décrites par le rayon vecteur joignant le pied de cet axe à la projection du point sur un plan perpendiculaire à l'ax-* sont proportionnelles aux temps ou croissefït proportionnellement au temps.
Le cas particulier où la force passe constamment par un point fixe est compris dans cet énoncé. Les aires décrites par le rayon vecteur joignant le point mobile au point fixe croissent proportionnellement au temps, et de plus le mouvement s'effectue dans un plan passant par le point fixe.
i 8 1. Quatrième tbéorème^énéraL — Opérons de la même manière sur l'équation qui exprime ce dernier théorème
[n"* 79) et qui est :
i - ï = SI i (X) ''*= £j- * «^«« C;-. As\
c*est-à-dire multiplions-en les deux membres par m en remplaçant, dans le dernier, mj par F, il viendra :
ï^'-ï^* = £F(x)<fe=X*;-*co8{F-*)=»-F-
L' accroissement i pendant un temps quelconque, de la demiforce vive ou de la puissance vive dun point matériel en mouvement, est égal au travail total, pendant le même temps, de là force qui agit sur ce point.
Si nous supposons le mouvement du point rapporté à trois axes de coordonnées rectangulaires x^ y. z et si nous appelons, comme nous l'avons toujours fait, Fx, Fy, Yz les projeclions, sur' les trois axes, de la force F» nous aurons (n^ 168) :
T"^^* = JI (F,rf.r+F,dy+F,rfz)=T.F.
Si la force F est la résultante de plusieurs forces /*>/*,/*,...:
F(=)/(+)/'(+)/"(+).oaa, d'après la définition même du travail (n<> 168),
et par suite :
V accroissement de demi-force vive ou de puissance vive d'un point matériel^ pendant un temps quelconque^ est égal à la somme des travaux, pendant le métne temps j de toutes les forces qui agiss mt sur ce point.
.L'accroissemeint de demi-force ou de puissance vive, pri^im signff con/r^i/rf, porte quelquefois le nom db travail dt- finftiè; si nous le désignons par tI, nous aurons ainsi
substituons dans l'équation précédente, nous aurons
Ce que l'on énonce en disant que :
' Im somme des travaux de toutes les forces qui agissent sur un point matériel, y compris celui de son inertie, est constammmt nulle.
Remarquons d'ailleurs que la définition que nous venons de donner du tr>wmlde rin^rlif est d'accord avec la définilion générale du travail, si on l'applique à la force d*inertie En dési'* ffhant celle-ci par I on a en effet
et par suite
Le théorème que nous venons de démontrer, dit théorème des forces vives, est fondamental en mécanique. Nous consacrerons un chapitre spécial, le chapitre X, à eu étudier les conséquences.
193. Introdaetion de la masse daim len forniuies relattTes aux «yAtèincs. — L'introduction de la notion de masse se fora, dans les équations et les théorèmes concernant les systèmes de points, en vue de les rendre applicables aux systèmes matériols, de la même manière que nous venons de le faire pour un simple point.
D*abord, en ee qui concerne les contres "de gravité et les moments d*inertic, rien n*est changé aux formules ni aux résultats |i suffit de prendre, pour ce que nous avons appelé la densité de Tcspace que nous avons considéré, la masse spécî^ Bque en ce point, c'est-à-dire la limite du rapport de la masse d'un élément à son volume.
Les formules dans lesquelles entrait la densité p constante ou variable des espaces dont nous avons déterminé le centre de gravité et le moment d'inertie, s'appliquent en donnant à p cette nouvelle signification.
Pour celles dans lesquelles figurait le nombre n des points d'un certain système, elles s'appliquent encore en substituant à n la masse m du système. La définition du moment d'inertie doit être modifiée en ce sons que celte quantité n'est plus simplement la somme des carrés des distances des points à Taxe par rapport auquel on prend le moment, mais bien la somme des produits des masses des divers points matériels qui composent un système, par les carrés de leurs distances à cet axe* On a donc toujours, comme à l'équation (1) du n^ 41 :
1 = Zwr* .
Mais la lettre m représente, non plus le nombre de points concentrés on chaque élément du système, mais la uiasse de o«t élément.
Nous avons ensuite, au chapitre VII, considéré, dans un système de points, les composantes intMeures et les composantes extérieures des accélérations de ces points. Si nous multiplions chaque composante par la masse du point auquel elle s'applique, nous aurons de même les forces intérieures et les forces extérieures du système. Les premières sont réciproques comme les accélérations elles-mêmes.
t84. Théorème da monvement du eentre de ffra« vite. — Cela posé, désignons par m la masse d'un élément, dont les coordonnées sont x^ y, z, par M la masse totale du système et par X, Y, Z les coordonnées de son centre de gravité, les formules (2) de la page S8 nous donnent de la même manière :
MX=2:wfcr, MY=2wy , MZ = Sw5 .
DifTérentions par rapport au temps chacun des termes de ces équations, nous aurons
dt dt' dt dt^ dt di
Ces trois égalités entre les projections du produit MV de la masse M par la vitesse V du centre de gravité et les sommes des projections des produits analogues pour les divers éléments sont la même chose que TéquipoUence
MV(=) Hgmv.
qui les résume et qui résulte immédiatement de celle (3) que nous avons écrite page 257, en y substituant m et M à n et N. Elle montre que la vitesse V du centre de gravité dwi système est égale à la somme géométrique des quantités de mouvement des divers éléments de ce système divisée par sa masse totale^ et les trois équations entre les projections, qui peuvent, en désignant toujours par les indices x, y, z, des projections sur les trois axes coordonnés, s'écrire :
M y, = Imvx , M Vy = Hmvjf , M Vj == Smr-,
s'énoncent en disant que la somme des projectiOnSj sttr un
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(ixe quelconque, des qvuinVtês de mouvement d!un système matériel est égale à la projection y sur le même axe y de la qiumtité de mouvement du centre de gravité, en y supposant concentrée toute la masse du systènie.
DifFérentions une seconde fois, par rapport au temps, nous obtiendrons :
Ces trois équations auraient pu, comme les précédentes, êlre déduites directement de Téquipollence (ij de la page 257, auxquelles elles sont équivalentes.
Considérons l'un des termes des seconds membres de ces équations ; il est le produit de la masse d'un élément par la projection, sur Tun des axes, de Taccélération de cet élément, il est donc égal, par définition, à la projection sur cet axe, do la force motrice de l'élément considéré. En faisant la somme des projections, sur le même axe, de toutes les forces qui agissent sur les divers éléments, les projections des forces intérieures disparaîtront de la somme, dans laquelle il ne restera que les forces extérieures, et nous aurons ainsi, en dési* gnant par F la force extérieure agissant sur l'élément quel* conque de masse m :
•a* rf*X „„ »*■ ^Y .^~, -mmd^It „„
M-=2F. , M- = SF, , M-==2F, .
ce qui montre que la projection, sur un axe quelconque, de la force motrice du centre de gravité, supposé avoir la masse totale du système, est égale à la somme des projections, sur le même axe, des forces extérieures qui agissent sur ses divers éléments.
On énonce ordinairement ce théorème sous la forme suivanie :
Le mouvement du centre de gravité d'un système matériel est le même que si toute la mass' du systène y était concentrée et toutes les forces extérieur- s transportées parallèlf*ment à ellrsmêmes.
C'est ce que nous avons déjà trouvé directement au n'' 170 et
àt2. CHAPITRE NEUVIÈME
ce théorème porte le nom de théorème du mouvement du centre de gravité.
- On peut donner des exemples simples de son application :
Considérons un projectile pesant, supposé lancé dans le vide à la surface de la terre ; nous savons qu'un point matériel, dans les mêmes conditions, décrit une parabole dont nous avons déterminé les élémcnls (n"" 80), le centre de gravité du projectile parcourra donc celte parabole; et s'il vient à éclater pen* dant son trajet, le centre de gravité du système de ses frag'ments continuera à décrire la même trajectoire pendant que ceux-ci seront projetés dans tous les sens, jusqu'à ce que Ton d'eux vienne à rencontrer un obstacle qui lui imprimera une nouvelle accélération suiiisante, peut-être, pour le ramener au repos ; à partir de ce moment, chaque nouvelle accélération imprimée aux divers fragments devra s'ajouter géométrique* nient à celle du centre de gravité pour modifier la forme de sa trajectoire.
Les théorèmes généraux de la mécanique s'appliquent à tous les systèmes matériels.et les êtres animés ne font pas exception.
Si Ton imagine un être animé, absolument isolé dans Téspâce, soustrait à l'action de toute force extérieure, son centre degravité restera immobile,, ou s'il est en mouvement, conservera une vitesse constante, quels que soient les mouvements que cet être imprime à sçs divers membres : mouvements qui sont le résultat d'actions intérieures, lesquelles sont sans influencé sur le centre de gravité. Si cet être animé, un homme par exemple, est soumis à Taction de la pesanteur et placé sur un sol horizontal d'une nature telle qu il ne puisse exercer que des réactions verticales (condition de laquelle se ^approchent les plans parfaitement polis comme laglacek les seules forces extérieures étant ainsi verticales, son centre de gravité ne pourra se mouvoir que sur une verticale ; ce point s'élèvera ou s'abaissera suivant que la réaction du plan sera supérieure ou inférieure au poids de l'homme qui s'y appuie. Les mpuvements intérieurs de celui-ci pourront faire varier, dans certaines limites la réaction dont il s'agit, suivant les accélérations verticales qu'ils donneront au centre de gravité ; mais il lui sera impossible de se mouvoir horizonU^ement.
.. Le mattvement horizontal ne peut avoir lieu qu'autant que le plan horizontal sur lequel ons*appuiepeut exercer uneréac^: tion oblique, c'est-à-dire ayant une composante horizontale, et c'est cette composante qui produit la composante horizontale du mouvement du centre de gravité.
On sait combien il est difficile d'avancer sur un sol glissant. L'elTet de recul qui se produit alors provient de ce que le marcheur a porté en avant la partie supérieure de son corps, et s'il ne trouve pas sur le plan d*appui une réaction horizonlale suffisante, le centre de gravité ne peut pas progresser autanl que le comporterait l'avancement de la partie supérieure ; alors la partie inférieure se porte en arrière.
tH^, Théorèmes de» qaantités de moiiveiiient projetées sur an axe. — Ecrivons, maintenant, pour chacun des points matériels qui composent le système, l'équation qui exprime le second théorème des quantités de mouveaiétit :
F«rf/.
et additionnons toutes ces équations; le premier membre nous donnera la différence des sommes :
c'est-à-dire l'accroissement total de la quantité de mouvement projetée sur l'axe des x. Dans le second membre, nous aurçns
la somme des intégrales / F^dt^ ou ce qui revient au même
Tintégrale f SlF^dt, car peu importe l'ordre dans lequel oi\
groupe, pour les additionner, les divers éléments d'une somme. Or, dans la somme SF^ des composantes des forces suivant Taxe dus x^ les forces intérieures disparaissent puisque ces forces, égales et directement opposées, ont deux à deux des projections égales et de signe contraire. 11 ne reste dans la somme que les forces extérieures. ' ' *
Nous aurons donc, en désignant par F« Tune quelconque des forces extérieures :
ce que Ton peut écrire encore :
V accroissement de la quantité de mouvement dun système matériel projeté sur un axe quelconque^ est égal à la somme des impulsions totales des projectiotis^ sur le même axe, des forces cxtérie%(res qui ar/issent sur le système.
t9«. Théorème dc« inoiiieiit« des qiiaDtitéfi de m^u* vemeot. — Opérons de la même manière sur Téquation qui exprime le troisième théorème:
Mz m V — M; Wt^o = r M: ^ dt,
nous obtiendrons :
SMzWt;— 2il^mt;o = 2 f Mz^edt.
et ici encore, les moments dus aux forces intérieures disparaissent du second membre où il ne reste que les impulsions des forces extérieures :
L'accroissement de la somme des moments^ par rapport à un axe quelconque^ des quantités de mouvement dun système matériel est égal à la somme des moments, par rapport au même axe, des impulsions totales des forces exté^ Heures qui agissent sur ce système.
Ces deux théorèmes auraient pu être déduits immédiate* ment de ceux que nous avons démontrés au chapitre YII, h<>' 134 et 135; nous en déduirons^en les appliquant aux systèmes matériels, les conséquences que nous en avons déduites alors pour les systèmes de points,
Tout d^abord, en différentiant par rapport au temps la der* niëre des équations ci -dessus, nous obtenons :
Si donc nous portons, sur un axeO^(iig. 123 ^/.s), une longueur
Omz égale à la somme algébrique des moments des quantités de mouvement du système par rapport à cet axe, la vitesse du point mz extrémité de cette ligne, sera égale à la somme algébrique des moments, par rapport au même axe, des forces extérieures agissant sur le système. Opérons de même sur les deux autres axes Ox, Fig. 125 bu, Qy Q^ construisons la ligne Om qui
sera le moment résultant des quantités de mouvement du système par rapport au point 0; comme nous Tavons déjà montré plusieurs fois, la vitesse du point m dans l'espace sera équipollente au moment résultant des forces extérieures par rapport au point 0. Ce que Ton énonce ainsi :
Le moment résultant par rapport à un point fixe quelconque des forces extérieures qui agissent sur un système matériel^ est égal en grandeur^ direction et sens à la vitesse de V extrémité de la ligne qui représente lemomei%t résultanty par rapport au même point, des quantités de mouvement du système.
197* Prinelpe de la ooititervAtion de» aires. - Enfin, nous pouvons considérer les aires décrites par les projections, sur un plan, des points du système matériel, comme nous Tavons fait au n» 136. Nous avons, dans les seconds membres des équations, les moments des forces au lieu des moments des accélérations que nous avions alors, et cela nous conduit à mettre, dans les premiers membres, les moments des quantités de mouvement mv au lieu des moments des vitesses V Pour pouvoir conserver les énoncés relatifs aux aires décrites, il faut qu'il soit entendu que ces aires sont respective-
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ment multipliées par les masses des points auxquels elles se rapportent. A pari cette addil ion, tout ce que uous avons di^ au n"" 136 s applique en mettant le mot force au lieu du mot accélération, et nous croyons inutile de reproduire le raisonnement. Nous arrivons k ainsi démontrer le prvicipede la conservation des a'*res :
Lorsquun système matériel est en mouvement sous faction de forcrs extérieures ayant un résultante unique passant conS' tamment par un point fixe, la somme des produits dt-s masses des éléments par If s airt^s '^écrites dans t uni té de tewps par hs projections^ sur un plan quelconquf, des rayons vectturs joignant ces éléments au point fixe est constante.
Et, parmi tous les plans que Ton peut mener par le point fixe, il en est un pour lequel cette somme des produits des masses des éléments par les aires est la plus grande possible; on l'appelle, comme pour un système de points, le plan du maximum des aires: sa direction est invariable dans tout sv8« tëme matériel en mouvement sous Taction de forces ayant une résultante unique, lorsque cette résultante passe constamment par un point fixe.
t9H. ISuLeaiples flitmillerfi die rapplieatlon 4e c^es tliéerèmes. ^ Les deux théorèmes des quantités de mouvement, que nous venons de démontrer pour les systèmes matériels, ont de très nombreuses applications. Le fait qu'ils ne contiennent que les forces extérieures permet de les employer pour résoudre une foule de problèmes qui seraient inextricables si Ton devait faire intervenir les forces intérieures. Nous citerons par exemple tous les problèmes relatifs aux mouvements de Teau dans les cours d'eau, pour lesquels l'emploi des théorèmes des quantités de mouvement est pour ainsi dire obligatoire, sous peine de n'obtenir que des approximations plus ou moins grossières. Nous nous contenterons ici de donner quelques cxi^mples familiers de leur application.
Considérons une arme à feu contenant un projectile et de la poudre explosive : lorsque la poudre s'enflamme, le projectile est lancé en avant, mais comme Taction de la poudre est une force inlérieurey elle ne figure pas. dans les équations des
quantités de aiouvement,et si nous supposons qu*aucune fo^ce extérieure ne soit appliquée à l'arme ni au projectile, la quantité de mouvement projetée sur un axe quelconque, nulle avant L'explosion, devra être nulle après. Cela ne pourra avoir lieu qu autant que Tarme prendra une vitesse de sens contraire à celle du projectile et en raison inverse de leurs masses. C'est, en effet, ce qui se produit et ce que l'on appelle le recul des armes à feu. La. vitesse de ce recul est ordinairement modérée par des obstacles imprimant à l'arme une accélération en sens contraire; mais, si Tarme était complètement libre, elle prendrait là vitesse que nous venons d'indiquer.
Considérons encore un navire floUant sur une eau tran* quille; l'ensemble du navire et de Teau qui l'entoure constitue un système matériel que nous supposons soustrait à Taction de toute force extérieure autre que celle de la pesanteur. Si le navire est muni d*un appareil propulseur capable de le mettre eh mouvement eh agilant l'eau qui Tentoure, il faudra que la somme des quantités de mouvement projetées sur un axe horîzon'al soit nulle comme lorsqu'il était au repos, c'est à-dire que s'il prend, en avant, une vitesse quelconque, il devra refouler en arrière une certaine masse d'eau et lui imprimer, en sens inverse du mouvement qu'il prend, des vitesses telles que la somme des projections des quantités de mouvement sur J'axe horizontal reste constamment égale à zéro.
Ce que nous disons d*un navire s'applique à un aérostat, et pour le faire progresser dans un air tranquille il faul mettre en mouvement, en sens contraire, une masse d'air telle que sa quantité de mouvement projetée sur un axe horizontal soit égale à la quantité de mouvement delaérostàt. Or, en général, la masse de l'aérostat correspond à un vol ii me d'air considérable par rapport aux dimensions des appareils qui peuvent le mettre en mouvement, ce qui revient à dire que l'où ne met en mouvement qu'une masse d'air très petite, par rapport à celle de l 'aérostat et que, par suite, la vitesse que l'on peut imprimer à celui-ci n'est qu'une, fraction extrêmement petite de celle des appareils propulseurs.
C'est là une des difficultés de ]si dirfCtio7i des aérostats.
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169. MofiTeiiieiit de la (oapie. — Nous allons donner un exemple lamilicr de Tappiicalion du théorème des aires.
Considérons une toupie, c'est-à-dire un corps de révolution reposant par une pointe sur un plan horizontal et animé d un mouvement de rotation autour de son axe. Si le plan n^exerce qu'une réaction verticale, les forces extérieures appliquées à la toupie, (son poids et celte réaction) sont dirigées suivant la même ligne droite et ont une résultante nulle, à la condition que l'axe soit parfaitement vertical; alors la somme des projections des aires sur un plan quelconque devant être cons* tante, la rotation de la toupie continuera indéfiniment avec la même vitesse tant qu'il n*interviendra pas une force extérieure.
Supposons maintenant que Taxe soit incliné d'un certain angle sur la verticale, et supposons toujours que le plan parfaitement poli, sur lequel s'appuie la pointe, n'exerce qu'une réaction verticale égale au poids de la toupie. Si l'on considère Taxe do ce corps, le moment des forces extérieures, par rapport à cet axe, sera constamment nul et par suite la somme des aires projetées sur un plan perpendiculaire devra croître proportionnellement au temps, c'est-à-dire que la toupie conservera encore, autour de son axe, un mouvement de rotation uniforme. Mais considérons le plan vertical mené par cet axe et contenant les deux forces extérieures ; la somme des moments de ces forces, par rapport à un axe perpendiculaire à ce plan, n'est pas nulle et par conséquent la somme des projections sur ce plan des aires décrites dans l'unité de temps par les points de la toupie ne peut pas être constante, ce qui aurait lieu si l'axe de la toupie restait immobile dans l'espace.
Col axe va donc se déplacer progressivement de manière à ce que, conformément au théorème des moments des quantités de mouvement, les aires projetées sur ce plan vertical croissent proportionnellement au temps et au moment des forces extérieures par rapport à Taxe considéré. Si nous répétons le même raisonnement dans la nouvelle position de Taxe de la toupie, nous reconnaîtrons qu'il devra se déplacer de nouveau, de la même quantité dans le même temps et ainsi de suite : son mouvement est donc uniforme.
D'un autre côté, la somme g-éométrique des forces extérieures appliquées'à la toupie étant nulle, son centre de gravité doit rester immobile. L'axe de la toupie décrit donc un cône de révolution à axe vertical dont le sommet est le centre de gravité qui reste fixe.
Ordinairement, les choses ne se passent pas tout à fait ainsi ; le plan sur lequel repose la toupie peut exercer, outre la réaction verticale égale au poids, une réaction horizontale s'opposant au mouvement de la pointe. C'est alors autour de la pointe, rendue fixe, que tourne Taxe de rotation, et le centre de gravité prend un mouvement circulaire horizontal du a la réaction horizontale dont il s'agit.
C'est aux irrégularités de cette réaction du plan sur la pointe et aussi à ce fait que le contact ne s'effectue jamais suivant un simple point mathématique, mais sur une surface d'une étendue très petite, mais finie, qu il faut attribuer les variations accidentelles que l'on observe dans le mouvement de la toupie : la modification de l'angle que forme l'axe avec la verticale, le ralentissement du mouvement de rotation, etc., et ces phénomènes s'expliquent tout aussi bien que les précédents, au moyen des théorèmes généraux que nous avons démontrés.
!•#. £lfet d^une pereusMion uur un eorps solide. —
Nous avons désigné sous le nom de percussion (n^ 150) le fait d'imprimer à un point d'un système invariable une accélération très grande pendant un temps très court. Appliquée aux corps naturels, cette définition deviendra l'action, sur un point d'un corps solide, d'une force très grande pendant un temps très court ; ou bien telle que, pendant la durée très petite de son action, on puisse négliger l'effet des autres forces agissant sur le même solide.
Le nom de percussion se donne aussi, pour simplifier le langage, à la force qui produit la percussion.
Pour évaluer l'effet d'une percussion sur un corps solide, nous pouvons étudier séparément le mouvement d'ensemble imprimé au solide, c'est-à-dire le mouvement de son centre de
gravité, puis le mouvemeat du solide par rapport à soo centre de gravité considéré comme fixe.
Considérons d*abord le mouvement du centre de gravité.
ç Soit AB, fig 12(), la trajectoire de ce point avant la percussion, et BC aa quantité de mouvement, égale à MV, lorsqu'il est au point B, en appelant M la masse et V la vitesse du centre de gravité du solide. H subit en ce point TefFet d'une pression P pendant un temps très court 0, Timpulsion de cette force,
Pdt, sera représentée par esemple par la ligne BD et l'impulsion des autres forces étant négligeable, la quantité de mouvement MV\ après la percussion, sera la somme géométrique de la quantité de mouvement MV représentée par BC et de rimpulsion représentée par BO. Elle sera donc représentée par BC, somme géométrique des deux lignes BC et BD. La trajectoire du centre de gravité présente ainsi en B une sorte de point anguleux, puisque deux tangentes BC, BC très voisines Tune de l'autre font un angle incomparablement grand par rapport à la distance de leurs points de contact.
Etudions maintenant le mouvement autour du centre de gravité considéré comme fixe, et, pour simplifier, supposons que le corps solide soit au repos au moment où il subit la percussion. Nous pouvons admettre, sans commettre d*erreur appréciable, que pendant la durée très petite de la percussion le solide conserve, par rapport à la direction de cette force, une position constante, c'est-à-dire que la direction et le point d'application de la force de percussion restent constants par rapport au centre de gravité.
Considérons le plan mené par le centre de gravité G du solide et par la direction de la percussion P. Le centre de gravité étant regardé comme fixe, menons par ce point une droite quelconque 6M rencontrant la direction de la percussion La somme des moments des impulsions de cette force par rapport à GM est nulle, il en sera de même do l'accroissement de la
somme des moments des quantités de mouvement par rapport à cette ligne. Or celle somme était nulle avant la percussion, elle est donc encore nulle après. Si la somme d$s moments des quantités de mouvement par rapport à 6.M est nulle, cela veut dire que le moment résultant des quantités de mouvement par J^pport à un point quelconque de cette ligne, au point G par exemple, est perpendiculaire à sa direction, ou que le plan dii maximum des aires contient la droite GM. Comme cette droite est quelconque, ce plan du maximum des aires est le plan mené par le centre de gravité et la direction de la percussion.
En rapprochant ce résultat de ce que nous avons démontré au n"" 158, on reconnaîtra que le mouvement du solide est une rotation autour du diamètre de Tellipsoïde central d'inertie conjugué au plan dont il s*agit et Ton déterminera facilement la vitessse angulaire de la rotation.
Reprenons les notations de ce numéro 158. L'équation (6), page 300, nous donne :
/et i sont des longueurs connues, d'après la forme du solide donné, puisque l'on peut construire son ellipsoïde central d*inertie et déterminer la longueur /du diamètre conjugué au plan contenant la percussion et le centre de gravité ainsi que la distance S de ce centre au plan tangent mené à Textrémité de ce diamètre.Quant à A:, c*est le moment résultant des quantités de mouvement et, puisque la quantité de mouvement était nulle avant la percussion, c'est le moment, par rapport au centre de
gravité, do l'impulsion totale / Pdi de la force de percussion P.
La vitesse angulaire de la rotation étant ainsi déterminée, ainsi que la direction de Taxe autour duquel elle s'effectue, on aura le mouvement du solide dans Tespace en composant le mouvement de son contre de gravité, considéré comme une translation avec cette rotation. Le mouvement résultant sera ainsi, en décomposant cette translation suivant une parallèle à l'axe de la rotation et suivant une perpendiculaire, un mou-
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vement hélicoïdal dont Taxe inslaulané de rolatioD cl de glissement sera parallèle au diamètre de lellipsolde central conjugué au plan qui contient la percussion, et dont le glissement sera la composante de la translation parallèle au même axe.
191. Division en deux parlle» de la faree vive totale d'an «ystème. — Nous avons démontré (n"" 130), pour un syslcme de n points géométriques la relation suivante, dans laquelle v représente la vitesse d'un point quelconque, V celle du centre de gravité et v' la différence géométrique
de la vitesse d*un point quelconque et de la vitesse du centre de gravité, que nous avons appelée vitesse non-translatoire de ce point :
Cette équation étant applicable aux systèmes matériels dont les masses sont proportionnelles aux nombres des points, appelons m la masse de l'élément dont la vitesse absolue est v et dont la vitesse non translatoire est v\ et M la masse totale du système, nous aurons, eji divisant par 2 les deux membres de Téquation :
La demi' force cice ou puissance cive d'un système tnatêriel est égale à la demi-force vive qu'il aurait si toute sa masse avait la vitesse de son centre de gravité, augmentée de celle qui correspond aux vitesses non-translatoires de ses dicers éléments.
f st. Théorème des ferees vive» et da travail. — Ecrivons, pour chacun des éléments d'un système matériel, l'équation suivante que nous avons démontré (n"" 182; pour un point matériel :
iiiv* ait ' /H
(1) -r--i^= r(F.^x+F,dy+F,rfî) = TF
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et additionnons terme à terme toutes ces équations, nous aurons :
(2) S — -2— = 2tF.
La demi-force vive acquisey ou F accroissement de la deifii-forcevive d'un système maténel pendant un temps quelconque est égale A la somme des travaux des forces qui ont agi sur lui pendant le même temps.
Désignons comme plus haut par .M = Zm la masse totale du système, par V et Vo les vitesses de son centre de gravité cl par R la somme géométrique des forcos exterinim F* (jui agissent sur le système ; le mouvement du centre de gravité étant le même que celui d'un point matériel de masse M, soumis H la force R, nous pouvons écrire :
car le travail de la résultante H est égal à la somme des travaux des forces extérieures F qui sont ses composantes. On peut donc, et c'est là une remarque très importante, appliquer le théorème des forces vives au mouvement du centre de gravité des systèmes matériels, en y supposant concentrée la masse totale du système et considérant les travaux des forces extérieures supposées transportées parallèlement à elles-mêmes à ce centre de gravité.
19S. Travail de» forces Intérieures. — Mais, lorsque l'on applique ce théorème aux mouvements individuels des divers éléments, il faut tenir compte du travail des forces intérieures, qui figurent dans le second membre de l'équation (2) ci-dessus.
Le travail des forces intérieures peut, dans certains cas, ùtre évalué facilement. Ces forces étant réciproques, soient M, N, fig, 127, deux points d'un système soumis à deux forces intérieures /*, égales et directement opposées et M', N' les positions de ces points après un instant infiniment petit. Projetons CCS points en P et Q sur la direction MN. Le travail de la force
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/agissant sur le point M est égal à — /X MP et celui de la force / agissant en N à /*XNQ, la somme de ces travaux est
Fig. 127.
égale à/'(NQ — MP) ou bien, en ajoutant aux deux termes de cette différence la partie PN, égale à /(PQ — MN). Or, si r est la distance MN, r -{- dr\gL distance M'N\ les deux lignes M'N' et MN faisant entre elles un angle infiniment petit, la projection PQ de M'N' est égale, à un intiniment petit du se* cond ordre près, à M'N' ou à r-i-dr^ le travail des deux forces que nous considérons est donc égal à f{r-\'dr — r\ =fdr^ ou au produit de la force intérieure qui agit sur chacun des deux points par Taugmentation de leur distance.
Ce travail est positif lorsque les deux points ont pris l'un par rapport à l'autre un mouvement dans le sens que la force tend à leur imprimer, c'est-à-dire s'ils se sont éloignés, la force étant répulsive, ou rapprochés si elle est attractive.il est négatif dans le cas contraire.
Il en résulte que si la distance de deux points d'un système na pas changé, le travail élémentaire de Uur action mutuelte est nul.
On a très souvent, en mécanique, à considérer le mouvement de corps solides dont toutes les parties conservent des dimensions sensiblement constantes, et alors les travaux des forces intérieures sont négligeables.
Il en est de même, encore, lorsque la distance mutuelle de deux points redevient la même après avoir changé, si l'on admet, ce que Ton peut faire généralement, que l'action qui s'exerce entre ces deux points ne dépende que de leur propre distance.
Si les deux points se rapprochent après s'être éloignés, par exemple, le travail dans chacun des déplacements élémentai-
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res successifs de Tune des phases sera égal et de signe contraire à celai qui s'était produit dans le déplacement correspondant de Fautre phase, et alors le travail total de l'action intérieure sera encore nul.
DES FORCES VIVES ET DU TRAVAIL
S h Du travail en général : 191. Conséquence du théorème des forces vives, appliqué à un point matériel. — 195. Propriétés des surfaces de niveau. — 196. Positions d'éciuilibre d'un point mobile. — 197. Potentiel d'une force. — 198. Application à la pesanteur. — 199. Application à une force centrale. — ;^. Cas d'une force attractive inversement proportionnelle au carré de la distance — 301. Potentiel d'attraction newtonienne. — 20j. Energie potentielle^ actuelle, totale. — 203. Application à un exemple. — i'04. At«plication à un système où 11 n'y a que des forces intérieures. —205. Fonction potentielle. — 206. Principe de la conservation de l'énergie.
! 3. — Evaluation de diverses sortes de travail: 207. Calcul des termes de l'équation du travail. — 208. Travail du frottement, — 209 Résistance au roulement. — 210. Raideur des cordes. -- 211. Gboc des corps solides — 212. Force vive et travail dans un mouvement de rotation. — 213. Travail d'un fluide sur son enveloppe. — 214. Du travail dans les machines. — 215. Rendement d'une machine. — 216. Utilité des volants. — 217. Travail des forces de liaisons.
ISA. Conséqaeiiee du théorème des forées vlirea, ap« piiqaé a un point matériel. — Sans chercher à pénétrer les causes physiques du mouvement, on peut se rendre compte de rimportance de la quantité que nous avons appelée force vive et du rôle qu'elle doit jouer dans les problèmes. L'observation des faits nous porte, comme Ta fait observer M Boussîne.sq',ii regarder Ténergie ou Tactivilé déployée dans un mou-
1. Jourualde mathématiques pures cl appliquées, Tome XVIII, 1873.
vcment comme proportionnelle d'abord à la masse du corps mis en mouvement, puis à la vitesse qui lui est imprimée, enfin à la grandeur totale du déplacement opéré. Il faut en effet une énergie ou une activité d*autant plus grande pour opérer un déplacement total donné qu'on Teffectue avec une plus grande vitesse. Par conséquent, si l'on considère l'activité rapportée à l'unité de temps, pendant laquelle ce déplacement est
égal précisément à la vitesse v, elle sera proportionnelle à
mv^, la force vive, ou à - mt'^, la puissance vive, ou encore au
travail de la force, qui est précisément égal à cette dernière quantité.
Nous éludierons, avec détails, les conséquences du théorème des forces vives, appliqué d'abord à un point matériel.
L*ac4:éléra(ion, ou la force, «ninsi que leurs composantes étant exprimées en fonction des coordonnées x, y, z du point (et quelquefois aussi, comme nous l'avons dit, des composantes
T» T ' T- de sa vitesse), l'intégrale :
Ai ai df '^ ^
pourra encore dépendre de la forme de la trajectoire du point,
en ce sens que si le point niobile considéré va ^ de MoàM (fig. 128) en suivant la ligne MoAM, cette intégrale, prise entre les points Mo et M pourra avoir une valeur différente de celle qu*ellc aurait si le point suivait un autre chemin tel que MqBM.
Fig. lis. Cependant, il arrivera aussi que cette in-
tégrale conservera la même valeur quelle que soit la forme de la trajectoire unissant le point de départ au point d'arrivée, et nous allons chercher la condition pour qu'il en soit ainsi.
Si l'intégrale qui exprime le travail de la forée F, agissant sur un point matériel, prend la même valeur au point M quel que soit le chemin parcouru pour y arrivera partir d'une position initiale Mo, la vitesse du point mobile à son arrivée au point M sera aussi la mémo (pour une même vitesse initiale Wo)
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quelle que soit la forme de la trajectoire et par conséquent cette intégrale ne pourra être qu'une certaine fonction de« coordonnées du point M.
Désignons par V x, y, z) cette fonction, supposée connue, des coordonnées a?, y, z. Au point Mo aro, y^^ z^ cette fonction a pour valeur V(â:o, y^, ^o) ^t nous pouvons écrire :
{i)TY=fj^¥.ix+¥,dy + ¥,dz)^S{x.y.z)^S{^^^^
Appliquons cette équation à un déplacement infiniment petit, ce qui revient à prendre la différentielle totale des deux mem* bres, nous aurons :
(2) F,Ar+F,dy+F,d2=dV=g(te + ~rfy + grfz,
puisque la fonction V ne dépend que des trois variables x, y, z. Celte équation devant avoir lieu quel que soit le cbemin infiniment petit parcouru, ou bien être vérifiée pour toutes les valeurs quelconques de dxy dy^ dz^ il est nécessaire que Ton ait :
dV dV ifV
Par conséquent, pour que la condition que nous nous sommes proposée soit satisfaite, c'est-à-dire pour que le travail d'une force F, agissant sur un point matériel en mouvement ne dépende que de la position initiale et de la position finale de ce point et non du chemin parcouru entre les deux, il est nécessaire d'abord que la force ne soit fonction que des coordonnées du point, et ensuite que les trois projections de la force, sur trois axes rectangulaires, soient les dérivées partielles, par rapport aux trois coordonnées, d'une même fonction de ces coordonnées.
Il est facile de vérifier, d'ailleurs, que cette condition nécessaire est en même temps suffisante, c'est-à-dire que si un point est soumis à l'action d'une force F dont les composantes F,,
Fy, Ff suivant les trois axes sont les dérivées partielles 'T^y»
dV
— d'une même fonction V des coordonnées du point, le travail
de celte force ne dépendra aussi que de ces coordonnées, c*està-dire des positions initiale et finale du point et nullement de la forme de la trajectoire suivie entre les d^îux. 11 suffit, pour démontrer cette réciproque, de reprendre en sens inverse le raisonnement précédent. Si, en eiïet, Ton a les trois équations (3), en les multipliant respectivement par dx, dy. *iz et les ajoutant, on a la précédente (2) laquelle intégrée donne bien celle (1) qui exprime ce qu'il fallait démontrer. La fonction V(â:, y, z) porte le nom de fonction de force.
f Sft. Propriétés des surfaces de niveau. — Considérons la surface représentée par Téquation
V [Xy y, z) =une constante C,
que Ton appelle surface de niveau de la force F. Si le point mobile se déplace sur cette surface, le travail de la force sera identiquement nul puisque la fonction Y à la même valeur G en tous ses points. Si, en particulier, nous considérons un dé« placement infiniment petit quelconque, sur lasurface de niveau, les projections de ce déplacement sur les axes étant dx, dy, dz et le travail de la force F étant nul comme nous venons de le dire, nous aurons
¥xdx-^¥^dy+Y„dz=Q\
ce qui montre que la direction de la force est normale à celle du déplacement, et comme celui-ci peut avoir lieu dans une direction quelconque sur la surface, on en déduit que la force est normale à la surface de niveau.
Remarquons d'ailleurs que par tout point de Fespace il passe une surface de niveau ; en effet si Ton met dans la fonction V, pour X, y, z, les coordonnées de ce point, la fonction prendra une certaine valeur qui sera celle de la constante C particulière à la surface passant parle point considéré.
Le travail d'une force, lorsque son point d'application passe
C!1AP. X. - FORCES VIVKS ET TRAVAIL
d'une surface do niveau \(x, y, 2) = C à une aulre surface Y(.r, y, Z) =-^ C, esl exprimé par la différence C — C des deux valeure de la fonction V correspondant aux deux surfaces de niveau conlonanl le point d arrivée et le point de dépari du mobile.
Nous venons de déterminer la direction de la force, normale à la surface de niveau, nous pouvons aussi en déterminer le sens.
Considérons un point M, iig. 129, la surface de niveau qui passe par ce point et la direction MF P de sa normale, qui est celle de la force. Soit V= C Téqualion de celte surface, et V= C+rfC celle d'une surface de niveau infiniment voisine qui Fig. 129. rencontre en M' la direction de la force MF. Désignons par ds la distance MM' et attribuons au point mobile précisément ce déplacement MM'=rf5. Ce déplacement s'efTectuant suivant la direction de la force, le travail a pour expression ¥ds et il esl mesuré aussi, comme nous venons de le dire par la différence C -)- rfC — C= rfC des valeurs de la fonction V corrc' pondant aux surfaces de niveau contenant le point d'arrivée et le point de départ. On a ainsi
Fds .-- rfO.
Si nous avons compté positivement ds dans le sens de la force, le premier membre de cette équation est positif et il en est de même du second ; par conséquent, la force esl dirigée, sur la normale à la surface de niveau, du ccMé de cette surface vers lequel la fonction V va en croissant.
tus. Pottitlous d'équilibre du poiot mobile. — S*il existe dos points de l'espace pour lesquels la force F s'annule, il en est de même de ses composantes Fr, Fy, F- el, en ces points, la différentielle totale de la fonction V devient égale h zéro, ce qui veut dire que celte fonction passe par un maximum ou un minimum. Ces points, pour lesquels la force F est nulle, sont les positions d'équilibre du point mobile, c'est-à-dire que placés en ces points au repos, ils y resteront indéfiniment puisque Tarcélération qui lour est imprimée est nulle.
du X- du y dn , , . z
Or, Ton a:
s/a^+if-^s* ,
et, par suile :
dr ^ dx
dr
dy^
r ^ dz r '
substituons dans les équations précédentes et remplaçons-y
ç' (r) par --, nous aurons :
dn d^ dr du dr» dr dU d^ dr
dx dr dx ' dy dr dy ' dz dr dz ^
ce qui montre que les trois dérivées partielles de la fonction Il par rapport aux trois coordonnées sont égales et de signe contraire à celles de la fonction o. Ces deux fonctions ne difïerent donc que par le signe et par une constante et nous pouvons écrire :
Nous aurions pu arriver directement à ce résultat en remarquant que le travail élémentaire de la force F constamment dirigée vers un point fixe, égal au produit de cette force par la projection sur sa direction de Tespace parcouru par le mobiIe,a pour expression Frfr, car celte projection est précisément égale à dr. D'un autre côté, le travail élémentaire est la différentielle totale de la fonction de force V, nous avons donc ainsi :
dV = Frf?-=(p'(r)rfr,
d où :
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