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CCXVI. — Sectiou «Iroitc du cylindre circonscrit à un clllp»ioïde.
(Avril 1884.)
étant l'équation de l'ellipsoïde; soient f, g, h, les cosinus directifs
de l'axe OL du cylindre. L'équation de cette surface est, comme
on sait,
F — mQ = 0, (2)
en posant :
fx qy hz ac^ y- z"
D'un autre côté, le plan de la section droite est représenté par
fx -4- gij + hz = 0. (4)
Par conséquent, les carrés des demi-axes de cette courbe sont le maximum et le minimum de
les variables dc, y, z satisfaisant aux conditions (2) et (4).
La règle ordinaire donne
xdx -+- yihj -+- zdz => 0, (6)
f'dx ■+- rjdij -4- hdz = 0, (7)
P/" — mx , Po — mti , Vh — viz ,
J—^ dx + \^ -^ dy -4- ^ rf2 = 0. (8)
ar h c
Par la méthode de Bczout, on déduit, des trois dernières
équations :
Vf — mx \
X -{- xf -\- fx
Va — niy f „,
y^^g^^JL_^ = 0, (9)
Vh — mz
z -h- Xh -i- /z. = 0 .
Si maintenant on multiplie par x, y, z, et qu'on ajoute les produits, on obtient, à cause des relations (5), (4) :
îi^-+-fx[F — m(QH-d)] = 0:
ou, par l'équation (2) :
tJim = u\ (iO)
De même, en multipliant par f, g, h :
X + ^[Pm — mP] = 0, ou
Ainsi, les équations (9) peuvent être remplacées par :
{u' — cr)x = V/xf\ {u- — b')y = Viu(j, {ir — c')z = V.Ji. (Ii>) Il résulte, de celle-ci, l'équation demandée : r a- Ir
M* — a" u' — b' ir — c"
II. Suite. — Menons, j)ar le centre de rdlipsoïde, un plan perpendiculaire à la droite dont les cosinus direclifs seraient f, r/', II'. Les carrés des demi-axes de la section vérifient l'égalité
ivT f^W c'Ii"
m'^ — o" II'' — b^ u'' — c due à Sedley Taylor (*).
Ces deux équations auront les mêmes racines, si
af'
bcf "" (•/('
:, de
ces
propo
rtions :
La droite OL", dont les cosinus directifs sont f , g' , h', est donc déterminée; et, en conséquence :
III. Théorèmes. — 1° Toute section d'un ellipsoïde, par un plan diamétral, est égale à la section droite d'un certain cylindre, circonscrit à l'ellipsoïde.
2" Réciproquement : Tout ellipsoïde, inscrit à un cylindre, admet une section diamétrale égale à la section droite du cylindre.
3° Si deux ellipsoïdes, concentriques, sont inscrits à un même cylindre, une section diamétrale de l'un est égale à une section diamétrale de l'autre,
4° Réciproquement : Si deux ellipsoïdes concentriques n'admettent pas de sections diamétrales égales, ils ne sont pas inscriptibles à un même cylindre.
IV. Remarque. — Soient A', B', C les projections, sur OL', (*) Cours d'Analyse, p. 461; Nouvelles Annales, t. XX, p. 115; etc.
des sommets A, B, C de rellipsoïde (*). Le point >I, dont les coordonnées sont
X = OA' = af\ j/ = OB' = brj\ z = OC = eh'..
appariient à celte surface (**). De plus, il appartient à la droite OL.
Donc ce point M est celui où la droite OL perce rellipsoïde (***).
Si M' est le point d'intersection de OL' avec la surface, nous dirons que M, M' sont deux points correspondants. Il existe, entre ces deux points, une relation simple.
V. Théorème. — Le centre 0 est érjalement distant du point M' et du plan tangent en M.
Prenons, avec les formules (16), les équations
•i" = w/; y = tiy, z = ait; (17)
puis la formule connue :
ou
(li>)
Il est visible que
r r fr r 9" f''-
1 1 — : -^ jH
a' 6" c' à' tr r
{*) Le lecteur est i)rié ilc faire la figure. (**) A cause de
('") Nous jtrenous.dans la ligure, la partie siuiéi- au-dessus du pian xi)//.
( 7 ) Donc
ou, enfin, par les proportions (lo) :
f- 9 l>- — + TT-t- — a 0 c
VI. Cylindre de révolution. — Si la section diamétrale de l'ellipsoïde est circulaire, la section droite du cylindre circonscrit l'est éiïalement ; celui-ci est un cylindre de révolution. Par la théorie connue (*), on trouve :
f=TV- — ^' •^/=^>' ^=âV-^^ — -^' (^^'^
puis, au moyen des formules (16) :
rt" — C
Par conséquent
^ wn ellipsoïde donné, on peut toujours circonscrire un cylindre de révolution {**) ;
ou, en d'autres termes ;
Étant do>i7ié un ellipsoïde éclairé par des rayons parallèles, on peut toujours le placer de manière que so)i ombre, sur un plan perpendiculaire aux rayons, soit un cercle.
{' ) Voir, par exemple, V Analyse appliquée, de Leroy (p. 165). (**) Plus exaclement, deux cylindres.
VII. Remarque. — Quand un cylindre de révolution est circonscrit à rdlipsoïde, il est circonscrit à la sphère concentrique à celui-ci, et dont le rayon serait b. L'ellipse suivant laquelle le cylindre touche l'ellipsoïde est, relativement à cette surface, une lifjne de courbure constante ; et, en outre, une variété de la courbe appelée polhodie (*).
€€1LTI1. — Sur deux ttiéorèiues de M. La^^aerre (**).
{Août 1884.)
I. Premier théorème. — On peut construire trois cercles osculateurs d'une parabole, qui touclient une tangente à cette courbe : cette tangente, et les tangentes aux points d'osculation, touchent un même cercle.
I. Rapportons la courbe à la tangente Cx et à la normale CA (***).
L'équation sera
{y — axf — '2b y = 0 ("). ( 1 )
Il en résulte :
{y — ax) {y' — o) — by' = 0, (:2)
{y' — a)- -^{y — ax — b)y" = 0. (5)
Le cercle osculateur en M, qui touche Cx, est représenté par
y^-2pt/-+-(x-a)^ = 0; (4)
d où
(*) Itemarqiirs stiv la t/iconc des courhes et des surfaces, p. 51. ('") Savant Géoiiu'lri", plein d'orij^inalilt.', dont un déplore la perte reeoiile. Je l'ai eu pour élève, au Lycée Saint-Louis, en 1851. (.Nov. 188G.) (*■*) Le lecteur est prié de faire la figure. \"'i a est le coefficient angulaire des diamètres; '26 = corde C\.
( 9 ) Des équations (2), (3), on tire
f>y' , in' — ")'
— ax =^
Ainsi
[y' — «)•' -^ «'vy" -= 0» !/ ' = — ^-^^^ — (<^)
La première valeur de // — ax, substituée dans Téquation (1),
donne
hir-^y{y' — af = 0;
puis
= l_i!Ll_ (7)
L'élimination do x — a et de p, entre les équations (4), (5), conduit à
Donc, par substitution des valeurs (6), (7) :
y'\y' — af — 4a(l + (/'■-) (y/' — a) — 4a''(l -+- y")- = 0 ; ou, après suppression du facteur y' (*) :
y'[y' - «)' - ^*«(' -^ ^")(> + «!/') = <^- CJ)
On simplifie cette équation en posant ?/' — a
puis t — a = s. On trouve ainsi ;
s' — ôa's — 2a (2 -+- «') = 0. (10)
C) t/' = 0 répond à la langeiite Cx.
('*} t est la tangente de l'angle que fait 3IT, tangente à la parabole, avec les diamètres.
Cette équation a une seule racine réelle; donc, des trois cercles considérés, cleKx sont imarjinaires (*).
II. Second théorème (**). — Les projections MP, M'P' de deux normales MN, M'IN' à une ellipse, sur la corde MM', sont égales entre elles (***).
Nous supprinrions la démonstration, très facile ("^); mais nous énoncerons les propriétés suivantes, conséquences du théorème :
1° Dans C ellipse, la projection d'une normale MiV, sur le demidiamètre OM,apour expression — ; a' désir/nant ce demi-diamètre;
2° Dans l'ellipse, deux cordes parallèles sont entre elles comme les projections, sur ces droites, des intenalles compris entre les pieds des normales correspondantes.
(*) Nous ne poussons pas plus loin cet exercice de calcul. Dans la démonstration donnée ppr M. Brisse, on lit :
« l'équation
4 If/i
' dont les racines sont imaginaires. Il y a donc trois cercles osculatenrs » imaginaires d'une parabole, (jui touchent une tangente à cette courbe ". {N.A., 1«84, p. 390).
Étonné iPuiio pareille conclusion, deux fois énoncée, j'écrivis à l'Auteur : i< relisez donc la page 590 ». M. B. se contenta de me répondre à peu près ceci : « je n'écris pas pour 1rs savants ; j'écris pour les élèves » . L Itéricurcnienl. la correction a été faite.
("') Cité et démontré par un ancien Elève de Mathétnaliques spéciales. (N. A ., même tome, pp. 455 et 4S8). Tout le monde sait (]ue ce pseudonyme désigne un savant Pnife.^^seur à l'École polytechnique. Kn 184S, alors (|u"i. suivait mon cours, au Lycée Charlcniagne, il .«-e lût dit : Élève de Mathématiques supérieures. En ce temps là, on avait renoncé à la ridicule dénoroinalion de Matliémaliques spécinles, si justement critiquée par Gergonne.
("*) Le lecteur est prié de faire la ligure. (Les points N. N aftpartiennenl au grand axe.)
('^) Par l'emploi des coordonnées, elle est plus courte que celle que nous venons de mentionner.
CCXIIII. — Reinar<|nc« Nur un théorèine de Fermât
{Jtiin 1884.)
I. Ce théorème, l'un des plus importants de la théorie des Nombres, a été démontré (de la même manière) pai' Lagrange et Legendre (*). Habituellement, on l'énonce ainsi :
Tout diviseur d'une somme de deux carres, premiers entre eux, est éyalement une somme de deux carrés, premiers entre eux (**).
Mais ces grands Géomètres, et leurs successeurs, ont négligé de faire observer que le diviseur dont il ssghpeut être la somme de deux carrés fractionnaires (***)
Par exemple,
/16\* /15^ 9^ H- 2'= 5X17, et 47 =
De la double identité classique
(a- H- fc-)(a= -+- i^') = (aa ± bif -t- (a^ ryi bu)\ {{)
on conclut
(a- H- b'){oi' -t- p7- = {aa' ± 26ap — apj -f- (6a' =p 2aa|3 — bpj,
ou
/««-±26aS — aâ-\2 /6^"-q=2aa8 — 68-\2
En général, les fractions entre parenthèses ne sont pas réductibles à des nombres entiers Ç). Conséquemment :
(') OEuvres de Lagrange (publiées par Serret), t. 111. p. :211 ; Théorie des Nombres, de Legendre, t. I, p. 205.
('*) Legendre dit, à l'endroit cité : « tout diviseur de la formule t- -i- u'... « Je ne pense pas que f^ ■+- u^ soit une formule.
(***) Très proDableraent, Tomission a été volontaire; la décomposition en deux carrés entiers étant seule etïicace.
C^j a, p sont des entiers arbitraires, positifs ou négatifs.
La somme des carrés de deux nombres entiers est décomposable, d'une infinité de manières, en deux carrés fractionnaires.
En particulier ;
Tout nombre premier, de la forme 4y. ■+- 1 , est, d'une infinité de manières, égal à la somme de deux carrés fractionnaires.
Par exemple,
î!]V (ly^ (!!)V (il) ; etc.
17/ \17/ \\ll \17/ '
III. A, B étant deux nombres entiers, premiers entre eux ; soient a, 6 deux nombres entiers, premiers entre eux, et tels, que a^ -h />- divise A^ h- B^. D'après le théorème de Fermât, la fraction
doit être réductible à la forme a'- -h b'- ; a', b' étant deux nombres entiers, premiers entre eux. Or, si l'on applique l'identité (1),
on trouve
Aa -jt Bh M) ^i B«
ir -+- h a'- -^- b-
et, par conséquent :
A- -t- ir /Aa it BbV (kb ziz liaV
Ainsi, où l'on devrait rencontrer deux carrés entiers, on trouve deux carrés fractionnaires.
(*) J'ignore s'il existe (|Uol(Hic formule (]ui doiiiie, sous fonnc entière, I:) valeur du premier meiiibrc.
( 15 ) IV. D'après la Noie CXCVI, si
N == (a^ -+- c-fr — 2[(a'^ -h li" + c*) ^ — aV] /^ h- (6* + c'^)^^^ (4) on a
id" -+- c7N = j [(a- H- 6'^ + c')c^ — a'b'']ij — (o^ + eff\
Supposons que «^ -i- 6^ h- c^ soit un carré m^. Alors (a^ H- c^N = j (»iV — a'b^)g — {a^ + c')f\' -^ 4a^6Vmy
est une somme de deux carrés. Donc, en vertu du théorème, N est, pareillement, une somme de deux carrés entiers {*). Mais l'application de la formule (3) donne deux carrés fractionnaires (**).
Soient, par exemple,
d'où
puis
23/ \ 25 y D'autre part, au moyen de la formule (4) :
CCXIX. — Sur une formule attribuée à M. Hermlte
{Août 1884.)
I. Dans 'le Bulletin de Darboux (*), on lit, à propos d'une Note de 31. Stieljes :
« En faisant usage de la relation suivante :
q ^ Itq' ^ Oc/ -H IG7"* -+- ■•• =(1 -+- 27 -H 1>7-+- 2//' -+- ^'' -+- •••)
1) qui lui a été communiquée par M. Hermite, fauteur.... »
Corrigeant la faute typographique, et changeant g en — g, on trouve
Il semblerait donc, d'après M. Stieljes, que cette formule est due à M. Hermite. Or, il n'en est rien (**).
II. Remarques. — D'après Jacobi (***), l'égalité (A) peut être remplacée par celle-ci :
laquelle est plus simple ("^).
(•) Juillet 1881, p. lOo.
(**) Voir, par cxcinple, mes Noies sur lu tlicorir des fractions continues et sur certaines séries (pp. 57, 58; 1883). Voir aussi les Recherches sur quelques produits indéfinis (p. Di).
{'■*) Recherches..., p. 95.
(") On peut voir, dans les Notes sur la théorie.... les proprictcs qui on résuUoul.
CCX.X. — Courbcw a^ant nirnie lon^^ucur qu'âne ellipse donnée.
(Janvier 1885.)
I. Soit une ellipse E, tracée sur un cylindre vertical, et représentée par les équations
X--4-î/- = R-, - = tgîr
Soit, en second lieu, une courbe C, à double courbure, ayant pour équations
x'- -+- y"' = R'', x'y' = az'. (2)
On peut disposer du rayon R' et du paramètre a, de manière que, dans les développements des deux cylindres projetants, la transformée E' de E, et la transformée C de C, soient égales. S'il en est ainsi, un arc quelconque de C, et l'arc correspondant de E, auront même longueur.
On satisfait aux équations (1), en prenant
a: = Rcosco, t/ = Rsinu, z = Rtgasinu. (5)
De même :
X ^Rcos», ty ==Rsm&j, z = — sinaj'coso)'. (4)
La condition d'égalité, entre les transformées E', C, donne les
relations :
Rw == R'cc', z = z'; (5)
lesquelles sont vérifiées par
a,'=.-oj, R' = 2R, a = 2Rcota.
Les équations de la courbe C sont donc :
x' = 2Rcos-, t/' = 2Rsin-, z' = Rtgasinw. (6)
( le )
II. Vérification. — On a
dx = — Rsinudu, dy =Rcoscor/ij, dz = R tgacoswrfa;
dx' = — K sin-f/w, dri' = R cos-dco, dz' = ^/z. 2 2
Par conséquent, s et s' étant les arcs correspondants :
(/s2 = R^(1 -4- tg^acos^w)^/«^ = — —{\ — sin^asin^(i;)r/co-,
COS a
ds" = ds'; puis
.s' = s = / du\/ \ — sin^asin*u (7)
COS a./
III. Remarque. — Le module de l'intégrale elliptique est le sinus de Tangle formé par le plan de l'ellipse avec le plan de la section droite.
Addition. — (Novembre 1884.)
IV. Au lieu des équations (6), {)renons, plus généralement
a;'=Rwcos-, ?/' = Rwsin- , (8)
z' = Rtgasinw. (9)
Il en résulte
puis, |)ar la formule de ]Moivrc,
{x' -t- tyV^^I)" — (x' — ?/'l/^IIl)" = 2n"R"-'z'i/^^cot «. (11)
Ainsi, la courbe C, intersection d'un cylindre de révolution avec une certaine surface algébrique S, a mémo longueur que l'ellipse E.
V. Remarque. — La surAice S, représentée par l'cqualion (1 1), est renconirêe, en un seul point, par toute parallèle à l'axe Oz'. De plus, si Ton adopte, comme coordonnées, z' et co, elle est déterminée par l'équation (9). Cette surface est donc un conoïde droit, dont une génératrice quelconque a pour équations :
=tiï
z' = R Igasino) (*).
III. Courbes de niveau. — Soit p la projection horizontale
(*) Ces résultats, peu importants peut-être, sont beaucoup plus simples que ceux qui ont été trouvés, par Legendre et Serret, relativement à l'intégrale elliptique de première espèce. (**) Pour fixer les idées.
(*") Nous le supposons égal à 45», afin d'obtenir des résultats simples. (") Toute surface réglée^ qui admet une directrice rectiligne, est gauche. {Traité élément aire de Géométrie descriptive, d86i, seconde partie, p. 72). C) Recherches sur les surfaces gauches, p. 22.
d'un point P de 1. A cause de Thypothcse sur l'angle zGP, les triangles GOin, Vp)n, évidemment semblables, sont isoscèles : mp = Pp. Pour une ligne de niveau, l'ordonnée Pp est constante; donc mp = z = const. Autrement dit : toutes les lignes de niveau, de la surface 2 , se projettent, sur le plan de l'une d'elles, suivant des. conchoïdes de celle-ci, relativement au pôle 0 (*).
IV. Équation de la surface. — Si la directrice amb est représentée par u = a/"(w), il est clair que l'équation de 2 est
u = af{co)-\- z. (\)
V. Normale. — La normale à 2, au point P, étant normale à la ligne de niveau qui passe en P, se projette, borizontalement, suivant la normale, enp, à la concboïde cpd. D'après une propriété connue, cette normale />?i passe en un point fixe m, situé sur la perpendiculaire à Omp, menée par le pôle. Donc les normales à la surface 2, en tous les points d'une même génératrice, rencontrent îine droite fixe nQ, parallèle à la directrice Oz.
VI. Paraboloïde normal. — Chacune des normales considérées rencontre GIl et nQ. En outre, elle est contenue dans un plan perpendiculaire à GII. Conséquemment, le lieu de ces droites est un paraboloïde hyperbolique , conformément à un théorème connu.
Addition. — (Novembre 1886.)
VII. Lignes déplus grande pente. — Elles se projettent, sur le plan horizontal, suivant les trajectoires orthogonales de la directrice amb et de ses conchoïdes. D'après la formule (1), dans laquelle z doit être considéré comme un paramètre, l'équation dinérenticlle des conchoïdes est
u' =-■ (if'{u).
{') Quand la dirocirice cwih est rcctUiguc, la siirfaco, nomniéi' Ityperboloïde conchoïdal, est fort inléressaiile. Le modèle en a été construit par Bardin et par M. Muret. De plus, au mois de juin 1870, M. \r(7.<(7(, alors clève à rlîcoh' polytechnique, a publié, sur ectle nicmc surface, une étude et une épure fort bien faites. J'i}:;nore ce qu'est devenu ce jeune Géomètre.
Une simple considéraliori gôomélriquc, combinée avec le théorème rappelé ilans le |)aragraplic V^, donne
(lo> f'{u)
OU, par la séparation des variables,
"{n-Tj-./ m- '''
k étant la conslanle arbitraire. Telle est l'équation qui était demandée.
VIII. Application. — Dans le cas de Vhyperboloïde condioïdal,
léquation (1) est
sm w
et l'équation (2) :
i 1 \ /''" suvudu
i H k ou
<.(l_^)=sin._r.%(5 + -;)- '"
On voit que la constante k est le rayon vecteur répondant à w = 0.
IX. Remarques. — 1° D'après l'équation (2), le problème des trajectoires orthogonales d'une série de concho'ides est toujours résoluble (**).
2° Si, dans l'équation (2), on pose :
elle devient
(*) Nous prenons Taxe polaire parallèle à la directrice, afin que l'intégrale (2) s'annule avec w.
(**) En ce sens qu'il est ramené aux quadratures.
et celle-ci, de même forme que la proposée (I), représente une nouvelle série de conchoïdcs. Conséquenimenl : les réciproques R, IV, K ', ... (ou les inverses) (*) des trajectoires orthogonales T, T', T ', ... d'une série de conchoïdes C, C, C ', ..., forment une nouvelle série de conchoïdes.
3° Ce ji'est pas tout. Comme les réciproques de deux courbes orthogonales sont orthogonales (**), si nous prenons les réciproques D, D', D ', ..., des conchoïdes C, C, C", ..,, ces ligriesD, D', D", ..., constitueront, avec R, R', R", ..., un système orthogonal. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Théorème. — Soient des conchoïdes C, C C", ..., leurs réciproques D, D', D", ..., et les trajectoires orthogonales T, T', T", ... de D, D', D", ... Les réciproques [\, IV, R", ..., de T, T, T", .... sont des conchoïdes, orthogonales aux réciproques D, D', D '.
X. Application. — Si les courbes C sont les limaçons de Pascal,
représentés par
1/ = asin w -+- z,
auquel cas les réciproques D ont pour équation :
asm w -f- z
alors les trajectoires orthogonales T et leurs réciproques R sont déterminées par les formules :
afi — -] =P.[ii{- -, - \u kl ^ ^V2 4;
(') La relation mi' = «- est celle qui dclinil deux lignes rceiproques. [") Propriété connue.
(***) Évidemment, ces réciproques sont des coniques dont l'un des foyers est au |)ôle.
(") Si l'on suppose / = 0, on peut écrire ainsi la dernière équation :
t / '■ sec « = - e° -H f " 1 .
Les conchoïdes II sont donc des spirales-c/mhivttrs (.').
€€X1LI1. — fSiir la fonction uiimériquc 'z>{n) (*).
(Août ISS^.)
I. Problème. — A ctcuit wi diciscur quelconque du nombre entier N, évaluer ^^j- '
Soil, pour (ixer les idées, N = a^b^c^. Les valeurs de A sont :
I, a, «*,..., «*, bj)^, ...,l)^, c, c", ..., c'', ah,a^b, .., N;
el les valeurs de (p(A) :
c — \, c(c— 1),.., rv-'(c-l);
Donc
2cd(A) a— I a— 1 a-1 6—1 6 — i 6-i -: = I -f- 1 1 1 1 ; 1 H- H r— A a a a b b b
ce- C ah
ab au ■+-
abc
Dans le second membre, il y a a fois la fraction î^, (3 fois la fraction ^, y fois la fraction ^-^, a[3 fois la fraction
; etc. Ainsi Tégalité se réduit à
ab
(A) a(fl— 1) pJ>—\) r{c — i) ap{a — i){b—l)
abc ab
apy(a-l)(6-l)(c-l), ^,^
(*) Au sujet de cette fonction, déterminée par Euler, on peut consulter le Journal de Lioitville, t. IV, p. 7.
puis enfin, à
rie - 1)"
La formule cherchée est donc
II. Remarque. — Cette formule, peu élégante, se simplifie quand N = a''b''c'd'^ . . Dans ce cas.
S = abcd..
Addition. — (Janvier 1887.) III. PuoBLÈME. — Évaluer 2^, •
De l'égalité (A), on conclut, sans nouveau calcul
et, SI
CCXXIII. — Équivalences de séries
(Septembre 1882.)
I. Théorème. — x étant égal ou supérieur à l'unité, les séries
tilt
X 'ix' 5x^ 4x*
2x -+- 1 5(3x -f- If 5.:2x -+- 1)^ ont même limite.
En effet, la première est le développement de
et la seconde, celui de
y ?fj^=^ '
II. Si, après avoir mnlliplié par dx, on inlègre à partir 3c = 1, Ton a donc
de
2x 2 . ox"
_2.5(-2x-+-if 4.5(2x-t-l)* 6.7:2x-h11 Pour 3c = -(- 00 , celte égalité se réduit à 0 = 4J» . 2 -t- C.
Ainsi,
2x 2.ox^ 3.4x' 4.5x* 1 1
2.5(2x-t-1)' 4.5(2x+1)* 6.7(2x-t-i: III. Le développement du premier membre est
2x 2(2x)' 5(2x)'^ 4(2x)* Ainsi encore, au moyen d'une réduction visible : i i 1
Addition. — {Janvier 1887.)
IV. Dans l'égalité (2), changeons a; en ^; elle devieni, après suppression du facteur .r- :
Jif 4. 5(2 ■*- X)* (5. 7(2 -h x)"^ I 4x llx
Evidemment, la première série est convergente pour toute valeur positive de x; mais la seconde est divergente dès que x surpasse 1 (*). Ainsi, régalitc (5), vraie quand x est compris entre zéro et V7i (inclusivcineiit), devient ab.mrde pour ac > 1 .
Ce n'est pas tout. Si l'on désigne par S le premier membre, un calcul facile donne, en vertu de ce qui précède,
Par exemple, si oc =^2 :
En effet, la somme des trois premiers termes de la série est
Quant au second membre de l'égalité (3), il devient, pour
et cette série est divergente
V. D'après tout cela, on est conduit à la proposition suivante : Supposotis que, pour les valeurs de x comprises entre zéro et un (**). on ait :
f{x) = «0 -+- a,x -4- Ojx'^ -H ... (A)
Soit z = 9(x); et, par suite ,
/■(x)=- ho ■+■ h,z -t- 6^:- -+- ... (B)
(*) Le terme général est
21+1 jj 2
" ~ (» -t- l)(?i-+-2)2''+' (") Afin de fixer les idées.
Si la fonction «P a été convenablement choisie, il peut arriver que la seconde série reste convergente (*), pour des valeurs de x supérieures à Vunité; et alors l'égalité
Oo H- «iX -4- ajx' -H ••• = ho -4- hiZ ■+- h^z^ -+- •••, (C)
vraie pour x co7npris entre 0 et i, devient absurde pour >: > 1.
€CXXI\. — Quelques Intégrales déOnies (**). {Septembre 1886.) xdx
\. Soient
/xdx
/•" e^^^xdx
r'^e-'^^xdx
r"^ xdx
"",/ F^TTl-) (4)
11 est clair que A = B -f- C — 2D. D'ailleurs, par la formule
de Plana ("),
{") Bien entendu, on In suppose convergente ijuand x est compris entre 0 et 1 .
(**) Complément des Sotes LUI, XCIil, CXXXVIIl et CXCII. Dans celle-ci, au lieu de td(, on a imprimé li [formule (A)].
C") On doit avoir a' <^ tt', sans (]uoi ces intégrales ne seraient pas, toutes, finies.
(") Noie XXXlll (t. I. p. 95).
( 27 ) 11. L'intégrale B, développée en série, devient
Soit d'où
On a donc ou
xdx
i^ikir — uf
puis, par le changement de a en — a,
4 ^ (/;t -4- a)* 111. Si Ton fait a = 0K(rt < 1), l'égalité (5) devient
/"" xdx
zx o~<'7ri
^{k-af ^,^k-^af\ 12
Il resterait à évaluer les deux sommes 1 1 1
(1 — af (2 — a) 4 1
(1 -H a)* (2 -K a)-' (5 -t- af IV. Si fl = |-, la première série devient
(*) Dans l'état actuel de l'Analyse, ce problème n'est peut-être pas résoluble. Voir la Note CXCII.
( 28 ) la seconde :
Par conséquent :
/"* xdx \
Addition. — (Novembre 1886.) V. Relation entre deux intégrales. — On sait que \ i
ID
i I /"^ xdx
a-+-2 2a J (rt^-Kx-)(e-'— e"'')
D'un autre côté, dans les Recherches sur la constante G, nous avons démontré la formule
111 ^ /'* (Ix
Par conséquent,
/'* dx /^* xr/x- i
(*) Dans les Tables de M. Bicrnis dp Ilaaii, je n"ai trouve aiu-une de ces trois intégrales. Cependant, il nest pas prohable qu'elles soient nouvelles. [.a première résulte, si l'on veut, du développement de ^^ _ y, •
(*') Tome II, page 5!27.
VI. Remarques. — 1° Si a= 1, cette égalité se réduit à celle-ci, dont la vcrilication est facile :
(Ix / " xdx 1
En effet, les valeurs de ces intégrales sont, respectivement : 2° De même, lorsque a ^= ^ :
rfx z^*' Tr/x
/" dx r
La première intégrale a pour valeur ^ (**). Par conséquent,
,/ (1 + 4x-) (e^^ — e-^^) Kr ^
Cette formule est comprise dans celle d'Abeh (***).
(*) Bicrcns de Haan, T. 38 et 138.
(") Hiercns, T. 58.
(***) Note CXCII. — Si Ton part de Tégalité (E), des intégrations ou des dérivations, relatives au paramètre a, feront découvrir d'autres intégrales définies.
CCXX.T. — Relations entre deu^iL théorcmeM enipirif|uc
(Octobre 1884..)
], 1° Théorème de Goldbach. — Tout nombre pair est la somme de deux nombres premiers {*).
2° PosTULATUM DE M. BERTRAND. — Quel que soit un nombre n, supérieur à 6, il existe toujours un nombre premier, au moins, compris entre n — 2 et - {**);
ou, à plus forte raison :
Entre n et 2n, il existe, au nioi)is, un nombre premier.
II. Le théorème de Goldbach consiste en ce que
p et q étant premiers, impairs (***). De ces deux nombres, inférieurs à '2n, l'un est égal ou inférieur à n. Ainsi ;
Entre n et 2n, il existe, an moins, un noinbre premier.
C'est le postulatum de M. Bertrand.
(*) Suivant M. Enestrôm, le théorème empirique de Goldbach est rneiitioiiué, pour la première fois, dans une lettre d'Euler à tioidbach {Malltesis, juin 1886, p. d35). M. Desdovcs a complclé, ainsi i]u"il suit, renoncé primitif :
Tout nombre pair, excepte '2, est la sounne de deux nombres premiers, au moins de deux )nanières.
(Nouvelles Annales, 1855, p. ïiUô.)
(**) Journal de V Ecole polytechnique, ÔO' cahier, p. l'Jit. Ce célèbre poslulatuni a été démontré |tar M. Tihibychef (Journal de Liouville, t. XVili, p. 581).
(*") Je suppose n ^ 2.
IV. Soit 1 un nombre premier, moindre que a. De
on conclut
Par conséquent : 1, 5, 5, ... t: étant les nombres pre?niers, impairs, qui ne dépassent point un nombre donné, a, il existe, entre a e< 2a, des nombres pairs ayant les formes
q étant un nombre premier, impair, qui peut varier (**).
Soit, par exemple, o = 15. Les nombres premiers, inférieurs à 15, sont 1, 5, o, 7, 11, 15. On a :
(") Postulai 1(771 de Bertrand.
(**) Si je ne me trompe, cette proposition est un acheminement au théorème de Goldbach.
CCXXVI. — Sur une formule de Jacobi
(Janvier 1885.)
I. Transformation. — Celte formule, aussi remarquable que facile à démonlrer, est
;i-+-r/z)(1-t-r/z)(lH-r/»z)(l-+-f/r)...
Soit Q la valeur commune des deux membres. On a
f Q = i'{\ + qz) + ^^(1 -t- q'z) -f- f (1 + 9'-) -+- ••
Développant chaque logarithme, on trouve, an lieu de cette égalité :
Par suite, IrfQ
ou
(') La |)lii|)art drs résultats suivants ont été ci)ninuiiii(]Ut''s à M. Hcrniitc, à répoquc indiquée.
(**) Fitnildiiicnhi iiovd..., p. ISO.
11. Remarque. — Cette égalité donne lieu aux réductions suivantes :
\-cf \-r 1-7* («— 7')(»-7*)'
etc.
l-7« (l-r/^)(l_9*)(l-9«Xl-f/)'
111. 5î«7e. — Lorsque z = ± \, la relation générale (B) produit ces deux-ci :
.Ci i . -
r, 7_^^ ti ^
[ \-f (i_9-^)(i_f/) (.i_ç^)(i_9*xi_/)"
Dans l'égalité (2), le premier facteur est la transcendante P (*). Donc, dans l'égalité (5), le premier facteur est la transcendante a (**).
(*) Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 52; Notes sur la théorie des fractions continues..., p. Gl.
(**) Recherches.. , p. 1.
En conséquence
iD)
IV. ^n/res relatmis. — Lors(iue z = \, le produii représenté par Q devient [3; lorsque z = — 1, ce produit devient a (*). Donc, en vertu de l'égalité (I);
1—7- !2 1 — 7* 51—7'= La différence des premiers membres est
leur somme est
Par suite
q''^ 'il — q' ' 5 1 — 7'- "^ '
J--9')(>-9*) (l-7"0{^-7t1-9*) on a
(*) Note CLX.
(*') Recherches.. , p. 52, note.
Vil. Suite. — La vérification de celle identité (K) semble difficile : à plus forte raison le serait-il d'cfTcctiier les développements des deux membres. Mais on peut commencer par la réduire. A cet effet, j'observe que :
A'= (1 + V) (I + 7^)(1 -+- r) ■•' = Sp' 0, B'==(1-4-r/)(l +7M(1 -,-q^)...=p' (-),
Ainsi déjà, par la suppression du facteur B ;
\ — q- (1 - f/-)(l - r/) formule connue (***).
Ce n'est pas tout. Dans la relation (K), la valeur commune des deux membres est
[\-cf
Dans la série, changeons q en — q : elle devient
c'est-à-dire
[1 — q 1 — 7' 1 — ff
11 est visible que le développement de cotte nouvelle série est
(■) Rccherc/icx..., pp. 4S et 1.
('•) Il>i,l.,p. I.
{") Noies SU7' la théorie des fractions conliniivs. ., p. tîi.
N,(n) représentant le nombre des diviseurs impairs de n (*). L'égalité (G) se transforme donc en
puis, à cause de
Ainsi, la fonction très complexe, -^ , est, assez facilement, développable suivant les puissances de q.
VIII. Remarques. — i" D'après ce qui précède, l'égalité (C) peut être écrite ainsi :
2° La combinaison des égalités (L), (M) donne cette autre identité, peut-être nouvelle :
IX. Équations caractéristiques. — Si l'on pose
(*) N,(/() est aussi le nombre des diviseurs du plus grand diviseur impair de n.
(") Recherches..., p. 5. f,(n) est le nombre des décompositions de n en parties impaires, inégales.
( ^8 ) et que l'on représente par f{q) la somme de la série de Lambert :
1 _ r/ 1 — q' 1 — (f- 1 — r/* on a
La série
peut, également, être rattachée à la transcendante /"(</).
En effet, il est visible que
^{7) = 9(7)-29(v'); ou, à cause de l'égalité (8) :
Ainsi, comme nous venons de le dire, la transcendante /"(ç) étant connue, l'autre le sera aussi. Mais l'on peut aller plus loin. La série de Lambert, ordonnée suivant les puissances de q, est, comme on sait,
q -f- 'iq' -H 2r/ -h ôq^ -\- ••■ -+- N(>i)r/" ■+- ■..; (1 1)
N(n) représentant le nombre des diviseurs de n. Conséquemmenl,
puis, si l'on suppose
^iq) = i,^'.r- (JS)
(') Notes sur la thcoric..., p. 14.
('*) Chacun des symboles N^^"), N(^) doit être remplacé par zéro, quand la fraction correspondante n'égale pas un nombre entier.
Addition. — {Novembre 1880.) X. On a aussi :
ou
HA7)-/'(-7)J
La comparaison avec la formule (10) donne la relation :
qui caractérise la série de Lambert (*). XL Soit, comme précédemment,
L'égalité (17) devient
Dans le premier membre, le coefficient de q^", lequel doit être nul, a pour expression :
Nous trouvons donc ce petit théorème :
Le nombre des diviseurs de 2n égale la demi-somme du nombre des diviseurs de n et du nombre des diviseurs de 4n (**).
(*) La sommation de cette série est iiinsi ramenée au problème suivant: Quelle est la fonction f qui satisfait à la condition (!')?
(**) Evident, mais non signalé, je pense, dans les Traités d'Arithmétique. On peut le généraliser ainsi :
Soit p un nombre premier. Le nombre des diviseurs de pn égale la demi-
XII. On peut remplacer I equalion (17) par une autre, plus simple, et eonienant la fonction 9. En effet, de l'égalité
on déduit :
puis
ou
Autre addition. — {Février 1887.) XIII. L'identité
q"^ \ q^ \ qr« q^ \ q^ 1 q^
peut être généralisée ainsi :
X XX X* x'
somme du iiomhre des dixnseurs de n cl du noinlirc des diviseurs de p'n. Par exemple :
N(2i) = 8, N(h20)3=16, NtGOO) — -2t; ol 16=1(8-^:24).
(*) Cette égalité résulte, imniéiliatemciit, de la dr/inition (8).
( 41 ) Par exemple,
■il
CCX.XTII. — Sur les nombres conibiuatoires
{Décembre 1886.)
I. Développement de (x h- a)"~". — Dans ma démonstration du théorème de Staudt et Clausen, on trouve le lemme suivant : n étant un nombre premier, supérieur à k,
C,.-2,*-., = JIL«=F A-, (1)
selon que k est pair ou impair (***).
Si l'on change k en k — 1 , on a donc
(') De cette égalité, on conclut la propriété suivante, qu'il est facile de vérifier et de généraliser :
Soit A la somme des diviseurs d'un nombre entier ^', donnant des quotients i7npairs.
Soit B la somme des diviseurs donnant des quotients pairs.
Soit, enfin, C la somme des diviseurs de N, impairs.
On a
(") Complément à la A'o/e CLXXX.
(*"; A'o^eLXXVI.
( 42 ) et, par conséquent,
(:„_,.,_, -f- C„_,,, î = jnnzpi {*). (2)
Ainsi, dans le développement de (x -h a)"~* (n premier), la somme de deux coefficients consécutifs est un multiple de n, diminué ou augmenté de l'unité.
En outre, d'après l'égalilé (2) :
La somme des deux premiers coefficients = JTCn — 1 ; La souutie des quatre premiers coefficients = DTLn — 2; La somme des six premiers coefficients ^ JTLn — 5;
n— 1 La somme de tous les coefficients, ou 2""^ = JTL» : — '").
Enfin, à cause de
1.2.5... A- Dans le développement de (x + a)"~" (n [)remier) :
II. Remarque. — Si n — 2 e/ n sont premiers, on a, simultanément :
ei, j)ar suite, plusieurs solutions de l'équation indéterminée
nx — {n — '-2}y = ± \. (5)
(*) — I si A- est pair.
{"} Cette dcrilièrt' Cf^îililc équivaut à
OR ('M-+-I
roiiforméniciit au tliéorènii' de Feruiat.
Par exemple, pour satisfaire à
13x— ll/y = rb 1, on peut prendre :
2/ = ;j^ [Ch,, -^ C,,,.] = (i, y= — [C,,,, -f- C„.,] - 20, I 1
y = 77 [Cil.* -^ ^H. J = 45, v = — rc„,8 -+- c„, j = 72,
y = 1- [Ch,o -h Cn.J = 84.
Les valeurs correspondantes de x sont :
En effet :
Jll. Développement de (x -h a)""*. — Le premier membre de la relation (2) est réductible à C,,,,,^,, (*). Par conséquent :
Dans le développement de (x -+- a)""' (n premier), chaque coefficient est un multiple de n, augmenté ou diminué de l'unité.
De là résulte que l'équation (5) (**) admet, comme solution :
(*) Cours d'.Jnalyse de rU7iivcrsilu de Lièye, p. 4-5.
(*') Cette équation (5) est vérifiée, selon le signe du second membre, par
Addition. — {Février 1887.)
V. Propriétés arithmétiques et algébriques. — De la relation
p-^'h'i -*- ^'' p-i-'i ^^ •Ji^^^ ( )) on conclut aisément
OU
et, à plus forte raison,
(/i-p-l)(»-p-2)...(y-f-1) =p{n — q—\){n — q — 2) ... (p -+-!) = JK.n. (6)
Soient :
de manière que
a{a ■+- 1)... (a -+- c) ± h{l) -+- '!)... (6 -t- c) ^= JfL (o -h 6 -+- c);
ou, cil appelant cp(rt, b, c) le quotient, par a -h b -h c, du premier membre,
Cette égalité, obtenue en supposant que a, b, c sont des nombres entiers, dont la somme est un nombre premier, semble prouver, seulement, que ?(«, b, c) est un nombre entier. Mais elle est bien plus générale.
En elfet a, b, étant des quantités quelconques, remplaçons a, dans le premier membre, par — (6 -t- c). Il devient
{—\y+Ub -4- c){b H- c— l)...6ip6{/> -+- 1)...(6-+- c);
(*) IS'otc F^XXVI (t. I, |). 324). Le sij;iic — , si q esl pair. (**) Le signe — 1, si p cl 9 sont de incmc parité.
("*) D'aiHCS les liypolhèses pi'cccdcnfes, a et h siml tie vu'me parité quand c esl i7npair, et tIe parités coiilruirv.^, quand c est pair.
ou, selon que c est pair ou impair,
±:h{b -t- 1)...(6 -+- c)zpb{b -+- [)...{!) -t- c) = 0.
Ainsi, le premier meml)rc de régalité (A) est alr/ébriquement divisible par a -^ b -h c. Donc, comme on Ta vu, il esi arillimétiqiiement divisible par a -h b-i-c, quand les lettres a et 6 sont remplacées par des nombres entiers.
En résumé :
1 " Le poli/nôme
est divisible, algébriquement, par a -}- b -+- c.
2" 5/ a, b sont des nombres entiers, le nombre entier
est divisible par a -h b -f- c.
5° Soit ç(fl, b, c) le quotient : pour toutes valeurs entières de a, b, on a
(a + 6 -+- c)9(o, 6, c) = JTl (1 . 2 . 5 ... c + 1) (**). 4° En outre, si a -i- b + c est un nombre premier,
cp(n,6,c) = J)Tl(1.2.5...r + 1).
VI. Application. — Soient
a = G, 6 = 2, r = D ; d'où résulte
On trouve
puis
25 200 = JIKI. 2 5.4.5.6).
(') Le signe -+- , si c est pair.
(**) En eflFet, dans régalitc (G), le premier membre est divisible par \ .1 .0... {n — p— q — I), c'est-à-dire, par 1 .2, 5 ... (c-f- 1).
CCXXVIII. — Application d*un tliéorènie de Binet.
(Septembre 1 88o.)
I, Dans le Mémoire intitulé : Sur quelques intérjrales définies {*), j'ai démontré que si l'on fait, suivant la notation de Gauss :
^ ' 1a-t-« 1 . iJ (a-f-a )(j:-f-a + l)
on a
i>)ÏV):
relation due à Binet.
Soient
La série (1) devient
-2a 2jc(2a -4- 2)
2a(2a-t-2)(2aH- 4) 3
"*" (2a -^ 5)(2jc -h 5)(2a -+- 7) ^ "^ "
Donc, par le théorème de Binet,
r(«)r(-jo
II. Soit A l'intégrale. Il est clair que
^«-«./ i_5x x-*-',/ ex— 1
(*) Académie do fieh/ique, octobre 1885.
( 47 ) et, si a — \ est un n())nhre entier :
^ Ldû— / [x^-V-*-H..--+-xeH-1](l — ô)^/^j.
1 — ex ./
Le second terme égale
Quant au premier, si Ton fait
il se transforme en
l'^dt
2 ' X 1/-JL
Par conséquent,
/} — X 1 — \ / arc sinx
i — \ / arc sinx
ot-l
III. Si X = 1, cette formule se réduit à
(5. 7 ...2a — 1 5 . 7... 2a— 5 D'ailleurs, par les relations (4) et (2) :
ru +
rwn^
Ainsi : 1° £a sene (2) res/e convergente pour \ = 1 (*); 2° /a //?////e de la série (9) e.s^ commensurable.
Addition. — {Avril 1887.) IV. Lorsque x=\, la série (1) se réduit à
La condition de convergence est, on le reconnaît facilement,
Quand elle est remplie, on a, comme expression de la somme :
r(aH-a'l .^'
c'esi-à-dirc :
Conséquemment, si a, a', (3 sont des nombres entiers, la somme s est commensurable (**).
Par exemple, après suppression du premier terme,
(') Pour démonlror diri'clomeiit cette proposition, il siillil d'appliquer le théorème XIV du Traité élémentaire dc.^ séries (avril I S87). (**) On suppose p <[ a'.
€€XXIX. — Une récréation aritliniéU«iue ("}. {Mai 1885.)
I. |), q étant des nombres premiers; soient : d un diviseur de (| — p (**), a un nombre entier donné, inférieur à p.
Si l'on considère la progression
qu'on divise par p les p premiers termes, et que l'on prenne les résidus positifs correspondants, ils formeront une suite
«,, «2, «3, Ot, , «„.... (***). (A)
De même, le diviseur q donnera lieu à une suite
Cela posé, si, dans (B), on supprime les termes égaux ou supérieurs à p, 07i retombera sur la suite (A).
II. Exemple
La progression est 2, 7, 12, 17, 22, 27, 52, 57, 42, 47, 52, 57, 62, G7, 72, ...
Divisant par 15, on trouve les résidus 2, 7, 12, 4, 9, 1, 6, 11, 3, 8, 0, 5, 40, 2, 7, ... (A')
Divisant par 25, on obtient la suite
(') Tirée, en partie, du Bulletin de l'Académie. Elle a élé suggérée par l'un de ces jeux de cartes appelés patiences. (**) On suppose q^^ p.
( oO)
Celle-ci contient les termes de la suite (A'), rangés comme ils le sont dans (A').
III. Démonstration — Les termes généraux des suites (A), (B) sont donnés par les formules
a -^ {n — l)rj r= px H- a„, «-+-(«' — \)'j = qx' -\- h„.. {'>)
Si Ton suppose x' = x, 6„, ^ o„, il 'en résulte
{n' — n)r) = (fi — p)x; puis, à cause de
q —p = .'Tl {'j] = trj :
n' = n -+- Ix, ou
Ainsi, les termes de la progression (1), déterminés par cette formule, ont leurs résidus par q : i° inférieurs à p ; 2° égaux aux termes de la suite (A) ; 5° rangés dans le même ordre que ceux-ci.
IV. Remarque. — Dans la progression
les valeurs de x sont
A cause de q — p= 10, les termes efficaces sont donc :
En elTct, si Ton divise ceux-ci par *25, on trouve les résidus
2, 7, 12, 4, 9, 1, 6, M, 5, 8, 0, li, 10, 2, 7,...
V. Généralisation. — Les p résidus formant une suite telle que (A) se reproduiront, sans altération d'ordre, dans toutes les suites, analogues à (B), trpondant aux diriseurs premiers compris dans la formule
( 'oi )
Exemple :
2, 1, 0, G, îi, 4, 5.
7 = 13: 2, 8, 1, 7, 0, 6, 1*2, 5, H, 4, lî), 3, î».
7 = 31 : 2, 8, U, 26, 26, 1, 7, l^ fo, 25, 0, 6, 12, l's, 24,
io, 0, n, n, 2*3, 29, 4, Ml, fe, 2'2, 28, 3, 9, Ts, + + 21, 27.
Addition. — (Avril 1887.)
IV. Dans la tlémonsiiaiion ci-dessiis (I), rien n'exprime que les nombres p, q sont premiers. Celte condition est donc superflue. En outre, a et d doivent être supposés preiniers entre eux, sans quoi la piogression (1) serait réduciible à une progression plus simple (*).
Nous pouvons donc transformer ainsi renoncé primitif :
Soit une progression
a, a -h 'j, a -4- 2o, a -+- ôc?, ...,
dans laquelle a et o sont premiers entre eux. Soient p, (j deux nombres premiers entre eux, et tels que q — p = DÏL{^)- Si l'on divise, par p, les p premiers ternies de la progression, on formera une suite de p résidus :
Wl (**), «2, , fp. (A)
De même, le diviseur q donnera les q résidus :
bi D, ^2, , ^. (li)
Cela posé, si l'on supprime, dans (B), les termes égaux ou supérieiirs à p, on retombera sur la suite (A) {").
{' ) Après suppression du plus grand coiumun diviseur entre a et o. (**) Afin que a, = a, on prendra p ^ a.
{''') Les ternies de (H), barrés, ou su)-mo}itéx d'une croix, sont au nombre de 7 — p.
CCXX:;^. — !<ar Ih polhodle
(Février 1885.)
I. Dans les Rcinarcjues sur la théorie des courbes et des surfaces, j'ai donné (p. 59) les équations
de trois surfaces de révolution, contenant la polhodie (ligne de courbure constante). Ces surfaces de révolution sont, respectivement, semblables.
Par exemple, les équations (1) représentent des ellipsoïdes semblables, parce que les coefficients de x-, }^, z^ sont indépendants du paramètre v.
II. La même propriété subsiste pour les projections de la polhodie, sur les plans principaux. En effet, la combinaison des équations (I), (2) donne
etc.
( ii5 )
C'CX^Xl. — E]iLti*ui( «riiiK' lettre »«lrCN»tée à lU. Miller,
Rédacteur de VKducatumal Times.
{Octobre 188;j.)
I. « M. Neuberg m'a communiqué la curieuse identité due à » M. Edwards {Queslion 6113) (*), ainsi (|ue les solutions » données par MM. Symons et Terri/. A ce propos, permettcz- » moi de faire la remarque suivante :
» Dans les Comptes rendus (t. LIV), et plus tard dans les Mélarujes matliérnaiiqnes (**), j'ai donné les formules
i ^ikJf-\ "^^ '" ■) ^ ^ï* =^ ••• )
» relatives aux sommes des puissances 2A -h 1 ou ""Ik des
» racines de
x' -+- px -+- ry = 0.
» Au moyen de ces formules, on peut former autant d'identités » que l'on voudra, analogues à celle dont il s'agit. Il suffît, pour » cela, d'éliminer p et q entre trois de mes formules. Par » exemple :
25 (x^ -f- ?/^ H- z^){x' -+-?/' -4- z") = 2 1 (x* H- t/^ M- z')', 5*. T^X'^ -H if -4- zy{x' -4- Ij' -H Z^IX" -+- ?/" -+- Z")
= 1 1 [5'(x' -*- if -\- z'^f -t- 7\x^ -+- ^'^ -+- ~7j;
SI
on a
a; M- i/ -H z = 0, **) Note XLVIil.
Addition. — (Octobre 1885.)
II. Lorsque k égale 2 ou 3, les formules citées (*) donnent :
Si = 2p^ Ss = opq, S7 = — 7pV/ ; (1 )
équations d'où résultent les systèmes suivants :
îiS, 7 s,*
Au moyen du deuxième, la relaiion générale
S, -+- pS„_, -H 7S.3 = 0 (-*), (2)
devient
1 75 SsS7S„ — \ 25 SfS„_j — 49 S^S„ 3 = 0. (A)
III. Remarques. — 1° Cette égalité devient identique, si les (|uantités x, y, z vérifient la condition
Ainsi, quels que soient x, y, on a, identiquement :
175[(x-4-y)''— x''—(/*|[(x-i-î/)'— x'—î/^JI'x -+-»/)''— X"— y"] ) = 125[(x-t-î/)'— x'— .?/f[(x + y)"-*— x"---//"-*] > (B)
-4- 49[(x-+-,vf-x^-yj^l(x-Hyr-^-a" ^-y-^ )
"2° L'identité (B) ne diffère, qu'en apparence, de celle qui
(*) Tome I, page 186.
(*') Si Ton égale les deux expressions de />, on a ridenlilé Irouvce par M. Edwards.
AV.XI.\ III
( 'ôli )
résulte de réiïnlitô (2), quand on y substitue les valeurs connues : P = — (x* -♦- xij -+- y-). (f = xij (x -f- j/) . Celte seconde forme de (B) est donc
S„ = {oc- H- x// -t- y'*) S„_, -+- xij{x -+- »/)S„_3. (C)
Autre addition. — (Mai 1887.)
IV. La première des équations (1) donne une infinité de solutions de ce problème :
Trouver une somme de trois bi-carrés égale au double d'un carré.
Il en résulte, en effet, que, pour satisfaire à l'équation indéterminée
x' + î/' -4- z* = :2ir, (5)
il suffit de prendre
z = X -4- ?/, u == X' -i- xy -V- y'. (4)
V. Remarques. — 1" Si, aux deux membres de Téquation (B
on ajoute
2(xy-i-î/V + zV),
on obtient cette autre équation indéterminée :
(x^ + y'^ -H zj = 2[îr + [xyf -4- [yzf -h [zxf]. (5)
D'après ce qui précède, elle est vérifiée par les valeurs (4).
2° Dans une Note insérée aux Nouvelles Annales (1874), j'ai donné ou rappelé diverses identités, parmi lesquelles je citerai seulement celles-ci :
(a' + h- -+- c-f = (6- -4- c'-f -H («6 -+- ac)- + {ab — acf -+- (a^, (D) {a' H_ 6- -H cj = {c- -4- o-)^ -4- (6c -4- abf -4- {bc — û6)* -+- {b-)\ (E)
( •'ifi )
Il en résulte ce théorème, qui n'a peut-être point été remarqué :
Si lin nombre N est la somme de Irois carrés, dont deux, au moins, soient inégaux, N^ est la somme de quatre carrés (*).
CCXXXII. — Snr une propriété nnmériciac
{Novembre I880.)
I. PiioiiLÉME. — La somme des diviseurs de i (> est 31 ; /a somme des diviseurs de 2o est. pareillement, 51. Y a-l-il d'autres couples de nombres jouissant de la même propriété ?
Très probablement, le problème, pris dans toute sa généralité, est fort dillicile. Je me borne à considérer ce cas particulier :
Soit p = 2"H- 1, p étant premier. Pour quelles valeurs de n la somme des diviseurs de p- est-elle égale à la somme des diviseurs de 4"?
La première somme est
p- -t- /) H- I = (2" -H 1 )- -f- 2" -4- 2. La seconde est
çyin _^ 2-"-J -4- 2^" ■ -f- •.• -+- I = 2-"+* 1.
On a donc ré(|ualion
2^" _H 2"+' -+- 2" -h 5 = 2-''+* — 1, ou
(*) Comme
(1 -4- 1 -t- l)-=::»--4--i*-+- I, il est clair (]iic
(a^ -4- ir -+- a*.-
n'est pas toujours la sovime de quatre carré.<. Cepeiidaiit :
Si 11 surpnsse 2, lï'inialion csl impossible; car tous les termes, excepté le dcrnior, seraienl divisibles par 2. Mais
Donc la seule soluUoii est p = o,n= 2.
CCXXXIII. — Trajectoire^^ ortliogouales de pollioclieïi.
(Janvier 1885.)
I. Une pol/iodie (*), tracée sur un ellipsoïde donné, est déterminée par les équations
X* tf z"- X- y z- 1
V représentant la distance du centre au plan tangent (**).
Il en résulte, par la différenciation,
dx dy dz
~6V~^' "cV"^' ~7ir''^
La condition d'orthogonalité :
dxSx -*- dyrhj ^ dzoz = 0 , (2)
devient donc, si Ton remet d au lieu de d :
ou, plus simplement,
■^-1 dx
Telle est l'équation différentielle des trajectoires.
(*) Ligne de courbure constante : le mol courbure se rapporte à la surface (Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces). ('*) Loc cit.
( ii8 )
II. Soiciil, pour abréger
a*(^b'—c') = y, b'{c' — a')=li, c' {a' — b-) = k ; (4) et, par conséquent,
dx
puis
(hi (Iz
iM étant la constante arbitraire.
D'après Bouquet et Serrei (*), les surfaces H, représentées par cette équation (6), appartiennent à un système triplement orthogonal. Essayons de le déterminer.
III. En employant la méthode et les notations rappelées dans la Note CXXXV, on a, par l'équation (5) :
xdx
ydy
zdz
Ah kr
dx
df y
dy h
df ' dz
dl\ _ dx
X df 9 dy
df dz
- hk^ ' ^
B. — C^ _ _ Jl , A^- Bi = — .
k-g lilr
Ca— Av^-
(*) Journal ('r Lioiivillc, t. XI et Ml.
L'équation dilïV'rcntielle cherchée est donc
gad^' -t- [{h -¥- k)p — {(J ■+ k)a]dudp — hl^jda} = 0 (*). (7)
Les surfaces S^, ^2 (en nomhre infini), définies par cette équation, constituent, avec les surfaces 2, un système orthogonal triple (**).
IV. Remarque. — Les surfaces "L sont orthogonales à chacun des ellipsoïdes représentés par les équations (1). En effet, il est visible, à cause des valeurs (4), que l'on a
^x il" -• X a*
Addition. — {Avril 1887.^i
V. Remplaçons les équations (1), (2) par celles-ci
G, Il étant des paramètres variables. L'équation (8) représente une infinité d'ellipsoïdes homothétiques; et il en est de même pour l'équation (9). D'ailleurs, les identités :
a b- c a* fr c
sont indépendantes de G et de H. Donc les surfaces S, représentées par l'équation
aUb' — C-) -P - -+- b'{c' — a-) .f - + c\a' - b-)^ - = 0,
sont orthogonales aux deux sén'es d'ellipsoïdes.
(*) Elle ne diffère, de celle qu'a donnée Scrret {Jourual de Liouville, t. Xll, p. 24{)), que par un simple changement de lettres. N'est-ce point là un argument en faveur de ma méthode ?
(**) On peut consulter, relativement à l'intégration de l'équation (7), le beau Mémoire de Serret.
VI. Plus généralement; Soient deux séries de surfaces S, S, représentées par
f{x,ij,z) = G, (p(x, y, z) = H.
Si une surface S^, appartenant à la première série, est orthogonale à une surface ïl^, appartenant à la seconde série; toutes les surfaces S sotit orthogonales à toutes les surfaces S (*).
€€1LXXIV. — Deux Intégrales déflnies.
(Décembre 186G.) I. De la formule
/ -(/a = col — (**),
on déduit
« ti^Xx o- *0U
o'^TTO.
(/a = cot '2x ,
cot 2x ;
puis
ou
00 r a»ai u— <ax „îott a-ïax
[2(e*" H- e *^") — (e'^ h- l)jf/a = 0,
ou encore :
00 „*ax o-txt
gîTa _ ,
3C ,XXX p— Ï*X
i*ax _■ a-'iy.--
■) _ I rfa = /
da.
(*) A-t-oii .siniialé, qufl(|iU' part, ci-ttc propriéti' ('■vldtnti? (**) nicrrns de Huait, Y. "21.
D'après une formule due à Poisson, le second menihre égale ^iga;. Conscquemment,
tgar = ^^ / -^— 1 12(<;*^-^ — e"*^-^) — (e*^' — e"'*^)] . (A)
II. Il résuile de celle égalité, au moyen de rinlégralion relativement à X :
do
— i^ cos a; = / — [(e-^' — e""-')''' — (e''^ — e-"')-] ,
enfin
^ Te**' -H 1 -I- e-'^^]rfa. (B)
CCXXXV. — Sur les développées g;aiiches
(Février 1885.)
I. AB étant une ligne à double courbure, soient C, C, C", ..., les centres des cercles osculateurs, relatifs aux points M, M', iM", ..., de cette ligne. Soient DE, DE', D"E", ..., les droites polaires correspondantes. Le lieu de ces droites est une développable A, enveloppe des plans normaux à BA (*).
Soit pris arbitrairement, sur CD, le point P. Menons M'P, et prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre, en P', avec D'E', etc. (*).
(*) Voir, par exemple, notre Tiéorie analytique des lignes à double courbure.
{**) Construction donnée par 5Ionge. {Application de l'Analyse à la Géométrie, édition de Liolville, p. 596). L'illustre Auteur, pour désigner réiément d'une surface dcveloppabic, dit : une h'edre. Je ne connais pas d'autre exemple de l'emploi de ce mot.
Le lieu des points P, P', P", .. , est une développée ds AB. De plus, celle courbe est une lirjne géodésique de A.
En effet (*),
MPE = M'PE = :2'' — XPE (**);
P[\ étant le prolongement de M'P.
II. Le lieu des droites MP, M'P', M"P", ... est une dévelop- |)able i]|, dont AB est une ligne de courbure (***), et dont PP'P"... est Varète de rebroussement.
Remplaçons P par Q, et recommençons la même construction. Il en résulte une nouvelle développable Ho, dont AB est une ligne de courbure, et dont QQ'Q' ... est Farète de rebroussement. Soit MT la tangente, en IM, à la ligne AB.
(■) Dômonslralion de Monj^e.
(") P;ircc (pic les triaiif^les rcclanr/lis PCM, l*CM' sont éf^aux.
(*") Parce (]iic A.M.M. . 15 est une trajectoire orthogonale des génératrices .1.. V .
Le plan I*MT esl (ongcnl à 1,, et le |)lan QMT est lahi^çcnt à Hj. De plus, l'angle de ces deux plans csi mesuré par PMQ ; car les droites PM, QM sont projetées, sur le plan CMT, suivant le rayon !MC.
Or, lorsque deux surfaces il,, Hj ont une même ligne de courbure, elles se coupent, le long de cette ligne, sons un angle consfant. Donc
PMQ = C07ISI. = P'M'Q' = r"M"Q".
En résumé :
AB étant une ligne à double courbure: soient GFI, KL deux de ses développées. Si, d'un point M, pris arbitrairement sur AB, on mène, aux deux autres courbes, les tangentes MR, MS; l'angle RM S est constant.
Addition. — (^ m/ 1887.)
IIL Le dernier théorème, qui est probablement connu, résulte, immédiatement, de la considération suivante :
La surface polaire de AB étant développée dans le plan tangent suivant DE, la développée PP'P" ... se transforme en une droite pp'p" ..., prolongement de iMP. De même, la développée QQ'Q" ... se transforme en une droite qq'q" ..., prolongement de MQ. Or, dans la figure plane ci-contre, on a :
CCXXXVI. — Sur la formule : Bip 1 — p
(Juillet 1885.) I. Le premier membre égale
/ (j'"\\ — eyde;
ou, par le développement en série :
sm qTT
&inpn p i p -^ \ I . 2 p -+- :2
[I. La formule ordinaire est
sin/î/T p l'ar conséquent,
1 p-f- 1 I (yj -+- 1)(/^ ■+- '■D 1
CCILXILVII. — Trauïtforinatiou d'uue soiuine eu pi*o«luit.
(Avril 1887.)
L Le Mémoire intitulé : Sur quelques intégrales définies (*), contient la formule, très générale,
_ r(a H- fi — ?')i'(r — a)r(?— p)r(« H- 'nr(s -\- n)
~~ \\oL)V[P)\\r + n)
(*) Académie (le l-.vhjiqHc, dclobrc 1885.
( «5 ) dans lac|ii('ll('
Posons :
La relation (U) devient
Vc r(a -^(y)r(6-i-r/)r(c-Hy>)
••^ "''' r(« -+-/>-+- c H- (/) _ria)r(6)r(c)r(a -h c-+- n)r(6 -4- (•-+- «)
r(a -4- c) r(6 -+- c) r(a + 6 -»- c -+- n) II. On a :
r(o-+-6-4-c-4-«) {a-hb-^c-i-q){u-i-b-i-c-i-q-^-\)...(cM-h-i-c-i-7i—i) '
(« -4- c) (rt -H c -4- 1) ... (a -I- c -4- n — 1),
=-=(6 + C)(6 -4- c -4- I) .. (6 -4- c -4- Jl — I) (*).
(*) D'après lu prcmitTe de ces formules, le produit a(a-h [)...' n -h q — 1) doit être remplacé par 1, lorsque g = 0. D'après la quatrième, le produit
(a H- 6 H- c -4- 7 :((/-+-/> + c -I- f/ -4- 1 ) ... (a -4- 6 -4- c -H n — 1 ) , doit être remplacé par 1, lorsque q = 7i. Etc.
( 66 ) Donc Tégalilc (1) se réduit à
Cette relation permet, on le voit, de transformer, en iinxlnitu fort simples, une infinité de sommes (*). IMais on jjeiit la coiisid«''rer d'un antre point de vue.
m. Changeons c en z, et appelons F(rt, b , z) \c premier membre, Nous aurons ce résultat curieux :
Les racines de l'équation
sont
De plus, si a = b, ces racines sont éf/ales deux à deux; et F(a, b> z) est un carré.
IV. Lorsque n
V{aJ>,z] =
a[u -1- 1)6(6 + 1) -♦- 2fl6^(a -4- /j -t- 1 -4- r)
Lorsque n = 3,
F(fl,6,z) =
(/(a-4-l)(«-4-t>)6(/j-4-1)(6-+-^J)-4-Ô«(»-4- 1)6(6-4- \)z[il -»- /) -4- 1> -4- r)
Etc.
(*) Le loclciir pourra supposer
V. Afin de nieltre on évidence le nondjn- entier n, désignons par F„(o, b, z) ce ([iie nous avons appelé F(«, b, z). D'après la relation (A) :
Ainsi, le polunônic F„^.|(a, b, /) est divisible par le pobjnùme K„(a, b, 7.).
V'I. Si a, b, z sont rem|)lacés par des nombres entiers, la fraction (3) est réductible à un nombre entier.
Soient, par exemple,
a = 1 , b=^% n = '■2, z = \. Le dénominateur est
1 . ^2 . t> . ô -t- i . ;i -1- 2 . 4 . 5 = 72 ; le numérateur est 2 . 5 . 2 . 5 . 4 -+- 5 . 2 . 2 . 5 . (•) -+-5.2.2.5.6. 2 . 3 . 4. 5 . (i =- 1 440.
On doit trouver
C'est ce qui a lieu.
VII. Interprétation géométrique . — Changeons « en x, 6 en ?/ ; de manière que F„(rt, b, z) devienne F„(3c, y, z). A cause de (A) : l'équation F„(x, y, z) = 0 représente 2n plans, respectivement parallèles à ceux qui sont représentés par
VIII. Cas particulier remarquable. — Dans (A), supposons
a=b = c=\. Une réduction évidente donne cette autre relation :
(I .2.3...»)'-^ w(;j -H 2)(l.2 .Z...n — \f -4-(/î -1)n(n-t-1)(n-4-2). (1 .2.5...« — 2f ^ (w _ 2)(n — l)n . n(?i -t- i)(H + 2)(1 . 2 . 5 . . n — ôf dî)
= (1.2.5.4... n -+- If. '
Ainsi le premier membre, très complexe, égale un carré fort simple (*).
Soit, par exemple, n = 5. On trouve
(i . 2 . 3 . 4 . 5)-' -t- 5 . 7(1 . 2 . 5 . if -+- 4 . .j . C . 7(1 . 2 . 3)* -H 3 . 4 . 5 . 5 . (5 . 7 (i . 2)'' 4- 2 . 3 . 4 . 5 . 4 . 0 6.7 -+- 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 5 . 4 . 5 . 6 . 7 = (2 . 3 . 4 . 5 . G)',
ou
ce qui est exact.
CrxXXYlII. — Rcprèscutatiou «les lutégpales elliptiques.
(Mars 1885.)
I. Intégrale de première espèce. — Considérons la surface dont lÏMjuation est
{*) La dômonslration dircclo, de régalilé ^^^ n'olTro aucune dillîcullé. Elle résulte de celte remarque :
(1.2.0.4... n -t- D" — (1 . -J . .-) ... iif = (\ .-2 ..-> ... u\^n(u -+- -l).
( <i!> ) L;i formule ooiiniie
v=T / Mi(h, (;2)
donne :
, , /'- ilz
V = nirlr / ■ — zi====, ; (^)
(Iz
\/(z' -4- fr)(z* -+- b^)
Prenant
z = 6li>ç, (5)
on Iriinsforme ainsi la (lilïV'ieniiLllc :
Par suite,
v = 3-a/y-F(r, cp), V = 3-«6"F,(r). (fi)
Donc, si xm corps est limité par la surface (I), par le plan xy et par un plan parallèle à celui-ci, le volume de ce corps est représenté, à un facteur près, par l'intégrale de pre}nière espèce.
II. Intégrale de deuxième espèce. — Le problème est un peu moins simple. Après quelques tâtonnements, j'ai élé conduit
à l'équation
(Ir -+- 2-)- , 1 Ir -+- z-
Il en lésulie :
Ir -+- c-^ • 'V h
puis, par la formule (2),
./ 0 -H 2 V Ir -i- Z
(*) Les Ug7ics de /liveau de la nouvelle surface sont, comme celles de la première, des ellipses.
( 70 ) La Iransformalion (o) donne ensin'te :
V = J-^ r^ ilrrM 1 — ('^si^^9 = J-^ E(e, cp), (9)
V = lim v = TT '-^ E, (e). (i 0)
III. Remarques. — 1° Si l'on prend /■= 6, f/ = a, on a, [)lus
simplement :
u = 7ra-6E(fi, 9). (il)
2" Soit
1 — e"sin^
la longueur (Tiin arc de l'ellipse dont les demi-axes sont a, b;
eel arc élanl compté à partir d'une extrétnilé du petit axe.
Il est clair que
V = Tralis. [i"!
CCJXXXIX. — Une iiitéjçratiou.
(^Septembre 1865.)
I. Soil l'équation du deuxième ordre
xyy" -+- axi/'' -+- hijij' ^=0. (i)
J'enipldie la transformation connue :
Il en résulte
vi/' — (///' t/(\ — »')
puis, au lieu de la proposée
( 71 ) Celte écpialion, comparée à
suppose
Par conséquent, après une réduction évidente,
u = ex' -+- X (*) ; (4)
y (I — 6)fx* -4- (« + l)x ' y /^ dx
JP±=.(\—I,)/ ; (6)
II. Dans une infinité de cas, l'intégrale peut être obtenue sous forme finie. Soient, par exemple,
Le second membre devient
cdx 1 1 „ ex — !2
/dx ^ /' ^^^^ " j ' p
(câT— 2)ac~2./ ex — ^2 ~ 2 ^ ^ ~ 2 '^
(ex — 2) Donc
r-»î'ic--j;
ou, ce qui est équivalent,
III. Si 6 = 1, les formules (4), (6) sont illusoires. Mais alors rintégrale de l'équation (3) est
Il == a[r; -+- (a H- 1) 4^ xj;
(*) Comme vérification, on peut multiplier les deux membres par x"*. Si l'on prend ensuite les dérivées on retrouve léquation (5).
en sorte que
dx
[r -4- (a -+- 1 ) ^^ x] ' el, sauf le cas de a = — 1, il est impossible d'intégrer. IV. La méthode précédente est applicable à
x''ijy" -+- nx''}j'^ -+- ayy'=^0.
On en déduit léquation linéaire
u' u = ax' '' -H 1 ,
XP
puis
■ I (ax''-'' -^- i)e '-' dx
CCXIi. — Théorème de Géométrie élémentaire.
{Aoûf 1885) (*).
On doit, à Newton, le théorème suivant :
Si, sur les côtés AC, BC d'un triangle ACB, on prend AD = DE, et que Von fasse varier ces distances égales; le point M, milieu de la droite DE, décrit une ligne droite {**).
En voici un autre, que l'on peut regarder comme corrélatif du premier :
Sur les côtés AC, B(î d'un tiianglc AIJC, o)i prend AD = BE. Si, la base AB restant fixe, le sommet C décrit une circonférence passant par les extrémités de cette base; le point .M, milieu de la droite DE, décrit une circonférence ni/ant pour centie le milieu de AB (***).
(*) Complomcnl à hi !\'ofe CXVII.
(") Tlicorèvics cl prnhicmrs (Ir firnnic/ric rlcuirninirc, {'>' l'ilitinii, |i. 1:27. (***) La dénidiislralioii iomiIU', iiiiiiu''diat(Miiciil. <lii l.iMniiu' rappolé dans la Note CXVII.
CCX.liI. — Problème d'Analyse iiidéterminéo
{Juin 1878.) I Soil réqiialion
Si l'on isole u'\ le premier membre devienl
ù[x-lij -h z) -\- if-yz -t- x) -+- z'Hx -*-]))■+- ^xî/r],
OU
ù[\lj -\- Z)X- -H (î/ H- Z)-X -+-(?/ + Z)^-2;J,
OU enfin
Ainsi, la proposée est réduite à
3(// -+- z){z + x)(x -^ij)= u' (*). (2)
II. Posons u = 7)v, puisdéeompnsons 9i' en trois facteurs a,b,c; de manière que
uhc^dv\ (5)
Alors :
f) désignani, suivant l'usage, la demi-somme des nombres a, b, c (**).
Addition. — (i)Jai 1887.)
m. On sait que, n étant impair,
(*) C'est uniquement à cause de VidentUé
{X -\- y -^ Z)^ ~ x'^ — if — z^ = ù[ij -+- z)(z-\- x)[x -i- y),
que je nienlioiinr ci' Pinhlèmi'.
I**) Si ces ii()ml)rc.s ni' smit pas l{tu-< pans, iiii seul doit rélrc "* A'"/rXi,VII.
( 74 ) Donc, en particulier,
(x -i- y -i- zf — (x^ -t- tf -+- z'") = A(j/ -f- z)(z -+- x)(t -+- y);
A élant une constante (*).
Si roii, suppose
on trouve
CCXIilI. — Une propriété des proje^rcssioiis aritliiiiéti«|ucs (**).
Il suffît de l'énoncer ;
Soit une progression arilhinéliqiie, composée de n teniivs. Si, de II fois la somme de leurs carrés, on retranche le carré de leur somme, le reste est constant {*).
Exemple ':
5( 52 ^. r-^\V-^-['à--^ld') — { 3+ 7-HllH-lû-+-l9)- = 80u =-5( 7'-+-ll'-+-15'-t- i9'-4-!25-) — ( 7-t- Il -+- 15 -+-!!» + >23)* = 5(ll--+-i5'-4-l9'-+-2D'''-K-:>7-) - (11 + 15-+- iy-i-23-t-"27)-.
(') Piirrc (jun l'ôqiiation est Ijomugèiif.
(*'; (^ompU'iiicnl au .Mémoire iiilitiili' : Sur un flrvrlop/jcmeiif tir t'inln/ralc ellipliquc de première cspèo'... (p. ^4-).
(***) (rcslà-ilirc, ifiti('peM(laiil du pii'iuifr Iciinc.
( 7Ii )
CC'Xl^Ill. — Applic'Htion «lu Tliéorènic de liHncret (*)
{Septembre 1875.)
I. Ce théorème est exprimé par l'équation
dans laquelle
\ y (u'h" — l/a"f I y [ah' — b(i')c"
i7 ^ (a'-^ -f- (/' Wy" ' R ^ a' -+- h"' -V- c' '
P Il en résulte Tégalité
2 («'^" — b'a'y = (a" -4- 6'- -f- cy -f- 12 («''' — bn)c"y. (A)
qui (levieiil identique si les quantités «, a', a", h. b , ..., satisfont aux conditions connues :
a^ -t- b- -\- r^ = i , ua' -+- bb' -\- ce' = 0, J
(2) au" -f- W>" -»- ce" = — («'"' -H 6 ' -f- f ■) ^
Cette relation (A) pei'metdc trouver, d'une infinité de manières, une somme de trois carrés égale à la somme d'un cube et d'un carré.
II. Exemple. — On satisfait aux conditions (2) en prcnnnt
■io
(*) Omise dans la Théorie analytique des lignes à double courbure. (**) Loc cit ; pp. 15 et 16.
Il résulte, de ces valeurs :
225 320 , GJ5
ab'-ba' = -—, bc' — cb'=-^, ca'-ac = "^ ;
puis
ou
conformément à l'énoncé.
Addition. — (l/fl? 1887.)
III. Pour éviter les fractions, ou peut remplacer la première (les conditions (2) par celle-ci :
a- -+- b' -^ c' = Ir [*). (3)
Alors (A) devient
2 lk{a'b" — b'a")]- = (a'- -*- h'- h- c"f -+- [S {ab' — ba')c"y. (B)
Si, par exemple, on suppose :
on trouve
(') Pit'iiaiil (/ et II ;u-l)itr;iiiciiiriif. on iloc(iiii|)(ist' n* -+- f>' en deux facteurs, de nn'tnr i>iiniv : liiii es! k -h c; l 'aiilre. A- — c; etc.
CCXliIl . — ('ous6c|u<>uccN (lu l'rohléinc «le llalfatti.
{Octobre 1874) (*).
F. En évaluant, do deux manières différentes, l'aire du triangle ABC (**), on est conduit à celte proposition :
Si trois quantités f, g, h satisfont à la condition
r<j-^<jh-^hf^\ r). (I)
elles rendent identique Véquation
II. Dans cette identité (2), dont la vérification est plus longue que dillieile :
1 — ti; i A I — tg i B \
' ^' I +tglA' -^ "^' i +«SiB'
Elle exprime donc une relation entre
Toutes réductions faites, cette relation se réduit à celle-ci :
tgiAtglBtgiC- (tgMtg^B + tgiBtg^C -t- tgiCiglA) ) — (tgUH-tgiB-4- tgiC)+ I =0, • )
laquelle est connue.
(*) Complément de la ^'ote LXXIl.
(**) Loc. cil.
(*'*) Loc cit.
("■) Loc. cit.
Addition. — (Février 1886.)
Fil. Théorème d' Arilhmétique. — Si (', g, li noiit trois cnticra , satisfaisant à la condition (1), la quantité
S(i-fg){\-h){\ +/•)(! +9),
est divisible par
IV. Application géométrique . — Remplaçons f, g, h par x. y, z ; et considérons les équations :
x}j -4- gz + zx = \, (5)
S(\-xg){] -z){\ +x){l-^ij] = 0. (6)
La combinaison des deux conduit, d'après la proposition cidessus (1), à l'équation
(, ^_ ^ ^_ y ^ ^)2x(l -/)(! - ^•^) = 0; laquelle se décompose en
L'équation (5) représenie un liyperboloïde de révolution (à deux nappes), dont l'axe est la droite isogonalc. L'équation (7) représente un plan perpendiculaire à cette droite, et, par conséquent, parallèle aux plans cycliques de Thyperboloïde. Mais, comme on déduit, des équations (2), (o) :
le plan ne coupe pas r/njpcrboloïde.
Quant aux équations (^0), (8), elles représentent deux surfaces
S, i], (elles, que chncune est située de la mèrne manière, relativement aux trois plans coordonnés.
On vient de voir que ré(|ualioii (8) est une conséquence des équations (ii), (G). Donc :
La ligne, suivant laquelle l'hijperboloïde coupe la surface S, est située sur la surface 11(*).
V. Remarque. — Trois quantités f, g, h ne peuvent satisfaire , à la fois, aux conditions
fg ^ (ji, -+- i,f= I , /■ -+- .7 -+- h = — 1 (••).
CCXEiV (***). — Sur la projection »itércog;rapliif|uc.
{Mars 1874.)
Théorème I. — Un ellipsoïde étant donné, on prend pour TABLEAU un plan diamétral A0I3 , et, pour i'oint de vue V, l'une des extrémités du diamètre conjugué de AOB. Cela posé, les perspectives de toutes les coniques C, tracées sur l'ellipsoïde , sont semblables à la section diamétrale AOB (").
Corollaire. — Si AOB est une section circulaire (auquel cas V est un ombilic), les perspectives de toutes les coniques C sont des cercles c.
(*) Soil P un |)l;iii rycli(|ii(' de l'li_\ pcrljoldïdr. !1 cînipc l'aii;^!'^ ti'iètlre des cooi'donnces positives, suivant un triani^Ic équiiatéral ; cl il coupe les surfaces S, 2, suivant deux couri)es s, a, telles, que diacunc a^l sl/ucc de la même manière, relative nient aux côtés du triamjle. Cela posé, si M est un point du plan I', commun au (jaiallèie de flix perlioN/ide et à la courhe c, M apj)arlienl à la courbe a.
('■) On peut sp rappeler qu'à notre j)oinl de vue, les imaginaires ne sont pas des quantités. [Cours d' Analyse de l'Unirersité de Liège , p. !G7).
(***) Tirée des Comptes rendus.
(") Après Timpression, j'ai appi'is que ce (liéorèmc appartient, en partie, au savant Hachette, mon ar.cien Professeur.
Théouème II (Mêmes hypothèses que dans le Corollaire). — Considérons , dans le plan du tableau, un système orthogonal formé d'une infinité de cercles c et d'une infinité de cercles e' (*) :
1° les plans P, des (Otiitjiies C, dont les perspectives sont les cercles c, passent tous par une même droite D;
2° les plans P', des coniques C, dont les perspectives sont les cercles c", passent tous par une même droite D ;
ù° les droites D, D' sont conjuguées, c'est-à-dire que le pôle de chaque plan P est situé sur D' ; et vice versa.
Théorème III (Réciproque du précédent). — Soient C les coniques dont les plans passent par une droite D, et C les coniques dont les plans passent par la droite I)', conjuguée de D : les cercles c, perspectives des conir/ues C, et les cercles c', perspectives des coniques C, constituent un système orthogonal.
Remarqties. — I. Le système orthogonal est le plus simple possible quand, les cercles c ayant leurs centre:- sur Taxe moyen OB, les cercles c' ont les leurs sur le demi-diamètre OD = OB, situé dans le plan principal AOC. Alors les droites D, D', respectivement parallèles à OB, OD, rencontrent le diamètre OV en des points U, W . De plus, OK.OR' = OV , absolument comme dans le cas de la sphère.
II. Puisque, à chaque point M, inlerseelion de deux coniquts obliques (**), correspond un point nï, intersection de deux cercles orthogonaux, rensemble de tous les cercles c, t' (ensemble déterminé par des points fixes, A, B, [)ris arbitrairement) eonslilue un nouveau svstènie de coordonnées. Ce système orthogonal circulai)^' pourra, peut-être, s'appliquer à certaines questions relatives à rellipsoïde.
C) Joiininl ili' Lioiicillr, t. Xl\, p. loi.
(") C'est ii-(liri', xe coupanl ohliqm-mviit. .M;iin 18>S.)
4'4'^liVI. — î«»ur l"lli'llc««'-eaténoïdlqae (*). (Août 1874.)
I. T II KO m": Mr.. — Soient une chaînette AC, située dans le plan zx. et une hyperbole v(iuilatère AfI, située clans le plan xy (**). Ces deux courbes ont même axe OAx, même sommet A; de plus, Oz est la directrice de AC. Cela posé, la courbe AMI, projetée suivant les deux courbes données, est une hélice.
Les équations de celte courbe sont :
Si Ton élimine x, on trouve
Considérons le cylindre qui contient la chaînette AC et la courbe AIMI; soit PM une génératrice de ce cylindre, limitée aux deux courbes. La dernière équation exprime que
PM = - 1 e" — e
Mais, d'après une propriété connue, le second membre représente aussi la longueur de l'arc AP. Donc
PM = arc AP. C. Q F. D.
IL Si une hélice-caténoïdique est éclairée par des rayons parallèles, Vombre de cette courbe, sur un certain plan, est une hyperbole équilatère (***)•
(*) Réponse (indircclc) à une question proposée dans la Nom^elle Correspondance mallié»iatiqiic (l. I, p. 07).
(**) Le leclcur est prié de faire la figure.
("*) N'est-ce point au Professeur Guillery que l'on doit le théorème suivant, attribué parfois à Th. Olivier : L'ombre de l'hélice ordinaire petit être une cycloïde ?
CCXEiVII. — L'n dcvcloppcnicnt de -: —
{Mai 1874.) 1. On sait que
sinx ./ I -+- cosxsina
donc
sinx
= y ( — i)"cos"x / 'sin"ac/a.
L'intégrale définie a pour valeur
y In ^ i
Par conséquent,
Addition. — {Mai 1887.)
TT 2.4 2742~ 5T
III. Quanti COS oc est inférieur à Tunilé, les termes de rang impair, dans (4), forment une série convcrgenle; et il en est de même pour les termes de rang pair. Conséquemment,
sinx
1 H COS"X H ces X
cosx
=^ 5 2.4 ^ COS X -\ cos^x
mais la même réduction n'est pas applicable à la série (0) (*).
IV. La démonstration employée dans le paragraphe (I) est peu rigoureuse; mais il serait fiicile de remédier à ce défaut, en prenant l'expression du reste :
sin""^*arfa
R„= COS
cosxsma
et en faisant voir que ce reste tend vers zéro, même lorsque COS a-= 1. Au lieu d'entrer dans ce détail, posons :
de manière que
arccosz
cosx
■ zi
Vi-z-
(*) Sous le rapport de Vincommoditc , elle est comparable à Tune de celles que j'ai reiiconlrces en étudiant la constante G (Recherches sur la constante G..., p. 51). De plus, les termes de la série (5) sont les carrés des termes de l'autre.
( 84 ) Tant que z est inférieur à 1,
Or,
arcsinz
arcsuiz
' yi — z'
Par
conséquent,
comme ci-dessus (6). En outre, en série converçicnte,
arccosz
et, se z == 1
TT i 77 2 1 . 3 ^ 2 . 4
CCXIiVlII. — Sur les ligues g:éodésiques de l'ellipsoïde.
{Mai 1882.)
I. Inlroduction. — On doit, à Liouville, le théorème suivant :
« Si parallèlement à la Innrjente en un point quelconque M » d'une ligne géodésique et à la tangente conjuguée, on conçoit » deux demi-diamètres de rellipsoïde , la perpendiculaire H » abaissée de Vextrémilé du second de ces demi-diamètres sur le » premier sera constante (**). »
La démonstration géométrique donnée par mon illustre Maître
(*) Voir, j)ar exemple, Notes d'AUjèhc cl d'AïKilt/sr. p. 14. ('*) Journal de Mulhrmaliqtics, t. XI, p. 'i'i.
me paraît peu satisfaisante (*). En déduisant le théorème de Liouville de celui de Joaeliinislal (ce qui est naturel et connu), on peut modifier l'énoncé du premier théorème, de manière à rattacher echii-ei, jusqu'à un certain point, à la théorie de la polhodie.
U. Démonstration nouvelle. — Soit MT la tangente, en M, à une ligne géodésique AMB. Soit FGFI la section faite, dans rellipsoïdc E, par un plan central, parallèle au plan tangent
en M. Soit encore P la distance de ces deux plans. Menons, dans
la section centrale, le demi-diamètre OG et la tangente HS,
parallèles à MT. Le théorème de Joachimstal consiste en
l'équation :
OG.P = consf. (1)
Les demi-diamètres OG, 011, OM sont conjugués deux à deux;
donc le parallélipipède, déterminé par ces droites, a un volume
constant. Ainsi
P.OG.OHsinGOH = co«.s<. (2)
(*) Il en est de même de la démonstration publiée, il y a un an, dans les Nouvelles Annales (1882, p. i9). Qu'est-ce que le savant auteur appelle tangentes conjuguées sur la surface?
Menons OK perpendiculaire à fJS : OR = OH sin GOH. L'égalilé (2) devient
V.OG. R = const
Comparant avec la relation (1), nous avons donc
OK = const. ;
ce qui est le théorème de Liouville. Mais nous pouvons l'énoncer ainsi :
Soit MT la tangente, en M, à une ligne géodésique AMB. Si, par le centre de l'ellipsoïde E, on fait passer un plan parallèle au plan langent en M, la tangente HS à cette section centrale, parallèle à la tangente MT, est à une distance constante du centre.
m. Remarques. — \° Le lieu du point R est une courbe sphérique.
2° La droite IIS, (angente à l'ellipsoïde E, est tangente à la sphère S ayant 0 pour centre, et OR pour rayon.
5° Le plan tangent, en H, à Tellipsoïde, est parallèle au plan GOMT. Si celui-ci était perpindiculaire à FGH (*), le premier plan coïnciderait avec celui qui est tangent, en R, à la sphère S; et alors la droite RS serait génératrice d'une développable 2, circonscrite à l'ellipsoïde et à la sphère. Par suite, le lieu du point II serait une pollwdie. Mais il n y a pas de lieu du point H, attendu que le mouvement de la droite RS n'est pas délerniiné par les conditions du problème.
(*) Celte hypollièse, que rien ne justifie, m'avait paru résulter du le.xte de liiouvillc {loc cit.). Naturellement, elle conduit à des résullals absurdes, inutiles à rapporter. (Juin 1887.)
eC^^I^IX.. — Tliéorcme d'AIffèbre (*).
{Mai 1872.) I. Si Voii donne les équations
ax' -+- bu' l)x' -t- cy' , ,..
X = l,{x — xj — (a - c)(x - x'){y — y') —b[y - y'f, [i) Z = (a -+- s')(c +''] — ''* (3)
dans lesquelles les incowiucs sont
/e produit XZ esf indépendant de \', y', z'.
On tire, des équations (1) :
L'égalité (2) peut èire écrite ainsi :
Xz"= 6(ax' + 6?/'/ — {a— c]{ax' -^ by'){bx' -^ aj')— b[bx' -^ cy'Y; puis sous cette forme :
Xz'"-= {ac — b^}[bx * — (« — c)x'y' — by'^] ; puis encore sous celle-ci :
Xz'- = {ac — 6")[(6x'-+- cy']x' — {ax' -+- by')y'\. (5)
D'après les équations (1), la quantité entre parenthèses égale
c'est-à-dire
i^'lJ — y'x)^'-
(*) Obtenu par une étude sur les Systèmes triplement orthogonaux (voir la AWe CCXXXIIi).
Donc
Xz = {ac — b^) ix'y — y'x). (6)
D'ailleurs, par les formules (4),
^'y ~y'^ = \ [6a-*— (a — c)xy — hf\ Ainsi '
XZ = (ac — U^hx" - (a — v)xy — \nf |. (A)
Addition. — (Jimi 1887.)
II. Interprétation géométrique. — Au lieu des équations (1), prenons :
ax -4- by ■+- {x — o)z = 0, bx h- cy -+-(?/— p)z = 0 ; (7)
puis Téqualion auxiliaire :
lb{<K-xy-{a-c){a — x)[p—y)-b{&-yy][{a^z){c-^z)-b'] ,
= [boL- — {a — c}y.p — bf- j {ac — b'). S ^^
Pour toutes valeurs particulières des paramétres a, (3, les équations (7) représentent deux paraboloïdes hyperboliques P, P'; et réqualion (8) appartient à une surface S, du troisième ordre, dont les lignes de niveau sont des coniques semblables.
Cela posé, d'après le théorème précédent, si l'on éliminait X et y entre les trois équations, on trouverait une identité. Donc les trois surfaces se coupent, deux à deux, suivant une même ligne.
CCIj. — Problème trouvé en son^e.
(9 mars 188(1.)
I. Décomposer une fonction donnée, f(X,y), en deux parties M, N, de telle sorte que iMdx -+- Ndv soit une différentielle exacte.
La seconde partie égale f(x, //) — M. 1/équalion du problème
est donc
Mr/x -t- ^f{x. y) — }i]ily = du. (i)
{(Ixj et leurs intégrales :
J dx
Oïl doit avoir
rfRl _ (//■ rfM
dy (/x (/x ou
r/x dy dx équation aux dérivées partielles, du premier ordre.
Les équations auxiliaires sont :
rfiM
dx = dy= -—— ; (3)
fdl\
Dans ^, on doit remplacer x par c/- -\- y. Ainsi
rdf
M= / —dy -+-ç(x — y); (o)
pourvu qu'après l'intégration on suppose a égale x — y.
II. Exemple
f{x,y) = x'' — ôx-y -h y-;
df
/ rfl- ^^^=("'-*"^)'-^='-'^'--^ -^ ~^^^~^'^^'" î>y'=x'-'5xy'+t/; M = x^ — 5x?/- -t- î/' -H ©(x — y), N = — 5x*y -t- 5x/ -+- y- — y' — cp(x — y).
On trouve ensuite :
CCliI. — Une propriété de»» syNtèmes triplement ortliojsonanx.
{Mai 1872.)
I. Soient trois surfaces appartenant à un pareil système, et se coupant suivant les lignes de courbure MA, MB, MC, dont les
tangentes sont MS, MP, Ml. Les directions MS, MP sont déterminées par les équations
dx = •pdx -+- qi.ly ,
dx ■+- pdx dif -+- qdz rdx -+- sdij silx -+- tdy
dans lesquelles les dérivées se rapportent à la surface AMB.
MS est normale à la surface BMC; donc
dx P'
dz
Celte fois, les dérivées sont relatives à cette seconde surface; el dx, dy, dz sont les projections, sur les axes de coordonnées, d'un élément Mm de MA.
( 9' ) L'.nngle UMS est droit ; donc
PP
Au moyen des proporlions (5), l'cqnation (2) devient
rp^sci'^sp'^lp'^^^^ (5)
6 étant une inconnue auxiliaire.
Soit, en outre,
[{p'-pYs-(p'-p){q'-fi)ir-l)-{ri'- r/rs][(r-4-el(«-f-9)-.s*]. (6)
Les équations (5) ont même forme que les équations (1) de la Note CCXLIX. De plus, P ne diiïère, du produit XZ (*), que par un changement de lettres. Donc, en vertu de la formule (A) (*):
P = [fs — pq (r - 0 — 7'''>-] C' - «')• (7)
Ainsi, la fonction P dépend, uniquement, de la surface AMB.
II. On tire, des équations (d
{t -+- e)p — qs (r -V- &)q — ps
après quoi la substitution dans (4) donne
(l-+-;;^-+-7>--+- [(1 +p^)? — 2/)7S-+-(l-4-r/)r]^-+-H — s'=0. (9) Si R est le rayon de la section normale, tangente à MA :
[i-^f-^qr-,-[{\-^p-)t-^pqs-^{\-^q')r] ' ^
-+- rt — s' = 0 (**).
Donc, abstraction faite du signe, l'auxiliaire ô est donnée par la formule
(*) Loc. cit.
("} Voir, par exemple, V Analyse appliquée, de Leroy, p. 344
Aulrement dit, ^ est la projection, sm^ l'axe Oz, du rayon principal R.
III. Si 11' est le second rayon principal, on a, par l'équation (10),
i ri — s"
RR' (iH-p^H-^-f Donc la formule (7) peut être écrite ainsi :
P = [fs - pq {r - 0 - rs] ^^'^l^^'^'^' (*)• (^2)
(') La réduclion de la forme (G) aux formes (7) ou (i2) doit, sans doute, pouvoir cire interprélce géométriquement. J'ai cherché celle interprétation; mais je n'ai rien trouvé de satisfaisant, même quand les sur'faces données sont des quabtiques homofocales. Quand il en est ainsi, on a (*) :
c*(^^ — y^ i c*xii _ c\a^ — x*)
cHa- - a;^ - b'' -+- v") , c«
t = ■ — , ri — s^ ^=
Donc :
p^s — pq{r — t) — q*s =
c^xy (x* ir\ c^xy (a* — 6*)c*.rî/
\ c^xy
- -r^ ia' - a;^ - 6» -4- y') = - / a*b*z''
a'fc'sMa* i,ij a*b*z'' a'b«s*
puis
(«^ — b'')c'^xy
(*) CuAKLss DupiN, Développeiiienis de Géométrie, p. :203.
€'(^lill. — >»ur la C>6oni«'tric de Mlll. Itrwcard, liCiuoiiie, IWoibIic'i*;;;, «le ljOUj;;cliunips, ... (').
{Avril 188G.)
I. Théouème préliminaire, — Si trois droites APA', BPB', CPC,
issues des sommets d'un triangle, se coupent en 7m point P, les sijmétriques de ces droites, relativement aux bissectrices inférieures, se coupent en un point Q (**).
Appelons y les angles égaux ACC, BCC".
Dans les triangles ACC, ACC", BCC", BCC :
AC sin?'
BC'.BC" CA'.CA" AB'.AB
(') La Nouvelle Gcomélrie du Irianqle, créée, il y a douze ans, par MM. Brocard et Lcmoinc, est déjà si féconde et si importante, qu'il est devenu nécessaire d'en écrire Vhistoirc. M. Emile Vigaric, Élève à l'École des Mines (Paris), public en ce moment (juin 1887), dans le Journal de M. G. de Lomjchamps, une Étude bibliographique et terminologique, à laquelle nous renvoyons le lecteur.
(*■) Le lecteur est prié de faire la figure.
("*) Si CMy est une transversale, passant au centre de gravité M , on peut écrire ainsi régalité (1) ;
Ar/.AC"_Ar BC. BC" ~ Br'
et en déduire d'autres conséquences {Théorèmes et Problèmes de Géométrie élémentaire, (i' édition, p. !25:2). (Mars 1888.)
Par Fiypothèse,
AC'.BA'.CB' =nC'.CA'AB'.
Conséquemment,
AC".BA".CB" = BC".CA".AB
II. Remarque. — On peut dire que les poinis P, Q sonl associés. Cela posé : si P esl le centre de f/ravité, Q est le point de Lemoine ; si P est un point de Brocard, Q est l'autre point de Brocard; etc.
€€IiIII. — Problème de Probabilités (*). (Novembre 1884.)
I. Combien y a-t-il de nombres de n chiffres, composés, chacun, de p chiffres donnés? ou encore :
De combien de manières peut-on remplir n cases données, avec p lettres données, a, b, c, ..., f, g, chaque arrangement devant contenir les p lettres?
Soit 9(n, /)) ce nombre de manières. Considérons les arrangements composés de n — 1 lettres, et contenant, soit les p lettres données, soit seulement p — 1 de ces lettres.
1° A la droite de chacun des premiers, apportons, successivement, chacune des p lettres a, b, c, ...,/", g. Nous obtiendrons 7;(p(n — 1, /)) des arrangements demandés.
2" Parmi les arrangements composés de n — i lettres, il y en a (r,(n — \, p — 1) qui ne contiennent pas a, ç(n — \, p — 1) qui ne contiennent pas b; etc. A la droite de chacun, écrivons la lettre manquante : nous formerons pçp(n — \, p — 1) nouveaux arrangements, faisant partie de ceux que nous cherchions. L'équation du problème est donc
cp(n, p) = p[<p{n - \)p) -h (p(» _ I , ;, - I)] C). (1)
(*j Extrait d'un Traite, inédit.
(**) Dans mon cours à rUnivcrsilc, j'avais obtenu celte équation (1) au nioyon d'un raisonnement inexact; et, en conséquence, je la croyais /aus5c. M. Bcaupain, l'un de mes meilleurs élèves, me communiqua la démonstration précédcnlc.
II. Oii peut supposer (p(»î, 0) = 0. Uc plus, il esl visible que m(ji^ \^=\. Or, dans le Calcul des différences, on trouve la
formule
dont la vérilication esl facile, el qui a même forme que Téqualion (1). On satisfait donc à celle-ci en prenant
cp(n,;)) = A''(o"),
OU
9(n,p) = p"-^(p-ir-^'^^^^^^/>-t>r-..-±^(l'^ (3)
m. Remarque. — La quantité ^(n, p) est le nombre des cas favorables, dans le problème suivant :
Quelle est la probabilité que les p numéros, contenus dans une urne, sortiront en n tirages (*)?
Le nombre des cas possibles est p". Kn effet, on peut remplacer les n tirages par un seul, effectué au moyen de n urnes (**).
CCLIT. — Quelques déconipoiiiiCious de l'unité
{Juin 1880.) L Théorème ("). — Si xyz = abc, on a :
xy
b{a ah
KO
50 -4-3.7 G -4- 4.7 50 -4- 5.15 et tous ces résultats sont exacts.
m. Corollaire. — L'équation
[xrjz — ahcY = 0-, peut être écrite sous les six formes (A).
CCIiV. — CouséqncnccK dai Tliéorciue de Fermât.
{Septembre 1880.)
I. Soient p, q deux nombres premiers, impairs et inégaux. Si p ne divise pas q — \, on a, par le Théorème de Fermât :
Mais
Donc, dans régalilé (1), le premier meml)re est divisible par q. Et comme p, q sont premiers entre eux, eette égalité devient :
(7 — 1)"-'— I = Jll(pr/). (A)
De même, si q ne divise })as p — 1 :
(p-ir'-l =.7R(P7). (B)
Quand les deux conditions ont lieu simultanément :
iq-i)"-' -{p- ir' = Jr^ipq), [q
(7-1) * -^(p-1)^ 1(7-1) ^ _(p_i)^ J = j|i(pr/).
II. /) étant impair, a''"* — 1 est, algébriquement, divisible par o -4- 1 . Donc ce binôme est, arit/imeliquemenf. aussi, divisible par a + 1 . En conséquence :
p étant un nombre premier, q%ii ne divise ni a «é a -l- 1 :
aF-' — \ = J]l[p(a-4- 1)1. (E)
De même : p étant un nombre premier, qui ne divise ni a
o"-' — d=Jll[p(a-l)]. (F)
Enfin, si le nombre premier, p, ne divise ni a — 1, «î a, ni
aP-^ - \ = J(l\p[a' — \)\. (G)
Soient, par exemple,
On doit trouver
En effet,
(*) Ces trois conditions sont remplies si p surpasse a -t- \.
m. D'après (E) et (F) : si le nombre premier p ne divise pas, à la fois, q -h \ et (\ — 1 :
(,y ^. l)P-i_(,/_|)r-. = Jï^(p,^,,
ou
iq+V) » H-(7
-ir jL{9-^«i''''-(7-«)'^ J=^n.(pr/). (Hj
IV. Supposons q impair. Alors le premier membre est divisible par 2'' ', nombre premier avce ])q. Done :
VI. Lorsque q = o, Tégalilé (K) se réduit à
(2^-+- i]{'2^—\i = Dn(ôp).
Cela posé, d'après un théorème connu (*) :
1° Si p ^= Sfj. ± \ , le secomi fadeur est divisible par p ;
2° Si p = 8a ± 5, le premier facteur est divisible par p (**).
(*) Skkret, Algèbre supérieure, l. Il, p. 10!).
(**) Je ne pense pas que, dans le cas général, on pnisse, a pnori, détermiiuT (jnei est le facteur divisible |)ar p, nicnie au moyen de la loi de réciprocité, de Legendre. (Alors, bien entendu, 7 doit être supposé premier.)
I. Préliminaires. — Soit BACI) un quadrilatère inscrit. Si
l'angle BAC est rendu fixe, la diagonale BC est une droite de longueur constante, glissant entre les côtés de l'angle xAy.
Quant aux côtés, BD, CD, ce sont des cordes dont les longueurs sont données, et qui appartiennent à un cercle mobile, de rayon constant. Donc Vangle DAx est constant; et le sommet D décrit un segment de la droite DA (*). Les positions extrêmes du point D, savoir : P, Q, sont déterminées par
AP = BD, AQ = CD
II. Lorsque l'angle A est droit, l'enveloppe de BC est une hypocycloïde droite. Dans le cas général, cette enveloppe est une courbe fort compliquée, que nous pouvons appeler hypocycloïde oblique (***).
IIL Les droites BD, CD ont des longueurs constantes; elles
(*) Théorème connu. Voir, dans mon Application de l'.Jlgèbre à la Géométrie (1848), une remarquable Noie de M. Mannheim.
(**) Quand B vient en A, BD coïncide avec AP; quand C vient en A, CD coïncide avec AQ. Par suite, les points P, Q se confondent, si BD = CD.
(***) Il n'est pas dillicile de prouver que foute fiypoct/cloîdc oblique est parallèle à une certaine hypocycloïde droite. A'oir, dans les Nouvelles Annales (1878, p. 3-21), une autre Note de M. Mannheim.
glissent dans des angles donnés; donc l'enveloppe de chacune est une hypocycloïde oblique.
IV. Prenons, sur la circonférence circonscrite au quadrilatère ABCD, des points F, G, H, ... La propriété démontrée pour le point D subsiste pour ces divers points; donc ils décrivent des droites passant par le sommet A.
V. De plus, les cordes BF, FG, GD, ... enveloppent des hypocycloïdes obliques. Et si ces cordes sont égales, leurs enveloppes le sont.
VI. Système articulé. — 0 étant le centre de la circonférence circonscrite au quadrilatère ABCD, supposons que les rayons AO, CO, DO soient trois tiges, articulées en A, 0, C. Si la corde CD est une quatrième tige, le triangle COD sera invariable de
forme et de grandeur. Par suite, quand lanncau C décrira la droite fixe BS, passant en A, le sommet D décrira également une droite, passant aussi en A; et l'on aura transformé un mouvement rectiligne alternatif en un antre mouvement rectiligne alternatif.
CCIjVII. — Sar dos woninics de bl-carréM.
(Mai i886-/Mm 1887.)
II. Une autre identité, à peu près évidente
/ — a-»-6-4-c-4-rf\* /a-6-+-c-t-rf\* /a-+-6— c-4-f/\* /a-i-6-+-c— rf\*
2 / \ 2 = a' + 6* -»- c* -+- d*, donne celle-ci :
] (2) X' -+-?/* — z*-f-M^y fx^-hy^-^z^ — M^\2
au moyen de laquelle on peut résoudre le même problème. Exemple :
(*) Mémoire sur certaines técomposilinns en can-cs, p. GC. (**) On ne compte pas Tégalité insignifiante :
V. Autres identités
(X — y)\^ - ^) -^ (y — ^Yiy — ^) -^ {' — ^fiz — y) i
= (^:,^^,f^^J-y^--x-xyy-n '
X* -4- ?/* -1- Z* -4- (x -+- »/ -+- Zy = {x^ -^y'-^ Z- -+- t/Z -4- ZX -+- Xt/)" , -4-[(X-vz)(t/-4-x)]^-4-[(t/-4-x){z + y)]* + [(z-4-t/)(x-HZ)p. ^
(*) Pcut-cllc cire utilisée pour la démonstration du théorème empirique de Waring?
(**) II en résulte que Vêqualion
{x — y)'(x — 3) -4- (y — zy(y — x) -^ [Z - xj^{z - i/) = 0
représente la droite isogonale.
CCLi^IlI. — ^uclqiicai woiniuatlons (*).
(Juin 1887.)
IX. Lorsque c= 1, le second membre de l'égalilé (1) (**) se
réduit à
aljVia -t- 6 -4- /< -V- 1)
En outre,
Donc cette égalité (1) devient
'l" T{a -+- f/)r(6 -*- q) Y{ci -f- » + \)T{h + n -+- 1]
^oT{a H- 6 -f- 1 -+- fy)r(r/ -f- I) ((/;r(« -+- 6 -^ n h- l)r(n -4- 1)
Si, dans celle-ci, on supprime les facteurs communs, et qu'on développe complètement le premier membre, elle prend cette forme remarquable :
ah a{a -+- \)h(b -\- i) 1
(a -+- 6 -(- i)(a -+- 6 -+- 2)-- (a -f- 6 -+- 7j)r(/i -+- 1) X. Remarque. — Dans la série de Gauss :
Ir i.2 y(v-Hi) ^ ^
supposons :
(•) Suite delà A'o/eCCXXX VIF.
(**) Page 65.
(***) Sur quelques intégrales définies, p. 14.
Elle se change en ab
Ainsi, le premier membre de l'égaillé (o) est la somme des M -1- 1 premiers termes de la série (6).
XI. Ëiude d'une série. — Pour plus de siinplicilé, faisons abstraction du premier terme, et posons :
ab a{a h- l)b{b -h i)
D'après l'égalité (5) :
(a-+- l)(a-f-2)--(fl + n)(6-+- 1)(6 -+- 2) •■•(7> + /j)
Donc
(a -4- fc -H i)--- (a -h 6 -+- n)r(n -t- 1)
S„ (a -+- n)(/) -f- n) u„ ab
ou, ce qui est équivalent,
S„ = — i H -7 Wn-
ao
Ainsi, /a somme S„ s'exprime, forl simploneut, au moijen de u„. \ll. Suite. — On a
De là résulte que la série esl toujours convergente (*). En effet,
nh — /)
liinl (n -»- 1) n
= li
(■) Les constantes n, 6 sont supposées positives. (**) Traite élérupiitaire dr.i séries, p. 23.
Par suite,
//wi.S,, t= S = — 1 H lin)\{u -H n)(6 -H w)m„]. (12J)
ab -^
Pour évaluer celte liniile, nous nous servirons d'une proposition auxiliaire.
XIII. Théorème. — Soient quatre nombres a, b, a', b', têts que a H- b = a' H- b', et soit x une variable indéfiniment croissante.
On a
""'•t; ^^rr, ==^- ('5]
r(a' -Hx)r(6' -+-X)
Posons
r(tt -4- x)r(6 -t- x) ^^r(«' -f-x)r(6'-t- x)'
ou, ce qui revient au même :
Supposons que 6' soit le plus grand des quatre nombres donnés. Nous aurons b' — a = b — a' > 0.
D'après le théorème d'Eu I or, exprimé par l'équation B(/3, m) B(/), m ■+■ q)
XIV. Revenons à la formule (12). On a
la 4- n) 6 -+- n)tf„ = ; ; ; —
r(a + 6 -t- 1) r(a + n -f- 1)r(6 -H n -t- 1) ^ r(a)r{h) r(a-t- 6 -I- n -^ i)r(n+ I)' et
Donc, en vertu du théorème précédent,
puis
XV. Remarque. — Si a, b sont des nombres entiers, ou, si l'un des deux étant entier, l'autre est fractionnaire, la limite S est commensurable. Par exemple, pour a = b=\ :
ÏTs ^ÏT2X5.4 ^ 1.2.5x5.4.0 1.2.5.4X54.5.6
OU
(*) Loc. cif
( 107 ) De même, si a = 1 , /> = | :
8 8.H 8.11.14 et
XVI. Une équation aux di/férences. — A cause de
l'égalité (10) peui être écrite ainsi :
ab{l -+- S„) = (n H- 1)(a h- fc h- n -»- 1)m„+, •
Mais
t/„+, = S„+, — S„ = AS,, =- A(1 -H S„).
Donc, si l'on remplace 1 -i- S„ par Z„ :
abZ„={n -4- \]{a m- 6 + « -+- 1)AZ„, (16)
équation aux différences finies. En vertu de la formule (9), elle est vérifiée par
CClilX. — Nur le PoNtiilatuni de Bertrand.
(Juin 1886.)
II. Considérons le nonnbre entier
(n-+- \){n - 2)... yn
Soit p un nombre premier qui divise le dénominateur, et soit p" la plus grande puissance de p qui divise Q^{n).
Comme
cp(n)
'(i . 2 . 5 ... nf '
on a
ou
"In
pi \p/_[
D'après le Lemme, si 1 est le nombre de ceux, des quotients entiers
\p/ \p-i \pV qui sont impairs,
{') Note LXXXF, 5j a.
Voir Note CVII.
III. iixemplc, n = Mi. — Les valeurs de p sont 2, 3, 5, 7. 11, ir>. Pour p = '2, les (niolicnls impairs sont
^2/ \4' \.s/ \i(; Pour y; = 5, les quotients impairs sont
Pour p = 5, le seul quotient impair est
Pour p = 7, 11, 13, aucun quotient n'est impair.
Donc
E êtanl. un nombi'e entier, composé des facteurs premiers cuni pris entre 16 et 50.
En effet,
IV. Changeons de notation, et appelons a, [3, y, ..., tt les nombres premiers qui ne surpassent pas n (*).
Soit a lé nombre de ceux, des quolienls /— ], ^ , ..., qui sont impairs;
Soit b le nombre de ceux, des quotients (^j, [^}, ..., qui sont impairs;
Nous aurons, par ce qui précède,
E étant un nombre entier, composé des facteurs premiers compris
entre n -h 1 e/ 2n, s'il en existe.
V. Postulatum de Bertrand. — D'après M. Bertrand, enfre n et 2n, il y a, au moins, un nombre premier {*), Autrement dit, le nombre E surpasse I (**). Ce célèbre postulatum équivaut
donc à l'inégalité
cp:n) > a-pV'-.. sr''. (B)
VI. Remarque. — La IVote citée contient (p. 8) cette autre traduction du Postulatum :
Le nombre entier n, étant supposé compris entre 2* et 2*+' — i , soient [3, y, d, ..., tt les nombres premiers impairs, non supérieurs à n, Soient en outre :
1^, le nombre de ceux, des quotients (^), [ — ], •••» qui sont impairs ;
ig, le nombre de ceux, des quotients (^J> (Ir)» —,qai sont impairs ;
Si, entre n ■+ \ et 2n, // ij a des nombres premiers, on a
et rcciproquemcnt. De plus, le premier membre de cette inégalité
est la quotité de ces nombres premiers.
Soit, par exemple, 71 = 15; et, par conséquent, k= 3.
On a
(3 = 3, r = 5, 6=1, f=li, 77=13;
puis les quotients
(•) Voir les Notes LXXXI et CCXXV.
(**) Si II siir|)as.-o l, K surpasse //.
( Ml )
Tous ces quolienls sont /;a/r.s-, exccpt*' {l~). Donc
/, = 0, /î=l, /:, = 0, ..., puis
Effeclivement, entre 10 el 50, il y a quatre nombres premiers; savoir: 17, 19, 25, 29.
CCMjJL. — Théorème d'Arithmétique.
(Juillet 1886.)
Nous avons cité, fréquemment, la propriété suivante, énoncée dans le Cours d'Analyse (*) :
a, b étant deux nombres entiers, premiers entre eux :
= entier.
En voici une autre, du même genre, qui nous parait curieuse : n étant premier avec 6, on a :
= entier. (A)
1 . 12 . 5 ... n X 1 . 2 5 ... 7î — 2 Pour la démontrer, il sullil de vérifier la relation '"In — 4\ ln\ In — 2^
p I " \pi \ p
p étant un nombre premier (**).
1° Soit /j = 2. A cause de n = 2n'-i- 1, la relation (1) devient
lAn' — 2\ ^ /2«' -+- 1 \ /2n' — 2^ >
(*) Page 48.
(*•) En effet, de _
on conclut
\px) > \^,x] "*" \px]
ou _
2w' — I ^ n' -+- ;ï' — i ; ce qui est exact.
2° Soit /? = 3. On peut avoir 71 = 6n' ± 1.
Dans le premier cas, on trouve
et, dans le second,
3° Supposons p > 5.
Si f "~ ) est impair, on a (*)
2/î — 4\ ln — '2\
donc la relation (1) se réduit à
pi ^ \p
et celle-ci est évidente.
Si l ] est pair, posons
2n — 4 = 2ap -+- 26, ou
La même relation (1) devient
__ (ap + 6 -+- 2\
OU
P Or, celle équation est une conséquence des inégalités
(') Note ceux.
CCIjXI. — Sur le* Wonibrc» de Sc^ncr (*).
(Août 1886.)
XVIII. Relation vntrc les iSoinbrcs de Sccjner cl les Nombres de Catalan (**).
Le petit Mémoire iniitiilé: Sur un développement de l'intégrale elliptique, de première espèce (***), contient les égalités suivantes :
J^=(2»-irTU,-4^(2«-ô,'n.4.'^'j^(2«-5m-,-...,
On en conclut, évidemment, une équation du premier degré, entre les carrés des Nombres de Segner. Elle paraît devoir être fort compliquée.
XIX. Propriétés nouvelles ('). — 1° Soit i le nombre des termes impairs compris dans la suite :
selon que n est pair ou impair, T„ est ou n'est pas divisible par 2' C').
(*) Complément à la Noie CVII. (Congrès de Nancy.)
(**) M. l'Amiral de Jonquières m'a fait l'honneur de proposer cette dénomination, qui n'a point prévalu. Je l'emploie pour abréger.
(***) Académie de Belgique^ 10 octobre i885.
(") Les nombres entiers Pj, Pj, P., ..., que M. de Jonquières a bien voulu calculer, ont les valeurs suivantes :
C) Addition au paragraphe XVIF.
(") Cette proposition résulte de l'égalité
nT„+i= Ci„-i,u-\, (7)
2" Lorsque
/2n — 5\ n=ô^-H 1, T„ = ^7Il[— ^j-
Dans les cas contraires,
T„ = JR(2n-5).
On sait, el il est facile de prouver, que
C,„,,. = JlL(i)« — J).
Or,
Donc
(n^\)T„^,= jn{'2n-\),
ou
(,j_l)T„ = jn.("2n-5). (57)
Cela posé : si w ^ 5p . + 1, celte égalité se réduit à
f^T„ = jn{'2f.-\).
Et comme y. et '2y. — 1 sont premiers entre eux, on a
Soit n= ùu. Alors
combinée avec le Ihéorème suivant :
s ctunl le nombre des termes impairs compi-is dniis la suite
Cîn.n ^*' divisible par 2% et le quotieiit est impair (Mémoire sur eertaiues décompositions en carres, p. Gb). Ajoutons que :
1» Si n est impair et égal à 'i'-'n' •*• I , i — a est positif; 2» T„ est divisible par 2'"^. Enfin, d'après la relation (7) et une propriété démontrée : 5i m est premier avec 6,
C2«-i.n-î = J)]^ (n- — II).
( Hîi )
Mais, évidemiiKiil, 5fj. — I ci Gp. — 5 sonl prcinicis eiilrc eux;
donc
T„ == JÏV(6// - 5) = .m {'211 — ri).
Si )i =3u — 1, on trouve, avec la même facilité,
T„ = CPPi{(i^ _ 7) = JÎI (2rt - o).
3° Daîjs la suite T.,, Tji T„, T„_^,, ..., deux termes consécutifs ne sont pas composés des mêmes facteurs premiers.
Pour démontrer celte proposition, je m'appuierai sur le Lemme suivant, à peu prés évident :
Si deux fractions équivalentes ont leurs dénominateurs premiers entre eux :
1° Ces fractions se réduisent à un nombre entier;
2° Leurs numérateurs ne sont pas composés des mêmes facteurs premiers.
Ceci admis, prenons l'égalité (2) (*), mise sous la forme
Si n est premier avec 6, les dénominateurs sonl premiers entre eux; donc T, et T„_, , diffèrent par les facteurs premiers de n et de in — 6 (**).
Soit n = 2*5%', n' étant premier avec G. L'égalité (58) devient, si l'on suppose a et [3 différents de zéro :
et l'on retombe sur le premier cas.
(*) A'o/e CVII.
(■*) Soit, par exemple, h = 13, ou in — 6 = 4G. On a
conformément à renoncé.
XX. Groupes relatifs à un nombre premier. — Soit, comme ci-dessus (XVIL 5"), /> un nombre premier, supérieur à 5. On a vu que :
Si T„ est divisible par p, sans que T„_, /e soit, p divise 2n — 5. Les termes
tous divisibles par p, constituent ce que Ton peut appeler : le premier groupe relatif au nombre p.
Après 2w — S = p, on peut prendre
ou
De ces valeurs résultent une infinité d'autres groupes relatifs à p ; savoir :
Les Nombres de Segner, compris dans ces groupes, sont les seuls qui soient divisibles par p (*).
Cela posé :
Si T„ appartient au premier groupe, n est compris entre ^'-^ et p, inclusivement;
Si T„ appartient au deuxième groupe, n est compris entre ^^^ cl 2/), inclusivement ;
Si T„ appartient au troisième groupe, n est compris entre ^~^ et Zp, inclusivement;
(') On reconnaît aisément que :
i" Les groupes n'empiètent pas les uns sur les autres ;
2" T,,_, t, Tj^fi, Tîp^.i, ... ne sont pas divisibles par p.
Les valeurs de p sont ainsi délerminécs par les relations suivantes :
De plus, tous les nombres premiers , p, qui ij satisfont, divisent T„.
Soit, par exemple, n = 23, auquel cas :
et, par conséquent,
En effet, T23 appartient au premier groupe relatif à 23, 29, 31, 37, 41, e^ au deuxième groupe relatif à 13.
XXI. Postulatum. — Soit p un nombre premier, supérieur à n. S'il divise T„, on a
M<p^2« — 5; car les relations
sont impossibles.
On est donc conduit à la proposition suivante qui ne diffère pas, au fond, du célèbre postulatum de ^]. Bertrand (*) :
Entre un nombre entier, supérieur à 5, et son double diminué de 5, il y a, au moins, un nombre premier {**).
(*) Voir la Note CCUX.
(") Très probablement, lu démonstration rigoui-euse doit être fort simple; mais, jusqu'à présent, je n'ai pu la trouver.
CCJLXII. — I.cUrc à IH. De Tillj.
Clier Cl savant Confrère, Savez-vous, en effet, intégrer
— =Ax"', (1)
m étant quelconque? S'il en est ainsi, la théorie des équations linéaires vous doit un progrès considérable, cl je me reproche de n'avoir pas étudié votre mélhode. Rappelez-vous que Liouville a cité, avec éloges, le procédé au moyen duquel Kummer intégrait, péniblement, l'équation
Quant à l'équation
dx"
xy, (5)
encore plus simple que la précédente, voici ce que je trouve dans mes notes de mai 1884, et que j'ai donné à mes élèves, m illo tempère.
Soit G, une racine primitive de 0'" — 1=0. Une intégrale particulière est (sauf erreur) :
/oc Q.m I m—t \
e~i;:\e''' -t- e^-^''" -4- ■■. -t- e*^' ']da.
Ainsi, l'intégrale générale est une somme de m — 1 intégrales définies, respcctivemenl muliipliées par des constantes. Avezvous la valeur de y, au moins dans certains cas, sous forme finie? Alors, voilà une vraie fabrique d'intégrales!
Soit m == 2. Par ma (?) méthode,
e^ •" {e^^ ^ c-^)da. (5)
( lli' )
Mais il est cvidenl (ei flrc7a'-eonini) ([ue :
On doit donc avoir
e~*(e«' -4- e--'']da = ke^ . (7)
Pour déterminer la constante h, je suppose a; = 0 :
/,oo a^
e ^ rfa = 1/2t.
En conséquence :
formule probablement connue (*).
Revenant à l'équation (2), je irouvo, comme intégrale particulière (toujours sauf erreur de calcul) :
udue~^^ l e~^MT(e^--f-e^.^--+-...-+-e «''"') (/a; i (9)
6, étant une racine primitive de 6'"+* — 1=0.
Je désire, mon cher Confrère, que celte lettre soit de nature à vous intéresser. Puissiez-vous en tirer quelque chose!
Salut affectueux.
Spa, 5 juillet 1 886.
(*) Bien entendu, je n'ai pas, ici, les Tables de Bicrciis
CCXXIII. — Sur l*cquation tr ^ x' -H y' -+- z
(Mai 1885.)
I. Une solution. — Si p désigne un nombre premier, de la forme 4-u -+- 1, on peut prendre y"^ -*- z'^ = p (*). De plus, la condition (u h- a) (it — x) = p donne
w-+-x = p, n ^- X =^ \\ puis
u = 'ifjt. -^ \ , X = îLfjL.
Soit, comme application, ;; = 75 = 64 + 9, auquel cas a = 18. La proposée est vérifiée par
II. Autre solution. — D'après les formules du Mémoire sur certaines décompositions en carrés (***), on satisfait, à l'équation
U' :^ X- + îf -4- z*, {{)
par les valeurs suivantes :
x = 2ar, y = '2pr, z = — i-' -t- «- -+- 3% u = r' -+-«"-+- ;S^ (2) a, [3, y étant des nombres entiers quelconques. En effet, la relation
(a' + ^* -+- ry- = 4a V -t- 4pV' -+- (v' — a' — ^')' (3)
est identique.
(*) D'aprè.s le beau théorème de Lagrangc : tout nombre premier, de la forme A\j. ■*- 1, est la somntc de deux carres.
(**) Comme il arrive souvent en Analyse indéterminée, ce procédé simple, qui donne une ififtnitc de sohilions, ne donne pas loufe.^ les soluliotis : par exemple celle-ci :
^***) Pages 10 et suivantes. Ces formules s'appliquent à l'équation générale
III. Remarque. — Pourvu que a, [3, y soient différents de zéro, et cjue l'on n'ait pas y°^ = ar ■+- [3"^, le nombre u-, somme de trois carrés, sera le carré d'une somme de trois carrés (*).
IV. Généralités. — 1" On suppose les nombres x,y,z,u premiers entre eux (**); alors, évidemment, x, y, z sont premiers entre eux; x, y, u sont premiers entre eux; etc.
2° La somme algébrique de trois nombres impairs est impaire; donc // est impossible qu'un seul des quatre nombres x, y, z, u soit pair.
5° Si y et z sont pairs, u et x sont impairs.
k° Supposons y et z, impairs. Alors
. y^ -+- z* = M- — x' = JK (4) H- 2.
Des facteurs u-i- x,u — x, l'un est simplement pair, et l'autre, impair; doni- «/ et a- ne sauraient être entiers. Conséquemment : des trois nombres x, y, z, un seul est impair.
S° Relativement au diviseur 5, on établit, avec la même facilité, les propriélés suivantes :
Un, au moins, des nombres x, y, z, u est divisible par 3; si u est divisible par 5, aucun des nombres x, y, z n'est divisible par 3.
V. Autre solution. — A cause de
si l'on suppose y et z premiers entre eux, on a, par un théorème connu :
w -1- X = a' -4- 6-, M — X = c* -+- rf"; puis
u = 5 [ir -+- b- -t- c' -H f/"), X = f (a* -*- 6* — c' — rf-),
y ^= flc ± 6f/, z = ad ^ br;
(*) Dans le Mémoire cité, j'ai démontré ce théorème : Si u est U7ie so7nme de /rois carrés, u" est une somme de (rois carres.
(**) Afin de n'avoir à considérer que les solutions primitives.
ou, ce qui revient au même :
M = a- -+- 6* -+- c' -+- cP, X ^= a* -»- 6* — c* — tl^, ) ?/ = 2(ac±6rf), z=2{acl^bc). ^
De ces valeurs résulte ridenlilé connue :
{a'-^-b''+c^-i-dy={a + b'—c'—dy-^'t{ac±bdf-^i(a(l^bcY fj; (S) d'où nous aurions pu partir.
VI. Remarques. — On a vu (IV, 4°) que : des trois nombres X, y, z, un seul est impair. Conséquemment, dans l'application des formules (4), on devra prendre a, b, c, d de manière que a^ -h b^ — c^ — d^ soit impair. En d'autres termes : parmi les indéterminées a, b, c, d, une seule doit être paire, ou une seule doit être impaire.
2° Si l'on admettait que, des tt^ois nombres x, y, z, deux, au moins, sont premiers entre eux, les formules (4) donneraient, je pense, toutes les solutions de l'équation (1).
CCLX.1V. — nouvelles propriétés des fouctious X„ {"). (Janvier 1887.) I. Première propriété. —Soit
o 5 'ip -h l
ou, par une sommation facile,
K- r\\-'J^xydx. (2)
(*) Kllc comprend, comme cas particulier, ridonlitc (5). (") Addition à la seconde .\olc sur les fonctions X„ ( /académie de Behjiqnv, aoùH88G).
( «23 ) Si l'on fait ac = sin 9, on trouve
kp^= I *cos''2cp.cos(pf/cp. (3)
Celle intégrale csl celle qui entre dans la formule (V) (*). Donc
r x^[\„ -+- X„_2 •+- '■•)dx = A„ (A)
ou
rx''[\ -t- X,,^, 4- .■•)dx = y * V' - 2x')"^/x (A')
II. Detixième propriété. — L'intégration par parties, effectuée sur I égalité (2), donne aisément
{'■ip + i)A„ - 2pA,_, = (— \r- (4)
Par conséquent :
III. Troisième propriété. — Si, dans l'équation (4), on change p en p — \, p — 2, .,., 1, on trouve, par addition :
selon que p est pair ou impair (**). Par suite,
/^'[(2p + \)x''{X„ H- X,_, -+- ...) - x'-lXp^, -4- X,_3 -*- •••) /
— x''-\Xp_i H- Xp_i H ) Xo'^dx = îoi ou zéro ("*). )
IV. Application. — Soit p = 4-. On doit trouver
/" [9x*(Xi -+- X., -+- Xo) — 8x'(X3 -t- X,)]</x = 1.
(*) Seconde Note sur (es fonctions X», p. S).
('*) A cause de A^ = 1.
(*'*) On arrive au même résultat en faisant varier p dans la relation (B).
Or:
Xo=l, X, = x, Xj = i(3x*— 1), X, = i{nx' — ôx),
Donc
/ ' -{ùbx^ — i Sx'- -h 7x*j — 4(5x'^ — x*) L/x = 1 ,
ou
ce qui est exact.
V. Suite. — La relation (5) équivaut à
f/x[(2p-+- l)(l — Sx-)"— (1 — Sx')"-' (i_2x-) — 1]=- .
Dans la parenthèse, la partie négative égale
(1 — 2xy— I ~ (1 _ <2x') — I ■
Si donc la différentielle est représentée par F(x)rfx, on a
F(x) = c^p -^ 01^ - ^^•^?-^' - 2(P + <)(i - -ix^r -^- i g^
— 2x- La fraction est la dérivée de
2x Par conséquent :
/'^(2p-^l)(1— 2x-)''"^'-2(«+l)(l-2x-)''-+-J , (1— 2x-)''+'-l / ^ dx= , (D)
/ L£ '1 ' JL '1 J ^/x=(— 1)H-<_|. (E)
(*) Premier Mémoire sur le.t fondions \„, p. 10.
VI. Autres inléijrales. — Faisons, conunc prcccdcmmcnl, X = sin (p.
Nous aurons :
/î'(2»-+-1)cos''+*2(p— 2(p-+-i)cos"2cp-4-l cosP+'2(p-1 — ^, — costprfcp = — , ( I) ) sin (p sintp
/'v (2p+ 1 IcosP-^-'Scp -2(w-h1 )cos''2(p-+-l sin>
Addition. — {Juillet 1887.)
VII. Remarques. — 1" Le second membre de (E') ne change pas, quand on y remplace p par p ■+• 2. Conséquemmenl
/î(2»-+-5)cos'2(p-(2p4-6)cos^2çp -(2p4-1 )cos2(p+2/)-»-2 -^- —., eos''2(p.cos(prfq3=0.
sm cp ^ ^
Le numérateur est divisible par
4 — cos2(p = 2 sin'"' (p.
Donc, sous une forme plus simple :
/ ^ [2p -+-2-4- cos2(p — (2p -4- 5)cos'2(p]cos''2(p.coscpc/9 = 0. (F)
2" Cette égalité est une conséquence des formules (5) et (4). On peut récrire ainsi :
/*' [1 _ {Ap -4- 9) x' -H {ip -H 10) x'] (1 — ^xydx = 0. (G)
VIII. Autres intégrales. — 1° Soit
r^\—{!yp -+- 9)x* -t- (4/) -4- 10)x*J(l — 2xYrfx = /-(x). (7)
Le polynôme f(x) a une valeur fort simple. En effet, la quantité entre parenthèses ne diffère pas de
Donc
/•'(x) = (1 — 2xy+'(1 — 3x') — 4(p -4- 1)(l — 2xy(x* — X*);
puis
2° La fqrmule (4) équivaut à
r [\ — 2xy-'[l — 2(2p -4- 1)x*]rfx = (— \Y.
3° On a, plus généralement,
r (1 _ 2xy-*[l — 2(2p -+- ■l)x']a'x = (1 — 2x-)''x. (K)
IX. Relation coinbinatoire. — Dans f'{x), le coefficient de x^ est
^pA- 2)'- i^P + 9)Cp.*-.(- 2/-' + (4p H- •10)C„._,(- 2rS
ou
- (- 2)*-'|2C,,, H- {Ap ^ 9)C„,,_, + (2/) -+- 5)C,.;_4 Dans f{x), le coefficient de x*'"^' est
Par conséquent,
Soient, par exemple, p = 5, /c = o. On doit trouver
XIII. Théorème
rfX„ dX
1 r' dx
dx
— dx.
XI V''. Théorème, [h -*- 1)Xo -v- nXi -+- ••• -+- X„
dX„
dx
/^ dx dx _.. _ V\—x
XV. Théorème. — 5? les 2p+l inconnues a, [3, y, font, de toutes les manières possibles, à la condition
on a
(/xP
(X) ), satis-
(*) Pour abréger, nous supprimons les démonstrations de ce théorème et des théorèmes suivants. Elles sont développées dans les deux Mémoires intitulés : Nouvelles propriétés des fonctions X„.
(**) Enonce, en 1884, par M. Lucien Eévy.
XVI. Théorème. X„=— / sin''cp(xsin(p-4-l/ — lcos<p)''(/o. (B')
BD.CD=BG.GH
(*) A roccasion d'une Note de M. Weill.
Il ^^iifïil de vérifier que les triangles BDG, CHD sont semblables. Or, à cause des parallèles BG, CH :
DBG = DCH,
D'un autre côté, les angles BDO, BGO étant droits, la circonférence, dâcrite sur OB comme diamètre, passe en D, G. Donc
BDG = BOG=i(A -+- B).
Pour une raison semblable,
CHD = COD =. 1'' — i C = BDG (*).
II. Soient \{, T les points où les droites GD, DH rencontrent, respectivement, CO, BO. La circonférence décrite sur CG, comme diamètre, contient les points H, R ; et la circonférence décrite sur BH, comme diamètre, contient les points G, T.
On vieiil de voir que
BDG = 1''— K.
Donc
R|)(:= ï"—iC;
ainsi l'angle R est droit; etc.
III. Soient BGDK, CIIDL les parallélogrammes déterminés, l'un par BD, DG ; l'autre par CD, DU : les points B, K, C, L appartiennent à vne même circonférence.
En effet, l'égalité (1) revient à
BD.CD=-DK.DL
IV. Ronarrjne. — E étant le point de contact do AC avec le cercle inscrit, cl F la projection de C sur BO ; r hexagone CDHOFE
(■) La (iéinonstratioli est encore plus courte au moyen des formules ti'igonométri(]ues.
est inscrit an rcrvie <lkrU sur CO comme diamètre. Dans celle figure, CD = CK, 1)11 esi perpendiculaire à FO, EF est perpendiculaire à 011; ele.
V. Valeurs de G 11, Gl), 11 D
1° Prolongeons BG jusqu'à sa renconlre, en M, avec le prolongement de AC. Il est clair que CM = c — 6, cl que
GH =(c — /j)cos^A.
2" L'angle HGD, complément de GOC, égale
De même,
GHD= {C.
Par suite,
GD = (o — (>)siniC, IID = (c — 6)sin i B.
VI. Si ron construit les parallélogrammes DGMP, DllNQ : 1" P est sur la bissectrice de C; 2° Q est sur la bissectrice de B ; 5° les points P, L, D, Q, K sont en ligne droite.
1° On vient de voir que
GD = (c— 6)siniC;
donc
MP = (c— 6)siniC = MCsiniC.
Celle expression représente la distance du point M à la bissectrice de C ; donc CP esl celte bissectrice.
2" Pour la même raison, le point J\, situé sur AB, a pour projection, sur OB, le sommet Q.
3" Les points P, Q appartiennent à la droite KDL. Etc.
VIL Le centre 0, du cercle inscrit, et le centre I, de la circonférence BKCL, sont également distants du côté BC.
Soit KU perpendiculaire à BK, et renconlranl, en U, le pro-
longemcnt du côlé AC. A cause des angles droits, en K el en C, BU est un diamètre de la circonférence BKCL. Soit V rintersection de KU avec BC. On a
M GD (c-b),\niC
BV = = = =c — 6 = BN,
sinKBV cosBDG cos(l'' — K^)
Ainsi la droite NQ, prolongée, passe en V.
L'angle CVU, complément de KCV, égale ^C.
De plus,
CV = 2CD = 2(/> — c).
Donc
T étant l'aire du triangle ABC. Et comme OD = -, nous avons,
finalement,
CU=20D
ce qui équivaut à la proposition énoncée.
VIII. Remarque. — Jetant le centre de la circonférence BKCLU, et X étant le milieu du côté BC, le quadrilatère DOXI es! un parallélogramme ; et XGI est une ligne droite.
CCIiXVI. — Applicutioii d'uiiv: formule conililnatoire.
(Septembre 188G.)
I. Cette formule, que nous avons démontrée précédemment (*), est
En supposant /) constant, nous représenterons le premier membre par A,,^., ; de sorte que
II. Soient
^(1-HX)=X---^---^--^.., (O)
(1 H- xy'= 1 -4- C„,ix -H C,,,,a;-^ -4- ••• -t- x''; (4)
p étant supposé entier, positil".
Dans le produit des seconds membres, il y a une partie irréquUère, polynôme du degré p, que nous pouvons appeler P,,. Quant à la partie régulière, série commençant par un terme en ac''^', représentons-la, pour un instant, par
Il est clair que :
B,+. = (-ir{-i--i(:,,,H-—J— (:,,,-•••],
B,+. = (- ly^'r— ^, — ^^/'+«' ■+- - ^>+'.-^ - •• h
Lp -+- i> p -4- i /; J
(*) Tome II, page 305.
ou, d'après la formule (2)
iP -^ 2)C,^.,
Donc
P,, = SP-' -+--2''-* -+--2''-' -+-••• H
n-Vp
Par conséquent,
p-f-1 ;)-4-2p-Hl p-t-5 (/j-»-2)(/)-+-l) /;
ou
^-^i(^r-^(ir-%(îr
V. Dcicloppenicuts de ^2. — La dernière formule en donne une inlinilé. Par exemple, si /j = 3 :
La série est, évidemment, beaucoup plus convertrente que
D'ailleurs, si Ton effectue, on trouve, pour l'ensemble des quatre premiers termes, 0,69575. Par conséquent,
ou
En effet,
VL Remarque. — La formule (9) donne, en fonction de .f 2, la somme de la série
C'est un résultat auijuel on pouvait ne pas s'attendre, en considérant celui-ei :
p -+- 2 (p + 2)(p H- 5) (p -t- 2)(p -t- 5)(p -t- 4) (*) Cours cV Analyse, p. 50.
VII. ine limite. — Divisons, par (1 -i- x/, les deux membres de régalité (6), puis faisons croître indéfiniment p. Nous trouvons
ou
L(l -4- Xf]
lim
et, si x= 1
lim I ^ ■■yp
VIII. Suite. — De l'égalité (5) on déduit, en prenant les dérivées des deux membres,
liW \ "=" X"
7^(lH-xrM^(lH-x)==-(l-4-a-)"-'-4- -^'+2 (-ir" — ; (12)
et, si 0;= I :
en supposant
\dx
^p-*p ^ 2 = - 2"-' + (^ ) -^ Sp ;
p -t- 1 p{p -f- 1) pip -4- \){p ■+- 2) L'égalité (9) revient à celle-ci :
2''-'p4^2-/)(Pp .U. = Sp.
Donc, par soustraction.
CCL.XV1I. — Tliéorcines d'Arltlimètique
{Septembre 188C.)
I. Soit un nombre N, divisible par un nombre premier p. La somme des diviseurs de N, qui donnent des quotienls indépendants de p, égale p — 1 fois la somme des diviseurs qui dorment des quotients contenant p, augmentée de la somme des diviseurs indépendants de p (*).
H. a, b, c étant des nombres entiers, on a
a(y -+- 1) ••• (« -+- c) =fc b{b -«- 1) ■•• (6 -+- c) = JK ( I . '2 .3 ... (c -+- l)(a -+- 6 + c)] (*•).
En effet : 1° le polynôme
x{x -+- I) ••• (.T -+- f) rb j/(î/ -+- 1) ••• (/y -i- c),
s'annule quand on y remplace x par — (// -h c) ;
2° Chacune des parties du premier membre est, comme on sait, divisible par 1 .2 .5 ... (c ■+- 1); ainsi
(a -+- 6 -+- c)cp(a, 6) ^ — ' 11^ J = entier;
puis, tj^ia^ b) désignant un nombre entier :
a[a -+- I) ... (a -+- c) ± 6(6 -+- 1) ■•■ (6 + c) = (a -♦- 6 -\r c)cp(o, 6) (***). m. Remarque. — 5/ a + b -4- c esf premier,
cp(a,6) = .m[l.2 ô... (c-4- d)].
(*) Presque évident
(**) Le signe -t-, si c est pair.
(***) Cette propriété généralise celle-ci :
que Ton trouve dans ma Démonstration du thcorème de Staudt (Note LXXVl),
CCIiXVIII. — Deux intégrales déflnies.
{31ars 1887).
I. Dans la Note sur une formule de M. Botesu, on iroiive
1 — X Ji^X 1 -+- X
F(x") représenlant
dx = 0,
Si Ton fait n = 1, 5, 5, ... et que Ton ajoute, ou a (loue 1 F(x)-+-F(V') + --- X
rfx = 0.
Mais
Conséquemmcnt, la relation ci-dessus se réduit à
/^« dx 1 \—x'
Celle-ci est la première des formules annoncées.
II. Pour en conclure la seconde, j'observe qu'un calcul fort simple donne
dx
/•' xdx ^ \
Donc, par addition :
dx
/' (Ix \ — X
(*) liccliercfici^ sur (]urlq>icx /irixhiifs iudvfinis, p. (>ÎS ; Sur nu /nhleatt mimérique.. , etc.
CCIiXIX. — Hnr le (liéorèmc de ^l^ilmon.
À OUI
I. Lo Ihéorème de Wilson {*) pcul s'énoncer ainsi : Le nombre entier 2n -i- 1 est premier ou eomposé, selon que le produit 1.2.0 .. 2n, aurjmenté de l'unité, est ou n'est pas multiple de 2n + 1. On y pcul joindre les remarques suivantes (**) :
1° 5/ 2n -f- 1 est composé, mais non égal au carré d'un nombre
premier,
\.J..-5...n = DrL{'2H-^i); (1)
"2° Si 2n H- 1 est le carré d'un nombre premier,
{\.^2.ô...nf = ,ni{^n H-1); (2)
ô" Si ^n -1- 1 est composé,
n= 0R[(l.2.3...«)^]=.OTL(2n-+- Ij
II. Autres remarques. — 1° Soit un nombre entier N, non divisible par 2, 5, 5, ..., p. Soit q le quotient entier de ^ par p. Si
' [(p+l)(p-^2)...7]^=jn.(N), (4)
le nombre N est composé.
L'égalité (2) subsiste si, dans le premier membre, on supprime les facteurs 2, 3, .../), non diviseurs de 2n -+ 1. D'ailleurs, si l'on pose N = 2n -i- 1, on a f/ < n.
2° Daîts le produit
on peut supprimer les facteurs non divisibles par 2, par 3, ..., ou par p.
m. Application. — On veut savoir si le nombre 221, non divisible par 2, 3, o, 7, 11, est premier ou compose. L'égalité (4) est
ou, plus simplement,
Or, 13 divise 221 (*); donc, etc.
IV. Théorème. — La somme
n'est pas un nombre entier.
(*) Ce calcul ne ditVère pas de celui que Ton trouve dans tous les Traités d'Arilhmélique.
Il y ;i (Ictix cas :'i distiiii^Micr, selon (jiic ii es( premier ou composé :
1" n premier. Posons
A 1 wA -+- IJ
B n 7iB
la fraction g étant supposée irréductible.
Tous les facteurs jjremiers de W sont inférieurs à n; donc B est premier avec n; donc, d'après une propriété connue (*), S est une fraction irréductible.
2" n composé. Soit p le plus grand nombre premier compris dans la suite 2, 3, 4, ... n. D'après le Poslulatum de M. Bertrand, p surpasse ^ ; donc, p ne divise aucun des nombres p -+• \, ... n.
Cela étant, soit
Le dénominateur B est composé de facteurs premiers avec p; donc il est premier avec p; etc.
V. Théorème (**). — Si 2n -i- \ est premier
c2„,„±i = aîL(2«+ I) ri' (S)
On a
A cause de
2n = :2n-+-1 — 1, 2w — 1=:2/n-1 — 2,... n-*-l=2n-t-1 — u, le numérateur a la forme
TTL(2n-+- 1)-t-(— 1)" 1.2.3. ../«.
(*) Si deux fractions irrcduclibles , -, —, ont leurs dénominateurs premiers
entre eux, la fraction — est irréductible.
(**) Connu.
(***) On doit prendre le signe -4-, si n est impair.
Donc
. ,ni(2n-4-i)
Le premier membre est uii nombre enlicr; donc le numérateur de la fraction est divisible par le dénominateur. Et comme les facteurs % 3, ... n sont premiers avec 2n -}- 1, celle fraction est réductible à la forme JR (2« -+- i).
€€IjXX. — Conséquences d'une division algélirique.
(Août 1887.)
I. Soit à déterminer le quotient entier de jc'" par (x — 1)'', el le reste de la division ; de manière que
Si Ton fait x = 1 -4- z, on a
et, par conséquent :
ou bien :
q==.(j:— i)"'--''+(:.,.,,(x-ir-"-'H-(:„,.,(x— 1)'"-" ^^-.. .-+-(:,„.„. (^2) R^(;,.,,_,(x- 1)" ' + (:„„„_, (x— 1}"-^+ ... -,. 1. (3)
II. En opérant autrement, on peut développer Q suivant les puissances de x. En effet,
donc
ill. Identités. — D'nprùs los formules (2), (4), on a, identiquement.
(a: _ I)"-;' .+. (;„, ,(j- - \ )•'-/'- ' ^ (;„ ,(x - 1)"'-"-* -+-•••-+- C,„,„ ) el, en particulier
IV. Autres identités. — Après avoir mis (A) sous la forme
abrégée :
prenons les dérivées d'ordre r, et divisons par l.!2.o,..r. En observant que les termes de degré inférieur à r ont des dérivées nulles, nous avons
OU, par un changement de notation,
(*) Le nombre des termes, dans chacun des deux membres, est 7n — p -h [.
(**) Celte relation est due à M. Genocchi. Voir la Note CXC.
8i, dans cette relation général^, on suppose r = 0, puis x= 1, on en déduit :
Soient, par exemple,
On doit trouver :
ou
20 + 2. 10-t- D.4-+- 4 = dG; et ces résultats sont exacts.
m 1.2.5...HJ— p-Hf
'-'ni.p-rj • ^m-p\q,q-a.-
UOMC
Observons maintenant (|iie, par hi formule (C) :
Conséquemmeni,
puis
ou
Telle est l'expression demandée (*).
VI. Remarques. — 1° La comparaison des valeurs (3), (9) donne ridentité :
et, en particulier :
2" Si V exposant m est premier, tous les termes de R, sauf Co,-i,ni-p> sojîl divisibles par m.
3° Afin d'avoir un énoncé plus simple, remplaçons x"' par a:" — 1. L'égalité (1) devient
x"— l = (x — 1)pQ-4-R', (10)
en supposant
C) Je l'ai trouvée en appliquant la formule de Poisson (Noie LXVIII).
( 146 ) On sait que, m év.\nl premier,
Conséquemment :
Si l'exposant n\ est premier, le reste 11', de la diiisio7i de x'" — I par (x — \y, a tous ses termes divisibles par m (**).
VI. Division arithméti(jue. — Dans régalité (10), remplaçons X par un nombre entier a, tel que, à partir de a = a, on ait constamment
Q > R', ou
(j—1 )"-[€„,„., (x—ir-'-i-C.„,,_,(x—I)"-*-^-H-C.,.,,(x-1)]>0; ou, après suppression du facteur x — 1 = z :
z>'-* - rc„,,_,z"-^ -H c„,,„_,2''--' -+- ... -+- c.,,] > 0. (Il)
II est clair que les valeurs de Q et de K, répondant à x = a, seront le quotient et le reste obtenus en divisant le nombre entier a™ — 1 par le nombre entier (a — \y. En conséquence :
Si a est un nombre entier suffisamment cjrand, et que m soit premier, le reste r, de la division de a™ — 1 par (a — 1)'', est divisible par m.
VII. Remarque. — Soit / la racine positive (unique) de
On a _
(*) Noie LXXX. CeUc propriété résulte, d'ailleurs, de l'identité (H). (*') Cette division se ramène, évidemment, à celle de
Donc, si R" est le nouveau reste,
li' = (x~ 1)R".
VIII. Applications. — Prenons wj = 7,;> = 2, ô, 4, a. L'équalii)ii (12) est, dans ces différents cas :
z-7=0, z- — '■2\ z — 7 =-- 0, x;' — 002-— 21;: — 7=0, z* — 55z' — 55z"' — 2 Ir — 7= 0.
Les Hmiles supérieures correspondantes sont :
Donc
Ainsi, les restes des divisions suivantes ;
yî ' 22' ' 36* ' û6« '
doivent être des multiples de 7.
ce qui devait être, à cause de Téquation z — 7 = 0.
2° Si, dans la fraction ^;E^i, on fait a = 10, elle devient
9 999 999 \ III \\\ 9^ ^ 9 ■ il est clair que r = 7.
Le numérateur est
= I9506I 897; donc
On trouve
7=40302, r = 2I7 = JR(7).
( us )
4" Dans la deuxième fraction , je remplace 25 par 30 , 22 par 29 :
50' — 1 21869 999999 7oil57 93l CI 6
Or,
Etc.
IX. Généralisalion. — Posons
de manière que ^(x) et '^(x) soient le quotient et le reste de F(x) divisé par f{x) (*). Ordinairement, si l'on remplace x par un nombre entier a, la division de F(a) par f{a) ne donne pas ç(a) pour quotient, et '|(a) pour reste. En effet, dans cette opération, le reste est inférieur au diviseur. Ainsi, nous devons avoir
Ce n'est pas tout. Afin que ^i^{a) puisse représenter le reste, pour une infinité de valeurs de a, nous admettrons que le coefficient du pronier ternie de '|(x) est positif (**).
Ces conventions étant admises, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Soit a un nombre entier, supérieur aux racines des équations
Si l'on divise F(a) par f(a), le quotient entier sera (p;^a), et le reste, ^(a) (***).
(*) On suppose, bien entendu, que F(x) et f(x) sont c/c.v polynômes entiers, à coefficients entiers.
(") La même hypothèse est étendue aux coctlicicnls des termes initiaux de F(x) et de f{x).
(*") Je pense que celle proposition, presque évidente, est nouvelle.
( liî) )
XI. Autre exemple
F(x) = x'" — 1, /'(x) = x''— 1; puis
cp(x) = x'" '' -4- x'" •'' -4- ••• -+- x'"', (j/(x) = x"*' — - 1 ;
m' désignant le reste de la division de m par p.
Il est clair que a = 2. Ainsi, en particulier : Si l'on divise 3" — 1 par 5* — 1 , le quotient est 5^ h- 5"', e/ /e res/e, 3^ — 1 .
CCIiXXI. — Sur an théorème de 11. Mannlielm (*). (Juillet 1887.)
I. Lemme I, — Soient deux quadrilatères inscriptihles ABCD, ABEF ayant un côté commun AB, et dont les diarjonales coïncident (en direction) : les derniers côtés CD, EF sont parallèles.
Il suffît de démontrer que les angles AEF, ACD sont égaux. Or, si l'on trace les circonférences ABEF, ABCD, on a
AEF = ABF = ABD, ACD = ABD.
II. Lemme II. — Soient deux quadrilatères inscriptihles ABCD, ABGII ayant un côté commun AB, et dont les côtés AD, AH, BC, BG coïncident deux à deux (en direction) : les derniers côtés CD, GH, sont parallèles.
En effet, chacun des angles BCD, BGH est le supplément de BAD.
III. Lemme III. — Soient deux quadrilatères inscriptihles ABEF, ABGII ayaiit un côté commun AB , et tels, que les
(*) Journal de Mathématiques clément aires; Question 254. La prcsonte Note a j)Our objet la généralisation de ce joli théorème.
( i;ii )
côtés A F, IWi (le l'un, coïncident (en direction) avec les diagonales AG, BII de l'autre : les derniers côtés EF, GK sont parallèles.
Même démonstration.
IV. Lemme IV (Réciproque du Lcnimc I). — Soient deux quadrilatères ABCD, ABFF ayant un côté connnu)i AB, dont les diarjonales coïncident (en direction), et dont les derniers côtés CD, EF sont parallèles : ces quadrilatères sont, simultanément, inscriptibles ou non inscriptibles.
Si ABCD est inscriptiblo, les angles DCA, DBA sont égaux. Mais, à cause des parallèles, DCA = FEA. Donc DBE = FEA, et le quadrilatère AFEB est inscriptible.
V. Lemme V {Réciproque du Lemme II). — Soient deux ciuadrilatères ABCD, ABGII aiianl un côté commun AB, dont les côtés AD, AU, BC, BG coïncident deux à deux (en direction), et dont les derniers côtés CD, G II sont parallèles : ces quadrilatères sont, simultanément, inscriptibles ou non inscriptibles.
En effet, les angles correspondants BCD, BGH, sont égaux.
VI. Théorème I. — Soient deux quadrilatères inscriptibles ABCD, ABEF at/ant un côté commun AB, et dont les diagonales coïncident (en direction). 5?" Von prolonge les côtés BE, AF Jusqu'à ce qu'ils rencontrent, en H, G, les côtés AD, BC ; la droite GH sera parallèle à CD, EF et le quadrilatère ABGH sera inscriptible (*).
Si HG n'est point parallèle à EF, soit HG' celte parallèle (**) : ABGH est inscriptible. Menons AG', qui rencontre en F' la droite EF : BEF'A sera inscriptible. Mais, par hypothèse, BEFA est inscriptible; donc F' coïncide avec F.
VIL Remarque. — Dans l' hexagone DFECGH ; 1° les côtés DF, GC, et la diagonale IIE, concourent en B; 2" les côtés CE,
(') Le tliéorème de M. Mannheiin est un cas particulier de celui-ci. (**) Non tracée sur la figure.
HD, et kl diagonale GF, concourent en A ; 5" les côtés EF, GH sont parallèles à la diarjonale VA).
Ce résultai est (raccord avec le ihéorème. connu (*).
VIII. TiiKORi-iME II. — Lu quadrilatère inscriplible , AI3CD, étant donné, on en déduit deiix autres, ABEF, ABGII, tels que ADH, AEC, BCG, AFG, BFD, BEH soient six lignes droites. Cela posé :
\° Si l'un de ceux-ci est inscriplible, l'autre l'est aussi, et les côtés CD, EF, GH so7it parallèles;
2" Si l'un des côtés EF, GH est parallèle à CD, l'autre l'est aussi, et ABEF, ABGH sont inscriptibles.
Addition. — (Septembre 1887.)
IX. Théorème III. — w, w', w" étant trois circonférences décrites sur une corde commune AB; on trace, sucessivement, les
doubles cordes BCCJ, CEA, BEH, HDA, G FA, lesquelles doter-
(*) Tome II, page ^51. Ce tlicorcme est fort ;incien ; car on le trouve dans les Collections malhcmatiqucs, de Pappus. Voir, pir exemple, les l'ropriclex projcdives, de Poiicelet, t. I, pp. S(), S7 (seconde édition).
minciil les sontticts (], (î, li. II, D, V (Viin hexwjone. Cela posé : 1 " Le dernier sommet, F, est situé sur la double corde liD ; !2° les rôles GII, \iV sont parallèles à la diu()onale CD (*).
X. Ueniarfjne. — Si les diarjonales CD, EU, FG se coupent en un même point, Vhexacjonc, appartenant à trois circonférences, est circonscrit à une conique (**).
CC1.X.XII. — ^Biiir iiii (liéorcinc d'AlicI {***).
(Lettre à M. de Saint-(iermain.)
« Hier, 1" mai, voire aimable lellre m'est parvenue : agréez-en » tons mes remcrcienicnls.
» La veille, j'avais reçu la Noie annoncée, lirée du dernier » numéro des Nouvelles Annales. Quand il a paru, j'étais à » VHospice Dubois, gravement malade. Aussi, la livraison est-elle » restée non coupée.
» Il n'en est pas de même pour V extrait : bien (|ue ma tête » soit encore un peu faible ("), je me suis liàlé de la lire (en » partie); et je viens vous communiquer quelques remarques, » suggérées par celle lecture.
» De l'équation
(') Ce théorème, qui nous semble curieux, résume les propriétés précédentes. C'est pourciuoi nous en supprimons la démonstration directe. D'ailleurs, au moyen d'une projection conique, on pourrait le généraliser encore.
(*■) Théorème de Brianchon.
(***) Complément à la Note LXVII.
('") « Elle l'est encore trop pour que je puisse étudier votre démon- » stration, bien compliquée ».
('} a Je pense que vous avez, sous les yeux, ma Note sur un théorème » d'Abel ».
» on ne peut, diies-vous, conclure
. F(M = /■(//) -H ?„(/>); » 6 étant la valeur extrême de x. Pourquoi ?
» Contestez-vous que la limite de la somme de deux quantités est éfjale à la somme des limites de celles-ci?
» Lorsque, de » on déduit
» ou
» F(x)=/"(j-) -t-®(x), » limF(x) ^= limfix) -+- limc^{x), . F(6) = /-(6)-f-cp(6),
» il est sous-entendu que ^(x), par exemple, varie d'une » manière continue, de x < 6 à x = 6. Si, pour x = b, 9(jr) est » discontinue, il n'y a plus, ni démonstration, )ti théorème.
» Si je ne me trompe, ceci arrive pour l'exemple choisi par 0 vous, exemple qui ne me semble pas topique.
u En effet, x étant inférieur à l'unité, on peut, dans le » développement de 4^(1 -»- x), grouper arbitrairement les » termes, et écrire, par exemple,
.ir, \_'ni — 0 4// — I "in
• Mais, lorsque x=l, ce groupement arbitraire nesi plus » permis (Th. de Dirichlet). Aussi, au lieu de trouver
» obtenez-vous :
=Uu-)-
» Que résulte-t-il de là, sauf erreur? C'est que la quanlitù Ix x' • J'
1 5 'il \i« — 5 4n — 1 2?i
» est discontinue pour x = 1 (**).
» Vous avez donc, me semble-t-il, appliqué mon (?) théorème » au cas formellement exclus; et, trouvant un résultat inadmissible » (ce qui devait arriver), vous en avez conclu que le théorème » est faux. Est-ce bien raisonné? Je m'en rapporte à vous.
» Si vous pensez, mon cher Collègue, (lu'un extrait de cette » lettre puisse intéresser les lecteurs des N. A., je vous prie de » la faire imprimer (avec vos répliques, bien entendu) (***). » Dans toute discussion, peu importe qui a tort ou qui a raison : » le principal est que la vérité se fasse jour » .
n Votre bien dévoué vieux Collègue, E. C.
o Liège, 2 mai 1885. »
(*) » N'ayant pas le temps de vérifier ce résultat, je m'en rapporte à » votre affirmation o.
(*') « X claiit inférieur à 1, elle est
» si « =: 1, elle est
« Eryo... n.
(***) M. de Saint-Germain m'a répondu dans les Nouvelles Annales. A son article, j'ai riposté par une lettre. Le procès est encore pendant. (Mai 1888.)
( lo6 )
CCIi^XIII. — Rcitiar(|ues sur l'iiitéjçrale
A = / J({1 — 2acosx -H a')</x (*).
{Septembre 1887.)
1. Les valeurs de A ont été trouvées par Poisson (Journal de l'École polytechnique, ly"*""" Cahier, p. 017); mais ce grand Géomètre a commis, dans sa démonstration, une singulière inadveitance.
« Soit » , dit Poisson,
« M = log(l — 2a CCS x H- a''); (1)
)' d'où l'on lire
du 1 — a^
da \ — 2a ces x -\- d^
» Pour lixcr les idées, supposons a < 1 ; nous aurons, en série » convergente,
1 H- acosx -t- «"cos2j: -+- a'^cosôx -^ •••; (5)
\ — 2acosx -+- a^
» et, par conséquent,
du
» — = cosx -+- acos2x -+- a"cos3x -+- ••• (4)
da
» Intégrant par rapport à a, et observant que u est nul en » même temps que a, il vient
» — u = a ces X H cos 2.1- h ces 3x -+- ••• ; ('))
(*) Celte Note a cle publiée, en partie, dans la Nouvelle ('orrcspomlance vialhémalique (t. I).
( 1-'^7 ) » d'où Ton coiulul
/ udx = I log(l — 2acosx -+- a^)(lx = 0.
II. Le développement (5) est faux. En ciïet, la série a pour
somme,
1 — 2acosa;
I — 2a ces X -+- X" lorsque a est compris entre — 1 et h- 1 (exclusivement) (*). III. La relation (5) est fausse; car, pour cr =^ 0, elle devient
OU
2f(l-a) = 4-Cl-a).
IV. On peut, ainsi qu'il suit, rectifier le calcul de Poisson.
cosx
du
a — cosx
da 1 — 2acosx -+- a" a 2 \
i cosx H ;
1° Si a surpasse i, on a, par le paragraphe II :
1 cosx
= 4 -t- - CCS X -i — - cos 2x -I- — ces 3x -+-••• ,
C(2sin5x) — C = — 2[cosx -+- i cos2x -»- icosSx
donc(")C = 0.
La formule (7) se réduit à
Ja cosx -cos2x tCosdx — ••
a 2a^ ôa^
11 = 1 Il en résulte, pour a^ \
k== r udx=^^Pi
2° Soit a < 1.
De
1 ■+■ «cosx -t- a^cos2x -+- ••• =
on tire
cosx H- acos2x -f- a°cos3x -+- ••
I — acosx \ — 2a cosx -\- a*
cosx — a \ — 2acosx -t- a*'
puis
acosx -H \ a*cos2x -+- Ja^cosôx -t- •• = — { ^{\ — 2acosx -f- o"),
ou bien
acosx -f- \ a'cos2x -+- i a'cosôx -t- ••• = — ~%i. (10)
De celte égalité, qui doit remplacer la relation (5), on conclut
= / mlx = 0.
(*) Cette hypothèse est permise; car la série (7) est convergente quand n reçoit celle valeur limile, bien que la série (C) soit, alors, indélermtnée. (*') On sait que
P(2sinja?) = — [cosa;-4- j-cos2x-t- ^cosôxh — ].
{Traité élémentaire des séries, p. 106.)
CCliX^I^' (*). — Mur la dôiiioiistrutioii d'un tliéorcnic de Feriiint, doiiiiôe par liej;:cudre.
{Septembre 1887.)
I. On lit, dans la Théorie des iSoiubres
« Théorème. — Tout nombre premier A est de la forme
» Considérons plus généralement l'équation
» AA' = // -+- q^ -+- r^ ■*- s^
» dans laquelle chacun des nombres p, q, r, s, sera supposé » moindre que ^A, on aura A'A < f A-, ou A' < A (***). » Et d'abord si on avait A'= 1, il est clair que A serait » égal à la somme de quatre carrés, et la proposition serait » démontrée (").
» Soit donc A' > 1, et parce que A' est diviseur de » jo^ -4- q2 -4- r^ + s^, il sera aussi diviseur de la quantité
» {p — aA')- -+- (7 — [SA')- -t- (r — 7'A')' -t- (s ~ oA'f ,
» a, [3, y, d étant pris à volonté. Supposons qu'on prenne ces » indéterminées de manière qu'aucun des termes p — aA', » q — (3 A', etc., n'excède ^ A' Ç): alors si l'on fait
„ A'A" = {p — aA')- -+- (7 — {îA')- -+- (r — yA^'f -+- (s — oA')-,
» on aura A'A " < ^Â'A' ou A" < A'. Maintenant si au moyen » de la formule du n° 150 (") on multiplie la valeur de A A' par
(•) Addition à la Note CCXVIII.
(**) Tome I, page 214, édition de i850. ('**) Voir la Remarque (A).
(") Voir la Remarque (B).
(') Remarque (C).
(»i) Faute typogra|)hique : on doit lire io2. Voir la Remarque (D).
» celle de A'A", on trouvera pour [)ro(iuii une somme de quatre » carrés dont chacun sera divisible par A'A'; de sorte qu'en .. divisant tout par A'^, on aura
« AA" = (A — ixp — pq — yr — osY -+- {'/q — |i/) -h y s — àrf -t- {ar — rp ■*- âq — psf -+- (a.s — op -h pr — rv)*
» Cela posé, si on a A"=1, la proposition sera démontrée; » mais si on a A" > 1, on procédera de la même manière pour » obtenir un nouveau produit AA'" exprimé par quatre carrés, » et dans lequel on aura A'" < A". Continuant ainsi la suite des » entiers décroissants A, A', A", A'", etc., on parviendra néces- » sairemenl à un terme égal à l'unité; donc alors le nombre » premier A sera exprimé par la somme de quatre carrés (*). »
(A) Soit
N ^=/)^ -+- q- ■+- r' 4- .s* = AA'; {\)
et, par conséquent, A > [/i\. Un nombre donné, N, n'admet pas, nécessairement, un diviseur premier, supérieur à (/]\. Par exemple, si N = 27, le plus grand facteur premier de N est 3.
Legendre ne démontre donc pas le théorème énoncé : il prouve, tout au plus, celui-ci :
Si un nombre N est la somme de quatre carres, tout cliiiseur de N, supérieur à [/N, est la somme de quatre carrés.
D'après la Remarque (A), la proposition ne serait pas démontrée.
(C) On doit avoir, non
p — « A' ^iA', mais
il s'agit de la valeur numérique de j) — aA'.
(■) licmnrquc (K).
La formule citée est celle dlMiler :
= ipp' -+- 77' -+- rr' H- ss'f ■»- {pq' — qp' -f- rs' — sr'f / (2) -+- {pr' — 7s' — rp' -4- 57')^ -^ ips' -4- qr' — rq' — sp'f. )
Si l'on fait :
p' = p — «A', q' = q — (3A', r' = r — rA', .s' = .s — rJA'; (3)
elle devient
AA'*A"= [p^ -4- 7^ -+- r -4- s'* — A'(pa -+- qp -+- rr -+- -so)]*
-4- [p(7 — pA') -q{p — olA') -4-r (s — rJA') — s(r— y A')]' -+- \p{r — ?-A') — 7 (s — (JA'j — r(jo — aA') -t- 5(7 — |3A')]' -+- [p(s — r;A') -+- 7(r — rA') — r(7 — pA') — s(/) — «A' )]l
Le second membre égalant
[AA' — A'(pa + 7p-+- rr -4- scîlj^-H [(a7 — Pp)A'-4- (rs — dV)A'j^ + [(ar — rp) A' -4- ((^7 — ps) A']' + [a.s — ^Ip) A' -4- (^r — r7) A'},
il reste
A A" = (A — ap — |37 — rr — hf -4- (a7 — pp -+- rs — o;f ) -4- (ar — rp -t- '■^7 — ps)^ -+- (as — ^p -4- pr — r7)^ )
comme l'écrit Legendre.
On a vu, dans la Remarque i^k), que le théorème énoncé n'est nullement démontré. Il en est de même, par conséquent, pour le théorème de Fermât : « Un nombre quelconque est la somme » de quatre ou d'un moindre nombre de carrés » (*).
(*) Théorie des Nombres, t. I, p. 215. L'illustre Auteur se contente de dire : « C'est une conséquence immédiate de la proposition qu'on vien » de démontrer, et du Icmmc qui la précède. »
Autres I{e)narqiics.
I. Lagrange, à qui l'on doit la première démonslralion du tlicoréme de Fermât, n'a pas commis les inexactitudes que nous venons de signaler; néanmoins, celte démonstration ne nous semble pas irréprochable. Après avoir énoncé ainsi la proposition préliminaire :
o Si la somme de quatre carrés est divible par un nombre » premier plus grand que la racine carrée de la même somme, » ce nombre sera nécessairement égal à la somme de quatre )) carrés (*) », et l'avoir prouvée très péniblement, Lagrange ajoute :
« Corollaire. — Si im nombre premier quelconque est un ). diviseur de la somme de quatre carrés qui n'aient point de » commun diviseur, ce nombre sera aussi la somme de quatre >• carrés.
« Car nommant, comme ci-dessus, A le nombre premier » donné et p'^ -+- ç- -+- r'^ -4- s^ le nombre composé de quatre » carrés qui est divisible par A, il est clair que, si chacune des » racines p, q, r, s était moindre que ~, on aurait
). de sorte que A serait plus grand que f//)^ -+- q- + /- -i- s-
.. comme on l'a supposé dans le Théorème précédeni ; donc, etc.
.. Or je dis que quels que soient les nombres p, q, ..., on peut
i> toujours les réduire à être moindres que j; car soit, par
» exemple, p > | , il est visible que si
p- -+- q' -+- ?•" -H s' » est divisible par A,
ip — »iA)" -4- (/" -t- ;•• -+- S'
(') OEuvrcs de Lagrange, publiées par Souri, l. III, p. 103. Les défauts que nous venons de signaler ont clé aggravés par Le Bosgue. dans ses Exercices d'Arialyse nuinériq\tc (pp. tOtî, 107). lis me semblent avoir été évités par Scrrcl [Cours d'Myèhrc fiipcririirc, troisièiiu- éililinn, t. II. p. î)i).
( ifi3 )
» le sera aussi, de inènu: (|im'
(»»iA — pY -+- ç* -«- ;•* -+- «• ... »
Ceci fait, l'illusire Géomèlre élablil cet autre ihéorème auxiliaire :
Étant donné nu nombre premier A, on peut tovjours déterminer deux nombre entiers, a, b, tels, que a^ -f- b^ -t- 1 soit divisible par A (*).
II. On peui former, bien simplement, la valeur de A". En effet, des équations
AA' = 2p^ A'A" = 2(/^-«A7, on lire
m. Dans ridenlilé d'Euler (D), changeons de notation, de manière que l'égalité
(a- -+- p' H- r' -t- rf)[a."' -+- p'- -+- y'- -+- <■}'-) = p^ ^ q^ ^ ?•- h- g^ ^6)
soit vérifiée par :
p = OCX -\- ^jB' -+- yy' -+- oV, \
(J = — [5a' H- ap' — oy' ■+- yi'
— ■va.' -+■ op' •\- a.y' — p^, (
fîa ivft' -l- Piv' -4- nîi'
s = — ^a — yp' -+- py' -i- v.^ .
Si Ton pose
il résulte, des équations précédentes :
Aa' =^ pcL — qp — ry — sS, \
kp' = pP -\- qa. -\- rS — sy^ I
Ar'= pr — 75 -(- ra -î- s|3, A(î' = po -+- qy — rp -+- Sa.;
(*) Legendre commence par là {Théorie des iXombres, (. f, p. iiU).
puis
[pa — oS — ry — s^\ * /pS -+- r/a-+- ro — sy
, (10) py — (f'j-i-ra-^spy fp'j-^qy — rS-i-sx]' _ j ^^ _^ ^
Si chaque 'fraction était réductible à un nombre entier, le théorème suivant serait démontré :
Soit ]\= AA', les trois nombres étant entiers. Si i\ e? A sont, chacun, la somme de quatre carrés entiers, le quotient de N par A est, également, la somme de quatre carrés entiers.
Mais celte conclusion (vraie) serait trop précipitée.
Prenons, par exemple,
N=462, A = 66, A' =7; puis
Nous trouvons, par les formules (9) :
et
bb
ff'^
En conséquence :
1° ^i un nombre iN, é^/a/ « la so}nme de quatre carrés entiers, est divisible par un nombre A, égal à la somme de quatre carrés entiers, le quotient - peut se présenter sous la forme d'une sonune de quatre carrés fractionnaires;
{') Si l'on veut, au moyen des formules (9), trouver des valeurs de a', p\ o', y', qui soient entières, on peut faire
<]iiaiitilés dont la soiiinie des carrés est H\'2. Il résulte, de ces iiypotlièses :
( iCo )
2" In nombre entier peut être la soniine de quatre carrés fractionnaires (*).
Par exem|i
lie,
Vil V2!
(il) -
/29\-^ Ci Y
= In) -" Itt) -^
Itt,
etc. n-
IV. Si l'on admet le théorème de Fermai, il on résulle celui-ci, généralisation du théorème d'Eulcr, employé par Lagrange :
Tout nombre entier est, d'une infinité de manières, égal à la somme de quatre carrés fractionnaires (***).
CCIilLXV. — Sur uu thcorèiiic de Gauss.
(Septembre 1887.)
I. A la page 285 du Journal de Liouville (tome II, 1837), Le Besgue s'énonce ainsi :
« De là ce théorème de M. Gauss :
» La quantité
1 ^l){i>li— I) ••■(/; -4- 1;
» est toujours égale à
, (mod. p)
» en prenant
» et
zt: I, = 1 -4- 4» B
(*) Ces remarques, peut-être nouvelles, complètent ce que Ton a vu dans la Note CCXVIII.
(**) Dans chaque décomposition, les numérateurs doivent, bien entendu, être premiers entre eux.
('**) Voir, ci-dessus, les décompositions de 7,
Autrement dit :
« Soit un nombre premier
p = L* -+- 4M* » En supposant L = 1 -4- 4n, on a
= J\l{p) àz L. . (A)
Prenons n=6, m=0, M=1 ; valeurs d'où résultent L=\,p=^. Nous devons trouver :
4 12.11. 10.9.8 .7 _ i 1... 5. 4. 5.0 --J1^(»)^'ou
2 = JR(o)dbl; ce qui est faux.
Soient «=6, u= — \, M=l; et, par conséquent, L=— 5, ;; = 15. L'égalité (A) devient
ll.6.7 = .m.(13)±5, ou
7 = J[T.(13)drô; ce qui est faux.
II. L'énoncé de Le Besgue est donc inexact. Voici celui que donne Jacobi (*) :
« Sit p numerus =4'k.-4- 1, alque resohatur in duo quadrala » ee -4- ff, désignante ee quadratum inipar, ff quadratum par, » fore db e residuum minimum (quod inter — \p et -h ^p conti- » nelur), numeri
1 (fc-t- l)(A--t-2)(fc-4-5)...2Â:
» /;er p divisi; hoc insuper residuum )niniinuui per i dirisum
(*) Journal de Crclle, t. II, p. 69. C'est à propos d'une recherche particulière que j'ai rencontré, par hasard, les Notes de Le Besgue cl de Jacobi. Il ne m'a pas été possible de trouver, dans les OËuvres de Gaiiss, le théorème en question.
» soniper residuum -h I , ri'linrjucrc ; ita ut sit mit nnmerns ncf/n- ■ tivus fortune — (4n -f- 5), nul positivus fonnac 4ii -+- 1 ».
Ainsi, le nombre enlier h (ou n) n'est point arbitraire : il égale ^-^.
CCIiXXVI. — K^^ercloe sur un l*rol>lènic de Caéoiuétrie éléiiicutaEre.
{Octobre- Novembre 1887.)
Construire un (/uadrilatère convexe P, dont le périmètre I et les angles A, B, C, D sont donnés.
Soient Oa, 0(3, O7, Od des parallèles (données) aux bis
sectrices intérieures des angles A, B, C, D. Soit la droite GF = /, faisant, avec Oy, un angle égal à ^. Prenons, arbitrairement, FB = a; puis construisons le point A, symétrique de F, relativement à la droite MIN, perpendiculaire à 06 : A est un sommet de P. Menons AH perpendiculaire à 05, GH perpendiculaire à Oy : ces droites se coupent en un point H.
Si l'on trace QP perpendiculaire an milieu de AH, PN perpendiculaire au milieu de GH ; et qu'enfin, par le sommet A, on mène MQ perpendiculaire à Oa ; on détermine le quadrilatère MNPQ (*), circonscrit au quadrilatère P, dont tous les sommets sont connus (**).
». Remarque. — Le problème est indéterminé; ce qui était évident a priori.
Équations du problème.
est visible (et connu) que
Donc
le quadrilatère Q est inscriptible à une circonférence (***).
4. Retnarque. — Si a, (3, y, d sont les angles consécutifs, indiqués siir la liguie I :
(*) Nous le désignerons par la lettre Q.
(**) On justifie celte construction en se reportant ;hi prolilèino liirect : Au qtiadri/atèrr Q, inscrire un quadrilulcrc P, ihnil Iv périmètre soit minimum (TiiicouÈMKS irr Piioui èmes de (îéo.métiue élémentaihe, ()' éilit., pp. "lO et il). La théorie du kaléidoscope est fondée sur ce problème. {***) Loc. cit.
Mais, par liypollièst', la droite GF fail, avec 0-/, un angle égal à 2- Conséqiieminent ;
|{ = ii(T — (3) — C, A == 2(77 — a) — Fi, D == 2(rr - r]) — A.
Ainsi, la construclion indiquée équivaut à l'emploi des angles C, B, A, D.
C CD. D
sin M cos- cos-cos— sin M cos — 2 2 2 2
Simpli/ication.
8. L'équation (15) peut être notablement réduite; car le coefficient de a est nul. En d'autres termes : dans tout (jundrilatrre convexe, dont A, B, C, D sont les angles consécutifs, on a
— ^- cos — cos — 2 2
= sin
sin cos — cos -
cr B C D A
— cos - cos- -^ cos— cos - 2 2 2 2
( 171 ) Kii eiïc'i, si Ton mulliplic par 2, cette ('galité devient A-4-Br A-f-n A — B C-f-l) C
COS 1- COS
COS h COS
Pour la même raison
C — D /Ah-B \ A — D /B-t-C
Donc
sm
sin
poc 1 r
co.^ 2 ' t.j
ou, après multiplication par 2 :
sin A -+- sinB — [sin (A -+- B <- C) — sinC] = sinB -t- sinC — [sin (A -+- B -+- C) — sinA];
ce qui est identique.
». Remarque. — On sait que
■ . . r. . r. . , . A-+-B B-hC C-+-A smA-4-sinB-t-sniC — sin(A-f-B-t-C) = 4sm sin sin
Par conséquent, dans tout quadrilatère convexe :
COS - COS — h COS - COS — = sm sin • ( ! 5)
lO. Autre remarque. — Dans tout quadrilatère convexe :
A B CD
cos — cos — «- cos - cos — 2 2 2 2j
B C D Al
cos - cos — H COS — cos — 2 2 2 2j
Équations réduites, 11. L'équation (13) est devenue
ICOS -COS— =
sin N COS sin M cos -
-+- nsinMcos — h o sin N cos--
Mais on peut la simplifier encore. En effet, le coeflicient de m est
sin —cos sin cos- = sin -cos sin cos-
sin D H — — sin B H —
B— D C /2B-VA-+-C
D_B Ah-B-i-D
cos-
= sin cos- =sin
T cos- = — sin (M H- N) cos —
Donc, après suppression d'un facteur, et par des permulations tournantes :
/cos - = — m sin (M -+- N) -+- » sin M -+- 9 sin \, (20)
/cos— = — nsin (N -+- P) -+- psm N -t- /«sinP, (21)
/ cos - = — /; siii (P -♦- Q) -+- 7 sin P -+- n sin Q, (2i2)
/cos- = — 7 sin(Q -4- M) + msiiiQ -+- psinM (*). (-25)
Valeurs des inconnues.
19. Si l'on suppose a = 0, le quadrilatère P se réduit à un triangle MCD, dans lequel
sinD sinC sin(C h- D) . C -+- D C D
4 sin cos - cos —
En conséquence :
sin— . sin -
/ 2 / 2 / cosM
sin M cos- sin M cos— cos -cos —
La substitution dans l'équation (5) donne ensuite
sin —
2 sin M sin N ^ ^
(*) En passant, il est bon de faire observer que :
sin P=: sin M, sinQ=siuN, siii(P -t- Q) =: — sin (M -h N), etc.
("*) L'identité
C-+-D G D sin D -H siii C ■+- sin (0 -h D) =: -i sin • cos - cos —
ne dififère pas de celle-ci :
A-I-BB-+-CC-1-A sin A H- sinB + sinC — sin(A-t- B -J- C) = -isin — - — sin — - — sin — - —
que nous avons rappelée précédemment.
13. D'après la nature du problème direct (l, note), on est porté à croire que celte valeur de m est générale, c'est-à-dire, indépendante de l'hypothèse faite sur a, et que l'on a aussi, par un changement de lettres :
sin —
2 sin M sin N '
sin —
sm —
2 sinMsinN'
2 sin M sin N
Tout à l'heure, cette espèce de prévision sera justifiée. En attendant qu'elle le soit, voyons si les valeurs (2o), (2G) satisfont aux équations (20), (21), ...
Substituant dans l'équation (20), par exemple, on trouve
2cos -sinMsinN= — sin-sin(M -nlNj-nsm -smM-t- sin -smIN, 2 2 2 2
ou
2cos— sin sin
= — sin —sin B h
puis
sin— sin
A-+-BH-C
sin ^sin B
oos -•
( 175 ) Le second membre de l'égalité (28) csl
R / in B / B\1
cos A H — -+- cos cos C H — :
donc les deux membres oui même valeur.
14. Remarques. — I. Dans (oui quadrilatère convexe, les awjles A, B, C, D vcrifient les relations
2cos — sm sm
= — sm -sm B -♦- -+- sm- sm i-sm -sin „
A B-+-C Ch-D '.(29)
2cos— sin^ sm '
. \ . L Bh-D\ b B-t-C D C-+-D
== — sm - sm C H -+- sm-sin- j-sin- sm-
II. Si Ton fait
l'égalité (28) prend la forme
sin(a;-+-y-4-z)sin(a:-i-2j/ + z) — sinxsiii(x + î/) — sinzsin(y-4-;z) ) = 2cos(x-+- y -+-z)sin(a; -+- y)s\n{y-^ z). )
Ainsi, la fonction contenue dans le premier membre est calculable par logarithmes.
Calculs de déterminants.
15. Si le système des équalions (20), ... (25) est déterminé, nous aurons ce théorème, peut-être nouveau ;
Les quadrilatères Q, circonscrits aux quadrilatères P ayant les mêmes éléments 1, A, B, C, D, sont tous égaux entre eux (*).
sinN;
0; sinM;
sin(N -+- U);
Les coeiïicients des inconnues, dans ces équations, étant
— sin(M-i-N), sinM, 0;
sinM, — sin(i\ -+- D), sinN,
0, sinN, sin(31 -+- N),
sinN, 0, sinM,
il y a lieu de former le déterminant
f,~h, cj, 0
et d'examiner s'il est différent de zéro quand
/■=sinM, (/ = siiiN, /t = sin(M -hN), A' = sin(N
On a
en supposant :
A = — [/iA| -+- /A,, -t- g Ai] ,
ih
II
(*) C'est le llicorèiiu' suppose ci-i\cssu$ (15).
Or
A, = — //'(/(//' - f-) - </li'= — h'(p — (f — hh'l A, =-- l\hh • - D -- l<f ^- - l\l -' -^g^- hh-), A*= ru-<fl<l>'-<f = y{r-f~hh'). Donc, au lien do la formule (52) :
expression remarquable (*).
l<t. Revenant aux valeurs (51), nous avons
l^'A = sin^M — sin*N — sin(M -+- N)sin(.\ -4- P), on
2\/Â = — C0S-2M -t- cos'2N — cos(iM — P) -t- ces (M -+- 2N -t- P);
et , si P = n — M :
Ainsi, quand le quadrilatère Q est hucriptible (ce qui a lieu), le déterminant A est nul.
(') D'après une application donnée par M. Dostor, dans sa Théorie des déterminants (p. 62), on a
r~g' — hh'= —1,0, f
A 9, -hh'
Ainsi : le déterminant \ , à seize éléments, est le carré d'un déterminant à neuf éléments. D'ailleurs, par un théorème de Cauchy, a est un déterminant à neuf éléments ; savoir :
l+yS (g, 9(1 -h h')
[g, IH-A -f{\+hh')
9{\ - hh'), - f[\ -+- A/.'), r -+- 9' + /»'/'"
Nous ferons encore observer que, d'après celte formule, ou d'après la formule (53),. la valeur de A dépend, uniquement, de f de g, et du produit hh'.
17. Comme les équations (20), ... (23) ne sont pas incompalibles, et que le dénominateur A est nu\ , les nuinérateurs des valeurs des inconnues (*) doivent, de toute nécessité, être nuls. Par exemple, le numérateur de la valeur de m étant (après suppression du facteur /)
cos— ,
II
/t'co
s h /'cos q (OS -
Les valeurs des inconnues ?w, «, p, 9 se présentant sous la formel, on doit, pour démontrer le théorème énoncé (lo), recourir à la Géométrie (***).
(*) Dans les foriniilcs dr (^imiiict.
^r>j'^'-i''fg - »•
("*) J'ai essayé de résoudre, directenieiit, les équations (20), (25) ; mais, à eause de la complication des calculs, cette tentative n'a pas réussi.
l'ropriétcs a uxiliu ires .
18. Si l'on se reporte à la figure 2, on voit que le ihéoréme, dont il s'agit, peut être énoncé en ces ternies :
Soit un quadrilatère non convexe, FAWG , dont la base FG est donnée, les autres côtés ayant des dihections données (*).
Fig. 3.
Au milieu de AF, on élève la perpendiculaire KMN; au milieu de GH, la perpendiculaire IN. On trace encore la droite FM faisant, avec NMK, un angle égal à H.
Cela posé, M^ = co7ist. (**).
(*j C'est-à-dire qu'ils sont parallèles à des droites données.
(**) Autrement dit, quand le point A parcourt FK ; le point N décrit une parallèle à FM.
Depuis que cette .\ole est rédigée, un jeune Collègue et ami, M. G. de Longchamps, m'a fait observer que le théorème à démontrer est compris dans celui-ci :
Sur les côtés Ox, Oy d'un amjlc donné, on prend OA = u, OB = v; on
( 180 ) Soient :
FG = /, FA = 2x, AFM = «, MFG =
Soit R rintersection des droites AH, FG. L'angle H KG =- — (-/— a — (î); donc
sinv
FR = 2x
puis
RG = / — 2x
sin (r — a — ;î) sin'>-
sin(v — a — p)
Dans le triangle HRG :
sinR HG = RG =
siiill
FAJI = r.
sin-»' ~| sini
sin(r — a — i)j
cosa
19. Pour évaluer KN, je m'appuierai sur le Lemme suivant, facile à vérifier.
Fig. 4.
élève AM perpendiculaire à Ox, BM perpetidiciilnire à Oy. Cela pofé, si les variables ii, v salinfont à ime relation ayant la forme
au + bv ■+■ r, = 0,
h' point M décrit une ligne droite.
Celte ronianjue est très juste ; mais, dans la question actuelle, il s'agissait, principalement, d'établir la formule RIN =: const. Le calcul précédent, bien (|u'un peu long, n'est doue peut-être pas inutile.
Sur les côtés FL, (*L d'iui tn'ain/le F(iL, on print/ VK==f, G\=g; puis on trace les perpetidicnlaires kN, Ii\ à ces côtés. Les distances Kl\, Ii\ sont données par les formules :
KN = ^- [/ cos L -.- / cos G - fl] , sin L
IN = [7 cos L -+- / cos F — f] (*).
Dans le cas particulier considéré,
sin(r
sinr ~\
sin(>' — a — [3)
cos a
En outre, AL étant le prolongement de FA
L = FLG
sin L = — cos (a -+- r ) , cos L = — sin (a: h- >') , G = — - -4- (r — P), sinG = — cos(r — % cosG = sin(7' — ;3).
KN:
Nous avons donc
cos(a^-r) (
sin(a-4-v)-/sin(r-S)-+-- l-'Lx ,--
2L SIIl(v — « — p)J cos a
y 1siii(r-«-p))
(') Il en résulte
puis
LN»= -T-^ [f'-{-g*-hl* — '2glcosG-'2flcosV - -Ifgco^.L];
Kl* = /■•-+- 9* -f-/» - iglcasG — 2/"/ cos F — 2/9 cos L.
Par conséquent, si Ton conçoit un angle Irièdre 0, ayant pour faces F, G, L, et que l'on construise un point M dont les coordonnées soient f, g, l, on aura
()M = Kl.
( 18:> ) Il esl visible que K\I = a: tg a. Par conséquent,
^^^t_^si»ir-.-?)_^si«{r-p)^^^^
2 C0SaC0s(a -t- ?^) COS(a -♦- v)
en posant
Or, K =
1 r sinr K = — sin(a -+- r)
' COs(a -V- y) L COSa
— Iga.
COSaCOSfa + v)
donc la formule (54) se réduit à
sin(a -+-T')cOSa — siny — sinacos(a -4- y)
Mi\ =
2 COSa ces (a -h y)
ou, plus simplemeni, à MN ^ -
cos
{y — a — p) — 2sin(r — p)
5)cosa ;
/siii(y — p ■*- a-) 2 C0saC0s(a -+- y)
Cette quantité étant constante, le théorème que nous avions en vue est démontré.
20. Soit (fig. 5) ZNYX la parallèle à FM, menée par le point N, c'est-à-dire le lieu de ce point. Menons FZ parallèle à MN. Il est clair que, Y étant rinlerseclion de ZX avec FG :
MN
si 11 —
'2 sinMsinN ce qui ne diffère pas de la formule 25).
On conclut, de ces deux expressions,
F Y sin(|3— ^/ — r) GY ~ sin(p -H a -f-y)
Ainsi, la droite ZX divise FG dans un rapport très simple.
Relations entre les (quadrilatères P, Q.
91. Soit co la circonférence, inconnue, circonscrite au (|ua-
Fig. 6.
drilatère Q circonscrit, lui-même, au quadrilatère P. Formons,
autour du centre co, les angles A, B, C, U. Si le rayon p a été pris convenablement, le quadrilatère MNPQ sera celui que l'on cherchait.
En effet, d'après cette construction,
A = !2NMP, B = 2QMP; donc
A -+- B = 2NMQ = 2M ;
etc.
Cela
posé,
on a
2psm-.
Va comme
trt
sin
2 sin M sin N '
nous avons ce résultat simple :
4 CCS sin
*8. Si S désigne l'aire du quadrilatère Q, il est visible que
S = ^p*["sinA -f- sinB -+- sinC — sin (A -+- B -t- C)].
Mais, d'après la formule citée plusieurs fois, la quantité entre parenthèses égale
A-hB B-+-C C-hA
4sin sin sin (*).
. A -+- c (*) D'après l'inspection de la figure b, — 5— est l'un des deux an^'les
formés par les diagonales MP, NQ; savoir, celui qui a pour niosurt' arcMN -+- arcPQ
( '85 ) Doue, à cause de la relaliou (37) :
SUl
sin sin
Ainsi, le rayon el l'aire du quadrilatère Q dépetidenf, fort simplement, des éléments du quadrilatère P.
Problème. — Parmi tons les quadrilatères P, de périmètre minimum, inscrits à un quadrilatère Q (*), quel est le plus grand en surface?
Les équations (!25) et (26) peuvent être écrites ainsi
sin— sin- sin- sin —
= = = = - sin M sin >'. »
Donc, si le quadrilatère Q est donné, les angles du quadrilatère P sont connus (**).
Si Ton désigne par u l'aire de P, on a
2u = a(/sin A -«- 6csinC, (39)
2î/ = a6 sin B -+- cd sin D. (40)
Soient a', b', c', d' les dérivées de a, b, c, d, relatives à une variable indépendante t. La condition du maximum, appliquée à l'équation (59), donne
(ad' H- da') sin A h- (6c' h- cb'} sin C = 0. (41 )
(') Toujours supposé inscriptible à une circonférence. ■(**) Cette remarque préliminaire est importante.
( 186 ) Mais, par les équations (3), (4), (5)
o'sinNcos — = — 6'sinM cos - ,
osinMcos- = — c'smNcos— , 2 2
c'sin N cos - = — d'sm M cos — ; 2 2
pins
sinNcos —
sin M cos
cos — cos - 2 2
cos - cos — 9 '■2
sinNcos -
sin M cos —
Donc l'équation (41) devient, après quelques réductions,
sin —
sin -
— asinNcos — h t/sinMcos —
osinMcos- — c sin N cos — 2 2
L'équation (40) donnerait, semblabicment,
sin - — fisinJ 2L
. Dr c
sin— c sinNcos- 2L 2
M cos — HO sin N cos -
(/sin M cos
(;on)bina!il, par soustraction, (45) et (44), on a
— asin^ sin h osinM sin
— csinNsin -»- «sinMsin
Ainsi, le quadrilatère cherché est circonscriptible à une circonférence.
A B CD
a ces —cos c cos - cos —
— h sin sin sin
Dh-C — B-A A-t-D — B— C
= sin —
= cos sin = cos M sin N.
L'équation (46) devient
cos
- cos M = a cos — cos - — c cos - cos —
On tire, des équations (45), (47) :
sin - sin — / 2 2
sinN sin
sin —sin - / 2 2
sin N sin
( 188 ) après quoi une simple permulalioii donne
sin— sin — / 2 2
sinMsm
B . C sin - sin -
sin M sin
36. Remarque. — Les valeurs (48) devant vérifier les équations (45), (47), il s'ensuit que, clans tout quadrilatère convexe :
A B CD A-*- C . B-4- C
1° sin— sin — »- sin - sin— = sin sm ^ ;
ABCD CDAB
2° ces — CCS - sin - sin ces - ces — sin — sni -
Ah- H. B-«-C A-«-C
= ces — sin sin
aï. A cause de
sin - sin- - sin — . sin —sin -sin —
ad = - : , hc ^= ; -• ,
sinMsinNsin^
sin M sin N sin*
la l'ormule devient
2« = af/sin A -»- 6c sin (1
sin — sin - sin sin
t' 2 2 2 2 r . C A u = - ■ sin - ces —
-+- sin — cos -
sinMsinNsin
OU
sin —sin- sin - sin /- 2 2 2 2
Tel Oï^l le niaxiinuin des aires des (luadriltiferes V.
ZH. Le rjiyon r.
du
cercle inscrit hii <|iia(lrilatère P, est (loniM'
par la formule
Ainsi
sin — sin - sin - sm — 2 2 2 2
Slll
Mais cette expression peut être transformée.
En premier lieu,
A B C I) mnpq
sin — sin - sin - sin — = •
D'autre part,
sin sin = sinMsinN = — • (37)
Enfin,
A -+- C II
sin — - — = ■— I nl^ W — r/- -+- qV 4p' — n^j. (52)
Par conséquent,
})ipq
2p[nl/4p'' — q^ -+- qV 'io' — n-\ 8». Remarque. — Un changement de lettres donne
n\/ Af — q- -\- qV 4p'- — n' = m\^ Af — p- -+- p\' Ao' — m^;
puis ce théorème, qu'il est facile de vérifier :
Dans tout quadrilatère inscrit, MINPQ, dont les apothèmes sont OM', Oi\', OP', OQ', on a
MN.OM'-t- PQ.OP'=NP.OM'+ MQ.OQ'; ou hien :
Dans tout quadrilatère inscrit, la somme des rectangles formés
par un côlé et l'apothème opposé, est constante, si l'on prend, dans chaqvc .somme, deux côtés opposés.
FÎK. 7.
30. Propriétés numériques. — Changeant de notation, appelons a, 6, c, d les côtés successifs d'un quadrilatère inseripiible, et R le rayon du cercle. En posant
N = (a6 -V- al) {ac ■+- hd) [ad -+- bc) , (54)
A=^{~a-^l>-\-(-^d){a — h -i- c -\- d){u -*- b - c + r/)(a -+-/>-+- c — (/), (od)
nous avons, par une formule connue,
Il n'est pas difficile d'établir ce théorème, assez curieux :
A, B, C, D étant des quantités rationnelles, on a
iR — d' =
ou, ce qui est équivalent :
4N— <rA = A-. .4N — /rA=-R-, tN — r-A = e, 4.\ — f/-A = I)-. (58)
( 19» ) Considérons, par cxcniple, la dernière égalilé. D'après la fornuile (54), N = abcd^ -+- {aV>^ + (rr -h c'd^)d* -h abc {a* -h h^ + r^)d -t- n'h'r'; et, par la formule (55) : •
A = d* — 2 (a- H- 6- -4- (•-)(/- — Habcd -4- {a' — />* - c'f — 4/>V-. Conséquemmeni, après queUjues réductions,
4N — d'j^ = rf — 2 (a* H- 6* -t- arf* - Aabcd' ■+- [a' -+- 6* -+- c*)*rf^
-4- iabc^a' -+- 6* -+- c')(/ -t- iuHrc\ ou
4i\ — r/^A = [d' - {a' -+- 6^ -+- cyi - 2a6cl*. (59)
Ainsi
Remarques. — I. Posons
Ni = {ab -+- cx)[ac -+- bx)[bc -+- wx), A, = ( — a-+-6 -»- c-+-x)(a — 6 -+-c -+- x)(a h- 6 — o + x)(a-+-6 -h r — x).
Alors, par le dernier calcul,
Le polynôme X esl celui que l'on rencontre dans la solution d'un problème de Newton, et dans un problème relatif à l'ellipsoïde (**).
(') Si d = 0, le second membre csl négatif; il s'annule lorsque rf = 'iR (voir la note suivante) Donc, si Ton veut que D soit positif, on doit attribuer, au premier membre, le signe inférieur.
(•*) Notes XI et XII. D'ailleurs, si d = 2R = a-, le triangle ABC est inscrit à un demi-cercle : on retombe sur le problème de Newton. L'équation de ce problème est donc
x' — ^a- -+- 6^ -+- f-) X — '2abc = 0 ,
comme nous l'avons rappelé dans la Note XI.
( 192) II. Si, dans la relation
;iV/4p* — (f" + 7l/4p' — n'= m[/W — // + ^»/ 4p* — m\ (o3)
on fait :
q'^ — (w* -+- n* -I- p^)// — -linnp
l/4p* _ 0^ = tb
n^' — (»n^ -+- p* -f- r/-iH — '■2mpr/
etc., elle devient identique; ce (|ui devait être.
î<î/t'. — Dans la formule
mnpq
'2ç[tiV 4p^ — 7" -+- qV 4p- — n^\
substituons les valeurs précédentes, en supposant, comme nous venons de le faire,
Ai = {—ni-+-n-*-p-^q){m — ii-hp-i-q]()n + n — i)-i-q)hn-*-ii-hp-hq). (62)
Un calcul facile donne
mnpqV Aj
4p(»i;j -+- pq){mq + 7ip) Et comme
il vient, finalement,
mnpq/\i
i-{mn -+- pq){mq ■+- )ip)\/ N»
33. Remarque. — On a, entre le layon r du cercle inscrit ;iu polygone P, et le rayon p du cercle circonscrit au polygone Q, celle relation assez simple :
4(j/JJi -t- ])q){inq -+- >ip)
Quelques réductiotis.
SA. Valeur de I. — Afin de simplifier les relations (53j et suivantes, nous allons exprimer le périmètre du quadrilatère P, en fonction des éléments du quadrilatère inseriptible Q.
Supposons a = 0. Alors P se réduit au triangle MCD, La construction indiquée (*) donne
MM'=2msinN, MM"=:27sinN,
ânî''* = mm"'* h- MM"* ■+- 2MM . MM ces P;
/- = 4sin*N(»r -»- 9' — ImqcosM).
Soient MP = a:, NQ = y : nous avons
[mp -+- nq)[mq -h wp) ^ _ (nip -4- nq)(mn -t- pq)
mn ■+- pq ' "iq ■+■ np
(') Problèmes et Théorèmes, p. 21.
D'autre part, la considération du quadrilatère MNPQ donne ces valeurs connues :
cosM = -— -^ -'^ , (67)
^{mq ■+• np)
sinM=^= '—. (08)
'2p 'iimq -*- np)
sin N = £ = ' '^- ■ (69)
2p 2(m« -+- pg)
Par un calcul facile, on trouve ensuite, au lieu de la relation (Go) :
mp -H nq [mq -+- np){mn -+- pq)
mp -H nq ,__..
Expression d'un cosinus. — Soient, dans la flgure
MON = a, QOP = r.
II est visible que
cos 1^ = -^^ [V/(4R«-a^)(4R-^-r) - ac J :
(*) Ce thcorème ne dilVère pas de la pioj)riélé dciuoiitiée dans la i\o(c CCII (première RemarqunK L'énonce doit être rectifie ainsi : Chacune de ces quatre distances est une quatrième proporfinnnetle au diamètn du cercle circonscrit et aux diatfonaks du quadrilatère.
on, nvec les noiii lions cin paragraphe (*o) :
«-+-•>' AC — acA cos — -- — = . ( T-2)
valeur rationnelle.
Nons avons tronvé :
_ A= a"'— (//-' -+- r -4- rf •) a — 5>6crf, — C = r=— (a*-+- /r-4- r/*) r — '2al)d.
De pins, eomine on peut le vérifier,
A = —2 «* -t- -^2 "*^' "^ 8a6crf. (75)
De là résultent ces deux formules :
AC — «f A = 2(6* -+- rf- — r^' — c%ab h- c(/)(ari -f- 6c), (74)
a -*- Y 1 6* -»- rf* — a* — c*
cos = - : (75)
puis celle-ci :
A -+- (] 1 n' ■+■ q- — itv — ir
cos = '- '—■ (7G)
2 '■l mp -¥- nq
aî. Remarques. — I. On a vu (»3, note), que -^- est l'angle des diagonales x , y.
Donc, par analogie avec les formules (68), (69) :
sm = (77)
2 2 (m/) -+- pq)
Celle expression, boaupoup plus simple que celle qui a été donnée ci-dessus (52), s'accorde avec la formule (76). Il en résulte, en effet, Videntifé
àt(tnp -+- iiqY r= (n- -h q- — nv — />-)'
{—ni'i-n-*-p-^q){m — n-*-p-*-q)[m-hii—p-^q){in-hn-hp — q). j
II. Si a^ -f- c^ =r 62 4_ (fi^ igg angles a, y sont sup])lèmentaires :
cette condition est nécessaire et suffisante (*). Quand il en est
ainsi,
...^ («^ -^ cd)[ad -+- 6c)
ac -H 6a '
(*) Au moyen du raisonnement dont nous avons fait usage dans la Note CCLXV, on rend la propositimi évidente, sans calcul.
CCM^ILVII. — Lettre à M. Ilattaglini f).
Monsieur le Rédacteur,
J'ai reçu, il y a quelques jours, par l'entremise de mon Collègue Ma-nsion, la dernière livraison du Giornale di Matrmatiche. A la page 153, on lit ceci :
« La série a termini positivi
» è convergente, se tutti i suoi teymini decrescono col crescere 1) di n, c se è inoltre, per n = oo , lirn nu„ = 0.. ».
Autrement dit (si je comprends bien) :
« La série à termes positifs
» M, -+- Mj -+-••• -+- «„ -+- •••
» est convergente, si tous les termes décroissent quand n croit, » et si, en outre, pour n = oc , Uni nu„ = 0 ».
Cette proposition, émise, il y a soixante ans, par L. Olivier {Journal de Crelle, t. Il, p. 54), est fausse, ainsi que l'a montré l'illustre Abel (**). Comme son devancier, votre Collaborateur pense que : la série est convergente, si la somme
tend vers zéro, quand n augmente. Or, cette hypothèse n'est pas admissible; car la série (***)
24^2 3.(-'3 (/iH-l)4^(«-f-l) (2n-f-l)y(2»-4-i)
(*) Publiée dans le Giornale di Matcmutichc (septembre 1887).
(■*) OEuvres iV Abcl, publiées par M. Hoimboc ( l" éililioii. l. I, p. { 1 1).
(***) Consiilcréc par Abel.
( 1'J7 ) est divergente, cl cependant
ri 1 "I
Lini h ••• H = 0.
Agréez, etc.
Liège, ^3 septembre 1887.
CCE.XXYIII. — Lettre à M. Hermlte.
Mon cher Monsieur Hermite,
En lisant, l'autre jour, le commencement de votre intéressante Note Sur les valeurs asymptotiques, je me disais : « Il me » semble que j'ai fait des recherches analogues à celles-ci » . Comme vous allez en juger, je ne me trompais pas.
Hier, j'ai été à Liège; et, dans un vieux cahier, à la date du 11 avril 1870, j'ai trouvé ce qui suit :
« D'après une citation de l'auteur (*), Clausen a donné la • formule :
'^^ ï — x" ^^ \ — x" ■ La vérification est facile.
» Le second membre égale
2 a:<-'' [1 H- tJx" -H 2x*" -+- 2x''" -4- •••]
ma ^ -^ ^
,t-t-pn
C) Curtze.
(**) Je crois que la fortiiule de Clausen est, également, dans les Fundamenta.
» Soit Ap, le coefïipient de x^, et soii N = n-' -+- pn. On voit
» que Af, = 2 fois le nombre des solutions de l'équation précé-
« dente, augmenté de 1 si N est un carré. Mais cette équation
» est I\ = n(n + p) : /e nombre des solutions est celui des divi-
» seiirs de N; ce qui fait retomber sur le point de départ. La
» formule de Clausen (formule bien remarquable) est donc
» démontrée '» .
En lisant ce que je viens de souligner, on serait tenlé de croire que j'ai voulu vous copier. Heureusement, les dates sont là!
Parmi les centaines de résultats contenus dans mes Recherches sur quelques produits indéfinis, permettez-moi de vous rappeler ceux-ci :
Si l'on fait n = di (i, impair), le nombre des solutions de
l'équation
tf -t- i\ -i- ••• -+- Il = 8//,
est égal à la somme des cubes des diviseurs d, etc.
IG
{*) Si l'on met cette identité sous la forme
oc oc
\ \„r = S Ii„r/".
chacun des cocfpcioils A„, B„ éyulr la moitiv du nombre des iliriseurs de 4n — i.
(**) Le premier membre est la série de Lambert. Dans Ir second rnenilire, « -+- 1 est te nombre des puissances de "2 qui dicisent n.
('**) fiii+i C5< l'excès du nombre des diviseurs de tn-»-!, ayant la forme in -4-1, sur le nombre de ceux qui ont ta forme ifi — 1.
III. — Sur une formule (CJusenslein (mai
Celle formule, qui donne une transformalion de la série de Lambert, est
•[ri
(■1 -z){ I -z')[ I -z') ( I -z)(l - z'){ 1 -z')(1 -z*) E = (l — z)(l — x^)(l — c^)(|~z*)...= l — z — z^'-t-z^-Hz' — z'-^ —
On peut écrire autrement le second membre. En général,
^HT^r^ïiTri.) = |/(^'/')-^ («)
F(n, /?) est le nombre des décompositions de n, en parties égales ou inégales, non supérieures à p {Recherches..., p. 47). Donc
Soit
Pip -I- 1)
ou
Alors
é</fl/e le nombre de manières de partager i\ en p parties inégales
(*) Journal de Crellc, t. XXVII.
(**) Introduction à l'Analyse, p. 2i5; Rechercltex..., p. 54.
( 200 ) Ainsi, le coefficient de z^ est
Soit maintenant G(N) le nombre des diviseurs de N. Il est visible que, dans le premier membre de (A), le coefficient
de z^ est
G(N) — G(N — 1)— G(N — 2)-+-G(N — 5)-hG(IV — 7) — G(N— 12)
On a donc cette relation entre deux fonctions numériques, bien différentes :
(N,1) — ii(N, 2) -f- 3(N, 3) drN(N,Ni
= G(iN)-G(N — 1)— G(N — 2)-+-G(N — D)-+-G(N — 7)— .
Application. — Soit i\ = 19. On doit trouver
ou (**)
ce qui est exact.
Si j'avais sous les yeux les Mémoires de Liouville, je pourrais, peut-être, tirer quelques conséquences de celte égalité (B). En attendant, si ^N) représente chacun des deux membres, on a (sauf erreur de calculs) :
o(2) =1, a(3) ==—1, a(4) =-i, a(5) =-3, aify) =0, o(7) =-—1, ,:r(8) =1, n.(9) =2, a(10)=l, a(ll) = 2,
Ces coefficients semblent osciller entre deux valeurs extrêmes. Qu'en pensez- vous?
(') Esl-ellc connue?
('*) liecherches..., Tal)le I. .
D'après votre obligeante indication, j'ai consulté le Mémoire de Liouville (Journal de Mathématiques, L V, \>. 445). Notre illustre Maître dit :
, d*z . dz
a {X - X') — -+-(1 — 5X') - _ XZ = 0,
dx dx
» ou plutôt l'équation plus simple
dx* i{x — x')
» que l'on en déduit en posant
Rien de plus. Il ne fait pas observer que, si l'on prend
\=Vx j 'rf(pl/l — X*
on a
Somme toute, mon équation
est un peu plus simple que l'équation (5); et l'on en peut écrire, tout de suite, l'intégrale générale.
Aussitôt après vous avoir envoyé ma vieille formule
1 -4- .r"*+* -+-1^1-+- x*"^' j'ai reconnu (ce qui n'était pas difficile) qu'on peut la généraliser
ainsi
Soit y une fonction impaire de x, telle que la quantité
!J reste finie, quand \ varie entre — a et -+- a. Cela pose
dx
1 ■+- y -t- \\ ■+■ if
\ oilà donc une infinité d'intégrales ayant même valeur. Je n'ai pas besoin d'ajouter que la proposition est presque évidente. A-l-elle été remarquée?
Je vous souhaite, mon cher Monsieur Hermite, la quiétude ei la bonne santé dont jouit, à Spa,
Votre bien dévoué très Ancien, E. C.
S|.a, 27-2S juin t886.
CCIiXXllk. — <'lrconfércnccM focalcK (*j.
(Janvier 1878.)
I, Quand on identifie l'équation
«'(/^ H- tV — a'/^* (1)
avec
{x — a)- -t- (_y — pf = {mij -+- nx -+- /)-,
on trouve, comme expressions des rayons vecteurs :
puis les équations des deux directrices :
Semblablement, l'équation (1), mise sous la l'orme
{x — a)- -+-(]/— ^)* — R''' = ti'iij -+- nx -+- If. donne, non seulement l'équation des circonférences focales :
{x-a)^-^t/=b'-l^\-Çj n; (2)
mais encore les équations
de deux séries de droites, que Ton peut appeler droites radicales. Chacune de ces droites eslla corde de contact (réelle ou imaginaire) commune à l'ellipse donnée et à une circonférence focale (***).
(*) A propos d'une Note de M. Doset (Blll. de l'Académie, juin 1887).
(**) Loc. cit.
r**) En effet, l'élimination de y', entre les équations (I), (2), conduit à
De plus, la dislance d'un point M, de la courbe, à la droite radicale, et la longueur de la tangente correspondante MT, sont dans un rapport constant (*).
II. L'équation générale des courbes algébriques, susceptibles d'admettre des circonférences focales est, évidemment,
P, Q étant des polynômes entiers (**). Par suite, si une courbe donnée admet de telles circonférences, son équation devra pouvoir être identifiée avec la relation (3).
ÏII. Application. — Soit la conchoïde représentée par
Si Ton met cette équation sous la forme
on voit que l'on peut prendre :
Donc la conchoïde a un foyer, comme l'a trouvé M. Boset.
IV. L'équation (3) permet de généraliser les propriétés des circonférences focales et des droites radicales, relatives aux coniques. En effet, M étant le premier membre de cette équation, soient S la courbe donnée, et L la ligne représentée par
(*) Ce rapport égale celui qui existe entre les distances de M à la directrice et au foyer correspondant.
(**) Ces polynômes peuvent contenir a, 3, R. Par exemple, dans le cas de l'ellipse, l'équation (ô) est
(Bulletin, juin 1877.)
Léqualioii (5) esl une conséquence de celle-ci ei de
M=0. {li)
Donc : l'intersection de chaque circonférence focale, avec la lir/ne radicale correspondante, appartient à la courbe donnée.
CC1j1LX.1L. — ^iur les nonibrcM parfaite*.
(Lettre à M. Mansion.)
Hier, seulement, j'ai pu prendre connaissance de rintéressanle Note de M. Sylvester, relative aux Nombres parfaits (*), itnpairs. Il me semble qu'elle peut être abrégée et simplifiée.
Soit
a, b, c, ... étant premiers, impairs, et rangés par ordre de grandeur croissante. Si N esl parfait, on doit avoir
ou
al / ^ 2 ^ '
Soit P(/) le premier membre de la seconde inégalité. La Théorie des Nombi^es, de Legendre, contient une Table des valeurs de P(/), prolongée jusqu'à / = 1229 (***). Soit Q(n) le produit de n facteurs, choisis parmi
{') Mathesis^ mars iSSS.
(**) La relation (1), bien conaue, a été employée par MM. Servais et Sylvester.
(***) Le produit P(/) a pour limite zéro. (Voir, par exemple, les Exercicca d'Analyse numérique, de Le Besgue, p. 158.)
11 esl visible que :
1" Le minimum de Q(1) est
^" Le minimum de Q(2) est
PC') = 7— = - • 7 = Tïï '
etc.
En effet, nous avons
abc
Cela posé :
1° Si N esl composé d'un seul facteur jyremier {*), la condition (2) se réduit à
Celle-ci n'est pas remplie; donc aucun notubre parfait n'est composé d'un seul facteur premier;
2" Si IN est composé de deux fadeurs, le minimum de Q(2) est
donc aucun notnhre parfait n'est composé de deux facteurs
premiers;
etc.
Pour arriver à un résultat plus curieux, admettons ce Lemme, dû à M. Sylvcster :
Aucun nombre parfait, impair, n'est divisible par 105. Alors,
(') On fait abslraclioii îles exposants.
ou
c'est-à-dire
ou encore
D'après la Table, celte condilion est remplie à pariirde /= 1"27.
Eli conséquence (et c'est par là que je termine, faute de temps) : Si ttn nombre N, premier avec 105, est parfait, il est composé d'au moins vingt-six facteurs premiers, inégaux.
4 mars 1S88.
P. S. Le logarithme du produit
est compris entre 44 et 45. Donc le plus petit Nombre parfait, impair (s'il existe), contient quarante-cinq chiffres.
CCIiXXXI. — Lettre à M. Arthur Cayley.
Monsieur,
Un hasard heureux (je me trouve à Paris en ce moment) me permet de lire l'intéressante ÎNote que vous venez de fnire paraître dans les t. R. (5 avril 1888). Je vous remercie, vivement, de votre appréciation de mon vieux théorème. La démonstration contenue dans le Journal de Liouiille (t. VII), si elle est exacte, est beaucoup trop longue. .Mais, vous le savez : les choses simples arrivent toujours tard. Aussi, c'est seulement vers 1866, que, laissant de côté mes anciens calculs, j'ai trouvé une démonstration géométrique, contenue en quelques lignes. Cette démon-
siration qui, me semble-l-il, diffère peu de la vôtre, a été imprimée dans mes Mélanges mathématiques (1" édition), puis dans la seconde édition du même ouvrage (t. I, p. 62).
Agréez, Monsieur, l'expression de mes meilleurs sentiments.
Paris, 10 avril 1888.
Vous rappelez-vous que je vous ai fait une petite visite en 18^1 ? Nous étions jeunes, alors!
CC'IiXXXII. — Sur la courbure des lijçnes.
{Mars 1876.)
1, Proulème. — Trouver la relation qui existe entre les courbures des trois projections orthogonales dune ligne L.
Soient MA, MB les projections de L, sur les plans cMj/, zMx, perpendiculaires entre eux (*).
Soit, dans le plan zMx,
l'équation de MB.
De même, dans le plan zMy, soit
l'équation de MA.
L'ensemble de ces équations représente L, dont la projection, sur le plan xM/y, est représentée, elle-même, par
Si l'on prend x comme variable indépendante, on tire, de celte équation (5) :
r/x (p' ' dx- (p'^
(*) I>e U'cteur est prie de faire la figure.
Par conséquent, A, B, C désignant les rayons de courbure des trois projections :
Si a, h, r sont les cosinus directifs de la tangente à L :
donc, a, [3, y étant les angles correspondants :
sin^'a sin'S
9"C0s'Yi' /""cOS'a '
sin^vcGsr
^= T— r- TT — — ( )•
ces a ces p(/ COS"a- (f COS'IS)
Eliminant /", cp", on trouve cette relation entre les courbures des trois projections :
cosÊsin^S cosasin^a cosrsin^r
Relation entre quatre courbures. — La formule connue
devient d'abord, à cause de
/' dij = —tix, dz^f'dx, f/*x = 0, etc. :
rYfi^dx
'dW (d--zY (dy d'z dz d'y
p- (/■'* -t- 9'' -4- /■'"'(p"*f L WxV \(/a"/ \dx dx' dx dx'
(*) On peut abréger ce calcul, mais en le nndant moins clair.
( 210 ) puis
■i^.r- L(/"^" - ^V")' -+- f"\'' -^ iT\- (8)
Or:
Doue
ou
\ sin'^a sin^|5 sin^x
III. Remarque. — Si '/ = ?; les relations (A), (B) deviennent : sin*a sin^p d sin®a sin^p
On conclut, de celles-ci :
Ainsi : le rayon de courbure, d'une ligne (juekonque, est égal à la somme des rayons de courbure des projections de cette ligne sur deux plans parallèles au pronier rayon, et perpendiculaires entre eux (*).
(*) Charles I)ipi\, Développements de Géométrie, p. 88
CCI^X:«LXI1I. — ThéorcniCM d'Aritlimctl«iuc.
{Mai 1887.)
I. Le triple de la somme de quatre carrés est toujours la somme de quatre carrés.
(le ihéorùme résulte, immédialemeiit.. de ridentité
5(a* -+- (r -+- r' -+- d') = {a -t- b — cf -^- {a -*- d — bf ) H- (« -t- c — df H- [b -t- c -t- (//. )
On peut supposer que les nombres a, b, c, d soient rangés par ordre de grandeur décroissante. Cela étant, on a
Donc, dans le second membre de Tidentité, aucun terme n'est nul.
II. Le quintuple de la somme de quatre carrés est toujours la somme de quatre cannés.
On a, identiquement,
g(<,*-+-/;^^c-+rf^)=(2a-t-6)--H(« — 26)--+-(2c-4- rff -+- (c — 2^/)-. (2) Et comme on peut supposer
a^ b ~^ c '^ d^ aucun des binônées n'est nul.
III. Le produit de la somme de quatre carrés, par la somme de deux carrés inégaux, est toujours la somme de quatre carrés.
Dans ridentité connue
(«' ^ 6^ -+- (•' -*- <nir- + r) = (/« + 9^f + iga - fhf i
_H (/c + gdf + (gc - {d)\ S ^''
je suppose
« < ^, c <^ à, g <[• Aucun des binômes n'est nul; etc.
IV. Corollaire. — Si p est un nombre premier, ayant la farine 4a 4- 1, /e produit d'une soynme de quatre carrés, par p, est toujours }a somme de quatre carrés.
Addition. — (Mai 1888.)
V. Le produit d'une somme de quatre carrés, par un nombre impair, est la somme de quatre carrés (*).
VI. Tout nombre 8n -i- 4 est la somme de quatre carrés impairs, dont deux, au moins, sont égaux (**).
(*) Théorème empirique.
{") La première partie est connue (Recherc/ies sur quelques produi(s indéfinis, p. 99). Quant à la seconde, clje semble résulter des décompositions suivantes :
4= 1 -+- 1 -+-1 -f- 1, -28 = -2ri -+- 1 -+- 1 -+- I , ri-i = 2.") -t- 2o -4- 1 -+- I , 70 = 4!» -t- 25 -+- 1 -f- 1 , (111 = SI -+- <l-t-9-H I,
1-2= It-f- 1 H- 5(5 = -25-+- !•-+- GO = 25 H- 2i-Hl 84 = 81 -+- 1-4- 1(18 = 81 -+--25-+-
-4-1, 20= 9 -H il -4- I -4-1,
-4-1, il2 =81 -4-9-+- 1 -4- 1,
( iii^ )
CCI.ILXXIV. — Huv le» lisucM jS!;éodéNi«|ucM des surfaces de rév«»lutioii (').
(Mars 1887.)
Remarques sur la Note.
t. Le curieux théorème de iM. Jamet résulte de réqualion u^da=k(ls (**), (!)
laquelle résulte, elle-même, d'une combinaison convenable des
relations
ds du
— = consl, jr -— = consl. ("2)
dt dt ^ '
La première exprime que loule ligne géodésique est la trajectoire d'un point matériel animé d'une vitesse constante (***).
2. D'après la seconde des équations (2) : Soit une ligne géodésique, tracée sur une surface de révolution. Si l'un projette cette ligne sur un plan perpendiculaire à l'axe, le principe des aires a lieu pour la projection; ou, ce qui est équivalent :
Soit une surface S, dont toutes les 7iormales rencontrent une droite fixe, D; et soit C une ligne géodésique de S. Si l'on
(*) Bulletin de l'Académie de Dehjiquc (1887). A l'occasion d'une Note de M. Jamet {Bull., avril 1887).
('*) Je modifie un peu la notation adoptée par l'honorable Auteur. ('*') Propriété bien connue. Dans son premier Mémoire sur les lignes géodésiques, Liouviilc s'énonçait ainsi : « Je prends pourpoint de départ » ce théorème connu (ou, si l'on veut, cette définition), que la ligne géo- « désique pour une surface est celle que décrirait, à la suite d'une impul- » sion quelconque, un mobile assujetti u demeurer sur la surface et dont « le mouvement ne serait altéré par aucune force accélératrice. » [Journal de Mathématiques^ t. IX, p. iOl.)
projette C sur un plan perpendiculaire à D, le principe des aires
a lieu pour la projection de C .
En effet, la condition
V 'I déduite des équations
prouve que S est une surface de révolution (*).
3. Naturellement, M. Jamet a formé les équations (2) en Si\)\)\\(\ui\nl\e principe des forces vives et la théorie des moments (**). Cette méthode, employée par Liouville (***), est ingénieuse et simple; mais elle a un défaut : elle introduit des éléments étrangers à la question. Or, il est très facile de former, directement, l'égalité (1).
En effet, l'équation des lignes géodésiques
dx du
ds ds
devient d'abord, dans le cas où
ds{yd'^x — xd^y) — d^s{ydx — xdy) = 0,
(*) IIouËL, Calcul infuiilhimnl, t. III, p. 108.
(**) Ou plutôt, en employant les relations fondamentales :
'dF
— .N eos X ,
d'il
IF
- Ncos/.',
dF
— .N eos v;
et eu ayant é^^ard à la eondition (5). (*■') Je viens de le rappeler.
( 2ni )
ou
'JlI ^ d[xdy—ydx) ds xdij — i/dx
L'intégrale immédiate est
Icds = xdy — ydx ; (7)
ou, après transformation de coordonnées (*) :
Hs=^u\lco. (1)
Au moyen des équations (1), (5), jointes à la formule
évidente
r/.s^ = uV:.^ + (1 -^ f")du'- (8)
le savant Professeur de Nantes forme, satjs s'y arrêter, la relation
intégrale première de l'équation des lignes géodésiqnes tracées sur une surface de révolution
J'ignore si cette intégrale, dont !a forme est remarquable, était déjà connue (**).
Il en résulte, à cause de l'équation (1) :
ds^ nduX/ - — —• (10)
(*) On sait que
xdy — ydx = ii'^d . ;irc tg — = u^d'u.
(**) Après coup, je m'aperçois qu'elle a été publiée dans la Nouvelle Correspondance mathématique (t. V[, p. oCO).
( 21fi )
Rayon de courbure d'une ligne géodésique.
e. Remplaçons l'équation (4) par
. dx , dy , dz d d.f d-
as as ds s ds
s et p désignant l'angle de contingence et le rayon de conrbure (*).
A cause de
du ^ X „, du ^ Il
ax H ay u
nous avons
V 1 + //- - ff = V 1 -+- /■'-, puis
ou, par la formule (10),
1 Vir — k' , dz
p 11(1 u us
11 ne reste donc plus qu'à développer la dilTércntielle de ^.
COS-V
ds u y i -^ f- y \ + 1'^- ti
(*) Il est connu que, a, p, 7' étant les angles de la tangente avec les axes reclangulaires, on a
£- = ((/.COSa)' -*- (d C0S3;* -4- (f/.COST')' = ('/ — J -+- ['^ •—] "^ ('' x) '
etc.
( 217 ) Pour simplifier le ealeiil, je pose :
COSfx
Il résulte, de ees ;il)iTvi:ilions :
puis
V ,r — Ir siiix, = sin/-c;
cosy = sniAsin/W.
[ili)
Les formules (Jo) et (17) peuvent élre interprétées géométriquement :
1° M élanl un point de la ligne géodésique considérée, soit AMB la section méridienne passant en M. Il est clair que l est l'angle Ti{u formé par la tangente RMT et la droite Ou, perpendiculaire à Taxe Oz de la surface;
2° Du point 0 comme centre, avec k pour rayon, décrivons une circonférence OC. Si, du pied de l'ordonnée de M, nous
menons, à OC, la tangente PS, nous aurons itOS = p.;
5" La relation (17) exprime que
y est l'hypoténuse d'un triangle
sphérique, dans lequel les côtés de
l'angle droit sont les compléments
^ de / et de u.
( 218 ) 8. Par les formules (15) et (17) :
(/> = (lu (lu
dicosr) . f" . ^"
= sin^cosx ; — H sm ;. cos^
puis
d(cosr) Vu'—k'f" h'f'
du
u{\ + rf »vv-^^)(i-4-r
Au moyen de eelte valeur et de la formule (15), on a, (inalement :
-=^- '—-i-k^ (tî>)
9. Les sections méridiennes, earactérisées par o) = co/(.s^, sont, évidemment, des lignes géodésiques. Quand il en est ainsi, A- = 0 (*); et la formule (19) devient
°' (i -*- rf
ce qui devait être.
Introduisant le rayon p, , de la méridienne, ainsi que les angles / cl u (15), on peut donc écrire
1 siri*^ sin/cos'-'p
p Pi "
expression assez simple.
1! en résulte
1 II' - k' 1 /:7 '
P " Pi î/H/l -4- /'-
(*) Si l'on cherche dans (]uel cas le rapport-^' est constant, pour une même ligne géodésiquc, on trouve que la surface doit être un ellipsoïde de révolution. Cette propriété est la réciproque d'un théorème dû à Gndermann. (LiM)ELor, Calcul tics varialioiis, p. 278.)
CCIiXX.XV. — Une proprl^'té dvs pro^rcNSilonN g;^*oni4'(ri(|iiCN.
(3îat 1888) (*).
I. Théorème. — Soit une profjressiuii (jùoniélrique, cotnponée de II termes. Si, den fois la somme des carrés de leurs lofjnrithmes, on retranche le carré du logarithme de leur produit, te reste est constant.
CCL.XXXVI. — Géométrie de situation
(Mai 1887.)
Problème (***). — Sur un échiquier de trente-six cases, placer six jetons, de manière qu'aucune ligne et qu'aucune colonne ne contienne un nombre impair de jetons.
Si une ligne conienail quatre jetons, deux colonnes, an moins, ne contiendraient (]\\'un jeton. Ainsi, les lignes et les colonnes employées doivent contenir, chacune, deux jetons. Faisons abstraction des autres lignes et des antres colonnes; il nous reste un échiquier de neuf cases, disposé comme ceci, par exemple :
(") Complément à la Note CCXLII.
(*■) C'est à cause du Corollaire que le Théorème est énoncé.
(***) Proposé par M. Emile Dcliège.
Les cases non remplies sont au nombre de h'ois. La quesliori peut donc èlre formulée en ces termes :
Sur un échiquier de neuf cases, placer trois jetons, de manière qu'il y en ait un dans chaque ligne, et un dans chaque colonne.
Ce problème auxiliaire admet (*) 3.2. 1 = 6 solutions.
Sur l'écliiquier primitif, on peut choisir trois lignes, de "20 manières, et trois colonnes, de 20 manières. Le nombre demandé est donc
CIXXXXVII. — Sur les sectioiiiii eirciilaircs de l'ellip!«oicle.
{Février 1888.)
L Lemme (**). — OA, OB étant deux demi-diamètres conjur/ucs d'une ellipse; par l'extrémité B du second, vu mène une droite EBF, perpendiculaire au premier; et l'on prend, sur cette droite, les dislances BK, BF, égales à ce premier demi-diamètre. On Joint les ])oints E, F au centre 0.
Cela posé : 1" La bissectrice de l'angle EOF est, en direction, l'un des axes de la courbe; 2" 2;i, 21) désignant ces axes, oii a
OE
(*) Kn ollcl, pour former tous les c; nés, il suflil île permuter les trois lignes tracées ci-dessus.
(**) Le lecteur est prié de faire les deux premières figures. (*") CiiASLEs, Aperçu /listoriquc, deuxième édition, p. 562.
( ii21 )
II, Tukoukmk. — Soit ÏMN une corde de l'ellipse considénk-, parallèle au dcnii-dianièlre OA. Si, par le milieu G de M.X, on mène la droite IKiK, perpendiculaire à Mi\, et inscrite à l'angle EOF; le quadrilatère IINKM est un losamje, dont le côté éijale OA. /:/* outre :
on = ^ {a . b] , OK =- ^ (« — M. f> h'
A cause des parallèles HGk, EBF, le point G est le milieu
(le HK ; donc II.NKM est un losange.
De plus,
GK _ OG
WÔB '
ou
GK
puis, à cause de
KM = -— w^ -f- X* = H -.
m. Théorème (*). — Une ellipse étant donnée, on construit un losange H^'KM, dont le côté soit égal à un demi-diamètre OA, et dont la diagonale >M soit une corde de l'ellipse, j)arallèle à ce demi- diamètre. Cela posé, les soinmets II, K décrivent deux diamètres, symétriquement placés par rapport à cliacun des deux axes.
IV. Corollaire. — Soit, dans un ellipsoïde Ë, une section circulaire centrale BOD, et une section circulaire EGF, située dans un plan parallèle à celui de la première. Toutes les sections circulaires, telles que EGF, appartiennent à des sphères décrites
(*) Résumé des deux premières propositions.
( 222 ) nvec un rayon égal à OD, et dont les centres so7it situés sur un
diamètre OU de la section principale AOC (*).
CCLXXXTIII. — Uue applicatiou de la Géométrie à l'Algèbre.
(Vers 1840.)
I. Cordes principales. — L'équalion d'une surface 2 étant
^x' -H A' M- -+- A"2- -t- 2B7Z -+- 2B'zx -4- 2B"x// )
+ 2Car H- 2C'/y -+- 2C"c -♦- D = 0, ) ^ '
considérons un système de cordes parallèles à la direction déterminée par
(*) On trouve, par un calcul facile,
ISAOH
D'ailleurs
Donc
'^''">=aVv=
tgAOH.tj,'AOD = .
puis le |)l;iii (liiiinélriil coujuj^im'' à ces corilcs. (Icllcs-ci scroiil principales si les cosinus a, h, c salisloiii jiux conditions connues ;
Aa -4- B"h H- B'c A'IÎ -+- \ir -+- R"« A"c ■+- H'u -+- B6
abc
On Siiii (juc, v ("Irini In valeur commune des trois rapports,
(A _ .s)(A' - .s)(A" - .s) — B*(A — s] — B"^(A' — s) 1 — ir'-(A" - s) -t- SHB'Ji" = 0 (*). î
Celte équation, du troisième degré, a, au moins, une racine réelle. Par conséquent, dans toute surface du second ordre, il existe, ou moins, un système de cordes principales (**).
II. Réalité des racines. — Prenons une de ces droites pour axe des z : les équations (5) devront être vérifiées par « = 0, 6 ^ 0, c ^ 1 ; ce qui exige que
En même temps, l'équation (4) se réduit à celle-ci :
s" - (A -+- A') .s -H AA'— B"' = 0, (6)
laquelle a ses l'acines réelles.
Puisqu'il en est ainsi, la surface il possède trois systèmes de cordes principales (***). Mais le nombre de ces systèmes ne peut dépendre du choix des axes; donc les trois racines de l'équation (4) sont réelles ('").
(*) Cauchv, Exercices de Matfiematiqucs, t. IV, p. 14.1.
('*) Manuel des Candidats à l'Ecole polyteclmique, t. II, p. 4-2.
('") Pour faire disparaître le terme en xy, on fait tourner les axes Ox, Oy dans leur plan, en les laissant rectangulaires; etc.
('") Démonstration donnée à l'École polytechnique. Si je la rappelle, c'est parce que, fréquemment, on en voit paraître d'autres, fort compliquées. (Mai 1<S88.)
CCIiVXXlX. — Équation»» dont toatcN les racines» sont iniasinaircN.
{Mars 1869.)
I. Théorème. — Si l'équation f(x) = 0 (*) a toutes ses racines
réelles et inégales, l'équation obtenue en égalant à zéro la seconde
dérivée de j- , a toutes ses racines imaginaires.
Soit
et, par conséquent
L'équalioi) .'/"=0 est donc
Or, si l'on suppose
on a
ou
puis
I ff'~r
r-iï"=ry,
-Ij
f'-ff^p
{Jc — a}-
Le priniier membre de réquatioii (1) élani une somme de carrés, celle équation n'a aucune racine réelle (**).
(*) /"(x) est un polynôme entier.
(**) C'est à peu près ainsi que le théorème a été démontré par 31. Agairaf (Nouvelles Annales, 1849, p. 445).
Addition. — {Mai \SSS.)
II. Théorème. — Si l'équation f(x) = 0 a toutes ses racines réelles, l'équation
ff"-r-=o, (A)
a toutes ses racines imaginaires (*).
V. Remarque. — On sait que
De plus, si Ton fait f[x)=x'^
LU
toutes les racines de /(3c)= 0 sont réelles (***). Donc le théorème ci-dessus (II) est applicable.
(') Évident par la fornmlo (5).
(*') Premier Mémoire sur les forictions X^, p. {"5.
(*"*) Ibid., p. 52.
Soit, par exemple, n = 5 ; d'où :
/■(x)=.x'h-9j;' + 9x-h1, f'{x)=ô{x^-i-CiX-\-ô), /"=6(x-+-5j. L'équafion (A), développée, est
X* -+- 12x'' -4- 5'i-x* -4- o2x -+- 21=0: elle n'a aucuae racine réelle (*).
V'I. Autre application. — L'équation
a ses racines réelles et inégales (**).
On peut donc prendre, dans l'éfiuaiion (A),
/■(x) == (x — a)(x — 6) •• (x — Aj — 2 tii{x — h){x — c) — (x — k) ('**).
V'II. Rentarqne. — On pouiniit supposer que, si la proposée a des racines imaginaires, la transformée a, nécessairement, des racines réelles. Il n'en est rien. Soit, on effet,
/■(x) = xfx^— 1)(x--hI).
On trouve
p — ff" = -ôx^ -H iOx* -^ I;
et ce trinôme ne s'annule pour aucune valeur réelle de x.
(*) Dans les Nouvelles Annales, 1848, page 568, on énonce, sous le nom de Gauss, une propriété qui résulte de la formule de fiodrignes. En outre, réquatioii /"(x)=:0 (îi) étant une simj)Ie transformée de X„:=:0, le lliéorème sur la réalité de ses racines ne doit point être aUribué à M. H. Laurent.
(**) Voir, par exemple, une Note de Biuet (Journal de LiouviUe, t. II, p. 250).
(***) Nous citerons' encore, comme équation proposée, celle que l'on rencontre dans la théorie des inégalités séculaires, et dont un cas particulier fait l'objet de la Note CCLXXXV.
CCX.C'. — ^iiir iiiir formule «le <'aiicli
{Mai 1888.)
I. Dans le lomc IV des Anciens Exercices, on trouve celte rehition iTmarqnable, que rillustrc Géomètre démontre au moyen de la théorie des Rcsidîis :
-te Y- - i" 1- - Iff H - t2 H •
COtX H col - i H col -
Il est très facile de la vérifier. En elTet, elle donne, par intéiîration,
- . CCS - . CCS - . cos - ••• I = y 2 4 6 8 J "^
cos
ou
sin XXX sin - sin - 5 6
sin - sm - X X X X suix 3 0
cos -, cos - • cos - . cos- ••• = ■
Cela posé, soient
Pi = cos - cos - cos - • • .
P3 = cos - cos — cos — ■••, G 12 24
Pk = cos — cos — cos — • • • 10 20 40
par une formule d'Euler, bien connue, on a
sm
Pi =
sm p. = p —
( 'J28 ) D'ailleurs (*),
X oc X X i\ T\ r% /"*\
cos- . cos- . cos- C06 = F, . Fj . Pj ...; (o)
donc l'égalilé (2) est démontrée.
II. On peut se proposer de sommer la série
tg,-^_tg--.-,g--.... = N^-ts-. (4)
Dans Télat actuel de l'Analyse, ce problème n'est peut-être pas résoluble; mais nous pouvons, du moins, le rattacher à la série de Lambe7t.
D'après une formule du Mémoire intitulé : Sur quelques intéfjrales définies (**), on a
X ~ — (x.^ da
Conséquemment
puis, si l'on lait a = q'" :
On conclut, de cette formule,
Il TTfJ f - . /
(*) S»<r MH tableau 7iumérique..., p. 7.
(**) Académie (h lielip'qnc, oclohrc ISSiJ.
("*) Elle ne dilTère, qu'en apparence, de la eéièbre formule, due à Poisson
( 229 ) De plus, si Ton fait
on a Donc enfin
fl,gï = î /■'(,- ^ -, '^) [Aï) -/W")]^- (H)
^ j « n TT . / "^ ^ y
III. La relation (II) peut en faire trouver d'autres. Par exemple celle-ci :
JP\ COSX . COS - . COS - . CCS - . cos
Le changement de ac en ^ donne ensuite
•-J I J^ JC JC ^
J COS - COS - cos - COS -
puis, par soustraction :
V-IV
et, jKir conséijiiL'nl,
ov -\- V
e^-ir
etc.
Ainsi
ou
% -+- y') -+- %' + y") -+- %'-^ ^") -+- iy"^y"') = — 2.0. »/',
24(y + »/') -+- Î20(y -t- ^") -+- 4((/" H- .v'") -+- 0(y'"+" !/' ) "^ ^Cv" "^ y") "^ (y ' H- ^") = 2 • 3 . 4»/\
ou
Chacune de ces équations est vérifiée par y = (e" — 1) '. C'est ce qu'il fallait démontrer.
II. Remarques. — 1" Dans ces équations, les coefiicients numériques forment la table à double entrée :
2" Si Np ,, désigne le terme placé dans la jo'*"* colonne et dans la 7''""' lifjne :
5" La somme des termes composan t la q'*°" ligne est 3.4.5. .. (ç+1 ).
4" Les derniers termes sont :
III. Une intégration. — Soit l'équation (3), ou
Quoi qu'elle ne soit pas linéaire, il est facile d'en trouver l'intégrale générale. En effet, multipliant les deux membres par l(y -h y'), on a
Le premier membre est une dérivée exacte si l'on prend "X = e*"^ (*). D'ailleurs, 2e*'(?/ + y')y^ est la dérivée de (ye'y. Donc une intégrale première de (A) est
{y -H yje*' = {ye')' -+- g,
iy
^yy^ = \/(ye'Y
ou encore :
e'iye'ï = ^{yen'
Ainsi
(*) La dérivée de ^■{y-i-y')* étant
on doit avoir
dÀ
da;
— = -2; elc.
et enfin :
l/(ye'j* -t- (J
IV. Sidte. — Pour simplifier l'intégrale (D), qui n'a pas la forme normale, posons
ye" = u. (7)
Il vient, immédiatement,
puis
Le système de ces deux formules constitue l'intégrale générale de léqiiation (A).
V. Si la constante g est positive, remplaçons g par g^; puis posons, comme le fait Legendre,
II résulte, de cette transformation
\/l-isi.
du = ^i— ^ , l/«* H- g* = 2ûf
he
(**) NoteCWXW (t. II, p. 477).
VI. Si la conslaiile g est négative, on trouve, avec la méniLfacilité :
COs Cp
^ \/ I sin*©
t/cp
1 sin'o
lô)
Addition. — (Jwm 1888.)
Vil. Généralisation. — Dans l'intégrale
d(ye^)
remplaçons e' par une fonction /, donnée; de manière que
Il résulte d'abord, de cette égalité,
r _ yf -^ (V
f" ^{yty-^9 ou
puis
^(yff = p (^r' -^ ^^^7" -+- /y") -^ ify' + y/') — p — '
et enfin
n'y" -^ n^r - rry -+- 2^^'/ = Ty'- (f)
Ainsi, l'inlégrale générale de cette équation (F) est l'équation (E).
(•) On l'ail
( ^^^li )
€€X€II (*). — Uuc é<|uatioii aux^ difr^^rcnce».
{l'écrier 1880.)
I. Pronière méthode. — L'équatiori doiince étaul
IVh = "P. -^ '•«-., (1)
soii y la fonction générative de P„, de manière que
y -= Pu -t- Pix -4- P,x' -f- •■ -I- P,x' -4- •••; (2)
puis, par un calcul facile,
dy /, M Po P,
L'intégrale de celte équation linéaire est
-(.+ ') /•x+* /Po P,\
Malheureusement, la quantité placée sous le signe /n'est pas intégrable par les procédés connus ; on ne peut pas même développer, en série, la fonction e
II. Seconde méthode (**). — En l'appliquant, on trouve qu'on satisfait à l'équation (1) par
la vérification est facile (***).
(') Extraite d'un Traite inédit.
(**) Due à Laplace {Théorie des Prohabilités),
(•*•) En effet,
IV=-|P„4-I -P„-l]
III. Remarque. — Si l'on suppose P, = 0, P^ = \, la formule (1) donne, successivement :
Ces nombres sont les dénominateurs des réduites de la fraction
continue
étudiée par Amoretti (*). Ce jeune Géomètre (**) considère la
série
Or, d'après Fourier
1 1 — 1 — =- / rtx ces (a sin x);
2' (2.4)' (2.4.6)' rj ^ '
donc
s = - / àx CCS (21/ — 1 sin x),
ou, sous forme réelle,
(*) Nniioc/les AnnnlfiXy I8Î)5. p. 40. (*') Mort à râgc de seize ans !
('**) Théorie de la Chaleur, p. iïTS.
(") Pour démontn-r directement celtf fonmilt', il siillit de di'velopper les exponentielles.
r€X€'lll. — Sur uue in(^>erulc défluie.
(Février 187G.)
IV. La comparaison des valeurs (4), (d) donne
/ m_2 (m-)Um-'il (m I) (m - 8) (m - 3) \
V. liciiianjiie. — On lit, dans les Tables de M. Bierens de Haan (1^" édition, T. 107) :
Même abstraction l'aile de la faute typographique, dans le premier membre, cette formule est inadmissible; car le facteur J^(a — n -+- 1) devient imaginaire pour n > a. Dans la seconde édition (T. 123), la formule est
ce qui équivaut à
Il est facile de voir que celle-ci ne dilTère pas de la noire, au moins quand iti est vndcr positif. Si ;>/ n'est pas entier, le second
membre de l'égalilé (7) deviciil une série (livcrfjenie, à cause du facteur r(l -h n).
VII. Remarque. — Comme
/ ffy\ ^ ô)"'-\U = j {\ — 6)^6"'- 'f/0,
on aurait pu prendre, au lieu de la formule (5) :
a; xix — 1 )
ou
Les intégrales
/ xàx^ I x{x — \)dx, I x[x — \){x — 2)r/x, ...,
analogues à celles que contient la série de Binet, sont toutes commensurables.
(') On peut comparer ces résultats avec ceux que nous avons indiqués dans les Recherches sur la constante G, dans le Mémoire Sur la constante d'Evier et la fonction de Binet ^ etc.
I. Ce théorème, presque évident, fait supposer celui-ci
Soit nu la somme des diviseurs d'un no)iibre n, inférieurs à n. Soit iig la somme des diviseurs de n,, inférieurs à n,, etc. Ces sommes n^, lu, ... tendent vers une litnite /, laquelle est 1, ou un nombre parfait (**).
La seconde partie de renoncé est visible : Si n^, par exemple, est un nombre parfait p, on aura îi>j^p, n^ = p,... Au contraire, la première partie, si elle est exacte, doit être très difficile à démontrer.
II. Remarque. — Si le terme u^ est premier, u^^^ égale
III. Si Ton prend ?i = 2.j, on trouve, tout de suite, ni = 1 -i-o = 6, nombre parfait, n = 50 donne les résultats suivants ;
n, = 1 H- ti -1- .1 -+- 5 -+- G -f- 1 0 -I- 1 u = 42,
n.,= l -+- ii -4- ô -+- ( j -4- 7 -+- 1 4 -4- -2 1 == .j4,
7jg = 1 -+-2 -+- 5-+- 0-+- 6 -+-9-+- 10 -+- 15 -+- 18-+-50-+-4o = 1 i4,
/<: = l-i-2-+-5-+-4-+-G-H8H-9-+-12-»-iC-Hl8-i-24-+-56-+-48-+-72 = 259,
ïjg = I -+- 7 -+- 57 = 45,
(') Mathcsis, déc. 1887.
(**) Un nombre parfait p est celui (]ui osl éj;al ii la somnio de ses diviseurs, abstraction faite de p.
CClLrv. — Qiiclc|ueN forniiilcs clliptl<|acN.
{Février 1887.)
I. Le Mémoire iiililulé : Notes sur la théorie des fractions contimies.. contient les égalités suivantes :
cj - V -V 9r/— ..= 1 (;)'e"(0) (*), (2)
ir/ ^ 97'-+-...= - 1 (^)*«"H
e"{.) = [c^ir'-E,{k)]yl-n- (5)
II résulte, des quatre dernières :
g^iq^^^Jcj^^ lG7--^...=^^[E,-«r]^/--. (7)
II. Dans l'égalité (1), chassons les dénominateurs. Elle devient
(7 — 47*-t-97'-'— ■lG7'«-4-..-)(1 -+-27-1-27* -4- 27' -4-...) ) + (7-1- 47* -4- 97'+ 1C7"-+----)(1— 27-4-27*— 27'-+- .) ((8) = 27(l-4-7--4-7'^-4-7'*-i--)\l+27-4-27*-4-.--)(l— 27-+-27* ).)
On sait que
(*) Page bo.
(*•) Page 57.
(*'*) Recherches stir quelques produits indéfinis, pp. 106 et 107.
IG
Donc, si Ton fait
le second membre de l'équation (8) prendra la forme 2f/P"'.
H-49fy
_^.(ç_47*^-9r/«— lG7"'-t-25ry" ) (7 -1-7* + v'-" + r/'«-Hfy" -+-•••)
— (7+ 4fy'-4-'J7'-+ IO7'" -f-25(/"-+---)('/-7* -+-'/' — '/''-* 7" )
{') lirchcrchcs. ., y. 8.
(••; Ibid., p. ±
( 243 ) Posons, pour abréger :
q -+- Dr/' -4- 257"-»- 497*»-+- . . = A, 47*-+-l(i7"'-+-r)(J7''"'H-G47«'-t- •• = A',
7 — if ■+- 7" — 7'''-+- ... == B'.
Le premier membre de l'égalité (15) devient
A -H (A — A') (ii + B') — (A + A'J (B — B') = A -t- i>(AB' - BA').
Ainsi
A -+- 2(AB'— BA') = 7P
Chaque terme de AB' a la forme x'^q'*'^"-'' ; (x inip., y pair) chaque terme de BA' a la forme y'^q"'^"'.
Conséqucmment, notre égalité (15) se réduite
2x^7'^ + 22^x'^ - !/^)7^'^*°- = qV\ (1 4)
D'après celle-ei : dans le développement de qP^, chaque exposant est, ou un carié, ou la somme de deux carrés (*).
(*) Cette propriété, évidente à l'inspection de Tégalité (13), résulte aussi de la formule
qP^=q{l — Tyqi -+- îjry'^ — 7g'< -+- Gq*" )'. (H)
En effet, dans la parenthèse, chaque exposant a la forme 2n(n-+-l). Donc, tout terme du premier membre contient une puissance de q marquée
par
Or, si l'on multiplie et qu'on divise par 2, ce trinôme devient
Notons, en passant, que : le quadruple de la somme de deux nombres triangulaires, augmenté de i, égale une somme de deux carrés (ou égale un carré). Par exemple,
/S. 6 9.10\ -i ^ H -t- 1 = i2.il = 10' -^ 11 -.
(lo)
( 244 ) VI. La combinaison des égalités (14-), (11) donne celle-ci
pourvu que
Soit, par exemple,
n = 85 =- 9' -t- 2- = 7' -H G- ; puis
Agj -. 8 i -t- 49 — 4 — 36 = 90.
En effet, dans le carré de
le coefficienl de 7^'' est
VU. Développement de P. — Nous avons trouvé
Donc, si nous faisons
la série P se déduira, de a.'-, par le ciiangement de 7 en 7"-.
(*) La dernière formule résulte, immédiatement, de Tégalité (il); mais la dcmoiislration est moins claire que celle qui vient d'être exposée. De plus, si A- est le nombre des solutions de Tcquation (16), la valeur de A„ peut être remplacée par l'une ou l'autre de ces dcux-ci :
A„ = Hlœ* — kn, X„ = kn — ili/,
peut-être plus commodes que la première, dans la plupart des cas.
(**j Faisons encore observer (jue :
(■■■) Ihrlirrcltcs..., p. 17.
Or,
a'* = I — 27' — 7' -^ ^" -+- 7' -♦- 'ir/'" — 2ry'- — !2r/"' — 27"* -4- 7*" -t- 27*"-*- 37**— 27'»-+- 27"— 27'^— 27*"— 27*"— 7'**-+- 27"
donc
et, d'après ce que Ton a vu ci-dessus (111) :
Vlll. Zoj des coefficients. — Soient, dans l'égalité (19) :
On a
Donc, si / et /' sont inégaux,
le signe ^ s'étendanl à toutes les solutions, entières et positives, de réquation (23).
(') Recherches..., p. 41. Ce développement a été obtenu de deux manières différentes : il } a donc lieu de le croire exact.
(*') Cette double égalité devient évidente si Ton fait attention que la formule connue :
donne
Mais, si /' = /, ou
n = 5^ zp /, on doit prendre
pourvu que, dans celte nouvelle formule, / et l' soient supposés inégaux (*). .
Soit, par exemple,
L'équation (23) devient
J40=(3/-qz/) -i- [ôr- zp l').
Celle-ci est vérifiée par
Donc le coefficient de ç'^*' doit élre
i -+-2(— 1)'=— 1; ce qui est exact.
IX. Suite. — L'équation (23) peut être remplacée par
Ainsi, sauf le cas où 71 = 3)- =f \ L„ égale l'excès du nombre des solutions de l'équation (25), dans lesquelles 1 et V sont de même parité, sur le nombre des solutions dans lesquelles ces nombres sont de parités contraires (***). Mais cet énoncé peut être simplifié, au moyen dos remarques suivantes ;
1° On peut substituer, au second membre de l'équation,
(Gx -+- 1)* -+- (G (y -4- 1)*, X cl y étant positifs ou négatifs ;
(*) Rechercfies..., p. 39.
(*•) Ibid., p. 41.
(***) Loc. cit.
( '^^^7 ) 2" Il est visible (e( connu) (*) (|iic (6x -+- !)'-+- (G/y -+- 1)*= 2 [(3x -t- 5»/ -t- 1 )* -♦- (ôx — %)*J Donc rc(juation (25) devicnl
I2« H- I = (3x -+- ô/y -+- 1 )* -+- (ôx H- 5^)*,
ou, finalement,
12/i H- 1 = (5« -t- I)- -f- (3ii)'-;
M, V étant dos (/uantités chUîtcs, positives ou néfjatives (**).
Par conséquent : ~ L„ éf/a/e l'excès du nombre des valeurs paires, sur le nombre des valeurs impaires, de v.
X. Remarque. — Ce nouvel énoncé suppose que 12«-i- 1 n'est pas un carré parfait (***). Lorsque 12n h- I a ia forme /-, la valeur de L„, déduite de la règle (2o), doit être augmentée d'une unité.
XI. Autre remarque. — Si 12?j h- 1 est un nombre premier, comme il a la forme Au- -+- 1, il est décomposable, d'une seule manière, en une somme de deux carrés : l'un est (ou -}- 1)^; l'autre, (5vy. On est donc conduit à ce petit théorème d'Arithmétique, à peu près évident :
Tout nombre premier, de la forme 12a h- \, est la somme des carres d'un multiple de o, et d'un multiple de 3 augmenté ou diminué de 1 (").
(*) Voir, par exemple, le Mémoire de M. Gcnocchi {^^ouvellcs Annales, t. XIII).
(**) De
on conclut que :
Si « et V sont pairs, x et y sont de même parité;
Si u et V sont impairs, x et y sont de parités contraires ;
etc.
(*") C'est le cas d'exception signalé plus haut.
l") Dans le cas considéré, L„= ± 2, selon que u est pair ou impair.
CCXCTI (*). — Sur le Problème de Pétershourg: (").
(^Décembre 1877.)
1. « Pierre, se proposant de jeter en l'air une pièce de monnaie, promet de donner à Paul \ ducat si, dès le 1" coup, cette pièce étant tombée, montre la face; 2, si cela n'arrive (ju'au 2" coup; 4, si ce n'est qu'au 5", et ainsi de suite, en doublant à chaque coup. On demande le sort de Paul. »
Les probabilités de l'arrivée de face, au 1" coup, au 2% ..., au n'""% sont
Les gains correspondants sont
1, 2, 4, ..., 2"-* ducats.
Par conséquent, le sort de Paul (ou son espérance ninlhématique), est
« Or (dit Lacroix), puisqu'il n'est pas impossible que face » n'arrive qu'après un nombre de coups plus grand que tel » nombre qu'il plaira d'assigner, ne s'ensuil-il pas qu'avant » de commencer le jeu, il faut supposer ce nombre inflni? » La mise de Paul doit donc être infinie; mais quel bomme » sensé voudra risquer à ce jeu, non pas une somme infinie, » ce qui est absurde, mais même une somme tant soit peu lorie? » Voilà le paradoxe que les géomètres ont cbercbé à expliquer. «
On n'a peut-être pas fait attention à ceci : Pierre, qui promet à Paul de lui donner l*", 2', 4*^, 8*^, ..., doit commencer par établir
(*) Extraite d'un Traité inédit.
(**) Proposé à Montmort, par Nicolas BcrneuUi (Méiuoircs de S'-Péfersbourg, vers 1720; Analyse des jeux de luisurd).
qu'il est en ctnt de paner. Si Pierre disait : « Voilà une somrr.o » de 1024 francs, sur huiiicllc vous prélèverez 1', 2^ ^^, 8', ..., » si face arrive au l^coup, au 2''"'% au 5"""% ... Si, au H'*'"" coup, » je n'ai pas amené face, In partie sera nulle, et nous retirerons » nos mises »; il n'y aurait plus de paradoxe : l'enjeu de Paul devrait être (^)' (*).
II. Variante. — Pierre promet, à Paul, de lui donner 1^ 2^ 0^ ..., rt^, si FACE arrive au 1" coup, au 2'*""', ..., au u'""\ Quelle est l'espérance mathématique de Paul?
E=lxi+2x(5)^3xQV...-4--.x(^)"=2-J„-|.
Celte quantité K tend, très rapidement, vers 2. D'ailleurs, la probabilité que Paul gagnera (la partie s arrêtant, au plus tard, au n'*"'* coup) est
et la probabilité que Pierre gagnera est seulement ^•
Si donc la mise de Pierre est n francs, la mise de Paul doit être, d'après la règle des paris :
Il n'y a plus rien d'excessif.
(*) Poisson a fait une reniarque analogue à celle-ci {Recherches sur ta Probabilité des jugements j p. 75).
CCXCTII. — Snr an cas particulier de la formale du biuôiue.
(Août 1888) f).
I. Soit, en. général
la somme des n premiers termes du développement de (1 — xy, p étant un nombre entier. La multiplication par 1 — x donne, au moyen d'une propriété bien connue (**),
puis, par le changement de p en p — 1 , /) — 2, ... 5, 2 :
Mais
(l-x)cp(2) =(p(l) -(:„,„_,x".
donc, par une élimination facile :
Cette relation, que nous croyons nouvelle, ramène le calcul de S„, à celui d'un polynôme composé de p — l termes : si n est beaucoup plus grand que/?, le second calcul sera bien plus simple que le premier.
(*) Addition à la Noie CCXCVr.
( 2Iil ) Soit, par exemple, p = 5, m = 100. On aura
II. Remarque. — L'équation
a p — i racines égales à 1.
m. La relation (A) peut être mise sous une forme plus simple.
On a
R„ étant le î^este. Donc, en supprimant, dans les deux membres,-p^ :
(l-x)''R, = [C„_,,,. ,-+-C,,„.,(l-x)-H...-HC,^.,_,,„_,(l-xr»]x''n. (B)
IV. Remarque. — Le reste i\„ est le produit de la fonction proposée, (1 — x)""*» p(^>' '"* polijnôme entier.
V. Autre remarque. — On a
donc la relation (B) peut être écrite ainsi :
(1 — a:)''[Cp4.„_,^p_i -4- Cp.^^^p_,x -H Cp^.„4.,,p_,x -»-•••] )
= C„_,.„.,+C„,„_,(l-x)-+-.-4-Cp,,.,,„_.(l-x)''-'n.) ^
(*) Si l'on observe que, pour p ^ \ ,
1 —X on peut démontrer, directement, l'égalité (B).
(**) Cette égalité (C) rappelle, jusqu'à un certain point, la formule (6) de la Note LV (t. I, p. 218).
Par exemple, comme il est facile de le vérifier :
VI. Séries logarithmiques. — Pour abréger, représentons par
A„ -+- A,x H- AjX* -+- ••-,
la série contenue dans le premier membre de (C), et par
B, -H B,(l— x) -4-B,(l — X)' -4- ..• -f- Bp.,(l — x)" ',
le second membre.
Nous aurons
A,i -f- A,x -+- Ajx'' -+- Ajx' -H •••
= B„(1 — x)-'' -+- B,(l — x)-''+' H- ■.. -+- Bp_,(l - x)-- -+-
puis, par intégration,
A„x -+- - A,x -\ — AjX" -4- ••• =
ou
il»
Voici donc une infiiiilé d'infinités (*) de développements du logarithme népérien de (1 — x).
VII. Application. — Soient n=\,p = % auquel cas : An = 2, A, = 3, Ai = 4, A, = 5, A,=^ (),...; B„=B,= 1. (') Les coefficients Aj, A,, ..., B^, B,, ... sont fonctions de u el de p.
( 253 ) La relation (D) se réiluit à
i> 3 4 îi
ce qui ne diiïère, qu'en apparence, de la formule connue (*).
CCXeviII. — i:x.traits «l'uuc lettre à .11. Uernitte.
(16 mai 1880.)
... Je suis prédestiné, semble-t-il, à découvrir des théorènnes connus. Sans la chercher, je viens de trouver une démonstration, simple, du beau théorème que vous avez donné dans le Journal de Borchart :
p étant un nombre premier, impair.
(Vous vous rappelez, peut-être, que je n'ai pas saisi votre démonstration ; mais peu importe).
Depuis que j'ai démontré le théorème de Staudt, je m'évertue à en tirer des conséquences : vous allez voir que votre théorème en est une.
Du temps que..., j'ai donné celte relation :
2C,,+,. , B, -4- 2^C2„+,. , B, -t- - -f- 2^'-C,„+,, , B,„_, =-- n [Comptes rendus, t. LIV). Etait-elle nouvelle? Peu importe encore. Considérons, dans le premier membre, les Nombres de Ber-
(*) Le second membre égale
(1-2) a; -4- (l -^) x'-h (l -^] x^+ll-^] x* + ...,
noulli admettant la fraction - (Passez-moi celle loculion abrévialive). Ce sont :
Ces quantités admettent, comme coefficients respectifs :
*■ '-'2.1+1,;' 1' ■^ '-'2n+l,îp-2î ■^ '-'În+J, 3p-3î •••
Ainsi, dans le premier membre, la somme des fractions ayant p pour dénominateur est
r-)p-*r ^- ^^ip-ijf _, 93(^-1)/-- . ..I — _
- L- ^in+l^p-l ^ - '■'2n+l,2p-2^^ -^ '^2n+l,3p-3 -*^ ' J '
N élant un nombre entier.
Le second membre est entier. Or, les fractions -, —, —,,... ne peuvent se réduire entre elles; donc chacune est réductible à un nombre entier. Autrement dit :
2"-'C,„+,,,_, + 2-'"-"C,„+,,p_, -H 2^"'-''C,„+,,3p_3 + ... = JTl (p);
ou , en négligeant des multiples de p (d'après le ihéorèrae de Fermât) :
Cs-i+Lp-l ■+- C2„+i,2p-2-+- C,,,^ i,3p_3 -+-••• = 0]X (p)
Notez que c'est seulement après être arrivé à ce résultat, que j'ai songé à votre théorème! ...
CCXCIX. — Sur une applioalioii «lu tliéorènic (le Bayes, faite par l^aplacc (*).
(Août 1888.)
I. Dans son Mémoire, le jeune et savant Professeur à TKeoIe iMiliiaire (**), énonce ainsi le ihéorème, sans nommer Bayes :
Principe. — Si un événement pevt être produit par un nombre n de causes di/Jércntes, les prohabilités de ces causes prises de l'événement (sic) sont entre elles comme les probabilités de l'événement prises de ces causes, et la probabilité de l'existence de chacune d'elles est égale à la probabilité de l'événement prise de cette cause, divisée par la somme de toutes les probabilités de l'événement prises de chacune de ces causes.
Il en fait Tapplicalion au problème suivant :
Si une urne renferme une in/inite de billets blancs et noirs (sic) dans un rapport inconnu, et que l'on en tire p -»- q billets dont p soient blancs et q soient noirs ; on demande la probabilité qu'en tirant un nouveau billet de cette urne, il sera blanc.
Au moyen d'une méthode bien connue aujourd'hui, rillustre Auteur trouve que « la probabilité entière de tirer un billet blanc de l'urne » est
Ici, les réflexions et les questions se présentent en foule. Comment Laplace n'a-t-il pas été frappé de la simplicité de ce résultat? Comment ne s'est-il pas aperçu que son calcul, fort simple dans le cas d'une infinité de billets, deviendrait prolixe et
(*) 3Iémoires de l'Académie des Scioices — Savants étrangers, \~li. (*") En 1774, Laplace, qui avait vingt-cinq ans, signait : de la Place.
( 25fi )
fastidieux si l'on supposait le nombre des billets égal à dix mille, par exemple? Comment ne s'est-il pas demandé si la formule (1) ne subsisterait pas dans le cas d'un nombre quelconque de billets, supérieur k p -h q1 etc., etc. (*).
II. Quoi qu'il en soit, nous rappellerons, ici, la solution du problème général suivant :
Une urne A contenait, primitivement, s boules. On en a tiré, au hasard, m boules blanches, m' boules non blanches. Quelle est la probabilité iVextraire, de l'urne modifiée, une nouvelle boule blanche (**)?
Après la sortie des m-hm' boules, l'urne renferme s — m — m' boules, de diverses couleurs, qu proportion inconnue. Vévénenœnt attendu est la sortie d'une boule blancbe, de l'urne modifiée.
La probabilité P, de cet événement, ne sera pas altérée, si les causes dont il dépend subissent des modifications incontiues (***).
Nous pouvons donc mettre à part, sans les regarder, 1 boule, 2 boules, 3 boules, ..., et même {s — m— m' — 1) boules : P n'aura pas changé.
Mais alors l'urne A est remplacée par une urne auxiliaire ou fictive B, contenant, primitivement, niH-m'-i-l boules, et d'oii il est sorti m boules blanches, m' boules non blanches.
(*) On pourrait faire, aussi, beaucoup de remarques sur la rédaclion. Le futur admirable écrivain s'énonce ainsi : « la probabililc de tirer un billet blanc de l'urne en vertu du rapport x. » — a Si l'on intègre
,_p_:riyi,^^^j^yd.
comme si l'on intégrait une intégrale! Etc., etc.
('*) Problèmes et lliéorèmes de l'rohabilités; Mémoires de l'Académie de Belgique, 1884, p. 7.
{***) Journal de Liuuvillc, I. \\ (I8il), p. 78; L'n nouveau Principe de probabilités; etc.
( '^■'>7 ) On ne peut faire, sur la composition de B, que t/eî/x hypothèses:
m blanches,
m'-+- I uon liltiHclics;
m -4- 1 hluiirlics, vi' non blanches.
Les probabih'tés de ces hypothèses sont proportionnelles aux
nombres
(m -t- \)m ...2 m'{iii' — I)... 1; ou, plus simplement, prnporiionucllcs à m' -H I , m -\- \.
Ainsi, îô,, 7U.2 étant ces probabilités :
Cl = ; , Cïj = •
Mais, évidemment : la première hijpothèse est incompatible avec l'événement attendu; la seconde le rend nécessaire.
En conséquence, la probabilité cherchée, P, est égale à la probabilité ts-o de cette seconde hj/pothèse. Autrement dit :
m -H JH -+- 2 et ce résultat s'accorde avec la formule (J).
III. Remarque. — Si Ton a tiré, de l'urne A, m boules blanches, m' boules noires, m" boules rouges, etc.; les probabilités d'extraire, à un nouveau tirage, une boule blanche, ou une boule noire, ou une boule rouge, etc, sont :
m ■+- 1 jn'-4- I •
m -f- ni' -i- m" -i- ••• h- le in -\- m'-^ m' m' -4- 1
m -+- m -\- ni -t- •••-<- A; k étant le nombre des couleurs (*).
(*) Ce mot est pris dans son acception usuelle.
IV. Dans son Mémoire, Laplaco donne une dëmonslration du théorème de Jacques Bernoulli, absolumeiil inacceptable. Du reste, les diverses démonstrations de ce beau théorème, que je connais, pèchent toutes en quelque point : sauf, peut-être, celle que m'a communiquée, autrefois, M. Maniron, Lieutenant d'Artillerie. Malheureusement, elle n'a pas été imprimée.
P. S. Une discontinuité. — Soil une urne A, contenant b boules blanches et n boules noires. On les réparfit, sans les voir ni les toucher, entre k nrnes auxiliaires, B, C, D, ... H. Cela posé, la probabilité d'extraire une boule blanche, soit de B, soit de C, etc., égale ^^r-^, excepté si k surpasse b-t-n.
Spa, 50 aoùl li
Fin des Mélanges mathématiques.
Tome III, page (U, ligne première, au lieu de , lisez
sin (/TT siii pTT
— — 161, ligne pénultième, au lieu de vion, lisez vient.
— — 212, Ajoutez ceci :
Autre addition. — (Juillet 1888.)
VII, Le produtt (a^-t-b')(a*-i-l)'')(a"'-+-b"*j ... est, généralement, la somme de quatre carrés (*).
VIII. Si un nombre impair, N, est la somme de deux carrés, chacun des nombres N*, N*, ... est la somme de quatre carrés.
(*) Il peut V avoir exception, si a = b, ou si a'=b', etc.
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