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ALLOCUTION
PRONONCKK
DANS I.A SALLK ACADEMIUIK DE l/IMVEHSITK DK LI1:(;E
LE t DIOC'ICMIillIî: 188»
MesiAmes, Messieurs,
L'érnolion me renclrHil iibsolumeni inucl, si je n'aviiis eu la piécoulion de préparer, à l'avaiKe, <|iiel(jiies paroles de rernereienients pour les iionneurs dont vous m'accablez. Elles sont loin de rendre ce que j'éprouve; mais vous connaissez la maxime : Si la lettre tue, l'es^tit vivifie.
Je dois, avant tout, rendre grâce à ceux (jui ont eu l'idée de cette manifestation, si glorieuse poiir moi ; et, en particulier, à M. Demaret, le jeune et zélé Président du Comité d'organisation. En second lieu, je prie mon illustre ami Teliébyciu'IT, et MM. Folie, Mansion, i>euberg, Le Paige, ...mes savants Confrères, d'agréer l'expression de ma reconnaissance. Malbeurcusement, quelques-uns de ceux que j'aurais voulu voir ici n'y sont pas. M. Hermiie, Président (riionneur, et le plus éminenl des Géomètres français, aurait voulu assister à cette cérémonie : des devoirs impérieux le retiennent à Paris. M. le général Liagre, qui ne manque jamais de me prouver sa vive affection, m'avait promis de nous présider : des circonstances douloureuses rempéciienl de quitter Bruxelles. Ce matin même, j'ai reçu de mon vieux camarade Tresca, mon ami depuis plus de cin(|uante ans, une triste lettre : la maladie l'empèclie de venir (*). Enfin, M. Souillart, Professeur à la Faculté des sciences, de
(*) Il est mort l'année dernière, après m'avoir, peut-être, sauvé la vie! (Décembre 1886.)
( Il )
Lille, et délégué par la Société des sciences, est également retenu par une indisposition.
Vous avez devant vous, Messieurs, le chef-d'œuvre qui met le comble à la réputation dont jouit, si justement, M. Delpérée. L'habile artiste me permettra d'ajouter, à vos chaleureux applaudissements, mes plus vives félicitations.
Lnlin, je vous remercie tous, amis connus ou inconnus, vous qui, après avoir rendu possible cette fêle, en rehaussez l'éclal par votre présence !
Je serais coupable d'ingratitude si, dans celle rapide énumération, j'oubliais la Belgique, si hospitalière pour moi et pour tous les Français. Mais ce mauvais sentiment n'a jamais eu accès dans mon âme. D'ailleurs, comment pourrais-je oubliei' ce que je dois à votre pays? Ne suis-je pas, pour vous, un çt<fls/-compatriote? Ne suis-je pas né à Rruges, comme mon savant Collègue et ami vient de le rappeler? Aussi, en toutes circonstances, j'ai manifesté l'alTection que j'éprouve pour ma seconde patrie (la première, suivant M. Mansion). Permettez-moi d'en donner une preuve.
Il y a quinze ans, je venais de lire, en séance publique de la Classe des sciences, le rapport sur le concours quinquennal. M. Quetelet voulul me présenter au Roi des Belges, présent à la séance.
Après qu'il m'eut adressé quelques félicitations, je loi lançai celle apostrophe, qui l'étonna peut-être un peu ; « Sire, puisque » l'occasion s'en présente, je vous dirai que j'ai trouvé, en » Belgique, le bien-être et la sécurité (|ui me manquaient en » France. J'en remercie la Belgique et son Gouvernement. »
Aujourd'hui, Messieurs, la situation a changé : la France est libre, sinon heureuse; mais ma reconnaissance envers la Belgique reste entière.
M. Mansion, dans son consciencieux et trop bienveillant Rapport, ne s'est pas contenté d'analyser, en excellents termes, des travaux bien arides : il a fait la biographie de l'Auteur. Permettez que celui-ci la complète en quelques points.
Si mes débuts dans la vie furent pénibles, j'ai été cependant,
III
jt: dois II' iliic, lif»ii(-'U>cmriil >oiM par ks circ"Oii>laijrt'S : k'> t'iicomai.M'inciils, siirloiil, ne lu'oiK jamais n)nii(|iu''. Tout à riieiiio, M. .Maii>i()ii cilail Lcfthuir do Kuurcy, à (|iii je di)is d'être enlré à THeole |iol)leeliiiit|ue, mais, dès IS''27, de niodesies savants avaient bien vonin s'inléiesscr à moi. Que ne puis-je évo(|uer iei It > iinajies de Luxit, de Dunliol, mes exeeMents Piolesseuis à l'Leok' jii'aluile de dessin! Comme je k's aimais! domine ils m'aimaient ! .Mais je suis forcé d'abiéjj;er,
Eni'orc rjnmin de Paris (bon gamin !),y'«/ vu JA-gemlre clj\ii connu liomart • parfois, je fus aide (bénévole) de Ilaebette et d'Ampère. A près ma sortie de l'Keole polyleebni(|ue,je suis devenu le disciple et l'ami de IJouville, de Slurm, de J.amé, d'Arago, de Cliasks. I^ins tard, Poisson, Caucby, Diricblet, Jacobi, Steiner, Poncelet m'ont accueilli avec une grande bienveillance(*). De leurs savantes leçons, de leurs cnlreliens, il est resté (|uel(iuc cliose. Il n'en pouvait être autrement : depuis des siècles, Vin/Jncnce des milieux est incontestable et iticonteslée. Le poète Saadi n'at-il pas fait parler ainsi une bumble plante : « Je ne suis pas la rose. 7nais j'ai vécu dans son voisinafje »? Pour moi, ne pouvant m'élever au niveau de mes illustres maîtres, j'ai tàcbé, par reconnaissance, de ne pas rester trop au-dessous d'eux.
Deux passions. Messieurs, ont surtout rempli ma vie : la Politiriue militante et la Matlicmatique, comme on disait autrefois. Un discours sur la Politique serait de mauvais goût, serait déplacé dans cette enceinte. Puis, nous ne serions peut-être pas d'accord, vous et moi. Il n'en sera pas de même, j'en suis convaincu, si je soumets à mes cbers élèves, anciens et nouveaux, non une Dissertation snr les délices des Mathématiques (cela
(*) Par suite d'un inexplicable oubli, ceUe liste ne contient ])as le nom (le L. B. Francœur, Professeur à la Sorbonne, dont les ouvrages et les leçons furent si utiles au futur Elève de l'Ecole Polytechnique ! Vers la fin de sa carrière scientifique, cet excellent Maître me fit Thonneur et l'amitié de me designer comme son suppléant : j'ai fait, en cette qualité, une leçon. Mais un célèbre Agrcgc de Facullé vint se mettre à la traverse, et voulut suppléer M. Francœur malgré M. Francœur. L'honorable Professeur, justement blessé, acheva son cours; après quoi, il donna sa démission.
IV
nous nièncrail liop loin), mais quelques réflexions, bien simples, relatives au travail intellecluel.
Beaucoup déjeunes gens, surtout les aspirants à un diplôme, s'imaginent que, pour arriver, il suffit de faire, de temps en temps, un effort extraoïxlinaire. Ils se trompent. Pour atteindre un but, même quand on Faperçoit nettement, rien ne sert de marquer le pas : il faut marcber, marcber conslamment. Ici, les exemples et les autorités abondent.
On demandait à Newton : « Comment avez-vous découvert la gravitation »? — « En y pensant toujours », répondit le grand iiomme. Après avoir rapporté celle anecdote, Voltaire ajoute : « C'est le secret de toutes les grandes découvertes : le génie, » dans les sciences, ne dépend que de Tinlensité et de la durée » de l'attention dont la tète d'un homme est susceptible ». C'est presque la pensée que l'on attribue à Buffon : « Le génie est une longue patience ». Enfin, Gauss, vous le savez, avait adopté celle devise : « Pauca, sed bona », qu'il appliquait à son travail quotidien. Il est vrai que Pascal, à l'âge de dix-sept ans, découvrait Vliexaçjraminnlicuni mysticum; mais, dans les sciences comme dans les lettres, Pascal a été un phénomène unique.
Si le travail modéré el continu est le plus sûr moyen de développer les facultés céiébrales, il a d'autres effets, plus importants : il esl le grand consolateur! Au risque d'être accusé tlu péché d'orgueil, je me citerai encore comme exemple. A diverses époques, j'ai éprouvé de cruels malheurs de famille, ou j'ai subi le contre-coup d'épouvantables catastrophes. Pour échapper à de tristes pensées, pour ne pas me laisser abattre par le chagrin, je me suis (passez-moi l'expression) réfugié dans le travail. Il a calmé mes douleurs de père, de citoyen et de patriote. Donc, mes jeunes amis, si les mauvais jours viennent, rappelez-vous que la vie est un combat! En les attendant, travaillez avec ardeur; et, si ce conseil de votre vieux Professeur esl impuissant à vous déterminer, j'y ajouterai un vœu que vous agréerez : « Puissions-nous, longtemps encore, travailler ensemble! »
ILC'IV
l*robl«'nio propowé par 11. Ktcliier.
(Juin 1841) (*).
On donne deux plans parallèles. Quelle doit être la fiçjure d'un corps louchant les deux plans, et dont la surface a une aire donnée, pour que le volume de ce corps soit maximum?
J'admets que cette surface est de révolution autour d'une perpendiculaire aux plans donnés, et qu'elle est symétrique par rapport au plan de symétrie de ces deux autres plans.
Soient 0 le centre de la courbe méridienne; Ox, Oy les axes coordonnés, 0/y étant l'axe de rotation.
OA = a,
demi-distance des plans donnés.
L'aire de la surface est
xds = 47r / xdx l/l -\- y'^ = 47r/* ;
/ représentant une longueur connue.
(*) A cette époque, Steiner était à Paris, et m'honorait de sa bienveillance. C'est, probablement, dans une conversation particulière qu'il m'a proposé ce problème.
( 2) Le volume est donné par la formule
V = Stt /^ x*-dy = '2t: r xSj'dx.
1 élanl nn facteur constant, on doit donc poser
r [xx V\ -t- ?/'•- H- x-?/'j dx
Ainsi, avec les notations ordinaires :
LI — Axl/t
I/équation
ax
se réduit à
d dx
Ll^'I H- y-
Il en résulte
puis
^ixy
\/aV — (c^ — x7 Telle est l'équation diiïérentielle de la courbe méridienne,
(*) Je supprime les calculs suivants, devenus inutiles par suite des remarquables Notes de Dclaunay et de Sturm, publiées dans le Journal de Liouville en cette même année 1841 (mais au mois d'août). D'après le théorème de mon infortuné Camarade, la courbe méridienne est engendrée par un foyer d'une certaine conique roulant sur une droite. (Mai 1885.)
XC'V. — ^iK'Mtiuii |>r<i|»oMéc un C'uiicutirM séuéral
de 1M41.
Pur un point A, donné sur une courbe du second degré, on mène une tanijente fixe AN et une sécante mobile AM. On trace aussi la bissectrice AT de l'angle MAiN et la tangente MTN. Quel est le lieu des points M (*)?
W Prenant pour axes
la tanjït'nto ANx et le dianièire A»/, nous aurons, entre les coordonnées x', y' du point T, une relation de la forme
x"=2»i»/' -*-«!/". (1) ^ L'équation de la
tangente en T est
xx' = tn(ij -+- »/') -+- nijy'.
Menons TQ, MP parallèles au diamètre Ay ; soit R le point où AT coupe M P.
On a TQ_Rr
AQ ~ AP
et, par la propriété de la bissectrice,
MP
RP
ÂP
Donc
AiM -+- AP TQ(AM -+- AP)= AQ.MPf*),
(*) J'ignore si une solution de ce problème a été publiée. (**) Autrement dit :
AD étaril une bissectrice du triangle ABC; soient CC, DD' deux droites parallèles, limitées au côté AB. On a
DD' _ ce ÂD'~ AC -+- AC
ou
ou encore, 0 étant l'angle des axes :
y' \/x' H- 2x?/ cos ù -\- y"^ = yx' — xtj'. Si l'on élève au carré, cette équation devient
y'"{y -+- 2x cos 6] = yx"^ — 2x'*/'x. (5)
Des équations (1), (2), on déduit yx'^ — 2y' . xx' = (2iUî/' -*• nxj'^)y — ''2my'{y -h y') — ^nyy'^,
ou
3/x'* — 2xx'î/' = — (^2hi -f- ny)y'^.
D'après légalité (5), le premier membre équivaut à y'\y + 2xcosG). L'équation du lieu est donc, après suppression de ?/'2,
(1 ■+- n)y ■+- 2x cos 0 -t- 2m = 0. (4)
Elle représente une droite.
Addition. — (Mai 1885.) ' •
On simplifie les calculs précédents si l'on prend, pour axes, la tangente et la normale en A.
ar', y' étant les coordonnées du point T :
Aï/'' -+- Bî/' -+- x"^ -4- D?/' = 0 f). (5)
L'équation de la tangente Mi\, polaire de T, est, par la règle connue :
{"Iky -+- Bx -+- D)^' -+- {By + 2x)x' -h D*/ = 0. (6)
(*) Notp LU. Cette Note renferme une faute de signe : à partir de l'équation (2), oh doit lire + D au lieu de — D.
Soit
et, par conséquent,
L'élimination (le y' (ioiirie
I)A- Df/
\k* H- HA -+- 1 (2.\y -+- Hj; -k- l)/c -+- By -+- 2x'
puis
(A y -+- Bx -4- D) k' -t- iix . /; — y ^ 0. (8)
D'uillenrs, par la formule (7) :
— k'ij — 2Ax -+- 3/ = 0.
Si l'on ajoute, on obtient donc, comme équation de la droite A, lieu du point iM :
(A— 1)^ -4- Bx -t- I) = 0. (9)
Cette équation prouve que la droite A a une liaison remarquable avec le point de Frégier (*).
En eflet, le point de Frégier a pour coordonnées :
L'équation de la polaire de ce point est donc
D \ BD D
ou
(A— 1)?/ -+- Bx-+- D = 0. (iO)
Ainsi, la droite A est la polaire du point de Frégier. C'est ce que l'on peut vérifier par de simples considérations géométriques.
(*) J'appelle ainsi le point fixe détermine par le Théorème de Frégier (NoLVELLES Annales, t. II, p. 186. Voyez aussi la Note LU, déjà citée). (•*) Note LU.
XCVI. — Iiig;nes de courbure d'une surface gaucbe
(Février 1864.)
I. AxMB étant la directrice, soit MP une génératrice quelconque. •T, N Désignons par a, b, c les coor-
données de M ; par /, m, n les cosinus directifs de cette droite; par V la distance MP. II est clair que
y = b -*- mv.
2 ^ c -f nv.
Dans ces formules, a, 6, c, /, m, n sont des fonctions, connues, d'une certaine variable u (*).
Comme dans le Mémoire cité, nous représenterons, par des accents, les dérivées relatives à w, et nous emploierons les abréviations suivantes :
yia, \y =yi,ny' - mz')\
^[mn — nm')u', N = ^[^^d' — inz')x",
y [uni' — mn')l", Q='S{nm' — mii')a" — y(n»i" — mn" a', y^{nb' — mc')a".
II. Il existe, entre les quantités N, P, Q, R, une relation simple (**) analogue à
D' = A -+- 2Bi? -+- Cu^— U'C**)
{') Recherches sur les surfaces gauches, p. 5.
(**) En 1865, je ne l'avais point remarquée. (Mai 1885.)
('**) Recherches sur les surfaces gauches, pp. 6 et 67.
D'après les valeurs (I), il est clair que :
x' = ((' -4- /'r, ij' = h' -h viv, z = r' -+-«'r, x"=a"-t-/"r, »y" = ^' -+- m"r. r" = c"-+-n"y.
Doue
\^nij' — inz')x" = ln{h' -t- m'v) — w{c' -+- /j'i-)l («" -♦- l"v)
■* = ^{nb' — tue') -+- («m' — inn')v^ [a" ■+- l"v; puis
N = ^(»^' — mc')(i" -+- v^{>ih' — inc')(" -h vyiinn' — mn')a"
v'^ y {inn' — ni/i')l
Dans le deuxième terme du seeoud membre, le eoefïicienl de V est
{nb' — mc')l" -+- (/(' — iKt'jiii" -+- {>n<(' — ///j/i"
= — 2 («m" — mn-)(i'.
Si Ton eompare la valeur de N aux formules (4), ou a donc la lelation annoncée :
i\ = R -t- Qv + Pr'. (6)
III. Soient /, y, h les cosinus directifs de la normale PN à la surface S. On sait que (*)
nu' — mz' Iz' — nx' . nix' — lu'
D'un autre côté, les lignes de courbure qui se croisent en P sont représentées par les équations
dx du dz
df d(j dh
Parmi les diverses combinaisons de ces formules, je choisirai
celle-ci :
♦ • ^Idx ^x'dx
y^UIf Ix'df
(*) Becherchet sur les surfaces gauc/ies, p. 7.
La question se réduit à évaluer les quatre sommes indiquées.
1° y Idx = du y lu' -\- vdii y //' -+- rfu.
Le troisième terme est évidemment nul. Quant au deuxième, il représente le cosinus de l'angle TMP, si, comme on peut le supposer, la variable u est Varc AM. Admettons, en outre, que la directrice AMB soit une trajectoire orthogonale des génératrices : alors
u = 2/a' = o, y^ix'^^0, (10)
et
Sidx = dv. (n)
= du 2 («' -+- i'vf = (A -+- 2Bu ■*■ Cv') du ;
ou, à cause de U = 0 :
2x'rfx = DV?/. (42)
3" L'angle MPN étant droit, on a 2//"=0; et, par conséquent,
2ldf=-2ldl-=-du2fi''
fi = - {ny' — inz')r -= - [{)d,' — me') -+- [nm' — mn')v]l'.
Donc
puis
(*) Parce que
ï.lnm' — mn'jl' = 0.
( 9) A" 2 x'df= (i S fx' - (lu 2 />" — dv X fl'.
Dans le second inemljro, l;i première somme est nulle; la deuxième égale ^. Ainsi déjà :
\xdr=-iliiS Tx" — -dv.
Par la formule (3),
donc
2 x'df= [Nr/« -+- >!,/.• |. (15)
Rassemblant ces dilTérents résultats, j'obtiens, au lieu de
réquation (9) :
dv DV»
Mdu Nr/w -¥- Mdv
yidv- -t- ^dudv — MDV//' =- 0. (16)
Telle est Véquation différentielle des lignes de courbure de la surface gauche.
IV. Admettons que les génératrices, supposées orthogonales à la directrice AMB (III, 1°), soient les normales principales de cette courbe. Alors les cosinus /,wt,n sont proportionnels ha",b",c" (*).
De là résulte que
R=--y^{„l/ -mc')u" =0.
{") En effet, à cause de u = AM = s, les cosinus direclifs de la tangente MT sont a, b\ c ; les cosinus directifs de la tangente voisine sont
a' -+- a"dii , b' -+- b"du , c' ■+- c"du.
Donc les cosinus directifs de la binormale sont proportionnels aux binômes
b'c" — c'b", c'a"-a'c", a'b" — b'a"; etc.
Cela posé, considérons les deux lignes de courbure MC, MC qui se croisent en M. Pour ce point, v = 0; donc
L'équation (16) se réduit à
dv' — du' = 0.
Celle-ci exprime le théorème suivant, qui n'a peut-être pas été remarqué :
Les lignes de courbure de la surface gauche, lieu des normales principales d'une courbe C, rencontrent la directrice sous un angle de i^".
La réciproque est vraie :
Si les lignes de courbure d'une surface gauche coupent, sous un angle de 45°, une trajectoire orthogonale des génératrices, ces droites sont les normales principales de la courbe.
En effet, ± 1 étant les racines de l'équation (16) (**), on doit avoir R = 0, ou
D'ailleurs,
Or, ces équations sont vérifiées par
/ = ka", m = kb", n = kc".
Donc les cosinus directifs de MP sont proportionnels à
Addition. — {Mai 1885.)
V. Lorsque ti = 0, N = R, D=l ; et l'équaiion (16) se
réduit à
Mf/u' -I- Rf/?< dv — Mr/î/ ==0. (17)
(*) A cause de
(**) Il est visible que, pour 0 = 0, -^ représente la tangente de l'angle formé par la tangente MT el la ligne MC.
( H ) On en conclut
dv= — du. 08)
R et y[ no conlienncnt que n\ donc le second membre est une
différentielle exacte?
Si Ton l'ait
R = — 2Miot(p, on trouve
(/(/ 1 (hi i
Vï. Dans le Mémoiie cité plusieurs l'ois, j'ai donné (p. 07), comme équation du lieu des points pour les(|uels la courbure moyenne est nulle :
\U- -t- Qi- H- K = 0.
(.a condition nécessaire et suflisante pour que AMB soit une de ces ligtjcs, est donc K =0. En consécpience (IV) :
Toute courbe C est une li(/ne de courbure moyenne nulle, relativement à la surface enr/endrée })ar les normales principales de C (*).
VII. Retnarque. — Au moyen de celte proposition, le théorème démontré dans le paragraphe IV devient évident.
En elTet, la somme des courbures des sections principales en M, égale à la somme des sections normales dirigées suivant MT et suivant iMP (**), est nulle. Donc la formule d'Euler se réduit à
_(cos-ô — siii'o) = 0; Ri et il en résulte
C) Bertrand, Journal de Liouville, t. XV, p. 334.
(**) D'après la formule d'Euler.
(***) Cette démonstration est celle dont j'ai fait usnge pour déterminer les lignes de courbure de Vlièlicoïde à plan directeur (Journal de l'Ecole polv- TECHNiQiE, 29* Cahier, p. 142). Par la considération de Vindicalrice, on peut encore abréger.
XC^'II. — liig;acs asyinptotiqiaes d'uue surface
gauche.
(31nrs 1 8 64.)
II. Dans le cas où la surface est gauche
ny' — mz' Iz — nx'
et l'équation (2) devient
2 {ny' - JHz'jd'z = 0. (5)
De
X = a -y- Iv (***),
on tire
dx = x'du -H Idv,
d^x = x"dir -^ -ll'dudv;
(*) Recherches sur les surfaces gauches, p. 45.
("*) Ibid., p. 6.
('") Voir la Note précédente.
et, par consrqiicnt,
2 ("/y' — inz')<l-x = du'^ S [ntf — m:')x" ^ -Iditdv V {ny' ~ mz')i .
La ptemièro somme a pour valeur iN. La seconde égale M (*). Done, après suppression du lacleur du (**), l'équalion des lignes as}m|)ioii(pies esl
"Sdu -*- "lyxdv = 0, (4)
ou hieii
(Pi-ï -+. (),. + R),/„ ^ ^2},\dv = 0 (••*). {])]
IIL Pour siniplilier celle-ci, posons
expression d'où résulte
V = -4- ir,
I /Q\' dv = du -+- dxc ,
puis, au lieu de Téqualion (o) :
ty* H
du H (/w = 0. (G)
IV. Si V = 0, l'équalion se réduit à
Rdu -t- i>j\[f/r = 0. (7)
Posons, comme ci-dessus (p. Il), R = — 2i\l cot cp. Alors,
du
^ = tgî. (8)
AMB étant une trajectoire orthogonale quelconque, soit MG la génératrice qui passe en M. Considérons, dans le plan tangent
(*) Page 6, formules (3).
('*) d« = 0, ou M = const., représente une génératrice. (***) Celte équation (5) n'est pas généralement intégrable; mais on la ramène à une équation linéaire : i» lorsque R = Oj S" quand on en connaît une intégrale particulière. (Mai 1885.)
gB T
GMT, la tangente MH à la seconde ligne asymptotique, et les tangentes ME, MF aux sections principales : ces deux dernières droites sont les bissectrices de GMH et de son supplément.
A l'inspection de la figure, et d'après la formule (8), HMG=.p.
Quand il s'agissait des sections principales, nous avons trouvé (p. M) :
du 1
du
dv-'^-l"^^
dv
— cot - (p
Il est clair que ces trois résultats s'accordent.
En résumé, la recherche des lignes de courbure de S se réduit à l'intégration de l'équation (S), beaucoup plus simple que l'équation (16) de la Note précédente.
XCT'III. — Déterniiuatiou d'une constante. (1876) f).
I. Dans son célèbre Mémoire sur les intégrales définies eulériennes (**), Binet forme, très péniblement, l'équation
2 f . r(2x) = (— d -+- 4x) Jp. (2x) -+- J^{<i>^) — 4x -t- 2^2x); (I)
d'où il aurait pu conclure
M. Bertrand, par un procédé tout autre, a déterminé cette
(*) Cette Note est tirée du Mémoire intitulé : Recherches sur la constante G, et sur les intégrales eulériennes.
(**) Journal de l'École polytechnique, 27« Cahier, pp. 240 et 241.
valeur; mais sa nirtliode rsl un pou lonf;no. Voici ct'Ik- (|ue jV'Xpose dans mon Cdurs (*).
Soit, siiivntit mic iiotntioii souvent oniplovée,
On a, par une formule connue, dont la véiificalion est facile :
9'(x^1)=^.x-.--./ (--_— --je-c/aD; (4)
et, en conséquence,
(p(x -f- l) = h -+- x^.ar— X -h-^.xh- ct(x);
OU, plus simplement,
(p(x) = A- -H ( X ) -l^- a: — X -f- ct(x) : (5)
A- est la constante d'intégration, qu'il s'agit de déterminer, La formule de Legendre :
équivaut à
9(2x) — ©(x) — cp fx -4- -j = (2x — 1) -('. 2 — - -C. T. Or :
cp^x -+- -j = A -H x-i . I^o; + -j -X - - + ^^x -+- -j. (p(2x) = A -+- (2x — -j 4^ (2x) — 2x -+- ct(2x); donc le premier membre de l'égalité (6) a pour valeur :
A -4- (2x J4!'.2-t- X-(^ H- -t-CT(2x) — ct(x) — ct(x-4--|'
(*) Plus exactement : que j'exposais.
(**) A la page 17 du Mémoire cité, on a imprimé clx au lieu de da.
Après quelques réductions, cette égalité se transforme en
Si l'on fait croître x indéfiniment, le premier membre tend vers ( — k) (*).
Ainsi
et enfin, au lieu des égalités (1) et (5) :
II. Remarque. — Au moyen de cette formule, l'égalité (6) se transforme en
.(2x) - .(x) - - (- - ^) = - -^ (^ -*- ^) - ^ n- (8) (*) A cause de
('•) A la page 224 du Mémoire de Binet, on lit :
Il 1 ,
eic. »
2('2p -+- 1 ) 2 . 5(2p -t- 1 )2 3 . 4(2p + 1 f Avec notre notation, cette égalité devient
La somme de la série est
ou
1 — 2x JMl H
Donc, la formule (8) ne diffère pas, au fond, de celle de Binet.
Addition. — (Juin 188;).)
II. La Innmile (8), (|no Hit)el n'a pas fonnclleineni imliqure, (Si (Jonc uru' Iracdictiou du ihéorùinc de Ij'jit'iKir*'. Si l'on remplace la fomlion tï7( y), de lîinvt, piir sji v.ilmr :
le picniior membre de l'cgalilc (8) devient
iirc l^ arc t^ arc ti;
Au moyen d'ime iranslbrmalion bien connue, la quanlilé entre parenthèses se réduit à
— arc tg
Conséquemment,
r-'^ db
I — — =-! — 'ii^c t,n
4x' -t- ^ix- -+- S*
d', (Gx^-^-x H- 2^3^)3 I I /
relation (|ui ne diffère, qu'en apparence,du théorème deLegendre.
IV. Elle est en défaut pour 3c = 0. En effet, d'après cette hypothèse, on aurait (**)
I -vV- — arc tg (2S
(*) liecherchcs sur la constante G, et sur les intégrales eulériennes, p. IC. (**) Si l'on fait x=:^ -, le dernier terme devient
,-ei'*?
et il est visible que la fraction tend vers zéro, quand z croît indéfiniment.
( 18 ) Or, le premier membre égale
Voici, je pense, la raison de celle anomalie, x élanl supposé positif (*), les formules
^(x) = cp(x) — k — ix — -j J'. X -+- a-, (a)
sont équivalentes. Pour x = 0, elles donnent. Tune et l'autre, zui^x) = 3C . Néanmoins, elles ne s'accordent plus. En effet, il résulte, de la première,
r.{x)~u{'2x) = ^{x)-o::2x) - (x-i) J^.x-^ (-•"- ^) -fC^^)-^'
puis
lim Ux) — 7:T(2x)] = lim[(p(x)-cp(2x)] + x4^*.x-i- (^^r — -j J^.H — x
= lim[cp(x)-cp(2x)]-i-C.2n; ou, par la relation (6) :
lim [4x) - 42x)] = i J^. . -. i J\ ^2 - ç (i^ D'ailleurs,
.fâ = -C-r(l) = l4:..
donc enfin
lin,[.(x)-^^2x)]=lf.i>. (Il)
(*) Cette hypothèse est celle tle Binet. (**) X j^ . X = 0 pour x = 0.
( 19 ) Prenons maiiilenanl hi roiiniilr (lO). Elle donne
a(x) - u{-2x) =y -^^^— j ^aiT l^ - - are Ig
- 'u ou
v\, par conséquent,
Iim[o(a:) — o(2x)] = 0; (12)
ce qui est contradictoire avec la valeur (1 1).
Si Ton adopte celle-ci, on trouve, au lieu de l'égalité (9), dans ln(|uclle on ferait x = 0 :
et ce résultai ne diffère pas de la formule (2) (*).
(*) Ce n'est pas tout. Pour passer de la première expression de ct(j;) :
à la seconde
Binct emploie, très heureusement, la formule
sin ;3a i e^- -i-\ \
e2T,3 _ 1 4 t"^ — 1 ia
due à Poisson ; après quoi il met rs(x) sous la forme d'une intégrale doublej etc. Or, ces diverses transformations, légitimes tant que x est positif, ti'ont plus de sens (|uand a; = 0. Aussi, Binet a-l-il constamment écarté cette dernière hypothèse.
(20 ) V (*). D'après la relation connue
il est clair que : ù x est commensurable. la différence 9'(x) — cp'(' ) est réductible à rintégralc d'une différentielle rationnelle (**).
XCIX. — Snr les ligues «le courbure de l'eliîi»soï«le
{Août 1868.)
I. Si ?. et p. sont les parannètres des hyperboloïdes homofocaux avec un ellipsoïde donné, les lignes de courbure de celte surface sont représentées par 1 = const., i).=const. Si donc Ton part d'une équation de ces lignes, ayant la forme
kdir -4- B(/*/f/t; -t- Cdv- = 0 , (1 )
et que l'on effectue le changement de variables, on devra trouver, comme transformée de l'équation (1),
d\ .df^ = 0. (2)
IL Supposons, par exemple, que u soit le rayon vecteur et v la distance du centre au plan tangent. L'équation est alors (") :
trvhlu- — uv'\a- + Ir -+- r — ir)diidv -+- a'^b'c'dv^ = 0. (3)
(') Supprimé, en partie, dans le Mémoire de Saint-Pétersbourg.
(") On lit, dans le Calcul intégral de Bertrand (p. Vô^) : « Gaiiss a montré » très élégamment que la fonction ■f{x) peut se calculer sous forme finie » toutes les fois que x est un nombre rationnel «. La proposition énoncée est fausse. Quant à la démonstration de Gauss, elle est longue, difficile et obscure.
(***) Complément des Notes LVIII et LXl.
{"} Tome I , page :227.
De plus :
Au
«'t, par conséquent :
ahc
udii = — (Xilx -+- fj-du), dv = (p'^^' -*- ^•</a')'
Au moyen de ces valeurs, rrqnnlion (3) devicnl i -+- ^
(A<// -+- ,ud,u)' (>rf>. -+- ^fZ/x) [fid/. -+- ;.f/^) H- (,a(/A -+- /r/,u)* = 0,
OU, après quel(|U('s réductions,
(A- - u-fdxdf^ = 0; (5)
conformément à la remarque ci-dessus (1).
III. L'élimination de a, entre les égalités (4), donne
Telle est donc, inversement, l'intégrale de l'équation (5); / étant la constante arbitraire (**).
C — Prolilèiiic de Géométrie.
(/j«V/ef 1862.)
On donne une suite de courbes, AB, A'B', ..., représentées par
et l'on demande quel est le lieu du pied M de la normale MM' commune à deux de ces lignes, infiniment voisines.
(*) Tome I, page 235. On a fait un changement de lettres. (•*) Tome I, page 228.
I. Solution. — Soient x, y les coordonnées de M, et x' ^^ X -i- dx, y' = y -i- ày les coordonnées de M'. On doit avoir :
dy du'
"^ (?«/ + Jx = 0, -p-, ây -*- 3x = 0.
Mais
dx
dj/ ^dy^(Jy dx' dx dx
dx'
d ^JL d ^
dx dx
——Jx + —-—(??/; dx dy
donc
dy dx
dx
Sx
dy dx
dy
puis
dy\ dx
dy =
dx.
dx J "^ \ dy Pour développer celte équation, observons que
dl
dx
dy et, par conséquent :
dy df d'f df d'f
dy dx
dx
dx
dy dx^ dx dxdy
dx dy
df d'f dfdY
dy dxdy dx dy^
dy
Au moyen de ces valeurs, l'égalité (4) devient
dx
d/d'f df d'f
dy dx^ dx dxdy dy
df
df d'f dfd'f dy dxdy dx dy^
ou
dfdfVd^f f/yi d'f
dx dy \_dx^ d\f_ dxdy
df^^ 'ihc
II. Apptiiation. x' — y -4- 5a'x = c*. Suppression faite du facteur ô :
dx ' dy ' f/x* ' f/xr/v ' dtf
Donc l'équalioii (o) se réduit à
Celle-ci représente l'axe des abscisses et la bissectrice de l'iuiiilc nOx . En effet, pour tous les points de la courbe donnée, situés sur Ox, la valeur de ^| est infinie ; et, d'un autre coté, hi bissectrice dont il s'agit est un axe de la courbe (*).
III. Remarque. — Si la quantité f{x, //) est homogène, ré(j nation (fi) Test pareillement; et le lieu demandé se compose, comme dans le cas précédent, de droites passant à l'origine.
IV. Autre remarque. — Considérons la surface S représentée
par
Alors le problème peut être énoncé ainsi :
Trouver, sur la surface S, le lieu C du pied i\I de la normale à deux lignes de niveau consécutives.
La projection horizontale de C est donnée par l'équation (o), ou plutôt par celle-ci :
pq[r—t)=s{p'-q')', (7)
p, q, r, s, t représentent, bien entendu, les dérivées partielles de z.
(*) Faisant
x={x' — rj')\^ -, y = {x' -h y") \^/ -,
on trouve, comme transformée,
X' Vh X'-^ -+- ^'2 -t- _ (x'-i — y'i) = f 3.
( 24 ) V. Application. — Soit
z = x^ -i- y' — oaxy (*), L'équation (7) est, dans ce cas,
i2(x'' — ('y){y^ — ax)(x — y) + a{x^-+-y^ — ay — ax)[x^ — y^- — oî/-+-ax)=0.
Elle se décompose en
12(a;* — ay){y'^ — ax) -4- a{x^ -^ y^ — «y — ax){x -i- y -\- a) = 0. (9)
L'équation (8) représente le plan bissecteur de l'angle formé par zOx, zOy : solution évidente. Quant à l'équation (9), si l'on fait ;
X = u ces w, y = u sin a,
on la réduit à celle-ci :
-u'sin^2co-4-«M^(sinw-+-cosw)( — 1 -»-sin2w) — a'(sinM-t-cosaj) = 0, (10)
dont la discussion paraît assez simple.
Addition. — (Juin 1883.) VL Si l'on fait
l'équation (10) devient
o' cos- 29 , ^
V — ^a^v cos* 6 z_ = 0. (1 1 )
21/2 sinô
Celle-ci représente une courbe, réciproque de la précédente, et très facile à discuter.
(*) Les lignes de niveau sont des variétés du folinm de Descartes.
CI. _ Jilnr Mlle ^Mumtlon dlirôroiitlellt
{Juin 1870.)
{xdx - ydyY = a\ilx'- -^ (hf) . ( « )
Posant
on trouve
{x;hj' -^ n'<lx')' = a-((lx" -+- (///'-■), {'->)
ou
Soient, comme il;ins ma Note sur Vaddition des fonctions cllipliques de inemière espèce (*) :
x' = acosi/, ^' = «cosu.
L'équation (4) devient sin' u sin- r(/i;' — 2 sin u ces u sinv cos vdudv -4- sin'usin-Mf/«*=0,
ou
si
n II sin r {dir -t- r/f*) — 2 cos u ces vih<f/v = 0. (a)
Soient eneore (**) :
d'où :
sin u sin v = - (cos « — cos 6), cos u cos i = - (cos co -+- cos 9j,
cos 9 . de- — cos «f/w- = u ,
ou
,/,>/i_lsin^^±d'o\/>-^sin-^ico = 0 (6)
(*) Bulkti7i de l'Académie de Belgique, 2' série, t. XXVII, p. 149. (**) Loc. cit., p. 146.
II Si l'on pouvait trouver une intégrale algébrique de l'équation (1), on aurait donc, pour les fondions de deuxième espèce (à module yl), un lliéorème analogue à celui d'Euler. Le problème, s'il est possible, parait difficile.
III. L'équation (3) représente les trajectoires orthogonales des courbes (1). D'après la manière dont cette transformée a été obtenue, il s'ensuit que : si Von fait exécuter un huitième de révolution aux courbes (1), on obtient leurs trajectoires orthogonales. Autrement dhiles courbes (1) sont égales, respectivement, à leurs trajectoires orthogonales.
Addition. — {Novembre 1871.) IV. On tire, de l'équation (3) (en supprimant les accents) :
y = — px -+- (/ 1^1 -+- p" ; puis, en différenciant,
ou
2pf/x -+- xdp = a
dx X a
pdp
dp ^Jp ^n/l-^/r L'intégrale de cette équation linéaire est
Je fais
Vpl
lA /
I. Soit
(Avril 1870.)
une ciiitalion inleyralc; V, Q élant des fondions de x et de y. La solulion sinc/ulière est
Pour trouver Vcqualion différenlielle, on élimine a entre la
proposée et
(u/P-+-rfQ = 0; (5)
ce qui donne
,/Qî_p</P(/Q _HQf/p^ = 0,
dx "*" '-^ rf/// \dx '^ ^^ dijlXdx'^^^ dy
IdV dpy
^ \dx ■' dij
(*) Cette Note a paru, en partie, dans les Complus rendus (t. LXXI, p. 80).
(**) Proposition contestée par M. Darboux {Comptes rendus, t. LXX, p. 1351); mais les cas où elle est en défaut sont excessivement rares : je crois n'en avoir jamais rencontré.
( -'8 ) Celle éqiialion, ordonnée par rapport à y' , devient
en supposant :
_ liK^Y dP <IQ IdPy \
\dyl d;j dy \dy) IdQdQ dPdP\ IdPdQ dP dQ\ ,
\ dx dy dx dy I \dx dy dy dxj
\dxj dx dx \dxj
II. Au moyen de ces valeurs, on peut former le binôme B- — 4AC, qui entrerait dans l'expression de y', tirée de l'équation (5) (*).
Toutes réductions faites, on trouve
l'dP f/Q dP dOV
III. Au lieu des formules (6), écrivons
A = S'- - Pa'(3' -t- Qa'-,
B = 2(|ÎÔ' -+- Qa«') — P'a[3' -4- a'(3), \ (8)
C ^ 9 — Pcp -^ Qa-.
La relation (7) deviendra
B'^ — 4AC --= (P^ - 4Q)(aâ' — a'pf. (9)
(*) Évidemment, il est plus court de résoudre l'équation (i), par rapport à
rfQ ,rfQ
dx du
d? dp'
hy' —
dx dy
Néanmoins, eu égard à l'objet que nous avons en vue, le premier procédé est préférable au second. (Juin 1885.)
Cettr lois, a, a, fi, (i', i', O >uiil ck-s (|uaniilés (|uclc..n.iues, mmirritiiics si l'on vcul (*).
IV. Soient a, fi ili-s entiers (ludeonqnes, positifs ou néplifs, mais premiers entre eux. Si l'on déterniine a', S p:«'- la condition
„p' _ a'p = =fc I ,
on aura
B« — 4AC = P* — 4Q
Soient, par exemple, a=lô, ,3 = 8: on peut prendre a = 5, (3' = 5. Les l'ormnles (8) donnent :
A = 9— loP -I-25Q, B = 48 - 7'.»P -+- lôOO,
Donc, quelles que soient les quanlilt's V, O, I égaliiê (10) sera
vériliée.
Addition. — {Juin 188:).)
Y sjj p-2 __ 4Q = 1 , la relation (9) se réduit à
B'- — 4A(: = (aS' - '>:'I5)'- ('»)
Pour satisfaire, de la manière la plus générale, à la condition indiquée, il suflii de prendre
On peut donc énoncer la proposition suivante :
5/ ron fait :
B = t>aa'r- -V- 2(aa' - a^' - a'S)f + 2?S' - aS' - a'â, C = a-f- -+- (a — 23) a« — (/^- — P)'3'
on aura ^ ^, ,,w
B^ — 4AC = (aS' — a S)-.
(•) Ainsi, /(• rap/jorf des deux kokmes semblables, B^ — iAC, P- — ^Q, est MH carré. (Juin 1885.)
( 50 ) VI. Application. — Soient, comme ci-dessus : «=15, (3 = 8, a' = 3, p' = ù. On doit trouver {\dOt' — 28< — ô\f—-i{ràl^ — al- 6)[Hm- — 59/ - 40) = 1 ; ce qui est exact (*).
cm. — Euveloppe d'un cylindre de révolution (**).
(Avril 1873.)
1. Problème. — Si l'axe MT d'un cylindre de révolution roule sur une courbe donnée, AMB, quelle est l'enveloppe de la surface cylindrique?
Par les considérations les plus élémentaires, on reconnaît que :
1" U intersection de deux cylindres de révolution, égaux entre eux, et dont les axes se rencontrent, est composée de deux ellipses;
2" Si les axes viennent à coïncider, l'une des ellipses se réduit à la section droite; l'autre se transforme en deux génératrices, parallèles à l'axe commun, et passant par les extrémités du diamètre'2K de la section droite parallèle au plan des deux axes {***).
Par conséquent, l'enveloppe cherchée se compose de deux
parties :
1- Une surface- canal 2, enveloppe d'une sphère inscrite au cylindre donné, et dont le centre décrirait AMB;
(*) Les formules précédentes sont applicables à la résolution, en nombres entiers, de l'équation
X2_4YZ = ll^
mais il est clair que la solution directe (absolument évidente) est préférable à Tautre.
(**) Reproduite, en partie, dans les Remarques sur la t/iéorie des courbes et des surfaces (Mémoires de l'Académie de Belgique, collection in-S», 1875).
("'*) Plus exactement, le diamètre dont il s'agit est la limite de celte perpendiculaire : dans le problème actuel, ce diamètre coïncide avec la binormale de AMB.
2° ine surface réglée S , duiit on trouve deux (jènéralrkes (iH, Cl H' en prenant, sur la biuonnale (iMG', ÎMG = M'G'=K. et menant, par les points G, G', des parallèles
à mK
II. Soienl
oc, y, z les coordonnées du point de contact M ;
rt, b, c les cosinus dircctifs de la tangente i\lT;
/, m, n les cosinus dirertifs de la binormale MÎV;
p, r les rayons de courbure et de torsion de la ligne AMB.
On a, par des formules connues (*) :
i)c' — (7/ vu' — uc' uh' — ba' y ^'^ ^ f,'^ +
«/' -t- hni -4- en' = 0,
a'V H- b'm -H dn' = '
Considérons, en particulier, le point G, dont les coordonnées
C) Voir, par exemple, notre Théorie analytique des lignes à double
courbure. ,
(•*) Dans ces égalités, les accents désignent des dérivées relatives a 1 arc AM = s, pris pour variable indépendante. Pour la discussion des signes, voir le travail cité.
sont X -hKl, y -+■ l\ni, z -i- Rw. La génératrice GH, passant on ce point, a pour équations
9 étant une fonction de s, inconnue (*).
Écrivons-les ainsi :
X— x — R/ = fl©, Y — ?/ — R/« = ^9, Z — z — R/t = cep. (6)
III. Si la surface s est développable, on doit avoir, avec ces équations (6), les relations
— a — R/' = a(p' ■+■ a'cp, 1
— h — Rm' =*6cp' -+- 6'cp, ) (7)
— c — Rm' = ctp' -+- c'cp; ]
dérivées des premières.
Comme
o' -H b^ -+- c^ = I , au' -+- W/ -+- ce' = 0,
on conclut, des équations (7) :
_ 1 _ R ^ «/' = qj', — R 2 «'^' = 92 ""'
ou, à cause des relations (2) et (3) :
_l=_-cp', R?=(p, 1 .^-!l = cp'^^-l. (8)
La troisième égalité est une conséquence des deux premières; donc deux génératrices consécutives se rencontrent; ou, ce qui est équivalcnl, la surface S est développable (**).
{') Celte fonction représente la distance comprise entre le point G et le point où la génératrice GH louche son enveloppe, si la surface s est développable.
(**) On arrive au même résultat, mais moins simplement, en considérant GH comme l'intersection du plan rectifiant avec un plan parallèle au plan osculaleur.
IV. Soit P le poini où la j^'-néralriec G II louche son enveloppe. 'D'après la Nalciir de ç (8) :
GP=R°, t},'PMT=--
Or, ^ représente aussi la laniiente de l'angle H lornié par la tangente iMT avec la recli/iaute (*); donc le point P est Cintersection de la rectifiante MR avec la génératrice Gll.
V. PP'P" ... étant Tarèle de rehroussement de la surface S, soient PM, P'iM', P"M", ... \es rectifiantes passant en P, P', P", ...
Si l'on développe la surface rectifiante, la courbe AMB devient ime ligne droite and) (**). Les rabattements des binormales MG, M'G', ... seront les droites mg, m'g', ... perpendiculaires à ab, et égales à R; donc la transformée de l'arête de rebroussenient est nue droite, parallèle à ab. Conséqucmment, celte arête est une ligne géodésique de la surface rectifiante.
€IV. — Quelfiiiciii idcutités.
{Mai 1872.)
I. Des expressions de ^,. -^ ~ (1), (4), (.j) (***), on conclut (a'^ M- b" -+- c"){l" -H m'- -4- n"') = («7' -+- b'm' + c'nf; (9) ou, par un changement de notation :
{x^ -+- if -+- z^){x"' + y"' -4- z"') = {xx' -+- ijij' -+- zz')\ (A)
Dans cette identité, les quantités x, y, z, sont proportionnelles à x', )', z'.
(■) Théorie analytique des lignes à double courbure, p. 27. (■*) C'est à cette propriété que la rcctiliarile doit son nom. ('*■) Voir la Note CIII.
Cette condition, évidemment suffisante, est nécessaire. En effet, Tégalité (A) peut être remplacée par
. (y^' _ ,,j'f -4- (zx' - xzj + [xy^ - yx'f = 0 (•).
II. De ______
on déduit
l/a'^ -t- ir' -+- c'-
puis, en prenant les deux autres relations de même forme que celle-ci, et faisant la somme des»carrés :
(/'•^-t-m'-^-4-n-)K-H6'Vc'^)=2('^^"-^*"^ - '. ^ /,. ^ ,- • (^^)
tt -I- M -j- (
L'égalité (10) donne encore, en vertu de la condition la' -H ml)' -+- ne' = 0, conséquence des formules (1) :
i/iT^^TrTT^ 2 ''"' == 2 v^'c" - ^''"^"' ^ ~ 2 («''' - '^"')^"'
ou
Srn==-^ ■ (12)
An moyen des valeurs (11) et (12), la relation (9) devient
ou, par le changement de notation déjà employé :
(x'-^^y'^^ + z'%{yz"-zy"f + {zx"-xz"f-^ixy"-yx':r]=ï {x'x''+y'tj''+z'z''Y+\{tjz''-zy'')x'-^-{zx''-xz'')y'+{xy''-yx'')z']\)
(') La relation (9) est une conséquence des formules (2) de Frcnet. Inversement, si elle était connue a priori, ces formules en résulteraient. (Juin 1885.)
III. Uonarquvs. — 1" Dans celle identité (li), les quantités X, y, z, x', ... sont assiijelties, seulement, aux conditions
I* -f- y* -4- z* = 1 , xx' H- yy' -*- zz = 0. (14)
Eirectivemcnt , si l'on fait passer tous les termes dans un seul membre, et qu'on ordonne suivant les puissances et les jtroduils de x", y", z" ; on trouve, en ayant éjjjard à ces deux conditions,
2" La relation (B) permet, dans certains cas, de Ir ans for nier, en une somme de deux carrés, le produit d'une somme de trois carrés par une somme de trois carrés.
V. Àîitre identité. — Soient
y = z'a. — x'r, ( (la)'.
Soient x", y", z" trois quantités quelconques. On a, identiquement,
(x"^ -4- y- -4- z'^) [{yz" - zy"f + {zx'' - xz'f + {xy" - yx")f ^ = (a;2 +»/'-+- z^){x'x" -t- y'y" + r'z"f ( (C)
Si, par exemple :
a = l,^=2, r=5; a;'=3, ?/'=4, z'=2; x"=l, ?/"=!, z"= 2; puis
on doit trouver
(3^ + 4^ -+- 2') (1 rj' -+- I G^ -+- \ V) = (8^ -t- T + V) 11^+ (48 +- 28 — 2)*, ou
ip + 4^ + T) ( 1 0^ + 1 6^ + 1 4') = 88^ -t- ir -+- 44^ 4- 74'-'. C'est ce qui a lieu.
VI. Remarque. — L'identité (C) réduit, à une somme de quatre carrés, le produit d'une somme de trois carrés par une somme de trois carrés.
Addition. — {Mars 1878.)
VII. La solution d'un problème sur le triangle (**) conduit à ridentité
/mW'c^ — (6^ -4- c'-' — a') (c^ + a' — 6^) {a' + b' — c')= ) {b^ + c' — aja^ -♦- (c^ -+- a^ — b^fb'' -h (a^ -+- (>^ — efc\ \ ^^'^^
(*) Celte relation (C) ne diffère, qifcn apparence, de l'identité (A) démontrée à la page 22 de la Théorie analyliquc des lignes à double courbure. (Juin 1885.)
(**) Evaluer, en fonction des côtés, la distance comprise entre le centre du cercle circonscrit et le point de concours des hauteurs (Théorèmes et Problèmes. p. Vôl).
dans |ju|iU'IU' le second membre esl une somme de trois carrés, et (ionl la vôrilicatioii est facile.
Vlll. Eu voici deux aulics, dapivs lcs{|uellcs !<• cube d'une sonnne de trois carrés est, au moins de deux munirres, une sotnwf de neuf carrés :
(a'-^b'-*-cy = {ah'-f^(bcy-^{cu',*-i-\u{a'-i-b')Y-t-[c{a-'--*-b-'-}]' -4-[6(//+r)pH-[a(6*-+-r)]*+[c(c*^-ayf -^[6(r-+-«^)]^
= (6fl*)»-+-(c/>-)--t-(«c-yH-| /j(/;*-«-a*)|--t-| (•(6*-t-a*)]*-+-[aK-4-Oj- ' ' -+-[6((r-+-c-)]--t-[c(c--+- />*)]--+- [«(c'-t- 6*)]* (*).
Pai' excinple :
{ 1 -+- 4 -+- 1 ())' = 4* -+- ùiT- -t- 4* -t- 5* -+^ 20* -4- 40- -+- 20- -\- 08* -4- 54- = 2* H- 1 (i* -4- i G" -+- 1 0* -I- 20» -4- 1 7- -H 54* -+- 80* -4- 20*.
I\. Décoinposition en hi carrés. — On a, identiquement,
( — x-+-3/-+-z-t-M)*-+-(x — y-«-r-4-Mf-+-(x-4-»/ — r-Hi/)*-+-(x-+-î/-+-r — m)'
= 4 r^ a* -+- (i y x'tf- — 24.T?/2wJ ; et, si ;/ = 0 :
( — X -+- y -+- r)' -4- (x — y -4- z)' -H (x -4- y — zf -+- {x -\- y -h zf =
On a aussi
4(x* -I- II- -^ z-f ^ 4 [2 X' -+- 2 2 x^i/=]. Donc, par soustraction,
( — X -y- 1/ -+- z'f -+- (x — y -H s)* -+- (x -f- y — z)* -+- (x -+- »/ -h z) = 4(x* -H ?/* -t- Z-) -t- 1(J 2 ^'y'- Le second membre égale
(2x* -t- 2î/* -4- 2z*)^ -4- (4x?/)- -4-- (4.yzf .4- (4zx)*;
(*) On sait que (a* -+-/>- -4- c^)" est réductible a une somme de trois carrés (Mémoire sur certaines décompositions en carrés, p. !>).
( 58 ) en sorte que rideniité devienl
Ainsi, la somme de quatre carrés peut être égale à la somme de quatre bi-carrés (*).
X. Suite. — Soient
a = 2(x^+ î/V z'), 6 = 4x1/, c = iyz, d = izx. On tire, des trois dernières équations,
4x' = — , iw" = - , 4z^ = — ; c d b
puis, en substituant dans la première :
^abcd = b^d' -4- b'c^ -t- cV*.
5i donc cette condition est remplie, et que les fractions
bd bc cd c d b
se réduisent à des carrés pairs, la quantité a^ -i- b^ -f- c^ 4- d^ est la somme de quatre bi-carrés.
Autre addition. — (Juin 1885.)
XI. Si Ton prend
les formules (15) donnent
(*) On ne compte pas la solution insiynifianfc :
(a^f -4- {b'-f-\-{c^f -h (rf')* = a« -4- fc« -+- c* -4- d'.
t't le (lélcrminiiiii
x{y':" — T'y") -♦- yiz'x" — j'r") -+- r(x'//" — y'j") se réduit à zéro (*).
Donc ridt'iiiiU' (d) (levi<Mii
Celle-ci réduit, à une somme de trois carrés, le produit de deux facteurs égaux, chacun, à une somme de trois carrés.
XI f. Application. — Soient
et, par conséquent :
x = — 13, j/ = — 40, z:^ôi.
On a, en supprimant un facteur commun,
XIII. Autre identité. — Supposons
Alors, en vertu des formules (16) :
x = x' — x"(x'* -4- tf -4- z"), y = y' — y'^x" -h y" -t- z"), z = z' — z"{x"' + y-^^z");
puis, au lieu de (G) :
i^" -*• y"-^ z') [(yc" - zy"]" -t- (zx" - xz"f + (x»/" - î/x"f]
(H) On peut donc, d'une infinité de manières, trouver un produit
(*) A cause de
ux ■+• dy -t- yz = (1.
égal à une somma de Irais carrés, el dont les deux facteurs soient égaux, chacun, à une somme de trois carrés. Par exemple,
XIV. Remarques. — 1" Le premier facteur est arbitraire
2" D'après les valeurs (18), on a
yz" -^ zy" = y'z" — z'y'\ zx" — xz" = z'x" — x'z", xy" — yx" =\'y'' — y'x";
donc ridenlilé (H) est la même chose que
^x'^^y'^^+z')\{y'z'-z'y'J-^[zx"-x'z'f-^{x'y"-y'x"f]\
3" Celle-ci est, pour ainsi dire, conjuguée de la relation connue :
= f»/'x" - zy'J -H {z'x" - x'z'J -H [xy" - yxj,
laquelle suppose
(*) Soient
et, par conséquent,
On trouve :
x = \ — .lie", y = 1 — 5/y", 3 = — 5 -1- ù{x" -h y");
puis, en vertu de la seconde Remarque,
(1^ + r^ -t- 1*) [(1 — x" — %j"f +. (- 1 + îix" + //")•- -4- {x" — v")M
= (1 — ôoi''f -^ (1 — 5//')2 -+- [- i2 -+- 5(0:" H- l/")|^ qî/f'/s que soient x", y".
(**) Celte petite transformation a pour cHct de simplifier les calculs.
Autre (iddilion. — (J/«/ 1 S86. )
\\ . Kii (list'iiliiiii l'ideiilili' (F), on irouvc ces deux-ci :
{a -4- />-+- r -+- r/)*-v (a-^h — c — r/ )*-*-(« -t-r — h — df-^{u -»- (/ — h — c)'
= 4(«* H- // H- f *-+-(/'), ( — a-i- !>-*-(■-*- f/)*-4- (« — b-*-r-i-di'-i-((i-^h — (-+- f/j* -+- (« -»- 6 -4- c — f/)*
évideiiles et eonniies (*).
On en concliii les identités :
= a*-i-lr-\-r-^d\
^_o^-H.6*+c--+-^n' /«*_/,^-Hf*H-r/n^ fu^^(r—cr-^d'V
= a*-+-//-+-c*-Hf/*,
qui permettent de décomposer, en carrés, une somme de deux, trois, (juatre bi-carrés.
Soit, par exemple, le nombre i\= 5 108= l*-i- 3*-(-o'*-(-7^ On trouve
XVI. Ce n'est pas tout ; la relation (M) est un cas particulier de rident! lé évidente :
dans laquelle
(') Rcalis s'est servi de lu première pour clablir de remarquables ihéofèmus (l'arithmétique (Nouvelles Annatcs, 1875, p. 219).
C\. — Développemeiits de l'intégrale elllpti(|tie «le première espèce.
(Mai 1872) (*).
I. Pour transformer
je pose
/î, (txp
V \ — â sin*cp
Celte formule donne
sin^ ô „ ft ces' ô
sin*(p=.- — — — -, cos'cp
6 cos*e -+- sin*e 6 cos* e -»- sin^ 6
, . 2 , <^os'^ -t-6sin'6 - (IQ
1 — c^ sin' 9 = 6 , -, , d(D=V b 7—- ;
6cos6-t-sinô ' 6cos9-*-sm'ô
puis
l/[l — (1 — 6) ces-'' 5j [1 — ( I — 6) sin' e]
On a, par la formule du binôme :
\\ — [\ -b) ces' e'\ ^=y -—^ — (1 — b)" cos'" e.
(*) Un extrait de cette Note a été communiqué au Congres du Havre, en 1877.
(**) A cause de
cos2 6 -H 6sin«e= t _(l — 6) sin' 6, bcos^h -t- siii' ù = 1 — (I — 6)cos*6,
( 45 ) La valeur de riiitégralc esi
2 r(« -4-;; -^ 1) Par conscquenl,
II. La fraction
égale
1.2.5. ..2n - 1 3o 2»-l_(/M-l)(»-4-2)...2«^-2.6.iO...(4n-2) (1.2.3...n)* ^'2 2 2 2 ~ I . 2 . 5 ... n '^ 4"
De même,
[r(p-Hl)]^ 4" 1.2.5.../)
Donc, si l'on suppose n + /j = s, et qu'on fasse
(*) Coî/rs d'Analyse de l'Univcrsilé de Lihje , p. 50. La transformation précédente peut être effectuée de diverses manières ; par exemple, au moyen de la formule de Legendre.
( 44 ) on aura, au lieu de la formule (4),
IG
On verra, tout à l'heure, que P^ est un nombre entier (*).
III. Le développement de ¥^(c), ordonné suivant les puissances du module, est
ô 2VI
Si l'on fait \ — b = '2x, il devient
Fi(c) = ^ 2 [^2".''J'
Dans le développement de (1 — x)", le coefficient de ac'' est Donc si Ton suppose encore n -+- p = s, et que l'on fasse
on aura
(9) D'ailleurs, la formule (6) peut être écrite ainsi :
Conséquemment,
(') Cette propriété résulte, aussi, du théorème suivant :
= entter.
si a e^ b sont des nombres cnlicrs {Sur quelques questions relatives aux fonctions elliptiques. Seconde Note, p. 14.)
tl l'oininc 4'(^), osl un iioinlirc ciiiicr, P, csl iuissi un nombre iiidcr, (tii isihie }mr 2'.
IV. Soit, pour aldi'ger
li, par consn|Uonl :
''^'^'^Uîr nA..ll-6r-n, (13)
Il «J»
de
On sait que
Ccue relation devient, d'après les valeurs précédentes,
(,,^ X" ,,(,, _ 1) A,.(l - liT-' -. (2 - 5c^) 2" «A„( I - '')"-•
-h^ \j.\-br=o.
Soit encore 1 — & = f; et, par conséquent :
C) A cause de
(Ib _ c
de" l>'
(•*) La dérivée de ^ est
(•**) Legf.m)ue, Traité des fonctions cUiptiquvs, t. 1, j). 65.
( 46 ) puis, au lieu de la dernière égalilé,
(2-5^-4- n s"" n{n - 1 ) \J"~' -+- (2 - 6« -t- 5<*) ^ »«AX '
(I - 0 2 Kl" = 0.
V. Dans le premier membre, qui doit être nul quelle que soit la valeur attribuée au nombre entier n, le coefficient de t^ est 2A, — Ao; le coefficient de / est
4A2 -+- 4A2 — (iA, — A, -+- Au.
Donc
A,=-Ao, A,_ — Ao.
Dés que n surpasse 2, le coeflicient A„ est donné par la loi de récurrence :
2nlA„ — (3^*^— 3n -+- 1)A„_, + (n - 1)^A„_, = 0. (16) La comparaison des formules (6), (12) donne
'" 2' 16" Donc
n^P„ — 8(5m-' — 5n -+- l)P„_, + I28(n — if P„_, = 0. (17)
Par la formule (o), on trouve
après quoi l'équation (17) donne, successivement ;
On a donc le théorème suivant, qu'il serait, croyons-nous, très difficile de démontrer directement :
Soient une suite de nombres Pq, P^ , P.,, ..., dont les deux
premiers sont 1 <7 8, et ilunt (es (uitres, a /xirtir de ii ^= !2, sont dctcnninés par la formule :
K = -,((3«' - Zn -f- r)lV, - l«(n - l)»P„_,-|.
Toiis ces nombres sont entiers (*).
\'I, La comparaison des formules
P, = 2V4U (II
prouve <|ue
n„ = 2" 2 (- m^...-.,. -.-.rc,_„ ,., 0 < /; ^ -
— =[Cî„.„J' ''<--[Cin-î,.<-l]*C„_,,, -t- 4*[Cî„_4, „_4]*C„_j, i ,
Nous avons ainsi l'expression générale de P„, ou de Vintégrale
(*) M. de Jonquièrcs, à qiii j'avais indique quelques-uns des résultats précédents, a eu la patience de calculer les valeurs de I*„, jusqu'à 7t = 17. Les voici :
P, =2', p, = 2«.o, P-, = '2'.7, P4=-2M6n, Ps = 2».269, P6 = 2".178!, P, =2". 5055, Ps = 2"'.558 377, P8 = 2'\o99 369, ?,„ = 2>«.l50ti 643, P,,= 2".7 816 893, P„ = 2'8.229 01l 023, P.3 = 2'9.412 401 883, P,, = 2*^3 135673603, P,5 = 2".3830 136227, P,fi = 2'«. 2 806 908 617 417, P,. = 2*'. 3 281 845126 105.
Les recherches de ce savant Géomètre sont l'objet d'une INote communiquée à l'Académie des sciences, et publiée dans les Comptes rendus (séance du 10 août 1885).
particulière de réqualion (17), relalivo à Pq = ^ Pi = 8. Si, dans celte formule, on prend n = 4-, on trouve
= 70' — 4 . 20\ 5 -f- IG . G' = 4 900 — 4 800 -+- 57G =- 676;
puis P4 = 10 816, comme ci-dessus.
_6)^sin^2â
\/(l-^/,y^_(l_6)cos'x
Ainsi
^'(^^=rr6'^\i-./,
relation connue (**).
(*) On fait, puis
(**) Lecendke. t. I, p. ?!•.
\ IM. lUniarque. — Si, dans l:i nu-mc lorrimle (5), on change 6 en — 6, on ohlirnl, sctnhli'-l-il :
di
(1 -f-6)cos*6][l — (I -t- 6)sin*^]
Mais le second nicniltrc n'est réel (jue pour les valeurs de 0 saiisfaisanl aux conditions :
cos* e < — — , . sin* ô < • (20)
La première équivaut à
h sin- e >
Par conséquent, si Ton fait
n « = \ / ; ' sin S =
1/1 +6 on doit substituer, à réa;alité ci-dessus :
(1 -t- 6) ces' 6] [1 —(1 -^6)sin^e]
iMoyennanl ce chanrjement de limites, l'intégrale Fi(c) est développée suivant les puissances de 1 -+- 6 (*).
(*) Les conditions de convergence, relatives à la nouvelle série, sont celles qui viennent d'être écrites.
Addition. — (Juillet 1877.)
JX. Reprenons la formule
tg9 = — rtgO, (2)
vh
plus simple que celle de Lagrange :
tg (9, — cp) = 6 tg 9.
En récrivant ainsi :
tgcp,=v/6tg(p, m
et en supposant
valeur d'où résulte, comme on sait,
on trouve aisément
F.(cO=^'f.(c), (25)
F.(0=^V6..6,...6„_.Fi(^)- (26)
On
Quand n augmente indéfiniment, le premier membre tend vers 2 • La limite de b„ est 1. Donc
[F.(c)J = - lim {bAJ), ...). (27)
LL
Faisons, contine Gauss :
De là résulle, au lieu de lï'galilê (27),
= hm
Jh ]h 1h q^ <h 7=
Les iioinbiTs />„, q,,, toujours compris entre p et q, teitdem. vvideunuent, vers une limite commune /.. Pour déteiniiiier celte liniiie, iiouvée par (iauss, écrivons ainsi les équalions (29), de ran(/ impair :
7^« = />7 y }A = Pi'h , pi = />'»-»7n-. •
Il résulte, de celles-ci et de la relation (50)
XI. Les valeurs de r/j, r/.j, ... 7,, (29) donnent, par un calcul aussi simple que le premier :
7" =^^[P -^ ^1 -^ ^P' — 7i) -*- iP-i — 72) -+-••• -^ ip..-i — 7,.-.)].
La limite du premier membre est ^; donc
^^^IP-^^-^iP^ — 7-) -*- F^ — 7-i) -+-••• -^ [Pu-i — 7"-») -^- •••]• (32)
Conséquemment ;
Lu quantité )v, donnée par la formule (31), est la limite commune : 1° de p„ ; 2° rfe q„ ; 3" f/e |/pq [/- |/^ ...; 4» de
5 [p -+- n + (Pi — tji) -+- (P-- — q^) + •••]
XI L Des formules (31), (32), on conclut
La fonction p^, déjà décomposée en produit indéfini (50), est donc développée en série.,En outre, les deux termes des facteurs de ce produit, ou plutôt leurs carrés, sont les termes mêmes de la série ; ce qui est assez remarquable (*).
CTI. — Sur la niéthode fies isopérinictrcs.
(Juillet 1877) (**).
I. Des formules connues
on conclut les deux systèmes :
n =R»-., R| =R,r,,.., Rf. = R„_,r„:
puis
R.Rî ... R„_, . R; = Rj'ir. ... r„_o\:, ou
r„=i(r-f-R) + i[(R,-r,) + (R,-r,)+... + (R„_,-,vO], (1)
Si n croît indéfiniment, les rayons r,„ 1{„ tendent vers k rayon d'une circonférence égale à 4 (***). Donc la série (1) et le pro-
(*) Abstraction faite, bien entendu, des facteurs 2 et q.
(**) Cette Note peut être considérée comme un complément de la précédente.
{**') Pourvu que Ton suppose r = 0, R = 1. [Elèmenls de Géométrie, p. 184).
duit (2) onl une limite coiuiniinc, doiii l:i vniciir csl ^. En d'aiiires termes :
Addition. — (Mai I88G.)
11. Si Ion suppose lonjoiirs /• = 0, U= 1; >■„ , cl U„_, sont l'apotlième et le rayon diin polygone régulier de 2" cotés, dont le périmètre égale 4. Soit f„ , le côté de ce polygone; soit a„ , le demi-anrjle au centre, il esl visible que :
1 rr 2 '"-'
'"-'~2^^' "'-'-r ■-' tga„_. . . /.
'O"*"-' an-l
2"-' tg —
sm a,, ,
2"-'sin -
Par conséquent,
R„-i — r„ ,=r— :tg
an- 1 O y^^n-j-l
puis, au lieu de l'égalité (5) :
4 7T I 77 I 7r 1 TT
- = tg - -4- - tg - -+- - tg h - tg V- ■•• {**). (5)
(') On conclut, de cette égalité (4) :
2 Ri R„
lOg T = log H log 1 1- lOg 1
(**) Cette formule, peu connue, est un cas particulier de celle-ci :
- = cet a; -t- - tg - H- - tg — h - tg — I ,
conséquence de celle d'Euler :
sin a; x x x
= cos - cos - cos — •■•
CVII. — Sur les nombres de Seguer
{Juillet 1870.)
I. Divers Géomèlres se sont occupés de ce problème : De combien de manières un poh/fjone convexe, de n côtés, peut-il cire décomposé en triangles, au moyen de diarjonales'^. (*) Soit T„ ce nombre de manières. On sait que
T, = 2, T3 = S, To = U, T, = 42,..
Les nombres T„, considérés par Serjner (**), satisfont aux relations suivantes :
T„+, = T,T„ + T,T„_, -H ... + T„_,T, + TJ, (***), (1)
D'après celle-ci, T„ est divisible par n, au moins quand n est premier avec 6.
De plus, comme l'a trouvé Binet ("), la fonction génératrice de T„ est iulllziiî. En effet, dans le développement de celte quantité, le coefficient de x" est
Il résulte, de cette formule,
La fraction ne diffère, de la précédente, que par le changement de n en n -h 2. Et comme T5 = C, = 1 , on a T,,^., = C„_, .
(*) Journal de Liouville, t. III et IV. (•*) Ibid., t. III, p. 505.
(* **) On suppose T. = I .
("■) Journal de Liouville, t. IV, p. 85.
( «5 ) En onliT,
conformt'nH'iit ;i la rcmiiiqiie de liiiiet.
n. Oïl peut vérifier, directement, que (]„ csO/n noinhrc entier. Eii premier lieu, d'après la formule (3) :
i -f- 1 I .2...nX 1 .2...nH
De plus,
* «+-2 . ^^in, H 1
ou
»T„+, = Cî„_j,„_,. (7)
III. D'après la génération des Nombres de Segner, ils doivent se rencontrer dans les développements qui proviennent de la formule du binôme. Par exemple, comme
" \ .3.0... Un — 1 x*"+* ■n 2.4.0...2?i 2m -+- 1 on ptut écrire :
arc sin X = > (* ),
arc sm Jc = > C,
{*) Voir ci-dessus, p. 43.
('*) Cours d'Analyse de l'Université de Liège, p. 48.
(***) Pour 11 = 0, la fraction est remplacée par 1.
( 56 ) ou bien
arc sin x = \ — -— T„^, -— ( ). (8)
IV. Dans l'égalilé (5), changeons x en x-, puis oc en |. Nous aurons
X" puis
— 2„ '*^"+2 xr ;
développement par lequel nous aurions pu commencer.
V. Soit
?/ = 1/ 1 — ic^ arc sin x ; (10)
et, par conséquent,
y' =1 — — ■ arc SHi X. (i I )
i/rr
Il est très facile, non seulement de développer la fonction y, mais de découvrir de nouvelles relations entre les Nombres de Segner.
Posons, en effet :
y=^ Kx'"^\ y' = 2^^ (2« -4- 1 )A„a;^". (12)
Des relations (9) et (10), on déduit
y'-l (*) De même, la formule
'•^^^ = iA [ 2.4...2n peut être remplacée par celle-ci :
« / ,. . 3ji
(Août 1885.)
( 57 ) puis, à cause dr A,, = ' '■
^ ^I _ j*)[3A,x* -+- îiAiX' -+- IX^x'' -»- ••• -H Ci» -+- l)A,.x*" H- .. J=^0.
Celle égalité donne, suceessivemenl :
l'i, en général,
^.4. (i ... 'in — "2
La fraction
Jw
(2n — l)(5J/t -+- 1) Cj„_ï,„_, Donc, par les formules (7) et (2)
n(2M — ■l)(2n -4- 1 ) T„+, n{n -h 1 ) {"In + I ) T„+,
Dans le produit des fonctions (8), (9), le coeflicient de x*""^' est
«.)îii — I
2yi — 1
.i-hJ
l2ii- I
( 58 ) Ce coefficient égale aussi A„. Conséqiiemment
T2T„+, -h - T3T,, -4- - TJ„t H -4- Ï„+,T2 J
ô h '■In — 1 / ^
~~ 2n-t- 1 "^' "*" >«(n -t- l)(2/t-+-n ÏV^' ]
Telle est la relation annoncée.
En la combinant avec l'égalité
on trouve
T^T»^, -+- - T3T,, -+- - TJ,,. , H- -•• -+- T„^,T2
ce qui est un peu plus simple.
VI. La méthode précédente peut être généralisée. Soient ?r, V, y trois fonctions de or, telles que l'on ait
, du 1
y = uv, Il = — = -, (17)
dx V
A cause de
Soit encore
Si la (iiiantiU' '^- est algêhriqiie, régaliu- (19) IVra coiinaitre, (le la manière la pins simple, les coenieicnls A,, A^, ... A„, ... En outre, si l'on fait varier l;t lonetion r, nn ohtictulra dca sommations, on nombre indr/ini.
VII. Exemple
La l'ornuile du binôme donne
" ^ ■'"'*' ^ i "^ :2TT TT "*" 2.4.0 Ts"*" ■"'
Soil mainlenant
et, par conséquent,
,j' _ 1 :JAsx'' -\- 9AaT^ ^ ■ ■ -\- (4n -t- QA^^^.x*"-' -^ ^ 1 -+- A,,.r' -H AflX* -t- ••• -4- A,„+,x*" -+-•••
On a
donc l'équalion (19) devient
(1 _x*)[5A5 -H 9A9X* -\- 13A,5x'"- -+- ■•• H- (4n -f- l)Ai„+,x*'"-" -+- 2[1 -4- k^x' + Asa;^ -+-••-+- A^^.x*" -f- • •] = 0.
Il résulte, de celle-ci :
(4n -f- l)Ai„+, — (4n— 5)A4„_:, = 0, •••;
puis
A, = — -. A9= — — — ' Ai3= —
t- 1 Par conséquent
/" dx 2 . ^^=< =x — x'—^y
On trouve, de la même manière,
VIII. Développement d'une intégrale elliptique. — Considérons la fonction
z= f dxV'~\
La dérivée est
J VX—x' V\—x\J
dxV\ —x\
Par les formules (21), (22)
z' = 2a; -4- 2 5 ou
^In+l
Donc
vl, vu |i;iriif»ilicr,
^••'^ Mi. y. 13 ... /m -4- 1 *^" -+- '
L'iiilégratioM piir parties tlonne
puis
U II
Si l'on l'ait x = cos<55, on a
^y V/i— X* ^ 1/2 — sin'ç 1/2 V^a
La relation (24) devient
1 4 ^''7.11.15 ... 4/i — 5 lui — 4 ,^ .^
D'ailleurs,
Donc, finalement,
Addition. — {Avril 187 G.) IX. D'après la formule de Lagrange, appliquée à Téqualion
Si Ton suppose a = 2, el que Ton change x en — 4x, on a, par réquation (27) :
1 Al — l/l_4a;\'
y=l+V/l-4a;n, -=1-l/-I-4a;, tj~'-.
puis, par la formule (o)
[^xf
[x H- T^x- -4- T^X" -4- TsX* H- ■••]'■
Le second membre de régalité (28) est, en vertu des hypothèses précédentes,
[T2XH-T3X^-4-T,x^H-T«.r^ + -r=.r'+jJ-'-^'+ ^_^x*-*-^ -+-••. (29)
X. Remarqvcs. — l" Lorsque Â==2, le second membre se réduit à
X- -+- 2x'^ -t- 5x' -+- I4x" -+-••• = T:,x- -4- TV -+- T^x* -4- ••• ; et Ton retrouve la relation (I).
(*) Bertrand, Calcul différentiel, p. 520. (") On prend la racine qui donne
pour X = 0.
( «5 ) 'i" Eu iréru'ialjc coi'lliciciildr x**", dans lesrcoïKi iiRiiihir, csl
k{k -+-/»-♦- 1 )(/;-+-;<-»- -2) ... (k -+- Un — i )
un
Dans cette «'xprossion, n est supposé positif. Si /t = 0, a:'"*'* devient j*, terme dont le eoellicienl est 1.
XI. Hvlation uouveUe entre les nombres T. — Pour l'obtenir, prenons réiialilé
Le premier membre est le produit de k facteurs, dont les termes généraux peuvent être représentés, respectivement, par
a^cZ'^-, a^zP, ... u)z\ Par consé(|uent, si
a -4- fi -+- y H- • • • -f- A = fc H- « , (50)
on a
Va\ particulier :
Telle est la relation cherchée.
XII. Remarque. — Le nombre des termes, dans le premier membre, est celui des solutions, entières et positives, de l'équation (50), laquelle renferme k inconnues. On sait que ce nombie égale C,+„_,,„ (*).
XIII. Ap])lication. — Soient ^ = 5, >i = 4. Si l'on développe, directement,
(a- -H x'- -+- 2x^ -^ ox* -4- 1 4x')'\
(•) Noir I.
^ ( (Î4 ) on troiivo, comme coefficient de x' :
Le nombre des termes de cette somme est \^ = Cq ^. D'nn autre côté,
2 Ta+iT^+iT>4., = T-iTîTs -+- T2T3T5 -H T2T4T4 -+- T2T5T3 -t- TjTgTi
-+- T3T2T, -+- T5T3T4 -4- T3T J3 -*- T3T J, -4- ï JJ, + T JsTr,
+ T JJ^ -4- T J2T3 -4- T,T3T, -*- TfiT^Ta
-4- 14 = 90 = C,„,4 — Cjo,3. ■
Autre addition. — (Juillet 1885.)
XV. D'après les
égalités
TsX-H T4X' -h T5X3 -+-•••
( Ci )
(|n;iiililé coinprisi' ciilrc 0 ci ', . (!nn<('(|tirmrn<'nl.
)lx /2x\» r2xY
±x hlxY l'2xy
Si (loue, dans Ii" |tieiiii('r incinhre de lï'jiiililé
on lait varier A. de zéro à rinlini, la liiiiih' de la sonnnc est I -+- T,x H- ï,x* -+- T,x"' -+-•••(*).
\V1. On a vu que, dans le seeond membre, le eoeilicienl de x*"^" est C;i+,,.,, „ — Q+j,.,,,,..,. Si donc /,-i- n= .s, la somme de tous ces hinômes doit se réduire à T,^„.
Auiremenl dii :
En ell'et, la première somme égale C2,,,(**); la seconde est, pareillement, C^, ,+, = C,, „_, ; en sorte que Tégalité précédente se réduit à
relation connue, facile à vérifier.
XVII. Conséquences de la formule
(*) Celle proj)riétc, que l'on n'a peut-être point remarquée, ne difTère pas, au fond, le celle (|ui est exprimée par la relation (I). (") Cours d'Anahjsc, p. 40.
( 60 ) 1° Si n est premier arec 6, T„ = Jn(n) (*).
in — \0
Donc, si n — 1 est premier avec 6, T„ = JR(4i) — 10).
3" Si T„ est divisible par un nombre premier p, supérieur à 5, sans que Tn_, le soit, p divise 2n — 3.
4" La plus petite valeur de n, qui rende 2n — S divisible par p, es/ 2- (p + o).
o" Soil T„^_^ le dernier des nombres T„, T,,^.,, ... divisibles
par p, de manière que T,,^^^, ne soit pas divisible par p.
A cause de
T n+A + i = i T„^i., (OO)
p (//me n H- k.
p — 1 mais non jri(p
En ellet, dans la suite
un seul terme est divisible par /> : c'est le nombre p.
7" La plus petite valeur de n -+- k estjo; ainsi
8" On a donc ce tbéorème :
Soit p un nombre premier, supérieur à 3. Dans la suite
(*) Remarque déjà faite (I).
T;, T|, , ... T„, ... T„^^, il V a (oujours -~' termrs conspciitifs divisiblis, une seule fois, jxir p. L'indice du premier de ces termes est ^(\) -+■ o); l'indice du dernier est p.
Autrernenl dit :
Tp, et /cA— ^ ■ tornios qui précèdent T,,, sont divisibles par p (*).
U" Ias .\i>mhres de Serjner, jtrolonijes suffisamment, contiennent, comme facteurs, tons les nombres premiers (**).
10" Après T,, , II' premier terme iJivisil)le par jt est déterminé
par récjuiitioii
"in — 5 = 3/);
d'où
Il" Le f/)()iipe des multij)les de \t, commençant par Ti^j^^,_^_^^, est composé, connue le premier groupe, de ^^-^ termes. Il se termine à Tjp.
Soil, par exemple, /> = 1 1. Le premier groupe est
* 8 > ' 'J 1 MO î ' 1 1 •
Le deuxième :
Le troisièuie groupe serait
etc.
(*) Vérification :
T5 =ÎJ. Te = 2.7, T, = 2.3.7, T,=2^3.11, T9 = 3.11.13, T„ = 2.3.H.l.-), T„ = 2.11.13.17, T,j = 22.13.17.19, 1,3 = 2.7.15.17.19, T„ = 2^7.17.19.23, T,5 = 2^oM7. 19.23, T.g = 2^5^5.17.19.25, 1,7 = 3^3.17.19.23.29, T,g = 2.3*.o.l9.23.29.31, T„=2.3.5.1 1.19.25.29.31, Tj„=2^3.5^7.1 1.23.29.51, Tj, = 2.5.3.7.11 .25.29.51 .37, T,j = 2« .5 . o . 1 1 . 15.25 . 29 .51 .57, T,, = 2* 5-.5V 15.25.29.31 .37,...
(") On ne doit pas oublier que Tg = CfïL 2, et que T, = tT|'(. 5.
C^III. — Problème de Céoniétrie analytique.
{Décembre 1871.)
Tracer, sur une sphère donnée, une courbe dont les tangentes fassent, avec une droite donnée, un angle de 45°.
I. Si l'on prend pour nnilé le rayon de la spiière, l'équation (In problème est
dx' -^dij^ = dz\ (1)
Soient :
X = cos cp oos w, u = cos cp sin a, 2 = sin cp ; et, par conséquent :
dx = — cos 9 sin ccdu> — cos co sin cprfcp, ilrj = cos cp cos udcc — sin w sin cpr/cp, dz = cos çrfcp.
L'équaiion devient
1/ cos'^œ— sin'cp
cos cp
L'intégrale tle celle-ci est, comme on le trouve sans peine,
u — a = 1/2 arc sin (l/2 sin cp) — arc sin (tg ç). (5)
II. Remarque. — Le second membre devient imaginaire si l'on suppose 9 supérieur à 4-5". Des considérations géométriques aboutissent à la même conclusion.
( fiO )
€'I^. — I iK' r«'la(i(»ii «><»iiiliiiiti(4»ire.
{Jllillrl ISSI.)
Par la foiiiHiIc i\v Claiiscn (*j, ou par les propriélés des Mombres de Sefiner (**), on a
arc sin x
!2 . 4 . fi ... 2>j
r-tll-t-l
ô .'6 .1 ...'■In -^ I
Or
arc sin x = <irc lu
OU
arc sin x
(1 — xY 5 (1 - x')'
Le terme ffénéial du second mend)re a la forme
2^ -t- 1 (i — xY^' Développé suivant les puissances ascendantes de x, il devient
2A-t- Il 1 1.2 1.2.5 J
Dans la parenthèse, le coefficient de x*" " est
Par suite,
arc siri x
Il 1 1
(*) Traité élémentaire des sérici, p. 103. (**) Voir ci-dessus, p. 56.
La comparaison avec la formule (I) donne celle so)mnalion 111 1 1
0 0 7 'in — 1 2/j -+- I
5 . 5 . 7 ... 2?i -+- 1 qu'il esl facile de prouver directement.
Addition. — (^o/^/ 1885.) II. Soit, en général,
n étant un nombre entier.
Il est clair que
nk -+- 1
Si Ton pose
on trouve
c'est-à-dire
^ 1 ''*'*' ^ \ÂJ \ T{n -+- r
ou
La comparaison avec la valeur (5) donne
k+\ '* 2ct-l ■' nk-^[ {k-^\\ik-^-\)...{Hk-^\) '
i"\. — Kur lo!^ OYalf*» «le ll<'s<*MrlrK.
(Juin 1870.)
I. Oïl doit, il M. (lliasles, ce beau ihéorèriic ; au lieu de deux foyers seulement . elles en ont toujours trois. (APERçr iiistohiqle.) Voici comment on peut le démontrer.
F, G étant les deux loyers con- ^'î\ 'tus, dont lit distance est A, soit M
^^'^ / \Y i'" point de la eourhe. Par rfé//-
mtnm :
S'il existe, sur KG, uii troisième loyer II, l'équation de l'ovale, rapportée aux loyers G, II, sera
a', b' étant des lonijucurs inconnues.
Soient /, g les segments GII, Fil de la droite F(i. Par un théorème d'Euler :
/"' -+- yv"" = li{iv- -4- fg). (5)
L'élimination de u et de ic, entre les équations (1), (2), (3), conduit à celle-ci :
fc' (l -jj -^ yv'^hh- (t - ^,)' ^ hfg, (V)
laquelle doit être identique, si les inconnues f, g, a', b', ont des valeurs convenables. Autrement dit, l'égalité (4) se décompose en
fa'=li[ir^-^ly), (5)
On tire, de réqualion (5),
puis, de réqualion (G),
a' = -, {a'- - gh). (9)
Ces valeurs, substituées dans la relation (7), donnent celle-ci :
On en conclut
de sorte que les formules (9), (8) deviennent :
h' = ±lra (11)
Eni'in, comme f -^ f/ = h, on a encore
h^a' — fr) aW — />')
' fi{a'-b') ^ h{câ — b') ^ '
Les valeurs de /", g, a', b' étant réelles et finies (**), le théorème de M. Chasles est démontré.
II. Remarque. — Les calculs que nous venons de développer démontrent, en outre, la propriété suivante :
(*) Pour fixer les idées, supposons a cl 6 positifs. Alors, d'après réqualion (1), chacune des branches de l'ovale est une courbe fermée. Donc, dans réqualion (2), a et b' doivent élre positifs. Alors, si a surpasse b, le scgmenl f esl positif. Dès lors, dans la formule (1 1), on doit adopter le signe supérieur.
iNous omettons la discussion complète, un peu longue.
('*) Excepté si a = ±b; mais alors la courbe donnée esl une ellipse ou une hyperbole.
f!tant floniH's trois un}nhn's u, h, h, on (lécoinjtose le (roisiinno en deux parties f, g, satisfaisant à la condition
On fait, ensuite :
a = — » 0 = rb — • b h
Cela pose, tontes les solntions des c(inalions
rendent identif/iic rnjnation
fu- -^ yv- = hiiv'- + fg).
I. Soit réqualion homogène
xdy'^ -4- 2(x -H ij)dxdy -+- ydx- {*). (I)
y = tx donne
dx dt
^ —^2t — \ dz Vl- -+- < H- 1
(*) On la rencontre en chcrclianl les surfaces orthogonales entre elles et orthogonales aux surfaces rcj)réscntces par
XijZ = c^
La proposée, dans laquelle x ci y seraient remplacés par a et 5, exprime la condition d'orthogonalité des surfaces inconnues. Voyez le Mémoire intitulé : Recherche des lignes de conrl)iire de la surface..., p. 8.
Le problème a été résolu, d'une autre manière, par M. Serret (Journal de Liouville, I8i0).
Pour rendre la différentielle rationnelle, je pose
ou
4m Il résulte, de cette expression, la transformée :
„ dx {ii^ -4- 5)
La fraction égale
u u — \ î/ -+- 1 L'intégrale de l'équation (5) est donc
(lu. (S)
ou, si l'on remplace u par sa valeur
6^(2R — 2?y _ x)' = x'^ (R — */ — x)* (R - yf. (7)
Dans cette équation, h^ remplace ^, et
R = \/ x} -*- xy -+- y*.
Il s'agit de la rendre rationnelle.
A cet effet, je multiplie les deux membres par
(2R -H 2(/ -4- xf.
A cause de
4R* — (2?y -+- x)^ = 5x*, j'obtiens
6^x* = (R — y — jf (R — yf (2R -h 2?/ -t- x)^ (8 )
Le produit des deux carrés est, moyennant quelques réductions, 2x* -+- 9x^/ -+- 1 1xhf -+- I firy"' h- 8(/*— 2R(x'' -f- ix^y -4- ()X?/' + 4^').
{ 75 ) D'autre pari,
(2R -4- 2y-+-x)'=l 3x V 42x*f/ -+- 'tHxij' -f- y2ff -f- 211(7 j* -h I Gx»/ -4- 1 Oiy). l/iritégrale (7) devient done
6^x*=. (2x* -♦- dx\if -\- 1 7x*y*-+- i ijxtf -+- 8^*) ( 1 3x'-t-42x*jy -+- 4Kx y" h- .'2 /y' j \
— 4(x* H- xy -+- i/) (x' -4- 4x^/ -+- (jxy* ■+- 4»/ •^) (7x* -+- 1 Oxy -i- 1 (>^' ' / , ^ -h2H(1>x'-»- 9x'y-+- 17xy -+- IGxy' -♦- Hy'){lx* -^ Kuw/ -4- I «»/-)(
— 2R(i3x' -+- 42x-y -+- 48x1/' -f- 32.iy')(x=' -+- 4x*t/ -+- Cxi/- -+- 4^'). )
L'ensemble des deux premières parties du second membre étant représenté par P — 4P', on a :
P = 26x' -t- 20lx'/y -»- (JOSx-y -+- I 4l8x'y'' -.- 1 88(»x^y' -f- I 648x^y"
-4- 890x1/* -+- 2562/', P' = 7x'-t-51x«y-4- 175xy-4-354xVy'-+- 470x'»/*-4- 4i2xy+224x»/'"'
<it/,
P — 4P'=— x'(2x^-^3x'î/— DXJ/*-2y) = -x*(x— _y)(2x'-4-5x,?/-+-2^';.
De même, les deux dernières lignes se réduisent à
2R(14x«-4- Q^x'y-h 29bxy + 528x'y''-4- 584xy-i- 384x^'-+- 128^') — 2R(1 5x'"'-H 94x'7/-t- 294x*^'-4- 528x'^' -4- y84x*/y*-v- 384x»/'*-+- 1 28^'"}
= 2Rx*(x' -4- xy -4- y%
Par suite, l'égalité (9) est transformée en
//' = _ (x — t/)(2x' -+- bxy -4- 2/y') -4- 2R(x' -4- xy -4- «/'),
ou
b^ -4- 26'(2x^-4-3x*t/ — 3x?/- — 2j/')-4-(2x^+5x*î/ — 3x^^ — 2î/^) = 4(x* -4- xy -4- ?/y.
On a :
4(x^ -+- xy -4- */-y^ = 4x* -t- 12 j'y -+- 24x*y'' -h 28x'(/' -+■ 24x'''y* -4- I2xy^ -4- 4y«,
(2x^ -4- 3x*y — 3xjy^ — 2j/Y = 4,r^ -4- l 'ix'y — 3x*y* — 2f)x'?y^ — 3x*»/* -+- I Sx/y" -f- 4?/
donc
4(a-'- H-xy-^- yy — (2x' -+- Zx-y — ôxy- — 2?/'f = '27xY{x -t- y)' ; ( 1 0)
et, linalenienl,
b' -+- %\x — î/)(2x' + nxy -+- '2y^) = '21xhf{x -+- y)\ (A)
Telle est rinlégrale de l'équation (1).
II. Autre méthode (*). — Si l'on pose, suivant l'usage, ^ = Py l'équation
xdy"^ -t- 2(x + y)dxdy -+- lyrfa;^ = 0 (i)
prend la forme
Celle-ci est un cas particulier de Véqiiation de Clairaut (**). Il en résulte
dp = 0. (13)
dx
La fraction
se décompose en
p p -+- 1 2p -s- I Donc l'intégrale de l'équation (13) est
el l'intégrale de l'équation (1) est le système des formules (12), (14).
(*) On viciil (le voir que le procédé classique cnlraînc à des longueurs de calcul.
(*") il y a quelques années, M. Mansion, mon savant Confrère, a démontré ce beau théorème : Toute équation du premier ordre est réducliblc à l'équation de Clairaut. (Octobre 1885.)
( 77 ) On lire, de rr(|ii;ili(in (12), on de hi propctsce :
R — X — y R — y 2R — X — "lu p = . />-+-! = 1- . 'in -+. j = -l ,
XX X
x' -+- "2x1/ -4- '■Iti^ — (x -.- l>y)R
pip -^ \) = ' ■— •
Par suite, réqualion (14) devient
x'[x'' -f- l'xf/ -+- i>y- — (X -+- ^2y)H]- = r'['iH — x — i>»/]l
Mnlii|iliani les deux membres par (2K 4- .* -+- l2j/)^, on trouve, successivemenl :
x'(2R -+- X -+- 2j/)[(x* -+- "Ixy -t- 2t/*)(x -+- ïJ»/) -+- x'R — 2(x -f- 2t/)U-]'
= 27cV«,
(2R -t- X -+- 2^) (R — X — 2»/)* = consf ,
, (2R -♦- X -t- 2i/)[2x' -+- axy -+- tir/ — 2(x -+- 2y)R] =- co//6/,
(x -+- 2f/)(— 2x^ -+- x?/ -4- y*) -+- 2R' = coiisl,
A-' -+- (y — x)(x -+- 2(/)(i/ -^ 2x) = 2(x' -*- xy -+- y')*. (B)
Cette intégrale (B) ne diffère, qu'en apparence, de rinlégrale (A).
III. Si, dans la proposée (1), on remplace x par a, y par [3, puis que Ton fasse
a = z — »/, ij — y — X ,
on trouve que le système triplement orthof/onal, déterminé par
l'équation donnée,
xyz = c', (1 5)
se compose des surlaces représentées par cette équation, jointes à celles dont les équations seraient :
_ (a* + y* -+- z* — î/^r- — rV — xy)* =0, )
//■ + (-2/ — z'- - x'){^lz' - X- - y^)(2x^ — >f — z') )
(*) Seruet, Journal de Muthémaliqiic.s, t. XII, p. 249.
Addin'on. — (Octobre 1885.)
IV. L'équation (1) est un cas particulier de celle-ci
{ax -+- hy)(ly- -h "2{a'x -t- b';j)dxdii -f- {a"x -\- h"y)dx' = (', (18)
laquelle est linéaire et homogène. La lianslormation déjà employée donne
ap- -4- ''2a'p -»- a"
•^ ^ ~ hp' -^^2h'p +b"'' '
ou, pour abréger,
y = — Px. (1 9)
Différenciant (*), on trouve
dx (/P
ou
dx d{P -4- p) dp
équation dont Tintégrale est
,(P -H p)x /' dp
p(P-H p)x _ r dp c J V -^ p
Dans chaque cas pariiculier, la question se réduira donc à former l'intégrale d'une différentielle rationnelle.
(*) C'est le procédé de Clairiiul.
C'^ll. — I ne ap|»ll<*uti<»ii numérique.
(Jni7i 1S7I.)
Prohlkmk. — Ueiufnpo.scr, en une soiinne de deux carreSf le nombre .> = 17'. 75« = 10 I8:i 000 7ôG 401).
AB=2«, AO=R
0D = 6, AC=x,
BC = y.
Soit, en outre, z la hauteur CP.
Les équations du problème sont
xij = 2Rz.
Pour en obtenir une quatrième, qui soit simple, je m'appuie sur le lemme suivant, facile à démontrer :
Le carré de la médiane CD é(jale le carré de la moitié de la base, plus (**) denx fois le rectangle de la hauteur par la distance du centre à la base.
On sait que
,V^ = 2(CD'-4- a^y,
(*) Scriptorcs logarithmici , t. IV, pp. 355 à 'iiS. Suivant Maseres, Glenie était, « en son vivant », Lieutenant au Corps des Inij;énieurs. A la fin de sa longue dissertation, l'Éditeur des Scriptores annonce que le problème a été proposé, en 1794, dans T/ic Ladies' Diary, et que la solution de Glenie a paru, dans le même journal, en 1703.
(**) Il faudiait moins, si le sommet C et le centre 0 n'étaient pas du même côté de AB.
ei l'on lire, des é(iiiations (5), (4) :
(x -+- y)» = 4[a« + (R h- b)z], X» _ xy -+- _y^ = 2[1>«* — (R — 26)r].
Donc l'équation (1) devient, après élévation au carré,
|V ^ (R -4- 6)r][2a' - (R - ^2h)z]' = 5Ga«.
Celle-ci est du troisième degré, coinplèle, même quand on la simplifie au moyen de la relation (2).
II. La conslruction donnée j)ar Glenie se rapporte au cas, très |)articulier, où l'on aurait
Quand il en est ainsi , l'équation (5) est vérifiée par - = a. Il résulte, de celte valeur,
Vn yM^-VV)^
puis la proposition suivante, qui résume les quatre premièrts pages de la iNoie de Maseres :
On prend, sur le rayon OE, OG = ED = ^ OE. Par les
points D, G, on mène, à ce rayon, les perpendiculaires GC, AB. Le Irianyle ACB salis fait à la condition
AC
AC
BC
An\
Si, dans réquation (5), on divise par 9 le second membre, on obtient celle-ci :
[a' + (6 -4- R)z][2o^ - (R — '■2h)zY = ia\ (C)
laquelle est vérifiée par z = 0.
Suppression faite de cette racine, l'équation (6), développée, devient
Par suite,
— [5(R -+- 26) dr l/5(R — 26)(5R -+- 26)J. (8)
Addition. — (Octobre 1883.)
IV. A cause de a^ = R^ — ^2^ Ja dernière formule se réduit à R — 6
z = 2^^-ir^ [5(R -^ 26) rb l/3(R - 26) (5R -*- 26)] (*). (9)
Des équations
xy = 2R::, x^ -h y- = 4(a^ -♦- 6z),
on conclut
(*) Pour faire disparaître le radical, on peut faire
R _ 26 = ô/•^ 3R -t- 26 = î/- ; et, par conséquent,
R = 1(3^4- 9"^;, b = l(g'-9n a'^ = ± (g^2 ^ fi) {Vôr + y') , e\c. 4 o b4
Mais la simplification est plus apparente que réelle.
(83 ) ou, jioiis une loi lue un peu jilus simple
Dans elia(juecas partieulier, les lorniules (9), (10), (1 1) ilélcrmineroril le triangle clierehé.
V. Application. — Soient K .= 7, 6 = 1 ; et, par conséquent, « = 4 Vô-
On trouve
puis, en rejetant un système imaginaire :
La somme des cubes est
Elle doit égaler 8a^ = 8. 481/ 48 : c'est ce qui a lieu. VI. Remarque. — Dans le cas traité par Glenie,
a; -t- y = AC -+- BC = 4a = 2AB.
Conséquemment :
Si une ellipse a pour foyers les milieux F, F' des demi-axesOA,
OA', et que l'ordonnée cCun point M de la courbe soit égale à OF,
on aura
FM' -+- FI' = oFF'.
VII. Autre remarque. — Les formules (10), (1 1) donnent lieu à ce petit théorème de Géométrie :
Le triangle ABC étant inscrit à un cercle donné; soient EDF le diamètre perpendiculaire au côté AB, G la projection de C sur EDF :
l" La demi-somme des côtés AC, BC est moyenne proportionnelle entre les segments DF, EG ;
2° La demi-différence de ces côtés est moyenne proportionnelle entre les segments DE, FG.
C3ILIV. — Problème d'Arithniétiquc.
(Septembre 1871.)
Combien un nombre donné, n, admet-il de diviseurs ayant la forme 4p. — 1 ?
I. Si n est divisible par 2\ la réponse à la question est la même pour n et pour-^ : on peut donc supposer n impair.
Cela étant, décomposons w en trois facteurs P,Q,R; le premier, composé de facteurs premiers ayant la forme 4-^/ — 1, affectés d'exposants pairs (*); le deuxième, composé de far;teurs premiers, de cette même forme, affectés d'exposants impairs; le troisième, composé de facteurs premiers ayant la forme 4^. H- 1.
II. Soit, pour fixer les idées
^ = a^b^c'dh\ (1)
Désignons par F(a, (3, y, è, e), le nombre des diviseurs de P, ayant la forme 4a — 1 .
(*) Par conséquent, P est un carré.
(8^ ) Soit
Vwn (le CCS diviseurs : la somme a' h- (î' -j- / -+ o -<- -:' iloil être impaire. KWv rcsnUe d'une valeur jmire de a' -h (i' -4- y' -4- $\ joiiilf il une valeur iiupaire de î'; ou inversement. Dans la suite
il v a - -»- 1 nombres pairs et ", nombres itii])airs.
Doue
De même,
F(a, p, r, rJ) = F(a, |3, r) + " (^ -+" 1)(? + 1)0' + ■|)<^\ F(a,p,v) = F(a,p)+l(a-+-1)(3-.1)r, F(«,p)=F(a)+i(a-4- 1)S.
D'ailleurs,
Donc
-+- (a-t- l)(^ -4- l)(v ..- 1)rj-f- (a + 'l)'p-+- r)(v-i- 1)('-;-H l)t];
ou
( 86 ) ou enfin
N désignant le nombre des diviseurs de P.
III. Soit
Q^a'^'^c'-^cre"', (4)
les exposants étant impairs.
Dans la suite
0, 1,iJ,... 5',
il y a ^ ^ nombres pairs, ., nombres impairs. La relation (3) est remplacée par celle-ci :
jN' désignant le nombre des diviseurs de Q.
IV. D'après ce qui précède : 1" /e nombre des diviseurs de P, (lijant la forme 4-a -i- 1, es^ ^ (N h- I); 2° /e nombre des diviseurs de Q, ayant cette même forme, est ^ N' (*).
Donc :
5" Le nombre des diviseurs de PQ, ayant la forme 4w — \, est
l[(N_l)N'-^(N-t- 1)N']=1nN';
4° Le nombre des autres diviseurs de n est ^ NN'.
V. Si nous appelons N" le nombre des diviseurs de R, lesquels
(*) Si, comme dans les Recherches sur quelques produits indéfinis, nous appelons f„ Vexcès du nombre des diviseurs de h, ayant cette forme, sur le nombre des diviseurs de n, ayant la forme i^ — 1, il s'ensuit que
(Octobre 1885.)
oui toii^ la forme iu -h 1, la rcponso à la (piostion proposée est, en eonséqueuee,
x=- NN'N". (G)
Ainsi, ordinnirenn'Hf, un nombre impair a autant de diviseurs at/ant la forme 4a — 1 , ffue de diviseurs ai/ant la forme 4u-4- 1 (*).
\'I. Remarque. — Il n a exception si tous les facteurs premiers de n, at/ant la preynière forme, sont affectés d'exposants pairs. Kn effet, quand il en est ainsi,
et le nombre des diviseurs de n, ayant la forme Aix -+- \, est
y = itN-^l)N"n. (8)
Addition. — (Octobre 1885.)
VII. La démonstration contenue dans le paragraphe H est trop longue : nous l'aurions supprimée, si elle ne se basait sur ridenlité
à laquelle nous reviendrons bientôt (***).
(*) Par suite,
(") Conséquemment,
(*'*) Cette identité, que je croyais nouvelle, est due à Euler. Mon illustre ami Genocchi l'a ratlacliée à une formule de Nicole. (Nouvelles .^ anales de Mathématiques, années 1867 et 1869.) — Voyez aussi, dans le .tournai de M. Hoppc (t. LXI, 1876), les Eclaircissements sur une Note relative à la fonction j"*- ^{x); par M. Genoccfii.
Si l'on fait abstraction des facteurs premiers ayant la forme 4p. -1- 1, il y a deux cas à distinguer.
\° n a la forme 4fx — 1. Alors, à chaque diviseur ayant cette forme, il en correspond un ayant la forme contraire. Donc e„ = 0.
2° n a la forme 4p- -+- 1 . Comme
H = a%^cyS ... ,
la somme des exposants est paire. Dans le produit qui sert à former les diviseurs de n,
(1 ■+-a-^a^-\ v-a^){\ -^ b -t- h^ -4- ••• -+- bl^){l -+- o -+- c^-4- — h c^)...,
substituons, à chaque terme, son résidu par A. Nous aurons
Le produit a autant de termes égaux à h- 1 que n admet de diviseurs ayant la forme i^-i-\, et autant de termes égaux à —1 que n admet de diviseurs ayant la forme contraire. Donc e„=1 (*).
VIII. Remarque. — Soit, comme ci-dessus
un diviseur de n. Les facteurs premiers a, b, c, ..., ayant tous la forme 4p. — 1, A aura cette forme, ou la forme contraire, selon que la somme
sera impaire ou paire. D'après cela, on est conduit au Problème suivant :
Soient les k suites
(*) Cette démonstration se trouve déjà, en partie, dans les Recherches. pp. 75 et 76.
On furniv les (a -h i) ((3 -h 1 ) ... (0 -+- 1) so)tnnes coutcnnul, chacune, nu Icrnie pris dans cfiaciinv (h's k ligiies. Combien y nura-l-il de sommes impaires cl de sommes paires ?
En ri'piést'nlant par s rexcès du pi'c'iiiicr iioinhic sur le .^l'cuiid, un aura, d'après le paragraphe précédenl,
selon que les nombres a, (t>, y, ..., G sont, ou ne sont pas, tous pairs.
II. Soient, d'après cela
1,,.= 4^(1 + on, (5)
S!, = V, -^- Vo -^- ••• -+- i'„ : (G)
les sommes S,„ S'„ sont, simultanément, convergentes ou divergentes.
(*) Voir l'identité (9), p. 87. Pour vérifier cette relation (4), évidente lorsque 7i= 1, il suffit d'ajouter w„+i à chacun des deux membres.
(**) Pour plus de simplicité, nous prenons des logarithmes népériens; mais les propositions sont indépendantes de ce choix.
( 90 ) Ainsi, les conditions de convergence de la série proposée : «, -t- M2 Ht- ••• -+- îi„ ■+• ••• se réduisent h celles de la série auxiliaire :
Si les quantités «1, «3, ..., a„, ... sont positives, il en sera de même pour r,, Vç^, ..., v„. Les deux premières conditions nécessaires sont
donc
lim ^ (i -4- «„) = 0, lim [« ^ (1 -f- a„)] = 0 (*).
La première équivaut à lim «„ = 0 (**). Pour satisfaire à la seconde, il suffît de prendre
"" ni+i
A étant une constante positive.
En effet,
Ces deux conditions sont d'ailleurs suffisantes; car la série dont le terme général
est convergente (***)•
En résumé : la série, déterminée par les formules (1), (7), est convergente.
IIL Supposons, en second lieu, que les quantités a^, a^, ..., a„, soient négatives, mais comprises entre 0 et — 1. Posons
(■) Traité élémentaire des séries, pp. 5 et 17. (**) Condition évidente a priori.
(**') Propriété connue, dont la démonstration résulte de la dernière remarque.
( Dl ) el, alîn tl'avoir encore des séries à termes positifs, prenons
p..=(i -?.)(• -r^.)...(i-^_.)(i -ro, (10)
Si l'on fait
la série auxiliiiire :
sera convergente. En effet,
el celte dernière quantité esl comprise entre
et
IV. De loul ce qui précède résulte la proposition suivante
1° Les séries ayant, comme termes généraux :
sont, simultané nient, convergentes ou divergentes ;
(*) En général,
donc, si X «e surpasse pas 4 :
— -\. (' — \) est compris entre
et
Je crois n'avoir vu, nulle part, cette remarque si simple et si utile.
2" Elles sont convergentes lorsque
k étant une constante positive;
ô" Elles sont divergentes si cette constante est nulle.
CXVI. — Problème sur l'ellipse
(iVars 1854.)
Parmi toutes les ellipses circonscrites à un quadrilatère, quelli est celle qui diffère, le moins possible, d\in cercle; c'esl-à-dire :
Quelle est l'ellipse, passant par quatre points donnés, dan laquelle le rapport des axes soit maximum ou minimum ?
I. L'équation de toutes les coniques passant en A, B, C, D est
2Aaci/ -4- ah[xj — c)[y — d) -+- cd{x — a){x — b) — abcd = 0 (**), (1 )
). étant un paramètre arbitraire.
Si nous transportons l'origine au centre I, cette équation
devient
2Xxy ■+- aby^ -v- cdx^ = F. (2)
Les équations du centre sont, comme on sait :
2a(3 + crf(2a — a — 6) = 0 , 2 Xa -f- ab{'2p — c — d) = 0. (5)
La distance u, d'un point de la courbe, au centre I, est donnée
par la formule
î/2 = x^ -t- ?/^ -V- ^xy cos 0. (4)
Pour exprimer que le rayon u est maximum ou minimum, on doit joindre, aux équations (2), (4), l'égalité
x -^ y cos d y -t- X cos 9
Xy -+- cax Ax -+- uhy
(') Proposé dans les AnnaJes de Gcrgonne (t. XVIF, p. 284)j résolu par Stoincr (Journal de Crclle, t. Il, p. J23).
(**) Manuel des Candidats à l'École polytechnique, t. I, p. 477.
ou
Celle-ci représenle deux droites, iiuiu'l's par l'origine, j)arallèlemenl aux axes pritieipaux de la eonique. Chaeuti des rapports (îi) égale
X* ■+■ 2jy cos ù -H »/■ ir
"2:^X1/ -*- c(/x" -t- uby h
Done
(F — u*cd)x = {nh — F cos o)y, (F — u^ab)y = {uh — F cos $)x ;
puis
(F — u'ah){F — u'cd) = (ti^i — F cos 9)*, (7)
{ubcil — A*) M* — ¥{ah -^ Cl/ — 2> cos 6) u^ -h F* sin* ô = 0. (8)
Telle est l'équation qui donne, pour chaque valeur de 1, les carrés des demi-axes de la conique correspondante.
II. Admettons que les deux valeurs de n'^ soient positives; désignons par u la plus grande, par v la plus petite. Le rapport 7 devant être minimum, on doit avoir vu.' — pv' = 0, ou
(^ _ ■■' ft
tj.', v' désignant les dérivées relatives à l.
On a
ah + cd — 2 A cos 6 F- sin'' 6
|X -f- V = F — — — - — > IJ.V =
abcd — a" abcd
et, par conséquent,
{fi -+- vf {ab -t- cd — 2>. cos ôf
At> {abcd — A") sin^ d
ou
fi y {ab -t- cd — 2a cos 0)*
V /A {abcd — i^) sin'^
La dérivée du premier membre étant
il en est de même pour celle du second membre. Ainsi, après suppression du facteur ab -+- cd — 2X ces 0 (*) :
abcdcosS ,.^,
ah -{- cd
m. Quand l'angle G est droit, 1 équation (1) devient, à cause de 1 = 0,
ah{y — c){y — d) -+- cd[x — a){x — b) — abcd = 0.
Le centre I est l'intersection de la perpendiculaire au milieu de AB, avec la perpendiculaire au milieu de CD.
Dans le cas général, la détermination de l'ellipse cherchée repose sur les remarques suivantes, dues, en grande partie, à l'illustre Steiner.
1° D'après les équations (5), le lieu des centres de toutes les coniques passant en A, B, C, D, est V/njperbole H représentée par
y ^ cd{x — a — b) X ab{y — c — d)
2° Les asymptotes de H sont déterminées, en direction, par la formule
X y ab
5" D'après (6), les carrés des demi-diamètres de l'ellipse E, parallèles, respectivement, à ces asymptotes, sont donnés, euxmêmes, par cette autre formule :
cd db 2 cos 5 V^ubcd ■+■ ab ab -+- cd
F abcd ces 9 , /-- — - , , "labcd
abcd =b 4 — —V abcd ■+- abcd
ab -+- cd
Ainsi, ces demi-diamètres sont égaux entre eux {**).
(*) Ce facteur ne peut être supposé nul; car il résulterait, de celte hypothèse,
(**) Théorème de Steiner {Nouvelles Annales, t. IV, p. 481).
4" Les axes de E sont parallèles aux bissectrices des angles formés par les as\niploles de II.
IV. De tout cela résulte la construction suivante, assez simple:
Soit pris, sur Ox, 0E=V/ft6; et, sur ()?/, OF=l/cd. Par le point E, on mène la parallèle à O/y; on prend, sur cette droite, EG = EH = OF; on trace OGY, OHX; et Ion prend arbitrairement, sur ces deux directions, ON = OM.
Sur la parallèle à OX, menée par le^oint N, et^qui rencontre Ox en R, Oij en S, on prend i\R' = ||\ NS' = ^'.
Si, par le milieu de AB, on tire la parallèle à OR'; et, par le milieu de CD, la parallèle à OS', l'intersection de ces deux dernières droites est le centre de E.
V. Remarque. — D'après les formiiies (5), les équations de OR', OS' sont, respectivement :
ab CCS 9 ab •+- cd
cd ces ô ab -^ cd
Ainsi, les coefficients angulaires de ces mêmes droites ont pour valeurs :
ab -+- cd '2cd ces 0
2a6 CCS ô
ab ■+- cd
La construction précédente détermine donc, graphiquement, deux droites dont les coefficients sont compliqués.
CXVII. — Sur la courbe de 1% att
(Avril 1872.)
Problème. — Un quaclrilalère ABCD, dont la base AD est
fixe, et dans leciuel les côtés AB, CD sont égaux, est articulé en A, B, C, D. Trouver l'écpiation du lieu décrit par le milieu M du quatrième côté.
I. Lemme (*). — Si un quadrilatère a deux côtés opposés égaux :
\° ces côtés sont également inclinés sur la médiane des deux autres côtés; 2° la projection de chacun d'eux, sur la médiane, est égale à la médiane.
(') Énonce et dcnionlrc dans le premier volume de la Nouvelle Correspondance matiicmatique (1874, pp. 51, 65, ICI).
Moiions les «Iroilcs \iE, C.V |i!u;illèles .^ In iiu'diaiu' MO. Par II' poinl (), nienoFis KOF jcuiillèle à BC. Mnlin, Iraçons les droites AK, 1)K.
1" D'après la eonstruelioii, JU-^O.M , MOFC sont des |»arallélojii aminés ; donc HE = OM = CF, OE = BM = MC = OF.
2° Les liianjiles AGE, DOF sont égaux, eomme ayant nn angle égal eompris eime deux côlés égaux, cliaeun à chacun. Ainsi AE = DF. De plus, ces droites sont parallèles; car les angles OAE, ()I)F, allenu's-intcrnvs, sont égaux.
Par suite, les triangles AHE, DGF sont égaux, parce qu'ils ont les côtés égaux, chacun à chacun. Donc anfjle ABE = anfjle DCF.
5° Les angles égaux, AEB, DFC, sont supplémentaires, à cause des situations respectives de leurs côtés. Donc chacun d'eux est droit. En même temps, les droites BE, CF, vf/ales à la médiane (1°), sont éf/ales et parallèles aux projections, sur MO, de AB, CD.
IL Eqiation de la roiRBE. — Soient AO = OD = a, AB = CD = b, BiM = CM = c. Soient, en outre, OiM = u, MOD = 0).
A cause du triangle rectangle CFD,
tr- = 6- — Î13'.
Pour évaluer FD, prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre, en G, avec OiM. Il est clair que :
FD = DG — FG = a sin ce — FG, FG = Vc' — à' cos' a-. L'équation demandée est donc
n^ = Ir — [« si 11 co — vc' — a' cos'' co]*,
tr -f- r — // = ((■ cos l2cc -+- "la siii ce V/c" — a' cos" w. (1 )
ÀddUion. — {Juin 1885.)
IJI. Ro7tiar(jves. — 1" Celle équation (1) peut encore être écrite sous les trois formes suivantes :
{u"- ^ c^ — a'- — by = 4a^ {Ir — u') sin" c., (2)
(6^ _ uj — 2c\b- — 7r) + («- — c'f -+- 2«'(6' — II') cos 2« = 0, (5)
u-i-c — «- — b-y 4a c — (ir -t- a- -+- c" — b-y
IO-2 ^ î^ i f4)
2° Considérons le parallélogramme MCDH, dans lequel MH = 0, DH == c. Si nous menons la droite 011, elle est perpendiculaire à CM (I, 5"). De là résulte le dispositif suivant, probablement connu et peu pratique:
La ti(/e DH, qui tourne librement autour du point fixe D, est articulée, en H, avec une seconde tige H M. Si les côtés d'un anr/le droit HOM, dont le sommet est fixe, (/lissent dans des ouvertures placées en H, IVI , l'extrémité M de la tige HjVI décrira la courbe de Watt.
Autre addition. — (Août 188o.)
IV. Dans le triangle DOII
Dïî' = oh' -+- ÔÏ)' — 2011 . OD sin «, ou
c- = Ôh' -t- o' — 20H . a sin u,
(ÔH* -4- «•- — c^y = 4Ôh' a'- sin' ce. Et comme
ÔÏÏ' = Vd' =b'- — «-,
on a, sans calcul, l'équation (2).
V. Soit 1 le milieu de Thypoténuse du triangle HOM (III, 2").
l.a (lioilc 01 -^= III = ^ /v. Par t'(iii>r(|uciil, le iiircaiiisiuc imliyjf i\w f'i-dessus peiil être simiilifii'
comme il suit :
Soient trois tif/es 01, III, III), articulëes vn O, I, II, D, et dont les deux premières aient même ♦:) D longueur; soient O, I) deux points fixes. Si la tifje III est prolongée en IiM, de manière fjiie I1VI = III, le point iM dèeril la eonrhe de Watt (•).
VI. Supposons 0| = m = ||D(**). Alors Ollll) est un qua- (liilatère dans lequel deux côlés opposés sont égaux. Donc le point P, miliei( de III, décrit une courbe de ]\'att.
\\\. Kidin, si l'on considère la figure formée de V/teptagone articulé AKKOIIID (***) el du losange articulé ()KM\, les points
A, 0, D étant fixes, on voit que le point M, et les tnilieux P, R, de III, KL, décrivent des courbes de Watt.
De plus, les deux dernières lignes, égales entre elles, sont semblables à la première. En effet, pour passer de ABCD à chacun des quadrilatères ALkO, OIHD, il suffit de changer a en l,b en \.
(*) Contrairement à l'opinion émise dans le paragraphe III, M. Dwelsliauwers, mon savant Collègue à TUniversité de Liège, pense que ce petit mécanisme est nouveau et utile.
(") C'est-à-dire - = c.
('**) Tous les côtés de cet heptagone, excepté AD, sont égaux.
CXVIII. — Dévclo|>péc$i, et surface.*» clévclo|>i>al»le
I. Théorème (*). — Si les (jméralrkes d'une développable 1 sont normales à ta direclrice, supposée plane, 1 est mie surface à pente constante.
On prouve aisément celle proposition, au moyen «le la réduction à l'absurde.
On peul, aussi, la démonirer par le calcul suivant :
Le plan île la direclrice élanl pris pour celui de xy, une générairice est représenlée par les équations
X — 01. = HZ, y — S = bz , (1 )
dans ]es(|uelles [3 = (p(a), cl
/;cp'(«; + <' = 0. (2)
Les dérivées des équations (1) sont
Donc, pour que deux génératrices consécutives se rencontrent,
OU, par l'équation (2)
bb' -f- au' = 0; puis
const
Celle condition exprime que la (jénératrice fait, avec le plan xy, un angle constant; etc.
IL La généralisation du théorème piécédent semble être celui-ci :
Si les génératrices d'une développable 2 sont normales à la (*) Réciproque d'un théorème connu.
( loi )
directrice, elles font, arec les plans usciiluteura cuirespundunis, des angles conslanls.
Mais // îi'en est rivn.
CoiisiiliTons, en «'llVi, tiiie courhc gauche AMB (*), arèle de lebroiisseiiienl de 1, e( doni une développante soit liPd : l:i tjénératrice Ml* est normale, en P, à la directrice BPC. Soil PlN la binonnale à cette directrice. D'après un théorème connu (**) : la binonnale P>, à la dérelnppanlc, est parallèle à la rectifiante MG de la dèreloppée. Or, l'angle (îMP est variable; donc, etc.
111. Ce théorème ayant été peu rcmar(|ué (*'*), nous allons en rappeler la démonstration.
Soit iMP = H. D'après la déliniiion de la développante,
arv A M -t- Ml* =^ vonsl, ou
.s- -+-!<= consf. (5)
Donc, s étant prise pour variable indépendante, u = — 1. Soient a-, y, z les coordonnées de M; X, Y,Z les coordonnées de P; «, b, c les cosinus direclifs de iMP; etc. Nous aurons :
X = X -i- (iK , Y = ij ~h bu, Z = : -i- eu ; (6)
b'c" — cb" ^ c'a" - «'c^ ^ a'b" — b'a" ^ "' ^^^
Les cosinus direclifs de PN sont, comme on sait, proportionnels à
YZ — Z'Y', ZX — XZ', X'Y" — Y'X.
(*) Le lecteur est prié de faire les figures. (■*) Théorie analytique des lignes à double courbure, p. 63. {'**) Il avait même, jusque dans ces derniers temps (octobre 1885), clé oublie par IWuleur.
Donc )., y-, v élant les angles formés, avec les trois axes, par la hi normale :
COS A ces [i COS V
Soit encore G l'angle MPiV : chacun des trois rapports égale
2«(6'c"- .7/') ■ On sait que (*) :
-, ca — a c = — I -
b c — c b ' = — i — -I — ) ' eu — u c = — I — -+- — ; » pMr p/ 0^ \r J
a'b" — h'a" = 1 ( - -t- - j , y a{b'c"- c'b") = -1- • pM r p / -^ p'^r
Conséquemment
cos)i=(aH--/jcos9, cos,«=(6-H-»ncose, cosv=(c-+--njcos5. (1 1)
Or, les premiers facteurs sont proportionnels aux cosinus direclifs de la rectifiante (**); donc le théorème est démontré.
IV. Remorque. — Il résulte, des dernières formules
Si Ton veut que l'angle G soit constant, on doit avoir
- = const :
la développée est une hélice, et la développante est plane (***).
V. Corollaire. — AMB étant une courbe donnée, dont les développantes sont CPD, C'P'D', ...; les binormales PN, P'N', ... aux points situés sur une même tangente MPP'P" ... à la première courbe, sont parallèles entre elles.
{'} Théorie analytùjuc..., pp. 14 et 16. (**) Loc. cit., p. 27.
(***) Voir les paragraphes IV et V du petit Mémoire intitulé : Remarques sur la théorie des coiirhes et des surfaces.
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(Mars 1870.) l'ROitLi'.MK. — / nr s/i/irtf ('. csf conju')'. par an /ihni ftVOi/, s///-
Fig. i.
vant une circonférence FG. Sur FG, prise comme circonférence de f/rand cercle, on construit une sphère D. Quelle est l'enveloppe (*)?
J. Soient OC = 6, AC = «, GOx= 0. Les coordonnées du centre D sont
a^ 6 ces* 6, S = 0, y = hs\nôcos
(*) La question a été traitée, en partie, par Houtain (Des solutions singulières. Bruxelles, 1884).
L'équation de la sphère variable est donc
^x — b cos^ 9)- -+- y" H- (- — b siii 6 CCS ôf = a' — b^ sin^ d,
ou
- a-^ + »/--+- z' — 6a- — b{x cos 2^ + r sin 126) -+- h^ — rr = 0. (2)
Prenant la dérivée, on a
tg2ô = l- (5)
Ainsi, la surface enveloppe est engendrée par la circonférence KL, dont le plan LOy fait, avec xOy, l'angle 29 (*). Si Ton écrit ainsi les équations (2), (o) :
b{x cos 2ô -t- z sin 2ô) = a' -+- y' -*- z^ — hx -+- b^ — a', b{x sin 2e — z cos 26) = 0,
et que Ton fasse la somme des carrés, on trouve, comme équation de Fenveloppe,
IL Les sections par les phns prindpaux xOy, zOx ont pour équations :
(x^ -+- ,/ — bx-^b" — ay- = b^x\ (5)
{x-^ ^ z' — bx -h b' — ay ^ b\x' -+- z') {**). (())
(*) C'est ce que l'on vérifie en observant que ;
i° 0 est le centre radical de la circonférence C et des circonférences consécutives FG, F'G';
2" La corde commune, KL, est perpendiculaire à la ligne des centres, DD';
S" Ces centres, D, D, appartiennent à la circonférence décrite sur OC comme diamètre;
4» A la limite, DD' est tangente à cette circonférence;
5° Le rayon DI, parallèle à LK, fait, avec Ox, un angle double de O.
(*') Au lieu de celle-ci, Houtain a trouvé :
Ainsi, la section par le plan zx se composerait de deux circonférences ayant, pour centre commun, l'origine; résultat inadmissible.
L;» prcmiôrc. (Hii se tléfomposo on
roprt'senle In ciiconféiencc horizontale A(-I5. [iiiis iiiic ciiconférencc iniafji)iaire, si, comme le suppose la lifiure, /> surpasse (i. I/é(|uatiou (6), (lu quatrième «legré, esl irréduetihle (*).
III. I èlaut le eeutre du eeiele géuéraleur LK (situé dans le plan LOy), on a
b 01 = ODcose = 6cos*0 =-(!-+- ces 2ô);
équation d'un limaçon de Pascal
Done, au lieu de la construction précédente, on peut employer eelle-ci :
Sur OC, connue diamètre, on décrit une circonférence, à laquelle on mène une tangente TT'; puis l'on abaisse 01 perpendiculaire à TT' : I esl le centre de la circonférence génératrice (**).
(*) Au moyen des coordonnées polaires, elle devient
u* — 6(1 rb cos u) u -h b- — a* = 0.
Soient », , ?/j les deux racines. A cause de »,«, = A'a', la courbe ne diffère pas de sa réciproque : elle est done une atiallaf/tnatiquc. La surface S en est également une. (Nov. 1883.)
(**) On vient de voir que l'équation de la section principale est
yî _ [>{\ -^ cos -29) !/-+-&«- O* = 0, et que
r = OI = -(l -+-cos20j.
Par conséquent, si l'on suppose
on a
pî = v* — (b^ — a').
D'après cela, soit pris, dans la circonférence OC, la corde CI* = a. Sur 01, connne diumèhe, décrivez une doni-circonférence. Soit l\ le point oîi elle est
IV. La circonférence KL (fig. 1), caractéristique de la sphère D, <;sl une ligne de courbure de S. Ainsi, le premier système de lignes de courbure se compose de cercles, dont les plans passent tous par la droite Oy (*). Le cône de révolution KDI^ est normal à S, en tous les points de la circonférence KL. De plus, le lieu lin sommet D est la circonférence décrite sur OC comme diamètre (**).
V. On a trouvé 01 = 6 cos'^ 0. D'ailleurs la figure 2 prouve que
voiipée par la circonférence décrite du point 0 comme centre, avec OP pour rayon. Si, du point I comme centre, vous tracez une dernière circonférence
Fig. 2.
passant en H, les points K, L, où elle coupe OF, appartiennent à la section principale cherchée.
De plus, la circonférence KRL est le rabattement, autour de sou diamètre KL, de la génératrice. (Novembre 1885.)
(*) Conformément à un théorème connu.
(**) D'après la figure 2, la droite DI est tangente, en D, à cette circonférence, laquelle est, par conséquent, Venveloppe des axes des cônes normaux. (Novembre 1885.)
Si l'on suppose (|iie le cercle ^énêrîUeiir, projeté Mii\;tiil KL, soit rahîUm .nitonr de ()//, dans le plan \ //, ['«'(jnation du raballenient sera
{X — h cns* G)* -^ y* = b* (OS* 9 H- (t* — b*,
on
., - -4- ^* — )>l)x cos* e = u* — h\ ( 7 )
.!• = 0 donne y = àz \/6* — o' V — 1 . Ainsi tons les cercles lUcourbure, après qu'ils ont été rabattus autour de ()//, passent par deux points fixes, imaginaires.
L'équation des cercles C, orthogonaux à ceux-ci, est
j.* ^if -i- lny = Ir — a* (*), (Sj
). étant un paramètre variable. Chacun de ces nouveaux cercles rencontre Ox en deux points fixes, déterminés par
Faisons tourner C autour de Oy : il engendre tnie sphère, dont rintersection avec S détermine une trajectoire orthogonale des premières lignes de courbure (**), c'est-à-dire une ligne de courbure appartenant au second système. Celui-ci est donc composé de courbes sphériques (***).
VI. Remarque. — L'équalion (4), étant écrite ainsi
(x* -t- ï/' -4- z' — hx -+- cj = b\x' -+- 2*), (8)
a une grande analogie avec celle de la Cyciide de Dupin :
(jc* + y^ -+- z* -t- a- — p^ — rj = 4(ax -+- prf -*- 4(r' — «') z^ n- ('•')
(*) Note sur la projection stércograpinque (Journal de Liolville, t. XIX, p. 153).
('*) Voir, d.ins les Remarques sur ta théorie des courbes et des surfaces, le paragraphe VI, relatif aux surfaces d'enroutemeut.
("') Propriété connue.
(") Voir la Noie LXXXVF (t. 1, p. 572). Pour éviter toute confusion, nous avons fait un changement de lettres.
Mais la surface S iiY'sl pas la Gyclido (*). Pour le faire voir, changeons x en x -»- a, dans réquation (8), et posons
a- -+- y H- z = Il .
Va\ développant, on trouve les deux transformées :
Y/'-4- 4a(a — b)x--^ (a'+ c'f — icb'' + 2(-2« — h)iâx-i- 2(o-+ c') « H- 2[(2« — t)(o^ + r) ~ al/ \x — feV = 0,
y, '• _ 4^ .^a-^ H- (> - — v:^ — ff — 4a^|3-^ + 2(r ' — «' — Ô') w' ) — SoLproc — 4(?- — a') z' = 0 ; i
puis, en ideniiliant :
« = (), ?- = 0, « = 0, 6 = 0, f^ = — pi
Pour ces valeurs, chacune des équations (8), (9) représente deux sphères égales, confondues.
CXX. — Sur les lig;iics «le courbure
(iXovembrc 188o.)
I. Lemme 1. — Si les lignes de courbure d'une surface S, appmtmanl à un même système, sont orthogonales à une surface S , rintersection de S et de 2 est une ligne de courbure
de S.
Soient L, L', L" ... les premières lignes de courbure. Soit iMM'M" ... rintersection des deux surfaces. Menons MR tangente à L, MT tangente à MM'M" ... D'après rijypolhèse, MR est normale à 1. Conséquemment, la droite MT, située dans
(*) Cette proposition resuite, déjà, de l'équation (6). laquelle ne représente pas deux circonférences.
('*) Note complétive de la précédente.
U" pinii t;«r)i:(iH ;i 1, t'st perpendiculaire à iMH. Donc MM'M" ...
est une trajecloire orl/iuyouale de L, L', L" ... ou une li(jne (le courbure appartenant au secoiid système (*).
II. l{rniarqiies. — I" Le plan UM'r esi liingenl à S; donc la normale ÎMN à celle surface est perpendiculaire à H!M : les deux surfaces sont orthogonales en tous les points de iMM'M"... El comme cette courbe esl une ligne de courjjure de S, elle est aussi une li'f/ne de courbure de 1, conformément à un théorème connu.
2" Si les lignes L, L', L", ... sont planes, leurs plans enveloppent une développahie A. Pour avoir des surfaces 1, il sullit <k' considérer les surfaces d'enroulement, engendrées par L, L',L", ... (|uand leurs plans roulent, sans glisser, sur A; puis les trajectoires orthogonales d , G', G", ... de ces lignes, après qu'elles sont venues se placer dans un même plan P, puis les surfaces d'enroulement engendrées par G, G', G" ... : ce sont les surfaces demandées (**).
5° On peut adopter, comme surfaces 1, les normalies à S, passant par les secondes lignes de courbure.
III. Lemme II. — 5/ une sphère 1 coupe, orthoçjonalement, un système de lignes L, L', L", ... tracées sur une surface S, l'intersection est une ligne de courbure de S.
En effet, rintersection est une ligne de courbure de la sphère, et les deux surfaces sont orthogonales en tous les points de cette ligne. (Lemme 1.)
(*) Coltc (lémonslralion sera, pcut-clrc, jugée inutile; mais je crois qu'on ne saurait être trop clair.
(*') Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces, p. lu.
( no )
IV. Lemme III. — Étant donnés un cercle C et une droite XY, on projette le centre C en 0; puis l'on mène la tangente OA, et, d'un point quelconque M de XY, la tangente MT. Cela posé,
MT — OA = OM
V. Théorème I. — Soit une surface S, engendrée par nne cirro7iférence C, dont le plan contient une droite donnée, XY, et dont le centre se tneut dans un plan P, perpendiculaire à XY. Si cette circonférence, dans toutes ses positions, est orthogonale à une sphère donnée, 2, dont le centre soit le point 0 oii XY perce P :
1° Les circonférences C forment, relativement à S, un premier système de lignes de courbure:
2° Les secondes lignes de courbure sont déterminées par des sphères ayant leurs centres sur XY (**).
Démonstration. — 1" Keprésentons par R le rayon de la sphère 2, par & le rayon (variable) de la circonférence C. La condition d'orthogonalilé est, évidemment,
p^ = ÔT:' — R- ;
C désignant le centre de la circonférence génératrice (***)• Si, comme on le suppose, celte condition est remplie, l'intersection de S et de 2 est une ligne de courbure de S. (Lemme II.) 2" Soit 2' une sphère ayant son centre M sur XY, et dont le ravon R' soit donné par la formule
D'après la réciproque du Lemme III, cette sphère 2', dont le rayon ne varie qu'avec ta position du centre, est orthogonale à toutes les circonférences C.
5° Les intersections de S, par les sphères 2, 2'..., sont donc
C) Cette fois, nous supprimons la démonstration.
(*') Ce théorème renferme, comme cas particuliers, diverses propositions connues.
("") Ainsi, le lieu (/e.« centres e.tt arbitraire.
les .secondes lignes de ruurbure dv S; cl, ni coiistMinoiicr , les /neiHiores lignes de rourhure sont les circonféremes génératriees.
\'l. Cercles orlhugonanx. — Soil, djuis le plan vertical Zj, ACB le lieu des tenlres «les lignes de eourbuic circulaires, doiii les plans contiennent V horizontale ()// (*). Soit FK(ilI la sphère donnée 2, qui doit couper ortliogonaleinetit toutes ces lignes. Si
nous rabattons le centre C en Cj; que nous menions la tangente C,T au grand cercle 0; que, du point C, comme centre, avec C|T pour rayon, nous décrivions la circonférence DjE,, cette ligne est le rabattement de la ligne de courbure circulaire, projetée en DC; etc.
Les rabattements des cercles de courbure sont donc les cercles orthogonaux à FHGK, agant leurs centres sur Ox.
Les traces horizontales des sphères 1', orthogonales à ces
(*) Dans celte petite épure, Oa; est la ligrie de (erre.
lignes (le courbure, sont, par ce qui précède, les cercles orthoiçonaux à Cj, et, dont les centres sont situés sur 0//. Ces deux systèmes de cercles orthogonaux, situés sur le plan xij, déterminent donc, de la manière la plus simple, les deux systèmes de lignes de courbure.
VU. Suite. — Si Ton fait OC, == OC = >, les cercles C, sont
représentés par
x^ -+- y' — 2AX -+- ir = 0. (I)
Ceux qui les coupent orthogonalement ont pour équation
Elle est vérifiée par ?/ = 0, oc = rb R. Donc toutes les sphères 2' passent par la circonférence FGHK, située dans le plan vertical OZx.
VIII. Remarque. — Si Ton veut former Téquation différentielle (|ui caractérise les trajectoires orthogonales des cercles C, on doit éliminer l entre la relation (1) et
X — A dx
Celte équation différentielle est, par conséquent,
{^tf _ -c^ H- R-) ^-^ -+- 2x?/ = 0. (5)
L'équation (2), des cercles orthogonaux, satisfait à celle-ci. De plus, elle contient une constante arbitraire. Ainsi, Xéciuation (2) est l'intégrale générale de l'équation (o) (**).
IX. Vue anallagma tique. — La section principale de la surface S, ou le lieu des points D, E, est une anallagmalique. En effet,
0!) . OE = ÔC' — CD* = R' = coHSt.
(*) Page 109,
(**) Dansma Nolesur la projection stércocjraphique f]' a'x omis celle Remarque.
( 115 ) Soit, en général, un pôle (), cl iinr courbe AMIJ, plane ou ;i N
double courbure; puis rantilIngniatiqucCPD, C'P'D', délerminée |)ar la condition
>ïp' = ôyi* — Ir.
D'après une propriété connue, les normales en P, P' se coupent sur la perpendiculaire MR au rayon vecteur. On trouve aisément que, ON étant la sous-normale polaire, relative à la
directrice AMB,
I. En supposant a' dilFérent de zéro (***), on a
, ah'\ I uc'
{') Publiée dans Mathesis (janvier 1882).
(**) Cette question, bien connue, a été traitée récemment dans divers recueils ; mais avec des développements et des complications que le sujet ne comporte guère.
("') Lorsque a' est nul, on applique la discussion suivante à la fonction
y ax* -^bx-i- c
( 114 ) puis, si l'on fait, pour abréger,
f=zba — ab\ tj = ca' — uc' : (I)
II. Si f est différent de zéro (*), le nouveau numérateur prend la forme f(x — a), pourvu que
q ca — ac
^'~~]~ oh'~ha' Soient alors :
Au moyen de ces abréviations, l'égalité (2) devient
ou
/■ o'(X -+- aj- H- b'iX H- a) + c'
ou encore
/ AX" -H BX -f- C
i- - = AX -t- - -t- B. (5)
m. Il est visible que les maximums ou les minimums de y répondent à ceux de Y, puis à ceux de y ; etc. (**). Le problème se réduit donc à la délermination du maximum et du minimum
de
S = AX-t--- (G)
C) Dans le cas contraire, le problème se ramène à la discussion de
(**) Pour ne pas confondre un maximum avec un minimum, on pourrait désigner ces deux quantités, ;i la fois, sous le nom de valeurs-limites.
( 115 ) Le produit des deux p.irtios de S est égnl à AC. Done : I" .Si A l'I (1 sont lie iiièiiif .sif/Kc, tiii ditil piciiihc (*)
eu sorte (juc In fraction proposée a vn marimuni et nn Dn'niniuni (**);
'2" Si A et C sont de sifjnes contraires, y it'a ni niaximum ni m in i ni n ni.
IV. Dans les formules (o), (G
A = «', C = a'{ac' — ca'f-\-b'{ac' — vu') {ha' — ab')-^-c\lH^' — ah'f = a'c ïa'-c -+- h' {ah' — l>a')l -+- a'c'la^c' — b{ab' — /;a')j — 2fla'Vc'.
Donc la relation . > ^ devient
ru- -H ("a- — '■2aa'ci' -+- («/>' — bu') {ch' — hc) > 0,
ou
(ac' — ca'f > {uh' — ha) {bc — ch'). (8)
Ainsi, quand la condition (8) est remplie, la fraction y a nn maximum et un minimum.
V. Remarques. — 1" On ne peut pas supposer
[ac — ca')- = {ab' — ba') {bc'—cb')',
car alors, d'après une propriété connue, les équations
ax" -+- 6x -+- c = 0 , «'x* ■+■ b'x -t- c' = 0
auraient une racine commune; et la fraction donnée serait réductible.
(*) Si deux fadeurs positifs forment un produit constant, tour somme est ta plus petite possible quand ils sont égaux.
{") Il y a un cas exceptionnel, sur lequel nous allons revenir.
2° Si, dans la formule (7), C = ^, on trouve
; et,
De ces deux valeurs, la seconde annule AX^ -h BX par conséquent, rend infini Y (II) : elle ne correspond donc ni à un maximum ni à un minimum (*). Dans ce cas, la formule (7) doit être remplacée par
la fraction donnée, dont le dénominateur est un carré, a un maximum ou un minimum.
CXXII. — Une propriété des surfaces conchoï«laIes
{Février 1872.)
I. 0 étant le pôle, soit OMPQ ... un rayon vecteur quelconque,
rencontrant, en M, P, Q, ... des surfaces conchoïdalcs, déduites d'une surface directrice donnée. D'après un théorème connu (***), les normales en M, P, Q, ... percent, en un même point N, le plan mené par le pôle, perpendiculairement au rayon vecteur.
Soient, sur le plan des normales, MM', PP', QQ', ... les traces des plans tangents. On sait que l'enveloppe de ces droites est une parabole ayant 0 pour sommet et N pour foyer. Donc V enveloppe des plans tangents considérés est un cylindre parabolique.
(*) Exception indiquée précédemment.
('*) Omise dans le paragraphe IX des Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces.
(***) Loc. cit., p, 25.
11. Remarques. — 1" .1 c/iaque rayon rectciir rnrrespoufl tin ri/liudre parabolique ;
"2" Le rayon recteur est la poilairc du ri/lindre, rcladrentent au point i\;
5" L'antipodairc d'un cylindre parabolique, par rapport au foyer d'une section droite, est la yénératrice située dans le plan principal.
ClLXIIf. — llolation entre «leiix ^'pieyeloïdeN.
(Janvier 1872.)
I. Soii In circoiiféieiKC 1, roulant sur la circoiifércuce (1, double
de la première. Le poinl Q, d'abord situe en A, décrit une épicycloïde à deux rebroussements.
MG étant le diamètre de I, passant au point de contact M, menons l'ordonnée i\lP, la tangente commune IMR, les cordes MO, GQ.
11 est visible (et connu) que
angle MGQ = - angle MIQ= angle JMCP = cp.
Donc les triangles rectangles CPM,G1MQ sont égaux; et MP=iMQ.
D'après un théorème connu (*), MQ est normale à l'épicycloïdc.
Ainsi, la circonférence M, décrite du point M comme centre, avec MF poî/r rayon, touche, au point Q, l'épicycloïdc. Par con-
(*) Attribué à Descartes.
séqueiit, cette courbe est l'enveloppe de la circonférence M, variable (le grandeur et de position.
II. La tangente MR est bissectrice de l'angle PMQ. Et comme MP=^iMQ, la droite PQ est perpendiculaire à MR, c'est-à-dire parallèle à CMG.
Prolongeons celte droite PQ jusqu'à sa rencontre, en S, avec le diamètre perpendiculaire à CA; nous aurons PS = CM=rt.
Ainsi :
Pendant que la circonférence M enveloppe l'épicycloïde à deux rebroussements, la corde PQ enveloppe l'hypocycloide, à quatre rebroussements, déterminée par une circonférence roulant à l'intérieur de la circonférence C.
Addition. — (Juin 1886.)
III. Achevons le rectangle PCSE ; et, du sommet E, abaissons ER perpendiculaire à la diagonale AS. D'après la théorie des centres instantanés, le point R est celui où la droite AS touche l'hypocycloïde. Mais, d'après les constructions précédentes, PQ = 2PR. On a donc ce théorème :
Soit une droite PS, de longueur donnée, glissant dans un angle droit. Si, à partir du point R, où cette droite touche son enveloppe, on prend RQ=5RP, le lieu du point Q est une épicycloïde à deux rebroussements (*).
IV. Remarque. — Le point Q peut être pris de part et d'autre du point R.
(') Si Ton conserve les notations précédentes, on trouve que les coordonnées du point Q sont
j = - (5 cos © — cos ôcp) , 'J = z 'S'" ^? — 5 sin »);
équations qui sont bien celles de répicycloïdc.
( llî» )
I. In (léieloppemenl ilr ht fonclion [{</). Soit, comme aux pages 75 à 7') ilu Môinoiic cilé : I / -2u \ </ if' (f
Dans la sério
t'ha(jut' lermc posiiiT pciii èlre roprcseiilé par-j^„,r/ ayant la forme 4a ■+- 1. De même, chaciiie terme négatif, pris en valeur ahsolue, peut être désiitné par-j^Tj, b ayant la forme 4y. — 1.
S est (abstraction faite de 7" -1- 7^") l'ensemble des termes dans lesquels les exposants de i\ n'ont pas la forme iu- — 1 . La somme delà série entre parenthèses estj^^ . Donc
"1" Semblablement,
puis
(*) Celle Note est un complément aux fiechrrcties sur qnelqttes produits indéfinis.
( 1-iO ) Si Ton fait o = 1, 5, 9, 13, ... 6 -= 3, 7, 11, 15, ... on trouve
q^^q^^q^ q<^ ^ q^ ^ q^^ q^ + q'^'^ + if <y'^ + (/' + (/ "^ 1—7* 4^7^ "^ 1-7^» 1 - 7''
ou, plus simplement :
_q_ _r_ qU^q^_qU-qU^ q^U^q^^ j ^^^^- l-7*-^i-7«"^ I -r/ 1 -7- "- i-f\ {
q'i + fy^l ^ ^28 7^6 + 7^« + 7» j '
Tel est le développement, très convergent, de la quantité
II. Remarque. — Une considération bien simple permet d'abréger le calcul précédent. Revenons à la double égalité
Si 7 = 4-a — \, t„ = 0 (*). Il est donc inutile de conserver, dans les développements des diverses fractions, les termes ayant la forme 7*'^"*. Cette suppression faite, on a
_Jl_ = (7« + 7'^ + 7'-^) -H (7'« + 7'^' -4- 7^'*) + (7^" + 7^^ + 7"') 1 — 7'
(*) Recherches..., p. 74.
OU
puis, au moyen d'une réduciion évidenlc,
comme ci-dessus.
TT
(*) l'undamenta nova, p. i03.
( 122 ) et que
ou, par le changement de q en r/^ :
, . 2 ^ ^- sin n(2a •(\ 9) , — 1 -+- = — 4 / d(i. (/)
Cette dernière égalité donne
--. -^-2> -—^=—4/ \ 7"sinw(2a P.o). (8)
On a aussi
> o" sin w 2a 4\ o = i ^ — ±— ii (").
-^1 V -^ /^ 1— 2f/cos(2«^.r;)-+-9^^ ^
Par conséquent,
\-(\ ^1 1 -t- ry-^" V/ e'^-- e" '^^ 1 -2</ cos ;2« f . </) -h 7' '
puis, au lieu de la formule (C) :
TT 1—7 y e'-^ — e-'^ I — 27cos(2a4;'.r/) + r/' ^'
Ce développement de la fonction ^ est un peu plus simple que celui qui se trouve à la page 125 des Recherches; savoir :
— = I -t- ç) 7 ,^ "r^- tg y
^ ,. -, C^ (f^ sin (a J^ . 0)
^ * J e^^^ — 1 I -H 2r/^ cos (2a -( . 9) -+- 7* ^ ^
(') Recherches. ..j p. 123.
(**) /6id., p. 121.
(***) A la page 124 du Mémoire, le premier membre de l'égalité (432) doit être lu ainsi :
1 — 7' l—q* I — </C 1 _ qin
\ . Jdcntilrs rfni(ir(in(ihli's. — Les roniuilcs coiiniu-s
donnent :
(f{ I -♦- 7 -♦- r/^ -4- ry* -+- ••• )*
On conclut, de ces deux égalités :
A cause de
(*) Recherches... f p. 2.
(**) Fundamenla..., p. IH, (***) En passant, rappelons que :
(7 — 7* — 7*^ -H fy*'-* -4- 1 / w \«
(-]*(i -f-i/OVi-t-^'i* Fri/rTF-[/2t/Â^'T.
1/2 \4t {Recherches..., p. 102.) (") Recherches..., p. 2
( 124 ) l«i premier membre a pour valeur
(^yF(-2-^-^)=(^y|[(i^/cT.(i-/cTj
Or
Vw\2 (ccV 1
- (1 _ k')-=\(jq\] -+- f/ + f/'--' -4- r/" H- .-.j^C).
Donc l'égalité (15) devient
f/(l -+- ff- -H (f^ H- 7'' -+ •••)^
X [(1 + "^q' -4- 27' H- 2ry'« h- •••)' -+- U\q'{\ + 7^ -+- 7'- -+- 7-*]
i — ff 1 — 7«
On sait que :
lu
Donc le premier membre de la relation (14) peut être remplacé par
A[l -H 8Bh- 1()C], en supposant
lu
(*) hccherchcs..., pp. 2 et 5.
(**) Legendre, pp. 155 et 134.
1—7* I — 7'" I - 7^" I - 'r Par suite, SA(H-.i>CM3'-3)^, H-(o^-'))^„ -v(7'-7)^ -^... (Ib)
II reste à développer, suivant les puissances de 7, chacun des deux nieml)res.
Or, il est connu que (*) :
oc /^»
donc
B -+- 2C = 5 2 (7'' -<- 7*' -+- 7'' -+- 7"' -^ ■■•) fi; ou, plus simplement,
Ainsi, au lieu de l'égalité (15), nous avons :
El comme le second membre a pour développement
2 q-l^n) - •C,{n)]rh
(*) RccfiercfH's...y p. 7U.
(**) Dans cette nouvelle formule, p est supposé pair, et i' représente te plus grand diviseia- impair de p (Reclierc/ies..., pp. Ho et suiv.). (***) Rcclierches..., p. 117.
( 12() ) I équation finale cherchée est
i>4 [%q' fi) ■ (2]°'/"./^') ^2%"^(n) - K^{n)\, (17)
n étant impair. En outre, la relation (13) peut être écrite ainsi :
l9[(l+7 + r/ + r/«-t--)'-+-(1-7-'/'+7''+'")'] = 2^'/"?3(«);(18) ou, par le changement de q en 9* :
w étant impair.
VI. Théorèmes d'Arillunétiqtie
l'' ToM^ multiple de 8 es^ /a somme de huit, carrés impairs (**) ;
2° 5i /'on /a/7 n = di, le nombre des solutions de l'équation
ï? + il H- ••• M- î| = 8w
est égal à la somme des cubes des diviseurs d (***) ;
5° Soit n = S-^i -t- i, i e? i' étant impairs. Soient |i(n) =f^, |3(n) la somme des cubes des diviseurs de n. On a
4" Vident i té
JL^ ^, -A -.3 i +...= r^ *3 -£, -.-6 -i, +...(•, (20) 1+^/ \-i-q' \-hq' i~q l-r/^ I-?'
(*) Dcnionlrcs dans les Recherches... ^ pp. 100 cl H7.
(*') Résulte de l'identité (11).
(•*•) Même idcnlilé (11).
(") Identité (17).
(') Reclierches..., p. 7!).
( 127 ) enlraiiie celle-ci :
dans laquelle i esl un diviseur Impair de n, et /) un diviseur /}ojV. Kn conséquence :
La somme des diviseurs d'un noïnbre cnlier w, (pd donnent des quotients impairs, se compose de la somme des diviseurs impairs, aufjmentëe de la somme des diviseurs qui donnent des quotients pairs ;
proposition assez visible (*).
VII. Remarques. — 1" Si Ton développe, suivant les puissances de q, chacune des fractions composant le premier membre de l'égalité (20), on trouve que ce premier membre équivaut à
(1-7^ (I-7V (l-v'T (I-7T Par suite,
jr^' (1 -7T ~ (i - 7T ~ (I -7V
" i fi
2" Celte identité en donne une autre, assez remarquable. D'abord, on peut l'écrire sous la forme abrégée :
"■ ^"^ (il — ^)q'' — nn^"
n étant impair.
Changeant 7 en — 7, et retranchant, on a donc
7' x:" H'* — 07" — nq'^" {n — 1)7" -t- n7^"1
\\-qy^A [ ( 1 - q"Y "^ (1 -^ 7")' ^J'
(*) 11 n'en est pas de même du théorème 1°, implicitement contenu dans le Traité àc Legendre (t. III, p. d3ô). La démonstration directe, si elle n'a pas été faite, est désirable.
ou
Si l'on fait n = 5 + 2w', et que Ton remplace q"^ par r/, on trouve, finalement,
2„ (i_^3+2„-)2 [\ — qf' ^
Ainsi, la série
4 _ 2<y^ 2«/ — ôf/'' 07' — 4f/ 47' — 5f/'^
dont la génération est assez compliquée, a une limite fort simple. En outre, le développement, suivant les puissances de q, est
3° Par la transposition des termes négatifs, on a encore :
4° Cette égalité (24) présente une particularité curieuse. Si Ton développe les deux membres, suivant les puissances de 7, les coefficients de 7" sont composés des mêmes parties, disposées en ordres contraires. Par exemple, dans le premier membre, le coefficient de 7'^ est 5 + 4.2+13; et, dans le second. 15 + 2.4 + 0. On vérifie cette propriété en s'appuyant sur celle-ci, laquelle est presque évidente :
Les valeurs entières et positives (ou nulles) de x, y, qui satisfont à l'équation
satisfont à celle-ci :
C J'^!» ) \lll. Autre (Ivichppemcnt. — I" Reprenons la formule
Il en ré?nIto :
Pour évaluer le premier membre, j'observe que l'on a, simultanément (*) :
I / /2<of
(lune
pui>
1 / iA'
TT
Ir -1 lw(I— fc')
et, par conséquent,
4 TT i-7* 1-7* 1—7'- 1—7"' I — 7"*
\ _ r/^« I — 7" IX. Remarque. — Il est connu que
\a(l— le') 7 q' 7*
C) Recherches.... pp. 2 et 74.
(•*) Les exposants 5,25,45, ...; 4, 20, 5G, ...; 9, 21, 53, ...; 12, 28, 44, ... ; forment quatre progressions.
(**') Legendre, t. III, p. 152.
( iôU )
On a donc celte identité :
réduciible à
I 7* \-ti* 1—7'» |_7'^ |_7'« 1-72" 1-726/
rifi)
X (**). Sur une (orniule d'Eisenstein. — On doit à ce profond Géomètre, mort beaucoup trop tôt, la relation suivante, qui donne une transformation de la série de Lambert :
(l-z)^l-z'^) (I - z){i - z'ni - z")
• (ii7)
Dans le premier membre, E représente la remarquable fonction d'Euler :
On pt'ut écrire autrement le second membre. En général,
(!-.)(. -!')...(i-c>) = 2I Fc. p)- ■■ m
F(«, p) est le nombre des décompositions de n, en parties égales oxi inégales, non supérieures à p ("). Donc
(*) Nous arrêtons ici celte Note, sauf à y revenir plus tard. Le sujet est inépuisable; mais il faut savoir se borner. (Décembre 1885.) (**) Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite. (Juin 1886.) ('•") Journal de Crelle, t. XXVU.
("') Recherches..., p. 17.
( »">! ) Soit
ou
Alors
= nombre des découiposiliuns de N en p parties inégales
Ainsi, le coelîiciLMil de z^ est
Soit maintenant G(N) le nombre des diviseurs de i\. Il est visible que, clans le premier membre de l'égalité (27), le eocfïicient de z^ est
On a donc cette relation entre deux fonctions numériques, bien différentes :
Est-elle connue?
XI. Application. — Soit N = 19. On doit trouver
ou (**)
ce qui est exact.
(*) Introduction à l'Analyse, p. 24S; liechcrchcs..., p. 54. ('*) Recherches..., Table I.
C^^ILT. — Ai>i»licatiou «le la Géométrie à l'Algèbre et à l'Arithiuétique.
(Mars 1877.)
I. On doit, à Liouville, un beau théorème dont un cas particulier peut être énoncé ainsi :
Si l'on représente par p le rayon de courbure d'une courbe algébrique, en un de ses points d'intersection avec l'axe des abscisses, et par a l'axe que la tangente en ce point fait avec le
même axe, on aura
0 sur a
le signe sommatoire s'étendant à tous les points d'intersection, réels ou imaginaires.
Au moyen des formules
ig « = y'^ p =
y" y" cos' a
l'égalité (1) se transforme en celle-ci :
On a donc ce curieux théorème d'Algèbre :
Soit f (x, y) = 0; soient y' =^, y" = d^ • ^^ somme des fractions ^, étendue à toutes les racines de l'équation f(0, x) = 0, est nulle.
En particulier, la somme des fractions rff-â^, étendue à toutes les racines (supposées inégales) de l'équation f{x) = 0, est nulle.
(*) Rapport sur un Mémoire de M. Emile Ghysens (Bulletin de l'Académie, mai 1877).
( 133 ) II. Considérnnl (riiboid ce clL'iiiicr cas, su|)|)OSons
et, par coiiscciucnl :
puis
ri i 11
L» — b u — c II — Itj
^2y\ii)f [iu-h){n-c)...{a-hjf
Le théorème énoncé ci-dessus peut donc l'être ainsi : a, b, c, ... h étant des quantités inégales, on a
* La — b u — c a — hj
III. Exemple
On doit trouver :
5 ~ 5 ~ 9/ (5.5. U)' "*" Is ~ 2 " rJ (5 . 2 . G)*
lin 1 (\ \ \\ A ^^
^5 2 4/ (5 . 2 . 4)' \9 G 4/ (9 . G . 4)' (*) Nouvelles Annales (1877, p. 555).
on, successivement
51 625=125.415; ce qui est exact.
IV. Remarque. — D'après les formules (7), (8) : \ f"{a) 1 1 i
2 f'{a) a — b a — c a — h Soient a, [3, y, ..., 'n les racines de f (a) = 0. On a
/ '(x) X — a X — p X — yj
et, pour X = a :
fia) 1 _^ « ^1
Par conséquent,
En d'autres termes :
Si une courbe parabolique, représentée par
rencontre en A, B, ... H l'axe des abscisses, et que A', B', ... G' soient les pieds des ordonnées des points pour lesquels la tangente est parallèle à cet axe, on a
âb'*'âc
4 i r 1 I il
AH 2 [aA' AB' AG'J
( lô;i )
\. ylulrc rt>ii(ir(jm'. — De la irlalion (Ilj, <>ii iléduit, par tiM c-iinrigcmciit de li-ltrus et une suniiiiulioti :
u-h/ \lt—x li — ^-i h-)il
\it - u it — -j a — >)/
éjialilé [(rcsque éviileiile.
\'l. Venons au théorème général (1), et prenons
f[x, ,j) = \!j"' -+- \,.7"'-' -4- ••• -f- X„. ,ir -H \,„,,i/ H- \,„ = 0. (ir.)
Dans celle éqiialion : X^ est une constante, X| est nu hinôme, ...
Les valeurs de y' , //", répondant à ?/ = 0, sonl, évidemmeni, indépendantes de Xq, X), ... X,„_3. Nous pouvons donc, à l'équation (15), substituer celle-ci :
Prenant les dérivées, on a
2X„...,/yv' -^ X„,.,7' 4- \'„^iij- -+- X;„ iij -f- X'„ =0,
^K-iiyy" -^ y") ^- X-,.-i.y" -* '^X„ «.yy' -^ x:. ,»/' -*- -^'>n--2yy -+- x;,.-i2/' -^- X'„'..2?/' -+ X'^_,»/ H- x;^ = o;
(*) De là résulte la proposition suivante : Soient les conrhcs C, représentées par l'équation
Xm -H X,„_i// -+- \m-'ii/ -t- //''-Pva;, y) = 0,
dans laquelle la fonction y'j>(x, y) est assujettie à la seule condition de s'annuler avec y.
Soitf d'autre part, la courbe D, représentée par
Xm -+- X„,_iy -4- X,„_2.iy^ = 0.
1" ^e.v courbes C r/ ia courbe D on< /es mêmes intersections avec l'axe des abscisses;
2" £■;» ces points d'intersection, les lignes C, D ont mêmes centres de courbure. (Novembre 188b.j
et, pour y == 0 :
On tire, de ces deux équations :
X„, 2X,„_2(X'm) — 2X„, .iXÎ„X„_, H- (X„,..,) X,„
y" 2X„,_2(X;„)^ — !2X,„_iX^,X,„., -+- (X„,_,)'X;„'
En conséquence :
La somme des fractions (17), étendue aux m racines de X„ = 0, est nulle.
VII. Application. — Soient : m = 5, X3^a'^ — x, X^ = x'', X, =a; H- i.
Au moyen de ces valeurs,
y" 2(x -+- 1 ) (5x^ — 1 y — 4x''(5x^ — I ) -+- (Ix^ p= (5x^-1f ■
Les racines de X3 = 0 sont 0, -+- 1, — 1. Ainsi :
ce qui est exact.
( ro7 )
C'^^\l. — ^iii* la «l4>foiii|>i»««ltloii (1*1111 «'iibc en «|ua(r<' «*iil»ew.
{fvirier 187 5) (*).
I. Au ino\en de Videntili- d'iAtlvr
Yidenlilé de Le lieague :
(levionf
;i cause de
II. Si Ton suppose c compris entre \/ 2 et 2, les trois premiers termes du second membre, dans l'identité (3), sont positifs. Afin de remplacer, par une somme de deux cubes positifs, le binôme , prenons
Alors
y r(2c'— I)'— 2(c'-Hi)n' r2(2c"'— i)'— (c'-+- i)n\
I L{2c'— !)'-+- (c' -H 'IfJ "^ [(2c'— If -t-(c'-t- 1)'J '
(*) Note publiée, en parlie, dans la Nouiwlle Correspondance viatlidinnlique (t. IV et V).
{") Exercices d'Analyse numérique, p. J48.
on, après quelques réductions,
"2c'— I 2c'— fie" — 1
oc«— Oc^-t-ôr'— I
_ôc^{c' — c" -+- 1)_
_c' -+- \ 5c'(c'^— c'-4-l)_ Par conséquent, l'identité (5) est transformée en
6(c— If — c'
' roc'- 9c«-f- ôc'— 1
_ c' -H 1 5c'(c* — c'-+- 1 )J L Ôc'(c' — C' -4- 1 )
Chassant les dénominateurs, puis écrivant x au lieu de c, on trouve
27x'^ (x' — 2)' {x' — r^\f-^ 27x" (2 — x)= (x' -^ if ) -K- (2x'— I )'(2x'-' —Gx'—\f-^ (5x« — l»x« -+- 5x' — \ f{x'' -^\f\ (A) = 162(x— I)V(x' H- 1)1 )
Dans cette nouvelle identité, tous les cubes sont positifs, dès que X est compris entre 1/5,1 et 2 (*).
III. Remarques. — 1" Posant
A =- (2x'— 1 )(2x'— (3x«— I ), B ^ (ox' — 9x« -+- 5x' — 1 ) (x' -+- 1),
on trouve
A» -.- B' = 27x'(7x2' — 5(Jx^^ -+- 90x-' — 150x'» -h ITIx"' — 144x'' -f- 84x' — 5Cx" -+- 9x' — 2).
2" Le polynôme entre parenthèses doit être divisible par (x^ — x'" -4- 1)^;ce qui a lieu. Le quotient est
3° Par conséquent, le premier membre de l'équation
7^9— ÔG2« -+- 90z' — 150z« -+- 171z=* — lUz* -+- Uz^
— 5Gz' H- 9z — 2 = 0 éa;ale
(*) 5,1 surpasse la racine positive de l'équation
IV. D'après la dcuxièrue Hi'ni;ir(|iir
C-Ix' — I )'{2a» — Ox" —\f -h (Hx" — 9x* -t- 3x' — if{x' -+- \f = 27 j ' (x" — x" -4- if (7x» — 1 i)x« -+- ôx' — 2).
Le dernier facieur esl la iiiéiiie eliose (|ue
Clïaiigeanl a"' en x, on a done. iilvnlKjuetneiil :
(2x — If{2x' — (Ix-—! )•"• + ( jx' — î)x-' -4- 5x—l)''(x+ I)' 1 -+- 27x'' (x- — X H- 1 )Vx -V I .)' = 27x'(x* — X -+- 1 )''(2x — I )'. j ^ '
V. L'idetililé (fi) permet de trouver un cube égal à la somme de trois cubes. On en conclut, par exem|)le, les décompositions suivantes :
6' = 5' H- 4' -t- li\
VI. Dans (A), tous les facteurs sont des cubes, excepte 1G2(x— 1)^ = 27 .6 (x— 1)2. Pour que cette quantité devienne un cube (entier ou fractionnaire), il suffit de prendre
la fraction étant comprise entre des limites convenables. Si, par exemple, x = -, on trouve
N^ = A'^ ii' + C' -f- 1)', en supposant :
N = 18 . 545 . 40 015 7ol = 250 701 640 074, B= 5.545. 40 015 751 = 41795 607 779, D= 4.407.157 954 851 =224 590 497 428.
Véri ficalion :
N^ = I y 768 244 27-2 452 o54 1)1 9 ô l 'J GOii 753 070 024.
Somme : = 1 5 768 244 272 452 554919319 605 755 070 024.
VII. Au moyen de la subslilutinn indiquée, l'identité (A) devient
= (6p' -I- fff j {6p'-¥- (ff — 'iq'Y -f- {rf — 6/)'^f [(6//^ -h q^ -+- q' f j (C) -+- («/')' I 2(6p'^ -+- rfy — f/'']^ )
Celle-ci délermine une infinité de nombres érjaux, chacun, à la somme de deux cubes et à la somme de trois cubes. Par exemple :
Addition. — {Juillet 1878.)
VIII. Si, dans Videntité, à peu près évidente
(rt ^h^ cf — yh -4- r — uf — (c H- (/ — 6)' — (a -+-/; — c) = 24 abc , (D)
on fait
a = 5a'', b = 5|3% c == >-', elle devient
(3a' + 3fi' + -')' = (3p' H- r' — ôa'f -4- [y' H- ôa' — 5.&')' ) -+- (5a' -4- 5^' — ?-')' -+- (6a{3r)'. i
De celle-ci, on tire une infinité de solutions de
SûiciU, \)nr r\vii\\Av :
a =5, p = '-2, y = 't; alors :
j=7, //=l^l. :=V1, »=IV'^, /=l(i!>.
En filet,
IGÎ>' = V -^r riP -4- 41' -H 1 44'.
C'ILXVII. — ^iir un flétcruiiiiniit.
(Février 1875.)
Dans le tome \III du lintlelin de l'Académie de lielfjiqiic {*), j'ai donné eette proposition :
dét (A -+- iM, B + N, C -»- P, ...) = dét (A. B, C, 1), ...) J H- (/e7 (M, B, C, D, ...) + ••• -+- dét (A, N, C, D, ...) (1)
-t- dét (M, iN, P, Q, .. ). )
Soient, comme cas particulier :
M =0, X = — A , P = — A , Q = — A, ... A cause des déterminants nuls, l'égalilé (1) se réduit à
dét (A, 15 — A, C — A, ...) = déi (A, B, C, ...) ("). {'2)
{') Vers J8o0.
(**) Le iMémoire intitulé : Remarques sur la méthode des moindres carrés contient diverses applications de ce théorème. (Décembre 1885.)
CXXVIII. — Reiuarcfue sur uuc identité counue
(Août 1873.)
Celte identité, cas particulier de celle que Ton doit à Euler (*), est
(a^ -+- 6^ -H c-){cr -H b" + e'^) = [aa -+- bh' -t- cc'f
_t- (o// _ ba'f -+- {bc' — cb'f -+- {ca — ac')-.
Si les nombres a, b sont proportionnels aux nombres a, 6', le second membre est composé de trois termes seulement. Ainsi, dans ce cas, le produit d'une somme de trois carrés, par une somme de trois carrés, est une somme de trois carrés.
Par exemple,
(') Voir les Nouvelles Annales, 1874, p. 522.
(**) Notre Théorie analytique des lignes à double courbure contient (p. 24) une identité plus générale que celle d'Eulcr; savoir :
^a^y^(br~c:^fSa'-^
= \ay a'{bY — c^) -\- [by— cli) > rt'i'j"
H- jfe 7 a'iby — ci) -*- (fa — oy) > aa' V
-4- Te ^ a\by— ci) -+- («3 — 6a > > an'\
Les neuf quantités a, b, c, «', 6', c', 'y, 3, 7- sont, par exemple, des nombres entiers quelconques.
Cette relation permet de décomposer, en quatre carrés, le produit de trois facteurs cyaux, chacun, à la somme de trois ca7'rés.
( «is )
Cl^lLIX. — Sur le» lijçucN tie coiirhiiro pianos.
(Juillet 1873.)
I. Je rappellerai, d'iihord, ce théorème irénéral
Soient ab, a'b', a"l)", ... les sections faites, clans une surface S, jKir des ])l(Uis P, P', P", ... ayant une enveloppe E. Soient Ali, A'B' ... ce (/ue deviennent ces lignes lorsque les plans tnobiles, ai/ant roulé sur E, viennent se confondre avec un même plan v:, tangent à E. Soient enfin CD, CD', CD", ... les trajectoires orthogonales de AB, A'B , A"B", ... Si le plan t. s'enroule autour de E, de manière à prendre les positions P, P', P", ..., les surfaces d'enroilement 2, 2', 2", ..., engendrées par CD, CD', CD", ... coupent S suivuîit des lignes cd, c'd', c"d", ..., trajectoires orthogonales de ab, a'b', a"b", ...
II. Supposons que les courbes planes ab, a'b', a"b", ... soient des lignes de courbure de S. Alors les secondes lignes de courbure sont les trajectoires cd, c'd', c'd", ..., dont il vient d'être question. Comme je l'ai fait observer dans le petit Mémoire cité, la détermination de ces nouvelles courbes se réduit à la recherche des lignes planes CD, CD', CD", ... : le premier problème, appartenant à la Géométrie de l'espace, est ramené à un problème de Géométrie plane.
Si l'équation différentielle des courbes AB, A'B', ..., rabattements des premières lignes de courbure, dans le plan t., est
3Idx -+- N(/t/ = 0,
et que l'on puisse intégrer
Mrft/ — Mx = 0 ,
les surfaces d'enroulement, contenant les secondes lignes de courbure, seront connues.
(*) Bulletin de l'Académie (février 1872). Voir aussi les Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces (Mé.m. in-8», 1875).
Addition. — (Janvier 1886.)
m. Remarque. — La solution précédente est en défaut lorsque S est une surface d'enroulement. En effet, dans ce cas, les lignes de courbure aO, a'b', ..., égales entre elles {*), ont pour rabattement, sur le plan rt, une courbe unique AB.
Mais, quand il en est ainsi, les secondes lignes de courbure cd, c'd', ..., sont des trajectoires orthogonales des plansP, P',P",. ..[**).
IV. Supposons que l'enveloppe E se réduise à un cylindre. Alors chacune des courbes cd, cd', ... est la développante d'une section droite de ce cylindre. Les plans de ces lignes, au lieu d'être tangents à un cylindre, sont parallèles entre eux, contrairement à un théorème connu.
V. Une proposition de Monge. — On lit, dans VApplication de l'Analyse à la Géométrie (***) :
« Mais un plan ne peut être susceptible d'une seule série de » positions, et être mobile d'une manière plus générale que de » rouler sur une surface développable quelconque : donc il n'y » a point d'autre surface qui jouisse de la même propriété ; » donc la surface engendrée est définie d'une manière complète » lorsque l'on énonce qu'une de ses lignes de courbure est » constamment plane. »
Le sens naturel de la dernière phrase est, semble-t-il, celui-ci : Toute surface qui admet un système de lignes de courbure planes est une surface d" enroulement. Mais cette proposition est fausse. L'illustre auteur a-t-il supposé, tacitement, que les lignes de courbure considérées sont égales? Alors son théorème équivaudrait à celui-ci, dont la démonstration, si elle est possible, est peut-être difïicile :
Toute surface qui admet un système de lignes de courbure planes, égales entre elles, est une surface d'enroulement.
(') Remarques sur lu théorie..., p. IS.
(") Loc. cit.
(***) Édition de Liouvillc, p. 550. Il s'agit de la surface dont toutes les normales soiit tangentes à imc même développable, c'est-à-dire d'une surface d'enroulement.
( lis )
*'XXX. — Sur IMiial.vNO liitléirrniinôe il II N('<'«»ii<l 4l<*xrt'.
{Air il I87.".j 1. Kii supposant
X* -+- y- -+- :' = 1 , .j.r' -+- yy' -+- zz' = 0,
nous avons trouvé (*) Vidcntité :
(x" -4- .y- -^ z%{yz'- - zy'J n- (zx" - xz'J -^ {xy" - yx"f] ={x'x"-i.y'y"-^z'z"Y-h[(yz"-zy")x' *-(zx"-xz")y--^[xy''-yx")zJ.
Afin (|u'elio soil homogène, posons :
c'est- à -dire
puis, en changeant de notation :
(f-^cj-^h%{gk''-hgy-^{lir'-rirr-^{fcj''-yrf]] = k\rf +g'y' ^h-h'-f (A)
- Wh" - h' y") + y{h'f - fh'') + h{f'y" - y Dj. ]
De là résulte le théorème suivant :
Lorsque dix quantités entières satisfont aux conditions (1), (2), elles rendent identique l'égalité (A), dans laquelle le produit d'une somme de trois carrés, par une somme de trois carrés, se réduit à la somme de deux carrés.
Soient, par exemple :
C) P;.ge 54.
( 146 ) On doit avoir
(P -H 2- -H 6-)(ô= -f- 5-^ -+- 4^) = 55- -+- 15^ ou
II. L'identité (4) a la forme
ir -^ 9'- + /»") {'^^ -^ V^ -*- 'f^-) = U-^ H- VI (B)
D'après une proposition connue, si (es nombres U, V son! premiers entre eux, chacun des trinômes f'^ -4- g'^ ■+- h"^, X2 _(_ Y2 -h Z- es^ îme somme de deux carrés. Nous avons donc ce théorème remarquable :
Si sept entiers f, g, h, i\, f ,g', h' satisfont aux conditions :
p + (f ^ k^ = l{\ ff H_ (jg' ^ hli' = (),
le trinôme f'^ -*- g'- + h'"^ est, ordinairement, la somme de deux carrés (*).
III. Dans ce qui va suivre, nous pouvons supposer /, <j, h premiers entre eux, et f, g', h' également premiers entre eux.
En effet, si f, g, h ont un facteur commun, ce facteur doit diviser k; et alors on peut remplacer f, g, /i, k par des sousmultiples de ces nombres. De même pour f, g', h', à cause de la condition (2).
IV. De l'équation (2), on tire, successivement
g'g" -*- hVi'- = rr — ^ghg'h', ig' -4- h'){g"- -H h"-) = rr -*- {l>9' - 9''')\
{g^- -^ Ir)P = kT- -^ ih' - gh'T" (C)
P représentant /"- -i- g'- -+- h"^.
(*) On verra, tout à l'heure, que la propriété énoncée y>ra/ subsister, même quand U et V ont des facteurs communs.
l IV7 )
\a' [iii'iuiiT lliéorème poul donc èlre remplacé par celui-ci : f- -+- jï'- -h W- est une soimiu- de deux carrés, ati moins lorsque kC el lig' — gh sont iireniiers entre eux (*).
\'. fiemarques. — 1" On a. simnilanétnent :
Ainsi :
P est une so7ntne de deux carrés, au inoins lorsque kir et fh — hf sont premiers entre eux; etc.
2" Le lliéorème ci-dessus (II) peut encore èlre énoncé comme il suit :
Soient six entiers, 1, jr, h, f', g', h' satisfaisant à la condition
ff -^ .9.'/' -+- /'/' ' = ^• 5/ l'une des sommes
est un carré, l'autre est, ordinairement, une somme de deux carrés.
3° Pour satisfaire à la condition (2), /", q, h étant donnés, il sufTif, comme on sait, de prendre
f'=g,—l,S, g'=liy. — fy, li'=^f}—ga; (3)
a, (3, y étant des entiers quelconques.
(*) Soient
valeurs qui satisfont aux égalités (1), (2). II en résulte
kr = 6, l,g' — gh'= 10;
8P = 6*-Hl0î, p = 17 = 4«-+-l*.
Ainsi, comme nous l'avons annoncé, P peut l'/rc une soin)iif <lr dviix carrés, même quand hg' — gh' et kf ont un facteur cnmmvn.
( 148 ) Il résulte, de ces formules,
P = kHa" -+- ^2 + y') — {fa + 9(3+ hyf. (D)
Ainsi, sauf les cas d'exception signalés (s'ils existent), le second membre, somme de trois carrés, est aussi une somme de deux carrés.
VI. Interprétation géométrique. — Soient a, (3, y les coordonnées rectangulaires d'un point M;(, |,^les cosinus directifs d'une droite OA, passant par l'origine 0. Il est visible que
P étant la projection de iM sur OA.
Soit P = A'-2 H- B2, ou
puis
Cette égalité, dans laquelle A, B, A: sont des nombres entiers, exprime que :
La distance MP est l'hypoténuse d'un triangle dont les côtés de l'angle droit sont rationnels.
VII. Applications
i' /■=4ô, g = 40, Il = 2, lc = 6d;
Le nombre 3 897, qui est premier, a la forme 4fji + 1 : il est dans la somme de deux carrés. On trouve P = 76^ + IP ; puis, au moyen de la formule (16) :
M-p'=av(iiv
2» /■ = tô, g = 4r), A=i», A- = r.3; a =— 1, fi= .'i, r = 2; I> = GÔ'(I- -+- ,V -+- 2") — (— 43 -♦- t>'() -t- 4)* = (;5* 7,0— ll)I- = 8-2y89= lô.Gôbô = (3* -4- 2*) (73* -♦- 32») = 155* -t- 2i2* = 283* -+- 50*;
etc. C)-
Vin. liemarqm: — /.pa- «i^'c/.s 1", g, h, 1", g , h' étant supposés di/lérents de zéro :
r La quantiU' (hg' — gl»'/'' -»- k'^f-, é^a/e «
('i7 «n nombre composé;
2" Ce nombre est une somme de quatre carrés : (hg' — gh')-,
(ff')^(gf')^(h(')2; ^ ^^
3° // se réduit à une so7)ime de trois carrés «* | = ^ î 4° Il est décomposnble en six carrés.
IX. Autre Remarque. — Plus généralemenl
Soient six entiers x, y, z, x', y', z', satisfaisant à la condition xx' -H yy' H- zz' = 0.
1° Le nombre (zy' — yz'P -J- (x^ -f- y^ 4- z2)x'2 es^ composé;
2" Ce nombre, éf/al à (x"^ -h y"^ -i- z''2)(^y2 _^ z^)^ ggf /« somme de six carrés.
(*) A chaque décomposition de P, en deux carrés, correspond un triangle rectangle.
Âddilion. — {Octobre 1885.)
X. Théorèmes d'Arilhmc tique. — 1" L'identité
(x -4- y -+- If -t-(x — »/f H- \=x- -t- (X -+- I)' H- rf-\-{ij + 1)-' (E) })rouve que :
Si un nombre impair, n, est la somme de deux carrés non consécutifs, n -+- 1 est la somme de quatre carrés, consécutifs deux à deux.
2° Si l'on suppose y ==x -h ^, cette identité devient
(2x -t- 3)"' -t- .j = X- -+- (x -+- !)'-+- (x -t- 2)'^ -+- (x -t- ùf. (F)
Par conséquent :
Tout carré impair (supérieur à 9), augmenté de 5, est la somme de quatre carrés consécutifs; et réciproquement (*).
(*) Dans le petit Mémoire intitulé : Sur un développement de l'intégrale elliptique de première espèce... (1886j, on trouve divers théorèmes sur les progressions. Par exemple, celui-ci ;
Dans toute progression arilhviétique, la somme des carrés de cinq termes consécutifs est une somme de quatre carrés.
(^XX'Vl. — mur un |»r«><liiit iiidriiiii-
{Morenihre !875.) I. Snit
DM encurr, |iîn" la sommation des séries verticales : On lire, de celle égalité (2), en prenant les dérivées :
- 7- (, _ ^)^ "*^ (1 _ .0-' (1 - x7 (1 - xr
On a anssi
(•) Ce produit, considéré par Euler, donne lieu, comme on sait, à la série, très remarquable,
l — a: — X^-HX^-t-x' — X'^ — X'5 H ,
développement de y {Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 7). L'expression de cette série, rapportée dans le Calcul différentiel de M. Bertrand, est inexacte.
Conséquemment,
(\-xY (i-xy {\-x'f (i-x'Y
ou, ce qui est équivalent :
X x{i — 2x^) x^(2 — ôx') x'^(3 — 4x*)
Pour vérifier l'égalité (5), il suffît de remplacer chaque fraction par son développement en série.
Addition. — (Janvier 1886.) II. Si Ton suppose, avec Jacobi,
on trouve
y' 1 2itV _ o/t'V- E,(fc)^^^
^-^il- (7)
III. L'identité (6) peut être remplacée par celle-ci
1 — Hq' 7(2 — or/') q\^ — S^")
(1 -t- </ -H 7' -4- 7' -+- qj Soit îe„ le terme général du premier membre ; savoir
En le développant suivant les puissances de 7, on parvient aisément à Videntilé :
(*) Recherches sur quelques produits..., p. 92.
( iii3 ) l\ . Oïl vienl de voir (|iie 1 — 'J7' ^27 — Ô7* 37* — 47' 47^ — lu/
(1 _ fjy (I _ fj^f (I _ ,j^y- (I _ 7»)^ (1 _ 7)^
D'autre part (*) :
(«-7V (\-qr (1-7'r (I - 7V (i-^r
Par conséquent, il y a équivalence entre les séries comj)osani les premiers membres.
C'XXXII. — ncn^L leroiiK de l*r<»lmliilltéH (1879) (**).
I. liègle de la moyenne arithmétique. — Supposons que l'on ait mesuré deux fois, trois fois, ... n fois une longueur inconnue, j-, et que les résultats obtenus, A-,, A.^, ... A„, soient très peu différents les uns des autres (***). Si toutes ces mesures sont également probables, c'est-à-dire si l'on n'a aucune raison d'en préférer une aux autres, on doit prendre
Soit d'abord le cas de deux observations, et, pour fixer les idées, k^ < A-^. Lltypothèse la plus naturelle est que x est comprise entre Aj et A^, et également éloignée de ces limites. Ainsi Ag — X := X — A, ; d'où
(•) NoteCWW, p. 428.
(**) Elles font partie d'un Traite inédit.
(***) Cette condition préliminaire, sur laquelle les Auteurs n'insistent pas assez, est absolument indispensable. Si trois observations, par exemple, ont donné environ 1 mètre, et une quatrième observation, 2 mètres, celle-ci doit être armulée.
Sil y a trois observations, on peut les combiner deux à deux, en prônant
ki -+- ki k., -+- k-^ A-5 -H kl
Les erreurs correspondantes seront
k^ -H kc, k-, ■+■ A") K2 ■+* Kz
Si l'on veut que la somme de ces erreurs soit nulle, on 9
réqualion
ÔJ7 — (A:, -t- /to -h &-) = 0 ,
ou
etc.
En général, d'après la formule (1),
Ainsi, /e principe de la moyenne suppose nulle la somme des erreurs.
II. Remarque. — Cette démonstration, très élémentaire, est peu rigoureuse. On l'acceptera, je l'espère, après l'énumération suivante :
1" Dans la Théorie des moindres carrés (*), Gauss, avant de démontrer (?) la formule (1), s'énonce ainsi, à propos d'un Lemme préliminaire :
« Si l'on objecte que cette convention est arbitraiie et ne » semble pas nécessaire, nous en convenons volontiers. La » question qui nous occupe a, dans sa nature même, quelque » chose de vague et ne peut être bien précisée que par un » principe jusqu'à un certain point arbitraire. La détermination » d'une grandeur par l'observation peut se comparer, avec
(•) Traduction de M. Bertrand (1857) (pp. 6 et 7).
» «(iicUpie justesse, i'i un jeu dans le(|uel il \ Hiirail une perle à » erairuire et aueiiii ^ain à es|)«''rer. » ... - Mais (|iielle perte » doit-on assimiler à une erreur délerininée ? C/esl ee (pii n'est •> pas elair en soi ; celte déternn'nation dépend en partir de ■• notre volonté... ■
« Laplace a considéré la question d'une manière analoj^ue... • Cette hypothèse (*j, si nous ne nous faisons pas illusion, n'est » pas moins arbitraire que la nôtre » ; etc., etc. (**).
Ce nVsi pas tout. Gauss dit encore : « La moyenne arithmétique » des valeurs observées est la valeur la plus probable de celte .. (juantité (x), sinon en toute rigueur, du moins avec une •> grande approximation, de telb' sorte (jue le plus sûr soit tou- » jours de s'y arrêter » (p. US). Le (iéomèlre rigoureux par excellence admet donc, comme axiome, une proposition fausse dans certains cas!
2° Encke a fait, pour le cas de trois quantités, une tentative de démonstration; mais elle suppose que la valeur la plus |)robable est la même que si, au lieu des mesures k^, k^, k^, on avait pris ^ (A-, -4- k^), ^ (A-, -i- A,), k-^.
Comme le l'ail observer M. De Tilly (***), cette hypothèse est, au fond, un poslulatum nouveau.
3° Dans son Traité élémentaire du calcul des erreurs ('"), M. Faà de Bruno s'exprime en ces termes :
« La valeur la plus plausible... sera celle dont les diiïérences » avec les valeurs observées seront les plus petites. Si cela est, » il faudra aussi que la somme de ces différences prises en » valeur absolue soit la plus petite possible. Pour réaliser celte » condition algébriquement, nous dirons (sic) que la somme » des carrés des erreurs doit èlre un minimum. »
Autant de mots, autant ... (.Verreiirs.
(') Celle de Laplace.
(**) Ces raisonnemvnts font songer à ceux qu'en)ploie Sganarelle (Le Médecin malgré lui; acte IF, scène VI).
("*) Nouvelle Correspondance mat liémalique, t. F, p. 1^*5. {") Page 1.^.
Soient, pour fixer les idées, OA = 5, OB = 6, OC = 8, Soit à déterminer le point M par la condition
AM -+- DM -f- CM = min.;
les distances étant prises en valeurs absolues. A cause de BM + CM = BC = 2, le point M, supposé situé entre B et C, doit être le plus près possible de A : il doit se confondre avec B. La formule qui répond au problème de M. Faà est donc x = b, et non x = -^^ — .
En outre, si Ton veut que AM'^ -f- BM^ + CM^ soit un minimum, on trouve
4" Meyer, mon savant prédécesseur, admet que « la valeur » la plus avantageuse (sîc) du résultat d'un grand nombre d'ob- )' servations est celle que Ton déduit de leur moyenne arithmé- « tique (*) ».
5" M. H. Laurent fait un véritable entassement d'intégrales (**).
6° D'après M. De Tilly, excellent juge: « le principe de la » njoyenne est établi ... lorsque le nombre des données est » infini et lorsqu'il est égal à deux ... il est impossible de » démontrer ... le principe de la moyenne entre tt^ois quan- >• lités (***) ».
7" Une Théorie analytique des moindres carrés, due à M. Biver, est basée sur la proposition suivante, véritable nonsens :
La dérivée de 9 (oc^ -h y'^ -{- z'^ -h ...) est
(p'(x- -t- / -^ z- -+- •••) X {'■2X -+- 'ly -4- Hz -+- •••) C).
(*) Calcul des probabilités, publié par M. Folie, p. 213.
(*■) Traité du calcul des probabilités, pp. 144 et siiiv.
('**) Nouvelle Correspondance mathématique, t. I, p. 144.
(") Journal de Liouville, 1853. p. 177.
( Ij7 )
III. Méthode (l(s moindres canes (*). — Soil P lii |)i'ol);ibililo (lu concours des erreurs A,, \, ..., Au. Après avoir dénionlré (?) hi fornuile
(Jauss en tiéiluil, comme il suit, \n refjle des moindres carres : « Il liuit, pour (lue le produit P devienne maximun), (|ue la
» somme
A; -+- A* +- Aj -4- • ••
» devienne minimum. Done le systè'me de valeurs des inconnue^, » le plus pr()bal)le, correspond au cas où les carrés d( s didé- » renées ... donnent la somme la plus petite possible, pourvu » que toutes les observations soient ("gaiement piésumées pré- » cises. » (sic) (**)
Voici une autre manière, très simple, d'arriver à la même conclusion.
Supposons (|ue des éléments inconnus, x, y, r, ... soient liés, à des paramètres a, b, c, ... /;, a, b', c', ... p', ..., par des équations de la forme
V = ((X -+- by -+- (T -+-••■-+- /j =^ 0.
Si les valeurs de ces paramètres étaient données exactement, les équations
en nombre égal à celui des inconnues x, y, z, ... détermineraient celles-ci.
De plus, on pourrait remplacer le système (1) par l'éqtiation ttnique
Au lieu de cela, et quelles que soient les valeurs adoptées pour X, y, z, ... , les seconds membres des équations (1) sont
{') On devrait dire : de la moindre somme des carrés. {") Méthode..., p. 121.
des quantités a\ iv' , ic", ..., très petites si les observations ont été bien faites : ces quantités sont les erreurs provenant des observations.
I/équalion (2) est remplacée par
La quantité lu:'^ ne pouvant être nulle, il est nahirel de disposer des valeurs de jc, y, z, ... de manière qu'elle soit la plus petite possible. On est ainsi conduit au principe de la moindre somme des carrés des erreurs, découvert, presque simultanément, par Legendre et par Gauss (*).
CXXXIII. — Hnv les uoriuales à certaines courbes
(Novembre 1873.)
I. Problème (** ). — Sur la tangente MP à une courbe donnée, AMB, on prend MP = 9(s), s désignant l'arc A M, compté à partir d'un point fixe A. Le lieu du point P est une ligne PP P"... On propose de construire la nor)nale PN, située dans le plan oscillateur à la courbe donnée.
■X, y, z étant les coordonnées de .M, les coordonnées de P sont, avec les notations ordinaires :
Par suite :
_- = «('1 -+- ©') ■+■ a'cp, ds
ds
dzt
— - = f(| -+■ m') -V- f'tp.
ds
(*) l'our les développements, voir nos Retnarques sur la méthode des moindres carrés.
{"} Le lecteur est prié de faire lu figure.
Les premiers membres sont ptoportiouueh aux cosinns direelifs de la taiijîeiitc PS: donc rê(jiialiuii du plan normal, en P, à la eourlie IM*', est
Les é(|iiation"^ de la narninic priiniixih' MCI, à la eonrhe donnée, sont {* )
X — a" Y — Il Z — r
Les valeurs de X, Y, Z, satislaisanl aux é(|ua(ions (5), (4), sont les eoordoiinées du point i\ où la normale Pi\ reneonlre !>!(!. Si Ton fait M\ = /^ on a, par les proportions (4-) :
X — X = pu'o , Y — ij =- /i//p , Z — z = pr'o (*•). (5)
On a aussi
X — a-| = (X — x) — (x, — x) = pa'p — ((o.
Donc I équation (3) devient
S {pu':. — «9)[a(l -+- ?'j -+- «'9] = •>, ou
— -cp(1 -^ç') — 0, P
/> = p(lH-9')- (0)
IL Soit P| le point symétrique de P, relativement à i\I ; soit pi la distance M Ni :
;>. = p(l_cp').
Par conséquent,
(*) Voii- notre Théorie analytique des lignes à double courbure, p. !). (■*) A cause de
MC
( IGO )
Ainsi, le centre de courbure, C, est le milieu du segment déterminé, sur la normale principale, par les normales MN, MN] (*).
III. Supposons que la distance MP soit constante, auquel cas la courbe PP'P" ... est une sorte de parallèle à la courbe donnée (**).
Alors (p' = 0, et
Donc, si une droite MPQR (/lisse tangenliellement à une courbe donnée AMB, et que PP', QQ', RR', ... soient les trajectoires de ses différents points, les plans normaux en P, Q, R, ... à toutes ces trajectoires, passent au centre de courbure C, de AMB. Autrement dit, ces plans normaux se coupent suivant la droite polaire CK (***).
IV. D'après les formules (2) et
'^ \as / p p 0
n désignant la longueur du segment PN de la normale.
Les cosinus direclifs de celte droite sont donc
-\a{l -+-©') -t- a'cp], -\b{\ -H 9) -+- 6'cpl, -\c{l + cp') -+- (-'(pi. H n n'-
Par suite, si 6 est l'angle des deux tangentes :
cos 6= -(1 -+- 9'), n
ou
cose = - = cos WCP. (10)
(*) Dès 1857, M. Mannheim a trouvé, /jowr les courbes planes, des théorèmes analogues à celui-ci. (Voir les Nouvelles Annales, les Annali mafemalica, etc.)
('*) iNous l'appellerons pseudo-parallèle.
(***) Propriété connue, évidente par la théorie des axes instantanés.
( ir.i )
En effet, PS est dans h plan oscuinteur P.MC (*), et les angles TPS, MCP onl les eûtes respeelivenicnt perpeDdieiiIaircs. De plus, par la formule (9) :
tts,
ds
Addifion. — (Janricr 1S^<(;.)
V. Considérons la développable S, ayant A.MH pour arête de rebroussement. Le [)lan latiiient en P, à S, contient la tangente PS à la courbe PI* . D'ailleurs ce |)lan est osculaleur, en M, à Tarète de rebroussement. Donc celui-ci con;ienl PS.
\'I. En revenant au cas particulier de PM = co7isf.., projetons „ la figure sur le plan osculateur PMC. Les
tangentes PS, QU, aux pseudo-parallèles, sont perpendiculaires, respectivement, à CP, CQ, ... Donc, d'après un théorème connu. Venvi'loppc do ces droites, c'est-à-dire l'antipodaire de MP, est la parabole qui a M pour sommet, C poxr foijer.
VII. Courbure do la pseudo-parallèle. — On a
(|uelle que soit la variable indépendante. Supposons que ce soit s. Alors, si nous désignons MP par A :
(Ixi =(o -+- a'k)ds, diji = ('^ -f- h'k)ds, d'xt = [a -+- a"k)ds% d'y, = [h' -+- h"k]ds\ dx,dhj, — dy,d-x, = [{ah' — ha')+{nh" —ba")k + (a'6" — 6(«")/c^]rysl
(*) Voir le paragraphe V.
ds
A cause de JJJ =^, la formule (12) flevienl
pourvu que l'on fasse
Or (*) :
2 («6' - haj = V 2 («''" - ''''")' = -"^ (?' -^ '-'P')' P '"P
ir. 1/11
2(«b —ba){ab -ha )=— 2 Zl — ( ) = — T
y{ab' - bu'){a'b" — l/a") == y^
2 («6" — ba"){a'b" - b'a") = — 2 " Ainsi,
ou, après quelques réduclions faciles,
pA -+- nrç' le n\ \
rp' \r p/ p^
Jl
khiV
La formule demandée est donc
A-pp'j-
irn'Y"
A il p
(') Théorie analytique des lignes à double courbure, pp. 13 et suiv. (**) Ici, n est un cosinus directif.
\III. liemarfiues. — 1" Si l'on suppose r infini, auquel «-as la courhe donnée esl plane, la formule (14) se réduii à
i tr — A'os'
2" Nous venons tie rappeler (pie :
\ („/,' _ l,ay = i , \ («7>" - iya"Y = l (i -H - ) ■
- ^ ^ P» - ^ ' p* \ p* rV
n"un auirc côlé (*) :
S(uiy — ha )<■'■ = — •
Donc, par réliniination de r et de p ;
2 («'/'" - f''"'y = \ 2 {«''' - ''«')*]' -+- [2 («'^' - ^"')cT. (16)
Dans celle identité, a, h, c sont des fonctions d'une variables, vérifiant la condition
«* ■+- Ir -+- c" = 1 .
5" Soil U le rayon de courbure, en C, de la développée de A MB.
On sait (jue R = ûp'. La formule (H), si l'on adopte le signe -+-,
devient
On conclut, de celle-ci
puis l'élégante construction duc à M. Nicolâïdès (Nouvelles Annales, 186C, p. 585).
(*) Théorie analytique..., p. i6.
pl
CXXXIV. — Duc iutéjï'rale d'écinatioii
[Juin 1874) (*).
Soit réquation différentielle
dont l'intégrale immédiate est
Comme facteur intégrant, on peut prendre
En effet,
dy \/x- -\- 1 V y- -+- I dx
De plus, le premier membre de la proposée est une différentielle exacte. Donc, si l'on remplace / par — c, et que l'on isole le radical, l'intégrale médiate, mise sous forme rationnelle, est
x'^ -^ y^ -*- 'icxy -+- 1 — c- = 0. (4)
(*) Introduction au théorème d'Euler, sur l'intégrale algébrique de
dx du 1 = 0.
\/l — c^sin^a; 1/ 1 — o- sin'^ //
( hi.'i )
C'!%.X\.%. — ^iiir Ion wiirTufC!»» 4»i'tli«»tfoiitil<'*».
{Juin 1874) (*).
1. PnoiiLK.ME. — Déterminer toutes les surfaces 1 qui ont fient, orthofjonaleinent, les surfaces S représent(k's par
Cherchons d'ahord les trajeclonos orthogonales des surlaces S. Soil Pdx -h ihh/ -i- Ihh la diiïérenlielle de F(x, //, c). Les ê(|iiations dillérentiellcs du prohiènie sont :
'if=:^=i^. (2)
Les surfaces S, se succédant d'une manière continue, admettent une infinité de trajectoires orthogonales; donc les équations simultanées (2) sont toujours infégrahles. Si
en sont les intégrales, celles-ci représentent toutes les trajectoires
cherchées, et
/■(x, y, z) = cp[A.(x, .V, z)] (4)
représente toutes les surfaces 1, <? étant une fonction arbitraire (**).
(*) Un extrait de cette Note a paru dans les Comptes rendus (séance du (i juillet 1874). La méthode est celle dont j'ai fait usage dans le petit Mémoire intitulé : Recherche des lignes de courbure de la surface lieu des points dont In somme des distances à deux droites qui se coupent est constante (Acaoémie nE Belgique, Savants étrangers, t. XXXII).
(**) De là résulte que si, comme on l'a supposé,
Pdx -H- Qdy ■+- Rrfs = 0
est intégrable, l'intégration de
équivaut au problème proposé.
H. PnoBLÈME. — 1" Reconnaître si les surfaces S, représentées par réqmition {\), appartiennent à un système orthogonal triple ;
2' Trouver, si elles existent, les surfaces 2, , Zg qui, avec les surfaces S, constituent le système.
Auribuons à la fonction ç deux formes parliculièrcs, ']/ et:: : si les surfaces correspondantes sont orthogonales, le problème sera résolu. La condition d'orthogonalité est
dyl '^[(Iz (If Y dx
dx dx dy dy dz dz
dy) ^. \Jz]
Dans cette équation :
En chaque point des lignes de courbure de S, déterminées par les surfaces 2, on a
/•(x, y, z) = ij>(S), /,(x, ?/, z) = |3. (7)
Si donc, entre les équations (3) et (5), on élimine deux des trois variables x, y, z, l'équation résultante devra être identique. En ex|)rimant les conditions nécessaires pour que la troisième variable disparaisse ainsi, en même temps que les deux autres, on obtiendra deux équations différentielles, entre ^,i: et ^ (*).
III. Problème. — Quelles doivent être la forme d'une fonction
F(a, b, x), et les valeurs des paramètres a, b, pour que l'on ait,
identiquement,
1" La fonction F, nulle, quelles que soient les valeurs atlri-
(*) Ce qui précède est tiré du Mémoire. J'ai conclu, de cette méthode, divers systèmes orthogonaux.
(*') Si l'on remplace a, 6, x par x, y, :, le problème peut être énoncé ainsi : Trouver l'équation des surfaces qui contiennent des droites parallèles à l'axe Oz.
( ir.7 )
huées à jr , doit, en parlictilier, être nulle pour x = 0. Ainsi, (l«''j;i, les paranu'ires satislonl }\ la oondilion
"I" Soil
('.elle fonclitii y, idcntiqtiefncttl mille pour x ^ 0, doit èlre toujours nulle, c'esl-.^-dire constante. Comme le preniicr terme est varia l)l(' et le second terme constant, la condition imposée est absurde, h moins (pie // ait la forme w(a, b)X, et que les paramètres vérilient l'érpiation (p(rt, 6) =0 (*).
5° De
F{«, h, x) — F(«, h, o) = cp;». h)X ,
on conclu! que
V(u, l>, X) = A -4- xX ,
tes (quantités A , )~ étant inde/jendanles de x , et la fonction X
n'étant pas infinie pour x = 0.
En outre, les valeurs des paramètres sont données par les
équations
IV. Revenons aux équations (3), (5); et supposons, comme précédemment, que les valeurs de x, y, tirées des deux premières, soient substituées dans la troisième. Si le système orthogonal existe, on devra pouvoir disposer des fonctions (p, n, de manière à faire disparaître z. D'après le dernier paragraphe, le résultat de la substitution a la forme A -+- )Z. Et comme les quantités '^' -+- t:', -^'t:' sont indépendantes de z, on a, séparément :
fdfV IdfV idfV
dxl \(hjl \dz.
df df\ df df\ df df
dx dx dij dij dz dz '
(*) La fonction X ne doit pas devenir infinie pour a; = 0. Elle peut contenir n et h.
Nous croyons donc pouvoir énoncer ce théorème :
Soient
les équations d'une infinité de lignes, trajectoires orthogonales des surfaces S représentées par F(x, y, z) = c Pour que ces surfaces puissent faire partie d'un système orthogonal triple, les dérivées partielles ^ , j-, ... doivent, après l'élimination de x, y, satisfaire aux équations (8), da)ts lesquelles les quantités A, B, C, \ p-, V sont indépendantes de z (*).
V. Au moyen des valeurs (8), l'équation (5) devient
(A -4- /Z) — (B -+- fxZ)(^|;' + n') -^ (C + -/ly^Tz' = 0.
Cette équation de condition, devant avoir lieu quel que soit z, se décompose en
A — B{<^' H- TZ') ■*- C^j^V =0, / — /X{'y -+- 71-') -+- V'^'tt' = 0.
Par conséquent, 1' et n' sont les deux valeurs de ■^, satisfaisant
à l'équation
IdoiV- hlx\ '
^^' "" ^^^ [dp] "^ ^^' ~ ^'^ [dâl -^ Af^ - »^^ = 'J' C-^)
du premier ordre et du second degré. Une équation du premier ordre ayant toujours une intégrale, il s'ensuit que: Si les conditions (8) sont remplies, il existe deux sé7^ies de surfaces 2^ , 2.2, formant, avec les surfaces S, un système triplement orthogonal. Les conditions (8), nécessaires, sont donc su/fisantes (**).
(*) Quand Téquation donnée a la forme
les égalités (8) conduisent, assez rapidement, aux conditions
trouvées par ftl. Serret {Journal de Liouvilie, t. XII).
(**) Les doutes exprimés dans la Note insérée aux Comptes rendus
( «G9 ) VI. Applicdliuii.
{e' -+- e"^)(^e* -f- e"*) = c biii c, ou
4^ (<^ -♦- e-') -+- 4=» . (e* -+- e-") — 4» . sin r = 4^ (c). (« )
Donc
e* ^ e-" sin r
dx
rf^ rfz
le" — e''>\ ^eos z^ le» -+- e-"} \sin z/
le"^ ■+- e-'/
Les intégrales sont
ev — g-»
cos z cos z
Par suite :
df e' H- e-' rf/^ fd _ (e^ — e ') sin
t/x cos r f/i/ r/z cos* z
(//■, df^ €'■> -+- e-* r//, _ {e'J—e-')smz
dx ' (/y cos y dz cos^ z
dfV IdfV IdfV e"" -4- e-*^ -h 2(cos' z — sin- z)
(/oc/ \f/?y/ \rfz / cos* z
a* cos^ z -H 2( I -*- cos''' z — sin- z) a'' -t- 4 cos*z COS'Z
df df^ df d(\ df df aS sin- z — — _j- — — -j- — . — . = :
dx dx dy dy dz dz cos* z
df^\- l^ffA" . (dfA' ^
\dxl \dyi \dzl cos^z
(6 juillet 1874) subsistent encore (février 1886); et je suis loin d'être satisfait de la démonstration employée dans le paragraphe IV. Néanmoins, comme toutes les applications que j'ai essayées, du théorème énoncé, m'ont conduit à des résultats exacts, je le soumets à l'appréciation des Géomètres.
( «70 ) Ces valeurs, comparées à
A -t- aZ, B -»- yuZ, C -+- vZ, donnent:
A = «•^ -*- 4 , A = a'' -+- 4 , B = 0, u=up, C = f' -+- 4 ,
L'équation (9) se réduit à
L'intégrale de celle-ci est (*)
«- -H p* d= hap -H 4 — h:" = 0.
Par conséquent, les surfaces 2|, ^2 sont représentées par
(e^ — e-^)' -4- (e-' - g-'')' -»- h{e' — e-%e« — e-'->) -+- (4 — }f) ces' z = 0, (e" — e-'f -+- (e" — e"^ J' — (/(e' — e"^) (e* — 6"=') -^ (4 — /) cos^ z = 0.
Elles constituent, avec les surfaces données, un système triplement orthogonal.
VU. Cas particulier remarquable. Supposons que l'équation donnée ait la forme
Considérons la ligne (inconnue) dont les équations seraient
M = [(!))= m, (II)
puis les surfaces 2 contenant cette ligne. Leur équation est
/•(x)-/-(z)-^Af/(y)-/(z)]^0. (1^2)
(*) Voir la Note CXXXIV. p. 164.
(*') Chacune des surfaces S, représentée par cette équation, est située
de la même manière relativement aux trois pians coordonnés. Si, pai'
exemple,
?{x) = Aa;^ -+- Bx -4- C,
S est une surface de révolution autour de la droite isoç/onale.
( 171 ) La condition «rortlKtjionalitr dr S ol de 2 esi
Elle devicnl idcnli(|iic si ron prend
ou
Soient maintenant deux surfaces 2|, ^2, la première représentée par l'équation (12), la seconde par
La condition d'orthogonaiité est
[r(x)Y -H A4/'(y)j -H (I H- >)(! -^ ^)ir{z)Y = o.
Elle se réduit à une identité, pour .; = // ^=z, si les constantes /, u vérifient la relation
En résumé :
Par la droite isogonalc passent une infinité découplés de surfaces 2i,22j orthogonales deux à deux (*), et orthogonales à toutes les surfaces S (**)•
V^IIL Suite. — Dans l'équation (10), je prends
F(a:) = f .sinx, (15)
de manière que les surfaces S sont représentées par
sin X . sin y . sin x = sin c.
(') A chaque valeur de i correspond une valeur de /x. (**) Ce n'est donc point là un syslème triplement orthogonal, dans le sens habituel de l'expression.
( 172 ) Les équations (8) deviennent
dx (h) dz
cot X cot xj cot z On déduit, de celles-ci :
cos X cos v
cos z cos z
Donc
doiV /r/a\- (d^Y sin^xcos^r-t-cos^xsiii^r \-^cr? — ^a-ç,Qsr z
dxl \dyl \dzl cos* z cos^z
da. dp da dp doi dp COS x cos y sin^ z ot.p{\ — cos^ z) dx dx dy dy dz dz cos* z cos^ z
dpV (dpy /r/^y'_sin'3/cos'z + cos'î/sin-z_I-+-p'— 2|3'cos'z_
dxl \dyl \dzl cos* z cos^ z
A = — 2a^ A =: 1 -+- a*, B = — ap, pt = aS,
cos^z
L'équation (9) est, par suite,
-m - 1 ) (;^) - 2(a-^ - p^) ^- j - ap{é -\) = 0.
Celle-ci n'est peut-être pas facilement inlégrable ; mais le système triple existe.
IX. Remarque. — Soient, comme précédemment
/■(x, y, z) = a, fi{x, y, z) = 3 (5)
les intégrales des équations simultanées :
dx dy dz
Par la iliéoric connue :
puis
dl (il dl
dx ihj ilz
„ '//i <lf, d/\
(IX ihf dz
'IL'Hi^'lL'Hi '!£'!f±_'!['!l}_ '!L'!Ii_'!L'!L
dy dz dz dij dz dx dx dz dx (h/ dij dx h éianl une l'onclion de x, y, z, ou une c<»tst(tnle. On conclui, de ces proportions :
L\'f^ dz dz ihjl J
La somme contenue dans le second membre est la même chose que
dz
\dx} ■*" \(/^/ "^ \dzl J [\dxl "^ \dy
dx dx dy dy dz dz c'esl-à-dire, d'après les formules (8),
Donc, linalement,
(A -H aZ)(C + ■//.) — (B -+- ,aZ)- = -^
X. Application. — Dans l'exemple ci-dessus (VHI) : P = cota-, Q^=cotî/, R = cotz,
ces X
cos z
I -f- s- — 2 S'' cos- z
Donc
(A H- aZ)(C h- vZ) - (B -+- A^a)^
= _1_ n 1 + a^ — 2a^ cos' z) ( 1 + p-^ — 2p'^ cos^ z) — a^8-( 1 — cos' zf 1 , cos* z ^
ou
(A -H aZ)(C + vZ) — (B -H A^f
= —r ' ^ -+- a' -H ^' — 2 (a'^ H- 8^ -+- a'S') cos'' z -t- ô%^f' cos* zl. CCS z ^
D'un autre côté,
a^ ces''' z S^ ces- z ces* z
I — a/ ces Z 1 — p cos" z sin'^ z
ou, après quelques réductions,
{\—a' cos'-' z)(l — p- cos^ z) sin^ Z[P-^ -+- Q' -t- R'] = cos^ z[1 H- a^ + [3^ — 2(a- -+- p' ^ rj}f] cos- z -4- 5a^p^ cos* z].
La comparaison avec la relation (18) donne
cos'^ z
(1 — a^ cos^ z)(l — |3'^ cos"' z) sin^ z' ou plutôt,
^ cos® z
^1 n^ 1/ cin' T
sni X sur »/ sm z expression qui s'accorde avec les égalités (16).
Addition. — (Février 1886.)
XI. Lue propriété numérique. — L'équation (9) a la forme
(Bc — Cb)x' -+- (Cfl — Ac)x -t- A6 — Ca = 0.
Celle-ci étant résolue par rapport à x, la quantité sous le
radical est
(Ca - Ac)- — 4(Bf — a,){Ab — Ba).
Si on |{i multiple par (I*, el qu'on emploie In traiislormation ordinaire, on trouve l'idontité
(:*[(C.» — Ac)* — 4(Bc — a,)(\b — Ba)] |
= [i}u -+- {iw — ACjf — ^iwc.hY — 4(n- - AC)(Bc — a>f \ ^^"^
Par eonsé(]uent :
A, IJ, (-, a, I), e, m ëtnut des nombres entiers, la (luantité C*[(Ca — Ar)* — 4(Bc — a){M> — lia)] est une sonnne de dettx carrés, si B^ — AC = — m-.
XII. Suite. — D'après cette remarque, l'identité (A) prend la l'orme
X et Y étant des nombres entiers. De cette égalité, on con-
chn, facilement,
même quand X el Y ont des facteurs communs. L'énoncé précédent peut donc être remplacé par celui-ci :
A, B, C, a, b, c, m étant des nombres entiers, la quantité
N = (C« — Ar)- — 4(Bc — Ct)(A6 — Ba)
est une somme de deux carrés, si B- — AC = — m-.
XIII. Applications
On a
!2" A = 2, B=l, C=15, «=l, 6 = 2, (=3, m = li.
On trouve
N = 7- -+- 4 . 25 . 3 = 325 = IS'-t- i' = 17--4- (>*= 15^ ^ 10*.
CX1^X\I. — Sur une intégrale pseu(lo-ellipti(|ue (*).
I. Une lettre de Fuss à Condoreel, rappelée par M. Darboux (**), contient le passage suivant :
« ... La formule intégrale
dx \/\ -V- x'
» qu'il (Euler) observe pouvoir éire rendue rationnelle (***) » moyennant la substitution singulière
V \ -+- p' -t- \/\ —p' pV^
» quoiqu'il ait cru autrefois qu'il soit impossible de la réduire » à la rationalité par quelque substitution que ce soit, parce » qu'il en pouvoit (") exprimer l'intégrale par des logarithmes » et des arcs de cercles... »
Je vais montrer, dans cette courte Note, que la substitution employée par Euler, au lieu d'être singulière, est, pour ainsi dire, forcée, en ce sens qu'elle est la résultante de plusieurs transformations simples et connues.
II. Soit
1" Si l'on fait
^ = tg.^9C). (2)
(*) Nouvelle Correspondance malliématique (1880). A propos d'un travail de M. Hernule, i»ublié dans le Journal de Rcsal, t. VF, p. 5. ('*) Bulletin des Seiences, mal 1879, p. 226.
('**) C'est, bien entendu, la différentielle qui peut être rendue rationnelle. (") Plus loin, nous reviendrons sur ce mol. (") Legenure, Traite des fonctions elliptiques, t. I, p. U.
on trouve :
1 siii*(p
(ta cuscp . 2 dx = ^-. l-j*=4- ^,> lH-x*=4- -,
I -4 (OS© (I -+-t'OS(p)* (I -+-('OS<p
( 1 -t- CCS (p)
puis
2 oos cp
2" Faisons
siii cf/ = r ; et, par conséquenl,
r/(p tos (p(/(p </r
CCS Ç <"()S- (p I — Z^
L'équation (3) devient
r/» == Z— ,lz. (S)
Ainsi, // «V.s7 pas une intégrah' ellipticjue (*).
3° Pour faire disparaître le radical, on peut poser
1/2 De là résulte, immédiatement,
sin d. (6)
1 cos^ ....
[/'li —2 sin* 6
(*) D'après cela, dans le fragment rapporté plus liaut, ne doit-on pas lire pourvoit, au lieu de pouvoit? Si, a priori, Euler regardait '^_ '^ dx comme la différentielle d'une intégrale elliptique, il devait conclure, comme récrit Fuss, à l'impossibilité de la rendre rationnelle.
4" Enfin, la transformation habituelle:
donne
\/2(l — f){\ -+-0 OU
i df \ f lit dt \
dy = 1 ■ •
2 1/2 I + f* 4 l ' 2 V < + I ' — 1 / 5° L'intégrale est donc
y = arc Ig t -i : ^ • h const.
III. Des formules (2), (4), (6), (8), on tire, successivement :
cp I — cos(p 1 — 1/1 — z*
. / 1 — coscp I — cos(p ^ I H- coscp sin ©
1—1/1— 2sin-â V t -H f
1/2 sin 6
1/1 -t- ^^ et enfin
x= ; (II)
ce qui, sauf une insignifiante différence de signes (*), est la transformation employée par Euler. Celle-ci, comme je l'ai dit en commençant, était donc forcée.
(*) Dans
on peut convenir de prendre négativement le second radical, afin quep = 0 donne x = 0.
( 179 ) l\'. f/éqiiiition (II) donne
f)ii ;i donc, an lion de rinlégnde (10),
I X y = -_ arc tg
21/2 V \ + X* 41/2 ^ xl/2 — l I -f- X*
1 , xl/2 H- l I H- X* ■- K • ——z nzznr -♦- fo«s^ ;
ou, sons une forme un peu plus simple,
. xl 2 I „ xl/2 -t-l/1 -+- X* arc sm 1 — J •
const.
Si riniégrale est comptée à partir de oc = 0,
l/l-HX*
dx =
. xl/2 1 -^ 1/1-+-X arc sni 1 — 4. •
■xl/2
1/1-+-X*— xl/2
ou entin
ils^
. xl/2 „ \/\-\-x'-\-xV^Ï\ arcsin h 4, • 1 (*);
formule connue (*).
(*) Cours d'Analyse, p. 138.
CXXXVII. — Sur les Klassoides
I, Transformation des formules. — Aux formules (87) de mon ancien Mémoire {**), on peut substituer celles-ci, dont la vérification est facile (***) :
X = (p'(a) sin a -+- ^"(a) ces a -t- ^|;'(^) sin 6 -+- ^"{b) ces b, \ y = (p'(a) cos a — 9"(a) sin a -t- ^'{b) ces 6 — (\)"{b) sin 6, (1)
En particulier :
X = (p'(a) sin a -+- 9"(a) cos a -f- cp^'*) *'" ^ "+" ?"(^) ^"^ ^5 ]
fj = cp'(a) cos a — (p"{a) sin o -4- (p'(a) cos 6 — 9"(6) sin 6, ( (2)
II. Êlassoïdes algébriques. — Pour en obtenir, il suffit de supposer que œ(a) soit fonction de sin a ou de cos a.
Prenons, par exemple,
cp(a) = cos 2«, (5)
auquel cas les formules (2) deviennent
<;os^ a -+- cos^ 6 = > sin^ « -t- sin^ 6 = - »
Cos^a — cos^6 = ~-l/^ n.
(*) Surfaces à courbure moyenne nulle. Celte dénomination d'élassoide a été proposée par M. Ribaucolr, dans le beau Mémoire couronné, en 1880, par l'Académie de Belgique.
(**) Journal de l'École polytechnique, 37« Cahier, p. 156. (***) Elle se fait comme on Je voit à Tendroil cité.
(") Le système (2), ne renfermant qu'une fonction arbitraire, ne constitue pas Vintégrale générale de l'équation aux dérivées partielles :
( l -+- p*) < — ifjqs -+-(!-+- 7^) r = 0.
(*) Nous supprimons le calcul, très simple.
Pour rvitor les fraciions, soieiil, génénilemoni : oos^a -+- cos''/i=A, siii'u -+- siiiV> = H, cos'ff — cos*6 = 2C, (5) puis rt'ijnalioii (ik.i ilinir-c :
cos" a -+- (OS* h = 12a. (6)
Il résulle, des deux dernières :
cos'a = i-f-C, cos*6=A — C, j
(7) sin* H = 1 — ) — (!, siii* h = \ — )-+-(;. )
De la première des équations (5), on lire
cos" u = A' — "JA fos" h -+- cos** h, puis
4A- cos'' b = {X- — cos'* a -f- ces* ft)*,
e'est-à-dire, à eause des valeurs (7) :
4A-{A — Cf = [A- — 2C' - 6Cx*]*. (8)
On irouve, semblablemeni,
4B*(1 +(;_;)' = [B^ +• !2C' -4- GC(l — xff (*). (9)
Il reslerail à éliminer 1, ce qui serait plus long que difTicile. Mais il vaut mieux conserver les équations (8) et (9), en y regardant ). comme un paramètre variable : ces équations représentent la génératrice de Vélassoïde (**).
111. Remarque. — Celui-ci est réel. En effet, soit - = 0, d'où C = 0. Les équations (8), (9) se réduisent à
4A'=— , 4(1 — Af =^.
(*) L'égalité (S) étant connue, il suffît, pour former l'égalité (9), de changer A, C, /. en B, — C, I — >.
(**) On ne doit pas oublier que
œ II z , , —
( «82 ) Il résulte, de eelles-ci,
î Sf 1^
équation d'une hjjpociidoïde à quatre rebroiissements.
IV. Rayons principaux. — Reprenons les formules rappelées ci-dessus (*) :
clx = CT'(a) sin ada -+- 7r'[b) ninhdb, \
dy = nî'(a) ces ada -+- ^'{b) cos bdb, \ (10)
dz = \/~^ [r:>'{a] da — 7r'{b) db] ; ]
puis les suivantes, qui s'en déduisent :
cos - (a -+- b) sin - (« -4- 6)
sin -(a— 6) sin-(a — />) MU)
i -f- p^ -4- 7- = — cot^ - (a — 6)-
L'équation qui donne les rayons principaux d'un élassoïde est
(S^ _H)R2==(| H-p^-+- 7^^ (ll>)
Il s'agit de former s'^ — r/.
Or:
f/x du dp dx dij dp
r HS^- = — ' ^*Tr'*'*~^= TT'
f/a f/a </a db db db
dx dy dq dx dy dq
da da da db db db
Par conséquent,
dpdq dpdq ( dx dy I dx di/ I dx dy \ dx dy\ dadb db da \ da daj\ db db j \ db db^\ da daj
Idx dy dx dy ^ ^'"' ~'^\dadb~dbda
(*) Ce sont les formules (87) du Mémoire.
'//* (((j ilj) i((j (lu (II) (II) (lu
ilx dy (Ix (hj (la (Ih (II) (lu
D'après les formules (10), la valeur du dénominaleur est,
évidemment,
^'(«) 7r'(6) sin (« — b).
D'un autre eôté, les relations (11) donneni :
dp I cos h (l<j \ , sin «
dii^^'l ~ . , 1 ~' 'dî)~~^l ~ ~î '
sm* - (n — h) sm*-(« — h)
dp I , t'os « du I . ^ !>in b
sixr -(a — b) sm* - (a — b)
Ainsi
puis
dp (Uj dp d(j I sin (a — b)
lia dh itb du 4 I
sin*- (a — b)
s^—rl = . (14)
4a'(a)7r'(/>)sin*- (« — /;)
D'ailleurs (11),
cos* - (a — b
sin* -(a — b)
Donc, finalement,
R^ = /^rs' {a) n'{b) cos'- {a -b). (15)
Je
V. Discussion d'un élossoïde. — A la fin du Mémoire, nous avons donné les formules :
— X = [e" -+- e~") i:o> m -h (e" — e~") sin m, y = (e" -+■ e~") sin m — (c" — e~") cos m, ^ (1 6)
Il résulte, des deux premières :
(x cos m — y sin m f — [x sin m -+- y cos mf = 4 (18)
Soient :
x ^ u cos 0), y = If sin ce.
L équation (18) devient
»/*[cos*(»<? -+- «) — sin"()/« -+- :j)] = 4, puis
i>w = — ;2w -+- arc cos — • (1 9)
Quant à l'équation (17), elle donne
ir — l M" — 16
L'équation de la surface est donc
z = 2co — arc cos — -+- J ' v"')
tr 4
Celle-ci a la l'orme
2 =; A-o; -+- F(il).
Or, cette nouvelle équation appartient à la surface d'une vis, dont le pas est 2A7i, et dont le profil serait représenté par
VI. Remarque. — Si l'on éliminait seulement n, l'équation (21) serait remplacée par le système suivant, qui représente une génératrice quelconque de l'élassoïde :
n- cos {'■2m -+- 2^) = 4. (22)
(*) Mémoire, p. 20.
Cela posé :
1" L>qtin(ion (2!2) représente une iiilinité de cylindrrs hi/perboliques, é}i;;iiix à celui doiii l'équ;»iion est
"2" Léqualion (^'2) représente des surfaces de nholufion, égales entre elles.
Quand le cylindre tourne autour de l'axe Oz, la surface de révolution jîlisse le long de cet axe. On voit donc, de nouveau, que Vélassoiide considéré est une surface de vis.
Addifion. — (Septendjrc 1880) (*).
VII. A la fin de son avant-propos, l'Auteur du travail envoyé à l'Académie, s'énonce ainsi :
« M. Sophus Lie a montré que les surfaces à courbure
» moyenne nulle sont, de deux façons, des surfaces-moulures. »
J'ai toujours soupçonné, sans pouvoir le démontrer, que les élassoïdes sont des surfaces à génératrice constante. Quant au théorème de M. Lie, il résulte assez simplement, si je le comprends bien, des formules :
jr = / CT'(a) sin ada -+- / T\h) sin hdh,
y = / ct'(m) cos ada ■+■ j 7r'{h) ces hdh.
Soient :
/ j;!'{a) sin ada = X, / 7r'(fe) sin hdh =^ X, ,
/ w'(a) ros ada = Y, / ?:'((>) cos hdh = Y, , y^^ ^a) = Z, l/"^^ t(6) = Z, ;
(*) Tirée du Rapport sur le Mémoire de M. Ribaucour.
et, par conséquent :
x = X-+-X,, _(/ = Y-+-Y,, r = Z-+-Z,. Il est clair que l'on a
X = /-(Z), Y = (p(Z); Xr=f\{Z). Y,=(p.(Z,).
Construisons les courbes AB, A|B,, représentées par ces
équations ; prenons un point C sur la première, et un point C^ sur la seconde.
0 étant l'origine, le sommet M, du parallélogramme consiniit sur OC et OCj, appartient évidemment à la surface. De plus, si le point C, est fixe, M décrit une courbe égale et parallèle à ACB ; etc.
Dans le cas actuel, les profils AB, A,B, sont imaginaires.
Autre addition. — (Mai 1885) (*).
VIII, A la page 1 50 de mon ancien Mémoire, on trouve, sous la forme suivante, les équations d'un élassoïde :
CCS 0 -i — ô(é'' -\- e ■■') si II 0,
sin 6 elé' -*- e ") cos 9,
puis, en note
« D'après la forme de ces expressions, il est probable que » la surface peut être engendrée par le roulement d'une certaine
» courbe la trace, sur le plan des xy, est une développante
» de cercle. »
(*) Tirée d'une leçon à TUniversité de Liège.
Si l'on (jiit
une géi)cr.Tirice de la surlace est représentée par X = A cos fl -*- Be sin ô, // = A sin 9 — WO i-os ô, z = (y — | ) o
Les deux premières formules éJant écrites ainsi :
X = B(cos 0 H- 5 sin $) -4- ^A — B) cos o, If = B(sin 0 — 0 co>ô) -+- (A — B) sin o,
on voit que x, // soni les coordonnées duii point P, défini de la
manière suivante.
Soient décrites les circonférences OA, OB, puis hât-vetoppante
FiEF ... du cercle OB.
-^' .Menons la droite OCD
l'aisani, avec OBA, l'angle arbitraire B; puis construisons le rectangle DCEP.
Le lieu du poini P, ou la projection horizontale de la généralrice,est donc une pseudo-parallèle à la développante variable
BKF. On sait que la normale, en P, est la droite PC (*).
IX. Hetnar({ue. — On a, par les formules ci-dessus, ou par l'inspection de la figure,
j^-H y«=A-H- BV= A^
ou
^■^^ tf^K'
Ainsi la génératrice, projetée suivant APQ. ., appartient à un hyperboloïde de révolution, à une nappe.
(*) Voir page \ 00.
CX^XXVIII. — <)|uelques iutég^rales défiules (*).
X. Dans un Mémoire sur les Nombres de Bernoulli et d'Enler (**), j'ai donné les quatre formules :
" «-''"'rfa ({ X*Zcoswcos(2r/ — \)cc du
/" a-''-'rfa 7 r*Zcosucos{'2q — \)cc du
Z^'' «Va 1 /^îi: coscosin(2o — \)u da
Il en résulte :
coswcos(2<îr — l)w f/w
4v / ^ "^ = / T " v-i 1LI__ ,(48)
a.^''dx f~*% cos w sin (2r/ — 1 ) « f/i
/a^^r/a /^|: cos w sin (2r/ — 1 ) « f/w
Dans (48), je fais a = ^ cet w : le premier membre devient
I j col ^
-fcoiu si 11"-''"*"' tt-
Donc »£ cos-'~' w (/&> /^£cosû3COs(2f/ — l)(i; rfw
/^ cos-'"' w «w y^i-cosûj
?c«icc -;j:coiccsin*»"'-*w / ^00! e^ -e ' J e^
ij -îîcotccsin^''"'-*cj
La même transformation, appliquée à l'égalité (49), donne cos^»« dcû /^^coscjsinlîJqr— 1)« du
/l cos^»« dcô /^^
£coti; sin^''"*"-co
(•) Suite de la Note XCIM.
(**) Académie de Belgique, Mémoires in-quarto.
{'") On ne doit pas oublier que P^,., est vu nombre entier, impair. {Note XXX IV.)
XI. (ne rectification. — Des fautes de calcul se sont glissées dans le paragraphe \ l('). lien resulie ((ue les formules (30),(51) sont inexactes.
On peut, eoninie il suit, rétablir ce para^'ra[)lie (**).
Dans la relation connue :
remplaçons les Nombres de Bernoulli par leurs valeurs, exprimées en intégrales définies. Elle devient
/•^ Tdt n
en supposant
Il est visible que
Nous avons donc, au lieu de la relation (53)
ri!r£i_i/-^îi_[(,^i/3ï)-v(,_Krïr']
(*) Tome I, p. 596.
(*') Ce nouveau calcul, plus simple que l'autre, date de 1874.
(*•') Loc. cit.
(") Le signe -+-, si q est impair.
Soit, dans la relation (o4), t = cot cp. Elle se réduit à
^ ces*'"*'' cp - cos (i2r/ -+- l)cp r/cp 7
f " — 1 siir'-^'cp 4(7 -+- I
On a aussi (**)
21 sin 2/;cp . siii 9 f/cp 2r/ — I
('-'"'?—! sin-'+' tp 4(27 H- I)
Donc, par soustraciion,
^ coh*''"'"' Cp — oos 279 sin 9 f/9 1
,ir co, -^ _ , ^j,.,*,,+5 ^ 4^^^ ^ , ^^97 -+- I )
En outre,
•-Jc-os (27 — 1 19 </9
B.,_, = 7 — 1 zp 47 /
XII (***). Soit
A,,.,= / cosPj-cos7J(/x('\). (59)
(') L'intégrale
ïrr _ I
est essentiellement positive. Donc le premier terme de l'égalité doit être pris avec le signe stipéricitr ou le signe Inférieur j selon que le nombre q est pair ou impair.
(**) Loc. cil.
("*) Ce paragraphe est tiré de mon deuxième Mémoire sur les fonctions X„ (1882, p. 20).
(") On peut consulter, relativement à cette intégrale, la IVote que nous avons publiée dans le Journal de Liotiville (t. V, p. 113); et, dans le même Recueil (t. Vlll), un remarquable Mémoire de Serret.
coi (jj = (OS (y — i)j oos X — .siii (7 — 1)x siii X, on (iédiiit
^P.» — Vf
- / vos'' X s\u {({ — I )x siii off/j".
l/inlo^ra(i()ii par parties donne
/ cos'' X *in {(f — I)x sin xilx
■o-s''"*"' X siii 7 — Ix
;> -»- I Kl comme le terme intégré est nul :
De celte relation, on conclut, facilement,
(•os,,+,, xc/x. (61)
La nouvelle intégrale est nulle si /> -+- 7 est impair. De plus, le second membre est nul, encore, dans les cas suivants :
Donc, pour que rinlér/rale représentée par A,,,, ne soit pas nulle, on doit a voir
p — q = t^rt . ii.
Quand il en est ainsi.
cos''"^' xdx
2 008''+'' xdx = 77
p-+-f/) 2.4.G...(p-7) \'ll p-q
D'autre part,
1.5.5...(/; + 7-l)=[^) ' 2.6.10...(2p+ 2«/-2); puis, par une transformation bien connue (*),
Enfin,
On a donc
p — q VU ''■
puis
ou
ces'' X CCS nxdx := — C ._„ . (62)
(*) Voir pages 45, 55,
( l'JÔ )
Mil. Dr la (ormnh-
(lue à Poisson {*), nn déduit, par iiiiégralion,
— y. ,os j= I . '- — ; (03)
t'I, par diiïérenciation,
cos
Lîi combinaison do celle égalilé, avi c celle-ci :
donne ce résultai connu :
\IV. SkIU'. — On a, en série convergente,
Donc, si l'on suppose le premier membre de l'égalité (6o) développé suivant les puissances de x, le coeificient de j^" doit être
(*) Voir, sur d'autres conséquences de cette formule. la IVote XXXV. (•*) Note XXXV.
Or,
— ^~- . cos X
= (4 - 1) A./^'-(4'-- 1)A,^'h-... ±(V - lU.. ^=F - 0, ^'24 ^In
pourvu que l'on suppose
1 [In -+- 1) Identifiani, nous avons doue
Celte formule ne diffère pas, au fond, de celle de Plana :
Aulremenl dit,
En effet, celte égalité revient à celle-ci :
Il 0
puis à r identité
(*) iVo^e LIX, p. 208.
(•*) iVo^e XXXIil, p. !)2.
(•••) Ibid., p. 95.
( 195 ) XV^ Comme on le \i'ri(ie aisément,
/ »'0s2.r«}j; -j</a=2cosx — -cos2x — ^ — i>^. [cos-xj- (6G)
Donc, en piiiiiciilier,
I * cos 2j- Ig - xi\s = — 1 -^ ^.-i. (67)
La rehiiion ((Ki) va nous donner d'autres intégrales déliuies, assez intéressantes.
Soit X le second membre. Intégrant par parties, on a
' xdx cos 2a- Ig 7 j- = [Xx]^ — / * Xdx (I (I
= ^(- I -+- -('.ii) -+- y ^1 - 2 ,-,»sx-t- -cos 2x-t- ^ -4-2jl\ fcos ^-xVdx. La dernière intégrale se décompose en
Ainsi y * jrrfjr cos 2x tg - x = - -+- ^^ J\2 — 2 -4- 2 /^^ -C. f cos i A/x.
Si l'on fait -x=^7., on a 2 f ^ ^. (cos-xj <lx = 4 / ^ 4^(oos y.) (/a == — r -f .2 -+- 2G (*).
Par conséquent,
^ xrfx cos 2x ta; - X = -—-/*. 2 — 2 -+- 2G. «)8)
(*) BlERE.NS DE IIaan, T. :28().
( 196 ) XVI. Suite. — Soil
E= / ' [sin (2a + A)x — sin (2« -h 2)a;] ig - xdx, (69)
le paramètre a surpassant ( — I).
La quantité entre parenthèses équivaut à
2 sin X cos (2a -+- 5)x = 4 sin - x cos - x cos (2a -t- 3ja-;
donc
E=4 / '^ sin"^- .rcos(2o-+-3)x(/x = 2 / '^ (I — cosx)cos(2a-+-5)xrfir = 2 / ^ cos(2a+5)xf/x— / '^ cos(2aH-2)xrfx— / ^ cos(2o+4)x(/x,
ou
sin (2a h- 5) -
2 sin(a-+-i;5r sin (a -t- 2);r
Prenant les dérivées des deux membres, on a
^ xdx [cos (2a -+- 4)x — cos (2o -t- 2)x] Ig - x
TT cos (2a + 5)- sin (2a -4- 5)- _^ ^ _^_ _2_ ^cos(a+l)7r, (71)
sin (a -f- IJTT 7T cos (a -+- 2)7t sin (a -+- 2)7r "^ 2(a H- ])■■' 2(â~7~2J ^ 2(a -+- 2)'^ '
Il y a, maintenant, deux cas à distinguer.
1" Si o est un nombre pair, le second membre se réduit à
TT TT
(*) Si a est un nombre entier, le premier sinus égale ± 1 j les deux autres termes sont nulsj en sorte que E = ± . Ce résultat s'accorde
avec celui que l'on trouve dans la Noie LIV, formule (27).
2" Si a esl impair, celle même ((uanlilé é^ale
{•ia -i- 3)* lia -^ 2 i>« -+- 4 Su[)|)os!iiil (1 = 0, 1, !2, .'), ,.., 'in, nous iroiivons donc, suc-
cessivemeni :
^1 1^ xilx{
xdx (cos 4x — cos 2x) tg-x = -- h h -
5> 3* tJ 4
cos Gx — L'OS 4.1") ly - .r = —
:2 / * xdx (cos 8j: — cos Gj) lS-'i' = -;;7-+-7-+-77)
2 / - arfxuos4/j-+-^x — cos47}xjtc -ar =
rr
^1 j- xdx (cos 4/t -t- 4jc — cos 4« -t- 2x) tg - x
TT
(4n -4- ô)" An -4-2 4// -+- 4 puis, par addiiion,
"2 I '^ xdx (cos 4« -+- 4x — cos 2x) Ig - jc
ri 1 I
{ïn -t- 5)'J 2|_ 2y«-i-2 Pour n infini, celle égaillé devienl
2 /t'y// / - xrfx cos {^n -4- 4)x tg - x
xdx cos 2x tg - X -+- 4( 1 — G) -i — ;
c'est-à-dire, à cause de la formule (68)
Uni I * xrfx cos (4n + 4)x tg-x = -(l — -(^.2). (75)
CXXILIX. — Une iutégratiou
{Juillet 1875.) I. Soit l'équation
(ax' -^ b}f -f- c)dy'' -+- "îfxxjdxdy -h gxhlx' = 0 (*), ( I )
ou
[u^a;'^ -+- [bg — P)if -\- cg]dy' -t- [fydy h- </x(/x]^ = 0. (2)
On tire, de celle-ci,
Le second membre est une différentielle exacte si
bg — p a
ou
r-bg-^af=0', (3)
et alors l'intégrale est
^ — S = rp -l/— «/?/^ — «</x' — cg,
ou
a^(y/ _ pf -+- «/»/' -4- agx'' + C9 = 0 ("). (4)
(Addition. — Mars 1886.)
II. En général, posons
agx^ -^-{hg — Dy- -^ cg = — a'u\ (5)
de manière que
fydy -+- gxdx = rb uudy , (())
et
agxdx -»- (6gf — Dy^ly = — a-w(/*f. (7)
(*) On peut voir, dans la Nouvelle Correspondance mathématique (t. Il, p. 2i), le problème de Géométrie répondant à cette équation. (**) Nouvelle Correspondance mathématique (t. II, p. 8:2).
i lui» )
Eliiniiiaiii i/x<lx, «m a ces (I«mix i'(iuitfii)ns honnif/vnes, du premier degré :
n^u{du àz dy) = {(tf -+- /' — lni)\jdij;
0(1, si l'iiii liiil
af -f- / ^ _ h(j ^ u*lc :
u{dti±:(lij)=b/dij; (8)
«'lie problèmo poiil être considéré comme résolu.
III. A/tpliialiou. — L'inléginle de
(j* -+-?/* -H \)dy- — "Ixijdxdij — -Ix^lx" = 0 (U)
esl
{n-u){u-^r^2ijf = i\ (10)
si 1 on pose
M* = 2a:* -f- ôy' -«- 2.
Efi ell'el, la dilîereniielle de réquaiion (10) est, suppression
laite d'un lactenr,
lidu H- («/ — ''^]j)d'j = 0, ou
2x(/x -4- ijdij -H dij V^lx^ -+- ô^"' -f- 2 = 0, ou enfin
(x- -+- /y- -4- l)(/^- — Ixijdxdu — 2xVx* = 0. (9)
C'XI^. — S\iv une i'oriiiiilc <lc Jacolii.
{Octobre 187o.)
I. Celte formule, bien remarquahle, se trouve dans une lettre de Jacobi à Legendre, reproduite par le Journal de Crelle (*). Elle consiste en :
A Tinspeclion de celte identité, on ne peut savoir si, dans le premier membre, les exposants
\\ 5*, 7^ ir, 131 I7^ ..
sont les carrés des nombres premiers impairs, autres que 3, ou les carrés des nombres impairs, non divisibles par 5 (*).
Pour trancher la question, il suflit de lire, dans le tome VII du Journal de Liouville, le célèbre Mémoire de Jacobi, relatif à la formule, non moins célèbre :
[j _ X — x' -+- a:^ -»- x' 'Y = \ — DX -H 3x' — 7x* -+■ •■•
En effet, à la page 92, on trouve Videnlité
dans laquelle a est un nombre impair non divisible par 5, et b, un nombre impair quelconque (**).
Or, la formule (2) n'est que la formule (1), expliquée.
II. En 1877, j'ai proposé ce théorème empirique
Le triple de tout carré impair, non divisible par o, égale la somme des carrés de trois nombres premiers, autres que 2 et 3(***).
Si l'on supprimait la restriction : non divisible par S, le théorème empirique ne différerait pas de celui qui résulte de l'égalité (1), mal interprétée. Mais on ne peut la supprimer.
En effet, le nombre 6 075 = 3 . 45^ n'est pas la somme des carrés de trois nombres premiers impairs ('").
(') Pendant plusieurs années, j"ai admis la première hypothèse. (Mai 1886.)
('*) On a imprimé x'''' au lieu de aj^*'.
("*) Voir la jVo/e LXXXVll.
(") Le carré de tout nombre premier impair, autre que 5, est terminé par \ ou par 9. De là résulte que, dans l'équation supposée :
un des nombres p, p\ p'' égale 8. Soit p := î>.
Il vient
puis
équation impossible. (Mai 1886.)
<'XI.I. — I 114* iiil«''Si*Hl4-' (ri|ilc
{Janriii IS7().)
I. Soil la relation toitnur
En général,
-, = / ' cos*'' (pf/^ = — / COS*'' (p(/<p
Le premier nienibie «le l'éirnlilé (I ) est donc la même chose
que
Wf
th(h
eos^" OH — cos*""-^ (•()«• ^ H- — H
cos*" 4
Pour sommer la quanlilé entre parenthèses, je pose
y ^ X COS'" OH CCS*""* O COS" 5 H- ••• H COS""
(foù
y' = COS"-" O H- X" COS*""^ O COS'' 6 H- ••• H- X*" CCS*" d]
e'est-à-clire
COS* (p — a* ces- 5 La somme cherchée est donc
j cos'"+' o — J*"+' COS*-*-* 5
/' COS "^' o — J'" -:
D.5.7.,.2nH-i
Donc la relation (2) peut être écrite ainsi
ff'iri'f
2orw<.2«+2(
0 fl
cos"^ (p — a;"' cos''' y
CXliII. — Une formule du binAine.
(Février 1 876.)
I. La théorie de la décomposition des fractions rationnelles donne, comme cas particulier:
(X — «)"(x —hf
{a-bf'-*'{x~ a)" {h—nf\x—bf_
Si ac = 0 (*), cette relation devient
[iib)
Multiplions les deux membres par (a — 6/" a"6", et changeons 6 en — 6 :
(') Les constantes «, 6 sont supposées inégales, et non nulles. (**) A cause de
( 2«ô ) Piir ('\eiii|tl<',
(a -♦- h;^=\)'2i{ahy{a -t- h) -h M\:i{u -♦- h){<ihy'{a- -f- />*)
-+- 'ilO(a -+- /»*(a/>/(a' -+- //•) -4- 84(« -4- by(uhf{a' -^- //)
-+- 7(a -t- /;)*(afc)(a'' -+- //') -+- (a -+- /;)"(a' -♦- />').
II. Si l'on l'ail b = as, el qu'on change 11 vu n -h \, on trouve
(I-HX)«- = (1 -hx)"-«(l-+-a"+')-t-C„+..,(l -+-x)-*a:(I + x") 1
-+- (;.-...»( I -+- X-)" ^xM -^ X'-') 4- ... H- (:,„,„j-". î ^
Donc, en parliculier,
(I -t-x)*=(l -+- j:r(l -t-a'') -+- y( I H- xfx{\ -+- j*) -+- 1 5(1 -+- jr)x*(l -+- r') -+-03x^(1 -+- ..-) + 70x*.
(Addition. — Mars I88(;.)
m. l/égalilé(B) peut être écrite ainsi
( I -+- x/" = (i-^Jr'-+-(;,+,.,(l-+-x)'-*x-f-(:„,,,î(I-4-x)"-V^-...-+-Ax"-'
On a, en série eonvergenie,
ou
= (I -H x)"-' H- C„+,,,(l -+- x)"-*x-4- •••-+- Ax"- ' -f- B
(1 -+- xf
(*) A = Ci„_ I, „ .
{ ) D = Cl,,,,,, C .= Cjii^.),,,, ...
De même,
(1 -♦- j)-"'+" I-hC ou
(Ih-x)"-' (i + x)"
( 1 -+- xf"
(i+x)" •+€„+,, ,(l+x)"-'-t-. -4-A-+-B hC
Par conséquent, régaliié (o) devient
"+" ^'in «Jf ?
OU
{l-i-xf
■ ^~ '■'!!h+-!, h tt r -4- L
On a ainsi un développement de
CO
en série convergente, du moins si la variable x est comprise entre 0 et 1 (*).
Si X égale 1, là formule se réduit à
Jl ^ O
expression connue, facile à vérifier.
(*) Cette relation (C) a quelque analogie avec une remarquable formule d'Euler, que j'ai démontrée en i844 {Journal de Liouville, t. IX).
l'XI.III. *>iiii* iiiic 'st'rlc (!«' l,os<'i*4l>*<' (*)•
(/trcffnljrr 187').)
I. l'ariiii les iVotes (juc rillii.sirr Lt'i;('i)(li'e ii |tliU'éos à la suite (le sa (iéomt'trie, la plus remanjUiihle me paiail èire celle qui donne, en fraction continue, le «léveloppemenl de
oT
savoir,
Ce développement résulte, d'ailleurs, des équations
dans lesquelles
(') Tirée, en partie, des Notes d'Algèbre et d'Analyse; eu partie, <lu Bulletin de l'Académie. (Janvier 1876.)
(••) La formule (-i) est l'égalité (l), mise sous forme abrégée.
( 206 ) II. Chanajeanl de notation, soit
^^ ' ^ \.k l.i>./c(/£-+-1) I.2.5.A(Ah-1
J(fc-t-2)
Pour évaluer y, ou sommer la série, prenons la dérivée de a*"*?/ :
Multiplions par x^''' les deux membres de celte égalité, et prenons encore les dérivées ; nous aurons
[x-'" {x'-hj)']' = 1 -+-
ac'
ou
xy" -*- ky' — .y = 0.
Telle est l'équation qui, intégrée, ferait connaître y III. On tire, de l'équation (6) :
ou
La relation (4) devient donc, après le changement de notation,
ou, ce qui est équivalent.
ly. Lorsque A=^,
(j-^»^^ (.-'îy^
(*) Cette équation (10) se rattache au Calcul des différences mêlées, dont Biot. et d'autres Géomètres, se sont occupés au commencement du siècle. (") Legendre, Élémt-nls de Géonu-lvic (1823), p. i>91.
I/(V|nah'on (*J) dcvieni
I ftw ._ ^-iv;
Le sfcoml meinhii' esl la dt rixéo tlo
^îV.^^-«V/x
(loue
doit satisfaire n r(W|iiatinri
C'est ce qui a lieu. Connaissant cette intéf/rale particulièt^e, on trouve, sans peine, rihtvffrale ffoncrafe :
V. Poui- réduire, au prenner ordre, l'équation
il sulïll d'employer la tratjsl'oinialion connue :
y = ef'"'\ (là)
On trouve
x{h' -^ ir) -i- ht — \ = 0. (14)
Supposons, pour un instant,
ii'x -*- ht = 0 ;
d'où u = Cx~'\ Le principe de la variation îles ronslaxles donne, tout de suite,
dx
ou
dz dx
équation trouvée par M. Le Paige, au moyen d'une autre transformation (*), et réductible à Vé(juation de RiccaH :
dv I
dx I — k
(*) Bulletin, 1870, t. XLI. p. 101 I
( 208 ) VI. Par les formules (13) et (9) :
Or, après le ehaiigemeni de a en x, la formule (2) donne
Donc
De plus, z = iix''. Conséquemment, Tintégrale de l'équation (la) est, à une constante près, représentée par
Si, par exemple, A= 1, l'équation
dz z^
dx X
est vérifiée par
(*) Lorsque A= I, la sommation de la série (6) dépend de la quantité / g(n-i)cose eos [x sin e)cos (sin G)d&.
( tjoy )
€'l^lilV. — llolatl4»iiM 4>iitr<' «leM moiiiiiics «Io carréw.
{Airil 1870) (•).
Parmi les iiiiioiultrithlcs idenlitôs reintivcs Ji ce sujet, a-l-on ronianjiiô celle-ci :
(„ -H ^ -H r— (/fH- (6 -H C -+- f/-o')»-l- (C -+- r/ -f- a'— //)--+- ((/-+- ^r -f- 6'- c7
^(^a'-i-h'-^c'—(iy-*-(h'-^c'-^d'—uy-*-{c'-^-<l'-^a—hy-^(d'-i-a+b-cy
={a -H by -*- {h -H cy -4- ((• -+- (ly -»- {d + a-y -+- («' -+- //)- -+.(//-<- c'y
-4- (c' -+- r/')' -H (rr -t- »)- -4- (a — dy -+- (/; — «'f -4- (c — /y')' -t- ((/ — rj
^(«' _ d'y -+- (6' — «)' + ('■' — '>)' -+- Ul' — cf ?
Elle réduit, à îrwe somme de huit cayrés, une somme de seize vnrrés.
Par exemple :
^2' + ô* -t- 8* -+- 8- -+ I0'-4- 19' -♦- 14*-t-8* = 5* + 5* -H 7- -4- 10' -+- 11' ■+- 12' -H 15' -t- y ^. 5* + 4^ -+- 2' H- ô' -+- 2' -4- 4' -K ri' + 5', ou
H- iOO -+- 301 -t- 1 90 -h
= 9-4-25-1-49-4- 100 -4- 421 -i- iU -+- 225 -+- 81 -+-9 + 16-4-4-4- 9-1- 4-4-10-4-25-4-25.
(Addition. — Mars 1880.)
II. Si Ion suppose les quantités a, 0, c, d, a', b', c', d' disposées circulairement, on peut énoncer ainsi l'identité précédente :
On ajoute deux termes consécutifs, et l'on élève au carré.
On retranche deux ternies dont les rangs diffèrent de trois unités, et l'on élève au carré.
(*) Complément de la Note CIV.
On fait la somme de trois termes consécutifs; on en retranche le terme suivant; et Von élève au carré.
Cela posé, la somme des seize premiers carrés, ainsi formés, égale la somme des huit derniers.
En outre, le premier membre peut être remplacé par
(a-4-rf'^-c'— 6'f-t-((/'H-c'-+-6'-a')V(c'+6'H-«'-rf)V(6'-H«'-4-r/-c)' -+-(a'-i-(/-t-c — 6)"4-(t/-+-f-+-6— ay--+-(cH-6-t-a — (/')'-4-(6-+-a-»-rf' — c')"';
cest-à-dire que l'on peut faire le tour de la figure, dans un sens ou daîis l'autre.
III. Application
IV. Autre identité. — Si s et n désignent la somme et le nombre des quantités «, b, c, ... on a
2(6'-2af=(«-4).^ + 2(2«r.
Lorsque n = 5, elle se réduit à
en sorte que la somme de cinq carrés est remplacée par la somme de six carrés.
f'VI'V. — Kiir l<'<s <!«''« 4'l»p|taiitr*i «l*iiii«' li>pi»(>yelui«le.
(Juin ISafi) (*).
I. Suil {'hi/pocyclonlf à ijualre n'bioussenwiils, A, icpré
senlée par
a -f- ji = « .
Soil ÎMP la tangente en M, faisant, avec AO, l'angle 9. On a :
a = acos'(p,
j3 = a siii^o (•'),
'/« flp . ^ . ,
— = — coso, — = SMi C5, s=-asnro. ds ^ ds ' 2
Si AiMP = /, les coordonnées du point P sont
X ■= a — (/ — s) 00s o, y = p -i^ {l — s) sin (P ;
X = a ces' o — ( / a sin* (
-a sin'cpl cos®,
y = « sin^ç -4- 1/ a siircpj sin (p.
Comme cas particulier, je suppose / = | a : la développante B, lieu du point P, passera par le sommet I de la développée A.
En vertu de celte liypoilièse, les formules précédentes se réduisent à
jr = -fl(ô — 2 cos* çj) cos 9, y=-a{ù — 2 sin* 9) sin cp (I) 4 '4
(*) Résumé d'une Noie publiée dans les Comptea rendus^ à propos de deux communications de Lord Brougham.
(•*) Cours d'Analyse, p. 494.
II. Celles-ci peuvent être écrites ainsi
.X = - o(3 cos cp -t- 5 cos (p — 4 cos' 9) = - «(3 cos cp — cos 39) ,
?/ = - «(5 sin cp -t- 5 sin 9 — 4 sin^ 9) == - «(^ sin 9 -h sin 39); o 8
ou plutôt de cette manière :
a da a 3a
^ = — gCosô9-t- ycosç, y = - sin 39-+- y sin 9 0- (2)
Sous cette forme, il est aisé de reconnaître que la développante B est, comme la développée A, une hijpoqidoïde.
En effet, supposons qu'une circonférence 0', dont le rayon est R', roule à l'intérieur d'une circonférence 0, ayant pour rayon
C étant le point de contact, soient C'O'OA = 9, C'O'P = 49 : le lieu du point P est une liypocycloïde dont A' et B' sont deux rebroussements.
(*) Par suite d'une faute de calcul ou d'une faute d'impression, les formules analogues à celles-ci, rapportées dans les Comptes rendus, sont inexactes; mais nos conclusions subsistent.
Un point (jUolcoii(|iic (le la ciii-oDlV'rLMice ()' décril une liypocycloïde égale n la preniiore. En parliculicr, le point M, diamétralement opposé à P, en décrit une (pii passe an nn'licu I de Taie \'li. delà posé, si l'on apj)elle \, \ les eoordoimées rectaiijiiulaires de M, on a :
X = ûir cos 9 -+- U' cos (9 -4- 7T — 4(p) = U'(ô ces cp — cos ôcp), ) Y = 5R sin 9 -+- R' siii (9 -+- 77 — 49) = R'(ô sin9 -♦- sin 09) ; )
ou
, à cause de R' = ^
III. l'oin- avoir l'équation de la développée, sous la forme F(X, Y) = (), il faudrait éliminer 9, entre les formules (5). Nous allons eireciuer, indirectement, cette élimination.
Prenons 01' pour nouvel axe des abscisses ; cl appelons />, q les nouvelles coordonnées de M. D'après les formules évidcnlcs
p = R' \ /- [ô(cos 9 -4- sin 9) -+- ( — cos 09 + sin 09)], (j = W \ / - [3(cos 9 — sin 9) — (cos 09 -+- sin 39)] .
On a
\/zy (^os o + sin 9) = cos (? - ^] '
\ /-( — cos 59 -+- sin 09) = cos (59 — 5 - K
— ■ \/ - (cos 09 -4- sin 09) = î=in (39 — 5 - 1 ; donc /> = R' 3 cos 1 9 j -+- cos (59 — 3 - 1 = 4R' cos' (9 ]
9 = R' — 3 sin (9 — - J -t- sin f 59 — 5 - J = 4R' sin' 9
( 214 ) puis
puis encore, par les formules (4) :
ou, ce qui est équivalent
{x-^yf-^{x-yf-=J-a'n. (7)
K2 Tel est le résultat cherché.
IV. La tangente T, à l'hypocloïde A, est représentée par
CCS cp sin 9
Les développantes de A sont les trajectoires orthogonales de T. La condition lYortliogonalité est
dtf
dx ^^
Donc l'équation différentielle de ces trajectoires serait X y "
(ly (Ix \/ dx^ -+- dy"ou
dx a
dy I
drjl
D'après la remarque faite dans la Note XX (t. 1, p. 54) (**), une intégrale de cette équation (9) est l'équation (7).
(*) On conclut de cette équation, en élevant deux fois au cube :
[a* — 4 a;^ -t- tf)]'^ = lOSa^a;^ - y',K (*') Et, antérieurement, dans les Comptes rendus.
V. Nous pouvons résumer, rorninc il suit, Its rcliilions (|iii cxislcnl cuire rhypocyeloiile A, ses parallèles, lliypoeycloïde U et ses parallèles :
1° De même fine la courbe A, et ses fuirallvies, sunl les enveloppes (Vunt' série de droites parallèles entre elles, et dont l'une, a fiant pour longueur a, fjlisse sur les côtés d'un auffle droit; les développantes de ces courbes so)it les f)iielopj)es d'une seconde série de droites parallèles, dont l'une, ayant })(tur lonr/ueur ^, fjiisse sitr les bissectrices de l'angle droit ;
2° A chagne courbe de la première série correspond, dans la seconde, une courbe semblable : le rapport de similitude est z (*)•
C'^IiVI. — Kiir l<'K li^siiCM «le etiiirbiirc <lc l'cllipKOi«l<' et de la Murfaec «le» wnile»» (**).
I. Si l'on représente par /, ni, n les cosinus dircctifs de la normale mn en un point m d'une surface s, et que Ton adopte les notations employées dans la Note LVIII, les lignes de courbure de s seront représentées par
dx (lin dz udu dl dy dn dv
Soient, comme dans le Mémoire sur une transformation géométrique et sur la surface des ondes, a, (3, y les cosinus dircctifs d'une droite OA, perpendiculaire au plan Omn. Posant
tiy — mz Iz — «X mx — ly k
puis, au lieu des équations (1) :
(•) Voir la IVole CXXIII.
(**) Communiquée, en partie, au Congrès de Paris (24. août 1878).
-H V^tr
on trouve
( 216 ) II. Ellipsoïrfe. — Dans le cas où s est un ellipsoïde, on a
u' -^~- {If- -^ C-)
mi — mz viiz 1 \ \\ Donc :
vxyz ^ / 1 1 \ 1 MvV?/ — liVdv
2i llî k^}~^iï^
k ^ W IrJ a' kV -K (/)- - v^) {c' — v^) ' ou bien :
y adx = — - — > h^Ur — en ■ . (7 )
^ uVcrk^ ^ ' k'v'-^{lr-^-v')[r—v'} ^
^ a'bVk ^ ^ ^ k'v' + (6'^ — v') {c' —v') ^ '
Si l'on désigne par ç le premier membre de l'équaiion (4), on a
ly = 2 a-(//^-c'^)(wîr\/«-6V(/i;)[Fv^-+-(c^-v^)(a^-v')][^V+(a'^-î;^j(6''-r^)] J (9)
(*) i\olo LV'III.
(**) Mémoire..., p. 5.
(***) Le coeflicicnt de dv est nul.
( 2\7 ) III. Suilv. — Soient, pour abréger :
P = 2 "V'*— c*)[*VH-(r-i;-)(«*-v')l[A-i;'-+-(a-'-t-j(//'— ri],
nlors l'égalité (9 ) prend In forme :
Pnydii — irIrrOtIv
VO
Il s'agit d'évaluer les sonnnes P, Q, Q'. Chacune est réductible à la forme
Or, on trouve aisément les valeurs suivantes. I" Pour P :
B = i'^ 2 (/''— '■')a*((r— 0(/>'+c-— ^i»;*) = (fr — //)(6^— c-)(r— a*)rS C = (a*'^ t'*) (// — v'} (c- — r*) 2 C^' — 0«'(«' — ^')
2° Pour Q :
C = (a* _ fî) (// — r^j (t- — u^j 2 e»' — c') {a' — v') = 0 ;
3° Pour Q' :
A = 1-* 2 C^' — c') '/'c-' = — (a- — 6') {Ir - c^) (r — a^) i'*,
= (a* — L^){b' — c-)(c' — a*)i;*(rt^ + // h- c^ — 2v^),
Conséquemment, si Ton fait abstraction du facteur
on peut prendre :
p = /..îy* _ («^ _ v') {h' — v') (c- — v') ,
Q'=[— )tV-t-/c^(a^-4-/j^-HC^— 2i;-)i;^H-(a^-v^j(/>^-u^)(c^-u-)]vl
Par suite, après quelques réductions,
M^ khiv^du — (a^ — i;^)(6'^ — v''){e' — v'^)nvdu — k^ci^f/c'dv ^^'^' lêii^ry'du — [a' — ir) {()' — u' ){c^ — ti^dv — K'd'b'âdv ' ^ ^^
Relativement aux coordonnées podaires u, v, l'équation différentielle des lignes de courbure est donc
k^uv^du — [u' — i;'')(f/ — v']{c' — v'')avdu — k'aHrc'dv vdu khcv^'du — {ie — u''){\)' — ir){c'— u'ydv — k\(Vc'dv ^ wTv ^
Chassant le dénominateur, ordonnant, et supprimant un facteur, on trouve
uWdu' + uv\ir — u' ~b' — c')dudv -+- a-b'âdv^ = 0; (15)
résultat connu (*).
IV. Stirfaces conjuguées (**). — L'équation des lignes de courbure d'une surface s étant
2*'^-^ udu
y adl dv
celle des lignes de courbure de la surface S, conjuguée de s, sera
2at/L
Or (***),
vx — lu'
dv
X — Iv
(•) Note LVIII.
(**) Mémoire...^ p. 1.
(***) Mémoire..., pp. 5 et 6.
' ( 219 ) Il rêsiille, (le ces valotirs :
k y a(l\ = I V ar/x — ir ^ onU ['), )
^i tm^ ^ ]
Désignons para' le premier incnihio de I t'(nialion(l()j. D'après les deux dernières lornuiies,
D'un autre côlc, réqiialion (16) devenant
rcp — //' \u\h
il résulte, de eelleei :
vdu — iidv
uau — r(/u
On a ilone ce théorème :
La même fonction (p, éfjalc à u ^ pour les lignes de courbure de s, devient égale à u^^~~j^pf>w^ /*■« lignes de courbure de S ;
C) On a
k{vdx -+- a;dv — u*dl — iludu) — {vx — lu^)dk
(iX = ;
donc
A^ "S jzdX = \ (hj/ — m3)(vda; -+- xdv — uHl — 2ludu)
dk v<
et, en négligeant les sommes évidemment nulles :
k* > ad\ = f \ {ny — 'mz)dx — u'^ > (ny — w:)d/ ,
ou
A- "S »d\ = t' > c^.dx — ir y xdl. éLd ^ ^
Ainsi u, v, k se coviDorlent comme des constantes.
Le développement de k^adL donne lieu à la même remarque
ou, ce qui est équivalent :
La même fonction cp, égale « u ^ pom^ les lignes de courbure de s, devient égale à u „j"~"jy pour les transformées, sur s, des lignes de courbure de S.
En effet, un point M de S, et son conjugué m, ont mêmes coordonnées u, v.
V. Remarque. — L'équation (19) étant syméirique par rapport aux fonctions ç, <i>, les lignes de courbure de s sont représentées , indijféremmen t, par
udu vdu — udv
av udu — vdu
et les lignes de courbure de S, par
udu vdu — udv
<1. = ' rsi = u
dv ' udu — vdv
VI. Surface des ondes. — Soient, pour abréger
U^(îr— a^)(îr — 6^)(m-— c^), Y = {v^—a'){v' — b'){v' — c''). (21)
Dans le cas où s est un ellipsoïde, nous avons trouvé (ÏII) :
ir h^uv^du -4- Wuvdu — K'a^lrcdv V k^u^v^du -+- \]v'^dv — lâa'b'-c'dv
Donc les lignes de courbure de la surface des ondes sont représentées par l'équation
u {k'v^ -+- \)uv(lu — k'à^b'c^dv vdu — udv V khi^v^du -*- (liv^ — k^arb'^c^jdv udu — vdv
que l'on peut réduire à
V M V/m' — [{Uv' + V« -) r -^ k\a-b'r—u-v']] dudv -^<- \]uvhh' = 0. (22)
Celle-ci, dont la forme est syméirique, parait néanmoins difficile à intégrer, même quand l'ellipsoïde .s se réduit à un cylindre ou à une ellipse (*).
(*) Dans ce second cas particulier, la surface S, représentée par (a«a;* h- bhf) {x^ -f- /y- -+- ^-) — a^^x'- -+- y"") = 0, est une cyclotomique à directrice rectîligne. (Note XLl.)
\ II. Phoblème. — (hi mène, dans ht sttrfatr des ondes, (), kh demi diamèlrc s, parallèle à une normale mn ri rellipsoïde E, eonjufjtte de (). (Jitelles sonl les valeurs de s ?
Les coonloiinét's du poiiil iriiilcrscclion , G, sont
/jn
ls = — s,
vy
vz
ns= — s ;
donc, à cause de la condition connue
la (juaiitiié s^ est racine de l'équiiiion
que l'on peut remplacer par
ou encore, par
Le point wj est situé sur i'Iiypcrboloïde G, représenté par
ir — <f
Ç) Celte équation, jointe à
X^ + V^ + Z^=:sS représente la surface 0.
donc réqiiation (25) esi vérifiée par s- = (p-; et, conséqiiemmeni, par s'^ = f)^, h éiant le paramètre du second hyperboloide H, homofocal à rdlipsoïde E, el passant au point m. On a donc ce (héorème :
Soient m un point de l'ellipsoïde E, et g, li les paramètres des hyperboloïdes G, H qui se coupent en m, et constituent, avec E, un si/slènie triplement orthogonal. Si, par le centre 0, on mène une parallèle à la normale, on m, à E, et que l'on prenne, sur cette parallèle, OG = g, 011 = h; les points G, H appartiennent à la surface des ondes, conjuguée de E.
VIII. Corollaire. — Si le point m décrit une ligne de courbure de E, représentée ])ar g =^ const., l'un des deux points correspondant à ni décrit, sur 0, une conique sphérique : le rayon de la sphère est g.
En d'autres termes :
Le cône C, do)it les génératrices, passant par le pôle, sont parallèles aux normales à rellipsoïde E, menées en tous les points d'une ligne de courbure, coupe, suivant une ligne sphérique, l'une des nappes de la surface des ondes : le rayon de la sphère est le paramètre de l' hyperboloide sur lequel la ligne de courbure est située (*).
IX. Considérons l'ellipsoïde E, Thyperboloïde G et le cône C dont la directrice est la ligne de courbure L, intersection de E et de G. Les équations de ces surfaces sont, respectivement :
(*) Celle proposiliou complète, nous semble-t-il, un théorème de M. Mannhoim : « Sur la surface de l'onde (S^) dérivant de E, la transformée >' d'une ligne de courbure de cette surface est telle que les normales à (S^) « issues des différents points de celle ligne sont respectivement perpendi- " cataires à des diamètres de (SJ égaux entre eux. t> (Congrès du Havre.)
Soiiiil .N,, >,, .N, k's lii)is iiuiiiiitli-s, ;iu point ///. Kii (lésijjjiiant
|)!U- ]> lii (lislaiH (• (lu centre au plan lan^icni, en m, à lliyperboloïde, un trouve :
cos(N,,NJ =
Prenons, pour pian de la fii;nre, celui qui est normal, en m, à la liiîtie de courbure. Supposons le centre 0 projeté, en n et en A-, sur les norinahs N„ iN, : nm = r, niL—p. Si l'on achève le rectangle, on a
ces Omli
cos 0»!?/
donc la normale IV^, nu côna, est perpendividaire à Oni,
Celle sim[)le remarque donne lieu au théorème suivant, qui
complète une proposition due à Lamarle (*) :
1" Si, par le centre 0, l'on mène des plans P, parallèles aux
plans tamjents à reUipsokle E, en tous les points d'une ligne de
courbure L, le cône C, enveloppe des plans P, coupe E suivant une
ligne sphérique : le rayon de la sphère est le paramètre g de
l'hyperboloïde sur lerpœl la ligne L est située ;
2" La génératrice de contact, entre le plan P et le cône, est
parallèle à la normale N^ à l'hi/perboloïde (**).
(*) Si du centre 0 de (E) on mène des plans tamjents à celte surface menés « des différents points d'une ligne de courbure (m), ces plans enveloppent nu n cône du 2* degré qui coupe (E) suivant une ligne sphérique. » (Mannheim, Congrès du Havre.)
{") M. Mannheim a déduit son théorème de celui de Lamarle. Du reste, les deux propositions n'en font réellement qu'une, en vertu du Lemme suivant :
Soient une surface développable X et un cône ^, , ayant leurs génératrices respectivement parallèles. Soient, sur ces deux surfaces, L, L, les trajectoires orthogonales des génératrices : les tangentes MP, MiPj, en deux points correspondants, sont parallèles.
CXIAII. — Sur les surfaces enveloppes.
(Février 1875.)
I. Soit
réqualion irune série de surfaces données; a, h étant des paramétres variables, indépendants l'un de l'autre. Pour trouver lequation de Tenveloppe, on doit, suivant la règle ordinaire, éliminer ces paramètres entre l'équation (1) et les équations
df (lu dh
On peut opérer d'une manière un peu différente.
II. Si Ton éliminait a entre les équations (1) et (2), on trouverait une équation
représentant (pour une même valeur de b) une enveloppe des
surfaces données; et, si Ton éliminait 6 entre cette équation (4)
et'^=0, on obtiendrait l'équation d'une surface 2, enveloppe
d'enveloppes : je dis que^ est la surface cherchée.
Au lieu d'éliminer a entre (1) et (2), regardons a comme une
fonction de b, définie par cette équation (1). L'équation (1) prend
la forme
Par suite, 1^ = 0 est la même chose que
db da db
Cette équation (5) est une conséquence des équations (1), (2); donc les systèmes :
da dh
_ df _ df dfda_
' da ' db da db sont équivalents.
C'I^liVIll. — Problème «le quaflrudirc.
(Juin ISTo.) On donne un parabotuïde de révolution, représenté /mr
= "lux.
Sur le cercle osculuteur, en 0, à la section méridienne OG, on construit le X cylindre OABz, dont l'équation est
Trouver l'aire A de la
DEMI-FENÈTRE 01)I3C (*).
I. En employant les notations habituelles, on trouve aisément
dx\/a*-h2ax / -^ (1)
J V^ax-f
L'intégrale relative à y est
arc sm
V±ix
Rntre les limites données, elle devient arcsin |/^^- Donc
dx \/a -t- 2a; arcsin
(*) Ce problème, aualoi^uc à celui de la fenêtre de Viviani, a été traité dans une leçon à i'Lniversilé de Liège.
( 22(i ) Pour réduire aux intégrales elliptiques, je pose
De là résulte A
x = (i{\ — -sin'9)n.
sin (9 cos* Qdô arc sin - 1/5 sin 9 \2
sin (U = \/ - ■ II. L'intégration par parties donne
/ sin ô cos'' erfe arc sin I - [/ô sin 6
cos^éarcsin ( -1/5 sin^
'' cos* ede
y 1 — îsin"
cos'* 9(/ô
in- 5
puis
en supposant
A = an B,
cos* ôdd
1 sin^
III. Soit, généralement
cos* ede
/cos* e(/9 /^' rfô /'• — = a(A sin 4 cos 0) H- (3 / — H- - / Ac?^ {*•),
(*) Résultante de deux transformations très simples. (**) Ceci est l'artifice de Legendre (Foîictions elliptiques, t. \, p. H), un peu simplifié.
1 — 2 sin^ 0 -*- sin* 9 = a(l— rsin'9)(!— 2sin*fl) — «c*sin*ô(l — sin*4)-^S-+--(l — sin*9).
Eu idontiiiant, on trouve
ei, si c' = f :
Ainsi K
puis
= - sin ^ ces fx y/ I — - sin- f* — :^ l'V) -»- ^ K(p) = i[4-+- l(JK(u)-F(f.)];
A = - ^ «* -+- ^ a^ ^- ^ [ 1 6 EH - F(.a)]. (7)
CVIilX. — ^iir lefi podaires.
(Juin 1875.)
I. Élément de la podaire. — Soient, sur une courbe donnée, C, M, M' deux points infiniment voisins. Soient P, P' les points correspondant à M, M', sur la podaire CD de C, relativement à un pôle 0. Désignons par w le rayon vecteur OM, par E l'angle de contingence en M, par da l'arc infiniment petit PP'.
Si l'on mène MR parallèle à la tangente JM'T', la distance RP', entre ces deux droites, est un infiniment petit du deuxième ordre. Donc nous pouvons supposer (/o-== PR.
Pour évaluer la longueur PR, j'observe que le quadrilatère
OPRM, ayant deux angles droits, en P et en R, est inscrit à la demi-circonférence décrite sur OM comme diamètre. Ainsi
u PIR
PR = 2 - sni = u sin t ;
ou, en négligeant le troisième ordre,
PR = ue.
La formule cherchée est donc
(la = î/f ;
ds
Celle-ci exprime que : Vêlement de la podaire est à l'élément de la courbe primitive, dans le rapport du rai/ on vecteur au rayon de courbure de celle-ci (*).
Soit
Addition. — (Novembre 1881.)
P = fH
l'équation de la podaire, Legendre a donné cette formule remarquable
ds = {p^p'yhn, (4)
(') Traité des fonctions elliptiques, t. III, p. 888.
(") Nouvelle Correspondance mathématiquo, t. II, p. 175.
( 2iJi) ) donl la démonstration est facile (*). D'ailleurs, ilui = î; done
III. Remarque. — On doit, à M. (îhf.f.n, cette autre expression
du rayon de courbure :
uilu
Il est aisé de ramener l'une à rautrc. Kn eflVl, d'après une propriété connue, sur laquelle mous allons revenir :
donc
etc.
vdu = ipp' -t- p'p")da = (p H- p")dp;
IV. Podaire de la développée. — On sait que la normale PN, au point P de la podaire, est l'hypoténuse du triangle POiS, dans
lequel ON = p'. En outre, celte normale est la diagonale du rectangle MPON ("). Donc MP =/)'. De plus, le lieu du point J\,
(*) Celle de Lcgendre est trop compliquée. De plus, rUlustrc Géomètre ne semble pas avoir aperçu la relation (5). (**) Bulletin de l'Académie, février 1869. (***) Nouvelle Correspondance mathématique, t. II, p. 175. (") Cours d'Analyse, p. 547.
projection de l'origine sur la normale à C, est la podaire de la développée de C.
V. Centre de courbure. — D'après la formule (5), il suffît, pour trouver le centre de courbure de C, de prendre NI=/;" (*).
VI. Relation entre trois aires. — Supposons que la courbe C soit fermée, convexe, et qu'elle renferme le pôle 0. Appelons C, P, N les aires des trois courbes. Il est visible que
c=-j p,h, ^=-j fd., N=-y p'\u.
A cause de la valeur de ds (4) :
Le terme intégré est nul; parce que p, p' ont mêmes valeurs
aux deux limites (**). De plus, le troisième terme égale ( — N).
Donc
Ainsi : la surface de la podaire équivaut à celle de la courbe primitive, aufjmenlée de celle de la développée (***).
(*) On peut observer que le lieu du point N est, à la développée, ce que la podaire est à la courbe primitive C. Donc, à cause de xON = &)-+- const., la relation MP = p' entraine celle-ci : NI = p". Celte démonstration de la formule (5) nous paraît fort simple.
(**) Cette remarque a été faite, autrefois, par M. Ronkar, aujourd'iiui Professeur à l'Université de Liège.
('**) Autrement dit : la couronne comprise entre la courbe et sa podaire, est équivalente, en surface, à la podaire de la développée. Par exemple, la podaire de la développée de l'ellipse (Tun des foyers étant pris comme pôle) a pour mesure naia — t>j. (Septembre 1886.)
Autre addUion. — {Avril 1880.)
VII. Transformée d'une jiodaire. — Soient mu' coniiK' ACB cl
sa poilairc DPE, relaii\enienl à un pôle M. lùirnulons la figure sur une surface développable 2, de manière que ACB devienne A^C,B^; etc.
Les droites MC, CP, MF sont remplacées par des lignes géodésiques M|C, , C,P, , MiP,. MPcst le plus court chemin de M à la tangente CP; donc M,Pi est, sur 2, le plus court chemin de M, à C,Pi; et Vangle M, Pi Cl est droit (*). On a donc ce théorème :
La transformée, sur une développable 1, de la podaire d'une courbe plane ACB, relativement à un point donné M, est le lieu du sommet de l'angle droit d'un triangle MiP^C, formé par trois lignes géodésiques, et dont le sommet M^ est fixe, tandis que le côté C|P, est tangent au côté A,B,, transformé de AB.
VIII. Remarque. — Si AB est une ellipse, dontM soit un foger, la courbe D,P,Ei est une transformée de circonférence (**).
(*) Cette proposition, à peu près évidente, est démontrée dans le Calcul des variations, de Moigno et Li.ndelôf. Elle est d'autant plus remarquable que, dans la transformée plane d'une figure tracée sur une surface développable, les angles ne sont pas, généralement, égaux aux angles primitifs.
(**) La question des transformées de podaires est liée à celle des développantes. On peut consulter, sur ce sujet, notre Théorie analytique des lignes à double courbure, pp. 61-65.
Cli. — IJii tliéorèiue d'Ampère.
(Septembre 187S.)
« Si l'on réunit toutes les fractions continues qui, réduites » sous la forme la plus simple, donnent s pour somme de leurs » quotients entiers, le nombre de ces fractions sera égal à 2'~*(*). »
Le dernier quotient entier (ou incomplet) ne pouvant être 1 (**), à moins que la fraction égale 1 , la question ne diffère pas de celle-ci :
Combien l'équation
Xi -^- Xi -^- Xz -^ •'• -t- x„ = s
admet-elle de solutions en nombres entiers, avec la condition que x„ surpasse 1?
Soit A, ce nombre de solutions.
1° Il est visible que Aç^=\.
2° Des identités :
s = s = 1 -f- (s — 1) = 2 -4- (s — 2) = ... = (s ~ 2) -4- 2, on conclut la relation
A, = 1 -4- A,_, -H A,_2 -+- ..• -4- Aa; puis, de celle-ci :
A,_i = 1-4- A,_2 -4- ••• -4- Aj.
Donc, par soustraction,
Ainsi, les nombres A,^, A3, ... Aj forment une progression, dont la raison est 2. Et comme Ag == 1 :
(') Correspondance mathématique de Quetelet, t. IX, p. 14b. Cet énoncé n'est pas très clair. Voici comment je l'interprète : Combien y a-t-il de fractions continues (de la forme ordinaire) dans lesquelles la somme des quotients incomplets soit s?
(**) En efifet,
Clil. — Nur loK fl^Tlv^'CN d'nnc ffk*aetioii.
(l'cvher 1876.)
L . (uvf~^ . . dudv v{\-\-x) — w(1 — X
puis, au lieu de la formule (3) :
d"ij 1
QD »
l^^^^^]'rfJ^(i-xY-^"/ / ^''""""W''N'-^^)-"(^-^)]"^^"^'^'- (^)
Le terme général de la puissance n'*"* est
(— 1 j''î/''i;"-P(l — jr)''(1 -f- x)"
( 234 ) Donc Tégalité (4) devient :
(i_xY+"^o r(»+i)r(w-p+i)./ J
L'intégrale double, considérée comme le produit de deux intégrales simples, a pour valeur
r(^ -t- •p)Y{k H- n — v)= r(2/c -4- n) f (1 — ey+''-M*+'-''-*de
= r(2^ -t- w) / (e — ey-'(l — ô)''e"-"d9.
Nous avons donc, au lieu du second membre de la formule (o):
-^ol (p -+- 1)1 (w — yj -t- i) La quantité ^" représente le développement de
[('1 -t- a;)5 — ( I — x)('l — e)]" = (2e — 1 -t- ac)". Par conséquent,
rr(OT ^ = ^^^^ '^ ""^ A" (e - «')*-' (2ô - 1 + ^)"rfe f). (6) ■- ^ ^^ dx" (1 — xj^"./ ^
IL Posons
dx" (1 — x^)*+"
P„ est un polynôme entier, du degré n, déterminé par la formule
P ^l^^t:^ /"'(e — sY-*(2ô — 1 -H xWfl. (8)
(*) Très probablcmcnl, le calcul précédent peut élre abrégé; mais peutêtre, en l'abrégeant, le rendrait-on moins simple.
Pour la simplifier, soit fait
:26 — I = cos (p On trouve, par un calcul facile, 1 ïi'ik -+- n)
2"-' [Vik)]'
1 sin" '(p(x -+- cos (p)"(/tp (•). (10)
Addition. — (Avril I88C.)
III. Si l'on développe (x -h cos cp)", on a, en supprimant des intégrales nulles,
sin" '(p{x 4- cos cp)"</ç
»sin** V'fpU" -+- C,.,îX"-*eos"-(p -+- Q^x""* cos*(p -+--"|. En général,
sin''9 cos'' çpr/cp =
- rf'-i^+i
Donc
sin'*""'(pf/cp = - V{k)
sin"~'(p cos'^cpdç = - V{k)
' r ik
(*) Lorsque A =-j, cette égalité se réduit à
P„ = / (x -+- cos tp)"f/(p;
ce qui est exact. (Notes d'Algèbre et d'Analyse, p. 10.)
( 256 ) puis, à cause de r(^) = I^tt :
/ sin**~*cp(a; -+- cos (pYdcp
et enfin, au lieu de la formule (10) :
\ Fin -+- n) Vtz
IV. Remarque. — Si k est un nombre entier, le second membre est rationnel; ce qui devait être.
Soit, par exemple, A-= 1 ; alors
P, = T{n + 2) p + i C„,2X"-^ + i C„.iX"-* -H -.. I ; et, par conséquent,
rf-'V r(n -^ 2) r 1 ^ , ^ . 1 ...
-^ = X" -f- - C„ 2X"-2 -4- - C„ jx"-* -+-••• (" .
(*) Le dernier terme contient x" ou x', selon que n est pair ou impair. (**) Si, après avoir décomposé y en
dny
on forme directement t^ , on trouve le même résultat.
( ii37 )
CLII. — Luc eoiiwtriirtioii «lo l'Ii^pcrliole
(Mars 187G) (*).
F. Le.mme. — Etant donné un triamjlc ABC, on décrit, du sommet C comme centre, une circonférence (jnelconque. Des points A, B, on mène des tangentes AD, BE, lesquelles se coupent en M. Le lien du point M est la circonférence circonscrite au triangle ABC.
II. Construction de l'hyperbole. — Soient A, A' les sommets l'éels; F, F' les foyers; 0// l'axe non Iransverse. Par F, F', on fait passer une circonférence quelconque : soit C l'un de ses points d'intersection avec 0/y. On trace la corde CF, qui coupe, en D, la parallèle AB à 0//. Du point C comme centre, avec CD pour rayon, on trace une circonférence C. Soient M, M' les points où elle coupe la première circonférence : les points M, M' appartiennent « l'hyperbole, laquelle touche, en ces points, la circonférence C.
I. Soient
y = I -f- z H- jz^ -+- ••• -+- z/*, (!)
(*) Le lecteur est prié de faire les figures.
('*) Lorsque p = 2, les coefficients A„ deviennent un cas particulier des fonctions (le Legendre [Deuxième Mémoire sur les fonctions X„ , p. 63).
et, par conséquent,
On déduit, de cette équation,
M?/' H- '2yu' = 0, (4)
ou
m(1 -+- 2z -t- 5z' -+- - -+- pz^-') -f- 2m' (1 ^ z-^- z'--^ h z") = 0. (5)
A cette égalité, on peut adjoindre celle-ci :
w[l_(p+ l,c" -t-pcP+'J-t-Sw'!! —z){\ — s''+«) = 0, (6)
résultant de ce que :
1 — z \ — (p -i-Dz" -^pz"-^'
(4 - zr
H. La relation (6) équivaut à
ou encore, à
[1 — {p -+ 1)2'' -+- pz"^'] 5" A„z" )
+ 2(1 — z — zP^' -H zP+^l 5 (/j + 1 )A„+,z" = 0. \
Le coefficient de z"~* est
A„_i — (p -+- 1) A„^p_, -+- p A„_p_ï - 2 [« A„- (n- 1 ) A,._i- (/*-p- 1 ) A„_p_,-t- (w-p-2) A „_ p,^] =0, (wy p-H2)
ou
2nA„— (2«— d)A„_,— (2«— />— 1)A„_^_,-+-(2;î— p— 4)A„_„_2=0.(iO)
(*) Les équations aux différences finies, déduites des égalités (5), (0), contiennent, respectivement, p -h 1 termes et quatre fermes. A partir de p = iy la seconde est donc plus simple que la première. En conséquence, dans ce qui va suivre, nous négligerons l'égalité (5).
III. l/orrfre de celle éqiiîUiori (10), aux diffcrences finies, est
Donc, elle donnera, de proche en proche, un terme de raiiî» quelconque, si l'on coiuiail, préalahlemenl, les p -H 1 termes initiaux : Aq, Aj, ..., A^.
Kvidenmieni,
Ao=1, A, = — -
Pour trouver A.^, A-, ..., Ap, el même le terme (jénéral, \„, on peut appliquer l'une ou l'autre des méthodes suivantes : 1" D'après la formule
<, = (! —zf{{ —z^+') ' (lii)
Le développement du premier facteur est
i 1 , 1.3. ^" ZÎ+'
Le développement du second :
Faisant le produit, el le limitant à z'', on aura donc les valeurs initiales demandées ; savoir :
2» De
on conclut
I — z^+' ou
= \ -+- 2A,z -+- ••• -t- (AoA„ -V- A,A„_, -f- •• h- A„Ao)z" h-
AoA„ -4- A,A„_i -+-••• -4- A„Ao = — I , (16)
selon la forme de w.
IV. Cette relation (16), inapplicable dès que Tindice n est un peu grand, pourrait servir à prouver la propriété suivante :
i"A„ = entier. (17)
Mais la démonstration est encore plus simple au moyen de la formule (12), jointe aux développements (13) et (H), En effet, si </ h- 1 n'est pas multiple de p ■+ 1,
A = — T' C.i„ „ . Ci,,. „. ; (n = » -4- 1 7' -f- (/ -f- 1 )
et, dans le cas contraire,
A„ = - C,,, , - 2 C2,. , . C,,, ,. ;^,+,,2(f/-4-1) • \~p + il
Or, d'après un théorème connu,
C2,, , = = entier ;
7-^-1 ■ i .2... 7 X 1 -2... r/ -4-1 et, d'un autre côté, 4-'+'-"^ divise 4'+"'+'"'+'
V. En résumé : \° Si l'on suppose
'zV
tous les coefficients C„ sont entiers.
( 241 ) 2" Ces iOf/Jicients son! (lonncs par lu fonnnic
3° Ce nmltljilv de 4" se réduit à zéro, si n = ,)R(/; -i- 1).
\'l. J{eni(irfjue. — Si /)= 1, l;i formule (18) (lo\ienl //(:„ — !>(!>« — 5)(:,_, — H;(« - I)C„_, -f- 7r2{'-2n - 5) (;„ , = O. (!<►)
Le calcul (lirccl (ioiiiic
C, = -'2 = — C,, (;, = G = C,,„ (:,= — 20=— C,,,; après (|Uoi roii vérilie, aisénK-nt, que
(:„ = qFi:,„,„C). (20)
Par conséquent, il existe celle relation entre les nombres C,„ „ : i^^'in.» ■*- -\:i/< — "))C„.,.,. , — IG(;* — I )(:i„_,,„_,
Il en résulte, si n esl impair :
— 5Cj„ ,,„ , -+- <SCj,..t_„.,, -4- 80C2,._6,„_3 = '^'l (;/), ou
ôCî,,,,, — 8Cï„_î,„_, — 80C„_t.„ j = ,Ml (>< -H 1).
On sait que C2„„ = ,''11 («+!); donc, par le ciiangemenl déjà
elïeclué :
(^ï,,,. -t- 10C2„_,,,.., = ;Tc {n -+- 2).
Nous avons donc ce petit théorème :
Soil 11 U7i nombre impair. Si, au nombre des combinaisons de !2n lettres, u à n, on ajoute 10 fois le nombre des combinaisons de 2n — 2 lettres, n — 1 à n — 1 , le résultat est divisible par n -h 2 (**).
(*) Ce résultat était évident a priori, à cause de
{") Pour le cas de n pair, je n'ai rien trouvé de semblable.
CIjI^^. — !^ui' uuc équation algélii'if|ue.
{Septembre 1 870.) 1. L'équation
a été remarquée depuis longtemps, parce que ses seules racines réelles sont toujours 0, — \, — 1 (*).
Il est facile d'en former d'autres, jouissant de propriétés analogues à celle qui vient d'être rappelée. Par exemple :
L'équation réciproque
(2n -4- 1)x'"+' -+- i^ln -»- l)j-" —1=0 (i )
n trois racines égales « -f- 1 , trois racines égales à — 1, et in — 4 racines imaginaires.
La démonstration, que nous ne développerons pas, est extrêmement simple.
IL Si l'on supprime le facteur (x'^ — \f, l'équation résullanle peut être mise sous la forme
puis sous celle-ci ;
x*"-^-h2x'"-*h ^nr" — nx^"-^—{H — ï)x^"-' 1=0. (3)
Il est évident que le premier membre de cette dernière é(|uation est encore divisible par x^ — \.
Addition. — (Septembre 1886.)
JIL Le quotient est
■+■ 6x* -+- ôx' ■+- i .
(*) Cours d'Analyse, p. 505. On suppose /«^ 1. Je crois me rappeler que Waring s'en est occupé.
( 243 ) Ainsi, [équation réciproque
X*- H- ÔJT*"-* H- 6x*"-* -4- ••• -H î^ X*"
-4- fix* -+- 5x -+- I =^ 0,
dans Uu/uelle les coc/ficicnfs soiil 1rs nomhres Irianrjulairos, n'a aurane racine réelle.
I\ . Soil X,^ le polynôme formant le premier membre. Il est faeile de voir que
tin effet, le développement du carré est, comme on sait :
x"* -+- 2x*"-* -+- 5x*"-* -H 4x*" " -+-••• -H ôx* -4- 'ix- -4- 1.
Donc, en identifiant les deux membres, on retrouve les égalités connues :
3 = 1 -H 2, 6 = 3-4-5, 10 = «-4- 4, 15=- lO-H 0, ...
V. Si l'on part de
Xj = X* -H 5x* -4- I = (x- -4- I f ■+■ X-,
on obtient, au moyen de la formule (5) :
-t- xV ' -^ a:'"-* -4- ... + X- -4- 1 y- -4- •• -H x''-^(x* + \Y-\- x": i ^^'^
(le polynôme, étant la somme de plusieurs carrés, ne peut s'annuler pour aucune valeur réelle de x. La proposition primitive est donc vérifiée (*).
(*) Au moyen de cette relation (6), et de l'équation (4), on pourrait démontrer la formule connue qui donne la somme des carrés des nombres imlurels.
CI<V. — Vue application de la formule du biuôiue.
(Novembre 1861.) X éiant positif, on a, en série convergente,
D'un autre côté,
x(4^.2) x'(y.^f x'XJ^.ôf
Si, dans ces deux développements, on égale les coefficients de a;2, on trouve
Le second membre est la même chose que
/ (le\ (1 -+- ô) -+- - (1 -+- e -f- 6'-) (1 H- e -t- 6^ H- e^) -+-
ou
/' de
ou encore :
db
Donc enfin.
/\T(^[^('-^)--4'.=^]=ia'.^)'n.
(*) Comptes rendus, t. XLV, p. 621.
(**j Probablement, cette intégrale est connue; mais je ne l'ai pas trouvée dans le Recueil de 31. Bierens de Haan.
C'I.Vl. — Mur la foiM-tloit t'A-r),
{Murs 1877.) Soit, avec la nota lion de Lcgendre,
N, /) étant des nombres entiers.
Mettons i\ sous la forme :
«//'"' H- /;/)"-• -4- ••-»-/:/) H- /; a, b, c, ... A, / étant inlérieurs à /) (*).
Il résulte, de cette décomposition,
ou
On a aussi
N = a{p"-' — 1) -+-.•-+-/.(/>— I ) -H « -^ /^ -H ••• -+- A- -t- /. (3) Donc le quotient entier de N par p — 1 est
Le maximum du numérateur est n(p — 1 ). Par conséquent :
Le nombre X est compris entre Y et Y — n ; ou, ce qui revient au même ;
Si Von suppose
l'erreur commise est inférieure à n ; p" étant la première puissance de p qui surpasse N.
C) Autrement dit, on suppose N écrit dans le système dont la base est;>.
rii't'II. — Aire «l'uue fig;iii*e sphéri«|iie.
(Avril 1877.)
I. Le rayon OA étant pris pour unité, soit OC == c
Sur OC, comme diamètre, décrivons une circonférence»
A désignant l'aire de la partie supérieure de la sphère, projetée à l'intérieur du cercle OC,
JJ i/i _ x^ —
X et y étant positifs.
X = H CCS 9 , y = Il sin cp ;
A = 2 / ' f/cp A
Vi-u^
pUh
A = TT — 2E,(c).
11. Remarques. — 1° Lorsque c = 1, la figure sphérique est la fenêtre de Viviani (**).
2° Dans le cas général, le quart de la sphère, dont la projection est ADBO, a pour mesure t:. Donc
E,(c) = aire projetée suivant ADCMO.
(*) Parce que OM = OC sin f.
r*) Voir la Note CXLVIII.
€1.^111. — Qiioli|iir*> |li^M»rt'iiM*N sur lr«» «-oiiifiiK'N ('l.
I. Si deux conifjtu'S ont leurs ares principaux resfiecliremeni parallèles, leurs quatre points d'intersection appartiennent a une meute circonférence (**).
II. KÉciiMUtgUE. — Si deux coniques se coupent en quatre pointu situés sur une circonférence, leurs ares principaux sont, respectivenien t . pa ra Ile les .
III. Corollaire. — Si deux auf/les ont leurs bissectrices parallèles, leurs côtés forment un (juadrilatère inscriptihle.
IV. Dans l'ellipse, la somme des cordes passant par un foijer. et parallèles à deux diamètres conjugués, est constante (***)•
La sonjuie dont il s'agil est, avec les nolalions liabituellr? :
L 1 — e CCS :o 1 — e.- cos- ce J
Il faut vérilier que s est indépendante de w et de w', si l'on a, entre ces variable;!, la relation
lga;lg6)'=--. (i>)
Soient t, t' les deux tangentes, de manière que
La formule (1) peut être écrite ainsi :
(*) Trouvés à diverses époques. Je supprime les dénionstralions de ceux qui sont presque éviden's. (Avril t886.)
('*) Conséquence d'une propriété des surfaces du deuxième ordre, publiée en 1847 (Nouvelles Annales, p. 421).
(*'*) AI a nue l des Candidats, t I, p. 409.
puis sous cette forme :
,s = '■Jp
yl — ej -+- (I — e-)(«- -H f) ^ tH'^
Au moyen de la condition (5), la fraction devient
4 _ (Je- -+- 2e* -t- (2 — e^C -\- «') _ 2 — r (I _e'2)[2 — 2e'-i- <' -t- r'] "" 1 — e'"
Ainsi
V. 5î, d'un point M c/'w^e hyperbole, pris comme centre, on décrit une circonférence passant par un foyer, et qui coupe, en R, R', la directrice correspondante, l'angle RMR' est
constant {* ).
VI. Soit une ellipse E ayant F, F' pour foyers. Sur FF' et DD' = 2b, comme diamètres conjugués, on construit une ellipse E'.
1" Les deux courbes sont doublement tangentes; 2" La normale commune, en chacun des deux points de contact, est parallèle à DD'.
1" L'équation de E étant
a^y- -+- b^x^ = aW; (n)
on trouve, aisément, que E' est représentée par
c'y' -4- b\x sin 6 — y cos ef = b'c'- s'uv 9. (6)
Les deux courbes seront tangentes si l'on a, pour chacun de leurs points communs :
C'y - b'{x s\n 6— y cos (i)cofiô 6'^(xsin6— j/cose)sine 6Vsin*9 a'y b'x ab'
(') Autrement dit, le triatif/tc isoscèlr RMR' est invariable de forme, {") Par le théorème des fonctions homogènes.
( l>40 ) Les équaiioiis (7) se réduiseni ;i rt(|u;iii()ii iinii/nr
j- ir
la(|uelli' représente la corde de contact TT' (*).
•2° Le iliitnièlre GG', perpendiculaire à DD', a pour équalioti
- = — toi 6,
Le proiliiii des eoellieieiits angulaires de TT' et de GG' élan!
Il- r
— ^, TT' est conjiKjiiee à GG' ; ou, ee qui revient au même : La normale connniaie, en T, ('.s7 parallèle au diamètre DD'.
VN. Soit une parabole V. Du point H, symétrique du sommet A , relatirement à la directrice, on mène une transversale , i/iii coupe P aux points C, D. I.es normales GM, DM, en ces points, se coupent sur P.
VTH. Remarque. — Si la transversale devient tangente, le point M appartient à la développée de P.
IX. Soit un hexarjone ABCDEF, dans lec^uel trois côtés alternatifs concourent en un point S, et les trois diagonales, joignant
ër<
(*) Si l'angle D varie, Venvcloppc de E' est donc E (abstraction faite des deux foyers). (Application de l'Algèhre à ta Géométrie, 184.8, p. 536.)
les sommets opposés, concourent en un point R. Cela posé, les trois autres côtés concourent en un point T (*).
Considérons un hexagone auxiliaire, A'B'C'D'E'F', dont les côtés soient parallèles trois à trois. Il est très facile de vérifier
que les diagonales A'D', B'E', F'C concourent en un point R'. Mettant en perspective, on a le théorème énoncé.
X. Remarques. — 1° D'après la seconde hypothèse, et la réciproque du théorème de Brianchon, l'hexagone ABCDEF est circonscrit à une conique C.
Pour la même raison, l'hexagone ADEBCF, dont les diagonales sont AB, CD, EF, est circonscrit à une conique C.
De même encore, l'hexagone ABDFCE, dont les diagonales sont AF, BC, DE, est circonscrit à une conique C". Le théorème peut donc être énoncé ainsi :
Lorsque, avec six points donnés, pris comme sommets, on peut construire deux hexagones, respectivement circonscriptibles à deux coniques, on en peut construire un troisième, circonscriptible à une troisième conique.
2° La théorie des polaires réciproques donne cet autre théorème, corrélatif du premier :
Lorsque, avec six droites données, prises comme côtés, on peut construire deux hexagones, respectivement inscriptibles à deux conicjues, on en peut construire un troisième, inscriptible à une troisième conique.
(*) Non marqué sur la figure.
( i2?il )
3" Le premier énoiieé peiii encore être remplacé pîir (clui-ci .
Lorsque, dans un hexarjono AIUIDKF, les cô(és Mi, I)K cl la
(lidfjonalc CF concourent en un point S; que, de plus, les cotés
CD, AF et la diarjonale BE concourent en un point R ; alors les
cotés BC, EF et la diafjonale AD concourent en un point T (*).
4" Dans la figure auxiliaire, les trois hexagones (**) seraient :
(*) De là résulte un théorème corrélatif. Mais nous ne pouvons épuiser cette intéressante théorie.
(**) Non tracés.
ClilX. — Sur la soiuiue des diviseurs de n.
(Juillet 1877) (*).
I. Soit la formule de Jacobi
= 1 _ 3x H- 5x' — 7x' + 9x'° — i Ix'^* -^ - ("). i ^
Il en résulte, comme Ta remarqué M. Halphen :
-V- oc" I n -^ '■•
X ■+- ôx'^ ■+■ 4x^ -t-
^ a- — Sx' -H lix' — ôOx'» -\- 53x*^
~~ 1 — 5x -H ox^—7x''-t-9x'" — Hx** -+-•••
Supposons :
J — 5x-t-ox' — 7x*-+-9x'" — •
de manière que les nombres entiers A„ sont donnés par la loi de récurrence :
A„ — 5A„_, -+- oA„.3 — 7A„_6 + 9A„_jo = 0. (4)
Alors, d'après l'égalilé (2) :
Ainsi, l'on peut trouver la somme des diviseurs de n sans connaître aucun de ces diviseurs^ sans décomposer n en facteurs pre- )niers, etc.
(*) A l'occasion d'une formule de M. Halphen {Bulletin de la Société mathématique, Congrès du Havre).
(") Note CXL. Le second membre est décomposable en facteurs, d'à»* moins treize manières (Recherches sur quelques produits indéfinis).
("*) Recherches sur quelques produits..., pp. 59 et suiv. Il est visible que,
d(nis le numérateur, le coefficient de x - est, en valeur absolue, la somme des carrés des n premiers nombres entiers.
II. J'ignore si l'on a fait attention qno l'on peiil ramenti l;i leclierche de f n, au pioblôine de la (técoinposition d'un uomhrr f-nlier, en parties entiètes, posiliies, ët/ales on ini'(/(ilcs. l'ouï arriver à ce résnilal curieux, il sullit de moilifier, lêf^èrcnicnt. la méthode etn|iloyée ci-dessus.
Soit la célèhre l'orinule d'Euler :
(I — x)(l — J-')(* — ^"'j- = I — J- — x'-t-a'-+-x' — x" — x''--+- •• (;)) On en conclut, comme Labey (*) :
j- ■+■ ôx^ -♦- 4x' -+- ••• +■ X
X -+- 2x- — "ix* — 7u ' -t- I ^j '' -+- I hx
La IVaciion
développée en série, devient
^{n) représentant le nombre des décompositions dont il s'agit (**).
6(/<— 1 ) -t- mu—'-2)—d^{n-o)—7^{n-- 7) + 1 ^in— 1 2) h- • •• (•**).)
(') Ei'LER, Jntroduclion à l'Analyse, t. I, p. 357.
(") Recherches..., p. 11.
("*) Les cocllicients 1, -t- 2, — 5, — 7, ..., sont donnés par la formule
CI>X. — Swr quelffiics produits iuflcfiuis (*).
(Août 1877.) I. Rappelons un certain nombre de définitions et de formules :
a'=(l -r)(l -r/)(l -(?«)- = 2^'(^y(M')Vy'^ (4) p =[[ ^ q){\ -+- r/^)(1 -+- q'') .• = '2^ {k k' f *^' q^\ (o)
aôS' = 1 , (7)
TT
I -H (^ H- 7' -t- f/ -+- 7" -4- . ■• = 7 ^ V/ - l/ît
1_^_^^'_H ,/« + ,/•« ^fj 5Y/"t/U:'=T' (-')
TT
1 — 37- -+- 57« — 77*- -t- .. = a'^ = 7 * [-] \/'2kk' , (24)
(*) Complément au Mémoire de 1871. Voir la Noie CXXXI. (**) -v(n) est le nombre des décompositions de n en parties positives, entières , inégales; 'J,(n), celui des décompositions en parties impaires, inégales; etc.
-==ap'=2"(-9^"<p("),
— ff' — (/' — <i -t- q* -+- (f ■+- ij^" -+- 1/^ —
VI
11. Déannposition de la série d'Eiilvr (*). — Si l'on v cliarii^c X en (r, elU' doviciii
I _ n^ _ ,y' -t- fy'" ^ ,y" _
1" Pour la décomposer en deux facteurs, il sufïit de prendre V identité :
En ellet, d'après les formules (21), (Ô4-) : |_^^_7>^7.o^^"_. .=(i_7_7^._H7-H-7'o._..., 2"9,(n)7". (A)
2" Pour la décomposer en trois facteurs, on peut d'abord observer que les formules (18), (75) donnent
ou
3° Ce n'est pas tout. A cause de la relation (7), on a
(*) Voir p;igc 2;j5, formule (o).
( 256 ) puis, par le développemeni (79) :
= (I - 7 - </' + 7' + 7' - •■) 2 ?•(")'/" X 2 9('07'" D- ( m. Autres décompositions. — Reprenons la formule
cr - 7'
En la combinant avec celle-ci :
(l_^-^_,/*H_,^.o^...,3_(,^^^^^.^^*^...)2%,„„(-7)", (41-,) on obtient
puis, à cause de la formule (75) :
Ainsi : 1° de même que la série d'Euler est le produit d'une série par le carré d'une série, (B), son carré est le produit d^une série par le carré d'une série, (D).
(*) On a aussi et, par conséquent,
1 — q^ - ry« + ry'" -h ry'puis
a. = iz P X a.-S ;
(31 ai 1^80.)
( -^57 ) 2" L(i si-riv
I — tjr/ -4- f,(/* — f,:,</"' -^ ... isf un tarré (*).
IV. Suite. — D'nprôs les définitlom (4), (;j
Si l'on groupe conveniililement les lacleurs, la fraction de\icni
(1 _,/)(! _ r/^)(| _,/»)... X (1 - 7*) (I - 7«)(l -7'^)... = «XiI-7*--7''-+-7"-^7'^-") = 2"^-('')(-V")X[l-7*-7* + 7^'-^-]-
La comparaison avec (E) donne donc, par le changemenl de 7
Enlin, si l'on élève au carré, on a, d'après la note précédente :
Conséquenimenl :
La série
fjHotient de deux carrés, (D), es/, ai< moins de deux manières, le /noduit de deux carrés.
{') En effet, le produit contenu dans le second membre de (E) est
— = I — q — q' -^ff + 7"
C'IilLI. — Sur uuc lonnnic cl'apiii'omiiuatiuu (*).
(Septembre 1877.)
I. Dans la Noie XXXVI , nous avons rappelé la solution de ce problème :
De \ à n (inclusivement), combien y a-t-il de nombres non divmbles par des nombres premiers donnés, a, (3, y, ..,, ).?
Le nombre cherché est
Si Ton remplace celte formule par celle-ci :
dont le calcul est très simple (***), on commet une erreur
dont il serait fort utile de trouver des limites; mais, chose remar- (piable, la valeur de x est, assez souvent, fort petite. Autrement dit, l'approximation résultant de la formule (A') peut, dans certains cas, être très grande.
II. Exemples
(*) Addition à la Note CLVI.
(**) Tome I, page 120. La première Rvinarque renferme une faute : au lieu de N = J, on doit lire N = 2.
(*'*) Surtout au moyen de la Table IX, de Legeudre.
( i>5îl )
La fonuulc (A) donne
'l(»()0()00\ /IO(HKK)()\ /l (HtOOOO
/I0()0()00\ /IO(HKK)0\
I 000 000 / 1 000 ooo\ / 1 000 000
/ 1 000 000\ / 1 000 000\ / 1 000 000 \ \ U.149 / "*" l 23.liî> / ' \I3.1>3.I4Î)/
= 1 000 000 — 76 923 — 43 478 — (i 7 1 I -4-3 344 -+- .'il(i -♦- 291 —22 = 877017.
Daprès (A') :
Ainsi,
Ln calcul tout seniblahle donne
III. Remarque. — Si n est divisible par tous les nombres premiers donnés, N^^ N.
C'LVII. — lu lieu ^^^■■■^ti*i<iu<'-
{Octobre 1877.)
Par un des points d'intersection de deux circonférences , o)i mène la double corde commune ATT'. Par les points de contact T, T', on mène les tawjentcs TM, T'M. Quel est le lieu du point M (*) ?
Prenons AB pour axe des abscisses, le point A pour origine. Soient x, ij les coordonnées de T; x', y' les coordonnées de T'.
Nous avons
x' -\- if — 2ax — 2S// =0, (I)
x'- -H y'^ — 2ax' — 2S'»/' = 0. (2)
(') Le lecteur est prié de faire la figure.
Les équations des tangentes sont
(x _a)XH-(// -j3)Y = ax +py, (x' — a)X + Oy'— (5')Y = ax' H- p'y';
ou, à cause de
(x — a)X -t- (mx — j5 )Y = (a -+- mp )x, (4)
(x' — a)X -4- {mx' — Ê')Y = (a -+- wp')x'. (5)
Les abscisses des points T, T' sont, par les relations (1 ), (2), (3):
a -H mS a -+- w8'
Il faut, entre les quatre dernières équations, éliminer x, x', m.
L'élimination de x et de x' donne
2(mY -+- X) (a -4- mp ) — (pY H- aX) {m' -4- 1 ) — 2(a -4- mp )' = 0, ( 7) 2(»«Y -+- X) (a -4- »îp') — (S'Y -+- aX) (;«- + | ) — 2(a -+- wp')"^ = 0. (8)
Par soustraction, après suppression du facteur (3 — [3', on trouve
2{mY -4- X) m — Y(m- + I ) — 2m [2a -4- m(8 -+- [3')] = 0. (9)
D'autre part, si l'on multiplie par (3', par (3, et qu'on retranche :
— 2a(mY -4- X) -+- (m' -4- 1 ) ^X -t- 2(a- - nrpp') = 0. (10)
Ces équations se réduisent à celles-ci :
— [nr — 1 ) X -+- 2»hY — 2 a — nr — = 0 , (10') lesquelles représentent deux droites perpendiculaires entre elles.
( '2ti\ )
Ecrivoijs-lcs iiiusi ;
[Y — 2(? -4- S')] »j* -+- 2(.\ — 2'/) m - Y = 0, (II)
2 ?^ — x] m • -4- 2Ym -.- (X — 2a) = 0. (1 2)
L'enveloppe de la première droite esl la circonférenee représentée par
(X — '■laf -+- Y- - -2{p -+- p')Y = (». (15)
L'enveloppe de la seconde a pour équation
Par conséquent, le point M est le sommet d'un awjle droit, circonscrit à deux circonférences : le problème esl simplifié (*).
(') Nous arrêtons ici cette Note, parce que de pures considérations géométriques prouvent que le lieu du point M est un Limaçon de Pascal. Voir, dans les Nouvelles Annales (t. XV), les curieux théorèmes énoncés par M. Mannheim; et, dans Mathesis (t. I), la démonstration, due à M. devers. Nous ferons, cependant, les remarques suivantes :
1° Les circonférences, dont il vient d'être question, sont urihogonales ;
2» D'après un théorème connu (Théorèmes et Problèmes, p. 50), l'angle M est celui sous lequel se coupent les circonférences données : il est constant;
3" Par conséquent , le lieu du point M se compose, généralement, de plusieurs Limaçons de Pascal (Mannheim);
4° Le lieu du sotnmet d'un angle donné, circonscrit à deux circonférences données, coïncide avec le lieu du sommet d'un angle droit, circonscrit à deux circonférences auxiliaires, orthogonales. (Mai 1886,)
€1.1^111. — Théorèmes (l'Arithmétique.
(Novembre 1877.) I. Soit h un nombre premier, non diviseur de a. La fraction
est réductible à
Soil p un diviseur premier de 1.2.3 ... n, différent de b. Prenons, dans le numérateur de /' les p premiers fadeurs :
fl, « -+- 6, a -t- 26, ..., a H- (p — i)b.
Parmi ces nombres, il y en a un, et un seul, divisible par y; (**). Soit pa' ce multiple de p.
Dans le numérateur de/", ks seuls multiples de p sont, comme on le voit sans peine :
pu', pa' -H ph, pa' -+- 'iph, ..., pu' -f- n' — ipb;
n' étant le quotient entier de n par /;.
Dans le dénominateur, les seuls multiples de p sont
Supprimant, aux deux termes, //", nous avons à considérer la fraction auxiliaire
(*) Ce théorème est dû, peut-être, à Eisenstein. (") Propriété connue.
( 2(ir> )
sur la(|in'lh' on peut n'-péler les lutMiics raisoniKMiu'Uls. (U'Ilr-ci condiiiniil i\
n" »''l;inl le qnoliont eiitirr de n' par }) ; ci ainsi de suite.
De cette manière, (in l'ait disparaître, des lieux ternies de /, tous les facteurs premiers du dénominateur. Il ii'\ a exception <|ue pour le facteur premier b.
D'ailleurs, par une propriété connue,
II. Hcmar(jui's. — 1" Si 6 est seulement premier avec, a, la
fraction /"est réductible à
/'» t' \ p\ ••• étant les facteurs premiers de b.
2" Si b surpasse n, f est un nombre entier. 5" On peut énoncer le théorème suivant : a e/ b étant premiers entre eux, tout nombre entier N, premier avec b, divise une in/inilé de termes de la progression :
4" Soit 1= m <i \ . On a, en série convergente (**) :
(') Ce théorème, évident par la théorie de l'équation
a-h bx= N// , est, pour ainsi dire, inverse de celui de Jacobi (Noie XXXVI). (**) Comptes rendus, t. XLV.
( 264 ) D'après le théorème,
a{a -t- b) ... (rt -+- n — 1 6) A„ I .2.5...W ""F'
A„ étant un nombre entier. Donc
CIjXIV. — Sur uue «série.
(Novembre 1877.)
Soit s„ la somme des ii premiers termes de la série 4 i 1
a ^ \ (an- 1)(rt -^- 2) (a -i- |)(a -4- 2) (a + 3)
On trouve :
a a-i- \ a^ -4- 3a -4- I Nj
Supposons
iV„_2 étant un polynôme du degré n — 2.
D'après la loi de formation des termes :
(*) Le signe — , si « est pair.
( iJO?) )
Cunsé(}iieiniuont,
(a -+-;» — !2)iN\_, = {a H- /< — r.)(« -t- n — !)>„_, qr 1 . (")) i);iiis celle iilcnlilt', prenons (i = — (n — 1). Elle se réduil à
Ainsi, /t' poli/uiihie iN\,_j deiicnl ± 1, (immd on y remplace a /Kf/ ! — n. Colle loi, évidenlc pour
N, = « -+- 1 , Ni = <r -4- ô« -+- 1, Nj = iv" -\- (ta- -+- Do -4- 3,
siihsisie donc pour 1X4, N^, ..., i\„_j, N^-^.
Soil mainlenanl, d'après les formules (1), (2) :
OU
(u-Hl)...(a-+-n — 3)(«-4-w — 1) [u -+- \){a -*- "ï) ... [a -*- n)
Pour rt = 1 — M, le numérateur devient
donc il est divisible par a -+- v — 1; et la dernière formule se réduit à
(*) -4- 1, si n est pair.
CliXV. — Une «lécoinpositioii en facteurs.
(i)1ars 1878) (*).
I. Pour résoudre l'équation
X* -+- 2px^ -+- ff^ = 0,
dans le cas où toutes les racines sont imaginaires, on peut (**) l'aire usage de Videntité
x^-^1px^-*-(f=\x!^-\-x \/'i{q — p)-\-q\ [x^— x 1/2(7 — P)-^9\- (A) Si l'on suppose
elle devient
(2rf -^ M- 2(7 - r) (2rf^+' -*- q^ )
= [(2r)«*^' -t- (2ry'+' -4- q] [{'2rf+' — (2ry-+^ + 7]. î ^ ^
Celte-ci permet de décomposer, en deux facteurs entiers, certains nombres. Par exemple :
II. Si r = 7 == 1, la relation (B) se réduit à
formule de M. Le Lasseur (***).
(*) Communiqué, en partie, au Congrès de Reims.
{") Manuel des Candidats à l'Ecole polytechnique, t. I, p, 36.
(***) Nouvelle Correspondance mathématique, t. IV, p. 86. Ce simple rapprochement, que RI. Le Lasseur a bien voulu admettre, a été l'objet, à Reims, d'une attaque aussi dépourvue de raison que de politesse. (Mai 1886.)
( l'CJ )
III. l);iii> ridoiililé
x"-4- 1 =(x^-+- l)(x*-4- j-l/S-t- 0(x' — xl-'5 -*- l), faisons
lillf prend la fornic
Ainsi, k' cube de ô**"^', augmenté de l'unité, est décomposé en trois lacleurs entiers. Par exemple :
Il est clair que le nombre des relations, analogues à (B), (C), (D), est indélini.
IV. Le premier membre de (C) étant une somme de deux carrés, cliacun des facteurs du second membre doit être, également, une somme de deux carrés.
En effet :
.jîA+i ^ .2'+' -»- I = ('2* -+-!)--+- (2*)',
V. Si, pour abréger, on fait 2* = x, on a encore
2«+« _ 2*+« ^ 1 = 2x' — 2x -+- I = - [(2x —if^l]; puis
OU
4x* -4- l=-[(2x -+- 1)--+- l][(2x— If H- ij; (E)
identité évidente et connue (*).
(') Manuel des Candidats, l. I, p. 51. 11 en résulte que la recherclic des facteurs premiers de 2"+^-j- 1, se réduit à celle des facteurs premiers, soit de (2x -+- I )^ -f- I , soit de (2a; — I ;* -i- 1 .
CliXVI. — Sur iiue classe d'équatious flifférentiellcs (*).
(Juin 1878.)
II. Application. — Soient
L'équation (2) devient
x(/x xdx + 2(v -+- 'l,<^v
^ '^[y-*-\)dy x(lx — {y-^\)dy
ou
[(a?' -t- IHy -^- ^)dy—x{y- -^ ^ly)dx'\[xdx — [y ■*- \)dy] = (t/ -+- l)[xf/x -H 2(y -+- \)dy]dy.
L'intégrale de celle-ci est donc
(*) Note tirée, en partie, du Bulletin de l'Académie. (Février 1878.) (") Relativement à /" et jj , cette équation (2) est, en effet, une équation lie Clairatit, conformément au beau théorème de iM. Mansion. (Mai 1886.)
Addition. — (Mai 1880.)
III. Soil ré(juation
xdx -+- ydy (xdx -h uduV
xdy ■+- ijdx Xxdtj -+- ydxl on
(/y* — x*)(yrfx — xdy){xdy -f- //r/j) = {xdx -*- ydy)*. (4)
Il parait dillicilc d'inlcgrer celle-ci , même au moyen d'un changement de variables. Mais comme l'équation (5) rentre dans h forme ('2), rintégrale cherchée est, tout simplement,
x' -4- y' = 2cxj/ H- c*. (4)
IV. La méthode précédente, indirecte, nous paraît, néanmoins assez remarquable : elle s'applique à certaines équations qui ne rentrent dans aucune classe connue. Ainsi, l'intégrale de
est
f^ cep -f- sine,
quelles que soient les fonctions f, f.
V. Exemple. — L'équation
CCS X -t- î/'cosw
sin X -f- sin ij = ces x ces y sm(x -^ y) —
"^ ^ ^ -^ ^ coi>^ y -^- y' cos" x
. < 2 ^ cos X -+- ?/' ces 3/ )
H- sm < cos'^ X cos" y — ^— >
( cos y -f- y' cos-x)
a pour intégrale :
sin'x -\- 1/)
sm X -+- sm ?/ = c — h sin c (*).
cos X cas y
(') On contribuerait aux progrès de l'Analyse si Ton pouvait former un recueil des équations dilTérentielles ayant des intégrales de formes données.
CI^IlVII. — Couclioidcs et podaires.
{Novembre 1878.)
Soient des conchoides AMB, A'M'B', ... ayant le point O
pour pôle. D'après un théorème connu, les normales aux points correspondants M, M', ... concourent en un point N, situé sur la perpendiculaire au rayon OMM' ... Les tangentes MT, M'T', ... sont donc les positions du second côté d'un angle droit, dont le sommet parcourt le rayon, et dont le premier côté passe en N. Conséquemment, l'enveloppe de ces droites est une parabole ayant N pour foyer, 0 pour sommet, et dont OMM' ... est la tangente au sommet (*). Si la tangente MT rencontre NO en R, on trouve le point I, où elle touche la parabole, en prenant MI = MR.
II. Remarque. — 1" Pour chaque ^ rayon OMM' ..., il y a une parabole,
dont le sommet est le pôle 0.
III. Corollaire. — Si une droite AB se meut dans un plan, les tangentes en M, M', M", ... aux trajectoires de ces points, enveloppent une parabole (**).
(■) Propriété coniuio. Lu parabole est l'anli-podaire de OMM'..., relativement au foyer N.
(**) Théorème connu. Voyez les Mélanges de Géométrie pure, par M. de Jonquières , p. 29.
\\. (lÉNÉiivLiSATioN. — Soit inif courhi' AB, siippuyaiit sur il<'ii\ (lireclrices (lU, KK. .Menons les normales Al, [il à ces
«iirectriccs : I est le centre instantané de rotation; donc MI est normale à la trajectoire du |)oint (|uelconque M. Soient MT la i.ingente à cette trajectoire et IIGK l'enveloppe de MT.
Helativement à HGK, AB est une podaire; donc HGK est ranli-jxxlaire de AB; et, par conséquent :
L^eniehppe des lanyentes aux trajectoires des points M, M' ..., est l'anti-podaire de AB, relativement au centre instantané I.
Pour trouver le point de contact G, il suffit de tracer la nonnale iMiS à AB, puis d'achever le rectangle MING.
V. Remarf/ue. — Si la ligne AMB est droite, et que les directrices CD, EF soient circulaires, la trajectoire du point (juelconque M est une courbe de Watt (*), et le point I est fixe. Soit alors IP perpendiculaire à AB : le point P est celui où la droite mobile touche soti enveloppe.
CI.X.IX (*). — Sur l'honiologie
(Décembre 1878.)
1. Problème. — Sur les côtés a, h, e, f/'^/« trianf/le ABC, on prend
BL = a, BL' = a', CM = 6, CM'=^', AN = :/, AN' = -',
de manière que
aa'^p'rr' = («•— a)(a — a')(7> — lf){h — â')(c — v)(c — r') :
r/iexagone LLMiMNIN' ('A'f inscrit à une conique (**).
Prolongeant les cordes L'M, M'N, N'L, on obtient le triangle
(*) Tirée, en partie, du Bulletin de l'Académie. (**) Théorème de Carnot.
A', H', (/, funnokxjinue de \\W.. Dttcnniner, en fonction ilvs données, l'axe VO\{ d'hotnolot/ie et le centre O d'honiolufjie. 1" (lonsidéraiil le iriiin^lc AHC- cl l:< Hjinsvcrsalc H'C , on ;i
CP "" AN .(M
Une pcnnuiaiiori tournante donne ensuite :
<:q {a — u){c — r') AR_(6 — p)(c — a')
Ainsi ïaxc l*Qll diiise les côtes du triangle ABC dans des rapports simples et connus.
"2° Des triangles liCII, liAll, respectivemenl coupés par A'JV, B'C, on eonelui :
BL'.CM . iril = Bir.MH .CL', BN. AM'.B'H = BB . Mil. AN.
Donc
ou
MH AN. BL'.CM
Mil BA. AM'.CL'' M H pr*'
M 'II {a — oc'){h — p'){c — y)
El comme MM' == (3' — [3, on tire, de celle proporlion ;
6t«' MH=(Ê' — â) '—- , (4)
o" On a
C1I = [3-+-MH, AH = (6 — p) H- MH;
puis, au moyen des valeurs précédentes :
CH S o:'p'r + (a — «') (6 — |3') (c — r)
AU ^ — fi' a'pr -+-(« — a')(6 — pj(c — r)
( 274 ) Une simple permutation donne ensuite :
a' ^'apH- (6 — ji)(a — a)(c — /) ^
AI
BÏ"
BG
CG
II. Théorème. — Le i^apport des distances des sommets A, A
ail centre 0, est au rap- S-^ port de leurs distances à
-^ ~>,JP"^---^ l'ttxe PQ, dans une raison
~I-'";*0 constante (**).
Jen'ai trouvé, dansaucu'i ouvrage, la démonstration annoncée par Cliasles (***).
En voici une.
Soient A«, X'a', Ce, Ce' perpendiculaires à PQ. On doit avoir
OA Aa OC Ce
OA' Aa' OC Ce'
ou
OA . A'a' OC . Ce'
Or
OA'. Ao OC. Ce
A'a'_A'Q Aa_AQ
Cc'-'CQ' cë""CQ'
donc l'égalité (9) devient
OA AQ _ OC . CQ ÔÂ^ " ÂX^ ~ OC. CQ
(*) On vérifie aisément (malgré la complication de ces valeurs) que le produit des seconds membres égale l'unité. C'est ce qui doit être; car
IV. Soient, pour abréger
AO = a-, no = y, CO = r ;
BG = ;;, CG = //, CA = 7, \\\-=q', AI = r, \i\ = r';
de manière que
p(jr = l>'<r''. (Il)
Du triangle AGC, coupé par BOH, on conclut
BC. Ail. GO = BG.cn. AO, ou
uq' GO =j)(i AO;
puis, par un calcul fort simple.
AG (/; -+- p')(i' -+- /;</'
(*) Si trois droites y issues d'un même point 0, rencontrent, i-ii A, B, C et en A', B', C, deux transversales, on a
MC OA f;\ OB AI! OC
B'C OA' C'A' 015' A'ir OC (Théorèmes et Problèmes, p. 9o.)
( 276 ) et par une permutation tournante :
BH
CT (r -+- r')p' ■+- rp
Les droites AG, BP, CI sont connues (*); donc les valeurs de oc, y, z le sont également.
V. Remarques. — 1° La formule (13) peut être remplacée par une autre. Reprenons, en effet, la relation
AG [p -+- p')q'-^ pq
Dans le triangle ABC, on peut substituer le point G au point H, en changeant p en q', q en p'. Ainsi
BII (p -H p')p -+- p'q
2" Dans les formules (12), (15), les dénominateurs sont îrfeniiques; donc
AG BH {p -^ p') q' -^ pq
Si l'on introduit les aires des triangles AOB, BOC, COA, ABC, on trouve, au lieu de la dernière relation,
AOB pq'
ABC {p -+- q')p' -^ pq (*) Par exemple, au moyen d'un ihcorème d'Euler :
a (**) Il est d'ailleurs visible que, d'après l'égalité (11)
{q -\- q')r' + qr (q -t- q')P + P'q'
Far conséqiienl :
.SV U's i{nanfifi's p, (|, r, p', (]', r' sntisfout à la condition p(p- = p (|'r', elles rendent idcntiijuc l'éf/alite
pii' qr' rp'
p(J -*- p (f -+• pf] 7'" -+- (/ r -H f]r rp -+- r «/ -*- rp
5" La formule (Ti) donne, imméilialenieiil, celte aulre
identité :
pq qr rp
P'I ■*" P''l "^ P7 7'' '*' 'I '* ■■'" V ^'P "^ '' P "^ 'V 4" Des deux dernières, résulte celle-ci :
pf/ -4- p 7 -+-pq (fr -+- 7 >• -4- ^r r^ -+- r p -h r;)
5° Si l'on simplifie, autant que possible, chacune de ces égalités, on trouve
(') De simples échanges de lettres donnent encore trois autres relations, de même forme que les précédentes.
(■') Par conséquent, la surface représentée par
XI
*^ xti -+- a
■1/ -\- ab -\- bx est identique avec celle dont l'équation est
xijz ■= a bc.
CIjVX. — Polaires réciproques.
(Décembre 1878) (*).
I. Théorème. — Deux triangles T, T', polaires réciproques relativement à une conique C, sont homologiques (**).
Récipuoque. — Deux triangles T, T', homologiques, sont polaires réciproques relativement à une certaine conique {***).
II. Remarques. — 1° Soient deux polygones P, P', de n côtés chacun, polaires réciproques relativement à une conique C. Dans P, prenons trois côtés, indéfiniment prolongés : nous formons un triangle ABC, auquel correspond, dans P', un triangle A'B'C. Les droites AA',BB', CC concourent en un centre d'homologie II. Le nombre de ces centres est
2° Le nombre N, des triangles ABC, est celui des combinaisons trois à trois, de-°'°~'^ droites. On trouve
Ktc.
(*) Complément à la Note CLIX.
('*) Démonstration facile.
(***) Cette réciproque a été démontrée par M. Neuberg, aussi bien que le théorème {Notwelle Correspondance mathématique, t. V, p. 270). Mon savant Confrère a étendu ses recherches aux tétraèdres liomoloyiques.
(I.XXI. — Qii<**»tl(>ii iruiiul:»s«* iiidôK'riiiiiiée.
{Juin 1870.)
Trouver la loi de formation des nombres à la fois trianf/ulaires et carrés (Philippe liaETON) (*).
L'équation du problème
se transforme, imiurdiaiemenl, en
(2y+ \y-'2{^xY=\. (I)
Si Ton développe 1^2 en fraction continue, on trouve les réduites :
r 2' ;i' 12' 29' 70' 1G9' 408' ■' Par conséquent :
ou
Ainsi, les valeurs de y sont, alternalivement, le carré du numérateur d'une réduite de rang impair, et le double du carré du dénominateur d'une réduite de ranrj pair (**).
(') Aoiivelle Correspondance malhématique, l. V, p. 285. La question est traitée dans V Algèbre d'Eiiler.
(**) En outre, cliacnn de ces doubles, rtugmenfé de I, est un carré.
II. Les valeurs générales sont données par les formules connues :
ou par celles-ci, qui s'en déduisent :
D'ailleurs
c'est-à-dire :
x^ = l[C,„,, + 2C,„,, + 2^CV, + ...]. (6)
Ainsi , les nombres demandés résultent de la formule
ils sont carrés et triangulaires.
III. D'après la valeur de 2y -t- 1, on a
y = i[(\/2-4-ir-(\/2-l)"]l
Si w est pair, cette formule peut être écrite ainsi :
et, si n est impair :
Dans le second cas, y est un carré impair; et, dans le premier, y est le double d'un carré pair (*).
(*) Voir la fin du paragraphe IF.
W . lieitiarqucs. — 1" \ = i y (y H- 1) est la somme des y ltre)niers nombres entiers. Le prohièino peul donc; être énoncé ainsi :
Déterminer y, de façon que h somme N, des y premiers nombres entiers, soit un carré.
2" Si l'on représente par"" la réduite de rang n, on a
jnns
Les valeurs de N sont donc
Addition. — {Juin 1886.)
V. Dans l'expression de r„, remplaçons n par 2n — 1. Nous aurons :
i'.„-. = ,^[(l/2-+-1)^'-'-+-(\/2-l)-^'— J. (Il)
Soient
Ces deux quantités vérifient l'équation
Donc, d'après un théorème connu (**) :
{') Cette propriété résulte aussi de la forme des valeurs de y. (**) Mémoire sur certaines décompositions en carrés (Atti de l'Académie DES Niovi LiNCEi, J884, p. 23).
Chacun des dénominateurs
\, 5, 29, 169, 985, 5 741, .. est : 1" /« somme de deux carrés; 2" la somme de trois carrés (*).
C^IiXXII (**), — Sur une classe «l'équatioiis difTérentielles.
(Juillet 1879.)
I. Dans la première Note sur quelques questions relatives aux fonctions elliptiques, j'ai l'ait observer que l'intégrale générale de l'équation classique :
d'y J dy y
dx^ xdx I — x"
est réductible à la forme
Dans cette égalité, 1, u. sont les constantes arbitraires, et E{x) = A ^ f/cp \/i—x' sin^cp = E,{x).
{') Il y a, naturellement, exception pour les deux premiers. Quant aux autres, on trouve :
On peut consulter, sur ce sujet, le travail intitulé : Notes sur la théorie des fractions continues et sur certaines séries (1883, p. 26). (**) Tirée du Bulletin de l' Académie [iS^Q).
Il résulic, (le la formule (2), (jne IVqiiation (1) peiii èire triuislorniéo d'une manière simple et remar<|iiable. Posons, en effet :
-, l/xE(x) = X;
nous aurons
puis, en divisant par \ et en différenciant deux fois
Addition. — (^Juin 188G.)
II. Remarques. — \° \ étant une fonction quelconque, Pinlégrale générale de l'équalion (5) est donnée par la formule (4). On vérifie directement ce fait en observant qu'une intégrale
particulière est
et en appliquant la méthode connue (**).
2" Une seconde intégrale particulière est, évidemment,
dx
/dx
III. Il n'est pas inutile de vérifier que
dx
■[E[x)f est l'intégrale générale de l'équation (1).
(■) Dans le tome V de la Nouvelle Corvespondunce mathématique (p. 551), j'ai ramené, à celte forme, une équation assez complexe, proposée par M. Escury.
("') Inventée, ou du moins très heureusement employée par l'illustre Sturm, dans ses Mémoires sur la théorie de la Chaleur. 11 en a déduit son célèbre théorème.
Pour plus de clarté dans le calcul, remplaçons, suivant l'usage, X par c, de manière que
y f* de
ou, sous forme abrégée :
Les deux premières dérivées de cette équation sont
c(Ey — î/E') = )., cEf/' -t- E^' — (cE" -H E') ?/ = 0. (7)
On sait que
1 , , E — /rF
donc
E" = - TE' — F'] [E — F], cE" -+- E' = F/ — F' = — - E.
La substitution dans (7) donne, après suppression du fadeur commun E :
ce qui ne diffère pas de l'équation (1).
IV. Si l'on vent, de la transformée (5), revenir à la proposée (1 ), on doit faire z^^yV x. On trouve
4x"m" -h 4xm' — V X" 4x ?/ X
A cause de X = l/x E(x), cette équation parait contradictoire
avec l'équation (1). Mais un calcul semblable au précédent
donne
X" 1 -t- Sx'''
X 4(1 — xV '
C) Legëindre, t. I, p(>. 66 et 67.
puis
4x*(l — x')y" -+- 4x{l — x*)y' — (I — x")»/ -+- (I -<- ôx'-ji/ = 0;
Ainsi, la lonetion \^ , au lieu d'ène transcendante, est (ih/cbrique et taliunnelle. Cela devait arriver; car deux cqualions dilTérentes ne peuvent avoir même intégrale générale.
VI. Généralisation. — L'équation (5) est comprise dans cette
autre :
\'z" + A-XX'c' — [XX" -h k\" |z = 0 ; (II)
k désignant une constante donnée.
En récrivant ainsi :
\z" — \"z X' Xz'—\'z X ^ '
on reconnaît qu'une intégrale première est
(Xz' — X2) X* = A. (13)
L'intégrale générale a donc pour expression
(*) On arrive à la même conclusion en observant que l'équation (11) est vérifiée par ;r = X.
VII. Remarque. — Sauf le cas où X esl un monôme, la méthode précédente ne semble point applicable à l'équation
/> surpassant 2,
Mais soit X = oc"; et, par conséquent,
Si Ton essaie
z = x^ , on trouve
Cette équation algébrique, du degré p, dont la discussion est intéressante, est vérifiée par
et, lorsque p est pair, par
L'intégrale générale de l'équation (15) (**) est donc, si p est pair :
z = Ax" -t- Bx''-"-* -I- B,x ' -4- ••• -H Ap .2X "-' ; (18)
el, si p est impair :
z=Ax" -+- A,x ' H H- A^,_,x ''-'. (19)
Vlll. Applicalion. — Soient n = 5, p = 4; auquel cas l'équation (16) devient
(*) I/existencc de cette racine était évidente a priori. {*') Equation linéaire, à coefficients constants.
L équation aiixilinire (17) est
> (i — 1 ) {;. — 2) (i — ô) = 3 024, ou
i* — 6a' -H M A- — (JA — 3 024 = 0.
Elle a pour racines :
9,— G, -(s-f-l/ÏHil^^n), i(3-l/2Ï5l/^). L'intégrale générale de l'éciualion C^O) est donc
ou, sous une forme un peu plus simple,
2 z= Ax' -t- Hx-' -+- Cx^sin 1 — ^— ^. ax I (*). (21) (*) Si Ton |)ose, pour abréger,
les quatre premières dérivées de
;^ = ,r^ sin (m P .ax)
sont :
z\ =-x- sin (»n ^^. <xx) ■+■ mx- cos (7n ^ . a.x),
z\ ■= i- — m* la: - s\n {m ^ . <xx) -i- 'imx - cos(m i^ .olx),
-'," = — I - H- - m* I a; - sin (/n -l . ax) — l-tn-^m^]x - cos (m -^ .
ri" =: 1 H - m- -+- m' ) x - siii (m -T . ax).
Égalant à
3 024 a; *sin(m P.aa;)
Autre addition. — (Juillet 1886.)
IX. M. De Tilly m'écrit (*) qu'il sait intégrer
— = Ax'", z
m étant quelconque. C'est là un très grand progrès. En elïèt, la méthode de Kummer (**), fort ingénieuse, exige des transformations longues et pénibles; et, jusques dans ces derniers temps, j'ai cru que l'intégrale de la simple équation
ne pouvait être exprimée que par des intégrales définies. Voici, en peu de mois, le résultat auquel je suis parvenu, il y a quelques années.
Soit 6) une racine primitive de l'équation binôme a;''"''* — 1=0. L'équation (22) est vérifiée par
Donc, l'intégrale générale est la somme de p intégrales définies, respectivement multipliées par des constantes.
cette dernière expression, on a donc
d'où, en négligeant les racines imaginaires,
nf = —
etc.
(*) Lettre du 4 juillet.
(**) Journal de Liouville, t. IV.
( 289 ) \. lit indique . — Soit/>= 1. L'iiilégralc générale de
sérail donc
Or, cette intégrale est
Ainsi, l'on doit avoir
/« _^ il
f '(«j'^-' -•- (r^'')dx = ke* .
Si Ton l'ait x = 0, on trouve k= V'in. Par conséquent,
/.» cç^ i^
e ' * ( e^-- -+- e--^^) da = V'It: e^ ; (25)
formule connue.
Dans le cas général, la comparaison de la valeur de z, déduite de la formule (25), avec celle qui résulte de la méthode due à mon savant Confrère, fera connaître de nouvelles intégrales définies.
CLXXIII. — Théorèmes (l'Aritlimétiquc
{Avril 1886.)
I. Soil i\ = a'^b'^c'''..., a, h, c, ... étant des nombres premiers, inégaux. Soil x le plus fjrand des produits aa, b(3, cy, ... On a
Supposons
X = uoi. ^ bp "^ cy 'y. ...
(*) A propos de ma démonstration du Théorème de Sluudt et Clausen {Note LXXVI).
Il suffît de démontrer que
Dans le premier membre, le nombre 6 est facteur autant de fols que l'indique l'expression
Soit
y étant nul ou positif. Il est clair que l'on a
puis
et, par conséquent,
II. Soient n tin nombre pair, et p un noîubre premier, supérieur à 2. On a
A>'^\i''~') = jn{p).
Le premier membre égale
En négligeant des multiples de p, on le réduit à
puis à
quantité nulle, parce qu'elle est composée de n termes, égaux et de signes contraires deux à deux.
(*) En effet,
I. Diuis les Cowples rendus (séance du 10 aoùl), ou lit
o Ainsi les deux nombres prvjniers 7 eM5 ne peuvent diviser « la sunnne de trois cubes sans diviser l'un de ces cubes. » ;) é(;im un nombre pirniier, soil n=^^. D'après k' théorème de Termol, si p ne divise pas a :
a" = 0)1 il') ±i.
Donc, i élant impair :
a'; -+- u': -+- ••• -+- a? = riTl (p) + X,
en supposani
Le nombre des termes du seeond membre étant impair, x n'est pas nul. On a donc ce théorème :
5? p est un nombre premier, et que i soil impair, la somme des puissances^^, de i nombres entiers, premiers avec p, ti'est pas divisible par p.
Addition. — (Juin 1886.)
II. Corollaire
1 î ^ 2 * -4- ••• -i-(;;— 2) * n'est pas divisible par p.
III. Remarque. — Le ihéoréme ci-dessus ne démontre pas la proposition relative au nombre 15, signalée par JM. Pépin. Pour la vérifier, il suftit d'observer que les résidus, par 13, des nombres
sont
c'est-à-dire =b 1, ± o. Donc la soirmie de trois d'entre eux ne peut être nulle.
CliXXV. — Sur (leu:iL formules d'appro.Yimatioii.
(Mars 1881.) I. Suivant Euler (*), on a, sensiblement,
TT = — - H f- 4a
« étant un nombre entier (**).
On sait que
/ e~""'s\nxdx
f- nv
ou
e " sin xdx =
Donc,
aVi
a -t-4 a"+a" ay
T _ 2i- ai
'-f-e "H ne"
jsinxrfx, (2
La quantité entre parenthèses égale
Par conséquent, si l'on appelle A le second membre de l'égalité (1) :
sin xdx:
et, pour a infini :
Uni
A= 4 / -si
sin xdx.
(*) Correspondance avec Gohlbaeh, p. 221.
{") Condition évidente, le dernier dénominateur étant «' -+- </'
(•*•) iVo/c LUI.
Or :
/"sina- , TT / " sinx n
Donc
lim A = TT.
II. Si l'on l'ail a= 1, 2, 5, on trouve, par application de la fonnnie (I) :
;r = ô,iG660, 77 = 5,14 IGG, 7r = 3,14159y.
On voii (|ue k' second membre converge rapidement vers sa limite.
III. Dans le Journal de M. G. de Longchampa (février 1881), M. Geu/frotf a donne une formule que Ton peut écrire ainsi :
ar -i- a — 1 J
En la comparant à la formule d'Euler, on voit que la différence des seconds membres est
a (la*
Cette quantité, nulle à la limite, devient — pour o = 2. Ainsi, la formule (2) est moins approximative que celle d'Euler.
CI.XXVI. — lue surface d'intrados
(Juin 1881.)
I. On donne, dans le plan vertical OA, une ellipse projetée, en vraie grandeur, suivant A'D (***); et, dans le plan vertical OB, une ellipse projetée, aussi, suivant A'D'. Lue circonférence, dont le plan est perpendiculaire à OA, et dont le centre I est sur l'horizontale OC, rencontre les deux ellipses. Quelle est la surface ainsi engendrée?
(') BiERE.NS DE Haan, T. 565.
(*') Université de Liège — Salles du second étage.
(*•') 0'A' = AB = 2«, OD' = AC = CB = a.
( 294 ) Soient G, H les projections horizontales des points où la géné-
ratrice coupe les directrices; soit H' la projection verticale de ces deux points.
Il est visible que le rayon o, de la circonférence génératrice, est donné par la formule
Mais :
IH = - OG, PH
Donc, à cause de O'P = OG,
Ainsi, la surface d'intrados proposée appartient à un cylindre dont la base est la demi-circonférence AC'B, et dont les génératrices sont parallèles à Vhorizonlale OC.
II. Si Ton considère le corps limité par le plan horizontal, la surface cylindrique et les plans verticaux OA, OB, AB, on trouve aisément que le volume de ce corps est
(*) L'aire de la surface d'intrados est donnée par une intégrale elliptique, assez compliquée, et peu intéressante.
( 295 ) C'I^XX^ll. — ^iieiqiiCN .sériON iiiiiiKTiquCH.
(1857-1880.) I. l);iris la foiimile
r(/-+- i)r(/'-^ I) Il 1.1' 1.2
supposons /== 1, /' ^ 1 : elle devient
Mais
Donc
, par
réiiminalion de -
'kl
résultat
curieux (").
En combinant les éga
lilés (1), (5), i
on trouve :
I /i.ô.sy
II. La formule (3) peut être écrite autrement. Le terme général de la série est, pour n > 0 :
Soil, comme dans la Note CVII :
(*j Tome I, page I4J.
(**) Cette égalité résulte aussi du dévcio])fjenicnt de E,(c) (Legendke, t. I, p. 65), dans lequel on ferait c^ I. (Août 1881.) (•*•) Tome I, page 140.
(") Second Mrmoire sur les fonctions X„ (p. 6).
T„4.2 étant le (n -+- 2)'*™' Nombre de Segner. Nous aurons
puis, au lieu de la relation (5) :
Voici donc encore une série remarquable, dans laquelle fiajurent les Nombres de Segner.
CliXXTIII. — Uue équatiou aux. différeuces.
(Août 1881.)
II. La formule (3) donne
u^ =z u -^ b, it-i = 4a -+- b, ii^_ — Hi = 3a.
Par conséquent, si les deux termes initiaux sont entiers, et que leur différence soit divisible par 3, les termes u^, u^, ... seront entiers (**).
(*) Rencontrée en étudianl la fonction X„. (**) Si la loi de récurrence est
(/( -+- 1) Hn+i — ("2;i-+- I) U„ -4- /(»„.- 1=0,
il est impossible que tons les termes soient entiers.
<'I<XXI'%.. — A|i|»llrM(ioii €le lu l*prM|>ertive
tiiix, «•^tIcn.
{Janvier ISS'i.)
I. Considérons In iigurt' l'orinée par un nnjile rctiiligne et un syslrnie de parallèles. Si l'on en fait la perspective, sur un tableau parallèle à l'un des côtés de l'angle, on obtient, en général,
— JC
la ligure ci-contre, dans laquelle P est le point de concours des droites AiB,, A-^B-j, ..., A„B,., ..., perspectives des parallèles données.
Soient :
OA, = «,, A,A.i = Mi, ...; 0.\„ = S„; OB, = v,, n.B, = Vi,...; OB„ = I„.
Nous avons ainsi la représentation géométrique de deux séries :
Vf ■+■ l'.> -t- l'3 + ••• -^ Vi M- •••, (2)
à termes positifs. Si la première est divergente, la seconde sera convergente.
En effet, la position-/me7e de A,.B„ est PC, parallèle à Ox.
II. Remarque. — Toutes les séries convergentes (2) ont même limite, si les termes initiaux U|, Ug, Vi, v., sont constants.
Car la position du point P, et par suite celle du point C (l'angle /yOx étant donné), ne dépendent que de ces quatre termes.
III. Lorsque trois droites PA, PB, PC sont coupées par deux droites OABC, OA'B'C, on a
IV. Exemples. — 1" Soient
L'équation (1) se réduit à
Il en résulte
En outre,
inn
n -+- 5 yi -+- 4
(*) Voir ci-dessus, page 275.
(**) Le second membre est fini cl détermine si, comme nous l'avons supposé, les droites A,B,, AjBj sont concourantes.
Oïl (ronvo :
\ . HeninKjues. — 1" Si Ton suppose
nii H
puis, par la sonimaiion des colonnes verticales :
Ainsi, les séries (4), (d) onl même limite.
2" Celte limite commune o- doit être une transcendante compliquée. Car la série (4) est un cas particulier de celle-ci :
I -H X 1 -H x' 1-4- x'' 1 -+- X* laquelle se rattache à la série de Lambert.
CliXXX. — Sur les uoiiibres coinbinafoires (*).
I. Les nombres C,„^i,C,n,i, —, C„.,,„ sont tous impairs, si 01=2'— 1 Cette condition est nécessaire (**).
V. Théorème. — Si a ef b sont premiers entre eux
= entier (").
(*) Nous rappelons ici les énoncés de théorèmes publiés dans divers recueils.
(**) Matiiesis, t. I, p. 203.
('**) Ibid., t. III, p. 48.
(") Cette propriété, dont la démonstration n'offre aucune difficulté, est probablement connue. (Juillet 1886.)
(") Sur quelques questions relatives aux fonctions elliptiques.
VI. Si a -+- It est un nombre premier, i.2.3... («-+-6— I
i.2.5... oX 1.2.3.. 6
= entier (*).
VII. Cl,, » -♦- - t'ti.-i, ■-! • Cl, » -♦- — Cj„_«, «-t- Cl , -H •••
I ,, 2 4.6 ... "in
i>// -+- I • ôri.y... (2/1 H- 1)
\ III. TiiÉonÈME. — Si p est premier :
' -+- 5 [C,-i..]*-*- :^ [^P-..^r-*- - -^ 7 [C,_i,,-tV = entierr')-
lA. Cj„_„ -+- Lï„.i, „_i . Ci, 1 -+- Cj„_4,„ j. C^j "+"•••-'- Cï„„ = 4" (").
(// — I ) C.„. j -4- 2 (n — -2) Ci„, 4 H- 5(w— 3) Cj„, ^ h h (n — 1 ) Cj,, ^
/t— 3 (n—i)(n-o) 2" •— 1 VI 0"-' ^)»-î> L. 2""'- - - = ('"i
XII. 1-H-C„_,., ^ -C,.^,,,-...-^ -C„_,,„_3= ('■"). (A
Remarque. — Dans les deux dernières égalités, cliacun des termes est entier, si « est premier.
(*) Corollaire du tliéorème.
{") Notes (l'Algèbre et d'Analyse, p. 14.
(•••) Ibid., p. 20.
(") Journal de LiouviUe, t. IV.
(') Noies d'Altjèbre el d'Analyse.
C) Sur quelques développements de sin nx et de cosnx {Nouvelles Annales, 1885).
('") Relation presque évidente.
("") Sur un dcveloppctncnt de l'intégrale elliptique... (1885). Voir aussi Note CIX.
XV. Théorème. — p étant un nombre premier, supérieur à
i H_ ô"-' -4- 5"-^ -^ ... + [jj — -2);' -2 ^ Z H- Jll, (p), (Bj
Dans régalité (A) :
Cp-i, 2 ^= ap -+- I = 5a', Cp„,, ^ = 6/) -+- 1 = 36', ... ; a, a', b, b', ... étant des nombres entiers. Les équations
ap -^ \ = 5a', bp -+- I = 56', cp -*- \ == 7c', ... sont vérifiées (d'après le théorème de Fermât) par : a' = ù" '^Jïlip), 6'=5''-^ + JR(p), c' = 7"-^ -H JR (p), ... Donc cette égalité (A) devient
XVII. ,— -€,,+ ^C„.,-..= -)"; 7777-- (C
(') Mémoire sur certaines décompositions en carrés, p. 61. Il résulte, de celte dernière relation, que
est la somme de 4" carres impairs.
(**) M. Mansion s'est proposé ce problème :
Peut-on avoir 2''~* — 1 = 0I1L(/^")' ^" nioyeu du Corollaire, la question est ramenée à une autre, peut-être moins difficile. Suivant M. Ern. Cesàro, à qui je l'ai soumise, elle est impossible pour p ^-43.
Le premier membre éjîitle
or" » =fc X" '' lis
= / .,- " [s — \Ytis = (- \Y \\(p + 1, »i — /> -+- I )
r{« --2) ^ ' (;;-Hi)C„,,.
La relalioii (C) est donc démonirée.
Heinarqne. — Elle subsiste quand n el p sont remplacés par des nombres quelconques, pourvu que p ne surpasse pas u.
f'IiXXXI. — CarréN iiiasiqueN.
(Décembre 1885.)
L Avec les nombres 1, 2, ..., I(), on peut former le roj-rc magique suiviint :
Il en résulte, immédiatement, une infinité de carrés magiques, représentés par
.r-+- lo//
x-i-]itj
X + 1 ÔIJ
x-\- '2ij
x-^ 'il
( 304 ) II. Exemple : oc = 5, // = 5.
Il est clair que le procédé est général.
CIjXXILII. — lutégrales déflnies équivalentes.
(Juin 1 886) (*).
I. Un calcul direct, fort simple, donne
(Ix
i -4- a; -+- l/^ I -H jr*
Cette formule a cela de remarquable, qu'elle subsiste quand, dans le dénominateur, on remplace x par X=f(x), f{x) étant une fonction impaire (**).
En effet, A étant la valeur cherchée.
ou, en vertu de l'hypothèse faite sur X :
(*) Communication au Congrès de Nancy, ('*) C'est-à-dire, satisfaisant à la condition
( 305 ) II. Apiilicatious :
I -+- siiiXH-l I -♦- sin'i
l+sinV+l/l-hsinV J l-+-sinx + cosx Si
2" \„ rc'pri'sei)l;iiit un polfinôna' de Lerjendre, î\ indice iuipair : • -' dx
ô° D'après la forniuie
la lianscendanle w(l — k'*-) est nne fonction impaire, relativement à la variable 7. Done
dq
Eté., etc.
III. Remarque. — Toutes les courbes représentées par l'équation
et limitées par x = zb a, on/ des aires égales.
(*) Dans la deuxième intégrale, X = sinccj dans la troisième, X = ,sin'a;; dans la quatrième, X = Ig x.
(•*) Note CXXIV, p. J2'J.
CliXXlLlII. — f^ur les fooctions elliptiques «le première espèce.
(Mars 1877.)
1. Problème (*). — Trouverune courbe dont V arc soit exprime par l'intégrale elliptique de première espèce. De l'énoncé, on conclut
k'du' .,,
u'^du^ -+■ dw = — — ; (1)
f, g étant des constantes données, et k une indéterminée.
Ensuite,
du'^
if —ii){u —g)
Le trinôme entre parenthèses est un carré lorsque On a donc, s'il en est ainsi.
dr du = — du ,
ou
1 du
d= da =
II. Pour simplifier le second membre, on peut faire, par
exemple,
;, = tg"9;
c'es(-à-dire
i<'^ = /''^cos^9 -4- ^'^sin'^cp. (4)
(*) Résolu par Lcgcndrc et Scrrct.
Il réMille, lie ceUe rcliilion,
± ih = - (g' — D
puis, par une formule eonnuo,
(p -«- (/*sin*(p
±{a — x) = - — ;- — arc (g [ - li; d^
fu
III. Les eourbes cherchées ( (ouïes égales enlie elles) sont représentées par le système des écpiations (4), (fi), on par la formule m)i(|ne :
= ij;
1\ . Si s, est l'are «l'une de ces courbes, compté, par exemple, à partir de w = a, un tire, de l'écpiation (I) :
1 du
,h = - ir - g-) ;
ou, au moyen de la formule (4) :
:2 \f^ — {[' — g") sin- cp
Ainsi, conformément à l'énoncé, Varc s égale le produit d'une longueur constanle, par une intégrale de première espèce.
I. Le premier membre égale
ôx'{y -+- z) -+- c>if{z -+- x) -4- 5z"(x -+- î/) -4- Hxt/z.
Ainsi, n^ doit èlre divisible par 27. Soit n^ le quolienl :
{y -t- z)x' -j- (»/ -t- zfx -+- _7c(?/ H- z) = 9?r', ou
(«/-+- z)(z -+- a;)(a; H- (/) = ibi-'. (2)
Donc, si l'on décompose 9<P en rtftc, on a :
y -{- z = 0 , z -\- X = b, X -i- y = c; puis, en supposant « H- 6 h- c = 2/j :
II. Applications. 1" n
On peut prendre :
On trouve :
En effet,
73 _ (5'' -H l^ + |5)=G', ou
X = 9, y = 9, z = 7, u = 24. On a
ou
(*) Afin que x, y, z soient entiers, 2/j doit être un nomijre pair.
III. lirmiiKiur. — Le premier nicniliic de rr(|iiiitioM (I) est
(iclU- »|ii;iiilil«' (loii se réduire :'i 27//'' si ahc ^= '.)«"'; doue, eu général, un ;i Vidcnlitc :
(a-^-b-t- ry — {h -*- r — «)' — (r -+- «i — 6)' — (« -*- h — cf=U(ihc; (A)
on, si l'on laii
= (5a--4-ôP'-HrT- )
(lelle seconde id(nlilé résout, d'une inlinité de m.inièfes,
l'équation
IV. Lxcinj}lr. — Prenons
11 résulte, de ces valeurs :
x=\, !J — U X = 383, 1/ = 96, f = 385; puis
C'I.XXXV. — lue identité (**).
(Jia^• 1877.)
On a, (juelles que soient les (juanlités b,c :
4(1 0/>' — \9hc -+- \Ocy -+- '2\G\l)c{h — rj
(') On peut comparer cette solution incomplète avec celle qui est développée dans la Note CXXVI.
(**) Trouvée en discutant l'cqualion
j-5 _ -2(6 -+- c)x^ _ (-26-^ - 9bc -+- '2r^)x -4- (h -t- ci(6* — 3/>c + c^} = 0.
CliX-XULVI. — Crénéralisation d'un théorème (le 11. I^aisaut (*).
(Octobre 1876.)
I. Théorème. — La droite qui joint le centre G de gravité d'un triangle ABC, au centre 0 du cercle inscrit, divise le côté
moyen BC en deux segments BR, CR proportionnels aux différences entre ce côté et les deux autres.
Le théorème de Ptolémée, appliqué au triangle AaA' et à la transversale OGR, donne
AG . al\ . A'O = AO . A'R . «G.
Par des propriétés connues ;
^ A'O BA' oc
AG = 2aG, T^=-^, BA' =
AO BA
(*) Nouvelle Correspondance matltématiquc, t. Il et III (Question 152).
donc la rt-lalioii promlcnle se rétliiit à
AiiK»i tléjà :
Les distanrcs iltt /luinl K, (iiix pivds de la nii'dianc Au cl de la bisseclrkc A A , sont entre elles comme la demi-somme des côtés extrêmes est nu côté moj/en.
Si Ton représente par x, y les segmenis BH, CH, «m peul écrire, sous les deux l'ornies suivantes, la proportion (1) :
ac lia ah "la
La première équation donne
la seconde :
Donc
ou
"la
BR
VAX a — h
II. 0' étant le centre du cercle ex-inscrit à l'angle A; menons la droite GO'. Soit S le point où elle coupe BC. On trouve, de la même manière que précédemment :
A 'S 2« puis
BS a -*- c
es a -H f >
(*) D'après les proportions (1), (5), In droite aA' est parlarjce harmoniqufntent par les points R, S.
III. 0", O" étant les centres des deux derniers cercles ex-inscrits (*); soient T, U les points où les droites GO", GO'" rencontrent, respectivement, CA, AB. Une permutation tournante, eflectuée sur la proportion (4), donne
Cï 6-t- a AU c -^ b
AT~6 -»- c' BU ~c -I- «' et, par conséquent,
BS . CT . AU = es . Aï .BU. (5)
Ainsi, les droites AS, BT, CU (**) concourent en un point V.
CliXXWII. — Sur l'he^agoue iiiserit.
(Octobre 1 878) (***).
1. Théorème. — Soient a, a', b, b', c, c les côtés consécutifs d'un hexagone inscrit; soient a, (3, y les diagonales qui joignent les sommets opposés. On a, entre ces neuf éléments, les relations
{ab -J- a'3){bc + b'r){ca -+- c'a) = {a'b' -4- b(x.){b'c' -+- cp){c'a -4- r)
= ((/[3 — ab') ipr — bc') (ra — ca') ('^).
1" Dans les quadrilatères inscrits CA'BC, A BC'A (') :
b'r -+- 6c = A'C. BC, l>j. -h a'b' -= A'B'. AB;
et, par conséquent,
b'r -4- bc BC
boc + a'b' ~ ÂB " Une permutation tournante donne ensuite :
c'<x ■+- ca CA a'S h- ab AB
cf H- b'c' BC ar -+- c'a' CA
(*) Non tracés sur la figure.
(") Non tracées.
(""*) Notivcflc Correspondance mathématique, t. V, p. 295.
(") Prouhct en a donné une autre [Nouvelles Annales, 1858, p. 185).
(^) Le lecteur est prié de faire la figure.
\a' {)i()(liiit (lo seconds iiR-inlircs V'^;\U- ruiiité; dont- (/)(• -f- h'r){ru -+- r'x){ab -h tip] = {b'c^-^-cp]{(•'a^-^- ur){(i'b' -+- ^a). (1) ^2" Dans les (|nH(lrilnlères inscrits (lA'liA, ABCIV ;
r. AI! -+- //'. CA = X. ne, <■■. A M »- a . IJ(: = S.CA; ainsi, par I élimination de CA :
{cp -^ l}'c')\\i = («p — ah' ]liC; puis, an mo\eii (l'une porniutaiion (oiirnanle : {'xr -t- c'a')liC = {pr — l)c')C\,
(hx -4- a7/)CA = (ra — r«') AU.
Conséquemment,
(cp -»- b'c'}{ur -+- c'u')(/;a -4- ((7/) = (aâ — «//)(Sr — bc'){ry- — ca')- {^)
II. Considérons les quadrilatères inscrits IVCA'B, IVAC'B. La formule connue :
appliquée à chacune de ces deux figures, donne
(/»'c' -H râ)(c';3 H- b'r){b'p -f- ce')
(S + <,'-,-(•- c)(6'-4 C-+-C'— &)(<•+(•' H- s— 6'Xc'-t-j3 -+-//- c)
(S -1-6 -+- «' — ci){a -+- u'-4-6 — S)(aH-a'-+- S — ^(1^-+- " -^b - a') \{ étant le rayon du cercle auquel l'hexagone est inscrit. La diagonale (3 satisfait donc à Téquation
(ffi -+- b'c'){c'p -^ cb')(b'Çi ■+- ce')
(p-f-6'-Hc — c')(5-«- f-4-r'- //)(S-h//-i-c'— c!( — (3-+-/>'-4-c-Hc')
(«'8 -4- aft)(aS +- <('b\{hp -+■ au') ip-^b -f- a' — a)(p H- («-+-«' — 6)(|3 +- « -h 6 — a')( — ô -f- rt -4- o' -+- 6)
laquelle parait être du septième degré.
(') Voir, par exemple, la Géométrie de Legendre, Note V.
CliXXXVIII. — Nui* la partition des iiioiubres.
(Novembre 1878.)
I. La formule
■Ce — ^)=-^-*-^-+- ^+ •■•'
équivaut à
Développant chaque exponentielle, on trouve, comme terme général du produit,
T{a -t- i) 2T{6 + 1) 5T(c -+- I) Si donc
le coefficient oc", dans le second membre de l'égalité (1), sera
^r(« + 'l).6T(/>+l).5T(cH-l)... '
le signet s'étendant à toutes les solutions entières, non né(jatives, de l'équation (2). En conséquence, on a ce théorème d'Arithmétique :
La somme de toutes les fractions
2* . 3^ 4" ... r(« -+- i)r{l> -H 1 )T{c + I ) ... est 1.
II. Remarques. — 1° Le nombre de ces solutions est le coefficient de ç", dans le développement de
c'est-à-dire ^(n) (*).
(') Hechurches sur quelques produits indéfinis, p. ^l.
"2" Il y II uulunl de tnanirre.s di- ilevomposcr u eu parités entières, égales un inèfjales (*), f/»'/7 y en a de décomposer n en un )iiulliple de I, uuyiuenté d'un multiple de 2, (iiif/menfé d'im multiple de 3, »'tc.
Soil, pnr cxempli', n = 5. Les di'cuiiijfDsitioiis indiquées soiii
D'après la proposition énoncée, on doit trouver 1 I I I t I 1
420 2^ 2 2.6 2.5 4 5 6 C'est ce qui a lieu.
m. L'identité
^ 2' . 5' . 4"... Via -H 1 )r(6 h- 1 )r(c -i- I ) . . peut être écrite ainsi :
(*) Ce nombre est ■■{'{»■}■
Par conséquent :
Si un nombre n est décomposé, de toutes les manières possibles, en parties a, (3, y, ..., appartenant aux progressions
la somme des fractions ' égale l'imité (*).
V. Application. — Soit, comme ci-dessus, vi = 5, d'où
(*j Chaque progression ne doit pas renfermer plus d'une partie. ('*) Recherches..., p. H.
(•") Ibid., p. 89.
.\l)slr!iC'lioii faiU' îles zéros, les suliiiioiis de rt'(ju:ilion (2) sont :
\)r plus :
Donc
120 r..2 2.4 2.:i 2.Ô 4 o ce qui est exacl.
VI. I{eino7({Ue. — Le nombre des fractions composant '^(n) é(/ale 'l(n).
VII. (iénéraUsation d'une identité connue. — (h) a, quel que soit le nombre entier p :
Kn eiïet, si Ion multiplie par 1 — x, on trouve I = 1 ( *). De là résulte la propriété suivante :
Tout nombre entier est décomposable, d'une seule manière, en parties appartenant, respectivement, aux progressions
p, 2p, ôp, ... {p—\)p; ;r, 2/A 5/,^ ... {p-~\)p'; (•*)•
\'III. Exemple. — Soit /> = o : les progressions sont, si l'on
veut :
0, lu, lu, 20;
{*) .•\vons-nous besoin de dire que la série est supposée convergente? ('*) Chaque progression ne contient qu'une partie, au plus.
On peut donc former tous les nombres, non supérieurs à 100, avec un terme de la première, un terme de la deuxième et un Itrme de la troisième. En particulier, 67 = 2 -i- Ion- oO.
Addition — (Décembre 1882.)
X. Application. — Lorsque « = (j, la relation est
OU
i . 12 -+- 4 . 1 5 + 0 . 8 = 4 [I . (i -H 4 . 4 -i~ (i . I]; ce qui est exact (**).
(*) Rechercfies..., p. 100.
(**) Dans le Journal de Mathnnutiqm-s, Liouvillc a donné, avec ou sans «lémonstration, une foule de ihéorèraes analogues à celui qui est exprimé par l'égalité (A).
flilL^XIV. — Mur I» M«>rl«> tlv liHiiié,
(Oclohn- 1879) (*).
I. Snwinniinu. — Des égalilcs
U. = tl; -f- Il
01) (Inliiit. |);ir .-iddiliori :
S„ — «1 — «., = S„ — », — II,, -+- S„ — ii„ , — II,,, ou
S„ = '■2ii„ -4- »/„_, — u., = u„ -+- j/„^, — 2 (**),
ou eiiliii
formule connue.
II. TiiÉORK.ME. — On a, entre trois ternies équidistanfs, l'n-p» Un» '^'n + p» ^^ 't' temie Up_,, la relation
l'I - l'u rUr,^r = {-\ )"-''+'(Mp-.f . (2)
Si l'on fait
une formule connue donne
(*) Voir, dans la Nouvelle Correspondance mathématique (t. V, p. 199), nos remarques sur Vhistoire de cette série.
(**) On ne doit pas oublier que les premiers termes de la série sont
Donc
ni- »„_,y,.^,=U{a"^'- If^r-io"-''"-' - 6"+''+')(«"-"+'-()'-''+') |.
La qnanlilé entre parenthèses est réductible à
(ahy'-''+\a'' — b>'f D'ailleiirs, ab = — 1. Par suite,
ul - u„-„u„^, = - 1- I )"-"+' (l- 3 . »„_,)' ; etc.
III. hvntarqne. — Selon «|ue /^ = I ou n, Tégalité (2) se
réduit à
ul — w„_, . w„+, =- (— I )" (*), (3)
ou à
Celle-ci a été donnée par M. Edouard Lucas (**). I\^ Généralisation. — Soit une série récurrente :
dans laquelle
Soient, conformément à la méthode connue :
{') On suppose "0=^1 ^^i" 'l^c la formule (2) s'accorde avec les expressions :
(**) Nouvelle Correspondance mathcmaliqiic , t. I, p. 74. Nous avons déjà cité le beau Mémoire dans lequel notre savant Collègue a développé quelques-unes des propriétés dont jouit la série de Fibonacci, ou fèrie de Lamé.
{'") liOrsquc c=l, cette série est semblable à celle qui donne les eosiiuis lies mulliplcs d'un arc x.
Si les termes m,, u^ sont tels (juc l'on ail, en général,
ti.= ' (n"-^'-^-+«), (5)
on trouve, eomme dans la série de Lamé :
ul - u„.,u„^„ = (- \r-'-^'{u,_,)\ (2)
V. Exemple. — Soil c = ^, de manière que
L'application de la formule (5) donne
M, = iC), M^ = 68; après quoi l'on obtient, par la loi de récurrence (5) : i/:,=288, Mi=1220, j/5=5IC8, 1/^ = 21982, «, = 92 736,... D'après ces valeurs,
vl — ^l^t(^ = «î, OU
\ 220'— 16.92 756 = 68% oonforniément à la relation (2).
Addition. — {Août 1886.)
VL Remarques. — 1° Cette relation (2) exprime que :
Dans toute série récurrente, de la forme indiquée, la somme un la différence des carrés de deux termes quelconques est é(/ale ou produit de deux autres termes.
2° 5/, dans la série de Lamé, on fait la somme des carrés de deux termes séparés par un nombre pair de termes, cette somme est un nombre composé (*).
(*) Dans les Noies sur la théorie des fractions continues et sur certaines séries (1883), on trouvera d'autres propriétés de celte remarquable série,
CXC — Sup la formule du biuùiuc.
(^Décembre 1879.) I. Si, dans la formule principale de la Noie LXVIII :
on change A; en ^ , elle devient
et celle-ci, comme on le reconnaît facilement, équivaut à la formule de Poisson (*).
II. Si l'on suppose 3c= 1, on obtient
/^* r-p-\lt
et, mversement,
Ainsi, Vintègrale définie, conlenue dans le premier membre, est la somme t/e p + 1 fractions fort simples, ayant même dénominateur (**).
(*) Note LXVIII, équat.(l).
(**) 31. Dùreiis de Haan donne (T. IV), A' après Legendre :
le synabole ( " ) représentant le coefficient n"'"* de la puissance (b — a — 1)''='"' du binôme (p. 22).
De là résulte, avec les notations habituelles,
\zl --^0 m — p -1- «
[•"-p-^dl /1\»'-''
Il ne m'a pas été possible de vérifier si cette formule est exacte. (Sept. 1886.)
III. liemarque. — Le développement en série, de (î -+- /)"'"■*■*', donne, au lieu de ectle formule,
ni — /; -+- 5
Par eonséqucnl, si p est entier positif, la série contenue dans le second membre est somniable, quoique peu convergente. Exemple :
2 5 1 4 1.2 5 1.1>.3 IV. Il semble, d'après la relation (A), que
(lH-0
mais celle formule est inadmissible. En effet, si x est compris entre 0 et \, Vintégrale contenue dans le second membre est, presque toujours, infinie. Il nous faut donc ciierchcr, directement, la valeur du premier membre.
A cet effet, soit
d'où, par un calcul facile :
_(_a;)«^Y=^1_a:)[-l+C„._,,.x-C,„_,,,x^-...dbC„._,,,.,x''-'] ^- [ ^— C„,,x -^C^,iX' zbC„,,pX''].
Le second membre éffale
"Bl-l.l
(*) Les signes supérieurs, si p est pair.
ou, d'après
la
ihéorie d
es
combinaisons (*) :
pX^
Ainsi
jnC,„_j,,,_
— xr^'
puis
x^rfx
Par conséquent, la relation cherchée est
1 — C„,,x -t- C„,2x' ± C„,pX
r r"^ x^dx
V. Remarques. — 1" Inversement
y (i_xr*~" mc„_,,j (1-xr r
et, si m est un nombre entier,
/'^ x^dx _
-"wi, p+l
^P+l r rP+'-4-..-±x'"
2" Si l'on suppose
( 1 _ x)'" = 1 — C,„. ix -i- C„,. 2X- =fc C,„, ,x'' zp R , (4)
il résulte, de l'égalité (D) :
(') Coiirs d'Analyse, p. 44.
('*) Si, dans la formule (2), on fait x = 0, on trouve y = 1.
(***) Par exemple,
Addition. — {^Auùt 188G.)
VI. La Ibrmnle (D) est en défaut quand x= 1. Mais, quand il en est ainsi, le premier membre se réduit à ± C„_, ,, (*), Consé- (juemmonl : x tendant vers 1,
/^' rdl
ou
/rdt \
Afin de vérifier ce résultat, j'observe que
A' /'■(// I .Vf' i'' '(^^
I = — xTl — xY"^ — — / ;
J (I _/)-+' m ^ -" mj (l-O""
puis
V'dt \ P 0
Si X = \, la fraction prend la forme |. Le rapport des dérivées des deux termes est, lorsque t = x :
Et comme cette quantité a pour limite zéro, la relation (6) est démontrée.
(*) Théorème de M. Genocchi (Nouvelles Annales, 1809, p. 132).
(**) Pour plus de clarté, nous avons substitué, dans la diffcrcnlicllc, t hx.
exCI. — Problème de probabilités (*).
(Mars 1882.)
I. Un bijoutier possède un diamant bmt, dont la valeur est a francs. On lui annonce que ce diamant est brisé en n morceaux. Un amateur, qui ne les a pas pesés, propose de les acheter. Combien doit-il les payer ?
Un raisonnement fort simple, développé dans le Traité de M. H. Laurent (**), prouve que le prix demandé est donné par la formule
= aff...{{\-y-z-.:f + / H- z' ^ -y^/dz..., (1)
dans laquelle les n—\ \ar\ah\es, positives, satisfont à la condition V étant l'inlégrale multiple qu'il s'agit d'évaluer, soient :
A = / / ... drjdz^ B := / / ...ydy dz, ...,
C= / / ... y'^dydz..., D= / / ...yzdydz...
Il est visible que
V = A — 2(n— l)B-+-2(n— 1)C -+-(/i— !)(« — 2)D. (4) Mais, d'après la formule de Dirichlet :
{') Extrait de mon Cours à l'Université de Liège. La même question a été
traitée, dans le Journal de Battaglini (avril i886), par M. Ernest Cesàro.
(**) Page 13i. C'est dans cet ouvrage que j'ai pris l'énoncé de la question.
Donc
et, après quelques ri'duclions
OU
•in II P = (8)
II. Si l'on fait )i = 1,2, 5, 4, ou oblicul, au moyen de celle
formule :
V = -a, P = -an, P=— M, ..
m. Remarque. — D'après la formule (3), l'inlcrjrale
.Si /a somme des n variables, positives, est un.
CXCII. — f^iir nue formule d'Abcl
(Septembre 1886.)
I. On irouve, dans les Œuvres (**) de l'illuslre Géomètre norwégien,la relation, bien remarquable,
11 [ r^ tdl
II en résulte celle-ci :
1 = V- lia I : (A)
o-^ [a-^Xf (a-+-2)* 2a'' J (a^-t-f^f (e'^'— e"^') '
(*) Au lieu de cette valeur, M. Laurent indique celle-ci : 75. (**) Édition de Hoimboe, tome II, page 50.
puis, en supposant, successivement, a = 1, « = ^ : 7T- 1 /- tdt
1 /•" tdt
(i -+- ty\e^ -H e
II . Dans (A), changeons a en a-h \, puis ajoutons. Le résultat est
I ri 1 1 i^»
8 [â' ~ (an- \f\ ^ "J [a
tdt
tdt !(^)
/ - tdt
Le second membre peut être écrit ainsi : 1 /^- tdt 1 /^- ^r/f
Il ■-
Par conséquent, l'égalité (4) devient 20-4-4 /^« /f// r a -t- I a "I
8a(aH- 1)~./ (TT"^ ^a. _ g--a< "*■ gr(a+2y _ g-(a+2)rj' ^ '
Pour simplifier celle-ci, je suppose = k -h i, c'est-à-dire
a = j, A: étant un nombre enti€7\ La quantité entre parenthèses se réduit à
Le premier membre égale ^^^"'^j. Donc entin : {k -t- 2)A-' _ y-- f^/< 1 -4- (^--t- \)[e-' -+- e'('-^»)'.4- •• + e-^']
(*) Par le changement de ' en ,.
Voici donc une nouvelle suite d'inléjïralesdélinies, d'apparence 1res complexe, dont les valeurs sont fort simples. Par exemple :
y^- tdt -Je'' -+- 1 -f- 2e-'' 5
« till ôe'' -+- 4 -+- 5e '' 2
etc.
CXCIII. — Sur le tliéorènie de Fermât
{Septembre 188C.) I. Si, dans la relation due à Fermai :
a;-'- \ = JK(p) (*), (1)
p ne divise pas a -+- 1, elle devient
parce que le premier membre est divisible par a -h 1 (** ) el que a -4- 1 est premier avec /;.
De même, si p ne divise pas a — 1 :
a"-'- l = on[p{a — l)]. (5)
Enfin, si p ne divise ni a + 1 ni a — 1 (***) :
«'--i = .mfpK^-i)]. (A)
(*) On admet, une fois pour toulcs, que a est un nombre entier, non divisible par le nombre premier p, supérieur à 2.
('*) En effet, ce premier membre s'annule quand on y remplace a par ( — 1). D'ailleurs, on peut l'écrire ainsi :
(a -4-1)''-' — Cp_i,i(a-t-l)p-H- • • -+- Cp_,,i(a -+- 1 *
(***) Les trois conditions sont remplies si p surpasse a -f- 1.
IV. Dans l'égalité
«"-'- l = Jn.[p(a + 1)], (2)
prenons « h- 1 égal à un nombre premier q (*). Elle prend la
forme
[q—\y-i — \ = 2iXL{pq). (4)
De même, si p ne divise pas q -+- 1 :
{q ^ ly-' — \ = jrL{pq). (5)
Et si les trois conditions sont remplies :
{q + 1 r ' - (7 - 1 )"-' = Jîl (/)9). (C)
Nous avons donc ce tbéorème :
Soient p, q deux nombres premiers, impairs et inégaux. Si p ne divise pas q'^ — 1 , la quantité
(7+ •)"-'- (7- >)"-' est divisible par pq.
(*) D'après les hypothèses précédentes, p ne divise ni q m q — i.
y. Corollaire. — Si p ne ditise pas (j- — 1, et si q ne diiisf pas I»--- 1, on (I, simultanément :
('/-^-•r-(7-«K-'=c'TïL(p/), (/>-+-ir'-(p-^r'=jîi(F/)-
W. lietnarriues. — 1" Le premier rneiiihre de (C) est dccomposable en
[(7-4-1) ' -+-(7-1) * JL(7-f- I) * -(7-1) ^ J-
De plus, 7 + I et 7 — 1 sont des nonihres i)airs, premiers avec p(j. Par conséquent,
MV /v-MV
2° Ce premier membre égale aussi
27[Cp-.,. . 7" ' -+- C,_M • 7""" -+- - -^ C^-i,p-2-]- Donc
c,-M • 7"-' -+- C,-,.. . 7"-'' + - -+- c,_..,-, = :)iL(p) n- (E)
5° 11 est visible (et connu) que :
C,-,,, = JiL(p)-'l, Cp-,,5 = .»!(;>) — 1,-. Donc la relation (E) se réduit à
7' -H l-=t/ïl(p); en sorte qu'elle est un cas particulier de (B).
gP-^ _j_ <yP-5
OU
(*) Par exemple,
Cin.i .7«-4-Cio,5."^-^Cio,s. '* -+-Cifl,7.7'-HCio,9. = jrC('l).
iO . 7« -4- 1-20 . 7« -+- -2o-2 . 7* + 120 . 7^ -4- 10 = JIL (H ).
Si, rejetant des multiples de II, on remplace 7* par 5, 7* par 5, etc. on a
ou enfin
ce qui est vrai.
1956 = jrL(li);
supposons Alors,
VII. Résidus de puissances. — Dans l'égalité
a^-'_l = Jl\(p), (1)
Divisons, par p, chacun des termes du premier membre. Les n premiers restes , ou résidus, sont
A 9 92 an-i.
et ces résidus, dont la somme est p, se reproduisent dans le même ordre (**).
Cela posé, remplaçons 2 par 2*, A; étant inférieur à n, et considérons les dividendes :
Leurs résidus par p sont, dans un certain ordre, les termes de la ligne (7).
En effet, soit, s'il est possible,
2*i3_2*'^ = JlI(p), a, (3 étant inférieurs à n et inégaux. On tire, de celte égalité,
2*(i3-^'-1 = JÎL(2" — 1).
Ainsi, le P. G. CD entre 2'^'^-*^— 1 et 2"— 1 serait 2"— 1. Mais, d'après une propriété connue, ce P . G . C . D est 2"^ — 1, A étant le P . G . C . D entre les deux exposants : dans le cas actuel , à = 1 ; etc.
VIII. Application. — Soient » = 5, ;; = 51. On trouve les résidus suivants :
IG
(*) D'après une propriété évidente et connue, n est premier. (**) En effet,
-2" = p + 1 , 2»+' = OTl (Z^) -+- "2, etc.
I\. Remarfjue. — La question (jiu* nous venons de traiter
sonimnireincnl tient ;i la théorie des nombres parfaits. Si l'on
suppose
w = 2, 3, .'), 15,..., ou trouve
et ees nombres p sont facteurs des nombres parfaits :
X. Carrés maf/iffues. — Si, dans un tableau de résidus (analogue à celui qui précède), on fait ahstraction de la première colonne, on obtient une sorte de carré magique, dans lequel les colonnes el les lignes sont composées des mêmes termes.
Exemple (**) :
et
Ki
Dans la Note suivante, nous allons développer ce sujet.
(*) Terquem, Nouvelles Annales, 1841, p. 218. Tout récemment, suivant M. Edouard Lucas, M. Seelho/f a trouvé un nouveau nombre parfait ; savoir :
Voir Mathesis (Août 1886).
(••) Répondant à /?= 127.
€X€IT. — Propriétés de résidas.
(Septembre 1877.)
I. Résidus de puissances. — Dans ses admirables (*) Recherches
arithmétiques , Gauss a considéré les résidus, par un nombre
premier p, des puissances successives d'un nombre entier a (**);
savoir
donnant les résidus :
U Pn Pi^-'Pnl U pi'.-' (2)
de manière que «""^' soit, après 1, le premier terme qui, divisé par p, donne le résidu 1.
On sait, au moins depuis Gauss, que n H- 1 divise /j — 1 (***). Mais rillusire Auteur n'a pas considéré le cas où n -1- 1 est premier.
II. Supposons qu'il en soit ainsi; et, avec les dividendes
prenons
k étant inférieur à n h- 1 .
La ligne (4) est composée des termes de la ligne (1), pris de deux en deux ; la ligne (0) est composée des termes de la ligne (1), pris de trois en trois ; etc.
(*) Admirables, sauf les dénominations et la notation. Poullet-Delisle, traducteur de Gauss, dit qu'elles peuvent étonner. De son côté, Legendrc s'est raillé des expressions incongrues, adoptées par le Géomètre de Brunswick (*). Mais Lcgendre et Dclisle avaient des oreilles françaises.
(*') Recherches arithmétiques, p. 51. Je n'emploie ni la notation, ni les dénominations de Gauss.
(*'*) Recherches, p. 52. On peut consulter aussi une Note sur les fractions décimales jjériodiques, publiée, en 1842, dans les Nouvelles Annales.
(*) Recherches d' Analyse indelerminée, p. IS {18-25).
2 Pî
( 535 ) Pour (iémoulrer (jiie toutes ces suile.t donnent lien aux résidus
U Pl, Pi->--9n>
pris dans un irrlain ordre; reniphirous la ligue ("2) par luie
circoui'ércncc sur hicjucile j p, soient placés les résidus
^) Pi. ps» •••» p.. o p,. ; p"'s,
parlant du point (), (|ui correspond à l'unité, joignons, de deux en deux, de trois en (rois, ..., etc., les points de division.
Chaque opération donne lieu à un polygone fermé (non convexe), dont les sommets sont, daiis un certain ordre, les points 1, 2, 3, ... 7i ...(*).
III. Application. — Soient : p = ô\ , n -h 1 = 5, « = 4. Les suites de résidus sont :
dG, 4;
Si l'on supprime le résidu 1, on a le carré magique
(*) Ce tour de démonstration est bien connu. Il vient d'être employé, avec avantage, par M. Tarry, dans la solution d'un problème relatif au jeu de domino : De combien de manières peut-on placer, bout à bout, tous tes dés, en observant la règte du jeu? (Les doubles sont supprimés.)
IV. Généralisation. — Si Ton remplace les résidus i, p\, P2, ..., p„, par H H- 1 nombres entiers inégaux :
n -h 1 étant premier, puis qu'on les prenne de deux en deux, de trois en trois, ...,on formera de nouvelles lignes, composéesdes mêmes termes, lesquelles donneront lieu à des carrés magiques. Soit, par exemple, la suite
1, 3, 7, 12, 9, 4, 5, composée de 7 ternies. II en résulte les nouvelles suites :
puis le carré suivant, au sujet duquel nous pourrions présenter diverses remarques (*) :
(*) Le lecteur voudra bien suppléer à ce que nous omettons, dans le
dessein d'abréger.
C^C'^. — CompHrititaoïi «le tien» «^'fictt (*).
(Février 1885.)
I. TiiKORÉME. — Soioit n,, u^, .... ii„ lies (juantités ))<)sitirvs, décroissantes. Soient v, , Vo, ..., v„ d'autres (jnantités positives, telles que roii ait
les limites ko, k|, ..., k„ étant positives et décroissantes. Si l'on fait
S„ = iii — i/, -+- u-, ± //„ , (2)
2„<A-„S„ + (Ao-/c>.. (B)
1° Des inégalités (1), on déduit :
Vi > A-,u,, — i-i > — A-,M2, Vz > A;î/3, ..., r„ > t„w„ {**); puis
2« > A'i(î<, — Mî) -t- k{u5 — Vi) H- ••• -+- A„_2(«„_2 — 7^„_,) -i- k„u„.
Dans le second membre, tous les termes sont positifs. Donc, à plus forte raison,
^n > A-„(î/l — 11-2 -^ ll-o 1- «„) ,
OU
2" u, < ftoM,, — U.2 < — A-oî/2, ?•, < h^ti-, ..., y„ < A'„_,î^,; 2„ < Av», — ^..(Wi — ih) A„_,(j/„ ., — u,_).
(*) A propos d'un Mémoire de M. Mansion. (**) Pour fixer les idées, je suppose n impair.
Dans le second membre, le premier terme, seul, est positif. De plus, on a
/:„[(».,— H3) -4- {lu — H;,] -+- ••• H- {u„_i — u„)] < k..{u2 — Us) -t- ki{Ui — î/s) + ••• ^- /v„_,(m„_i — M„).
Donc, par addition,
2„ + k„{iu — u-,-^Ui ■+- ii„_i — uj < Ml,
ou
2„ -+- A->, — S„) < /toWi, ou enfin
II. Remarques. — 1" La diiïérence entre les deux limites de 2„ est (Aq — A„) !«,.
2" Celle différence est d'autant plus petite que les nombres Adécroissent plus lenlemenl.
o" Les nombres f,, v^, ..., r„ vont en diminuant.
4" 5i /a sen'e
Hi — Ki -+- "-2 -*- •••
es/ convergente, la série
Vi —1-2 -+- V3 — ••• l'est également.
CXCVI. — Sur la flicorie des oiuliilics
{Avril 1885.)
I. La condition d'égalité entre les rayons principaux d'une surface esl, avec les notations babituelles,
[(1 + q-)r — ^2pqs + (1 + f) t\' + i{s' - rt){i + ;/ + fy") = 0; (1)
relation dans laquelle on suppose
s'~rt<0 0. (2)
Poisson démontre que le premier membre est la somme de
(*) Voir, par exemple, V Analyse appliquée, de Leroy.
deux cnnés (*); innis la méllioilo (|u'il cm\Aoïc csl peu naluretle. Ou peut la modifier eommc il suii.
Kegardons s comme une inconnue. iNous aurons
en posant :
4As' -4- 4B.S -+- C = 0, (3)
C = -^^-irl{\-^p--^fr). (0)
De l'cquaiion (3), on tire
— Bzbl B*— AC
Or,
B- — AC = p'q-[{\ -t- q'fr' -+- 2(1 -h /r)(' -+" 7')'-' -+-(• + pji'] _ (I -^ ;;^)(1 -4- q%\ H- rfr ^ 2(1 + ;r)(l + q^-t — 4(1 -i- p^- -^- q--)rl ^ {l -^ pje];
ou, après quelques réductions faciles,
B^_AC = _(I -V ;r + q'){{l + r/'>- - (1 + />^)«p. (8)
Cette expression étant négative (**), le premier membre de l'équation (5) est la somme de deux carrés; etc. (***).
II. Une propriété numérique. — Si l'on change de notation et que l'on fasse
N == (a- -4- cJP — 2[(a^ -+- 6" -+- r)c^ - o^/,^]/i/ -+- (6^^ + cjff, (9)
(*) Loc. cit., p. 550.
(**) Excepte si
(*") Dès 18GC, une démoiisiralion, analogue à la précédente, a été donnée par MM. Misler et Ncubcrg, alors Professeurs au collège de Nivelles [Nouvelles Annules, 2« série, t. V).
( 540 ) on a, identiquement,
{a' -t- c'fN = j [{a' + 6^-4- r)c^ — a'b']g - {a' -4- c'ff\ ' -t- itrbVia' + /r- -+- c'■')9^
- Ainsi, le produit (a^ + c^y^ est une somme de quatre carrés. III. Exemple.
a= i, 6 = 5, c = 2, /= 1 , </ = 4. On trouve :
ou
ce qui est exact.
CXCVII. — Gcuéralisatiou de propriétés «le la cycloide
(Juin 1883.)
Théorème. — Soit une courbe Amb (*), rapportée à des axes rectangulaires Ax, Ay, sur lesquels b se projette en p, q. Soit mt la tangente en un point quelconque de cette ligne, t établi le point d'intersection avec Ax. Si l'on construit le parallélogramme mtAM, le lieu du sommet M est une courbe AiVIB, transformée de Amb (**). Cela posé, si B est le point de AMB, correspondant au point h de AmB :
1" Les figures Ambq, AMBq sont équivalentes;
1° Si ces figures tournent autour de Ax, l'anneau engendré par la première équivaut à la moitié de Vanneau engendré par la seconde (***).
(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
('*) On voit que la première courbe se déduit de la seconde, comme la cycloïde est déduite du cercle.
("*) Démonstration facile. Voir Mathesis, t. V, p. 188.
C!^C'VIII. — IJ^iiOM fféo4lé*il(|iicw (1*1111 |>Mrul>oloi«lc.
{Mai 1883.)
I. Soit le [)aruljoloïtle hyperbolique représenlé par
z = xy. (1)
En appliquant l:i inétliode de Joachimstal, on trouve, comme équation ililTérentielle des lignes géodésiqucs de celte surface :
d*,s 1 (/*»/ xdx -1- ythj ds ii '/'/ 1 -+- X' -t- »/"
Une intégrale première est
rf.s' = f (t -f- X' H- y^)dxdt/ ; ou, à cause de
du- = (1 -4- y-)dx^ -t- ^xydxdy -+-(! + x')dy^ :
1 -f- X- -+- y-} y' II. L'équation générale des lignes géodésiques :
dy dy'^' dx dx^
.-4j = oo,
se réduit, dans le cas actuel, à
(I ^ x'-^y-)y" -^ ^[x — yy')y'=0-
Cette équation (5) ne doit pas différer, au fond, de l'équation (2). Et puisque celle-ci admet l'intégrale (4), il en doit être de même pour l'équation (o).
En effet, si l'on différentie l'équation (4) et qu'on supprime
le facteur
on trouve l'équation (o).
(*) Suivant l'usage, la même lettre s représente un arc et une dérivée partielle. Mais aucune confusion n'est possible.
Conséquemment, le premier membre de celle-ci devient une dérivée exacte, quand on le multiplie par la quantité
i -h y' — (I -+- ic^).î/'""
(1 -+- x^ -t- yy-y"
I. Soit p «n nombre premier, supèrietir à 2. On forme la
quantité
réductible à Ppx, P désignant un polynôme entier, à coefficients entiers. Dans quel cas P est-il un carré (*) ?
Lorsque ;; = 3, on trouve P == 1 ; et, lorsque p = 7 :
P = .r* — 2x' -t- ôx- — 2x -t- 1 = (x^ — X -H 1)1
Soit, s'il est possible, P = Q2 une autre solution du problème, de manière que
^^-^ — (x-l/-* = /^xQ% (1)
Si, dans cette égalité (1), on fait a; = 2, le polynôme Q devient un nombre entier N, et l'on a
2'' — 2 = 2/?N^ ou
Or, cette équation (2) n'est vérifiée que par
(*) Cette question se rattaclie à la célèbre formule de Gauss :
XP— 1
sur laquelle nous reviendrons.
(•*) Mathesis, t. III, pp. H et 80.
= V^ ± pl\
Addition. — (Scplcmbre 188G.)
II. Reprenons les ôjîîi
lU'S
_ (j _ 1 )!' ' = |»y,.r, = Y* =fc pZ' (*).
Il en résulte
4[(x — I)"-' -t- Vpx] = V ± pZ\ Y* _ 4(x — 1)"-' = ;>[4Pj- =f Z'J ,
ou encore :
[y -+- i2(x — I j' - J [y — ^lix—ï)'^ J = /)[4Px =p Z']. (0)
Tous les termes du second fadeur sont divisibles par p (**). Donc
divise 4Px q= Z .
III. Remarques. — 1° Si p = 4p. — 1, Y e.s7 divisible par X— 1 (***).
Donc, d'après l'égalité (o), 4Px — Z^ est divisible par (x — 1)^.
2' Si p = h-[). -+■ \ et que Ton suppose x = \, la même relation prend la forme
Mais /i = 0- H- 6^; donc B est une somme de deux carrés, divisible par p. De plus,
4 + e = . TTC (7>) (■').
(*) On sait que le signe supérieur correspond au cas de p=^i[i — 1.
(**) Propriété connue. Voir la T/iéoric des Nombres, de Logendre, t. II, p. 194.
('**) Propriété connue.
(") On peut consulter, relativement à cette question, le Mémoire sur certaines décompositions en carres.
ce — Sur un théorème de M. Delboeuf.
(Septembre 1886.)
i. Dans le dernier numéro de la Revue scientifique, le savant professeur à l'Université de Liège donne, sans démonstration, un théorème sur la divisibilité des nombres, que l'on peut énoncer ainsi :
Étant donné un nombre entier N, on le décompose en deux parties aa', bb' telles, que les facteurs a, b soient premiers entre eux, et que les facteurs a', b' soient, aussi, premiers entre eux.
D'autre part, x, x' étant deux nombres entiers, pris arbitrairetuent, on cherche quatre nombres entiers, A, A', B, B', satisfaisant aux conditions
Aa-+-B6 = Nx, A'o' -+- A'6' = Na;'.
Cela posé, on a
AA'-+- BB' = Jîl(N).
Des relations
aa'+66'=N, Aa + Bi = Nx,
on déduit :
puis,
A^a'x-^bd, B = b'x — aô; (1)
0 étant un entier quelconque, positif ou négatif.
De même,
A'=ax'-t-6'9', B'=6x'— a'â'. (2)
Par conséquent,
AA'-+- BB'=N(xx'-f- Qà'). (3)
II. Remarque. - Si N = f^ -+- g- (*), prenons
(*) Ce qui arrive, par exemple, lorsque N est un nombre premier 4(^4-1. Voir la Note précédente.
ou
( 545 ) Lt'galilc (3) dcviciil
AA'-v BB'=(/^-t-7')(x»H-o'), AA' -+- Bir = {fx ± g-if -4- {fii rp rz-r)-.
Ainsi, clans ce cas pniticulior, la (juanlitê W -¥■ \]\y,mutlij)lc de l\, est tine somme de deux carrés.
II. Remarque. — Des égalités (5), (4), on conclut
AC.MB = BA. MC + CB . MA ; propriété connue.
III. Distance du point M à la droite de Simson. — Soit MP cette distance (*). La circonférence, décrite sur MC comme diamètre, passe en A' et en B'. Donc, par le théorème déjà rappelé :
MA'. MB' MB'.MC MC. MA'
MP= = = (o)
MC MA MB ^ '
(*) Non marquée sur la figure.
Addition. — {Février 188(1.)
I\'. TiiKKRK.ME I. — On (Uinnc un (tnt/le BAC cl un jioint V. Par les points F, A, <ni fait /xisscr une circonférence V \\)K. Soit P ta projection de F sur lu corde DE déterminée par les côtés de l'angle. Soient, enfin, H, S les projections de F sur ces cotés. Le lien du point P est la droite RS.
Fil onVi, les points A, E, D, F appaiiiennenl à la circonfcrencc; ADE est lin trinniiio inscrit; etc.
V. Remarques. — 1° La droite de Simson, lieu du point P, est déterminée par le point F et l'angle BAC : elle est indépendante de la circonférence ADE.
2" Considérons la parabole ayant pour foyer F, et, pour tangente au sommet, la droite RS. La corde DE est perpendiculaire, en P, à la droite FP. Donc cette corde est tangente à la parabole. Autrement dit : quand la circonférence A F varie, la corde DE envelojype une parabole connue.
VI. Théorème II. — Soient donnés un angle xAy et un point F. Soient AFGH, AFDE deux circonférences quelconques, passant en A et en F, et dont les cordes GH, DE déterminent PQ, droite de Simson (*).
(*) Voir le théorème I.
Si l'on construit les parallélogrammes GADK, EAIIL, el que Von trace la droite KL :
1° Cette droite est perpendiculaire à PQ;
2° Elle contient le point de concours des cordes DE, GE (*).
VII. Remarque. — Vhexarjone GKDELH est décomposé en deux trapèzes GEDK, GELH, et en deux trapèzes HDKG, HDDL. Le théorème peut donc être énoncé ainsi :
Si un hexagone ABCDEF est décomposé, de,deiix manières, en deux trapèzes: 1" les côtés opposés AB, DE se rencontrent sur la diagonale CF; 2° cette diagonale est perpendiculaire à la droite de Simson déterminée par les circonférences circonscrites aux triangles AOB, DOE (**).
(*) Pour abréger, nous omettons la démonstration. Elle est fort simple si l'on prend, pour axes de coordonnées, les côtés de Tanglc xky.
{*'} Le 1» est un cas particulier du théorème démontré à la page 251.
CCII. — Sur le (luadrilutère iiiMcrit
(Scptemhrc 188;).)
I. TiiKORK.ME (*). — Soit, danfi un trianf/le ABC, CF lahissecti'ice intérieure, rencontrant, en D, la virconférvnce circonscrite. Soit CG la bissectrice extérieure, rencontrant, en E, la même circonférence. Soient A', B', D', V^ les symétriques de A, B, D, F, relativonent à (IG. Soient A", B", E", G" les st/inélrirjues de A, B, E, G, relaticenient à CD. Les (quatorze quadrilatères
DA'F'B, DAF'ir, FA'IH)', KAD'n', EA"G"B, EAF'U", E'A'GB, E'AGB", UKF'G, D'FFG, DE'P'G", D'E'FG", DF EG, DFE'G
sont inscriptibles.
II. Remarque. — Si Ton opère de même sur les angles A, B, on aura donc quarante-deux quadrilalères inscriplibles, déduits du triangle ABC.
Addition. — {Septembre 1886.)
III. Théorème. — Soit ABCD un quadrilatère inscrit. Si l'on projette un des sommets sur les côtés opposés à ce sommet, la distance des deux projections est constante.
Dans la première ligure de la Note CCI, remplaçons M par D.
L'équation (3) devient
V. Un point remarquable. — ABCD étant un quadrilatère
inscrit; soient My la perpendiculaire à BD, menée par le milieu M de AC, et IV7 la perpendiculaire à AC, menée par le milieu N de BD. Le point -/, où se coupent ces deux perpendiculaires(*), jouit de quelques propriétés intéressantes.
\° Le point y est le centre de symétrie du quadrilatère ABCD et du quadrilatère AiBjCjDj
(*) Aulremcnt dit, le point y csl le quatrième sommet du parallélogramme déterminé par le centre 0 et les dislances OM, ON. De là résulte que, pour tous les quadrilatères ayant même centre 0 et mêmes directions
ai/attl pour sonnnefs les outiiocknthes des IriuKylcs IJCD, A(il). Alil), AUCC).
B, élant rorlliocerïtro di- \(.\), soii S le centre de s\métiie dont il s'agit : il est le milieu de IJH,. La droite NS esl parallèle à 1{B| et égale à la /noilié de I5I{|. Mais eelle dernière droite est,
par hypothèse, perpendiculaire à la diagonale AC; donc NS est perpendiculaire à cette diagonale. Comme le centre S est unique, il coïncide avec y.
2° Le point y est Vinterseclion commune des droites A'A", B'B", C'C", D'D ", déterminées par les projections de A, B, C, D sur les côtés du quadrilatère (**).
Considérons la droite B'B". Relativement au point B et au triangle ADC, elle est la droite de Simsoti. D'après un théorème connu (***), cette droite B'B" contient le milieu de BB,; c'està-dire le point y.
ô° Le point y est le centre commun de deux circonférences sur lesquelles sont situées, quatre à quatre, les huit projections A', A", B', ...
de diagonales, le point y est invariable. En outre, d'après la première définition, le point y est invariable, aussi, pour toutes les coniques circonscrites à un quadrilatère donné.
{') Tlii'orèmes et Problèmes, p. 40.
(") Voir page 549. Cette propriété a été signalée par M. Emile Lemoinc, en 186!) {Nouvelles Annales, p. 47).
('**) Théorèmes et Problèmes, p. 37.
Dans la première figure de la page 3o0, les points B',D", B", D' apparliennenl à la circonférence décrite sur BD comme diamèlre (*). Traçons B'D", B"l)'. Nous aurons
CCIII. — Snv «BU théorème de Qauss
{Janvier 1885.) I. Dans l'égalité
qui exprime ce beau théorème, changeons x en x'', q étant un
(*) A cause des quatre angles droits.
(*') l^our achever la démonslralion, ou peut, par exemple, considérer la circonférence passant par les sommets B', D", B", et employer la réduction à l'absurde.
{'"} Théorème de Newton.
{") On j)ourra, peut-être, utiliser ce rapprochement, sur lequel nous n'insistons pas.
{'■) Complément à la Xolc CXCIX.
nombre premier impjur, tliiïéreiit de />. Soient Y| , Z, les résultais de lu substitution (hins V, Z. INous avons
puis, par division,
(X— 1){x''»— l)_YÎ±pZ (x" — 1)(x»— lj "~ Y^± pZ*
Dans la iVote intitulée : Remarques sur l'équation x'"— 1=0 (*), j'ai démontré (|ue le premier membre est un j)olynôme entier X, dont les coefïicienls sont -»- 1, — 1 ou 0 (**). Done
Y^ ± nV
et aussi :
Yj — XY-
Zï — XZ^
Ainsi : i" quelle que soit la valeur attribuée à x (***), le premier membre se réduit à — p eu à h- y;; 2" tous les coefficients du polynôme
Y? — XY
sont divisibles par p; 3° si l'on fait la division, ce polynôme devient ± {Z\ — XZ^).
(*) Bullclvi de l' Académie f mars d870.
(**) La formation de X est fort simple. Voir la iVote citée. Pour abréger, nous ne faisons pas d'applications. Le lecteur pourra, par exemple, supposer
p = l, 7 = 5; valeurs d'où résulte
\ = x^* — x-^ -f- iT»" — a;** -+- x" — x'^ h- a;'* — a;'' -4- a;'* — j?" ' -f- x" — x^ -\- x'' — x^ -t- o;^ — .r -t- 1 . (Loi-, cit.).
{'") Il y a exception pour *^ 1 : la fraction prend la forme %.
Addition. — (Octobre 1886.) II. Par analogie avec l'égalilé (1), prenons
Soient U^, V^ ce que deviennent les polynômes U, V quand on y remplace x par a''. Nous aurons l'équation conjuguée de (2) :
puis, au lieu de l'égalité (4) :
Y- dr pV \}'
Ainsi, les deux fractions sont réductibles à un même poli/nôine entier (*).
CCIV. — Sur uue suite de fractions
(Juillet 1881.)
Problème (**). — A'ii moyen de deux fractions -,, ^,, on forme
celles-ci :
(' a --<- 6'' d,' b' -\- c'' ' Vers quelle limite tendent-elles?
— étant la ??''""' fraction, on a
C) Dans chacune de ces fractions, on prend le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que le nombre premier correspondant a la forme A^i — 1 nu la forme 4f/ ■+- 1 (Legendre, Théorie des Nombres, t. II, p. 195).
(") Proposé par mon Collègue E. Morren, en 18G8. La question, paraît-il, se rencontre en Botanique.
La inéihode coiimie donne
Par conséquent,
lim — = -7-
Or :
A'-t- B'— o', A' -H B'-^- (A'— B')l/ÏÏ = t>//. Donc :
et enfin :
C€V. — Trigonométrie sphériquc. (tN62.)
Théorème. — 5« î<n angle Irièdre a pour faces im carré, un hexagone régulier et un décagone régulier, la somme des angles dièdres égale cinq angles droits (*).
{*) Ce théorème, ou plutôt cette remarque, provient du Mémoire sur la tliéorie des polyèdres (Journal de l'École polytechnique, 41« Cahierj.
A- =-. ABC ... L
Celte proposition, que j'ai démontrée il y a quarante-sept ans (*) peut l'être, assez simplement, au moyen du théorème de Cauchy, sur le produit de deux déterminants (**).
II. Problème I. — Trouver un carré égal au produit de n sommes de n carrés.
(*) Mémoire sur la transformation des variables... (Acad. de Bruxelles, Mémoires couronnés, 1840, p. 17).
(**) Voir, par exemple, la Théorie des déterminants, par M. Dostor, p. 74. Le savant Professeur développe les valeurs générales de A", relatives aux cas de n = 2 et de n = 5; mais, chose singulière, il n'a pas songé, semblet-il, à la réduclion remarquable qu'éprouvent ces valeurs, lorsque les conditions (5) sont remplies. Autrement dit, RI. Dostor ne signale pas la formule (4).
( :îy7 )
La solution rt-siillc, sfumlancmcnt, du Tliroième I. Il siiflira, dans chaque cas parliculicr, de Irouvcr des cnliers, positifs ou ticgafifs, satisfaisant aux équations (3), les(|uellcs, à partir de n = 3, sont en noinlire snj)érieur à teini des inconnues (*).
III. Application. — Soit }i ^^ 3. Les «H|uaii(>ns à résoudre sont
aj)t -*- a.li^ -4- (i:^b- = 0. «,f, -+- «iCi -4- CjCj = 0, biCi -+- 6-C5 = 0.
Après quelques tâlonnemenls, on trouve qu'elles sont vérifiées par :
C, = — 29, Ci =11, Cr,= ±
On a donc
En eiïet
puis
Addition. — (Octobre 1886.)
IV. Autre application. — Soit n =-- 4, auquel cas les équations (3) sont
2a^-=0, 2"^ = ^' ^a(l = 0, ^bc=^0, ^bd = Q, ^cd=^Q.
(*) Les calculs nécessités par cette question incidente nous semblent plus longs que difiiciles.
Dans les trois premières, je prends, arbitrairement : a, = 1 , «2=2, 6i = 5, l>~2 = I , f 1 = 2, c'2 = Elles deviennent
0363 -♦ a A = — 0, ^T.Cz -+- 'j,i<i = — 0, "3C.-, -+- fliOi = 0 :
puis, SI
«3 = 0, Ci = 0:
oA = - 3. '>r/3 = -
On satisfait à ces deux-ci par ces valeurs simples :
i(i = y, hi = — \, l)s = — 0, fs = • • Cela fait, on doit résoudre les équations
On en conclut :
1 6d, -H 7tL — 25f/3 = 0, 5(U/, — 1 8</3 = 0 ;
puis, par exemple :
f/, = 5, </2 = M , '/n = 5, di = — 5.
D'après les systèmes (5), (6), (7), (8) :
D'un autre côté :
oA» -+- A3 — 0A4 ;
en supposant :
A2 = ;>(22 -+- 5) — rj(— 1 — 4) = loO, A3 = 5 . 30 — ((> — 1 1) — :i( 1 — G) = 1 80, A, = o( — 5) — 5 = — 30.
Ainsi :
± A = 7:iO -I- I «0 -f- 1 50 -- 1 080.
V. TiiÉORKMK II. — Les mêmes choses étant posées que dans le Théorème I; *i l'on fait
A = r/,D, -+- ajDj -4- ••• -♦- o„D„ (*), on a
VI. PnoiiLÈME II. — Trouver tin carré ér/al au produit d'une somme de n carrés par une somme de n carrés.
La solution est oonteniic dans Tégalité (9). Soient, par exemple, comme au paragraphe IV :
u, = \, a., = 2, Oj = 0, «, ^= 5,
On trouve :
D, = 56, D, = 72, D, = 0, D^==180. Conséquemment, 1080'= (1- -+- 2' H- 5')(5{i' -H 72' n- 180*) = 30 . 58 880; ce qui a lieu.
(*) Les déterminants D,, D,, ..., D„ sont ceux qui entrent, en numérateur, dans les formules de Cramer.
(■*) Cette relation est une conséquence immédiate des formules
i); -+-D1 H h DJ = lîC ... L,
données à l'endroit cité. En 1859, je ne m'en étais pas aperçu!
CCVII. — Sur an article de 11. PeroU
{Juillet 1881.)
I. L'Auteur cherche, en premier lieu, ^j ?(^0- ^ cet effet, par des considérations un peu détournées, il trouve l'égalité
dans laquelle 9 (N, k) est la quotité des nombres premiers à k et non supérieurs à N. On peut l'établir comme il suit.
Prenons, successivement, les nombres premiers à k et non supérieurs à 12.
Nous formerons le tableau ci-dessous.
(*) Bulletin de Darboux, 1881, p. 57.
Considérons, pour fixer les idées, le nombre o, qui est premier avec 0, 7, 8, '.), 1 I «i 1*2. Si, avec ces six nombres, on prend I, 2, ô, 4, on aura tous les nombres premiers à 5, et tion supérieurs rt 12; c'est-à-dire que l'on a écrit autant de termes (|ue Tindique <p(12, 5). Kt comme 4 = (p(;)), h' lahleau contient o, un nombre de fois égal à
En général, le nombre k, inférieur à 12, est écrit autant de
lois que rindicjue
Le nombre total des lennes du tableau, ou ^ f C^)) est donc
Mais il y a exception pour le terme 1. Conséquemmenl,
etc.
iM. Porott écrit la relation connue
>,a/ ^ \abl ^ \ahcl dans laquelle a, b, c, ... sont les facteurs premiers de k (*). Il trouve ensuite cette formule remarquable;
ab
a, 6, c, ... étant, cette fois, les nombres premiers qui ne surpassent
pas N (•*).
(*) Mélanges mulhémaliqiies. I« édition (4868), p. 134. J'ai changé les notations de l'Autenr.
(■*) Comme d'habitude, on ne compte pas l'unité.
( 362 ) Divisant par N^, et faisant croître N indéfiniment, on a
2 lim
al,
^ labcj
ou
Uni = -{ \
a, b, c, ... étant tous les nombres premiers ; 2, 3, 5, 7, H, .. Euler (non cité par l'Auteur), a prouvé que
donc enfin
Lim
formule de M Perott.
CCTIII. — Représentation nouvelle de la surface
des ondes.
{Décembre 1880) (**;.
I. D'après le théorème de Sedley Taylor, les demi-axes d'une section diamétrale de l'ellipsoïde s, sont les racines positives de l'équation
aV(p^-//)(p^-c-)+6V^(/y^-O(p^-a-)-f-cy(p-a')(/)-6-)=0(*"), (1)
dans laquelle e, f, g représentent les cosinus directifs de la normale au plan sécant. Si p est l'une de ces racines, et que q soit l'autre :
«V((/'^ - 6^)(9^-c')-t-6Y^(7-— c^)(7^— aVcY(9'— «')('/'-6')=0- i^)
{') Intruduction à l'Analyse, t. I, p. 21 i. (**) Supplément à la Note CXLVI.
(***) Mémoire sur une transformation géométrique..., p Al. Nous avons changé la notation, afin d'éviter toute erreur.
Lnrs((iio }) et 7 sorii donnés, les équntions (1), (2) détermlncnl v, f, g (*).
con.sl.,
On lire, de
Cl'S t'(]
untions :
6VV ou
const.,
ou
f'*\ cz\ 6V(6*-c*)(p- — fO(7- — a') 2/rr(/>- — 0(p'— «*)(</' — «*)
Ln calcul fort simple donne
donc e' 1
c\p'- — a'){q'— a'} ^ (a* — 6*) (a* — c*)pY
111. Si l'on porte, sur la normale au plan, un demi-diamètre égal à p ou à q, chacun des points ainsi déterminés appartient à la surface des ondes. Cotte surface S est donc représentée par le système des formules :
bV{p^ — a^}((r—a)
{r} — a^){â — b^)q' ' p, q étant deux paramètres (***) :
{') Le problème revient à celui-ci : Couper un ellipsoïde par un plan diamétral, de manière que la seclion soit une ellipse donnée.
{") A cause de
(***) Il en résulle les relations connues :
CCIX. — Sur les lignes de courbure
(Décembre 1880.)
I. Équation de ces lignes. — Supposons qu'une surface S soit représentée par les formules
x = cp(«, r), î/^n(t<, r), z = '.\»{u,v), (I)
d'où l'ésulteiu celles-ci :
dx = /du ■+- Idv , dy = gdu -t- mdv , dz = hdu -+- ndn (***). (2)
Si \ p-, V sont les cosinus directifs de la normale à la surface,
les lignes de courbure de celle-ci ont pour équations, comme on
sait :
dx dji dv
dx dy dz Pour les transformer, je considère les courbes coordonnées,
(') Page 4.7.
v^ abc(abc — p^w)
( ) pi — V'^ (p^- - a^){p^- - 6')(p* — c^) "
(Mémoire..., p. 48.)
(***) Les lettres /", l, g, ... désignent, bien entendu, 5^. ^j^. ^. —
passant au point (j-, »/, z), vl irprésentécs, respectivement, par
u = coust., v = const. (4)
Les cosinus direclil's de l;i tanircntc à In [)remièrc sont proportionnels à f, (j, It. De nièuie, les cosinus ilireclil's de la tanj^ente à la seconde courbe sont proportionnels à /, m, i\. Conséqucmnienl (les axes étant supposés rectangulaires) :
fi -♦- gii. -+- hv = 0, /à -♦- »iM -f- /<> =0; puis
gn — hm lil — fn ftn — gl Soient encore, pour abréger :
gn — hm = A, /// — fn ^^ H, /m — gl = C, (5)
Alors :
ABC
et, au lieu des équations (3) :
VrfA — ArfV V</B — Br/V VdC — CrfV
dx dy dz
On a, identiquement,
2 (VrfA — ArfV)(Br/C — Cr/B) =- 0 (*). (!J)
Donc les deux équations (3) entraînent celle-ci : (BrfC — CrfB)f/x H- (CrfA — Xdqdij + (ArfB — B(/A)(/z = 0; (A) OU, ce qui revient au même,
2 (B(/C — CdB){fdu -t- Idv] = 0. (B)
(*) A cause de la relation connue :
y {bc' — cb')a = i).
Les lignes de courbure sont donc représentées par cette équation (B), du premier ordre et du second degré ; ce qui devait être.
II. Interprétation géométrique
— AB étant une ligne de courbure, ayant MS pour tangente; soit CD Tarète de rebroussement de la normalie dont MT est une génératrice. Les cosinus direttifs de JMT sont proportionnels à A, B, C (*). Si donc Ti\ est la binormale à CD, les cosinus direclifs de cette droite sont proportionnels à
MC—CdW, Cf/A — AdC, A(/B — BrfA.
L'équation (A) exprime que les droites MS, TN sont perpendiculaires l'une à l'autre. Et comme MS est perpendiculaire à MT, la tangente MS, à la ligne de courbure, est perpendiculaire au plan rectifiant MTN ; ou, ce qui est équivalent :
La tangente MS, à la ligne de courbure AB, est parallèle à la normale principale TI de la courbe CD, arèle de rebroussement de la normalie déterminée par AB (**).
(*) Formules (7).
(**) Le Calcul différentiel, de M. Bertrand, ne signale point cette propriété. Dans celui de Serret, on lit (p. 487, 1808) : « Ainsi, pour qu'une » courbe donnée, tracée sur une surface, soit ligne de courbure de cette >^ surface, il faut et il suffit que la tangente de la courbe en chaque point « soit parallèle à la droite qui fait avec les axes des angles dont les cosinus « sont proportionnels aux ditférentielles
)) dcosx', d cos i3\ dcos'x',
» «', (3', ?' étant les angles formés avec les axes par la normale à la sur- >' face, n L'Auteur ne semble point s'être aperçu que la droite en question est NL (Octobre 1880.)
III. J{riti(ir(fue. — /., u, v étant los cosinus dircitifs de iMT, ceux (ie Tl sont, comme on sait, prnportiorniels à dA, ilij, (h- Uoni* les proportions (5) ex[)riinent le p;ir:illrlisme des droites MS, TJ; et, réciproquement, ce p;uallélisnie donne lieu aux [)roportions(3).
I\'. Autre remorque. — Si A, B, C sonl des quantités proportioiniellesaux cosinus direclifs de MT, les cosinus direetil's de TM sont, connue nous l'avons supposé, proportionnels aux quantités
BriC — G/B, Cr/A— A(/C, ArfB — B//A;
mais les tosinua (Urevtifa de TI ne sont point proportionnels à dA, dB, dC.
1° La première proposition résulte des identités :
2 A(BrfC — C(/B) = 0, 2 'A -^ (/A)(B(/C — C(/B) = 0.
2° Nous avons trouvé, ci-dessus,
2 (VrfA — AdV)(Br/(: — O/B) = 0. (î))
D'ailleurs,
2 A(V(iA — ArfV) = 0.
Par conséquent, les cosinus direclifs de la normale principale Tl sont proportionnels aux quantités
Vf/A — A(/ V , Vf/B — BrfV , \dC — CdV.
CC\. — moiniiiatioii cl'iiuc série.
{Décembre 1885.) I. Soil
S = l -1 XH jr--i--.-H x"h (I)
On a
(/i-t-lj(//H-2)..(2«-t-l) r(2«-+-2) ^ ./
( 368 ) Donc
do
s= f lU Y (6 — syx" = r - — ^
OU
L'intégrale indéfinie est
arc tg
(2B~i)Vx
V/4 — X Entre les limites 0 et 1, elle se réduit à
Conséquemment,
- arc tg y -- X '^4
arc tg \ /
Telle est la somme demandée.
II. Pour x==\ et 3c = 2, on obtient ces résultats particuliers^:
TT
2^ ^273'^5.4.5^4.5.6.7"^5.6.7,8.9 III, Si l'on change x en 4x'-; la série (1) devient
et la formule (3) :
S == arc Ig
ÔOU
ou, sons une f'orinc plus simple :
arc sin x , ,
\\ . .Nous avons donc vvUv anito ('itnlitr :
arc sin j- 4 , 4 . S 4 . 8 . 12 ,
\/1— a' 2.3 5.4. b 4.îi.r..7
(!cllc-ci, qui est connue (*), est une conséquence de la formule
de riausen :
2 X* 2.4 a" 2. 4.(i x« (arc sin xf = j* -4- - -- -^ -— - — -¥■ _ — h- . .. (**).
l'C'^I. — 1 lie (raii<)iforiiinti«>ii île la formule
«lu liiinoiiic*.
(Juin 188 ô. )
I. Si, dans l'expression
(„ _^i/«^-=ri )"_(„_ i/^iTi)"
2 1/ a* — 1 on fait /< = 1 , n = "2, n = 5, ..., on est conduit à supposer que :
(„ ^ v/^;rzri )" - (g - v/7^:~i r j
Pour essayer de démontrer cette relation remarquable, faisons « = 0059. Elle devient
(ces cp -+- 1/ — I siii 9) — (cos (p — \^ — I sin (p)
2 [/ — 1 sin 9
= (2 cos (p)"-' — C,. 2,, (2 cos cp)"-^ -f- C,, .5,2(2 cos cp)»-" ,
(*) Mémoire sur ccrliiinex décompositions en carrés, p. 60. (**) Traité élémentaire des séries, p. 102.
ou
sin cp
(2coscp)"-' — (;„_2,,(i>coscp)"-'+C„_,,2(2<'Osq3)"-'* (I)
Or, cette formule est connue (*). La relation (A) est donc vérifiée.
II. Une identité. — Si Ton développe, par la formule du binôme, chacune des quantités (a -+- Va- — 1)", (a — I/o- — 1)", on trouve, comme expression du premier membre de (A) :
C„.,«"-' + (;„,na»-^(a^- 1) H- C,„,a"~^(o^— 1)'^+ ...
Conséquemment ;
ou
Si, par exemple, n =■ 9, a = 1^2 :
9 . 16 H- 84 . 8 -H 1 2() . 4 -4- 56 . 2 H- 1 = 4 096 — 7 . al2 -+- 15 . 64 — 10 . 8 -4- 1 ,
m. Généralisation. — Si, dans l'égalité (A), on remplace a par ^1/ — 1, on obtient cette transformée :
= {2a)"-' + C„_.,i{±t)"-''h- + (;„_r„2(2a)"-V -4- ••• En même temps, l'identité (5) devient
= (2a)"-' -4- C,._2.,(2«/-V>2 -4- C„_3,.(2a)"-«6^ -4- ... {*) Nouvelle Correspondance nuic/iéniultque, t. NI, p. 104.
Cillt'-ci doniu' une ri'Iaiiini assez simple entre des nombres ronihinnloires; sa\oir :
\\ . Aiilrcs dcrelopiicmenls. — Soit
(n-k-\ liû^y -^ (a — l^(r + 6*)* = A«"-+-Hfl'' V>--+- Ca" -»/>',- ... (5) On voit diihord (en supposiinl 6 = 0), que A =2""'. En second lieu, si Ton prend les dérivées relatives i\ b, on a
2 l/â'^TÂ^
= t2Ba" * -H iC(i"-'/r -+- (il)»" ''6» -f •• D'après (B), le développement du premier membre est
«[(:2«)-*-^ C„_3.,(2a)-'/r -h C, ,.,(2ti)"-'>6* h- ••.]. Par conséquent :
n ( (li)
pui>i
et, en particulier
V. Suile. — SoienI, pour abréger
Il est clair que :
(a -4- V a^ + //)" = P l/'a^TT^ + Q, (a — l/a^ H- 6'^)" = — P l/a^ h- 6^ -f- Q.
Par exemple :
(l -+- l/^y = 16!) 1/2 -.- 259, (l — l/^y -= — 169 \/2 VI. Remarques. — 1° (_ ^''')" = Q^ — p2(fr^ + 6'^).
Donc, si n cs^ /m?>, Q'^ est. la somme de trois carrés; el, si n es/ impair, P^ es/ /e quotient d'une somme de deux carrés par une somme de deux carrés.
2" On a, identiquemeut :
2 [{a + Vu' -+- h')" -:- (« — Va' + 6^)"] l a^ + 6^
= (a ^ i/^^T^w/O"^' - (« - 1 vn?)"^'
Par conséquent :
Si n est pair (supérieiu" à "2), et que a, b soient des nombres entiers, la quantité
est une somme de quatre carrés, dont deux sont égaux entre eux (**).
Par exemple,
(2-t-l/Î5)V(— 2H-l/T5)'' = 2(2«-t-i5.2M5+15.2*.d5*+'15^) -- 51 042 = 15fV- H- 75' + 7o' -»- 561
(*) Vérification facile.
(**) Mémoire sur certaines décompositions en carrés, p 30.
C'ClklI. — Niir «iiirlfiiK'*» r(»riiiiiloM «le I'oInnou.
{Décembre 1883) (*).
I. Dans l;i deuxième partie de son célèhrc Mémoire sur les inléf/rales définies (**), Poisson adoplr, comme point de départ,
la formule
p'' -»- 2 CCS
^.=, [(2/ - 1 )r — 9]* -+- /r " --,^, [(2i _ 1 )7r -+- 0]* + ;)* , conséquence immédiate de celle autre formule, due à Euler
e'' -+- 2 cos 0 ■+- ('"''
2(1 ■+- cos e)
Mais Vétabiisseinenl de celle-ci est un peu long. Au contraire, il est très facile de démontrer directouent, ou plutôt de vérifier, la formule (1).
D'abord, si Ton change /) en />l^ — 1, elle devient
1 sin p
2pcosp-f-cosy -^1 ([(2/— 1)77— â]-— //- [(2i — t)7r-He]'— p' On a :
(*) Fragment d'une leçon à l'Université de Liège.
(*") Journal de l'École poli/technique, ii<^ Cahier, pp. 2!>5, 296.
(***) Introduction à l'Analyse, t. I, p. 120.
donc la somme des deux fractions est
_(2t — 1 JTT — (Ô -H p) (2< — 1 ) 7r -+- (0 -4- p) i 1
p (2i— l)V- — (ô — pf
/J (2? — I fn' — (5 + p)^
Soient, pour abréger :
II. Dans le même Mémoire, Poisson donne rimportanle formule
(Ix
sm
On peut, comme il suit, la rattacher aux intégrales eulériennes. Soient :
p = uTT. e'
•ÎC/TT .
(') Traite élémentaire des séries, p. 116; formules 63 et 64. (**) Partant de cette identité, et renversant Tordre des calculs, on trouvera donc la formule (2).
( .>7.'i ) I n calcul Mrs siniplc doiiDO, au lini de r«''j;nlité |iréoë(lct)t«'.
i-«jt
I - la
Z ^^ -\- Z *^ dz ■ira
sin nt
Soit encore r= u^- ; et, |)iir coiisé(|uont,
r ' li'
■+- Il ^ ,/„ _ _ _
Le second membre égale ' li(a, I — a). Pour vérifier <|iril égale le prenn'er, je pose
J'obtiens B('A I -
Il = ig o.
/* r/sin cp LIcos 9
sin cp/
L'intégrale est la moitié de
J \cos a-/ \sin -i/ . ' \cos ©/
Donc enfin
B(a, \—x)=^l h ^[\ — oy-'ib ■
ce qui est identique.
Ainsi, en partant de cette égalité connue, et en transformant le second membre, on peut parvenir à la formule (5).
IIL Soit enfin la relation
r/x = - tgp,
également due à Poisson (*), et dont nous avons parlé autre part (**).
Si l'on pose :
elle devient
I — if 2
du =-tg<r.Tr. (10)
Celle-ci a été considérée par Svanberg et M. Hermite (***). Il est facile de la démontrer directement.
CCXIII. — É«|iaa(iou<« diflereuticlles totales
{Mai 1884-) (■').
Il y a quelques années, M. Joseph Bertrand a fait connaître une ingénieuse méthode, qui permet d'intégrer l'équation
Xdx -+- Ydij -t- Idz = 0 , (1 )
(juand la condition
IdZ d\\ (dX dZ\ fdY dX
\dy dzl \dz dccJ \dx dyl
est remplie ('), Je me propose de simplifier et de généraliser le procédé en question (").
(*) Journal de l'Ecole polytechnique, 18*^^ Cahier, p. !298.
(") Sur les Nombres de BernoulH et d'Euler (1867), p. 18.
(**') Sur l'intégrale...; par M.Charles Hermite (Académie de Turin, 1878).
(") Leçons à l'Université de Liège.
(') Comptes rendus, 18 décembre 1876. On verra, plus loin, pourquoi nous avons modifié les notations adoptées par M. Bertrand.
("') 11 ressemble beaucoup à celui dont j'ai l'ait usage dans le Mémoire intitulé : Recherche des lignes de courbure de la surface... (Aoadémik ne Bkl- GIQIK, 1861).
I. I.rposi' de la mctlmlt'. — i;o(|uation (i) est, ni vertu dr la relation (:2), une eonsé(|uenee du système niuilinire :
dx du dz
rfZ d\ d\ dZ fiY dX
dy dz dz dx <lx di/
Soieiil
deux intégrales de ce système. D'après un théorème eormu, toute autre intégrale est réductible à
En particulier, rintcf/rnie de la proposée (1) est réductible à cette forme (5). Conséquemment, si l'on prend a, [3 pour variables, l'équation (1) sera transformée en
M, N étant, bien entendu, des fonctions de a, (3 (*).
II. Remarques. — 1° Si, des équations (4), on tire les valeurs de X, y, pour les substituer dans la proposée, la variable z devra disparaître (**). Donc, pour abréger le calcul, on peut supposer dz = 0, et même r; = 0, si aucune des fonctions X, Y, Z ne devient infinie par suite de celle hypothèse.
^2" D'après cela, l'équalion (1) peut être réduite à
\dx -H \dy = 0. (7)
Et comme on déduit, des équations (5), (4), en faisant r = 0 :
dx , d^ , dp , dp
— (/a- H dy = dv., -— dx -\ a y = dp ;
dx dy dx dy '
(') A part les applications, la Note de RI. Bertrand se réduit à ce qui précède.
(") Propriété connue.
( 378 ) on peut prendre, dans la transformée (6) :
3" Si, au lieu de z = 0, on faisait x = 0 ou 7 = 0, on trouverait, soit :
f/S rfS dry. dv.
M=Y-i--Zy-, N = Z---Y-; (9)
az dij dy dz
soit :
dB dB da da
dx dz dz dx
4" Les trois valeurs de M, et les trois valeurs de N,ne sont pas nécessairement identiques : il suffît qu'elles soient proportionnelles, afin que l'équaiion (6) ne change pas. On a donc la relation suivante, à laquelle satisfont X, Y, Z:
dy
dor.
dx
doc
dy
dz
dx Z
dy
dij
5" Après quelques simplifications, elle devient
fdad^ dad^\ fdadfi dad^
\dy dz dzdyl \dz dx dx dz
dy dz dz dyj
(da. dB da dB dx dy dy dz
G" Au fond, cette identité ne diffère pas de la condition d'inté- (jrabilité (2). En effet, les différentielles des équations (4.) étant
da da da , dB , dB dB ,
-— rtx -t- — - (/ w -H — - rtc = 0 , -7- dx H — - dy -h -^ f/z = 0 ,
dx dy dz dx dy ' dz
(*) A cause (le
dx (II/
ces valeurs rendent identique l'équation (6).
dx (il/ dz
da db dx di ~ d^lj ^d^Tdi ~ da. di da rfS '
I r t I II
dij <tz dz dx dz tlx dx dz dx dtj dy dx
cl, pour que ces éf|iiah()ns simiillances s'aceordcni avec le système (4), on doit ;ivoir
dij dz dz de dx dij
da rfS f/a dp da dp (hx dp d'i dp r/jc dp dij dz dz dij . dz dx dx dz dx dy dy dx
III. Ajjplication. — Soit pris, comme dans la Note de M. lîertrand, l'exemple classique :
iy' "+"!/*"+" -')'/-i" ■+■ ('^ ■+- ~^' -«- J'^)dy ■+- (x* -\- xy -¥- y'^)dz = 0:
de manière ([ue
X = 7" -+-?/;-♦- z', V = -- -+- zx -I- X*, Z = X" -f- xij -+- y'.
Le système
dx dy dz
z — y X — z X — y a pour intégrales
X H- (/ -H : = a , X" -+- ^* -+- z' = p. Si l'on suppose r = 0, on trouve, par les formules (8) :
M -= 2(i/'' — x^) , .\ = x'^ — y'; ou, en supprimant un fadeur :
M = — 2 (x- H- xy -+- y'^) , N = x -+- ?/ ; ou encore :
( 580 ) L'équation auxiliaire (6) est donc
L'intégrale de celle-ci étant
on a, comme intégrale de la proposée,
yz -t- zx -+- xy
a; -+- y -frésultat connu (**),
IV. Équations homogènes. — Si l'équation (1) est homogène
il est clair que
X = az, y = pz (H)
la transforme en
k{adz H- zda) -t- B(Sf/z -+- zdp) -+- Cdz = 0; (1^2)
A, B, C ne contenant que a et (3. Celte nouvelle équation étant
écrite ainsi :
dz AdoL ■+■ Bdp
. Af/a-+-BrfJ
on voit qu'elle sera iniégrable si ^g ^b3 + c ^^' ""^ différentielle exacte (***). La condition est
Aa -+- BS -+- C Aa -+- BS -*- C
dô da.
(*) Dans la Note citée. M. Bertrand, qui ne fait point usage des formules (8), (9), (10), n'explique pas comment il parvient à la dernière équation.
('*) On peut comparer le calcul précédent avec celui que donne Lacroix (t. II, p. ?)08).
(■■■) Suivant M. Hoùel, dans cette équation (15), les variables sont séparées [Cours de Calcul infinitésimal, t. III, p. \ii).
VI. Re?nar(jue. — La condition
. fdZ (IY\ . /(IX r//\ ^ /r/Y ,(\\ \(h/ dzl \dz dxJ \dx dyl
est susceptible d'une ùiterprétation géométrique ass^ez simple.
L'équation
Xdx -4- Vf/// H- yjlz = 0, (1)
si elle est intégrable, représente une infinité de surfaces S, ayant
pour équation
(*) /»ii7(' de rExercice 24 de M. Hoiiel (t. III, p. 25i). Dans celui-ci, le premier terme est (j/*-+-x*)rr/r : la condilion d'intégmbililé n'est pas remplie.
Les équations (5), ou leurs intégrales (4), représentent deux séries de lignes L : ces lignes sont situées sur les surfaces S, c'est-à-dire qu elles en sont les génératrices.
En effet, les cosinus direclifs de la tangente T, à L, au lioint (x, )j, z), sont, d'après les équations (5;, proportionnels
aux binômes
f/Z rfY dX dz (/Y d\
aij dz dz dx dx dy
D'autre part, les cosinus dircctifs de la normale N, à S, sont proportionnels à X, Y, Z. Or, l'équation (4) prouve que ces deux droites sont orthogonales. En d'autres termes, la tangente T est située dans le plan tangent à S.
Addition.— {Octobre 1886.)
VIL Conditions d'intégrabilité. — Soit l'équation à quatre
variables :
Tdl -+- Xdt + \dij -t- Zdz = 0. (14)
Si l'on exprime que le produit du premier membre, par un facteur 1, est une différentielle exacte, on trouve les conditions connues :
iM^
VllL Remarques. — 1" Les équations précédentes se déduisent les unes des autres, par une permutation tournante. Si l'on continue cette permutation, on trouve une quatrième condition (surabondante) :
ld\ d\\ iil\ dl\ ^IdZ d\\ ^
\f/^ dx I \dz dyl \dx dz 1
(■) Dans son grand Traité (l. Il, p. ol6;, Lacroix donne les équations (t5), (17), (18); mais non l'éqnation (16).
Y/Y dz
dZ\ (dZ -+- Y
dyl \dt
f/T\ ^ 'f/T dz 1 \dy
'dZ ail
dT\ un -+- z
dz 1 \dx
dX\ ^ [dX dt 1 "^ [dz
dZ\
IG
d'Y dx
dt 1 \dy
dY\ (dY
U-X ■ dxl \dt
Du irstc, il csl facile de vciilior (|ue cellt'-ci esl une consé- (|iiciK'<' <le> Irois aulres. En cHci, si l'on divise par TYZ, ()ar \ZT, elc. ; on pi'Ul, pmir ;il)rt''iior. é<rire ainsi ces (pialrc cqualions :
u -+-/;-»- r^^O, h ^ tl ^ e = {). d -^ f — r = (>, /-+ « — e = 0.
Donc
ou
"■ï" L'c(|uatinn (l(S) ne dillcrc pas de réquation C^). Ainsi, pour (ino rc(ji((ili())i
'Vdl -+- \dx -4- Yf/// -t- Zdz = 0 (11)
soil intèf/rable, l'équation auxiliaire
\dx H- \dij - Zr/c = () (1)
le doit être (*).
I\. Intégration. — Poui fixer les idées, prenons l'équation (18), écrite ainsi :
[dY rfZ\ (dZ dZ\ (dX dY\
La proposée (14) esl, en vertu de celte condition (19), une conséquence du système auxiliaire {**) :
dl dx (II/ dz
0 r/Y dZ dZ dZ d\ dX
dz dy dx dy dx dy
Celui-ci suppose / = const. = y.
(*) Celle-ci suppose / = coni>l.
(") A chacune dos quatre conditions d'intégrai)ililé correspond un système auxiliaire; par conséquent quatre systèmes, entre lesquels on pourra
choisir.
Si, comme dans le paragraphe I, les intégrales des deux autres
équations sont
on tirera, de ces égalités, les valeurs de x, y (en faisant varier 0, pour les substituer dans la proposée : z disparaîtra, et l'on aura une équation différentielle entre a, (3 et t. Supposons que l'intéerale soit
alors l'intégrale de l'équation (14) sera
F[cp(x, .V, r), ']>(x, .V, c), ^1 = C. (-2i>)
\. Autre méthode. — Elle résulte de la seconde Remarque (VIII).
Soit,
/•(/, ,r, y, z) ^ 6 {Tô)
l'intégrale de l'équation (1), t étant supposé constante. Pour en déduire l'intégrale de l'équation (14), il suffit de remplacer la constante arbitraire 9 par une fonction de t, convenablement choisie. A ce point de vue, on a
(U [(h , (If di
— dt -v- — ax -H — dt \dx il y
di -\- I — dx-^ — dii H dz] = dû.
\dx ily -^ dz I
La quantité entre parenthèses est égale au trinôme Xdx -h Ydy -+■ 7aIz, multiplié, s'il le faut, par un facteur A. En conséquence,
de =[- — ât] (//. (24)
D'après ce ([ue nous venons de dire, le second membre doit être indépendant de x, y, s, soit actuellement, soit en vertu de l'intégrale (25) (*).
(*) Celle mélliode n'est pas nouvelle; mais nous croyons en avoir simplifie l'exposé.
XI. Applirntioii. — Soil lÏMinnlion connue f
1/(1/ -*- z)(U -4- :i^ -+- z)(tx -+- :(/ — x)dif — ij{l — x)(lz = 0. (iJ5) L'équation auxiliaire est
z(y -+- r)r/j -+- z{t — x)dtj — tj{t — x)<h = 0. {2«>)
Pour inlégrer celle-ci, prenons, préalahlement,
(y H- z)({x -^ (t — x)(lz = 0,
OU
dx du
dont rinlégrale esl
Cette formule représentera l'intégrale de l'équation (16), si y est une fonction de z, convenablement choisie. Dilférentiant, on a
{t — x) {dy -+- dz) -4- (^ -t- z)dx = {t — xfdy;
puis, eu égard à la relation (16) :
{y ■+■ z)dz = z{t — x)d'y ; ou bien
dz dy
OU encore :
y = zé.
Ainsi, l'intégrale de l'équation (26) est
Différentianl de nouveau (en faisant tout varier), on a
z{t — x}{dy-¥-dz) — (ij-^z){t — x)dz — z{y-^z)[dl — dz) = z'[l — xjVe; ou, en vertu de la proposée,
— (y-^ zfdt = z\t — xfdQ,
(') MoiGNO, Calcul intégral, p. bll.
ou
dt — -
de
L'intégrale est
Par conséquent, la formule (19) rlevient
ou enfin
ty -+- zx
Telle est l'intégrale de l'équation proposée.
XII. Remarque. — Si, au lieu de l'équalion (27), nous avions
pris
z{t-x)dy — y[t — x)dz=^{),
c'est-à-dire
dy dz
le calcul eût été abrégé.
CCXIV. — Théorème d'Ari(ljiiuéti(|ue (*). {Décembre 1885.) n et p étant des nombres entiers, la fraciion
i . 5 . 5 . . iJ/> - 1 . K 3 . 5 .. 2?i — t2p — 1 ' r 2.5...«
est réductible à la forme
2*' N étant impair.
(*) Extrait du Mémoire sur ce ri ni ncs (li'Com})osifions en carres.
I .2.3 ... !>;; .1 . '2 .7, ... :în
____ = entier.
II. Renianjur. — Le numérateur de /"étant itn/iair, l'exposant ^m\ (n\ ///^
CC3kV. — Mur le d«*i*iiit'i' tliéorèiiic de Fermât.
{Murs 1884.)
M. de JorKjuièros vient de publier, sous ce titre (***), une très intéressante Note, contenant les remarquables tbéorèmes suivants :
Soient trois nombres entiers, a, b, c, vérifiant l'équation
i" Si et b ne peuvent être, siniultanéiiienl, preiniers ; 2° Si a, supposé inférieur à b, est premier, c = b -+- 1 . En suivant la voie indiquée par .M. de Jon(|uières, on peut trouver d'autres contributions au iliéorème de Fermât.
I. Préliminaires
i" u" — [ =^ JK. {nb). (i)
(') Seconde Note sur qnclqnus questions relatives aux fonctions elliptiques.
{") Voir, dans la ISote CLXIII, le théorème d'Eisenslein.
(***) Atli dcll' Accademia ponlificia de' Nuovi LÏHce» (20 janvier 1884j Rome).
(") Je suppose, une fois pour toutes, l'exposant n premier, cl supérieur à 3. (Voir lu IVote XL VII.)
(') Dans les deu.\ premiers paragraphes, le nombre a est premier.
( 388 ) D'après le second théorème de !M. de Jonquièrcs,
n étant premier, tous les coefTieients, dans le second membre, sont divisibles par n (*). Ainsi
a"- l=6Jîl {n)=:Cfn{7ib). (3)
n tie divise pas a (1). Donc, par le premier théorème de Fermât :
(„"-«_ I)„ = jTL(n).
Et comme
a"-l=JR(/0, (3)
on a régaliié (4).
5° Tout diviseur premier, de c — a, divise a — 1 .
On a
E étant un nombre entier. Suit p un nombre premier qui divise 6 + 1 — a. D'après un théorème connu, p divise 6; donc il divise
A° s -h h et c — a so)it premiers entre eux.
Soient, s'il est possible :
o H- 6 = JTC ip), c — a = DVi (/)).
A cause de c = 6 -h 1 , on aurait donc
-2a— 1= on ip).
On vient de voir que
a-1 =jrL (p).
Or, ces égalilés sont contradictoires ; car leurs premiers membres sont premiers entre eux (**).
(*) Propriété connue.
(*•) Si p divisait 2a— 1 et a — 1, il diviserait 2o — 1 — 2(a — 1) = 1.
5" 2a — 1 et 21) -+- 1 sont premiers e>ilre eux.
Les nombres a -f- 6, 6 -+- I — a n'ayoni aucun facteur commun, il en est de même pour leur somme 26 -h i et leur diiïérence 2« — 1 .
II. Incfinlifés. — \° Le iiunihrc prcniier, a, est coïfipris entre
\" ni)"-* el ^n{l) -+- l)""'.
Reprenons l'égalité
fl"=(6-+- 1 )" — /*". (2)
Le second membre, divisé par (6 -f- 1) — 0, devient
(6 -4- i)"-' -t- {h -t- ly-'b -f- ••• H- h"-'.
Ce quotient est compris entre nb"~' et n{b -+- 1)" '. Ainsi
n{b-^ I)"-' > a" > nl>"-'. (5)
D'après M. de Jon(|uiùres, b sur])asse a. Donc
6" > «" > /<//'-', puis
6" > nb"-*; etc.
5° Le nombre h, qui satisfait à l'égalité
est compris entre
\\l. Retnarqiies. — 1° Soit h un nombre entier ^ supérieur au nombre entier n. Entre ^ nb"~* et k n(b -i- 1)""*, il y a, tout nu plus, un nombre entier.
Supposons qu'il puisse y en avoir deux, a, et a^; de manière que, a, étant le plus grand, on ail :
ou
On conclut, de ces deux inégalités,
et, à plus forte raison :
Celle-ci est absurde; car le premier facteur est, au moins, égal à 1 ; et le second surpasse 1 (*).
2° Le nombre c est compris entre a ^- b e^ ^(a -i- b). Soit a le plus grand des nombres a, 6. Alors :
et, à plus forte raison,
la H- 6\"
ou
Addition. — (Octobre 1886.)
IV. Théorème I. — Si des nombres entiers a, b, c, premiers entre eux deux à deux, vérifient V équation
la somme a -h b ne peut être un nombre premier.
(*) A cause de
6 > n, fl, > \/%i6"-*.
( ">yi )
Soil, s'il est possil)lo, a -^- b ^ p. Le nornhro prcmipr p, divisant <•", doit diviser c. Ainsi c = pc.
LVqiiation (7) devioni, par IVlimiriatioii de b,
j," ' „yr-' -+- ■•• -+- - II" '/> = p"r'". (8)
Tous les termes, sauf «n"~'/j, sont divisibles par />-; dono
Cette relation exige que p divise a ou n. Mais p surpasse «; donc /} divise n; on, pliitôl, p = n. Conséqiien)ment,
Or, {a -+■ by surpasse a" -f- 0". Ainsi
//" > n"c'" ; conclusion absurde.
V. Théorème II. — Si la somme a -+- b esl divisible par n, elle est divisible par n"~*.
Pour fixer les idées, et abréger, prenons n = 5 ; et soit, s'il
esl possible,
puis, par conséquent,
^ ^ c = lic'. (10)
L'équation
OU
(5^)s _ 5(57)*fl + IO(of/)V — 10(yf/)V -+- 5(5g)«* = 5»c*. (II) est réductible à la forme
5'A7* -^ b'qa' = 5V", c'est-à-dire à celle-ci :
rt ne pouvant être divisible par 3 (*)» o" ^^'^ ^v^'*"
{*) A cause des relations (!)), (10)
( ?592 ) Par suite,
Cette équation exige que
Donc
H =oq ,
et enfin
VI. Théorème III. — Si la somme a -1- b es/ divisible par un nombre premier p, différent de n, e//e est divisible par p".
Prenons encore n == 5, et supposons
a -^ h = pq, hypothèse d'où résulte
c = pc'.
L'équation (1 1) est remplacée par
(pqf — nipqfa -f- \0[pqfa-— 10(/)f/)V -4- ^{pq)a' = fc\
laquelle peut être écrite ainsi :
kpq'^ -t- 570* = /c".
Opérant comme ci-dessus, on trouve :
q = pq\ q'-=pq", q"=pq"\ q"' = P'i" ; puis
VII. Théorème IV. — Si la somme a -i- h est divisible par une puissance de n, supérieure à vf~\ elle est divisible par n^""'.
Prenant encore n = 5, sup()Osons
a ^ h = 5Vy ; (*) On pourrait écrire, loul de suite,
mais nous croyons rendre la démonstration plus claire en divisant, successivement, par g.
et, par conséquent,
De I;i résulte, sous forme abrégée, l'équation
(Iclle-ci exige que Donc
c =bc , 7 = 5*7 .
\ III. Théorème V. — 5/ la somme a -i- b est divisible par une puissance du nombre premier p (différent de n), supérieure à p", elle est divisible par p'".
Métne démonstration.
IX. TiiKORÈME VI. — La sointno a -h b a la forme - P", ou la forme P", selon qu'elle est divisible ou non divisible par n.
Celte projtosition est un simple corollaire de celles qui précèdent.
X. Théorème \ II. — La di/Jérence e — a ne peut être un nombre premier autre que n {*).
Si, dans l'équation de Fermât, on change c en — c, elle devient
A cause de celte forme symétrique, employée par Legendre, toutes les propriétés relatives à la somme a -i- b subsistent pour a + c el b -+- c; c'est-à-dire, en reprenant la notation primitive, pour c — rt et c — 6. Le Théorème I, seul, peut faire exception.
En effet, si l'on suppose c — a-=p, et que l'on répète les raisonnements employés ci-dessus (IV), on lrouve/)=n,6 = «6';
puis
inégalilé évidente (**).
(*) Ue même; pour c — b.
[") On ne peut supposer t'= I ; ear cette liypotlièse donne
Ce cas d'exception étant mis de côté (*), nous pouvons nous contenter d'énoncer la proposition suivante.
XI. Théorème VIII. — Chacune des différences c — a, c — b a (a forme j^ P", ou la forme P".
XII. CoHOLLAiRE. — AncuH des nombres an- b, c — a, c — b n'est premier.
XIII. Suite — Soient, s'il est possible
On tire, de ces équations :
"==^(""'— ^"'-*-^"')' fc=-(6'"— a'"-+-c'"), c=-(a'"+6"'+c"'); (15)
^ Jbi ji
puis
La relation (7) devient donc
Dans les développements de
(a' + 6' + cr, {b' -^ c' — a')", (c'-^a' — b'Y,
tous les termes, sauf ± a'", ±6'", dzo", sont divisibles par n (**). Ainsi
_a'" — 6'" -+- c'" = ClK{n);
ou, par l'égalité (14) :
u -+- 6 — (; = ClKin).
(') On va voir qu'il n'existe pas.
(**) En effet,
■ = [ÏÏi (n),
il a,^ftn — a — p sont différents de n.
\IV. Théorème I\.
P = H,x" »-»- II,J "*»/-+- - -+- II,»/'-*. )
2° y.cs coi'/Jicients sunl duitni-s par la formule
H, = 1 [(:._.,„ rb I],
le sifjne -+- répomlanl au cas où p r.s^ i)iipair.
5° /-e pobinôme P esf divisible par x^ -»- \y -+- y- (*).
I " « t'tanl premier, impair, la première partie esl évidente.
2° Pour établir la deuxième, il siilTit d'observer que
nxy *ô° Enlînjsi l'on fait !/ = zx, l'équation P = 0 entraine celle-ci :
laquelle esl vérifiée par
Ht, , 27r
z = cos - — -àzV — \ sm — ' 5 5
comme on le reconnait aisément. En outre, chacune de ees expressions est racine de l'équation dérivée :
(z -t- î)-' — z"-' = 0, quand n a la forme 6fji 4- 1 (**).
(•) Et même par (j» -+- .r.y -+- .v*j*, si « = ^(«)-»-l (Caiciiv. .lournal de Liouville, t. V, p. 213).
(**) Ce procédé, plus simple que celui de Cauchy, est dû, je pense, à M. Slern.
XV. Remarques
n = 7, P = [x'^ -\- xy -i- y'^f (*).
il tv
ou
5" Hj = 1 ; donc
eic.
4° Si l'on fait y = x, l'égalité (1-4) se réduit à 2«-« \
Voici donc une décomposition du nombre "" ^~ , en parties entières, additives, différente de celle qui est exprimée par la formule (à peu près évidente) :
(*) Nouvelles Annales, 188^, \i.^W.
{'") Par exemple,
=93= l-t-4-t-ll -+- 19-4-25-+-I9-H 11 H-i-t-t.
(***) Voir ci-dessus, p. 501. Dans la Note intitulée : Sur quelques développements de sin iix et de cos nx, on trouve cette autre décomposition :
Mais elle doit être attribuée à IM. Baclir [S'nuvvllcs Annales, ISfil), p. 562).
W'I. TiiKKHK.MF. \. — La ili/frrcinr ciilrc Ivs piiissamcs n"'"" (le deux numhres oUiors nmséiulif.f, a, ;i -i- 1, ehmt diminuée de ruuité, est divisible pur n(i{<i -^ !)("- -i- « -+- l) {*).
Conséquence immédiate du Théorème IX.
XVII. CouoLLAiRE. — Si. daits l'vijualion de Fermai, le nombre il est premier,
a" _ 1 = JR [nb[h H- \)[b' -*- b -H l)]n.
XVlli. Soii, dans celle même équalion (7),
Elle devienl
- (« -V by-W - ... -+- r" - (a -^ i»)" - a" - //' ; ou, par les formules (li)) :
-(a -+- 61" V -+- r"= iiab{a m- fc)P, (16)
P représentant la quanlité
H,u"-' H- H.,«'-*6 -H - -+- Hj6"-l
Le premier membre esl divisible par y. Ainsi :
Le nombre y (s'il existe), compris entre zéro e< ^(a + b) (***), dicise nab(a -h b) P (")•
(♦) Ce Ihéoicmc suppose ti > ô. Les facteurs a, «-+- I, rt^ -+-«-+-! sont premiers entre eux, deux à ileux. En outre, le troisième égale le produit des deux autres, augmenté de 1.
(*•) Par le théorème de M. de Jonquières.
("*) A cause de
f > - la H- b).
(") J'essaierai de revenir sur cette question. (Décembre 1886.)
NOTE POLR LA PAGE
On sait : 1° que le lieu des centres des coniques circonscrites au quadrilatère ABCD est une conique H (*); 2" que le centre I, de H, est le milieu de MN.
Cela posé : y est le point de r/ii/perbole H, diamétralement opposé au centre 0 du cercle ABCD; ou encore : le point y est le centre de la circonférence circonscrite au quadrilatère A'B'C'D', sj/métrique de ABCD, relativement au milieu I de MN.
(*) Une hyperbole, dans le cas oîi les données ont la disposition actuelle.
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