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CCX^I. — Seetton droite du eylindre eireonserit
à an elllpnoide*
(Avril 1884.)
étant réquation de Fellipsoïde; soient ^ g^ h, les cosinus direetifs
de Taxe OL du cylindre. L'équation de cette surface est, comme
on sait,
p« — mQ = 0, (2)
en posant :
fx qy hz _ ac' v' ^* a' 6* r a' 6 c
ur 6* c'
D'un autre côté, le plan de la section droite est représenté par
fx -^ gy -*- hz = 0. (4)
Par conséquent, les carrés des demi-axes de cette courbe sont le maximum et le minimum de
les variables x^ j/, z satisfaisant aux conditions (2) et (4).
La règle ordinaire donne
xdx ■+- ydy -♦- zdz = 0, (6)
fdx -f- gdy -f- hdz = 0, (7)
Vf — mx , Pûf — mv , P^ — mz .
-i-^— dx-4- ^^, ^ rfy-i. -5— dz = 0. (g)
Par la méihode de Bezout, on déduit, des trois dernières
équations :
Vf—mx ^ \
Pûf — my ^ .
y^ig^fc ^ ^^ ^ = 0, ) (9)
PA — mz z -^ xh -*- fi = . ,
Si maintenant on multiplie par x, y, z^ et qu'on ajoute les produits, on obtient, à cause des relations (3), (4) :
ou, par réquation (2) :
fj^m = 11». (40)
De même, en multipliant par Ug^h:
AH- A«[Pw — mP] = 0, ou
Ainsi, les équations (9) peuvent être remplacées par :
(u' — a»)x = PA*/; (u« — 6')y = PAcgf, (tt« — c«)z = Pa^A. (12)
Il résulte, de celle-ci, Téquation demandée :
IL Suite. — Menons, par le centre de l'ellipsoïde, un plan perpendiculaire à la droite dont les cosinus directifs seraient /', g', h'. Les carrés des demi-axes de la section vérifient l'égalité
^ TT— :i=0. (14)
due à Sedley Taylor (*).
Ces deux équations auront les mêmes racines, si
af hg' ch! ' On conclut, de ces proportions :
La droite OL', dont les cosinus directifs sont f\ g\ h'j est donc déterminée ; et, en conséquence :
IIL Théorèmes. — 1° Toute section d'un ellipsoïde, par un plan diamétral, est égale à la section droite d'un certain cylindre, circonscrit à l'ellipsoïde.
2® Réciproquement : Tout ellipsoïde, inscrit à un cylindre, admet une section diamétrale égale à la section droite du cylindre.
3® 5t deux ellipsoïdes, concentriques, sont inscrits à un même cylindre, une section diamétrale de l'un est égale à une section diamétrale de J autre.
4* Réciproquement : Si deux ellipsoïdes concentriques n'ad^ mettent pas de sections diamétrales égales, ils ne sont pas inscriptibles à un même cylindre.
IV. Remarque. — Soient A', B', C les projections, sur OL
{*) Cours d'AncUfse, p. 464; Nouvelles Annales, t. XX, p. liS; etc.
des sommets A, B, C de Teilipsoide (*). Le point M, dont les coordonnées sont
appartient à cette surface (**). De plus, il appartient à la droite OL.
Donc ce point M est celui où la droite OL perce l'ellipsoïde (***).
Si M' est le point dlnterseetion de OL' avec la surface, nous dirons que M, M' sont deux points correspondants. Il existe, entre ces deux points, une relation simple.
V. Théorème. — Le centre est également distant du point M' et du plan tangent en M.
Prenons, avec les formules (1 6), les équations
X ^ ufy y = uçy z = uh; (17)
puis la formule connue :
Il est visible que
M = ^= :: TT, U
(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
(**) A cause de
(***) Nous prenons, dans la figure, la partie située au-dessus du plan xOy.
( 7) Donc
où, enfin, par les proportions (15) :
A'=/_L£_::iL=„«. (20)
VI. Cylindre de révolution. — Si la section diamétrale de Tellipsoïde est circulaire, la section droite du cylindre circonscrit l'est également : celui-ci est un cylindre de révolution. Par la théorie connue (*), on trouve :
puis, au moyen des formules (16) :
Par conséquent :
A un ellipsoïde donné, on peut toujours circonscrire un cylindre de révolution (**) ;
0U9 en d^autres termes ;
Étant donné un ellipsoïde éclairé par des rayons parallèles, on peut toujours le placer de manière que son ombre, sur un plan perpendiculaire aux rayons, soit un cercle.
(') Voir, par exemple, V Analyse appliquée, de Leroy (p. 4 65), Ç*) Plus exactement, deux cylindres.
VII. Remarque. — Quand un cylindre de révolution est circonscrit à rellipsoîde, il est circonscrit à la sphère concentrique à celui-ci, et dont le rayon serait 6. L*ellipse suivant laquelle le cylindre touche Tellipsoîde est, relativement à cette surface, une ligne de courbure constante ; et, en outre, une variété de la courbe appelée polhodie (*).
CCXLVII. — Sur deaiK tbéorèiiies de M. Màmgnerr
(Août 1884.)
I. Premier théorème. — On peut construire trois cercles osculateurs d'une parabole, qui touchent une tangente à cette courbe : cette tangente, et les tangentes aux points d'osculation, touchent un même cercle.
I. Rapportons la courbe à la tangente Cx et à la normale CA (***).
L'équation sera
(y - ox)' — 26t/ = O. (i)
Il en résulte :
(y-ax)(t/' — a) — 6^ = 0, (2)
(y' — af ^(y-ax^ b)y" = 0. (5)
Le cercle osculateur en M, qui touche Gx, est représenté par
y-2py + (ap-a)« = 0; (4)
d'où
(*) Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces, p. 34. (**) Savant Géomètre, plein d'originalité, dont on déplore la perte récente. Je l'ai en pour élève, au Lycée Saint-Louis, en 1854. (Nov. 1886.) {*'*) Le lecteur est prié de faire la figure. ('^) a est le coefficient angulaire des diamètres; 26 ss corde CA.
Des équations (2), (3), on tire
by' . (y' - af
Ainsi
fv' — af {y'^af^ahy" = 0, y" ^-^' W
La première valeur de y — ax, substituée^ dans l'équation (1), di^nne
puis
, = iJ^. (7)
L'élimination de x — a et de p, entre les équations (4), (5), conduit à
Donc, par substitution des valeurs (6), (7) :
y''{y - «r - 4a(1 -*- y'') (y' - a) - 4a^(i + yT = ;
ou, après suppression du facteur j/' (*) :
y'(y - a)' - 4a(i -H y'')(1 -4- ay') = 0. (9)
On simplifie cette équation en posant
y' — a 1 -4- ay
puis t — a = s. On trouve ainsi ;
«' — 5tt's — 2a(2 -f- a') = 0. (10)
(*) y' =r répond à la tangente Cx.
{**) t est la tangente de Tangle que fait MX, tangente à la parabole, avec les diamètres.
Cette équation a une seule racine réelle; donc, des trois cercles considérés, deux sont imaginaires (*).
IL Second théorème (**). — Les projections MP, M'P' de deux normales MN, M'N' à une ellipse, sur la corde MM', sont égales entre elles (***).
Nous supprimons la démonstration, très facile ('''); mais nous énoncerons les propriétés suivantes, conséquences du théorème :
1° Dans P ellipse y la projection d'une normale MN, sur le demidiamètre OM, a pour expression ^ ; a' désignant ce demi-diamètre;
^ Dans l'ellipse, deux cordes parallèles sont entre elles comme les projections, sur ces droites, des intervalles compris entre les pieds des normales correspondantes.
(*) Nous ne poussons pas plus loin cet exercice de calcul. Dans la démonstration donnée par M. Brisse, on lit :
« réquation
> dont les rctcines sont imaginaires. Il y a donc trois cercles osculatenrs » imaginaires d'une parabole, qui touchent une tangente a cette courbe » . (N. A., 488i, p. 390).
Etonné d'une pareille conclusion, deux fois énoncée, j'écrivis à TAuteur : « relisez donc la page 590 ». M. B. se contenta de me répondre à peu près ceci : « je n'écris pas pour les savants ; j'écris pour les élèves » . Ultérieurement, la correction a été faite.
('*) Cité et démontré par un ancien Elève ^e Mathématiques spéciales, (iV. A .y même tome, pp. 453 et 458). Tout le monde sait que ce pseudonyme désigne un savant Professeur à TÉcole polytechnique. En 4848, alors qu'il suivait mon cours, au Lycée Gharlemagne, il se fût dit : Ëlève de Mathématiques supérieures. En ce temps là, on avait renoncé à la ridicule dénomination de Mathématiques spéciales, si justement critiquée par Gergonne.
(***) Le lecteur est prié de faire la figure. (Les points N, N' appartiennent au grand axe.)
('^) Par l'emploi des coordonnées, elle est plus courte que celle que nous venons de mentionner.
CC1L¥III« — Remarques sur un théorème de Fermât.
{Juin 1884.)
L Ce théorème, Tun des plus importants de la théorie des Nombres, a été démontré (de la même manière) par Lagrange et Legendre (*). Habituellement, on l'énonce ainsi :
Tout diviseur d'une somme de deux carrés, premiers entre eux, est également une somme de deux carrés, premiers entre eux (**).
Mais ces grands Géomètres, et leurs successeurs, ont négligé de faire observer que le diviseur dont il s'agit peu^ être la somme de deux carrés fractionnaires (***).
Par exemple,
y H- 2» = 5 X 17, et 17 = (^)' + (y)'.
II. De la double identité classique
(a* -t- 6») (a' -i- p*) = [acL ± hpy ^- (a^ zp ba)\ (1)
on conclut
(o* -f- 6') (a* + py = (aa« =fc 26ap — ap^ ^ (6a« zp 2aap — bpy, ou
\ a' -4- p* I \ ol' ^ p'' I ^ '
En général, les fractions entre parenthèses ne sont pas réductibles ^ des nombres entiers (*'). Conséquemment :
(*) OEuvres de Lagrange (publiées par Serret), 1. 1 H, p. 21 i ; Théorie des Nombres, àe Legendre, t. I, p. 205.
(**) Legendre dit, à Tendroit cité : a tout diviseur de la formule i* -4- u*... » Je ne pense pas que t^-i-u* soit une formule.
(***) Très probablement, Tomission a été volontaire; la décomposition en deux carrés entiers étant seule efficace.
('*) a, p sont des entiers arbitraires, positifs ou négatifs.
La somme des carrés de deux nombres entiers est décomposable, d'une infinité de manières, en deux carrés fractionnaires.
En particulier ;
Tout nombre premier , de la forme 4a •+- 1 , est, d'une infinité de manières, égal à la somme de deux carrés fractionnaires.
Par exemple,
5 = îî' -f- i
li-'^MfH^H^^^'
III. A, B étant deux nombres entiers, premiers entre eux
soient a, b deux nombres entiers, premiers entre eux, et tels,
que a^ -+- 6* divise A' + B*. D'après le théorème de Fermât, la
fraction
doit être réductible à la forme a'^ -h b'^ ; a', b' étant deux nombres
entiers, premiers entre eux. Or, si Ton applique Tidentité (1),
on trouve
Aa d= B6 . Abzf Ba
et, par conséquent :
A'h-B' fAa db B6\* / A6 zp Bq \'
Ainsi, où l'on devrait rencontrer deux carrés entiers, on trouve deux carrés fractionnaires.
(*) J'ignore sMI existe quelque formule qui donne, sous forme entière, la valeur du premier membre.
IV. D'après la Note CXCVI, si
N =■ (o' -I- e*)T — 2[(o» -+- 6' -+- c') c' — oV] ^3 + (6» -.- c'fg*, (4) on a
Supposons que a* h- 6* -+- c* soit un carré w*. Alors (a« -f- c^N = j (mV — aV) 3 — (a« -♦- c») /* ! ' -*- 4a'6Vmy
e«^ une somme de deux carrés. Donc, en vertu du théorème, N estf pareillement^ une somme de deux carrés entiers {*). Mais l'application de la formule (3) donne deux carrés fractionnaires (**).
Soient, par exemple,
d'où
puis
D'autre part, au moyen de la formule (4) :
y. La formule (4) étant écrite ainsi :
on voit que N est une somme de deiAX carrés, si fg est un carré (***).
(*) Au moins si les deux parties du second membre sont premières entre elles.
(**) Cette sorte de paradoxe a été Toccasion de la présente Note. (***) Complément à la Note CXCVi.
CCILIX. — (§^iir une formale attribuée à M. Herntite
(Août 1884.)
I. Dans le Bulletin de Darboux (*), on lit, à propos d*une Note de M. Stieljes :
« En faisant usage de la relation suivante :
g ^ 4qf* ^ 9çO 4- 169'* -^ ••• =(1 H- 2gf -»- 27-*- âg* -*- Sç* -^ •••)
9 <jf* 9»
.(! H- 9)' (1 + qy (l -H 9V » qui lui a été communiquée par M. Hermite, Tauteur.... »
Corrigeant la faute typographique, et changeant 9 en — 9, on trouve
Il semblerait donc, d'après M. Stieljes, que cette formule est due à M. Hermite. Or, il n'en est rien (**).
II. Remarques. — D'après Jacobi (***), l'égalité (A) peut être remplacée par celle-ci :
1— 25r-+-29* — Sç'-f--. 1—?' 1—9* 1—9
laquelle est plus simple Q^y
C) Juillet 1884, p. 105.
(**) Voir, par exemple, mes Notes sur la théorie des fractions continues et sur certaines séries (pp. 57, 58 ; 1885). Voir aussi les Recherches sur quelques produits indéfinis (p. 92).
(*"*) Recherches,,. y p. 93.
(^') Gn peut voir, dans les Notes sur la théorie..., les propriétés qui en résultent.
CCIL^K.. — Coarbes ayant mèine loni^aeiir qu'une
eUipse donnée.
(Janvier 1888.)
I. Soit une ellipse £, tracée sur un cylindre vertical, et représentée par les équations
x«-+.y* = R', -==:tga. (i)
Soit, en second lieu, une eourbe G, à double courbure, ayant pour équations
x'* + y" = R', x'y' = az'. (2)
On peut disposer du rayon R' et du paramètre a, de manière que, dans les développements des deux cylindres projetants, la transformée E' de E, et la transformée C de G, soient égales. S'il en est ainsi, un arc quelconque de G, et Tare correspondant de E, auront même longueur.
On satisfait aux équations (1), en prenant
x==Rcosû}, t/=3R$ina), 2r = Rtgasinci}. (3)
De même :
x' = h! cos », y' == R'sinw', z' = — sin «'cos a\ (4)
La condition d'égalité, entre les transformées E', G', donne les
relations :
R«=:RV, z = z'; (5)
lesquelles sont vérifiées par
co'==-w, R' = 2R, a = 2Rcota.
Les équations de la courbe G sont donc :
a;' = 2Rcos-, y' = 2Rsin-, z' = Rtgasinttï. (6)
II. Vérification. — On a
dx «a — RsinoxL, dy ssKcosvdoi^ dz = Rtgacostfd»;
dx* = — Rsin~d», rfy'= R cos-d«, dz' = dz.
Par conséquent, s et s' étant les arcs correspondants :
R* rfs* == R'(i H- tgVcos'cj) rf»' = — —• (i — sin'a sin'a) d«',
COS a
puis
— / dwl/i — sin'asin*». (7)
as a../
ces
III. Remarque. — Le module de l'intégrale elliptique est le sinus de Tangle formé par le plan de Tellipse avec le plan de la section droite.
Addition. — (Novembre 1884.)
IV. Au lieu des équations (6), prenons, plus généralement
x' = Rncos-, t/' = R«sin-, (8)
z' = Rtgasin». (9)
Il en résulte
puis, par la formule de Moivre,
ix' -H y' l^^^i)" — {x' — y V^ y = ân^R'-'z' V/^col a. (1 i)
Ainsi, la courbe C, intersection d'un cylindre de révolution avec une certaine surface algébrique S, a même longueur que Tellipse E.
V. Remarque, — La surface S, représentée par Téquation (11), est rencontrée, en un seul point, par toute parallèle à Vaxe Oz'. De plus, si Ton adopte, comme coordonnées, z' et a>, elle est déterminée par Téquation (9). Cette surface est donc un conoïde droit, dont une génératrice quelconque a pour équations :
— =tg -, z' = R tg asin « (*).
II. Ligne de striction. — C'est la directrice reciiligne Ç
Soit p la projection horizontale
IlL Courbes de niveau.
(*) Ces résultats, peu importants peut-être, sont beaucoup plus simples que ceux qui ont été trouves, par Legendre et Serret, relativement à rintégrale elliptique de première espèce.
(**) Pour fixer les idées.
(***) Nous le supposons égal à iS^, afin d'obtenir des résultats simples. (**) Tottte surface réglée, qui admet une directrice rectiligne, est gauche. {Traité élémentaire de Géométrie descriptive, ISÔI-, seconde partie, p. 72). (') Recherches sur les surfaces gauches, p. 22.
d'un point P de 2. A cause de Thypothèse sur Tangle zGP, les triangles GOm, Ppm, évidemment semblables, sont isoscèles: fnp = P/). Pour une ligne de niveau y Tordonnée Pp est constante; donc mp = z=' const. Autrement dit : toutes les lignes de niveau, de la surface 2» se projettent, sur le plan de l'une d'elles, suivant des conchoïdes de celle-ci, relativement au pôle {*).
IV. Équation de la surface. — Si la directrice amb est représentée par u = af(<ù)y il est clair que Téquation de 1 est
V. Normale. — La normale à 2, au point P, étant normale à la ligne de niveau qui passe en P, se projette, horizontalement, suivant la normale, en p, à la conchoïde cpd. D'après une propriété connue, cette normale pn passe en un point fixe n, situé sur la perpendiculaire à Omp, menée par le pôle. Donc les normales à la surface 2, en tous les points d'une même génératrice, rencontrent une droite fixe nQ, parallèle à la directrice Oz.
VI. Paraboloïde normal. — Chacune des normales considérées rencontre GH et nQ. En outre , elle est contenue dans un plan perpendiculaire à GH. Gonséquemment, le lieu de ces droites est un paraboloïde hyperbolique y conformément à un théorème connu.
Addition. — {Novembre 1886.)
VII. Lignes de plus grande pente. — Elles se projettent, sur le plan horizontal, suivant les trajectoires orthogonales de la directrice amb et de ses conchoïdes. D'après la formule (1), dans laquelle z doit être considéré comme un paramètre, l'équation différentielle des conchoïdes est
u = af\a).
(*) Qaand la directrice amb est rectiligne, la surface, nommée hyperboloïde conchotdal, est fort intéressante. Le modèle en a été construit par Bardin et par M. Muret, De plus, au mois de juin 1870, M. Welsch, alors élève à l'École polytechnique, a publié, sur cette même surface, une étude et une épure fort bien faites. J'ignore ce qu'est devenu ce jeune Géomètre.
Une simple considération géométrique, combinée avec le théorème rappelé dans le paragraphe V, donné
dû) r(»)
ti — = — a — 1_: 5 ' du u
ou, par la séparation des variables,
k étant la constante arbitraire. Telle est Téquation qui était demandée.
VIII. Application, — Dans le cas de Yhyperboloïde conchoïdal, réquation (1) est
u = -, — -4-z O; sinco
et réquation (2) :
COSw
ou
a\ =sinw — J.tfi;--*----
On voit que la constante k est le rayon vecteur répondant à « = 0.
IX. Remarques. — 1° D'après l'équation (2), le problème des trajectoires orthogonales d'une série de conchoïdes est toujours résoluble (**).
2** Si, dans l'équation (2), on pose :
elle devient
V = aF(») H- /; (5)
(*) Nous prenons Taxe polaire parallèle à la directrice, afin que Tinté» grale (2) s^annule avec ta,
(**) En ce sens quMl est ramené aux quadratures.
et celle-ci, de niéme forme que la proposée (1), représente une nouvelle série de conchoïdes. Gonséquemment : ks réciproques R, R', R", ... (ou les inverses) (*) des trajectoires orthogonales T, T', T", ... d'une série de conchoïdes C, C, C", ..., forment une nouvelle série de conchoïdes,
Z"" Ce n'est pas tout. Comme les réciproques de deux courbes orthogonales sont orthogonales (**), si nous prenons les réciproques D, D', D", ..., des conchoïdes C, C, C", ..., ces lignes D, D', D", ..., constitueront, avec R, R', R", ..., un système orthogonal. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Théorème. — Soient des conchoïdes C, C C", ..., leurs réciproques D, D', D", ..., et les trajectoires orthogonales T, T', T", ... de D, D', D", ... Les réciproques R, R', R", ..., de T, T', T", ..., sont des conchoïdes, orthogonales aux réciproques D, D', D".
X. Application. — Si les courbes C sont les limaçons de Pascal,
représentés par
u S3 asincj -t- z,
auquel cas les réciproques D ont pour équation :
osm» -4- z
alors les trajectoires orthogonales T et leurs réciproques R sont déterminées par les formules :
«(î-^)=-^-'«(in)'
(*) La relation uv = a* est celle qui définit deux lignes réciproques. (**) Propriété connue.
(***) Evidemment, ces réciproques sont des coniques dont Tun des foyers est au pôle.
('*) Si Ton suppose / =r 0, on peut écrire ainsi la dernière équation :
séc « s=-Ic"-h « «I.
Les conchoïdes El sont donc des spirahs-ehatnettes (!).
CCX3ILII. — Sur la fonetion namérique ^(n) (*},
(Août 1882.)
I. Problème. — A étant un diviseur quelconque du nombre entier N, évaluer 2^ • •
Soil, pour fixer les idées, N = a^b^c^. Les valeurs de A sont :
1 , a, a\ ..., a'*, 6, 6*, ..., 6^, c, c', ..., c^, ab, a% .., N ;
et les valeurs de (p(A) :
««-i6^-Vy-*(a _ 1 ) (6 — i ) (c — 1 ).
Donc
ce C a6
ah ah
•^ ■ ■' ■ I il •
abc
Dans le second membre, il y a « fois la fraction ^-^, P fois la fraction -^, y fois la fraction ^^, «p fois la fraction "~'];^*~'' ; etc. Ainsi l'égalité se réduit à
«py(o — l)(6-l)(c-l).
(*) Au sujet de celte fonction, déterminée par £uler, on peut consulter le Journal de Liouville, t. IV, p. 7.
(22) puis enfin, à
s^f^-h'-^lh^lh^l
La formule cherchée est donc
2î^_[..±^][..Çtii][..r<î^]., „,
II. Remarque. — Cette formule , peu élégante» se simplifie quand N = al'b^&d* ... Dans ce cas.
2^=»a6cd... (B)
Addition. — {Janvier 1887.)
IV. Théorème. — 5i N = abcd ..., on o
£n effet, le premier membre est
(23) ou
I \ abc
(^-drrihô^rj^-
c'est-à-dire
c — il a-T-t 6 — \ c — i
V. Remarque, — Dans le cas général, on trouve ce résultat compliqué :
\A-4i^ '^-' Ih.. ''-' ïïi-. ''-' !.. (F)
OCXXID; — tSqiiliraleiiees de séries.
(Septembre 1882.)
I. Théorème. — x étant égal ou supérieur à l'unité, les séries
ont même limite.
En effet, la prenoiière est le développement de
fh'ù'^iM'
et la seconde, celui de
^ ^JLïl1.=^^ ^
II. Si, après avoir multiplié par dx, on intégre à partir de xc=a 1, Ton a donc
"^^ ^ L2.3(2x -+-!)• 4.5(2x-+.i)* 6.7:2xh-1)« |
Pour oc = 4- 00 , celte égalité se réduit à
Ainsi,
"^ 2x "^Sx "" 2. Sx'"*" 3.4x»"'4.5x*"*""*
2.3(2x-i-1)' 4.5(2x-*-1)* 6.7(2x^i)« III. Le développement du premier membre est
Ainsi encore, au moyen d'une réduction visible :
Addition. — (Janvier 1887.)
IV. Dans Tégalité (2), changeons x en ^; elle devient, après suppression du facteur x^ :
f- x)' 4. 5(2 + X)* 6. 7(2 h- xY
Évidemment, la première série est convergente pour toute valeur positive de x; mais la seconde est divergente dès que x surpasse 1 (*). Ainsi, Tégalité (3), vraie quand x est compris entre zéro et un (inclusivement), devient absurde pour x > 1.
Ce n'est pas tout. Si Ton désigne par S le premier membre, un calcul facile donne, en vertu de ce qui précède,
Par exemple, si x = 2 :
En effet, la somme des trois premiers termes de la série est
— -4--— -+-7-*— -==0,OiO 417^-0,000 792+0,000 093=0,0ii 502. 96 4260 10 752
Quant au second membre de Tégalité (3), il devient, pour
et cette série est divergente.
V. D'après tout cela, on est conduit à la proposition suivante : Supposons que, pour les valeurs de x comprises entre zéro et un (**), on ait :
f{x) = ao -»- a,x -4- ajx' -4- ••• (A)
Soit z = <p(x); et, par suite,
f{x) =■ 6o -4- hiZ -♦- 6^2' -f- ... (B)
(*) Le terme général est
"" ■" (rîH-l)(n-H2)2"+« ^" {**) Afii] de fixer les idées.
Si la fonction (p a été convenablement choisie^ il peut arriver que la seconde série reste convergente (*), pour des valeurs de % supérieures à l'unité; et alors l'égalité
Oq •+• a^x -4- ajx' -h ••• «s 6^ -h b^z -♦- 6jZ* -♦- •••, (C)
vraie pour % compris entre et iy devient absurde pour x > 1.
0€X.XLI¥. ~ flnelqnes iatéffrales déanles {**).
{Septembre 1886.)
I. Soient
/*• xdx
Il est clair que A = B + C — 2D. D*aiIIeurs, par la formule
de Plana H,
Donc
(*) Bien entendu, on la suppose convergente quand x est compris entre et i.
n Complément des Notes LUI, XCIII, CXXXVIII et CXCH. Dans celle-ci, au lieu de Idl^ on a imprimé U [formule (À)].
(** ') On doit avoir a* <^ it*, sans quoi ces intégrales ne seraient pas, toutes, finies,
(>^) Note XXXIII (t. I, p. 95).
(27 ) II. L'intégrale B, développée en série, devient
Soit d'où
2(fc7r — a)x= f,
xdx =
4(ifc7r — a)«
On a donc
OU
puis, par le changement de a en — a,
Il resterait à évaluer les deux sommes :
(1 — af (2 — af (3 — a)« 1 i i
(1 -f- a)» (2 -f. af (3 -+- a)« IV. Si a = |-, la première série devient
C^ly î ^. (7)
V. Relation entre deux intégrales^ — On sait que
1 i 1 i /*• xdx
D*un autre côté, dans les Recherches sur la constante G, nous avons démontré la formule
dix
e«(-i).[eto
(*) Dans les Tables de M. Bierciis de Haan, je n'ai trouvé aucune de ces trois intégrales. Cependant, il n'est pas probable qu'elles soient nouvelles, La première résulte, si Ton veut, du développement de _ _ y^ .
(**) Tome II, page 327.
VI. Remarques. — 1" Si a = 1, cette égalité se réduit à celle-ci, dont la vérification est facile :
xdx
En effet, les valeurs de ces intégrales sont, respectivement 2' De même, lorsque a = | :
/^« dx Z'*
xc^x
La première intégrale a pour valeur j (**). Par conséquent ,
yOOO
xdx
Cette formule est comprise dans celle d'Abel (***).
(iO)
(*) Bierens de Haan, T. 38 et 138.
(••) hierens, T. 38.
(***) Note CXCII. — Si l'on part de Tégalité (E), des intégrations ou des dérivations, relatives au paramètre a, feront découvrir d'autres intégrales définies.
C€yX.lK.T. — Relations entre devm théorèmes
empiriques.
(Octobre 1884.)
I. l*" Théorème de Goldbach. — Tout nombre pair e$t la somme de deux nombres premiers (*).
2® PosTULATUM DE M. BERTRAND. — Quel que soit un nombre n, supérieur à 6, il existe toujours un nombre premier, au moins, compris entre n — 2 ef | (**);
ou, à plus forte raison :
Entre n «^ 2n, il existe, au moins, un nombre premier.
II. Le théorème de Goldbach consiste en ce que
p et g étant premiers, impairs (***). De ces deux nombres, inférieurs à 2n, l'un est égal ou inférieur à n. Ainsi :
Entre n et 2n, il existe, au moins, un nombre premier.
C'est le postulatum de M. Bertrand.
(*) SuivaDt M. Enestrôm, le théorème empirique de Goldbach est mentionné, pour la première fois, dans une lettre d'Euler à Goldbach (Mathesis, juin 1886, p. 433). M. Desboves a complété, ainsi qu'il suit, renoncé primitif :
Tout nombre pair, excepté % est la somme de deux nombres premiers, au moins de deux manières.
(Nouvelles Annales, i855, p. 293.)
(**) Journal de V École polytechnique, 30< cahier, p. 429. Ce célèbre poslulatum a été démontré par M. Tchebychef (Journal de Liouville, t. XVIII, p. 381).
(***) Je suppose n > 2.
IV. Soit X un nombre premier, moindre que a. De
on conclut
a"^ X -t- qf < 2a.
Par conséquent : 1, 3, 5, ... tt étant les nombres premiers, impairs, qui ne dépassent point un nombre donné, a, il existe, entre a ef 2a, des nombres pairs ayant les formes
q étant un nombre premier, impair, qui peut varier (**),
Soit, par exemple, a = 1 S. Les non^bres premiers, inférieurs à 15, sont 1, 3, 5, 7, 11, 13. On a :
(*) Postulatum de Bertrand.
{**) Si je ne me trompe, cette proposition est un acheminement au théorème de Goldbach.
€€X.1K.¥I. — Sar une fermale de JaeoM (^).
(Janvier 1885.)
I. Transformation. — Celle formule, aussi remarquable que facile à démontrer, esl
(1 -4- qz){i -H g»z)(i -f- q'z){\ + g^«)... \
Soil Q la valeur commune des deux membres. On a
^Q = ^(1 + qz) H- Ji'(i + 9»z) + 4^(1 -H ç'z) + ..
Développanl chaque logarithme, on trouve, au lieu de cette égalité :
Par suite,
iZ
ou
* jr+3- „ ^ . ^z'-
= ri + _i_2-fl 1 2»H 2 z'+.-l
Ll-9* «-9* <-?• J
(*) La plupart des résultats suivants ont été communiqués à ftf. Hermite, à l*époque indiquée.
(**) Fundamenta nova,,,, p. 480.
II. Remarque, — Cette égalité donne lieu aux réductions suivantes :
i-9' 0~9*)(l-9*)(^-9')U-9')' etc.
III. Suite. — Lorsque z == =t 1, la relation générale (B) produit ces deux-ei :
Dans l'égalité (2), le premier facteur est la transcendante P (*). Donc, dans l'égalité (3), le premier facteur est la transcendante a (**).
(*) Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 82} Notes sur la théorie des fractions continues.,., p. 61.
(**) Recherches.,., p. i.
En conséquence :
Li_ç« i_ç« i_ç« j
ID
IV. Autres relations. — Lorsque z = l, le produit représenté par Q devient P; lorsque z = — 1, ce produit devient a (*). Donc, en vertu de l'égalité (1);
-■ew=
La différence des premiers membres est
leur somme est
Par suite :
i — 9* 2 4 — qf« 5 4—9**
f) Note CL\.
(••) /6td.
(***) En effet.
(I.OC. ctï,).
(*^) Fundamenta,,., p. 103.
( 38 ) V. Remarque. — On a (*) ^
^ip') = -CCI -^ </') -^ -i*(i + 9*) + -e(« + 7')
puis, par le développement de chaque logarithme :
La comparaison des égalités (G), (G') donne cette identité, probablement connue :
i_7*) (i_^^Xi_ç*)(l_y
on a
n iVofc CLX.
(**) Recherches., , p. 52, note.
Vil. Suite. — La vérification de cette identité (K) semble difficile : à plus forte raison le serait-il d*ejSectuer les développements des deux membres. Mais on peut commencer par la réduire. A cet effet, j'observe que :
Ainsi déjà, par la suppression du facteur B :
formule connue (***).
Ce n'est pas tout. Dans la relation (K), la valeur commune des deux membres est
B_ir_2 2!_ + _2! 1
B' p'ii—q^ 1—9* 1—9' "J" Dans la série, changeons 9 en — 9 : elle devient
Ll~9' 1-9* <-?• J c'est-à-dire .':
Il est visible que le développement de cette nouvelle série est
(*) Recherches,,,^ pp. 48 et 1.
(••) Ibid,, p. 1.
("*) IMd,, p. 82,
('^) iVo^e5 sur la théorie des fractions continues...^ p. 15.
Nf(n) représentant le nombre des diviseurs impairs de n (*), L'égalité (6) se transforme donc en
puis, à cause de
p = !:■=• fi- irfMq"" X 2 (- «r'N,(«)9". (L)
Ainsi, la fonction très complexe, p, est, assez facilement, développable suivant les puissances de q.
VIII. Remarques. — 1" D'après ce qui précède, Tégalité (C) peut être écrite ainsi :
2® La combinaison des égalités (L), (M) donne cette autre identité, peut-être nouvelle :
IX. Equations caractéristiques, — Si Ton pose
(*) ^<(^) est aussi le nom6re (]{e« diviseurs du plus grand diviseur impair de n.
{**) Recherches,,,, p. 5. <pi(n) e«/ /e nombre des décompositions de n en parties impaires, inégales.
et que Ton représente par f{q) la somme de la série de Lambert : on a
La série
peut, également, être rattachée à la transcendante [{q). En effet, il est visible que
ou, à cause de Tégalité (8) :
*(?) = A?)-5A9*)-+-2A?*). (iO)
Ainsi, comme nous venons de le dire, la transcendante [{q) étant connue, Tautre le sera aussi. Mais Ton peut aller plus loin. La série de Lambert, ordonnée suivant les puissances de 9, est, comme on sait,
N(n) représentant le nombre des diviseurs de n. Gonséquemment,
<{; (7) = 2 N (n) [q" - Sç" + iq*"] ; (12)
puis, si Ton suppose
(*) iVo?e« sur la théorie, „y p. 14.
(**) Chacun des symboles N (f), N (5) doit être remplacé par zéro, quand la fraction correspondante n'égaie pas un nombre entier.
Addition, — (Novembre 1886.) X. On a aussi :
OU
i[nq)-n-(i)]^^iqY (i6)
La comparaison avec la formule (10) donne la relation :
f{9) •*- A- q) - H(ql -H mq') == o, (i 7)
qui caractérise la série de Lambert (*).
XL Soit, comme précédemment.
L'égalité (17) devient
2 JV(w) [?" -f- (— qf — ^q^" -+- 29*"] = 0.
Dans le premier membre, le coefiScient de g*", lequel doit être nul, a pour expression :
Nous trouvons donc ce petit théorème :
Le nombre des diviseurs de 2n égale la demi-somme du nombre des diviseurs de n et du nombre des diviseurs de 4n (**).
{*) La sommation de cette série est ainsi ramenée au problème suivant: QueUe est la fonction f qui satisfait à la condition (i'^)?
(**) Évident, ipais non signalé, je pense, dans les Traités d'Arithmétique. On peut le généraliser ainsi :
Soit p un nombre premier. Le nombre des diviseurs de pn égale la demi"
XII. On peut remplacer l'équation (17) par une autre, plus simple, et contenant la fonction <p. En effet, de l'égalité
on déduit :
puis
9(9) + ?(-?)- 2?(9') = A?) + A- 9) - mi') + m^*) ;
ou
ilu(re addition. — (Février 1887.)
XIII. L'identité
9' i qi i q'
<_^« 2 1—9» 3 1— g" peut être généralisée ainsi :
_il_l_iL.l_?L_... (4)
JC'
1— ar* 1 — *•
- («-*)t37-^ /"rb -^ ^^-"^iz^ -^ •••
somme du nombre des diviseurs de n et du nombre des diviseurs de p'n. Par exemple :
N(24) = 8, N(120)-=16, N(600) = 24; el 16=i(8-H24).
(*) Cette égalité résulte, immédiatement, de la définition (8).
(41 ) Par exemple,
€}CX.1K.TII. — Sar les nombres eombinatoires (**).
(Décembre 1886.)
I. Développement de (x H- a)"~*. — Dans ma démonstration du théorème de Staudt et Glausen, on trouve le lemme suivant : n étant un nombre premier^ supérieur à k,
C«-2,*-, =JILw=f:A;, (1)
selon que k est pair ou impair (***).
Si Ton change k en k — 1 , on a donc
(*) De cette égalité, on conclut la propriété suivante, qu'il est facile de vérifier et de généraliser :
Soit A la somme des diviseurs d'un nombre entier N, donnant des quotients impairs.
Soit 6 la somme des diviseurs donnant des quotients pairs.
Soit, enfin, C la somme des diviseurs de N, impairs.
On a
O Complément à la Note CLXXX.
C) iVofeLXXVI.
( 42 ) et, par conséquent,
Ainsi, dans le développement de(x -h a)""^ (n premier), la somme de detix coefficients consécutifs est un multiple de n, diminué ou augmenté de l^unité.
En outre, d'après régalité (2) :
£ai somme des deux premiers coefficients = <JTLn — i La somûie des quatre premiers coefficients = SÎLn — 2 La somme des six premiers coefficients =3 JTLn — 5
La somme de tous les coefficients, ou 2*"' = JILn (**).
Enfin, à cause de
(n-1)(n-~3)...(n~A: — i) -'•'"' l.2.3...ifc •
Dans le développement de (x -+- a)°~* (n premier) :
IL Remarque, — Si n — ^ etn sont premiers, on a, simultanément :
Cn-«, A_i -♦- C,_î, A_, = JILn =p 1,
Ch-î, *-i -♦- C,_,. ,.-t = JTL (n — 2); et, par suite, plusieurs solutions de Téquation indéterminée
wx~(n — 2)y = d=i. (3)
(*) — I si A est pair,
(**) Cette dernière égalité équivaut à
conformément au théorème de Fermât.
Par exemple, pour satisfaire à
15a: — iiy = ± i, on peut prendre :
y = — [Cn.6 + c,,,,] = 84.
Les valeurs correspondantes de x sont :
En effet :
13.5— il.6=— i, 13.17— 11. 20=-^l, 13.38— il. 45=— 1, 13.61— 11. 7î2 =-1-1, 13.71 — H. 84 = — 1.
m. Développement de (x -f- a)"~*. — Le premier membre de la relation (2) est réductible à C„_,jt_i (*). Par conséquent :
Dans le développement de (x -h a)"~* (n premier), chaque coefficient est un multiple de n, augmenté ou diminué de l'unité.
De là résulte que l'équation (3) (**) admet, comme solution :
(*) Cours d'/inalyse de VUniversité de Liège, p. 45.
(**) Cette équation (3) est ycrifiée, selon le signe du second membre, par
aî = ^-(n — 3), i/ = db-(n— 1).
Addition. — (Février 1887.) V. Propriétés arithmétiques et algébriques. — De la relation
on conclut aisément
et, à plus forte raison,
(n — p — l)(n — p — 2)m. (9 -+- 1) qp(n-.9— i)(n — 9 — 2)...(p-f-1)=:jrL/i. (6)
Soient :
de manière que
a{a -¥■ 1)... (a -4- c) ± 6(6 -♦- i)...(6 h- c)= JR/(a -h 6 -♦- c);
ouy en appelant (p(a, 6, c) le quotient, par a + 6 + c, du premier membre,
a(aH-l)...(a-t-c)db6(6.-^ 1)...(6 ^ c)=(a-+-6-t-c)(p(a,6,c) (***). (A)
Cette égalité, obtenue en supposant que a, 6, c sont des nombres entiers, dont la somme est un nombre premier, semble prouver, seulement, que (p(a, 6, c) est un nombre entier. Mais elle est bien plus générale.
En effet a, 6, étant des quantités quelconques, remplaçons a, dans le premier membre, par — (6 -t- c). Il devient
(— \y^Ub -4- c)(6 H- c— 1)...6 ip 6(6 -+- i)...(6 -f- c);
(*) A'ofe LXXVI (t. I, p. 324). Le signe — , si ç est pair, {**) Le signe — I, si p et g sont de même parité.
(***) Diaprés les hypothèses précédentes, a et 6 sont de même parité quand c est impair, et de parités contraires, quand c est pair.
ouy selon que c est pair ou impair,
zb 6(6 -*- i)..,(6 -♦- c) qp fr(6 -*- 1)...(6 -t- c) = 0.
Ainsi, le premier membre de Fégalité (A) est algébriquement divisible par a h- 6 -4- c. Donc, comme on Ta vu, il est arithmétiquement divisible par a •+• 6 -4- c, quand les -lettres a et 6 sont remplacées par des nombres entiers.
En résumé :
1° Le polynôme
est divisible, algébriquement, par a h- b -i- c.
2** Si Si, h sont des nombres entiers, le nombre entier
est divisible par a -+- b -h c.
3** Soit 9 (a, 6, c) le quotient : pour toutes valeurs entières de a, b, on a
(a -4- 6 -4- c)(p(a, 6, c) = Jll(l . 2 . 3 ... c -+- 1) (**). 4** En outre, st a -»- b -h c est un nombre premier,
(p(o, 6, c) = JJl (1 .2.3...C-4- 1).
VI. Application. — Soient
a = 6, 6 = 2, c = 5; d'où résulte
On trouve
puis
25200 = jn.(i.2 3.4.5.6).
(*) Le signe -i- , si c est pair,
(**) En effet, dans Fégalité (6), le premier membre est divisible par 1.2. 3... (n — j9— g— 1), c'est-à-dire, par 4.2.3... (c-+- i).
CCILXTIII. — Application' d'an théorème de Binet.
(Septembre 1885.)
I. Dans le Mémoire intitulé : Sur quelques intégrales définies (*)» j'ai démontré que si Ton fait, suivant la notation de Gauss :
on a
^(»'P'""'''^ = i>)rV)./ -(T=
rf»; (2)
relation due à Binet.
Soient
La série (1) devient
2jc(2a -+- 2)
Donc, par le théorème de Binet,
rorg).'
ex
de.
II. Soit A l'intégrale. II est clair que
,^A.J"(Lzide—Lr
x^-'J i — ôx x«-*,/
I (ôx)*-* — 1 ex — 1
(i __ 0)5rf0;
{*) A cadémie de Belgique, octobre i 885.
(47) et, si a — 1 est un nombre entier :
r'^1 ^1 dô — /**[x«-*a^-* -^ ... -i^ xe -^ i]{\ -- ôfdô.
Le second terme égale
Jt- 2
Tjix — i)
Quant au premier, si Ton fait
ru-.
li) --(l)
riîi.
il se transforme en
/ la:/ _^y/ '^
\/ (\ _ a;Kl -<- V) X V 1 — a;
[t-arctgO;
Par conséquent,
- 1 — \/ arc sinx
III. Si OC = 1, cette formule se réduit à
A = 2 — { ZZ3ZZZL -+- H- ... -^ - + 1 J . (7)
D'ailleurs, par les relations (4) et (2) :
Donc
Ainsi : 1® La séné (2) re«/e convergente pour x = 1 (*); 2® fa /fmi7e de la série (9) e«f commensurable.
Addition» — (Avril 18S7,) IV. Lorsque x= 1, la série (1) se réduit à
La condition de convergence est, on le reconnaît facilement,
Quand elle est remplie, on a, comme expression de la somme :
c'est-à-dire :
r(aH-a')r(a' — 6) 8=^ i—i !Z. (iO)
Conséquemment, sî a, a', p «on? des nombres entiers, la somme s est commensurable (**).
Par exemple, après suppression du premier terme,
. Ç) Pour démontrer directement cette proposition, il suffit d'appliquer le théorème XIV du Traité élémentaire des séries (avril 1 887). (**) On suppose p <; a'.
CC1K.X1X.. — Vae réeréatlon «rl(hiiBétl4|«e (*).
{Mai 1885.)
I. p, q étant des nombres premiers; soient : $ un diviseur de q — p (**), a un nombre entief^ donné, inférieur à p.
Si Von considère la progression
qu'on divise par p les p premiers termes, et que l'on prenne les résidus positifs correspondants, ils formeront une suite
«Ij «s» «5» «4> .• — > «»^ •••(***)• (^
De même, le diviseur q donnera lieu à une suite
ti, ^i, bi, 5 6„, ... (B)
Cela poséy si, dans (B), on supprime les termes égaux ou supérieurs à p, on retombera sur la suite (A).
II. Exemple
La progression est 2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37, 42, 47, 52, 57, 62, 67, 72, ...
Divisant par 13, on trouve les résidus 2, 7, 12, 4, 9, 1, 6, 11, 3, 8, 0, 6, 10, 2, 7, ... (A)
Divisant par 23, on obtient la suite
2, 7, 12, 1*7, 22, 4, 9, 14, 19, 1, 6, 11, ÎC, 2*1, j ^^,^ 3, 8, 1*3, 18, 0, 5, 10, ... )
C) Tirée, en partie, du Bulletin de l'Académie, Elle a été suggérée par Tun de ces jeux de cartes appelés patiences, (**) On suppose ç > p.
Celle-ci contient les termes de la suite (A'), rangés comme ils le sont dans (A').
III. Démonstration — Les termes généraux des suites (A), (B) sont donnés par les formules
a -^ {n — l)^=px -+- a„, a -♦- (n' — i)^ = qx' -^ 6»,. (!2)
Si Ton suppose x' =* x, b^. = a^, il en résulte
(n' — «)(? = (?— p)x; puis, à cause de
n' = 11 + Ixy ou
• a'^{n' — i)^=o -4- (n — 1)(y-+- (çf — p)x. (3)
Ainsi, les termes de la progression (1), déterminés par cette formule, ont leurs résidus par q : 1 ° inférieurs à p ; 2* égaux aux termes de la suite (A); 3" rangés dans le même ordre que ceux-ci.
IV. Remarque. — Dans la progression
les valeurs de x sont
A cause de q — p = 10, les termes efficaces sont doue :
En eflfet, si Ton divise ceux-ci par 23, on trouve les résidus
V. Généralisation. — Les p résidus formant une suite telle que (A) se reproduiront, sans altération d'ordre, dans toutes les suites, analogues à (B), répondant aux diviseurs premiers compris dans la formule
9 = P + JIL(^).
Exemple :
fe, 3, 9, 15. g = 31 : 2, 8, 14, 26, 26, 1 , 7, l\ 1*9, 25, 0, 6, 12, 18, 24,
io, 5, il, 17, 2'3, 29, 4, 16, 16, 22, 2'8, 3, 9, 1*5,
Addition. — (Avril 1887.)
IV. Dans la démonstration ci-dessus (I), rien n'exprime que les nombres p, q sont premiers. Cette condition est donc superflue. En outre, a ei S doivent être supposés premiers entre eux^ sans quoi la progression (1) .serait réductible à une progression plus simple (*).
Nous pouvons donc transformer ainsi Ténoncé primitif :
Soit une progression
a, a -^ â^ a -f- 2^, an- 3(^, ...,
dans laquelle b et S sont premiers entre eux. Soient p, q deux nombres premiers entre eux, et tels que q — p = STii^)- Si l'on divise, par p, les p premiers termes de la progression, on formera une suite de p résidus :
De même, le diviseur q donnera les q résidus :
bi r\ f>,, , 6,. (B)
Cela posé, si l'on supprime, dans (B), les termes égaux ou supérieurs à p, on retombera sur la suite (A) C').
(') Après suppression du plus grand commun diviseur entre a et §. (**) Afin que a, = a, on prendra p^ a.
(*') Les termes de (B), barrés, ou surmontés d'une croix, sont au nombre
de 7 — p.
CCXKX. — S«r ■» poltaodie.
(Février 1885.)
I. Dans les Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces, j'ai donné (p. 39) les équations
de trois surfaces de révolution, contenant la polhodie (ligne de courbure constante). Ces surfaces de révolution sont, respectivement, semblables.
Par exemple, les équations (1) représentent des ellipsoïdes semblables, parce que les coefficients de x^, y^, z* sont indépendants du paramètre v.
II. La même propriété subsiste pour les projections de la polhodie, sur les plans principaux. En effet, la combinaison des équations (1), (2) donne
«etc.
CCILJLIILI. — Extrait d'une lettre adressée h M. Miller^
Rédacteur de VÉducational Times,
(Octobre 1888.)
I. « IM. Neuberg m'a communiqué la curieuse identité due à » M. Edwards. {Question 6113) C)y ainsi que les solutions » données par MM. Symons et Terry. A ce propos, permeltez- » moi de faire la remarque suivante :
» Dans les Comptes rendus (t. LIV), et plus tard dans les Mélanges mathématiques {**)y j'ai donné les formules
» relatives aux sommes des puissances 2A: + 1 ou 2fc des
» racines de
x' H- px -4- qr = 0.
» Au moyen de ces formules, on peut former autant d'identités » que Ton voudra, analogues à celle dont il s'agit. Il suffit, pour » cela, d'éliminer p et 9 entre trois de mes formules. Par » exemple:
» si
on a
S0(aj7 -f- y^ -*- «7)" = A9(x* -♦- y* -♦- a*)(a?'* -f- .v*^ + a»)«.
(**) A^oftf XLVIII.
Addition. — (Octobre 188S.)
II. Lorsque k égale 2 ou 3 , les formules citées (*) donnent :
équations d'où résultent les systèmes suivants :
Au moyeD du deuxième, la relation générale
devient
1 75 S5S,S„ — 1 25 SÎS„., - 49 S'S, . . « 0. (A)
III. Remarques. — 1° Celte égalité devient identique, si les quantités x, r/, z vérifient la condition
< Ainsi, quels que soient x, y, on a, identiquement :
175[(x+y)»-x«~t/»][(x-Hy)'— x'-t/'][x-4-yr-x"-y»] ^ = 125[(x-+-y)'— x'— t/^f[(xH-y)*'-»— x"-*-y"-'] > (B)
H- 49[(xH-y)»-x»-y»J'[(x-Hyr'-^""'~-y""'J- )
2* L'identité (B) ne diflfère, qu'en apparence, de celle qui
f) Tome I, page 186.
(**) Si Ton égale les deux expressions de p, on a ridentilé trouvée par M. Edwards.
f**) NoteXLWW.
(55) résulte de Tégalité (2), quand on y substitue les valeurs connues : p = — (or' -*- a:y -+- y'), q = xy(x -+- y).
Cette seconde forme de (B) est donc
S„ = (x' -^ xy -¥- y*) S„^î -+- a:y(x + t/)S„_g. (C)
Autre addition. — (Mai 1887.)
IV. La première des équations (1) donne une infinité de solutions de ce problème :
Trouver une somme de trois bi-carrés égale au double d'un carré.
Il en résulte, en effet, que, pour satisfaire à Téquation indéterminée
il suffit de prendre
V. Remarques. — 1*" Si, aux deux membres de Féquation (B
on ajoute
2(a;y -+- j/'z' + zV), .
on obtient cette autre équation indéterminée :
(x« H- y' -i. zy = 2 [u' -f. (xy)' h- {yz)' -f- (zxf]. (5)
D'après ce qui précède, elle est vérifiée par les valeurs (4).
2** Dans une Note insérée aux Nouvelles Annales (1874), j'ai donné ou rappelé diverses identités, parmi lesquelles je citerai seulement celles-ci :
(a» + 6' + c')« = (6» -f- cy -*- (ab -4- ac^ h- (ab — acf -f- (a»)', (D) (o« + 6' -4- cj = (c' -f. oV ^ (6c -H a6)« -+- (6c — aby + (6«)«. (E)
lien résulte ce théorème, qui n'a peut-être point été remarqué :
Si un nombre N est la somme de trois carrés^ dont deux, au moins, soient inégaux, N* est la somme de quatre carrés (*).
CCXXXII. — Snr une propriété numérique
{Novembre 1885.)
I. Problème. — La somme des diviseurs de l& estZ\;la somme des diviseurs de 25 est^ pareillement ^ 31. Ya-t-il d^autres couples de nombres jouissant de la même propriété ?
Très probablement, le problème, pris dans toute sa généralité, est fort difficile. Je me borne à considérer ce cas particulier :
Soit p=2" -h 1, p étant premier. Pour quelles valeurs de n la somme des diviseurs de p* est-elle égale à la somme des diviseurs de 4"?
La première somme est
La seconde est
On a donc Téquation
2«« ^ 2"+* -+- 2" H- 5 = 2'"+* — 1, ou
(*) Comme
il est clair que
n'est pat toujours la somme de quatre carrés. Cependant :
Si n surpasse % Téquation est impossible; car tous les termes, excepté le dernier, seraient divisibles par 2. Mais
Donc la seule solution est p = S, n = 2.
CCILULIILIII. ~ Tmjeetoires orthogonales de
poUiodies.
(Janvier 1885.)
I. Une polhodie (*), tracée sur un ellipsoïde donné, est déterminée par les équations
x' y* z* X* t/* je' I
t; représentant la distance du centre au plan tangent (**).
Il en résulte, par la différenciation,
. dx dy dz
La condition d'orthogonalité :
' dxSx ■*■ dySy + dzSz = , (2)
devient donc, si Ton remet d au lieu de i :
ou, plus simplement,
Telle est Féquation différentielle des trajectoires.
(*) Ligne de courbure constante : le mot courbure se rapporte à la surface (Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces), (**) Loe cit.
II. Soient, pour abréger
a*(6' — c') = g, 6*{c» — a') = A, e*{a* — b*) = k; (4) et, par conséquent,
puis
M étant la constante arbitraire.
D'après Bouquet et Serrei (*), les surfaces S, représentées par cette équation (6), appartiennent à un système triplement orthogonal. Essayons de le déterminer.
III. En en) ployant la méthode et les notations rappelées dans la Note CXXXV, on a, par l'équation (5) :
xdx ydy zdz
dx ^ dy h' dz k'
dx g* dy ^ dz k
A H-ifc 1
hk' ' "^ A'' 3&» '
Bv — Ca^ =r — -|- , Aa. — Ba = -Ç-, ,
(*) Journal de Liouville, t. Xi et XII.
(59) L'équation différentielle cherchée est donc
garfp» ^ [(A -*- /;)p — (jf H- k)a](JUd^ — Aprfa' = (*). (7)
Les surfaces S^, Sj (en nombre infini), définies par cette équation, constituent, avec les surfaces S, un système orthogonal triple (**).
IV. Remarque. — Les surfaces L sont orthogonales à chacun des ellipsoïdes représentés par les équations (1). En effet, il est visible, à cause des valeurs (4), que Ton a
Addition. — (Avril 1887.)
V. Remplaçons les équations (1), (2) par celles-ci
6, H étant des paramètres variables. L'équation (8) représente une infinité d ellipsoïdes homothétiques ; et il en est de même pQur réquation (9). D'ailleurs, les identités :
sont indépendantes de G et de H. Donc les surfaces S, représentées par l'équation
o*(6' - C) -C ^ + «•*(«' ~ "') -^ M "^ *'("' - 6') ^ ^ = 0, sont orthogonales aux deux séries d'ellipsoïdes.
(*) Elle ne di£fère, de celle qu'a donnée Serret (Journal de Liouvilte, t. XII, p. âi6), que par un simple changement de lettres. N'est-ce point là un argument en faveur de ma méthode ?
(**) On peut consulter, relativement à Fintégration de Féquation (7), le beau Mémoire de Serret.
VI. Plus généralement : Soient deux séries de surfaces S, S, représentées par
Si une surface S^, appartenant à la première série^ est orthogonale à une surface S^, appartenant à la seconde série; toutes les surfaces S sont orthogonales à toutes les surfaces S (*).
CCXXXIT. — BeoiK Inté^rale^ défliilefl.
(Décembre 1866.) I. De la formule
on déduit :
/ — ;;::;; --da = cot 2x ;
puis
ou
ou encore :
00 ^«a» A-Sûsx
—^ — 7-[2(e'«' -+- e-"^) - llrfa = / da.
(*) A-t-on signalé, quelque pari, cette propriété évidente? {**) Bierens de Haan, T. 27.
D'après une formule due à Poisson, le second membre égale ;tgx. Conséquemment,
II. Il résulte de cette égalité, au moyen de rintégration relativement à X :
OU
ou enfin
^ Te^ -+- 1 -H c-»*'l rfa. (B)
CCULXXT. — liur les déTeloppées sanelies.
{Féûrier 1885.)
I. AB étant une ligne à double courbure, soient C, G', G", ..., les centres des cercles osculateurs, relatifs aux points M, M\ M", ..., de cette ligne. Soient DE, D'E', D"E", ..., les droites polaires correspondantes. Le lieu de ces droites est une développable A, enveloppe des plans normaux à BA (^).
Soit pris arbitrairement, sur GD, le point P. Menons M'P, et prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre, en P', avec D'E', etc. (*).
(*) Voir, par exemple, notre Théorie analytique des lignes à double courbure,
(**) Construction donnée par Monge. (Application de VAnalyse à la Géométrie^ édition de Liouville, p. 396). L'illustre Auteur, pour désigner rélément d'une surface dcveloppabic, dit : une hèdre. Je ne connais pas d'autre exemple de l'emploi de ce mot.
Le lieu des points P, P', P", ,.., est une développée de AB. De plus, celte courbe est une ligne géodésique de A.
En effet (*),
MPE = M'PE ==. 2" -> NPE (**);
PN étant le prolongement de M'P.
II. Le lieu des droites MP, M'P', M'T", ... est une développable S|, dont AB est une ligne de courbure (***), et dont PP'P"... est Xaréte de rebroussement.
Remplaçons P par Q, et recommençons la même construction. Il en résulte une nouvelle développable S^, dont AB est une ligne de courbure, et dont QQ'Q" ... est Tarète de rebroussement. Soit MT la tangente, en M, à la ligne AB.
(•) DétnonstratioD de Monge.
(**) Parce que les triangles rectangles PCM, PCM' sont égaux.
(*•*) Parce que AMM'... B est une trajectoire orthogonale des génératrices
de S,.
Le plan PMT est tangent à Hj, et le plan QMT est tangent à S). De plus, Tangle de ces deux plans est mesuré par PMQ ; car les droites PM, QM sont projetées, sur le plan GMT, suivant le rayon MC.
Or, lorsque deux surfaces S|, S^ ont une même ligne de courbure, elles se coupent, le long de cette ligne, sous un angle constant. Donc
PMQ « const. = P'M'Q' = P"M"Q '.
En résunré :
AB étant une ligne à double courbure; soient GH , K L deux de ses développées. Si, d'un point M, pris arbitrairement sur AB, on mène, aux deux autres courbes, les tangentes MR, MS; l'angle RM S est constant.
A ddition. — {A vril 1 887 .)
III. Le dernier théorème, qui est probablement connu,résulte, immédiatement, de la considération suivante :
La surface polaire de AB étant développée dans le plan tangent suivant DE, la développée PP'P" ... se transforme en une droite pp'p" ..., prolongement de MP. De même, la développée QQ'Q" ... se transforme en une droite qq'q" ..., prolongement de MQ. Or, dans la figure plane ci-contre, on a :
CCXXX^I. — Sur la formale : B(p, 1 — p) =»
sin qr (Juillet 1885.)
II. La formule ordinaire est
îT 1 r 1 1 1 1
sinpT p u—p* 4 — p* 9 — p' J
Par conséquent,
CCXlXXTII. — Transformation d'une somme
en produit.
(Avril 1887.)
L Le Mémoire intitulé : Sur quelques intégrales définies (*), contient la formule, très générale,
__ r(a + p — y)r(r — «)r(r — p)r(aH-n)r(p-»-n) "~ r(a)r(p)r(r -4- w)
(*) Académie de Belgique, octobre 1885.
lU)
dans laquelle
Posons :
p ^ qz=n.
La relation (U) devient
IL On a :
r(6-lrC)
(a-*-6-hc-»-qf)(a-h6-*-c-hgH-1 )...(a-h6-*-c-+-«— 1 ) = (a ■+- c)(a -f- c -+- i) ... (a -♦- c 4- « — i),
= (6 H-c)(6-hc-+- 4). ..(6 ^ c -hn — i) (*).
(*) D'après la première de ces formules, le produit
a(a-i-l)...(a-f-g — i) doit être remplacé par 1, lorsque q = 0. D'après la quatrième, le produit (aH-6-4-c-t-g)(a-hft-t-c -hg-t-l)...(a-t-6-i-c-hn — 1),
doit être remplacé par 1, lorsque q = n. Etc.
Donc l'égalité (1) se réduit à
Cette relation permet, on le voit, de transformer, en produits fort simples, une infinité de sommes (*). Mais on peut la considérer d'un autre point de vue.
III. Changeons c en z, et appelons F(a, 6, z) le premier membre. Nous aurons ce résultat curieux :
Les racines de l'équation
F(a,6,5) = 0, sont
De plus, si a = b, ces racines sont égales deux à deux; et F(a, h, z) est un carré,
IV. Lorsque n
tt(a -4- 1)6(6 + 4) -4- 2a6z(a -4-' 6 -4- 1 -+- z)
Lorsque n = 3,
Etc.
(*) Le lecteur pourra supposer
a=l, a = 6, a-4-6-4-c = l, etc.
V. Afin de mettre en évidence le nombre entier n, désignons par F,(a, 6, z) ce que nous avons appelé F(a, 6, z).
D'après la relation (A) :
Ainsi, te polynôme F„^,(a, b, z) est divisible par le polynôme F„(a, b, z).
VI. Si a, 6, z sont remplacés par des nombres entiers, la fraction (3) est réductible à un nombre entier.
Soient, par exemple,
Le dénominateur est
1.2. 2. 5-^4. 54-2. 4. 5 = 72; le numérateur est 2.3.2.3.4 ^3.2.2.3.6 4- 3. 2. 2. 5. 6 ^2. 3. 4. 5. 6=1 440.
On doit trouver
Cest ce qui a lieu.
VII. Interprétation géométrique. — Changeons a en x, 6 en j/ ; de manière que F/a, 6, z) devienne F,(x, t/, z). A cause de (A) : l'équation F„(x, y, z) = représente 2n plans, respectivement parallèles à ceux qui sont représentés par
VIII. Cas particulier remarquable. — Dans (A), supposons
a= b = c=^ \. Une réduction évidente donne cette autre relation :
(i . 2 . 3 ... nf H- w(n H- 2)(1 . 2 . 3 ... n — i)*
fH\t
Ainsi le premier membre, très complexe, égale un carré fort simple (*).
Soit, par exemple, n == 5. On trouve
ou
ce qui est exact.
€€XX:!iLTIII. — Beprésentatlon des intésraleft
elliptiques.
{Mar^ 4 885.)
I. Intégrale de première espèce. — Considérons la surface dont réquation est
(a* 4- z')x' 4- (6' 4- z')y' = aV.
(*) La démonstration directe, de Tégalité (B), n'offre aucune difficulté. Elle résulte de cette remarque :
La formule connue
%i = x I ABdz, (2)
donne :
r = 7roV / . (5)
'•* (il
/•* (il (4)
Prenant
z = 6tg(p, (5)
on transforme ainsi la différentielle :
l/a^cos^ç -♦- fe^sin*9 al^l — e*sin*ç
Par suite,
V = Ta6*F(r, 9), V = Ta6*F,(c). (6)
Donc, SI un corps est limité par la surface (1), par le plan xy et par un plan parallèle à celui-ci, le volume de ce corps est représenté, à un facteur près, par l'intégrale de première espèce.
II. Intégrale de deuxième espèce, — Le problème est un peu moins simple. Après quelques tâtonnements, j'ai été conduit à réquation
Il en résulte :
puis, par la formule (2),
^. r' dz /a* -t- z*
(*j Les %nes de niveau de la nouvelle surface sont, comme celles de la première, des ellipses.
(70) La transformation (S) donne ensuite :
v = TL^f^d<fl^T^^7^ = J-^E{e,tf), (9)
V = /tm I? = TT '-^ E, (e). (10)
I. Soit réquation du deuxième ordre
xyy" ^ axy'* -*- byy' = 0. (♦)
emploie la transformation connue :
en résulte
uy' — yu'
is,
, au lieu de la proposée :
Cette équation, comparée à
tt -4- Pm = Q,
suppose
Par conséquent, après une réduction évidente,
11 = car* -4-^ -X 0; . (4)
puis :
y (J — 6)cx* -*- (a -t- 4)a;'
dx
II. Dans une infinité de cas, l'intégrale peut être obtenue sous forme finie. Soient, par exemple,
a=i, 6 = 2. Le second membre devient
/dx \ r cdx I , 1 ^ CJT — 2
(ex — 2)x / tjcx—'t 2^ 2^ X
Donc
OU, ce qui ^st équivalent,
III. Si 6 = 1 , les formules (4), (6) sont illusoires. Mais alors rintégrale de l'équation (3) est
M = X [c -4- (a -♦- 1 ) ^ xj ;
(*) Comme vérification, on peut multiplier les deux membres par «~^ Si Ton prend ensuite les dérivées, on retrouve Téquation (5).
(72) en sorte que
dx
[c^{a^\)J^^xy
et, sauf le cas de a = — 1, il est impossible d*intégrer.
CCXX. — Théorème de C^éométrie élémeiitalre
(Août 1885) (*).
On doit, à Newton, le théorème suivant :
Siy sur les côtés AC, BC d'un triangle ACB, on prend AD = BE, et que Von fasse varier ces distances égales; le point M, milieu de la droite DE, décrit une ligne droite (**).
En voici un autre, que Ton peut regarder comme corrélatif du premier :
Sur les côtés AC, BC d'un triangle ABC, on prend AD = BE. Si, la base AB restant fixe, le sommet C décrit une circonférence passant par les extrémités de cette base; le point M, milieu de la droite DE, décrit une circonférence ayant pour centre le milieu de AB (***).
(*) Complément à la Note CXVII.
(*') Théorèmes et problèmes de Géométrie élémentaire, 6* édition, p. ^27. (***) La démonstration résulte, immédiatement, du Lemme rappelé dans iaiVo^eCXVII.
€)CXJLI. — Problème d'Analyse 'Indétemiliiée.
{Juin 1878.) I Soit réquation
Si Ton isole u^, le premier membre devient
3[x'(t/ -f- z) -4- y^{z -♦- x) -♦- z^(x -♦• y) -*- 2xyz],
ou
3 [(y -H z)x* -4- (y ^ z)'x + (y -♦- z)yz],
ou enfin
Ainsi, la proposée est réduite à
II. Posons w=3î;, puis décomposons 9v en trois facteurs a,6,c;
de manière que
abc = 9v\ (3)
Alors :
p désignani, suivant l'usage, la demi-somme des nombres a, 6, c (**).
Addition. — (itfat 1887.)
III. On sait que, n étant impair
(*) C'est uniquement à cause de ricfen^tVe
(aJ-4-t/-+-Z)' — 0?*— y* — 2:'=5 3(y-4- 2)(z-4-x)(x-4- y), que je mentionne c« Problème.
. (**) Si ces nombres ne sonl |>as Uni^ pairs, un seul doil Télre.
(74) Donc, en particulier,
A étant une constante (*).
Si Ton suppose
on trouve
CClLIilI. — Cne propriété des proffressions
arltlmiéttqaeii p.
11 suffit de renoncer :
Soit une progression arithmétique, composée de n termes. Si, de n fois la somme de leurs carrés, 'on retranche le carré de leur somme, te veste est constant (*).
Exemple :
5( 3» H- 7'-»-H*-4-i5'H-i9*) — ( 3-f- 7-t-li-*-l5-i-i9)*=800 = 5( 7'H-H'-t-i5'-#-i9' + 23*) — ( 7-*-ii-*-i5-t-49+23)» = 5(H«+ 45'-f- 19*-h25'-i-27') - (11 -^ 15 -♦- i9-t-23-*-27)«.
(*) Parce; que réqualion est bomogciie.
{** ) Complément au iMcmoirc intitulé : .Sur un développement de l'intégrale elliptique de première espèce.., (p. 24j.
(***) C'est-à-dire, indépendant du premier terme.*
C€X.IiIO. — jLpplieation du Théorème de liancret (').
(Septembre. IS7^.)
I. Ce théorème est exprimé par l'équation
dans laquelle
L* ^ (a'* -f- 6'* -H cy ' r"" a* •+• 6'* + c'« '
Il en résulte Tégalité
2 (a'6" — b'ay = (a'» ^ 6" -^ c")' + [J («/>' - bayj. (A)
qui devient identique si les quantités a, a', a'\ 6. 6', ..., salisfont aux conditions connues :
a' -H 6' -4- c' = 1, aa' -f- 66' -f- ce' = 0, 1. .
aa" + 66" + ce" == — K' -t- 6 * + e') )
Cette relation (A) permet de trouver, d'une infinité de manières, une somme de trois carrés égale à la somme d'un cube et d'un carré.
II. Exemple. — On satisfait aux conditions (2) en prenant
(*) Omise dans la Théorie analytique des lignes à double courbure. (**) Loc. cit ; pp. 15 et 16.
Il résulte, de ces valeurs :
c'a!' — aV ==
puis ou
conformément à Ténoncé.
Addition. — {Mai 1887.)
m. Pour éviter les fractions, on peut remplacer la première des conditions (2) par celle-ci :
a» -4- 6» -f. c» = ft» (*).
Alors (A) devient
Si, par exemple, on suppose :
a = 2, 6 = 2, c = 1, fc = 3;
on trouve
(*) Prenant a et 6 arbitrairement, on dccomposc a* -4- 6* en deux facteurs, de même parité : l'un est A: -4- c; l'autre, k — c j etc.
€^JLLSW. — Conséquences dv Problème de MaltettI*
{Octobre 1874) (*),
I. En évaluant, de deux manières différentes, Taire du triangle ABC (**), on est conduit à cette proposition :
Si trois quantités f, g, h satisfont à la condition
fg-^gh-^hf=i r), (I)
elles rendent identique l'équation
IL Dans cette identité (2), dont la vérification est plus longue que difiicile :
1— tgiA • I— tgiB
1 H- tgiA i -♦- IgiB
i -H IgiC
Elle exprime donc une relation entre
tgiA, tgiB, tgiC Toutes réductions faites, cette relation se réduit à celle-ci tgiAtgiBtgiC— (tgiA IgiB + IgiBtgiC + tgiCigiA)
( (4) — (tgiA + tgiB + tgiC)-f- 1=0, j ^^
laquelle est connue.
(') Complément .de la Note LXXII.
(**) Loc. cit,
r*) Loc cit.
f^) Loc. cit.
Addition. — (^Février i886.)
III. Théorème d'Arithmétique. — 5t f, g, h sont trois entiers, satisfaisant à la condition (1), la qtAantité
2(i-/?)(i-'^)(i-^n(«-^sf),
est divisible par
IV. Application géométrique. — Remplaçons /*, 9, A par x, j/, z ; et considérons les équations :
a?^ H- J/« H- JTX = 1 ,
2(1-xy)(1-ie)(i-+.x)(i + t/)=:0.
La combinaison des deux conduit, d'après la proposition cidessus (I), à I equatioh
laquelle se décompose en
* L'équation (5) représente un hyperboloïde de révolution (à deux nappes), dont Taxe est la droite isogonale. L'équation (7) représente un plan perpendiculaire à cette droite, et, par conséquent, parallèle aux plans cycliques de l'hyperboloïde. Mais, comme on déduit, des équations (2), (5) :
le plan ne coupe pas l'hyperboloïde.
Quant aux équations (6), (8), elles représentent deux surfaces
"S, S, telles, que chacune est située de la même manière, relativement aux trois plans coordonnés.
On vient de voir que l'équation (8) est une conséquence des équations (5), (6). Donc :
La ligne, suivant laquelle Fhyperboloïde coupe la surface S, est située sur la surface 2(*).
V. Remarqua. — Trois quantités f, g, h ne peuvent satisfaire^ à la foiSy aux conditions
fg^gh^hf=i, f-^g+h = -i n.
CCXIiT (***). — Sur la projeetlon stéréosi'apliiqiie.
(Mars 1874.)
Théorème I. — Un ellipsoïde étant donnée on prend pour TABLEAU t^np/an diamétral AOB , et, pour point de vije V, l'une des extrémités du diamètre conjugué de AOB. Cela posé, les perspectives de toutes les coniques C, tracées sur Vellipsoïde, sont semblables à la section diamétrale AOB (^),
Corollaire. — Si AOB est une section circulaire (auquel cas V est un ombilic), les perspectives de toutes les coniques G sont des cercles c.
(*) Soit P un plan cyclique de rhyperboloïde. Il coupe Pangl** trièdre <les coordonnées positives, suivant un triangle équilatcral; et il coupe les surfaces S, S, suivant deux courbes «, a, telles, que chacune est située de la même manière, relativement aux côtés du triangle. Cela posé, si M est un point du plan P, commun au parallèle de Thypcrboloïde et à la courbe c, M appartient à la courbe <;.
{**) On peut se rappeler qu'à notre point de vue, les imaginaires ne sont pas des quantités. (Cours d'Analyse de l* Université de Liège , p. 167).
(***) Tirée des Comptes rendus,
{") Apres rimpression, j'ai appris que ce théorème appartient, en partie, au savant Hachette, mon ancien Professeur.
Théorème II (Mêmes hypothèses que dans le Corollaire). — Considérons , dans le plan du tableau, un système orthogonal formé d'une infinité de cercles e et d'une infinité de cercles c' (*) :
1® les plans P, des coniques C, dont les perspectives sont les cercles e, passent tous par une même droite J) ;
S"" les plans P\ des coniques C, dont les perspectives sont les cercles e', passent tous par une même droite D';
3" les droites D, D' sont conjuguées, c'est-à-dire que le pôle de chaque plan P est situé sur D'; et vice versa.
Théorème III (Réciproque du précédent). — Soient C les coniques dont les plans passent par une droite D, et C les coniques dont les plans passent par la droite D', conjuguée de D : tes cercles c, perspectives des coniques C, et les cercles c', perspectives des coniques C, constituent un système orthogonal.
Remarques. — I. Le système orthogonal est le plus simple possible quand, les cercles c ayant leurs centres sur Taxe moyen OB, les cercles c' ont les lours sur le demi-diamètre OD = OB, situé- dans le plan principal AOC. Alors les droites D, D', respectivement parallèles à OB, OD, rencontrent le diamètre OV en des points R, R'. De plus, OR.OR' = OV , absolument comme dans le cas de la sphère.
II. Puisque, à chaque point M, intersection de deux coniques obliques (**), correspond un point wi, intersection de deux cercles orthogonaux, l'ensemble de tous les cercles c, c' (ensemble déterminé par des points fixes. A, B, pris arbitrairement) conr stitue un nouveau système de coordonnées. Ce système orthogonal circulaire pourra, peut-être, s'appliquer à certaines questions relatives à Tellipsoïde.
(*) Journal de LiouviUe, t. XIX, p. 154.
(**) C'est-à-dire, se coupant obliquement, (Mars 1888.)
CCXIiVI. — Sur l'HélIce-eat^ioldiqve (*).
(Août 1874.)
I. Théorème. — Soient une chaînette AC, située dans le plan zx, et une hyperbole équilatère AH, située dans le plan xy (**). Ces deux courbes ont même axe OAx, même sommet A; de plus, Oz -est la directrice de AC. Cela posé, la courbe AMI, projetée suivant les deux courbes données , est une hélice.
Les équations de cette courbe sont : *
a: = -(c'^-He "J, x^ — y* == a^
Si Ton élimine x, on trouve
Considérons le cylindre qui contient la chaînette AC et la courbe AMI ; soit PM une génératrice de ce cylindre, limitée aux deux courbes. La dernière équation exprime que
Mais, d'après une propriété connue, le second membre représente aussi la longueur de Tare AP. Donc
PM = arc AP. C.Q.F.D.
IL Si une hélice-caténoïdique est éclairée par des rayons parallèles, Yombre de cette courbe, sur un certain plan, est une hyperbole équilatère (***).
(*) Réponse (indirecle) à nue question proposée dans la Nouvelle Correspondance mathématique (l. I, p. 67).
(**) Le lecteur est prie de faire la figure.
(***) N'est-ce point au Professeur Guillery que Ton doit le théorème suivant, attribué parfois à Th. Olivier : L'ombre de VhéUce ordinaire peut être une cyclotde ?
ijCJLMAlfME. — lin déTeloppememt de
sinx
COS'X
i/»-cos*x —
V/îr3.5
cos'x
(*) Cotir« d'Analyse, p. 595; Bierem de Ilaan, T. 6.
(83) L'égalité (3) devient donc
X n in 2 I.Stt
= COSX H COS'X COS'XH •- COS*X
sinx 1 2 2 5 2.4 2
-cos'x -f- •••;
et, lorsque x = :
TT i TT 2 I.Stt 2.4
III. Quand cos x est inférieur à Funité, les termes de rang impair, dans (4), forment une série convergente; et il en est de même pour les termes deVangpa/r. Conséquemment,
sinx 2| 2 1.4 2.4.6 1
— cosx -4- - cos*x -*- - — cos'x -+- — ; L ^ ^' ? J
mais la même réduction n'est pas applicable à la série (5) (*).
IV. La démonstration employée dans le paragraphe (I) est peu rigoureuse; mais il serait facile de remédier à ce défaut, en prenant l'expression du reste :
'â" 8in""^*arftf
R^=cos"+*x / -
cosxsma
et en faisant voir que ce reste tend vers zéro, même lorsque cos x= 1. Au lieu d'entrer dans ce détail, posons :
y = - — , cosx = z; (7)
smx
de manière que ^ .
T arcsmz
arceosz 2
(*) Sous le rapport de Vincommoditc , elle est comparable à Pune de celles que j'ai rencontrées en étudiant la constante G (Recherches sur la constante G..., p. 5i). De plus, les termes de la série (5) sont les carrés des termes de Pautre.
Tant que z est inférieur à 1,
arcsinz
Vi — z*
Or,
arcsinz
Par conséquent,
TT
comme ci-dessus (6). En outre, en sévie convergente^
la-. 2 . i.Sîr ^
arc CCS z t
Vi — z'
et, SI z = 1 :
7t in 2 1.3t 2.4
CCHLIil^III. — Sur les lignes s^odéslqaes .
de l'ellipsoïde.
(Mai 1882.)
I. Introduction. — On doit, à Liouville, le théorème suivant :
« Si parallèlement à la tangente en un point quelconque M » d'une ligne géodésique et à la tangente- conjuguée, on conçoit » deux demi-diamètres de V ellipsoïde, la perpendiculaire H » abaissée de l'extrémité du second de ces demi-diamètres sur fc » premier sera constante (**). »
La démonstration géométrique donnée par mon illustre Maitre
(*) Voir, par exemple, Notes d'Algèbre et d'Analyse, p. 44. (**) Journal de Mathématiques, t. XI, p. 22.
me parait peu satisfaisante (*). En déduisant le théorème de Liouville de celui de Joaehimstal (ce qui est naturel et connu), on peut modifier l'énoncé du premier théorème, de manière à rattacher celui-ci, jusqu's^ un certain point, à la théorie de la polhodie.
II. Démonstration nouvelle. — Soit MT la tangente, en M, à une ligne géodésique AMB. Soit FGH la section faite, dans rellipsoïde E, par un plan central, parallèle au plan tangent
en M. Soit encore P fa distance de ces deux plans. Menons, dans
la section centrale, le demi-diamètre OG et la tangente HS,
parallèles à MT. Le théorème de Joaehimstal consiste en
Téqualion :
OG.P = cons«.. (1)
Les demi'diamètres OG, OH, OM sont conjugués deux à deux;
donc le parallélipipède, déterminé par ces droites, a un volume
constant. Ainsi
P . OG . OH sin GOH = consi. (2)
(*} Il en est de mémo de la démonstration publiée, il y a un an, dans les Nouvelles Annales (1882, p. 49). Qu'est-ce que le savant auteur appelle tangentes conjuguées sur la surface?
Menons OR perpendiculaire à HS : OR «=» OH sin GOH.
L'égalité (2) devient
P . OG ,R => const. (5)
Comparant avec la relation (1), nous avons donc
OR = const. ;
ce qui est le théorème de Liouville. Mais nous pouvons l'énoncer ainsi :
Soit MT la tangente, en M, à une ligne géodésique AMB. ^t^ par le centre de l'ellipsoïde E, on fait passer un plan parallèle au plan tangent en M, la tangente HS à cette section centrale, parallèle à la tangente MT, est à une distance constante du centre.
m. Remarques, — 1° Le lieu du point R est une courbe sphérique.
S"* La droite HS, tangente à Tellipsoïde Ë, est tangent^ à la sphère S ayant pour centre, et OR pour rayon.
S"" Le plan tangent, en H, à Teilipsoïde, est parallèle au plan GOMT. Si celui-ci était perpendiculaire à FGH (*), le premier plan coïnciderait avec celui qui est tangent, en R, à la sphère S;et alors la droite RS serait génératrice d'une développable 2, circonscrite à l'ellipsoïde et à la sphère. Par suite, le lieu du point H serait une polhodie. Mais il n'y a pas de lieu du point H, attendu que le mouvement de la droite RS n'est pas déterminé par les conditions du problème.
(*) Cette hypothèse, que rien ne justifie, nravait paru résulter du texte de Liouville {toc cit.). Naturellement^ elle conduit à des résullats absurdes, inutiles à rapporter. (Juin 1887.)
CC^IilSL. — Tliéorènie d'Algèbre {*),
(Mai 1872.)
Si Von donne les équations
ax' H- bu' hx' -\- cxi'
Il li-« —=z\ (i)
Ji^h{x- xj - (a - c) (X - x')(y ^y')-b[y- y')\ (-2) Z = (a -^ ;?')(c -I- z') — 6« (3)
dan« lesquelles les inconnues sont
fc produit XZ e^/ indépendant de x', y', z'.
On tire, des équations (1) :
L'égalité (2) peut être écrite ainsi :
Xi2"== b(ax' -+- 6y'/ — (a— c)(ax'-+- 6t/')(6a:' -f- cy')— 6(6x'-f- et/')*;
puis sous cette forme :
Xz'«= (oc — 6')[6x • — (o — c)x'.*/' — 6y"J ;
puis encore sous celle-ci :
Xz'* = (ac — 6*) [(6x' ^- cy') x' — (ax' + 6i/')y ']. (5)
D'après les équations (1), la quantité entre parenthèses égale
[(t/-y)x'-(x-xV]z'; c'est-à-dire
(*) Obtenu par une étude sur les Systèmes triplement orthogonaux (voir la Note CCXXXIIi).
Donc
X*'=(ac-6')(x'y-y'x). (6)
D'ailleurs, par les formules (4),
Ainsi
XZ = (ac — 6*)[6x« — (a — c)xy — 6y"]. (A)
Addition. — (Juin 1887.)
II. Interprétation géométrique, — Au lieu des équations (1), prenons :
flx -♦- 6y -♦- (« — (x)z = 0, 6x -♦- cy -4- (y — p)« = ; (7)
puis réquation auxiliaire :
= [6a' — (a -. c)ap — 6p' 1 (ac — 6'). j ^ ^
Pour toutes valeurs particulières des paramètres a, (3, les équations (7) représentent deux paraboloîdes hyperboliques P, P'; et réquation (8) appartient à une surface S, du troisième ordre, dont les lignes de niveau sont des coniques semblables.
Cela posé, d'après le théorème précédent, si Ton éliminait x^iy entre les trois équations, on trouverait une identité. Donc les trois surfaces se coupent, deux à deux, suivant une même ligne.
CCMa. — Problème troavé en sonire*
(9 mars 1886.)
I. Décomposer une fonction donnée, f(x,y), en deux parties M, N, de telle sorte que Mdx -h Ndy soit une différentielle exacte.
Lsî seconde partie égale /"(x, y) — M. L^équation du problème
est donc
Mdx + \f{x, y) — m] rfy = du. (i )
On doit avoir
ou
pourvu qu'après Pintégration on suppose a. égale x — y. II. Exemple :
df ' 1
dy dx dx '
dM dM _ d/* dx dy dx'
équation aux dérivées partielles, du premier ordre.
Les équations auxiliaires sont :
, , dM dx===dy=——; (3)
et leurs intégrales :
/'df X = a -+- y, M = / — dx -+- p. (4)
Dans ^, on doit remplacer x par a -+- j/. Ainsi
=J -j^^y-^^f^^-^yy^ (^)
/^rfy=(a+y)'-3av'--V=^~3(x-y)y'-2y»==^-3xy*+y»;
M = x' — 3xy* -+- y' -+- ?(x — y),
N = — 3x't/ -+- Dxy* -+- !/• — y' — 9(^ — y)
On trouve ensuite :
ti=-— -xy -♦-xy'^-.^ 1^ — --^i{/(x — y).
CCIil. •— Cne propriété des systèmes triplement
orthon^onaoM.
(Mai 1872.)
I. Soient trois surfaces appartenant à un pareil système^ et se coupant suivant les lignes de courbure MA, MB, MC, dont les
tangentes sont MS, MP, MU. Les directions MS, MP sont déterminées par les équations
dx = pdx -H qdy^
dx -¥- pdx dy -4- qdz rdx -4- sdy sdx -4- tdy '
dans lesquelles les dérivées se rapportent à ia surface AMB. MS est normale à la surface BMC; donc
dx
dz
Cette fois^ les dérivées sont relatives à cette seconde surface; et dx, dy, dz sont les projections, sur les axes de coordonnées, d*un élément Mm de MA.
L*angle UMS est droit; donc
PP' -*- çgf' -+- i = 0. (4)
Au moyen des proportions (3), Téquation (2) devient
P — P' 9 —Y 6 étant une inconnue auxiliaire.
Soit, en outre,
Les équations (5) ont même forme que les équations (1) de ta Note CCXLIX. De plus, P ne diffère, du produit XZ (*), que par un changement de lettres. Donc, en vertu de la formule (A) (*):
P = [ph -^pqlr—t)-^ q^s](rt — 8% (7)
Ainsi, la fonction P dépend, uniquement, de la surface AMB.
IL On tire, des équations (5) (*) :
{t^B)p-q8^ (r-^B)q-ps
après quoi la substitution dans (4) donne
(i ^ p« ^ qY ^ [(1 -+. p«)e — 2p7« -+- (1 ^ 9')r]e -t- H — s'= 0. (9)
Si R est le rayon de la section normale, tangente à MA :
H- rt — «' = (**).
Donc, abstraction faite du signe, Tauxiliaire 6 est donnée par la formule
{') Loc, cit.
{**) Voir, par exemple, V Analyse appliquée, de Leroy, p. 344
Autrement dit, ^ est la projection, sur l'axe Oz, du rayon principal R.
III. Si R' est le second rayon principal , on a , par Téqua
tion (10),
i rt^s^
RR' (i + p' ■+- 7')« Donc la formule (7) peut être écrite ainsi :
P = [p-s -pq(r-l)- qh] ^* ^ ^^^ ^'^' (*). {i 2)
(*) La réduction de la forme (6) aux formes (7) ou (42) doit, sans doute, pouvoir être interprétée géométriquement. J'ai cherché cette interprétation; mais je n'ai rien trouvé de satisfaisant, même quand les surfaces données sont des qi/artiques homofocales. Quand il en est ainsi, on a (*) :
c^ X c^ y c* xy
^^"V^z" ^^""ft^â' ^'^'^*1*'
c*(6' — y*) c*xy c*(a* — a?')
r — f = -^^ 2- , rt — s*r=
a'^bH^ a*b*z*
Donc :
p*s — pq{r — t)— q*s =
• c^xy Ix^ yn c'ry 6* , t/«) ^ {a' -b')c^xy
puis
(o« — b*)c^*xy
(*) Gbàrlbs Dunif, Développementê de Géométrie, p. 203.
CCIilI. — Sur la Oéométrle de Mil. Brocard, liemoine, IVeuberg^, de lionn^champs, ••• (*).
(Avril 1886.)
1. Théorème préliminaire. — Si trois droites APA', BPB', CPC, issues des sommets d!un triangle, se coupent en un point P, les symétriques de ces droites, relativement aux bissectrices intérieures, se coupent en un point Q (**).
Appelons y les angles égaux AGC, BCC.
Dans les triangles ACC, ACC", BCC", BCC :
AC'_^ sinr AC" 8in(C — r)
Âc""sin(AH-^' "ÂC" "" sin (B — r) '
BC'_sin(C — r) BC" _ sinv
B(r'^sin(A-+-r)' 'BC'"~sin(B-*- y)' Donc
BC'.BC" CA'.CA" AB'.AB
(*) La Nouvelle Géométrie du triangle, créée, il y a douze ans, par MM. Brocard et Lemoine, est déjà si féconde et si importante, qu'il est devenu nécessaire d'en écrire Vhistoire. M. Emile Vigarié, Élève à l'Écolt; des Mines (Paris), publie en ce moment (juin 1887), dans le Journal de M. G, de Longchamps, une Étude bibliographique et terminologique, à laquelle nous renvoyons le lecteur.
(**) Le lecteur est prié de faire la figure.
(***) Si CMy est une transversale, passant au centre de gravité M, on peut écrire ainsi Tégalité (4) :
Ar/.AC" Ar BC. BC" "" Br'
et en déduire d'autres conséquences ( Théorèmes et Problèmes de Géométrie élémentaire, 6« édition, p. 232). (Mars 1888.)
Par hypothèse, Gonséquemment,
AC". BA". CB" = BC". CA". AB
II. Remarque. — On peut dire que les points P, Q. sont associés. Cela posé : si P est le centre de gravité, Q est le point de Lemoine; si P est un point de Brocard, Q est l'autre point de Brocard; etc.
eCIilII. — Problème de Probabilités (*).
(Novembre 1884.)
I. Combien y a-t-il de nombres de n chiffres, composés, chacun, de p chiffres donnés? ou encore :
De combien de manières peut-on remplir n cases données, avec p lettres données, a, b, c, ..., f, g, chaque arrangement devant contenir les p lettres ?
Soit 9(n, p) ce nombre de manières. Considérons les arrangements composés de n — ^ lettres, et contenant, soit les p lettres données, soit seulement p — I de ces lettres.
l*" A la droite de chacun des premiers, apportons, successivement, chacune des p lettres a, b, c, ..., f, g. Nous obtiendrons p(f(n — 1, p) des arrangements demandés.
2" Parmi les arrangements composés de n — i lettres, il y en a cp(n — 1 , p — 1) qui ne contiennent pas a, <p(n — 1, p — 1) qui ne contiennent pas 6; etc. A la droite de chacun, écrivons la lettre manquante : nous formerons p(p(n — l, p — 1) nouveaux arrangements, faisant partie de ceux que nous cherchions. L'équation du problème est donc
(*) Extrait d'un Traité, inédit.
(**) Dans mon cours à TUniversité, j'avais obtenu cetle équation (4) au moyen d'un raisonnement inexact; et, en conséquence, je la croyais fausse. M. Beaupain, i*un de mes meilleurs élèves, me communiqua la démonstration précédente.
II. On peut supposer 9(119 0) «=» 0. De plus, il est visible que
(p(w, 1)==1. Or, dans le Calcul des différences^ on trouve la
formule
A' (0") = p [Ar(o»-*) -f- A''-*(o"-*)] , (2)
dont la vérification est facile, et qui a même forme que Téquation (1). On satisfait donc à celle-ci en prenant
9(n,/)) = A'(o"), ou
9(n,p) = p»-J(p-irH-^fcl\p~2)«-...±^(r). (3)
III. Remarque, — La quantité 9(11, p) est le nombre des cas favorables, dans le problème suivant :
Quelle est la probabilité que les p numéros, contenus dans une urne, sortiront en n tirages (*)?
Le nombre des cas possibles est p". En effet, on peut remplacer les n tirages par un seul, effectué au moyen de n urnes (**).
CCIill^. — Quelques décompositions de Funité (**'').
(Juin 1886.)
I. Théorème {"). — Si xyz = abc, on a
^T 6ar ^ ' ay
^ xy -k- b[a -f- a;) ^ '=1—4 T' '=2 ^^— .. S (A)
xy
xy
-*- 6(0 xy
xy
-+- a(6 ab
xy
-f-a(6 xy
^ xy -^ b(a -♦- x)' ^ xy -t- a{b -+- y)
(*) A chaque fois, le numéro sorti est remis dans Turne. (*") Laplace, Théorie analytique des Probabililés (4812), p. 193. (***) Trouvées en résolvant un problème sur le triangle. ('^) Ou, plus exactement : Remarque.
III. Corollaire, — L'équation
{xyz — a6c)* = 0,
peut être écrite sous les six formes (A).
CCIiV. — Conséquences du Tltéorème de Fermât.
(Septembre 1886.)
I. Soient p, q deux nombres premiers, impairs et inégaux. Si p ne divise pas q — 1, on a, par le Théorème de Fermât :
Mais
(7-ir*-i=jïL(p).
— iY-f=a'-' - o'-* H i— — -V 1 =
Dïl(q) -H <
. Donc, dans Tégalité (1), le premier membre est divisible par ç. Et comme p, q sont premiers entre eux, cette égalité devient :
(q--i)p-*^\=jn{pgy (A)
De même, si q ne divise pas p — 1 :
(p^ir^-i=.jn{pqy (B)
Quand les deux conditions ont lieu simultanément :
(9- ir* - {p-h'-' = Jrc(p9), (C)
ou
[(q-iy -h {p-\yrj(q - i)V__(^_ ^)'-?^] ^JJKpg), (D)
IL p étant impair, o^^* — 1 est, algébriquement, divisible par a -4- 1 . Donc ce binôme est, arithmétiquement aussi, divisible par a + 1 . En conséquence :
p étant un nombre premier, qui ne divise ni a nt a -f- 1 :
o»^* — 1 = Jn[p(a-4-i)]. (E)
♦ De même : p étant un nombre premier, qui ne divise ni a
fti a *~~' 1 *
oP-«— i=.jnL[p(a — i)]. (F)
Enfin, si le nombre premier, p, ne divise nia — 1, m a, ni
a'-*-1=jrL[p(a»— 1)J. (G)
Soient, par exemple,
On doit trouver
4«- 1 =0îL(i05).
En effet,
(*) Ces trois conditions sont remplies si p surpasse a + J.
m. D*après (E) et (F) : si le nombre premier p ne divise pas, à la fois, q -+- 1 e/ q — 1 :
ou
IV. Supposons q impair. Alors le premier membre est divisible par S*""*, nombre premier avec pq. Donc :
[(?llf'.(t!)-J[(.-)-.(i^)-],..U„MK,
V. Remarques. — 1® Si p a la forme 4|t/ — 1, le premier facteur égale
il est divisible par q.
2*» Si p = 4fx -h 1/ le second facteur est divisible par q.
VI. Lorsque 9 = 3, Tégalité (K) se réduit à
(2^-*- l)(2^— i 1 « jnL(5/)).
Cela posé, d'après un théorème connu (^) :
1» 5f p = 8|x it 1 , fe second facteur est divisible par p ;
2® Si p = 8fji ± 3, le premier facteur est divisible par p (**).
(*) Sbrekt, Algèbre supérieure, i. II, p. 109.
(**) Je ne pense pas que, dans Je cas général, on puisse, a priori, déterminer quel est le facteur divisible par p, même au moyen de la toi de réciprocité, de Legendre. (Alors, bien entendu, q doit élre supposé premier,)
CJCIiTI. — Systèmes articulés.
(Avril 1886.)
I. Préliminaires. — Soit BAGD un quadrilatère inscrit. Si
Tangle BAC est rendu fixe, la diagonale BC est une droite de longueur constante, glissant entre les côtés de l'angle xAy.
Quant aux côtés, BD, CD, ce sont des cordes dont les longueurs sont données, et qui appartiennent à un cercle mobile , de rayon constant. Donc Vangle DAx est constant; et le sommet D décrit un segment de la droite DA (*). Les posîtionsr extrêmes du point D, savoir : P, Q, sont déterminées par
AP==BD, AQ = CDn.
II. Lorsque Tangle A est droit, Tenveloppe de BC est une hypocycloïde droite. Dans le cas général, cette enveloppe est une courbe fort compliquée, que nous pouvons appeler hypocycloïde oblique (***).
IM. Les droites BD^ CD ont des longueurs constantes; elles
(*) Théorème connu. Voir, dans mon Application de l'algèbre à la Géométrie (1848), une remarquable Noie de M. Mannheim.
{**) Quand B vient en A» BD coïncide avec AP ; quand C vient en A, CD coïncide avec AQ. Par suite, les poinls P, Q se confondent, si BD=CD.
{***) Il n^est pas difficile de prouver que toute hypocycloïde oblique est parallèle à une certaine hypocycloïde droite. Voir, dans les Nouvelles Annales (1878, p. 321), une autre Note de M. Mannheim.
glissent dans des angles donnés; doue Fenveloppe de chacune est une hypocycloïde oblique.
IV. Prenons, sur la circonférence circonscrite au quadrilatère ABGD, des points F, 6, H, ... La propriété démontrée pour le point D subsiste pour ces divers points; donc ils décrivent des droites passant par le sommet A.
V. De plus, les cordes BF, FG, GD, ... enveloppent des hypocycloïdes obliques. Et si ces cordes sont égales, leurs enveloppes le sont.
VI. Système articulé. — étant le centre de la circonférence circonscrite au quadrilatère ABGD, supposons que les rayons AO, CO, DO soient (rois tiges, articulées en A, 0, C. Si la corde GD est une quatrième tige, le triangle GOD sera invariable de
forme et de grandeur. Par suite, quand Vanneau G décrira la droite fixe RS, passant en A, le sommet D décrira également une droite, passant aussi en A; et Ton aura transformé un mouvement rectiligne alternatif en un autre mouvement rectiligne alternatif.
CCIiTII. — Sur des sommes de M-earrés.
(Mai 1886-/mn 1887.)
V. Autres identités
(X — y)»(x - z) -♦- (y — zfiy — x) + (z — x)\z — y)
== (x' + y« + z' _ yz — zx — xy)' (•*)
X* -4- y* -f- z* ^ (X -+- y -4- zY = (x' -f- y ' -4- z» -4- yz -4- zx -4- xy)' -^ [(a: -^ 2)(y -^ a;)]' + [(y + x)(z + y)]' + [(« -+- y)(x ^ z)]'.
(*) Peut-elle être utilisée pour la démonstration du théorème empirique de Waring ?
(**) Il en résulte que V équation
représente la dMle isogonale.
€€Ii\^IlI. — Quelques sommatioiis (*).
(Juin 1887.)
IX. Lorsque c= 1, le second membre de régalité (!)(**) se
réduit à
abT{a -+- 6 -♦- « H- 1) En outre,
Donc cette égalité (1) devient
g T{a-hq)T(b-ir g) T{a ■+- n -t- l)r(6 + n+ \)
èoT(a -♦- 6 H- 4 H- g) r(9 -+- i) "" a6r(a -^ 6 -^ n -+- i)F(n -♦- 1) ' ^^
Si, dans celle-ci, on supprime les facteurs communs, et qu'on développe complètement le premier membre, elle prend celte forme remarquable :
ab a(a -f- 1)6(6 -4- i)
(a -4- 1)(a -+- 2) ... (a -4- fï)(6 -4- 1)(6 -f- 2)(6 -f- n) (a -+- 6 -4- i)(a -*- 6 -4- â)»- {0-4-6-4- w)r(« -♦- \)
X. Remarque. — Dans la série de Gauss
supposons :
O Suite de la Note CCXXXVH.
(*•) Page 65.
(***) Sur quelques intégrales définies, p. li.
Elle se change en
Âinsiy le premier membre de l'égalité (S) est la somme des n -4- 1 premiers termes de la série (6).
XI. Etude d'une série, — Pour plus de simplicité, faisons abstraction du prenriier terme, et posons :
ab aia -4- 1)6(6 -♦- i)
ti- =
D'après l'égalité (8) :
(o + l)(o + 8)...(« + n)(6-Hl)(6 + 2)..-(6+n)
S„ (an- n)(6 -h n
ou, ce qui est équivalent,
(g >»- n)(b -t- fi)
ao
Ainsi, la somme S„ s'exprime, fort simplement, au moyen de u„. Xll. Suite, — On a
tt«+i (o^n)(6-*-«)
tt„ (n -f- i )(o -4- 6 -4- n -♦- 1 ; De là résulte que la série est toujours convergente (*). En efiTet^
/im|(n + 1) — — wl = /tm ^ "^^ = — i (**).
(*) Les constantes a, 6 sont supposées positives, (•*) Traité élémentaire des séries, p. 23.
( 105 ) Par suite,
Km. S„ = S = — 1 -4- — limUa ^ n){b -¥■ n)tt J. (iî2)
Pour évaluer cette limite, nous nous servirons d'une proposition auxiliaire.
XIII. Théorème. — Soient quatre nombres a, b, a', b', teh que a H- b = a' H- b', et soit x une variable indéfiniment croissante.
On a
ltm~ !—L. i = i. (13)
Posons
^^r(a ^x)r{b'-hxy
ou, ce qui revient au même :
B(a -I- x, 6 -♦- x) B(a' -4- ar, 6' -*- x)
Supposons que b' soit le plus grand des quatre nombres donnés. Nous aurons 6' — a = 6 — a' > 0.
D'après le théorème d'ËuIer, exprimé par Féquation
B(gf,m) 'B{q,m-^p)^^'
(*) Tome I, page 136. En passant , je ferai observer que cette équation revient à celle-ci :
laquelle est évidente.
( *06 ) 0U9 par une formule connue (*) :
ys=i — ^— H ; ^ h ...
Donc
lim y = i.
XIV. Revenons à la formule (12). On a
. .,. . a(a -f- !).•• (a -4- n)6(6 -4- 4) .-{6 -4- fi)
~ r(a)r(6) r(a-f-6^ n -^ i)r(n+1)' et
(o -^ 1) -4- (6 -t- i)=»(a -4- 6 -4- 1) -+-i. Donc, en vertu du théorème précédent,
/.m[(a -H n)(6 + «)«.] Y^^;^YÎfi)^' 0*)
puis
XV. iicmargMe. — 5i a, b sont des nombres entiers, ou, si l'un des dettx étant entier, l'autre _ est fractionnaire, la limite S est commensurable. Par exemple, pour a = 6 = 1 :
ou
(*) Lo€. cit
( *07 ) De même, si a = 1 , 6 = | :
8 8.ii 8. 11.44 3
et
8 8. H 8.41.14 8. il U
XVI. Une équation aux différences. — A cause de
[a -♦- n)(6 -♦- n)ti„ = (n -♦- \){a -♦- 6 -t- n -♦- i)u„^^, {\\) régalité (10) peut être écrite ainsi :
ab{\ -+- S„) = (n -t- 1)(a -4- 6 -+- n -+- l)w«4.|.
Mais
tin+i = S«+, — S„ == AS„ = A(i -h S,).
Donc, si Ton remplace 1 -i- S^ par Z^ :
à6Z„==(n-*- l)(o-i-6H-n-f-i)AZ„, (16)
équation aux différences finies. En vertu de la formule (9), elle est vérifiée par
OCIilX.. — Sur le Postnlatain de Bertrand.
{Juin 1886.) I. Lemne. — Selon que (--) est pair ou impair
égale zéro ou un (*).
II. Considérons le nombre entier
(n-i-1)(yi-^2).»2n
^(^^^ — rïz;. — ^^
Soit p un nombre premier qui divise le dénominateur, et soit p^ la plus grande puissance de p qui divise (f(n).
Comme
i .3 . 5 ... 2it
on a
ou
ai
2it
D'après le Lemme, si 1 e«^ fe nomôre de cetéx, des quotients entiers
çMi sont impairs,
O A^of«LXXXI,§9.
Voir Note CVH.
<p(n) = Cï„., = (n -f- l)T»+«.
111. Exemple^ n = IS, — Les valeurs de p sont 2, 3, 5, 7, 11 , 13. Pour p = % les quotients impairs sont
(t)' (t)' [jh y ••"=*•
Pour p = Zy les quotients impairs sont
Pour ps= 5, le seul quotient impair est
\!2SJ * "^
Pourp = 7, 11, 13, aucun quotient n'est impair.
Donc
E étant un nombre entier, composé des facteurs premiers compris entre 16 et 30.
En effet,
IV. Changeons de notation, et appelons a, (3, y, ..., n les nombres premiers qui ne surpassent pas n {*).
Soit a le nombre de ceux, des quotients /^], f^l, ..., qui sont impairSj
Soit b le nombre de ceux, des quotients (^j, [^|, ..., qui sont impairs;
( liO )
Nous aurons, par ce qui précède,
(p(n). = «»pV'. ..«•"£. (A)
E étant un nombre entier, composé des facteurs premiers compris entre n H- 1 e^ 2n, s'il en existe.
V. Postulatum de Bertrand. — D*après M. Bertrand, entre n
et 2n, il y a, au moins, un nombre premier (*)• Autrement dit,
le nombre E surpasse i (**), Ce célèbre postulatum équivaut
donc à Tinégalité
(fin) > a-pV... îr^ (B)
VI. Remarque. — La Note citée contient (p. 8) cette autre traduction du Postulatum :
Le nombre entier w, étant supposé compris entre 2* et 2*+* — \ , soient ^, y, àj ..., tt les nombres premiers impairs, non supérieurs à n. Soient en outre :
I4, le nombre de ceux, des quotients (^\ (— )> .-> qui sont impairs ;
I2, le nombre de ceux, des quotients (|^), [|j], ...,gwi sont impairs ;
Si^ entre n -+- 1 e/ 2n, il y a des nombres premiers, on à
et réciproquement. De plus, le premier membre de cette inégalité
est la quotité de ces nombres premiers.
Soit, par exemple, n = 15; et, par conséquent, /: = 3-
Ona
puis les quotients
O Voir les Notes LXXXI et CCXXV.
(**) Si n surpasse I , E surpasse n.
Tous ces quotients sont pairs, excepté (~). Donc puis
k Il -h If /j -f- . . cas 4.
Effectivement, entré 16 et 30, il y a quatre nombres premiers; savoir: 17, 19,23,29.
€€IiX« — Théorème d'Arithmétique.
(Juillet 1886.)
Nous avons cité, fréquemment, [a propriété suivante, énoncée « dans le Cours d'Analyse (*) :
a, b étant deux nombres entiers^ premiers entre eux :
-1-- = entier»
En voici une autre, du même genre, qui nous parait curieuse :
n étant premier avec 6, on a ;
= entier. (A)
1 . 2 . 3 ... n X i . 2 . 3 ... n — 2 Pour la démontrer, il suffit de vérifier la relation
iti - {—) ■■
p étant un nombre premier (**).
1** Soit p = 2. A cause de n=2n'-h 1, la relation (1) devient
(An' — 2\ _ /2«' "4- 1 \ /2n' — 2\
(•) Page 48.
{*•) En eflfet, de _
on conclut
[px) > [p<x) -^ [po^)
ou
2n' — \ ^ Il -4- n' — 1 ; ce qui est exact.
2** Soit p = 3. On peut avoir n =» 6n' zb i . Dans le premier cas, on trouve
et, dans le second,
An' — 2y (2n' — 1) -*- (2n' — 1), 3** Supposons p > 3.
Si f^^y-^) est impair, on a (*)
donc la relation (1) se réduit à
et celle-ci est évidente.
Si l^^— -^) est pair, posons
2n — . 4 = âap -t- 26, ou
n — 2 = op -*- 6.
La même relation (1) devient
_ /ap -4- 6 H- 2\ 2«^(^ J-^«
OU
Or, cetle équation est une conséquence des inégalités
C) iVofc CCLIX.
€€Ii%I, — Sur les Mombres de Seifner (*).
{Aoùi 1886.)
XVIII. Relation entre les Nombres de Segner et les Nombres de Catalan (**).
Le petit Mémoire intitulé: Sur un développement de l'intégrale elliptique^ de première espèce (***), contient les égalités suivantes :
On en conclut, évidemment, une équation du premier degré, entre les carrés des Nombres de Segner. Elle paraît devoir être fort compliquée.
XIX. Propriétés nouvelles (J), — 1" Soit i le nombre des termes impairs compris dans la suite :
selon que n est pair ou impair, T„ est ou n'est pas divisible par 2* O-
(*) Complément à la Note G Vil. (Congrès de Nancy.)
(**) M. TÂmiral de Jonquières m'a fait Thonneur de proposer cette dénomination, qui n'a point prévalu. Je remploie pour abréger.
(***) *Académie de Belgique, 10 octobre 4885.
{^) Les nombres entiers P^, P^i, P^, ..., que M. de Jonquières a bien voulu calculer, ont les valeurs suivantes :
Pj = 8, P,= 80, P5=896, P4 = 10816, ...
(^) Addition au paragraphe XVIf.
(^) Cette proposition résuite de régalilc
nTm+i = Cî««i, H- 1 f (7)
2" Lorsque
Dans les cas contraires,
T, = JR,(2n-5).
On sait, et il est facile de prouver, que
Or,
Donc
C„., = JIt (2/1-1).
(w-*-i)T,^,=jn:(2n-i),
(w— l)T„ = jn.(2n — 5).
Cela posé : si n = 3fx -h 1, cette égalité se réduit à
A*T„ = JIL(2a^-1).
El comme /Jt et 2/jt — 1 sont premiers entre eux, on a
/2 Soit n= 3|:x. Alors
combinée avec le théorème suivant :
s étant le nombre des termes impairs compris dans la suite
Cîn.n ^st divisible par 2% et le quotient est impair {Mémoire sur certaines
décompositions en carrés, p. 65). Ajoutons que :
1« 5i n est impair et égal à 2*n' -♦- ^ , • — a est positif; 2« T„ est divisible
par 2'"^. Enfin, d'après la relation (7) et une propriété démontrée : Si n
est premier avec 6,
C«„_i,„_î = Jfl (n* — n).
Mais, évidemment, 3fjt — 1 el Gp — 5 sont premiers entre eux ;
donc
T„ = JIL(6p ^ 5) = .'Tît (2/i — 5). •
Si n = 3/x — 1 , on trouve, avec la même facilité,
T. = 3TL(6/^ - 7) = OÎL (2?» - 5).
3° Dans la suite T4, T5, ..., T„, T„^,, ..., deux termes consécutifs ne sont pas composés des mêmes facteurs premiers.
Pour démontrer cette proposition, je m'appuierai sur le Lemme suivant, à peu près évident :
Si deux fractions équivalentes ont leurs dénominateurs premiers entre eux :
1° Ces fractions se réduisent à un nombre entier;
2** Leurs numérateurs ne sont pas composés des mêmes facteurs premiers.
Ceci admis, prenons l'égalité (2) (*), mise sous la forme
Si n est premier avec 6, les dénominateurs sont premiers entre eux; donc T, et T„+i diffèrent par les facteurs premiers de n et de in — 6 (**).
Soit n = 2^3%', n' étant premier avec 6. L'égalité (38) devient, si l'on suppose a et j3 différents de zéro :
et l'on retombé sur le premier cas.
(*j A^o^eCVIl.
(**) Soit, par exemple, » = 13, ou 4 n — 6 = 46. On a
T„=2.7.13.17.19, Ti4 = 2«. 7. 17.19.23,
conformément à renoncé.
( ii6 )
XX. Groupes relatifs. à un nombre premier. — Soit, comme ci-dessus (XVII, 5""), p un nombre premier, supérieur à 5. On a vu que :
Si T„ est divisible par p, sans que T„_i le soit, p divise 2n — 5, Les termes
tous divisibles par p, constituent ce que Ton peut appeler : le premier groupe relatif au nombre p.
Après 2n — 5 = p, on peut prendre
De ces valeurs résulteut une infinité d'autres groupes relatifs à p; savoir :
... 5 1 Ip 9
•••1 *8iif
Ttp+s »
Les Nombres de Segner, compris dans ces groupes, sont les seuls qui soient divisibles par p (*).
Gela posé :
Si T, appartient au premier groupe, n est compris entre ^^^ etp, inclusivement;
Si T, appartient au deuxième groupe, n est compris entre ^^ et 2p, inclusivement ;
Si T, appartient au troisième groupe, n est compris entre ^^ et 5p, inclusivement;
(*) Ou reconnaît aisément que :
i « Les groupes n^empièient pas les uns sur les autres ;
2« Tp+i , Tjp^_i , Tj^i , ... ne sont pas divisibles par p.
( ii7 )
Les valeurs de p sont ainsi déterminées par les relations suivantes :
De plus 9 tous les nombres premiers y p, qui y satisfont, divisent T^.
Soit, par exemple, n = 23, auquel cas :
23^p^41, il <p < 14;
et, par conséquent,
En effet, Tjj appartient au premier groupe relatif à 23, 29, 31, 37, 41, e/ au deuxième groupe relatif à 13.
XXI. Postulatum. — Soit p un nombre premier, supérieur à w. SHl divise T„ , on a
n < p ^2/1 — 5; car les relations
sont impossibles.
On est donc conduit à la proposition suivante qui ne diffère pas, au fond, du célèbre postulatum de M. Bertrand (*) :
Entre un nombt^e entier, supérieur à S, et son double diminué de 5, il y a, au moins, un nombre premier (**).
(•) Voir la Note CCLIX.
(**) Très probablement, la démonstration rigoureuse doit être fort simple; mais, jusqu'à présent, je n'ai pu la trouver.
œJLULII. — liCttre à M. Be Tilly.
Cher et savant Confrère, Savez-vous, en effet, intégrer
— =Aa:~, (1)
m étant quelconque? S*il en est ainsi, la théorie des équations linéaires vous doit un progrés considérable, et je me reproche de n*avoir pas étudié voire méthode. Rappelez-vous que Liouville a cité, avec éloges, le procédé au moyen duquel Kummer intégrait, péniblement, Téquation
Quant à l'équation
encore plus simple que la précédente, voici ce que je trouve dans mes notes de mai 1884, et que j'ai donné à mes élèves, in illo tempore.
Soit 0| une racine primitive de 6"* — 1 = 0. Une intégrale particulière est (sauf erreur) :
Ainsi, rintégrale générale est une somme de m — 1 intégrales définies, respectivement multipliées par des constantes. Avezvous la valeur de t/, au moins dans certains cas, sous forme finie? Alors, voilà une vraie fabrique d'intégrales!
Soit m = 2. Par ma (?) méthode,
»oD a*
( 119 ) Mais il est évident (et arcAt-eonnu) que :
y = Ce^. (6)
On doit donc avoir
e *(e«' ^ e-'")da^ke^. (7)
Pour déterminer la constante ft, je suppose x = 0:
En conséquence :
/oo _a« «^
formule probablement connue (*).
Revenant à l'équation (2), je frouye, comme intégrale parti culière (toujours sauf erreur de calcul) :
0, étant une racine primitive de 6"*+* — 1=0.
Je désire, mon cher Confrère, que cette lettre soit de nature à vous intéresser. Puissiez-vous en tirer quelque chose!
Salut affectueux.
Spa, 5 juillet 1 886.
{*) Bien entendu, je n*aî pas, ici, les Tables de Bicrens
CCIiXID. — Sar réqaation ti* = x* H- y' + z\
{Mai 1885.)
I. Une solution. — Si p désigne un nombre premier, de la forme 4fx -+- 1, on peut prendre y^ -4- z* = p (*). De plus, la condition (m h- x) (ti — x) = p donne
puis
Soit, comme application,;? =73 = 64+9, auquel cas u=18. La proposée est vérifiée par
ti = 37, X = 56, y = 8, « = 5 (**).
II. ilt^/re solution. — D'après les formules du Mémoire sur certaines décompositions en carrés (***), on satisfait, à Téquation
ti' === x' -*- y' -4- 2*, par les valeurs suivantes :
a, p, y étant des nombres entiers quelconques.
En effet, la relation
(a» -♦. p« ^ yy = 4aV' + 4pV' + (r' — a' — P')'
est identique.
(*) D'après le beau théorème de Lagrange : toiU nombre premier, de la forme A\i- -^ \ ^ est la somme de deux carrés.
(**) Comme il arrive souvent en Analyse indéterminée, ce procédé simple,
qui donne une infinité de solutions, ne donne pas toutes les solutions ; par
exemple celle-ci :
(***) Pages iO et suivantes. Ces formules s'appliquent à Téquation
générale
II" = a?* -♦- »/• -♦- a*.
m. Remarque. — Pourvu que «, P, 7 soient différents de zéro, et que Ton n'ait pas y^==ûfi -4- p*, le nombre u^, somme de trois carrés, sera le carré d'une somme de trois carrés (*).
IV. Généralités, — 1** On suppose les nombres x^y^z^u premiers entre eux (**); alors, évidemment, x, y, z sont premiers entre eux; x, y, u sont premiers entre eux; etc.
2** La somme algébrique de trois nombres impairs est impaire; donc il est impossible qu'un seul des quatre nombres x, y, z, u soit pair.
3** Si y e^ z sont pairs, u et x sont impairs.
4" Supposons y et z, impairs. Alors
y« + z' == u' -^ x' = JK (4) ^ 2,
Des facteurs u -+- ar, w — ac, l'un est simplement pair, et l'autre, impair; donc u et x ne sauraient être entiers. Gonséquemment : des trois nombres x, y, z, un seul est impair.
S** Relativement au diviseur 3, on établit, avec la même facilité, les propriétés suivantes :
Un, au moins, des nombres x, y, z, u est divisible par Z; si u est divisible par 3, aucun des nombres x, y, z nest divisible par 3.
V. Autre solution. — A cause de
si l'on suppose yeti premiers entre eux, on a, par un théorème connu :
w H- X = a' -♦- 6*, u — X = c' -f- d*; puis
y = ac dz bd, z = ad qi bc;
(*) Dans le Mémoire cité, j'ai détnontré ce théorème : Si u est une somme de trois carrés, u^ est une somme de trois carrés.
{**) Afin de n'avoir à considérer que les solutions primitives.
{ ^22 ) ou, ce qui revient au même :
(4) y = 2(acifc6rf), z=2(adqi6c). -^ ) ^
De ces valeurs résulte Tidenlilé connue :
(a*-H6'+ c'-+-iP)«=(o-i-6»— c'— d*)'-+-4(aczb6rf)'^4(arf=f:6c)» f); (5) d*où nous aurions pu partir.
VI. Remarques. — On a vu (IV, 4°) que ; des trois* nombres X, y, z, un seul est impair, Gonséquemment, dans Inapplication des formules (4), on devra prendre a, 6, c, d de manière que a* -4- 6* — c* — d* soit impair. En d'autres termes : parmi les indéterminées a, b, c, d, une seule doit être paire, ou une seule doit être impaire.
2° Si Ton admettait que, des trois nombres x, y, z, deux, au moins, sont premiers entre eux, les formules (4) donneraient, je pense, toutes les solutions de Téquation (1).
C€Ma%I\. — NTouYelleii propriétés des fonctions X„ (*').
(Janvier 1887.) I. Première propriété. — Soit
ou, par une sommation facile,
^P= r (1— 2xVdx. (2)
(*) Elle comprend, comme cas particulier, Tidentité (3). (**) Addition à la seconde Note sur les fonctions Xn ( académie de Belgique, août i886).
( «23 ) Si Ton fait ac = sin cp, on trouve
kj,= I ^cos''2(p.cos(pcf<p. (3)
Celte intégrale est celle qui entre dans la formule (F) (*). Donc
1 a;P(X^ -+- Xp_2 -+- '-)dx = A^, (A)
ou
Px^il^, -*- X,., H- ^")dx == r\\ — ^xydx. (A')
II. Deuxièîne propriété, — L'intégration par parties, eflFectuée sur l'égalité (2), donne aisément
Par conséquent :
/^*[(2p+i)x''(Xp-i-X^.î+...)-2px'' \Xp_,-vXp_5-+--)]c'a:=(-1)''. (B)
III. Troisième propriété. — Si, dans l'équation (4), on change p en p — i, p — % ..., 1, on trouve, par addition ;
• (2p -4- 1) Ap == Ap_4 H- Ap_s -+-••• -^ Ao H- Q , (5)
selon que p est pair ou impair (**). Par suite,
r\(^p + i}x^{X, + X,., -^ ...) - a!^-*(Xp^, + Xp.5 -*- ...) .
— x^-'^Xp., -*- Xp_4 H ) Xo]dx = MW ou zéro (***).
IV. Application. — Soit /? = 4. On doit trouver
r [9x*(X, + X, -^ Xo) — 8x'(Xg -H X,)](/x = i .
(*) Seconde Note sur les fonctions Xn, p. 0.
(**) A cause de A^, = 4.
(***) On arrive au même résultat en faisant varier p dans la relation (B).
/"r?(3Si' — ISi' <- 7j') — *(5i'— «')lrf» — I,
lï est eiael.
Suite. — La relation (5) équivaut à
di[(2p-.-i)(l— 2a:')'— (I — 2i*)'"' (1_2j')— t]=
ins la parenthèse, la partie négative égale
(1 — aiV — 1
~ {1 — 2x')— i ' donc la différentielle est représentée par P(x)dx, on a
-2Çp_ -2a;' .
I fraction est la dérivée de
i _ (1 _ g-cyt'
2* ir conséquent :
• {ip■*-^){^-ix^)'**-^p■^-^)(l-ixy■*-i _(i-2iy+^
Premier Mémoirt lur Ut foneliont X., p. 10.
fr •
VI. Autres intégrales. — Faisons, comme précédemment, X = sin (p.
Nous aurons :
/f (2p-t-1 )cos'+*2(p— 2(p+1 jcûs^âç-t-l ^ cos^*2(p— i r-i cos(prf(p« : , (D') sm'cp ^ ^ sm(p
t/ sin*<p
Addition, — (Juillet 1887.)
VIL Remarques. — 1** Le second membre de (E') ne change pas, quand on y remplace p par p -4- 2. Conséquemment
/î(2pH-5)cos'29-(2p4.6)cos'2(p -(2p-hl )cos29-f-2p-+-2 '- — ^eos''29.cos(pG?9=0.
Le numérateur est divisible par
1 — cos2(p = 2sin*(p,
Donc, sous une forme plus simple :
>>- / * [âp -♦- 2 -♦- cos2<p — (2p -4- 5) 009^29] ces' 2<p . coscpdç = 0. (F)
2"^ Cette égalité est une conséquence. des formules (3) et (4).
On peut récrire ainsi :
r\i — (4p -H 9)x' -♦- (4p -f- iO)x*](i — 2xyrfx = 0. (G)
VIIL Autres intégrales. — 1° Soit
r'^i _ (4p ^ 9)x* + (4p + 40)x*j (i - ^xydx = f{x). (7)
Le polynôme f(x) a une valeur fort simple. En effet, la quantité entre parenthèses ne diffère pas de
Donc
f'^x) = {i - âxy+'ii — 3x') — 4(p -*- i )(4 — 2xy (a:* — x*);
f(x) = (4 — 2xy+* (x ^ X*). (H)
2° La formule (4) équivaut à
r* (1 — âx')»^* [i — 2(2p ^- 1 )x«]rfx = (— 1)'.
3"* On a, plus généralement,
r\\ — 2xy-*[i — 2(2p H- 4)x']rfx = (i — 2xyx. (K)
IX. Relation combinatoire. — Dans f'ix)^ le coefficient de X** est
C,.*(- 2)*- (4p + 9)C„,_,(- 2)*-* ^ (4p H- iO)C„._,(- 2)*-',
ou
Dans /"(x), le coefficient de x**"*"* est
-(-2y-«[2(VK.*-^c,+,.»-.].
Par conséquent,
2C,,. H- (4p + 9)C,.,_. + (2p + 5)C,,»., = aiL(2A + K)
= (2fc+l[2C^M + Cp.M-.] (*)• W
Soient, par exemple, p = 5, A: = 3. On doit trouver
XIV. Théorème, (n -h 1)Xo -+- wXj -♦- .•• -^ X
i /** dx
= / dx. (X)
XV. Théorème. — 5î fe* 2p-h1 inconnues a, (3, y, ..., 1 satisfont, de toutes les manières possibles, à la condition
on a
i.5.5...2p-l2X^X^..XA = ^^^- (A')
(*) Pour abréger, nous supprimons les démonstrations de ce théorème et des théorèmes suivants. Elles sont développées dans les deux Mémoires intitulés : Notivelles propriétés des fonctions X„.
(**) Énoncé, en 1884, par M. Lucien Lévy.
( 128) VI TiiÉOBÉME. X„= — / sia"ç{xsinç-»-t^— icoap)"ri-p. (B'
XI. TnÉORÈyE. / / sin''(p((;osflsin9-»-V'^cos9)" J
L sin{fl-H«) si,, [S -a) J ^
= 2t / sin''i^(cosasin(p -i- K — 1 cosipj'dç. 1
Vi — '2zx ■*■ z
2 /"j i — Szxcos'ç
Kl/ 1 -+- 4(2 — x)zcos'ip-i- *i*(a' — l)cos^p
tT-
CCIiXV {*). — Tbéorèmeii de C^éométrie élémentaire.
(Novembre 1884.) I. Des sommets B, C d'un triangle, on abaisse les perpendi-
culaires BG, CH, sur la bissectrice de Vangle A. D étant le point où le côté BG touche le cercle inscrit, on a
BD.CD=BG.GH
(*) A Poccasion d'une Note de M. WeilL
Il suffit de vérifier que les triangles BDG, GHD sont semblables. Or, à cause des parallèles BG, GH :
DBG == DCH.
D'un autre côté, les angles BDO, BGO étant droits, la circonférence, décrite sur OB comme diamètre, passe en D, G. Donc
BDG = BOG=i(A-+- B).
Pour une raison semblable,
CHD = COD = l** — iC = BDG f).
II. Soient R, T les points où les droites GD, DH rencontrent, respectivement, CO, BO. La circonférence décrite sur CG, comme diamètre^ contient les points H, R ; et la ciHonférence décrite sur BH, comme diamètre, contient les points G, T.
On vient de voir que
BDG = 1'' — iC
Donc
RDC=i''— iC;
ainsi l'angle R est droit; etc.
III. Soient BGDK, CHDL les parallélogrammes déterminés^ l'un par BD, DG ; l'autre par CD, DH : les points B, K, C, L appartiennent à une même circonférence.
En effet, Tégalité (1) revient à
BD . CD = DK . DL
IV. Remarque. — E étant le point de contact de AC avec le cercle inscrit, et F la projection de C sur BO ; l'hexagone CDHOFE
(*) La démonstration est encore plus courte au moyen des formules trigonométriques.
est inscrit au cercle décrit sur CO comme diamètre. Dans celte figure, CD = CE, DH est perpendiculaire à FO, EF est perpendiculaire à OH ; etc.
V. Valeurs de Gn.GD, ED
1° Prolongeons BG jusqu'à sa rencontre, en M, avec le prolongement de AC. Il est clair que CM == c — 6, et que
GH =(c — 6)cosiA.
2** L'angle HGD, conjplément de GOC, égale
De même,
GHD=iC.
Par suite,
GD = (c — 6)siniC, HD = (c — 6)siniB.
VI. Si l'on construit les parallélogrammes DGMP, DHNQ : l"* J? est sur la bissectrice de C; 2° Q est sur la bissectrice de B ; 3° les points P, L, D, Q, K sont en ligne droite.
1** On vient de voir que
GD=(c— 6)siniC;
donc
MP = (c— 6)sin iC = MCsiniC.
Cette expression représente la distance du point M à la bissectrice de C ; donc CP est cette bissectrice.
2° Pour la même raison, le point N, situé sur AB, a pour projection, sur OB, le sommet Q.
S"" Les points P, Q appartiennent à la droite KDL. Etc.
VU. Le centre 0, du cercle inscrit, et le centre I, de la circonférence BKCL, sont également distants du côté BC.
Soit KU perpendiculaire à BK, et rencontrant, en U, le pro-
longement du côté AC. A cause des angles droits, en K el.en C, BU est un diamètre de la circonférence BKCL.
Soit V riniersection de KU avec BC. On a
sinKBV cosBBG 005(1" — ^C) Ainsi la droite NQ, prolongée, passe en V.
L'angle CVU, complément de KCV, égale ^C.
De plus,
CV = 2CD = 2(p — c).
Donc
T étant Taire du triangle ABC. Et comme OD = ^, nous avons,
finalement,
CU = 20D
ce qui équivaut à la proposition énoncée.
VIII. Remarque. — I étant le centre de la circonférence BKCLU, et X étant le milieu du côté BC, le quadrilatère DOXI est. un parallélogramme; et XGl est une ligne droite.
CCIiXVl. — Applieatlon d'une formule eomliiiiatoire.
(Septembre 1886.)
I. Celte formule, que nous avons démontrée précédemmenl(*), est
""rS.i -^z — 7^^« = /.. . .v^ ' W
En supposant p constant, nous représenterons le premier membre par A«^i ; de sorte que
II. Soient
^(i + ar) = x-- -H --- + ..., (5)
[i ^xy=i'^ C^.ix -H C,,2X* + ... -4- x"; (4)
p étant supposé entier, positif.
Dans le produit des seconds membres, il y a une partie irrégulière, polynôme du degré p^ que nous pouvons appeler P^. Quant à la partie régulière, série commençant par un terme en «''+*, représentons-la, pour un instant, par
II est clair que :
(') Tome II, page 505.
ou, d'après la formule (2) :
Donc
III. Si l'on prend p = 1, p = 2, p = 3, ... on trouve
P, = X, P, == X -♦- -x', P5 = X -4- -ir* -< x', ..
expressions dont la loi parait difficile à saisir. Mais, dans Tégalité (5), le premier terme de la série est^^*. Par conséquent.
P^i = (1 -t-xjP,
ou
puis, par un calcul très simple,
P^ == (i + x)''-*X H- -(i -4- XJP-'x' -*- -(i -^ X)''--V H- ... -*- -X''. (6)
IV. Remarque. — Lorsque x=1, les formules (6), (5) deviennent :
Par conséquent^
1 1_/i\« ilW
2" Lp-^i p-*-2 p-t-1 p-t-3 (p-t-2)(p4-l ) p-4-4 (p-^3)(p-i-2)(p-i-i)
^-î-^(îr-5(îi--^i^
ou
if\\p
V. Développements de J^^. — La dernière formule en donne une infinité. Par exemple, si p = 3 :
La série est, évidemment, beaucoup plus convergente que
D'ailleurs, si l'on effectue, on trouve, pour l'ensemble des quatre premiers termes, 0,69375. Par conséquent,
ou
En eflfet,
VL Remarque, — La formule (9) donne, en fonction de ^2, la somme de la série
C'est un résultat auquel on pouvait ne pas s'attendre, en considérant celui-ci :
'^p-+-2 "**(^2Xp-i-3)"*'(pH-2)(p-4-5)(p-+-4)"' "y~ ^^
(*) Cours (T Analyse, p. 30.
VII. Une limite. — Divisons, par (1 -hx/, les deux membres de régalité (6), puis faisons croître indéfiniment p. Nous trouvons
l(i -h xY\ i -*- a? 2\1 -H x/ 3\i + xJ '
ou
et, si OC = 1 :
VIII. Suite. — De l'égalité (5) on déduit, en prenant les dérivées des deux membres,
(Jp \ «=00 «./l
et, si X = i :
en supposant
L'égalité (9) revient à celle-ci :
Donc, par soustraction,
aal
IX. Remarque. — La formule (6) donne, plus généralement
(l+aO'-* = -^-pP,^,; (16)
relation remarquable, qui caractérise, si Ton veut, les polynômes P.
CCIiXl^II. — Tbéorème» d'Arithmétique.
(Septembre 1886.)
I. Soit un nombre N, divisible par un nombre premier p. La somme des diviseurs de N, qui donnent des quotients indépendants de p, égale p — 1 fois la somme des diviseurs qui donnent des quotients contenant p, augmentée de la somme des diviseurs indépendants de p (*).
II. a, b, e étant des nombres entiers, on a
a[a -4- 4) ••• (a -+- c) db 6(6 -♦- 1) ••• (6 -4- c) = jrLfI.2.3...(c-+.1)(aH-6-*-c)] n.
En effet : 1"* le polynôme
x(x -4- 1) ••• (x -♦- c) dzy(y -+- 1) ••• (y -4- c),
s'annule quand on y remplace x par — (y -h c) ;
2^ Chacune des parties du premier membre est, comme on sait, divisible par 1 .2 . 3 ... (c + 1); ainsi
(a_^6^.)cp(a,6)_ 1.2.3... (c-t-i)
puis, (p(a, 6) désignant un nombre entier :
III. Remarque. — 5i a 4- b -+- c es< premier y
cp(a,6) = JR[i.2 3 ... (c -*- 4)].
(*) Presque évident
(**) Le signe -♦-, si c est pair,
(***) Cette propriété généralise celle-ci :
que i*on trouve dans ma Démonstration du théorème de Staudt {Note LXXVI).
CCÏÏaILWEU. — DenuL Intéi^rales déflnles.
(31ars 1887).
I. Dans la Note sur une formule de M. Botesu, on trouve /'«r X" X"-* F(a;") — x"! ,
F(a;") représentant
Si l'on fait n = 1, 3, 8, ... et que l'on ajoute, on a donc n î ^ i F(x)^F(xV- X 1
' / l(i — X)(l— X*) (i'-X^)^X 1 -4- X ( 1 -- jc)(l — a;«)J
Mais
Conséquemment, la relation ci-dessus se réduit à
/^« dx rx(l -+- 2x — X*) / i--x*L 1-x»
Celle-ci est la première des formules annoncées.
IL Pour en conclure la seconde, j observe qu'un calcul fort simple donne
Donc, par addition :
dx
/* xdx ^ i =JP'2
y^* rfx r 2x 11 ^ 1
(*) Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 65; Sur un tableau numérique,,., etc.
CCIiXIX. — fSar le théorème de ^PTilson.
(Août 1887.)
I. Le théorème de Wilson {*) peut s'énoncer ainsi : Le nombre entier 2n -h 1 est premier ou composé y selon que le produit 1.2.3 .. 2n, augmenté de l'unité, est ou n'est pas multiple de 2n + 1. On y peut joindre les remarques suivantes (**) :
1* Si 2n H- 1 est composé, mais non égal au carré d'un nombre
premier,
n = c/R (p), puis
(1.2.3...fi)'= JR.(2n + 1).
{*) Nouvelle Correspondance mal hématiquCy t. II, pp 32 et 110. (*•) Elles sont fort simples, mais n'ont peut-être pas été faites.
(440) Z"* D'après la théorie des Combinaisons :
II. Autres remarques. — i" Soit un nombre entier N, non divisible par % 5, 5, ..., p. Soit q le quotient entier de ^ par p. Si
[(pH-i)(p-*.2)...9]««jrt(N), (4)
le nombre N est composé.
L'égalité (2) subsiste si, dans le premier membre, on supprime les facteurs 2, 3, ...p, non diviseurs de 2n -f 1. D'ailleurs, si Ton pose N = 2n -4- 1, on a g < n.
^ Dans le produit
on peut supprimer les facteurs non divisibles par 2, par 3, ..., ou par p.
III. Application. — On veut savoir si le nombre 221, non divisible par 2, 3, 5, 7, II, est premier ou composé. L'égalité (4) est
ou, plus simplement,
Or, 13 divise 221 (*); donc, etc.
IV. Théorème. — La somme
n'est pas un nombre entier.
(*) Ce calcul De diffère pas de celai que Ton trouve dans tous les Traités d'Arithmétique.
(Ui )
Il y a deux cas h distinguer, selon que n est premier ou composé :
1** n premier. Posons
B n nB
la fraction g étant supposée irréductible.
Tous les facteurs premiers de B sont inférieurs à n; donc B est premier avec n; donc, d'après une propriété connue (*), S est une fraction irréductible.
^ n composé. Soit p le plus grand nombre premier compris dans la suite 2, 3, 4, ... n. D'après le Postulatum de M. Bertrand, p surpasse | ; donc, p ne divise aucun des nombres p -h 1, ... n.
Cela étant, soit
Le dénominateur B est composé de facteurs premiers avec p ; donc il est premier avec/); etc.
AB'+BA
ew/rc cuXf la fraction ; — est irréductible.
(•*) Connu.
(•**) On doit prendre le signe -^, si n est impair.
Donc
'Sm, fi
.ni(2n-i-i) 1.!2.d... n
Le premier membre est un nombre entier; donc le numérateur de la fraction est divisible par le dénominateur. Et comme les facteurs 2, 3, ... n sont premiers avec 2n -+- 1, cette fraction est réductible à la forme JIL (2n -ht).
CCIiXHk. — Conséquences d^une division alf^éliriqae.
(Août 1887.)
I. Soit à déterminer le quotient entier de x"* par (x et le reste de la division ; de manière que
Si Ton fait x = 1 -f- z, on a
-in
et, par conséquent :
ou bien :
Q = (a:^i)--''-HC«,,(x~ir-''-«-fC,,,(x-l)«-''«^.. . + €„.,„ (2)
II. En opérant autrement, on peut développer Q suivant les puissances de x. En effet,
donc
Q = x«-' -*- Cp.jx-"-* -f Cp+,,,x-^-» H- ... -h C,.|,«_p. (4)
III. Identités. — D'après les formules (2), (4), on a, identiquement,
et, en particulier :
^ — C^,i -+- C„,, zfc C^,p= ••• rfc C^_i,«_p (**). (C)
IV. Autres identités. — Après avoir mis (A) sous la forme abrégée :
prenons les dérivées d'ordre r, et divisons par 1.2.3... r. En observant que les termes de degré inférieur à r ont des dérivées nulles, nous avons
OU, par un changement de notation.
(*) Le nombre des termes, dans chacun des deux membres, est (**) Cette relation est due à M. Genocchi. Voir la Note GXC.
Si, dans celte relation générale, on suppose x x = 1, on en déduit :
0, puis
2^^^.? • Cm-p-q,*-q{ 1)' ' == Cp^, ,., ,
Soient, par exemple,
On doit trouver :
^6,5 -*" Cj^i • ^5^2
OU
— 20-1-8. iO 20 -f- 2.10
et ces résultats sont exacts.
^3,1» C*,! -H €4,1 = Cg^s;
ou
m— p-hgf
i.2,3...p— g'.1.2...w~p-»-ç 1.2...m— pH-a.1.2...qf— a
ce
*m^p-q • ^m— j»+ç,g-ûf
Donc
Observons maintenant que, par la formule (C) :
Conséquemmenty
puis
ou
Telle est l'expression demandée (*),
VI. Remarques. — 1** La comparaison des valeurs (3), (9) donne Tidentité :
et, en particulier :
2° Si V exposant m es* premier^ tous les termes de R, sauf C„-4.ni-p> ^onf divisibles par m.
S"" Afin d'avoir un énoncé plus simple, remplaçons x"* par x"* — 1 . L'égalité (1) devient
X-— i=.(x — i)'Q-»-R', (iO
en supposant
R' = C^.^.x"-* - C«,^, . C^^^+Lix"-* H- ... -H (- i)p-*C«_,,^_,- 1.
f ) Je Pai trouvée en appliquant la formule de Poisson (Note LXVIII).
On sait que, m étant premier,
c,„_,.«>;, =bi = jnL(»o (*).
Gonséquemment :
Si l'exposant m esl premier, le reste R', de la division de x" — 1 par (x — 1 y, a tous ses termes divisibles par m (**).
VI. Division arithmétique. — Dans l'égalité (10), remplaçons X par un nombre entier a, tel que, à partir de a: = a, on
ait constamment
ou
(X— !)''--[€„,,. ,(x--ir'-hC^,,,_,(x—iy'-»-^...-4-C.„.,(x-i)]>0;
ou, après suppression du facteur x — 1 = z :
Il est clair que les valeurs de Q et de R, répondant o x = a, seront le quotient et le reste obtenus en divisant le nombre entier a"* — 1 par le nombre entier (a — 1 y. En conséquence :
Si a est un nombre entier suffisamment grand, et que m soit premier, le reste r, de la division de aT — I par (a — 1)^, est divisible par m.
VII. Remarque. — Soit X la racine positive (unique) de
îZ"-' H-
Ona
(*) Note LXXX. Cette propriété résulte, d'ailleurs, de l'identité (H). (**) Cette division se ramène, évidemment, à celle de
a?»»-* -+-07"*-* H h 07 -4-1 par {x — lï»-*.
Donc, si R" est le nouveau reste,
VIII. Applications. — Prenons wi = 7,/) = 2, 3, 4, 5. L'équation (1 2) est, dans ces différents cas :
z^ — 2U— 7= 0, ^' — 355Î*— 2iz
Les limites supérieures correspondantes sont :
Donc
Ainsi, les restes des divisions suivantes :
72 ' ci«3 '
doivent être des nauhiples de 7.
ce qui devait être, à cause de l'équation z — 7 = 0.
2° Si, dans la fraction /^£^2, on fait a= 10, elle devient
il est clair que r = 7.
Le numérateur est
= 195 061 897; donc
22' '" 484 On trouve
q = 40302, r = 217 = Jn(7).
4*" Dans la deuxième fraction , je remplace 23 par 30 , 22 par 29 :
Or,
Etc.
IX. Généralisation. — Posons
de manière que (f(x) et vp(«) soient le quotient et le reste de F(x) divisé par f(x) (*). Ordinairement, si l'on remplace x par un nombre entier a, la division de F(a) par f(a) ne donne pas 9(0) pour quotient, et i^(a) pour reste. En effet, dans cette opération, le reste est inférieur au diviseur. Ainsi, nous devons avoir*
fia) > ^(a).
Ce n'est pas tout. Afin que ^(a) puisse représenter le reste, pour une infinité de valeurs de a, nous admettrons que le coefficient du premier terme de ^(\) est positif (**).
Ces conventions étant admises, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Soit a un nombre entier, supérieur aux racines des éqtiations
Si l'on divise F(a) par f(a), le quotient entier sera (p(a), et le reste, ^{^(a) (***).
(*) On suppose, bien entendu, que F(x) et f(x) sont des polynômes entiers, à coefficients entiers.
{**) La même hypothèse est étendue aux coe£Scients des termes initiaux de F (or) et de f{x).
{*'*) Je pense que cette proposition, presque évidente, est nouvelle.
X. Exemple : Si Ton prend F(x) = x' -*- 2x* — X* -♦- x' -*- a; -^ 1, f{x) = x' -4- x'*— x -^ 2,
on trouve
(p(x) = x' -♦- X — 1 , ^[/(x) = x' — 2x -4- 3 ; puis
En effet : 1** pour x = 1 :
5 = 5 X i H- 2; 2« Pour X = 3 :
39i==35x il -^6;
3** Pour x = ^0:
ii9iii=1092X 109-^83; etc.
XL Autre exemple :
F(x) = X"* — i, f{x) = X''— \ ; puis
cp(x) = x"*"'' -♦- x"'"*'' -*- ••• -t- X*"', ip(x) = X*' — i ; m' désignant le reste de la division de m par p.
II est clair que a:=2. Ainsi, en particulier : Si Von divise 3" — 1 par 3* — 1, te quotient est 3^ -h 3?, et le reste, 3^ — 1.
CCIiimi* — Sar an théorème de H. Mannbeliii (^).
(Juillet 1887.)
I. Lemme I. — Soient deux quadrilatères inscriptibles ABGD, ABEP ayant un côté commun AB, et dont les diagonales coïncident (en direction) : les derniers cotés CD, EF sont parallèles.
Il suffit de démontrer que les angles AEP, AGD sont égaux. Or, si Ton trace les circonférences ABEF, ABGD, on a
AEF = ABF = ABD, ACD = ABD.
II. Lemme IL — Soietit deux quadrilatères inscriptibles ABCD, ABGH ayant un côté commun AB, et dont les côtés AD, AH, BC, B6 coïncident deux à deux (en direction) : les derniers côtés CD, GH, sont parallèles.
En effet, chacun des angles BGD, B6H est le supplément de BAD.
III. Lemme III. — Soient deux qiuidrilatères inscriptibles ABEP, ABGH ayant un côté commun AB , et tels, qv£ les
(*) Journal de MathémcUiques élémentaires; Question 254. La présente Note a pour objet la généralisation de ce joli théorème.
côtés AFy BE de Vuriy coïncident (en direction) avec les diagonales AG, BH de l'autre : les derniers côtés EF, GH sont parallèles.
Même démonstration.
IV. Leume IV^ (Réciproque du Lemme I). — Soient deux quadrilatères ABCD, ABEF ayant un côté commun AB, dont les diagonales coïncident (en direction), et dont les derniers côtés CD, EF sont parallèles : ces quadriratères sont, simultanément, inscriptibles ou non inscriptibles.
Si ABCD est inscriptible, les angles DCA, DBA sont égaux. Mais, à cause des parallèles, DCA = FEA. Donc DBE = FEA, et le quadrilatère AFEB est inscriptible.
V. Lemme V {Réciproque du Lemme II). — Soient deux quadrilatères ABCD, ABGH ayant un côté commun AB, dont les côtés AD, AH, BC, BG coïncident deux à deux (en direction), et dont les derniers côtés CD, GH sont parallèles : ces quadrilatères sont, simultanément, inscriptibles ou non inscriptibles.
En effet, les angles correspondants BCD, BGH, sont égaux.
VL Théorème I. — Soient deux quadrilatères inscriptibles ABCD, ABEF ayant un côté commun AB, et dont les diagonales coïncident (en direction). 5i l'on prolonge les côtés BE, AF jusqu'à ce qu'ils rencontrent, en H, G, les côtés AD, BC ; la droite GH sera parallèle à CD, EF et le quadrilatère ABGH sera inscriptible (*).
Si HG n'est point parallèle à EF, soit HG' celte parallèle (**) : ABG'H est inscriptible. Menons AG', qui rencontre en F' la droite EF : BEF'A sera inscriptible. Mais, par hypothèse, BEFA est inscriptible; donc F' coïncide avec F.
VII. Remarque. — Dans l'hexagone DFECGH : 1° fes côtés DF, GC, et la diagonale HE, concourent en B; 2" les côtés CE,
(*) Le théorème de M. Mannheim est un cas particulier de celui-ci. (**) Non tracée sur la figure.
HD, et la diagonale GF, concourent en k; Z"" les cotés EF, GH sont parallèles à la diagonale CD.
Ce résultat est d'accord avec le théorème connu (*).
VIII. Théorème II. — Un quadrilatère inscriptible, ABGD, étant donnéy on en déduit deux autres, ABËF, ABGH, tels que ADH, AEC, BCG, AFG, BFD, BEH soient six lignes droites. Cela posé :
1** Si l'un de ceux-ci est inscriptible, l'autre l'est aussi, et les côtés CD, EFy GH sont parallèles;
2» Si l'un des côtés EF, GH est parallèle à CD, l'autre l'est aussi, et ABEF, ABGH sont inscriplibles.
Addition. — (Septembre 1887.)
IX. Théorème III. — cd, u', co" étant trois circonférences décrites sur une corde commune AB ; on trace, successivement, les
dV: \ '>^7\'
doubles cordes BCG, CEA, BEH, HDA, G FA, lesquelles déter-
(*) Tome II, page 281. Ce théorème est fort ancien; car on le trouve dans les Collections mathématiques^ de Pappus. Voir, par exemple, les Propriétés projectives, de Pônceict, t. J, pp. 86, 87 (seconde édition).
minent les sommets C, 6, E, H, D, F d'un hexagone. Cela posé : i^ Le dernier sommet, F, est situé sur la double corde BD; 2® les côtés GH, EF sont parallèles à la diagonale CD (*).
X. Remarque. — Si les diagonales CD, EH, FG se coupent en un même point, l'hexagone, appartenant à trois circonférences, est circonscrit à une conique (**).
CCIiHHLII. — Sur un théorème d'Abel i*""").
(Lettre à H. de Saint-Germain.)
« Hier, 1*"^ mai, votre aimable lettre m est parvenue : agréez-en » tous mes remerciements.
» La veille, j'avais reçu la Note annoncée, tirée du dernier » numéro des Nouvelles Annales. Quand il a paru, j'étais à » Y Hospice Dubois, gravement malade. Aussi, la livraison est-elle » restée non coupée.
» il n'en est pas de même pour Vextrait : bien que ma tête » soit encore un peu faible {"), je me suis hâté de la lire (en » partie) ; et je viens vous communiquer quelques remarques, » suggérées par cette lecture.
» De lequation
(*) Ce théorème, qui nous semble curieux, résume les propriétés précédentes. C'est pourquoi nous en supprimons la démonstration directe, D^aillcurs, au moyen d'une projection conique, on pourrait le généraliser encore.
Ç") Théorème de Brianchon. (***) Complément à la Note LXVII.
(") « Elle Test encore trop pour que je puisse étudier voire démon- » stration, bien compliquée ».
C) a Je pense que vous avez, sous les yeux, ma Note sur un théorj^me » d'Abel ».
( \U ) » on ne peut, dites-vous, conclure
» 6 étant la valeur extrême de x. Pourquoi ?
» Contestez-vous que la limite de la somme de deux quantités est égale à la somme des limites de celles-ci?
> Lorsque, de
» on déduit
» ou
. F(x)=/-(x)-h(p(x), limF(x) = limf(x) -*- /im(p(jr), . F(6)=./-(6) + (p(6).
» il est sous-entendu que ?(«), par exemple, varie d'une » manière continue, de x < 6 à aç = 6. Si, pour x = 6, 9(x) est » discontinue, il n'y a plus, ni démonstration, ni théorème.
» Si je ne me trompe, ceci arrive pour l'exemple choisi par » vous, exemple qui ne me semble pas topique.
Ifl.
» En effet, x étant inférieur à Tunité, on peut, dans le » ^développement de ^(1 -i- x), grouper arbitrairement les » termes, et écrire, par exemple,
. P(i-HX) = > H •
^ ^ ièi l^n — 5 An — \ 2n J
» Mais, lorsque x=l, ce groupement arbitraire n'est plus » permis (Th. de Dirichlet). Aussi, au lieu de trouver
{ ^55 ) » obtenez-vous :
» Que résulte-t-il de là, sauf erreur? C'est que la quantité
'"^ ' " \i 3 "2 Un
- 3 4n — 1 2»/ ' » e«^ discontinue pour x = 1 (**).
» Vous avez donc, me sembie-t-il, appliqué mon (?) théorème » au cas formellement exclus; et, trouvant un résultat inadmissible » (ce qui devait arriver), vous en avez conclu que le théorème » e^^ faux. Est-ce bien raisonné? Je m'en rapporte à vous.
» Si vous pensez, mon cher Collègue, qu'un extrait de cette » lettre puisse intéresser les lecteurs des N. A., je vous prie de » la faire imprimer (avec vos répliques, bien entendu) (***). » Dans toute discussion, peu importe qui a tort ou qui a raison : » le principal est que la vérité se fasse jour » .
« Votre bien dévoué vieux Collègue,
* Liège, â mai 188K. »
(*) « N'ayant pas le temps de vérifier ce résultat, je m*en rapporte à » votre affirmation •.
{**) « X étant inférieur à i, elle est
» si orss 4, elle est
» Ergo.», ».
(***) M. de Saint-Germain m'a répondu dans les Nouvelles Annales. A son article, j'ai riposté par une lettre. Le procès est encore pendant. (Mai 4888.)
€jCMAJLJLm. — Remarques 0ar l'intéirrAl^
{Septembre 1887.)
I. Les valeurs de A ont été trouvées par Poisson (Journal de V École polytechnique f 17**"* Cahier, p. 617); mais ce grand Géomètre a commis, dans sa démonstration, une singulière inadvertance.
« Soit », dit Poisson,
«Il a Iog(l — 2acosa; -♦- a');
» d'où Ton tire
du
da \ — 2a cos x -^ of
» Pour fixer les idées, supposons a < 1 ; nous aurons, en série • convergente.
1 — ^acosx -H à
-=3 i + acosx -H a'cos2x -»- a'cosSx -♦- •••; (3)
et, par conséquent,
du
» --== cosx -♦- acos2x -4- a*cos5x -*- •••
da
• Intégrant par rapport à a, et observant que u est nul en » même temps que a, il vient
« c. « ^ » — u =s a cos X H cos 2x H — cos Sx -*- — ;
(*) Cette Note a été publiée, en partie, dans la Nouvelle Correspondance mathématique (t. I).
( «57) d où Ton conclut
udx = / log(1 — 2a CCS X -h a^dx =s 0.
II. Le développement (5) est faux. En effet, la série a pour
somme,
1 — 2acosx
1 — âacosx -t-x*' lorsque a est compris entre — 1 et -^- 1 (exclusivement) (*). III. La relation (5) est fausse; car, pour a; = 0, elle devient
2 5 ou
2f (i - a) = 4^(1 - fl).
ly. On peut, ainsi quMl suit, rectifier le calcul de Poisson.
1 cosx
du a — cosx 2 a
da i — 2acosx -4- a' a 2 1
i cosx -+- — -
1® Si a surpasse 1, on a, par le paragraphe II : i cosx
= i -«--cosx + --cos2x -l--rC0S3x + •••, .
1 cosx -4- —
ou
(fa
= 2 — h --cosx -4- — cos2x -♦-•••> (6)
La a* a' J
puis
Il — G = 2 ^a cosx — — cos2x — — cos3x • (7)
I a ^a oa I
(*) Traité élémentaire des séries, p. 77.
Pour déterminer ia constante G, faisons a= i {*); nous aurons
u « 4^(1 — 2C0SX -^ 1)= 24^(2sin ix), ^^(2s\nix) — C = — 2[cosa; -*- icosSx -f- icosSx -+- •••];
donc (**) C = 0.
La formule (7) se réduit à
^a cosx tcos2x — --rCosSx — •• .
Il en résulte, pour a > 1 :
2» Soita<l.
De
1 — acosx
acosx -♦- a'cos2x
1 — 2acosx -*- a' ' on tire
cosx — a
cosx -♦- acos2x -♦- a*cos3x -*-..=
\ — 2acosx -+- o*' puis
acosx -♦- ia'cosâx -t- Jo'cosSx -»- •• = — i ^(1 — 2acosx -f- a*),
ou bien
acosx -H ia'cos2x -*- Ja^cosSx -♦- •»• = — iw. (10)
De cette égalité, qui doit remplacer la relation (3), on conclut
ti(/x = 0.
(*) Cette hypothèse est permise; car la série (7) est convergente quand a reçoit cette valeur limite, bien que la série (6) soit, alors, indéterminée» (**) On sait que
P(2sinjx) = — [cosa?-i- ;COs2a; + |cos3a;H — ].
{Traité élémentaire des séries, p. 406.)
CCL.XXIV f ). ~ Sur la démonstration d^nn théorème de Fermât^ donnée par I^e^endre*
(Septembre 1887.)
I. On Ht, dans la Théorie des Nombres
« Théorème. — Tout nombre premier A est de la forme
» Considérons plus généralement Téquation
1» AA' = p' -t- qf* -+- r' -4- s',
» dans laquelle chacun des nombres p, q, r, s, sera supposé
» moindre que ^A» on aura A'A < ^A^ ou A' < A (***).
» Et d^abord si on avait A'=l, il est clair que A serait
» égal à la somme de quatre carrés, et la proposition serait
» démontrée ('').
» Soit donc A' > 1, et parce que A' est diviseur de
» p* H- g* -+- r^ H- s^, il sera aussi diviseur de la quantité
» (p — aA')* -*- (9 — pAf -♦- (r — r A')* + (« — ^A')',
» a, [3, ^, ^ étant pris a volonté. Supposons qu on prenne ces » indéterminées de manière qu'aucun des termes p — aA\ » q — PA', etc., n'excède ^ A' {^): alors si Ton fait
» A'A" = (p — aA'f -4- (9 — pA')* -+- (r — r A')» + (s — e^A')*,
» on aura A'A" < j A'A' ou A" < A'. Maintenant si au moyen » de la formule du n" i SO (") on multiplie la valeur de A A' par
(•) Addition à la Note CCXVIII.
(**) Tome I, page 214, édition de 1830.
('") Voir la Remarque (A).
(»') Voir la Remarque (B).
(') Remarque (C).
(▼i) Faute typographique : on doit lire 152. Voir la Remarque (D).
» celle de A' A''^ on trouvera pour produit une somme de quatre » carrés dont chacun sera divisible par A'A'; de sorte qu'en » divisant tout par A'^, on aura
• AA" = (A — ixp — pq ^rr — <?«)* -+- (<xq — pp -+- ys — âr)^ -4- (ar — yp -^ âq — ps)' -*- (a« — (î)p -4- pr — y'qf)'.
» Gela poséy si on a A"=»l, la proposition sera démontrée; » mais si on a A'' > 1, on procédera de la même manière pour » obtenir un nouveau produit AA'" exprimé par quatre carrés, • et dans lequel on aura A"' < A". Continuant ainsi la suite des » entiers décroissants A, A', A", A'", etc., on parviendra néces- » sairement à un terme égal à Tunité; donc alors le nombre > premier A sera exprimé par la somme de quatre carrés {*). >
(A) Soit
N =/)' ^ g» + r' + s« « AA'; {\)
et, par conséquent, A > j/N. Un nombre donné, N, n'admet pas, nécessairement, un diviseur premiery supérieur à |/N. Par exemple, si N = 27, lé plus grand facteur premier de N est 3.
Legendre ne démontre donc pas le théorème énoncé : il prouve, tout au plus, celui-ci :
Si un nombre N est la somme de quatre carrés, tout diviseur de N, supérieur à yîîy est la somme de quatre carrés.
D'après la Remarque (A), la proposition ne serait pas démontrée,
(C) On doit avoir, non
p — a A"^iA', mais
(p-aAr^(iA')':
il s'agit de la valeur numérique de jo — aW
(") Remarque (E).
( iei )
(D) La formule citée est celle d'Euler :
(p« -4- ^ -4- r* H- 5')(p'* -f- q'^ -4- r" -+- s") = (pp' -*- q'q' -*- rr' -*- «s')' ^ (pqr' — qrp' -♦- r«' — «r')' } (2)
"♦" {P^' — ?*' — *"?' "*" ^î')' "*" (P*' "+" 9^' — ^Q' — *P )*• Si Ton fait :
p'=.p^aA\ 9' = 9 — pA', r' = r — rA', s' = s -- (JA', (3) elle devient
AA"A"= [p« -H 9' -t- r« -^ 5' — A'{pa ^qp^rr-*- s$)J
^- [p (9 - pA') - 9 (p — aA') ^r (s — e^A') - « (r — r A')]* -t- [p(r — rA') — 9 (s — <yA'j ~ r (p -- «A') -+-«(? — pA')]' -4- Îp(« — âX') -^qir — rA') - r(qf — pA') — s(p — «A')]'.
Le second membre égalant
[AA' — A'(pa -4- 7P -♦- rr H- sJ)]' -4- [(aqr — pp) A' -4- (r« — tîrj A']« -H [(ar — rp) A' -4- (Sq — p«) A']' -4- [a,s — ^Jp) A' + (pr — yq) A'J',
il reste
AA" = (A — ap -^ pqf — rr — ^sf h- {(^q — Pp -f- r« — <îr)* ) -4- (ar — rp-^ ôq — p*)' -4- (a« — (îjff -4- pr — r?)', )
comme l'écrit Legendre.
On a vu, dans la Remarque (A), que le théorème énoncé n'est nullement démontré. Il en est de même, par conséquent, pour le théorème de Fermât : « Un nombre quelconque est la somme 9 de quatre ou d'un moindre nombre de carrés » (*).
(*) Théorie des Nombres, t. I, p. 215. L'illustre Auteur se contente de dire : « C'est une conséquence immédiate de la proposition qu'on vien » de démontrer, et du lemme qui la précède. »
Autres Remarques.
1. Lagrange, à qui Ton doit la première démonstration» du théorème de Fermât^ n'a pas commis les inexactitudes que nous venons de signaler; néanmoins, cette démonstration ne nous semble pas irréprochable. Après avoir énoncé ainsi la proposition préliminaire :
< Si la somme de quatre carrés est divible par un nombre » premier 'plus grand que la racine carrée de la même somme, » ce nombre sera nécessairement égal à la somme de quatre » carrés (*) », et Tavoir prouvée très péniblement, Lagrange ajoute :
« GoROLLAiAE. — Si uu nombre premier quelconque est un » diviseur de la somme de quatre carrés qui n'aient point de » commun diviseur, ce nombre sera aussi la somme de quatre >. carrés.
« Car nommant, comme ci-dessus, A le nombre premier » donné et p* -+- 9* -+- r^ -f- s^ le nombre composé de quatre » carrés qui est divisible par A, il est clair que, si chacune des » racines p, q, r, s était moindre que j , on aurait
» de sorte que A serait plus grand que (/p* h- g* •+• r* h- «*
» comme on Ta supposé dans le Théorème précédent ; donc, etc.
» Or je dis que quels que soient les nombres p, 9, ..., on peut
» toujours les réduire à être moindres que --; car soit, par
» exemple, Jt> > ^ , il est visible que si
p' -f- 9* -4- r* -f- s* » est divisible par A,
(p — mA)* -♦- qf' -h r' -♦- «'
(*) OEuvres de Lagrange, publiées par Serrel, t. lU, p. i93. Les défauts que nous venons de signaler ont été aggravés par Le Besgue. dans ses Exercices d'Analyse numérique (pp. ^06, 107). lis me semblent avoir été évités par Serrel (Cours d'Algèbre supérieure, troisième édition, t. Il, p. 94).
» le sera aussi, de même que
(mA — pY -*- q»' -4- r' -4- «' ... »
Ceci fait', Tillustre Géomètre établit cet autre théorème auxiliaire :
Étant donné un nombre premier A, on peut toujours déterminer deux nombre entiers, a, b, tels, que a* -4- b* h- 1 soit divisible par A (*)•
ff
II. On peut former, bien simplement, la valeur de A". En effet, des équations
on lire
A' ou
m. Dans ridentité d'EuIer (D), changeons de notation, de manière que l'égalité
soit vérifiée par :
gf = — fa' -4- ap' — ^r ' "♦- r*^', r = — ra' H- (îp' -4- ar' -^ P^j
5 = — ^a' — rp' -4- Pr' -<- «(T.
Si Ton pose
il résulte, des équations précédentes :
Aa' = pa — qp — ry — «eî, \
Ap' = pP -4- Ça -4- rt? — sr> Ar'= pr — q^ -4- ra -+- «p, A(î' = p<y -H qir — rp -4- 5a;
(^) Legendre commence par là {Théorie des Nombres, t. V, p. ^ii).
puis
'8ê\* //)|3-*-ga-t-r^— «r\*
>(iO)
Si chaque fraction était réductible à un nombre entier, le théorème suivant serait démontré :
Soit N =» AA', ks trois nombres étant entiers. Si N e^ A sont, cliacunf la somme de quatre carrés entiers, le quotient de N par A est, également, la somme de quatre carrés entiers.
Mais cette conclusion (vraie) serait trop précipitée.
Prenons, par exemple.
puis
Nous trouvons, par les formules (9) :
et
3* -4- 53* -4- 85' -*- Uy
En conséquence :
l"" Si un nombre N, égal à la somme de quatre carrés entiers, est divisible par un iiombre A, égal à la somme de quatre carrés entiers, le quotient ~ peut se présenter sous la forme d'une somme de quatre cannés fractionnaires ;
(*) Si Ton veut, au moyen des formules (9), trouver des valeurs de a', P', S', Y) ^^^ soient entières, on peut faire
quantités dont la somme des carrés est 462. 11 résulte, de ces hypothèses :
2** Un nombre entier peut être la somme de quatre carrés fractionnaires (*).
Par exemple,
etc. (**).
IV. Si l'on admet le théorème de Fermât, il en résulte celui-ci, généralisation du théorème d'Euler, employé par Lagrange :
Tout nombre entier est, d'une infinité de manières, égal à la somme de quatre carrés fractionnaires (***).
CCIiXXT. — Sur an théorème de Gaiiss.
(Septembre 1887.)
I. A la page 285 du Journal de Liouville (tome II, 1837), Le Besgue s'énonce ainsi :
« De là ce théorème de M. Gauss :
» La quantité
» est toujours égale à
, (mod.p)
» en prenant
p = L' -^ 4M* » et
{*) Ces remarques, peut-être nouvelles, complètent ce que Ton a vu dans la Note GGXVIII.
{**) Dans chaque décomposition, les numérateurs doivent, bien entendu, être premiers entre eux.
(***) Voir, civdessus, les décompositions de 7.
Autrement dit :
« Soit un nombre premiet^
» En supposant L =» 1 -4* 4n, on a
==» Jït{p) =b L. . (A)
Prenons 11=36, u==0, M=I ; valeurs d'où résultent L=l, /)=55. Nous devons trouver :
ou
jrc(13)zb 3, ou
7 = JIL(13)dt3; ce qui est faux.
II. L'énoncé de Le Besgue est donc inexact. Voici celui que donne Jacobi (*) :
« Sit p numerus =4k-f- 1, atque resolvatur in duo quadrata » ee -4- fT, désignante ee quadratum impar, îf quadratum par, » fore db e residuum minimum (quod inter — ip et -^ ip conti- » netur\ numeri
i (fc ■»- 1 )()!;-♦- 2) (fc-»- 5) ...2fc
» per p divisi; hoc insuper residuum minimum per i divisum
{*) Journal de CreUe, t. II, p. 69. C'est à propos d'une recherche partN calière que j'ai rencontré, par hasard, les Notes de Le Besgue et de Jacobi. Il ne m'a pas été possible de trouver, dans les OEuvra de Gattês, le théorème en question.
» semper residuum -4- 1 , relinquere ; ita ut sit aut numerus nega- » tivtis formae — (4n -+- 3), aiAt positivus formae 4n -h 1 » .
Ainsi, le nombre entier h (ou n) n'est point arbitraire : il égale ?^.
CCIiXXVI. — Emerelee sur un Problème de Géométrie élémentaire.
{Octobre-Novembre 1887.)
Construire un quadrilatère convexe P, dont le périmètre I et les angles A, B, C, D sont donnés.
Fig. 1.
Fig. «.
Soient Oa, 0(3, Oy, OS des parallèles (données) aux bis
(168) sectrices intérieures des angles A, B, C, D. Soit la droite GF=/,
ri
faisant y avec 0/, un angle égal à ^. Prenons , arbitrairement, FB=a; puis construisons le point A, syméirique de F, relativement à la droite MN, perpendiculaire à 0^ : A est un sommet de P. Menons AH perpendiculaire à Oi, GH perpendiculaire à Oy : ces droites se coupent en un point H.
Si Ton trace QP perpendiculaire au milieu de AH , PN perpendiculaire au milieu de GH; et qu'enfin, par le sommet A, on mène MQ perpendiculaire à Oa; on détermine le quadrilatère MNPQ (*) , circonscrit au quadrilatère P, dont tous les sommets sont connus (**).
M. Remarque. — Le problème est indéterminé; ce qui était évident a priori.
Équations du problème.
S. Il est visible (et connu) que :
Donc
le quadrilatère Q est inscriptible à une circonférence (***).
4* Remarque. — Si a, P, y, d sont les angles consécutifs, indiqués sur la figure 1 :
(*) Nous le déftigoerons par la lettre Q.
(**) On justifie celte construction en se reportant au problème direct : Au quadrilatère Q, inscrire un quadrilatère P, dont le périmètre soit minimum (Théorèmes et Problèmes de Géométrie élémentaire, 6« édit., pp. 2Q et 21). La théorie du kaléidoscope est fondée sur ce problème. (***) Loc. cit.
Mais, par hypothèse, la droite GF fait, avec O7, un angle égal à ^* Gonséquemment :
Ainsi, la construction indiquée équivaut à Temploi des angles C, B, A, D.
Dans les triangles AMB, BNC
ces — cos -
BM = a^— , BN=6^— ; sinM smN
donc, m, n, p, q étant ies côtés consécutifs de Q :
msinMsinN=:aslnNcos — h 6sinMcos-, (5)
nsinMsinN==6sinMcos~ -f- csinNcos — , (4)
psinMsinN=:csinNcos- -«- cIsinNcos -, (5)
osinMsinN==(isinMcos— -t- asinNcos -• (6)
e. Des* équations (3), (4), on déduit :
sinM mcos ncos - =ocos— cos ccos-cos- • (7)
Des équations (5), (7) :
sin M sinN I m cos - — « cos - -h p cos — 1
= asinNcos-cos — h osinMcos — cos— •
Des équations (6), (8) :
mcos «cos- -4- pcos gcos-- = 0. (9)
t. On tire, des équations (3), (7), (6) :
. „ sînNcos — sinN 2
cos - sin M cos ~
ncos mcos- cos— cos-
c = smM ■ h a-
cos -cos - 2 2
. „ sin N cos -
sin N 2
cos—
cos -cos — 2 2
sin Mcos—
puis, des trois dernières,
. „ n cos m cos -
. sinN . „ 2 2
l = m -1 -*- sin M
cos-
cos - cos — 2 2
sinN
D cos —
sin Ncos— cos- cos- sin Ncos- 2 2 2 2
Cr B C
cos- cos-
cos
cos
c D1 ^ cos -.
— cos - 2 2j
A-v-Bf A 8in — - — lC08-
î L B + cr I
= sin-- - — Icos-
OQ, parce que A- A+BP A—!
Pour la même C — D /A 4.
ou, après multiplie
sinA -
^ sinB H
ce qui est identjqu
•, Remarque. -
sinA-i-sinB + sinC-
Par conséquent, da
cos - eos - 2 2
sm
sin
r . A .. B . C . Dl
8in - sin - -♦- sin - sin —
r B C D Al
sin - sin - -♦- sin -- sin — , [22 2 2j'
Bf A B CD]
— cos -cos - -♦- cos - cos — [22 2 2j
. BH-Cf B C sm-
i-Cr B C D Al
- — I cos-cos- -♦- cos — cos — 2 L 2 2 2 2j
Équations réduites»
tt. L'équation (13) est devenue
«C0S-C08— = sinNcos — — sin M cos - 2 2 L 2 2j
-4- n sin M COS- -h o sinNcos-*
Mais on peut la simplifier encore. En effet, le coefficient de m est
. B-hC D . A-f-B B . Ah-D d . A+B B
sin cos sin cos - = sin — - — cos - — sm — - — cos-
=IH»n)-(-î)]
. B— D C . /2B-4-A-hC = sin — -— cos-=sin —
sin ■ cos
cos- = 'Sin(M + N)co5-* jt fi
Donc, après suppression d'un facteur, et par des permutations tournantes :
D /cos — = — msin(M h- N) -♦- nsinM -♦- çsinN, (20)
/ cos— B» — n sin (N -♦- P) -♦- psin N -♦- msinP, (21)
B /cos -=. — p siii (P -♦- Q) -4- qsin P -f- nsin Q, (2SJ)
/cos - = — ? sio (Q -»- M) + msin Q + p sin M (*). (23)
Valeurs des inconnues.
tt. Si Ton suppose a = 0^ le quadrilatère P se réduit à un triangle MGD, dans lequel
sinD sinC sin(C + D) . . C + D G D
4sin — - — cos -cos — 2 2 2
En conséquence :
sin— . sm-
/ 2 ■ l 2 / cosM
sinMcos- sin M cos— cos -cos —
La substitution dans Téquation (3) donne ensuite
2sinMsinN ^ ^
(*) En passant, il est bon de faire observer que :
sio P = sin M, sin Q t= sin N, sin (P -+- Q) = — sin (M 4- N), etc.
(*•) L'identité
C-4-D C D sinD + sinC -f- sin(C -+- D) = 4sin cos - cos
ne diffère pas de celle-ci :
sinA+ sinB -♦- sinC — sin(A 4- B -I- Ç) = 4sin — - — sin — - — sin
que nous avons rappelée précédemment.
ta. D'après la nature du problème direct (l, noiè)^ on est 'porié à croire que cette valeur de m est générale^ c*est-à-dire, indépendante de Tbypothèse faite sur a, et que Ton a aussi, par un changement de lettres :
'*""2sinMsinN' '^ "^2 sinMsinN' '""â sinMsinN" ^ ^
Tout à rheure, cette espèce de prévision sera justifiée. En attendant qu'elle le soit, voyons si les valeurs (23), (26) satisfont aux équations (20), (21), ...
Substituant dans Téquation (20), par exemple, on trouve
2cos — sinM8inN= — sin — sin(MH-N)-f-8in -sinM-+-sin-smN, 2 2 ' 2 2 .
ou
2cos~sm sm
)(27) ^ A-f^C\ . A . A + B . C . B-i-C '^ ^ B H -^sm-sm hsm-sm
= — sm— sin 2 \
puis
^ A+B-hC . A-f-B . B-*-C . A+B-4-C . , ^ — 2cos — — sm sm — - — hsm— -: — sm B+
. A . A-4-B . C . B-hC
= sm— sm h sm-sm
Le premier membre égale
A^B^cr A — C / Ah-C
— cos
r A — C / Ah-C\"|
cos cos B H
sm
sm B H 1
A^B-*-C Ah-C
— cos cos
r A-t-B + C / A-f-C\ . A-^B^-C . / A-+-C\l -I- cos cos Bh — — -+- sm sm Bh j
L 2 \ 2 y 2 \ 2 yj
==^^|^eos(A^?)H.cos(cH.?)].
COS
(175) Le second membre de régalilé (28) est
- cos - — cos A -4- - -t- cos cos C -f- - ;
donc les deux membres ont même valeur.
14. Remarques. — I. Dans tout quadrilatère convexe^ les angles A, B, C, D vérifient les relations
= — sm — sm 2 \
2cos--sin — r—sm
„ A-f-C\ . A . A-+-B . C . B-hC 2 / 2 2 2 2
^ A . B + C . Ch-D )(29)
2cos-sm sm '
sm-sm C H — 1 +sm-sm i-sm-sm — - — ,
II. Si Ton fait
régalité (28) prend la forme
sin(x-t-y-*-je)sin(x-f-2y-*-js) — sina;sin(x+i/) — smzs\n{y-^z) ) = 2cos(ar-4-y •+-z)sin(x-*-y)sin(y-»-z). j
Ainsi, la fonction contenue dans le premier membre est calculable par logarithmes.
Calculs de déterminants,
15. Si le système des équations (20), ... (35) est déterminé^ nous aurons ce théorème, peut-être nouveau :
Les quadrilatères Q, circonscrits aux quadrilatères P ayant les mêmes éléments I, A, B, C, D, sont tous égaux entre eux (*).
Les coefficients des inconnues, dans ces équations, étant :
sin(M -*- N), î
sinM, 0;
sînN;
sinM, — siQ(N-4-D), sinN,
0, sinN, siD(M-HN),
sinM;
sinN, 0, sinM,
lieu de former le déterminant
— Aj A 0, g
A— A, J, O9 Sf, A, f
et d examiner s'il est différent de zéro quand
/'«sinM, j = 8inN, A = sin(M-HN), A' = Hn{N-f- P). (3i)
On a
A = — [AA, ■+■ /A, + g^^] ,
en su|
)posan( :
flf. K f
(*) C'est le théorème supposé ci-dessus (13).
( 177 ) Or :
Donc, au lieu de la formule (^3) :
^ = (r-g'-hhy^
expression remarquable {*).
te. Revenant aux valeurs (31), nous avons
Va = sin'M — sin'N — sin(M -h N)sin(N -f- P),
21/ A = — cos2M -♦- C0S2N — cos(M — P) -^ cos(M -^ 2N + P);
et , si P = 71 — M :
Ainsi, quand le quadrilatère Q est inscriptible (ce qui a lieu), le déterminant A est nul.
(*) D*après une application donnée par M. Dostor, dans sa Théorie det
déterminants (p. 62), on a
A 9f -hh'
f» — g* — hh' =
Ainsi : le déterminant â , à seize éléments, est le carré d'un déterminant à neuf éléments. D'ailleurs , par un théorème de Gauchy, ^ est un déterminant à neuf éléments ; savoir :
Nous ferons encore observer que, d'après cette formule, ou d'après la formule (33), la valeur de a dépend, uniquement, de f de g^ et du produit hh\
19. Comme les équations (20), ... (23) ne sont pas incompalibleS) et que le dénominateur A est nul, tes numérateurs des valeurs dés inconnues (*) doivent, de toute nécessité, être nuls. Par exemple, le numérateur de la valeur de ni étant (après suppression du facteur /)
f* =ij
cos-,
cos - ,
cos-,
il doit se réduire à zéro.
En effet,
^== Al cos —
Ascos — h As cos Ai cos -
r D A Cl
— A/i') U'cGs-^Z-cos-— jfcos- =0 n.
Les valeurs des inconnues m, n, p, q se présentant sôus la forme 5, on doit, pour démontrer le théorème énoncé (15), recourir à la Géométrie (***).
(*) Dans les formules de Cramer.
= fyh'—h'fg=.0.
(***) J'ai essayé de résoudre, directement, les équations (20), (25); mais, à cause de la complication des calculs, cette tentative n'a pas réussi.
Propriétés auxiliaires.
18. Si Ton se reporte à la figure % on voit que le théorème, dont il s*agit, peut être énoncé en ces termes :
Soit un quadrilatèi*e non convexe^ FAHG, dont la base FG est donnée, les autres côtés ayant des directions données (*).
Fig. 3.
Au milieu de AF, on élève la perpendiculaire KMN; au milieu de GH, la perpendiculaire IN, On trace encore la droite FM faisant, avec NMK, un angle égal à H.
Cela posé, M^ = const. (**).
(*) C'est-à-dire quMIs sont parallèles à des droites données.
(**) Autrement dit, quand le point A parcourt FKj le point N décrit une parallèle à FM.
Depuis que cette Note est rédigée, un jeune Collègue et ami, M. G. de Longchamps , m'a fait observer que le théorème à démontrer est compris dans celui-ci :
Sur les côtés Ox, Oy d'un angle donné, on prend OA = u, OB ss y; on
Soient :
FG = /, FA = 2x, AFM = «, MFG = |3, FAIÏ = r,
AHG== a.
Soit R rintersection des droites AH, FG.
L'angle HRG = t: — (y — « — (3) ; donc
FR«2x
sinr
sin(r — a — py
puis
RG = / — 2x
sin?^
sïn(r — a — p)
Dans le triangle HRG :
sinH L sm(r — « — p)J
sin(y — a — p)
COSa
iO. Pour évaluer KN, je m'appuierai sur le Lemme suivant, . facile à vérifier.
Fig. 4. •
élève AM perpendiculaire à Ox , BM perpendiculaire à Oy. Cela posé, si les variables u, v satisfont à une relation ayant la forme
ati H- 6v -f- C = 0,
le point M décrit une ligne droite.
Celte remarque est très juste ; mais, dans la question actuelle, il s'agissait, principalement, d'établir la formule MN == const. Le calcul précédent, bien qu'un peu long, n'est donc pcut-èlre pas inutile.
Sur les côtés FL, GL d'un triangle FGL, on prend FK=^ GI=fl'; pwt« on trace les perpendiculaires KN, IN à ces côtés. Les distances KN, IN sont données par les formules :
KN = -7—- r/'cos L -*- /cos G — ûf] , sinL
Dans le cas particulier considéré,
sin (y — a — p)
COSa
En outre, AL étant le prolongement de FA :
L = FLG s= — 7r «^ a — y.
sinL = — cos(a H- 7^), cosL = — sin(a-Hr)> G= — - -♦-(r— P), sinG = — cos(r — p), cosG = sin(r — p).
Nous avons donc
KN=— - — - xsina+r-/sin(r-pH-- /-2x .- "—^I-IL Ei ,
C0S(a-*-r)( 2L Sin(r— a — p)J COSa )-
(') Il en résulte
LN«= -— - [/^-*-Sf*-h/« — -2gr/cosG-2/"/cosF -i/pcosL]; sid'L
puis
KÎ* = /•• -♦- gr" -4- /• - 2gr/cos G — 2/"/cos F — â/îjf cos L.
Par conséquent, si Ton conçoit un angle trièdre 0, ayant pour faces F, G, L, et que Ton construise un point M dont les coordonnées soient /!, g^ l, on aura
OBf=KI.
( ^«2 ) Il est visible que KM^=>x tga. Par conséquent,
MN^i/"°(^-"-P;-/'.i^<21ll£;^Kx. (54)
2 cosacos(a -♦- y) cos(a -♦- y)
en posant
^ r . V sinrl
K « — sin(a -^ r) — iga.
C08(a-»-r)L cosaj
Or,
K = . sin(a-f-r)cosa — sinr — sinacos(«-*-r) 1 = 0:
C08aC08(a-f-r)L J
donc la formule (54) se réduit à MiN = ; cos(r — a — S) — 2sin{y — 6)cosa ;
2c0SaC0S(a -t- r)L J
ou, plus simplement, à
MN==-^'"<^-P-"'in. (35)
2 C0SaC08(a H- y)
Cette quantité étant constante, le théorème que nous avions en vue est démontré.
to. Soit (fig. 5) ZNYX la parallèle à FM, menée par le point N, c*est-à-dire le lieu de ce point. Menons FZ parallèle à MN. Il est clair que, Y étant Tintersection de ZX avec F6 :
„ sinM / sin (r — 3 -*- «)
FY=MN-— r---— f V4'
sinY 2 cos((x -♦- r)sinp
/sin(r— 'p — a) /8in(p-f-a -f-r) 2 cos(a -H r)8inp 2 cos(a -♦- y)sinp
(*) En reprenant les notations primitives, on a :
cosassinM, cos(«4-r) = — sinN, siD(y — j3 -f-a) = sio -
Par suite, . D
sin — / â
âsinMsinN' ee qui ne diffère pas de la formule (25).
On conclut, de ces deux expressions,
FY_^8in(p— a — y) GY """ sin(p -¥- a ^ y)
Ainsi 9 la droite ZX divise FG dans un rapport très simple.
Relations entre les quadrilatères P, Q.
Cela posé, on a
Et comme
2p sin - .
sin —
sin M sin N '
nous avons ce résultat simple :
4 008 sm
98. Si S désigne Taire du quadrilatère Q, il est visible que S == 4 p'[sin A H- sinB -♦- sinC — sin(A h- B -*- C)].
Mais, d'après la formule citée plusieurs fois, la quantité entre parenthèses égale
4sm sm sm ().
(*) D'après Tinspection de la figure 6, ^-i^ est l'un des deux angles formés par les diagonales MP, NQ; savoir, celui qui a pour mesure
arcMN-i-arcPQ
( ^8« ) Donc, à cause de la relation (37) :
. Ah-C
sin sin
Ainsi, le rayon et l'aire du qiuidrilatère Q dépendent, fort simplement, des éléments du quadrilatère P.
Problème. — Parmi tous les quadrilatères P, de périmètre minimum, inscrits à un quadrilatère .Q (*), quel est le plus grand en surface?
Les équations (25) et (26) peuvent être écrites ainsi
sin — sin - sin - sin —
= = c= = - sin M sin N.
n p q ml
Donc, si le quadrilatère Q est donné, les angles du quadrilatère P sont connus (**).
Si Ton désigne par u 1 aire de P, on a
2u = actsin A -♦- 6csinG, (39)
2w = a6 sin B -f- crfsin D. (40)
Soient a', 6', c'y d' les dérivées de a, 6, c, d, relatives à une variable indépendante t. La condition du maximtim, appliquée à réquatîon (39), donne
(ad' -*- rfa')sinA -h (6c' ^- c6')sinC = 0. (41)
(*) Toujours supposé inscriptîble à une circonférence. (**) Cette remarque préliminaire est importante.
(186) Mais, par les équations (3), (i\ (5) :
a'sin N cos — s=a — 6'sin M cos - , 2 2'
6'sin M cos - = — c'sin N cos — ,
c'sin N cos - = -.- d'sin M cos — ; 2 2 '
smNcos— cos— cos- 2 2 2
6'== — a' -, c'=ra' — -,
C CD
sin M cos - cos - cos -- 2 2 2
sin N cos -
sin M cos—
Donc réquation (41) devient, après quelques réductions,
sm— — asin^cos- -•- asmMcos — 2 L 2 2j
. cr B Dl
H- sin - 6sinMcos csinNcos— =0.
L*équation (40) donnerait, semblablement,
• ^r A • TU ^ • V ^1
sm - — DsmMcos- -♦- asinNcos —
Df C Al
-♦- sin- csinNcos- — c^sinMcos— 1 = 0.
Combinant, par soustraction, (45) et (44), on a
— asmNsm- -♦- osmMsm
— csmNsm -*- asmMsm = 0,
ou
Ainsi, le quadrilatère cherché est circonscriplible à une circonférence,
WS» Nous avons trouvé Féquation
sinM mcos ncos- s=acos — cos ccos-cos-r , (7)
dans laquelle :
2sinMsinN' - 2sinMsinN
Donc» au lieu de Féquation (7) :
/r.DB.AqrAB cdi
- sin— ces sin— ces- =sinN ocos— cos ccos-cos-- • (4t))
2L22 2 2J [22 2 2jV^
Le multiplicateur de ^ est
if.DH-B .D — B .A-+-C .A — q
- 1 sm h sm sm sin
ir. D-B . A— q . D-+-C-
- sin sin h=sin
cos :
-— cos sin = cos M sin N.
L*équation (46) devient
CD . A . B
, sin -sin— . sm— sin-
sin N sm — - — sm N sin — - —
après quoi une simple permutation donne
sm—sm— , sm-sm-
sm M sm sin M sm ■
96. Remarque. — Les valeurs (48) devant vérifier les équations (45), (47), il s'ensuit que, dam tout quadrilatère convexe :
,. . A . B . C . D . A-f-C . Bh-C
!• sm—sm — i-sm-sm— =sm sm ;
a cos — cos - sm - sm cos - cos — sm — sm -
g— (^s sm sm
!i7. A cause de
,. sm - sm' - sm — „ sîn' - sm - sm —
aa s=3 , ftc = -
sînMsinNsin' sinMsioNsin' —
la formule
^u := actsinA + 6c sin C (59)
devient
,. sm — sm - sm sm — /« 2 2 2 2
smMsmNsm'
r. C A A Cl
I sin 2 ^^^ 2 ■*" ^'" 2 ^^^ 2 J '
ou
sm — sm- sm-sin /* 2 2 2 2"
Remarque. — Un changement de lettres donne
nV/4p»- 9* -+- çW" 4p* — «' = wl/4p* — p* -^ pl/4p* - m*;
puis ce théorème, qu*il est facile de vérifier :
Dans tout quadrilatère inscrit, MNPQ, dont les apothèmes sont OM', ON', OP', OQ', on a
MN.OM'+ PQ.OP'=NP.OM'-*-MQ.OQ'; ou bien :
Dans tout quadrilatère inscrit, la somme des rectangles formés
par un calé et l'apothème opposé^ est constante^ si Von prends dans chaque somme, deux côtés opposés^
Fig. 7.
). Propriétés numériques. — Changeant de notation, appelons r/, 6, c, d les côtés successifs d'un quadrilatère inscriptible, et R le rayon du cercle. En posant
N = (flô -♦- cd)(ac -\- bd){ad -h 6c),
A=( — a4-6-*-r-4-rf)(a — 6-4-c-+-d)(a-t-6 — c-hd)(a-t-6+c — rf), (55)
pous avons, par une formule connue,
Il n'est pas difficile d'établir ce théorème, assez curieux :
A, B, C, D étant des quantités rationnelleSy on a
ou, ce qui est équivalent :
Considérons, par exemple, la dernière égalité. D*après la formule (54),
N = abc(P + (a«6« ^ 6V -*- cV)rf« -h a6c(a' 4- 6« h- c')rf ^ a»6V;
et, par la formulé (55) :
A «= d* — 2(a« H- 6« -f. c«)rf' — 8o6crf -♦- (a' — 6» - c')* — 46V. Gonséquemment, après quelques réductions,
4N — cPa =^ rf* — 2(a* + 6' -f. c')ci* — 4a6c(P h- (o* ^ 6* -♦- c*)V
^- 4o6c(a* -h 6» -+- c')d -*- 4a*6V, ou
4N — rf» A = [ci» - (a' -+- 6* H- c')rf - 2a6cl«. (59)
Ainsi
db D == d' — (a' + 6* H- c')d — 2a6c (*). (60)
3t« Remarques. — I. Posons
N| = (ab •+■ cx){ac -i- bx)(bc ■+• ax), A, = ( — a-+-6-hCH- x)(a — 6 -4- c -4- a:)(a -♦- 6 — c -*- x)(a -4-6-1- r — x).
Alors, par le dernier calcul,
Le poiynôme X est celui que Ton rencontre dans la solution d'un problème de Newton, et dans un problème relatif à Tellipsolde (**).
(*) Si cl= 0, le second membre est négatif; il s'annule lorsque cf = SR (voir la note suivante) Donc, si Ton veut que D soit positif, on doit attribuer, au premier membre, le signe inférieur.
(*')*Noie8 XI et XII. D'ailleurs, s} d = 2R = a?, le triangle ABC est inscrit à un demi-cercle : on retombe sur le problème de Newton. L'équation de ce problème est donc
comme nous l'avons rappelé dans la Note XI.
II. Si, dans la relation
„V/4p' — 9' -♦- 7V/4p' — n« = ml/4p' — p' + pV^4p« — m', (53)
on fait :
q^ — (m' ■♦- n' -4- p*)ç — 2fnnp n* — (m* -+- p* -+- ^')n — ^mpgf
etc., elle devient identique; ce qui devait être.
• Suite. — Dans la formule
mnpq
ap[nl/4p* - q'-*- 9l/4p» — n"J
substituons les valeurs précédentes, en supposant, comme nous venons de le faire,
Aï=(— in'hn-^p-i-q)(m — n-^p-^q) (m-4-w — p-*-qf)(m-4-«-hp-»-7). (62) *
Un calcul facile donne
mnpqV Aj
4p(mn -+- pq)(inq + np)
Et comme
il vient, finalement.
mnpq Ai
4(mn -♦- pq)(fnq -\- «p)l/^Nj
t. Remarque. — On a, entre le rayon r du cercle inscrit au polygone P, et le rayon p du cercle circonscrit au polygone Q, cette relation assez simple :
rp = mnpqVà^
4(wn -¥■ pq){tnq -¥■ np)
Quelques réductions,
84. Valeur de 1. — Afin de simplifier les relations (53) et suivantes, nous allons exprimer le périmètre du quadrilatère P, en fonction des éléments du quadrilatère inscriptible Q.
Fig. 8.
Supposons a =» 0. Alors P se réduit au triangle MGD. La construction indiquée (*) donne
MM'= SmsinN, MM"== 2</sinN,
Fm'* = 10* -*- MM'* -+- 2MM'. MM 'cosP; donc
P = 4sin*N{m' -+-</*—- 2mqfC0sM).
Soient MP = ac, NQ = y : nous avons
, __ («ip-t- nq^mq -^np) , ^ (mp -^ nq)(mn -^ pq)
^ "~ mn-^ pq ' " wç -4- np
(*) Problèmes et Théorèmes, p. ai.
D'autre part, la considération du quadrilatère MNPQ donne ces valeurs connues :
m* -4- 9* — n' — p* ^{mq -4- np) '
8inM«-^= î , (G8)
2p 2(m9 -4- wp)
8inN = î (j59)
2p 2(miï -+- pq)
Par un calcul facile, on trouve ensuite» au lieu de la relation (65) :
(mqf -t- np){mn h- pgr)
Expression d'un cosinus. — Soient, dans la figure
MON=.a, QOP = r.
Il est visible que
^os "^ = ^, ]y (4R» - a^) (4R* - c*) - ac] ;
(*) Ce théoFeme ne Uiifére pas de la propriété démontrée daifs la^o^eCCU (première Remarque \ Vénon'cé doit être rectifié ainsi : Chacune de ces quatre distances est une quatrième proportionnelle au diamètre du cercle circonscrit et aux diagonales du quadrilatère.
( ^^S ) ou, avec les notations du paragraphe (M) :
a -k- y AC — ac^
cos =» , (72^
valeur rationnelle.
Nous avons trouvé :
De plus, comme on peut le vériGer,
A = —2 a* -+- ^2 «'6* H- 8a6cd. (73)
De là résultent ces deux formules :
AC — oc A = 2(6* -f- d* — a* — c*)(a6 -♦- cd){ad -+- 6c), (74)
cos — - — = — ; (75)
2 2 ac -^ 6d ^ '
puis celle-ci :
cos = i^ Î-- (76)
2 2 mp -♦- nqf
89. Remarques. — I. On a vu (•», note), que -y- est l'angle des diagonales x , y.
Donc, par analogie avec les formules (68), (69) :
sin = (77)
2 2(mp -*- pq) .
Cette expression, beaucoup plus simple que celle qui a été donnée ci-dessus (52), s'accorde avec la formule (76). Il en résulte, en eflfet, Videntité
4(mp -f- iiqY = (»* -♦- g' — m' — p')' |
-t-(— m -+-n -♦-/}•+- g')(m — n-t-p-t-qf)(m-»-w—p-*-qf)(m 4- w-f-p—-^). )
II. Si a* -h c^ = 6^ -h d*, fe^ angles a, y 5on^ supplémentaires : celte condition est nécessaire et suffijsante (*). Quand il en est
ainsi,
(ab -+- cd){ad -\- bc)
ac -^ bd
{*) Au moyen du raisonnement dont nous ayons fait usage dans- la Note CCLXV, on rend la proposition évidente, sans calcul.
CCIiULXWII. — liettre à M. BAttaylInl (*).
Monsieur le Rédacteur,
J'ai reçu, il y a quelques jours, par rentremise de mon Collègue Mansion, la dernière livraison du Giomale di Matematiche. A la page 155, on lit ceci :
« La série a termini positivi '
» U| -4- tlj -H ••• -t- tt„ -4- •••
» è convergente, se tutti i suoi termini decrescono col crescere » di Tïf e se è inoltre, per n = oo , lim nu^ = 0... ».
Autrement dit (si je comprends bien) :
« La série à termes positifs
» Mj -+- Ua -+- ••• -f- W^ -H •••
» est convergente, si tous les termes décroissent quand n croit, » et si, en outre, pour n = oo , lim nu„ = » .
Cette proposition, émise, il y a soixante ans, par L. Olivier {Journal de Crelle, t. II, p. 34), est fausse, ainsi que Ta montré rillustre Abel {**), Gomme son devancier, votre Collaborateur pense que : la série est convergente, si la somme
tend vers zéro, quand n augmente. Or, cette hypothèse n'est pas admissible ; car la série (***)
il 1 1
2j^2 34;»3 (n-hl)4^(w-4-l) (2n-+-l)4;>(2n-*-l)
(*) Publiée dans le Giomale di MatemcUiche (septembre 4887).
(**) OEuvres d'Abel, publiées par M. Holmboë (i'« édition, t I, p. i i I).
(***) Considérée par Abel.
( <97 ) est divergente, et cependant
L(n H- 1)4^(w -H 1) (2« + i)f (2ii -H i)J
Agréez, etc.
Liège, 23 septembre 188Y.
CCIiULULVIII. — I^ettre à M. Hemtite.
Mon cher Monsieur Hermite,
En lisant, Tautre jour, le commencement de votre intéressante Note Sur les valeurs asymptotiques, je me disais : « Il me » semble que j*ai fait des recherches analogues à celles-ci » . Comme vous allez en juger, je ne me trompais pas.
Hier, j*ai été à Liège; et, dans un vieux cahier, à la date du 11 avril 1870, j'ai trouvé ce qui suit :
« D'après une citation de Tauteur (*), Clausen a donné la » formule :
• La vérifibation est facile.
» Le second membre égale
2 ^^"'^ fi -♦- 2x" -+- î2x'" -i- 2x'" -+-•..].
(') Curtze.
(**) Je crois que la formule de Clausen est, également, dans les Fundamenta.
» Soit A„ le coefficient de x'*, et soit N = n* -f- pn. On voit » que A(, = 3 fois le nombre des solutions de l'équation précé- » dente, augmenté de 1 si N est un carré. Mais cette équation » est ^ =» n(n + p) : /e nombre des solutions est celui des divi- » seurs de N ; ce qui fait retomber sur ie point de départ. La » formule de Glausen (formule bien remarquable) est donc » démontrée ».
•* En lisant ce que je viens de souligner, on serait tenté de croire que j'ai voulu vous copier. Heureusement, les dates sont là!
Parmi les centaines de résultats contenus dans mes Recherches sur quelques produits indéfinis, permettez-moi de vous rappeler ceux-ci :
ce
.Za-t
Si l'on fait n = di (i, impair), le nombre des solutions de l'équation
tî H- il
est égal à la somme des cubes des diviseurs d, etc.
(*) Si Ton met cette identité sous la forme
ao 00
chacun des coefficients A^, Bn égale la moitié du nombre des diviseurs de 4n — i,
(**) Le premier membre est la série de Lambert. Dans le second membre, a + i est le nombre des puissances de 2 qui divisent n.
(***) f4u+i est l'excès du nombre des diviseurs de 4n-*-4, ayant la forme 4u-+-l, sur le nombre de ceux qui ont la forme if* — 1.
III. — Sur une formule d'Eisenstein (mai
Cette formule, qui donne une transformation de la série de Lambert, est
Ll-2 i—Z^ i--Z^ J \—Z (\—z)(\--
E = (1 — 2)(1 — Z*)(l — 2^)(1-2*)...= 1— 2-.2' + z''-Hz'— z" —
On peut écrire autrement le second membre. En général,
T. ï = y F(Wj P) z" ;
F(w, p) est /e nombre des décompositions de n y en parties égales ou inégales, non supérieures à p (Recherches,,,, p. 47). Donc
p<P-HO
(_1)p-*p ; = y (—\y-'pF(n, p) Z « . (2)
Soit
ou
Alors
e^afe /e nombre de manières de partager N en p parties inégales
(*) Journal de Crelle, \. XXVII.
(**) Introduction à V Analyse ^ p. 2i5; Recherches.,., p. K4.
Ainsi, le coefficient de z^ est
(N, i) — 2(N, 2) -♦- 3(N, 3) db N(N, N).
Soit maintenant 6(N) le nombre des diviseurs de N. Il est visible que, dans le premier membre de (A), le coefficient de z^ est
On a donc cette relation entre deux fonctions numériques, bien différentes :
Application. — Soit N = 19. On doit trouver
ou (**)
ce qui est exact.
Si j*avais sous les yeux les Mémoires de Liouville, je pourrais, peut-être, tirer quelques conséquences de cette égalité (B). En attendant, si sr(N) représente chacun des deux membres, on a (sauf erreur de calculs) :
a(12) = 4, o(13)=i, cr(14)« — 1, i:r(15)==4,..., a(33)=0.
Ces coefficients semblent osciller entre deux valeurs extrêmes. Qu*en pensez- vous T
(*) Esi-elle connue?
C") Recherchée..., Table I.
D*après votre obligeante indication, j*aî consulté le Mémoire de Liouville (Journal de Mathématiques, t. V, p. 443). Notre illustre Maître dit :
cPz dz
« (X — x') — H-(l — 5x') xz = 0,
ox ax
> ou plutôt l'équation plus simple
> que l'on en déduit en posant
k'x — x' Rien de plus. Il ne fait pas observer que, si Ton prend
X = \/x / ^ d(fV \ — x*sin*(p.
on a
Somme toute, mon équation
est un peu plus simple que Téquation (5); et l'on en peut écrire, tout de suite, Fintégrale générale.
( âOâ )
Aussitôt après vous avoir envoyé ma vieille formule :
+" dx
j'ai reconnu (ce qui n'était pas difficile) qu'on peut la généraliser ainsi :
Soit y une fonction impaire de x, telle que la quantité
reste finiey quand x varie entre — a et -4- a. Cela posé :
dx
/*■»-• dx =a.
Voilà donc une infinité d'intégrales ayant même valeur. Je n'ai pas besoin d'ajouter que la proposition est presque évidente. A-t-elle été remarquée?
Je vous souhaite, mon cher Monsieur Hermite, la quiétude et la bonne santé dont jouit, à Spa,
Votre bien dévoué très Ancien,
$pa, 27-28 juin 1886.
CCIiXXIlL. >~ Circonférences focales {*),
(Janvier 1878.)
I. Quand on identifie Téquation
avec
(x — af -^ (y — p)* = {my -*- nx -*- /)*,
on trouve, comme expressions des rayons vecteurs :
Ma=o-f--x, M =a x;
puis les équations des deux directrices :
Semblablement, Téquation (1), mise sous la forme
(x — a)* H- (y — p)' — R* = {my -+- nx -h /)*, donne, non seulement Téquation des circonférences focales :
mais encore les équations
de deux séries de droites, que Ton peut appeler droites radicales. Chacune de ces droites est la corde de contact (réelle ou imaginaire) commune à Feilipse donnée et à une circonférence focale (***).
(*) A propos d'une Note de M, Boset (Bull, de l'Académie, juin 1887).
(**) Loe. cit.
(***) En effet, rélimination de y*^ entre les équations (4), (2), conduit à
De plus, la distance d*un point M ^ de la courbe^ à la droite radicale, et la longueur de la tangente correspondante MT, sont dans un rapport constant (*),
IL L*équauon générale des courbes algébriques, susceptibles d'admettre des circonférences focales est, éviden^ment,
P, Q étant des polynômes entiers (**). Par suite, si une courbe donnée admet de telles circonférences, son équation devra pou* voir être identifiée avec la relation (3).
III. Application. — Soit la conchoïde représentée par Si Ton met cette équation sous la forme
on voit que Ton peut prendre :
Donc la conchoïde a un foyer, comme Ta trouvé M. Boset.
IV. L*équation (3) permet de généraliser les propriétés des circonférences focales et des droites radicales, relatives aux coniques. En effet, M étant le premier membre de cette équation, soient S la courbe donnée, et L la ligne représentée par
(*) Ce rapport égaie celui qui existe entre les distances de M à la directrice et au foyer correspondant.
(**) Ces polynômes peuvent contenir a, p, R. Par exemple, dans le cas de l'ellipse, Péquation (3) est
(a? - «*• -4- (// - ;«)" -6M1 — ^j = f-a -îa? (Bulletin, juin 4877.)
L équation (3) est une conséquence de celle-ci et de
Donc : l'intersection de chaque circonférence focale, avec la ligne radicale correspondante, appartient à la courbe donnée.
€j€MJlL'%yL. — liur les nombres parfoits.
(Lettre à M. Mansion.)
Hier, seulement, j'ai pu prendre connaissance de Tintéressante Note de M. Sylvester, relative aux Nombres parfaits (*), impairs. Il me semble qu'elle peut être abrégée et simpIiGée.
Soit
a, 6, Cy ... étant premiers, impairs, et rangés par ordre de grandeur croissante. Si N est parfait, on doit avoir
ou
al t <r (^)
Soit P(/) le premier membre de la seconde inégalité. La Théorie des Nombres, de Legendre, contient une Table des valeurs de P(0, prolongée jusqu'à /= 1229 (***). Soit Q(n) le produit de n facteurs, choisis parmi
(*) MathesiSy mars i888.
(**) La relation (1), bien connue, a été employée par MM. Servais j
et Sylvester. /,'
(***) Le produit P(l) a pour limite zéro. (Voir, par exemple, les Exercices ^
d'Analyse numérique, de F^e Besgue, p. 158.) i
Il est visible que :
1" Le minimum de Q(1) est
^ Le minimum de Q(2) est
etc.
En effet, nous avons
Cela posé :
1** Si N est composé d'un seul facteur premier {*), la condition (2) se réduit à
Celle-ci n*est pas remplie; donc aucun nombre parfait n'est composé d'un seul facteur premier;
2" Si N est composé de deux facteurs, le minimum de Q(2) est
donc aucun nombre parfait n'est composé de deux facteurs
premiers;
etc.
Pour arriver à un résultat plus curieux, admettons ce Lemme» dû à M. Sylvester :
Aucun nombre parfait, impair, n'est divisible par 105. Alors,
(*) On fait abstraction des exposants.
cesl-à-dire
m<rïrr
ou encore
D'après la Table, cette condition est remplie à partir de /«» 127.
En conséquence (et c'est par là que je termine, faute de temps) : Si un nombre N, premier avec 105, est parfait, il est composé d'au moins vingt-six facteurs premiers, inégaux.
A mars 1888.
P. S. Le logarithme du produit
est compris entre 44 et 45. Donc le plus petit Nombre parfait, impair (s'il existe), contient quarante-cinq chiffres.
CCIiXlLXI. — liettre à M. Artbar Cayle^^.
Monsieur,
Un hasard heureux (je me trouve à Paris en ce moment) me permet de lire l'intéressante Note que vous venez de faire paraître dans les C\ R. (3 avril 1888). Je vous remercie, vivement, de votre appréciation de mon vieux théorème. La démonstration contenue dans le Journal de Liouville (t. VII), si elle est exacte, est beaucoup trop longue. Mais, vous le savez : les choses simples arrivent toujours tard. Aussi, c'est seulement vers 1866, que, laissant de côté mes anciens calculs, j'ai trouvé une démonstration géométrique, contenue en quelques lignes. Cette démon-
stration qui, me semble-t-il, diffère peu de la vôtre, a été imprimée dans mes Mélanges mathématiques (1"* édition), puis dans la seconde édition du même ouvrage (t. I, p. 62).
Agréez, Monsieur, I^expression de mes meilleurs sentiments.
Paris, 10 avril 1888.
Vous rappelez-vous que je vous ai fait une petite visite en 1851 ? Nous étions jeunes, alors!
CCIiXlLXII. — Sur la courbure des It^iies.
(Mars 1876.)
1. Problème. — Trouver la relation qui existe entre les cour' bures des trois projections orthogonales dune ligne L.
Soient MA, MB les projections de L, sur les plans zMy, zMx, perpendiculaires entre eux (*).
Soit, dans le plan zMx,
réquation de MB.
De même, dans le plan zMy, soit
réquation de MA.
L'ensemble de ces équations représente L, dont la projection, sur le plan acMt/, est représentée, elle-même, par
Si Ton prend x comme variable indépendante, on tire, de cette équation (3) :
dy^r d'y_ rY-9"r'
dx cp'' dx" (p'^
(*) Le lecteur est prie de faire la figure.
Par conséquent, A, B, C désignant les rayons de courbure des trois projections :
Si a, 6, c sont les cosinus directifs de la tangente à L :
donc, a, p, y étant les angles correspondants :
sin'a _ sin'B
9"C0S'p' /"'cos'a'
^^ sinVcosr .^.
"~C0SaC0Sp(/'"C0S*a— 9"C0S'P)
Éliminant /"', ç", on trouve cette relation entre les courbures des trois projections :
cosSsin'p cosasin^a cosrsin'r
II. Relation entre quatre courbures, — La formule connue : devient d'abord, à cause de
dy = —;dx^ dz = f'dx^ d'x = 0, etc. :
(*) On peut abréger ce calcul, mais en le rendant moins clair,
( 210 ) puis
^ - y.^y J^ fy i^ [irr - rr? ■*- ry -^ ?ti. (»)
Or:
Donc
ou
i sin*a sin*p sîn*>'
III. Remarque. — Si y = | ; les relations (A), (B) deviennent : sin'a sin'p 1 sin*a sin'p
On conclut, de celles-ci :
Ainsi : le rayon de courbure, d'une ligne quelconque, est égal à la somme des rayons de courbure des projections de cette ligne sur deux plans parallèles au premier rayon, et perpendiculaires entre eux (*).
(*) Cb ARLES DupiN, Développements de Géométrie, p. 88.
CCIiXXXlII. — Théorèmeri d'ArUhmétlqae.
{Mai 1887.)
I. Le triple de la somme de quatre carrés est toujours la somme de quatre carrés.
Ce théorème résulte, immédiatement, de Tidentité
-4- (a -*- c — rf)* -f- (6 -♦- c H- df. )
On peut supposer que les nombres a, b^ c, d soient rangés par ordre de grandeur décroissante. Gela étant, on a
Donc, dans le second membre de Tidentité, aucun terme n'est nul.
II. Le quintuple de la somme de quatre carrés est toujours la somme de quatre carrés.
On a, identiquement,
5(aî-4-6»-f-c*-4-d*) = (2a+6)»+(o— 26)»-4-(2c4. rf)V(c— 2rf)*. (2) Et comme on peut supposer
o ^ 6 "^ c "^ d, aucun des binômes n'est nul.
III. Le produit de la somme de quatre carrés, par la somme
de deux carrés inégaux, est toujours la somme de quatre carrés.
Dans l'identité connue
H- (/c -H gdf + igc - fdf, 1 ^*
( 2i2 ) je suppose
Aucun des binômes n*est nul ; etc.
IV. Corollaire. '— Si p est un nombre premier, ayant la forme iix-i- iy le produit d'une somme de quatre carrés, par p, est toujours la somme de quatre carrés.
Addition. — (Mai 1888.)
V. Le produit (Tune somme de quatre carrés, par un nombre impair, est la somme de quatre carrés (*).
VI. Tout nombre 8n h- 4 est la somme de quatre carrés impairs, dont deux, au moins, sont égaux (**).
(*) Théorème empirique.
{**) La première partie est connue (Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 99). Quant à la seconde, elle semble résulter des décompositions suivantes :
CCIilLXXlT. — ISar les lli;ne0 ^éodésiques des surfaces de révolution (*).
(Mars 1887.)
Remarques sur la Note.
t. Le curieux théorème de M. Jamet résulte de Inéquation
u^da = kds (**) , (1 )
laquelle résulte, elle-même, d'une combinaison convenable des
relations
ds d<ù
-- = const , u' -r- = const. (2)
dt dt ^
La première exprime que toute ligne géodésique est la trajectoire d'un point matériel animé d'une vitesse constante (***).
ft* D'après la seconde, des équations (2) : Soit une ligne géodésique, tracée sur une surface de révolution. Si l'on projette cette ligne sur un plan perpendiculaire à Vaxe^ le principe des aires a lieu pour la projection; ou, ce qui est équivalent :
' Soit une surface S, dont toutes les normales rencontrent une droite fixe, D; et soit C une ligne géodésique de S. 5/ l'on
(*) Bulletin de l'Académie de Belgique (1887). A Toccasion d'une Noie de M. Jamet (Bull., avril 1887).
(**) Je modifie un peu la notation adoptée par Thonorable Auteur. (***) Propriété bien connue. Dans son premier Mémoire sur les lignes géodésiques, Liouville s'énonçait ainsi : a Je prends pourpoint de départ » ce théorème connu (ou, si Ton veut, cette définition), que la ligne géo- » désique pour une surface est celle que décrirait, à la suite d'une impul- » sion quelconque, un mobile assujetti à demeurer sur la surface et dont » le mouvement ne serait altéré par aucune force accélératrice. » {Journal de Mathématiques y t. IX, p. 401.)
projette G sur un plan perpendiculaire à D, le principe des aires
a lieu pour la projection de €•
En effet, la condition
P 9 déduite des équations
prouve que S est une surface de révolution (*).
S, Naturellement 9 M. Jamet a formé les équations (2) en appliquant le prmcrpedej forces vives et la théorie des moments (**). Cette méthode, employée par Liouville (***), est ingénieuse et simple; mais elle a un défaut : elle introduit des éléments étrangers à la question. Or, il est très facile de former, directement, l'égalité (1).
En effet, Téquation des lignes géodésiques
dx dy
as as
devient d'abord, dans le cas où
ds(j/tPx — xiPy) — d's{ydx — xdy) = 0,
{*) HouiÉL, Calcul infinitésimal, t. III, p. 168.
(**) Ou plutôt, en employant les relations fondamentales :
cPx
— ss — N cos > , dl*
= — NCOSM,
— = — Ncosv; dt*
et CD ayant égard à la condition (3).
(***) Je viens de le rappeler.
d^s __ d (xdy-'ydx )
ds xdy — ydx L'intégrale immédiate est
kds = xdy — ydx ; (7)
ou, après transformation de coordonnées (*) :
fa/« = t*'rfco. (1)
Au moyen des équations (1), (8), jointes à la formule
évidente
rfs« == uH^^ -f- (1 -*- /'*) du^ ; (8)
le savant Professeur de Nantes forme, sans s'y arrêter, la relation
rfa,= -rfw\/-^,, (9)
M V w — Ir
intégrale première de V équation des lignes géodésiques tracées sur une surface de révolution
J'ignore si cette intégrale, dont la forme est remarquable, était déjà connue (**).
Il en résulte, à cause de l'équation (1) :
ds = udu
(*) On sait que
y xdy — ydx = M*d . arc tg — = «"dw.
(**) Après coup, je m^aperçois qu'elle a été publiée dans la Nouvelle Correspondance mathématique (t. VI, p. 560).
Rayon de courbure d'une ligne géodésique.
•. Remplaçons l'équation (4) par
as ds ds s ds
s et p désignant Tangle de contingence et le rayon de courbure (*).
A cause de
du X du V
dx u dy u
nous avons
puis
\ ^\/\^ f* dz
p ds ds '
ou, par la formule (10),
\ l/u' — A* dz
P udu ds
II ne reste donc plus qu'à développer la différentielle de ^.
Il est visible que
dz r /«'-A» r Vu' — k*
= cosr = — \ / — - = — .
(*) Il est connu que, a, ^, y étant les angles de la tangente avec les
axes rectangulaires, on a
/ dxV I dyY / dzV = (d.cos«)* -+-(d cosp)*-t-(d.cosr)' = l^T"l "^ l^-T") -♦" 1^ 'rj 5
etc.
( 217 ) Pour simplifier le calcul, je pose :
Il résulte, de ces abréviations :
COSfA
r Vu' — k'
- = sina, =sinA*;
puis
cos y = sin A sin ft.
Les formules (15) et (17) peuvent élre interprétées géométriquement :
1° M étant un point de la ligne géodésique considérée, soit AMB la section méridienne passant en M. Il est clair que X est Tangle TRt< formé par la tangente RMT et la droite Ou, perpendiculaire à Taxe Oz de la surface ;
2° Du point comme centre, avec ft pour rayon, décrivons une circonférence OC. Si, du pied de l'ordonnée de M, nous
menons, à OC, la tangente PS, nous aurons wOS = fjt; •
3° La relation (17) exprime que
y est rhypolénuse d'un triangle
sphérique, dans lequel les côtés de
.^x,^^ j l'angle droit sont les compléments
B de X et de fx.
(218) 8. Par les formules (15) et (17) :
I r' j ^ ^ rf«*
rf(cosr) . , /•" ., A-
= sm/tcosA — r -+- sin Acos/u
du 1 -H /•" „v/„. _ jt«
du
„(iH./-'»)î uvv -*')(! + ri
Au moyen de cette valeur et de la formule (13), on a, finalement :
p «'(1 -*- fy »'^ ' -^ /"
•• Les sections méridiennes, caractérisées par (ù = const.y sont, évidemment, des lignes géodésiques. Quand il en est ainsi, A: = (*); et la formule (19) devient
P* /* . rtix*
ce qui devait être.
Introduisant le rayon pi , de la méridienne, ainsi que les angles > et (a (15), on peut donc écrire
1 siii*/a sinAcos^u
P pi "
expression assez simple.
Il en résulte
1 tt* - it« i kY
p «** Pi u»l/i + /'*
(*) Si Ton cherche dans quel cas le rapport-^ est constant, pour une
même ligne géodcsique, on trouve que la surface doit être un ellipsoïde de révolution. Cette propriété est la réciproque d'un théorème dû à Gudermann . (Lin DE LOF, Calcul des variations, .p. 278.)
€)€IilK.X.X.V. — Une prapriété des proi^reBslons
if éométr Iqaes •
(ilfat 1888) (*).
I. Théorème. — Soit une progression géométrique, composée de n termes. Si, de n fois la somme des carrés de leurs logarithmes, on retranche le carré du logarithme de leur produit, le reste est constant.
II. Corollaire
représente une parallèle à taxe des abscisses (**).
CCIilLlLlLVI. — CVéométrie de «Itnatlon.
(Mai 1887.)
Problème (***). — Sur un échiquier de trente-six cases, pincer six jetons, de manière qu'aucune ligne et qu'aucune colonne ne cA)ntienne un nombre impair de jetons.
Si une ligne contenait quatre jetons, deux colonnes, au moins, ne contiendraient qu't/n jeton. Ainsi, les lignes et les colonnes employées doivent contenir, chacune, deux jetons. Faisons abstraction des autres lignes et des autres colonnes; il nous reste un échiquier de neuf cases, disposé comme ceci, par exemple :
(*) Complément à la Note CGXLII.
(*') C'est à cause du Corollaire que le Théorème est énoncé.
(***) Proposé par M. Emile Deliége,
Les cases non remplies sont au nombre de trois, La question peut donc être formulée en ces termes :
Sur un échiquier de neu/" cases, placer trois jetons, de manière quHl y en ait un dans chaque ligne, et un dans chaque colonne.
Ce problème auxiliaire admet (*) 3.2. 1 = 6 solutions.
Sur réchiquier primitif, on peut choisir trois lignes, de
!20 manières, et trois colonnes, de 20 manières. Le nombre
demandé est donc
C€IilLXlL¥II. — Sur les seetlons elreiilalres
de l'elllpsoide.
{Février 1888.)
L Lemme (**). — OA, OB étant deux demi-diamètres conjugués
d'une ellipse; par l'extrémité B du second, on mène une droite
EBF, perpendiculaire au premier; et l'on prend, sur cette droite,
les dislances BE, BF, égales à ce premier demi-diamètre. On
joint les points E, F au centre 0.
Cela posé : 1** ta bissectrice de l'angle EOF est, en direction, l'un des axes de la courbe; 2° 2a, 2b désignant ces axés, on a
0E = a-+-6, OF = a — 6 (*••).
(*) En effet, pour former tous les csrrés, il suflSl de permuter les trois lignes tracées ci-dessus.
(**) Le lecteur est prié de faire les deux premières figures. (***) Ghasles, Aperçu historique, deuxième édition, p. 362.
II. Théorème. — Soit MN une corde de l'ellipse considérée, parallèle au demi-diamètre OA. Si, par le milieu G de MN, on mène la droite HGK, perpendiculaire à MN, et inscrite à l'angle EOF; le quadrilatère HNKM est un losange, dont le côté égale OA. En outre :
A cause des parallèles HGK, EBF, le point G est le milieu de HK; donc HNKM est un losange.
De plus,
BF "" OB
ou
GK l,r,
puis, à cause de
KM' = — t/' ^ X* = a'*.
III. Théorème (*). — Une ellipse étant donnée, on construit un losange HNKM, dont le côté soit égal à un demi-diamètre OA, et dont la diagonale NM soit une corde de l'ellipse, parallèle à ce demi- diamètre. Cela posé, les sommets H, K décrivent deux diamètres, symétriquement placés par rapport à chacun des deux axes.
IV. Corollaire. — Soit, dans un ellipsoïde E, une section circulaire centrale BOD, et une section circulaire EGF, située dans un plan parallèle à celui de la première. Toutes les sections circulaires, telles que EGF, appartiennent à des sphères décrites
(*) Résumé des deux premières propositions.
fc»
( 222 ) c un rayon égal à OD, et dont les centres sont atlttét sur un
diamètre OH de la section principale AOC (*).
CCliXlKKVin. — Vn« Mppll«Btl*n de la Cé*M«trl« ft l'AlKèbre.
(Vers 1840.)
I. Cordes principales. — L'équation d'une surface S étant
Aa:' ■+■ A'y» -»- A"i' ■*- SB^z -t- SB'zx -t- 2B"ary 1
considérons un système de cordes parallèles à la direction déter-
(*) On trouve, par un calcul facile,
tgA0H.lgA00 = — -.
puis le plan diamétral conjugué à ces cordes. Celles-ci seront principales si les cosinus a, b, c satisfont aux conditions connues :
Ao ^ B"b + B'c A'B -^ Bc ^ B"a A"c -♦- B'a -f- B6
On sait que, s étant la valeur commune des trois rapports,
_ B"»(A" - s) -4- 2BB'B" = (*). ) ^^^
Cette équation, du troisième degré, a, au moins, une racine réelle. Par conséquent, dans toute surface du second ordre, il existe, au moins, un système de cordes principales (**).
II. Réalité des racines. — Prenons une de ces droites pour axe des z : les équations (3) devront être vérifiées par a = 0, 6 = 0, c = 1 ; ce qui exige que
En même temps, Téquation (4-) se réduit à celle-ci :
A -+- X']s HH AA'— B
laquelle a ses racines réelles.
Puisqu'il en est ainsi, la surface S possède trois systèmes de cordes principales (***). Mais le nombre de ces systèmes ne peut dépendre du choix des axes; donc les trois racines de l'équation (4) sont réelles (*').
(*) Cauchy, Exercices de Mathématiques, t. IV, p. 144.
[**) Manuel des Candidats à l'École polytechnique, t. II, p. 42.
(***) Pour faire disparaître le terme en xy, on fait tourner les axes Ox, Oy dans leur plan, en les laissant rectangulaires; etc.
(") Démonstration donnée à TÊcole polytechnique. Si je la rappelle, c'est parce que, fréquemment, on en voit paraître d'autres, fort compliquées. (Mai 1888.)
€)€IilLX.X.lX.. — Éi|iiatlons dont toutes les raelues
sont Imaslnaires.
(Mars 1869.)
I. Théorème. — Si l'équation f(x)=0 (*) a toutes ses racines
réelles et inégales, l'équation obtenue en égalant à zéro la seconde
dérivée dej-.^a toutes ses racines imaginaires.
Soil
et, par conséquent :
L'équation t/"=0 est donc
Or, si Ton suppose
on a :
ou puis
r--/T-ri[2r^]'-254ïr.î- <♦)
Le premier membre de l'équation (i) étant une somme de carrés^ cette équation n'a aticune racine réelle (**).
(*) f{ps) est un polynôme entier.
(**) C^est à peu près ainsi que le théorème a été démontré par M. Agarrat (Nouvelles Annales^ i849, p. i43).
Addition. — (Mai 1888.)
IL Théorème. — Si l'équation f(x) = a toutes sef racines réelks, l'équation
rr-r^o, (a)
a toutes ses racines imaginaires {*).
V. Remarque. — On sait que
De plus, si l'on fait
toutes les racines de /(ac) = G sont réelles (***). Donc le théorème ci-dessus (II) est applicable.
(*) Évident par la formule (3).
(**) Premier Mémoire surjes fonctions Xn, p. 43.
(•••) Ibid,, p. 52.
Soit, par exemple, n = 3 ; d*où :
/•(x)=x' -+- 9a:* 4- 9x -4- 1 , /"'(x) =3(x*-t- 6x -♦- 3), /^"=6(x -4- 3). L*équat4on (A), développée, est
X* -♦- Ï2x' + 5ix' -^ 52x -4- 21 «s-0:
elle n'a aucune racine réelle (*).
VI. Autre application. — L'équation
a* 6, ki
a ses racines réelles et inégales (**).
On peut donc prendre, dans Téquation (A),
f{x) = (X — a) (X — 6) • .. (X — fc) — 2 ai(x — 6)(x — c) ... (x - fc) (***).
VII. Remarque. — On pourrait supposer que, si la proposée a des racines imaginaires, la transformée a, nécessairement, des racines réelles. Il n'en est rien. Soit, en eflfet,
On trouve
p — ff" = Sx* + iOx* -+- i ;
et ce trinôme ne s'annule pour aucune valeur réelle de x.
(*) Dans les Nouvelles Annales, 1848, page 568, on énonce, sous le nom de Gauss, une propriété qui résulte de la formule de Rodrigues. En outre, réquation /'(x) = (5) étant une simple transformée de X„ = 0, le théorème sur la réalité de ses racines ne doit point être attribué à M. H. Laurent.
{**) Voir, par exemple, une Note de Binet {Journal de LiouviUe, t. II, p. 250).
(***) Nous citerons encore, comme équation proposée, celle que Ton rencontre dans la théorie des inégalités séculaires, et dont un cas particulier fait robjet de la Note CCLXXXV.
OC3iLC. — Sur une formule de Cauehy.
(Mai 1888.)
I. Dans le tome IV des Anciens Exercices, on trouve cette relation remarquable , que Tillustre Géomètre démontre au moyen de la théorie des Résidus :
cotx
col-
Il est très facile de la vérifier. En effet, elle donne, par intégration,
[X X X Xi
cos - . cos - . cos - . cos - ... 1 = P 2 4 6 8 J ^
sm-
sin X
sin -
ou
sm - sm - X X X X smx 3 5
cos — • cos — • cos - . cos— ••• = • •
II. On peut se proposer de sommer la série
Dans rétat actuel de PAnalyse, ce problème n'est peut-être pas résoluble; mais nous pouvons, du moins , le rattacher à la série de Lambert.
D'après une formule du Mémoire intitulé : Sur quelques inté^ grales définies (**), on a
Gonséquemment,
a *^ — a"^ doL
puis, si Ton fait a =» ç'" :
On conclut, de cette formule.
(*) Sur un tableau numérique.,., p. 7.
(**) Académie de Belgique, octobre 4885.
(***) Elle ne diffère, qu'en apparence, de la célèbre formule, due à Poisson
TT
( 229 ) De plus» si Ton fait
i — q 1 — 9* i — q on a
co gn
2^rr^=A9)-A?')n. (10)
Donc enfin
III. La relation (li) peut en faire trouver d'autres. Par exemple celle-ci :
cosx . cos — . ces — . cos - . cos - ••• 2 5 4 5
^^^m-rm'l
Le changement de ac en ~ donne ensuite
qI X X X X \
4 cos - cos - cos -cos
puis, par soustraction :
CX X X cosx . cos - . cos -, cos 3 5 7
ni
(*) Notes sur la théorie des fractions continues, p. ii.
Une nouvelle soustraction conduit à cette dernière formule, assez curieuse.:
COSX COS- CCS- cos _
nfi fj^ n^ fjf^
ces- cos- cos- cos- 2 4 6 8
[q '■-♦-ç'Kç •«■ — (^*'^)
CC31CI* — liiir une équation d'Abel*
(Septembre 1886.)
I. Pour éclaircir un passage de la page 46 (*)» Holmboê démontre, d*une manière peu naturelle (^*), une propriété de la fonction
Voici comment on peut l'établir :
On a
donc
Soit y -h y' =^u. Alors
(e«-ir
tt'«=2
puis
2tt -4- w' == 2
C) OEtwres d'Abel, t. II, l'* éditioa.
(**) Page 274.
(***) Nous avons remplacé p eiv par y et x»
( 231 ) Soit encore 2w -4- m' = v. On trouve
ety par conséquent,
etc.
Ainsi :
6(y + y') + Siy + y") + 2(y' -.- y") + (y " + y'") =
ou
on
2%+y')-^-26(yH-y")+%"+y")-*-(j/'"-*-r)-2.3.4.y5; (5')
Chacune de ces équations est vérifiée par y = (e* — 1) . C'est ce qu'il fallait démontrer.
IL Remarques. — l"* Dans ces équations, les coe£Bcients numériques forment la table à double entrée :
2** Si N^,, désigne le terme placé dans la p'*"* colonne et daqs la g**"* ligne :
3** La somme des termes composant la q**"* ligne est 3.4.5...(g+l ). 4* Les derniers termes sont :
III. Une intégration. — Soit Téquation (3'), ou
Quoi qu*elle ne soit pas linéaire, il est facile d'en trouver rintégrale générale. En effet, multipliant les deux membres par l(y -4- y'), on a
2i(y H- yy + % ^ y') (y' ^ y") = 2% h- y')y». (6)
Le premier membre est une dérivée exacte si Ion prend X =, e** (*). D'ailleurs, 2e*'(!/ -h î/')^* est la dérivée de (yc*)*. Donc une intégrale première de (A) est
(y H- yO'e** = (yO* -*- y.
ou
ou encore :
(y + y >«« = l/(yc-)* + y. (B)
Ainsi
e-Cye')' = l/(y6')* -*- y.
(*) La dérivée de ^(y-Hy')* étant
on doit avoir
dA
— = 2; etc.
et enfin :
IV. Suite. — Pour simplifier Fintégrale (D), qui n'a pas la forme normale, posons
yc = u. (7)
Il vient, immédiatement,
Le système de ces deux formules constitue Tintégrale générale de réquation (A).
V. Si la constante g est positive, remplaçons g par g^; puis posons, comme le fait Legendre,
Il résulte, de cette transformation :
du
gdtp
i -♦- coscp
Vu*' H- 9* = âjf
y/l— -sin»9 1 + cos ç
x = -JC
J Y/|--sin'
•-/ \/ 1 — - sin'ç
(*) Si la constante i^r est nulle, cette formule se réduit &
1 ~/je^
f •) iVo^c CXXXVI (t. II, p. 177).
VI. Si la constante g est négative, on trouve, avec la ménie facilité :
ces 9
ctcp
SlD^'f
Addition. — (/win 1888.) VI]. Généralisation. — Dans l'intégrale
rf(ye')
i/(ye'/ + g
remplaçons e*" par une fonction f, donnée; de manière que :
d(yn
Il résulte d*abord, de cette égalité,
r yf -*- fy'
ou
puis et enfin
rfY -*- AC' - /TOy' -^ ^ry = 2/^y'.
Ainsi, l'intégrale générale de cette équation (F) est l'équation (E).
(*j On fait
COS(p
€€X.€II n. — Une équation aux dlfférenecs.
(Février 1880.)
Première méthode. — L*équation donnée étant
soit y la fonction générative de P,, de manière que
y = Pj, -^ PjX -♦- PjX' -f- .• ^ P„x* -*- — ; (2)
puis, par un calcul facile»
L'intégrale de cette équation linéaire est
Malheureusement, la quantité placée sous le signe /* n'est pas intégrable par les procédés connus : on ne peut pas même déve-
lopper, en série, la fonction e '.
II. Seconde méthode (**). — En l'appliquant, on trouve qu\)n satisfait à l'équation (1) par
P„ = A /"% v'^^*)a-»rfa:
la vérification est facile (***).
(*) Extraite d*un Traité inédit.
(**) Due à Laplace (T/iéorie des Probabilités).
(***) En eflfet,
ou
in. Remarque. — Si Ton suppose P, = 0, Pj=l, la formule (1) donne, successivement :
Ces nombres sont les dénominateurs des réduites de la fraction continue
étudiée par Amoretti (*). Ce jeune Géomètre (**) considère la
série
1i (1.2)* (1.2.3) Or, d après Fourîer (***) :
ff\t
1 — -Ti-^z : :: h—=- / dx cos (« sin x) ;
2* (2.4)* (2.4.6)» irj ^ ''
donc
OU, sous forme réelle,
= - / darcosC^l'^— 1 sinx),
==— / {«*•*■• -4- e-*''»')dx('^).
(*) Nouvelles Annales, 1855, p. 40. {**) Mort à* rage de seize ans !
(*•*) Théorie de la Chaleur, p. 578.
(") Pour* démontrer directement ecltc formule, ii suffit de développer les exponentielles.
C€1LCWU. — Sur ane intégrale déflnie.
(Février 1876.) I. Soit
"""y (1 -*-x)(2^-x)...(m-»-ar)' ^^^
Au lieu de décomposer, en fractions simples, la' quantité
(1 -♦- x) (2 -f- x) ... (m -*- x) on peut observer que
r(i + x)r(m) y v^i — er-^fl
Donc
IV. La comparaison des valeurs (4), (5) donne
m-l (m-lUm-«) (in-l}Tm-I)(in-B)
y. Remarque. — On lit, dans les Tables de M. Bierens de Haan(l" édition, T. 167):
JC^ ^^ i . 2 ... n ^ /
Même abstraction faite de la faute typographique, dans le premier membre, cette formule est inadmissible; car le facteur J^{a — n -4- 1) devient imaginaire pour ny a. Dans la seconde édition (T. 123), la formule est
/** dx * »"^~* '
ce qui équivaut à
(1 — fl)"*
-Ce
II est facile de voir que celle-ci ne diffère pas de la nôtre, au moins quand m est entier positif. Si m n'est pas entier, le second
membre de Tégalité (7) devient une série divergente, k cause du facteur ^^(l -+■ «).
VII. Remarque. — Comme
on aurait pu prendre, au lieu de la formule (5) :
A^=JL f'dx r\-*de [i - ; e -^ ^^^ - ^ ^ ^ ^ . J r(m)y J l \ i.2 J
ou
Les intégrales
/ xdx, / x{x — 4)rfx, / a:(x — \){x — 2)rfx, ...,
analogues à celles que contient la série de Binet, sont toutes commensurables.
(*) On peut comparer ces résultats avec ceux que nous avons indiqués dans les Recherches sur la constante G, dans le yiémoire Sur la constante d'Euler et la fonction de Binet, etc.
€€XC1V. — A propos d'un théorème de M. Oltramare (^).
(Décembre 1887.)
I. Ce théorème, presque évident, fait supposer celui-ci
Soit Df la somme des diviseurs d'un nombre n, inférieurs à n. Soit n2 la somme des diviseurs de n^, inférieurs à n^, etc. Ces sommes n^, nj, ... tendent vers une limite 'k, laquelle est l^ ou un nombre parfait (**).
La seconde partie de Ténoncé est visible : Si n4,.par exemple, est un nombre parfait p, on aura nj^=p^ ne = p>... Au contraire, la première partie, si elle est exacte, doit être très difficile à démontrer.
II. Remarque. — Si le terme u^ est premier, u,^+| égale
III. Si Ion prend n=3 25, on trouve, tout de suite, n| = l -+■ 5 = 6, nombre parfait. n«i30 donne les résultats suivants :
«, = 1 + 2 -♦- 3 -^ 5 H- 6 -t- iO -+- 15 r= 42,
w„==lH-2-*-3-t-6-f^l3-+-26-t-39 = 9p,
ii,==i-f-2-*-3-+-5-t-6-t-9-*-10-i-15-*.18-t-30-+-45 = 144.
nio= l-*-3-*-ll = 17,
Wh=1.
C) Mathe$is,déc.iSS7.
{**) Un nombre parfait p est celui qui est égal à la somme de ses diviseurs, abstraction faite de p.
CCXCTV. — 4||aelqaes ftermiiles elllptlqnea.
{Février 1887.)
I. Le Mémoire intitulé : Notes sur la t/iéorie des fractions contitmes... contient les égalités suivantes :
q — iq*-*-9q* — i6q**-i — q + iq*-t-9q*-\ — ) 1 — 2ç-»-2g* — 2qr'-H" "*" i ■\-2q-^-iq*-\—- ( (I)
Il résulte, des quatre dernières :
y^4g* + V+ «6qf'«-4-... = -^[E, — «A'»]\/— . (7)
IL Dans Tégalité (1), chassons les dénominateurs. Elle devient
(q — 49* -»- V — i69" H-...) (i ^ 27 -I- 29* -♦- 29» +...) j -^.(7-4- 4g* -*- V -*- i67*'H-...)(l— 29-^29*— 2g» + ..) ((8) = 29(i-i-g'4-g'+g** + ..-)*(l+2g-+-2g*+...)(i--2gH-29* ).)
On sait que
(i + gî -^ g«H- g"H-. .) (i -f. 2g -t- 2g* h--.) (1 — 2g -h 2g* )
= (4 -. ç« - ç* -^ q*o ^ qu )5 ç*.y
(•) Page 85.
D Page 57.
(*'*) Recherches sur quelques produits indéfinis, pp. 106 et 107.
Donc, si Ton fait
le second membre de Téquadon (8) prendra la forme ^qP^. ill. D'après deux autres relations connues,
Ainfi, dans le second membre de cette même équation (8), le multiplicateur de Sg est : l"* un cube; ^ une dixième puissance;
un carre.
IV. Par les formules (6), (7), jointes à celles-ci
le premier membre de Téquation (8) a pour valeur :
OU
p = 2 »9 »-it^it'«; (13)
/gomme pn |eeYérMer^JïUS'en des relations (9) ou (10), ^V'I^âa^pâ (â)t)eul'(^e^éi^ite ainsi :
-[q-^Aq^-^9^î^:^eq:Urfq^^^^^ q^'—Y^ ^
= qP\
(*) Recherches. ,, p. 8.
( ) ''iWi Rî»#Ol .qcj ^y.uwYAMtt ?.Vî\\\i(vu\ ■/.»\\^\'>u\"v
Posons, pour abréger :
Le premier membre de Tégalité (13) devient
A ^ (A — A') (B -♦- B') — (A ^ A') (B — B') = A h- 2(AB' — BA').
Ainsi
A-+- 2(AB'— BA') = 9P
Chaque terme de AB' a la forme x*g'*^**; (x imp.y y pair) chaque terme de BA' a la forme j/V*"*^**- Gonséquemment, notre égalité (13) se réduit à
^xY + S^f x« — y')?**-^»* = qV\ (i 4)
D'après celle-ci : dans le développement de qP', chaque exposant est, ou un carré, ou la somme de deux carrés (*).
(*) Cette propriété, évidente à rinspectîon de Tégalité (13), résulte aussi de la formule
gP» = g(l — 3g* -^ 5g" - 7g" -♦- 9g*» )•. (11)
En effet, dans la parenthèse, chaque exposant a la forme 2n(n+l). Donc, tout terme du premier membre contient une puissance de g marquée
par
Or, si Ton multiplie et qu'on divise par 2, ce trinôme devient
Notons, en passant, que : le quadruple de la somme de deux nombres triangulaires , augmenté de 1, égale une somme de deux carrés (ou égale un carré). Par exemple,
VII. Développement de P. — Nous avons trouvé
Donc, si nous faisons
la série P se déduira, de a'^ par le changement de q en q^.
{*) La dernière formule résulte, immédiatement, de Tégalité (11); mais la démonstration est moins claire que celle qui vient d'être exposée. De plus, si k est le nombre des solutions de Téquation (16), la valeur de A^ peut être remplacée par Tune ou Taulre de ces deux-ci :
A„ = 22aj» — kn, A» = An — 22y«,
peut-être plus commodes que la première, dans la plupart des cas.
(**) Faisons encore observer que :
(**') Recherches.,., p. 17.
Or,
H- 29*«-H 39'«--29«>+ 2g"— aç'^— 27*"— 2?"— 9**+. 29«' ^ 29»*— 29»« -4- 29'*-*- 9*^ -f- 29" -f- 29^— 29««— 29™-f- 29'*
donc
et, d'après ce que Ton a vu ci-dessus (111) :
VIII. Loi des coefficients. — Soient, dans Tégalité
On a
(_ iy9«*H=' X (— ijv*"^'' = (— ly+V"-
Donc, si / et /' sont inégaux,
le signe ^ s'étendanl à toutes les solutions, entières et positives, de réquation (23).
{*) Recherches,,,, p. 41. Ce développement a été obtenu de deux manières différentes : il y a donc lieu de le croire exact.
{**) Cette double égalité devient évidente si Ton fait attention que la for^ mule connue :
donne
P=»[(l-gi)(l-ç«)0-g««)(l-9'«)..]».
Mais, si l' <=» /, ou OD doit prendre
pourvu que, dans cette nouvelle formule, / et F soient supposés inégaux (*).
Soit, par exemple,
L'équation (23) devient
Celle-ci est vérifiée par
Donc le coefficient de g**^ doit être
ce qui est exact.
IX. Suite. — L*équation (23) peut être remplacée par
24rn- 2 =3 (6/ q= 1 )' 4- (6/' =f \ Y (**). (25)
Ainsi, sauf le cas où n = 3).^ qp \ L« égale l'excès du nombre des solutions de l'équation (25), dans lesquelles 1 et V sont de même parité, sur le nombre des solutions dans lesquelles ces nombres sont de parités contraires (***). Mais cet énoncé peut être simplifié, au moyen des remarques suivantes :
1^ On peut substituer, au second membre de Téquation,
(6x -♦- if + (6iy -♦- !)•, xeiy étant positifs ou négatifs;
(*) Recherches,,,, p. 39.
D Jbid,, p. AU r*) Loc, cit.
( 247 ) 2* II est visible (et connu) (*) que
(6x -^ i)' -f- (6y ^- !)«= 2 [(3x -»- 3y -♦- i)« + (Sx — 5^)*J Donc l'équation (23) devient
ou, finalement, /
11, V étant des quantités entières, positives ou négatives (**).
Par conséquent : ^ L, cgrafc l*excès du nombre des valeurs paires, sur le nombre des valeurs impaires, de v.
X. Remarque. — Ce nouvel énoncé suppose que i2n-4- i n'est pas un carré parfait (***). Lorsque 12n -t- 1 a la forme P, la valeur de L., déduite de la règle (2S), doit être augmentée d'une unité.
XI. Autre remarque. — Si I2w h- 1 est un nombre premier, comme il a la forme 4fx + 1, il est déeomposable, d*une seule manière, en une somme de deux carrés : Tun est (3u + 1)^; l'autre, (3v)^. On est donc conduit à ce petit théorème d'Arithmétique, à peu près évident :
Tout nombre premier, de la forme l^y. -h i, est la somme des carrés d'un multiple de 3, et d'un multiple de 3 augmenté ou diminué de 1 (").
(*) Voir, par exemple, le Mémoire de M. Genocchi {Nouvelles Annales,
t. XIII).
(•*) De
on conclut que :
Si M et V sont pairs, x et y sont de même parité;
Si u et V sont impairs, x et y sont de parités contraires ;
etc.
(***) C'est le cas d'exception signalé plus haut.
(") Dans (je cas considéré, L»^ =i= 2, selon que v est pair ou impair.
CCILCVI (*). — Sur le Problème de Pétenbonrs ('*).
(Décembre 1877.)
I. « Pierre, se proposant de jeter en l'air une pièce de monnaicy promet de donner à Paul 1 ducat si, dès le {^' coup, cette pièce étant tombée, montre la face; 2, si cela n'arrive qu'au 2*" coup; 4, si ce n'est qu'au 3% ef ainsi de suite, en doublant à chaque coup. On demande le sort de Paul, »
Les probabilités de l'arrivée de face, au l"' coup, au 2', ...,
au 7i"^% sont
Les gains correspondants sont
i, 2, 4, ..., 2"-* ducats.
Par conséquent, le sort de Paul (ou son espét^ance mathématique), est
« Or (dit Lacroix), puisqu'il n est pas impossible que face » n'arrive qu'après un nombre de coups plus grand que tel » nombre qu'il plaira d'assigner, ne s'ensuil-il pas qu'avant » de commencer le jeu, il faut supposer ce nombre infini? » La mise de Paul doit donc être infinie; mais quel homme » sensé voudra risquer à ce jeu, non pas une somme infinie, » ce qui est absurde, mais même une somme tant soit peu forte? > Voilà le paradoxe que les géomètres ont cherché à expliquer. »
On n'a peut-être pas fait attention à ceci : Pierre, qui promet à Paul de lui donner V, 2^ 4^ 8^ ..., doit commencer par établir.
(*) Extraite d*uii Traité inédit.
(**) Proposé à Montmort, par Nicolas Bernoulli (Mémoires de S^-Pétersbourg, vers 1720; Analyse des jeux de hasard).
qull est en état de payer. Si Pierre disait : « Voilà une somir.e m de 1024 francs, sur laquelle vous prélèverez. 1^ 2', 4', 8', ..., » si face arrive au !•' coup, au 2"'"% au 5""% ... Si, au H""' coup, » je n'ai pas amciné face, la partie sera nulle, et nous retirerons » nos mises » ; il n'y aurait plus de paradoxe : Tenjeu de Paul devrait être (^)' (*).
II. Variante. — Pierre promet, à Paul, de lui donner ^^ 2', 3^ ..., n', SI FACE arrive au 1'" coup, au 2""% ..., au n'*"*. Quelle est l'espérance mathématique de Paul?
Cette quantité E tend, très rapidement, vers 2. D'ailleurs, la probabilité que Paul gagnera (la partie s arrêtant, au plus tard, au n"""" coup) est
:: -♦- rr -+- •• -< =1 >
et la probabilité que Pierre gagnera est seulement ^'
Si donc la mise de Pierre est n francs, la mise de Paul doit être, d'après la règle des paris :
an
Il n'y a plus rien d'excessif.
{*) Poisson a fait une remarque analogue à celle-ci {Recherches sur la Probabilité des jugements, p. 73).
€^JLCWnm — Sur un eas partiealler de la foriiiiile
dn Unème.
(Août 1888) O.
I. Soit, en général
la somme des n premiers termes du développement de (1 — a:)""', p étant un nombre entier. La multiplication par 1 — x donne, au moyen d*une propriété bien connue (**),
{i ~ x)(p(p) = cp{p - i) - C^.,.,_.x'' ; (2)
puis, par le changement de p en p — 1 , p — 2, ... 3, 2 :
(4 — x)cp(p — i ) = <p(p — 2) — C,+,.5. n^ix'^y (I - x)(f(p - 2) = (p(p - 3) - C,^^.*.._iar",
Mais
(i-x)<p{2) =cKi) -C„,_,x".
donc, par une élimination facile :
Cette relation, que nous croyons nouvelle, ramène le calcul de S., à celui d'un polynôme composé de p — 1 termes : si n est beaucoup plus grand que p, le second calcul sera bien plus simple que le premier.
(*) Addition à la Note GCXGVI.
* ( ) Cm,} — Ga»-1,9— I =Cm— 1, 9*
( 251 ) Soit, par exemple, p = 3, n = 100. On aura
(4 — xy S,oo = [100+ 5 0»0(1 — a;)-f-171 700(1— a-)'>"».
II. Remarque. — L'équation r-^ ~ [c»..-^+C„+,,,_4(i~x)-*-...4-C»^_,.„-,(l— x)'-«>"=0 (3)
a p — 1 racines égales à l.
II]. La relation (A) peut être mise sous une forme plus simple.
On a
R. étant le reste. Donc, en supprimant , dans les deux membres, ^^ :
IV. Remarque. — Le reste R„ est le produit de la fonction proposée, (1 — x)~^ par un polynôme entier.
V. Autre remarque. — On a
donc la relation (B) peut être écrite ainsi :
(*) Si Ton observe que, pour p = 1 ,
on peut démontrer, directement, régalité (B).
(**) Cette égalité (C) rappelle, jusqu'à un certain point, la formule (6) de la Note LV (t. I, p. 218).
Par exemple, comme il est facile de le vérifier :
(1 — xY[i 5 -^ 2i j: -♦- 28x« -h 36x» -*- 45x* -♦- ...] = 1-4-4(1 — x)-i- 10(i— x)\
VI. Séries logarithmiques. — Pour abréger, représentons par
Ao -f- AiX -*- Ajx' -*- •••,
la série contenue dans le premier membre de (G), et par
B„ -♦- B,(l — x) -♦- B,(1 — x)» -4- ..• -*- Bp.,(i — x)"-',
le second membre.
Nous aurons
Aq -♦- AiX -+- Ajx* -♦- Ajx' -H •••
= Bo(i —x)'^ -^ B,(i — x)'^' -+- ... -h B-.,(i - x)-» -♦- ^^^ ;
puis, par intégration,
AqX -*- - Aix' -f- - Ajx" H =s • — i
^ — i-l- . — 1 1+...^ J:!?! i 1 — Bp.iJ^ll— x);
ou
'^ ^ p-lL(l-a:)'-' J p-2L(l-«r' J ,
.^ — LJ 1 — AoX-f- - A4X' -♦- - A,x' -♦- -A^x'h — •
i Li — X J L 2 5 4 J
Voici donc une infinité dHnfinités (*) de développements du logarithme népérien de (1 — x).
VIL Application. — Soient n = 1, p = 2, auquel cas :
Ao = 2, A4 = 3, A, = 4, As=5, A4=6, ...; Bo = Bi = l.
(*) Les coefficients A,, A,, ..., B^, B,, ... sont fonctions de n et de p.
( 253 ) La relation (D) se réduit à
ce qui ne diffère, qu'en apparence, de la formule connue ("),
CCILCTIII. — Extraits d'une lettre k M. Hermtte.
(16 mai 1880.)
... Je suis prédestiné, semble-t-il, à découvrir des théorèmes connus. Sans la chercher, je viens de trouver une démonstration, simple, du beau théorème que vous avez donné dans le Journal de Borchart :
p étant un nombre premier, impair.
(Vous vous rappelez, peut-être, que je n'ai pas saisi votre démonstration ; mais peu importe).
Depuis que j'ai démontré le théorème de Staudt, je m'évertue à en tirer des conséquences : vous allez voir que votre théorème en est une.
Du temps que..., j'ai donné cette relation :
2C^4. t B, H- 2»C*,+,. i B3 -H ... H- 2*-*C^+,, 4 Bu-i = n {Comptes rendus, t. LIV). Etait-elle nouvelle? Peu importe encore. Considérons, dans le premier membre, les Nombres de Ber-
(*) Le second membre égale
ou
noulli admettant la fraction ^ (Passez*moi cette locution abréyiative). Ce sont :
Ces quantités admettent, comme coefficients respectifs :
Ainsi, dans le premier membre, la somme des fractions ayant p pour dénominateur est
N étant un nombre entier.
Le second membre est entier. Or, les fractions -, —, —, ... ne peuvent se réduire entre elles; donc chacune est réductible à un nombre entier. Autrement dit :
OU, en négligeant des multiples de p (d*après le théorème de Fermât) :
Notez que c*est seulement après être arrivé à ce résultat, que j'ai songé à votre théorème 1 ...
• — Sur une applteation du théorème de Baye09 telte par liaplaee {*).
(Août 1888.)
1. Dans son Mémoire, le jeune et savant Professeur à TEcoIe Militaire (**), énonce ainsi le théorème, sans nommer Bayes :
Principe. — Si un événement peut être produit par un nombre n de causes différentes, les probabilités de ces causes prises de Vévénement (sic) sont entre elles comme les probabilités de V événement prises de ces causes, et la probabilité de l'eûcistence de chacune d'elles est égale à la probabilité de V événement prise de cette cause, divisée par la somme de toutes les probabilités de Vévénement prises de chacune de ces causes.
Il en fait l'application au problème suivant :
Si une urne renferme une infinité de billets blancs et noirs (sic) dans un rapport inconnu, et que l'on en tire p -4- q billets dont p soient blancs et q soient noirs ; on demande la probabilité qu'en tirant un nouveau billet de cette urne, Usera blanc.
Au moyen d'une méthode bien connue aujourd'hui, Fillustre Auteur trouve que « la probabilité entière de tirer un billet blanc de l'urne » est
Ici, les réflexions et les questions ise présentent en foule. Comment Laplace n'a-t-il pas été frappé de la simplicité de ce résultat? Comment ne s'est-il pas aperçu que son calcul, fort simple dans le cas d'une infinité de billets, deviendrait prolixe et
(*) Mémoires de V Académie des Sciences — Savants étrangers, 4774-. (*") En i77i, Laplace, qui avait vingt-cinq ans, signait : de la Place.
fastidieux si Ton supposait le nombre des billets égal à dix mille, par exemple? Gomment ne s*est-il pas demandé si la formule (1) ne subsisterait pas dans le cas d*un nombre quelconque de billets, supérieur à p -+- g? etc., etc. (*).
H. Quoi qu^il en soit, nous rappellerons, ici, la solution du problème général suivant :
Une urne A contenait, primitivement, s boules. On en a tiré, au hasard, m boules blanches, m' boules non blanches. Quelle est la probabilité d'extraire, de l'urne modifiée, une nouvelle boule blanche (**)?
Après la sortie des m-hm' boules, l'urne renferme s — m — w' boules, de diverses couleurs, en proportion inconnue. L'événement attendu est la sortie d*une boule blanche, de Turne modifiée.
La probabilité P, de cet événement, ne sera pas altérée, si les causes dont il dépend subissent des modifications inconnues (***).
Nous pouvons donc mettre à part, sans les ^regarder, 1 boule, 2 boules, 3 boules, ..., et même (s — m— w' — 1) boules : P n'aura pas changé.
Mais alors l'urne A est remplacée par une urne auxiliaire ou fictive B, contenant, primitivement, m-f-m'-hl boules, et d'où il est sorti m boules blanches, m' boules non blanches.
(*) On pourrait faire, aussi, beaucoup de remarques sur la rédaction. Le futur admirable écrivain s'énonce ainsi : « la probabilité de tirer un billet blanc de Vume en vertu du rapport x. » — ^ Si l'on intègre
z] dz 9 :
A'-'-r'ïh'-V')
comme si Ton intégrait une intégrale ! Etc., etc.
(**) Problèmes et théorèmes de Probabilités; Mémoires de l'Académie de Belgique, 1884, p. 7.
(***) Journal de Liouvitle, t. VI (184 i), p. 78; Un nouveau Principe de probabilités; etc.
( 257 ) On ne peut faire, sur la composition de B, que (/etix hypothèses:
m blanches,
m' -H 1 non blanches;
iw -H i blanches, m' non blanches.
Les probabilités de ces hypothèses sont proportionnelles aux
nombres
(m -H i)»i ...2 tn\ni' — 1)... 1;
ou, plus simplement, proportionnelles à
Ainsi, 171, QT) étant ces probabilités :
Wf = — ^.— — — ^— — j ^j = ■ *
m -f- fw'-t- 2 m -I- m -♦- 2
Mais, évidemment : la première hypothèse est incompatible avec l'événement attendu; la seconde le rend nécessaire.
En conséquence, la probabilité cherchée, P, est égale à la prohabilité m^ de cette seconde hypothèse. Autrement dit :
et ce résultat s^accorde avec la formule (1).
ni. Remarque. — Si Ton a tiré, de l'urne A, m boules blanches, m' boules noires, m" boules rouges, etc.; les probabilités d'extraire, à un nouveau tirage, une boule blanche, ou une boule noire, ou une boule rouge, etc, sont :
wi -♦- m -+- m -*-•••-♦-« k étant le nombre des couleurs (*).
{*) Ce mot est pris dans son acception tuuelle.
IV. Dans son Mémoire, Laplace donne une démonstration du théorème de Jacques Bernoulli, absolument inacceptable. Du reste, les diverses démonstrations de ce beau théorème, que je connais, pèchent toutes en quelque point : sauf, peut-être, celle que m'a communiquée, autrefois, M. Mangon, Lieutenant d'Artillerie. Malheureusement, elle n*a pas été imprimée.
P. S. Une discontinuité. — Soil une urne A, contenant b boules blanches et n boules noires. On les répartit y sans les voir ni les toucher, entre k urnes auxiliaires, B , C, D, ... H. Cela posé, la probabilité d'extraire une boule blanche, soit de B, soit de C, etc., égale g-r:^, excepté si k surpasse b-f-n.
Spa, 30 août 1888.
Fm des Mélanges mathématiques.
ERRATA
Tome I, page 254, au lieu de Alesséides, lisez Ëlassoïdes. Tome III, page 64, ligne première, au lieu de —, , lisez —
sin qr sin p^r
— — 161, ligne pénalUôme, au lieu de vien, lisez vient.
— — 212, Ajoutez ceci :
Autre addition, — (Juillet 1888.)
VII. L$ produit (a"-«-b«)(a'«-f-b'*)(a"='-*-b"») ... est, généralement, la somme de quatre carrés (*).
VIII. Si un nombre impair, N, est la somme de deux carrés, chacun des nombres N', N', ... est la somme de quatre carrés»
(*) II peiiU y avoir exception, n assb, ou «t a'ssb', etc.
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