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POUR CETTE SECONDE EDITION
Ce mémoire, publié d*abord dans les Annales de la Société scientifique de Bruxelles (6"* et 7"* années), était presque épuisé en tirage à part, lorsque le Ministère de Plnstruction publique de France le désigna comme ouvrage à consulter pour le Concours d*agrégation des sciences mathématiques de i 889. C*est alors que le Conseil de la Société scientifique, par une décision dont je lut suis vivement reconnaissant, voulut bien en décider la réimpression.
Ces diverses circonstances, et le temps qui manquait d'ailleurs, ne permettaient pas d*y introduire de trop grandes modifications. Je me suis borné, sur le conseil d*un éminent professeur de la Faculté des sciences de Caen, à développer quelque peu les premières pages qui contiennent lés fondements de la méthode^ et j'ai ajouté çè et là plusieurs notes indiquant des travaux ou
des résultats postérieurs à la première publication.
Pour le reste, mon mémoire est resté tel qu'il a été présenté à l'Institut en 1882 et imprimé en 1883.
Ph. g.
INTRODUCTION
Ce travail est la reproduction, sauf de légers changements de rédaction, du mémoire que j'ai présenté le 30 janvier 1882 h TAcadémie des sciences de Paris, et auquel, a la suite d*un savant rapport de M. C. Jordan, elle a accordé Fhonneur de l'impression dans les Mémoires des Savants étrangers (*).
Dans ce mémoire, je me suis surtout proposé d'étudier les mouvements relatifs d'un système de corps de révolution, par rapport à un système de comparaison animé d'un mouvement de rotation uniforme, en utilisant une équation fort remarquable, due à E. Bour (**), Cette équation, que Bour a établie par des calculs assez longs, approprie aux mouvements relatifs les formules dynamiques de Lagrange, et Bour s'en est servi pour former les équations canoniques de ce mouvement suivant la méthode de Jacobi. Mais sous sa première forme, qui se démontre en quelques lignes, comme on le verra plus loin, cette équation est peut-être la plus commode pour l'étude des mouvements apparents, du moins lorsqu'on interprète géométriquement, comme je l'ai fait, les diverses quantités qui y figurent. On verra avec quelle facilité elle fournit, dans chaque problème, les équations différentielles du mouvement en fonction des variables les plus convenables, sans aucune transformation de coordonnées, sans qu'on doive recourir aux forces fictives de Goriolis.
J'ai eu aussi pour objet de réduire ces mouvements divers et assez compliqués à un petit nombre de types simples, tels que
{*) La Commission était composée de MM. d'Abbadie, Yyon Villarceau, Resal et C. Jordan, rapporteur. Le rapport de M. Jordan a paru dans les Comptes rendus, séance du 47 jmllet 4882.
(**) Journal de Liouville, S"» série, t. VIII, 4863, p. i. Il s'agit de l'équation (IV) de ce mémoire.
le Taçon qu'ayant poussé jusqu'au ins elliptiques, ia solution de oes le simples substitutions dans les >lution également complète des
haut donne immédiatement les I mouvement relatif d'un anneau, litionnelle, et mobile autour d'un mouvement uniforme autour d'un lonireni que son mouvement se in( sur un cercle loumanl uniforvertical. C'est là un de ces moutlrera fréquemment dans la suite j ipé complètement la solution, en tion du temps au moyen des foncnlre d'ailleurs des particutarités néca nique.
le composé d'un disque D auquel our de son axe de figure, d'un leau extérieur E qui est mainlenn : son diamètre OZ. Je trouve qu'il s d'équilibre relatif pour l'asc du ire imprimée au tore; que ai cette ra pas généralement en équilibre, es moments d'inertie du tore et de ion simple, auquel cas l'équilibre - I. En général, l'oscillation de l'axe ivra les mêmes lois que celle du ïurnant, dont il est question ci- )r les formules de ce premier proa loi de rotation du disque se fait Uipliques.
ppareil destiné à imiter les effets re sur les corps tournant rapidebelle application de la méthode, s rigoureuses du mouvement du
■""ip»^»^
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tore et de ses anneaux, pour une rotation iniiiale quelconque du tore. Lorsque le lore et les anneaux du gyroscope sont libres, il peut y avoir plusieurs positions d'équilibre pour l'axe du lore, et le mouventent est ramené aux forniules qu'a données M. Loltner. Quand l'axe de ligure est guidé dans un plan fixe par rapport au méridien tournant, si la rotation initiale du tore est faible, il existe pour l'axe une position d'équilibre stable qui ne coïncide pas avec la projection, sur le plan directeur, de la parallèle â l'axe de rotation du méridien. C'est un résultat curieux, parce qu'il est en contradiction avec ce que le principe du paralié* lisme des axes nous avait appris, mais gui n'était applicable qu'à une rotation rapide du tore. Hors du cas d'équilibre, l'axe de figure du disque suit encore les lois de l'oscillation du pendule simple à plan tournant, données par les formules du premier problème.
Je traite, dans la deuxième partie, les problèmes plus neufs dans lesquels la pesanteur intervient en même temps que la rotation du système de comparaison pour dévier l'axe de figure des corps tournants, mais ici les oscillations de l'axe se rattachent jt un nouveau type, le mouvement d'un point pétant tur un cercle qui tourne uniformément autour d'une verticale ne passant pas par son centre. Ici encore notre méthode lire immédiatement de l'équation de Bour celle du mouvement du point et les positions d'équilibre relatif. Ln détermination de ces dernières, qui sont au nombre de deux ou de quatre, se ramène élégamment à la construction d'une droite passant par un point donné et sur laquelle deux axes rectangulaires inierceptent une longueur donnée. Je discute les posiiions qui appartiennent à l'équilibre stable, et je montre que les formules du mouvement dépendent encore des fonctions elliptiques.
Le curieux pendule gyroscopique de M. Sire se prête à une étude complète et rigoureuse par cette méthode, quelles que soient la masse de la chape et la vitesse de rotation initiale du tore. Lorsque celle-ci n'est pas trop considérable, ie pendule admet quatre positions d'équilibre relatif qui se déterminent comme celles du problème précédent, ce qui rend compte d'un '
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expliqué, que M. Sire avait rencontré dans
e la tige du pendule, dans le cas général, se uvemenl oscillatoire du point pesani, consïne précédent.
ique la méthode générale, exposée au § I de louvetnenu relatifs d'un corps ou système d'une planète, animée d'un mouvement de utour d'un axe fixe, et que l'on regarde ta instante en grandeur et en direction pour orps, on obtient l'équation de Bour, et par ions différentielles du mouvement, sous une [ui renferme un théorème général remare: simplifie encore lorsqu'on suppose, ce qui :pérîences faites à la surface de la terre avec iicauli, que le centre de gravité du corps ne O du système de comparaison pendant ouvement. On n'a plus alors à calculer, en mées que l'on choisit les plus convenables problème, que la force vive 2T du système it relatif ei la quantité V, produit géomépulsion relatif par l'axe instantané OS du ison. Tel est l'objet du $ XI.
hes suivants, nous appliquons cette méthode emeni apparent du gyroscope, en tenant le l'ordre du earrè u' de la vitesse de rotadans les différents cas considérés par les nt, par suite d'une différence dans le choix équations difl^èrent de celles de Bour et de termes de l'ordre de u^, ce qui nous donne par les fonctions elliptiques certaines équa- ]ui n'avaient pas été traitées ; nons obtenons du temps les valeurs des angles 6, i^, 9 dont u tore et de ses anneaux, tore est assujetti à se mouvoir dans un plan a planète, ou sur la surface d'un cane fixe.
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nous déterminons facilement les positions d'équilibre relatif de l'axe, ce qui nous ramène aux résultats signalés par Foucault. Si cet équilibre n'a pas lieu, c'est encore le mouvement d'un point pesant sur un cercle qui tourne autour d'un diamètre vertical qui représente le type auquel se ramène l'oscillation de l'axe du tore, et une simple application des formules de notre problème I donne la loi exacte de celte oscillation. On trouve, entre autres résultats curieux, que si la rotation de la planète était assez rapide et celle du tore assez lente, son axe, maintenu dans un plan horizontal, oscillerait en restant toujours du même càié du plan méridien.
On n'a guère considéré jusqu'ici, dans l'étude des mouvements apparents à la surface de la terre, les cas où la pesanteur intervient dans le phénomène de la déviation de t'axe du tore sous l'influence de la rotation de la planète; c'est à quoi nous consacrons la quatrième parlie de notre mémoire. Le pendule de M. Sire se prête à une étude de ce genre :
Concevons un pendule formé d'un tore D et d'une chape E qui oscille librement autour, d'un axe horizontal ab, fixe par rapport à la planète, mais que l'on peut orienter de manière à donner au plan d'oscillation tel azimut que l'on veut. Le pendule ayant une inclinaison donnée et le tore une rotation initiale connue, notre méthode fournit de suite les formules du mouvement apparent. On en déduit d'abord cette conclusion, que la potition d'équilibre stable du pendule fera un petit angle avec la verticale, dans un sens ou dans l'autre suivant le sens de la rotation imprimée au tore, la valeur de cet angle dépendant d'ailleurs de l'azimut du plan d'oscillation du pendule. Si la vitesse du tore était assez grande, cet appareil fournirait un signe sensible de la rotation de la terre.
En dehors de cette position d'équilibre, le pendule exécutera des oscillations dont la loi se ramène encore 6 celle dti mouvement d'un point pesant, sur un cercle qui tourne uniformément autour d'une sécante verticale. Nos formules donnent tous les éléments de ce pendule de comparaison en fonction des données du pendule gyroscopique.
INTRODUCTION
un tel système par rapport à l'axe ab serait trop ue, même avec des vitesses énormes du tore, l'écart r rapport à la verticale fût appréciable sur la terre, memenis successifs nous ont conduit à un appareil lont la réalisation fournit des signes manifestes de 'estre, et dont la théorie est d'ailleurs fort intéresde vue mécanique.
sur la planéle en rotation uniforme, un tore D le chape mobile autour d'un axe horizontal ab pasitre de gravité du tore et perpendiculaire Jt son axe. ;, sur te prolongement inférieur de l'axe du tore, ir laquelle glisse à frottement dur un petit poids irsque le tore est au repos, assure à l'aiguille et à une position verticale d'équilibre stable. Le tore ï rotation rapide, il résulte des formules que nous simplement par la méthode indiquée plus haut : ue la chape soit en équilibre stable, l'aiguille doit rticale un angle d'autant plus grand que son plan t plus rapproché du plan du méridien, el que la e du tore est plus considérable; S" que cette déviai le nord ou vers le sud, suivant que le tore tourne oite ou de droite à gauche, vu de dessus, la dévîagrande dans le premier cas, toutes choses égales pe la déviation cesse el que l'aiguille reprend la «le, lorsque le plan d'oscillation est normal au jue le système, écarté de sa position d'équilibre des oscillations dont la loi est encore donnée par
s obtenues fournissent d'ailleurs les indications les )our déterminer les formes et les dimensions les les de l'appareil, assurer au phénomène tout son i et manifester la rotation de la terre. Nous avons struoient le nom de barogyroscope.
si associer deux tores à axes parallèles dans une Celle disposition, qui donne lieu à des calculs précédents, a l'avantage de fournir une déviation
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plus grande avec une vitesse moindre des tores, et en outre, de se prêter à une expérience de contrôle indiquée par la théorie elle-même : si les vitesses de rotation initiales des tores sont égales et de sens contraire, Taiguille reste verticale dans tous les azimuts.
On trouve dans les OEuvres de Foucault Tindication d*une expérience sur Tinfluence que la rotation de la terre exercerait sur la position d^équilibre apparent de Taxe d'une toupie ordinaire, la pointe étant fixe. L'application de la méthode à cette question nous a conduit à divers résultats intéressants, bien que les équations ne paraissent pas intégrables en général. On obtient, entre autres, ce résultat signalé par Foucault, que Taxe en équilibre fait un petit angle avec la verticale dans le plan méridien, vers le nord ou vers le sud suivant le sens de la rotation. Si Taxe n'était pas libre, mais guidé dans un plan fixe, on retrouverait encore le pendule à plan tournant comme type du mouvement oscillatoire de Taxe du tore.
— 7i(W(i'"!;-',i?''', ■ ■ " 'mp'
SUR L'APPLtCATIOa
SI
f . Un corps ou système de corps S est rapporlé à un système de comparaison mobile OXYZ. Le mouvement de ce système OXYZ se compose d'une translation égale à celle de l'origine el d'une rotation autour d'un axe inslanlané OS passant par ce point. Si S désigne l'accélération absolue de l'origine 0, nous ne ebangerons rien au mouvement relatif du corps S en attribuant à l'ensemble de ce corps et du système OXYZ, à chaque instant, une accélération égale et opposée à J, ce qui revient, d'après le principe de l'indépendance des mouvements, à appliquer à chaque point une force accélératrice égale et opposée ii J. Si donc X, Y, Z sont les composantes parallèles à OX, OY, OZ de la forée motrice qui agît sur le point m dont les coordonnées relatives sont x, y, z ; J„ J^, i, celles de l'accélération J, en remplaçant X, Y, Z parX — «iJ„ Y — niJ„,Z — mj^nous pourrons supposer l'origine fixe et le système OXYZ animé seulement de la rotation OS. Si les forces motrices admettent un potentiel U, et si nous désignons par N Pexpresston
(1) N = — 2m{a:J,-i-yJ, H-aJ.),
'étend è tous les points du système
- mJ,) dy ■*-(Z — tnJ.) dz]
- Sm (J.tli + S,dy ■*■ J.dz)
produisent le mouvement abiolu tions nouviilles où nous sommes du mouvement de translation du donc U -^ N.
dynamiques de Lagrange (*) sont louvement absolu, en sorte que si conque des variables réduites au définissent la position du corps S ; par T, la demi-force vive absolue nédiatement
I du mémoire de Bour. Prenant le des variables qui définissent la rera de (3) tontes les équations relatif de ce système. Mais il faut s commode des quantités N et T,.
nt la niasse totale du corps et X|, Ecntre de gravité G par rapport à
J^mz = H (x,J. -H y,l, + z,J.) ■
1 iér'viét loUle pir rapport
• !■!. .»« - I. / -f-jx im, t^ i, ■:• i.T*
y ri
Appelons p le rayon vecteur mené du point au centre de gravité G, et désignons par la notation a * 6 le produit géométrique ab cos ab de deux segments a et 6 de grandeurs et de jII^'^
directions déterminées; nous aurons • iii
(3) N=— Mj*o. nj
11 suit de là que N sera toujours nul 1"* si Torigine O est fixe i
ou n'a qu'un mouvement rectiligne et uniforme, puisque J sera 1
nul; S"" si Ion choisit pour Torigine le centre de*gravité du corps (p = 0) ; 5** si Taccélération J du point a une direction -r
constamment normale à la droite qui joint ce point au centre de gravité du corps.
Pour évaluer Tj» appelons &> la vitesse angulaire du système OXYZ autour de son axe instantané de rotation OS (*); p, 9, r les composantes de OS suivant OX, OY, OZ et v., t?^, v, celles de la vitesse relative d'un point quelconque m. On sait que les composantes de la vitesse totale du point m (abstraction faite, toujours, de la translation commune) sont
V, -^ qz — ry, v^ -^ rx — pz, v, -i- py — qx^
d'où l'on tire
T, = i Im [i^r, -^ qz —ryY -4-. {v^ ^ rx — pzf -^ {v, -^py-- qxY], ou (4) ïj = T H- G -♦- V,
en posant
T^i Zin(t;î-i- vî-4-i?;),
G == i im [(qz — ry)* h- (rx - pz)« -h {py — çx)*],
V = im \v^(qz — ry) h- v^(rx — pz) -t- v,(py — qx)].
{*) La droite OS est pro|ortionnelle à w et la rotation a lieu de gauche à droite pour l'observateur ayant les pieds en et la tète en S.
ûblemenl la demi-force vive du corps S dam non relatif par rapport au tyttème OXYZ; elle s'eiimédialemenL en fonciion des variables q et de leurs
ente la demi-force vive de S, due k h rotation d'cnautour de l'axe instantané OS. D'après un théorème
I, elle a pour expression le demi-produit du moment du corps S, à l'instant considéré, par rapport à l'nxe
DS, par le carré de la vitesse angulaire u, soit
G = iH«'.
rivons l'expression de V sous la Tonne
'" (y» — ï"») + ql.m(zo, — xu,) + rzm {xv, — f/ii,);
qui multiplient p, q, r sont les sommes des moments es de mouvement relatives du corps S par rapport obiles ; donc, si OQ représente l'axe dn couple résul- (|u8ntîtés de mouvement pour le. point 0, ou l'axe relatif du système S, nous aurons
V«pQ,-H9Q,-.-.-Q..
ie produit géométrique de l'axe imlanlané de rotation éme de comparaison par l'axe d'impulsion relatif du
avantage de ces interpréiaijons géoméiriques données lés N, T, G, V, qui figurent dans l'équaiion (2), ce que, dans chaque problème particulier, elles lireclement les expressions de ces quanliiés en fonc- 'iables les plus commodes pour le problème proposé, Dit besoin de passer par ces longues et fastidieuses
transformations de coordonnées qui alourdissent la marche du calcul.
Nous appliquerons d'abord cette tnéihode à un problème très simple, mais doiU la solution nous servira comme de type pour y ramener celle d'autres problèmes infiniment plus compliqués.
a. PnoBiÉME I. — Un anneau D est mobile autour d'un axe horizontal XX' pattant par ion centre de gravité ; l'axe XX' tourne lui-même, avec une vitesse angulaire constante <o, autour d'un axe vertical 2,011 , En un point M de la droite AOA' perpendiculaire à XOX' est fixée une masse additionnelle m. Déterminer i' l'inclinaison de l'anneau pour laquelle l'équilibre relatif aurait lieu ; 2* son mouvement dans ''' ' des conditions initiales données.
On suppose que XX',AA' et OC sont les axes principaux d'inertie de l'anneau relatifs à son centre de gravité et que A, B, C désignent les moments correspondants (Bg. 1) (*).
Prenons pour système de comparaison le système rectangulaire OXVZ tournant autour de OZ avec la vitesse u. Appelons^ ta distance OM, Ç l'angle Z'OA', compté positivement de OZ' vers OY, négniivement en sens contraire ; cet angle Ç suffisant pour
O Ce problème e
CDl87:i,etdaiil[ioi maUquti, 2* série,
lune génâraliution de eelui qui a éU posé an concouri d'igrégatiaD| s lions douDé deai autres aolutions (Nouvtlia Anttalei de malhé- ,SVI, 19IG, p. ism. Hioui ■ Irailé lussi cette quesUon.
[)neat),sera la variabteqi de l'équail est une rotalioi), avec la vitesse K. Nous avons donc immédiate-
C sint), V = oAï' cos XZ = 0,
-mJ'sin'ï, V = 0;
(C -t- mJ* — B) sint ■*■ \ a'B.
lul; de plus, le centre de gravité motrice se réduit au poids mg de
igâ oos !^.
le problème actuel.
du second ordre détermine ^ en t de considérer un cas particulier asse de l'anneau négligeable : la \
question devient celle du mouvement d'un point pesant M sur un cercle qui tourne autour de son diamètre vertical avec une vitesse angulaire constante^ ou du mouvement d'un pendule simple dont le plan d'oscillation A'OZ' tourne uniformément autour de la verticale de son point de suspension 0. Remplaçons, dans cette hypothèse, (ù par a>' et d par r; Téquation (7) se réduira à
(8) -—=«'' sin Ç ces i; sin Ç.
dt r
* Or, on voit tout de suite que Tégalité (7) rentre dans (8), si Ton pose
d'où l'on tire
^ V A -♦. w^* mr
valeurs toujours admissibles si C 4- m^^^B. Delà ce théorème: Les oscillations du plan de l'anneau qui passe par XX' et par le point M suivent exactement la même loi que celles d'un pendule simple, dont le plan d'oscillation tournerait autour de la verticale de suspension avec une vitesse constante^ la longueur r du pendule et la vitesse &>' du plan tournant étant données par les relations (9).
Il suffit donc de développer la solution du problème du pendule simple à plan tournant, ou d'intégrer Téquation (8). Mais avant cela, il est utile cTobserver que si la direction de la gravité venait à être renversée (OZ au lieu de OZ'), l'équation (8) ne subirait évidemment d'autre modification que le changement de signe de son dernier terme, ce qui revient à remplacer r par — r dans l'équation. Donc, dans la suite, nous serons autorisés à interprêter les valeurs négatives de r comme correspondant à un renversement dans la direction de la pesanteur.
A H- iii<î* " ' A -♦- nicf r' ^ '
(8) la coiidilioii d'équilibre relatif du point pesant M. Pour que C reste conslant, il faut et il suffit, ;' élartt supposé nul pour t<— 0, que -jf le soil aussi, ou que l'on nit à cet instant
nïco»!: — -sinï = 0.
Si donc E désigne l'angle que Fait le pendule OM en équilibre
de deux manières (fig 3) : 1* ou )ù E = ou 71, le pendule reste ien, en posant
lOJid'ons d'équilibre, symétriquei si la condition
■Vî .
re, l'équation (10) est impossible.
la théorie connue du régulateur
e le moyen de discerner les posiitres, mais cette disiinclion résul- «ion des formules du mouvement lous-occuper.
6« L^équation (8), multipliée par icHi et intégrée, donne» la valeur initiale de 2;' étant supposée nulle et celle de C désignée
par Ço»
Ç" ^ — «-* (COS'Ç — 008%,) -♦. ^ (COS Ç — COS Ço),
ou
(H). • ^««'«(COSÇ — COSÇo) (— ;5 — COSCt — COSÇl.
Posons, pour abréger.
/^=-^— COSÇo,
il viendra
dK'
(iV) . . . j^==«"{C08Ç — COSÇo)(/'— COSÇ).
dt
Il faut évidemment que cos ( — cos ^ et /" — cos Ç soient toujours de même signe, et comme le second facteur est d'abord égal à Z*-^ cos 2^0» il suit de là que cos ( — cos ^ -aura le signe de cette quantité au début du mouvement. De là, trois cas à discuter :
f — cosî:o>0, /■— cosÇo = 0, f — cosÇo<0, ou , eu égard à la valeur d^ f, «
cosÇ?<-;^. Il) cosÇo^ ^, ni) cosÇo>;£-.
rûî 9*tù Tfa) ▼
Lorsque Ton a
'■^Vï-
la première condition est toujours vérifiéie. Au contraire, si Ton a '
II) et III) reviennent, eu égard à l'équation
cos E, cos ç, — cos E, cos i:« > cos E.
- cos !;„ étant ici d'abord positif, le pendule se adirale OZ', dC : dt est négatif, donc
: _ oV (cos V — cos ç,} (f— cos ï).
ne peut changer que si C s'annule, ou si le s'évanouit, ce qui implique une nouvelle conlà, trois sous-liypolhèses à examiner, <i, 1,6) /•=!, I,c) f>i.
<Vl
uccessivemenl.
- uV(eos ç — cos ïo) (cos K, — cos K)
1 facile montre que l'angle ^ variera depuis Cg, qui est en même temps une limite supélimiié inférieure ; puis, depuis Ç| jusqu'à ^O' ^^ déâniment, i; restant toujours compris entre lie oscillera donc, en restant toujours du même e, de part et d'autre de la position d'équilibre
définie par l'équation (10), car on a, d'après l'expression de eos (i,
ces Ço -*- C08 Ç| C08 E =3
Le cosinus de Pécari qui répond à la position d'équilibre est donc la moyenne des cosinus des écarts qui répondant aux positions extrémesy de sorte que Tamplitude de rosciliatîon n'est pas la même de part et d'autre de cette position d'équilibre.
1, 6). /*= i. On a, dans ce cas»
--«--w'l/(cosÇ---cosÇo)(1— cosÇ)« — « sîn--i^2(co8Ç— cosÇo); dt 2
une intégration facile donne t en fonction de | et montre que / devient infini pour i; = 0. Le point mobile se rapproche indéfiniment de la verticale OZ' sans jamais l'atteindre.
I, c). Supposons maintenant /* > 1. Comme f — cos Ç ne peut plus devenir nul, il s'ensuit que Ç' ne peut s'annuler et par conséquent ne peut changer de signe, que si l'on a eos 2; == cos Çq- Donc ^ reste négatif, le pendule atteint la verticale OZ', la dépasse, et continue à se mouvoir dans le même sens jusqu'à ce que l'on ait Ç = — Çq- ^^^^^ valeur atteinte, Ç' s'annule, et comme X> ne peut continuer à décroître, sans quoi le radical deviendrait imaginaire, il faut que C' devienne positif. On a donc, à partir de cet instant,
-7- = caV(cos Ç — cos Ço) (f — cos Ç), dt
Ç varie de — Çq * -*- So> où Ç' s'annule de nouveau et change de signe et ainsi de suite. Le pendule oscille donc ici de part et d'autre de la position d'équilibre OZ', par des oscillations d'égale amplitude. •
Le cas que nous venons de discuter se présente nécessairement toutes les fois que l'on a
I') en celle-ci:
— «'•{cosï — cosï,}*,
', évidemmeat, que aï l'on pose
reste en repos relatif daas sa position s l^ montre, en effet, que nous sommes tions d'équilibre définies par l'équa-
sons enfin que l'on ait
<0 UU C09Ço> -^- j
i moindre que ^; il est compris entre [uation (10). D'après la relation (11'), ibord négatir, i; commencera donc par 1 aura
[cos ï — co&Kt){f— cos i;)-
itéra le même jusqu'à ce que ^ s'annule
cos ç == -^ — cos ç, = cos c.
Cl désignant l'angle dont le cosinus est f^ quantité qui est évidemment toujours supérieure à — \. Lorsque Ç aura atteint la valeur Çi, comme il ne peut continuer à croître, sans quoi le radical deviendrait imaginaire, il faudra que C' devienne négatif, le pendule se rapprochera de nouveau de la verticale jusqu'à ce que Ç soit égal à Ç,,» P"is s'en éloignera, et ainsi de suite.
L'angle Ç oscille donc entre sa valeur initiale Ço, limite inférieure, etJii, lif^ite supérieure, et cela périodiquement et indéfiniment en passant chaque fois par la position d'équilibre (10). On a encore la relation
cosE =
cos Ço -*- cos ç,
9. Il résulte encore de la discussion précédente que, lorsque les positions d'équilibrç de Téquation (10) existent, cest-àdire lorsque w' est plus grand que j/^, elles sont des positions d'équilibre stable [cas I, a) et III]. Au contraire, si Ton a
il n'y a que deux positions d'équilibre, Tune stable OZ', l'autre instable OZ (cas I, c).
Il n'est pas nécessaire de discuter l'équation (8) dans Thypothèse, indiquée plus haut, de r < 0. Il sui&t, en effet, de remplacer dans l'équation Ç par n — Ç, c'est-à-dire de compter l'angle Ç à partir de la zénithale OZ, pour ramener de nouveau l'équation (8) à la même forme que si r était positif. On retrouverait donc les mêmes cas que ci-dessus.
L'équation (8) marque aussi les positions du pendule pour lesquelles la vitesse atteint son maximun, car on doit avoir alors
dt:
j de l'équatiun (8),
ons coïncident donc avec celles dans lesquelles le :erait en repos apparent s'il n'avait aucune vitesse
>EllEnT AHALVTIQUE DE LA SOLUTION DU PROBLÉIIE.
a). Nous reprenons l'équation (12) sous la forme l/(cos K — cos ï,) (cos Cl — eos ï)
yi-x' dx
l/(a — 1) (a; + 1) (x — cos ç„) {x — cos ç,)
es du polyn6nie sons le radical sont, rangées par indeur croissante,
— 1 < cos Ço < cos C, < 1.
lire la diflerentielle elliptique à la forme canonique, a méthode de Riclielol (*), c'est-à-dire que nous pose-
■ de Sparre a exposé depuis 11 publicilion de ce mémoire, diDS les •ciiii tcientifiqae, LVIII, ISH, ane méibode beaucoup plus simple p«vr lioD. Mous ï renvoyons le leeieur.
rons, k étant le module, z une variable comprise entre — 1 et + 1 et variant dans le même sens que ^ et que x,
^ — ^ % /( » -^ ces Ço) (i — ces î;,) tg i Ç,
\^k y (1 — cosÇo){i -^cosÇi) tgiÇo
-^ ces Ç|) i — 2 sin ç, i —
ces Ki—X _ m /(l — ces Ç|) (1 X — COS?o"" ^ (i — COS Ço) (i
-♦- COS y i H- « sin t^ { -¥■ z
De là on tire, par des transformations faciles,
^_ sinl(go — g,) sin i (Ço H- Ç|) '
sin (Çd -♦- ç,) -h s sin (Ç« — ç.)
(sin Ço -+- sin Ç,) -♦- z (sin ^ — sin Ç|)
ou, en posant pour abréger
sin ^
sma
. . p,. sm a cos a -H z sin ^ COS ^
sin a COS p H- z sin p cos a
On sait que, par cette transformation, la valeur de t^'dt prend la forme
»ar= .
1/2 (cos ç, — cos U) 1/(1 — r*) (i — AV) ou, après réduction au moyen de l'équation (U),
û? Sin a . dt =
l/(I_2«)(i— AV)
écriture,
m observant que, d'après la relation donne x — ■ cos ç^ et z = — 1 . It vient
it la notation de Jacobi, l'iniégrale
'(l_î")(l_AV)
— K) = — 8n(f(-HK),
1 valeur de z dans l'équation (1K) en
»s o — sin ^ cos p sn (pt -V- K)
>s p ^ sin p cos a sn (p ( + K)
I* que pour ^ = 0, qui donne
: -•- K) = sn K = 1 ,
omme cela devait être, tandis que, pour a
(5K) = — 1, cogÇ = cosï,;
lion périodique du temps t, la durée de « l'oscillation complète du pendule dans donnée par l'équation
— IT- OU encore
sin a
9. Uéquation (17) se met sous différentes formes. On a d'abord, à cause de Téquation (14),
CCS a — k ces 6 sn (pt -¥- K)
(19) . . . .co8Ç = — !- — ^^ -{.
ces |3 — A; cos a sn (pf ■+- K)
On a aussi, par Téquation (15),
(cos p — cos a) (sin a — z sîn (3)
sin a cos p + z sin p cos a (cos p -4- cos a) (sin a -♦- z sin p)
sin a cos p + z sin p cos a
donc
1 — cos Ç cos p — cos a 1 — kz
\ ■+- cos ? cos p H- cos a 1 -f- kz
ou, en transformant et mettant pour z sa valeur (1 6),
,^^, • ,Ç Ço , Ç, 1 -4- fc sn (pe -f- K)
(20) . . . ^'l-^^r^r i^ksn(,t^K)
Cette relation, commode pour le calcul numérique de Ç, fait voir en outre qu'à Tinstant où Ton a
ft = K, ou t = — »
P l'angle ^ vérifle Téquation
c'est-à-dire que te tangente de V angle i Ç est une moyenne géométrique entre les tangentes des angles i ÎJo et \Xs\.
n(lS)
n a cûa p
litution de la valeur de z en fooclion
i — sn [ft ■+■ K) cot |3 -- cot a sn (f ( -t- K)
luire les ronclions de Jacobi. D'après
i(fi() — l^ftcosae,(p()
rquer les relations suivantes :
l^^sn'
lée avec la relation ci-dessus
)s î sin £, 1 — z
s ïo ^ sin Çc 1 -•- ^
il les fonctions », H, B,, S„ de
on déduira facilement
(23) cos ç =
sin taB^
Si Ton considère le cas de f^= 1 comme un cas-limite relativement au précédent, on voit immédiatement que f^^^ 1 donne Çf = 0, A: e=s 1, et par suite
dz
/' dz
devient infini, ce qui montre bien que la position OZ' est une position asymptotique pour le pendule OM.
Cas I, o). C'est celui dans lequel on a
et où, comme on Ta vu, Tangle Ç varie indéfiniment entre H- Ço cl — Zo ^^ passant par zéro; cos Ç est donc toujours compris entre cos Çq et h- 1. L'équation (11') donne, Ç' étant d*abord négatif,
,., di
aatsss »
V/(cos ç — cos Ço) (/'— cos Ç) ou, en posant x = cos ^,
dx
adt ==
\/(x — i) (x H- i) (x — cos g (x — /')
Les racines du polynôme en a; sont, rangées par ordre de grandeur,
— l<cosÇo<l </;
Posons, d'autre part,
ce qui, à cause des relations
1 — cos ïg >= 2 sin* «,
I + C09 « COS S
L'ëqualion différemieile du mouvement deviendra
dz pdi= —
l/(i-^«)(l-AV)
et l'on aura, en intégrant el observant que t=mO donne {; ^^ Çq
elz = — 1,
(28) . . . .3 = sii{p( — K) = — sn(pI-4-K).
Celte valeur de z, substituée dans les équations (3S) et (26), les transformera eomme il suit :
COaa -4- COS ^ COS Sa — (cOS « — ces p COS 2a) SB {p( -+• K)
I (cos m -H COS p) — (cos a — cos p) sn (p( -*- K)
(29) (sin' - = sin* « COS f
cosi; — costlo^sinasinSa
(cos a -+- cos P) — (cos a. — COS p) sn (p( + K)
i — SD(p( + K)
(cos« -»-co« p)— (cos«-co«p)8o(p^-K)
I équations (39) est commode pour la disous- |ue, pour
llalioD complète du pendule est donnée par la
8K sio p
«(( -I- COS a COtl jS
Duvcment peut être présentée sous une forme loyen de la relation rappelée plus haut
[26) s'écrivent alors comme II suit :
cos « j" l -] «î [^1 -4- cos s ei (-^
L*aDgIe ( est donc ainsi exprimé en fonction explicite du temps sous des formes variées.
ts. III"* cas. Nous avons ici
/'<C08Ço,
et Tangle ^ est compris entre zéro et Tangle E défini par Téquation (10). Nous avons établi que, dans ce cas, ( varie entre Zo ^^ tine limite supérieure i^i dont le cosinus est égal à f. L*équation (13) devient
,'di — ^
l/(co8 K — C08 Çq) (cos Ci — cos Ç)
dx V^(x -*- 1) (x — cos Ci) (x — cos Ço) (x — i)
X désignant toujours cos (. Un calcul tout semblable à celui du cas (ly a), et dans lequel on posera
donnera
puis
d'où
\-k t^iKo .,, . sinp «=a » dou !:«=-:
i -«- A; tg i Ih sm a
X — cos Ç, sin Ç| i — iE cos Ço — X sin îo 1 ■♦- «
sin « cos a — z sin 6 cos 6 X B= cos Ç «—
sin a cos ^ — z sin p cos «
D^autre part, en posant
p sszfsf sin «9
men l'égaliié ci-duius par ■■ lubsiiiulion de x A x,
dz '
pdt
— donne x^cosÇo ei z •= — 1, on «uni
z ■= an (pi — K) = — sn (p( •*■ K).
xUe valeur de z dans réqiialion ci-dessus, on trouTera sin acasa -t- âap cos ^ sn {ft + K)
cosï-
BJn CE C08 p + Bin ^ cos « sn (p( -i- R)
aussi, comme nous l'avons fait aui n" 9 et 1 0, donner ation les formes suivantes :
1 1; — cos i;, BB — sin ç.
2 ^ î 1 + A sn (p( + K)
1 — sn {ft + K)
cot ^ -f- cot CE sn {ft ■*■ R) cos » a, {ft) ■*■ ^T cos p 8, fpO fMsp9,{ft)-*- l^Tcos > e, {f ()
e d'une oscillation complète du pendule sera 4R 4R
i une analogie évidenle entre les solutions dans le cas ins le cas 111.
14. PitosLàHB II. — On a un gyroscope (Og. Z et i) compote d'un diique ou fore D, d'un anneau intérieur I , d'un anneau extérieur E. L'aw neau E est maintenu en mouvement de rotation umfomte autour de son diamèlre ZOZ', avec une vileste angulaire a. L'anneau I peut pivoter librement autour de wn diamètre XiOXj, perpendiculaire à ZOZ'; te disque D a r«fu, à l'instant initial, une n>tation autour de son axe de figure OÇ maintenu immo- ^'*' *■ bile, ainsi que l'anneau I,
par rapport à l'anneau E. On demande de déterminer le mouvement relatif du système (D, I) par rapport à l'anneau extèriew. L'axe OÇ est porté par l'anneau 1 dont il forme un diamètre perpendiculaireàXiOXj; de même, l'anneau I repose sur des pivots supportée par l'anneau E, et le diamètre X,OX, est la ligne passant par ces pivots. Les axes de rotation ZOZ', X,OX, et Oî se coupent en un même point fisc 0, centre de gravité commun des trois corps, qui sont supposés de révolution, D autour de Oi;, 1 auiour de OY, perpendiculaire à Oi; et
OXi, E autour de OV perpeodieuUire A OXt eli OZ. Pour acun des trois corps D, I, E, nous appeI(His équateur le plan mé par le poiot normalement à l'axe de révolution ; moment nertie axial (C, ou C|, ou C,) le momenl d'inertie relatif à te de révolution; moment d'inertie équatorial (A, ou Af,
A,) celui qui se rapporte k un rayon quelconque de l'équair. Le système de comparaison auquel se rapportent les tuvemenls relatifs est ici le système rectangulaire OX|VZ irnant autour de ZOZ'; le corps mobile S se compose du ique D et de l'anneau I.
Nous appelons Z l'angle ZOi; que fait l'axe de figure du ■e avec la droite fixe OZ, compté positivement de gauche i >lte par rapport à 0X|; 9 l'angle que fait un rayon mobile ' de l'équaleur du tore avec la trace OX^ , angle compté posîement dans le sens X, Y| ou de gauche à droite par rapport h ; n la rotation initiale du tore, prise avec le signe + ou — ivant le sens de cette rotation par rapport à O!;. Nous appliquons les équations (3), (5), (4), (5), (6). Les comsantés de la rotation apparente du disque suivant 0X|, 0Y|,
sont respectivement égales à ('> 0* f' ; on a donc, d'après des iorèmes de mécanique bien connus, pour le tore
4(Aï--.C/'),
G = -(Asin'ç + Ccos';), z
\ = a (AÇ' cos XiZ -^ Cf' cos ÇZ) = C«f' cos ;;
pour l'anneau intérieur, dont le mouvement relatif se réduit ne rotation C autour de l'axe OXf,
G — - (A, cos* Ç + C, sin* E), V -= 0.
On a donc, pour Tensemble des deux corps D, I, en vertu de
régalité (4),
T, = i (A -4- A,) ç" -f- - C/« + C«/ ces ç ^ ^ [(A -»- C,) sin« ç
^(C^ A4)cos'ç],
ouy en posant pour abréger.
A -H A| s= Oy A -♦- C| — A| BB 6,
(57) T, = - aÇ" ^ - C (/ -4- « ces ç)' -h — (A» + 6 sin« Ç).
Le centre de gravité des corps D, I étant fixe, il n*y a pas de force motrice, U est donc nul, et, d autre part, N est nul aussi (n^2). L^équation (2) se réduit donc ici à
d dT, DT, dt df ' dqf
ou, en prenant successivement ^ = cp, 2; et remplaçant Tj par sa valeur (37),
— (f ' -f. « cos ç) = 0,
a h C (f)' + cos Ç) & sin Ç — «'6 sin ( cos I^ == 0.
dt
La première de ces équations s'intègre immédiatement et donne, /| désignant une constante,
ou
f ' -♦- « cos c s /|
et la valeur de /|, déterminée par les données initiales, sera
/i = n -•- tf cosCo)
upposé t^ ^ 0, f esl donc déterminé par l'équa-
/■=n — «(cosÇ — cosï,),
de f ' + u cos t; Hang la seconde des équations donnera
tle équation, déterminons la constante par la ), nous aurons
iC(,B (cos ; — cos Cl) — w'fc (cos' ç — cos* ï,l , rons aussi sous la forme
on (39) fournil immédiatement les conditions nt supposé nul, l'ase 0( du tore garde une inclii ^ sur la droite de OZ.
jfGt, pour cela, que l'on ait
a sin ç„ (C^, — a6 cos (,) = 0.
n ne peut être vérifiée que de deux manières : Ktsant sin Zo^O, c'est-à-dire Ço ^ ** ou it, et isque coïncide, dans sa position initiale, avec l'aie ou avec son prolongement. Il est clair, en effet, onditions l'axe 0^ ne prendrait aucun mouvertà l'anneau E;
3" Soit en posant
C/| — ab cos Co «=» 0,
ou^ diaprés la valeur de /^
(42) n = a ces Ço = y-
Kê ■
Si donc (o ^^^ donnée il suffira dimprimer au tore une vitesse initiale de rotation égale à v, pour que son axe garde une inclinaison constante sur OZ.
il suit d'ailleurs de Féquation (38) que si Z est constant, 9' reste constant et égal k n; la vitesse relative de rotation du disque restera donc invariable.
Il suit encore de Téquation (42) que si le tore n*a reçu aucune
rotation initiale (n = 0), il ne restera cependant pas en repos,
généralement^ par rapport à Tanneau E. Pour que Téquation (42)
soit vérifiée par v =» 0, il faut que cos Çq soit nul, ce qui place
Taxe 0^ du disque à angle droit sur Taxe OZ, à Tépoque ; = ;
ou bien, que Ion ait
c'est-à-dire
C — A = Ci — A|.
Cette condition peut évidemment être réalisée par une construction convenable du gyroscope (*), et, dans ce cas, l'équation (42) donnera v = 0, quel que soit Çq; de plus, <p' sera constamment nul. On peut donc énoncer cette propriété :
Quand l'excès du moment d'inertie axial sur le moment
{*) Si, par exemple, D était un disqae cylindrique de rayon R et d'épaisseur A ; I un anneau cylindrique d'épaisseur h^, dont les rayons interne et externe seraient représentés par Ri et R^, cette condition reviendrait à celle-ci :
ou, approximativement,
R* = Rî— R*.
! équatorial a la même valeur dans le tore et dans t intérieur, »i It tore ett en repos relatif à Piratant il y reliera indéfiniment, quelle que soit l'inclinaison de son axe de figure sur l'axe de rotation du système de lison.
Développons maintenant les conséquences de l'équa-
idenliSer celte équation avec l'égalité (il), il suffit nent de poser
^ «'6 g Cl,»
m a égard aui valeurs des quantités a, b, If,
V A -*- A, CB[n-f-ucosî,)
les gyroscopes tels qu'ils sont habituellement construits, — A| aune valeur nécessairement positive et a est I vertu des formules (43), le problème actuel est donc à celui du n* 5, et l'on peut énoncer ce théorème lable :
ue l'anneau extérieur du gyroscope tourne uniforméitour d'un diamètre OZ, et que le disque a reçu une initiale autour de son axe de figure maintenu en repos port à cet anneau, l'axe de figure du disque oscille, par à l'axe OZ, comme le ferait par rapport à la verticale point de suspension un pendule simple, dont le plan tion tournerait uniformément autour de cette verticale, e angulaire u' de la rotation du plan et la longueur r ule étant données par les égalités (45).
Si la masse de Tanneau intérieur était négligeable, on aurait
On voit qu'il reste simplement à appliquer ici les formules trouvées précédemment pour le mouvement du pendule, ce qui n'offre aucune difficulté. Nous pouvons d'ailleurs supposer u positif; cela revient à prendre la direction OZ du côté* pour lequel la rotation de Tanneau E serait vue se faisant de gauche à droite. Nous supposerons aussi ^o < ^0% puisque Ton choisit à volonté le sens dans lequel est dirigé Taxe de figure 0^.
19. Considérons d abord la valeur de r, qui donne lieu à trois hypothèses distinctes :
A) n -♦- « cos Ço > ;
B) w -4- û) cos Ko < 0;
C) « -♦- » cos ïo = .
Dans rhypoihèse A), r est positif; la solution développée dans les ^ 11 et III s'applique sans modification. D'après ce que nous avons dit au n® 5, nous avons à considérer trois cas, suivant que
/■— cos Ço = 2 ( -^ — cos Ço)
est > 0, = 0, ou < 0, ce qui revient, par la substitution de la valeur de /|, à considérer ces trois cas :
I) « > -— -«cosÇo;
II) n = -— — a cos Ço ;
C III) n < — — — o cos Ço
On remarquera que le second membre de ces inégalités n'est . autre chose que la vitesse angulaire v qui répond à l'équilibre
plu9, le cas ]) comporte trois hypothèses elon que l'on a
t. -»l, ou > I,
Cj^'tos'j — CeostoJ'
_^(6..,.i--cc.,t.).
>j{»"»'|-Cc05E.)-
;., »<î((,.„,.|_cc.st.).
}pe oscille en l'approchant et s'éloigrutnt Ureclion OZ sans t'alleindre, l'angle Ç supérieure Çq et une limite inférieure Ç|
;n fonction du lemps par les équations lesquelles on fera
atiou complète de l'axe OÇ scr»
_4K_ 4K . /ô" "T~«sina V ï'
Cas I, 6). Cest un cas-limite du précédent. L'axe OÇ s*approche indéfiniment de OZ sans atteindre jamais cette position* limite.
Cas I, c).
* — C »/. .Ço ^ \
n > — - — fil ces Ça, n > - 16 ces'— — C cos (« j •
L*angle ( varie entre les valeurs extrêmes -^ l^oei — Co, de sorte que l'axe de figure du tore oscille égalemeni de part et d'autre de la position OZ, et périodiquement. L*angle ( est exprimé en fonction de t par les équations (39), dans lesquelles on a
Çi
« ^ — > sin ô 8> lin 2 ^
in i Ço \/ '
Jfc =
\ — COS a COS |3
f- COS « cos p
• /Tsina
r n. sin A
asm (3
(1 -«- cos a cos p).
La durée de roscillalion complète de Taxe Oi; sera
f S« L*hypotbèse II) correspond, d*après ce que Ton a vu au n* 15, à réquilibre relatif de Taxe OC; ( est ici constant et égal i (0, 9' est constant et égal à n.
Enfin, le cas III) se rapporte, dans le mouvement du pendule, au cas que nous avons discuté au n* 13. Vaxe 0( oscille encore en restant toujours du même côte de OZ, mais en s'éloignani d'abord, puis se rapprochant périodiquement de OZ. L*angle i; varie entre son minimum 1^ et son maximum ^ déterminé par réquation
— cos fa.
le esl repréi weillation a |
._SLv
USIDS •
inanl h exi ' négative. It
d'une valeu nd & un rem I suffira, di ou de conif nèmes forai
dans l'hyp
olhèse C) oi
ilue du tore t ce cas inti
= — (cos'ïo
lent que cos' varie entn
oscillations de la perpe iciion du lei
nt que Co es
Si noua hisons «Bsuiie
cos <; = I C09 i^i , fc* = cm' i;,, X variera entre — 1 et + 1, et la substitution donnera
d'où l'on tire, en intégrant et observant que pour f <» on a !;-.{,«» — I,
•/ l^(t— «"XI-*'!") ■{ l/(t— I*)!!-*'!-)
d'où, eniin,
(45), . . a! = sn(R — »t^^),= 8n{u(^^(^+ K),
ou, si l'on fait usage des fonctions 6,
ou enfin, & cause de la relation entre k et Çq,
(46) ... : . „.s-±i/s^iî!:5'.
le signe + se rapportant au cas où cos (g est positif, le signe — au cas où il est négatif.
Il suit de la formule (iS) que cos Ç, égal à cos 1^ pour t^=Q, devient nul pour eafl^fi = K, ou
puis égal à — cos Ce pour
de suite; ei que la durée d'une oseillalioD entière de
I tore est
II est encore un cas particulier qui mérite d'être signalé. construction ordinaire du gyroscope, la quantité
itive; mais on pourrait cependant, par une disposition mnclle, réaliser la condition
b — 0, ou A-t-C, — A,<=0(*).
I ce cas, l'équation (10) se réduirait Ji
dÇ* 2C/.M
de
-(coiÇ— «wï,),
jire à Téquation ordinaire du mouvement du pendule La longueur r du pendule synchrone serait
Ct,a Cfi> (n •*- a GOS ï()
se, par conséquent, que celte de li formule (43) qui se e au cas général. Hais il n'y aurait plus, dans ce cas-ci, tion du plan d'oscillation du pendule.
) cette hypothèse toute particulière, le mouvement d'otcilie t'axe du gyrotcope terait donc un timpk mouvement lire ordinaire.
iffinii pour celi que le diiqiw tti m eyliadre anuit de njoa R et d'épaisl'aimeiu iaMrieor un lutte cTliadriqua de hiuUar SA', dont lu njons isUricar ir uniïiii R' el R", et que l'on eAi entre ce* tléneDl* li reltlùn
Ddiliou
Lien tonjonn une filrur de A' propre i lérlBer cette éqmlien.
(Suite.) ROTATfON DU TORE DANS SON PLAN.
%%• Il nous reste, pour achever la détermination du mouvement du disque, i trouver Texpression de Tangie 9 en fonction du temps. Pour cela, nous reprenons Téquation (38), nous multiplions les deux membres par dty et en intégrant entre et U nous trouverons, <Po ^^^^^ ^^ valeur initiale de 7,
f = fn-^nt — » / (cos ç — cos Ço) rf<,
ou, SI nous posons
et si nous observons que ( = donne u = K,
(47) . . . f = yo -+- «< / (cos ç — cos Ço) du.
\ On remplacera cos ( — cos X^ par sa valeur, donnée, suivant le cas, par Tune des égalités (21), (39) ou (34), et Ton effectuera Tintégration. Mais, pour cela, nous devrons faire usage de certaines formules de la théorie des fonctions elliptiques que nous allonj d*abord établir d*une manière générale, parce qu elles nous seront souvent utiles par la suite.
Soit à trouver la valeur de Tintégrale
psn ti
(^sn u
àu^
a, (3, 7^(} étant des constantes données quelconques. On a identiquement
a-t-6snti a a^ — 6r (^sn'tl , ^ ^ . sn ti = - -* ' : ^—. («fJ— 8y) -T 5— r-
ions toute l'équalioa par du et intégrons depuis u ■— K posons en outre, k désignant le module de la fonction sa ti,
- _p A BD a,
t a étant déterminé par cette équation. Il viendra
tL+P»au a «J— py /" isnosn'w
— î- A(«!-(ii-K -f r- / z — ir-ï — î-**"
y-t-ianu y r •/ ^ — fc'sn'asn U
«J — pr /■•■ snurfu y* J 1 — A* an' a sn* «
ic formule très connue de la théorie des fcmctions : donne d'abord
'sn'flso'u Jt en dn o L» (a) 2 »(u-»-a)J
ime népérien 1. étant d'ailleurs supposé s'annuler en ips que u. Pour obtenir la valeur de l'autre intégrale.
ng que
dnz •
ra
sn urfu _ y™ an (z -«- K) àz
— A* sn' a an* M J 1 — fc* sn* (oi + K) an' (z + K.)
dn* a, en z do z dz dn'a, p' en z dn z Az
i)*a,do*z — A* en' a, cil* e *" J I — li'sn'ai sn*z
y"' rf.sni *
' \ — )t* sn* a, an' z
Mais on a
d .snz f d.snz i d.snz
1 — ib* sn' Oi sn* z 2\ -^ kBna^snz â i — ik sn Oi sn z
d*où
/' d.snz i i -*- ksna^snz
i — 4* sn* ai 811* z 2A; 8Q 04 * i — Ar an Oi su z
Substituant et mettant pour a^ et z leurs valeurs» on trouvera facilement
/•" sn U(iu i p — A8n(a-*-K)8n(in-K)1
^y 4— i(:«sn'asn^#'^î2Acnodna L^-t-iksn(aH-K)sn(ti-fr-K)J*
Portant ces divers résultats dans Téquation (48), on aura définitivement la formule
i au» ~ (ti — K) H — — 4 —- (u — K)
y-^-âsnu y r'Arcnodna 6 (a)
(49) fi .
a$^^ , re(t/ — a) 1-f-*8n(a-4-K)sn(t/-*-K)l -^ 1. I ' • ——-—--————— I •
!2r'^cnadna L6(w-+-a) !>-fcsn(a+K)8n(ti+K)J
On se rappellera que l'argument a qui figure dans cette équation est déterminé par la relation
- s=r A: sn a.
SS. Revenons maintenant à Téquation (47), et examinons successivement les différents cas que le problème nous a offerts.
Cas If a). La valeur de cos Ç — eos 1^ nous est ici donnée (voir au n"" 1 7) par Téquation (21 ), que nous écrirons sous la forme
i — sn II
cos K — cos Ço = sm Ko sm ô ; »
cos p — k cos a sn tf
ifiid
dam laquelle on sait que
*— •—• p-»ul/ïi(in«, » = «(-♦- K.
sina . '
tion (47) deviendra donc
kùnn, r- i— snw
— f, + iit — / ; du.
V'ft, ./ cosp — k KM a tau
ra donc, pour appliquer ici la formule (49), y rempls- ', J, respectivement par
1, —\, cosp, — h cota,
ite, poser
■in o lin a
nent a est donné par l'équation
k cos a
ft gn a = ,
easp
ileur est négative, quel que soit le signe de cos Ço. car
^^ 2C/, 2C(n-*-«co8C)
î ï. = -7- — coî ïo = — ^^ ;; — — cos ï,,
avec la condition
n +-6JcosÇ|,> 0,
donne
C08 Ko -^ cos Ç| B â cos flc cos |3 > 0,
donc cos a el cos |3 sont de mteie signe.
D autre part, on a
cos' 6 — cos' a sin Co sin Ç|
cn'fl= 1— sn'a» ^—r- « r- — > 0,
cos* p cos' p
d*où il résulte que i*on a sn* a < l^^et par suite
sn a < et > — I ;
a est donc réel et compris entre zéro et — K. Nous poserons en conséquence
ff désignant un argument compris entre et K. Il viendra ensuite
. ,, , . sin* ô cos' a sin(, sini;,
dn'a= \ — *'sn'o=« — ^ — r- -= -— — .
sm'a cos'p sm'acos^
d'où» puisque a est compris entre et — K,
l/sm Çosin K^ . V^sm t^ sm Ç|
cna=: 1 an a as — ; 1
cos p sin a cos p
et enfin
a J — Py 1
r'Â: en a dn a A sin Co
Il suit encore des valeurs de en a, dn a, que Ton a
f , .,v sin ô en o
A; sn (tt -4- K) >B — L _ — s= sm ô.
sin a dn a
Substituant ces divers résultats dans Téquation (49), on en déduira
1 — sn M , w — K \ 6'{a) ^
du= — -^ — 1-; (u — K)
COS p — A: cos a sn tt cos p k sin Ç„ o (o)
i . p (« — <») i -♦-sinpsn(ii -4- K)l 2fc sin Ço L^ (w -^ o) I — sin p sn (m -*- K)J
int dans l'expresBion de <f, oEwervant que l'on a
I [«i (p' — ff) 1 * sin p an p("
2l/]!r ' let(p'-^') 1 — sinPs
]e celte équation que l'angle tp, qui détermine la
isque par rapport è l'anneau intérieur, se compose :
rme constant, égal à sa valeur initiale;
rme proportionnel au temps;
rme périodique, dont la période ^ est de même
elle de l'oscillalion de l'aie du lore par rapport à
u reste directement, au moyen de l'équation (38), e rotatoire <p' du tore relativement à l'anneau inlénd périodiquement sa valeur intiiale n, chaque fois revieni à son inclinaison iniiiale i^^, et qu'elle en ntraire le plus possible chaque fois que l'angle ^ ;«r C,.
c). — La valeur de cos i; — cos !;o **' donnée dans e n* 17) par la troisième équation (39), savoir :
(COS a -t-cos^} — (cos a — cosp)sn{pI -♦■ K) I on devra poser
*' Cfi ■♦- (C — 6) » cos ç.
cos «E CQS p sin p
cos « COS jS,
Là formule (47) détiendra, en conséquence.
« /** i — sn ti
(5i)f=«»o-Hnt — sinasinâa / * du,
p •/ (cosa+cos^)-(cosa— co8p)snti
Pour déduire la valeur de cette intégrale de Téquation (49), il sy£Bra de remplacer dans celle-ci a, P, 7, d respectivement par
1, — i, ces ot -«- ces p, — (cos a — cos p),
et par suite,
aâ — pr par Scosp,
cos « — cos 8 « — Ô a -4- 13
Asna par 7=*»tg — r-^ tg i--
cos <K H- cos p 2 2
* Lea^angles a, ^, étant moindres que 90®, la valeur de sn a sera positive ou négative suivant que Ton aura
a ^ p, ou 26m cos* i ^0 ^ C (n -t- « cos Ço)«
Les deux hypothèses sont admissibles, puisque nous n'excluons aucune valeur du rapport n : gd. Nous tirerons ensuite delà
, ^ _ , (cos a — cos ô)* (i -4- COS a COS j3)'
CD a = 1 — sn a = \ — -• ■
(cos « -♦- cos P)' (i — COS a cos p)'
4 COS oe COS p sin* a. sin* p
(cos a 4- cos P)* (1 — cos a cos p)*
donc
i— sn'o>0, sn'a < i,
en sorte que a est réel et compris entre zéro et ±: K, suivant que a est ^ ^; donc en a, dna seront positifs. Enfin, on a encore
, , . ,. • - (cos a — cos ô)' 4 COS a cos ô
dn' a as= i — fe* sn' o =« i — ^^ ^ = L- .
(cos a •*• cos P)* (cos a -I- COS p)'
! le on lire, par subitilution et rëduciioo, la valeur
ai — ^ 1-t>G0SBC0*P
y'A en a do a lia p sin !j« stituer dana la formule (49). On obtient ainai
(coa B t-eoBp) — (cot a — cos ^] sn u cos « + cos p
■in ^ sia Sa e (a) l-+-cos«cosp r e(M— a)t-*-*sa(a+fc)sn(«-t-Kn "^2sinp8ina« ' [«(ii + n) !— Jl»n(o + i;)sii(« + K)J'
ïportons cette valeur dans l'équation (SI); remplaçons ■ pf -4- K, a par ± tr, l'argument a étant compris entre zéro ; 6(p(+K±!T) par 9i(pf±9); observons aussi que
ol/f» ^— (I -*- cos B cos p).
1 -I- cos « cos p dn u I -»■ cos a cos p sn((>l -•- 2K) = — snpt;
aurons définitivement
/ » gin a sin 2«\ 1 8' (<r)
\ Msa-v-cosp/ i/^ ,(,J i r«i{p' T') 1 -t- eos a cos p — lin a sÏQ p sn pli ~8V^ ■ Lmp'±') ' l +cos«cosp + sin«8inpsnftJ'
gne supérieur se rapportant au cas de a > ^, le signe infér au cas de a < |3.
L'aii(;Ie 9 se composera donc encore ici d'un terme propor lioonel au temps et d'un terme périodique, dont la période ser la même que celle du mouvement de nutation de l'axe Ot^.
%4. Ca» III). — La valeur de cos ( — cos !^ est ici donné (voirie n* 18) par la formule (Si), dans laquelle ou a
Nous aurons donc
cos ï — cos ï, — — »in î;, sin p -
cos ^ H- A cos B m u et l'équation (47) deviendra
Le calcul est absolument le même qu'an n* 39, cat l, a Noua nous bornerons donc 4 donner le résultat, qui est le su . vsnl:
!T — ^-^-(»^-l-«tgpsi_nl:,)' ^K^«(ff}' ^ 'l\{tt-t-«)i-t-»apmtt]
Dans cetle équation, o- désigne un aliment compris enti léro ri K, déterminé par l'équation
î-'fTT^" ■
-«- "■ité let différents cas qaî se rapporlcDl k
n -•• M COI (, > 0.
[Uela celle même expression est négalîve se comme nous l'avons vu (n' 18), en suppode l'axe des z positirs soit renversée, et ne conséquent aucun calcul nouveau. Mais il ir l'expression de f dans le cas particulier oir
n -I- coa Co = 0.
réduit ici évidemment i
ration, f = ï, — ».y" cosïdt.
uvé l'équalion
ï = CMi:o8n(B(\/^+ Kl,
^1 à la valeur absolue de cos ^; si donc
cosç, /" = f» ^- / *" M du.
l comprise comme cas particulier dans la I ; il suffit d'y supposer l'argument a égal à
2Jt ' \ + t sn (1/ •*- K)
D'après cela» nous aurons, en remeitant pour u sa valeur,
cos Ço . I -♦- ik sn »/ l//t4
fo —
Observons que k esPégal à d: eos 2^0 suivant que I^q est < ou > \j que» de plus, on peut faire langle 90 nul, en prenant pour le rayon 0| de Téquateur du tore, celui qui coïncide à l*époque I =a avec la droite OX4. Nous aurons ainsi
1 — cos ^ sn a( \/fi
^\/fi 1 -4- cos Ço sn «t V^fi
Cette expression très simple de Tangle 9 manifeste une propriété curieuse du mouvement de rotation du disque dans le cas que nous considérons. Elle ne renferme plus de terme proportionnel au temps, mais simplement une fonction périodique du temps, dont la période est la même que celle de loscillation de Taxe du tore. Ainsi, 9 est nul pour <=sO; de / =0 à t «» ^, Fangle Ç varie de I^q h i n et, Ço étant supposé < f , Tangle 9 décroit jusqu'à
— l'tg— »
SK
valeur minimum. De f = ^ à t==»~, Ç varie de i it à If — Zof et l'angle 9 revient à la valeur zéro. Puis il croft
jusqu'à la limite supérieure
-^- Lcol —
pendant que t varie de
aV u
et ( de 7r — 2^0 à i n; enfin 9 revient à la valeur zéro lorsque t atteint la valeur^, ( reprenant la valeur ^q. Puis les angles 2; et 9 repassent par la même succession de valeurs dans les mêmes intervalles de temps. Le disque n'accomplit donc jamais
I la chape intérieure I, mais s entre les limiie* d'angle
U. Sire, deatîné à imiter les effets que la rotation de la terre produit sur les corps tourmint k sa surface, cl dont la description te trouve d'ailleurs dans les Mémoirei de la Société d'émulation du J!>ou&s (*), se compose essentidlement 1* d'un grand cercle en cuivre G (Gg. S) figurant un méridien terrestre, auquel on imprime, au moyen d'un système de roues d'angle actionné par une manivelle»
une rotation continue autour de son diamètre vertical SS', qui représente l'axe de roution de la terre; 3* d'un gyroscope composi d'un tore D et de deux anneaux I, E, semblable k celui que nous avons
[é par une pince P & la cir>
«mréreDce du cercle C, et de lelle sorte que Taxe ZZ' autour duquel tourne l'anneau extérieur E soit maintenu fixe dans le plan du méridien. Dans les expérieaces de M. Sire, l'axe ZZ' était habiiucMement dirigé suivant le rayon du méridien, mais nous supposerons, pour plus de généralité, qu'il ail une direction fixe quelconque dans le plan de celui-ci. Nous plaçons l'origine du système de comparaison OXYZ (fig. 6) au centre du gyroscope; OZ sera l'axe de l'anneau extérieur, le plan XY lui étant perpendiculaire et lié au méridien mobile; OS est parallèle à la direction positive de Taxe de rotation du méridien ou cercle C; OX est la projection de OS sur le plan XY, et se trouve ainsi dans le plan du mért- ''■ *• dien auquel OY est per-
pendiculaire. Appelons 1 l'angle SOX, 6 l'angle ZOi; compris entre l'axe du tore et l'axe OZ de l'anneau E ; <^ l'angle X,OX compris entre OX et la trace OX) de l'équaleur du tore sur le plan XY; ip l'angle XjOE compris entre OX, et un rayon mobile 0| de l'équaleur du tore : 6, i/i et (p sont les trois angles bien connus qui définissent la position du lore et de ses anneaux par rapport au système mobile OXYZ. Vang\e 6 est compté positivement de 0° & 180% à partir de OZ, de gauche à droite autour de OX,; (f- de 0* à co , de gauche i droite par rapport ^ OZ; <p de 0' à ce, de gauche à droite par rapport à la direction OÇ de l'axe de figure du tore. Soient encore y, ^„ y^ les angles que forment respectivement les axes principaux d'inertie OX,, OY), OÇ du tore avec la direction OS de l'axe instantané du système de comparaison; u la vitesse angulaire du méridien autour de son axe, et calculons les quantités nécessaires pour former l'équation (9).
Le mouvement relatif du tore par rapport à OXYZ se com-
-ao-
roiBtion 9' autour de 0X|, d'une rotation il-' autour le rotation f' autour de 0!^. Les composantes de la antanée du tore suivant 0X„ OY,, 0^ sont donc ;nt
S', *' sin 9, f ■+■ t' r08 S,
es moments d'inertie du tore par rapport ft ces axes Z, on aura, pour le tore seul, d'après des théorèmes
' = i I A (fl" + 1" sin' 8) -»- C (f ' -t- i.' cos •)*],
; = ^o)'|^A(cos'y -4- C03*r,) -•- Cros'y,],
l' cos y -4- A^' stn fl cos n -•- C (y' -«. ^' cas «) cos y,].
uler les quantités correspondantes dans le monvenneau intérieur, il suffit d'observer que les axes if, OYi, OÇ sont ici remplacés respectivement par Yf, en sorle qu'on devra remplacer 6, i^, f, y,j|, y„ îspeciivement par^ — 6, re -t- if , 0, jr — 7, /), 71, ;t l'on aura, pour /'anneau I,
i [a, {fl" *■ '^" cos' fl) ■*- C, i(.'* sin' fl],
i u' [A, (cos'r + cos'ri) •+■ C, cos "y,],
u (A,fl' cos y -1- Ai*' cos s cos y, -f- C,^' sin d cos y,).
meau E n'a qu'une simple rotation relative if' autour c pour cet anneau,
", G = i(u'(A, cos*y H- A, sin'j -«- C,cûs'i sin'*),
V = ».A,f sini.
it ces diRërents termes, nous aurons, pour le ti/sféme il entier, d'après l'équation (4),
+ A,)«"+ (A-i-C,)*''sin'9-t- A,^'''eos'8-HArf" t-*'co3fl)']-i-io'[(A-«-A, + A,}cos'r-t-(A +-C,)cos'y, A|}co8'y,-HA,siD'j + C,cos*isin*t]+c5[{A-«-A,)fl'cosy
C,}ji'*,inflcosy, -»- A,*' COS S eosy,-^ €(?'-*■*' cos «)cosri
On a d'ailleurs, comme on le voit faeilemenly les relations
icosr '«''cos Aeos^, cos^i =3 sin A sin 6 — cos à cos e sin <p, cos^s = sin > cos -4- cos l sin sin ^.
Ayant égard è la première de ces relations et groupant convenablement les termes, on mettra T^ sous la forme plus simple :
T, = i j (A -+- A,) («' H- » cos yf -♦- (A -♦- C,) (^' sin ô -*- « cos n)' -h Al (^' cos e -♦- ca cos y^f + C (f ' -♦- ^' cos e H- « cosr»)* •¥• ti{Y -^ a sin x)' -♦- w'co8*A (A, cos' ^ -^ Q% sin'^) j ,
Al -♦- Aj,
nous
ou encore, en posant pour abréger l'écriture
a = A-i-Ai, 6«=A-i-Ci — A,, o' «
et faisant usage des équations (S5), sous celle-ci que emploierons de préférence :
T, = i ja [b' -♦- « cosr)' H- b («p' sin + » cosrO' (56) . . i -^ Q(f -^ Y cos B 4- « cosr«)' -*- cl' [V -+- « sini)*
-#- «' cos' > [Al -H (Al -*- C, — A,) sin'^] j .
37. Il n'y a d*9utre force motrice que la pesanteur; mais comme le centre de gravité commun des corps D, I, E est fixe relativement au système de comparaison OXYZ, nous aurons évidemment U = 0. En outre, N est nul, d'après la remarque du n® % puisque l'origine coïncide avec le centre de gravité de la masse mobile. Les équations du mouvement apparent se réduisent donc à
d dT, oT, _^
où il faut prendre q successivement égal à 9, 4^, 6. Mais T^ ne renferme pas 9 explicitement, donc
d dT, d
~ — = ^C(f' -4- ^'cose ^ «cosrO -= 0,
ce qui donne Tintégrale première
(57) f)' -4- f'oose -«• ocosrt'=»^)
/i désignant une constante à déterminer par les données initiales* Cette intégrale conviendra aux différents cas que nous allons examiner.
M. Problème IIL — Déterminer le mouvement du gyroi^ cope dans le polytrope de Sire^ Vétat initial étant donné, et les anneaux I, E libres de tourner autour de leurs axes respectifs X|X(|y ZZ'; l'axe OZ de l'anneau £ étant en outre fixé parallèlement à l'axe de rotation du méridien G.
L'axe OZ coïncide donc ici avec OS, X s=: ^ r, donc
côs r = 0, cos ri «= sin ê, oos rs = cos e, et réquation (56) se réduit à
(58) T,=: i[ao"^ 6(f -♦-«)'sin*e+C(f'-t- f + »coso)'+a'(^' -i-«)«],
taudis que Tintégrale (S7) devient
(59) î»' -*- (^' ^- «) cos 6 = II.
Faisant successivement 9 =» ^, 6 dans Téquation de Bour, on aura, T2 ne renfermant pas ^ explicitement,
dt iV '
d*où
(2 étant une nouvelle constante arbitraire; ou, en vertu de Téquatien (59),
(60) . . . (a' -•- 6 sin' 6) (^' -*- ») ^ C/, ces tf « i,. Ensuite
o— 6(f -I- »)' sine CCS 9 -h C(f' -♦- «f»' -♦- «cosd)(f' -♦- «)sindc=«0,
dt
ou, en remplaçant ç' -*- (4/' -f- w) cos 6, tp' -*- co par leurs valeurs déduites des relations (59) et (60),
de' 6 (/, — C/| cos 0)' sin 6 cos d C/, (/, — C/i cos 0) sin B (6i) Cl— =5= — ' — ■
^ ' c/« (a' + 6 sin' fl)' a' -f- 6 sin» 9
Avant d'intégrer cette équation, cherchons sous quelles conditions langle 9 resterait constant, de sorte que Taxe de figure du tore garderait constamment la même inclinaison sur la direction OS de Taxe de rotation du méridien C. 6Ô étant donc supposé nul, soient ^; la valeur initiale de ^\ n celle de f' ou la rotation initiale du tore dans son anneau; nous aurons pour déterminer /| et l^ les équations
/, = n -♦- (^i -♦- ») cos eo,
^ = C/|Cos0o -♦- (a' -♦- 6 sin*^) (^i •♦- a).
Il faut et il suffit, pour que 6 soit constant, que ^soit nul pour t<= 0. Or, si Ton fait dans Téquation (61) 6 «» 6q et si Ton remplace l^ — G/f cos 60 P<^r ^^ valeur, on trouve
a I — I == (^0 -¥- 0)'6sio^coseo — C/i(^o -*- a)sin V
■'•/-^irw^^'-"
qtii eiprime que t'axe du torç est en repos par ineau E est donc
a «t (t; -1- «) [Cli — (f ; -t- o) b cos #,] — 0,
élîmioant /|,
i; + «) [oi + (c — 6) (ri + ») cot M
tisfaire i cette condition ; mt sin % ■» 0, c'est-à-dire
s, _ 0, on *,•=' ».
ore, dtau ta potUion initiale, lendt alor$ parallèle otation du méridien. 6 étant constant, il suit de 0) que ()<' sera constant et égal k^a, elde l'équa- 9' sera constant et égal à n. Le tore aura donc un le rotation uniforme par rapport à ranneau inlé- >ct un mouvement de précession uniforme par rapiu méridien tournant.
^ + B 1= 0, ou fj ^ — O,
Og étant d'ailleurs arbitraire. L'anneau extérieur E l'instant initial, par rapport au méridien, une rotade sens contraire b celle du méridien lui-même, tant consuni, il*' et tf' restent consUnts et égaux U & — u et à n. Les mouvements relatifs de prérotation du tore sont donc encore uniformes, ti'il était facile de prévoir : O; étant nul et 4^, égal k lothësc, le mouvement du tore eulour de son centre il, à l'époque f — 0, une rotation autour de son axe mobile dans l'espace. El comme il n'y a pas de forces ;ant sur le tore, il suit des propriétés des axes prinlie que la direction de cet axe de figure doit rester
invariable dans l'espace et la vitesse de la rotation autour de cet axe également invariable.
3* Enfin, il est une troisième manière de vérifier Téquation (62)y c'est de poser
Cn -♦- (C — 6) {fo -♦- «) ces 00 = 0.
Si Ton suppose donnés Pangle Bq et la vitesse de précession initiale ^oi cette équation fera connaître la vitesse rotatoire à imprimer au tore pour que son axe de figure reste constamment incliné du même angle Oq sur Taxe OZ. Cette vitesse sera
n — — — (^0 -*" «) cos «o.
Comme dans les deux autres cas, 6 constant déterminera des valeurs constantes pour ^' et <p'. Si ^o est nul, c'est-à-dire si Taxe du tore est d'abord en repos relatif par rapport au méridien, la valeur de n se réduira à
n ^=s — ; — o cos ^.
Nous avons trouvé la même valeur (n** 15) pour la condition d'équilibre apparent de Taxe du tore dans le deuxième problème. On voit d'ailleurs que ce cas d'équilibre ne peut se réaliser que pour des vitesses rotatoires du tore comparables à la vitesse angulaire a> du méridien C; il n'a donc pu se présenter dans les expériences de M. Sire, où la première vitesse était toujours incomparablement plus grande que la seconde.
L'équation (61), multipliée par 2(/9, s'intègre et donne
itant une nouvelle constanic dont la valeur, si l'on suppose jours % égal i xéro, se réduii è
;, _ (ri ■+■ «)' (a' *■ b MU* a,\
!)n lire de l'équalioa (6Z)
VU {a' -H b sin' i) — (/, — C/, ro8 8)'
façon que t s'exprime en fonction de par une quadrature dépend des intégrales byperelliptiques, en général. Seule- [)ti (t l'on regarde tes motte» det anneaux comme négligeablex ù-vis de celle du tore, on aura
i, de plus, on suppose i\'à >°=i 0, ou l'axe du tore eu repo» relatif instant / <=> 0, on trouvera simplement
/, ^ n -I- u cas d|„ tf == Cl, cos Su + Am sio* ia, If^t^kein'it, )ar suite
A sin odi
i/o* A' sin* j^ sin'S — (^ — Cl, cosS)*
j'iniégrUion s'effectue alors sous forme finie, mais ce calcul té développé par M. Loltner (*), qui y est arrivé en étudiant nouvement du gyroscope i la surface de la terre, et Bour (**)
a même donné une interprétation géométrique des formules qui représentent le mouvement de Taxe du tore dans ces conditions.
11 n*y aurait aucun intérêt à reproduire ici ces calculs. Nous observerons seulement ce qui suit :
1"* D'après les formules dont il s*agi(, Tangle oscille entre deux limites plus ou moins rapprochées, et c*est à tort que Ton a regardé souvent Taxe 0{; comme gardant une inclinaison constante sur Taxe OS» en se fondant sur la propriété des axes principaux dlnertie rapportée ci-dessus. Il faut observer, en effet, qu*ici Taxe OÇ n'est en repos, à l'époque / «= 0, que relativement au gr^nd cercle C, mais que la rotation de ce cercle lui donne, dans l'espace absolu, un mouvement angulaire dont on doit tenir compte. Toutefois, lorsque la vitesse gd est fort petite par rapport à n, comme cela a lieu dans les expériences que Ton effectue ordinairement avec le polytrope, la quantité sous le radical, dans la formule (64), devant être positive, il en résufle que
12 — C/^ cos6 est une petite quantité de même ordre que a>, et que, par suite, cos — cos 6q est une quantité très petite de même ordre que ^ . Ce dernier rapport étant fort petit dans les expériences dont nous parlons, 9 ne s'écarte pas d'une manière sensible de Oq, et Ton a la même apparence que si l'axe O2; gardait une inclinaison constante sur OZ ou OS. Il en résulte aussi que les valeurs de tp' et de 9' restent sensiblement constantes.
2* Dans l'analyse que nous avons présentée, les frottements des pivots sont négligés. Toutefois, le frottement qui se produit aux pivots de l'anneau E agit comme une force très minime, qui tendrait à faire tourner le tore autour de OZ; et si la rotation n est assez rapide pour que l'on puisse appliquer, sans erreur sensible, le principe de la tendance des axes au parallélisme (*), il en résultera un mouvement très lent de l'axe de figure du tore vers l'axe de rotation OZ.
La détermination des angles 4^ et 7, è l'aide de la valeur trouvée pour l'angle 6, ayant été faite par MM. Lottner et Bour, nous laisserons de côté ces questions.
n Voy. mon Cours de mécanique, S»* édiW p. 304.
^. i?..-tlA-
f^wf'''
s vu.
POLVTBOPB DE M. SIRB (xUtle).
M. PnOBLfiKK IV. — Le plan de Canneau intérieur I étant fixé à angle droit sur celui de l'anneau extérieur E (fig. 7), qui demeure libre de tourner autour de ton àxe de rotation OZ, orienté d'une façon quelconque dan» le plan du méridien , déterminer le mouvement du tore.
L'axe Oc du tore ne peut, dans ces condi- *' ' lions, se mouvoir que
dans un plan normal à ras&OZ, (:'est-à<dire dans le plan XY.
On a donc ici
cos r^cos i cosf, cosr(^=sini, cosri^acosiismf.
Les seules variables sont i^ et «p.
L'équation (S6) se réduit &
T, = 1 [au' cos' A cos' (^ -H 6 (if ' -4- û> sin x)* -*- C(f ' -•- »M» J sïn i^)* -i- a'(i' ■*- wsin l)' -Ha'cos'A(A, -*-A,-i-C, — A,8in'|)].
Réduisons, observons que l'on a
et introduisons dans les formules, au lieu de Tangie ^^ Tangle
que fait Taxe 02^ du tore avec h projection OX de OS sur le plan normal à OZ. Nous aurons, en négligeant le terme constant A2 -»- a,
T, « i [(a' -^ b) (Ç' -f- û) sin i)' h- C (^ ' -f- « cos X cos Kf
— (A -^ A, — C,). «' ces' À cos'ç].
L'équation
d dT, dT, ^
OÙ Ton fera successivement 9 »=> 9, 9 »» S» nous donnera
(G5) f ' -t- » cos A cos ^ s=: /|,
/f étant constant. Puis, (a' -»- 6) (o sin ^ étant aussi constant, nous
trouverons
rfç' (a' -♦- 6) -r- -4-C(f'-+-ttCOsXco8Ç)wcosAsînÇ
— (A + At — Cl) «' cos* A cos C sin C =s 0, ou, en vertu de Féquation (65),
(66) -7-== ; ; — (u'cos'AcosCsmC r— sm Ç.
dt a' -^ b a -H 6
Cette équation, multipliée par ^d^ , s'intègre facilement, et en déterminant la constante par la condition Ç^ s=» 0, on trouve
(^^) ïï:î= ; r- «'cos' a(co8'ç-cos'Ço)-i-— ; ï-fcosç-cosg,
ou enfin
/.«x^fÇ* A-i-A,-C, . . r 2C/,
(^^):Ï7«===— ^ T-«'c0s'A(c0sÇ~C0SÇeM /T— T "/.v COSÇo^COSÇ
al^ a -*- o L(A-i-A,— C,)cocosx
L^équation (66) fournit la condition pour que l'axe du tore reste en équilibre relatif dans son plan directeur, 2^ étant, bien entendu, supposé nul. Cette condition s^exprime par Téquation
(69) . . sin ç, [(A -+- A, — C,) » cos i cos Ço — C/J = 0,
et peut être vérifiée de deux manières : 1* en posant
sin^o^^O, ou Co=»0, Co=»tr,
ce qui revient à supposer Taxe du tore primitivement couché suivant la projection OX de Taxe OS, ou suivant son prolongement OX'; 2* En posant
(A -t- At — C,) » cos X cos Co — C/| = 0,
ce qui devient, en remplaçant l^ par sa valeur tirée de Téquation (65), savoir
Il s=s. n -^ àà cos X cos Ço»
Cm -H (C — A -h Cl — At) « cos A cos Ko = 0.
Cette équation donne pour la vitesse de rotation initiale n du tore, Tangle (o ^^nt supposé donné,
C — A -♦- C, — A, n 8= w cos X cosCo,
valeur du même ordre de grandeur que gd, en sorte que ce cas d'équilibre ne se rencontrera jamais lorsque la rotation du méridien sera très lente vis-à-vis de celle du disque.
Si la vitesse n était donnée, la même équation fournirait la valeur E de l'angle 2;^ qui correspond à l'équilibre apparent, savoir
Cn
(70) . . . co8E = — -; — -;
^ ' (C — A + Cf — Al) « cos >
si cette valeur est comprise entre — 1 et h- 1> elle déterminera deux positions d^équilibre, également inclinées de part et d^autre sur la droite OX.
Ce cas intéressant d*équilibre ne peut s^observer que pour de faibles valeurs de n ou des valeurs très grandes de a, mais il est certainement réalisable. La difficulté serait de Vobserver, la rapidité du mouvement du méridien tournant formant obstacle è ce que Ton puisse distinguer la position de Taxe du tore.
SI. Lorsque Taxe du tore n*est pas dans une de ces positions d*équilibre relatif, son mouvement dans le plan directeur est régi par réquation (68). Or, si Ton compare cette équation à Téquation (11) du mouvement d*un point pesant sur un cercle vertical tournant, on reconnaît qu*elle s*identifiera avec celle-ci, si Ton
pose "^
« ' = , ' »' ces' A,
g C/,« cos A
ou, a' + 6 n*étant autre chose que A + C| -4- Aj,
U sas u COS A \/ »
J7 (A + A, -«- Ci)
G/|« cos A
La question proposée est donc résolue par ce théorème : Lorsque, dans le polytrope, l'axe du tore est assujetti à rester dans un plan normal à l'axe de rotation de l'anneau extérieur, son mpuvement, par rapport à la projection OX de l'axe OS sur le plan directeur, suit les mêmes lois que le mouvement, par rapport à la verticale, d'un pendule simple dont le plan d'oscillation tournerait autour de la verticale du point de suspension avec une vitesse angulaire constante, la longueur r du pendule et la vitesse angulaire tù' étant déterminées par les équations (71).
rfcm^^
)rte de remarquer que l'expression de r renferme {| et,
k|uent, l^fy, d'où il suit que la longueur du pendule de
ion dépend de l'inclinaison initiale de l'axe Oi; sur la
leOX.
le de r est le même que celui de /| ; il faudra donc dis-
lomme dana le problème II, trois hypothèses :
A) n -f- «cos^-cos^o > 0,
B) H -t-«C08) C03Ço< 0,
C) n -(- » cos X cos tin = 0.
hypothèse A), on devra simplement appliquer les foriméea dans les paragraphes II et III pour le mouvement lie à plan d'oscillation tournant, et l'on aura à discuter émes absolument analogues. La quantité désignée par/* «ur expression
2C/, 2C« -H {2C — A -H Cj— A()«cosAcoBïo
désignés par I), II), III) correspondront aux trois hypo-
; (C — A -«- c,— A»)«cosi
II) est le deuxième cas d'équilibre signalé ci-dessus. Le iiprend les hypothèses subsidiaires
> (âC — A + c,— A,)"cosA
ilisables si l'on admet que la valeur de n puisse varier 00 jusqu'à + 00 . La solution analytique complète du mécanique, dans ces différents cas, s'achèvera par de
"2 - ÇKT • -•
simples substitutions dan(s les formules du § III ; il serait done inutile de reproduire ici ces calculs. Nous ferons seulement, au point de vue mécanique, quelques observations. i"" Dans le cas où Ton a simulianément
/•>cosÇo et /•<i,
l'axe OÇ oscille en restant toujours du même coté de la droite OX, fangle ^ variant entre deux limites H^ et ^|. Cette circonstance curieuse ne pouvait se produire dans les expériences de M. Sire, où n avait toujours une valeur très grande relativement è co, et où cos 2^1, par conséquent, aurait eu une valeur numérique supérieure à Tunité. Aussi ce fait mécanique ne nous parait pas avoir été soupçonné. Il est certain, pourtant, que pour un rapport convenable de n et de u, le phénomène de Toscillation de Taxe d'un même côté de OX se produirait, mais il faudrait recourir à des artifices d'expérimentation pour l'observer.
Au contraire, lorsque /"est > 1, Taxe du tore oscille également de part et d'autre du plan du grand cercle; c'est le cas étudié par M. Sire.
^ L'équation difTéreniielle du, mouvement de l'axe du tore étant exactement la même que celle du mouvement pendulaire, nous pouvons appliquer ici les conclusions obtenues dans le § I. Nous avons reconnu que Taxe 0^ admet quatre positions d'équilibre relatif, ou deux seulement. Dans le premier cas, celles qui coïncident avec la direction OX ou avec son prolongement sont des positions d'équilibre instable; l'équilibre stable se rapporte aux positions définies par l'équation (70), qui sont symétriques par rapport au plan du méridien. Dans le second cas, la position d'équilibre stable coïncide avec OX ou avec son prolongement, suivant que w h- w cos X cos 1^ est > ou < 0.
3° Le cas B) où l'on a
w -+- « cos X cos Ço <C
se ramène au cas A), comme nous le savons déjà, en renversant dans le pendule de comparaison la direction de la pesanteur, ou en remplaçant Çpar n — 'C, dans Téquation différentielle.
Quant au cas particulier
C) n -f- « ros > cos Co =» 0,
il correspond à celui du problème II dont la discussion se trouve au n* 19. L*axe du tore oscille de part et d'autre d*une perpendiculaire OY au plan du méridien, et les formules de ce mouvement se déduiront de celles du n* 19 en y remplaçant
cùV u par 0COS > \/
S9. Il reste, pour achever la solution du problème, à calculer la rotation du disque, ou à trouver la valeur de 9 en fonction explicite du temps. L'équation (65), où Ton remplacera /^ par sa valeur, donnera
df
— = w — « cos i (cos ç — cos Ço)»
dt
et, par Pintégration,
f = f -♦- w^ — «cos iy (cosÇ — cos?;,) dt.
Dans chacun des cas indiqués ci-dessus, cos Ç — cos i^o s'exprimera, comme on Ta vu, en fonction d'un argument
u = p^ + K, par Tune des formules (21), (29) ou (34), et Ton aura ainsi
f = fo'^nt / (cosÇ — costQ)duy
ce qui conduira à des intégrations absolument semblables à celles que nous avons effectuées aux n*" 22, 23, 24, 25, où Ton n'aura à faire que de simples substitutions dans les coefficients constants. II ne vaut donc pas la peine de nous y arrêter.
En terminant la discuasion de ce problème sur le polytrope, nous ferons une remarque importante au point de vue de la comparaison des résultats offerts par nos calculs avec ceux que rexpérience permet de constater. Nous avons partout supposé que le système de comparaison auquel nous rapportons les mouvements des diverses pièces du gyroscope» c*est-à-dire le grand cercle- méridien C, fût animé d*une rotation m parfaitement uniforme autour d'un axe fixe, parallèle à OS. Cette condition ni) saurait être réalisée exactement dans les expériences, surtout avec Tappareil de M. Sire. Ici, en effet, la rotation d'mirainetnent dvk système général est produite par une manivelle sur laquelle Topérateur agit directement, en développant un effort aussi consuint que possible pour obtenir une rotation uniforme. Or^ les réactions que le tore en mouvement exerce, par ses pivots^ sur Panneau intérieur, et qui se transmettent par oèlui-cj, 1^ Panneau extérieur et au grand cercle C, viirient périodiquemenf d'intensité avec les quantités (' et 9', comme cela apparaît immédiatement et comme on rétablirait aisément par des calculs convenables. Il en résulte nécessairement que Teffort développé par Texpérimentateur devrait aussi varier périodiquement d'intensité pour maintenir la constance parfaite de la rotation ai, et c'est ce qui n'a jamais lieu. Les conditions de l'expérience ne répondent donc pas d'une manière rigoureuse à l'hypothèse sur laquelle est fondé notre calcul. Pour en approcher d'aussi près que possible, il faudrait supposer au méridien tournant une masse extrêmement considérable et en quelque sorte infinie par rapport à celle du gyroscope.
C'est ce qui a lieu quand, au lieu d'être fixé au polytrope, le gyroscopie est fixé au globe terrestre. Aussi notre équatiofi différentielle coïncide-t-elle avec celle que M. Louner a trouvée pour le problème du gyroscope de Foucault, dans les conditions mêmes où nous nous sommes placé dans ce problème IV.
J VUI
t Di M. aiu (suite).
On âuppoie, dans le polylrope, que Fanneau extérieur E toit fixé dam un azimut quelconque relativement au plan ZOS (6g. S), qui eit toujours celui du méridien C ; mail que Vanneau I lotf libre de tourner autour de son axe X|OX).
Le disque ayant reçu une rotation initiale a autour de ton axe de figure Oz maintenu immobile relativement au méridien, on demande de trouver son ntouwtnenl.
mouvoir que dans ud pian ZOH, fixe ! comparaison. Lea mêmes notalions lions du problème nous donnent
ist.
igy(=agiaXsin) — cosJlGosfBinft, leost -t-eoslsintiin^:
I formule (S6) devient
os' ri ->-C[r' ■*• ocosnl'] +lenne< eonst^
atioQ (3) nous prenons 9 ■™ 7. 9 ■= 9t
' + u COI ft) — > 0,
^*où suecèssiYement, l^ élanl une constante»
(7â) f'-*-«cci§rt — 'i,
dé' d.cosVi «, d.co8ri ^
dl de • d«
Mais les relations
cos' n -«- ces* rt •=" ^ — ces' y « eonsf., d. cos T^t
de
— sin X sin 9 + cos A cos tf sin |o " — cos ri »
permettent d*écrire encore la seconde équation sous les formes suivantes :
-- . de' , ,d. cos'rt ^, d.cosr«
de'
(75') . . a— ÔAi* cos n cos n + C/| » cos r I »■ 0.
dt
La seconde va nous servir à détei'miner les positions d*équilibre apparent de Taxe Oi; dans son plan directeur ZOH. 6i étant supposé nul, il faut et il suffit, pour cet équilibre^ que (^) le soit aussi. D*où la condition
« cos r« (C/j — 6» cos y») i= 0,
7io» 720 désignant les valeurs initiales de 7^ et de y^. Mais si
nous continuons à appeler n la vitesse initiale de rotation du
tore, nous aurons
/|BB n -4- «cos^io,
et réquation d*équilibre prendra la forme
(74) . . . cos rio [Cn -+- |C — 6) » cos r»] =»
On satisfait à cette équation i* en posant
roiie OY), (terpendiculaire au plan X^Oi;. doit donc être aussi perpendiculaire t OS, donc OS sera dans le plan XfOcè riostanlt = 0. Hais comme le plan X,Oi;est normal au plan directeur ZOH (fig. 9), Il s'ensuit que la posilion iniiiale de l'axe OC du tore devra coïncider avec la projection OS) de OS sur le plan directeur ZOH, ou avec son prolongement.
'*' ' Ainsi,
que le plan X|OZ de l'anneau extérieur est fixé deau un quelconque, de façon que l'axe 0^ du tore ne puUte se
r (jue dans un plan ZOH normal à X^OZ, <t cet axe ett
primitivement suivant la projection de OS sur le plan
ir, dans un Ment ou dam l'autre, ily restera en équilibre
tt.
I verrons plus loin dans quels cas cet équilibre est stable.
>n peut encore vérifier l'équation (74) en posant
Cm- (C — 6)oco8y«i = 0,
positions d'équilibre, qui répondent à des valeurs égales 7»> ^'> P^i* suite, à des directions égnlemenl écartées de d'autre de 0S|, ne peuvent exister que lorsque les vitesses
res n et d) sont des quantités de même ordre de grandeur.
le se présenteront donc jamais dans les expériences gjros-
es ordinsires où n est toujours très grand par rapport à u.
e^;!, en elTet, admet un minimum, savoir, précisément
SOS, = e
compris entre OS el sa projecUoD. Or on a, comme on le voii sans peine.
eo8ff«al/l — cos' A ces'' fH»;
la condition pour que ces deux dernières positions d*é(|uilibre existent est donc que Ton ait
Cn
(6-Cj
^Vi — cos* X coa* ^0'
Siy au contraire, on se donne à volonté Tangle 720 » on pourra toujours déterminer n de façon que 6 reste constant. On aura pour cela Téquatiou
Lorsque 6 — C est nul, ou quand on a la relation
Taxe du tore reste en équilibre dans toutes tes directions initiales pour une vitesse rotatoire n égale & zéro.
Nous avons déji trouvé un cas analogue dans le second problème.
S4. Étudions actuellement le mouve[nent du tore» lorsque les données initiales ne satisfont pas à Téquation (7i).
L*équation (73) sintègre immédiatement et donne» /, étant une constante»
a — ca /, -f- 2C/4» cos y, — 6«' cos' rt« dt
Pour déduire plus aisément les conséquences de cette équation» désignons par C l^angle que fait Taxe 02; du tore avec la
>JeiKioo OSk Z étant compté poulJTement dii» te même leii» e 0. Noni aurona évidemmeot
CMri = C4»*c<HC Ii^n + scoifCOiÇ», t'équation ci-dessui deviendra
a-r^ — lt-*- 8C/,« COI f COI ï — tm* coi* i cob'Ç, or
, ai l'on détermine /, par la condition Ç-^O,
') j^— — ^ (COSÇ— COiïJ {co»*C-«M%).
dV a a
Cette équation, qui définit l'angle i; et par conaéquent la posin de l'axe du tore dans le plan directeur par rapport i OS] , lentifie avec l'équation (11) du pendule simple ft plan lour- Qt, pourvu que l'on pose
,i bit* eus' f g Cl,a cos (
. /A + C, — A, ' V Al- A, '
g(A-i-A.) (^w cos f [n + « cos t cos Irt)
De là ce théorème remarquable, qui ramène de nouveau le iblème proposée une question résolue com|ilètement : L'anneau extérieur du gyroicope étant fixé dont un azimut
quelconque autour de OZ, de sorte que Faace du tore ne puiae se mouvoir que dans un plan fixe passant par OZ, cet axe oscillera, par rapport à la projection sur le plan directeur de la parallèle OS à l'axe de rotation du uténdtéiiy êuivant la même loi qu^un pendule simple de lohgueur r, do^t le plan tournerait autour de la verticale avec une vitesse angulaire constante (ù\ les valeurs de r et de V étant déterminées par les équations (76).
Il suffira donc, dans les formules des §§ II et III, de faire les substitutions indiquées par les équations (76). On aura rf*abord à distinguer les cas dans lesquels r est positif de ceux où r est négatif, c*est-à-dire les cas
A) Il ^ » COS £ C08 K9 > 0,
B) n -*- «» cos f 008 Ko < 0,
C) n -4- 0CO8ceoiii;«<»O.
Le premier cas correspond directement aux formules du mouvement du pendule i plan d*oscillation tournant; la quantité désignée par f est ici
3C/« i£n + (âC — 6) » cos r cos ^
/ = 7— -cosÇo
6»cos«
6» cos f
et il y faut encore distinguer les trois cas
ou, ce qui est la même chose, 6, o et cos e étant d*ordinatre positifs,
I) Cn ^ (C — 6) » cos € cos Ço > 0,
II) Cn + (C — 6) « cos « cos S^^ «=> 0, III) Cn -*- (C — 6) « cos e cos Kq < 0.
Enfin, le cas 1) comporte lui-même trois hypothèses :
fi>.
ou
SC — 6) 008 C
6) «=-; ^ j»CO»»,
_ 6-(aC--6)co«t,
Dans le eas I, a), l*axe du gyroscope oscille en restant toujours du même côté de 0S| , Tangle ( varie entre (q et d , ce dernier angle étant défini par Téquation
cosÇ, = /".
L*angle i; s'exprime en fonction explicite du temps par les formules (19) et (21) du n* 9, dans lesquelles on substituera
^ÇojMi Ct — ti sin p
sine
p S3E£ tf cos s sm flt
V/ - ass »V/^ cos s sin «.
La durée totale de Toscillation sera
avïi cos s sin a
Dans, le cas 1, c). Taxe oscillera symétriquement de part et d'autre de 0S< , entre les valeurs Ç^ et — Ço de Ç (c'est le cas des expériences de M. Sire). Le mouvement de Taxe dans son plan directeur sera représenté par les formules (29), où Ton devra faire
s= - » sm 6 B=> sm
i — cos a cos |3
f -4- cos « cos P
• / b» cos €
mal/
y C/i -«- (C — 6) f» cos f
GOSCt
/i COS i sm a
sinp
(1 -»- cos a COS p).
La durée totale d*ane oacillatibn sera . 8K sîn p
al/fi cos i sîn «(t -t* cos « cos |3)
Le cas II) est le deuxième cas d'équilibre discuté au n* 33. Enfin, dans le cas III)» on fera usage des formules du n* 13, [(32), (33), etc ], avec les substitutions
sinp
SlïïOL
p oa oKÂt cos e sin a.
L*axe du tore oscillera encore d*un même côté de la projecdon
0S|, mais 2;t sera plus grand que I^q; la durée de Toscillaiion est
donnée par la formule
» V^fi coâ f sin a
u L*hy potbèse B), où n •+ co cos c cos J^o est < 0, donne pour la longueur r du pendule de comparaison une valeur négative. Nous savons déjà que cette circonstance répond à t|n renversement dans la direction de la pesanteur, c'est-à-dire qu'il faudra, dans les équations précédentes, remplacer la droite OS^ par son prolongement ou C par TT — 2;. On retrouvera donc les mêmes formules et les mêmes conséquences.
Reste le cas C) où n -4- g» cos e cos Co <= 0, qui correspond dans le deuxième problème au cas traité au n* 19.
L'axe du tore exécutera des oscillations d'égale amplitude de part et d'autre d'une perpendiculaire à 0S| dans le plan directeur, et la loi de ses oscillations sera donnée par les formules (45) et (46), dans lesquelles on remplacera seulement o par o cos c. La durée d'une oscillation sera
* a VfL cos s
.i^^ij>..
Le mouvement d*o8cillation de Taxe du tore étant ainsi parfaitement déterminé, il nous reste k eonnattre la loi de la rotation du tore, ou à trouver Texpression de Tanglc f , ce qui se fera encore par des formules semblables à celles du problème H. ^équation (79) nous donne
— «= /| — » COt rt "*= ^ — « C08 « (cos ç — cos Çp) , di
d*où nous tirerons, en intégrant et posant
ti,
«COSf /^
f — fi -♦■ !•< / (cos K — 008 Ko)
du.
Cette équation ne diffère de Téquation (47), relative au problème II, que par la substitution de co cos e è co. En outre, Texpression de p, dans les différents cas qui se correspondent dans le problème II et dans le problème actuel, ne diffère également que par cette substitution, ainsi qu1l est facile de le voir en comparant les formules des n** 17 et 18 avec celles du n* 34. Il en résulte que le^ formules finales, pour la rotation du tore, s'obtiendront en faisant ce simple changement de tt en u cos e dans lés équations (50), (83), (53), (54). Nous aurons donc 1* pour le cas I, a),
f ■" f -♦- (» — « cos eifiP sm Ço) * -^ — =: P^
V/Ma((r)
1 r^s (pi -+- ff) I -*- sin p sn pli /T * U (p' — <") i — sinpsnpj
les valeurs de a, ^, p étant celles qui se rapportent au cas I, a) et celle de ? étant donnée par Téquation
cos a
sn 9 c» ;
cos^
9* Pour le cas I, c).
(a sin « sin ia\ n- 1 cos « -«- cos fil
qp 9) 4 -4- cos « cos p — sin a sin ^ sn ^ d= ff) i -H cos a cos p -«- sin « sin |) sn pf
et les valeurs de a, P, A:, p seront celles qui se rapportent au cas 1, c) duf n* 34; 7 sera le plus petit argument positif qui vérifie Péquation
ksn
3* Pour le cas III), nous aurons
I •'(<r) f** fo -♦-(«-*-» COS f tg ^ sin Ço) I -4- — ^ pf
{pt — «•) i — sin p sn
2\/^ l ®i (p* "^ ^) ^ -♦- sin p sn
avec substitution des valeurs de o^ p, p, 7 qui conviennent è ce
cas;
4* Enfin» pour le cas particulier C), la valeur de 9 se réduit,
par la relation
Il -^ tt cos ff cos ç»«a 0, à
f =• fo / cos ç ail,
et en posant
p BB « V^fA cos f ,
et remplaçant cos 2; par sa valeur correspondant à ce cas, on trouvera
i i — cos Z;, sn (vt V^fi cos e)
2l/fî i -4- cos (0 sn [Qt ^ft cos e)
Dans ce dernier cas, il n^ a plus de terme proportionnel au temps dans Texpression de Tangle 9; la rotation du tore autour de son axé de figure s'effectue alternativement dans un sens et dans Tautre.
DBnuâMS PARTIS
SIX
ST. PfioftLÉiiR VI. — Dêtrrminer te tnoutmnenf d'un point pesant M itir un eerctt çw loume, avec une uileise angulaire conttanle »', autour d'un axe vertical ST Htué dans ton plan (fig. 1 0).
Prenons pour système de comparaison la verticale Z'Z passant par le centre du cercle, rhoriîontale XOX' |iii rencontre ST; soient m la masse du point, r le i-ayon du cercle, A la dismnce OA de son centre h ""■ '"■ l'nxe ST, C l'angle que fait
le pendule OM, à T^poque t, avec la nadirale OZ, cet angle étant compté pugitivemeni de OZ vers OX, négativement en sens contraire. Nous ferons encore usage des relations (3), (3), (4), (S) Cl (6) du § I, et comme le corps se nMuit ici à un point, nous écrirons immédiatement
T—iMrV, G = — mr-sin'ï, V = 0,
L'accélération J de l'origine mobile O est dirigée suivant OA ei égale à (a'*A, donc
iW
Nous avons donc
U -4- N «a fitr (9«cos Ç — «'* A sîn Ç),
et réquation (2) nous donne, après division par fnr\
(77) . . — - rsss a'* sîn Ç cos Ç — - sin Ç ces Ç,
al r r
pour Inéquation différentielle du mouvement.
\. Nous cherchons d^abord les positions d*éqtiilibre relatif du point mobile, ou les valeurs de (q po*»* lesquelles f^| serait nul. En désignant par E une de ces valeurs, nous tirerons de réquation (77), pour la déterminer,
(78) • . «'*8inEcosE—-sinE cosE«0.
Pour résoudre commodément cette égalité, nous poserons
(a) . . a; «a sin E, ir «» cos E,
ra
ce qui permettra de remplacer Téquation (78) par ces deux-ci :
(P) . . . . xz — fiz — yx = 0, x'-f-z'==1.
On reconnaît les équations qui traduisent ce problème de géométrie : Par un point K, dont les coordonnées sont ^xetv par rapporta un système rectangulaire XOX', ZOZ', mener une droite sur laquelle ces deux axes interceptent une longueur PQ égale à l'unité (fig. 11).
Les inconnues xeiz sont respectivement les distances OP, OQ de Torigine aux points où la droite cherchée coupe les axes.
Si donc, dans le plan XOZ du cercle mobile, je construis le
point K pir ses toordonnéet fietv [éi|. («)], et que je tnoe la droite PQ uUafai-^ sant ft la condition indiquée, on voit par les relations
X => «D E, «■nCOlE,
que E sera l'angle OQP. Donc ta droite OR, menée du centre au milieu R de PQ, sera une potitioH d'éijuiUbre du pen- »._ ,,, duk, puisqu'elle
fera avec OZ UD
angle égal b OQP ou E, vérifiant, par conséquent, l'équation (78).
La détermiflatioo des positions d'équilibre est donc raïuenéc i
ee problème de géométrie bien connu.
Or, on sait que ee problème admet t/uatre solutions, ou deux
seulement. Le premier cas est celui où l'on a
e'est4-dire où le poinl K e!>t dans l'intérieur de l'épieyeloïde qui a pour équation
La condition correspondante, dans notre problème de mécanique, sera
(79) A^-.-(^)'<ri
Si A est plus petit que r, c*est4-dire si Taxe ST coujve le cercle tournant, eomme on peut attribuer à la vitesse u' une
valeur aussi grande qu*on le désire» cette condition (79) pourra toujours être réalisée pour une valeur suffisamment grande de o'. Il y aura donc alors quatre po$ition$ d'équilibre du point M sur le cercle mobile. Les coordonnées jul et y étant positives, le point K est dans Tangle XOZ; il y a dans cet angle deux positions d'équilibre M^ M^» construites comme il est dit plus haut (fig. 11); il y en a une troisième M5 dans TangleZOX', une quatrième M4 dans Tangle XOZ'. L^angle X'OZ' n*en renferme évidemment aucune.
Dans le second cas, celui où Pon a
fi* 4- y* > I , ou
il n'existe plus que deux positionê d'équilibre, Mj et M4, les deux premières, dans l'angle XOZ, disparaissant. On a, comme caslimite des deux précédents.
le point K est sur Tépicyclolde, les points M^ et M9 se confondent en un seul, et le mobile m admet (rots positions d'équilibre. On remarquera aussi le eas particulier où Ton aurait
qui nous ramène au problème du n® 4, Taxe ST passant par le centre du cercle. Il est facile de voir que Ton retrouverait, comme cas particulier de la construction ci-dessus, la solution que nous avons donnée pour la détermination des positions d'équilibre du mobile dans ce cas.
K Pour reconnaître, dans le cas où a lieu l'inégalité (79), quelles sont, parmi les quatre positions d'équilibre, celles qui
appartiennent i Téquilibre stable, on observera que, en v«rtu de réquation (77), le signç de ^ est toujours le même que celui du second membre de cette équation, lequel, étant une fonction continue de (, ne peut changer de signe que pour les valeurs de C qui annulent ce second membre, c'est-à-dire, qui sont égales à rgne des valeurs de E, racines de Téquation (78). Donc, ^ ne peut changer de signe que lorsque le point mobile atteint Tune des positions M^, Mj^ M^, M4. D*autre part, si la vitesse initiale est nulle (i;' <» pour t «> 0), le signe de^ , aussi longtemps qu'il ne change pas, détermine celui de (', ei, par suite, le sens dans lequel le mobile se meut. Il suffit donc, pour trouver dans quel sens se déplacera le point M quand sa position initiale sera sur Tun des arcs M|Mi, M2M4, etc., de connaître le signe de la fonction
«'• sin ç cos Ç sin K
cosC
en un point déterminé de chacun de ces arcs. Or, sur Taxe OZ, on a ( = 0, la fonction est négative; sur OZ', où(=>7r, la fonction est positive (fig. 1 1). Sur les axes OX et OX', on a respectivement
la fonction prend le signe — et le signe -h. On en conclut immédiatement que -^ sera toujours positif dans Tangle MiOMj, négatif dans Fangle M2OM4, positif dans Tangle ]Vl40iM3, négatif dans Tangle M3OM1, et, enfin, que M2 et M3 sont les positions d! équilibre stable^ M^.e^ M4 les positions d^ équilibre instable.
Quand on est dans le cas de Tiné^alilé (80), les positions Mf et M2 disparaissent; il reste la position d'équilibre stable M^ et la position d équilibre instable M4.
Une discussion, fondée sur d'autres méthodes, conduit aux mêmes conclusions pour la répartition des positions d'équilibre.
faut maintenant intégrer l'équation (71). Multipliant
ibL.
•«^^Tï»; ""1^,
fmr-idli et désignant par 1^ une constante arbitraire, on tire de cette équation» en intégrant.
(81) . . -f- — /,4-«''8in«i;-i--5?co8Ç — :^-^8inç, dr r r
la constante /, étant déterminée, dans i*hypothèse C *» 0, par rëgalité
it=» — «"sm'Ço cosCo ■* smÇo.
On tire de Téquation (81)
ty Y/ /, ^ û,'« 8in« Ç -^ -^ cos ç sinC
Si Ton pose
tg^=t;,
d*où
2r i— t?' ^ «rfr
8inÇa>- -» C08Ç:=- ■» OÇ
cette équation deviendra
Le polynôme sous le radical est du quatrième degré en t?, Tintégrale est elliptique. On pourra donc exprimer t; et, par suite, ^ en fonction elliptique du temps t\ mais cette transformation exigerait une discussion assez compliquée des racines du polynôme en r, ce qui nous entraînerait un peu loin. Nous reroar-
querons teulemeni que l*éqoatioD (81) peut aussi se mettre sou» la forme
JT- ««'«(sia'ç— sin'Ço)-*- -^(cosÇ— cosÇ.) (sinÇ— sinÇ,),,.
ou, en posant ^ -^ 2^0 «=* 3e, sous celle-cî :
--^ »»8in e[» *C08f sin (Ç«-*-e)cos(Çt-*-0 «in (?; -4- €)
COS (Ço -♦-«)] .
Sous cette dernière forme, Téquation se prête bien au calcul des petites oscillations du pendule OM lorsqu'il est faiblement écarté d'une de ses positions d'équilibre stable» t étant alors une très petite quantité dont on peut négliger les puissances supérieures à la première.
Remarque. — Nous terminerons par une observation qui ne manque pas d'importance pour ce qui suivra. Nous avons compté l'angle ( positivement du c6té de la verticale OZ où se trouve l'axe ST de la rotation d'entraînement. Si nous avions compté cet angle positivement du côté opposé, en nous éloignant de l'axe ST, tous les termes de l'équation (77) eussent changé de signe, sauf le dernier; nous aurions donc trouvé le même résultat que si nous eussions changé A en — A et continué & compter l'angle ^ positivement dans le sens primitif. Réciproquement, nous conclurons donc de là que toute équation qui ne différerait de (77) que par le signe de A, se ramènerait à l'équation (77) en changeant le sens dans lequel on compte positivement les angles Ç (*).
(*} Le problème d'éqailibre du n* 38 a été traité par M. Schellbach {Neue Blemente der Meehanik) par des considérations élémentaires. Il a reconnu l'existence de quatre positions d'équilibre et les a môme calculées numériquement pour des données particulières; mais il n*a aperçu ni la construction géométrique qui met en éTidence l'existence de ces quatre positions et permet de les tracer si facilement, ni les conditions pour
SX.
PKHDt'LK GtROSCOPIQL't Dl M. SIM.
41. Probl^mi VII. — J/ouvejn«ftl du pmdult gynua^ique 4è M. Sire.
Cet appareil, qui est biep connu, consiste eo un pmduU composé d'un loreD(fif. 13} qui a son centre au point A, d'une cbape E qui porte l'axe de rotation A^ du lore, et d'une lige OC qui relie la cbape au milieu d'un aie borizonlal ab. Cet axe, autour duquel le pendule peut osciller librement, est emporté dans la relation d'un bàli £ tournant autour d'un axe vertical ST. Les directions Ai^, OA, ab sont perpendiculaires
_ l'une à l'autre. La cbape
£ n est assujettie qu it
la condition d'éire symétrique par rapport au plan vertical OAi;
(plan d'oMàllatiim du pendule), et au plan ofrA mené par l'axe de
suspension et le centre du lore; le centre de gravité A, de la
lige et de la chape est donc sur la droite OA, et les droites ab.
qu'elles euslenl loules les qoitre ou se rMnisenl i deui. H. Reiskj, tnittnl p]ui rteemment «e problème (PrograniDi der RealaehuU von Poien, 4877], a doDot seulemeol réqnition différeaiielle du maDTemenl. Pour le reste, il n'i hit qae reproduire li wlution de H. Scbfllbach. Les risullati que je donne ici ont été communiqués au Congrit de rÀuoetalimfrançaUt, k Reimi, en 1880. i>
OAy OF (celle-ci parallèle à AO sont les axes principaux dMnertie du pendule relatifs au point 0. Par une disposition mécanique convenable, le plan d*oscillation AOF fait avec le plan OBS, passant par le point et Taxe ST {plan méridien)^ un angle a que Ton 'peut faire varier dans chaque expérience.
La vitesse de rotation tù du bâti autour de ST étant supposée constante, et poHlive ou dé gauche à droite par rapport i BS^ le tore étant animé d*une rotation initiale n autour de son axé ACy il faut déterminer le mouvement relatif dû pendule par rapport au bèti tournant.
Soient Z'OZ la verticale du point vers le bas; X'OX Phorizontale menée dans le plan d^oscillation, OX étant pris dans un sens tel que Tangle BOX »» a, compté positivement de gauche à droite autour de 0Z\ soit compris entre 0* et 180*; OY normal à OXy OZ , donc» normal au plan d oscillation et coïncidant avec la direction 6a. OXYZ sera le système de comparaison.
Nommons à la distance OB du centre de suspension è Taxe ST ; 911, m^ les massés du tore et de la chape avec sa tige, a «= OA, ai'-a OAf les distances de leurs centres de gravité respectifs au point ; C et A les moments d*inertie axial et équatorial du tore ; Af, B|, C| ceux de la chape par rapport à ses axes principaux relatifs, au centre de gravité Af , axes respectivement parallèles à OY, OA, OF; H|, H2, H3 les moments dMnertie du pendule complet par rapport à ces derniers axes; i; Tangle ZOA du pendule avec la verticale OZ, compté positivement de OZ vers OX; (p Tangle qui mesure là rotation du tore relativement à la chape. Nous avons, par des formules connues,
Mp = ma -4- WiOi , (83) . . . - • ( H, = ma* -*- mio] -♦- A -+- A,,
H, =A ^ B|, Hj = ma' -f- wiiaî -*- C -♦- C, .
Rour appliquer nos équations fondamentales (n"' i et 2),
--Tj^I'*»'"' '\
observons que le mouvement du tore autour de son ceqtre de gravité A se compose d*une rotation 9' autour de Taxe principal A; et d*une rotation — Ç' autour d*un axe parallèle i OY, en sorte que la force vive relative du tore est
celle de la chape, qui n*a qu*une rotation — !;' autour de OY»
en sorte que pour le pendule entier Ton a
Le moment d*inertie du pendule total par rapport à OZ' a pour expression Hji cos* ( + H5 sin' (; donc
G=^[H,-*.(H,-H,)8in'ç].
Enfin, les quantités de mouvement dues à la rotation du pendule autour de OY (axe principal relatif au point 0) donnent un couple dont Taxe OY est normal à Taxe OZ' de la rotation d*entrainement, donc V est nul pour ces quantités de mouvenient: Il ne reste donc que la projection sur OZ' de Taxe d*impulsion dû à la rotation du tore autour de AÇ, axe dirigé suivant kl^^ ayant pour valeur Op', et faisant avec OZ' Tangle | — (; donc
V = CB/sinÇ.
La seule force motrice étant la pesanteur, on a
U = Mgp cos ç ;
enfin, Taccélération J de Torigine mobile est dirigée suivant OB et égale à tù^i; donc, d*après Téquation (3),
N = — MtfV^ ces « sin 2; ,
-«6de sorte que Fon a définitivement
T.. « i (H,r -♦- Cf '•) -h C«/ 8in ç -I- - [H. -♦- (Hi — H,) $ln' ç], U ^ N as Mp (9 C08 1; —.«V cos « sin Ç).
On appliquera Téquation (3), en prenant successivement 9 ==> <p, f » 2;, et Ton trouvera d'abord
Cjj^(f'-H«8liiç)««0,
ou, /| désignant une constante dont la valeur sera n + ca sin Zo^
(84) • ^-♦-«sinç=«/,.
Puis, pour q = (»
H, — — Cwjf' cos Ç — «'(H, — H4) sin ç cos Ç =■ — Mp (9 sin Ç -♦- wV cos a cos Ç),
ou, en remplaçant 9' par sa valeur tirée de (84) et divisant par Hj,
--_ ca, cj» sin Ç cos Ç sin ç
d< Hj H,
Mm^P cos a — C/|
6) cos ç .
Telle est Téquation du second ordre qui définit Z ^n fonction du temps et fait connaître le mouvement d'oscillation du pendule dans le plan XOZ.
4t. La condition nécessaire et suffisante pour que le pendule reste en équilibre relatif, ^ étant supposé nul, c*est que le second membre de Téquation (85) se réduise à zéro h Tinstanl t = 0.
ôii pôiir Ç «« 2!o- ^^us aurons donc, en déaignant par B l'une des valeurs de (o P^^ fesquelles Féquilibre a lieu, et en ayant égard i>la valeur de /j»
H,— Ht ,' ^ Mgp . „ Mtt^pcosoc — Cn
-=— — =»*8inEeosE -p-siriE— 5—— 6)co9£»0i
H| Hi H|
Or, nous idenUBeronis celte équation avec l*équation (78)» si nous
posons
Hg — H, ^ * Mp f
— «» sssr « ", — - = — f
Muip cos a — Cn «"A _ «== —
ce qui nous conduira aux valeurs suivantes de u', r, À :
. /Hj — H, ^ H.
iàp
H| Ma^p cos a — Cn
Hj — Hf
}iap
Ainsi, les conditions d'équilibre du tore-pendule de M. Sire se ramènent à celles d'un point pesant sur un cercle tournant 'autour d'un axe vertical situé dans son plan, conditions que nous avons discutées aux n*' 38 et 39. Il suffit, par conséquent; d'appliquer ici les résultats de cette discussion, pour pouvoir énoncer les propriétés suivantes :
Que l'on prenne, dans le plan d'oscillation, un point K ayant pour coordonnées, par rapport à OX et OZ,
fX=t=^
A Mâxîpcosa — Cn 7" (H,-HJ«
ra" (H, — H, ««'
çTvff^^
par ce point K^ que Pon mène une droite telle que lei axes XOX'p ZOZ' interceptent eur elle une longueur PQ égale à Vunité^ Ja droite OR menée du point au milieu R de cette droite PQ sera une position d' équilibre de l'axe Ok du pendule gyroscopique. Ces positions seront au nombre de quatre si Von a Vi^égatitè
(87) . . (M»Jp C08« — Cil)' -f. (ÎÎ5[?Jî < (H, ~ H,)* •^ de deux seulement si l'on a, au contraire,
(87'). . (MwcTp C08«— Cn)» ^ (????)• > (H, — H,)L* .
On remarquera que la longueur r du pendule de comparaison^ telle qu*elle résulte de la deuxième des formules (86), est précisément égale à la longueur du pendule composé, formé dii tore et de la chape, autour de Taxe horizontal ab.
4S. Examinons d'abord le cas où llnégalité (87) est vérifiée. Des quatre positions d*équjlibre relatif du pendule, deux appartiennent à réquilibre stable, deux à Téquilibre instable, et leur distinction se fait d'après le signe de ^ dans Téquation (85), exactement comme au n* 39.
Dans les conditions ordinaires de construction de Tappareil,
on a
Hj — H, = ma* -♦- m,iiî h- C — A -♦- C, — B, > 0,
donc V est positif. Le signe de fx dépend du signe de Mgi>^p cos-^e — Cn.
1* Supposons que ce signe soit d*abord positif, ce qui revient à la condition
H Md^pCOSa
— ^^ Il I I • tf C
Cette condition peut toujours être réalisée, puisque rien ne limite les valeurs que peut atteindre le rapport ^; elle est toujours vérifiée, lorsque Ton a
Ditns ce «s, le point K eat dws l'tagle X0Z,(6g;i 15) ; Hj. i du)9 ee[ iDgle deux po«i- , lions d'équilibre, l'une d'équilibre instable OMf, . plus rapprochée de la verticale OZ, l'autre d'é> quiJibre stable OHn.plua rapprochée de OX. Dtos l'angle X'OZ compris entre la nadirale OZ et le prolongement de OX, il y a une deuxième position d'équilibre stable PM,; dans l'angle Z'OX, entre la zénithale OZ' et ''* *^ OX, il y a une deuxième
position d'équilibre instable OM4:
2* Supposons, en second lieu.
ou p < 0. Lu poini K passe dans l'angle X'OZ (fig. li); il y a dans cet angle deux positions d'équilibre, l'une instable OM,, l'autre subie DM,. L'angle XOZ renferme une deuxième position d'équilibre stable OMj, l'angle X'OZ' une deuxième position d'équilibre instable 0M(.
Au reste, ce second cas se ramènerait au premier en observant que les équations (86) donnent pour A une valeur négative, ce qui revient, comme on l'a vu, à compter l'angle Ç positivemen ( '*' en sens . contraire è partir de
OZ, c*es(-i-dire de OZ vers OX'. Les positions d'équilibré du
tlativement h la vn-iicale OZ, dm siiua- « qui Ht ropporieni au cas précédeni.
iiKermédiaire, celle où l'on aurait
.co«« — Cdo- U
1d pendule gyroscopique se réduii à
Bin B '^
luilibre verticales OM , ei OM4 (6);. 1 5), toutes deuxd'^uililtre instable.
La supposition
cosE =
"tfp
IH
correspond [la condition (87) étant d'ailleurs suppoc^ée remplie] à deux positions d'équilibre tiable OMj et OM2, également inclinées de part ei d'autre sur la verticale OZ. Au reste, ce cas particulier correspond â A >= U nous ramène, par conséquent, au pro-
aragraphes 11 et III. La condition est
sque l'on suppose
rotation initiale et le plan d'oscillation le plan méridien OBS, en admcitaiK aleur assez grande pour que l'inégalité
. 41« Considérons aetuelleno/ent Thypothèse (87'). Les deux positions d'équilibre du pendule sitiiées dans Tangle des. axes XX'yZZ' où se trouve le. point K, disparaissent; il ne reste plus <|U*une position d*éqoilibre stable OMgrfaisant un angle aigu ayeo la nadirale OZ, et une position d*équilibre instable^ OM4, faisant on angle aigu avée la zénithale OZ'. La position d'équilibre stable OM3 est dans Tangle X'OZ ou dans Tangle XOZ, selon que Ton a
M»(^pcosa — Cn > ou < 0,
ce qui dépend des signes de n et de eos a et de la valeur du rapport S- Dans les expériences de M. Sire, le tore recevait une vive
^rotation autour de son axe; n avait donc une valeur très consi* .dérable l'elativement à a>. Il en résulte nécessairement :
1* Que Ton se trouve alors dans le cas de l'inégalité (87'); qàCf par suite, le nombre des positions d'équilibre se réduit à deux, l'une d'équilibre stable OM5, au-dessous de rhorizontale XOX' ; l'autre d'équilibre instable OM4, au-dessus de XOX'. : 2^ Que, à raison de la valeur considérable du rapport^, l'exf)ression M(ù5p cos a — Gn a le nléme signe que son second terme, et, par suite, un signe contraire à celui de n. Donc, si n est positif, c'est-à-dire si la rotation initiale du tore est de gauche à droite par rapport à la partie AÇ de l'axe du tore qui fait un angle aigu avec OX, la position d'équilibre stable du pendule OA sera dans l'angle XOZ, ou fera aussi un angle aigu avec Taxe OX défini précédemment. Si, au contraire, n est négatif, ou si le tore tourne d'abord de droite à gauche autour de AÇ, l'équilibre stable aura lieu dans l'angle X'OZ.
3* Enfin, si la valeur absolue de n est incomparablement plus grande que celle de (o, ce qui a lieu lorsqu'on a imprimé au tore une rotation excessivement rapide, on voit facilement que l'équation en E ne peut être vérifiée (u n'étant toutefois pas ""supposé nul) que pour des valeurs de cos E très voisines de zéro. Donc, l'angle E qui détermine la position d'équilibre stable sera
trèS' voisin de | si n est positif, de — | si n est négatif.- La construction géométrique conduit au même résultat.
En résumé, le pendule tendra à ee mettre en équilibre relatif dans une position très voisine de l'horizontale^ en arrière ou en •aixml du plan méridien^ relativement au sens de la rotation du bàii autour de ST, suivant que la rotation initiale du tore se fera de gauche à droite ou de droite à gauche par rapport à l'axé A^ défini ci-^dessus.
Ces résultats sont entièrement conformes à ceux des expériences de M. G. Sire.
Nous avons observé que, dans ces expériences, le nombre des positions d*équilibre se réduisait généralement à deux, dont ui|e d'équilibre sUible. Cet habile expérimentateur a cependant rencontré le cas où, la vitesse n étant modérée et u ayant une valeur assez grande, il y a quatre positions d*équilibre. Voici, en effet, ce que nous lisons dans son Mémoire : c Toutefois, pour une certaine vitesse de rotation du tore, le parallélisme des axes (*) ne peut plus être obtenu, malgré raccéiération qu*on imprime au plateau (**). On voit bien le tore se rapprocher plus ou moins de Taxe CD (c'est notre axe ST), puis tout à coup il s'en écarte rapidement en obéissant i la force centrifuge qut alors prédomine (*^). > C*est vers la position d*équilibre stable OMt que le pendule se porte dans cette circonstance.
46« Revenons à la question du mouvement, ou à Tintégration de réquation (85). Nous avons immédiatement
-= ^ «•s.n'ç^-^cosç
MûxJp ces a — C/4
_ 2 « sm ? -4- /t»
n Des axea AÇ et ST.
(**) C'est-à-dire lorsqu'on augmente la râleur de »
(**") Mémoire sur un polytrope, etc^ p. 54. — Le problème de l'équilibre et du mouTement du tore-pendule a été traité par M. Resal, avec sa supériorité habituelle, dans les Anhalei den mines (5">* série, t. XV, i8Ô9, p. 555)^ Il a considéré la masse de la chapo comme négligeable, et la vitesse rotatoire n comme très grande. La méthode suivie est d'ailleurs entièrement différente de la nôtre.
J^ étant uiie nouvelle constante, déterminée/ dans l'hypothèse où le pendule n'a aucune vitesse initiale dana le plan d'oscillation XOZ, par réquation
H» — H,— C ,. . îMjp ■ Mcoâpeosoi^at .
/,^ ~ i^^-— «'«irt'Co 5^ cos Ço •♦^ 2 5 «<in Ço
, H| Hi M|
Il est facile dMdehtiGer l'équation (88) avec la formule (81) du n* iO; il suffit, pour cela, de poser
H, \ n, .ir ■ . ;' .. ; '^: i
Mûï^p ces a — C/| «"A
ce qui fournit, pour les éléments »', r, à du pendule de comparaison, les valeurs
Mp
Hi
MttJp COS a — C/i
Mâ)p
La constante /, aura aussi, alors, évidemment la même Valeur dans les équations (81) et (88), si Ton suppose que lès valeurs de Ço et de Ç'o soient les mêmes de part et d*autre. La foiïciîôn Ç du temps, définie par les équations (81), (88), sera donc là même, et le problême du tore-pendule est ramené à celui du ^iX par lé théorème suivant : ^
Dans le pendule gyroscopique de M. Sire, Vaxe Okdu penàuie se meut par rapport à la verticale OZ, dans le plan d'oscillation XOZ, comme un pendule simple dont le plan d'oscillation tournerait autour d'un axe vertical situé dans son plan avec une vitesse, angulaire constante w', la longueur r du pendule simple,..
» u' el la dittanoé & du poàtl de lutpauion à l'axé dt- I étant dùnmtt par kiéquatiotu (89).
béorème donne la «olulion du mouvement du pendule. pique dans [e sent le plus général. On remarquera encore valeur de r, longueur du pendule de comparaison, n'ett, ue la longueur du pendule composé fornié par le tore el e autour de )'axe ab. Le signe de A dépendra de celui
donc négatir n Ton avait
n Uif eoB «E — C sin ïi
:1a ne donne lieu k aucune diflSculté, car nous savons remarque) que le signe négatif trouvé pour A indique int que l'on doit compter l'angle !; positivement en sens e, i partir de la verticale OZ, c'est-à-dire de OZ vers OX'. I, on doit observer que la valeur de A dépend de celle de -à-dire de Técart înilial du pendule OA par rapport h la !. La détermination du pendule de comparaison ne dépend is uniquement des données phyiiquet du tore-penduU, icore des conditions initiales de son mouvement. C'est te raison que, dans l'étude des positions d'équilibre, uous ouvé une valeur de A différente de celle que nous venons r.
>rmules du n' 40 serviront donc 1 déterminer le mouve~ : l'axe OA dans le plan d'oscillation. Lorsqu'on aura ainsi i; en fonction de t par les fonctions elliptiques, on tirera lité (84)
uadrature nouvelle Ter* eooiMilre f en li
. Ht, Le problème te simplifie notiblement dans plusieurs circonsiances.
I. Si la Tiiesse angulaire w du bâti est très faible, de façon que l'on puisse négliger les quantités de l'ordre du carré u*, l'équa-' lion (80) se réttuil i
Oélerminons denx (jansiaiiles F et E par les équations
F sin E =1 Cn».
FcME^Ugf, nous aurons
Désignons par l'angle i; — E, c'est-à-dire l'angle compris entre l'axe OA du pendule i l'époque I et une droite OP (6g. 16), inclinée sur la verticale OZ, dans le plan d'oscillation, d'un angle Ë compté positivement de OZ vers OX. Posant, en outre,
nous verrons que l'équation différenfi& t*'- tielle du mouvement prendra la forme;
1" 2P -«-(cos.-
et deviendra Féquation ordinaire du mouvement du pendule aimph, dans Inquelle serait l'angle que fait le peodule avec la verticale et la longueur r du pendule serait donnée par l'équatioa
Od a- d^aiiteû rs, par ée "q ui précède^
et si l'on néglige aussj les termes de Tordre de u' dans Téquation du n* 42 qui détermine les positions d*cquilibre du pendule gyroscopique, on reconnaît que Tangle E déGni par la première équation (90) est précisément celui qui répond à cet équilibre. La droite OF est dan$ Tangle XOZ ou dans Tangle X'OZ suivant que n est positif ou négatif. On a donc ce théorème : Lorsque la vitesse anguiaire du bâti 2 autour de l'axe ST est assez petite pour que ron puisse négliger les termes de Vordre de tù^^ l'axe OA du pendule' de M. Sire oscille dans le plan XOZ, de part et d* autre de sa position d'équilibre stable, suivant la même loi qu'un pendule simple dont la longueur serait donnée par l*iquation
II. Supposons maintenant qu'il existe, entre les données du problème, la relation
M«<î/B cos a — C/, =0,
ce< qui aura lieu si le rapport ^ des vitesses rotatoires du tore et du bâti vérifie Téquation
n ' M(^p cos a — G sin Ko a G
/ -. ■ . ■*.',.■' fc * • . . • • .
:Il 'est clair^que jceUe condition peut toujours être réalisée. La valeur- de A|: fournie par réquation (89), s'évanouit ; Taxe de rotation du plan d'oscillation du pendule de comparaison passe par le point de suspension de celui-ci. Nous retombons donc, cette fois encore, sur. le problème du mouvement d'un point
pesanl sur un cercle qui tourne unirormémenl autour d'un
ditméire veriical, problème ciudiA<dana les paragraphes II et 111
de la première partie.
III. Comme nous n'avons imposé à la chape d'autre condition que d'être symétrique par rapport A deux plans déterminés, rien ne tious empêche d'admettre que la tige OC, prolongée au deli du point O (Gg. 17), porte sur ee prolongement un contre-poids II moliile le long de la tige, de façon que l'on puisse déplacer le centre de gravité du pendule tout entier et l'amener même, si l'on veut, en coïn- '*■ "' cidence avec le point (*).
On aura alors
ce qui suppose la relation
ma ■+■ m,a, = 0, ou ai =■ a,
condition facile à réaliser dès que l'on connaît la masse de la chape, y compris celle du contre-poids H. Si l'on introduit dans l'équation (8S) la condition p = 0, elle devient
(ft* H,— H,— C , . Cl,w
(91) . . — = o'smïcosÇ -H— -cosÇ.
L'angle E qui détermine ta position d'équilibre relatif du pendule est alors défini par l'équation
[(H,— H,)osin E ■+■ Cn] cos E = 0,
n Ce cas a Hé laissé de tM, Daiurellemsiit, pu les eéomËtres qui ont co niMie^e la chtpe comme néEligeab!e.
' ■- yr^^ffT^^,
;ttre quatre valeurs dislincies : i' les valeurs E >= ^ et E ^=1 — ^, qui répondeni è l'hypothèse cos Ë •>» 0, et donnent deux positions d'équilibre 0M| et 0M( dirigées respectivement suivant OX et suivant OX' (Og. 18);
3* les deui valeurs déterminées par l'équation
(H.-HJ«
dant, si le second membre a une valeur numérique l'unité, à deux positions d'équilihre 0M| et OM^
nclinées sur l'horizontale, et faisant avec OX des ou obtus suivant que n a une valeur positive ou
s deux dernières positions d'équilibre existent, elles it è l'équilibre stable, les deux directions iiorizonrépondant à l'équilibre instable. Quand ces dernières es, l'une donne l'équilibre stable, l'autre l'équilibre
:|uation dilTérenticlle du mouvemtrnt (91) s'identifie on (77) du n* 37 si l'on pose
nclul que
e centre de gravité du pendule gijroscoptque est oint de suspension O, le mouvetnent de son axe OA celui d'un point non pesant, sur un cercle tournant '. sécante verticale avec une vitesse angulaire cou-
'je V
êianie o»', cette vitesse et le rapport ^ étant données par les équations
. L*ëquation (91) s'intégrerait d'ailleurs sans difficulté par les fonctions elliptiques, et conduirait à des formules senibla|>les à celles que nous avons obtenues dans les paragraphes II et III. IV. Si» à rhypothèse dont nous venons de développer les conséquences, on ajoutait cette condition, que la vitesse tù iût assez minime pour qu'on put négliger son carré, l'équation (91) se réduirait à la forme encore plus simple
dK' Cno
ou, en désignant par l l'angle compris entre l'axe OA du pendule et rhorizontale OX ,
—- = sm Ç.
dt H,
De là, on tire par l'intégration
_:=._.(cosç-cos?o).
c'est-à-dire que la droite OA oscillerait, par rapport à l'horizontale OX, comme oscille par rapport à la verticale un pendule simple dont la longueur r est donnée par la formule
49. Nous avons supposé le bâti 2, qui porte le pendule, animé d'une vitesse constante u autour de l'axe ST, et le pendule, avec son tore préalablement mis en rotation, abandonné sans
ise dans le plan d'oscitlatjoo XOZ. Maia diDS les expériences thosea ne se passent pas tout k fait ainsi. Le tore étant mie station et le pendule suspendu verlicalement è l'axe ab, on ime au bàii un mouvement *Ie rolelion, nécessairement léré, autour de ST, jusqu'à ce qu'il atteigne une certaine se que l'on regarde comme sensiblement constante.
n'y a d'ailleurs aucune difficulté à modiGer l'équation (85) içon 6 l'accommoder à ces conditions nouvelles. En effet,
le calcul du a' il , il n'y a rien Ji changera l'expression de T, celle de U. Celle de N est modifiée en ce que, k la compoi normale u^i} de l'accélération J, il faut joindre la compo- : tangentielle
:ée normalement au plan méridien OBS et dans le sens où le vement a lieu. Cette composante fait donc avec la direction un angle dont le cosinus est égal h
— sincsinC, irte qu'on a ici
uation (Si) subsiste sans modification ; l'équation (8S) qui rmine l'angle Ç devient, eu égard à la valeur de U + JV et s élimination de 9',
- tifl I «* cos a — — si
! équation compte seulement un terme de plus que l'équa- (85), mais elle est en réalité bien plus compliquée au point ue de l'intégration, à cause des quantités » et ^ qui sont itenant des Tonctions du temps, dont l'expression dépend de
la loi du mouvement autour de Taxe ST. A moins de choisir des hypothèses particulières, il parait diflicile de pousser plus avant la solution du problème.
Nous ferons, au sujet de la comparaison entre les résultats du calcul et ceux de rexpérience, dans le pendule de M. Sire, une remarque analogue à celle que nous avons proposée au sujet du Polytrope. Le calcul du mouvement oscillatoire du pendule, de part et d'autre d'une position d'équilibre stable, suppose le mouvement de rotation du bâti S parfaitement uniforme. Or, cette /condition ne peut être remplie, à moins de supposer une masse en quelque sorte infinie au béti. En pratique, la rotation du système mobile autour de Taxe ST est communiquée par la main agissant sur une manivelle; les réactions du pendule sur son axe de suspension ab et sur le bâti Z dépendent de l'angle 2; et varient d'un instant à l'autre, d'après la position du pendule. 11 en résulte forcément des alternatives d'accélération et de ralentissement dans la vitesse gi>, et, par suite, notre hypothèse (go constant) ne s'accorde pas pleinement avec la réalité.
Cette observation s'accorde, pour le fond, avec celles que M. Resal a présentées sur le même sujet dans son mémoire.
)ISlfilCB PARTIS.
inrfjice d'nac planète danéc d'un mourtment le rolatiM unihrme.
s XI.
vue de traiter diverses questions se rapts relatifs à la surface de la terre, consient les équations (2) et suivantes, § I, comparaison OXYZ es! lié à une planète, t de rotation uniforme autour d'un axe AB us ferons abstraction d'un mouvemeni de
et agissant par attraction sur les corps
I point quelconque, sera ta résultante de hle et de la réaction centrifuge due à la lélératton qu'elle détermine sera désignée u la pesanteur comme constante en gran- 'rapport à la planète, dans toute l'étendue imensions sont d'ailleurs supposées fort
époque. Nous savons qu'il n'en est pas ur la terre, et que lorsqu'on tient compte,
ici, des quantités de l'ordre du carré u* on de la planète, on ne peut négliger les t de direction de la force centrifuge dans ilus que celles de l'ailraction. Mais, sans sons pour lesquelles, parmi les diverses ices, nous avons choisi celle-là (*), nous ;, entendus comme étant rigoureusement que daos l'hypothèse formulée plus haut.
Ce point admis, cherchons la fonction U des forces absolues^ qui se réduisent ici à Tattraction de la planète sur le corps S. D'après ce qui a été ditci-dessuç, Tattraction sur un point de masse m est la résultante de la pesanteur mg et de la force centripète due à la rotation autour de AB ; U est donc la somme des fonctions correspondant à ces deux forces pour tous les points matériels du système S. La première est égale, comme on le voit sans peine, à
Mg^ cos ^.
M étant la masse de S, p le rayon mené du point à son centre de gravité G, pg Tangle que fait la direction OG avec celle de la pesanteur.
Quant à la seconde, pour un point m situé à la distance r de Taxe AB, le travail élémentaire de la force centripète dans le mouvement relatif a pour expression
— ma\dr = q r ^ — I »
donc la fonctimi de ces forces, pour le corps S tout entier, sera
\ tiir* = —
Hii étant le moment d'inertie du système S par rapport à AB, à rinstant considéré.
Mais il vaut mieux introduire ici le moment d'inertie H du corps par rapport à la parallèle NOS à Taxe de rotation AB de la planète, menée par le point 0. Or, d'après un théorème bien connu, si d désigne la perpendiculaire abaissée du point sur l'axe AB,p? l'angle compris entre cette droite et le rayon vecteur OG du centre de gravité^ ces deux moments d'inertie H et H^ sont liés par la relation
H, = H -H MfT — 2Mrlp cos^.
On a donc, potir la fonction des forces due à Tattraction de la planète sur le corps S,
D = Mgfp cos pg — i a*H -♦- M«V/> cos pF— i «'MeJ*.
évaluer N, observons que l'origine O du système de on OXYZ décrit, par suite de la rotation de la planéle, de rayon S autour de AB, avec une vitesse angulaire u. L'accélérai ion J a donc pour valeur u^ et sa direeelle de la perpendiculaire d; donc, en vertu de l'équa-
N ^ — HaVj» C08 fi,
n^lige le terme ^^— qui, étant constant, disparaîtra lifTéreniiations, on trouve enfin
U + N — M^p co» Hf — i H»',
lions dans l'équation (3) du n* 1 cette valeur de U + N, i'expression de T^ donnée par lo formule (4); observons n'est autre chose que la quantité G; que d'ailleurs G, lani que des positions actuelles des points du corps par NOS et nullemcnude leurs vitesses, ne saurait renvariables q' dans son expression, mais seulement les 1, e( nous trouveroiis-que l'équation (3)«se réduit à
)t, dans l'hypothèse que nous avons acceptée, l'équation linerail le mouvement relatifd'un corps ou d'un système S par rapport à la planète en rotation uniforme, agisittraction sur ce corps. S'il existait d'autres forces il faudrait naturellement ajouter dans l'expression de V correspondants. L'équation (92) renferme ce théorème
{, dans la supposition admise, appliquer les formules ts de Lagrange au mouvement apparent d'un corps a surface d'une planète en rotation uniforme, comme était en repos, pourvu 4" que l'on ajoute à la demi- T du corps le produit géométrique de l'axe instantané tème de comparaison par taxe d'imjntlsion relatif OQ
du corpi (') ; S* que l'on remplace, dam l'évaluation de la fonction de» fwcts, l'attraction de la planète par la petanteur,
4». Lorsque le centre de gravité G du système mobile S occupe une position invariable par rapport à la planète, on peut placer en ce point l'origine du système de comparaison OXYZ. On a donc p = 0, et l'équation (92) se réduit à celle-ci :
d j(Th- V) j(T-hV) ^ dt S9' iq
Tout ce qui va suivre repose sur l'application des équations (93) et (92), remarquables par leur simplicité.
MOUVEMENT APPARENT d'uN GYROSCOPE COMPLET DB FOUCrlULT.
S*. L'équation (93) conduit rapidement aux ^uations différentielles du mbuvement relatif d'un gyroscope de Foucault complet, par rapport b une planète toumani d'un mouvement uniforme aiftourd'un axe.
L'appareil n'est autre que le gyroscope composé d'un tore D et de deux anneaux Ë ei I, décrit au jj IV e( au § VI à propos du polytrope (fig. 3 et S). Le système de comparaison OXYZ (fig. 19).fixe relativement à la planète, a son origine au centre de gravitécommun des trois corps D, 1,£; l'axe OZ coïncide avec l'axe de rotation, irjg n, fixe également, de l'anneau
extérieur E; OX avec la projection, sur le plan XY, de la parallèle ON à l'axe^AB, menée ■
O Voir «u D» t
•otation de l'aslre s'effectue de ta droite it à ON (négativement). Pour abréger.
boréale. OV esi perpendiculaire à OX, nt In ligne boréale est inclinée Fur OX.
irs aux angles 6, <|<, f et aux moments néme signification qu'au n* S6, mais y, compris entre les axes principaux 0X| , le boréale ON. Dès lorx, il est clair que le U resteront les mêmes qu'au n* 36, ue, ON n'étant plus la direction propre rotation d'entrainement, mais son prohanger le signe de u dans les formules, eul identique,
''8in'fl+A,+''cos'fl-t-Aft"-t-C(5i'-»-^'cosS)*], +-(A-t-C|)^'siiiftcosT'i -I- Aiif'cosi'cosy, (-Aii'sinil.
: pour abréger
+ C, — fL,=h, .A, -t-A, = a',
liions (S5) qui subsistent, savoir
cos A cas if,
lin Xs'in9 — cosi cosSsin^,
»n Acos6 -I- cosxsii)âgin<f,
(o' -+- 6 sin û} j,'* -•- C (f ■ -4- ^' eos 6)'J ' + bun'4)if'sinj — /i^'cosAsinScosSsin^ [f •*■ ji' cos e) cos j-,J.
aleur de T -i- V dans l'équation (93) )t q égal à f, à ij/ et à 6, on en déduira
les équations différentielles du mouvement relatif du gyroseope, dans les différents cas considérés par MM. Quet, Resal, Lottner, Bour, etc., comme nous allons le faire voir.
6i. Probléue VIII. — Les trois corps D, I, E» pouvant se
mouvoir librement autour de leurs axes respectifs 0^, 0X| , OZ,
on fixe ce dernier dans la direction ON de la ligne boréale, on
imprime au tore une vitesse rotatoire n, positive ou négative,
autour de son axe OÇ maintenu en repos apparent^ puis on
abandonne l'appareil à lui-méfne. Déterminer le mouvement des
diverses pièces du gyroscope, ou les valeurs de 9, <{/, cp, en fonction
du temps.
Comme on a ici
il en résulte
cosr = 0, ces y, = sin tf, cos r^ = cos ô,
et la valeur de T-f- V s'écrit sous la forme
T + V == i [ae'« H- (a' -4- 6 sin'tf),^* -^ C(y' -*- ^' cos 6)«] — a [(a'-^ b sin'e)<f»'-*- C(f' -«- ^' cos 9) cos a],
ou sous celle-ci, plus commode dans le problème actuel,
T -♦- V = i [ad'' -♦- (o' -♦. 6 sin« e) (^' _ »)« ^ C (y' -«- ^^'^^ cos «)*]
(a' -♦- 6 sin* e -h C cos' ô).
On a donc, en vertu de Téquation (93), comme T ■+- V ne renferme explicitement ni 7, ni ^,
C — [p'-t- (^' — m) cos e] « 0,
I -- [(a'-t- 6 sin' ô) (<f»' — w) -^ C (f' h- f — « cos d) cos fl «= 0,
a (i|/' — 0)'6sindcos6 + C[/ + (•>' — ûi)co8dJ(if*' — »)sintf
— fci' (C — 6) sin BcosB = 0.
a deux premières donnent évideinmeni, /, et ^ étant des antes arbitraires,
. . . . . r'-*-{'t' — ")cog* — i,,
. . . {a' ■t-bsia't){t'-~a) + Ct,coii = t,.
I déduit de la seconde l'égalilé
(, — et, cos e
te valeur de <Ji' — (o, substituée dans la troisième des équa- (9S) avec celle de 7' + (i('' — <u) cos 6, ta transforme comme
d3' (tt — Cl, cos «)*
dt («' •+- b sin' tf
_ «« (C — 6) sin 8 cos • "- 0.
ntégrale de cette équation est évidemciltni
lignant une nouvelle constante ô déterminer.
9 conditions du problème fournissent, pour t = 0, les
rs
e' = 0, ^' = 0, f' = fl, 8 = S,,
li donne pour les constantes li, l^, If, d'après les égalités (97) et (tOO), les expressions
I/i ^ w — «cos i,, i, = C/|Cos^ — u{a' ■*■ frsin'tj, /, = «'[a'+(26 — C)8in*l,].
peut aussi tirer de la troisième équation (9S) la valeur de
d"* _ d»' dt'^'dt
pour f a. 0, en y remplaçant ^\ f ', 6 par leurs valeurs initiales. On trouve, réductions faites,
Cftfd sin 6i
HM. Ce qui précède donne lieu déjà à quelques remarques intéressantes :
1* Si Ton veut que Taxe du tore reste en repos apparent par rapport à la planète, il faut que 6 soit constant, et pour cela, le second membre de Téquation (102) doit être nul. On est donc conduit à Tune ou à l'autre de ces deux conditions :
sin 69 = 0, fissO,
c*e8t-à-dire que Taxe du tore doit être dirigé parallèlement è Taxe de rotation de la planète, ou bien la vitesse initiale du tore doit être nulle. Si Tune de ces conditions est réalisée, il suit de réquation (98) que ^' sera constant, et par conséquent nul, puisque ^*^ = 0; Taxe 0( gardera donc une direction relative invariable ;
2* Les équations (100) et (102) diffèrent dé celles qui leur correspondent dans le mémoire de M. Lottner (*), tandis qu'elles s'accordent avec celles de M. Quet (**). Cela tient à ce que M. Quet admet la même hypothèse que nous, en ce qui concerne la pesanteur, tandis que M. Lottner regarde seulement comme constante Yattraction^ et pour lui, le centre de gravité devient le point d'application de la résultante des forces attractives. Il en résulte que, tandis que dans notre hypothèse le système mobile reste en repos apparent lorsque le tore n'a reçu aucune rotation initiale (n«=sO), dans le système d'idées de M. Lottner, il prendrait un mouvement déterminé.
Il va sans dire que, lorsqu'on néglige les termes de l'ordre de (ù\ les deux hypothèses conduisent à des résultats concordants. Mais
(*) Journal de Crelle, t LIV, im, pp. 497-226, S 3 (*•) Journal de Liouville, t. XVIII, i8fi3, ¥ secU, S 2.
HO
curieui de rechercher la condition de conatrucItoD «il qui, si elle était réalisée, fenil disparaître de [>d(100) te terme
u* (C — b) lin* ),
ait ainsi identique à celle de M. Loltner. Or, cette 1 évidemment celle-ci :
C — 6=0, ou C — A— C, — A,,
que l'excès du montent d'inertie axial itir le moment ialorial ait la mime valeur dan» le tore et dans l'aniir.
isdéjà rencontré celle condition dans deux problèmes (i-iîîet53);
(ration de l'équation (100) dépend, en général, des rperelliptiques, mais on peut indiquer des parliculaitruclion ou de circonstances initiales pour lesquelles se simplifie. Par exemple, supposons que l'on ait Ji nditions
raient les relations
A+C, = A,; /, = _1ÎL
CcosR,
u(a' -\-C cos' io) " C eos »,
ire condition peut être réalisée, comme nous l'avons 1* 20, par une construction exceptionnelle de l'instrulODde le serait par une rotation convenable imprimée luation (100) se réduit alors k
o'»* C03* s '+ ; Co' sin' a = b' (a' — Csin'^),
d*où Ton (ire
cos 6. \/a dé
dt
a [/a •+• C cos* ^0 V^cos* 9g — cos" a équation facile k intégrer par les fonctions elliptiques.
ftS. Développement de la solution dans le cas où l'on néglige les masses des anneaux.
La détermination du mouvement du gyroscope s'effectue encore par les fonctions elliptiques lorsque Ton néglige les masses des pièces 1 et E. On a alors évidemment, A^^G^, A^, C^ étapt regardés comme insensibles,
a=sA, 5==A, a'=:0.
L'équation (100) se réduit à
dé' A sin* e _ = [/, ^ «« (C — A) sin' tf] A sin* « — (/, — Cl^ cos éY ,
et les constantes /|, /j» h ^ux expressions suivantes :
!/i B= /l — w cos »o> /, = c/, cos Bq — A« sin' a,, /, = (2A — C)«'sin'«,.
Si nous posons
X = cos ,
réquation différentielle s'écrira
X désignant, pour abréger, le polynôme du quatrième degré en X qui figure au second membre de l'équation.
Il est nécessaire, pour la solution du problème, de connaître les racines de Téq nation X = 0. Admettons, comme c'est le cas pour tous les gyroscopes employés, que l'on ait
Le coefficient de x'dans le polynôme X, savoir A (C — A) &>*, tant positif, X prendra successivemeot tes signes que voici :
pour « = — oc , X > 0;
pour ir =- - 1, X ((, -V. Cl,y < 0;
pour x^coaSt, X = 0(puiBque «lest nul);
pour x= + 4, X= — (/, — C/,)'<0;
pour ait™-*-», X > y.
Il } a donc une racine réelle Xj entre — «et — i, une racine ielle a^=co8 % entre— 1 et -t- 1 ; une racine réelle ij entre -t- 1 t-t-ao , et comme Xa le même signe pourx= — 1 eta:= -*- 1, I quatrième racine réelle x, est aussi comprise entre — 1 et + 1 . >n pourra donc poser
X, = cos s,.
Il n'arrivera pas, d'ailleurs, que les racines x, et x^ soient gales, car on trouve, pour la dérivée X' du polyn6me X,
;) iX' = — 2A{C — A)m'i(1— X») — A/^-¥-a,(f, — a,i),
t pour x= Xft^^ cos 6q, eu égard aux valeurs de If , /j, l^,
:') X; 2ACno>wn'6,.
Si Xo était une racine double, X^ serait nul, ce qui ne peut mir lieu que pour n^O ou sin Sq := 0, Nous tombons alors ins l'un des cas où l'axe OÇ resie en équilibre relatif (n* 52, 1').
Ainsi les quatre racines de la fonction X sont réelles et iuéiles. Nous les supposerons actuellement connues. De plus, la mction X est positive lorsque x est compris entre Xg et X| , et svient négative lorsque x sort de ces limites ; or, comme x part ! la valeur Xq pour f = 0, que X doit demeurer positif puisque
premier membre de l'équation (104) est un carré, on voit déjà le X restera toujours compris enire Xg et x^ sans pouvoir ipasser ces deux valeurs extrêmes. L'angle 9 oscille donc indélimenl entre % ^' ^t> ^^ f|ui fait prévoir une oscillation périoque de l'axe Oç. Mais il faut délerminer le plus grand de ces
deux angles et, pour cela, recourir à Téquation (102), qui devient ici
A rinstant ^ = 0, 6' est nul; son signe, à partir de cet instant, sera donc celui de^, c'est-à-dire celui de n, puisque C, A, », sin Bq sont positifs. Donc
1° 5t n est positif ou si la rotation initiale du tore est de gauche à droite par rapport à la portion 0^ de son axe, 6' sera d'abord positif, l'angle 6 ira en croissant et cos en décroissant ; on aura donc
e, > 60, cos ô, < cos ôo, X, < Xo",
(105) X = A (C — A) w» (x — Xo) (x — X,) (x — Xj) (x — Xj).
dx
dt
_ Afltx __ i . / A i/y » V c —
— a?î) {xz —
■Xo)
— X,) (Xo —
Xti
2* Si n est négatif, on aura, au contraire, \
e, < %y cos «I >-cos ^0» ari > Xo.
Nous discuterons successivement ces deux hypothèses. |
54. Premier cas, n > 0. — L'angle varie entre 89, limite inférieure, et 6^, limite supérieure. Les racines de X, rangées par ordre de grandeur, sont
Xj<X, < Xo <X8, J^
et Ton a d'ailleurs
On tire de l'équation (lOi), en déterminant le signe par la '$
considération que, x étant d'abord décroissant, ^ doit être négatif, |
VX «^ ^ — ^V(x-x^)(x-'X^){x—x^)(X'-x^) ^
Posons, suivant la transformation de Richelot,
ih
iifxa\ j.^-*-^ ^ (ars — x,)(Xo — xj j1
l'ii
Mais elle peut être simplifiée. En effet, en vertu de l'équal (105), si X; et XI désignent les valeurs de la dérivée X' p a: = »o et X — X, respectivement, on a
X; -= A (C — A) »' (x, — X,) (x„ — X,) (x, — x.) , X; =. A (C — A) «* {x, — x„} (X, — x.) (X, — X,), d'où
(x, — X)) (xt — X,) ^ _ x; {x, — X,) (x, — xj) x;'
Or, ta fonction X' est connue par l'équatiop (a), et sa val Xâ pour x = Xq par l'équation (a'); nous aurons donc, sans q soit besoin de connaître x^ et Xj,
M08I . / {^■-^.)fx.-^) _i_\/3r
^ ^ " ■ V (x, — x,)(x, — X.) 8in», V aACn»
D'ailleurs, on a la formule
eosa, — eos9 "sine, V 2ACm« l/fc8,(^()_),|p[) '
équation qui exprime cos 6 en fonction du temps au moyen fonctions de Jacobi.
On peut aussi écrire l'équation (109) sous une autre Ton en partant de la relation connue
1 — snM_en'i(K ^ w) 1 -•- sn K ~~ en* i (K — t*)' d'où l'on déduit
c"'(ipO
i -t- z 1 + sn (pi — K) en' (K — i p()
_ cn'(ip') aî(ipt)a'ap')
cn'{ip(-HK) »\i?t)6\(ipt)'
y / x; r fl,(ipOfl.(ipi) i'
flo *^ 2ACn«Lfl(ipI)*.(ip')J'
jler eoa 6 par des séries très converiplement que la formule connue
r z l'expression
es racines Xj et x, est facilitée par les
it calculé Xf Le terme en Xj manque donc
premier degré
en X se
réduit
scw,
«ion(H2),
2Cy,
A (C ~ A) «• (I, + X,) de trouver x^ et Xj lorsque x, sera
^ Si Ton suppose que la ^ pièce D soit un disque homogène extrêmement aplati, de façon que le carré du rapport de son épaisseur à son diamètre soit négligeable, on sait que Ton a alors, entre les moments d'inertie G et A, la relation
et il suit immédiatement des équations (103) que I2 est nul. L'équation X =» se réduit donc à
«'A' (1 — xy — (/, — C/|X)' == 0, ou
• [«A (i — x') -4- /, — C/,x] I «A (i — X*) — Z, +. CUx] = 0.
Elle se décompose donc en deux équations du second degré et sa résolution devient fort simple.
XIII
(^Suité). DÉTERMINATION DES ANGLES 4' ET 9 EN FONCTION DU TEMPS.
56* Pour exprimer Tangle ^ en fonction du temps, on part de réquation (98), qui se réduit, lorsqu'on néglige les masses des anneaux, à
^ li — C/| ces /j — C/|X '
^ """""" Asin*0 ""A(i— x^
d'où, par décomposition,
dt 2A 1 -♦- X 2A 1 — X
Intégrant, et désignant par ^q la valeur initiale de ^, on a
U -^ C/, r' dt U — C/, /^' dt 2A ./ i-+.x 2A ./ 1— X
Il suffit de poser dans celle formule, pour la première des deux intégrales,
et pour la seconde,
ksna,=
On obtiendra ainsi l'équation
I I, + Cl, F
'[ Up F -.-g'*" 2Ap FG,— GF, Ift'fal
Ci,
HAp it (F -^ G)* en a dn Q I » (u) 1 rs(«_a) 1 -t- t sn (a -f K) sn (u + RH j *" 2 ■ [8(tt-i-o)' i -fcsn(o + K)sn(u+ K)J j l^-Clj FG,-GF. ja-C.)
2Ap A {F — G)' en «, dn a, f 9 («,) '^
+ 1 , [ «("-"■) 1 -.-AsnK + K)sn(«H-K) -| 1 "^â "[fliw+o,)!— /tsn(a, + K)sn(u + K)Ji*
Mais cette équation admet des réductions considérables.
.*9> Occupons-nous d'abord des arguments a et a^. Il suit évidemment des équations (113) et de la condition xg > x^ que et w' sont compris entre zéro et l'unité. De plus, on a
FF, = o' — o"
[X, — Xi) (Xt — X,) -
- 1.) (% — ar.)
ko-
■ I.) (Xa H- X, — JCi — X,)
)nCH2),
apprend que id est plus grand que tr'> là que
et inférieure à funicé.
F,*G,W1* F-.-GJ II-
, à cause des relations
.F,4-G,= 2o(l +1,), -F, — Gi = 2o'(1 + X,),
el w'* par leurs valeurs et substituant,
■(t.-x.)'(I +i.)M +x.) _ ;)' (i — on')' (x« — a-,) (x, — a;,)
t positifs, ô l'exception de 1 ■+- x^ qui est
cd'o < 0,
sn'a > i.
llDt de celui que l'on a trouvé plus liaul, compris entre 1 et -j; l'argument a est
donc de la forme <7i + K (*), a étant une constante réelle con) prise entre zéro et K et déterminée par la relation
doù
sn ((rt -+- K) = -7- = -r
dn (d, k') = A — r — :
a (1 -♦- Xo) — a (1 -♦- Xi)
Tirant ensuite la valeur de en a de Téquation (118) et détenu rainant le signe de en a par la relation connue
. k'isnja.k')
en (o-t -+- K) = : • — »
^ ^ dn ((7, k')
on obtiendra
2t (Xq — Xi) l/ — cro' (\ -^ X,) (1 -4- X»)
en a = zz=i=z=zz==: *
(F -♦- G) (1 — W) V/(xo — X,) (X5 — x.)
Enfin, on a
ou
dn o = 2l/acT'(1 -4-Xo)(i -+-X,) ^
le signe étant positif à cause de Téquation
Il vient donc
4t(Xo — X|)oo' l^ — (i "►-Xo)(l -t-X|)(l. -♦-X<)(l-t-X3)
cnadna= — -— — — -. •
(F-h G)*(l -ao ) |/(-r^ _ a,^j (^^^ _ ^^j
fil
n z désigne dans tout ce qui suit le symbole V--i.
avec les modiGoaliuns suivantes : l'équa
nous monlre que sn a, est positif ou né{
Les deux cas étant possibles, dous i linctioD. On a ensuite
(Fjcn'o, = 1 — sn'o, ■=% — -—-
iua-[xt--~x,y[i—x,
d'oà il suit que sn a, est compris, e 1 et -j, et qu'il faudra poser
suivant que F| — G, sera > ou < 0, entre zéro et K. On trouve ensuite
k'i sn h,, en a, = en {a,t ± K) = ^—j—, — j
an'ai = t — rsn'a, =• —
■^j^mi"^
)ositir il cause de la relation
îrvaot que l'on a, par ['expression de X,
éduclions Taites,
:/. FG|— GF. _.|.*i
ft(F — G}'cn«,dna,~ 2»"'
rapportant au cas où l'on a F| — G, > 0, u cas de F, — Gj < 0, et *i désignant que li — C/i est positif ou négatiT.
lintenant & l'équation (117), et remarquons
; "^ 2Ap F — G Ap (F* — G*) '
. sci(pr
-snfl.
sn(a
= — 911 ai
= q^Sllff|t
(pi -
^e(pt -f
-wnsiT'-
Moyennant ces substitutions et eu égard aux équations (119) et (120), il viendra enfin
é ss= dfQ '^ al -^ ■ t
fl21) I ^ i ^8 (^0 l^j p (pt — gt) 1 -^ AsnfftsnpC i
J 2t I 65 (crt) 2 * Le (p« -^ <Ti) 1 — A sn ai sn /jf J
. xi ( Oi(<''iO 1 p (p^ — <^i*) 1 db A sn «r^t sn ptl
ZJ2 — { ût-^ 1. • -^— r I
2i ( B^((Ti%) 2 \J {pt ■+■ (r,t j i rp « sn jji sn /?< J
On peut aussi éliminer les fonctions sn par la relation
i e,(z) sn xb »
et Ton trouve, sous une autre forme,
M22) ) _li?L(!!l ( + ii r^li!iZ-!i) gHgU0-^giMg|(p0 1)
^ 2i ( ô, ((7t) '^ "*" 2 * L^(|ot 4- (71 ) ' 5 ((7i) ô (f)/) — ô, (ff i) eMj \
On se souviendra que le signe supérieur se rapporte à Fi| — G| > 0, le signe inférieur à F| — G| < 0, et que l'on a
X = 4- i ou — i suivant que /j -♦- C/i est o 0, xi = -♦- 1 ou — 1 suivant que 1% — C/| est o 0.
eo. La détermination de 9 en fonction du temps résulte de réquation
(96) î»' -t- (./— .m)cos0 = /,,
d'où l'on tîre, par l'expression de ^' — w donnée au n** 56, df /g -4- C/| X If — Cil X
dt 2A 1 -♦- X 2A 1 — X
XIV
(Suite). FORMULES POUR LE CAS OU H EST NÉGATIF.
m. Deuxième cas; n < 0. — La discussion et les calculs se font d^une manière toute semblable et conduisent à des résultats analogues, qu'il suffira d'indiquer brièvement.
L'angle 6 que fait Taxe du torç avec ON varie entre 6oi Hn^îl!^ supérieure, et Gf, limite inférieure; donc Xi est > Xq et les racines de X, rangées par ordre de grandeur, sont
a:, < Xo < ar, < Xs .
La valeur de -r est d'abord positive. On a donc
dt
-ivé
dt
dx
^ k (X — Xo) (X Xi) (X Xs) (X — Xj) '
et par la transformation de Richelot, en faisant varier z dans le même sens que t^ on posera
y/ (Xç,— V Iv
^ — ^ \ /(^o — Xi) (Xî — X,)
(Xi — X,) (Xî — Xa)
X ~~" Xn ^ (Xo '^~
Xt) (Xi — Xi) 1 — z
(Xo— XîîKXj — Xo) i -f- z
p = — r l^(C — A) (x, — Xo) (X3 — X,) .
On trouvera alors, comme dans le premier cas,
dz
fdt =
doù
z = sn (p« — K) = — sn (pf -f- K),
et l*on retombera, par les mêmes transformations, sur des résultats qui ne différeront de ceux du premier cas (n > 0) que par la signification de A: et de p :
linfl. V
cos 0, — C08 e 1 . / X,' i -♦- sn (pi -4- K).
cos d — cos % sin 8o ^ 2ACncj \ — sn (pf h- K) ou
cos Oi — cos é
?i— cos e _ Jl_ m / X; p,(i fO ^5(00 1' ï — cos 9o sin So V SJACww L^ (i /)0 ©i (i /oOj
La durée de Toscillation de Taxe du tore, dans le plan ZOç, aura pour expression •
? « l/(C — A) (Xi — :ro) (Xs — Xt)
Pour calculer les valeurs de 4^ et de 9, on se servira toujours des équations (98) et (96), qui se traiteront comme dans le cas précédent. En posant
▼ JTt "^^ Xn • iJyl
Xî
«H/3 — Xq ' «2/| ~~* Xf
et conservant aut lettres F, G, F^, G^ les mêmes significations que dans les équations (114), on trouvera, pour exprimer ({/, la même équation (116) que dans le cas de n positif. On reconnaîtra, par les grandeurs relatives des racines de X, que ts et m' sont compris entre zéro et Tunité, et par Tégalité
vs — — w = ■
\Xz — ^o) (^1 — X*)
que w est plus petit que m'. Les arguments a et a^ étant encore définis par les équations
k%ua = >
l'équation (117) subsistera sans changement. Mais comme sn a est ici négatif et compris^ en valeur absolue, entre 1 et^ , on doit poser
a ^=: tri — K,
a étant compris entre zéro et K et défini par Téquation
\ F*| -f- G| 1 -♦- oor'
sn (fft — K) = —
dn(o', A') F -♦- G 1 — ao'
On trouve ensuite, par une discussion analogue à celle du n» 57,
en a = — »
(F -^ G) (t — oo') y (Xi — Xt) [x^ — Xo)
dn a s» = '
et enfin
/, -^a, FG, — GF, __^ K
2A/7 k[F -^ Gl'cn a dna 2» '
X désignant -^ 1 si ^ hh C/| est positif, — 1 si I2 h- C/^ est négatif.
De même, o-| étant un argument réel compris entre zéro et K,
on trouvera
Oi = <T^i ± K,
où Ton prendra le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que Ton aura
tj' <^ 1 — Xo
et il en résultera, après diverses transformations analogues à celles du n"* 58,
/, — a, FGj — GF, ^ ^1 2Ap A(F-G)*cna, dna,"" ¥i'
où X| = db 1 suivant que l^ — C/f est > on < 0.
slituanl ces résultats dans réquation (116) et opérant les 3 réductions qu'au n* S9, on trouvera enfin les deus fbrsnivantes :
I F{tJP — Clfi)
Air -G')
■) I + A:sn («") sn(pl)'
_Jlili!il i^-'i P ''' ~ ° a.i..H' sImp'*»
!«.(.,.)' -2 L'if'-i
■) <±t.~(.,Oin( |.l)-|)
ï}' *a ■[.(pi*.!)' •('■)'(
i(,i)-«.M',lf<)J)
:ii(fi)±i,(.,ili,(.im
ts ne difTèrent respectivement des équations (121) et(f22) Br la signification des lettres k, p, etc... La valeur de 9 en in du temps se caiculeràit aussi de la même manière t)ue e premier cas (n* 60) et l'on serait pareillement ramené ^uations (123) et (124). 11 est donc inutile de répéter ces
, Quelques conséquences mécaniques des formules précé-
détermination, en fonction du temps, des angles 6, ^, f A, comme on l'a vu, delà résolution d'une équation du ème degré en x, X = 0, dont on connaît à l'avance une
^0 = eos %.
st donc possible de débarrasser l'équation de cette racine, n remplace, dans l'équation X = 0, /^ et l^ par leurs •s (105), en observant que l'on a
cosi^j-u, sio'e, ^1 — xl, s
[CU{j,-x)-A^,-xl)y
[(2A— C)(l— iî) + (C— *)()— a;')]A(l~i') = 0,
S quelques réductions faciles,
C'/î (a;o — xf - 2AC(,B(a:„ ~x){\—xl] ■ a'A [(A — C) (1 — x") - A (I — j;!)] [xl — a;') =, 0.
rimant le facteur Xg — x, on aura l'équation du troisième
x)-i^Ct,a{^—xl)-*^^'A{x„•*-x)[A{xl—x^)—C{^—x^)]=0.
I pour racines x,, Xj, Xj, la première seule étant com- Ire — I et -h ]. Si maintenant nous remplaçons l, par sa 1 — u xo et si nous ordonnons suivant les puissances nies de-, nous aurons
[ï, — x)~~ [Cx,(x,— x) + A (1 — xî)]
[C'xî(Xo— x)-+- 2ACx,(l— xî)-4- A'(x, *x)(a^ — x')
is, pour plus de simplicité,
aurons, après quelques réductions faciles et en divisant
- — (>.+x^-^xî)+ ^ [f-Kl-^) xî -M'-/') (2x.-J)*j =0.
Les racines de «elle équation du iroisiéme degré en i sont les différences Xq — X| , Xo — Xj , xg — Xj . En joignant la condition que X| soit compris entre — 1 et -i- I, on aura tout ce qu'il faut pour déterminer la valeur de S qui correspond 1 cette racine. On arrive ainsi & quelques conséquences intéressants :
1* Si, comme c'est le cas dans les espériences de Foucault à la surTace de la terre, u est très petit et n extrêmement grand, de sorte que le rapport^ait une valeur excessivement petite dont le carré soit absolument n^lîgeable, comme les quantités
fi , X( , i^ Xit — X| .
sont, en valeur absolue, moindres que 1 ou que 2,* les coefficients des puissances de ^ dans l'équation (t2S) ne pourrAnl dépasser des limites assez faibles et Taciles A assigner. Il s'ensuit, nécessairement, que la racine i qui correspond è Xg — X| ne peut être qu'une quantité très voisine de zéro. Le troisième terme ae l'équation, qui a pour focteur
sera donc tout it Tait négligeable, el l'on aura avec une rès grande approsimalion
ou, en négligeant encore un terme de l'ordre de ^, SAusin'B*
On voit par là que les angles So «' ^i "^ diSéreroni pas l'un de l'autre d'une quantité appéciable; l'axe 0^ du tore paraîtra donc faire un angle constant avec ON et décrira, dans son mouvement apparent, un cône de révolution autour de U ligne
boréale (*). On retrouve ainsi les résultats déjà connus par les méthodes d'approximation ordinaires; aussi nous ne nous y arrêterons pas. Nous ferons observer seulement que les racines i qui, dans Téquation (125), correspondent i jr^ et à 0*3, sont nécessairement très grandes, sans quoi Ton conclurait comme plus haut qu'elles doivent être très voisines de zéro, ce qui est évidemment impossible. Ainsi x^ et x^ auront des valeurs absolues très grandes, mais à cause de la relation
Xj-*- or 5 = — (xo -♦- X,) ,
leur somme algébrique sera très voisine de Xq.
3* Si Ton supposait, au contraire, le cas (tout à fait idéal) où la valeur de n étant assez faible, celle de od serait extrêmement grande, ce serait alors le rapport ^ dont le carré serait négligeable. L'équation (i2S) admettrait encore une racine à très voisine de zéro et sa valeur approchée serait
2ii ju. sin' ^0
u f^ -^ (i — /w) (1 — 4/64) ces* 60
• Lorsque Ton a
e'est-à-dire lorsque rellipsoîde central du corps tournant se réduit à une sphère, la valeur de 6 s'obtient sous forme finie en fonction du temps. L'équation (104) se réduit, en effet, à
rfx' ^ ^. = A'» (^ - ^') -^ (^« - ^'*^)%
et Ton a la condition initiale
A/, (1 - xi) — (/, — a,x,)' = 0,
D Ce résultat ne nous parait pas démontré, chez la plupart des auteurs qui introduisent tout d'abord l'hypothèse de ^ très petit, a?ec une rigueur satisfaisante.
l'où l'on tire l'équation
Posons
Xj — x = ê, l'où
xo -<-i-=2x,— ê,
:t observons que la relation C = A donne lieu aui réductions uivantes :
/, = A/,x, — Ao (1 — x!) = A (nx, — u) .
/. = A.'(t-^î), Ai, + C/î = A' (ti' — 2n«x, -t- »').
Cl,lt = A' (k - M.) (nx. — «) .
Nous trouverons facilemeni
l/2no (i — ij) ê — (n* — 2bux, -i- u') é'
lu, en posant pour abréger
B«(l— xî)
n' — îtlwx, -1- m'
ntégrant el remarquant que t = donne { = 0,
tl/n' — SnoiXb -»- fi>* = ± nrccos >
Voù enfin, par des transformations faciles
C08 » = cos s, — 2fi sin' - l/n* — 2n»x, -i- » \2
On remarquera que l'expression
l/«' — 2ii«Mr, -»- M*
représente précisément la vitesse de ia rotation absolue du tore à répoque ^ = 0.
«4. Les équations (121) et (123) qui fournissent I expression des angles ^ et 9, déterminent le mouvement de précession du tore et sa rotation par rapport à Tanneau intérieur. On remarquera que ces angles ^e composent Tun et Tautre de trois parties distinctes : une partie constante, une deuxième qui est proportionnelle au temps, une troisième qui est périodique, et dont la période a même durée que celle de loscillation de Taxe 0^,
savoir
La vitesse de la précession apparente, ou la vitesse avec laquelle la ligne X|OX) se déplace sur le plan XY, est la valeur de ^' fournie par Téquation
/, — C/| cos 8
A sin* e
En remplaçant l^ par sa valeur, cette équation deviendra
cos 00 — coser^, , -,
f = 7— [Ce, -4- A» (cos 00 -♦- cos 0)1.
A sm'
Cette formule fait voir que ^' s*annule chaque fois que 6 reprend la valeur Oq, ou que Tinclinaison de Taxe du tore sur OZ revient à sa valeur initiale. Il y a donc, à chaque période d*oscillation, un instant où la vitesse de précession s'annule.
Quant au signe de ^\ il dépend des données du problème. On peut écrire Téquation sous cette autre forme :
n (cos 00 — cos 0) r^ « , ^ ^, « 1
*'=— ^ ^ C ^ - A — C cos0o-t--Acos0 .
^ Asin«0 L »» ' n J
Lorsque le rapport ~ est excessivement petit, comme dans les
périenees de Pouciull, il est clair que le signe de ^' est le ime que celui du produit
h(cOS% — COI»),
|uel est toujours potitif, comme on l'a montré au n* 53. Le luvemeat de précession a donc lieu de OX vers OY, ou en a coDtnini du mouvement de rotation de la terre.
s XV.
KOUVEMBIIT DU GYROSCOPE D8 FODCAULT {mite).
•t. Phoblëhe IX. — L'axe de l'anneau extérieur E «font fixé
M une direction arbitraire OZ (fig. 20), /'anneau intérieur est fixé au premier mut un angle droit, en sorte que taxe OX, du tore ne peut se mouvoir que dans un plan XY fixe par rapport à la planète. Une rotation initiale, avec vitesse n, est imprimée au tore autour de son axe OÇ mamtenu immobile ; déterminer le mouvement qui en résulte pour tout le syS' tème.
Nous conservons les mêmes notations qu'au n* 50, mais Dous
ms, en venu de l'hypothèse actuelle,
6 = ro»s(=-i fl'=0, Gosf^O.
plus, si Ç désigne l'angle que fait, dans le plan XY, t'asc OC
du tore avec OX, compté positivement de OX vers ÔY, nous aurons
et les équations (55) donneront
cosy sss — C08 A sin Ç , cos n == sin A, cosrt'^cosa cosç,
de sorte que l'équation (94) deviendra
T -4- V « i [(o'-4-6) r -^-Cf'*] — «[(a' 4- b) r sin X + C/cosAcosÇ]-
Appliquant donc Téquation (93) et prenant successivement ç s=s (p, 9 es 2;, on trouve immédiatement
d C --(f ' — u cos A cos Ç) =s 0,
(a' -^ 6) — (Ç' — » sin A) — C»f ' cos > sin ( «r • ' dt
Ces équations donnent, en posant
(126) . .o, = «cosA, V=-; r =
a' -I- 6 A -♦- C| -♦- Aj
et désignant par /^ une constante arbitraire,
(127) f' = /i -4-ûî, cosç,
(i28) . . . . -^p = |x«, (/, -♦- »t cos Ç) sin ç .
La valeur de la constante l^ , donnée par fétat initial, est et Fangle i^o pourra toujours être supposé compris entre zéro et n.
Pour déduire de l'équatton (128) les cooditiona de l'équilibre iatif de l'axe du tore, on posera
l'on aura
qui suppose 1* ou bien n=>0, c'est-à-dire que le tore soit repos apparent à l'instant initial; 2* ou bien sin ^>=>0, c'estjire que l'axe du tore toit dirigé, à l'époque t ^ 0, suivant la «section OX de la ligne boréale sur le plan directeur, ou suint ton prolongement. Une de ces positions répond à l'équilibre ible, l'autre i l'équilibre instable. Il serait facile de les discerner s i présent, mais la discussion du mouvement dans le cas aérai suffira pour résoudre la question.
•«. Multiplions l'équation (138) par ^d^, intégrons et obserns que C est nul pour ^ = Co : ■' viendra
ç'» = 2ft«,i, (cos ïo — cos Ç) -4- ^»î (coB* Ço — cos' K) ,
'— = ^^{cosK — cos Eo) [ ■' — cos ïo — cos ï ■
df \ a, I
Pour identifier cette équation avec l'équation (11) du mouve- :m du pendule à plan d'oscillation tournant, il suffira de poser
,.!_.■■, -il ?-.
lù l'on tirera
19) ... . J-.,vn., r -i^.
encore, en remettant pour fi., U], If leurs valeurs,
aCcosx(n — ucos xcosQ
Le signe de r sera contraire à celui de 7| , qui se trouve déterr miné par les valeurs de n et de cos Çq , mais cette circonstance ne peut donner lieu à aucune difficulté, puisque nous avons vu, au n* 5y qu'un changement de signe de r dans le mouvement du pendule revient à un renversement dans la direction de là [jiesanteur, ou de la droite à partir de laquelle se compte Tangle Ç. La solution complète du mouvement de Taxe du tore est donc donnée par le théorème suivant :
Lorsque l'axe OÇ du gyroscope est assujetti à se mouvoir dans un plan fixe par rapport à la planète^ son mouvement est le même que celui d'un pendule simple de longueur r, dont le plan d'oscillation tourne autour de la verticale de suspension avec une vitesse angulaire constante (ù\ les valeurs de r et de <ù' étant données par les équations (130)^ et la direction de la verticale étant remplacée par la projection OX de la ligne boréale sur le plan directeur.
Il ne reste donc qu'à appliquer les formules données aux paragraphes II et III pour le mouvement du pendule et à en déduire les conséquences qu'elles comportent, en distinguant les trois cas que présente la valeur de r, savoir :
A) n — co,cos^o < 0,
B) n — «, cosÇo>0,
C) n — ûjj cos Ço = .
Cette discussion offrant la plus grande analogie avec celles des §§ IV et y, nous nous permettrons d'abréger.
Il en sera de même des formules qui déterminent l'angle ?, ou la rotation du disque par rapport à l'anneau intérieur : on suivra la même marche qu'au § V. Substituant à /| sa valeur dans l'égalité (127), on a d'abord
df
?i = -r = « -*- «i (cos Ç — cos Ko),
at
d'où, intégrant et posant
u = pt -*- K,
(COBt^ — COSÏ*))/»,
[on dans laquelle il faudra substituer ipeticosi; — eosl^ leurs qui se rapporteront aux différents cas que nous allons
. Dans la supposition A), /, est négatif, r positif, les for- I dti § Il s'appliquent sans ehangemeni, OX étant pris pour ion de la pesanteur dans le pendule de comparaison. La ité/'(n*5)e8l ici
f i— COSÏ. -.-MMÏ..
1 trois cas /■ — eos i;o > 0, = 0, < 0, reviennent ici i I) n<0, II) n — 0, III) n>0.
deuxième répond è l'équilibre de l'axe 0;; nous n'avons I en parler. Les cas 1) et III) correspondent respectivement
rotation imprimée au tore, autour de son axe Oz, de droite che ûu de gauche à droite.
lin, le cas I) ou fl < donne lieu à trois hypothèses subsis
)rès substitution,
«iSin — ■
•S. Cas ly a). L*angle ^ varie entre sa limite supérieure t^^ et une limite inférieure Ç^ donnée par Téquation
ou
COSÇi = 1- COSÇo.
2ii CCS Ç| — ces ^ =
Vaxe du gyroscope oscille dans le plan X Y, en se rapprochant et s'éhignant alternativement de la position OX (position d'équi- ^ libre stable) sans jamais l'atteindre.
Si Ton pose
sinp n /- .
• « = -: — =» — ■ . , » /3 ==»!»/ /t*sm a, sm a cDi sm a
la valeur de cos ^ en fonction du temps sera donnée par les équations
cos a — k cos p sn (pC -f- K)
(19) . . • .cosÇ
(21) 008 1; — cos Çq = sin ^o sin p
cos ^ — A cos a sn (p< -+- K)
1 — sn (çt •+- K)
cos fi — k cos a sn (pf -♦- K)
La durée d*une oscillation de Taxe Oi; sera
Wi V/u,
sm a
69. La formule (131) devient, par la substitution de la valeur décos Ci— cosÇq»
k sin Ço /*" 1 — sn M
f = yo •♦- w( H z~" / — ;^ ; — '■
tr J C08Ô — Arcosasnté
du
>n fera usage de la formule (49), où Ion aura
lui donnera
Jt sin Cf u — K
t/f* ™*P l/fTsin acos'Scn adna '^ i S!>>f _K^ il Pt"-°^ <-i-fesn(a->-K)sn(«-^K)- |j
irant ensuite comme au n" 23, on observe que l'équation
2(n — u,co9Eo) cos Kt -t- cos Cl ^
) condition n — U| cos Ç,) < donnent cos Ç^ -»- c»s Ç| > 0, ar suite
i;, M- c, Ç„ — ïi
c sn a sera négatif. On trouvera ensuite
sin i:. sin K,
en' a == — ^^^ — - > ,
cos'p
> sn a > - i , ,
îorte qu'il faudra prendre (i = — a, u désignant un arguit compris entre zéro et K. On aura, par suite,
cos p sin a cos ^
, par des réductions faciles,
sin K, i
k sin a cos* p en a dn a k sin î,
A sin ïo
-— oj,sinÇotgP,
»/«cosp
A; sn (a -f- K) => sin p, u — a <=> pi -i- K
d'où enfin
? == f -*- (« -*- «I sin Ço tg p) « — rrz: ^ /»'
(pi — a) i + sin ^ sn pf
(p< -♦- ff) 1 — sin^sn p(
Targument a> étant déterminé par Téquation
COSa
sn(7 =
cos^
70* Le cas I, 6) est un cas limite : cos ^ s'exprime sous forme finie en fonction de t, Taxe OÇ s'approche indéfiniment de la position asymptotique OX.
Dans le cas I, c), où
n < — «, sin' — »
Tangle Ç varie périodiquement entre -+• Çq et — Ço 5 ''<wc<^ ^^ ^o*"^ 05Ci7/e également de part et d*autre de la projection OX de la ligne boréale (position d'équilibre stable). On pose
as=— * co8'ô = =1-4-— sm*— 1
2 / — costo w 2
d^où
sin p =» sin
ma Y/ ;
puis
1 — eos a cos p 1 -t- cos a COS p
«i\/^sina /
/» = : (1 -♦-cosacosj3)=(l-4-cosaCOSp)K — /ttûriit, ,
et l'on a, au moyen des formules du n*" 1 1,
(29) cosÇ— cosÇo = sinasin2a
1 — sn (pi -♦- K)
(cos a-f-cos p) — (cos a — cos p) sn (pi-t-K)
d*oÙ9 pour la durée de Toscillation de Taxe du tore,
^ (1 -*- COS a COS P) \/ — M»i n
L*équâtîon (131) donnera ici
1 — snti
(cOS a -♦- ces p) — (cOS a — COS p) SO U
du
0i sin a sin 2a !2fii| sin a sin 2a cos p
p(C08a-«-C0Sp)
&p (cds a + COS p)' en a dn a
'(a) I re(u — a) 1 -H t sn (g -»■ K) sn (ti ■»- K) 1 \
"(ô) ^ ^2 *[ (u -t- a) i — A sn (a -f- K) su (u -+- K)J j
où Ton a posé
cos a — cos p A — p a
/:sna« r=«tg — ^r- *«"
cos a
cosp
Les angles a et ^ étant moindres que ^ ti, sn a sera ^ suivant que l*on aura
^ sin p ^ .
a^p ou -7-^^i,
sin a
OU enfin
Les deux cas sont possibles ; on doit donc regarder srn a comme pouvant être positif ou négatif, et comme on a d'ailleurs
cn'o
4 cos a cos p sin' a sin* p
(cos a -t- cos P)* (1 — cos a COS P)
dn'a =
4 COS a co!^ p
(cos a -♦- COS p)'
on conclut de là que sn a est moindre que Punité, donc a est
réel et égal à db a, a étant un argument eompris entre zéro et K^ Par ees substitutions, on obtient, toutes réductions faites,
/ »i sin a sin t2a\
fo-l-ll»H I
\ COS a -f- ces p/ |/ é {a)
i rB^{^tzp<T) i -4- ces « cos p — sina sin p su
2l/tt L^5(p'^<'^) ^ -♦- cos a cos p -♦- sin a sin p sn
pd
9 désigne un argument compris entre et K, déterminé par réquation
ncos p + tficosa
sn <r
n cos |3 — 6}| cos a
le isigne supérieur se rapportant à — n > o^ , le signe inférieur à — n < »|.
Ce cas est celui des expériences de Foucault, quand la rotation du tore est de droite à gauche autour de OÇ; car n est alors négatif et très grand, tandis que ui est très petit, en sorte que la condition I, c) est alors réalisée. Le cas I, a) est au contraire un cas idéal qui ne pourrait se présenter que sur une planète à rotation très rapide, et si Ton assignait au tore une vitesse initiale très faible.
7%. Examinons le cas III), celui où n est > 0, la condition A) ou n < (û| cos 2^0 étant d*ailleurs supposée toujours remplie. C'est le cas étudié au n* 13. L*axe du tore oscille en restant du même côté de OX, Tangle ( variant entre une limite inférieure (q et une limite inférieure 1^^ fournie par Téquation
an
cos Ç| — cos Ço =
Le mouvement de Taxe, la durée de roscillation sont donnés par des formules qui ne diffèrent pas de celles du n"* 13 et qui sont d*ailleurs analogues à celles du cas 1, a). Dans rhypothèse B), c'est-à-dire
n — tfk cos Ço > 0,
nduil jt une valeur négative de r, il faudra, comme on uit, !r l'angle i; en sens contraire k partir du prolongement e OX, et l'on retombera sur des formules idenUquea & les cas précédents. Il n'y aurait aucun intérêt à développer culs se rapportant ft celle hypothèse, et nous nous borà signaler l'hypolhése C), savoir
n = u, cost:^vtation initiale du diique autour de ton axe de figure M ment égale et de têtu contraire à la compotante, tuivtmt , de la rotation de la ptanéle.
L un cas analogue à celui du n* 19, et il donne lieu aux formules. Comme /^ = 0, l'équation différentielle du nent se réduit 4
— =. /taî (coa' ïo — cos* ï).
)C oseille à égale distance de part et d'autre de la perpen- •e OY sur OX, Ç variant entre î^elv — Zo- Si l'on pose
ue C03 1,0 est positif ou négatif, on trouve
C0S!:-°iC09ÇaSD(u,t^-l- K)>
jrc
irée de l'oscillalion complète de l'axe est'
4K jK. / ÂTcT^rA, .
jation (1S7) se réduit ici &
et Foo a
f == fo ■♦- «I / COS Ç dt ^fQ -4- -— / COS Ç rftt,
en posant
Remplaçant cos X^ par Isa valeur ci-dessus, savoir
cos?«» eosl^osn ti, on aura, par un calcul semblable à celui du n* 25,
I I -4.cosÇoSn«,(l/ir -
(136) . . ^r=ryo-^-^_|. —
^V fjL 1 — cosÇosn«,<K^
Cette formule, qui fait connaître le mouvement de rotation du tore autour de son axe, offre cette particularité, à la différence des équations (132) et (13S) où Tangle 9 renferme un terme proportionnel au temps, qu*ici 9 est purement une fonction périodique, dont la période est la même que celle de Toscillation de Taxe du tore. Le tore ne fait donc qu'o5Cf7/er autour de son axe de figure sans accomplir une rotation véritable.
XVI
GYROSCOPE DE FOUCAULT (suite).
78. Problème X. — L'axe OZ de Panneau extérieur (fig, 21) étant fixe par rapport à la planète, l'anneau intérieur I est fixé à Vanneau E sous un angle invariable % de sorte que l'axe (X du tore ne peut se mouvoir que sur un cône de révolution autour de l'axe OZ, étant le demi-angle d'ouverture du cône. Le tore est
ffltl en rotation autour de ion axe de figure maintenu immobile; déterminer le mouvement de ton axe et la rotation autour de cet axe.
Ce problème est une généralisation du précédent, où 6 était égal h p Comme 6 e>l consUnt, S' est nul, et l'on n'a k considérer que deux fonctions du temps, (p el <p. La formule (94) ''*■ *'■ devient ici
T-4-V-=i[(ii'-^fcsin'fl)t'* + C(f'-^f'coB8)*]— B[(o'+fc»ia'e}-f'sinx — 6^' cos A sÎD 8 roB » sin # -»- C (f ' -♦- *' cos S) cm y,] .
Si l'on applique l'équation (93), en prenant successivement
q 1= <f, q = '^, on trouvera sans peine
— {f ■*■ ^-'cose — »cosy)) = 0, dt
— [(o' ■*■ b sin'fl) ^' -V C {-/ -»- (.' co* <) coi * — ce (o' -t- 6 sio'*) sin * -i-uAcosJl sinscosOsio^ — Cucosscosn] — bef'coEAsiBfcosIcos^
L'intégration de la première de ces équaUons donne
(157) . . . . p' •♦• t' coB e =• /, -t- o C08 y, ,
/, étant une constante arbitraire. Substituant celle valeur dans la seconde équa^n ci-dessus, observant que
u(a' ■*- 6 sin* 8) sin ;i
est constant et faisant les réductions, on trouve
(138) (o' -♦- 6 sin'e) 4- -^ C«(/, -♦- « cosr») ^ == 0.
dt D^
Tirons d*abord de là les conditions de l'équilibre relatif de Taxe OÇ. Comme on a, pour 1 = 0, (p' = n et ^j^' = 0, la constante /| a pour valeur
/^ sa n — a cos T^jn,
ety d'autre part, Texpression de cosy^ fournie par les équations (55) conduit à
=s= ces > sin ^ cos 'P.
L'équation (138) devient ainsi, pour t = 0,
€»/? cos A sin 9 cos ^^
hh'\ C»/î c(
-I- 6 si 11*0
Pour l'équilibre, il faut que le second membre soit nul, ce qui suppose l"" ou bien que Ton ait n = 0, c'est-à-dire que le tore n'ait reçu aucune rotation initiale; â*" ou bien que oos^osoit nul, c'est-à-dire que l'angle ^q soit égal à 90® ou à ^TO"* : Faxe du tore est alors dans le plan passant par la ligne boréale ON et par l'axe OZ de Vanneau extérieur* En d'autres termes, il fait avec ON le plus petit ou le plus grand angle que comporte son mouvement sur le cône de révolution. L'une de ces positions se rapporte à l'équilibre stable, l'autre à l'équilibre instable, ce qui dépend du signe de n, ainsi que le montrera la discussion du mouvement.
94. Pour obtenir l'intégrale de l'équation (1 38) sous la forme
— ISO —
qui convient le mieux è la solution du problëmey remplaçons /i + fi» cos y 2 par sa valeur
Il -4- fi) (cosrt — <*^srM) =^ n -f- a cos^ sin ê (sin ^ — sin ^a)*
d'après (55). Mettons aussi pour
D . cos r î
sa valeur ci-dessus. Nous aurons v
rf*'
(a' + 6 8in'd)--r- + C»[n -^ 6) cos > sin 9(8in <(; — sin ^o)]^s ^ si" * <^s f = ^-
dt
Introduisons, au lieu de Tangle ^, Tangle Z que fait, avec la direction OX définie précédemment, la projection OH de Taxe du tore sur le plan normal à OZ, 1^ étant compté positivement de OX vers OY. On aura donc "
et notre équation prendra la forme
dK' Cw [n -h fi) cos i sin $ (cosÇ — cos %o)\ cos A sin 6 sin Ç dt a' -i- 6 sin*e
Cette équation s'intègre sans peine, et donne, (' étant nul pour Ç = Ço »
(cosÇ — cosÇo)[2C«'icos A sin e -♦- C»*cos*Asin*6(cosÇ — cosÇo)]
o' -4- 6 sin*6
ou encore
dç* C«' cos'a sin"o
dO
6 sîq'o
(cosÇ— cosÇo) : —
\ tfCOSÀsind
cos^
— cosçj
Cette équation rentre encore dans le type de Féquation (11). Il suffit de poser
C«* cos'a sin'e
b sin*e
rw
a cos 1 sin 6
âeosl^o»
d*où Ton tire
?ing V ' ' K ' te '
a ss ucosX sin
^f (a' -♦• 6 8in*6)
Gtf cos X sin 6 (ii — u cos à sin 6 cost^)
Le mouvement, sur le plan X Y, de la projection de Taxe peut donc être regardé comme connu, par le théorème suivant : Lorsque l'axe du gyroscope ne peut se mouvoir que sur un cône de révolution autour de l'axe OZ de l'anneau extérieur^ sa projection sur un plan normal à OZ oscille, par rapport à la projection de la ligne boréale sur ce plan, comme un pendule simple dont le plan tournerait autour de la verticale de suspension avec une vitesse angulaire constante, cett^ vitesse ta' et la longueur r du pendule étant définies par les deux équations (139).
La direction de la pesanteur dans le pendule de comparaison, et par conséquent la position d'équilibre stable de la projection OH de 02; , coïncide avec OX ou avec son prolongement OX', d*après une remarque déjà faite, suivant que r est positif ou négatif, c'est-à-dire suivant que la quantité
n — 6} cos A sin d cos ^0
est négative ou positive.
La discussion du mouvement de l'axe Oz n'ofl^ plus aucune Sculté, puisque nous sommes ramenés k un problème déjà ité. Mais on simplifiera encore en posant
j, = ucosAsins,
A, -^ Al + (A -»- C, — A,) sin'S
l'équalion difTérentielle du mouvement et les rormules(139) réduiront alors respectivement à
a' = o, Vji,
Ita, (n — 4), cosï.)
nous serons ramenés à des formules qui ne diffèrent plus de les du n' 66, qui ae rapportent au problème précédent, que ' la signification des lettres fi et a)|. Dès lors, les consé- ;nces et les formules que nous avons obtenues pour le mounent de l'axe du tore dans son plan directeur s'appliqueront, is autre changement que celui-là, au mouvement de la protion OH de l'axe du tore sur le plan XY, normal i l'axe de ation de l'anneau £. Il est donc inutile de reproduire cette cussion, qui comporterait les mêmes cas et les mêmes eonséences que la précédente. Nous nous bornons à remarquer I* Que si r est positif, ou si l'on a
n — 0, cos Irt < 0,
quantité désignée par f dans la théorie du pendule sera ilei
et que les trois cas
/•— C08Ço>0, ==:0, <0.
correspondront ici encore à
c*est-à-dire aux différents sens de la rotation initiale du tore autour de son axe;
2® Que dans le cas de n < 0, il y aura encore à distinguer les cas où f sera < 1 ou > i, attendu que dans le premier cas l'axe du gyroscope oscillera en restant toujours du même côté de sa position d'équilibre^ tandis que dans le second, il exécutera des oscillations égales de part et d'autre de cette position.
Les formules du mouvement de la projection de OÇ sur le plan XY sont contenues dans les équations des numéros 67 et 68 du § précédent.
Le mouvement de rotation du disque, par rapport à Tanneau intérieur, est déterminé par Téquation (137), que Ton met aisément sous la forme
df dx,
-T- = n — cosd ~ -♦- »[cosri — cosrjo'.
at dt
ou
df rfç
-p. = n — cosd -r- -♦- «1 (cosÇ — cosCo).
at dt
On en déduira par Tintégration, et en posant comme dans les autres problèmes
réquation
(1 40) f> SB ^0 ^ fif — (C — Co) cos 9 4 — / (cosÇ — cosÇo)'/w.
La valeur de cos C — cos ^ est donnée en fonction de Targument u par les formules du mouvement de Taxe (n** 67, 68, 69), la constante p ayant, dans chaque cas du problème, la signification particulière qui ressort de ces formules. Il en résulte que Tintégrale qui figure dans Téquation (140) 8*obtiendra explicitement par les formules des n** 70, 71, 72. Quant au terme
(ç — Ço^cosa,
il peut être regardé comme suffisamment connu, puisque { est une fonction actuellement connue du temps.
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It. Problémi XI. — Considérons encore un pendule OA (fig. 33) composé d'un tore D tournant autour de son axe de figure Ai; et d'une chape E qui porte ret axe el qui est ellemême suspendue par une tige A un axe horizontal ab fixe par rapport à la planète, autour duquel elle peut osciller librement. Ce pendule satisfait aux mêmes conditions de construction qu'au n* i\ ; seulement, la planète représente ici le bàli tournant £,adésigner8ngte que fait le plan d*oscillation XOZ' du pendule avec le plan X|OZ' du méridien, angle que l'on peut faire varier d'une expérience h une autre ; L — NOX, est la latitude du lieu de l'observation, Ç l'angle Z'OA compris entre la nadirale OZ' du milieu de l'axe oA et l'axe OA du pendule : cet angle est compté positivement de OZ' vers OX. Conservant d'ailleurs les mêmes notations qu'au n* il, nous aurons encore ici les égalités
M = H) -i- m,, Mp ^= ma ■*• m,a, , H, = inn' -•- m,oJ -t- A -t- A|,
H| étant toujours le moment d'inertie du pendule complet (tore, chape, tige) par rapport à son axe de suspension ab ou OY.
Supposons que, la chape étant maintenue immobile sous une inclinaison quelconque ^^ on imprime au tore une rotation initiale n autour de Taxe Ai;, dans un sens déterminé par le signe de Hf puis, que Ton abandonne le pendule è lui-même. Cherchons le mouvement apparent que prendra le système.
Nous devons ici faire usage de Téquation
(98) . «< MT-^V) MT-hV) a.pcosT?
L'expression de T se calcule sans difficulté, comme au o* 41,
et Ton trouve
Pour déterminer Y, nous désignerons par u Tangle (N que fait Taxe AC du tore avec la ligne boréale ON, et nous observerons que le mouvement relatif du tore D se compose d'une rotation 9' autour de Taxe principal A^ par rapport auquel son moment d'inertie est C, et d'une rotation Ç autour du prolonge^ ment OY' de OY, par rapport auquel son moment est 711a' -è- A. Donc, l'axe instantané du système de comparaison étant OS» prolongement de ON, on a, pour le tore seul,
V «= (ù\{ma^ H- A) x; cos YN — Cf ' cos m] .
Pour la chape, qui tourne autour de OY' avec une vitesse C on a
V «= « (Wjoî ^ A,) Ç' cos YN ,
donc, pour le pendule tout entier,
V « » (H,ç' cos YN — Cf»' cos 11), d'où, remplaçant cos YN par sa valeur qui est évidemment
cosYN«* — cosLsina.
on tire
(141 ) T -*- V « i (H.?'* + Cf '«) — « (H|Ç' C08 L sin « -*. Cf ' cos ii).
On trouve sans peine
(i4â) . . . costi B=s8in LsinC -I- cosLcosACOsÇ,
et, en désignant par v Tangle que fait l*axe OA du pendule avec ON,
(445) . . cos V •« — sin L cos C -^ cos L cos « sin ^ , d*où résulte cette relation utile
ces t; «s —
d.costi
dK
D*ailleurSy
il est évident que
' cosÇ;
donc, en appliquant I équation (9Î) el faisant successivement ç c= q?, g s= 2;, nous obtiendrons
C^(y'_.PCOStl)a:.0,
al
d d.eosu
H, -j- (Ç' — a cos L sin «) -♦- C«f ' — —— «= — Mg^ sin Ç.
La première équation donne, par Tintégration,
(444) f'as/i -f- «costi,
/i étant une constante qui s^exprime, au moyen de la vitesse initiale n du tore, par Téquation
(445) /|«=n — «dcosu.
^ 1«8 - La seconde se réduit^ comme on le voit facilemeni, à
(446) . . H, -T-*" C« (/| -4- « cosk) C08 V — Mgo «in t,y
équation que nous intégrerons plus loin, après avoir établi les conditions de Féquilibre apparent du pendule.
76. Pour que la droite OA conserve son inclinaison initiale ^^q» il faut que ^soit nul pour / «» ou ( »» ^.
Comme on a, à cet instant,
/i -4- » cos 1/0 «» n , cos Vq^^ — sin L cos (o -^ cos L cos « sin ^o^
si Ton fait ces substitutions dans Téquation (146) et si Ton désigne par E la valeur de 1^ qui correspond k une position d*équilibre du pendule, on a, pour déterminer Fangle E, régalité
G»^i (cos L cos a sin B — sin L cos Ë) — Myp sin E = 0,
d'où Ton déduit
/.,»x « CwiisinL
(147) . . • . tgE«
Con cos L cos a — Mg^
Il résulte de cette équation que le pendule admet seulement deux positions* d'équilibre, diamétralement opposées Tune à Tautre, comme répondant k une même valeur de tg E. L'une de ces positions donne l'équilibre stable, Taùtre l'équilibre instable, et la distinction en est facile; mais comme nous discuterons en détail cette question dans l'étude du problème suivant, qui offre un plus grand intérêt, nous nous bornerons à indiquer ici les résultats les plus saillants de cette discussion, pour le cas des mouvements à la surface de la terre.
1"* Lorsque ns=»0, tg £ s'évanouit, l'axe OA du pendule est donc en équilibre relatif dans la position verticale.
2* Lorsque y au contraire, i» a uue valeur assez considérabie» une rotation énergique ayant été imprimée au tore dans un sens ou dans Tautre, Tangle £ ne sera plus égal à zéro (sauf à Téquateur où Ton a sin L «> 0); mais comme la vitesse angulaire «> a une valeur très petite (0,000073) pour le globe terrestre, le produit fi6i> restera nécessairement très petit, et vis-à-vis de M^p les termes Oan cos L cos a, Ccon sin L auront des valeurs très faibles; la valeur de tg E différera donc très peu de celle que donne Téquation
Cun sin L
la position d*équilibre stable étant d*ailleurs celle qui fait un angle aigu avec OZ'.
Il en^ résulte que, si n est négatifs ou si la rotation initiale est dexirogyre relativement à AÇ, Tangle E sera positif, le pendule déviera de la verticale ytrs la direction OX pour que Téquilibre ait lieu. Si n est positif ou la rotation initiale lévogyre. par rapport à A2;, le pendule s*écariera de la verticale dans le sens contraire, vers OX'.
Dans les deux cas, Técart sera d'un très petit angle, mesuré sensiblement par le second membre de Téquation ci-dessus.
Un pendule gyroscopique de M. Sire^ monté comme nous r avons indiqué d^dessusy et dont le tore aurait reçu une rotation initiale extrêmement rapide, manifesterait donc la rotation terrestre par ce phénomène curieux, que sa position d'équilibre stable ferait un petit angle avec la verticale, dans un sens ou dans l'autre, suivant le sens de la rotation initiale imprimée au tore,
3"* Si Ton conçoit que la valeur n devienne excessivement considérable, ou que la rotation tù de la planète acquière une valeur notablement supérieure à celle qui convient au globe terrestre, ou encore que la tige A de la chape porte au delà de. O un prolongement muni d'un contre-poids II, à Taide duquel on puisse déplacer le centre de gravité du pendule et Tamener dans le voisinage du point 0, de façon que p devienne une
qoantilé très petite, le» iroia lermea qui enirent dtoa l'eipreMioD de ig E (éq. 147) pourront acquérir des valeurs compirables, et il faudra, dans ce cas, faire porter la discassïon sur l'équation (li7) elle-même. On aura i considérer les trots cas
C(MicoiLco>> — Mgf < 0, C«ii coa L cas (t — Hjp a= , Cet) COI L cos u — Mgf > ,
le premier cas -ayant toujours lieu si n est négatif et «c inférieur à f . Dans le deuxième cas, tg E serait infini et la position d'équilibre du pendule serait fiorizonliUe. Si p est nul, ce qui aura lieu si le centre de gravité du pendule est amené exactement au point 0, on aura
coa >
et la position d'équilibre sera perpendiculaire i, la projection de la ligne boréale ON sur le plan d'oscillation XOZ'. Mais ces différents cas seront discutés plus en détail dans le problème suivant.
VV. Pour effectuer commodément l'intégration de l'équalion (146), projetons le ligne boréale ON sur le plan d'oscillation en ON, (fig. 33), et nommons { l'angle que fait avec 0N| une parallèle Of h l'axe Aç, menée par le point : Of est donc perpendiculaire à OA, et l'angle { sera compté positivement de 0N| vers OX. Soient, en outre, t l'angle NON,, t l'inclinaison N,OX de la droite ON, sur l'horizontale. On a évidemment les relations
i:_e-«, «-NÏ, !;' = -e',
Fif. M, cosa— cosTCOSÊ, wi» — — cosTSÎnE,
et réquation (146) devient
H| — = C» (/, -4- û) cos r cosÇ) cos r sin S + Mg^ sin (ê — f),
OU, en développant,
d^ Cw'cos'r . ^ ^ Ctt/|CO8r-^Mo0CO8f . ^ Mop sine
•77 « — r; — sinÇcosf -h — ^ sm ê ^7; cos f .
a* tii H| H,
L'intégration de cette équation est facile, mais inutile, car il suffit, pour identifier cette équation avec Téquation (77) dû mouvement d'un point pesant sur un cercle vertical tournant, de remplacer { par Ç et de poser
C«' cos*T
Ccd, cosT ■+■ M,9p cosc
«'*A M^psiuf
d'où Ton déduira, pour les éléments du pendule de comparaison,
» =. «ces T Y/ =-»
ÎTH,
Coti cos 7 -4- M^p cos s ^'MHip sin £
C«' cos't (M^p cose -♦- CoU^ cos t)
La question du mouvement du pendule, lorsqu'il n'est pas dans une position d'équilibre relatif, est donc résolue par ce théorème : Si le pendule gyroscopique est écarté dune position d'équilibre stable, à la surface d'une plaiiète en rotation uniforme,
perpendiculaire à Paxe OA du pendule oteillera, par rapport lapri^ection de ta ligne boréale mut le plan d'otcitlalion, comme
ferait par rapport à la verticale un pendule simple, dont le an d'oscillation tournerait avec une viteue constante u' autour un axe vertical ST iitué dans ce plan, la longueur r du pendule,
vitesse u' et la distance A du point de suspension à faxe ST ant déterminées par les formules (liS).
La valeur de |, et par conséquent de t^, étant connue en fonc- Dn du temps, on en déduirait celle de 9 au moyen de l'équaon 1,1 W).
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ÏS. Dans te pendule gyroscopique décrit ci-dessus, les coodions expérimentales sont défavorables, et une vitesse rotatoire norme aérait nécessaire pour que la rotation terrestre s'accusfti 'une façon appréciable. La valeur de tgË, donnée par l'équaon (147), ne saurait être en effet que très petite, dm étant très etit par rapporta ^gp; la position d'équilibre du pendule ne irait avec la verticale qu'un angle de quelques minutes, dans ts conditions ordinaires. En cuire, h cause de ta valeur consiérable de H|,les oscillations du pendule de pari et d'autre de sa osiiion d'équilibre seraient excessivement lentes, et par suite, la irce directrice serait masquée par les plus faibles résistances.
Il convient donc de chercher une disposition plus favorable our rendre sensible l'influence de la rotation terrestre sur la osiiion d'équilibre d'un pendule gyroscopique, el la suivante ous paraît satisfaire h cette condition.
19. Problème XH. — Supposonê (flg. 34) gu'tin tore D aume rapidement sur son axe O^, porté par une chape E wbile autour de la ligne horizontale ab perpendiculaire à Oç. „e centre de gravité commun dti tore et de la chape est en 0,
milieit de xh. La chape porte, mr une aiguille formant le prolongement inférieur de C(aee OZ, un petit curseur fi, moyennant lequel, le tore étant au repos, l'appareil sera en équilibre stable lorsque l'axe OZ sera verticaC Déterminer, pour une vitesse de rotation initiale n donnée au tore 1 * quelle serait la position d'équilibre relatif de raiguille Oft; 2* quel serait le wouvement du système entier, sur une planète en rofa- '■ *'■ (ion uniforme.
Soient ZOZ' la verticale du centre <le ligure O du tore, X,OZ le plati du méridien, ON la ligne boréale; XOZ' le plan d'oscillation du pendule O^t-, a l'angle (moindre que 180°) que ce plan fail avce X(OZ', cet angle compté positivement i partir de 0X| , de gnitcbe k droite par rapport ô OZ ; OX l'horizontale dans le plan d'oscillation; OY ou 6a la direction normale à XOZ; Z l'angle pOZ' du pendule avec la nadirale OZ', compté positivement de OZ' vers OX; C et A les moments d'inertie axial et équalorial du tore, relatifs au point 0; A| le moment d'inertie de la ehape par rapport à ab, et nous supposons que la chape satisfasse h cette condition, que ab soit un axe principal d'inertie pour le point 0. Soient enfin 9 l'angle qui mesure la rotation du tore par rapport h la chape, (i. la masse du curseur, à la distance de son centre de gravité au point O.
Nous devons appliquer encore l'équation (92). Le mouvement relatif du tore se compose de deux rotations, l'une dont la vitesse est f' autour de Oç, l'autre de vitesse Ç' autour du prolongement de OY; on a donc, pour le tore seul, u désignant l'angle que OÇ fait avec ON,
T=i(Aï"-t.Cf").
V = o [\Ç cos YN — Cf ' cos (/),
et pour la chape avec le petit pendule, qui n*ont qu'une simple rotation 2;' autour du prolongement de OY,
é V c= « (A, ^ Atr?*) cos YN
Soit donc
li, = A -h A, -♦- /iJ*
le moment d'inertie du système mobile entier par rapport à Taxe de suspension ab ; comme Ton a
ces YN = — sin a cos L, ces u es sin L cos K — cos à cos L sin ( ,
on aura pour le système mobile tout entier
T ^ V « 4 (H.Ç" H- C/*) - « (H,Ç' 008 L sin a -t- C/ cos w).
D ailleurs, le centre de gravité du tore et de la chape étant en 0, on a simplenient ici .
Mp cosp^ = fiSco^^.
L'équation (92) nous donnera donc, successivement,
-y (Cf ' — C« cos U) «= 0,
dt
d'où
(449) y' =/,-*- w cos tt,
la valeur de la constante l^ étant donnée par l'équation
(150) /j =» w -^ » cos Mo.
Ensuite
d rf.COSM
— (HjÇ' — Hiûî COS L sm a) -4- Cwp' — - — = — /xg^syn ç, dt d^
ou, en remplaçant <f' par sa valeur ci-desBUS,
lit' d .cas u (151) H,-i c»(/. + «cosH— ^ ^gisini:,
équation dans laquelle on observera que
d.cosu (153)
»•. Désignons par E la valeur de l'angle ^ qui répond à une position d'équilibre de l'aiguille Oit. Il faut qu'en faisant dans l'équation (151) 1 = 0, t;^E, on ail
Observant que l'on a d'ailleurs
/, ■*■ u cns Vd o= n
et ayant égard à l'équation (153), on trouvera l'équation de condition
Can (siii L sin E + cos I. cas a cos £) — gui sin E — 0,
de laquelle on lire
(f/»J — Can sin L
Cette équation détermine deux valeurs de l'angle E, différant l'une de l'autre de ISQ", auxquelles correspondent deux positions d'équilibre relatif de l'aiguille. Pour reconnaître celle qui donne l'équilibre stable, il convient d'intégrer l'équation (1S1), mise, au moyen des équations (lïSO) et (1S3), sous la forme
f/Ç' H, — - ^ Cmh {sin L. sin C -i- cos se cos L cos ï)
- iffC —
posons, en vertu de l'équaiion (tS3),
I gfti — Cunsin Lz= t'cns E, ' ■ ' ' } C«/ieosLo»s«= Fsiii B.
<* désignant une quantité po«i/it>e. Ces relations détermineront l'une manière complète la conslanle F et l'angle Ë. L'équau'on :i-dessiis deviendra, par ces substitutions,
-Fsin(ç-E).
l'où, intégrant et observant tjue pour ( = on a Z = W "=«0. ;' = 0, nous trouverons
IBS) H, — =— Cm^cobm— c(ttKB)'-<-ii'[cos(Ç-E) — cos{ï,-E)|.
Le premier membre étant nécessairement positif et le premier erme du second négatif, il faut évidemment que, dans tous les »8, F étant > 0, on ait
cos(ï— E) — C06(<<,— E)> 0,
;'est-à-dîre que l'angle ^ — E sera toujours plus rapproché de léro que l'angle Z^ — E. Or, ^ — E est l'angle que fait l'aiguille !)|^ avec la position d'équilibre définie par les équations (154). !)n en conclut donc que, quelles que soient les dunnées initiales, a position d'équilibre stable du petit pendule est toujours celle fui répond à l'angle E défini par les équations (l S4). Examinons maintenant les dilTérents cas.
§1. I. L'angle a ayant une valeur donnée, que nous suppo- «rons comprise entre zéro et ^ , de façon que cos a soit > 0, upposons d'ahord que l'on ait
ÇfipJ — Can sin L > 0,
condition qui sera remplie pour toutes les valeurs négatives de n depuis — 00 jusqu*à zéro, et pour toutes ses valeurs positives jusqu'à
fff*^
Cm sin L
D après les relations (1S4), cos E sera positif, raiguille en équilibre stable fera donc un angle aigu avec la nadirale OZ', et comme sin E sera de même signe que n, cet angle sera négatif, nul ou positif suivant que n sera négatif, nul ou positif. Il variera depuis Tangle donné par Téquation
tg E s: — cot L cos a
jusqu'à zéro, pendant que n variera de — oo à zéro ; et depuis E »= jusqu'à E »=: I , n variant de zéro à
Ccj sin L
En d'autres termes, pour ces valeurs successives de n, la position d'équilibre stable de l'aiguille variera depuis la projection de la ligne australe OS sur le plan d'oscillation jusqu'à l'horizontale OX, en passant par la nadirale OZ'. Elle s'inclinera sur la nadirale dans le sens 0\' ou dans le sens OX, suivant que la rotation initiale du tore sera de droite à gauche ou de gauche à droite par rapport à l'axe OÇ.
II. Lorsque Ton aura
Ca sin L
les équations (1S4) donneront
cos E =* , sin E = -4- 1 ,
la position d'équilibre stable du pendule sera f horizontale OX.
ifin, si l'on suppose
gfti — Cun tin L < 0, ! peut avoir lieu que pour des valeurs positives de n,
cobE<0, srnE>0,
sera compris entre ^ et n, la position d'équilibre stable lie se trouvera dans l'angle XOZ, au-dettt» de l'hori- •X cette position s'approchera, pour des valeurs posidéfiniment croissantes de n, de la direction -limile OIV| r l'équation
mE = — cotLcosa,
qui n'est autre que celle de la projection de la ligne N sur le plan d'oscillation.
>servons que si l'on avait $ = ou f^ >>=■ 0, c'est-à-dire tre de gravité du système mobile coïncidait avec le >n aurait toujours
tgEi= — cotLcosa,
lion d'équilibre de l'axe du tore serait toujours suivant N|OS|, dans le sens OSj ou 0N| suivant que n sérail 1 positif. Ce cas particulier est celui des expériences de et ce résultat s'accorde avec ceux que Foucault a
avait n = ou u ^ 0, en d'autres termes, si le tore : vitesse initiale ou la planète sans rotation, la formule
toujours tg£=3 0, et l'aiguille aurait sa direction e dans la verticale.
noie, pour la terre, la valeur de a est très petite, le msinL aura toujours une valeur très faible, à moins
soit excessivement grand; donc, à moins que le pron'ait lui-même une valeur fort petite, tg E sera très
peljl et l'équation (1S3) pourra èlre remplacée approximatif ment par
Cb» C08 1 ccis s
VI. Nous avons raisonné pour une valeur donnée de comprise entre léro et^; examinons l'influence des diven valeurs de a.
Lorsque l'axe de suspension ab est perpendiculaire au plan < méridien X,OZ, le plan d'oscillation XOZ -coïncide avec dernier, cos «es 1 acquiert sa valeur matimum. D'après la Tr mule (153), la dévialion de l'aiguille par rapport h la verlici acquiert sa plus grande valeur, toutes choses d'ailleurs égal A mesure que l'angle a croit A partir de zéro, ig E diminue, lorsque le plan (l'oscillation XOZ de l'aiguille devient normal plan du méridien, on a, quels que soient n, L, etc., ig E ■= le pendule en équilibre reste donc vertical, quels que soient le se et la valeur de la rotation initiale n.
Si l'on fait croître a au-dessus de ^ , cos a devenant négai Ig E change de signe, la position d'équilibre de raiguille pai donc de l'autre c6té de la verticale, dans le plan d'oscillation, torsqu'enfin a^n, auquel cas le plan d'oscillalion coïncide nouveau avec le plan du méridien, ig E reprend une vale égale, et de signe contraire, è celle qu'il avait pour ix = 0. Mi comme le plan d'oscillatioti a aussi tourné di; 180°, il est cli que l'aiguille se retrouvera dans la même position d'équilit qu'ail premier instant. En résumé, le lieu des positions suco sivet d'équilibre de ["aiguille, pour tous les azimuts du pi d'oscillation du pendule, est un cône dont la verticale OZ' est v génératrice.
St. Revenons à l'équation différentielle du mouvemEni Taiguille, dans le cas général. On stmplilie l'intégration en pi jetant la ligne boréale ON en ON,, sur le plan d'oscillati (ûg. SS). Appelons t l'angle NON| compris entre la lîg boréale et sa projection, £ l'angle NiOX de cette projection b\
le NtOfx que Tait la direciion de l'aiguille avec ONf, compté positivement de 0N| vers OZ' ; nous aurons évidemment
cos « = cos ïIN^ = — cosTCoaÇ,
rf.POSM .
— - — ,= — cos r sin ç, et ré4{uation (151) prendra la forme
Cal, C08 T — Ouiî wn ( . ^ inÇcosÊ jp siqS
éiermine i en fonction de ( el fait con- ; mouvement de l'aiguille dans son plan immédiatement à l'équation (77). Il p Ç et de poser
.T — tf(iii'in( g gi^S cos f "" -^
os' r {gf-S sin e — Co(, cos t)
sciltatoire de l'aiguille rentre dans celui lialion tournant. On pourra, suivant les
^ fJK-; -.
signes et les valeurs des données relatives à Tinstrument, trouver pour r et A des valeurs soit positives, soit négatives. Mais cette dernière ciroonstance ne soulèvera aucune difficulté, puisque nous savons que les valeurs négatives de r s'interprètent par un changement de sens dans la direction de la pesanteur, et les valeurs négatives de A par un changement dans le sens où Ton compte positivement Tangle (. Le problème du mouvement oscillatoire de Taiguille donne donc lieu à cette loi :
Lorsque Fappareil n'est pas dans une position d'équilibre stable (répondant aux valeurs données de n, a, etc), les oscillations de Vaiguille par rapport à la projection de la ligne boréale sur le plan d'oscillation sont les mêmes que les oscillations, par rapport à la verticale, d'un pendule simple dont le plan d'oscilMion tournerait avec une vitesse constante u' autour d'un axe vertical, la vitesse &>', la longueur r du pendule et la distance A de son point de suspension à l'axe de rotation étant données par les équations H&7).
Langle { s'exprimera donc par une fonction elliptique du temps, le mouvement de Taiguille sera périodique, et lorsqu'on aura l'expression de /, on en déduira celle de 9, dont dépend la rotation du tore dans sa chape, par l'équation (149), qui donnera
dt
= 11-4-01 (COS M — CCS Wu) = « — &? ces T (COS Ç — ÇOS Çq »
d'où
(1 58) . . 9 = ç)o •+- w' — « COS T / (cos Ç — cos fo) fit.
Le problème sera alors entièrement résolu.
Les angles r et e que nous venons d'introduire ont avec L et a des relations faciles à trouver. La considération des triangles sphériques NZN|, NY'X^ donne en effet
!sin £ cos r =s sin L, cos s cos T = cos a cos L, sin r = sin a cos L.
On en déduit
fOt « s» cos a eot L,
doù
fg f- -f- f j = — cos (Kcot L,
ce qui vérifie la propriété énoncée (n* 81, 1), savoir que la direction ÔNi fait avec la nadirale OZ' un angle dont la tangente est égale à — cos a cot L.
H9. Dans les mouvements relatifs à la surface de la terre» (ù étant extrêmement petit, les termes de Tordre de g>' sont négligeables. Si donc nous partons de Téquation (15S) où l'on peut alors supprimer le premier terme du second membre, nous aurons
(160) . . .— ,= — [cos(Ç-E) -.cos(2:o-E)].
Cette équation suffit pour montrer que Tangle Ç — E, compris entre la direction de Taiguille en mouvement et celle de sa position d'équilibre stable, s'exprime en fonction du temps comme Tangle d'un pendule simple avec la verticale, la longueur r du pendule étant donnée par l'équation
Si donc l'aiguille est peu écartée de sa position d'équilibre, la durée d'une demi-oscillation aura pour valeur
-Vf'
et les valeurs de H), F sont données par les équations
F =3 l^(Can cos L cos *j* -4- {y/nâ — Can sin L)*.
■ '^'^mS'-:
84. L'appareil qu£ nous venons d'étudier devant fournir des signes sensibles de la rotation terrestre, voici de quelle manière il B été construit et disposé.
Le tore D est en bronze (fig. 26); son axe d'acier a pivote sur des pointes aigufis dans des tourillons coniques, creusés dans les vis V, v', qui traversent une chape GG en acier anglais. Gette chape repose, par les couteaux A et A', sur des surfaces en acier trempé, de forme cylindrique, dont les couteaux occupent le fond. Ge système (D, G) présente une symétrie aussi exacte que possible par rapport au plan passant par l'axe du tore et par les arèies des couteaux, et sa mobilité autour de celles-ci est (elle qu'un souffle léger sulBl h provoquer dos oscillations. En agissant sur les vis v, v', sur les petites masses mobiles u, u', on amène par des làlonnemenls successifs le centre de gravité du tore et de la chape & se trouver sensiblement sur Vaxe'de tus-
pension ou ligne d'arêtes des eouteaui, de façon que le systèine soit aussi voisin que possible d*un état d'équilibre indifférent autour de cet axe. Mais au moyen du petit curseur p, glissant à frottement dur sur Taiguille implantée dans la tète de la vis inférieure v'y on amène Paiguille et Taxe du tore i prendre, lonque le tore D est en repos, une position verticale d'équilibre stable, ce dont on s'assure en faisant osciller le système autour de l'axe de suspension.
Le support S des couteaux est monté sur un pied H, de façon à tourner à frottement gras autour d'un axe vertical; de cette manière, on peut amener successivement dans tous les azimuts le plan vertical passant par l'axe de suspension. Enfin, deux fourchettes F ex F', destinées à recevoir les couteaux et à les déposer exactement à la place qu'ils doivent occuper, sont adaptées au support S (*).
L'axe du tore porte un pignon d'acier E, destiné a être mis en rapport avec un système d'engrenages ou rouage accélérateur de Foucault, qui sert à communiquer au tore une rotation extrë* mement rapide (environ 1 50 tours par seconde).
Après avoir, au moyen des vis calantes V, V, V" et d'un niveau, assuré l'horizontalité de l'axe de suspension, on porte la chape sur le rouage moteur et l'on imprime au tore une rotation rapide, dans un sens déterminé; puis on reporte le système sûr son support en le guidant au moyen des fourchettes, et on l'abandonne à lui-même. D'après la théorie exposée ci-dessus, voici les phénomènes qui doivent se produire :
l"" La position d'équilibre stable du tore et de la chape ne répond plus, généralement, à une direction verticale de l'aiguille, comme lorsque le tore était en repos, et le maximum de déviation de l'aiguille a lieu quand le plan d'oscillation de celle-ci coïncide avec le plan du méridien. L'aiguille se portera, par des
(*) Le constructeur, M. Ducretet, a modifié heureusement la disposition de la figure 96 en manœuvrant ces fourchettes au moyen de leviers reliés ensemble par une tige parallèle k l'arête des couteaux, ce qui maintient ces arêtes au même niveau horizontal et les dépose au même instant sur leurs surfaces d'appui. L'appareil ainsi disposé figure à l'Exposition universelle he 1889 dans la vitrine de la Faculté des sciences de Paris.
oseiUaiions décrohêantes^ vers le nord ou vers le sud^ suivant que le tore tourne de gauche à droite ou de droite à gauche pour Vobservateur qui le regarde d'en haut, la déviation étant, tomes choses d*ailleurs égales, plus faible dans le second cas que dans le premier, car, dans Texpression de tg B (153), le dénominateur est une différence dans le premier cas, une somme dans le second.
2* Mais, si le plan d*oscillation de Taxe du tore est normal au plan du méridien, la position d'équilibre stable de laiguille sera de nouveau verticale comme lorsque le tore était en repos, et cela, quel que soit le sens de la gyration du tore. On réalise ce changement d'azimut du plan d'oscillation, même pendant Texpérience, en faisant tourner le support S sur son pied, mais il faut d'abord soulever les couteaux sur leurs fourchettes et éviter surtout de tourner le support en sens contraire de la rotation du tore, ce qui amènerait instantanément le renversement de tout le système.
3** Dans les azimuts intermédiaires, l'aiguille aura une position d'équilibre plus ou moins inclinée entre les deux exirénies»
4*^ 11 résulte de l'équation (153) que l'inclinaison de l'aiguille dans le plan du méridien sera d'autant plus marquée que le tore tourne plus rapidement, que son diamètre est plus grand, que l'expérience se fait en un lieu plus rapproché de l'équateur ; que la distance 3 est plus petite. On pourrait donc, en profitant de ces circonstances, réaliser une déviation allant jusqu'à l'horizontalité de l'aiguille, si la suspension par couteaux ne s'y opposait.
5** Les formules (i61) fournissent aussi des indications précieuses pour la sensibilité de l'instrument. D'après l'équation (153), la déviation de l'aiguille par rapport à la verticale est indépendante de la masse de la chape, mais la durée des oscillations de l'aiguille de part et d'autre de sa position d'équilibre en est influencée. Or, cette durée doit être abrégée autant que possible, si l'on veut que l'appareil soit très sensible. Il faut donc !• rendre le système très mobile autour de l'axe d'oscillation, ce que la suspension sur couteaux réalise Ip mieux; 2° diminuer
râleur de H,, c'est-à-dire donner à la chape la plus grande treté possible, e( éviter toutes les masses accessoires un peu gnées de l'axe de suspension; 3* augmenter la valeur de F, lonnani au tore un grand diamètre et A la vitesse rotatoirc n ateur maximum que l'on peut employer^ LU reste, les formules permeiient de déterminer d'avance les iltais que l'on obtiendra sur des données choisies, et par suite, nodifier celles-ci de façon i arriver par tâtonnements succesà la disposition la plus avaniageuse. C'est ainsi que nous ns procédé pour fournir au constructeur les dimensions et les aes il réaliser {*).
'instrument, auquel nous avons donné te nom de barogyrole, a été construit avec soin cl intelligence dans les ateliers de . E)> Ducreiet et C", i Paris. Il réalise facilement et de la lière la plus nette tous les phénomènes décriu ci-dessus (**). is le croyons très prc^re à fournir, sans qu'il soit besoin d'une ;ision merveilleuse dans l'exécution, avec des moyens de Lr6)e toujours b la disposition de l'opérateur, e( dans des tes de prix raisonnables, une expérience facile et décisive r la démonstration de la rotation de la terre.
Voici an exemple de ce genre de calcul (le décimèire est pris comme onité de loa- ■) =
lE : RafOD du cercle géDénileur=0,1{ distsnce de son centre i l'axe = 0.3S; épaisle [» plaque cenlriile«> 0,04 1 rayon de l'aie =^0,03; longueur de l'aie ^ci^ 0,6. kPE : Diagonales ~ 0.8; l.ïidimepsioasde la section = 0,01; 0,04. ISEUR : Uiamtlre =0,08; hauteur 0,03. J— 0,5; u » 0.000073; n = 1256,637 ours par seconde); g — 9S,09 ; rapport ^ de U densité de l'acier i celle du bronio 9œ;L = 48"30'39'i.
iutoaw.- E — TÏI'IO"; T— Ma
Ces expériences ont éié réalisées d'abord devant les membres de la Sadéié tcten- ', de Bruxelles el, i Paris, deianl une eonunîssioD composée dea membres ds
XIX
BAROGYROSCOPE DOUBLE.
86. On peut modifier l'appareil précédent de manière à obtenir, pour une même vitesse rotatoire, une déviation beaucoup plus sensible de Taiguille en même temps qu'un nouveau moyen de contrôle. Il suffit, pour cela, d'associer dans une même chape deux tores bien égaux, à axes parallèles, ayant leurs centres de gravité sur la ligne d'arêtes des couteaux. L'aiguille qui porte le curseur est alors fixée, parallèlement aux axes des tores, à égale distance de ceux-ci, et de façon que sa direction passe par le centre de gravité du système mobile. Ce système est d'ailleurs suspendu de la même manière sur un support susceptible de prendre toutes les positions en azimut.
Conservant les mêmes notations qu'au paragraphe précédent, plaçons l'origine au centre de gravité de la chape sur la ligne de suspension, à égale distance des centres des tores. Appelons n, n^ les rotations initiales respectives des deux tores; 9 et cp^ les angles qui définissent leurs rotations relativement à la chape ; un calcul semblable à celui du n"" 79 nous donnera
T -t- V = i (H,Ç" -^ Cy'* 4- C^H — » f H|Ç' sin a cos L + C (y ' -^ /j)cos t«] ,
H| étant le moment d'inertie de tout le système (tores, chape, aiguille et curseur) par rapport à l'axe de suspension, en sorte que
H| = 2A + A| ^ ft(î'.
On a d'ailleurs toujours
ces i« =3 sin L cos ç — cos L cos a sin C ,
e/.costi
= — (sin L sin ^ + cos a cos L cos ç).
On tire de l'équation (92)
f' — «I cas u ^ {,
>l l'on a pour les valeurs des constantes t et /),
l = n — u cos «(, i| = n, — B cos w».
On trouve ensuite, au moyen de ces relations.
ll,-~= — Ca(l'*- 1, •*-iacosu)—^^—gitSsmZ,
tour l'équation difTérentielie du mouTèment de raïguiHe dans le ilan vertical XOZ. On en déduit, pour l'angle E qui correspond l'équilibre apparent de l'aiguille,
Ca(n ■*- R.) cos L cos a
162) .... liîE = — ^ '
e qui donne deux positions d'équilibre de l'aiguille. On s'assure, omme au n* 80, que celle qui répond à l'équilibre stable est léterminée par les équations
I F sittE = €»{«-»- w,} cos L cos a. *
La discussion de l'équation (162) est semblable à celle de équation (153); nous ferons seulement remarquer les parlîcutrilés suivantes :
1" Concevons que l'on imprime aux tores des vitesses de rotaon initiales égales, mais de sens contraire, ce qui donne la elatîon
et par suite,
sinE^esO, cosEbsI.
La position d*équilibre de Taiguille restera done verticale dans tous les azimuts du plan d'oscillation, et quelle que soit la vitesse n. Ce résultat fournit évidemment un moyen de contrôle pour les expériences.
On réaliserait facilement celte condition en adaptant au rouage moteur une pièce additionnelle permettant de changer à volonté le sens de rotation de Tun des engrenages qui actionnent les pignons des tores.
2^ Si Ton désigne par n' la moyenne arithmétique des vitesses initiales n et n|, que nous supposerons maintenant de même sens, on trouvera
^Can' cos L cos a
tg E => ,
gfi^ — ^Can' sîn L
F cos E == j A*<y — 2C«n' sin L , F sin E = 2C«»' cos L co^ a ,
et Ton voit que, pour une valeur positive de n' égale à celle de n dans Fappareil du § XVIII, le numérateur de tg E serait doublé et le dénominateur notablement diminué, le terme soustractif y étant doublé. L*angle E aurait donc une valeur bien plus grande pour une même vitesse rotaioire. D'ailleurs l'intégration de l'équation en Ç, en négligeant lés termes de l'ordre de (d^, conduirait à
rfç* 2F ^ df* ^ ift^^^ (Ç — E) — cos (Ço - E)]
comme plus haut; les oscillations étant supposées très petites, la durée d'une demi-oscillation serait
et à cause des relations
( F = K (2C»«' cos L eos «)" h- ig/ii$ — î2C«n' sin L)\
on voit facilement que la durée des oscillations sera à peU près la même que dans Tappareil à un tore. On n*aura donc pas augmenté d*une manière notable Tinertie de cette balance gyro^ scopique.
Nous devons dire toutefois que la construction de cet appa-^ reil nous parait présenter des difficultés sensiblement plus grandes que celle du premier, et qu'il nous a donné des résultats moins satisfaisants.
TOUPIE DE FOUCAULT
80. On trouve, dans le Recueil des travaux scientifiques de L. Foucault (p. 410), une note concernant des expériences que ce savant aurait tentées, sur Tinfluence que la rotation terrestre exerce sur la position d'équilibre apparent d'une toupie, tournant sur sa pointe avec une grande vitesse. Nous avons essayé d'ap^ pliquer nos formules à ce problème, qui n'avait pas été étudié à notre connaissance, et nous avons été conduit à quelques résultats intéressants que nous allons exposer.
Problème XIII. — Un solide de révolution homogène (toupie), fixé par un point de son axe de figure à la surface d'une planète en rotation uniforme, a reçu une rotation initiale autour de cet axe, maintenu immobile relativement à ta planète. Vaxe étant rendu libre, déterminer son mouvement et ses positions d'équilibre apparent.
étant le point fixe (fig. 27), soit OXYZ le système de comparaison rectangulaire, lié à la planète et auquel nous rapportons
le mouvement de la toupie. Soit ON la ligne boréale, OX sa projection sur le plan XY; OP la zéntihaledu point 0; u l'angle aigu ZOP qu'elle forme avec OZ ; v l'angle QOX compris entre le plan XZ et le plan ZOP, compté positivement de OX vers OY jusqu'à 560*; X l'inclinaison NOX de la ligne boréale sur le plan XY; L»^— PON la latitude dti point O; OÇ l'axe de figure de la toupie ; / ^ OG la distance de son centre de gravité au poiiit fixe; 6, ^ et <p les angles d'Euler qui définissent la position du corps par rapport au système OXYZ, comme dans le problème VIII; enfin, C et A les moments d'inertie axial et équatortal de la toupie relatifs au point 0.
On a d'abord, entre les élé-
Fi|. 17. > 1 ■
ments constants, la relation
. sin L = Gos u sin A -4- sip u cor A cos v
Nous devons encore faire usage de l'équation (93), et nous trouvons, par une simple répédtion du calcul du n" 36,
T + V = i [A (e" ■«- t" sin' fl) -h C (5.' + ^.' cos »)']
— «f4»'cosî'-i-A^'sinecosy,-*-C(f'-»-f'cosS)cOByt)],
équation dans laquelle les angles y, y^ et 7, sont toujours donnés par les relations
l cos y = cos X cos I , (3S) . . .î cosri = 8in Asinfl — cos Aousisiii \ C09 r,= sin A cos ^ -f- cos 1 sin fl sin
D'autre part, on a évidemment ici
p = /, cos fj = — cos ÇOP,
is « -I- «in u sin s sin (f — v).
) divers résullals dans réquation (93) int 9 ■=> 7 1 9 >= <J', 9 ^ 9) mais il est ite substituiion qu'après avoir, défini
III tel qu'il est posé, l'axe de la toupie étant entièremeni libre autour de 1» pointe 0, on peut choisir arbitrairement le système de comparaison OXYZ, et il sera commode de diriger l'axe OZ suivant la ligne boréale OIS (fig. 38).
On aura donc
cosA = 0,
sur le plan XY ayant une direction suivant la projection de OP sur ce . On aura, par suite,
', «s-sin s, cos^i^^cose, .cost+ cos L sin ï sin ^ ,
■ a)' sin* s -t- C [f ' 4- {il-' — u) GOS * )* (
' — b) sin' t H Ui/t cos L sir
A — C)sÎDdGI
le, par rinU
mie dont la I initiale de I
noyen de la in aura eofi)
— w) sin'fl -I- {171)1 , rfs'
\ =3 M^/ (sin L sin s
Ces deux équations dîfférentii â et ^ en ronction du temps réussir & les intégrer, sauf unf rèœe des forces vives. Nous ment d'en déduire les lois du relativement à la position d'éq Cherchons, pour cela, les ci
sterit invariables, 4^ ei 4i étant d*aiileurt supposés nuls. Il icilc de voir qu'il suffit pour cela que l'on ait
a premièredes équations (171) nous donne
/rf+'\ _ Mgt cos 1 COS ■^a \dllt Asiod. '
nous laissons de cAté l'hypothèse cos L =3 0, qui ne se réa- [{u'au pôle, nous ne pouvons vérifier la deuxième condition équilibre de l'axe qu'en supposant cos tJ<o nul, ce qui nous
, l'axe 0}^ doit être dam le plan du méridien NOP. La ide équation (171) devient alors, pour e^e,, et iJ/ = i(iq, I ayant égard k la relation (170),
\ 1 — ] =:ConàDtt-i-Mgt{s\n LbIuSs — cosLcos A>siD fo).
( pouvons poser sin (Jifl ^ 1 , car la supposi^on '^o =• t ^® one à une position de 0£ de l'autre c6té de OZ par rapport *, et nous ramènerons ce cas au premier en prenant ^o °=f tribuant à % une valeur négative. La première condition lilibre nous donne alors l'équation
Cun sin i^ — Vigl cos (L + ^) 'm .0.
' mieux analyser les positions correspondantes de l'axe, ;nons par E l'angle que fait l'axe OÇ en équilibre, dans te du méridien, avec la zénithale OP, angle compté positive- , de OP vers le nord et négativement vers le sud. Nous s alors, en général,
li transforme l'équation d'équilibre comme il suit : Can cos (L + E) — Mgt sin E = 0,
d*où l'on lire
tgE«
— ISS —
C^n cos L Mgl + Con sin L
Cette équation définit deux directions opposées, dont Tune seulement appartient au problème, puisque Tautre, dirigée suivant son prolongenient, placerait le centre de gravité G au-dessous du point fixe, ce que nous ne supposons pas ici. Il y a donc une seule position d'équilibre apparent, et elle ne coïncide pas avec la verticale, à moins que Ton n'ait u = ou n = 0.
En nous bornant à considérer le cas du globe terrestre, dans lequel tt> a une valeur très petite, le terme Cxm sin L sera nécessairement très petit vis-à-vis de Mgl (à moins que / ne soit luimême très petit, ce qui n*est pas le cas dans lexpérience tentée par Foucault). L'angle E aura donc lui-même une très petite valeur, et la formule (172) pourra être remplacée, avec une approximation suffisante, par celle-ci :
Can cos L Mgl
On voit que Ë sera positif ou négatif suivant que n sera > ou < 0, et que, pour assurer à l'angle E une valeur aussi grande que possible, de façon qu'il devienne observable, on devra donner à la toupie une forme telle que n ait la plus grande valeur et lui imprimer une rotation n aussi rapide qu'on le pourra. Lç résultat de cette analyse est donc le suivant :
Lorsqu'une toupie tourne rapidement sur sa pointe, supposée fixe à la surface de la terre, son axe ne peut garder une direc* tion invariable par rapport à celle-ci que si cette direction est dans le plan du méridien, faisant un très petit angle avec la ' zénithale, vers le nord si la rotation de la toupie est de gauche a droite vue du dessus, et vers le sud si elle est de droite à gauche. V équation (173) détermine ce petit angle.
C'est bien là le résultat obtenu par Foucault, sauf peut-être pour le sens de l'inclinaison de l'axe qui, dans la note rappelée ci-dessus, est énoncé en termes assez ambigus. Il ne parait pas, au reste, que l'expérience ait été menée jusqu'au bout par
l'illustre physicien, car Foucault a laissé en blanc les chiffres que l'eipérience lui avait fournis (*).
SS. La position d'équilibre indiquée par l'équation (173) est une position d'équilibre itable, dans le sens où ce terme s'applique à une toupie libre, c'esl-i- dire que si la vitesse n a une valeur très grande et que l'axe soit très peu écarté de cette position d'équilibre, il ne s'en écartera jamais que très peu par un mouvement de précession et de niitalion. Mais ce résultat noua parait difficile h établir d'une manière rigoureuse sans effectuer riniégraiÎDn des équations ((71), laquelle sembl^ impraticable. Le seul résultat que nous ayons obtenu est l'intégrale.
A{6'*-^j."s\n't)-*-Ctiemt(il, + aeùst) + iMglcoiKOP = k,
h étant une constante à déterminer par tes données initiales.
S*. PROBLtoB XIV. — Nous supposerons maintenant que, par un procédé quelconque, m anujeltiue taxe O^de ta toupie à relier dans un plan déterminé par rapport à la planète, sans frottement, et qu'aprét lui avoir intr primé une rotation initiale autour de cet axe immobile, on fabimdonne à elle-même. Quel sera ton mouvement?
L'analogie de ce problème avec d'autres déji traités nous permettra d'abréger.
Il conviendra ici de prendre
''■'■ " pour plan XY (fig. 29) le plan
directeur, t'axe OZ faisant un angle aigu u avec la zénithale OP.
(') En analisant des erreurs consUDlca qui le produiuieal duns l'emploi du gyroiatpe colUmaleuT ds M. le commandant Fleuriais, M. Baule a touptonod rïDfluencB de la roulioD de la (erre snr cette toupie de Foucault, et, IrailaDt le problème par une mitbode nonvetle, a reirouid les rormoles ci-desiui. La correction qu'il en a déduite ui des ploa satisfaisantes. (Voir les Aanala de ta Sociétt iciaillfique de Bruxetlet, Vf' année, p. 177.)
ces ïOP ^ sin « sin (j. — p).
6) se réduisant &
t (A.f'* -+- Cp") — a (A*' sin 1 -I- Cf' ( lation (93) les deux équatioDS dif
f' — u coB A sin ^ c= /, , 1 (/i -«- u cos 1 sin -f) cos if = — tigt
lu lieu de iJj, l'angle ^ = ^i — \ ioni deviendront
f ' = /, -4- (U cos A cos ^ , Cu cos Ji (^, -4- mcos icosÇ)sinÇ + M(
reste en équilibre relatif, C étant suffit que Co ^oit une des valeurs de £ déterminé
{m) . . . tgE^
Can cos X + Mgl sin utosv
Ces valeurs sont au nombre de deux, correspont lions opposées. Pour trouver celle qui donne 1' on procède comme au n* 80, e'est4-dire que l'oi
i Mg/8in«siou = — FsinE,
' \ Cunco&x*»gtsinucosv = ~¥c
équations qui, F étant supposé positif, définiroi l'angle E. La dernière équation (174) s'inlégrei
A55= — C»*co8*A(co8S — cosW' + 2F[cos{i;— 1
t l'on verra immédiatement que l'on aura toujours
cos (ï — E) — ces (f, - E) > 0;
l'où il suit que Vangle E qui répond à l'équilibre stable est préisétnent celui que définissent les équations (176). Donc 1* si 'on a
Catt cos A + ligl sin u sin v <C 0,
e qui ne pourra avoir lieu, si v est plus petit que ^ , que pour les valeurs négatives et très considérables de n, on aura
cos E > 0,
a droite OE qui répond à l'équilibre stable Tera donc un angle igu avec OX, projection de la ligne boréale ON sur le plan Irrecleur. De plus, sin £ et sin v étant de signes contraires, )E sera de l'autre côté de OX par rapport à la projection le OP sur XY.
2° Si l'on a
Cart cos A -t- Kgl sin u cos v k> ,
!os E sera nul, la position d'équilibre stable OE sera normale au >lan ZON; elle sera du ciné OY ou du côté opposé, suivant que 'on aura
sin II < ou > 0.
3* Enfin, si Cwn cos > + Mgl sin m cos v est < 0, cos E est légatif, la direction d'équilibre stable Tait un angle obtus avec )K. En résumé,
La position d'équilibre st(^le de faxe de la toupie fait un ingle aigu ou obtus avec la projection de la ligne boréale sur le flan directeur, suivant que Cexpression
Can cos 1 ■*■ Jigl sin u cos v
si négative ou positive; et elle est toujours, par rapport à cette wojection, du coté opposé à celui où tombe la projection de la ■.énitkale OP sut* le plan directeur.
••. L'équatioD (1 7i) qui définit ;, mise sous la forn
Mgfsi
devient identique avee l'équation (77) si l'on pose
u = a cos A Y' — •
Cal, COS A + iigl sia u cos f g^tSAt sin u s'in v cos' \ (Cm(| cos a -1- fttgt sin w cos «)
Donc fe mouvement de l'axe de la roupie dans son pi leur est encore celui d'un pendule simple dont le plan lion tourne autour d'un axe vertical d'un mouvement i les éléments u, t, A de ce pendule (te comparaison étar par les relations (177).
Nous indiquerons encore quelques cas particulier! quables :
I. A la surface de la terre, u étant très petit, on nég l'équation différentielle du mouvement de l'axe Oi^ se
(178) . . .^==^[cos(î-E)-coB(ï„-E)],
et par suite, l'axe 0^ de la toupie oscillera, de part t de sa position d'équilibre stable OE, comme un pendu ayant pour longueur
la valeur de F, déduite des équations (176), est celle-c
(179) F = y [TSgl sin u sin v)' ■*■ (Can e»sX^^■ Mgl sin w CO!
n conserve les teunes de l'ordre de a*, mais que Ton : plan .directeur normal au plan du méridien, on ), « étant positif ou négatif suivant que OP et ON I même côté de OZ, ou non. De plus, u sera égal : les équations (177) se réduiront à
'Vl.
Co^t cos A 4- THgt sin (L — l)
ue l'on retombera dans le mouvement étudié aux 8 II ei m.
on suppose, de plus, que OZ se confonde avec ON, plan directeur soit parallèle au plan de l'équateur de
n différentielle en ^ se réduira à
à l'équation du mouvement d'un pendule simple dont ■serait donnée par la formule
e un théorème facile è énoncer.
tuporte d'observer que nos formules ne peuvent erre au cas où l'on aurait L — |, c'est-à-dire où la I toupie coïnciderait avec le p61e boréal de la planète. . en effet, que la direction et l'intensité de la réaction due à la rotation de l'astre seraient ici essenliellement 'un point à l'autre du solide en mouvement, et l'hyr laquelle est fondée l'équation (93) s'écarterait trop é.
liter le problème avec une rigueur complète dans ce
juelk que toit la vite$te tu, inète attire chaque point "e élail réunie e» un point >, supposition qui sera très :
imposée de couches concei et homogènes. L'axe OZ étt planète, reprenons l'équati
us aurons encore iet
comn:
-«j'sii
point O, situé sur l'axe i ; donc N^-O. Enfin, si i «nque de la toupie au cet facteur constant, on aura, p iction de la planète dévelf
iU — S^''"-
ésignant le potentiel du co ion C. On a donc U =- eW,
d 3T» 3' di dif' 1
l'on tire successivement, pt
^ff' +(♦■—)
-[A(#'-.)siii'«*C(,'
dt
JW
A(^' — ci)'sin4cog(
Mais, è cause de la symétrie dn mobile autour de son axe de figure, et de la symétrie supposée des couches de la planète autour de Taxe de rotation CO» W ne peut dépendre, ni de Fangle 9, ni de Tangle (f , mais seulement de 0. On a donc
et par suite, /« et /^ étant des constantes faciles à déterminer,
f -f- (^' — a) COS 6 = /, ,
A («f»' — «) sin* -+- C/, Gos 6 = /,.
La seconde de ces relations donne
/] — C/| cos B
A sin' ô
Valeur qui, substituée dans la troisième équation (181) avec la valeur de 9 h- ('^' — w) cos 9, conduit à Téqualion
rfe' (/, — C/, cos â)« C/,(/,— C/|Cos4)8in9 DW
A -; --r-7 sinecosa-f. --— = e — -^
dt A sm* e A sitr B d&
dont rintégrale est
rfô' (/, — C/, cos a)*
182) . . . A— + 1^-— i- i=eW+/3.
^ rf«* Asin*a
On arrive donc à une équation du premier ordre, qui s'intégrera par quadrature toutes les fois que Ton connaîtra, en fonction de l'angle 6, l'expression du potentiel W.
Les conséquences mécaniques de cette équation (182) sont, d'ailleurs, faciles à énoncer.
NOTE PREMIÈRE
Dans l'étude des mouvements relatifs à la surface de la ter on se conienle d'ordinaire de l'approximation obtenue en néj geanl les termes de l'ordre du carré ufl de la vitesse de rolati de la terre, et en effet, ces termes sont tellement petits q l'approximation est plus que suffisante pour l'explication de te les phénomènes observables. Lorsqu'on veut tenir compte di le calcul des quantités de cet ordre, comme l'ont fait Bin MM. Qiiet, Bour et Lotlner, par exemple, la quesiion se co: plique extrêmement, car il n'est plus permis alors de néglig comme l'ont fait ces géomètres, diverses quaniiiés du méi ordre de grandeur, provenant des variations d'intensité et direction de la pesanteur dans un petit espace, de l'influer inégale du soleil et de la lune sur les divers points du globe, mouvement de la mer, etc.; quantités dont la présence co plique les équations au point d'en rendre l'intégration imp< sible dans tous les cas.
Il faut voir dans une thèse de M. Beriram (') et surtout dt le beau mémoire que M. V. Puiseux a publié sur ce sujet di les Ânnaks acienlifiques de l'école normale supérieure (**) développements intéressants que comporte cette question.
Ce n'est pas sous cet aspect complexe que nous avons, di la troisième cl la quatrième partie de ce mémoire, étudié mouvements gyroscopiques à la surface d'une planète doni rolation peut être assez rapide pour qu'on doive tenir compte t termes en a?. Nous avions alors le choix entre deux hypoihé simplificatives : V ou bien, comme MM. Puiser, Bour, Lottn
{•) ProbUme der Mtohanlk in Beiag aufdie Vatiationtn der Schwere tmd Rota der Erde, Berlin, 186».
(■') De l'équilibre el du mouvement des corps peianit en ayant égard aux variai. d'meniUé et de direction île la peianleur, 1. 1, 3< série, p. 33, 1873. — H. Puls«ui a développé ces Ihéories dès 1S56 au Collège de Fmace.
ts
Mr*_
regarder l'attraction^ c'est-à-dire la force absolue, comme constante dans le petit espace où se passent les phénomènes, tandis que Ton tient compte des variations de la force centrifuge; cette conception est peut-être la plus conforme à la réalité des choses, son exactitude n'étant influencée ni par la valeur de cd, ni par la latitude; — ou bien, comme Ta fait M. Quet, attribuer la constance de direction et d'intensité à la résultante de l'attraction et de la force centrifuge, c'est-à-dire à la pesanteur.
Nous avons préféré prendre pour base cette dernière hypothèse, d'abord parce que, toutes deux conduisant aux mêmes résultats lorsque Ton supprime ensuite les termes de Tordre de co^, ce choix n'offrait aucun inconvénient au point de vue des résultats susceptibles d'être contrôlés par les expériences à la surface de la terre, et nous fournissait Toccasion de traiter de nouveaux problèmes d'analyse, dont les solutions seront applicables à des problèmes de mécanique nouveaux, comme nous comptons le montrer ultérieurement. D'ailleurs, la supposition adoptée par Bour nous aurait ramené aux mêmes équations que le polytrope de M. Sire nous avait déjà fournies: c'était donc un problème résolu,. En second lieu, l'hypothèse contraire conduit, comme nous Tavons remarqué (n* 52), à certaines conséquences d'aspect paradoxal, telles que celles-ci, qu'un système gyroscopique suspendu par son centre de gravité et n'ayant reçu aucune impulsion initiale ne reste pas en équilibre relatif, ce qui n'a plus lieu dans notre supposition.
Mais le principal avantage consiste en ce que, considérant l'attraction comme la résultante de la pesanteur et de la force centripète, nous avons pu mettre les équations des mouvements relatifs sous une forme extrêmement simple (92, 93) et en déduire un théorème remarquable. C'est grâce à cela que nous avons pu traiter aussi facilement les problèmes dans lesquels la pesanteur intervient avec la rotation de la terre sur les appareils gyroscopiques, donner la théorie des expériences inédites de Foucault sur la toupie, du pendule de M. Sire soumis à l'influence du mouvement du globe, et celle du barogyroscope.
NOTE DEUXIÈME
Le mouvement d'un point pesant sur un cercle lou autour d'une sécante verticale (§ IX), qui est le type at nous avons ramené plusieurs mouvemenis importants dai appareils gyroscopiques, est susceptible encore d'autres s calions curieuses. Ainsi, dans le mémoire cité ci-de M. V. Puiseux a établi qtie, ai im corps pesant est mobile ai d'un axe vertical passant par son centre de gravité, et si l'on compte des petites forces perturbatrices énumérées plus l'équalion du mouvement de ci: corps serait celle-ci :
a sin f eos 'f ■¥- psin 'ji + y eos il ^ (").
if désigne l'angle dont dépend la rotation du corps, a, p, y des conslatilcs qui dépetideiil de la constitution du coips Il suit évidemment de celte équation :
1" Qu'il existera quatre ou seulement deux positions d't libre pour te corps autour de l'axe, ce que M. Puiseux avait remarqué, et que ces positions se construiront d'après Its r que nous avons données (n" 38);
2° Que, hors du cas d'équilibre, le corps exécutera des i laiious dont la loi sera la même que celle des oscillations point pesant, sur un cercle dont le plan tourne uniforméi autour d'une droite verticale, et les éléments de ce pendul comparaison seront donnés facilement au moyen de «, [3, y.
O MétD. ciW, p. «.
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