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Mémoire sur l'intégration graphique des équations aux dérivées partielles
Nous nous proposons d'exposer, dans ce mémoire, une méthode d^ntégration graphique des équations aux dérivées partielles et de résoudre, par ce moyen, les problèmes du mouvement varié des eaux courantes et de la poussée des terres. Nous ayons déjà, en i889 (1), publié le principe de notre méthode dans les termes suivants : « On se donne
• des courbes arbitraires et, s'il y a lieu, des dérivées le long de ces » courbes; on détermine les éléments de proche en proche. Les dis-
• continuités des courbes arbitraires se propagent suivant les carac- » térîstiques de Monge. Dans le mouvement varié des eaux courantes, » ces caractéristiques représentent le mouvement de deux ondes infi- » niment petites. Tonde d'amont. Tonde d'aval; Tonde devient finie » quand il y a mascaret. Dans la poussée des terres, ces caractéris-
• tiques divisent le massif en régions ; une des régions se trouve sous B l'influence du mur de soutènement ; une autre se trouve dans les » mêmes conditions que si le massif était indéfini. Ces recherches
• feront l'objet d'un mémoire spécial. »
(1) y. Annales des Ingénieurs sortis des Écoles de Gand (t. XH, p. 435).
Dans le tome XXH des Annales des Ing. de Gand (i) a pani un article intitulé : « Résolution de deux questions sur le mouvement varié des eaux. » Nous lisons dans cet article que « ce problème déGe les plus savants analystes. » Un seul travail antérieur y est ciié ; c'est fl un travail qui a paru en 1877, aux Annales des Ponts et Chaussées » de France, et où Fauteur discute longuement certaines propriétés n des courbes de débit d'une rivière en crue, sans toutefois en dégager » des conséquences qui puissent conduire au tracé des axes hydrau- » liques en mouvement varié ». Il n'est pas fait mention de notre méthode que Tauteur de l'article précité devait connaître, nous avons les meilleures raisons de le croire. Mais, quoi qu'il en soit à cet égard, l'auteur de la « Résolution », s'il s'est appuyé sur l'intégration par éléments en partant des courbes arbitraires, n'a pas rencontré le seul point important de nos recherches : la propagation des discontinuités suivant les caractéristiques de Monge, et nous croyons que, sans utiliser cette propriété, il n'est pas possible de résoudre, même approximativement, les problèmes de mécanique appliquée qui dépendent d'équations ' aux dérivées partielles.
La a résolution de deux questions du mouvement varié » repose sur l'application répétée du problème suivant : on donne l'axe hydraulique à l'instant /, trouver l'axe hydraulique à l'instant ^ + A ^ On part du niveau d'aval supposé connu ; on essaie une valeur du débit ; ou détermine de proche en proche les éléments du nouvel axe hydraulique et la variation de débit, au moyen de l'équation du mouvement varié et de l'équation de continuité. L'axe hydraulique définitif s'obtiendra par tâtonnements ; la valeur d'essai du débit ne sera exacte que si l'on trouve dans la section supérieure le débit déterminé par le diagramme de la crue. Il résulte de là que les circonstances d'amont et d'aval exercent leur influence sur toute l'étendue du nouvel axe hydraulique. Supposons le mouvement permanent établi à l'instant / où la crue commence ; quelque petit que soit A/, on trouvera à l'instant t+ A ^ un nouvel axe hydraulique complètement différent du premier, de telle sorte que la première manifestation de la crue se propage instantanément dans toute la longueur de la rivière. Cela nous parait inadmissible.
Les tâtonnements dont il vient d'être question nous paraissent également très discutables. Dans tous les problèmes de dynamique, on peut toujours calculer directement les différentielles, et, approximativement, les accroissements des fonctions inconnues ; cela tient à la forme même des équations de la dynamique qui sont linéaires par
(i) i« Uv. pp. i à 19.
rapport aux difTérentielles des vitesses. Cela est vrai pour le mouvement des systèmes matériels, pour le mouvement des solides et même pour les mouvements tourbillonnaires des liquides et des gaz. Kl n'y a jamais de tâtonnements que quand il s'agit de trouver une position d'équilibre, un mouvement uniforme, un mouvement permanent, parce que la nature elle-même n'atteint ces solutions particulières qu'après des espèces d'hésitations : oscillations ou convergences. Nous comprenons très bien que la détermination de l'axe hydraulique du mouvement permanent donne lieu à des tâtonnements, parce qu'il s'agit d'une solution théorique qui ne se produit peut-être jamais dans la nature. Mais si quelques orages éclatent dans la partie supérieure du bassin d'un grand fleuve, nous comprenons difficilement que, pour déterminer l'effet immédiat du commencement de la crue provoquée par ces orages, on soit obligé de se livrer à des tâtonnements où l'on ferait intervenir toutes les résistances, depuis la mer jusqu'à la région où la crue se produit.
Avant de chercher les erreurs de principe, nous exposerons d'abord succinctement comment on peut, selon notre manière de voir^ résoudre approximativement le problème du mouvement varié. Ce problème
comporte deux fonctions inconnues : la cote d'eau z et la vitesse u en un point M de la rivière ; les variables indépendantes sont l'abs y cissea?du point M et le temps t. Ces deux fonctions inconnues satisfont à deux équations aux dérivées partielles.
Si on porte le temps suivant xin axe o t perpendiculaire au profil en long, l'axe hydraulique engendre une surface qui représente la fonction z et que nous appellerons la surface hydraulique; on représentera de même la fonction u par la surface des vitesses. Donnons-nous l'axe hydraulique initial AB et les vitesses correspondantes ; on sait, par le théorème de Cauchy, que l'intégrale analytique est complètement déterminée. On peut très facilement trouver cette intégrale par la formule de Taylor ; en un point M de Taxe initial, on connaît le? fonctions z et u et toutes leurs dérivées par rapport à â?; au moyen des deux équations, aux dérivées partielles, on tirera
dz du
et en différentiant ces deux équations par rapport aux deux variables, on reconnaît sans peine que Ton peut calculer aussi les dérivées d'ordre quelconque. On peut alors écrire le développement de Taylor.
L'intégration par éléments en partant de Taxe initial permet é\1demment d'obtenir cette même intégrale analytique. Ayant déterminé au point M les dérivées premières, on obtiendra approximativement les accroissements par les formules approchées
dz
dt
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Du point M, on déduira le point M'; de Taxe AB à l'instant I, on déduira l'axe A'B' à l'instant ^ + A I. On trouvera de même les axes hydrauliques aux instants suivants et, par conséquent, la surface hydraulique S. Mais cette intégrale analytique, déterminée uniquement par l'axe initial, suppose que cet axe est prolongé indéfiniment dans les deux sens, sans aucune discontinuilc dans les dérivées d'ordre quelconque. Si, au contraire, on donne arbitrairement les diagrammes des cotes d'eau dans les sections A etB, on introduit les discontinuités dans les courbes arbitraires ; ce sont ces discontinuités qui vont se propager suivant les caractéristiques.
Considérons d'abord un problème plus simple : construire une surface passant par un polyy, gone curviligne CABD, et
satisfaisant à l'équation
dz
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En partant de la ligne AB, on trouvera, soit par la formule de Taylor, soit par l'intégration par éléments, une surface analy-
tique ABB'A'. Mais la courbe AB n'est pas prolongée analytîquement ; la courbe arbitraire présente des angles en A et B ; que va-t-il se passer? Nous pouvons répondre immédiatement à cette question, parce que l'équation proposée est l'équation des cylindres dont la génératrice est parallèle à la bissectrice de l'angle xo t. L'intégrale cherchée se compose des surfaces S', S, S'' commandées respectivement par les arcs CA, AB et BD; on voit que les discontinuités de la courbe arbi.
traire se propagent suivant les génératrices du cylindre, et que chaque commet de la courbe arbitraire donne naissance à une arête. Ce sont ces génératrices qui sont les caractéristiques de l'équation proposée.
Les équations du mouvement varié forment un système de deux équations linéaires à'deux fonctions inconnues. Comme nous Pavons' annoncé dans notre résumé, il y a deux systèmes de caractéristiques, représentant le mouvement de deux ondes infiniment petites, Tonde d'amont. Tonde d'aval ; de telle sorte que s'il y a un sommet dans Taxe iiydraulique initial, ce sommet donnera naissance à deux arêtes de la surface hydraulique. En particulier, les angles A et B (fig. i.) donneront naissance aux arêtes ACet CB; la surface hydraulique comprendra une surface S commandée par Taxe initial, une surface S' qui dépend des circonstances d'amont, une surface S" qui dépend des circonstances tl'aval. Mais les arêtes ACE et BCD ne sont pas les seules; Taxe hydraulique initial est souvent décomposé en éléments rectilignes pour la facilité des calculs; les diagrammes qui déterminent les circonstances d'amont et d'aval ne sont pas des diagrammes analytiques, mais des polygones; toutes les discontinuités se propagent suivant les caractéristiques, qui divisent la surface hydraulique en triangles et quadrangles. La surface hydraulique est donc une surface analogue à un polyèdre ; les faces sont curvilignes, les arêtes sont des caractéristiques.
On peut conclure de là que le procédé d'intégration par éléments que nous avons exposé plus haut et qui convient à une surface analytique, ne peut plus être employé ; car on peut prouver qu'il revient à calculer les profils en travers par la formule de Taylor, et on ne peut pas calculer un polygone curviligne en appliquant la formule de Taylor au premier côté. H n'y a qu'un moyen d'intégrer approximativement, c'est de déterminer de proche en proche les triangles et quadrangles limités par les caractéristiques; ce n'est qu'en appliquant de cette manière Tintégration par éléments que Ton rencontrera des arcs analytiques auxquels on pourra appliquer les formules d'intégration approchée.
On remarquera que cette méthode n'est pas sujette aux objections que nous avons formulées précédemment. Toutes les particularités des diagrammes des circonstances d'amont et d'aval se propagent, non instantanément, mais progressivement avec la vitesse d'une onde infiniment petite ; cela est conforme au sentiment des choses de l'hydraulique. Tous les éléments de la surface hydraulique sont déterminés directement, et il n'y a aucun tâtonnement qui met en dépendance instantanée des éléments situés à grande distance ; cela est conforme aux sentiments des choses de la dynamique.
Pour examiner de plus près la méthode de calcul employée dans la « Résolution », appliquons-la à un seul élément MN de Taxe hydraulique à rinstant t ; on trouvera l'élément correspondant M'JN' de Taxe hydraulique à Tinstaut ^ + A^ de la manière suivante : il y a quatre inconnues à déterminer, la cote d'eau et la vitesse aux points M' etN'; on donne une condition à Tamont et une condition à l'aval ; on écrit deux équations aux différences approchées déduites des deux équations aux dérivées partielles et le problème est déterminé.
On voit par cet exposé que cette méthode repose sur des raisonnements qui ont toutes les apparences de la logique. On n'y trouve qu'une seule hypothèse; pour établir les équations aux différences approchées, on admet que les variations de la cote d'eau, de la vitesse, du débit dans une section, pendant l'intervalle Absent représentées par des éléments rectilignes. C'est cette hypothèse que nous contestons» En effet, il s'agit alors d'une solution analytique, sans discontinuité, et en vertu du théorème de Cauchy, cette solution est complètement déterminée par l'axe initial, et il n'est pas possible d'introduire les conditions d'amont et d'aval. Il est facile de voir comment, dans la « Résolution », on a pu résoudre, en apparence, ce problème impossible* Nous avons vu que pour chaque point M de l'axe hydraulique, à l'instant ^, on peut écrire deux équations aux différences approchées qui déterminent la cote d'eau et la vitesse au point M' de l'axe hydraulique à l'instant i-^At; on peut donc écrire quatre équations pour l'élément M'N' ; or, on n'a écrit que deux équations aux différences approchées; il y a donc deux équations qui manquent. On peut ainsi introduire les conditions d'amont et d'aval, mais les équations du mouvement varié ne sont plus satisfaites. Nous arrivons au même résultat si nous considérons un axe hydraulique divisé en plusieurs segments; on peut déterminer complètement le nouvel axe hydraulique en écrivant deux équations pour chaque sommet ; on n'a écrit que deux équations pour chaque segment; il y a encore deux équations qui manquent et que l'on remplace par les conditions d'amont et d'aval. Nous voyons alors comment s'introduisent les tâtonnements que nous avons déclarés suspects ; ils servent à répartir sur l'axe hydraulique tout entier les erreurs commises aux deux extrémités.
Pour terminer, considérons les diagrammes des hauteurs, des débits et des vitesses de la planche I annexée à la a Résolution ». Nous voyons que toutes ces quantités varient à partir de l'instant où la crue commence dans la section supérieure. On passe instantanément dans toute l'étendue de la rivière du régime permanent au régime varié. C'est ce que nous n'admettons pas. Ainsi, par exemple, nous croyons que la
variation de la vitesse pendant le premier jour, dans la section située à 40 kilomètres de la section supérieure, ne peut pas être représentée
< par une droite AB ; nous croyons qu'il faut un certain temps pour que la première manifestation de la crue parcoure cette distance de 40 kilomètres, et le diagramme des vitesses doit comprendre une droite AG parallèle à Taxe des temps, puis une courbe CD.
Il nous parait alors que Thypothèse
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admise par Tautcur de la « Résolution » est loin d'être approximative* ment exacte; on a, en effet :
9» DF dt EF
AF : EF
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' On pourrait prendre un A^, pour lequel ce rapport, supposé égal à Tunité, deviendrait égal à un nombre considérable. Nous pourrions reproduire les mêmes critiques au sujet de tous les termes qui dépendent des variations, dans le temps, du débit et de la cote d'eau. Or, ce n'est que par ces termes que les équations du mouvement varié diffèrent des équations du mouvement permanent. On peut en conclure que les lois spéciales au mouvement varié sont complètement altérées par les erreurs que nous vêtions de signaler.
RÉSULTATS FAUX
i. Courbes arbitraires. — En analyse, on suppose les fonctions holomorphes (régulières) ou développables par ]a formule de Taylor en série convergente dans un certain domaine. Les courbes arbitraires que Ton se donne dans les problèmes relatifs à la science de Tingénieur ne possèdent pas cette propriété. Prenons, par exemple, la courbe des débits d'une rivière. Si ïe mouvement est permanent, le débit est constant; si une crue survient, la courbe des débits est formée d'une droite et d^une courbe ; la fonction qu'elle représente est évidemment irrégulière. Si même l'on ne considère que la courbe des débits pendant la crue, elle représente aussi une fonction irrégulière ;car, si le débit était une fonction développable, connaissant le plus petit arc AB de la courbe des débits, on pourrait calculer toutes les dérivées, écrire le développement et déterminer toute la courbe. Or, la courbe qui suit l'arc AB dépend des manœuvres hydrauliques, de la persistance des pluies et de bien des circonstances qui sont indépendantes de l'arc AB. Tout ce que Ton peut supposer, c'est de pouvoir remplacer une courbe arbitraire de cette espèce par un polygone ou une suite d'arcs, chacun des fragments étant la représentation d'une fonction holomorphe. Aux points de jonction, il y a alors des discontinuités dans les dérivées premières ou d'ordre supérieur.
2. Méthode d'intégration approchée. — Soit l'équation du premier ordre :
dz = pdx + qdyy p = — — , q =
dx
On peut considérer la fonction inconnue z comme l'ordonnée d'une surface ; c'est la surface intégrale.
Proposons-nous de trouver une surface intégrale passant par une courbe arbitraire AoBo que nous supposerons tracée dans le plan des yz :
X = OTo = 0.
En un point Âo on connaît
^t » îo =
3yo
L'équation aux dérivées partielles permet de calculer ;^
/'o = f (^0» Va» ^0» îo)- Faisons varier x^ de Ajr^ , on peut écrire :
^^0 = 1^0 *Po » d'où Aj5o = Po ^^0
approximativement. On détermine ainsi un point A^ voisin du point Â«.
En faisant ce calcul le long de la courbe Aq Bq, on déterminera une courbe A^ B^, section de la surface intégrale par le plan x^ + Ax^. De la courbe A| B|, on passera à la courbe A, B,, située dans le plan Xo + S Aor^, et ainsi de suite. On obtiendra un calcul plus exact en assimilant Tare Ao A' à une parabole; on mène par T milieu de Aq A| une parallèle à A^ A,, ce qui donne A' au lieu de A^.
Lorsqu^on a une première ébauche de surface intégrale, on peut toujours la perfectionner en calculant les valeurs de p et en intégrant pc^x par les quadratures approchées.
3. Tentative de démonstration. — Supposons que Ax^ converge vers zéro et admettons bénévolement que Tensemble des surfaces réglées, déterminées comme il a été dit, a une limite. D'après la manière dont les calculs ont été faits, Téquation aux dérivées partielles est satisfaite le long des courbes AqBo, A^B^, etc.; ces courbes sont infiniraent rapprochées; on est en droit de conclure que la surface limite satisfait a réqualion proposée en tous ses points; c'est donc l'intégrale cherchée.
S'il en est ainsi, la surface primitivement construite est bien une solution approchée, car, en prenant Axo assez petit, elle s'approchera autant qu'on le voudra de la surface intégrale. Nous allons montrer par des exemples que tout cela est faux dès que la courbe donnée A^ B^ est réellement arbitraire, c'est-à-dire irrégulîèrc.
Fig. 4
4. Premier exemple. — Quand il s'agit d'essayer expérimentalement les méthodes d'intégrations approchées ou les intégromètres, on applique ces procédés à des exemples pour lesquels on possède la valeur exacte des laires à évaluer.
Nous allmis suivre la même voie et appliquer l'intégration par éléments à une équation dont on connaît l'intégrale générale : on
demande de construire, sur une partie du plan des xy^ une surface continue satisfaisant à l'équation :
et passant par un polygone ^"^""^^ "N^ ^y^ A B C D tracé dans le plan des
yz. L'intégrale générale est un cylindre dont les génératrices sont parallèles à la bissectrice de l'angle xoy; la solution juste du problème est donc 'une surface prismatique formée des plans «f-5 ABFE, BCGF, etc.
Voyons ce qui donne l'intégration par éléments. Partons de AB ; on trouve :
l>o ■■ — 9o = constante.
On trouve un plan ABB'A' qui se prolonge indéfiniment et qui est limité par deux droites AA« et BB» parallèles au plan des zx. Il n'y a qu'une petite partie de ce plan qui appartient à la solution juste; le reste est faux. Si nous partons de BC, nous trouvons un nouveau bandeau et l'on passe brusquement de BB. à BB/, quand on fait mouvoir un plan sécant parallèle au plan des zx.
Si nous représentons la section x^ + Ax^, nous trouvons les droites À4B4, B'^C^. c'est-à-dire une ligne discontinue. Mais si l'équation est plus compliquée, on devra construire par points les lignes analogues à A1B4 et B/C| ; on ignorera l'existence et remplacement de la discontinuité ; on essaiera de réunir les points par un trait continu et l'on trouvera les résultats les plus extravagants.
5. Deuxième exemple. — On pourrait croire que les difficultés que nous avons rencontrées dans l'exemple précédent proviennent des angles du polygone donné; il n'en est rien.
Reprenons la même équation aux dérivées partielles et donnons-nous comme courbe arbitraire un arc de circonférence AB convexe vers
le haut se raccordant en B à un arc de circonférence concave vers le haut. La solution juste du problème est donnée par deux surfaces cylindriques se raccordant suivant la génératrice BE; Tun de ces cylindres est convexe, l'autre est concave vers le haut. Voyons ce que donne Tintégration par éléments en suivant la variable x.
Si nous partons de Tare Â6, nous trouvons une zone comprise entre deux cou rbes A A' et BB' situées dans Ftr. e. desplans parallèles au plan des xz.
Or, tous les calculs sont indépendants de la manière dont Tare AB est prolongé ; ils sont les mêmes que si la courbe initiale était la circonférence AB tout entière. Ce que Ton peut trouver de mieux, c'est donc une zone du cylindre convexe vers le haut, limitée par deux arcs d'ellipse AMA' convexe vers le haut, alors qu'à partir du point M de la génératrice BF, nous devions trouver un arc d'ellipse MA" concave vers le haut. Si nous partons de Tare BC, nous trouvons qu'en B la section parallèle au plan des xz varie brusquement de la courbe convexe BB' à
la courbe concave BB". Représentons en vraie grandeur la section faite par le plan aPo + Aa^o ; nous trouvons deux arcs A4B4 et B/C4 avec une discontinuité.
Mais s'il s'agit d'une équation que l'on ne sait pas intégrer exactement, les courbes analogues à A^Bi et B/C^ se* ront déterminées par points et, en voulant réunir ces points par un trait continu, on obtiendra encore les résultats les plus extravagants.
On pourrait former la courbe initiale au moyen de deux arcs se raccordant par un contact aussi élevé que l'on voudrait; la méthode d'intégrations par éléments en suivant une variable, donnerait toujours des résultats absolument faux.
6. Troisième exemple. — Nous demandons au lecteur de bien vouloir penser une courbe arbitraire, de la dessiner sans nous la montrer.
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puis de nous en donner un petit fragment AB. Confiant dans l'inté-
giation par éléments, nous vous dirons alors : nous allons deviner toute la courbe que vous avez pensée.
En effet, de Tare AB, si petit qu'il soit, nous pouvons déduire une zone AA' B' B satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles que uous avons considérée précédemment. Mais comuie la surface est un cylindre dont on connaît la génératrice, en prenant AA' comme directrice nous obtiendrons toute la surface et par conséquent la courbe arbitraire BAX que vous aviez pensée.
Comme il n'est pas possible de deviner les pensées par des intégrations approchées, il faut en conclure que la zone AA'B'B appartient à une surface intégrale pour laquelle la courbe initiale est une certaine courbe AX différente de la courbe donnée.
Cependant le raisonnement qui précède est suggestif. Quelle est cette courbe AX que Ton détermine si mystérieusement ? C'est une courbe qui est déterminée complètement par un petit arc AB ; les courbes qui représentent une fonction développable paraissent être les seules qui possèdent cette propriété. Il semble donc que la zone AA'B'B appartient à un cylindre qui aurait pour directrice l'arc AB prolongé analytiquément par la formule de Taylor.
7. Conclusions. — Dans l'analyse moderne des équations aux dérivées partielles, on suppose les équations et les fonctions arbitraires développables en série convergente par la formule de Taylor. On pourrait croire que ces hypothèses sont faites dans le but d'être rigoureux, qu'elles tiennent à la méthode d'intégration par série qui est employée. Nous voyons que même quand il s'agit seulement de construire approximativement les surfaces intégrales, nous nous heurtons dès le commencement aux conditions de continuité. L'exemple du cylindre prouve à l'évidence que, dès que les courbes arbitraires sont irrégulières, la méthode d'intégration par éléments, en faisant croître une variable, donne des résultats absolument faux. Nous avons conjecturé que cette méthode donnait des résultats exacts dans le cas d'une courl)e arbitraire développable ; la démonstration de cette propriété présente encore des difficultés sérieuses.
§ 3. — l'intégration par éléments suivant une variable
ET l'intégrale REGULIERE.
8. Intégrale régulière. — Reprenons Téquatioii générale du premier ordre :
F(ar, y, z, p, q]=o
Si on se place en un point Aq (jTq, y^, z^) de la courbe initiale supposée dans le plan des yz^ on connaît :
dZp 9%
9»o 9yo'
On peut différentier Téquation proposée successivement par rapport à chacune des variables indépendantes ; on trouve : une équation entre les 2 dérivées premières, dont une est connue, 2 équations entre les 3 dérivées secondes, dont une est connue, et ainsi de suite. On peut donc calculer toutes les dérivées de z au point Ao et écrire le développement de Taylor.Gela est vrai aussi pour un système quelconque d'équations à plusieurs fonctions inconnues. On donne les conditions initiales pour jr==a?o, c'est-à-dire ce que deviennent, pour x =* a?q, les fonctions inconnues et leurs dérivées d'ordre inférieur à l'ordre des équations, et on reconnaît aussi que l'on peut écrire le développement des fonctions inconnues. Il s'agit de démontrer que les séries obtenues sont convergentes, satisfont aux équations et sont les seules fonctions régulières qui y satisfont. Ce théorème a été démontré par Gauchy, à l'aide du calcul des limites ; les démonstrations de Gauchy ont été perfectionnées par M. Darboux, M. Méray et M°^ Kowalewski. La démonstration de M">* Kowalewski est devenue classique ; on la trouvera dans les traités d'analyse (d).
9. Équations d'une génératrice parallèle au plan zx. — Si on chemine suivant une génératrice parallèle au plan des zx^ on a
dz = pdx, f[x, y, Zy p,q)=o
ou en tirant la valeur dep de la seconde équation :
dz = [Xy y, Zy q)dx
(1) Cauchï, Comptes rendus, t. XIV, XV et XVI ;
G. Darboux, Comptes rendus, t. LXXX ; Sophie Kowalewski, Journal de Crelle, t. LXXX.
Goursat, Leçons sur les équations aux dérivées partielles, page 1.
'^=(-^)'^' ''"(-^)=-ir-'-^*+ -^*
Cette équation contient une fonction inconnue q ; nous trouverons une nouvelle équation en différentiant par rapport à y ; on obtient :
On introduit encore une nouvelle inconnue t ; on écrit une nouvelle équation en différentiant, et ainsi de suite. Si nous désignons, pour plus de facilité, les fonctions inconnues par
on trouve :
dz = <p (x, y, z, z/) dx
dz' =» çj (a;, y, z, z', jf") dx
dz" = ç, te, y, jg, jk', z", jk'") (£r, etc.
10. Ébaiiche d*intégrale. •— En appliquant la méthode d'intégration approchée du paragraphe précédent, on trace un polygone au lieu de cette génératrice. Les éléments successifs s'obtiennent par :
^0 = ? {^0» y» ^0» ?o) ^q » ^4 «== ? (a?4, Vi, ^1, îi) (tr^
et ainsi de suite. La valeur de q s'obtient graphiquement en menant une tangente à la courbe Xf^ + Ax^ ; mais on peut l'obtenir aussi par le calcul suivant :
^Z^ _, ajgp
dy dy
ou
En adoptant les notations Zj z\ z^ et en continuant on trouve
Puis
\Zi=^ (x^, y, Zj, z\) ^x, etc.
On voit que la méthode d'intégration approchée revient à substituer aux équations différentielles de la génératrice, les équations^aux différences que Ton obtient en supposant que les dérivées restent constantes dans chaque intervalle Aa:.
id. Développement en série. — On pourrait déduire des équations différentielles de la génératrice le développement en série de la fonction z ; on retrouverait évidemment le développement de l'intégrale régulière appliqué au cas où x varie seul. Proposons-nous de chercher la limite de Tébauche d'intégrale lorsque les intervalles tendent vers zéro. Soient z^, Z|, z,, z^^ les valeurs successives obtenues pour z ; supposons :
AXq = Ax^ = Aar, x — oîq = m Ax^
On déterminera z^ par la formule symbolique :
^m = (i + A) Zft
Le terme général du développement est :
m(m— i)... [m—n-^-i) _mAXo x (mAxo --Aa;„)... A%
" " d. 2. 3.. n~" "^^ T IT. n~ Â?»
{X — Xo)» ,. A*^o
limT„ — = J ^i- lim
i.2.3.. n AXo»
Supposons qu'au point (Xq y, jSq) on détermine toutes les dérivées, en utilisant la courbe arbitraire et Téquation aux dérivées partielles ; nous allons démontrer que
lia. ^"*« 3"^«
AXo 3Xq*
le second membre étant la dérivée calculée comme il vient d'être dit. On a d'abord
Azo = ? (Xo, y, 5^0, ?o)Aa?q
l™ — — = {X,, y, Zo, Ço) = — .
AXo dXQ
— d6 — Cherchons le second rapport :
Aj^i = ? (a?i, y, ^i, Çi) Aa?4
A*Jïo Ay
Aajg*"" Aa^o
L'accroissement de ç doit être pris en supposant :
A«o = 9 Aa?o Aço = l -;5n" )^< Proposons-nous de calculer — — ^- ; on a
On peut aussi écrire, en remplaçant les dérivées par des limites de rapport :
"^'^ =lim ^'
pour
dxQ* Aa?o
Ajïo ,. A?o
Comparons alors le calcul de ^ et de — ^^— ; dans le premier
cas, les rapports de AjSq» A^q à Ax^ sont remplacés immédiatement par leurs limites ; mais, quand on passe alors à la limite, les résultats sont identiques. Si Ton considère les différences d'ordre supérieur, les calculs deviennent de plus en plus longs, mais le raisonnement est général. On a donc
lim T. =
d .2. ... n dâ?,
Pour avoir le reste, on exprime ^m en n'introduisant que les différences d'ordre n et d'ordre iiiférieur; on pose
et Ton trouve toutes les formes du reste de la formule de Taylor où ^ (x) remplace la dérivée d'ordre n. Comme ^ (x) n'est pas connu, il reste encore un doute au sujet de l'existence de lim Zm> Cependant, on voit par cette analyse que l'intégration approchée revient à écrire une formule qui se rapproche de la formule de Taylor. On aurait pu croire, à première vue, que pour remplacer un arc de courbe par des tangentes successives, il suffit que les dérivées premières soient continues. Nous voyons, au contraire, que l'on introduit en réalité des différences d'ordre quelconque entre les dérivées premières, ce qui équivaut à utiliser les dérivées d'ordre siipérleur. C'est ce qui explique que l'intégration approchée donne des résultats faux, alors que l'on utilise en apparence que les dérivées premières et que les discontinuités n'affectent que les dérivées d'ordre très élevés.
i2« Limite de l'ébatiche d'intégrale. — Pour démontrer complètement que la méthode d'intégration par éléments est réellement une méthode approchée, il faudrait enfermer Zm entre une limite supérieure et une limite inférieure en suivant la marche de la démonstration de Cauchy au sujet de l'existence de l'intégrale générale d'un système d'équations différentielles simultanées. Il se fait que le tracé graphique de Xm est précisément l'ébauche d'intégrale que l'on considère dans la démonstration de Cauchy. Mais comme il s'agit ici d'une infinité d'équations, les calculs sont plus longs et il semble plus difficile de démontrer que les deux limites tendent à se confondre.
CHAPITRE II
Intégration graphique par les caractéristiques.
L'exemple du cylindre fait prévoir qu'il existe, sur les surfaces intégrales des équations aux dérivées partielles, certaines lignes suivant lesquelles se propagent les discontinuités des courbes initiales; ces lignes existent effectivement pour les équations à deux variables indépendantes ; ce sont les caractéristiques. Les équations des caractéristiques ont été écrites par Monge dans son ouvrage célèbre sur les applications de l'analyse à la géométrie. M. Darboux a apporté ensuite
de grands perfectionnements à la théorie géométrique des caractéristiques. Nous pourrions écrire immédiatement les équations des caractéristiques en renvoyant le lecteur aux traités spéciaux. Cependant, nous établirons ces équations: d'abord, notre travail sera ainsi directement accessible à un plus grand nombre de lecteurs; ensuite, nous devons exposer cette théorie à un point de vue spécial. En analyse, on se propose de trouver les intégrales régulières en cherchant des intégrales des équations des caractéristiques. Ici, au contraire^ nous chercherons approximativement des intégrales irrégulières, en étudiant les caractéristiques au point de vue de la propagation des discontinuités. Les problèmes que nous aurons à résoudre auront pour solution des espèces de polyèdres où les faces seraient des intégrales régulières et les arêtes, des caractéristiques d'un ou de plusieurs systèmes.
§ i^'. — ÉQUATION LINÉAIRE DU PREMIER ORDRE.
^3. Caractéristique d'intersection. — Soit l'équation :
A/> + Bg=»C
où A, B, C sont des fonctions uniformes de or, y, z débarrassées de tout
facteur commun. Donnons -nous une courbe initiale régulière AB dans le plan des yzj nous déterminerons une surface régulière S, intégrale de l'équation (1). Donnons-nous une seconde courbe AC, nous trouverons une seconde surface intégrale S' coupant la première suivant, une courbe AD. En un point M de cette courbe, on a :
dz s=: pdx + qdy.
En considérant successivement ^^8' 9. les deux surfaces, on voit que les
équations (1) et (2) sont satisfaites par deux systèmes de valeurs de p et q; comme ces équations sont linéaires, elles doivent être indéterminées; on a donc :
dx dy dz
Ces équations définissent une congruence de courbes ; on démontre que par tout point de l'espace, on peut faire passer une courbe et une seule satisfaisant aux équations (3). Toute courbe peut être considérée comme une surface dégénérée; on peut la considérer comme limite d'une surface tubulaire dont la section a pour limite un point ; le plan tangent à cette surface dégénérée est un plan mené arbitrairement par la tangente à la courbe. A ce point de vue, toute .courbe satisfaisant à réquation (5) est une surface intégrale, car un plan tangent à la courbe satisfait à Téquation :
dz=pdx + qdy
qui, à cause des équations (3), devient Téquation (1).
Il résulte de là que les deux surfaces S et S' et leur ligne d'intersection AD constituent une intégrale irrégulière; en tout point de S, de S' ou de AD, l'équation est satisfaite.
Si on se donne une directrice EF, régulière ou non, curviligne ou polygonale, on obtiendra une surface intégrale en menant des caractéristiques par tous les points de la directrice. On démontre,en effet, que les intégrales des équations (3) sont continues par rapport aux constantes; la courbe MD engendre donc une surface continue dès que la directrice EF est continue. Mais il peut y avoir des discontinuités dans les dérivées premières ou d'ordre supérieur; ces discontinuités se propagent suivant certaines caractéristiques qui divisent la surface en bandeaux réguliers. I^'équation proposée est satisfaite en chaque point de cette surface, car tout plan tangent est tangent à une caractéristique et nous venons de démontrer qu'alors l'équation est satisfaite.
14. Variatùm du plan tangent. Caractéristique du premier ordre. — Si le point initial A d'une caractéristique se déplace infiniment
peu, on démontre aisément que tout autre
ç point se déplace, en général, d'une quan-
tité du même ordre. Si en A on imagine
^ deux directrices ayant mêmes dérivées d'or-
f/ dre n et inférieur, les dérivées de cet ordre
restent les mêmes pour les deux surfaces le
long de la caractéristique. Connaissant ces
p,g^ ,P^ dérivées en A, on peut donc les déterminer
en un point quelconque. La ligne AD et
l'ensemble des dérivées d'ordre égal ou inférieur à n constituent une
caractéristique d'ordre n. Si on suppose d'abord AD quelconque, on
peut calculer par les équations différentielles de la courbe et l'équation
proposée, toutes les dérivées le long de AD, on trouvera la caractéristique d'ordre n en exprimant que les dérivées d'ordre n + I sont indéterminées.
Proposons-nous de trouver la caractéristique du premier ordre. Supposons connus x^ y, x^ p, q le long de ÂD et calculons les dérivées secondes r, 5, t. Posons :
Ap + By — C = F = o (i)
On a :
où l'on a :
dx)" dx '^ dz^
On a aussi :
dp = rdx + sdy (5)
Exprimons que les équations (4) et (5) en r et 5 sont indéterminées, on a:
Si on avait pris la dérivée de F par rapport à y et la valeur de dç, le dernier rapport eut été :
_dq_
Enfin, on a :
dx dy pdx + qdy dz
""Â B" "^ Ap + B<î (T
On peut donc écrire :
dx dy dz ~*. 7^-
fja caractéristique du premier ordre comprend la caractéristique d'intersection ou d'ordre zéro, et l'ensemble des plans tangents.
Soit à calculer la fonction p. Nous supposerons connue la caractéristique d'ordre zéro : y eiz sont des fonctions connues de x. On tire des équations (6) :
dp
dac
\dx ) dx dx Sx
dz
pq.
de
dz
Or:
Ap + Bq = C.
En éliminant g, on trouve :
, aB „ 3A 3B
^ dz -^ dz dz
AB B
15. Contour apparent. — Reprenons les équations (1) ou (2), où nous supposerons d'abord que dxj dy, dz appartiennent à une courbe quelconque. Nous obtiendrons le contour apparent de la surface, en projection sur le plan des ocy^ en exprimant que p et q sont infinis ; on obtient : .
dx dy > dz
11 manque équation pour déterminer la courbe ; nous écrirons :
9 désignant une fonction arbitraire.
Soit AB une courbe de Tespèce représentée en projection sur le plan des xy. Cette courbe n'est pas une caractéristique; on peut donc faire passer des caractéristiques par tous ses points, et l'on obtiendra une surface intégrale.
Comme le contour apparent dépend d'une fonction arbitraire, il
Flg. 11.
même qu'on puisse obtenir toutes les intégrales de cette façon.
Il faut remarquer cependant que le contour apparent peut devenir imaginaire ou se transporter à l'infini.
Si Ton trace les caractéristiques en projection horizontale, on trouve des courbes tangentes à la courbe AB ; Téquation (8) donne, en effets la
dy môme valeur de — — que pour la caractéristique ; dans l'espace, les
eue
courbes ne sont pas tangentes.
Au lieu de nous donner la courbe AB, donnons-nous la courbe initiale A'B' dans le plan des yz et intégrons graphiquement les équations des caractéristiques. Si ces caractéristiques se coupent en projection horizontale, leur enveloppe déterminera le contour apparent. £n eiTet, en un point B, on trouve dans l'espace deux tangentes à la surface intégrale en menant les tangentes au contour apparent et à la caractéristique ; comme ces deux tangentes ont la même projection sur le plan des xy^ elles déterminent un plan tangent normal à ce plan des xy. Ce raisonnement serait en défaut si les deux tangentes coïncidaient aussi dans l'espace, mais alors la courbe AB satisferait aux équations de la caractéristique ; par chacun de ses points, il passerait deux intégrales des équations de la caractéristique, ce qui n'est pas possible dans le cas où A, B, C sont uniformes.
On peut aussi demander de déterminer analytiquement le point où une caractéristique A'A coupe le contour apparent. Si l'on ne donne que la caractéristique A'A, le problème est indéterminé, car on peut tracer AB à partir d'un point initial quelconque. Mais si on donne /^q en A', on trouvera la variation de p par l'équation (7), et en cherchant le point où p devient infini, le problème sera résolu.
La détermination du contour apparent peut avoir une grande importance dans certains problèmes utiles. S'il s'agit de trouver une surface qui limite supérieurement un liquide, l'existence d'un contour apparent prouvera qu'on se trouve en présence d'une solution théorique physiquement impossible. C'est ainsi, par exemple, que le mascaret se produit, quand la surface hydraulique continue présente un contour apparent.
16. Cas plus général. — 11 peut se faire que les fonctions A, B, C contiennent un ou plusieurs radicaux ; c'est ce qui arrivera quand l'équation linéaire proviendra de la décomposition d'une équation du second degré ou de degré supérieur. Tout ce qui précède est encore applicable, si on donne une signification déterminée aux radicaux ; mais il faut exclure les points où les racines denennent égales ; dans le voisinage de ces points, il se présente des singularités que nous
exposerons succinctement. Soit 2 le lieu des points où un radical s'annule ; en M on trouvera deux caractéristiques ; en N les racines sont égales; en P, elles sont imaginaires. La caractéristique MN ne peut dépasser 2 et forme un rebroussement. Il se peut cependant que la caractéristique touche la sui^ face 1 ; alors la surface 1 est une solution singulière ; c'est la surface focale de la congruence des caractéristiques. Il nous semble regrettable que Ton ait employé le même mot a linéaire b pour désigner des équations d'espèces bien différentes : les unes n'ayant jamais de solution singulière, les autres présentant les mêmes propriétés que les équations de forme quelconque.
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Caractéristique du premier ardre. — Soit l'équation
Prenons d'abord comme ligne initiale une droite ÂB du plan des yz :
z s=z ay -^ b, ar =
(On pourrait prendre une courbe quelconque à deux paramètres). On ^ obtiendra une intégrale de la forme
qui contient deux paramètres et qui est appelée intégrale complète.
Si la droite AB enveloppe une courbe AC, l'intégrale complète enveloppera une surface S qui est aussi une intégrale, car tout plan tangent à l'enveloppe touche une enveloppée et satisfait à l'équation proposée. Cette surface S est PI,, is. un lieu de caractéristiques. Si on
prolonge GA par une autre courbe AD, telle qu'en A il y ait contact du premier ordre, mais des discontinuités dans les dérivées d'ordre
supérieur au premier, on trouvera uue autre surface S', mais il est facile de voir que les deux surfaces se raccordent le long d'une caractéristique commune ÂM. En effet, les équations de la caractéristique sont:
If V db Ax,y,z,a,6) = o _ + _ _ = o.
Le point caractéristique de la droite âB est déterminé par :
dh „ , dh
y ^ —^^0 d'où— -î= — y.
da aa
Au point A, on trouve la même caractéristique pour les deux
dh surfaces, car a, h^ -— sont tes mêmes dans les deux cas. Les plans da
tangents le long de cette caractéristique se confondent, car ce sont les
plans tangents à la même enveloppée.
Pour obtenir toutes les surfaces intégrales qui ont même plan tangent en A, il suffit de prendre la courbe AD arbitrairement, mais tangente en A à la droite AB ; donc toutes ces surfaces ont une ligne commune AM et les plans tangents communs suivant cette ligne. C'est cette suite d'éléments qui constitue la caractéristique du premier ordre de l'équation proposée. Nous voyons aussi que Ton peut former une surface intégrale irrégulière au moyen des deux surfaces S et S' ; c'est suivant la caractéristique commune que se propagent les discontinuités dans les dérivées d'ordre supérieur au premier.
Nous obtiendrons les équations différentielles de la caractéristique du premier ordre en suivant la méthode déjà employée au n® 14. Supposons d'abord que dx^ dy^ dz s'appliquent à une courbe quelconque d'une surface intégrale. On peut calculer p et g par l'équation (\ ) et l'équation :
dz = pdx -^ qdy (2)
Ces équations ne sont jamais indéterminées, si l'équation (1) ne se décompose pas en équations linéaires. Il n'y a donc pas de caractéristique d'ordre zéro. Nous pouvons ensuite calculer les dérivées secondes r, s, t; on obtiendra la caractéristique du premier ordre en exprimant que ces dérivées secondes sont indéterminées. Posons :
d¥ = Pdp + Qdq + Xdx + \dy + Zdz.
En prenant la dérivée par rapport à a;, on a :
Pr + Q« + X + Z/> = (3)
On a aussi :
dp = rdx -{■ sdy (4)
Les valeurs de r, s sont indéterminées^ si Ton a :
dx _ dy — dp
Si nous a>1ons pris les dérivées par rapport à y, nous aurions trouvé :
dx P
dy Q
Zy
Ou a aussi :
dx
dy Q
pda5+ qdy Pp + Q?
Pp +Qq
Oa a finalement les équations de la caractéristique :
dx dy
dx
-dp _ + Zp
-dq
Y + Zq
Deux de ces équations peuvent être remplacées par (i) ou (2).
Nous avons démontré plus haut la génération des surfaces intégrales par les caractéristiques ; les équations (5) déterminent ces caractéristiques. De la courbe initiale» au moyen des équations (1) et (2), on déduit Xqj ^0» ^09 Pof 9o ^^ ^^ trouve par les équations (5) y, z, />, q eu fonction de x. On peut d'ailleurs démontrer analytiquement (démonstration de Cauchy) que si la fonction initiale est continue et sa dérivée, la caractéristique engendre une surface continue, dont les plans tangents sont déterminés par les coefficients p et q et qui satisfait à réquation proposée.
Pour intégrer graphiquement les équations de la caractéristique, on prend, par exemple, x comme variable indépendante, on représente les fonctions y^z^p^q par des courbes que Ton détermine par tangentes successives; on peut ensuite augmenter Tapproximation en utilisant les quadratures approchées. On déterminera la surface intégrale en construisant des caractéristiques suffisamment rapprochées.
Si la courbe initiale est formée d'arcs réguliers tangents Tun à l'autre, on trouve une surface intégrale formée de bandeaux réguliers
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séparés par les caractéristiques ; les discontinuités dans les dérivées
d'ordre supérieur au premier se propagent suivant ces caractéris-
tiques»
Si la courbe initiale présente un angle curviligne BAC, on trouvera
une surface S pour AB, une surface S' pour AC ; mais on ne peut pas prolonger ces surfaces jusqu'*à leur intersection, car cette intersection n'est pas une intégrale comme cela se présente dans les équations linéaires. On doit faire tourner la tangente AT de l'arc AB jusqu'en AT' tangente à AC. Pour chaque position intermédiaire, on trouve une valeur de Po , q^^ et une caractéristique. Cette caractéristique engendrera une surface pseudo-conique S"
qui servira de raccordement entre les surfaces S et S'.
48. Courbe intégrale ou arête de rebroussement. — Reprenons les
équations (3) et (4), et supposons d'abord que dx, dy^ dz s'appliquent
à une courbe quelconque. Exprimons que r, s^ t sont infinis le long
de cette courbe, lious trouverons :
dx dy
Nous y joindrons les équations (1) et (2); nous avons ainsi trois équations pour déterminer les quatre fonctions y, z, p, q; il faudra donc y ajouter une équation arbitraire :
Toute courbe ainsi déterminée est appelée courbe intégrale. En tenant compte de l'équation (2), on a :
dx ~P~
dy_ Q
dz
Pp + Q?
En y ajoutant
on obtient toutes les équations de la courbe intégrale. Si nous prenons une courbe intégrale comme courbe initiale, nous
engendrerons une surface intégrale par les caractéristiques. On voit par les équations (6), comparées aux équations (5), que les rfa?, rfy, dz^ en un point, sont les mêmes pour la courbe intégrale que pour la caractéristique ; donc les caractéristiques touchent la courbe intégrale. En projection sur la plan des xy^ les caractéristiques enveloppent aussi la courbe intégrale ÀB qui sépare la nappe visible de la nappe invi-
:r sible ; mais, d'après l'équation (7), les plans tangents ne sont pas normaux au plan des ooy en général.
La courbe AB de l'espace est une arête de rebrousse* ment. Si, au lieu de représenter z, on représentait p ou q par une surface, la courbe AB serait un contour apparent, car r, 5, t sont infinis.
Connaissant une intégrale complète, on peut trouver l'intégrale générale par la théorie des enveloppes. Monge a aussi écrit les équations de l'enveloppe des caractéristiques ; cette enveloppe est la courbe intégrale ou l'arête de rebroussement.
Si on se donne une courbe initiale quelconque A'B' et si les caractéristiques enveloppent une courbe en projection sur le plan des xy^ cette courbe peut être un contour apparent de la surface z ou de la surface p ou q; dans ce dernier cas, -c'est l'arête de rebroussemenr. 19. Singularités. — Si on élimine;? et q entre les équations :
on obtient une surface qui est le Heu des points de rebroussements des caractéristiques ou une solution singulière. {Voir le Mémoire de M. Darboux, Savants étrangers, t. XXVII.)
On peut aussi généraliser (pour 5 ou n dimensions) les propriétés relatives aux équations di£férentielles ordinaires que nous avons exposées précédemment (1) :
i"* Si, dans l'équation aux dérivées partielles, on considère p et q comme des paramètres, on obtient une famille de surfaces à deux
(1) Mémoire sur Vintégration graphique, n^ 717 et suivants. {AnnaUs des Ingénieurs sortis de VÈcole du Génie civil de Gand,samèe 1886-1887.^ Tirés à part, Gauthier-YiUars, 1887.
paramètres ; ces surfaces sont les surfaces isoclines ; elles ont pour enveloppe la surface représentée par les équations (8);
2« Le point de cette enveloppe, où les paramètres^ et q sont précisément les coefficients du plan tangent commun à l'enveloppe et à l'enveloppée, est un point extra-singulier; les caractéristiques se disposent dans les environs de ce point, comme dans le cas d'une équation différentielle ordinaire ;
30 Si tous les points de l'enveloppe satisfont à la condition du point extra-singulier, l'enveloppe est une solution singulière; elle est aussi l'enveloppe des intégrales ;
4° Si on prend comme intégrale complète une sphère de rayon r, touchant une sphère de rayon R, les surfaces isoclines sont des sphères de rayon r' = R — r. Il y a réciprocité; les sphères de rayon r' deviennent des intégrales quand les sphères de rayon r deviennent les surfaces isoclines. L'équation aux dérivées partielles est :
L'intégrale complète s'obtient en échangeant r et r' et en remplaçant p et g par des constantes :
- ^ . '" y + [y -^ '' V \ l^i + «« + p« / \ 1/4 + «f + pt y
L'intégration rappelle l'équation de Clairaut, surtout quand rz=,r'\ ■^^ Prenons pour intégrale complèle les positions d'une surface inva- ^ riable A, à laquelle on donne un mou-
vement de translation qui fait décrire à tous les points de cette surface des surfaces B égales et parallèles. Les surfaces B sont les surfaces isoclines et il y a réciprocité. L'enveloppe commune des surfaces A et B est la solution singulière.
Fig. 15. Soient Aq , B^ deux de ces surfaces,
ayant respectivement pour équations :
Ba F (a?o, y^y ^o) = 0;
Au moyen de l'équation de Ao, on tire :
La surface isocline B est le lieu du point M, tel que :
PST = SVÎ , P décrivant Bo ; son équation est :
F (a: — /; (p, g), y — ft(Pyq)y ^ — A(p, î)) = o.
C'est réquation aux dérivées partielles; les fonctions ^^ /,, f^ satisfont à :
df^^pdf, + qdf^.
On trouve les intégrales complètes en faisant varier;? et q et cherchant pour P fixe le lieu du point M ; on]trouve :
x^x^-k- fi(p,q), y = yo + fi{p,qh ^ = ^o + A(p,î).
Entre les trois constantes x^y y^^ z^ on a la relation :
Par raison de réciprocité, on peut aussi mettre l'équation de l'intégrale A sous la même forme que celle de la surface B ; on pose :
"Nâl = "SÇp = 9 (p', q') = ^?i (p', ?') + ...
et réquation de A est :
^i(^ — <Pi {p\q')> y — ?«(/>'. ?'). ^ — nip\q')) = o
où p\ q' sont des constantes. L'intégration rappelle encore Téqnation de Clairaut, surtout quand F et F^ sont identiques ;
6® Dans le plan, le rayon de courbure de la solution singulière est la somme algébrique des rayons de courbure de l'intégrale et de la courbe isocline qui ont un point commun sur la solution singulière. Dans l'espace, les indicatrices de la solution singulière, de la surface isocline et de l'intégrale, qui ont un seul élément commun, ont deux diamètres conjugués de même direction et, pour les sections faites suivant ces diamètres, on a la même relation entre les rayons de courbure que dans le plan.
Caractéristiques du premier ordre. — Soit l'équation
Rr + S* + Tt = U
H, S, T, U étant des fonctions régulières de a;, y, z, p, q. Donnons-nous comme conditions initiales une courbe régulière AB
du plan des yz et les plans tangents le long de cette courbe; cela revient à donner, pour a? ■= 0, les fonctions régulières z^ et p^.
D'après le théorème de l'intégrale générale, on déterminera ainsi une intégrale régulière S.
Voyons s'il est possible d'introduire en A des discontinuités dans les dérivées secondes, de manière à obtenir une nouvelle surface intégrale S' se raccordant avec S suivant une caractéristique du premier ordre AM.
Considérons d'abord la multiplicité d'éléments AM (points et plans tangents) comme choisie arbitrairement. Nous pourrons calculer en un point quelconque M toutes les dérivées. Nous obtiendrons la caractéristique du premier ordre en exprimant que les dérivées secondes sont indéterminées. Si dXj dy^ dz^ dp, dq appartiennent à la courbe AM, on trouvera r, «, t par les équations :
Rr + S* -h Tf = U
it
IT
et'
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rdx + sdy =s dn
sdx + tdy «s dq
Nous exprimerons que r, s, t sont indéterminés en égalant) à zéro les déterminants de la matrice :
dx dy dp dx dy dq
On sait que les équations se réduisent à deux ; en prenant les trois premières colonnes, puis en supprimant la seconde, on trouve :
Rdy« — Sdxdy + Tdx* = (3)
Kdpdy + Idqdx = Mdxdy (\)
On peut aussi exprimer que les équations (2) se ramènent à deux d'entre elles par la méthode des coefficients indéterminés. En multi* pliant la seconde et la troisième respectivement par ic et p et ajoutant, on doit pouvoir trouver la première; on a donc :
en tirant «, ^ des deux premières, les deux autres deviennent les équations (3) et (4).
De réquation (3) on tire :
dy
S ± V>» - *RT
dx
On
a donc deux
systèmes de
caractéristiques :
dx
Sec
Pour le premier système, Téquation (4) devient :
RXdp + ldq = \i\dx.
En divisant par RXdo; et remarquant que
on trouve :
On a aussi
dp dq M
dx (te "" R
dz = pdx + qdy.
On n'a que trois équations pour déterminer les fonctions y, z^p^q; il faut donc y ajouter une équation arbitraire, telle que :
Finalement, les équations de la caractéristique du premier système sont :
dy tsss X r/rr, dz = pdx + qdy I
dp dq V , X r • • • (*^
On trouve de même que les équations de la caractéristique du second système sont :
iy = ftfx, Bz =spitB + qiy
s» , Sfl U } • • • (6)
Si on connaît l'intégrale régulière S, ou pourra calculer z^ p, ;, X ou ^ en fonction de x^ y et Ton trouve les caractéristiques en intégrant les équations différentielles ordinaires :
dy = \dx Sy = f£x.
Les autres équations des caracléristîques seront satisfaites ; ainsi la seconde des équations (5) est évidente; il en est de même des équations (2), et par conséquent de l'équation (4), qui en est une conséquence quand l'équation (3) est satisfaite. Il résulte de là que la fonction <p ou 94 dépend du point initiai de la caractéristique et des deux fonctions arbitraires qui déterminent l'intégrale régulière.
Cas particulier. — Caractéristique d'ordre zéro. — Supposons que la valeur de X soit indépendante de p et 9, on obtiendra une caractéristique d'ordre zéro par les équations :
dy SB \dx^ zs=^ (x).
Pour la même courbe, on peut faire varier p^ au point initial et obtenir une infinité de multiplicités de plans tangents. Il est facile de voir qu'à un certain point de vue cette courbe peut être considérée comme une surface dégénérée satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles. Si on considère la courbe comme la limite d'une surface tubulaire à section infiniment petite, on aura évidemment :
Introduisons les rapports :
Divisons l'équation aux dérivées partielles par s; cette équation sera satisfaite, si l'on a :
Rr' + S H- K' « 0.
Or, en suivant la courbe, on a :
dpm^s [r'dx + rfy), iq = s{dx + t!dy)
et comme dp et dq sont indéterminés, on a :
r'dx + dy — dx ^ idy = 0.
Portons ces valeurs de r' et de ( dans Téqualion transformée, nous aurons :
Rdy« — Stfady + T(faï«= (3)
équation qui est satisfaite.
11 n'y a pas d'autres intégrales de cette espèce, car si on se donne la courbe, on tire, comme plus haut, r' et l', et en exprimant que l'équation aux dérivées partielles est satisfaite, on retrouve l'équation (3) des caractéristiques.
Dans ce qui suit nous (*x>nsidérerons le cas général ; nous formerons des intégrales irrégulières au moyen d'intégrales régulières raccordées entre elles ; si on se trouvait dans le cas particulier que nous venons d'examiner, on pourrait réunir des intégrales régulières se coupant suivant des caractéristiques d'intersection.
21. Cas d'un seul système de lignes de discontinuités. — Supposons qu'il n'existe aucune dépendance entre les fonctions arbitraires qui déterminent les intégrales S et S' ; traçons la caractéristique du premier système en partant de A sur la surface S ; elle satisfera aux équations (5) et la fonction 9 dépend des deux fonctions arbitraires qui déterminent S. Si nous traçons la même caractéristique sur la surface S', elle ne coïncide pas avec la première, car la fonction ^ sera différente. £n d'autres termes, la caractéristique AM a été trouvée en la rendant aussi indépendante que possible des fonctions arbitraires; mais elle ne l'est pas complètement. Elle n'est pas commune à toutes les intégrales qui se touchent en A, comme dans les équations du premier ordre. Elle n'est commune qu'aux intégrales qui se touchent en A et pour lesquelles la fonction 9 est la même. Si l'on veut que S' se raccorde avec S, on doit déterminer S' en se donnant : i» la caractéristique AM, ce qui équivaut à se donner une fonction arbitraire; 2o une seconde fonction arbitraire, telle que la courbe AC. Mais on ne peut plus se donner les plans tangents le long de AC. On peut établir, en effet, le développement en série de l'intégrale S' satisfaisant à ces conditions et y appliquer la méthode des fonctions majorantes^
— sapeur démontrer que ce développement est convei^ent et satisfait à réquation (i).
Nous pouvons donc nous donner la caractéristique AM, et une courbe AC irrégulière mais formée d'arcâ réguliers tangents Tun à Tautre; en appliquant le théorème précédent aux différents arcs, nous démontrerons qu'il existeune intégrale irrégulière, formée de bandeaux réguliers, ayant la courbe irrégnlière AC comme courbe initiale. Les caractéristiques qui séparent les bandeaux forment les lignes de discontinuités pour les dérivées d'ordre supérieur au premier.
Cette intégrale peut être engendrée par la caractéristique en prenant la courbe initiale comme courbe directrice. Mais si on appliquait les équations (5) en faisant varier la fonction ^ d'une manière arbitraire, le problème ne serait pas résolu. La variation de la fonction 9 d'une génératrice à l'autre doit être telle quep et ^soient les coefficients du plan tangent de la surface ; en d'autres termes, il faut que le déplacement élémentaire d'un point M de la caractéristique satisfasse i l'équation
/j5 ^=pix + qjy.
S'il en est ainsi, lasurface satisfait à l'équation aux dérivées partielles. En effet, si p et fr senties coefficients du plan tangent à la surface, on a :
dp dp = rdx 4- sdy , — ^-- = r + «X
ffX
dq =
• êdx + tdy.
(tx
s + tl
La troisième des
équations (5) devient :
+ tl) =
Or,
On a donc
Rr + S« + T/ =. U
ce qui démontre que l'équation >est satisfaite.
(1) GouRSAT, Leçons sur Viniégration des équalions aux dérivées parlielUs du second ordre, t. \, chap. lY.
On peut dédaire de là une construction approchée de la surface; au point A, on détermine r, s. i en utilisant Téquation de la couii>e AG aux différentielles secondes et les deux équations auxquelles se réduisent les équations (2). On en déduit les valeurs de p, q en un point A', de la courbe initiale, très voisin de A ; on détermine la caractéristique A'M' par les équations (5) ; l'équation z = ç (œ) sera remplacée par la condition que la nouvelle caractéristique se trouve sur la développable engendrée par les plans tangents le long de AM.
22. Cas de dmx systèmes de lignes de discontinuité. — Donnons-nous
comme conditions initiales une courbe du plan des yx^ projetée en ABCD et les plans tangents le long de cette courbe. Supposons que cette multiplicité d'éléments soit divisée en multiplicités régulières AB, BC, CD, etc., mais que des discontinuités dans les dérivées d'ordre supérieur au premier existent aux points de jonction.
Pif. 18 On demande de couvrir une partie
du plan des xy au moyen d'une surface unique continue satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles.
Le premier arc AB et les plans tangents déterminent une intégrale régulière que nous limiterons aux caractéristiques AA|, BA| de systèmes différents ; nous choisirons les caractéristiques qui font avec AB le plus petit angle. Le second arc BC détermine une intégrale régulière que nous limiterons de même au triangle curviligne BB^C par deux caractéristiques de systèmes différents. On démontre en analyse (GouRSAT, loc. cii.j p. 194) que deux caractéristiques BA| et BB| qui ont en B un élément commun, déterminent une intégrale régulière. Nous limiterons cette intégrale régulière aux caractéristiques AfA,, B|Af . L'arc CD détermine le triangle CC|D et on en déduit les quadrangles CBiB^Cf, BfA^^B, et on continue de même, il est donc démontré qu'il existe une intégrale irrégulière satisfaisant aux conditions du problème, et cette intégrale est formée de surfaces régulières qui se raccordent suivant des arcs réguliers de caractéristiques du premier ordre.
23. Tracé graphique. — Supposons les arcs assez petits pour que les fonctions y, js, p, q soient, dans l'étendue de chaque arc, représentées par des arcs peu courbes. Au besoin, on subdivisera les arcs
AB, BC, CD jusqu'à ce que ces conditions soient satisfaites. On connaît eak: x^ y^ z^p^q; enh : x\ y\ x\ p\ q' ; proposons-nous de déterminer approximativement af^ y" y x^^p"^ 9" en A4 . Nous aurons d'abord :
pour AA| pour BA|
dy = Xctr
Si on remplace les différentielles par des différences, on aura deux équations en af^ y". Graphiquement, on trouve le point A^ en remplaçant les caractéristiques AA| et BA^ par leurs tangentes en A et B. ^ous calculerons alors les valeurs dep" et 9" au moyen des équations :
AAi
dp '\- fii
BA, >p' + V>9'= ^Ix'.
En remplaçant les différentielles par les différences, on a deux équations en p^ q".
/f Portons p et 9 en coordonnées ; on trouve
[h, ^) *® P®*"^ ^' ^® même, p\ q' déterminent le
point B. Les équations précédentes repré- ^K q^V^ sentent deux droites KA^, HA^ parallèles
// aux droites AA^, BA|, de la figure (iSh)
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— — et telles que :
U' BH = — • dx'.
Le point dlntersection A4 détermine p^, q".
On déterminera ensuite Tordonnée z" par Téquation
dz = pdx + qdy == (p + X^) cte
Iz' = p'dx'+ q'dy' = (p' + /?') Ix'
Nous vérifierons plus loin que les deux valeurs de z" seront égales aux approximations admises; on peut prendre la moyenne des deux valeurs obtenues.
Ce calcul étant effectué, on se rapprochera de l'exactitude par la
méthode des moyennes. On écrira pour les courbes AA| et BB| les équations aux différences
dy \-dx, ly'^JL^^' . . .(7)
On remplacera aussi les équations différentielles en cfp, dq^ ^p' ^' par les équations aux différences
— uy =
'" oV ■
oq .
dx
Enfin, on écrira
dz = ^ 1^ <te + ^ t ^' dy
rv"
^ te' + liil,^
On peut aussi écrire immédiatement ces équations en prenant afy y"^ ^1 P'% Ç" comme inconnues et tirer ces inconnues; mais ces équations sont compliquées et, en général, la méthode des approximations successives est beaucoup plus facile.
On détermine le point B| de la même manière; partant alors des points A| et B^ , on écrit les équations des caractéristiques A^A, etBiA,, on détermine le point A, et ainsi de suite.
11 nous reste à vérifier que les deux manières de déterminer z" donneront deux valeurs qui ne différeront que d'une quantité de Tordre de celles que Ton a négligées dans le calcul.
Considérons le triangle ABA^ ; nous ferons les calculs en négligeant les petites quantités d'ordre supérieur au second. Keprésentons les accroissements des quantités, de A en B, par l'indice A ; les deux valeurs de z" sont :
z" '= z + dZy 5" = J5 + A« + Sa'.
Il faut donc vérifier que la quantité
dz — ^z' — Aa
est d'ordre supérieur au second.
Les équations (9) qui donnent dz et iz' peuvent s'écrire
En multipliant les équations (8) respectivement par fx et €lx\ on trouve :
dpSx' + dqiy' - _ ^— + _j dxJx' + -^rfçrJ*'
II' U*\ AX
ip'dx + H'dy -= _ ^_ + _ j dxtx' + —Wdx.
En portant ces expressions dans les valeurs de dz et tz, et en remarquant que ^x^ dx — ix', Ay ^s «fy — ly' on a :
Or, on a
A P + P'a Î' + Îa
L'expression dz — ^z' — As est donc une quantité d'ordre supérieur au second.
/Considérons maintenant un quadrangle ^^' / _ AA'A"'A"; en suivant le contour A A'A"', / ^' on a :
yf 2'" «= z + dz + Sa + dlz.
X En suivant AA"A'" :
-w^" • z" = a + Sj8 + d« + dS2.
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Il faut donc vérifier que
est une quantité très petite d'ordre supérieur au second. On a pour AA' :
On en déduit
ipdx + iqdy p^dix + q'idy ip'dx* + iq'dy' ~ 2 ■*■ 2 ■*■ 2
p'dlx + q'diy
Or, on a
Multiplions la première par dœ, la seconde par daf ; il vient : ^dx + Jqdy + — ^9 = -^{-^ + -j^)dx^
Jp' daf + fq' df ^ '?' =T (F ■** R^y **** ^'
On a alors
Uz
On trouve de même :
d'où :
On voit que cette quantité est d'ordre supérieur au second.
24. Remarque. — Est-on bien certain que les tracés que nous venons d'exposer conduisent à une solution approchée de l'équation? Remarquons qu'il est démontré rigoureusement que les triangles et quadrani;les calculés existent, que les arcs qui les séparent sont réguliers, que ces arcs satisfont aux équations différentieUes qui ont été appliquées.
Oq ne s'écarte de la vérité qu'en calculant pour ces arcs les accroissement des fonctions inconnues par la moyenne des dérivées extrêmes. On peut considérer comme évident que l'on déformera la solution exacte aussi-peu qu'on le voudra. Dans le chapitre premier, nous avons indiqué une méthode qui conduisait à des résultats faux. Les causes de ces inexactitudes sont disparues dans l'intégration par les caractéristiques ; aucun arc auquel on applique la méthode des nu)yennes des dérivées n'est irrégulier; ensuite les équations différentielles ne sont pas en nombre jnfîni. Néanmoins il y a, au point de vue théorique, une lacune à combler. Après avoir obtenu un premier réseau de caractéristiques, on devrait subdiviser les arcs, déterminer le domaine de variation des caractéristiques de manière à enfermer chacune d'elles entre deux limites, démontrer que ces deux limites se rapprochent indéfiniment et que les limites des multiplicités obtenues satisfont aux équations des caractéristiques. Les calculs sont très longs.
25. Arête de rebroussement. — Suivons le même raisonnement qu'au numéro 48. Reprenons les équations (2) et exprimons que r, «, t sont infinis; nous obtenons l'équation 3), sans l'équation (4). Nous aurons donc
dy a= \dx, ' dz = pdx + qdy
et 11 faudra ajouter deux équations arbitraires pour déterminer la multiplicité du premier ordre. Si on prend cette multiplicité comme condition initiale, on voit que les caractéristiques touchent la courbe initiale; cette dernière est la courbe intégrale ou l'arête de rebroussement.
26. Problèmes divers, — On donne comme conditions initiales une courbe projetée sur ÂB et la multiplicité des plans tangents le long de cette courbe. On veut couvrir la partie CABD du plan des xy, au moyen d'une surface unique et continue. Quelles conditions arbitraires peut-on se donner dans les plans AC et BD?
Premier cas. — La multiplicité du premier ordre AB, régulière ou
non, détermine d'abord une sur'^ face intégrale limitée aux caractéristicpies AË et £B de systèmes différents. Nous prenons d'abord le cas où, eu A, l'une des caractéristiques AE est dans l'angle BAC et l'autre à l'extérieur de cet angle. Nous pouvons couvrir Fig. 20. ^ l'espace EAC au moyen d'une sur-
face intégrale qui dépend encore d'une fonction arbitraire ; on peut la
déterminer en se donnant, par exemple, la courbe projetée sur AC. Pour construire cette intégrale, dirisons l'arc ÂC en arcs très petits et réguliers. Du triangle ANM formé par AM et deux caractéristiques, 90US connaissons A et N, c'est-à-dire que nous connaissons Xy y, z, |>, q en ces points. Nous déterminerons le point M (jc, y, js, p, q) en appliquant à NM les trois équations de la caractéristique et les équations de la courbe donnée à AM. Connaissant M on en déduit le quadrangle MNQP et le bandeau MNEF. On passe au triangle MPR et au bandeau RPFH, et ainsi de suite. On voit que la surface AEB est commandée par la multiplicité AB exclusivement, tandis que la surface ËAC dépend à la fois de AB et de AC. On trouve de même la surface EBD, en se donnant la courbe BD. Sur CE et ED, on construit un quadrangle subdivisé en quadranglés réguliers, etc.
Detixième cas, — Supposons que les deux caractéristiques AD, AE
qui passent par A soient situées toutes les deux dans l'angle BAC;
^ fi f^ supposons de même que
les caractéristiques du point B soient dans l'angle KBL en BH et BF.
La multiplicité AB détermine la surface ABD ; on pourrait même dire que cette surface est déterminée jusqu'en BF.
Fif. 21. On pourrait comme pré-
cédemment, se donner BL et trouver la surface LBF, mais alors l'espace LBF serait couvert par deux surfaces. Pour rester dans les conditions du problème proposé, on doit limiter la surface commandée par AB à ABD et l'on ne peut pas donner arbitrairement la courbe BD. Mais au contraire, on peut se donner, dans le plan AC, une multiplicité du premier ordre ayant en A un élément commun avec la multiplicité AB. En effet, de cette multiplicité AM, régulière ou non, on déterminera une surface AEM par la méthode ordinaire. On déterminera ensuite une surface par les caractéristiques AD et AE. Toutes ces surfaces se déterminent par triangles et quadranglés, comme il a été dit plus haut.
Troisième cas. — Courbe initiale gauche ou plane. — On donne une
multiplicité du premier ordre contenant la courbe BAD. Supposons qu'en A, Tune des caractéristiques touche la courbe initiale* Si on trouve les caractéristiques EF et ET, on voit qu'elles couvrent le même espace ; il y a deux nappes. En général, le point A est sur Taréte de rebroussement. Si Ton ne veut construire qu'une surface unique, on détermine la surface CAB commandée par la multiplicité AB. On se donne alors la courbe AD sans les plans tangents et Ton détermine la surface CAD.
â7. Sur la réalité des racines. — Que deviendraient les solutions que uous venons de trouver, si les racines X et /« de l'équation (3) devenaient imaginaires? Il n'y aurait alors aucune caractéristique réelle. Donc, si l'on donne comme conditions initiales une multiplicité du premier ordre irrégulière formée d'arcs réguliers, on trouvera une int^ale régulière pour chaque arc, mais les intersections de ces surfaces ne satisfont pas à l'équation proposée, et il est impossible de raccorder ces surfaces entre elles par des surfaces intégrales intermédiaires, car les lignes de raccordement, si elles existaient, seraient des caractéristiques réelles.
Exemple :
r + t = o caractéristique :
dy = =fc i(h:
intégrale générale :
« = 9(tf — ♦•^) + ^'(y + w:) intégrale particulière :
L'intégrale particulière satisfait aux conditions initiales :
Si on prend :
z = — y« pour y > o z = + y* pour y < o
On obtient les deux paraboloîdes, qui se coupent suivant deux génératrices, mais il est impossible de les raccorder.
II résulte de là que les solutions irrégulières^ avec lignes de discontinuités, n'existent pas quand les caractéristiques sont imaginaires. II y a certains problèmes, tels que la poussée des terres, le mouvement des eaux courantes, où Texpérience indique que ces solutions irrégulières existent ; on peut en conclure que les caractéristiques doivent être réelles.
§ 4. Équation quelconque du second ordre.
Équation de Mange et d'Ampère, — Soit une équation
On peut d'abord essayer la méthode du paragraphe précédent ; on se donne une multiplicité du premier ordre et on écrit :
dp^rdx + sdy j
dq = sdx •{- tdy » ^ '
On cherche dans quel cas les valeurs de r, s^ i sont indéterminées. Il faut pour cela que l'équation (i) soit une conséquence des équations (2). Cela n'arrivera que si l'équation (i) a certaines formes particulières et si l'on établit des relations entre dx^ dy, dp^ dq.
Suppose que l'on prenne :
dp^adx -{- hdy |
dq =» a,dx -^b^dy » ^ '
a, 6, a^, a^, = fonct. {ar, y, z, /?, q) Les équations (2) deviennent :
(r — a) dx •{- [9 — b) dy =^
(5 — a) (te + (t— 6i) dy == Et ces équations ont pour conséquence :
{^r — a){t-b,)-(s — b)(s-a,)^0 ou bien :
r^ — 5* — ftif + (ai + 6)5— a^ + a6| — a^fc^O . . . (4)
Si donc on donne l'équation (4), les équations (3) déterminent une caractéristique du premier ordre et l'on pourra construire les surfaces intégrales par la méthode du paragraphe précédent.
L'équation (4) peut être identifiée à la suivante :
r^ — 5* + Hr + 2K5 + L^ + M = o . . . . (4)
• On a :
*! = — H, a, + 6=2K, a = — L, «6, — a,6 = M D'où
fti — — H,ac=— L,, a4 + 6 = 2K a^ft = HL — M Les valeurs de ai et b sont les racines de Téquation : X« — 2KX + HL — M==0
Soient X^, X, les racines de cette équation ; on trouve une première caractéristique en prenant a^ = X^, 6 = X, ; on trouve :
dp = — Lûte + X, cfy ^
dq = \dx — Udy J f^J
On y ajoute :
dz := pdx + gdy
Ces équations déterminent les quatre fonctions y, z, p, y. On obtient l'autre caractéristique en échangeant X^ en X, et ç en 94.
En prenant des relations du second degré ou de degré supérieur entre dxy dy^ dp^ dq^ on trouve que ce sont les équations des caractéristiques d'équations aux dérivées partielles contenant r, 5, ^ à des degrés plus élevés.
29. Équation quelconqm. — Soit Téquation du second ordre la plus générale :
Si le long d'une courbe, d'abord choisie arbitrairement, on se donne p et j, on trouve r, s, t au moyen de l'équation (4) et de
dp = rdx + sdy , dq = sdx + tdy (2)
Nous supposons que l'équation (i) ne puisse pas être une conséquence des équations (1) et (2) ; il n'y a pas de caractéristique du premier ordre. Nous calculerons les dérivées troisièmes par les équations :
Ix jjf dx \dx I
La première a été obtenue en différeufiant Téquatiou (i) par rapport à x et en posant :
' r dP
. dx .
aF
aF
aF
Nous obtiendrons une caractéristique du second ordre en exprimant que ces équations entre les trois dérivées troisièmes sont indéterminées. On trouve :
dx o
dy o dx dy
— dr
— ds
ou bien
Kdy* — Sdxdy + Tdx» = .
dr ds f^^\
dx dy \ dx J
De l'équation (3) on tire deux valeurs X et ^ de alors pour la première caractéristique
(/y = Xdx
dy_ dx
on trouve
ay = Aox \
£n y joignant :
dz^^pdx + qdy^ dp-
rdx + sdy , dq == $dx -i- tdy. . (6)
etréquation (1), on a six équations pour déterminer les sept fonctions y y z, py Çj Vy 5, L II faut y ajouter une équation arbitraire telle que
Si nous avions pris la dérivée de Téquation (1) par rapport à y^ nous aurions trouvé, au lieu de la seconde des équations (5) :
dF \dx \<iy R
Cette équation combinée avec la seconde des équations (5) a pour conséquence
dF=zO
Elle peut remplacer l'équation (i), sauf à introduire une constante. On trouve de môme les équations de la seconde caractéristique :
f dF\ îx Xy=^Sx,crr+XX« + J^— j— = 0. . . . (8)
Sa «= ptx = çSy , Sp =ss rSx «= s^y , ^ = s^x = % . . (9) z^ffiix). ' (10)
30. Intégration graphique. — On démontre, comme au numéro SI, qu'il existe des surfaces intégrales irrégulières, formées de bandeaux réguliers, engendrées par une caractéristique régulière. Dans le cas général, la solution du problème est une intégrale irrégulière formée de triangles et quadrangles réguliers (2S, 26). L'intégration graphique diffère à peine de celle qui a été exposée au numéro 23. Tout nouveau
/f yy point P à calculer se trouve à l'intersection de deux
caractéristiques MP, NP partant de deux points connus. S'il s'agit d'une équation de Monge et d'Ampère, on calcule x, y, 2, />, g au moyen des trois ^ équations de chacune des caractéristiques MP et NP;
^^- 23 on a six équations ; on peut calculer z de deux ma-
nières, mais le résultat est le même à l'approximation admise. S'il s'agit d'une équation de forme quelconque, on calcule en P les huit quantités x, y, 2,p, 9, r, 5, t au moyen des six équations de chacune des caractéristiques ; comme l'équation F = est commune aux deux courbes, il y a onze équations pour huit inconnues ; on peut calculer z,p, g au moyen des dz, dp^ dg ou au moyen des $z, Sp, S9; on arrive au même résultat. La remarque relative à la réalité des racines est applicable ici, ainsi qu'aux autres problèmes que nous rencontrerons plus tard.
ÉQUATIONS SIMULTANÉES LINÉAIRES
31. Caractéristique d'ordre zéro. — ^ Soient z, z' deux fonctions inconnues de deux variables indépendantes x, y satisfaisant aux deux équations simultanées linéaires :
Ap + Bç + C/»' + Dy' = E (1)
ou
A, B... D',E' = fonctions régulières de j?, y, 2, s'.
Ces deux fonctions z et k' peuvent être représentées par deux surfaces associées en portant x, y, z et x\y\z' en coordonnées. D'après le
théorème de Tinfégrale générale des équations aux dérivées partielles, on peut se donner sur chaque surface une courbe arbitraire régulière; soient BA, B'A', ces courbes, supposées dans le plan des yz et des yz\ Voyons ce qui arrive lorsque les courbes initiales BAC, B'AT/ sont formées chacune de deux arcs réguliers de manière à présenter en A, A' des discontinuités dans les dérivées premières et autres. Voyons s'il est possible de former une solution irrégulière représentée par les surfaces S, S' commandées par les arcs BA, B'A', les surfaces T, T' commandées par les arcs AC, A'C et les intersections associées des surfaces S et T, S' et T'. Soient : dx, dy, dz, dz' les différentielles appliquées à un point M, M' de ces courbes associées : on a :
FIf . f 4.
fdx + qdy => iz p'dx + ^dy «= dz'
Au moyen des équations (i), (2), (3), (4), on peut calculer p,qyp\ q'. En prenant les dérivées de ces équations, on calculera les dérivées d^ordre quelconque des fonctions z et z\ Nous obtiendrons une caractéristique d'ordre zéro en exprimant que les équations (1), (S), (3), (4) sont indéterminées ; nous obtiendrons une caractéristique d'ordre n en exprimant que les dérivées d'ordre n + 1 sont indéterminées. La
AS
caractéristique d'intersection AM, MW s'obtiendra donc en égalant à zéro les déterminants de la matrice :
dz dy o dx
o o dx dy dz'
En supprimant la dernière colonne, on trouve un premier déterminant à égaler à zéro. Si dans ce premier déterminant on multiplie les colonnes d'ordre pair par dx^ les autres par dy^ puis si on retranche chaque colonne de rang pair de la précédente, on trouve aussi :
Xdy — Bdx
k'dy — Vdx
Cdy — hdx Cdy — Wdx
dy
On tire de cette équation du second degré en --— les deux solutions :
dx
dy = >, rfa? , ^y = ^t^J?
En prenant la dernière colonne et trois autres de la matrice écrite plus haut, on trouve pour chaque caractéristique une équation :
dz + «1 dz =bidx ^z + o, iz' =: h^ix.
Considérons la caractéristique du premier système ; il manque une équation; nous devons donc ajouter une équation arbitraire; on trouve :
dy = X^ dxj dz + «j ds' = ôj dr , g ^ ç (x) . On a de même :
j^y r=z\ ^j, ^x + a, ^z' = 6, (Tx, z = ©1 (x) .
Les quantités X^, X„ Oi, a„ &|, 6, s'obtiennent en développant les déterminants dont il a été fait mention ; mais on peut aussi employer la ipéthode des coefficients indéterminés. Multiplions les équations (i), f2), (3), (A) respectivement par «, p, 4, a; ajoutons et exprimons qu'on arrive à une identité ; on a :
A* + A'p + dx =
B;c + B'p + rfy =
C« + C'p + aix = \ . . . (9)
D* + D'P + arfy =
E« + E'3 + da + aiz' = 0.
Eii éliminant «, p, a, on trouve les deux équations des caractéristiques. Des deux premières on tire :
« (Xdy — B*) + P (AVy — Wdx) = ; de la troisième et de la quatrième :
^ (Crfy — Ddx) + p {Cdy — Vdx = 0, on déduit de là :
P Ady — Bdx Cdy — Ddx
~ T ~ A't/y — B'rfx ~ Cdy — Vdx
dy C'est réquation en — - , d'où l'on tire les deux valeurs X = X^, X =X-. dx
La seconde équation de la caractéristique est la dernière des équations (9), où «, a, p sont remplacés par leurs valeurs tirées des précédentes. Des deux premières, on tire :
kdy — Brfg Mdy — h,dx
^~~ AB' — A'B ''^~ AB' — A'B ' de la troisième et de la quatrième :
Q4y — Mx C'rfy — D'rfx
AB' — A'B ^ AB'-A'B
La seconde équation de la caractéristique est alors
dz + adz* = bdx.
Pour X = X^ on trouve a = a^, 6 = 6| : c'est la première caractéristique ; pour X = X,, on trouve a^= a^, b -= 6„ c'est la seconde caractéristique.
32. Propriétés des caractéristiques. — i^ Les deux courbes associées, qui constituent une caractéristique, peuvent être considérées comme la ' limite de deux surfaces tubulaires à section infiniment petite, et, à ce point de vue, la caractéristique est une solution. Comme les surfaces tubulaires sont associées, les plans tangents aux courbes limites doivent aussi être associés; nous les associerons de manière à satisfaire à
i'équation (i). H est facile de voir que Téquation (S) sera aussi satisfaite; en effet, les équations (1), (2), (3), (4) àe réduisent à trois; or, (1), (3), (4) sont satisfaites, donc (2) l'est aussi. La caractéristique est donc une solution quand on associe les plans tangents comme nous venons de Je dire.
^ Si les surfaces intégrales sont connues, on pourra toujours engendrer ces surfaces par Tun ou Tautre système de caractéristiques. En effet, quand on connaît 2, z' en fonction de or, y, chacune des équations (5) devient une équation différentielle à une fonction inconnue et détermine une famille de courbes dans le plan des x y et une famille de courbes associées sur les deux surfaces intégrales. Il résulte de là que la fonction » ou ^^ dépend du point initial et des deux fonctions arbitraires qui déterminent la solution.
3<> Si on sait construire deux surfaces engendrées par les deux systèmes de caractéristiques, ces surfaces sont des intégrales du problème. En effet, on a pour la première caractéristique :
dy as X] dx^ dz + ai dz' ^^s^h^dx
En exprimant dz et dz' au moyen des dérivées p, 9, p\ 9', on a :
On trouve de même :
Les surfaces satisfont donc à deux équations aux dérivées partielles; il est facile de voir que ce sont des combinaisons des équations (4) et (2).
En effet, si on multiplie (i) par a, (2) par p et si on ajoute, on trouve, en tenant compte des équations (9) :
— pdx — qdy — p'adx — q'ady = — dz — adz\
Pour dy = X^ rfx, on retrouve (40).
On peut raisonner autrement. On se donne les équations (5) et (6) des caractéristiques; on en tire les équations (40) et (44). On identifie Tune de ces équations avec une combinaison linéaire des équations proposées et ou trouve les valeurs de X, a, b. Les calculs sont semblables à ceux du numéro précédent.
4® Si on engendrait deux surfaces par une seule caractéristique, le problème ne serait pas résolu; les surfaces ne satisferaient qu'aune seule équation (40) ou (14). 11 faut ajouter que la caractéristique doit se mouvoir de manière à satisfaire à (4) ou à (2).
33. Intégrale trrégulière d une seule série de lignes de discontinuités. — Les courbes régulières BA, B'A' déterminent une solution régulière S, S'. A partir de A, prenons deux autres courbes AC, XC; elles déterminent une autre solution régulière T et T'. En général, les caractéristiques qui partent de A, A' ne seront pas les mêmes pour les deux solutions, car la fonction <f dépend des deux fonctions qui déterminent ces solutions; d'ailleurs, quand on se donne la caractéristique AM,A'M', il y a une relation obligée entre les plans tangents; eu prenant arbitrairement les tangentes aux courbes AC, A'C, cette relation ne sera pas satisfaite et AM, A'M' ne seraient plus une caractéristique. L'intersection des solutions S, S' et T, T' sera donc composée de deux courbes non associées, car sinon Tintersection serait une caractéristique.
Si nous voulons que S, S' et T, T' se coupent suivant une caractéristique et forment avec Tintersection une solution irrégulière, nous devons déterminer T et T'en nous donnant : i® AM, A'M', caractéristique qui dépend d'une fonction arbitraire; 2"" Tare AC, qui dépend d'une seconde fonction arbitraire. On démontre par l'analyse (développement en série et fonctions majorantes) que le problème ainsi posé est possible. Supposons que la courbe AC soit formée d'un certain nombre d'arcs réguliers; en appliquant le théorème précédent aux différents arcs, on démontre qu'il existe une solution irrégulière formée de bandeaux réguliers qui se coupent suivant les caractéristiques d'un système.
34. Cas de deux séries de discontinuités. — On demande de couvrir une partie du plan des xy par deux surfaces associées satisfaisant aux
équations (i) et (2); on se donne deux courbes arbitraires associées formées d'arcs réguliers^projetés en AB, BC, CD.
Les arcs AB déterminent une intégrale régulière sur laquelle nous tracerons le^ caractéristiques AA| , B A| de deux systèmes différents. Faisons de même pour BC etCD.On démontre que les caractéristiques BA| et BB| déterminent une solution régulière; nous limiterons cette solution aux Fif. ts. caractéristiques A^A^ et B|A,. On
trouve de môme les quadrangles CB|B,C|, BiA^A^B,, et ainsi de suite.
Remarque. — Au point de vue théorique, on pourrait limiter la solution commandée par AB à la caractéristique BA| et la solution commandée par BC à BB|, puis construire une troisième solution sur B^BAi; il y aurait alors trois surfaces pour chaque fonction dans B^BAi ; cette solution doit être rejetée quaiid on demande une surface unique pour chaque fonction.
35. Intégration approchée. — Subdivisons les courbes arbitraires en arcs assez petits projetés en AB, BC, CD; nous les supposons réguliers, mais il peut y avoir des discontinuités dans les dérivées aux points de jonction. Soit AB l'un de ces arcs ; traçons les droites AA| et BA| tangentes aux caractéristiques qui partent de A et B au moyen des équations :
Pif. te.
pour AA| pour BA|
dy = \dx
Nous calculerons les ordonnées z, z' au point A^ en appliquant les deux équations des caractéristiques :
pour AA| pour BB^
dz + a^dz' = h^dx Iz + a^tz' = b^Zx.
On remplace les différentielles par les différences et on a deux équations pour trouver z et z' au point A| .
On peut alors perfectionner le calcul ; on détermine X^ X, a^ a, b^ 6, aux sommets du triangle ABA| ; si on désigne les quantités en B et A| par ' et par ", on écrit :
BA,, iy = i!^ Ux, AA., rf,+ ^iJtfllrf.'=A±ill^,
On peut calculer par ces équations ar, y, «, z' au point A|. On opère de môme pour les autres triangles et quadrangles.
36. Caractéristique du premier ordre. — En un point d'une caractéristique les plans tangents sont indéterminés. Si,cependant,on donne ces plans tangents en un point initial Ak\ on peut les trouver tout le long de la caractéristique, au moyen d'une équation différentielle que nous allons établir.
Supposons que Ton donne deux courbes associées AM, A'M' et les plans tangents le long de ces courbes. Soient F,F^ les premiers membres des équations données; en différentiant par rapport à x, on a :
dz
dq_
fdV
OU
d» dx dx dx \ dx
IJ_\ ^J_J_
\dx) dx '^ 32 '' ''" 33'^*
On a aussi :
— dx^^dy^dp;
^dx^^dy^dp'.
Si les courbes étaient quelconques, on trouverait les quatre dérivées secondes; nous obtiendrons une caractéristique du premier ordre en exprimant que ces dérivées sont indéterminées ; on doit, pour cela, égaler à zéro les déterminants de la matrice :
dx
\dx /
dy Si on supprime la dernière colonne, on retrouve Téquation en —
des caractéristiques d'ordre zéro. En supprimant l'une des trois premières colonnes, on trouve une équation différentielle qui détermine la variation des plans tangents le long d'une caractéristique. On arrive aussi à cette équation en multipliant les équations aux dérivées secondes
iy
-dp
dx
dy
-dp'
respectivement par «, p, 1 et a, coefficients déterminés par les équations (9) ; on trouve en ajoutant :
Les dérivées /?, q^ p\ q* satisfont déjà aux équations (i) (2) (3) (4) qui se réduisent à trois d'entre elles; l'équation (42) achève de déterminer la multiplicité des plans tangents, mais il faut se donner une constante arbitraire.
On peut mettre l'équation (4 S) sous une forme plus simple en utilisant les équations (10) et (11), dont nous désignerons les premiers membres par H et H|, les seconds étant ramenés à zéro. En différentiant l'équation (10) par rapport à a?, on trouve :
dp . dq ^ (dp' ^ . dq'\ /dH\ ^
Multiplions par edr, remplaçons \dx par djf, on a
'da\
On trouve de même pour la seconde caractéristique
dp + a^dp' + f -^ ) flte = (13)
^p + a^Sp' + f-^ j d» = (14)
Comme on a trois équations linéaires entre p, q, p\ q\ et que
expression du second degré en/?, 9, p', 9', l'équation (13) sera de la forme :
-^ = Mp« + Np + P (15)
ax
37. Contour apparent. — Reprenons leséquations (1) (S) (3) (A) en supposant d'abord que cb, dy^ dz* s'appliquent à deux courbes associées quelconques. Exprimons que les plans tangents sont perpendiculaires au plan des xy\ nous trouverons la première équation des caractéristiques sans la seconde. On aura donc :
dy = Xi (te
— SS- II faudra compléter par deux équations arbitraires :
En projection sur le plan des xi/^ cette courbe touche les caractéristiques du système Xi. On peut se donner cette courbe et trouver une solution. Comme cette solution dépend de deux fonctions arbitraires, il semble que Ton trouvera ainsi toutes les intégrales ; il faut remarquer cependant que le contour apparent pourrait devenir imaginaire ou se transporter à Tinfini.
Lorsque les conditions initiales ont la disposition ordinaire, on trouvera le contour apparent par les intersections successives des caractéristiques en projection sur le plan des xy. Si on considère une caractéristique CA, si on se donne jîg ÇqP'o Ç'o en C, on trouvera pig. «7 le point A du contour apparent en cher-
chant par l'équation (lo) le point où p devient infini.
38. Problèmes divers, — Nous pouvons nous poser les mêmes problèmes qu'au numéro 26. On donne comme conditions initiales les courbes des surfaces z et z'qui se projettent sur AB ; on veut couvrir la partie CAAD ; du plan^^y au moyen 1 d'une surface unique pour chacune des fonctions z et z\ Quelles conditions arbitraires peut- on se Fig. î8. donner sur les plans AC et BD?
Les deux courbes AB déterminent d'abord une solution que nous limiterons aux caractéristiques de systèmes opposés AE et BE et que nous construirons par la méthode ordinaire. Supposons qu'en A et en B les deux autres caractéristiques tombent en dehors de la partie du plan des xy que nous considérons. Nous couvrirons l'espace EAC au moyen d'une solution déterminée par la caractéristique AE, qui dépend d'une fonction arbitraire, et par une courbe arbitraire projetée sur AG. On se donnera, par exemple, z suivant AG, mais 2' restera inconnu. Menons la caractéristique NM ; au point M, on connaît z ; on calculera z' par l'équation de la caractéristique MN ; on déterminera ensuite le quadrangle MNPQ et le bandeau MNEF. Puis on détermine, le triangle
MPR et le bandeau MFHR, et ainsi de suite.
£RD de la même manière.
On détermine la solution
Supposons que les caractéristiques du point A soient situées dans l'angle BÂG et que la même disposition se produise en B.
Les deux courbes AB déterminent la solution BAD. On se donne, suivant AG, deux courbes arbitraires sur les deux surfaces ; on construit la solution CAE.
Enfin on construit la solution EAD déterminée par deux caractéristiques. Le cas où les courbes arbitraires se projettent suivant une courbe du plan xy donne lieu aux mêmes remarques qu'au numéro 26.
59. Exemple. Coefficients constants. — Si les coefficients AjB.. D^'E' sont constants, il en est de même des quantités X, a, 6. On peut alors intégrer les équations des caractéristiques ; on trouve :
Piflr. <9.
y — \j!= constante, z + a^z' — ftju; = constante;
d'où
et, de même :
Ges deux équations déterminent les intégrales générales du problème, si » et <{/ sont arbitraires ; on le démontre facilement en prouvant que les équations différentielles des caractéristiques sont satisfaites. On aurait pu au^si éliminer z' de deux équations aux dérivées partielles ; on arrive à une équation du second ordre bien connue en analyse ; c'est un cas particulier de l'équation des surfaces de translation. Nous nous proposons d'appliquer les méthodes d'intégration graphique sans tenir compte de l'analyse précédente. Nous nous donnons, comme courbes arbitraires, deux polygones projetés en ABGD sur le plan des xy ; l'un de ces polygones, celui qui se rapporte à la fonction z^ est représenté en élévation. Les projections horizontales des caractéristiques, qui ont pour équations
dy = \dx ly = X, ^x
forment évidemment deux systèmes de lignes parallèles que Ton peut
^ tracer immédiatement. Partons des côtés projetés en BC; on trouvera 2,s' au point C| par les équations des caractéristiques BC| et CC4 :
BCi) dz + a^dz' = b^dx CC4) ^z + aj^z* = bj^x
En remplaçant les différentielles par les accroissements, on aura deux équations déterminant z'z' au point C^. On peut aussi prendre les accroissements comme inconnues; si Ton Fig. 90 adopte le symbole A pour
les accroissements suivant le côté BC, on a :
Az + tz== dz
Azf +^z =dz' et aussi :
Ajr + Si? = dx
A^ + c^y = dy^ ou Ay + X,^^ =3 X^dx.
Remarquons que les équations entre les accroissements sont exactes d^une manière absolue. D'autre part, si on réduit BC dans un certain rapport, tous les accroissements varieront dans ce rapport à cause de Thomogénéité des formules; les triangles BCC| restent donc semblables à eux-mêmes quand on fait varier BC ; il faut donc que les surfaces intégrales soient des plans.
On trouve de même en ABB| deux triangles plans. On obtiendra l'intégrale BiBCiCj en construisant des parallélogrammes sur les côtés B|B et Cfi, car les équations des caractéristiques étant satisfaites pour les côtés BiB et C^Bi , le seront aussi pour les côtes parallèles, car les accroissements sont les mêmes et les coefficients de ces équations sont constants. En faisant varier BBi et BCi, on trouve que les surfaces intégrales sont planes. Ou trouve de même le triangle CDiD et les parallélogrammes CDiD,C|, CiD^DjC,, et on continue de même. On vérifie aisément que la surface représentée en élévation est une surface de translation, car on engendre cette surface en faisant mouvoir
a caractéristique DDiD,Ds de manière que D, décrive D,C,6iÂ, Tautre caractéristique, ec que la caractéristique mobile reste égale et parallèle à elle-même.
On peut facilement résoudre pour cet exemple les différents problèmes indiqués au numéro précédent. En partant des intégrales régulières planes, on peut aussi trouver des surfaces prismatiques, comme intégrales ne présentant qu'une seule série de lignes de discontinuités (53).
§ 6. Généralisation.
40. La méthode des lignes caractéristiques s'applique a toutes les équations à deux variables indépendantes (i). Le nombre de caractéristiques augmente avec Tordre des équations et avec le nombre des fonctions inconnues. L'intégration graphique par les caractéristiques est
toujours applicable. Supposons,
^ ^ j. -^ pour fixer les idées, qu'il y ait
quatre caractéristiques ; des conditions initiales AB, on déduit C en suivant 4 , 2, 3, 4. On trouve Pig. 31. de même ADE. On mène (2) et (3)
par A En exprimant que (2) et (i) peuvent engendrer DAF, que (i) et (À) peuvent engendrer GAF, que (3) et (4) peuvent engrendrer CAD, on détermine AF et AG. On trouve en A cinq surfaces ou cinq solutions et quatre ligues de discontinuités. EAB commande l'intégrale limitée par (i) et (4) prolongés.
(1) Il est bien évident que, pour ne pas faire mentir le titre de notre mémoire, nous devrons, dans un chapitre ultérieur, nous occuper des équations à n variables indépendantes. Le point de départ est identique ; les cloisons qui séparent les solutions régulières sont les variétés caractéristiques qui rendent le problème de Cauchy indéterminé. Cependant il y a lieu de considérer des discontinuités d^espèces diverses qui se propagent au sein même des variétés caractéristiques an — 2, n — 3, . . . et 1 . dimension. L*équilibre limite d'un massif pulvérulent non prismatique conduit à une surface caractéristique représentée par une équation du premier ordre qui se décompose en une équation quadratique (surfaces de glissement) et une équation linéaire (surfece isostatique). Si le massif est limité par un polyèdre, il y a une solution pour chaque lace, deux autres solutions pour chaque arête, une solution conique pour chaque sommet et quelques onglets qui servent de raccordement. {Voyez aussi les comptes rendus de TAcadémie des sciences de Paris, 1900, n^ 17, 18 et 19, au sujet d'une communication intéressante de M. Coulon sur le problème d'iiuygens).
Équation du mouvement. -^ Nous supposons qu'il existe un
filet fluide suivant le lieu os des centres de gravité des sections transversales du cours d'eau et que le débit par une section transversale BC soit le même que si toutes les particules fluides de cette section possédaient la vitesse u du centre de gra-
_, vite A de la section.
pi^ 32 Prenons un plan horizontal de com-
paraison. Soient : z l'ordonnée du niveau liquide 6, x Tordonnée d'un point A de l'axe central, s la longueur OA qui sépare le point A d'un point fixe 0, p la pression en A, p la densité, it t=z pg le poids spécifique, u> la section transversale, x^^ périmètre mouillé. On sait qu'une particule fluide se meut comme un point matériel de masse i , sollicité par la force au point considéré et par une force fictive dont le
Ip travail virtuel est . Prenons 5« = AA' comme déplacement vir-
P tuel. La force comprend la pesanteur dont le travail est g^j;, le frottement qui s'exprime par 'Kx^(u)ds pour une masse pmds. On a donc en
f du\ désignant l'accélération tangentielle par ( — — | :
gdx —
»(tt)>»
Nous admettons la loi hydrostatique
n vient en divisant par g^s :
= ji («fa? — *;)
L'accélération tangentielle est la dérivée particulière de la vitesse.
que Ton obtient en suivant la particule fluide dans son mouyement ; on a donc
du du
(du) = -— - ds 4 -r— dt pour ds = udt os os
d'où
( du\ du du [dt J^"" ds * dt
L'équation du mouvement devient :
dz
u du . i du ^ ,
ds
g ds g dt
Nous avons posé :
bu*=-^f{u).
On peut prendre
d'après Darey et Bazin^ ou la nouvelle formule de Bazin :
ou l'ancienne formule de Prony :
Si la vitesse u devenait négative, ce qui se présente dans les fleuves à marée, le coefficient b, ou les coefficients a ou b, prendront évidemment le signe de u.
42. Équation de continuité. — Lorsqu'il ne se forme pas de vide dans le liquide, le volume «^s d'une tranche doit rester constant dans ' le temps ; on a donc
f^—— J (i)Ss ae ou bien f^r^j ^^ + ^^ = 0.
Or, on a ;
(do)) = -— • dt + — — ds pour ds =• udt.
dt ds
L'équation de continuité devient donc^ en la divisant par h : dm a« du
dt ds ds
On arrive aussi à cette équation en exprimant de deux manières l'accroissement du volume compris entre deux sections fixes s^ s + h : 1® par l'augmentation de section, 2o par les vitesses ; on trouve
on bien
/ diOU \
■ dits = &udt — ( wu + -r — ^ ) dt
Soient : {, la largeur de la rivière au niveau du liquide ; mf, la dérivée de la section par rapport à s^ en supposant z constant ; on a :
Si on introduit ces valeurs dans l'équation de continuité, on trouve, en divisant par -l :
dz dz . du ,_.
Nous avons posé
(i> i 3bl
43. Transformation des équations. — Les deux équations du mouvement varié sont les équations (1) et (2). Les quantités h, hj m sont des fonctions de z et ie s qui dépendent de la forme du lit de la rivière. On a donc un système de deux équations simultanées, aux dérivées partielles, à deux fonctions inconnues et à deux variables indépendantes s, /• Les fonctions inconnues sont z et u. On peut exprimer u au moyen du débit 9 = «ou ; les fonctions inconnues deviennent q et z.
On peut aussi introduire la hauteur d'eau H au-dessus du fond du lit. Soit Xo l'ordonnée du fond du lit ; on a :
ds
en supposant H vertical. On en déduit :
dz^ an 3« _ . 3H
Nous poserons alors :
-T— , pour ilH s= 0, ss n{
oz
d'où Ton tire :
Les deux équations du mouvement deviennent alors
au
St
au
dH
— nu (5)
Les quantités i, A, t, n sont alors des fonctions de H et « ; on a deux équations aux dérivées partielles à deux fonctions inconnues H et u, ^ou bien H et jf en introduisant le débit.
Lorsque le lit est prismatique, i est constant et n est nul. L'équation (5) se simplifie.
§ 2. Ressaut varié. — Vitesse de l'onde.
44. Historique, Newton^ Lagrange^ Scott RiLssel^ Bazin (i). — Newton est le premier qui ait essayé une théorie des ondes en assimilant ce phénomène à roscillation d'une colonne liquide pesante dans un siphon renversé, ou enfin à l'oscillation du pendule ; mais l'insuffisance de cette théorie est aujourd'hui bien reconnue. Lagrange a établi dans sa mécanique analytique que la vitesse de propagation des ondes dans un canal peu profond à fond horizontal est
H étant la profondeur. Cette conclusion suppose que l'onde a un faible
(1) CoLUGMON. Hydraulique, 1870, p. 304.
Newton. Principes, LU, section VIU, proposition, 44, 45, 46.
Lagrange. Mécanique analytique, seconde partie, section XI, 35 et suiv.
relief au-dessus du plan moyen du liquide, et que les vitesses horizontales des molécules liquides sont infiniment petites.
Scott Russel (1843) a étudié expérimentalement le mouvement d'une vague solitaire qui se propage dans une eau tranquille et a reconnu la formule
H étant la profondeur du canal et s la hauteur du sommet de la vague au-dessus du plan d'eau normal.
Lorsqu'un liquide étranger afflue pendant un certain temps dans un canal, il se forme une tranche liquide qui se propage à la surface de Teau. M. Bazin a établi la formule empirique suivante :
H est la profondeur normale du canal,
s est la hauteur de Tonde,
u la vitesse moyenne de Teau,
V la vitesse de propagation de Tonde.
M. Bazin a établi un certain rapprochement entre la vitesse de Tonde et le phénomène du ressaut. On sait que la condition de possibilité du ressaut est
Cette inégalité indique que la vitesse du courant est supérieure à la vitesse de Tonde; de sorte que celte onde, qui teud à se propager dans les deux sens, ne peut se propager vers Tamont, parce que Texcès de vitesse du courant Tentraine vers Taval. M. Bazin a constaté, de plus, que, si Ton diminue subitement la vitesse de Técoulement, le ressaut se transforme en une onde qui se propage vers Tamont.
« Ce rapprochement, ajoute-t-il, n'a rien de rigoureux; néanmoins, il présente quelque intérêt comme établissant une corrélation entre deux ordres de faits bien différents, i
Malgré Tautorité du célèbre hydraniicien français, nous nous permettrons d'exprimer une opinion contraire à la sienne. A notre avis, le ressaut et la propagation de Tonde ne sont pas deux ordres de faits bien différents, ce sont deux cas d'un môme phénomène; le ressaut' est une onde dont la vitesse de propagation est nulle; Tonde est un ressaut varié ou mobile.
On nous objectera sans doute, que si on égale la vitesse de Tonde à zéro, on trouve :
1^ ff (H + e) + tt
formule qui n'est pas la formule du ressaut. Mais cela tient à ce que la formule qui donne la vitesse de Tonde est une formule empirique qui n'exprime pas complètement Tlufluence de tous les éléments de la section.
Nous allons établir la théorie du ressaut varié ; nous obtiendrons une formule qui nous donnera la vitesse de Tonde et la hauteur du ressaut eu égalant cette vitesse à zéro.
45. Équations du ressaut varié ou propagation des ondes. — Soient :
j AEFC, une onde ; i?, la vitesse avec C C laquelle Tonde se déplace vers Taval ; 0), u la section et la vitesse à Tamont du ressaut en AB ; o)', u' ces éléments pour une section s' à Taval du res- , saut ; s^ la section où le ressaut se - produit à Tinstant t. Isolons la masse fluide ÂBDC et appliquons à cette masse le principe des quantités de mouvement projetées sur un axe.
'i Cl
Fig. S3.
Nous prendrons comme axe de projection un axe parallèle aux vitesses ou même un axe horizontal. Les vitesses font avec Thorizon un angle si petit, qu'on peut prendre 1 comme cosinus de projection. Nous ferons ensuite converger s" — « et «' — <* vers zéro. La quantité de mouvement de la masse fluide est
iL« tt (,«_,)+ IL ,^'u'(5' - sr^.
La difTérentielle par rapport au temps s'obtient en remarquant que
ds -B udt, dsf — vdt, ds = u'dt.
On trouve :
Nous avons réduit immédiatement à zéro les termes qui contiennent
encore ^' — « et «' — <^. Nous désignons par ùl raccroissement en passant de Tamont à Taval de Tonde.
L'impulsion de la pesanteur, des pressions des parois, des frottements disparaîtront en annulant s' — s; les impulsions des pressions extrêmes ont pour valeur
L'équation des quantités de mouvement devient donc :
toulv — 11) A ' ^=A«ti (6)
A cette équation, il faut joindre l'équation de continuité que l'on obtient en exprimant que le volume de la masse fluide ABDC ne change pas; on a :
ou bien
0) (t? — u) d^ + u)' («' '^v)dt =
ou
46. Remarque. — 11 peut être utile de remarquer qu'en appliquant le théorème des quantités de mouvement à une étendue finie $t — sq du canal contenant un ressaut, on trouve en une fois l'équation du mouvement continu et l'équation du ressaut. Prenons un axe horizontal comme axe de projection ; les quantités de mouvement projetées sont très approximativement égales aux quantités de mouvement ellesmêmes. La quantité de mouvement d'une tranche «^8 a pour différentielle :
( -7- ) — îùl$udt = — fùl —— ) h dt.
\dt/ g g \ dt J
L'accroissement élémentaire des quantités de mouvement s'obtient en intégrant cette expression de 80 à <i et en y ajoutant l'accroissement dû au déplacement de l'onde.
A l'aval de l'onde, il y a suppression d'une tranche de longueur (v — u') dt\ à l'amont, il y a une nouvelle tranche de longueur (v — u) dt ; il en résulte pour les quantités de mouvement un accroissement 1
— 0) (« — tt) u.rf^ w' (t? — U') u' dt= — cf^A [ »(u - t?) u J.
On trouve facilement que Timpulsion de la pesanteur est nulle, que l'impulsion des pressions est pour une tranche, m» ^z dt^ mais qu'il faut ajouter, pour tenir compte de la discontinuité, le terme
— II*Al(wîi),
que l'impulsion des frottements est pour une tranche Ilx^ [^) ^< dt. Finalement on trouve^ en disant par Xldt^ l'équation :
A ® -^ — = — A (»iï) +
\ F îùds
ds g \ dt J
En faisant «^ «= «, es s''^ on trouve l'équation du ressaut varié. En prenant 8\ — «g «= ds^ on trouve F «= 0, équation du mouvement •continu.
47. Ré9olution des équations. — A cause de l'équation (7) on peut dans l'équation (6) traiter <» (u — v) comme constant ; l'équation (6) 'devient donc :
— ^ AU =r A(wti).
L'équation (7) peut s'écrire :
{v — u) A» = m'ai*.
En éliminant Au entre les deux précédentes, on trouve
T-=A(»ti).
On trouve finalement la vitesse de l'onde
On peut aussi calculer au ; on a :
A» , - . ^^ ^ / »' A(wti) AU =-7- (« — u) = dz—r\/9 -—
S'il s'agit d'un ressaut d'élévation, A«) est positif, et l'on a :
A(wïj)
S'il s'agit d'un ressant d'abaissement, A(i> est négatif on doit preQ«» dre le signe ip, car A« = — |/(Aw)'. :
Enfin on peut calculer la vitesse du ressaut en fonction de la vitesse u' ; on a :
Aw(i? — u) =» « V
d'où
(1)' tkf^
On a aussi :
48. Développement en série. — Soient : « la hauteur de l'onde, H la .y. profondeur totale ; on a évidemment :
Soient :
Fig. 84. 3H 3H*
On a, par la formule de Taylor :
en» r^H.
3i 3«co ,^ a«ï , r :
aH>
Le moment «v^a pour valeur
on a donc ;
La valeur de Ai devient alors :
Al a«-
Les termes indiqués par des points disparaissent quand les paroia
ont un profil rectiligne entre les deux hauteurs d'eau. Nous poserons alors 2
m = hl r* = i (43)
h est la profondeur moyenne ; X; est |la profondeur à laquelle les talus se rencontreraient s'ils étaient prolongés vers le bas. On a alors :
Si nous supposons que < soit une petite quantité vis-à-vis de A et de kj on peut écrire :
* 2* Àk*
et en supprimant les termes d'ordre supérieur au second dans l'équation (14), on trouve :
Enfin, si les parois sont verticales, on a :
Dans une section rectangulaire, A est égale à la profondeur H. Si on transforme de la même manière la valeur de A, , on trouve :
parois rectilignes :
parois verticales :
Ou pourrait aussi développer en partant de o)', pour àH sa — e ; on trouve pour h^ et h^ des formules analogues aux précédentes pour Ai et A| . Il suffit d'ailleurs de changer le sens des s pour rentrer dans le cas précédent.
Toutes les formules que nous venons d'établir s'appliquent au ressaut d'abaissement ; il suffit de considérer s comme négatif. Nous pouvons aussi transformer le ressaut d'abaissement en un ressaut d'élévation en changeant le sens des s et appliquer les formules :
v = u±: Vgh^ h, = =-^ .... (8)
CO^O
Dans cette formule «», u, i\ s'applique à la plus petite section.
49. Onde infiniment petite. — En faisant tendre e vers zéro, nous obtiendrons la vitesse d'une onde infiniment petite. Les formules (8) et (IS) deviennent :
1? = u ± ygh^ A4 = h.
On a donc :
t? = t* ± Vgh.
La vitesse relative de l'onde infiniment petite par rapport au courant est donc ± V^. On peut donc considérer une onde d'aval ; elle se propage vers l'amont avec une vitesse relative V^^; sa vitesse absolue est
Cette vitesse est généralement négative ; de sorte que l'onde remonte la rivière avec une vitesse |/ffA — u.
Cependant, dans les cours d'eau à grandes vitesses, on peut avoir
alors l'onde d'aval, tout en remontant le courant avec une vitesse relative k^^, continue à descendre la rivière avec la vitesse Vy qui est positive. Il y a aussi à considérer une onde d'amont qui se propage vers l'aval avec une vitesse
t) =r u + ygh.
La formule (9) donne aussi :
dz
du
du
ds
dz
dt
dz
dt
du
dt
ds
§ 3. Caractéristiques des équations du mouvement varie.
SK). Carcictiristiqtie d'intersection ou (Tordre zéro. — Reprenons les équations du mouvement varié :
bu* ... . (I)
• mu. . . . (2)
hj m, b => fonct. (s, «).
Ce sont deux équations linéaires aux dérivées partielles, semblables à celles que nous avons considérées au numéro 3i. Nous allons y appliquer la méthode qui conduit aux caractéristiques de ces équations.
Si nous portons « et ^ en coordonnées dans un plan horizontal, s^ à partir de ce plan ou d'un autre plan de comparaison, nous pourrons représenter z par une surface que nous appellerons la surface hydraulique; c'est la surface engendrée par les différents axes hydrauliques du canal lorsque l'on porte le temps suivant un axe perpendiculaire ^ . au profil en long. En portant la vitesse u
"~^ en ordonnée perpendiculaire en plan des (#, t]
nous aurons une seconde surface, la surface des vitesses, surface associée à la première. Si on donne deux courbes arbitraires associées l'une sur chaque surface, on déterminera une intégrale régulière si les cour- T\g. 35. bes données sont régulières. On peut, par
exemple, se donner l'axe hydraulique initial et les vitesses initiales pour 1=0.
On peut tracer deux courbes associées, c^est-à-dire ayant même projection ÂM, et telles que suivant ces courbes il passe une infinité de solutions régulières, de telle sorte qu*on peut constituer une solution irrégulière en prenant deux surfaces hydrauliques, S et S', se coupant suivant la courbe projetée en AM et accompagnées de deux surfaces de vitesse associées, se coupant aussi suivant une courbe projetée en AM. L'ensemble de ces surfaces sera une solution applicable au cas où il y en aurait A des discontinuités dans les dérivées premières ou autres de Taxe hydraulique initial. Les courbes AM forment une caracitéristique ; les caractéristiques sont les lignes suivant lesquelles se propagent les discontinuités des conditions initiales.
Les éléments de la caractéristique satisfont aux équations :
ds+ ^dt=:dz (3)
d8 du ds
ds +
du
Si on prenait arbitrairement les courbes AM, on pourrait résoudre les équations (1), (2), (3), (4) par rapport aux dérivées partielles; les courbes formeront une caractéristique, si ces dérivées partielles sont indéterminées ; on obtiendra donc les équations de la caractéristique en égalant à zéro les déterminants de la matrice.
dt
ds
dt
du
bt m»
On sait que ces équations se réduisent à deux ; en supprimant la dernière colonne, puis la quatrième, on trouve les deux équations qui sont écrites plus bas. Nous les obtiendrons par la méthode des coefficients .indéterminés.
Multiplions les équations (1) (2) (3) (4) respectivement para, P» i, /*; ajoutons et exprimons qu'on trouve une identité; on trouve :
« + Pm + rf» = p + d/ =0
— u-^ ph ± fds^O
-11^ + fdt =0
dz + fdu + abu* + f^mu «= 0.
Des deux premières et de la quatriëmey on tire :
gdt
En substituant dans la troisième et la cinquième, on trouve les deux équations cherchées. La troisième donne :
^ ,j _,.x E j. ^* ^udt ds
— (ds — udt) + hdt =0,
g g dt .
ou bien
(ds — udt)* — ghdt* = 0,
d'où
Nous trouvons deux systèmes de caractéristiques; les deux valeurs .
ds de -— sont les deux vitesses d'ondes infiniment petites que nous at
avons déduites des formules du ressaut varié. Nous arrivons donc ainsi
au théorème que nous avions annoncé dans un autre mémoire : les
caractéristiques représentent le mouvement de deux ondes infiniment
petites, Tonde d'amont, Tonde d'aval (!)•
Les valeurs de a, p, /'deviennent alors :
a=zpV^dt, p dt, f^zpJ—. . .(5)
La cinquième des équations en «, /3, / devient :
dz =p \/ — du = (db Vghbu* + mu)dt . . . (6)
Nous trouvons, en prenant les signes supérieurs : $5 == (w + l/^) ^t
iz — J—êu = (Ygh 6u« + mu)dt
en prenant les signes inférieurs :
ds={u ^v^y^
dz + V — du = (— Vgh 6ii* + ntu)dt
(i) ÂTppendice au mémoire iur V intégration graphique, 1890, p. 255.
Transformation des équations.-— Nous aurions pu prendre les équations (4) (5) du numéro 45, obtenues en prenant :
mais il suffit de changer de variables dans les équations des caractéristiques, car les propriétés des caractéristiques sont indépendantes des variables; on a :
a« ■" * "" a* ' dt '^ dt ' ^ — ^ + n
ifc _ tVfo — dH « t (w — l/jÂ) dt — dH.
On trouve alors pour la caractéristique (8) ou d^aval : ds = {u — V^gh}dt
— dH + Y — du = [i — bu*)\^ghdt^ nudti
5i. Caractéristique du premier ordre. — Mettons les équations du mouvement varié sous la forme : y
dFi>
dz
u du
1 du
g dt
dz
^ dt
h —z mu
Prenons les dérivées par rapport à f ; on a :
u du
dsdt
g dsdt
g dt*
\dt
dtdt dt* dsdt \dtJ
/ d \ d_ _a_ du_ _d dz^
\dt) " dt "*■ du dt * dz dt On a aussi, en suivant deux courbes associées :
i!f_ dsdt
dsdt
ds
dt*
dz dt
ds
dt*
dt
du dt'
Des quatre équations précédentes, on peut tirer les dérivées secondes, si les courbes sont quelconques. On obtiendra une caractéristique du premier ordre en exprimant que ces dérivées secondes sont indéterminées, ce qui conduit à égaler à zéro les déterminants de la matrice:
du
dt
""' tJ
dt dt d
ds dt d
Les équations se réduisent à deux ; en supprimant la dernière colonne, on trouve la même équation que pour la caractéristique d'ordre zéro. En prenant les trois premières et la quatrième, on trouve aussi la même équation que pour la caractéristique d'ordre zéro, sauf qu'il faut remplacer
par
dz
du
6ti«
mu
^ du [ dV \ fdF\
Si on emploie la méthode des coefficients indéterminés, on trouve les quatre premières équations en «, 0, f du numéro 50, mais la dernière est :
d'où
dz
A cette équation, il faut joindre les équations (i) (2) (3) (4) entre les dérivées premières ; ces quatre équations se ramènent à 3, et de l'équation précédente, on tire une équation de la forme :
. dz . f ^^\m i> 9^ r^
S2. Tratuformatûm des équations. — Prenons les équations du mouvement sous la forme :
3H u du i du . . . ^ ^
ds g ds g dt ^ '
On trouve alors :
soit en refaisant les calculs, soit en transformant l'équation du numéro précédent. On a, pour la seconde caractéristique, ou la caractéristique d'aval :
d dn nr d du /dF\ /dF.N ^_^
On a
/ rfF \ i du du ^^ du ^, . an
\ dt J g dt ds dt dt
/ dFi \ du^ iË. _ i^ .*L _ JîL _ ' J!ÎL
W^ / dt ds dt ds ^ dt ^^ dt
Nous avons posé :
96 ^, dn
dU dE
Calcuh des dérivées partielles. — Nous allons calculer toutes les
dérivées partielles en fonction de la dérivée -- — ; à cet effet, nous
dt
prendrons les deux équations du mouvement varié F => et Fi =& et l'équation :
du_ _m^ js_ da_ jh^
lîT '^ ds dt "^ dt dt
+ ^T" -:t-= -TT -Tr-=u — |/^.
Le symbole d s'applique à une différentiaiion suivant la caractéristique. On a d'abord :
an
9H_ fdu^ _ an \ dt
ds '^ \ dt dt j ds
De réquatioii F* = 0, on tire alors, après quelques réductions :
du _ /y Jt^ aitt^ . u_ d$ M nu^
de ~ y h ds 'dt h ds dt IT*
De réquation F = 0, on tire, après quelques réductions :
du rg dn \ dR fiM»
ar= ~V T "aT "*" TITi^ + »/^) + "x" + 9ii - m).
Nous écrirons ces trois valeurs sous la forme : ds ~ dt d» "^ ds
du _ fg dt dH ds \ h ds dt
du IJ an
■âT — VT-3r+^-
Nous avons posé
S-= Ru + ji (t — 6«* ^J =- ^ + 9{i — bu*)
Calcul du second membre de Viquation (10). Nous pouvons remplacer les dérivées partielles par leurs valeurs dans les expressions de I ~r 1
et I — r- 1 ; on obtient alors :
/dF\ /dF,\ /T àt r^/rfH\» 3H 3* "1
\-dt) i/y^- \-dr) = vxirLH"5rj ■" irirj
" IT L ■*' ^^~dr- ^9f»* + 6v»^yA + VT "Â~
nS.
aft . 3H
Nous devons calculer — — en fonction de ^-rr" ; nous avons posé : dt dt
Prenons la dérivée par rapport à H, on trouve : On a alors :
La valeur do second membre de l'équation devient :
(1)^-(%N/Ïl('-T)(f)*
Calcul du premier membre de l'équation (10). — De la valeur de
au
— — , on tire :
On a;
Nous avons trouvé — — précédemment; nous devons calculer an
dh
; reprenons
Ih.
- — ; reprenons
D'où l'on tire
Posons
d$ di ds
On tire
et puis
dh *_
dh . h \ d$ / , h \ dH
On a donc :
dt dt ~ ^ h dt dt ih y h dt \_\^ V ) dt
+ (*-T)-drJ + -dr-
Le premier membre de l'équation (10) devient alors :
d_aH_ f£j_^ _a_£iîL ——Vf —An*.
<tt a< "^V ç dt dt "*" dt dt ~ ih dtly y) dt /, A \ dH "1 dS fh
rfaïu/brmatibn. — L'équation (iO) devient alors :
d< a* V A d, r k J dt J 3Hir/ ft\d»./, A\<ffln
u V \/g^^^ dt
Nous écrirons :
^ d 3H . / an \» „ an
En posant :
^" Vl4)
_ dS
53. Perturbation du mouvement permanent. — Nous supposons que
le mouvement permanent soit réalisé à l'instant initial ; on trouve alors une surface hydraulique prismatique S qui se prolongerait indéfiniment si auenne discontinuité ne se présentait dans les circonstances d'amont et d'aval. Supposons que le niveau d'aval varie à partir d'un instant et soit représenté par la ligne X' Fif. 36. A' D', composée d'une
ligne horizontale X'A' suivie d'une courbe quelconque.
La discontinuité dans les dérivées premières va se propager suivant la caractéristique d'aval AG et l'on obtiendra une nouvelle surface hydraulique S' coupant S suivant une courbe projetée en AG. L'équa-
an
tion (12) permet de calculer la variation de -rr-le long de AG, c'est-àdire la variation de la tangente de l'angle E'G'Z'. Cette équation se simplifie considérablement.
Commençons par déterminer les courbes AC au moyen des équations du mouvement permanent; portons, dans les équations F « o, F, — 0:
3/ dt
on trouve :
d$ g ds
dH ^ du
u -r— + A -T— «=s — ni4.
ds ds
On en déduit :
4r- (?* - «•) =yA (»■ — *«*') + «M»».
os Mais on a ici :
^ an ^ an .^ an
Donc on a :
dH dH
di ~ dt et il vient :
dH
_- {u« — gh) + jA (t — 6u«) + nti* aaO.
Cette expression, divisée par A, se réduit à
En ajoutant les deux équations de la caractéristique, on a trois équations pour déterminer les trois fonctions H, ti, «•
Si on porte S = dans les équations (12), (iS), (14), (15), on trouve que G ^ et Téquation (12) prend la forme :
Ce résultat était facile à prévoir, car si le niveau d'aval restait constant, la surface S' se confondrait avec la surface S et Ton aurait :
Cette valeur doit satisfaire à Téquation (12) ; donc, il faut que G soit nul.
On a alors pour les valeurs de A et de B :
... flW , «m
En réunissant les tennes en — — et remplaçant — — par
ai Ut
on a aussi :
B = _ J2L ^2 - i- + ti*) + 2j,6« - 6V l^ + «I.'
54. Lt^ égalemmi divergent. — • La surface d'une section transversale est donnée par la formule :
Pour H constant, X est une certaine fonction de s. Nous supposerons :
y étant indépendant de H. Gela existerait si, dans la tranche comprise entre i eis + dt^ le lit avait la forme d'un conoïde dont Taxe aurait pour abscisse t — y. On a alors :
3a> ci> A — - =: ni an , d'oÙ II =
On a aussi :
4 3* 1 / . An / 1 In
•^ - 7 lïT " V - t) - Ma" -- t)-
y en y
En introduisant ces valeurs dans la formule (18), on trouve
«-^-'■-^îï * ["-fi ('-t)] '-^-
Si, dans cette formule, on remplace — par sa valeur tirée de
— (u« — gh) + gh (i — 6u«) + nu!' — 0, eu
il vient :
__ 1 / A \ gli — bu*)
55. Lt< prismatique. — On doit faire, dans la formule précédente, • ^ 0; il vient :
2V */ w-Vgh
56. Perturbation du mouvement uniforme. — Lorsque le mouvement est uniforme, on a :
On trouve :
B = ^gbu — b'u*\^gh (20)
Cette quantité est généralement positive, car b est une fonction qui géi)éralement décroît avec H et b' est négatif. Dans le mouvement uniforme, u et A sont constants, les quantités A et B sont des constantes ; on peut intégrer facilement l'équation (16).
Posons
dVL i_
dt " y 11 vient :
2dy=(A + By)dO A + By=(A + Byo)e^-^^-P^. On voit que A 4- By conserve son signe et crott en valeur absolue.
dH
Si A + Byo est positif, y crott, donc — décroit. Si A + By^ est négatif,
dt
y décroit indéfiniiuent et — croit et passe par Tinfini pour
2 A + Byo
dH Enfin, si A + By, est nu], —reste constant.
Pour les vitesses et les sections ordinaires, A est négatif, en le
remplaçant par — A', on trouve que :
— =: constante pour
/3H\ __B^ \3<yo~A'
- décroît pour (^-j^ < -
dt
— croît pour
aH
Dans ce dernier cas, le point où — est infini est un point du contour
apparent. Nous verrons qu'alors il se produit une onde finie reliant les surfaces S et S\
57. Caractéristique d'amont. — On obtient la caractéristique d'amont en changeant le signe du radical dans les équations précédentes. Alors A' est encore généralement positif, on trouve que B est aussi positif pour les vitesses ordinaires; on est donc conduit aux mêmes conclusions.
58. Sur la possibilité d'intégration. — Les équations de la caractéristique ne conduisent à aucune combinaison intégrale dans le cas général. Il y a cependant un cas particulier où Ton trouve une intégrale; c'est lorsque Ton suppose le fond du lit horizontal et que Ton néglige le frottement. Les deux équations de la caractéristique d'aval sont :
rf* = (u — V^'gh) dt — rfH 4.y I dti = (f — 6 w») y^ dt + nu dt Nous devons faire t = 0, 6 = ; nous supposerons ensuite UM
section rectangulaire, ce qui donne H s= A et n ■» 0; la seconde équation devient en divisant par V^hj
dh du ^
D'où
u — 2 Vghwss constante.
On trouve de même pour l'autre caractéristique
u + ^V^ g h=, constante.
Voyons s'il existe une autre intégrale de la forme
V (ti, A, «, t) = constante*
lia différentielle de V devrait s'annuler à cause des deux équations de la caractéristique; on aurait donc.
Or, on peut se donner le long de la caractéristique u s= <f{t) arbitrairement; on doit donc avoir
On a deux équations linéaires à une seule fonction inconnue. On sait qu'on trouve immédiatement une troisième équation en différentiant l'une d'elles suivant la caractéristique de l'autre. On trouve
ds La première devient
La seconde est alors une équation unique déterminant V en fonction de « et de A; on trouve :
ce qui reproduit l'intégrale déjà connue.
On a donc une intégrale pour chaque caractéristique; on peut alors changer de variables et poser :
Les équations des caractéristiques deviennent :
dx — dz' = ^±±1 dz.
On en déduit les équations aux dérivées partielles
Py
Si on prend la dérivée de la première par rapport kx et celle de la seconde par rapport à y et si on élimine 8\ il vient :
On est donc ramené à une équation du second ordre à une seule fonction inconnue.
§ 4. Construction approchée des surfaces hydrauliques continues.
59. Classification. — Nous considérons d'abord les solutions où les fonctions H et u sont continues, les dérivées seules pouvant présenter des discontinuités ; en d'autres termes, nous nous occuperons d'abord des solutions où il n'y a ni ressaut d'élévation ni ressaut d'abaissement. Nous supposerons d'abord
c'est le cas le plus fréquent; nous l'appellerons le cas des vitesses modérées ou le cas ordinaire. Nous aborderons ensuite le cas des grandes vitesses :
Dans le cas du mouvement permanent, on peut, àprioriy tracer le lieu des points où l'on a :
Digi-tized by
D'après l'équation du mouvement pennanent, on a en ces points
c'est donc le lieu des éléments verticaux des axes hydrauliques. Cette ligne ne peut être traversée que par un ressaut. Les axes situés en-dessous de cette ligne sont à grandes vitesses; ils sont capables de se relever en ressaut. Il n'en est pas de même dans le mouvement varié; on peut passer continûment des petites vitesses aux grandes; une surface hydraulique continue peut être formée de deux parties appartenant à des catégories différentes. Une surface hydraulique à petites vitesses peut être formée de deux parties, séparées par une onde finie.
60. Surfaces commandées par Vaxe initial. — Soit ÂBCD Taxe hydraulique initial en projection sur le plan horizontal. On donne les
lignes projetées en ABCD des deux surfaces inconnues : la surface hydraulique et la surface des vitesses. Nous subdivisons ces lignes en arcs assez petits et réguliers, mais il peut y avoir aux points de jonction des discontinuités dans les dérivées.
Nous appliquerons la méthode du n<> 35. L'élément BC détermine une intégrale régulière sur laquelle nous pouvons imaginer deux caractéristiques BB| et CB|; on peut déterminer approximativement le triangle BB^C. On trace, en projection, la ligne CB^ en la remplaçant par une droite dont l'équation est :
rf« = — [V^h ^ u) dt 11, h s'appliquant au point C. On trace de même BB^ par l'équation :
W = (m' + V^^) Itf
u\ h' s'appliquant au point B.
On applique alors les deux autres équations des caractéristiques pour calculer z" et u" en C| ; on a (50) :
/yi
Flg. 37.
dz
4 V — du == {mu — y^ bu^) dt
Iz' — J— ^u' = {mu' — y^b'u'^) tt'
En remplaçant les différentielles par les différences : dz yssz" — z du =^u'' — u
5z' ^=z'* — z' Su = II* — u\
on a deux équations d'où Ton déduit les valeurs de z" et u''. On reprend alors ce calcul^ en introduisant les valeurs trouvées pour z** et u" et en prenant pour les coefficients des différentielles la moyenne arithmétique des coefficients calculés aux points extrêmes des arcs.
On peut aussi porter u et z sur deux axes coordonnés et on trouve le point z'\ u" à riutersection des deux droites.
On trouve de même le triangle ÂBA4 ; puis on calcule le quadrangle A1BB4A, ; la surface ACA, est commandée par les courbes AG. En calculant successivement les triangles CG4D et les quadrangles GGiB^Bi , B^B^AjA^y on trouvera la surface hydraulique commandée par Taxe initial; c'est la surface AA3D.
61. Surfaces commandées par l'amont et Vaxe initial. — Nous pouvons supposer que, dans la section A, on règle le débit par un barrage; le débit dans cette section est donc une fonction donnée du tempç, et Ton a :
^u = fit),
ce qui donne une relation entre les variables u et z. On pourrait aussi, au lieu du débit, donner le niveau z en fonction du temps, ou la vitesse u, ou toute équation entre u, z. Mais on ne peut pas se donner les courbes projetées en AEFG qui appartiennent à la solution. En effet, nous nous trouvons dans le premier cas des problèmes examinés aux n^ 26 et 58. Si on se donnait AEFG, on en déduirait une surface hydraulique de la même manière que la surface AA^D a été déduite de ABGD, et ces deux surfaces hydrauliques, complètement indépendantes, ne se couperaient pas suivant une caractéristique. On trouverait une intersection pour les surfaces hydrauliques proprement dites et une autre intersection, non associée à la première, pour les surfaces des vitesses. Les deux surfaces hydrauliques ne peuvent pas former une solution du problème. Admettons donc que, dans la section A, on donne :
Gonsidérons le triangle AA|E limité par deux caractéristiques: Â|A
et A|E. Désignons respectivement par r, u, z\ u\ z*\ u" les éléments en A, A|, E. On trouve la droite A|E en projection par Téquation :
ds' = (u' — V'gV) dt'.
On trouve alors ^ et u" au point £ au moyen de Tautre équation de la caractéristique A|E et de la relation donnée pour la section A ; on a :
F (i?*, u" fO =
dz' + y — du' = (m V — y^' b'u'*) rfl'.
Il est bien évident que m' et 6' ne désignent plus les dérivées de m et 6, mais les valeurs de m et 6 au point A| calculées en|fonctions z\ u^<^ Si, dans ces équations, on remplace les différentielles par les différences, on trouve deux équations qui déterminent z" et u". Du point E, on passe en E|, E,. Puis on calcule EEi F et F^. Finalement, on trouve la surface AA,G, qui dépend à la fois de Taxe initial par la caractéristique AAi Af A} et des circonstances d'amont représentées par Téquatîon F = 0.
62. Surfaces commandées par l'aval et Vaxe initial. — En raisonnant de la même manière, on verra qu'en DHK,on ne peut pas donner 2r et u, inais seulement fune de ces fonctions ou une équation entre ces fonctions, telle que
Fi(z,u,t) =0.
On détermine alors la surface hydraulique DA,M, qui dépend à la fois de Taxe initial, par la caractéristique DA,, et des circonstances d'aval exprimées par l'équation Fi = 0. Eu continuant le calcul, on construirait sur MA,G une surface dépendant de toutes les circonstances initiales, d'amont et d'aval, etc.
63. Cas d'un lit prismatique. — En introduisant H au lieu de z^ nous avons trouvé pour la caractéristique d'aval :
— dH + J— du — (t — iu') V^ghdt,
lur le cas où n = (numéro 51).
En divisant par ^gh^ on a :
dH du
- 6»») dt.
Comme h est une fonction de H, on a ;
On a donc
ygh
d F— _ ^ (H)l = (t — 6t*«) dt.
Si, par exemple, on reprend le calcul du triangle BGB, on aura pour la seconde approximation :
^^(H«)= JL_4,(H)+t* \ dt
— + i^ (H') + tV ^5 U
équation d'où Ton titrera u" et H'', il sera très utile de représenter la fonction ^ par une courbe, de telle sorte que, connaissant ^ (H*), on ' trouve immédiatement H^. On remarquera aussi que la méthode des approximations successives, où Ton calcule bu*^ 6 V, b^u'^ par une première approximation, est plus rapide que le calcul direct de H' etu".
64. Grandes vitesses. Surface AydrauUque commandée exclusivement
par Famant. ^ Nous supposons u ^ ^gh ; alors les coefficients angulaires des deux caractéristiques sont positifs :
ds = {u — y"gh)dt, u — j/jft > 0.
On trouve donc en A une caractéristique d*amont AB|, et une caractéristique d*aval AAi qui tend à remonter la rivière sans y parvenir. ^ B r 1? ^^^^ °^"^ trouvons alors dans le
— second cas des problèmes traités aux numéros 26 et 38. De Taxe initial AD| on déduit la surface ADH; il n'y a plus de surface commandée par l'aval. A moins de provoquer une discontinuité, nous ne pouvons plus nous donner une '*«• 39. condition d'aval ; en DH les fonc-
tions zeiu sont déterminées par l'axe initial, il faut donc imaginer en D un déversement qui peut tolérer ces valeurs z et u. Si le niveau d'aval s'élevait d'après une loi donnée, on aurait une autre solution, avec une onde mobile, que nous étudierons plus loin.
A Tamont, au contraire, nous pouvons nous donner les deux fonctions ^ et 11; en partant des courbes A£F, on trouvera la surface hydraulique FAA,. Entre les deux caractéristiques AA, et AH, on construira une surface intermédiaire et son associée. On voit qu'au point A il y a trois surfaces différentes qui, généralement, se coupent suivant les deux caractéristiques.
65. Surfaces mixtes. — Donnons-nous, dans la section A, u et z et supposons que, dans l'étendue AG, on se trouve dans le cas des grandes vitesses; on trouve la surface AA^G. Supposons qu'à partir de G, on se trouve alors dans la cas des vitesses modérées. Suivant GP, on ne pourra plus se donner les deux conditions d'amont; on ne peut plusse donner qu'une relation entre « et zei l'on déterminera une solution
par cette relation et la caractéristique GA,.
On peut,par exemple,
installer à l'amont un
. vannage qu'on lève
graduellement; on aura
d'abord tt>|/^ puis, à partir d'une certaine hauteur de la section d'écoulement(VsC.pour une section rectangulaire) , on aurau ^ l/7]^
A partir de ce moment, l'écoulement à fleur d'eau doit cesser; la hauteur d'eau z doit rester indéterminée et l'on donne seulement une relation entre u
Fip. 40. et z.
On peut se demander cependant quelle serait la solution théorique que l'on obtiendrait si on se donnait les deux circonstances d'amont, c'est-à-dire les fonctions ti et i? le long de AP. Les courbes AG commandent les surfaces AGA,. On trouverait de môme que les courbes GP commandent les surfaces A'GP, mais, en général, GA' et GA^ seront deux branches d'une même caractéristique présentant un rebroussement en G. Le point G est un point du contour apparent, car deux tangentes aux surfaces se projettent suivant GA, la tangente à la
courbe initiale et la tangente à la caractéristique. Le contour apparent RGS est l'enveloppe des caractéristiques d'aval. Toute caractéristique AfF prolongée présenterait un rebroussement T sur ce contour apparent. En d'autres termes, la surface hydraulique serait à deux nappes ; c'est une solution physiquement impossible.
il y a beaucoup d'autres moyens de trouver deux surfaces adjacentes appartenant à deux catégories différentes. On peut môme se donner arbitrairement la ligne de séparation et son associée et trouver une solution en partant de ces deux courbes arbitraires.
§ 5. Propagation d'une onde finie.
66. Deux paradoxes. — Il semble que le problème de la propagation d'une onde finie devrait s'énoncer de la manière suivante : on donne à un instant deux axes hydrauliques séparés par une onde d'élévation ou d'abaissement; que va-t-il se passer? Quelle est la vitesse avec laquelle l'onde se déplace? Nous avons trouvé, au numéro 47, les deux équations suivantes :
A« AH
Non seulement nous avons trouvé une formule donnant la vitesse v du ressaut, mais nous avons trouvé une relation obligée entre la vitesse à l'amont et à l'aval. Si cette relation n'existe pas à l'état initial, nous tombons dans l'impossibilité. Tel est le premier paradoxe à élu* cider.
Ensuite nous trouvons deux valeurs pour la vitesse de l'onde. Ces deux valeurs satisfont à l'équation ; il semble qu'il n'y ait pas plus de raison de prendre l'une que l'autre; elles ne peuvent cependant se produire à la fois. Tel est le second paradoxe à élucider.
67. Explieatùm du premier paradoxe. — Quand on dit que l'on peut prendre arbitrairement l'état initial, il y a évidemment une restriction à faire ; c'est que, si l'on ne se propose que d'étudier des phénomènes naturels, il faut que cet état initial puisse résulter d'un état antérieoF.
Siy par exemple, la section AB d'un cours d'eau était une section de , ^ discontinuité pour les vitesses; si la vitesse ti à
■^ ^ Tamont était plus grande que la vitesse u' à
Pavai, il en résulterait un choc, un coup de bélier; réquation de continuité donnerait ^H «= oo ; on pourrait déterminer deux sections A'B', A^B^ qui
"P/J?»fr
^ * viendraient coïncider après un intervalle it ; la
^ , masse fluide A'B'A^B'' devrait être projetée vers
^ rinfini. C'est là un phénomène tout à fait contraire aux phénomènes naturels. Pour reconnaître Timpossibilité de ce phénomène, il suffit de cher- ^""> '\''-'\u,„.„ ^^^ ^'^^^ antérieur ; pour avoir la position de Ç ^J "" la section AB à l'instant t — rfl, il faut déplacer celte Fit. 4P section vers l'amont udi ou de iidt^ selon qu'on la
considère comme faisant partie du liquide d'aval ou du liquide d'amont. Gomme «' est plus petit que u, on trouve qu'il devait y avoir un vide entre les deux masses fluides. Mais alors les pressions supposées dans les sections n'existent plus. Il faut donc supposer deux diaphragmes Ao Bo, A'o B'o animés des vitesses u et v! et s'évanouissant au moment du choc. Ce n'est pas évidemment notre but d'étudier des phénomènes de cette espèce.
Si on supposait u plus petit que u\ le vide se formerait après l'instant considéré et il faudrait imaginer une chute d'eau venant de l'infini, dans les instants précédents.
En résumé, l'état initial n'est arbitraire que dans une certaine mesure ; il faut notamment que l'équation de continuité puisse être appliquée en toutes les sections, sans conduire à des impossibilités. Or ceci s'applique également au ressaut. Nous avons établi l'équation des quantités de mouvement et l'équation de continuité; nous avons admis qu'il n'existait pas de vide et qu'il ne s'en formait pas. Il faut bien choisir un état initial qui soit conforme à cette hypothèse et c'est ce qui explique la relation entre les vitesses u et u' de part et d'autre du ressaut.
Supposons, pour fixer les idées, que l'onde se propage vers l'amont : il tend à se produire au sommet de l'onde une vitesse u' donnée par la formule. Si, à l'aval de l'onde, la vitesse est plus petite ou plus grande que u', il se produira un coup de bélier ou un vide. Si on cherche l'état antérieur, on trouvera l'inverse : un nde ou une chute d'eau venant de l'infini, circonstances qui sont impossibles dans des phénomènes naturels.
68. Explication du second paradoxe. — Nous avons à choisir entre les deux valeurs de t; ; le signe du radical doit être déterminé. Or, nous venons de voir que les valeurs initiales des vitesses u, u' doivent satisfaire à une équalion qui contient ce radical ; ce radical doit donc avoir le signe de u' — u, et par conséquent toute ambiguité disparaît* Mais nous allons pousser plus loin nos investigations ; nous allons démontrer que, dans les phénomènes naturels, la vitesse relative de Tonde par rapport au courant est toujours dirigée du sommet de l'onde vers la base, pour les sections ordinaires des canaux, c'est-à« dire que, pour le ressaut d'élévation, on a toujours
et que, pour le ressaut d'abaissement, on a toujours
▼ II) Cl)
CD, U s'appliquant à la plus petite section.
69. Théorèmes préliminaires. — Théorème I. — A la base du ressaut, la vitesse relative de l'onde finie par rapport au courant est supérieure à la vitesse relative de l'onde infiniment petite. Au sommet du ressaut, au contraire, c'est l'onde infiniment petite qui a la plus grande vitesse relative.
L'équation (8) du numéro 47, rappelée au numéro 66, peut s'écrire :
a>' A(tOTi)
(v — uy = g
ta iitù
Posons d'après l'équation (7) du numéro 47 :
U> (t? — u) =5 w' (t? u') =a Çi (7)
L'équation qui donne la vitesse relative de Tonde devient :
îi* ; =9 A M.
Or, on trouve facilement
A (a»T)) = I u>dH = \ hdîi
A«o __ J i_^ r«' WH
L'équation de la vitesse de l'onde devient :
Portons H en abscisse et construisons les lignes :
La fonction y décroît de oo à zéro, J' car on a :
J_ Jy_ 1 df 5 <fc>
^ y dH ~ l dH <ù dH
H H" H' « ou bien rig. 41.
y dtt
Nous ne conûdérerons ici que les sections ordinaires pour lesquelles on a :
Si, dans une section de la forme eicontre, on avait constamment :
Flg. 41
entre les profondeurs H et H', les conclusions qui vont suivre seraient renversées; mais c'est là un cas tout à fait exceptionnel.
Soient : BB' et AA' les lignes y et ^| ; d'après l'équation (3), la parenthèse, qui est y — y^, doit changer de signe; or, c'est une fonction constamment décroissante; donc elle passe du positif au négatif et ne devient nulle que pour une seule valeur H'' de H. En considérant co comme le poids spécifique des aires, on a, d'après l'équation (3) :
poids BCA = poids CA'B' C'est cette conditton qui détermine y^ ou q^.
On a donc pour la hauteur H, en remplaçant q^ par (o (v — u) :
— r- > — r- OU bien {v — u)* > gi.
On a de même pour la hauteur H\ en remplaçant q^ par co' (v — u') :
Ces inégalités démontrent le théorème, car t? — UjV — u' sont les
vitesses relatives de Tonde finie; ^^j ^gh' sont les vitesses relatives des ondes infiniment petites.
Il est évident que, dans l'énoncé du théorème, il s'agit des valeurs absolues de t? — w, t? — u'.
Les inégalités précédentes peuvent aussi s'écrire :
ou en remplaçant v — ti, v — u' par leurs valeurs tirées des équations (8) et (10) du numéro 47 :
Théorème IL — U existe une profondeur intermédiaire, pour laquelle on a :
u «= tt" d= vgï?' pour w" (u — u") =: çi.
En effet, au point G, on a :
— - = -^ d'où (t? — u")* = gh\ ta/'* q^^
Théorème III. — Si H reste constant, la valeur absolue de la vitesse relative v — u varie dans le même sens que H'. Si H' reste constant, la valeur absolue de la vitesse relative v — u' varie dans le même sens que H.
Si H reste conslant et si H' augmente, il faut abaisser la ligne ^i pour satisfaire à l'équation (4) : donc 94* augmente et comme «» est constant, {v — w)* ou \ V — u I doit augmenter.
Si H' reste constant et si H augmente, il faut encore abaisser y^ pour satisfaire à la condition (4) ; donc q^'^ augmente. Or, »' reste constant, donc {v — u')* ou \v — u' \ doit augmenter.
Théorème IV. — Si 91' reste constant, les hauteurs H et H' varinte en sens contraire.
En effet, BB' et AÂ' sont alors des courbes fixes ; donc, si H au^ente, H' doit diminuer pour que la condition (4) continue à être satisfaite.
CorroUaires. — En appliquant ces théorèmes au ressaut immobile, nous retrouverons des théorèmes connus, relatifs au ressaut permanent. Il suffît de faire v égale à zéro ; Téquation (7) derient : »u =: o,ti' = ç =: — q^.
Donc 94* devient q* ou le carré du débit.
1 . D'après les théorèmes i et II, on a, dans le cas du ressaut fixe :
gh"
Donc, à la base du ressaut, on a le cas des grandes vitesses ; au sommet du ressaut, on se trouve dans le cas des vitesses modérées ; à une hauteur intermédiaire passe la ligne des éléments verticaux des axes hydrauliques du mouvement permanent.
2. Dans le ressaut fixe, la vitesse relative est dirigée vers Tamont au sommet comme à la base. On déduit facilement du théorème lil que le ressaut se meut vers Tamont, quand on augmente H ou H\
3. D'après le théorème IV, si le ressaut reste fixe pour un débit constant» H et H' doivent varier en sens contraire. On sait que de ce théorème on déduit une propriété de la courbe des ressauts, dans le' cas d'un lit prismatique.
70. Ressaut évanouissant ou onde éphémère. — ^| Nous prendrons
d'abord le cas d'un ressaut d'élévation, et dans les formules (8) et (9) du numéro 47, rappelées aux numéro 66, nous choisirons le signe supérieur du radical.
Soient : GAA'B' l'axe hydraulique initial en élévation, GAB cet axe en plan.
Nous pouvons déterminer par les caractéristiques, les triangles ABE et CAD commandés par les arcs GA et AB. Par le point A, nous pouvons mener deux caractéristiques d'amont : l'une, AE, relative à la surface hydraulique supérieure, l'autre, AF, relative à la surface hydraulique inférieure.
Les équations de ces deux caractéristiques sont :
(ù -r (u' + V^') dt
A = (u + V^) dt.
Nous pouvons ensuite représenter la marche de Tonde finie par Uk droite AR et Téquation :
rf* s= (tt + y^ghi) dL
Les vitesses relatives de ces trois ondes sont dirigées vers l'aval et, d'après le théorème I du numéro précédent, les droites AE, AF, AR, qui représentent la marche des trois ondes, ont bien la disposition de la figure; c'est l'onde infiniment petite au sommet de l'onde finie qui marche le plus vite, puis vient l'onde finie, puis l'onde infiniment petite à la base du ressaut. Nous allons montrer que le ressaut va s'étaler; que sa base aura une marche représentée par la ligne AF; sa tète, une marche représentée par la ligne AE; de telle sorte que le ressaut est un ressaut évanouissant, faisant place à un axe hydraulique ordinaire dont l'inclinaison sur l'horizon, d'abord verticale, va en diminuant de plus en plus.
Nous pouvons d'abord démontrer qu'il en est ainsi en divisant la hauteur AA' du ressaut en parties infiniment petites ; chaque partie constitue une onde.
L'onde la plus élevée va se mouvoir avec la vitesse u' + l^^A'; sa marche est donc bien représentée par AE ; l'onde la moins élevée aura, au contraire, une marche représentée par AF et les ondes intermédiaires auront des vitesses intermédiaires. Nous arrivons aussi aux mêmes conséquences en construisant la surface hydraulique entre les caractéristiques AE et AF. En A l'axe hydraulique initial présente une ligne verticale AA' et il en est de même de la ligne des vitesses. Les caractéristiques d'amont varient de AF à AE. Ces caractéristiques sont coupées par les caractéristiques de l'autre système, dont l'une sera EF. Les caractéristiques qui émergent de la droite AA' (ou en projection du point A) ont pour équation
ds =r (u« + y'JÏ?) dî,
mais il faut faire varier u" et h' entre les limites u, h et u', h' d'après une certaine loi. Pour obtenir cette loi, nous considérerons AA' comme la limite de la caractéristique EF, E'F', pour E, E' convergeant vers A. Nous écrirons donc :
— dH + V — dti =
eii faisant dl » dans Téquation de la caractéristique écrite au n^ 54 • Nous prendrons donc pour la vitesse u" à une hauteur H*
Nous avons précédemment divisé la verticale AV en ondes infinilaeiilt petites; il est facile de vérifier que cette division conduit précisément i la relation entre u' et H' que nous venons d*établir. A une hauteur H", nous aurons une onde de hauteur dW. Or, la relation entré les deux vitesses à la tmse et au sommet d'une onde infiniment petite est (48 et 49)
^.«u + .Vt-
Nous ferons ici ti' — « = du"^ i = dW^ h = h"; on h donc :
66 qui est précisément la formule écrite plus haut.
Connaissant la relation entre u" et H^ nous pouvons construire, par la IHéthode ordinaire, le triangle AEH et les suivants; ainsi on déter- Àineira le point H en suivant les caractéristiques AH et EH, et ainsi de suite. On calculetu ensuite le quadrangle ADKF et le problème sent résolu.
Aplrès avoir constaté qu'il s'agit d'une onde éphémère qui s'étale à partie de l'instant initial, nous devons nous demander si cet état initiât oOrrespond bien à un état antérieur possible dans les phénomènes Malurels. Or, en faisant décroître le temps et en prolongeant les caractéristiques EA et FA, nous trouvons une surface en surplomb sur la surface inférieure ; cette solution est physiquement impossible. On ne peut lui substituer une onde finie, car elle serait déjà disparue à l'instant initial considéré. 11 faudrait donc encore imaginer un diaphragme qui maintiendrait artificiellement une différence de niveau, diaphragme qui s'évanouirait à l'instant initial. Nous pouvons donc dire que la formule i) s= u + ^gh^ pour un ressaut d'élévation, ne peut pas s'appliquer à un phénomène naturel.
Ce que nous venons de dire du ressaut éphémère d'élévation, nous pouvons rappliquer au ressaut éphémère d'abaissement. On pourrait recommencer la même discussion; mais on peut aussi supposer que.
dans la figure précédente, l'aval soit à gauche, ramonl à droite. Le ressaut devient un ressaut d'abaissement. Les vitesses sont alors estimées de l'aval vers l'amont; nous reviendrons aux conventions ordinaires en changeant le signe de toutes les vitesses dans les formules précédentes, ce qui revient à changer le signe du radical. Le ressaut éphémère d'abaissement est donc déterminé par la formule :
D ss « — l^yA|.
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On pourrait traiter directement la question et démontrer, comme précédemment, que cette formule ne correspond pas à un phénomène naturel.
71. Ressaut persistant. — En procédant par exclusion, il résulte de la discussion précédente que les seules formules qui donnent la vitesse d'une onde finie sont les équations (1) et (2) du numéro 68. 11 reste à vérifier que, dans ce cas, le ressaut est réellement persistant et qu'il peut résulter d^un état initial antérieur. Nous ne considérerons que le cas du ressaut d'élévation. Nous arriverons au ressaut d'abaissement en appliquant le raisonnement du retournement de la figure ou en traitant directement la question par la même méthode. Soient : CAA B' l'axe initial en élévation, GAB cet axe en plan. Nous pouvons construire les triangles ADB
et GâF limités par les caractéristiques et les arcs AB et AG. Par le point A nous pouvons mener deux caractéristiques d'aval ; Tune, AE, relative à la surface hydraulique supérieure, et dont l'équation différentielle est
ds^(u' — V^gh')dt,
l'autre, AF, relative à la surface hydraulique inférieure, et dont l'équation différentielle est
(fa = (u — 1/ jfÂ) dt.
Les vitesses relatives des trois ondes sont dirigées vers l'amont et, d'après le théorème i du numéro 69, les droites AE, AF, AR ont bien la dispositiop de la figure.
Si nous décomposons la hauteur AA' en ondes infiniment petites, nous voyons qu'au sommet l'onde infiniment petite tend à dépasser toutes les autres, sa marche étant représentée par AE ; tandis qu'au
pied du ressaut Tonde infiniment petite reste en arrière, sa marche étant représentée par AF. La verticale AA' tend à se transformer eu ligne en surplomb, mais comme cela n^est pas possible, il y a déversement des ondes supérieures et le phénomène de Tonde finie persiste.
On pourrait aussi construire une surface hydraulique continue FAE, comme au numéro précédent, mais cette surface serait en surplomb au-dessus de la surface FAG ; c*est une solution physiquement impossible, qui doit être remplacée par Tonde infinie.
Si on cherche l'état antérieur, on trouve que GAB est commandée par C^oA|Bo; il y a une certaine indétermination. Pour la surface A^AAf on peut prendre indifféremment Tonde finie A^A ou une surface continue A^ AA| engendrée par{ les caractéristiques d'aval qui passent par A. Dans ce dernier cas, on a un segment d'axe hydraulique qui se redresse jusqu'à la direction verticale; c^est une onde finie en voie de formation instantanée {i),
72. Marche du ressaut. — Nous pouvons tout d'abord construire la
surface hydraulique com- ^ mandée par Taxe initial inférieur AX, ainsi que la surface hydraulique commandée par Taxe initial supérieur AY. Nous savons déjà que Tonde finie enva- Fig. M. hit une partie de la pre-
mière surface» de sorte que nous connaissons ti et ;^ à la base de Tnnde finie. Il s'agit de montrer comment on peut déterminer la surface hydraulique ZAA, limitée par la caractéristique AZ et la ligne AA, qui représente la marche de Tonde. Nous traçons d'abord AA^ en remplaçant la ligne AA, par sa tangente en A et en appliquant l'équation : .
ds = (u—y^i)dt.
Tirons la caractéristique Ai Ei; nous calculerons u', z' en A| en écrivant Téquation de la caractéristique Ei Ai et la relation (9) entre les vitesses u, u' à la base et au sommet du ressaut ; dans cette dernière
(i) Une anomalie se présente toutefois. Dans le ressaut on admet une variation brusque de vitesse, d'où perte de pente. Dans le segment incliné, il y a continuité des vitesses, cette perte de pente est nulle. La vérité est intermédiaire. On devrait corriger la formule du ressaut en admettant la continuité de « à «* (à trouver par Texpérienoe) et le choc de tf* à u\ Dans le segment incliné, introduire une perte de pente supplémentaire.
— lOJ —
équation ti, ^ ou H sont connus ; nous aurons donc deux équations pour trouver u' et % (ou H'). On perfectionne ensuite le tracé par la métiiode des moyennes. On construit alors le quadrangle EiDDiAi. Puis on calcule le triangle A|E,A, comme nous avons calculé le triangle AAiEj et le quadrangle D^ E, A, D, peut être construit. On continue de la même manière.
On remarquera qu'eu chaque point de la courbe AA, aboutissent deux caractéristiques d'aval : Tune de la surface supérieure, l'autre de la surface inférieure. S'il existait des ondes très petites sur les axes hydrauliques supérieur et inférieur, la marche de ces ondes serait indiquée approximativement par ces caractéristiques, et l'on voit que ces ondes se réuniraient à l'onde finie pour en augmenter l'importance. Remarquons aussi que le mouvement de l'onde finie dépend dans une certaine mesure des fonctions arbitraires qui déterminent les surfaces hydrauliques. Mais l'étendue de l'arc AB, dont la courbe AA^ dépend, est d'autant plus petite que la hauteur de l'onde finie est faible. Pour une onde infiniment petite la courbe AA„ serait une caractéristique qui ne dépendrait que de la surface hydraulique inférieure.
73. Onde uniforme. -7- Il existe une solution particulière très simple du mouvement de l'onde, dans le cas d'un lit prismatique ; c'est l'onde qui relie deux mouvements uniformes. Considérons une onde d'abaissement ; on a
Flg. 37.
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Prenons comme formule du mouvement uniforme
En éliminant u et u' entre ces trois équations, on a
Telle est l'équation de l'onde uniforme ; nous lui donnons ce nom parce qu'elle se meut avec une vitesse constante et conserve la même hauteur. On peut se donner les deux profondeurs (les deux vitesses, ou les deux débits) et calculer la pente. Si on se donne la pente, on trouve une relation entre les profondeurs; si on prenait un ressaut d'élévation, on devrait changer le signe du radical de la relation entre les viteses, on trouverait un pente négative ; on retomberait donc sur le ressaut d'abaissement, mais avec changement du sens du mouvement. Il n'y a donc que l'onde d'abaissement qui peut devenir uni-
forme. Supposons un lit rectangulaire très-large et, pour simplifier» prenons a= a', R »> A, R' «= h'. L'équation de Tonde uniforme devient :
D'où :
ga KK
Posons :
On trouve :
ga a^
On obtient le minimum de pente pour â? = I ; on trouve :
f sa 4 ga.
C'est une pente considérable. Cette solution particulière ne pourrait se produire, dans la propagation d'une crue, que s'il s'agissait d'une rivière torrentielle.
§ 6 MoUVBHEfilT PBRlIAlfENT ET PROBLAMBS AlfALOGUBS.
74« Méthode générale. — Le problème du mouvement permanent dans les cours d'eau prismatiques a été résolu par Boudin dans toute sa généralité [Annalee des Travaux publiée de Belgique^ tome XX, 1863). La méthode de Boudin repose sur les propositions suivantes : si les conditions d'amont et d'aval ne changent pas, le mouvement permanent finit toujours par se produire; lorsque plusieurs solutions sont possibles, la plus stable est celle qui admet le centre de gravité le plus bas, c'est elle qui se produit. Ces propositions ne sont pas démontrées. On démontre en mécanique que la position d'équilibre stable d'un système pesant est la position peur laquelle le centre de gravité est le plus bas possible, mais on cherche en vain dans le mouvement permanent d'un liquide quel est le système matériel qui est en équilibre. Ajoutons que beaucoup de solutions considérées par Boudin comme possibles, ne le sont plus quand on pousse plus loin l'examen de la question.
il nous semble que la véritable méthode pour reconnaître l'exactitude d'une solution du mouvement permanent, c'est d'y appliquer les équations du mouvement varié (dans le temps), afin d'y constater la permanence. Il peut être utile de vérifier la stabilité de la solution en modifiant infiniment peu les conditions initiales.
Les défauts de la théorie de Boudin ont déjà été signalés par Bresse {Hydraulique, i868, pp, 3i0à 3i!2).
« Le problème ainsi posé — dit Bresse — conduit à examiner un assez grand nombre de ces particuliers dont la discussion, très difficile, a été présenté par M. Boudin avec beaucoup de talent et de sagacité ; mais, malgré les progrès incontestables qu'il a réalisés, nous ne
croyons pas qu'il ait réussi à dissiper tous les nuages Il est résulté
de là que M. Boudin a dt souvent conclure de la possibilité d'un mode d'écoulement à sa réalité: une certaine inquiétude peut subsister dans l'esprit de son lecteur... »
Bresse a aussi pressenti que c'est par l'étude du mouvement varié que Ton peut espérer de résoudre ces difficultés, i Cela vient peut-être, dit-il, de ce qu'on n'a guère étudié les mouvements non permanents, ni la variation continue avec le temps, qui peut faire passer un liquide soit de l'état d'équilibre à un état de mouvement permanent, soit d'un mouvement permanent à un autre. Tout le monde admet aujourd'hui q«'on ne saurait guère aborder les questions que soulève l'étude un peu approfondie des machines avec la seule statistique et qu'il faut y joindre celle des lois du mouvement. Il en est un peu de même ici, car le mouvement permanent a quelque ressemblance avec l'équilibre, et ^a théorie est comme une espèce de statique* »
75. — Position du reêsauL — Après avoir reconnu l'existence d'un axe d'amont RS et d'un axe d'aval NM, on trace la courbe SK des hauteurs du ressaut. Le ressaut se produit au point d'intersection K de celte courbe et de l'axe d'aval.
JL Boudin démontrait cette règle de la manière suivante : i® le ressort ne peut se produire plus bas en K', car sa hauteur
serait insuffisante; 2^ il peut se produire
. ^^,^,,,,,,,,,,,,,;;,,n ...M > plus haut en K''; les eaux retombant au ni-
iPj,, 4s. veau de l'axe d'aval, 3^ de toutes les solu-
tions possibles, c'est celle qui admet le centre de gravité le plus bas qui se produira. On peut faire à cette démonstration les objections suivantes : s'il s'agit d'un ressaut varié, il est possible en amont et en aval du point K; s'il s'agit d'un ressaut permanent, il est tout aussi impossible en amont qu'en aval. En effet, si les eaux retombent au niveau de l'axe d'aval, on peut toujours prendre une section d'aval au point où la chute est effectuée et retrouver l'équation du ressaut permanent, équation qui ne sera pas satisfaite.
Démonstration par le ntouvement varii. — Si on suppose le ressaut en K, sa vitesse est nulle ; la permanence des axes s'établit par les surfaces hydrauliques. Supposons que le ressaut se produise en AA' et
prenons, comme axe initial, les axes permanents RA et A'M. Nous (devons appliquer les formules :
Ail) A((»n)
Si nous appliquons la première formule à Tonde AK^, nous trouverions t? es 0; mais nous devons diminuer H\ donc, en vertu du théorème ill du numéro 69, la valeur absolue de t? — u ou V^gh^ va diminuer; on trouvera donc une valeur positive de t?, ce qui prouve que Ponde se rapproche du point K. H faut remarquer que, pour satisfaire à la seconde des équations précédentes, il faut modifier faiblement les vitesses initiales le long d'une certaine étendue de l'axe d'aval (ou d'amont); ces modifications sont très petites, car elles seraient nulles si le ressaut était en K. Gela exclut l'hypothèse du ressaut évanouissant, car alors il faudrait changer le signe du radical dans les deux équations et les vitesses devraient subir de grandes modifications, ce qui est contraire à l'hypothèse des petites modifications dans les conditions initiales.
On démontre de la même manière que si le ressaut est placé en aval du point K, il remonte vers le point K. On pourrait demander d'étudier les lois du mouvement du ressaut dans les environs de sa position d'équilibre ; cela n'est pas possible, par la raison bien simple qu'il n'y a pas de loi. Il faut, en effet, supposer que le mouvement permanent soit troublé sur une certaine étendue ; cette perturbation dépend de deux fonctions arbitraires. La marche et la hauteur du ressaut dépendent aussi de deux fonctions inconnues ; il semble donc que Ton pourrait se donner arbitrairement ces deux dernières fonctions pour en déduire les autres. Nous allons démontrer qu'il en est ainsi.
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Notre but est d'obtenir, comme solution finale, la position d'équilibre du ressaut, représentée par GR, et les surfaces cylindriques S, S', engendrées par les axes du mouvement permanent.
Menons par G les caractéristiques d'aval GA et GD sur les surfaces S, S' prolongées en faisant décroître le temps ; donnons la trajectoire GB du ressaut. En se donnant GB,on se donne une équation entre u et H et l'on peut construire la surface S" qui recouvre
l'espace BCA. On a de même une relation entre u' et H', et Ton pourra construire S'" pour recouvrir BCD,
H y a même indétermination pour les surfaces ABE et BFD ; on peut se donner une relation entre u et H le long de ABD. On voit donc que Ton pourra déterminer l'état initial ABD, qui réalise la marche BEC du ressaut, choisie arbitrairement (dans une certaine mesure.)
76. Du ressaut permanent d'abaissement. — Si on applique l'équation des quantités de mouvement à un ressaut permanent d'abaissement, on trouve la même formule que pour le ressaut d'élévation, f II ne semble pas impossible — écrit Bresse (Hydraulique^ p. 306) — qu'un ressaut de cette espèce existe dans un courant ; toutefois, nous n'avons à cet égard qu'une présomption théorique, et, avant de l'admettre comme suffisamment établie, on doit attendre qu'un observateur à venir en ait montré la réalisation matérielle. »
Notre théorie permet de démontrer que ce ressaut d'abaissement
est impossible pour les sections ordinaires, où 3 JT ®^^ positif. En
effet, la vitesse du ressaut d'abaissement est donné par la formule v =sr tt + y'gk, et cette vitesse ne peut s'annuler. On pourrait, il est vrai, imaginer un état initial pour lequel le radical aurait le signe moins, mais ce serait un ressaut évanouissant.
77. Détermination des axes hydrauliques da mouvement permanent. —
H serait oiseux d'examiner tous les cas, attendu que les raisonnements sont presque toujours les mêmes.
Prenons l'exemple d'un vannage tel qu'en supposantl'orifice à fleur d'eau,
^ ^ on ait :
^^TTTT^ U s'agit de démontrer que le mode Pig 5g d'écoulement est bien celui que l'on
suppose, c'est-à-dire que le bord de l'orifice a est le premier point de l'axe d'amont. Considérons des solutions infiniment peu différentes de la solution a. Supposons une solution p ; «p est un ressaut d'abaissement ; oa bien il est évanouissant, ou bien il s'éloigne avec une vitesse u + ^gf^i; dans les deux cas, on revient à la solution a. Supposons une solution y ; «y est un ressaut d'élévation qui s'évanouit ou
s'éloigiie avec une vitesse positive u — rgh. On pourrait objecter que «y recouvre le vannage, mais les pressions de la paroi, si elles eiistaîent, accéléreraient le mouvement de Tonde.
Ou peut supposer Taxe A', réalisé; on lève le vannage de p«; l'étude des vitesses apprend que «^ est un ressaut d'abaissement évanouissant ; on peut, d'ailleurs, étudier la surface hydraulique qui représente le mouvement varié ; elle se compose des surfaces cylindriques ayant A, et A', comme directrices, réunies par deux autres surfaces, dont l'une est engendrée par les caractéristiques d'aval portant des points de la verticale p«.
Si au contraire, on suppose A, réalise, et si on abaisse le vannage, ou trouve que la surface commandée par la verticale «y est physiquement impossible et que l'onde finie doit se produire ; elle s'éloigne avec
la vitesse u- vgk.
78. Problèmes analogues du mouvement varié. — On peut reprendre tout^ la discussion des axes du mouvement permanent et faire varier continûment les conditions d'aval et d'amont ; on construira les surfaces hydrauliques et la marche du ressaut. Supposons, pour fixer les idées, un axe d'amont A, avec déversement à l'aval dans un réservoir ; les conditions d'amont ne varient pas, mais le niveau du réservoir s'élève graduellement. U se produit d'abord à l'aval un ressaut incomplet; ce ressaut ne peut remonter le canal, car sa vitesse serait dirigée vers l'aval. 11 arrivera un moment où la vitesse du ressaut sera dirigée vers l'amont.
La surface hydraulique se compose d'une surface hydraulique S
engendrée par l'axe d'amont, séparée, par un ressaut, de la surface CBM commandée en partie par l'aval.
Supposons qu'en B la vitesse du ressaut passe par zéro. Nous pouvons admettre comme première approximation que l'arc BD' se confond avec BD ; on trouve H' en D par la condition d'aval ; ou trouve u' en D' ou D par l'une des équations du ressaut.
On peut ensuite déterminer plus '>«• 51. exactement le point D' en appli-
quant la méthode des moyennes à Tare BD' et l'arc DD' de la c^racté-
rlstique d*aval. On trouve le point E en suivant DE et D'E ; puis E' comme
D\ et ainsi de suite II arrivera un moment où le ressaut noiera rorifiee par sa base. A partir de ce moment, on a, entre u' H' et c, une relation
F{c,tt', H')«0,
mais le débit n'est plus indépendant de l'aval. On arrive à la relation précédente en éliminant H" entre l'équation qui donne le débit et l'équation de Tonde où Ton pose t? = 0, grâce à l'introduction des presl'iF* ^' sions du vannage; le terme w^ doit être
remplacé par»" tf. calculé pour la hauteur H" (*). On construit alors la surface hydraulique NGFM par zones telles que FKHC. On trouve le point K en suivant la caractéristique F'K ; puis des quadrangles successifs déterminent le point H'; ou trouve alors le point H en suivant H'H et appliquant au point Hi l'équation précédente.
On pourrait aussi engendrer la surface par les caractéristiques d'amont et déterminer successivement D'E, E'K, etc.
§ 7. Formation d'une onde finie dans un mouvement continu.
Mascaret.
79. Dans le mouvement permanent, le ressaut ne se produit que pour
passer d'un axe hydraulique à grande vitesse (« > I^^^Â) à un axe
hydraulique à petite vitesse (i» < I/9Â'). Mais dans le mouvement varié il peut se produire uu phénomène merveilleux, bien différent des phénomènes du mouvement permanent : c'est la formation d'une onde finie au sein d'une surface hydraulique continue, même dans le
cas des vitesses modérées (u < y gh) Cette onde nait en un point du fleuve, se déplace en augmentant d'importance, puis diminue et s'éteint.
Nous avons vu, au numéro 37, que les projections horizontales des
(*) M. Keelhof a signalé une erreur commise par Boudin, qui a supposé que le ressaut disparaît instantanément. LMdée même du mouvement varié rend cette hypothèse impossible, car la diminution brusque du débit occasionnerait un vide dans le canal. M. Keelhof admet l'axe d*aval de Boudin, mais démontre qu'il y a abaissement contre la vanne. [kwnaJiM des Ingénieun êoriii de VÈcoU de Gand, 4898; «- Annales des Travaux publics, 1898, p. 873.)
caractéristiques pouvaient envelopper une courbe ; a cette courbe cor^ respond un contour apparent sur chacune des surfaces intégrales. Si, en construisant une surface hydraulique, on trouve un contour apparent séparant deux nappes ayant même projection horizontale, il est bien évident que la solution continue est alors impossible. On ne peut pas réaliser plusieurs valeurs de z ou de u au même endroit ; on ne
pourrait pas réaliser un axe hydraulique de la forme ABCDE ; la solution de (^ Tonde iinie BB* s'impose. Il y a lieu de
distinguer deux cas : i® Tonde finie -j d'amont, si ce sont les caractéristiques f /,w/,^ d'amont qui enveloppent une courbe en Fig.55. projection horizontale; ^ Tonde finie
d'aval, si ce sont les caractéristiques d'aval qui fournissent le contour apparent. Le mascaret est une onde finie d'aval. Nous en donnerons d'abord la description, nous résumerons la théorie admise jusqu'à ce jour, puis nous exposerons notre théorie du contour apparent.
80. Description du mascaret. — Voici comment M. Partiot décrit le mascaret de la Seine {Annales des Ponts et ChausséeSy 4864, t. I^, p. i8} : « Lorsqu'on examine l'arrivée du flot, un jour de syzygie, du sommet de l'un des promontoires élevés qui dominent l'embouchure de la Seine, on voit qu'un simple changement dans le sens des courants indique que la mer monte au milieu des passes profondes qui existent entre les bancs. Sur le bord de ces passes, on aperçoit comme un gonflement subit ou une vague dont une extrémité parcourt, en déferlant, la rive, et qui se prolonge, mais sans se briser, vers le milieu de la passe. On peut même remarquer, à la forme de la limite des eaux sur le banc, qu'une élévation de niveau suit immédiatement son passage. Cette vague n'est autre chose que le mascaret. •
La hauteur du mascaret a quelquefois atteint plus de 3 mètres en aval de Tamarville.
81 . Ea^lication de Brémontier^ Bahinet^ Bazin. — Nous emprunterons cette explication à YHydraulique de M. Collignon fp. 309) : a Le phénomène connu sous le nom de barre, de mascaret, de bore (sur le Gange), de pororoca (sur le fleuve des Amazones), a été expliqué pour la première fois par Brémontier; la théorie qu'il a proposée est aujourd'hui généralement admise, surtout depuis les publications de M. Babinet, qui l'ont, en quelque sorte, rendue populaire. Mais M. Bazin l'a précisée en y appliquant ses formules.
» il prend pour exemple un fleuve de 2 mètres de profondeur, dans
lequel les eaux s'écoulent avec une vitesse de 1 mètre ; la marée monte de 2"^.40 par heure, ou de O^'.âO par chaque intervalle de cinq minutes. Supposons que cet exhaussement, au lieu de s'opérer d'une manière continue, se produit brusquement par tranche de CSO. La première tranche donnera lieu à une onde qui aura pour vitesse
le calcul montre que la vitesse du courant descendant n'est plus
que de 0".58
» Au bout de cinq minutes, le niveau s'élève de 0^.20, et l'onde à laquelle ce nouvel exhaussement donne naissance, a pour vitesse, vers l'amont :
... la vitesse moyenne descend à 0^.17.
» Cinq minutes après arrive une troisième onde, qui aura pour vitesse
et la vitesse du courant devient négative. Alors seulement l'eau de la mer refoule l'eau du fleuve. La vitesse de propagation des ondes a été, comme on le voit, toujours en augmentant. La première onde aura parcouru dans les cinq premières minutes un espace de 1,092 mètres à la vitesse de 3''.64; la deuxième, qui part cinq minutes plus tard, avec une vitesse de 4in.27, rattrappera la première à la distance de 7,400 mètres, au bout de 34 minutes. Alors les deux ondes forment ensemble une onde unique qui a ".40 de hauteur et qui s'avance dans le canal à la vitesse de
yg(^+ 0,40) — 1 = 3'-.8ô.
» Mais la troisième onde s'avance avec la vitesse de4'".88; elle atteindra au bout de quelques minutes l'onde combinée, dont elle portera la hauteur à 0^.60, et la vitesse à
a Par ce calcul approximatif , on conçoit comment, au bout de
quelque temps, la réunion des ondes élémentaires peut former une lame de dimension finie qui marche en tète du flot. »
82. Objections, — Si les calculs que nous venons de transcrire étaient exacts, on devrait en conclure qu'il doit se produire un mascaret dans tous les fleuves, car les ondes successives à marée montante ont toujours des vitesses croissantes.
k chaque crue d'une rivière, les ondes successives devraient, pour les mômes raisons, se concentrer en une onde unique. Or, on sait que le mascaret ne se produit que dans des conditions exceptionnelles, et que le ressaut d'abaissement, en temps de crue, ne se réalise presque jamais.
Pour reconnaître Terreur qu'il y a dans ces calculs, il suffit de calculer les pentes pour les différents mouvements uniformes qui se succèdent; on trouve des pentes très différentes, et conune cette pente doit être la pente du fond, on tombe dans l'absurde.
Remarquons, d'ailleurs, que les ondes seraient des ondes uniformes, et nous avons démontré que l'onde de relèvement n'est jamais uniforme (73). Nous reprendrons plus loin les données du calcul de M. Bazin et nous démontrerons que le mascaret est impossible avec ces données et que deux ondes infiniment petites qui se suivent, se rapprochent continuellement, mais leur distance tend vers une certaine limite qui n'est pas même égale à zéro.
83. Contour apparent de la surface hydraulique. — Appliquons aux équations du mouvement varié la théorie du numéro 37 relative au contour appareut des surfaces intégrales de deux équations simultanées aux dérivées partielles. Si nous nous donnons deux[courbes arbitraires associées, sur les deux surfaces intégrales, on peut calculer les dérivées des fonctions 2r ou u par les équations (1) (2) (3) (4) du numéro 50. On trouvera, par exemple :
dz N_
Nous avons obtenu les caractéristiques en exprimant l'indétermination ; nous avons annulé le numérateur et le dénominateur. Nous trouverons le contour apparent en exprimant que les dérivées sont infinies; il faut, pour cela, égaler le dénominateur à zéro, les numérateurs restant quelconques. Nous retrouvons ainsi la première des équations des caractéristiques sans la seconde ; ou a donc :
ds = (u :izV^gÂ)dt.
Pour déterminer les deux courbes associés, nous devons encore nous
— Hl —
donner arbitrairement deux équations. Si, par exemple, nous prenons les caractéristiques d'amont, nous poserons :
M = ^{t), z = +(^), A = (» + V^dt.
Connaissant ces deux courbes associées, on peut construire la surface hydraulique et son associée. En projection^ horizontale, le contour apparent est enveloppé par les caractéristiques correspondantes, car en un point A,
d9 on trouve la même valeur de —-pour le
dt
contour apparent et la caractéristique. Quand
on se donne deux courbes arbitraires sur les
Fig. 54. surfaces intégrales, on peut construire ces
surfaces par triangles et quadrangles ; cette méthode est applicable id;
mais il y a quelques particularités à signaler. Pour un même arc AB,
on peut construire le triangle AAiB ou ABBi ; ces triangles se trouvent
sur deux nappes différentes^ sinon au point C, on ne trouverait pas
ds deux valeurs de -rr • Pour calculer le triangle AA|B, on écrit les
équations des caractéristiques AA| et A|B; dans une première approximation, on peut pour AAiécrire
— dfl+V — rfw^O d$=dt =
On a pour BA] :
On calculera H'' et v/* en A^, puis on perfectionnera par les moyennes. On trouve la première nappe en construisant les triangles analogues à AA|B, puis les quadrangles. On trouve la seconde nappeen prenant les triangles analogues à ABB, puis les quadrangles.
Puisque le contour apparent dépend de deux fonctions arbitraires, il semble qu'on peut obtenir de cette façon toutes les intégrales. Mais il faut remarquer que le contour apparent peut devenir imaginaire, se transporter à l'infini ou en dehors de la partie utile du plan des {fi).
84. Onde finie d'aval ùu nuueareL — Connaissant Taxe] hydraulique AB à marée basse, on peut déterminer la surface S commandée par Taxe initial, puis la surface S' commandée par Taval et la caractéristique BG.
Supposons qu'à un moment donné on trouve une caractéristique DE, coupée en E par la caractéristique suivante. À partir de la caractéristique DE, on doit abandonner la solution à deux nappes engendrées par les caractéristiques EE', FF', pig. 5,. HH' et déterminer la courbe ER
qui représente la marche de Tonde finie qui se produit. Nous avons indiqué précédemment comment on pouvait construire celte courbe ER et la surface S'' commandée par l'aval et la marche du ressaut (78) On obtiendra donc la variation en hauteur et en position du mascaret, jusqu'à sa disparition.
Le point où commence le mascaret est le point E du contour appa-
rent qui correspond au minimum de t. Gomme -pOu u — y'gi n'est
jamais infini, le point E doit être un point d'arrêt, ou un point de rebroussement du contour apparent.
Nous avons vu aussi que les caractéristiques pouvaient passer par un même point; il y aurait alors formation instantanée d'une onde finie(7i) 65. Circonstances qui peuvent provoquer, la formation d'un mascaret. — I . Rapidité d'élévation de la marée. — Si on pouvait relever le niveau d'aval avec une rapidité assez grande, on pourrait toujours obtenir un mascaret. En effet, soit BGD une caractéristique d'aval ;
donnons-nous la projection GE du contour apparent; cela revient à donner une relation entre » et H le long de GE; on peut alors construire la surface hydraulique, connaissant la caractéristique GD et la relation dont il vient d'être question, suivant CE ; la seconde nappe déterminera BF ou la variation du niveau d'aval. On peut aussi écrire
l'équation qui donne la variation de
Ftff. 5.
le long de la caractéristique BC (52,86)^ déterminer la constante en
aH 3H
exprimant que — -— est infini en C et en déduire — r— en B. On voit
donc que s'il s'agissait d'un canal d'expérimentation débouchant dans un réservoir dont on pourrait faire varier le niveau à volonté, on pourrait toujours produire un mascaret.
2. Pente de fond, — Si la pente de fond de la rivière à marée était ce qu on appelle une forte pente dans l'étude du mouvement permanent, on pourrait avoir à marée montante un axe à grande vitesse ; il se produirait, à chaque marée, un ressaut à L'embouchure ; ce ressaut, incomplet d'abord, se déplacerait vers l'amont pour revenir ensuite au point' de départ. Les mascarets, dont on a donné la description, ne présentent pas ce caractère et la pente de fond n'atteint pas la limite dont il a été question. ^^
Si dans la figure précédente, on avait eu tf > ^gAj la caractéristique BG aurait pris la position BC et le mascaret eût été inévitable. Il en est de même pour un cas voisin. La caractéristique BC fait avec BM ou l'axe des I, un angle déterminé par
tang CBM «: V^gT- u
Cet angle sera très petit à marée basse. Lorsque la marée montera, A augmentera, u diminuera, on trouvera donc une caractéristique HH' qui coupera les précédentes et alors il y a mascaret.
3. Faibles profondeurs. — Bancs. — On voit aussi, par le raisonnement qui précède, que le mascaret sera d'autant plus probable que h est petit à marée basse. La présence de bancs dans la partie inférieure de la ri\ière peut diminuer la profondeur moyenne A. A marée basse de vive eau, les bancs sont à découvert; .la marée monte, les eaux recouvrent les bancs, la profondeur moyenne diminue encore. Voyons comment varie le coefficient angulaire de la caractéristique; posons
V = y'gA — tt.
On a :
Jv^^±^ / Lfi^lj)^^ ^
dt 2 V * ^ k J dt dt
du Si on remplace -r— par sa valeur écrite au n*» 52, ou trouve :
dt
Si le mouvement se rapproche du mouvement permanent, on peut faire S b ; on a donc :
^^±x /T /-, _ A^ ii
dt 2 V A V kJ dt
Quand Teau recouvre des bancs presque horizontaux, on a (69) :
Donc V décroît quand H croit. On obtiendra donc des faibles valeurs de V au moment où la marée monte déjà depuis quelque temps, c'est-
dn
à-dire quand — prend déjà une valeur importante. Au bout de peu
de temps, ^ sera doublé, triplé, etc., et cela provoquera Tintersection des caractéristiques en projection et la formation du mascaret.
86. Rectification du calcul de M, Bazin. — Reprenons Thypothèse de M. Bazin, celle d'un mouvement uniforme à marée montante. Cette hypothèse est assez plausible dans le cas d'une pente de fond assez forte vers la mer. Si le niveau de marée basse se maintenait indéfiniment, on aurait le mouvement permanent et souvent un mouvement fort approché du mouvement uniforme. A marée basse, le mouvement permanent n'a pas encore eu le temps de se produire ; il y a encore
du
excès de pente superficielle et l'accélération -rr est positive. Cette
accélération s'annulera à un certain instant de la marée montante ; on pourra alors négliger l'accélération sur une certaine étendue de la
rivière. Quoi qu'il en soit, donnons-nous f -^ j au point B et calcu-
3H Ions "^le long de la caractéristique BC, suivant laquelle se propage
la perturbation du mouvement uniforme. Reprenons l'équation du numéro 56 :
yjA
B = igbu — b'u* y^, b'
db
an
HS —
By-A'=:(Byo-A')6 « ,
3 Pour qu'un point de BC soit sur le
contour apparent^ il faut que -r— croisse
jusque rinfini, ou que jr tende vers zéro pour une certaine valeur de t. îl faut pour cela que Ton ait :
By._A'<0 ou (f-\>^.
Fiff. 57 Comme il s'agit d'un calcul très
approximatif, nous emploierons la formule de Prony :
Nous supposerons une section rectangulaire de grande largeur; on a :
Prenons comme M. Bazin « = !•". A «= 2"»; on trouve : B
La marée devrait monter par heure de plus de
0,002254 X 3600 = 8".ll.
Il n'y aura donc pas de mascaret pour une marée qui monte de 2".40 par heure. Dans ce dernier cas on a :
Byo — A' >
9H y croit indéfiniment, — décroît indéfiniment.
On trouvera le point du contour apparent en posant dans Téqua» tion (1) :
ou
On trouve
T '"« "*P- B^iTlÂr-
La valeur de tt est imaginaire. Il est donc à présumer que la caractéristique B'C infiniment voisine de BC ne rencontre pas même BG à rinfioi; c'est ce que nous allons démontrer. '
Posons : I
BB— a^p, ce = 6 31.+ .,,
On a :
ds ds ds ou bien :
Or:
Donc :
de ,
ito.
dt =
i df>
V dt
dfi dt
Or, d'après la formuk écrite au numéro 88, on a :
1 dv A' an
Il vient donc :
d'où:
Or
dt'
du dt
dH
dt
dH 1 B
On trouve
dt u ■(«-<»)
A'+(By,-A') « »
By.
Si on fait ( s 00 , on obtient :
Pour les données de M. Bazin, on trouve :
11 est facile de voir que les distances y», y, y^, des ondes successives dont la marche est représentée par les caractéristiques, sont proportionnelles à Sfc, Ôîfo... Ôi^fc; de sorte que l'on a :
y^ = 0.70 yo
c'est-à-dire que si on considère deux ondes à un mètre de distance, leur distance décroît sans cesse mais a pour limite 0.70.
Nous pouvons aussi calculer comment varie Texhaussement SH entre les deux caractéristiques. On a :
sH-iîL>/_i«
SH di__
an
En remplaçant 6 et — - par leur valeurs, on trouve :
dû
m = Ho fc «
Tous ces résultats montrent très bien en quoi consiste Terreur commise par M. Bazin ; si on considère un exhaussement SH^ s» 0^,20, cet exhaussement diminue en progression géométrique en se propageant vers Tamont. Les différences entre les vitesses de propagation vont donc constamment diminuer et les calculs basés sur le mouvement uniforme des ondes donnent évidemment des résultats inexacts.
87. Modification des données. — Le mouvement uniforme est troublé par une onde finie d'aval, lorsque Ton a :
Dans le cas d'un lit très large, nous avons trouvé au numéro précédent
Posons :
Il vient :
Cette condition sera satisfaite, pour une marée ordinaire, si « est très petit ou si 1 — a est très petit, nul ou négatif. Le cas où « est très petit doit être écarté, car le mouvement sensiblement uniforme à marée montante n'est possible que si la pente est assez grande. Le cas où « se rapproche de Tunité est un cas voisin du cas des grandes vitesses. Mais il faut remarquer que cette analyse donne seulement la condition nécessaire pour que le mascaret se produise au sein du mouvement uniforme supposé à marée montante; le mascaret peut très bien se produire dans le mouvement varié qui succède à ce mouvement. Il faut un calcul complet pour arriver à des conclusions certaines.
88. Onze finie d'amont. — Les caractéristiques d'amont peuvent donner lieu à un contour apparent comme les caractéristiques d'aval. On pourrait aussi se donner la surface hydraulique commandée par l'axe initial, la projection horizontale du contour apparent et détermine, le niveru d'amont. En d'autres termes, si l'on pouvait augmenter suffisamment la rapidité d'une crue, il se formerait toujours une onde finie marchant en tète des eaux de crue. Cependant, on n'observe pas ce phénomène. La raison en est que le calcul indique que le niveau d'amont devrait s'élever avec une rapidité si grande, qu'on ne se trouve presque jamais dans ces conditions.
Supposons par exemple un mouvement uniforme et prenons :
tt = 4-, * = 2».
On peut calculer -— le long d'une caractéristique d'amont; la con-
ot
dition de la formation de l'onde finie est encore
On doit dans les valeurs de B et de À' changer le signe du radical ; on trouve :
Gela correspond à un exhaussement de 40^,08 par heure. La condition de la formation d'une onde finie d'amont, dans^le cas d'un mouvement uniforme et d'un lit très large, peut s'écrire
Cette condition sera réalisée, pour une crue ordinaire, si a. est très petit, c'est-à-dire si la pente est très petite. L'onde finie d'amont se produira encore, si 2 — « est très petit, nul ou négatif ; il s'agit alors d'une rivière torrentielle.
89. Rivière torrentielle. Intégrale particulière. — Nous avons vu (75) que deux mouvements uniformes peuvent être séparés par une onde uniforme. Le rapport des profondeurs d'eau dépend uniquement de la pente, dans le cas d'un lit très large, on peut multiplier ces ondes uniformes et obtenir une surface hydraulique formée de plans parallèles au fond; en chaque point, on a :
Nous obtiendrons une solution continue satisfaisant à cette même équation, si nous supposons que les ondes deviennent infiniment petites et infiniment nombreuses, il faut alors (73) que la pente soit :
i = Aga = Agb^. (2)
Nous devinons donc ainsi qu'il doit exister pour cette pente particulière une solution telle que u et h restent constants le long des caractéristiques d'amont. Ces caractéristiques sont alors des droites ; la surface hydraulique et la surface des vitesses sont des surfaces réglées.
Nous trouverons anal}rtiquement cette solution en reprenant les équations (A) et (8) du numéro 43 et en y faisant :
H = A = — : — et n =^ o.
On obtient deux équations à une seule fonction inconnue u; en
exprimant que ces deux équations sont identiques, on trouve l'équation (2) ; Tune des équations en u est :
L'équation de la caractéristique est :
ds dt du
lu "" "¥" "" ~ ^ '
On en déduit : «
Les équations (i) et (5) déterminent l'intégrale.
On reconnaît facilement que la caractéristique (4) se confond avec la caractéristique d'amont.
Cette solution particulière ne se produira que si les circonstances d'amont sont convenablement choisies. Si le niveau d'eau s'élève à l'amont, on aura certainement un contour apparent et, par conséquent, une onde finie. On pourrait même déterminer les circonstances d'amont de manière que la surface hydraulique comprenne un conoïde à directrice verticale ; ce sera le cas d'une onde finie se produisant instantanément.
Cette solution particulière est aussi appliquable à un lit prismatique de largeur finie, si la forme de la section est déterminée par la condition que l'onde infiniment petite existe pour toute profondeur; la section satisfait à l'équation :
équation que l'on déduit facilement du numéro 73.
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