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Mémoire sur l'intégration graphique et ses applications
La question posée au concours universitaire de 1873-1874 était la théorie du gyroscope; le 31 mars 1874 nous fîmes parvenir au Ministère de l'intérieur un Mémoire sur cette question accompagné de 5 thèses. Ces thèses furent défendues en séance publique le 3 juillet 1879; peu de temps avant, elles avaient été publiées au Moniteur dans les termes suivants :
Thèses rédigées par le second concurrent en sciences physiques et mathématiques, M. Junius Massau , élève-ingénieur des ponts et chaussées , élève de l'Université de Gand.
1. — La méthode employée dans le chapitre II, première partie {du
ds tném.oire rédigé à dom,icile ) pour discuter r équation en — j— peut servir
pour étudier un grand yioinbt'e adéquations différentielles.
2. — Dans le même ordre d'idées, on pourrait calculer ces fonctions dune manière graphique.
3. — La 7nême méthode pennet de construire graphiquement les surfaces, moments, mom,ents d'inertie , centres de gravité, racines d'équations , etc.
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4. — On peut imaginer un instnttnent qui résolve les mêmes problêmes.
5. — La méthode anciouie cC exposition du calcul infinitésirnal n'est pas rigoureuse ; la méthode actuelle est difficile pour les élèves et m.anque de naturel. En combinant les deux, on pourrait peut-être exposer le calcul plus simplement sans que la rigueur en souffre.
Le 3 décembre 1877, nous présentâmes un mémoire sur les quatre premières thèses , à la section de Charleroi de l'Association des ingénieurs sortis de l'École de Gand.
Le Bulletin mensuel de cette Association du mois de décembre 1877 a résumé ce mémoire comme suit :
'• La parole est donnée au camarade Massau qui s'est chargé de présenter un Mémoire sur l'intégration graphique et ses applications.
" Les principales méthodes graphiques employées jusque maintenant sont de deux espèces : les unes sont d'ordre purement géométrique et forment une science connue depuis longtemps sous le nom de calcul graphique ou calcul par le trait ; les autres se déduisent à la fois de la géométrie et de la statique et forment une science toute moderne que l'on a appelée statique graphique. Le principal avantage de cette dernière, c'est qu'elle est presque uniquement fondée sur un même tracé qui est celui du polygone funiculaire au moj-en du polygone de Varignon. Il arrive ainsi que l'on se familiarise très vite avec les constructions , et non seulement on arrive plus vite au but que par toute autre méthode , mais un simple examen de l'épure permet de saisir immédiatement l'ensemble des opérations et d'en vérifier la complète exactitude. Le calcul graphique ne paraît pas présenter les mêmes avantages ; les problèmes les plus importants ne sont résolus que par des méthodes incomplètes ou peu pratiques qui presque toujours fatiguent plus l'esprit que les calculs qu'elles veulent éviter. La raison en est dans la diversité des opérations, et il semble qu'en choisissant une construction type et en faisant de cette construction un emploi systéma- .
tique, on arriverait à de nouvelles méthodes aussi avantageuses que celles de la statique graphique. Le but du Méraoirequi est soumis à l'examen de la Section est le développement des thèses que le camarade Massau a présenté, dans cet ordre d'idées, au concours universitaire de 1873-1874. Ce Mémoire est divisé en cinq livres.
" Le livre premier traite de l'opération type appelée intégration graphique et qui peut s'énoncer comme suit : Étant donnée une courbe y = fx dite courbe primitive , construire
la courbe y= j fxdx dite courbe intégrale. De même que
par le polygone de Varignon , on obtient les inclinaisons des côtés du polygone funiculaire , de même on peut construire un diagramme donnant les inchnaisons des côtés d'un pol}-gone inscrit ou circonscrit à l'intégrale et déduire de là deux méthodes générales d'intégration graphique qui exigent, la première la connaissance des ordonnées moj-ennes, la seconde la connaissance des abscisses moyennes des arcs de la courbe primitive. Dans la plupart des cas utiles à considérer pour les besoins de la pratique, ces ordonnées et abscisses moyennes se déterminent l'acilement et l'on obtient une intégration exacte; dans les autres cas, on opère par assimilation et l'on obtient une intégration approchée. Il est inutile de se précocuper des constantes d'intégration ; une intégrale quelconque du w'^"»* ordre étant tracée , elle représente l'intégrale centrale, si on suppose que les ordonnées de la courbe soient limitées vers les y négatifs par une parabole arbitraire de, degré n — 1 ; les conditions qui définissent une intégrale particulière permettent de déterminer la courbe de repère relative à cette intégrale.
" Le livre II est consacré à l'étude des applications diverses, à l'algèbre, la géométrie et la mécanique. Un grand nombre de courbes peuvent être construites par les procédés d'inté-' gration graphique; on peut citer les paraboles de divers, degrés données par leurs équations ou un nombre suffisant-
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de points et de tangentes, les hyperboles ayant une équation de la forme
yr= r + .... + l,
les courbes dont l'ordonnée est une fonction rationnelle de l'abscisse et plus généralement toutes les courbes algébriques auxquelles M. Cayley a donné le nom de courbes iinicwsales. Les surfaces planes et leurs moments de divers ordres peuvent se déterminer au moyen de certaines courbes intégrales dites courbes des moments; ainsi les moments statiques et les moments d'inertie s'obtiennent respectivement par une double et une triple intégration ; l'ordonnée du centre de gravité est l'ordonnée où le moment statique est nul et s'obtient avec la plus grande facilité. Les lieux des efforts tranchants et des moments fléchissants d'une poutre droite sollicitée par des forces normales sont respectivement les intégrales première et seconde de la courbe des charges; la forme d'équilibre d'un fil sollicité par les mêmes forces est identique au lieu des moments fléchissants et peut s'obtenir par une double intégration.
" Le livre III contient des tracés qui permettent d'efïectuer graphiquement tous les calculs des terrassements nécessaires à l'établissement d'une route.
1' Le livre IV comprend le développement des méthodes graphiques relatives à la stabilité des constructions en maçonnerie ; on peut sans aucun calcul déterminer les dimensions des murs de réservoir ou de soutènement et résoudre tous les problèmes relatifs à la stabilité des voûtes.
« Le livre V traite du calcul des poutres droites. Les lieux
des efforts tranchants et des moments fléchi.'^sauts sont des
ntégrales affectées de certaines constantes ( réactions d'ap-
dy pui, moments d'encastrement) ; l'inclinaison ~ et la flèche y
de la fibre moyenne déformée sont respectivement les intégi'ales première et seconde du lieu des moments fléchissants ; il est ainsi possible de trouver graphiquement tous les élé-
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ments d'une i)Outre droite quels que soient la- clmrge, les conditions d'appui et le nombre de travées.
'• Le livre VI est l'exposé d'un procédé d'intégration graphique applicable aux équations différentielles du premier
ordre de la forme fiœ, y,^\ =o. il repose sur l'étude des
courbes f{x,y, a) = 0 qui sont les lieux des points où les intégrales en nombre infini de l'équation donnée ont la même inclinaison.
" On peut par ce procédé étudier la forme des axes hydrauliques des cours d'eau non prismatiques. »
Les deux premiers livres de ce Mémoire furent publiés en 1878 dans les Annales de V Association des Ingénieurs sortis de V École de Gaiid. Chargé vers la fin de cette année du cours de mécanique à l'Université de Gand , la publication de notre cours a absorbé tout notre temps et nous a empêché de continuer notre travail. Nous aurions pu sans doute livrer à l'impression les notes que nous avions communiquées à la Section de Charleroi; mais les parties de notre Mémoire déjà publiées ut le résumé du Bulletin mensuel suffisaient aux lecteurs pour deviner la plupart des applications qu'il nous restait à faire connaître. Nous avons donc cru pouvoir attendre que nous ayons complété les derniers livres de notre travail avant de les i)ublier; au lieu d'énumérer sèchement les applications de l'intégration graphique que nous avions annoncées , nous avons étudié d'une manière plus ap[»rofondie , les questions auxquelles notice méthode peut s'appliquer; nous avons aussi introduit quelques recherches avec lesquelles l'intégration graphique a des rapports plus ou moins éloignés.
C'est ainsi que nous exposons une méthode pour construire des tables graphiques , qui nous paraît oeaucoup plus générale que la méthode de M. Lalanne ; nous appliquons cette nouvelle méthode à quelques questions d'hydraulique, aux calculs des murs de soutènement, à la détermination des longueurs qui représentent les surfaces de déblai et de remblai
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sans calcul des cotes rouges. Dans le livre IV, nous ne nous bornons plus à appliquer Tintégration graphique aux théories admises sur la stabilité des voûtes, nous discutons ces théories pour en démontrer l'inexactitude et nous proposons une théorie nouvelle. Dans le livre V nous étudions plus complètement la stabilité des arcs métalliques.
,. Nous croj'ons que notre travail ainsi complété sera beaucoup plus intéressant pour nos lecteurs.
I. Représenlation graphique des quantités. — Ou
représente les quantités de quelque nature qu'elles soient par des lignes proportionnelles ; soient X , X', X" des nombres de même nature , a la longueur qui représente l'unité ; les longueurs qui représentent les nombres X , X', X" sont données par les équations x^^a, œ'==X'a, œ" = X"a. Si a est exprimé en millimètres , œ, x', x" seront donnés également en millimètres. Lorsque a n'est pas exprimé par un nombre simple , cette méthode conduit à des multiplications fréquentes et pénibles que l'on peut éviter au moyen d'une échelle.
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9. Représentation graphique d^ane fonction. — Pour représenter une fonction Y = /'X , on choisit deux axes coordonnés, on porte à des échelles convenables (différentes ou non) X en abscisses, Y en ordonnées ; la courbe que l'on obtient est la représentation graphique de la fonction. Réciproquement Y = fX est l'équation de la courbe. Toutefois cette équation n'est pas homogène et il est utile de la transformer.
3. — Soient a, b les longueurs des unités des échelles des X et des Y; les coordonnées o), y d'un point quelconque de la courbe seront données par les formules œ = Xa, y=Yb, d'où l'on tire
X = iL, Y=|-; a b
l'équation Y = Pi devient
qui est l'équation homogène de la courbe.
Plus généralement soit une relation /"(X, Y, Z) = 0 entre des quantités X, Y, Z de natures différentes dont nous représentons les unités par a, b, c; en rendant cette relation homogène, elle devient
4. Intégration graphique. — Dans ce qui va suivre, nous représenterons toujours les fonctions par des courbes; quand nous dirons donner ou trouver une fonction, cela voudra dire donner ou trouver graphiquement la courbe qui la représente. Cela étant et en vue de ramener toutes les constructions à un même tracé , nous choisissons comme opération fondamentale, l'opération qui consiste à trouver l'intégrale d'une fonction donnée : c'est à cette opération que nous avons donné le nom àHntégration graphique. La courbe donnée sera appelée courbe iirirnitive , nous appellerons courbe intégrale la courbe qui représente la fonction intégrale et nous aurons souvent à considérer des courbes
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intégrales premières, secondes, etc., si l'on effectue plusieurs intégrations graphiques successives. Réciproquement une courbe pourra donner lieu à des courbes dérivées de divers ordres.
5. Formules roiidameiitales. — Soit Y = fX la fonction donnée , Z l'intégrale de cette fonction ; on a l'équation dZ = YdX et en la rendant homogène par la méthode n" 3 , on trouve :
d — = -f- rf — ou bien dz = ^--— ; c b a ab
d'où en posant
. ab
on déduit :
éz-yf. (2)
En intégrant cette der
nière entre les limites xeix + Ax,
on obtient :
1 ydx
Cette équation (3) peut subir une transformation qui sera très utile dans ce qui va suivre. Soient AB (flg. 1 , pi. 9) la courbe primitive , A et B les points dont les abscisses sont x et ^ -}- A ^. En supposant les axes rectangulaires, ijdx sera la surface d'un élément MM' nV m et
ydx
sera la surface du trapèze curviligne KY^ba. Traçons a (3, parallèlement à l'axe des x, de façon que le rectangle aftba ait même surface que le trapèze curviligne k'^ha et soit î/m l'ordonnée commune des points de la droite a/5 : c'est ce
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que nous appellerons rordonnée moyenne de Tare A B. Eu exprimant l'égalité des surfaces c/.{il)n et AB^r/, on a :
//,„ A ^ = I ydx.
En p(n^tant cette valeur de
yrjœ
dan« l'équation (3), on obtient :
Az^^^^~^' (4)
G. Remarques. — 1° Cette transformation suppose les axes coordonnés rectangulaires; mais il est facile de l'étendre au cas de deux axes faisant entre eux un angle quelconque a.
Il sera toujours possible, en effet, d'imaginer un parallélogramme a^ab {ûg. 2), équivalent au trapèze curviligne AB b a; tjm l'ordonnée de a (3 sera encore l'ordonnée moyenne. L'équation qui exprime l'égalité des surfaces XBba, et a^ba est :
J-^x -[ Ax ijdx sin w,
d'oii comme précédemment on tire :
y-m àx = \ yrlx
2° De l'équation
/,.r — ii u:
Az ='
il résulte que l'on peut dire que la courbe intégrale est engendrée par un point se déplaçant sur l'ordonnée de la courbe primitive, ou sur son prolongement de quantités proportionnelles à la surface engendrée par cette ordonnée.
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3° L'équation
montre que A c; est la dimension variable d'un rectangle ou parallélogramme, dont l'autre dimension est constante et égale à 1 et dont la surface est équivalente à la surface engendrée par l'ordonnée de la courbe primitive. La longueur 1 donnée par l'équation X = — ne dépend que des
échelles adoptées dans le tracé ; nous l'appellerons base de Vintégraiion.
% 2. Propriétés de la courbe intég-rale.
Pi'oprîéié I. — L'équation (2) peut se mettre sous la
forme
dz _ y
dx X '
soit AB (fig. 3 ) la courbe primitive. A, B, la courbe intégrale; dz et dx sont les accroissements A,R' et RR' des coordonnées d'un point quelconque A^ delà courbe intégrale qu'on suppose transporté en R sur la tangente.
Si nous portons O'A' égal et parallèle k Ka, OP égal à À et parallèle à Ox ; la relation
dz y ,. RR' O'A' -^^oubien-^ ^ —
montre que les triangles A.RR' et OPA' ont deux côtés parallèles et proportionnels ; ils .sont semblables et les troisièmes côtés A,R et PA' sont parallèles. De là cette propriété : si on porte PO' égal à 1 , parallèlement et dans le sens de l'axe de X, si à partir du point 0' comme origine on porte différentes ordonnées de la courbe primitive sur un axe o'y^ parallèle à Oî/ , si on joint les extrémités de ces dernières au point P , on obtient les directions des tangentes à la courbe intégrale aux points correspondant aux ordonnées choisies. La
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flo-ure que Ton obtient ainsi est le diagramme des directions des tangentes à l'intégrale ; les rayons qui donnent ces directions émergent d'un point P qui est le pôle du diagramme ; oy' est l'axe du diagramme, 0' en est l'origine ; les longueurs O'A', O'B'.... sont les ordonnées du diagramme ; enfin PA', PB'... sont les directions correspondant à ces ordonnées. 8. Proprîôlé il. — L'équation (4) peut se mettre sous
la forme
Aa; ~ / En l'interprétant on trouvera la direction de la corde de l'intégrale de la même manière que l'équation (2) a donné la direction de la tangente.
Soient AB (fig. 4) la courbe primitive; A,B, la courbe intégrale; soit ab = AJ.'i = ^x; on a A^ = BJj, ; portons O'C égal et parallèle à y,., ; la relation
A^ _y>^ BA _ OV^
"AT ~ }. °" Afi, ~ PO'
montre que les triangles A,B,&, et PC'O' ont deux côtés parallèles et proportionnels ; ils sont semblables et les troisièmes côtés A,B, et PC sont parallèles. De là la propriété suivante : La direction de la corde d'un arc de l'intégrale est la direction du diagramme relative à l'ordonnée moyenne de l'arc de la courbe primitive qui correspond à l'arc de la courbe intégrale.
O. Propriélô III. — Les tangentes aux extrémités d'un arc de la courbe intégrale se coupent en un point dont l'abscisse est l'abscisse moyenne de l'arc correspondant de la courbe primitive.
En effet, soient (fig. 5) A,T et TB, , les tangentes aux extrémités de l'arc A,Bi de la courbe intégrale ; considérons la ligné brisée A,TB, comme une ligue intégrale , la courbe primitive qui y correspond est la ligne brisée A^^'B , puisque la propriété du n" 7 donne pour la dérivée de A,T une constante égale à A« et pour la dérivée de TB , une constante égale à Bb. Or, les deux courbes intégrales AiB, et AjTB, ont
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une corde commune A,B, , il faut donc que, dans les courbes primitives y,„ soit le même, sinon la propriété II (n° 8) donnerait des cordes de directions différentes pour ces deux intégrales. Pour que i/m soit le même pour les deux courbes primitives AB et A/7"B, il faut que surface A B&rt = surface At'f'BbaA; retranchons ces deux surfaces équivalentes de la même surface Aa'b'BbaA, il doit rester deux surfaces équivalentes , c'est-à-dire que : Surf a'ABb' = surf a'i'i"b'. Ce qui prouve que a' t' ou l'abscisse du point T est l'abscisse moyenne de l'arc AB. C.Q.F.D.
1 0. — Ces propriétés vont nous permettre d'aborder d'une manière générale le problême de l'intégration grai)liique ; la courbe intégrale ne peut évidemment se construire que par points; nous allons donner deux méthodes; l'une donne un ])olygone inscrit dans la courbe, l'autre un polj'gone circonscrit.
.^ 3. Méthodes générales.
I I méthode d'inlé^ralion \\Av |»olygono iii^crif à la courbe iiiiégrale. — Soit (fig. 6) ABCD..., la courbe primitive ; menons les ordonnées A«, B/j, Ce..., à des distances égales ou inégales ; nous nous proposons de chercher les points de la courbe intégrale situés sur ces ordonnées, ou, ce qui revient au même , de tracer le polj^gone inscrit dont ces points soient les sommets. Considérons les arcs AB, BC, CD... de la courbe primitive et par un moyen exact ou approché déterminons les ordonnées moyennes de ces arcs ; d'après la propriété II (n" 8) , si nous portons ces ordonnées eno'a',o'(3', o'y', les droites Pa', P|3', P/... donneront les directions des cordes des arcs A, B, , B, C, C, D,, de l'intégrale qui correspondent aux arcs AB , BC , CD... de la courbe primitive.
On sait que l'intégrale contient une constante arbitraire et n'est déterminée que lorsqu'on en connaît une valeur ; la courbe intégrale ne pourra donc être tracée que si on en connaît un point ; donnons-nous, par exemple, le point A,,
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correspondant au point A, nous obtiendrons le polygone inscrit cherché en menant A, B, parallèlement à Pa, B.Cj parallèlement à P(3', etc.
Si les ordonnées sont suffisamment rapprochées, les points A, , B, , C,... suffiront pour déterminer la courbe ; on pourra du reste, par la propriété I (n° 7 j , mener la tangente en ces différents points.
l'i. Remarque. — Si on déplaçait le point A, en A/ (flg. 6), ce qui revient à modifier la constante arbitraire, on obtiendrait une autre courbe intégrale A/B/C,'D/...
Les ordonnées de ces deux intégrales ne peuvent différer que par une constante. On en conclut que les différentes courbes intégrales d'une même courbe primitive sont identiques de forme; connaissant l'une d'elles, il suffit de la faire glisser parallèlement à l'axe des ordonnées pour avoir toutes les autres.
Le transi)ort d'une courbe est une opération assez compliquée ; aussi nous opérerons toujours d'une autre manière au lieu de transporter la courbe , nous transporterons l'axe de œ d'une quantité égale et de signe contraire , cela aura évidemment le même résultat, savoir augmenter ou diminuer les ordonnées d'une quantité constante.
13. llélhode du polygone circonscrit. — Soit (fig. 7), ABCD, la courbe primitive A«, Bb, Ce, des ordonnées à des distances égales ou inégales ; déterminons par un moj'en quelconque exact ou approché les abscisses moyennes a,|3, ,y des arcs AB , BC, CD. Soit A, le point donné de la courbe intégrale correspondant au point A ; en portant les ordonnées A«, B6, Ce, sur le diagramme, on trouve les directions F A' , P B' , P C , des tangentes à la courbe intégrale aux points A, , B, , C, , D,, de cette dernière qui correspondent aux points A , B , C , D de la courbe primitive. Nous pourrons mener la tangente en A, , en menant par le point A, qui est donné , une parallèle à PA' ; la propriété II I , n" 9 , nous donne le point où la tangente en A, est coupée par la tangente en Bj ; ce point a, , étant déterminé , on peut mener la tangente en B, et passer successivement de la même manière aux différentes tangentes jS^ -/, , y, di , etc.
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CHAPITRE II
Détermination de l'ordonnée moyenne de différents arcs de courbe.
14. —Nous avons vu n" 11 que rintégration graphique par polygone inscrit à l'intégrale exige la connaissance des ordonnées moj'eunesdes diiferents arcs dans lesquels on décompose la courbe primitive ; nous allons examiner successivement comment on peut trouver graphiquement les ordonnées moj'ennes de droites et d'arcs paraboliques de divers degrés. Ces cas particuliers, qui sont très importants et se présentent très souvent dans les calculs de l'ingéuieur, sont les seuls que nous considérons ; dans le cas d'un arc quelconque, on pourra toujours l'assimiler au cas d'un arc de parabole de degré plus ou moins élevé , assimilation qui conduira à une construction approchée de l'ordonnée moyenne.
§ 1^''. Cas d'une ligne droite.
15. li^ordonnée moyenne d^inc ligne droite est Tordonnée du milieu de la droite. — En effet , S0it((ig. 8) AB la droite donnée, E son milieu ; si par le point E ou même CD parallèlement à l'axe des x, le trapèze ABôrt sera équivalent au rectangle (ou parallélogramme) CDba d'après un théorème de géométrie élémentaire ; donc Ee est l'ordonnée moyenne.
% 2. Arc parabolique du second degré.
On entend par paraboles du degré n les courbes
qui ont pour équation y= a + bx + coc'^ + Ix"' ; la
parabole du second degré a donc pour équation :y==a-hbx 4- ex"". Cette équation renfermant 3 coefficients , il faut 3 conditions pour déterminer un arc parabolique du second degré ; nous examinerons successivement les deux cas suivants ;
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A. L'arc parabolique est donné par 3 points dont les lignes d'ordonnée sont équidistantes , 2 de ces points étant les extrémités de l'arc.
B. L'arc parabolique est donné par ses deux extrémités et la tangente en l'une d'elles.
A. Arc paraijolique du second degré déterminé par 3 points dont les ordonnées sont équidistantes et dont deux sont tes extrémités de Varc.
1 7. Expression analytique de Tordonnée moyenne. — Soitx\B(fig. 9) l'arc parabolique du second degré; nous supposons que l'on donne les points extrêmes A , B , et le point intermédiaire C tel que les projections ou pieds d'ordonnées A', C, B' des points A , C , B, soient à égale distance. Soient : y, = A A', y, = CC, y, = BB', A'C = C'B' = h.
Prenons pour origine des coordonnées le point C, les points A , C , B auront respectivement pour coordonnées.
[y = y^ \y =yi \ y = yi
en exprimant que ces coordonnées satisfont à l'équation y^a-irbx + cx^ , on a 3 équations pour déterminer les coefficients a , & , c ; on trouve
/ y^ = a — bh -f- c?i^ (1) J y.- a
D'autre part, l'ordonnée moyenne cherchée y m a pour valeur
yd.
tjdx
ou en effectuant l'intégration et la division par 2 h :
Il s'agit de trouver a et c, au moyen des équations (1) de
INTEGRATION GRAPHIQUE. 17
condition entre a et c; la seconde des équations (1) donne a = tj; en ajoutant les deux autres , on trouve : 2/o + ^2 = 2« H" 2chi, ou en remplaçant a par sa valeur y^ + y^ =2y, +ch^, d'où :
Remplaçant, dans la valeur de y,n, a et ch^ par leurs valeurs , il vient :
en effectuant les calculs , on trouve :
,,, = h±î]k±yx (3,
*8. Constpuelîon graphique. — Pour construire graphiquement la valeur de ym donnée par l'équation (3) , considérons les points A, B, C (fig. 9) comme des points pesants ayant pour poids respectifs 1 , 1 , 4 ; je dis que le centre de gravité de ces trois points aura pour ordonnée l'ordonnée moyenne cherchée. En effet , soit y' l'ordonnée de ce centre de gravité ; le poids total des trois points est égal à 1 + I + 4 = 6, son moment par rapport à l'axe des x est 6y' ; comme il doit être égal à la somme des moments des trois poids , on a : 6î/' = î/o + ^2/1 + 2/2 > d'où :
.., Vo + 4y + y,
ce qu'il fallait démontrer. Le problème est donc ramené à chercher le centre de gravité des 3 poids A, B, C égaux respectivement à 1 , 1,4. Pour trouver ce centre de gravité , composons d'abord les deux poids égaux A et B; le poids résultant égal à 2 est appliqué au point I milieu de AB ; pour composer ensuite le poids C avec le poids I, nous diviserons CI en parties inversement proportionnelles à 4 et à 2, ou encore à 2 et à 1 ; c'est-à-dire qu'en divisant CI en trois parties égales, le point de division E le plus près de C sera le point cherché.
Ï8 INTEGRATION GRAPHIQUE.
On a donc la construction graphique suivante : étant donné un arc parabolique du second degré ACB par ses deux extrémités A et B , et par un point intermédiaire C à égale distance des ordonnées extrêmes, l'ordonnée moyenne de cet arc s'obtient en divisant en 3 parties égales la droite CI qui joint le point C au milieu I de la corde AB , le point de division le plus rapproché du point C a pour ordonnée l'ordonnée moyenne cherchée.
B. Arc paraboligiie du second degré déterminé par ses deux extrémités et ses tangentes en ces extrémités.
tO. — Soit AB (flg. 9) l'arc de parabole dont on connaît les deux extrémités A et B et sa tangente au point A : connaissant la tangente au point A , on a immédiatement la tangente au point B , puisqu'on sait , qu'en vertu d'une propriété de la parabole, les deux tangentes en A et en B se coupent en un point T du diamètre conjugué à la corde AB. On sait aussi que TC = CI ; on en conclut que lE qui est
CI IT
égal à — CI ou '^—' est aussi égal à — ; le point E est donc
le centre de gravité du triangle ATB. De là la construction suivante : étant donné un arc de parabole du second degré par ses deux extrémités AB et ses tangentes AT , BT en ces deux extrémités , l'ordonnée moyenne de cet arc de parabole est l'ordonnée du centre de gravité du triangle formé par ses deux tangentes et la corde AB de l'arc.
§ 3. Arc parabolique du troisième degré.
"iO. — La parabole du troisième degré a pour équation y = a + bx -\- cx"^ -f dx^ ; cette équation contient quatre coefflcients ; il faut donc quatre conditions pour déterminer un arc parabolique du troisième degré. Nous examinerons successivement les deux cas suivants : A. Le cas où l'arc est déterminé par quatre points dont les ordonnées sont équidistantes , deux des points étant les extrémités de l'arc.
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B. Le cas où l'arc est déterminé par ses deux extrémités et les tangentes en ces extrémités.
A. Arc parabolique du troisième degré déterminé par quatre points dont les ordonnées sont équidistantes et dont deux sont équidistantes de Varc.
31. Expression analytique de l'ordonnée moyenne. — Soit l'arc ABCD (fig. 10) donné par les quatre points A, B, C, D, tels que les ordonnées AA', BB', CC, DD', sont équidistantes, c'est-à-dire que : A'B' = B'C = CD'. Prenons comme origine des coordonnées le point 0 milieu de A'D'; ' soient : y^ = Ak', y, = BB', y^ == CC, y^ = DD'; soit AO
= OD' = /^ on en déduit B'O = oC =-^. L'ordonnée moyenne lim est donnée par l'équation
y m = jydx; J —h
on en déduit comme dans le paragraphe précédent :
Les coefficients a et c se détermineront par les équations qui expriment que les points A, B, C, D se trouvent sur l'arc parabolique.
Les coordonnées des points A et D sont respectivement :
'ly-Vo ' iy = -ï-y,
en exprimant que ces coordonnées satisfont à l'équation de la parabole , on trouve :
yo ^ a ~ m -{- eh' — dh'^ y-o = a + m -t ch^ 4- dh^ ; en ajoutant ces équations et en divisant par 2 il vient :
Vo + Vz ,. , , ,
—g — = a-\- ch^ (9)
En exprimant que les points B et C se trouvent sur l'arc parabolique, on trouve une équation semblable à l'équa-
20 INTEGRATION GRAPHIQUE.
tion (2); on peut la déduire de cette dernière en remplaçant y a et î/3 par y, et y, , et h par y;
on a donc : ^^ = ^^ + ^ (3)
Si, entre les équations (1) (2) (3) , on élimine a et c, on trouve une relation d'où l'on déduit la valeur de y m :
^9. Con»>lruetioii graphique de rordoiinée uioyeiine.
— Pour construire graphiquement la valeur de y, donnée par l'équation (4), considérons les points A, B, C, D (fig. 10) , comme des points pesants aj'ant pour poids respectifs 1 , 3, 3, 1.
Le centre de gravité de ces poids aura précisément pour ordonnée , l'ordonnée mo3'enne cherchée , car si on appelle y' l'ordonnée de ce centre de gravité, en prenant l'axe des x comme axe des moments, le théorème des moments donne :
dou '. y = g =î/a».
Le problème est donc ramené à la recherche du centre de gravité des poids A, B, C, D. Pour y arriver, composons d'abord les deux poids égaux A , D en un poids égal à 2 appliqué en F milieu de A D ; composons ensuite les deux poids B, C égaux à 3 en un poids unique égal à 6 appliqué en E milieu de BC- Il reste alors à composer les poids 6 et 2 appliqués en E et en F ; pour cela, divisons F E par le point I en parties inversement proportionnelles à 6 et à 2 ; le point I sera le centre de gravité cherché. Or, on a :
El _2 _ 1 IF~ 6 ■" 3'
r ^ El 1 1 ,, . „, FE
dou: „. , .„ ïT-[? = .. I , = — ; d ou : EI=— - .
EI + IFouFE 3+1 4 4
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Le point I s'obtient donc en divisant FE en 4 parties égales; c'est le point de division le plus rapproché de F. De là la règle suivante : quand un arc parabolique du troisième degré est donné par 4 points A, B, C, D dont les ordonnées sont équidistantes , deux de ces points étant les extrémités de l'arc , l'ordonnée moyenne de cet arc s'obtient en divisant en 4 parties égales la droite qui joint les milieux des deux cordes AD et BC qui joignent, l'une les points extrêmes, l'autre les points intermédiaires ; le point de division le plus rapproché de la courbe aura pour ordonnée l'ordonnée moyenne cherchée.
B. Arc parabolique déterminé par ses deux extrémités et les tangentes en ces deux p)Oints.
Expression aiitilyliqiic <lc rordoiinée moyenne
Soit l'arc A B (fig. 1 1 ) donné par ses deux extrémités A, B
et les tangentes A K, B L en ces extrémités. Soient AA' = î/o ,
BB'= y, ; soient aussi ij\, ij\\ les dérivées de l'ordonnée de
la courbe aux points A et B ; [)renons comme origine des
coordonnées le point 0 milieu de A'B' et soit A' 0 = OB' = // ;
l'ordonnée moyenne de l'arc iiarabolique, dont l'équation est
ij=a ■{- bx -{■ cx^ -\- (Iv^, a pour valeur rex])ression trouvée
au littera précédent :
, ch^ ?/-=« + —• (1)
Les coetîicients a et c satisfont à certaines équations qu'on obtient en exprimant que la courbe passe par les points A , B et qu'elle a en ces points ij'^ et y\ pour dérh'ées.
Les coordonnées des i)oints A et B sont respectivement :
\y = yo iy = y,
en exprimant que ces ordonnées satisfont à l'équation de la parabole du troisième degré , on trouve : yo = a — bh + c/i* — dh^ , y, = a + bit + ch^ dti^ , d'oti en ajoutant et divisant par 2 ,
?^^4^ = rt + c/^^ (2)
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La flél'ivée de y a pour valeur générale ij = b + 2cx + 3dx^; en exprimant que pour x= + h et a; = — Ji on a respectivement y' = ij'o , y' = y'i on trouve :
y\^h +2ch+2fih\
soustrayant la première équation de la seconde , il vient :
y\-y', = 4cJl (3)
Si on élimine aetc entre les équations (1) (2) (3), on trouve une relation d'où l'on tire :
Construction graphique de rordonnée moyenne
— Si nous portons (flg. 11),
A'D'=-|etB'E'=-^,
les points D et E auront respectivement pour ordonnées
DD' = 2/o + ^--;-etEE' = ^,-^.
La valeur de y-,,, de l'équation (4 ) peut donc s'écrire : DD^+ EE'
et par conséquent y.n est l'ordonnée du point milieu I de DE. De là , la règle suivante : lorsqu'un arc parabolique du troisième degré est défini par ses deux extrémités et les tangentes en ces extrémités , l'ordonnée moj^enne de cet arc est l'ordonnée du milieu de la droite qui joint les deux points de ces tangentes situés entre les ordonnées extrêmes et distants respectivement de chacune de ces dernières de la sixième partie de la distance qui les sépare.
!Î5. Autre oonstruelion graphique de l'ordonnée moyenne. — Soient K et L (fig. 11) les points où les tangentes^AK et BL vont couper l'axe oy. D'après la construc-
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tion précédente , l'ordonnée moyenne de l'arc A B est l'ordonnée du point I que nous pourrons considérer comme le centre de gravité de deux poids égaux appliqués aux points D et E ; supposons ces poids égaux à 3; le poids 3 en D pourra se décomposer en deux poids appliqués en A et K ; d'après la règle de la décomposition des forces parallèles, et en remarquant que
les poids A et K seront respectivement égaux à 2 et 1. De même le poids 3 en E pourra se décomposer en un poids 2 en B et un poids 1 en L. Les poids 1 en L et 1 en K donnent un poids résultant égal 2 appliqué en R milieu de LK. Finalement on a donc à combiner 3 poids égaux à 2 en A , B et R ; le point I cherché est donc le centre de gravité du triangle ABR. De là, la règle suivante : l'ordonnée moyenne d'un arc parabolique du troisième degré défini par ses deux extrémités et les tangentes en ces extrémités est l'ordonnée du centre de gravité d'un triangle dont les trois sommets sont : les deux extrémités de l'arc, et le milieu du segment intercepté par les tangentes extrêmes sur l'ordonnée située à égale distance de ces extrémités.
SG. Keniarque. — Cette dernière construction comprend comme cas particulier la construction donnée au n° 19 pour le cas d'un arc parabolique du second degré. Dans ce dernier cas, le segment LK est nul et le triangle ABR devient le triangle formé par la corde et les deux tangentes extrêmes.
§ 4. Arc parabolique de degré supérieur au 3^.
27 . — U serait possible de donner des règles graphiques pour trouver les ordonnées moyennes d'arcs paraboliques de degré supérieur au troisième; seulement ces règles sont assez compliquées; ainsi pour la parabole du quatrième degré déterminée par 5 points dont les ordonnées t/^ ?/, y^ y^ -ifi sont équidistantes , on trouve que l'ordonnée moyenne de
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l'arc compris entre les ordonnées extrêmes y^ y^ est donnée par la formule
7^/0 + 32 y, + 12 ^2 + 32 y^-^ly,
formule qui ne conduit pas à une construction simple. Pour cette raison, nous nous arrêterons ici à l'étude des paraboles; nous n'aurons pas l'occasion, du reste, d'avoir besoin de l'intégration d'arcs paraboliques de degré supérieur au troisième (1).
CHAPITRE III
Détermination de l'abscisse moyenne de différents arcs de courbe.
^8. — Nous avons vu n° 13 que l'intégration par polygone circonscrit à la courbe intégrale exige la connaissance des abscisses moj'ennes des différents arcs dans lesquels on décompose la courbe primitive. Nous allons nous occuper de la recherche de ces abscisses moyennes.
§ l^"". Cas d'une ligne droite.
90. Li'absoisiso moyenne d*nne lija;ne «Iroife est Pabscisse du milieu de eelle droite. — Cette proposition se démontre comme celle du n° 15.
( 1 ) Au lieu de construire l'ordonnée moyenne , on peut remplacer l'arc par une ligue de même ordonnée moyenne; on trouvera plus loin (113) une application de ce principe; si dans le cas de la parabole du quatrième degré, on divise l'iatervalle qui sépare les ordonnées extrêmes en parties dans le rapport des nombres 7, 32 , 12 , 32 , 7 ; si sur ces cinq parties, on trace les droites y = i/^, y =r y^, y ^y^^ y = y^^ y ^ y^^ on forme une ligne à gradins de même ordonnée moyenne que l'arc parabolique ; en intégrant ces lignes, on trouvera un arc polygonal de 5 côtés, dont les extièmes sont les tangentes aux extrémités de l'intégrale exacte de l'arc parabolique
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§ 2. Parabole rapportée à l'axe des y.
Nous entendons par là les paraboles qui ont pour
équation x = a + b^ -{- cy'^ -{- ; il est évident que l'on
trouverait les abscisses moyennes d'un arc de Tune de ces courbes par les mêmes règles que celles qui ont été exposées n°s 16 à 27 pour trouver les ordonnées moyennes des arcs paraboliques rapportés à l'axe des oo.
§ 3. Relation entre l'abscisse moyenne et l'ordonnée moyenne.
31. Coiiiiai§saiit IVrdoniiéc luoyonnu, on peut dclcrmiiier l^ibsci^»*!' iiioycniiv et réci|>i'0(|uoiiionl. — Soit, en effet, l'arc AB (fig. 12), (tb la projection de cet arc sur l'axe des œ; portons l'ordonnée moyenne de l'arc AB en Ce sur l'ordonnée qui divise «?> en deux parties égales; par le point C menons A'B' parallèlement à la droite AB.
La ligne A'B' et l'arc AB ont même ordonnée moyenne Ce, on en conclut que surf. A'B' ba = surf. Airt B ba.
En retranchant de ces deux surfaces équivalentes la surface commune AB b/i , il reste deux surfaces éijuivalentes, donc :
Surf. A'B'BA = surf. A»?B.
En remarquant que le parallélogramme A'B'BA est équivalent au parallélogramme A"B"BA comme ayant même base AB et même hauteur, on reconnaît qu'on a aussi surf. A"B"BA = surf. ArnB. En retranchant ces deux surfaces de la surface commune fiBAa on trouve surf jSB;;^Aa = surf. (3B"A"a. On en conclut que les lignes A"B" et AmB ont même abscisse moyenne, donc l'abscisse moyenne de l'arc A//?B est E-. Nous reconnaissons ainsi la propriété suivante :
Si nous portons l'ordonnée moyenne d'un arc AB en Ce sur lordounée située à égale distance des ordonnées extrêmes de l'arc, si semblablement nous portons l'abscisse moyenne en E- sur l'abscisse située à égale distance des abscisses extrêmes de l'arc, les deux points E et C sont sur une pa-
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rallèle à la corde de lare. Cette propriété permet de trouver .l'abscisse moyenne connaissant l'onloBnée moj-enne et réciproquement.
CHAPITRE iV
Exemples d'intégration exacte.
S'î. — Nous nous proposons d'examiner dans ce chapitre un certain nombre de cas où l'on peut trouver l'intégrale exactement; nous nous occuperons successivement des cas oîi les arcs de la courbe primitive sont des droites et des arcs paraboliques; nous donnerons ensuite un exemple d'intégrations graphiques successives.
§ V. Cas où la ligne primitive est formée de lignes droites.
33. «roîte parallèle à Taxe des x. — Soit AB (flg. 13) la droite, parallèle à l'axe des œ, ce qui constitue la ligne primitive. Le diagramme ne donne qu'une seule direction PA' pour toutes les cordes et tangentes de l'intégrale; cotte dernière doit donc se réduire à une ligne droite parallèle à la droite PA'. Soit A, le point de l'intégrale qui tient lieu de la constante arbitraire; on obtiendra cette intégrale en menant par le point A, une droite A,B, parallèle à PA'.
34. Ligne formée de parallèles aux axes coordonnés. — Soit (fig. 14) ABCDEF.... la ligne primitive formée de droites parallèles aux axes co(jrdonnés; d'après le numéro l)récédent, les intégrales de chacun des arcs AB, CD, EF, etc.... sont des droites dont les directions sont données par le diagramme en PA', PC, PE', etc...., soit A, le point donné de la courbe intégrale correspondant au point A de la courbe primitive; on obtiendra la ligne intégrale en menant successivement A,C, parallèlement à PA' par le point A,, C,Dj parallèlement à PC par le point C,, D,F, parallèlement à PE' par le point D, , etc....
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35. I^ig-ne polygonale (|iiolcon(|ue. — Soit (flg. 15) ABCD.... la ligne polygonale constituant la courbe primitive : les ordonnées moj^ennes des côtés AB, BC, CD...,
sont les ordonnées U, KA% L/ du milieu de ces droites;
en portant ces ordonnées en oV, oL', oK' — sur Taxe du diagramme, on obtient en PI', PK', PL' — .les directions des cordes A,Bi , BjC, , C,D,.... de l'intégrale. Connaissant un point A, de la courbe intégrale, on peut mener A,B, ,B,C, , CiD, ,etc.... parallèlement à PI', PK', PL', etc. . . . et Ton obtient un polygone A,B,C,Dj . . . inscrit dans l'intégrale. L'intégrale étant une courbe , puisque ses inclinaisons varient d'un point à un autre, on ne peut la construire que par points; si les points Aj , B, , C, , D, , . . . sont insufQsants, on en trouvera d'autres en divisant les côtés AB , BC , CD. . . . en plusieurs parties et en considérant chacune des parties comme un arc. Remarquons d'ailleurs que les arcs de l'intégrale sont des arcs de parabole, caria courbe primitive ayant une équation de la forme y = ax -t- b , l'intégrale aura pour équation
ij^ = —^ + bx + c,
qui est l'équation d'une paraI)ole du second degré. Si donc, au moyen du diagramme , on mène des tangentes aux extrémités de ces arcs de parabole , ces derniers seront complètement déterminés et pourront être tracés aussi exactement qu'on le désire.
36. llôiiie cas. — ^tiilre conslriielîoii. — On peut employer la méthode du polygone circonscrit à l'intégrale. Reprenons la figure 15; les abscisses moyennes des droites
AB, BC,CD sont les abscisses des milieux de la droite ;
de là la construction suivante : menons des lignes d'ordonnées par les milieux i , k, l , des projections des arcs
A B , B C , . . . portons les ordonnées Aa,Bb, Ce , Dd,. . . en oA', oB', oC . . . , soit PA', PB', PC les directions correspondantes. En menant successivement A,^ parallèlement à PA, tr parallèlement à PB', etc. . ., on obtient en A,trs . . .
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le polygone circonscrit à l'intégrale. Cette méthode a sur la précédente l'avantage de donner immédiatement les tangentes à l'intégrale; les arcs de cette dernière sont alors complètement déterminés.
§ 2. Autres cas.
S7.— On opérerait de la même manière pour toutes les courbes que l'on peut décomposer en arcs paraboliques du second ou du troisième degré; nous croyons qu'il est inutile d'entrer dans de plus longs détails au sujet de ces cas , dont nous rencontrerons plus loin les plus importants.
38. — On peut se proposer de construire graphiquement l'intégrale multiple d'une fonction représentée par une courbe ; on effectue alors plusieurs intégrations successives par les méthodes du paragraphe précédent, en se donnant de chacune des courbes intégrales un point tenant lieu de la constante arbitraire, soit (fig. 16) AoABoB. .. une ligne formée de parallèles aux axes coordonnés ; nous obtiendrons par la méthode du n" 34, le polygone A,B,r,D, pour première intégrale ; par la méthode du n" 36 nous obtiendrons la seconde intégrale, qui est formée d'arcs paraboliques définis par leurs extrémités A2,Bj,C2,D2. . . et leurs tangentes extrêmes. Le pôle P, se rapporte à la première intégration , le pôle Pj à la seconde. Pour effectuer une troisième intégration , nous remarquerons que les ordonnées moyennes des arcs A2B2 , DjCj . . . sont connues, puisque d'après le n° 19 ce sont les ordonnées des centres de gravité des triangles formés par les cordes des arcs et leurs tangentes extrêmes ; on obtient aisément le polygone A3B3C3D3 inscrit à l'intégrale troisième en portant ces ordonnées moyennes en 0"'A"', 0'"B"', etc .... sur un diagramme dont P3 est le pôle ; on a : A3B3 parallèle à A3B'". BC3 , parallèle à A3B'", etc.
Pour effectuer une quatrième intégration , il faut commencer par définir complètement les arcs de courbe A- B3, B3C3 , etc., en menant, au moyen du diagramme les tan-
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gentes en leurs extrémités , les ordonnées moyennes se trouveront alors par le procédé du n" 25 , et on eu déduirait aisément un polj'gone inscrit dans l'intégrale quatrième cherchée.
Nous n'avons pas indiqué cette quatrième intégration pour ne pas compliquer la figure ( 1 ).
CHAPITRE V
Méthodes approchées d'intégration graphique.
30. — Soit AD (fig. 17, pi. 10) une courbe primitive quelconque définie par différents points A , B , C , D ; en général , il sera impossible d'en tracer exactement la courbe intégrale ; mais en assimilant les arcs AB , BC , CD , aux arcs dont on peut trouver les ordonnées moj'ennes, nous allons rencontrer différents procédés d'intégration graphique approchée.
§ l*"''. Méthode d'assimilation à une ligne polygonale.
4®. — Si nous remplaçons les arcs AB, BC, CD,... par leurs cordes, on ramène la courbe à une ligne poh'gonale dont on a facilement Tiutégrale. Cette méthode est la traduction graphique de la méthode dite des trapèzes pour le calcul des quadratures.
§ 2. Méthode d'assimilation à une suite d'arcs paraboliques du second degré.
41. — Assimilons les arcs AB, BC... (fig. 18), à des arcs paraboliques du second degré ; pour que ces arcs soient dé-
(1) On trouvera dans le livre II une construction donnant exactement l'intégrale d'ordre n d'une suite de droites (G9) ; cette construction donne aussi les intégrales successives de paraboles, en considérant ces dernières comme le résultat de l'intégration de lignes droites.
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terminés, il est nécessaire d'en connaître les points intermédiaires I , K , L , dont les ordonnées sont à égales distances des points extrêmes.
En appliquant la méthode du n" 18 pour trouver les ordonnées moyennes de ces arcs , on obtient facilement l'intégrale ciiercliée. Cette méthode est la traduction graphique de la méthode dite de Simpson.
§ 3, Méthode d'assimilation à une suite d'arcs paraboliques de degré supérieur au second.
4!î. — La méthode précédente, quoique plus exacte que la méthode par trapèze , a 1 inconvénient de se prêter très mal aux courbes présentant des points d'inflexion , car l'arc parabolique du second degré n'a jamais de semblable point. C'est pour cette raison qu'il est avantageux dans certains cas d'assimiler les arcs de la courbe primitive à des arcs paraboliques de degré supérieur au second. Nous pourrons, par exemple, choisir des arcs parabohques du troisième degré; en appliquant le procédé du n^ 22 pour chercher 1 ordonnée moyenne de ces arcs, on effectuera l'intégration aussi facilement que par la méthode du paragraphe précédent.
§ 4. Méthode donnant une limite de l'erreur.
•13. — Il est très utile, quand on effectue une intégration graphique approchée, de connaître quelle est l'approximation sur laquelle on peut compter.
On arrive à ce résultat en remplaçant la courbe donnée par deux autres lignes dont on puisse trouver les intégrations exactement et telle que l'une donne une intégrale trop grande M et l'autre une intégrale trop petite m. Si on adopte M ou m comme valeur de l'intégrale demandée, on commettra une erreur plus petite que M — ru ; Terreur sera positive
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SI on choisit M , négative si on clioisit )ii. Enliu on peut prendre , pour valeur de l'intégrale , la ([uantité
l'erreur sera réduite de moitié, mais on n'en connaîtra plus le sens. La méthode dite de Poncelet est fondée sur ce principe ; en la traduisant graphiquement, nous arriverons à un procédé d'intégration graphique approchée donnant une limite de l'erreur (1).
44. — Soit (tig. 19) AI la courbe primitive donnée, proposons-nous d'en chercher l'intégrale entre les limites A et I; nous divisons sa projection sur l'axe des x en un nombre pair de parties égales, ah, bc, cc^, etc. Nous supposons que la courbure de la courbe ne change pas de sens dans l'étendue
(1) Le même principe s'applique évidemment à toutes les méthodes
approchées d'intégration ; mais ce serait une idée malheureuse que de
vouloir comparer ces méthodes par la limite certaine de l'erreur ; ainsi ,
dans la méthode de Poncelet, 1 expression — est exacte dans le cas
où les arcs AB , BC..., etc.. sont des droites ; on obtiendra un résultat
bien plus exact, dans la plupart des cas, en assimilant les arcs AC, CE
à des arcs de paraboles : cela conduit à la valeur ; cependant la
limite certaine de l'erreur est la même , parce que l'on pourrait trouver une courbe s'approchant des droites AB, BC autant qu'on le voudrait. Si on ignore le sens de la courbure de la ligne ABCD..., on peut supposer que la ligne ait la forme indiquée en pointillé , ou une autre forme qui peut différer de ABC autant que l'on voudra ; dans ce cas, il n'y a pas de limite certaine de l'erreur. Lorsque l'on procède à une intégration approchée, on connaît les particularités de la courbe, c'est d'après ces particularités que l'on fait choix de la méthode ; alors la limite probable de l'erreur est intiniment moindre qu'une limite certaine que l'on calcule en supposant que la courbe présente les propriétés les plus étranges. Ainsi , par exemple, si la ligne à intégrer touchait une ordonnée et avait avec cette ordonnée un contact d'ordre n , circonstance qui sera toujours connue , on remplacera évidemment l'arc de courbe par la parabole X — x^ = A {y — 2/o)" ; on déterminera l'abscisse moyenne par les méthodes précédentes.
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considérée , et pour fixer les idées, nous supposerons la courbe concave vers l'axe des x. Nous obtiendrons une intégrale plus grande que l'intégrale cherchée en remplaçant la courbe ABC...I par ses tangentes au point B, D, F, H ; nous obtiendrons une intégrale plus petite en remplaçant la courbe par le polygone inscrit ABDFHI.
Considérons d'abord l'intégrale trop grande : pour la construire graphiquement , remarquons que les points B, D, F, H, donnent précisément les ordonnées moj'ennes des tangentes qui passent par ces points; de là la construction suivante (d'après la méthode du n° 12) : portons sur l'axe du diagramme O'B' = m , O'D' = J)d , O'F' = F/", O'H' = Wi ; soit P le pôle du diagramme ; soient A,C, parallèle à PB', CjE, parallèle à PD', E,G, parallèle à PF, G ,1 parallèle à PH', la ligne AjC, E,GiIj est l'intégrale du polygone des tangentes à la courbe donnée.
Considérons maintenant le polygone inscrit ABDFHI pour en avoir l'intégrale nous opérerons au moyen des abscisses moyennes (méthode du n" 13). Faisons abstraction pour le moment des droites AB et HI ; si l'on prend le point B , sur A,C, comme premier point, on trouve pour l'intégrale de BDFH le polygone déjà tracé B,CiEjGiHj. Occupons-nous actuellement des lignes AB et HI. En ce qui concerne la droite AB, BiA, donne déjà une des tangentes à l'arc de l'intégrale; l'autre tangente dont la direction est PA' doit couper la première en un point t dont l'abscisse est l'abscisse moyenne de AB ; ce point t est donc sur l'ordonnée située à égale distance des ordonnées B6 et A.a, ce qui détermine la tangente ai. On trouverait de même H,r|3 pour l'intégrale de la droite HI. En résumé, nous trouvons comme valeur trop grande Ij»', comme valeur trop petite |3a' = Ija' — (a'a' — 1,|3). Si nous adoptons Ija ou /3a' comme valeur de l'intégrale cherchée, l'erreur est plus petite que a'a' — Ij|3. Si nous adoptons la moyenne de ces deux valeurs , c'est-à-dire la distance des milieux des segments |3l et aa' , l'erreur sera plus petite que
a'a'— I.fi
CHAPITRE VI
Généralisations de l'intégration graphique. § V. Transformations des axes.
45. Trauspopt des axes. — Dans tout ce qui précède, nous avons toujours supposé que la courbe intégrale et la courbe primitive étaient rai)portees aux mêmes axes ; il est évident d'abord que tous les tracés s'appliquent également aux cas oti les axes , sans être identiques , sont parallèles , puisque toutes les constructions précédentes reposent sur la direction des cordes et tangentes de l'intégrale , directions qui ne sont pas altérées en transportant les axes et la courbe intégrale parallèlement à eux-mêmes. Enfin , si on fait tourner les axes de la courbe intégrale d'un certain angle, soit solidairement, soit chacun séparément, il suffit, pour que les propriétés des n^^ 7, 8, 9, bases de tous les tracés, soient encore applicables , que l'on fasse subir au diagramme les mêmes mouvements. On pourrait, par exemple, renverser complètement l'axe des œ et intégrer en marchant de droite vers gauche ; il suffit pour cela de renverser également la droite qui joint le pôle à l'origine du diagramme. Nous avons indiqué , tig. 20, un exemple de cette inversion.
46. Courbe primitive rapportée à une ligne courbe.— Nous pourrons supposer que, sans cesser de compter les abscisses parallèlement à l'axe des j? (flg. 21 ), les ordonnées y de la courbe primitive soient portées en Aa, Ab k partir d'une courbe ab servant de courbe de repère. Par la pensée, transportons suivant elles-mêmes les ordonnées Aa, Bb de façon que leurs pieds viennent sur l'axe des œ ; la fonction primitive sera représentée alors par la courbe A" B" et on pourra y appliquer toutes les constructions des chapitres précédents. Soit, par exemple , à chercher la direction de la tangente au point de l'intégrale correspondant au point A ;
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on portera o'A'" = M'a' , PA'" sera la direction demandée ; comme on a A"«'== ka, on voit qu'il est inutile de construire la courbe A"B" et qu'il suflit de porter A"'0' = Ka pour arriver au même but.
Enfin on peut encore simplifier la construction en opérant de la manière suivante: menons PP' parallèlement à 02/ ; projetons le point a sur PP', le point A sur o'y' par lignes parallèles à l'axe des œ ; l'examen de la figure montre immédiatement qu'en joignant ces deux projections , on obtient une ligne P«A' parallèle à PA", et que par conséquent P«A' donne aussi la direction de la tangente à l'intégrale.
Des considérations du même genre sont applicables à la recherche de la direction d'une corde de l'intégrale. Soit à chercher la corde de l'intégrale correspondant à la corde A B de la courbe primitive (fig. 21); soient y' l'ordonnée d'un point quelconque de la courbe AB par rapport ix oœ, y" l'ordonnée du point correspondant de la courbe a b par rapport au même Sixeoœ,y l'ordonnée du même point de la courbe A B par rapport à la courbe ab; ona,y = y' — y"eton en déduit a,is,ément ym = y'm — y"',H; ymy'my"m désignant les moyennes des ordonnées y, y', y" entre les limites a' et b'.
Si la courbe A"B" était construite, il suffirait, pour avoir la direction de la corde cherchée, de porter l'ordonnée moyenne M" m' de l'arc A"B" en O'M'", P'M" serait la direction cherchée ; or , Wr/i' , qui est y>.> , est égal à y'„i — y"m , c'est-à-dire à la différence M//^ des ordonnées moyennes des arcs AB et ab. On obtiendra donc aussi la direction cherchée en projetant parallèlement à l'axe des x le point m sur PP', le point M sur o'y' et en joignant les deux projections.
Il résulte de ces considérations que dans le cas où la courbe primitive est rapportée à une courbe de repère , la construction ordinaire du diagramme des inclinaisons des cordes et tangentes à l'intégrale subit la modification suivante : les rayons qui donnent les inclinaisons dont il s'agit , au lieu d'émerger d'un pôle fixe, partent de points qui sont les projections, sur une parallèle à l'axe du diagramme, des pieds , des ordonnées ou des ordonnées moyennes de la
courbe primitive. La tlistanee entre cette ligne des pôles et Taxe du diagramme mesurée suivant oa; est la base d'intégration.
■17 . Inlégrale rapportée à une lîj;ae coui'be. — Soit (fig. 22) AB la courbe primitive rapportée à l'axe ox; nous supposons que la courbe intégrale soit rapportée à la courbe
donnée ab.
Proposons-nous d'abord de chercher la direction de la tangente au point A, de la courbe intégrale correspondant au point A de la courbe primitive. Soient z l'ordonnée, comptée à partir de ab, d'un point quelconque A, de la courbe inté grale; z' l'ordonnée du même point par rapport kox; z' l'ordonnée du point a ; on a :
+ ..-11 * Cl '^ Ci ^ , et '-J z" dou— - = — +-7—. dx dx dx
On a :
dz y dx l
et on peut écrire aussi :
dz" y" dx 1
si on appelle y" l'ordonnée de la courbe dérivée de la courbe ab ; il vient alors :
dz' ^ij + y" _
dx X
c'est-à-dire qu'on peut considérer z' comme l'intégrale de la somme de deux fonctions ; de là on déduit la construction suivante ; menons PO' parallèlement à la tangente en a, oo' sera égal à y" ; portons o' A" = Aa' , on aura o A" = y -\- y" et par conséquent PA" sera la direction cherchée. On peut aussi adopter la construction suivante : projetons A a'eno A' sur oy' ; menons oFa parallèlement à la tangente en «,P« A' donnera aussi la direction cherchée. On trouverait de la même manière la direction de la corde à l'intégrale; oA' de-
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viendrait l'ordonnée moyenne, o V,,. , une parallèle à la corde de a h.
ê.H. ila^i parlieiilifi' : la coupe de repère est une li^iie droite. — Dans ce cas la dioite o P<< est invariable, c'est une parallèle à la courbe des repères ; le pôle Pa est fixe. Il suit de là que dans une intégration graphique on peut prendre I)Our pôle un point quelconque, pourvu que la courbe intégrale soit rapportée à un axe parallèle à la droite qui joint le pôle à l'origine du diagramme. Cette conséquence résultait déjà du n*' 45; mais il peut être utile de la faire remarquera nouveau.
\9. Ifieiuarqiie. — Lorsque l'on rapi)orte la courbe primitive ou la courbe intégrale à une courbe des repères, la propriété du n" 8 n'est plus applicable ; on peut toutefois trouver graphiquement, au moyen des abscisses moyennes de la courbe primitive et de la courbe de repère, le point d'intersection des tangentes aux extrémités d'un arc de l'intégrale; pour abréger, nous n'exposerons pas cette construction ici.
Nous avons vu au n° 7, que le pôle du diagramme
était distant de l'axe du diagramme, parallèlement à l'axe des œ, d'une quantité ). appelée base d'intégration et donnée par la
formule / = — - , dans laquelle, a, h, c désignent respectivement les longueurs qui représentent les unités de la variable, de la fonction et de l'intégrale.
Cette formule montre que la base d'intégration est proportionnelle aux échelles de la variable et de la fonction et inversement proprement proportionnelle à l'échelle de l'intégrale.
51. — Si l'on prend c = h , la formule donne 1 = a , c'est-à-dire que les échelles de la tbnction primitive et de
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l'intégrale sont les mêmes , quand on prend pour base d'intégration l'unité d'abscisse a. Si « = & = c = 1 , on a A = l ; dans ce cas particulier, la propriété du n° 7 devient une propriété connue.
Si l'on prend c = nh, la formule donne A = - , c'est-à-dire
que l'échelle de l'intégrale sera n fois plus grande que
l'échelle de la fonction , si l'on prend pour base d'intégration
une longueur n fois plus petite que l'unité d'abscisse a et
réciproquement.
5'^. Connaissant les unilé*» a, 1) , c, Iroiiver la base d'iiité^ralion. — Si on opère a,u mo^'en du double décimètre, n , h , c sont donnés, par exemple, en millimètres; on calculera / et on portera la longueur obtenue.
Si on opère au moyen d'échelles, on a alors sur le paiiier les longueurs «, h , c; on trouve / par la construction suivante : soient (hg. ;^;3) AB = a i)arallèle à l'axe des .r, BC = h j^arallèle à l'axe des y, BP] = e dans la même direction ; joignons AE et menons CP parallèlement à AE; PB sera la base d'intégration cherchée.
(Jn a, en effet,
PB BC ,. , ,,^ AB +BC aï) __^__, ,lou PB = —-—=- .
Autre inler|to>élation <Ie la eonstruclÊon graphique
— Considérons la ligne I)C, et cherchons-en l'intégrale passant par le point A ; au point B l'intésrale aura ])our valeur l'unité et sera représentée par BE = e. Or, si PB = A , PC doit donner la direction de AE , le point P s'obtiendra donc en menant CP parallèlement à AE. Cette interprétation a l'avantage de permettre d'étendre la construction au cas où une ou plusieurs des quantités a, b, c deviennent trop petites ou trop grandes pour se prêter à une construction élégante. On prend alors des multiples ou des sous-multiples de a,l),c. Soient, par exemple, AB = 25 a , BC = 4 b, l'intégrale de CD sera 25 x 4 = 100; portons BE = 100 c, on obtient / comme précédemment.
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51. <'3imx Je la base dMiitégration. — A vue, on peut reconnaître assez facilement, d'après l'ordonnée moyenne de la partie de courbe â intégrer, quelle est la base d'intégration qu'il iaut adopter pour que l'intégrale ne sorte pas des limites du dessin ; au moyen de cette base /., on peut calculer ou construire c par les opérations inverses de celles des numéros précédents.
Si on opère au moyen du double décimètre , on calcule c par la formule
ab
c sera en général un nombre compliqué ; on prendra un nombre simple qui s'en rapproche. Ainsi soit c = 222,3..., on prendra c = 200 et calculera 1. De cette façon , l'intégrale sera tracée à une échelle très simple.
Lorsqu'on opère au moyen d'échelles , on adopte définitivement la base d'intégration trouvée à vue comme nous l'avons indiqué précédemment; mais il s'agit alors de construire une échelle pour l'intégrale. On trouve c par le tracé graphique suivant (fig. 23) AB = a, BC = &, BP = >. , en menant AE parallèle à PC , on a EA = c. Il peut se faire que a,b,c soient des quantités trop petites ou trop grandes; alors on prend AB , BC , égaux à des multiples ou sous-multiples simples de a et b. Ainsi , par exemple , si on prend :
AB = 25 a , BC = 4 &, on aura BC = 100 c et on construira aisément l'échelle de l'intégrale comme il est indiqué sur la fig. 23. BX est une échelle connue quelconque.
55. llultiplier ou divi.<$er Tintégrale par une constante. — Supposons que l'intégrale z=fYdX soit représentée à l'échelle c ; si on adopte une échelle
pour mesurer les ordonnées de la courbe obtenue, il est évident que l'on obtiendra des nombres k fois plus grands; on aura par conséquent la fonction z' = k f YdX.
La formule
. «ô , . , - ah / = — devient /. = ,—7 ; c kd
c'est au moyeu de cette formule que l'on calculera À si on se donne c', ou d si on se donne /.
Quand on opère au moyen d'échelles, il suffit de tenir compte du facteur A- dans la valeur à attribuer à BE ; ainsi , si AB = 25a, BC = 4ô, on aura BE= 100 c= \QOhd, d'où l'on déduira aisément l'échelle d par la construction indiquée sur la fig. 24 où on a supposé 100 /j = 62. BX est une échelle connue quelconque.
SS 3. Transformation du diag-ramme.
50. Déplacement du pôle. — Nous avons déjà vu au n» 48 que l'on peut prendre ]iour pôle du diagramme un point quelconque, pourvu que l'on considère la courbe intégrale comme rapportée à une droite parallèle à la ligne qui joint le pôle à l'origine du diagramme. Deux courbes intégrales d'une même courbe primitive obtenues avec deux pôles différents jouissent de la propriété remarquable suivante : les cordes et les tangentes correspondantes se coupent sur une même ligne droite parallèle aux deux pôles. Soient (fig. 25) P, P' les deux pôles ; A, B, , A, B/ les intégrales correspondantes ; menons la droite PP' , et soit 0" le point où cette droite va couper l'axe du diagramme; considérons la courbe primitive AB comme rapportée à l'axe 0"0,; les deux courbes AjE, et Al B'i seront deux intégrales de cette nouvelle fonction , si on rapporte ces courbes intégrales à une parallèle à la droite PP'. Si nous menons cette parallèle Aj x' par le point d'intersection Ai des courbes intégrales , nous obtiendrons deux intégrales , ayant même constante ( puisque les courbes passent par A,); on en conclut que par rapport à A, a;' les ordonnées des deux courbes A, B, , Aj B'i sont dans un rapport constant qui est celui des échelles ou le rapport inverse des bases d'intégration. On eiB déduit aisément que les ordonnées doivent être nulles ensemble, c'est-à-dire que
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tous les points où les courbes se coupent doivent être sur Taxe A, a:'; si nous considérons deux cordes correspondantes, ces cordes auront aussi les ordonnées de leurs extrémités dans le même rapport ; on démontrerait aisément par la géométrie élémentaire qu'il en est de même de tous les points de ces cordes et de leurs prolongements ; il en résulte donc que les cordes coupent aussi Taxe A, a;' au même point; finalement , les tangentes pouvant être considérées comme limites de cordes jouissent aussi de cette propriété; il en est de même des côtés , quand les courbes présentent des parties droites.
57. —La démonstration qui précède ne s'applique pas au cas où l'on déplace le pôle parallèlement à l'axe du diagramme; mais en considérant ce déplacement particulier comme limite d'un autre déi)lacement pour lequel la propriété existe toujours , on reconnaît par la théorie des limites que cette propriété est générale.
On pourrait objecter aussi que les deux courbes A, P>,, AjE/ pourraient ne pas se rencontrer; mais il sera toujours iacile de trouver un axe tel que les deux courbes rei)résentent une même intégrale particulière. Ainsi soient B, B,' deux points correspondants , on choisira l'axe de manière que l'on ait
égal au rapport des échelles ou un rapport inverse des bases d'intégration.
7>%. Application. — La propriété du n° 56 peut conduire d'une matière assez élégante à des théorèmes connus de la géométrie. Nous nous contenterons ici d'en déduire le théorème de Desargues.
Soit ABCD une ligne primitive formée de deux parallèles à l'axe des x ; en prenant un pôle quelconque , on trouve pour intégrale deux droites quelconques A, B,, Bj I), se coupant sur l'ordonnée BC ; soit Bj Dj une corde de l'intégrale.
Si on mène deux autres droites A^ Bj , Bj D2 arbitrairement mais se coupant aussi sur l'ordonnée BC , on aura une autre
intégrale; AjD-j sera la corde correspondante à A,D,. En vertu de la propriété du n° 56 , les côtés A, B, , A., B^ , B, D, , B-j D-, , doivent se couper en trois points situés en ligne droite , c'est-à-dire que les triangles A, B, D, , AjB^D^ assujettis à la seule condition d'avoir les 3 sommets sur 3 droites parallèles, ont leurs côtés qui se coupent en 3 points situés en ligne droite ; c'est dans cette propriété que consiste le théorème de Desargues.
Deux côtés corres[)ondants des triangles A, B, C, et Aj B.^ C\ peuvent avoir la même direction; leur point d'intersection se transporte alors à l'inflni et la droite des points d'intersection des autres côtés correspondants doit être parallèle à cette direction.
Les deux médianes A,«, , A^a^ des triangles considérés Sont deux cordes correspondantes et se coupent en un point de la droite RST ; si les centres de gravité des deux triangles coïncident, ils doivent se confondre avec ce point ; de là cette autre propriété :
Si les triangles A,B, C, et A^B^Ca sont tracés de manière que leurs centres de gravité coïncident , les côtés homologues se coupent sur une dr(tite [)assant par ce centre de gravité.
50. Trans^foruiatioii plus géuérale. — La transformation du diagramme par déplacement du pôle est un cas particulier d'une transformation plus générale,- nous pouvons considérer le diagramme coraine un faisceau de droite que l'on peut transformer d'une iuhnité de manières; si, par exem[)le , on const]*uit un faisceau homographique du faisceau donné, on obtiendra un autre diagramme dont les ordonnées y' sont liées aux anciennes ordonnées // par la relation
CO. /Application — Étant donnée une fonction y -= fx , construire la courbe
L équation rendue homogène devient :
1 dx
a en posant
\ y a ou r = I — = 1 \ —
Soit oy l'axe du diagramme, OA une ordonnée; PO = ^ ; en menant PA perpendiculairement àPA, on détermine 0 A' = 2/' ; et Ton a :
y' y ^P, d'où 2/ = -;■
La valeur de z devient
z = ~J'y'clX.
En intégrant y' au moj'eu de P 0 comme base d'intégration , on a l'intégrale cherchée.
CHAPITRE VII
Détermination des constantes d'intégration.
§ 1^'". Cas d'une seule intégration.
Gl . — Soit y =/'X une fonction représentée par la courbe AB (fig. 28); soit Al B, une intégrale que nous représenterons par /Y r/X; rintégrale générale sera Z = /YrfX-j-C.
Pour représenter cette intégrale , il sufïït de supposer que Taxe des x soit déplacé parallèlement à lui-même du côté y négatif d'une longueur représentant la quantité C, ou en d'autres termes de rapporter la courbe A, B, à l'axe y =
G'î. — Pour qu'une intégrale particulière soit détei-minee, il faut se donner une condition ; cette condition permettra
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(le trouver la position de l'axe des x'. Ainsi, si on veut que l'intégrale ait une valeur connue pour une valeur donnée de la variable, on connaîtra un point de cet axe; il en serait de même si on se posait comme condition que pour deux valeurs données de la variable , l'intégrale ait deux valeurs égales et de signes contraires, etc....
§ 2. Cas d'une double intégration,
03. — Supposons que l'on intègre la courbe A, B, (fig. 28) et que l'on obtienne la courbe A^ B^ représentant l'intégrale seconde //YrfX. L'intégrale générale a pour valeur z,^= //YrfX + CiC + C.
La courbe Aj B2 rapportée à une courbe dont l'ordonnée est z' représente la fonction Zi = f/YdX — z'; si l'on veut que cette dernière fonction coïncide avec l'intégrale générale il suffit de prendre — z' = Cx -^ C, c'est-à-dire, que la courbe A2 B2 représente l'intégrale générale de la fonction Y ; lorsqu'on la rapporte à un axe quelconque (dont l'équation est ;;' == — Cx-{- C) parallèle ou non à l'axe des x.
Pour qu'une intégrale seconde soit déterminée, il faut deux conditions ; ces deux conditions permettront de déterminer la position de l'axe arbitraire par rapport auquel la courbe doit être rapportée. Ainsi, par exemple, si l'intégrale seconde est assujettie à prendre deux valeurs connues pour deux valeurs données de la variable, l'axe sera déterminé par deux points.
Gl. Relation entre deux courber iutégraies «secondes ditrérente!». — Soit Ai Bi (fig. 28) une intégrale première de la courbe donnée AB; A2 B2, une intégrale seconde. Pour obtenir une autre intégrale première, il suffit de rapporter la ligne Al Bi à un axe 0' x' parallèle k ox; il en résulte une modification du diagramme des inclinaisons de l'intégrale seconde ; mais comme le montre la figure , cette modification revient à transporter le pcMe de P en P' iiarallèlement à l'axe des y. Deux intégrales secondes jouissent donc (u° 5Gj de la
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propriété que les côtés , les tangentes et les cordes correspondantes se coupent sur une même parallèle à Taxe des y. Cela suppose , d'ailleurs , que les échelles restent les mêmes , sinon le transport du p(Me cesserait d'être parallèle à l'axe des ?/, ainsi que le lieu des intersections des lignes correspondantes des intégrales secondes.
§ 3. Cas d'une intégrale d'ordre n.
©5. — Supposons que l'on ait effectué n intégrations successives, soit ///... YdX l'intégrale représentée par la courbe ; l'intégrale générale a pour valeur
Z,. = ///... YrfX -j- C,^'*-i 4- C2.2;"-2 -f- ■•• i- Cn;
la courbe tracée représentera cette valeur de Zn si on la considère comme rapportée à la ligue de repère
Là 'iX v.|iX/ \^'gt^ ... ... \^i\ 9
en effet, dans cette In'pothèse, la courbe intégrale a pour équation
Zn^SJ'f ... YclX—Z'n = ///... \dX-\- Cl j;>^-l -f C2^»-2 + Cn.
En dérivant cette équation , on trouve :
Cl Zj n
Z'n-l=fff...\'dX —
dx
Z'n-2 = /ff...\dX — —-Y, etc.
On reconnaît que les lignes de repère des intégrales
Zh, Z>t-i , Zn-2 ..., ont pour ordonnées dZ',> d'-Z'n "' dx ' dx^ ••■'
c'est-à-dire qu'elles peuvent se déduire les unes des autres par intégrations ou difïérentiations successives.
CHAPITRE I
Des quatre opérations graphiques.
GO. Addition et souslraolion. — L'addition et la soustraction sont suffisamment connues. Il suffit de porter bout à bout les longueurs données sur une droite indéfinie, dans le même sens pour les ajouter, dans un sens contraire pour les soustraire.
(1) Parmi les nombreases applications que nous allons exposer, nous rencontrerons quelquefois des constructions qui ne sont pas nouvelles ; il nous a paru utile de les rattacher à l'opération type de l'intégration graphique. Telles sont la multiplication et la division graphique , qui depuis longtemps ont été déduites de la théorie des lignes proporJonuelles. L? lecteur reconnaîtra aisément ces emprunts dont nous sigaaleron s d'ailleurs les moins évidents.
Oî. lsaulli|»lîealion. — Soit à trouver le produit z = xy; construisons (fig. 29) le rectangle ABCD en portant à une certaine échelle AB=â?, BC = y; la surface de ce rectangle sera précisément le i)roduit cherché. Ce dernier est donc une intégrale que Ton cherchera par la méthode ordinaire ; de là la construction suivante : prenons A comme pôle ; portons Ao' égale à la base d'intégration (unité d'échelle, si on prend la même échelle pour x, y,z); AC, sera la ligne intégrale et BC, le produit cherché.
Il est à remarquer que si l'on voulait obtenir le produit de y par une autre quantité x\ il suffirait de porter AB' = x\ BC/ serait ce produit. Si enfin on porte en o'y^ les longueurs de 1 à 100 et si l'on trace toutes les lignes analogues à AD', si ensuite on porte en kx toutes les longueurs de 1 à 100 et si on mène des ordonnées par les points obtenus , on obtiendra une table graphique de multiplication des nombres compris entre 1 et 100. Approximativement on pourra en déduire les produits de nombres plus compliqués.
GS. Division. — Soit à trouver le quotient y=-^.
Reprenons la figure 29. On connaît BC, = -s qui est le dividende, AB =a7qui est le diviseur; on demande le quotient o'D' = y. De là la construction suivante : on porte A B ==- ^\ BCj = ^ , on joint AC, qui détermine sur Taxe du diagramme la longueur o'D' qui représente le quotient cherché.
CHAPITRE II
Constructions de courbes algébriques.
§ i'"'. Construction des paraboles.
GO. Méthode par înlégralîons successives. — Soit ?/ =- «.T™ 4- ?;^"' - 1 . . . + hx -\- l l'équation d'une parabole de degré m. En dérivant cette équation, nous obtenons successivement :
y' = max"'- ^ -\- {m — \) bx'"' - ^ + -\-h.
y" :=m{7n— 1) ax'" -^ -\-{m — l)(m — 2) bœ'"-^ + ...
y{"^-^i = m{m — 2) '2ax{m — \){m—2) — 1/?
ym=yn («2 _ 1 ) (jji _2) ... 2. la.
La dernière de ces équations représente une parallèle à à l'axe des x que nous pouvons construire immédiatement ; si nous effectuons sur cette ligne une première intégration graphique en prenant comme premier point de l'intégrale :
nous obtenons la ligne qui représente y"'~ '; si de la même manière nous affectons une seconde , troisième intégration , etc., nous obtenons y"' - 2, ?/'« - 3, etc., et finalement la parabole demandée.
Les méthodes du livre premier ne permettent d'effectuer que quatre intégrations successives et l'on ne pourrait dès lors obtenir que les paraboles du quatrième degré ; pour une parabole de degré supérieur au quatrième, il faudrait opérer par approximations.
Nous allons démontrer que l'on peut aussi obtenir l'intégrale n'^""^ d'une parallèle à l 'axe des x de la manière suivante : l'intégrale première de la parallèle à l'axe des ^ A B (fig. 30) est une droite A, B, qui s'obtient par une méthode connue (n°33). L'intégrale d'un arc Aj Bj de cette ligne
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droite s'obtient en remplaçant le trapèze A, B, ^, a, par deux rectangles de base— -' et dont les hauteurs sont respectivement les ordonnées des points A, et B,; on obtient ainsi le polygone A^ r^B^ formé par les deux tangentes extrêmes de l'arc A2B2 de l'intégrale seconde cherchée. L'intégrale de l'arc A 2 Bj s'obtient en remplaçant le trapèze curviligne
A2 B2 &2 a^ par trois rectangles de base -- et ayant pour hauteurs respectives les ordonnées des trois sommets du polygone As rjBj ; on obtient ainsi un polygone k^r^s-^ B3 de trois côtés dont les extrêmes sont les tangentes aux extrémités de l'arc A3 B3 de l'intégrale troisième cherchée. L'intégrale de l'arc A3B3 s'obtient en remplaçant le trapèze curviligne AjBj^^j «3 par quatre rectangles de base—— et dont
les hauteurs sont les ordonnées des quatre sommets du polygone K-j\ 53B3 ; on obtient ainsi un polygone A^riS^^^Bi de quatre côtés dont les extrêmes sont les tangentes aux extrémités de l'arc A^ B^ de l'intégrale quatrième cherchée. En continuant de cette façon , on obtiendra un polygone KnrnSn....Bn de n côtés dont les extrêmes seront ks tangentes aux extrémités de l'arc A',>,Bn de l'intégrale ^z'^'"^ cherchée.
Pour justifier ce tracé graphique, soient : y l'ordonnée de AB.
y^ y^ les ordonnées respectives des points A, et B, ViV^Vt " " " A2,r2etB2
y^yzVz'y-r " " " A3,r3,53etB3
ynyùyn if.^^ " •■•■ - An.r^.Sn Bn.
Nous allons démontrer que t/'l est l'intégrale w'"'"'* cherchée. D'après la construction qui vient d'être exposée, on a
j'équation :
— ^ = ?/,_, ou bien Ay^ =^ y^_^.
Cette formule va nous permettre de calculer A//„ , A-//„ , A'?/«....; on trouve, en efïet, en prenant les dilîerences successives :
A=^y,. = r ^U'^ ^2 = ,T ,; — r il — ~> ^" '
•^ n ri — 1 1
L'ordonnée ?/ s'exprime au moyen de ses différences
successives par la formule symbolique u\^ = [^\ + ^) y ^^ o\x bien :
ou eu remplaçant Az/^A^y,. ... A"//, par leurs valeurs :
Remarquons que U^,_,,y„ .^.--Z/ «ont les dérivées successives de ijn ; le second mend)re est donc le développement par la formule de Taylor de l'ordonnée de l'intégrale ?2'*™« cherchée; on en conclut que ij^ est bien cette ordonnée. Remarquons enfin que les côtés extrêmes du polygone LnrnSn...^n sout Ics taugcntes aux extrémités de l'arc A„Bn puisque les directions de ces côtés, de même que celles des tangentes extrêmes s'obtiennent en portant sur le diagramme les ordonnées des points A^ _j et B^^ ^._
Î'O. Problème ppélîininaîre.— Étant donnée une courbe y ^ f^x) construire la courbe ij = xf [x). — Soit AB (fig. 31 ) la courbe donnée, M un point de cette courbe, nous nous proposons de trouver le point correspondant de la courbe cherchée. Soient .r = 0P, y =MP; l'ordonnée cherchée
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œf {x) est le produit de ces deux quantités; en appliquant la règle de la multiplication (n" 67), nous sommes conduits à la construction suivante : prenons 0 comme pôle, portons 00 = /. (base d'intégration), menons O'Y' parallèle à OY; portons MPenMO', joignons OM', cette dernière coupera l'ordonnée MP au point cherché M,. On peut, au moyen de cette construction , trouver très rapidement un grand nombre de points de la courbe ; on mène d'abord les parallèles MM , NN', etc., puis les rayons OM', ON' , etc., qui déterminent immédiatement les points cherchés M,, N,, etc.
y 1 . deuxième ïuélhode. — Soit à construire la courbe
On peut construire facilement la courbe ?/, = a ; si l'on efîectue sur cette courbe l'opération qui fait l'objet du n° 70, on obtiendra la courbe y^ = ax et si l'on suppose que l'axe des X soit transporté d'une quantité b dans le sens des y négatifs , on aura la courbe y-^ = ax-\-h , par rapport à cette nouvelle position de l'axe des x ; si on eflEectue cette même opération sur la courbe î/j = aa; + & , et si ensuite on transporte l'axe des x d'une quantité c dans le sens des y négatifs, onobtientyi = («j:-l-?>) x+c = r/x^+Z^a; -f e;on trouverait de même t/s = [ax"- -{- Jjx ■\- c) x -^ d = ax^ -f ^x^ ^cx^ d et en continuant de la même manière on trouverait la courbe demandée y = «x'« + hx'^-^ + cx'"-^... + ex' + ^x + H 1 ).
( 1) Le problème du numéro 70 peut être posé autrement ; étant donné l'échelle des valeurs de /"(a-) \\oxi.r Xa,x^,x^..., etc., de construire l'échelle des valeurs de j/ = œ f{a^) Nous aurons l'occasion de revenir sur cette question en nous occupant des intégrales f ndv, f dudv, u ei v étant des fonctions rationnelles de variables dont une est indépendante (Voir 253 et suivants).
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§ 2. Construction des hyperboles.
7'î. — On entend par hyperboles du «i'""*" degré , les courbes dont l'équation est de la forme
Nous nous proposons de donner deux méthodes graphiques pour construire ces courbes.
73. Problème préliminaire. — Étant donnée la COUrbe y = f{x), trouver la courbe y = -^ — Soit A,Bi(fig.31)
la courbe donnée; Mj un point de cette courbe dont les ordonnées sont x = oP , f{œ) = M,P; nous nous proposons de trouver le point correspondant de la courbe cherchée A B.
L'ordonnée de ce dernier point -^^ est le quotient de deux
ûO
quantités , quotient que l'on trouvera par la règle de la division graphique (n° 68) ; on est ainsi conduit à la construction suivante: portons sur ox, oo' = X (base d'intégration), menons o'y' parallèlement k oy , joignons OM, ; nous trouverons en M'O' le quotient cherché et en portant M'O' en MF , on obtient le point M qu'il s'agissait de trouver. On peut de cette manière trouver autant de points de la courbe que l'on veut.
Première mèlliode. — Soit à construire la courbe
On construit facilement la ligne yo = a. Si on effectue sur cette courbe l'opération qui fait l'objet du problème prélimi-
n, naire précédent, on trouve la courbe y, = — et si l'on suppose l'axe des x transporté d'une quantité b dans le sens des y négatifs , on aui-a la courbe î/j = — -f J» par rapport à
OC
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cette nouvelle position de Taxe des x. Si on effectue cette
même opération sur la courbe 2/3 = 7 — [- ^ et si ensuite on
transporte l'axe des x d"une quantité dans le sens des y négatifs , on obtiendra
On trouverait de même
et en continuant ainsi on trouverait la courbe demandée
Deuxième méthode. — Si nous posons X = -^ , il
vient p=ax''"' + 6a;'»'-i ... + <{ ; on peut construire d'abord la courbe y = xa'"' + bx'"' - ^ -!- , — par la méthode des
n°^ 69 et 7 1 et alors construire x= — par la méthode du n° 60,
on obtiendra la courbe demandée.
§ 3. Courbes dont l'ordonnée est une fraction rationnelle de l'abscisse.
ÎG. Première rèdiiclion. — Soit à construire l'expression
¥ix) y = -^ — et supposons d'abord que F(^) soit de degré égal
supérieur à f{x) ; nous allons montrer que l'on peut ramener
la construction de cette courbe y = ^ — à celle d'une autre
'^ (x) courbe y = '-^ dans laquelle z (x) sera de degré intérieur / {^)
a f ix). Considérons la fonction ^.- p =^ — ^ , , ' ;
/uv /(^) '
ou pourra toujours choisir^; de manière que F^j:7) — pf{x)
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ne contienne plus de termes constants , on aura alors : F (x) — —pf{x) = ^ ç (j;) , et par conséquent :
'f{x)^ fix) '''' f{x) nx) ^^'•
Si on avait la courbe w, =t.~, on aurait la courbe demandée
y =■■ J, . ' 4- ï) en effectuant sur la ijremière l'opération du
n'' 70 et en transportant Taxe des x d'une quantités suivant les ij négatifs.
ÏT. Deuxième réduction. — Étant donnée la courbe
y^ = T^T-^, on peut trouver la courbe y =-^^- -; en effet on a :
y = -TT-y = Tr\ = — ; on est ramené au problème qui fait
F{x) l'objet du n» 60.
7$. Coii!i«ti*ucliou générale. — Au moyen de ces deux rédactions , on pourra toujours ramener la construction de la courbe demandée à la construction d'une parallèle à Taxe de X :y ^ a. En effet , deux cas peuA'ent se présenter, ou bien le numérateur a un degré égal ou supérieur à celui du dénominateur, ou bien le numérateur a un degré moins élevé. Dans le premier cas on effectuera la première réduction jusqu'à ce que le degré du numérateur soit plus petit que celui du dénominateur, alors on appliquera la deuxième réduction, puis deux fois la première, ce qui diminuera encore de deux unités le degré du dénominateur devenu numérateur ; en continuant ainsi , on pourra diminuer successivement le degré de chaque terme de deux unités et l'on arrivera finalement iiy= a. Dans le second cas, on effectuera la deuxième réduction et on sera ramené au premier.
Exemple. — Construire la courbe y
x^— 1 x^H-1— /Ar + 2> ...
On a :, w = ^- — ^ ; choisissons » = — 1 ,
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on a :
—r + 1 = r ^^ OÙ, , = X — i ;
si nous posons t/i = ^-^jj on a : y = rry, — 1. (l)
La courbe y, se transforme de la même manière, on a:
— — p = — ■ — ; SI ou prend!» = — 1 ,
on a : : -f- 1 = r
oubien __ = ^x^— p-l;
si on pose ?/, — — ^ , on a : y, = â; ^/^ — 1 (2).
Enfin on a : = r ; si nous posons y,,^ — — - ,
on aura Vi = — ■ (3)
X — \ En résumé , on construira d'abord à droite y^ = — - — ;
puis on effectuera successivement les opérations indiquées par les équations (3) (2) (l)et on obtiendra la courbe cherchée.
80. Sîniplîficalîons. — On peut souvent simplifier la méthode générale en s'appuyant sur les remarques suivantes :
1° Le problème du n° 70 peut s'étendre et s'énoncer comme suit : étant donnée une courbe y = f (x), trouver la courbe îjt = {x — a) f [x).
Soit (fig 32) AB la courbe donnée aj-ant pour équation y= f{x), soit M m une ordonnée quelconque de cette courbe. Portons OP = a, on a évidemment ij^ ={x — a) f{x] :=m P X Mm. Pour avoir ce produit prenons P comme pôle, portons Po' = /(base d'intégration), M'0'= Mm; le raj'on P M' détermine le point M, de la courbe cherchée. On voit que
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la construction ne diffère de celle qui a été exposée au n° 70 que par la position du pôle du diagramme; le pôle du diagramme est l'origine quand il s'agit de trouver la courbe yi = X f[x) ; c'est le point V {x == a) quand il s'agit de trouver la courbe ?/, = (.r— a) f{x).
2" De la même manière , le problème du n" 73 peut s'étendre et s'énoncer comme suit : étant donnée une courbe
l'ix) y = /'(~r), trouver la courbe t/j = — — .
Cela étant, considérons la courbe
on obtient y en multipliant ?/, par ix — a), (x— b), etc. , puis en divisant par {x— a.) {x — (b), etc.
Nous pouvons appliquer ces considérations à l'exemple du n" 79. Pour construire la courbe
• nous construisons d'abord la parabole. Vi =«M-1.
En divisant par x — 1 , on obtient la courbe cherchée.
§ 4. Construction de diverses courbes.
8 1 . Courbes iiiiicursales. — Soit F ( X, 2/ ) = 0 l'équation d'une courbe ; supposons que par une transformation quelconque on puisse exprimer rationnellement x et y en fonction d'une variable auxiliaire 0, on aura x = (f {B), y= t (0) : les courbes dont l'équation est susceptible de subir cette transformation ont été appelées par M. Gailey courbes unicursales. On peut les construire graphiquement de la manière suivante :
Soit ( fig. 33) I/O x le système d'axes coordonnés ; prenons un axe auxiliaire o 6 sur lequel nous porterons la variable 0 et^construisous par les méthodes du paragraphe précédent ,
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les courbes A'B', A"B" ayant pour équations a: = -^ (9) y = / (G). Soit 6 = OP une valeur de la variable $ ; PQ , PR sont les valeurs de y et de a; correspondantes; en menant QQ' RR' parallèlement à 0 G , on obtient les coordonnées OR' OQ' d'un point M de la courbe cherchée.
H*i. Courhes dont iVqiiation est de la forme F(j/) = f{x), F et /étant deux fonetion!« rationnelles. — Posons F(l/) == 0 , / (a;) = 6 ; prenons un axe auxiliaire 0 5 et construisons les courbes F (?/) = G , f{x); on en déduit la courbe cherchée comme au numéro précédent.
sa. Exemples. — 1° cix'" -\- bx'""-^ y -}- .... = a'x'« - ^
En posant y = Gx, on a : rc'" {a + h^ -\- cG^..) = ^'•'■-^ a< -1- ^'Q -|- db'\.) d'oîi l'on tire
^~ «4-^9 + cG2 +..
a'9-l-i^'G2 4-c'Gî4-..
et par suite y — , ^^rj +rt^ + ..
On est ramené au numéro 81.
Remarquons toutefois que l'ojiération peut être simpUfiée comme suit : il suffit de considérer l'axe des y comme étant
l'axe des G et de construire la courbe x == 7-7 ; on
obtient ?/ = G a; par l'opération du n<> 70.
L'équation y^ — qx'^ = 2 px des courbes du second degré
peut se construire par ce procédé ; on a :
^-W^^ 2/ = Gx.
90 ax"" -J- bx'"- - 1 ?/ -p ... = a'x« - 1 + fi'r " - '?/ + ...
En posant ?/ = Ga;, on obtient x'" - " r-, ; on est
ramené au numéro 82.
CHAPITRE III
Racine des équations.
84. — Soit lequation du m''^'"* degré ax'" + bx'"-^ +... ■+1 = 0, proposons-nous de trouver les racines réelles de cette équation. Considérons d'abord x comme variable; lequation ij = ax'"- -= &a;'" - ' -i- ... représente une courbe que nous savons construire; soient a. 6, y., les abscisses des points où cette courbe coupe Taxe des a-, a, |3, -/... seront évidemment les racines de l'équation proposée. Ce procédé permet d'obtenir les racines avec une approximation aussi grande qu'on le désire. Un premier tracé de la courbe y = ax"'- H- ôx"»- 1 +.. à une petite échelle permet de trouver des premières valeurs des racines ; mais si l'on veut trouver l'une de ces racines avec plus d'approximation , il suflit de construire dans les environs de cette racine la courbe à telle échelle qu'on le veut.
CHAPITRE IV
Problèmes divers.
% V Construire une parabole du second degré passant par trois points donnés.
85. Première méthode. — Soient les (flg. 34) k^ B, C, les trois points donnés; nous pouvons considérer la parabole inconnue, dont l'équation est la forme y = ax"^ -\-ltc-\-c, comme l'intégrale d'une droite AC; le problème sera résolu si nous déterminons cette droite. Pour y arriver prenons Po' = / (longueur arbitraire) comme base d'intégration ; menons PD , PE' parallèlement aux cordes A,Bi , B^C^■, en vertu de la propriété du n° 8 , o'D', o'E' sont les ordonnées moyennes des segments AB, BC, et comme l'ordonnée moyenne
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d"uDe portion de droite est l'ordoniiée du milieu de cette droite, en portant Dd = D'o' ,Ee=o'E' sur les milieux de ab, et bc, on obtiendra deux points D et E de la droite AC; la droite AC étant déterminée par ces deux points, on en déduit, par les méthodes connues d'intégration, autant de points que Ion veut de la courbe A,BjC,.
8G. Wcuxîème méthode. — Il résulte de la fig. 34 que D'E'est la demi-projection de la droite AC; on en conclut que si le point B, se meut sur la parabole, les points A, et C, restant fixes , la longueur D'E' se déplace en restant de grandeur constante; les directions de deux autres cordes AjFi , C, Fi complémentaires de l'arc A, C^ , s'obtiendront donc en PD", PE" . en déplaçant D'E en D" E" d"uue certaine quantité, ou ce qui revient au même, en P'D', P'E', en déplaçant le pôle de P en P' d'une quantité égale et de sens contraire. On peut, de cette façon, trouver autant de points que l'on veut de la parabole. Nous avons indiqué cette construction fig. 35 ; AiBiCi sont les points donnés; B, est pris comme pôle, CJ) comme axe du diagramme ; les pôles P et P' donnent les points F, et Gj .
ST. Troisième mélliode. — Considérons le polygone AjFjCi (flg. 35) comme une ligne intégrale rapportée à la ligne AiCj prise comme courbe de repère ; cette ligne intégrale est fournie par le diagramme DPCj. Si nous transportons le pôle en B,, l'intégrale A,F,C, devient A.F'C et on sait (n° 48) que ces deux lignes représentent la même fonction, en les rapportant à des lignes de repère convenables ; il est évident d'ailleurs que la ligne de repère A,C, vient en A,C' ; on en conclut que Fif= F'f. On voit ainsi que l'on peut obtenir l'ordonnée d'un point quelconque de la parabole rapportée à la droite AiCi de la manière suivante : mener F'C parallèlement à B.C., joindre A.C; Pf est l'ordonnée cherchée.
Nous avons indiqué (fig. 36) , la construction d'une parabole A.B.C, par ce procédé : ir22'33'44' sont les longueurs des ordonnées de différent-^ point de la parabole par rapport à la droite A.C,.
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SS. Qualriènie iMélhodc. — Les intégrales A,F,C, , A.F'C' (fig. 35) , jouissent de la propriété du n'' 56 ; on en conclut que les droites F,C,, F'C se coupent sur la droite A,«; de là un moj'en de trouver le point F, autrement qu'en portant F,/'= F'f; il suffit de prolonger F'C jusqu'en K , KC, détermine le point F.. Nous avons indiqué (fig. 37) la construction d'une parabole par ce procédé ; il suflît , après s'être donné les lignes d'ordonnées 11" 22" 33".... sur lesquelles on veut
avoir des points, de déterminer l'2'3 en faisant glisser une
équerre de manière que l'un de ses bords reste parallèle à BC, et effleure les points 1", 2", 3"... En joignant l'C,, 2'C, , 3'C, on obtient les points cherchés. On peut se passer de tracer effectivement les Ugnes pointillées et se contentei' de marquer les points qu'elles déterminent.
SO. Trouver la tan^oiito: en uu point de In parabole. —
F Supposons que l'on opère au moj-en de la ligne dérivée; reprenons la fig. 34 ; on obtiendra la tangente au point B, , en portant l'ordonnée du point B sur le diagramme en o'B' ; PB' €st la direction de la tangente cherchée.
2° Quand on ne se sert pas de la droite AC, on peut aussi obtenir la direction PB' (fig. 34) en menant PI' parallèlement à A, Cl , et en portant B'E' = DT. Pour le démontrer , remarquons que si on retourne DE bout pour bout, le point I , ort le point B vient se placer, est le milieu de AC; on
a, en effet, AI = AD +DI ouAD-i-BE=^.
Si on remarque que le point V est la projection de I et que la relation entre B et I doit exister aussi en projection , on reconnaît que B'E' = l'D' , ce qu'il fallait démontrer.
S'^ Lorsqu'on applique les méthodes des n"» 87 et 88 , on ne fait usage ni de la dérivée, ni du diagramme ; on peut obtenir la tangente comme suit : soit à chercher (fig. 38) la tangente au point F, de la parabole AjCj ; prolongeons les côtés AiFi , FiCi jusqu'à leur rencontre avec les ordonnées des points Cl et A. en C et A' ; C'A' donne la direction de la tangente cherchée.
En effet, d'après la construction précédente, on obtiendrait cette tangente F,T en menant FJ parallèlement à A,C, et en portant CT = C, I. Or, on a : C, I = F, /, à cause du parallélisme des droites A, C, et F, I; daprès une propriété connue du trapèze on a aussi : F, /"= F, f; on en conclut que C T = C, I = F, /; = F, f. L'égalité C T = F, /^ montre que les droites fC et F, T sont parallèles : c'est c, q, f, d.
90. Trouver un point de la parabole connai»«sant la direetion de la tangente. — La resolution de ce problème est l'acile quand ou applique la méthode du n'' 85; mais quand on ne se sert pas de la courbe dérivée et qu'on applique la méthode du n° 86 , il faut opérer d'une autre manière. Soit F, (fig. 35) le point cherché dont on donne la direction de la tangente; soient PD, PC, les directions inconnues des cordes A, F, et F,C, ;PT la direction de la tangente, PI la direction de la corde A,C,.
Du triangle TPI on connaît la direction des deux côtés TP et IP ainsi que la hauteur perpendiculaire à l'autre côté; on construit aisément ce triangle en T'I'P, ; il suffit alors de la placer en TPI de manière que DT = CJ ou ce qui revient au même , de manière que le milieu de I T coïncide avec le milieu de DC, ; on obtient ainsi le point P et par suite le point F, (n" 86).
Ce problème a une certaine importance : on peut , de cette façon , trouver le sommet de la parabole qui est le point où la tangente est parallèle à l'axe des abscisses.
g 2. Construire une parabole du second degré connaissant deux points et une tangente en l'un d'eux.
Ol . — Ce cas se ramène au précédent; il suffit, en efîet de considérer la tangente comme une corde joignant deux points infiniment voisins. Soient (fig. 39) A, B les deux points donnés , BT la tangente ; si on emploie la méthode du n" 86 , on prendra A' T B comme diagramme. Nous avons indiqué sur la figure la construction d'après le n° 88.
§ 3. Construire une parabole du troisième degré connaissant deux points et les tangentes en ces points.
9'i. — Soient AB (fig. 40) les deux points donnés, AT, BT les deux tangentes. Prenons PO' comme base d'intégration; en menant PB', PA', PC parallèlement aux tangentes BT, AT et à la corde AB , on trouve en O'A', O'B'O'C les ordonnées extrêmes et l'ordonnée moyenne de l'arc AjBi dérivée de l'arc A B. Si nous portons ces ordonnées X^a , C,c, Bj&, nous savons {n° 19) que le point C, est le centre de gravité du triangle tonné par la corde A, Bj et les tangentes en Al et en Bj ; on a donc 2 Cj I = C, T,. Cette relation donne immédiatement le point T, et par suite les tangentes Al Ti et T, B, ; l'arc A, B, est alors complètement déterminé , on peut en trouver autant de points qu'on le désire ; connaissant la dérivée , on en déduit la courbe cherchée par unetintégration.
03.— Remarquons que la construction du n° 92 , ainsi que celles des deux paragraphes précédents, consistent à déterminer les dérivées des courbes que l'on veut construire. On peut aussi résoudre les mêmes problèmes en s' appuyant sur le procédé du n° 70 ; on arrive alors à une méthode générale applicable aux paraboles de degré quelconque : cette méthode va être exposée dans les paragraphes qui suivent.
§ 4. Construire une parabole du mi^^"^ degré passant par yi-i- i points donnés.
04. — Soient A, B, C, D . . . les points donnés (fig. 41) ; si nous transportons les axes coordonnés parallèlement à euxmêmes en choisissant A pour origine des coordonnées , la courbe aura une équation de la forme y = x'f {œ) dans laquelle f {x) sera une fonction entière de x de degré m — 1. Le problème proposé serait évidemment résolu si nous cou-
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naissions la courbe y, = cp [x) puisque, pour avoir la courbe demandée, il saflîrait d'effectuer sur cette courbe l'opération du n" 70. L'équation yi = ^ [x) représente une parabole de degré */^ — 1, nous allons, pour la déterminer, en chercher
m points. Remarquons pour cela que l'on a o (œ) = — ; or, on
connaît les coordonnées des 7n points B, C, D. .. de la courbe?/ ,
en effectuant la division — pour chacun de ces points, on
trouve //i points B, C, Dj... de la courbe y. Le problème propcsé est donc ramené à un problème plus simple ; savoir : trouver une parabole de degré moindre passant par un nombre de points suflisants. En faisant sur cette deruiére parabole le même raisonnement, on sera ramené à une parabole de degré moindre encore et en continuant ainsi le problème sera ramené à la construction d'une ligne droite passant par deux points donnés.
§ 5. Construire une parabole de degré "i , connaissant /li — ^+1 pomis et les tangentes en k de ces points.
Avant de procéder à cette construction, il est nécessaire de résoudre quelques problèmes préliminaires.
05. — La direction de la tangente à l'origine d'une courbe ayant une équation de La forme y = x f (x) correspond sur le diagramme à Vo^r donnée ï{o).— Soient (fig. 41) Al B, la courbe yi = f {x), A B la courbe y = x f [Xj; un point B, de la courbe ^i fournit un point B de la courbe y par une construction connue (u° 70). Supposons que le point B, se rapproche indéfiniment du point A,, le point B' vient en A'; la tangente en A, qui est la limite de la corde A B , est donc dirigée suivant A A' ; la direction AA' est d'ailleurs la direction correspondant sur le diagramme à l'ordonnée A' Ot -A.A = /^(o).
Cette propriété permet de trouver la tangente A A' connaissant le point A, et réciproquement connaissant la tangente, à rorigine de la courbe y = xf{x), on en déduit un point de la courbe y ,— /'(.r).
06. Connaîssant uue tangente de la courbe y, == / (x) trouver la tangente correspondante à la courbe y-=xf(X) et réciproquement. - Soient (fig. 41) B, T, la tangente donnée à la courbe A, B. dont l'équation est y, = f{x). Soit Y^^ ax-{-b l'équation de cette tangente; considérons la courbe Y = Y. x = ax^ + hx ; cette courbe est une parabole du second degré passant par l'origine et par le point B ; on en obtient la tangente AT à l'origine , au moyen du théorème du numéro précédent ; et , d'après une propriété connue de
la parabole , en prenant a/ - -^ , on en déduit la tangente
TB au point B.
Or , la tangente Y ayant deux points infiniment voisins communs à la courbe y, , les lignes Y = Y, a; , et y = y,x doivent aussi avoir deux points infiniment voisins communs en B , et avoir même tangente eu ce point : BT est donc la tangente cherchée à la courbe A B.
Réciproquement, si on connaît la tangente BT, on imaginera une parabole passant par l'origine et tangente à B T au point B; par division cette parabole donnera une droite T, B, qui est la tangente cherchée à la courbe A. B,.
07. ISeniarque. — Les tangentes B. T, et BT sont unies par une relation géométrique qui peut aussi s'exprimer de la manière suivante : le point I. où la tangente B. T, va couper l'axe des a;, est le point réciproque de l'origine par rapport au cercle décrit du point I où la tangente BT coupe l'axe des x comme centre avec la sous-tangente Ib comme rayon.
La relation qu'il s'agit de démontrer étant une relation d'abscisses , nous pouvons adopter telle échelle d'ordonnée que nous voulons, sans nuire a la généralité de la démonstration; nous prendrons (fig. 42) pour l'axe du diagramme, la droite ?>B passant par le point B de la courbe y où l'on 4
la tangente B T. Dans ce cas, le point B, coïncide avec le point B ; la tangente B T, s'obtient d'ailleurs comme précédemment : T point de B T dont l'abscisse est — —, oT donne
T et par suite T,. Menons KK' parallèlement à l'axe des x par le point T ; on a : K T = T K' ; si donc on joint B K , on détermine sur l'axe des x le diamètre cb du cercle de rayon Ib. Remarquons aussi que le point K est le milieu de T, o à cause de 0 T = T T' ; on en conclut que les droites B T, , B K, B 0 et B 6 forment un faisceau harmonique et déterminent sur l'axe des x une droite cfc divisée harmoniquement parles points 0 et I: c'est dire que les points 0 et I sont réciproques par rapport au cercle \b.
OS. Problème général.— Soit à construire une parabole de degré ;/^ déterminée pary>^ conditions, savoir : un certain nombre de points A, B, C... et les tangentes en plusieurs d'entre eux. Prenons l'un de ces points A comme origine des coordonnées; la courbe cherchée aura une équation de la l'orme ij=xf{x), le problème serait résolu si on avait la courbe y, =f {x); {n° 70) ; nous allons démontrer que la courbe î/i , qui est évidemment une parabole de degré rji — 1 , est déterminée par ni conditions. En opérant comme au n° 94 , il est évident d'abord que chaque point de la courbe y , autre que l'origine, fournira un point de la courbe y, , à cause de la
relation y, =^; d'autre part (n° 96), chaque tangente a la
courbe y, donnera une tangente à la courbe yi. A chaque condition de la courbe y, correspond donc une condition de la courbe y sauf le point A pris pour origine : ce point ne Journit un point de la courbe y, que lorsque l'on donne en même temps la tangente à la courbe y. Il résulte de là que la courbe y, est déterminée par rit conditions. En opérant sur la courbe y, comme sur la courbe ?/, on ramènera le problème au tracé d"une parabole de degré m — 2, et en continuant de la même manière, on sera ramené à la construction d'une droite déterminée par deux conditions.
§ 6. Constructions des hyperboles.
OO. lléiliode générale. —La méthode des deux paragraphes iirécédents permet aussi de construire une hyperbole de degré m, connaissant?)?-!- l comhtions. Les constructions à employer sont identiques à celles qui s'ap pliquent au tracé des paraboles , mais elles doivent s'effectuer en sens inverse. Plus généralement ces constructions s'appliquent au trace des courbes dont l'équation est de la forme :
a x"' + bx"' - 1 = — -I- 1 y= ^. ■
et qui sont déterminées par des conditions suffisantes.
lOO. €oiistiMiîre une scelion eonîqne à liranclics infinies, connaissant une asyniptole e» li points. — Soient (fig. 43) A , B, C les 3 points donnés, oij l'asymptote. Prenons A B comme axe des x , l'axe des y étant parallèle à l'asymptote. Joignons BC et provisoirement prenons A comme origine; en multipliant les ordonnées delà droite BC par ses abscisses , nous obtiendrons une parabole du second degré passant parles points A et B; et si , pour opérer cette multiplication (n" 70) , nous prenons A comme pôle et l'ordonnée Cv comme axe du diagramme , le pomt C sera aussi un point de la parabole : cela résulte à l'évidence de l'application de la construction générale.
Cette parabole AM'B étant tracée , transportons l'origine au point 0 , en prenant l'asymtote pour axe des p, et divisons les ordonnées de la parabole AM'B par ses abscisses ; si pour opérer cette division (n» 73), nous prenons 0 comme pôle et Ce comme axe du diagramme , la nouvelle courbe passera par les 3 points A , B , C.
La parabole AM'B ayant une équation de la forme y = ax^ _l_ ^^_|_ c, la courbe obtenue AMB a pour équation ax'^ -\- bx-\-c •'' = • œ •
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C'est la forme de l'équation d'une hj^perbole du second degré asymptote à l'axe des y; cette courbe est donc la solution du problème proposé.
Si nous joignons un point de la parabole AM'B à l'origine O, la droite obtenue détermine sur l'axe Ce l'ordonnée du point correspondant de l'hyperbole AMB; il résulte de là que l'on obtiendra l'ordonnée maximum ou minimum de l'hyperbole en menant à la parabole une tangente oM' passant par le point 0; l'ordonnée M"c ou Mm de l'hyperbole correspondant au point M de la parabole est le maximum ou le minimum cherché. L'abscisse 0)n de l'ordonnée maximum ou minimum satisfait à la relation suivante :
om = oÂ X oB.
En effet , considérons la parabole comme résultant de la multiplication des ordonnées de la droite BC par ses abscisses; la droite BC est elle-même sa tangente en tous ses points; la propriété du n" 97 se traduit par conséquent par la relation
om = oA X oB.
101. .4iiti*e con<!itruotioii d'une !»eotioH conique à hranclies infinies. — L'hyperbole du second degré peut aussi être décrite de la manière suivante : Si on déplace une ordonnée Mm (fig. 44) parallèlement à elle-même et dans le sens de l'axe des x ; si on fait tourner le rayon AM de telle manière que le point M' où ce rayon coupe une droite fixe Bo' se déplace uniformément lorsque l'ordonnée Mm se déplace aussi uniformément, le point M décrit une hyperbole du second degré passant par le point A et dont l'asymptote est parallèle à l'axe des ij.
Pour démontrer cette propriété , considérons le rayon AM comme rayon d'un diagramme dont l'axe serait une certaine droite o'y' parallèle- à l'axe des ordonnées. Soit y' l'ordonnée O'M" de ce diagramme relative au raj^on AM qui détermine un point dont l'abscisse est x; on peut considérer (n° 70) M7)/ comme représentant le produit î/'x; on a donc
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en appelant y iordonnée de la courbe engendrée par le point M : ?/ = tf X.
D'après la construction , à une valeur de x correspond une valeur de ?/' et réciproquement : la relation qui unit ?/' et x est donc du premier degré par rapport à ces deux variables et en la résolvant par rapport à ij on aura :
ax' 4- b
ex -f- d
En remplaçant y' par sa valeur dans la valeur de </ , on obtient :
, ax^ 4- bx •^ ex + d
C'est l'équation d'une hyperbole du second degré dont l'asymptote est parallèle à l'axe des y. La manière la plus simple de faire glisser M' et m uniformément est de déplacer la droite M' m parallèlement à elle-même; en adoptant ce mode de génération, le point B est un point de la courbe.
La position de l'asymptote s'obtient facilement en cherchant le rayon A ^I qui donne le point M à l'infini ; cela se présente lorsque ce rayon devient en A o' parallèle A Mm, le point 7)1 venant alors en o, point de l'asymptote cherchée.
Entre les points A et B où ?/ est nul, y passe par un maximum ou un minimum ; l'abscisse 0;/^ , qui est ce maximum ou minimum , est donnée par l'équation
om = oA xoB.
Comme les points })i et M' décrivent des chemins proportionnels, on a aussi :
ôrM< ==o'A' X o'B.
10*î. Problèmes.— On peut, au moyen de la génération qui fait l'objet du numéro précédent , construire une hyperbole du second degré, connaissant uuc asymptote en direction et quatre conditions. Prenons comme exemple le problème suivant : construire une hyperbole du second degré dont on connaît deux points, les tangentes en ces
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points et la direction d'une asymptote. Supposons que l'hyperbole demandée soit celle qu'engendre le point M de la figure 44 ; on donne les points A et B , les tangentes en ces points et l'axe des y.
La tangente au point A est évidemment la droite A A' parallèle à m M'; car si le point m se rapproche indéfiniment du A, la corde A' M devient infiniment petite et a pour limite la tangente en A qui se confond ainsi avec A A'. Si le point M' se rapproche indéfiniment du point B, la droite MM' diffère infiniment peu d'être parallèle à l'axe des x ; on peut donc, sans changer la tangente en B à la courbe décrite , remplacer M' M par une parallèle M K à l'axe x; mais alors le triangle KM m reste semblable à lui-même et le point K décrit une droite ; cette droite est la tangente à l'hyperbole au point B. En menant A'R parallèlement à l'axe des œ, on détermine le point R oîi cette tangente coupe l'axe Ay.
Nous pouvons maintenant résoudre le problème proposé ; on connaît les tangentes AT, TB et l'axe A y parallèle à l'asymptote; par le point R, intersection de la tangente BT avec l'axe Ay , menons une parallèle à l'axe des x coupant la tangente AT en A'; on obtient la droite BA' que décrit le point M'; la direction de M'/n est parallèle à la tangente A A' : le mode de génération de l'hyperbole est complètement déterminé.
CHAPITRE V
Applications à la mécanique.
§ 1®"". Moments de divers ordres des surfaces planes.
lOîJ. Prol>lèiuc à résoudre. — On appelle moment de degré n d'une surface par rapport à un axe la somme des éléments infiniment petits de cette surface multipliés par la niéme puissance de leur distance à cet axe. Dans cette définition sont compris les moments statiques et les moments
d'inertie qui sont respectivement les moments du premier et du second degré.
Une surface quelconque ABba (fig. 45) peut toujours être considérée comme engendrée par l'ordonnée mobile M?n d'une courbe AB rapportée à une autre courbe ab prise comme ligne de repère. Soit Aa une ordonnée fixe , position initiale de l'ordonnée mobile Um; portons, à partir d'un axe On Xn, sur la direction de l'ordonnée M)?i, une longueur Mn nin proportionnelle au moment d'ordre n , autour de l'ordonnée Mwi, de la surface AM ma\ le point M^ engendrera une courbe que nous appellerons courbe des moments d'ordre n. La construction graphique des courbes de ce genre est le problème que nous nous proposons de résoudre.
i04. Théorème. — Ca lijçne des luoiuents de degré n est rîntégpale de la ligne des nioiueiits d'ordre n — 1 multipliés parn. — Soit Mn le moment de degré n , M„-i le moment de degré n— 1 d'une surface AU m a comprise entre une ordonnée fixe Xo, et une ordonnée mobile x. Il s'agit de démontrer que :
Mn = n I Mn-i dx.
D'après la définition des moments et en prenant pour élément infiniment petit le rectangle indiqué par des hachures sur la figure 45 , on a :
M„-= I fix')dx'{x—xY^;
[„ = j fix'
en dérivant cette intégrale d'après les règles connues, on obtient :
x' ( X — a:;'r "' = nMn- 1 .
70 INTEGRATION GRAPHIQUE.
En remarquant que Mn s'annule pour x = Xn , on en déduit :
M« = n I Mn_i
dx
ce qu'il fallait démontrer.
Tracé de!» lignes do iiioiuents. — Si dans la lormule
Mn=f r{x')dx'{x—xY on fait n = 0 , on trouve :
M, =y* fx'dx',
c'est-à-dire que le moment de degré 0 est identique avec l'intégrale première : la courbe Mo s'obtiendra donc par une simple intégration. Si dans la formule
Mn = n I Mn - 1 dx ou fait successivement n= 1,2,3, etc. , on obtient :
M, = / Mo dx
M2 = 2 y" Ml dx
3 / M2 dx, etc..
En prenant les bases d'intégrati(n convenables, on obtiendra immédiatement M,, Mj, M3... par une série d'intégrations graphiques successives (n°55).
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I06. Des coii!»tnnle<« «fintôgralion. — Pour effectuer les intégrations dont il est question dans le numéro précédent, il Caut connaître un point de chaque intégrale; il est évident, d'après la définition des moments, que pour x=^Xq, abscisse de l'ordonnée fixe Xa , tous ces moments sont nuls; on a donc un point de chaque courbe des moments , ce qui permet d'effectuer toutes les intégrations.
Cependant nous avons vu (n° 65) que des intégrales quelconques pouvaient donner des intégrales particulières eu les rapportant à des lignes convenablement choisies ; supposons donc que nous aj^ons intégre la courbe AB en prenant à chaque intégration un point arbitraire pour premier point ; (fîg. 45) Ao Bq. a, B, , Aa B.2.. , les intégrales ainsi obtenues; il s'agit de déterminer à quelles lignes de repère il faudra les rapporter, pour avoir les moments de la surface AM ma autour de l'ordonnée mobile Mm. Il est d'abord évident que ces lignes de repère doivent passer respectivement par les points Ao, Ai, A.j,... puisqu'au point a la surface est nulle ainsi que les moments; on conclut de là que la ligne de repère Ao Bo est la droite Ao cco menée parallèlement à l'axe des X par le point Ao; pour ce qui concerne A, B, , A2B2... , d'après le numéro 65 , les courbes de repère sont les intégrales successives de Ao Xq-, ainsi la ligne de repère de A, B, est une droite A, x, , intégrale de Ao Xç,; la ligne de repère de A2B2 est une parabole du second degré A^x^ intégrale de A,x,; plus généralement la ligne de repère de la courbe des moments d'ordre n est une parabole du n'^""* degré intégrale, n'^"^« de AqXo.
Ces différentes lignes de repère jouissent de la propriété remarquable d'être osculatrices à la courbe intégrale à laquelle elles correspondent. Démontrons , par exemple , que la ligne de repère A« Xn relative à A» B« est la parabole du ^jième fjegré osculatrice à cette courbe An Bn ; pour y arriver , il sufHt de faire voir que ces deux courbes ont un contact d'ordre n (puisque l'équation d'une parabole de degré n contient n 4- 1 paramètres ) ou ce qui revient au même , de faire voir qu'aux environs du point A« , Mn est infiniment petit
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d'ordre 7î-\-\. Cette dernière propriété est évidente puisque M« est le moment d'ordre n d'une surface infiniment petite par rapport à un axe infiniment rapproché.
fl07. IVIonients d'aune portion de ««iirface coinpri<i>e entre doux ordonnccfii fixes autour d'une ordonnée quelconque. — Soient (fig. 45) A« et Bô deux ordonnées fixes; on veut avoir les moments de la surface ABba autour d'une ordonnée quelconque Ce. Pour fixer les idées , considérons les moments du second degré ; soient Aj cc^ , Bj y^ les paraboles du second degré osculatrice à la courbe Aj Bj aux points A2 et B^ ; d'après le numéro précédent les moments autour de l'ordonnée Ce des surfaces ACea et BeCb sont représentées par C2 x^ et Cj y^; or, le moment que l'on cherche est précisément la différence de ces deux moments ; il est donc représenté par y^ œ^. En générahsantce résultat on reconnaît que le moment de degré n de la surface \Bha autour d'une ordonnée quelconque est représenté par la portion de cette ordonnée comprise entre les paraboles de degré n osculatrices n + 1 de la courbe AB aux points correspondants aux points A et B. Ces paraboles osculatrices s'obtiennent en intégrant les lignes Ao x^ et Bo yo-
f 08. Remarque. — Il arrive que l'on demande le moment d'une surface autour d'une ordonnée fixe; dans la formule
Mn= \f{x'){x—x'rdx')
xo
X est alors une constante : c'est l'abscisse de l'ordonnée fixe. On commencera par construire la courbe ^x' = f{x'){x—x'Y par la construction du n" 80; le problème est alors ramené à une seule intégration
(1) L'idée de ramener à une quadrature le calcul des moments des surfaces n'est pas nouvelle ; elle se trouve exposée dans le traité de sta-
§ 2. Moments statiques, moments d'inertie, centres de gravité.
lOO. llomcnts ftilatiqiies. — Les moments statiques sont les moments du premier degré ; les considérations du paragraphe précédent s'y appliquent complètement. Ainsi ces moments s'obtiendront par une double intégration; si l'on intègre d'une manière quelconque, il faut rapporter l'intégrale A, B, (fig. 45) à la parabole du premier degré osculatrice à cette intégrale au point A, : cette dernière est précisément la tangente au point Aj. Si l'on veut avoir le moment d'une surface ABba comprise entre ces deux ordonnées autour d'une ordonnée quelconque , ce moment est représenté par la portion de cette dernière comprise entre les tangentes à l'intégrale aux points A, et B,.
1 lO. iSIoiuciit»» d'iiierlie. — Les moments d'inertie sont les moments du second degré ; ils s'obtiennent par une triple
intégration; à cause de la formule M2 = 2 f Mi dûo, il faut effectuer la troisième l'intégration avec une base d'intégration deux fois plus petite que si on voulait trouver / Mj dx.
Lorsqu'on se propose de déterminer le moment d'inertie d'une surtàce autour d'un axe connu , il est alors préférable d'employer la méthode du n^ 108.
111. tenires de gravite. — Soit ( lig. 45) à chercher le centre de gravité de la surface AB ^a ; soit AjB, l'intégrale seconde , AiX^^Biyi les tangentes aux points A, et B, ;
tique de M. CoUignon, n" 205, Toute intégrale définie peut d'une infinité de manières se mettre sous la forme f icdv = ffdudv ; uetv dépendent de plusieurs variables dont une seule est indépendante ; les valeurs limites de II , V représentent une courbe qui limite l'aire représentée par l'intégrale. En traçant cette courbe , le problème est résolu ; nous verrons que l'on peut effectuer l'intégration sans la tracer ( voir n° 253 et suivants de ce mémoire).
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nous avons vu (n" 109) que le moment de premier degré de la surface AB &a autour d'une ordonnnée quelconque C c était représenté par y, x,, portion de cette ordonnée comprise entre les tangentes xV, a'j et B, ?/, ; il résulte de là qu'autour de Fordonnée G^qui passe par le point d'intersection de ces tangentes le moment est nul, et par suite G^ passe par le centre de gravité. De là le théorème suivant : la ligne d'ordonnée du centre de gravité d'une surface AB &a passe par le point d'intersection des tangentes à l'intégrale seconde de AB aux points correspondants aux points A etB.Ce théorème permet de trouver la ligne d'ordonnée du centre de gravité de la surface considérée ; en général , cela suffit dans les applications, mais si on voulait déterminer complètement le centre de gravité, il faudrait en chercher la ligne dabscisse par la même méthode.
11*?. y4p|ilicatioii d''uiie surface puly^oiiaEc. — Soit (flg. 46) le polygone \BCDdcba; nous nous proposons d'en trouver le moment, la surface et le centre de gravité. Divisons la surface en trapèzes au mo3'en d'ordonnées que nous désignerons par verticales pour simplifler le langage. Nous considérons la ligne ABCD comme une ligne primitive rapportée à la ligne a Oc cl prise comme ligne de repère; la surface clierchée s'obtiendra par une simple intégration, cette intégration s'effectuera par l'un ou l'autre des procédés des n"* 35 et 36; il y a une petite modification à introduire: il faut recourir à une ligne des pôles (^n° 46). Appliquons par exemple la méthode du polygone circonscrit ; soit , à cette fin, A, X, la ligne de repère de la première intégrale, op l'axe du diagramme, p P la ligne des pôles ; projetons les points A, B, C, D en A', B', C, D' sur oy, les points a, b,c, cl, en a', b', c',cl' sur i>P ; les lignes ci' A', ^'B', c' C, cl' D'donnent les directions des tangentes à l'intégrale. Les arcs A B, BC, CD de la ligue primitive ont pour abscisse moyenne, l'abscisse de leurs points milieux ; on en conclut que les verticales R\ri , SiSi , Tiii , des sommets du polygone circonscrit à l'intégrale cherchée sont à tgale distance des ordonnées extrêmes des arcs de la courbe primitive ; ayant tracé ces ver-
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ticales, on obtient aisément le polygone Ai Ri Si Ti Di en partant du point Ai où l'intégrale est nulle; la surface cherchée est représentée par la droite Di ch. La ligne intégrale Al Bi CiDi permet aussi de trouver la surlace comprise entre deux ordonnées quelconques ; cette surface est donnée par l'accroissement de l'intégrale entre les ordonnées dont il s'agit ; il est nécessaire alors de tracer exactement les points de l'intégrale situés sur ces ordonnées, ce qui se fait très facilement soit en subdivisant les lignes AB , BC , CD en plusieurs segments, soit en remarquant que les arcs de l'intégrale sont des arcs paraboliques complètement déterminés.
On obtient les moments par une deuxième intégration; nous pouvons , par exemple , effectuer cette deuxième intégration par la mtthode du polygone circonscrit. Soient o' y' l'axe du diagramme, P, le pôle. A/, B/, C,', D/ les projections sur cet axe des points A,, B,, Ci, D, ; PiA/, P,Bi', PiCi' PiDi' sont les directions des tangentes à l'intégrale seconde; les verticales R^r^, S^s^, T^^fs tles sommets du polygone circonscrit cherché ont pour abscisse les abscisses moyennes des arcs AiBi, BiCi , CiDi. Considérons, par exemple, l'arc CiDi; son ordonnée moyenne est l'ordonnée du centre de gravité h du triangle Ci Ti Di (n» 19); en menant (no 31) une horizontale \t^ par le milieu de la corde Cl Di et une parallèle à cette corde par le point K, on détermine le point t^ qui donne l'abscisse moyenne de l'arc Ci Di ; ayant de cette manière trouvé les ordonnées W)\, "è^s^, T^ti, on obtient aisément le polygone A2 R2 S2 'i\ D^ en partant d'un point quelconque A^ ; ce polygone détermine complètement l'intégrale seconde cherchée qui est formée d'arcs paraboliques du troisième degré, dont on connaît les extrémités et les tangentes extrêmes.
Si on veut obtenir les moments des surfaces comprises entre l'ordonnée fixe Aa et une ordonnée quelconque prise pour axe des moments , il faut adopter comme ligne de repère la tangente AjR^ au point Aj ; ainsi D^d^ représente le moment de la surface ABGDdcba autour de l'ordonnée Dd ; CjCa donne le moment de la surface ABCcbd autour de Ce.
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Les moments de la surface ABCDdcba comprise entre les deux ordonnées fixes Aa et Dd autour d une verticale quelconque Mw^ , sont donnés [tar les ordonnées M^m^ de la tangente T2 D2 par rapiiort à la tangente A2R2 ; la verticale Gç, qui [lasse par l'intersection de ces deux tangentes, est la verticale du centre de gravité de la surface.
Enfin la verticale du centre de gravité d'un trapèze tel que ABba est la verticale R^r^ dont l'abscisse est l'abscisse moyenne de l'arc de l'intégrale première, puisque c'est sur cette verticale que se coupent les tangentes aux points Aj et Bj de l'intégrale seconde.
113. Autre consii'uotioii. — On peut construire l'intégrale seconde par un autre procédé qui repose sur le principe suivant: étant donné (fig. 47) un arc de courbe AB, la direction de la courbe A,B, de l'intégrale de cet arc de courbe ne dépend que de l'ordonuéû moyenne de l'arc AB , ou ce qui revient au même , de la surface ABba ; il suit de là qu'on peut remplacer l'arc AB par tout autre, donnant une surlace équivalente; l'arc Ai Bi sera modifié, mais les points Al et Bi ne seront pas changés. Si en particulier l'arc modifié part du point A pour aboutir au point B, les tangentes aux points Ai , Bt de l'intégrale seconde ne seront pas changées, les directions de ces tangentes dépendant seulement des ordonnées A.a et Eb.
Appliquons ce principe général au cas d'un arc parabolique du second degré déterminé par ses tangentes extrêmes AT et TB (fig. 47). A cet efiét, divisons l'espace compris entre les ordonnées Aa , B^ en trois parties égales par les ordonnées nwi', nn'; menons par les points A, T, B les parallèles à Taxe des x Am, rn'n', uB, nous allons démontrer que l'on peut remplacer l'arc AB par la ligne brisée Amm'n'nB.
Cette propriété résulte déjà de la construction générale du n° 69 , mais il n'est pas inutile d'en donner ici une démonstration moins abstraite.
Soient t/o , yi , 2/2 Its oidunnées respectives des points
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A, T, B ; l'ordonnée moyenne de l'arc AB étant l'ordonnée du centre de gravité du triangle, ATB a pour valeur
on en déduit que :
surface KBba = ^-^« + ^^ "^ ^^ x ah. La figure montre immédiatement que l'on a aussi : surface A inm'n'nBba = ?/o -r + 2/i -: — f- ?/3 -ret on en déduit que :
surlace AB&a == surf. Amni'^i'uBba.
Nous pouvons donc énoncer la règle suivante : L'intégrale d'un arc de |>arabole AB (fig. 47) déterminé par ses tangentes extrêmes AT et TB , s'obtient en remplaçant le trapèze curviligne ABba par trois rectangles de base -7- et ayant
pour hauteurs respectives les ordonnées des points A, T et B; on obtient ainsi une ligne brisée de trois côtés dont les extrêmes sont les tangentes aux extrémités de l'arc de l'intégrale cherchée.
Si après ces préliminaires nous reprenons la flg. 46, en appliquant la méthode précédente aux arcs AjB, , B,(', , C,Di, on obtient le polygone A-, m ni^ qrsD^; les côtés indiqués en trait plein sont tangents à l'intégrale ; les côtés indiqués en trait pointihé sont des lignes auxiliaires n'ayant aucune signification.
114. Prolilènie. — Construire un trapèze ABba (fig.48) à bases verticales , connaissant la surface , la verticale du centre de gravité et Vun des côtés non parallèles ab. — Supposons le problème résolu et proposons-nous de trouver la surface et la verticale du centre de gravité du trapèze connu ABba. Ces éléments s'obtiendront par la construction du n° 112. L'intégrale i)remière Ai rBi donnera la surface du trapèze en Bi bi ; la verticale du centre de gravité est la verticale qui passe par le point d'intersection des tangentes
78 I^■TEGKATIO^■ (iR.VPHIQUE.
extrêmes de l'intégrale secoDde, mais nous avons déjà fait reinai-quer que cette verticale est précisément celle qui détermine l'abscisse moyenne de l'arc A,B, , de sorte qu'il est inutile dans ce cas d'effectuer la deuxième intégration.
Si maintenant nous reprenons le problème qui nous occupe, nous reconnaîtrons qu'il suffît de tracer dans un autre ordre les lignes de la fig. 48. Nous connais.sons la ligne B,/j, qui représente la surface, on en déduit la curde A,B, et son point milieu I; on connaît la verticale R^r^, on mène Ir, horizontalement, rjv parallèlement à la corde AjB, et l'on obtient ainsi le point K, centre de gravité du triangle A,>'B,. Ce triangle détermine aisément en prenant Kr = 2IK. Connaissant l'intégrale AirBj , une simple dérivation d>mne la droite AB. Soient y;P la ligne des pôles, oy l'axe du diagramme; on mène par les points a' et b' , projections des j>oints connus atb sur la ligne des pôles, a' A' parallèlement à A,'/', b'B' parallèlement à Bj/'; les points A' f't B' donnent immédiatement les points A et B.
I I *>. .liiti'u eonslriictioii <lo la verticale «lu centre «le gravité «ruii trapèze à bases verticales. — Cette verticale peut s'obtenir par le procédé du numéro précédent ; mais on peut aussi la trouver par la construction élégante qui suit: divisons (fig. 49) le côte ab d'un trapèze à bases verticales en trois parties égales; soient ee' les points de division ; les droites A e, e'B se coupent en un p< >int de la verticale cherchée.
Pour démontrer cette propriété, nous allons faire voir que Aee'B est l'intégrale seconde de AB ou plutôt le polygone de trois côtés , analogue au polygone A^mi^i^B^ de la fig. 46 , dont les côtés extrêmes sont les tangentes à cette intégrale. Pour y arriver prenons I , milieu de ab , comme pôle de la première intégration , ^B comme axe du diagramme; IB , lA', sont les directions des tangentes extrêmes à l'intégrale première; si nous prolongeons lA' en lAj , A,IB sera cette intégrale première si on prend Ai comme premier point et pour ligne de repère une parallèle à ab. Effectuons la seconde intégration par la méthode du n° 113 en prenant le point e' comme pôle et bB comme axe du diagramme ; le polygone qui déter-
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mine rintégrale seconde a ses trois côtés parallèles à ^'A', , e'b, (?'B, les points A',, è, B étant les projections parallèlement à ab des points A,, I, B. On peut démontrer tacilement que la direction e'A,' est parallèle à ke\ remarquons en effet que les triangles kea et &e'A,' ont deux côtés égaux et parallèles à cause de :
ka = A'^ = A,a -= k\l) ;
on en conclut que les troisièmes côtés sont aussi parallèles , c'est-à-dire que A^ est parallèle à kJ^e'. Si pour tracer l'intégrale seconde, nous partons du point A comme premier point, nous trouvons le polygone A<:'^'B ; les côtés ke, e'B sont donc les tangentes extrêmes à l'intégrale seconde et se coupent en un i)oint de la verticale du centre de gravité: c'est ce qu'il fallait démontrer.
I lO. lîeuiarqiies. — 1'^ Si au lieu de prendre c' comme pôle de la seconde intégration, on i)rend un point quelconque de ab, e'h ne changera pas de direction; on peut donc supposer que le côté ce' da l'intégrale seconde reste invariable; les deux autres côtés Ac, cB changeront de direction et se placeront par exemple en Ce et e'D et il est évident que Ce et e'D se couperont encore sur la verticale du centre de gravité du trapèze. Les deux intégrales secondes kee'B et Cee'D jouissent de la propriété du n" 65 savoir : que les tangentes et cordes correspondantes se coupent sur une même ligne droite; cette droite est évidemment la droite ah , puisque e et e' sont les points d'intersection des côtés correspondants ke et eC, Be' et e'D ; on en conclut que les cordes correspondantes A B et CD se coupent en un point o sur le prolongement de ab.
2° L'intégrale Qee'T) peut être examinée à un autre point de vue ; on peut la considérer comme lïntégrale seconde de CD et on en conclut que les trapèzes AB&« et CDba, qui ont leurs centres de gravité sur la même verticale, ont les côtés non communs AB et CD qui se coupent en un même point du côté commun ab,
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3° Si eu particuliei- on prenait le point I comme pôle de la deuxième intégration , les tangentes extrêmes Ce , De' auraient pour direction IB et lA/; cette dernière direction lA,' est d'ailleurs parallèle à AI à cause de l'égalité des triangles Ala et &IA,'. Ou obtient donc aussi aussi un point de la verticale du centre de gravité en menant par les points e, e' des parallèles aux droites AI et IB.
117. .4iilrc con!»lruotion du probièuie du n'^ 114. — Soit à chercher (fig. 49) le trapèze XBOa , connaissant ab, la surface de ce trapèze et la verticale Rr du centre de gravité. Au moyen de la suriace , on obtient aisément l'ordonnée moyenne II' du trapèze inconnu : il suffit, pour y arriver, de diviser graphiquement cette surface par la distance des bases du trapèze ; on connaît donc déjà le point I' de la droite AB. Joignons un point quelconque 5 de la verticale donnée Rr aux points e et e' qui divisent ab en trois parties égales ; d'après la remarque précédente la droite CD que l'on obtient de cette façon va rencontrer ab au même point O que la droite cherchée AB ; cette dernière est donc déterminée par les deux points 0 et I.
1 18. Étant donné un trapèze à bases lerlîcales ABba (ii^. ôO) construire un triangle sur AB eoniiue base ayant même surfaee et son eentre de gravité sur la même verticale que le trapèze. — Première '//léthocle. — On cherche par les procédés connus la verticale Rr du centre de gravité du trapèze donné et par conséquent aussi du triangle cherché ; en prenant I'^ = 3Vr, on obtient en 5S la verticale du sommet de ce triangle : cela résulte de ce que le centre de gravite de ce triangle est au '/jde la médiane SI' à partir de IT. En prenant Ss = 211', on obtient le sommet inconnu du triangle.
Deuxième méthode. — Par les points e, e' (fig. 50) qui divisent ah en trois parties égales , menons eR,e'R parallèlement à A I et à I B ; d'ai rès la troisième remarque du n"^ 116, le point li est sur la verticale du centre de gravité du trapèze. Si Lous menons aussi «S et S& parallèlement aux directions AI et IB, les; ligures Ree' et S ah ainsi obtenues .sont
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semblables et ont I comme centre de similitude ; le rapport de similitude est 3; on en conclut que I, R, S sont trois points en ligne droite et que
IS - SIR
Il en résulte que le triangle ASB a soncentrede gravité sur la même verticale que le trapèze donné ; nous allons démontrer que ce triangle est aussi équivalent au trapèze et par conséquent que c'est le triangle cherché.
Pour y arriver, remarquons que le triangle ASB" et le trapèze ABba ont une partie commune AIE et que les parties communes sont équivalentes; on a en effet: surface AIS=AIa, à cause de aS parallèle à AI; on a aussi : surface BIS = surface Blb à cause des parallèle hS et IB.
On peut donc énoncer la règle suivante : si par les extrémités a, b d'un côté d'un trapèze ABba à bases verticales on mène des parallèles aux droites AI, IB qui joignent le milieu du coté ab aux extrémités de l'autre côté AB , ces parallèles se rencontrent au sommet d'un triangle ASB ayant même ' surface que le trapèze donné et son centre de gravité sur la même verticale.
IIO. Problème inverse. — Supposons que l'on donne le triangle ABS (fig. 50) ; on demande de construire le trapèze ABba ayant un côté commun AB, même surface et le centre de gravité sur la môme verticale que le triangle donné.
Prenons r milieu de AB ; portons IF = ^ ; menons Sa , Sb
parallèlement aux directions AI et IB; on obtient le côté ab du trapèze cherché ; comme vérification ce côté doit passer par le point I.
§ 3. Moments flechissaïUs et efforts tranchants.
l!»0. IK'lînîiîons. — Soient ab (flg. 51) une poutre droite sollicitée normalement à son axe par des forces situées dans le plan de symétrie de la poutre; nous supposons la poutre entièrement libre , les appuis , s'il y en a , étant remplacés
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par des réactions convenables. Soit c une section quelconque de la poutre ; les forces qui sollicitent le tronçon hc peuvent se transporter au centre de figure de la section c où elles donnent une résultante égale à la somme algébrique des composantes; c'est cette résultante que l'on ai)pelle Teflort tranchant de la section c ; on le désignera par K. En transportant les forces au point c, on introduit des couples dont chacun d'eux a i)our moment le moment de la force autour du point c ; tous ces couples se composeut en un couple résultant dont le moment est la somme des moments des couples composants ou ce qui revient au même, la somme des moments des forces autour du point c; c'est ce moment que l'on appelle moment fléchissant; on le désigne par M. Quant aux signes de l'effort tranchant et des moments fléchissants , ils dépendent de certaines conventions ; nous supposerons toujours que l'on combine l s forces sollicitant le tronçon situé à droite de la section considérée; l'effort tranchant sera positif s'il agit vers lo bas, le moment fléchissaut s'il agit dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre. En portant en ordonnées les efforts tranchants et les moments fléchissants, on obtient «^eux lieux géométriques : ce sont ces lieux que nous nous proposons de construire. Nous adopterons généralement comme axe des œ l'axe de la poutre hx pris dans le sens de droite vers gauche, comme axe des y une perpendiculaire hy à l'axe des x. Dans les applications la poutre est presque toujours horizontale , les forces sont verticales; l'axe des y est pris vers le bas , parce que c'est la direction de la plupart des forces qui sont dues à la gravité.
4*îl. Charges eonlîniienienl réparties. — Supposons que la poutre «/; soit sollicitée par des forces infiniment petites et infiniment rapprochées; pour connaître complètement l'état de sollicitation de la poutre , il faut connaître la charge p par unité de longueur en chaque point ; si nous ))ortons;;en ordonnée , nous obtenons une courbe BA qui est la courbe des charges; soit dx un élément de la poutre, la force qui sollicite cet élément a pour \d\env pdx et est
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représentée par la surface indiquée sur la figure 51 parties hachures ; il résulte de là que l'effort tranchant en un point quelconque est la surface CBbc , que le moment fléchissant au même point est le moment de cette surface autour de la droite Ce ; on en conclut que l'elTort tranchant est l'intégrale première de la courbe des charges , que le lieu des moments fléchissants est l'intégrale seconde de la même courbe. On est donc ramené aux tracés étudiés dans les deux paragraphes précédents ; il est toutefois nécessaire d"entrer dans quelques considérations au sujet des forces isolées et de la détermination des constantes.
4^*î. Cas où il y a dos forces isolées. — D'une manière rigoureuse, il n'y a jamais de forces isolées en pratique; mais il arrive que, sur une longueur assez petite pour être négligée, agit une charge tellement grande par unité de longueur que , malgré le peu d'étendae sur laquelle elle existe , elle donne lieu à un effort de grandeur finie : telles sont les reactions des appuis , l'action des roues d'un véhicule. Si dans un cas semblable on connaissait la courbe des charges, on opérerait comme précédemment; mais habituellement on suppose les actions de cette espèce concentrée en un point où on les remplace [)ar une force isolée. La ligne des K est toujours l'intégrale de la courbe des charges , mais pour tenir compte des charges fictivement remplacées par une force isolée, l'intégrale doit subir au droit de chacune de ces forces , une augmentation brusque égale à chacune d'elles. Le lieu des M est toujours l'intégrale du lieu des K; au droit des forces isolées, il y a deux efforts tranchants différents; le diagramme donne deux tangentes au lieu des M qui présente ainsi un jarret à chaque force isolée.
l^ât. Conslanles <rinlé.:;raiioii. — Lorsqu'une poutre n'est sollicitée que par des forces connues , la détermination des constantes se fait comme pour les courbes des moments statiques des surfaces (106 et 109). A l'origme droite de la poutre oii aucune action n'agit, il est évident que K et M sont nuls ; les lieux des K et des M partent donc de cette origine si on rapporte ces lieux à l'axe de la poutre. On peut
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aussi intégrer d'une manière quelconque ; la courbe de repère relative au lieu des K est une parallèle à Taxe des x complètement déterminée par la condition que l'effort tranchant est nul à droite de la première force. Celle qui est relative au lieu des M est la tangente à l'élément de ce lieu qui précède la première force. Les moments des forces agissant sur une certaine longueur de la poutre sont représentés par les ordonnées comprises entre les tangentes aux éléments du lieu des M qui précèdent et qui suivent les forces dont il s'agit ; le point d'intersection de ces deux tangentes est un point de la résultante de ces forces (110).
l!J4. Cas où il y a des réactions inconnues. — Supposons qu'à l'extrémité droite de la poutre ou portion de poutre considérée, il y ait appui avec ou sans encastrement ; en ce point onaK = Ko ,M = Mo , les valeurs Ko, Mo dépendent des conditions des appuis et ne sont pas connues a priori ; dans ce cas on intègre d'une manière quelconque ; les lignes de repère relatives aux intégrales que l'on obtient dépendent des valeurs Ko et Mo ou ce qui revient au même des conditions des appuis de la poutre. Dans certains cas la détermination de ces lignes de repère se fait avec la plus grande facilité ; ainsi dans le cas d'une poutre sur deux appuis les moments fléchissants sont nuls aux extrémités de la poutre, la ligne de repère du lieu des M est la corde de ce lieu. Dans d'autres cas les lignes de repère dépendent de la déformation de la poutre et se déterminent plus difficilement.
Ces questions qui se rapportent plus spécialement à la stabilité des poutres droites seront traitées en détail dans le livre V.
I'î5. E.xeiupie. — Forces isolées san*cliarfçe continue. — Soient (fig. 52) PP'P"... les forces données; prenons Ao comme premier point de l'intégrale première ou lieu des K; à chaque force isolée la courbe présentera un saut brusqueégal en grandeur et en signe à la force isolée ; la charge continue étant nulle, l'effort tranchant reste constant entre deux forces isolées consécutives ; le lieu des K est donc formé de
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lignes parallèles à Taxe des x : ce lieu Ao A Bo B Co... s'obtient en portant Ao A -= P, Bo B = P', Co C = P". . .
L'intégrale seconde se trouve par la construction du n° 34. Projetons Ao, Bo, Co en A\ B', C, sur l'axe du diagramme o'i/'; prenons 0' P = /, PA', PB', PC' donne les directions des côtés du polygone n , Ai Bi C i Di (fi , lieu des moments fléchissants.
D'après les lignes de repère que l'on choisira, ces lieux pourront avoir plusieurs significations : 1° S'il s'agit d'une poutre libre on prendra Ao Xo parallèle à l'axe de la poutre pour ligne de repère du lieu des K, la tangente Ai «i pour ligne de repère du lieu des M ; 2° si l'on veut avoir les moments des trois forces P P' P", on prendra les ordonnées de la tangente Ci Di par rapport à la tangente Ai «i ; le point T d'intersection de ces deux tangentes est un point de la résultante de ces trois forces.
Remarquons qu'on peut se passer de tracer le lieu des K et construire immédiatement le diagramme des inclinaisons du lieu des M ; il suffît de porter les forces bout à bout , de prendre un pôle quelconque P et de joindre ce pôle aux extrémités des forces ainsi portées (1).
(1) Ce tracé graphique des moments fléchissants dans le cas de forces isolées est exposé dans les ouvrages de statique graphique où on le déduit du polygone funiculaire.
Depuis longtemps déjà M. Boudin, notre savant professeur, donne à l'Université de Gand , une démonstration de ce procédé qui, à l'élégance et à la simplicité, joint l'avantage très grand de ne reposer sur aucune idée étrangère à la question. Celte démonstration remarquable a été le point de départ de nos recherches sur l'intégration graphique. Il suffisait, en effet , de remarquer que le moment fléchissant est la surface couverte par les efforts tranchants pour reconnaître que le tracé graphique des moments des forces isolées n'est autre qu'une double intégration graphique dans le cas particulier où la première intégration se réduit à une addition.
Une fois en possession de l'idée de l'intégration graphique, il était bien naturel que nous cherchions à en tirer tout le parti possible et il ne nous
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fl'ÎO. Deuxièint' cxcuiplo. — Forces ii^oléos el charges coulinue!» iiiiiforuiéiMenl répai lies. ^ — Soient (fig. b'.i), A Co CEflEG la courbe des charges, P, P', P" les forces isolées; la première intégration qui donne le lieu des efforts trancliants s'effectue par le procédé du n° 34. Soit Pi Oi yi , le diagramme relatif à cette intégration; projetons A, C, B] sur Oi 2/1 en A' C E' ; PA', PC, PE' donnent les directions des côtés du lieu des efforts tranchants; on obtient ce lieu Ai Bo Bi Cl Do Di ... en menant Ai Bo parallèlement à PA', en ])ortant Bo Bi égal à P. en menant Bi Ci parallèlement à PA' , en menant Ci Do parallèlement à PC, en [)ortant Do Di égal à P' et ainsi de suite.
La seconde intégration qui donne le lieu des M s'effectue par le procédé n° 36 ; les intégrales des côtés Ai Bq, Bi Ci, Cl Dq... sont des arcs paraboliques que Ton détermine par leurs tangentes extrêmes.
Soit Ba O2 2/2 le diagramme relatif à cette seconde intégration; soient A,' , Bo' , B/, C,'. . . les projetons O22/2 des points A|, Bo, Bi , Cl . . .; on obtient le lieu des moments fléchissants cherchés A2 r B^ sC^. . . en menant A^ r parallèlement à PA,', rBa parallèlement à PB'o, B^s parallèlement PB,', etc. . . Les points r, 5, /. . . étant sur les lignes d'ordonnées qui divisent ab , Jjc, cd... en deux parties égales. Le poljgone que l'on obtient est un pohgone circonscrit au lieu cherché; pour le déterminer par un plus grand nombre de points, on peut subdiviser les arcs A, Bo, B, Cj.., avant l'intégration en autant de ])arties que l'on veut.
a pas fallu beaucoup d'efforts [>our eu déduire les différentes applications de ce mémoire.
Vers l'époque où nous nous occupions de ces recherches , paraissait, dans leb Annales des ponts et chaussées de Finance, la notice bien coii'jue de M. Collignon sur l'intégromèire de M. Deprez ; cette notice se termine par des considérations d'un ordre très élevé sur l'importance de l'intégration el les différentes opérations qui s'y rattachent; ces considérations ont facilité beaucoup notre travail.
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Les deux intégrales étant tracées, on peut leur donner plusieurs significations : 1° S'il s'agit d'une poutre entièrement libre, on prendra pour lignes de repère A, .x, parallèle à l'axe des x pour les efforts tranchants , Aj x.^ tangente à Tare Aa B^ pour les moments fléchissants ; 2° Si l'on veut avoir les moments des forces qui agissent sur une certaine longueur &e, force P comprise , on mènera les tangentes BjL' et E.2L' aux arcs qui précèdent et qui suivent ce groupe de forces; le moment de ce groupe autour d'une ligne d'ordonnée quelconque M;>i est représenté en grandeur et en signe par la portion de cette ordonnée comprise entre la tangente EjL' et la tangente B2 L'. Si la force P n'était pas comprise dans le groupe des forces considérées, il faudrait remplacer la tangente BL' par BL
Le point L' intersection de deux tangentes au lieu des M est un point de la résultante des forces comprises entre les points de contact de ces deux tangentes.
1»»7. Coiiiiaiiiisaiil le lieu «k's M, trouver le lieu «les K cl réial de sollicitation. — Il suffit pour résoudre ce problème, d'effectuer deux dérivations successives.
1° Si le lieu des M est un polj-gone a^ A, B, C,. . . (fig. 52), on trace l'axe du diagramme 0'?/' , on prend Po' égal à une base qui dépend des échelles, on mène par le pôle P des parallèles PA', PB', PC... aux côtés du lieu des M; on en déduit aisément le lieu des efforts tranchants ko A Bo B... ; les forces sollicitantes sont des forces isolées représentées A'B', B'C... La ligne de repère du lieu des K est la dérivée de celle du lieu des M ; si A, x, est la ligne de repère du lieu des M , celle du lieu des K sera Ao Xo.
2° Si le lieu des M est une courbe quelconque, il suffit de mener les rayons du diagramme parallèles aux tangentes à cette courbe; les ordonnées du diagramme relatives à ces rayons donnent les efforts tranchants ; en faisant la même opération sur le heu des K on obtient la courbe des charges. Lorsque le lieu des M présente un point angulaire, les deux tangentes en ce point donnent chacune un effort tranchant; la différence de ces deux efforts tranchants est la force isolée
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qui agit au droit du jarret. Lorsque le lieu des M est formé d'arcs paraboliques du second degré, on n'applique la construction qu'aux tangentes extrêmes de chacun des arcs ; on obtient ainsi les extrémités de l'arc correspondant du lieu des K ; ce dernier arc étant une ligne droite e.st complètement déterminé par deux jjoints. Soit (fig. ô'.i) un lieu des M, Aî/'BjiCj... formé d'arcs paraboliques A^Bj, BjCj .. ; on mène PAj' PBo PB,'... parallèlement aux tangentes A^r, B^r, B2.9. .. ; on en déduit aisément le lieu des K, A, BoB, C,... En menant sur un nouveau diagramme PA', PC... parallèlement aux côtés A,Bo, B, C,..., on obtient la courbe des charges ; les forces isolées sont données par les variations brusques de l'effort tranchant.
1»*S. Reiiiar(|iic^. — 1° Il résulte des considérations qui précèdent qu'en intégrant deux fois la courbe des charges, on obtient les lieux des K et des M quelles que soient les conditions des appuis , la position et la grandeur de la poutre , ces éléments n'exerçant une influence que sur les lignes de repère.
2" Les mêmes charges peuvent donner lieu à une infinité d'intégrales premières et secondes qui ont entre elles les relations étudiées aux n*>s 12 et 64, savoir : les intégrales secondes ont leurs côtés et tangentes correspondants qui se coupent sur une droite fixe.
Pour passer d'une intégrale seconde à une autre, il suffit d'ailleurs de déplacer le pôle du diagramme et le déplacement du pôle est parallèle à la droite des points d'intersection des lignes correspondantes des deux intégrales. Par rapport à cette dernière droite, considérée comme ligne de repère, les deux intégrales secondes représentent une même fonction à des échelles différentes (55).
30 Si sur une certaine longueur de la poutre, on remplace les forces données par un système équivalent , c'est-àdire un système donnant la même résultante , l'effort tranchant et le moment fléchissant ne changent pas en dehors de la partie de la poutre où les modifications ont été faites ;
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le lieu des M et des K ne sont modifiés que sur la partie où les forces ont changé.
Réciproquement si on remplace un arc du lieu des M par un autre ayant mêmes extrémités, cet autre lieu correspond à un groupe de forces équivalent au groupe des forces données qui agissent dans l'étendue de cet arc; cela résulte de de ce que , autour de tous les points situés en dehors de l'arc modifié, les moments de ces deux groupes sont identiques. Soit, par exemple (fig. 54)!, A2 B2 un lieu des M; remplaçons l'arc A.2 Bj par le polygone Aj C^ B.^ ; les forces nouvelles qui donnent le lieu à A» C^ B2 sont évidemment trois forces isolées ; on en obtient les grandeurs au moyen du diagramme.
Menons PA', PB' parallèlement aux tangentes en A^ et en Bj ; Pa', V'/ parallèlement aux côtés A^ C2 et C^ B2 ; A'a' : a'y , y'B sont les trois variations brusques de l'effort tranchant, c'est-à-dire, les trois forces isolées agissant en Aj , C2, Bg et faisant un système équivalent aux gi^oupes des forces données qui agissent sur l'arc AjBj. Si les côtés A2C2, C2B2 étaient dirigés suivant les tangentes en A2 et en Bj, les forces seraient nulles en ces points , c'est-à-dire que les forces données seraient remplacées par une force unique.
Si on remplace l'arc A2B2 par sa corde, la force ay est nulle, les forces données sont remplacées par deux forces passant par les extrémités de l'arc.
La modification du lieu des M entraine une modification du lieu des K ; au lieu A^ C^ B2 correspond le lieu Aj ajS y aB, ; il est à remarquer que les directions AjCa, C2B2 sont arbitraires, mais que la ligne A,a(3y!5Bi doit satisfaire à une condition et qu'on ne pourrait pas la tracer arbitrairement. Il faut, en effet, que les moments ne soient pas changés en dehors de la modification; comme les moments sont les surfaces couvertes par les efforts tranchants, cela exige que ces surfaces ne soient pas changées ; il faut par conséquent que les surfaces hachurées, situées au-dessus de l'arc A, B,, soient équivalentes aux surfaces hachurées situées en dessous de cet arc.
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§ 4. Ligne des résultantes successives des forces situées dans un plan.
A . Définitions . usages.
I»îO. IK'finîlîons. — Soient (fig. 55) Fo F, F2 F,, une série de forces s.i tuées dans un plan ; si on compose les forces Fo , F,, on obtient une première résultante partielle dirigée suivant une droite telle que AB ; si on compose cette première résultante avec F^ , on obtient une seconde résultante partielle dirigée suivant une droite telle que BC; cette seconde résultante composée avec F3 en donne une troisième et ainsi de suite ; la ligne ABCD sera appelée ligne des résultantes successives des forces données. Cette définition s'applique également au cas de forces infiniment petites et infiniment rapprochées ; la ligne des résultantes change alors continûment de direction sauf aux points où une force isolée intervient, où la courbe présente un jarret.
ISO. liîgnes de-» réiiiiillanle»» auxiliaires. — Il arrive souvent que les forces sont parallèles ou à peu près; dans ces conditions la ligne des résultantes se transporterait à l'infini ou du moins en dehors des limites du dessin,- c'est pour ce motif qu'il est souvent utile et prtsque toujours plus élégant d'introduire une force auxiliaire et de construire la ligne des résultantes de cette dernière avec les forces données. On obtient alors une ligne que nous désignerons par ligne des résultantes auxiliaires des forces données. Ainsi, par exemple, dans la fig. 55, supposons que F, , F2, F3... soient les forces données ; Fo la force auxiliaire ; la ligne ABCD est une ligne des résultantes auxiliaires des forces données.
Connaissant la résultante auxiliaire d'un groupe de forces, on peut en déduire la résultante efiective ; il suffit de composer cette résultante auxiliaire avec la force auxiliaire prise en sens contraire ; on fait disparaître de cette façon la force auxiliaire que l'on avait introduite pour faciliter la construction.
Soit , par exemple , à chercher la résultante des forces F, , Fa, F3, F4 (flg. 55), DE est la direction, de leur résultante auxiliaire; en composant cette dernière avec la force Fq changée de sens , on trouvera leur résultante effective qui passe évidemment par le point G intersection de DE et deFo. Pour simidifier le langage , nous énoncerons cette propriété en disant que : la résultante effective des forces données est égale à la résultante auxiliaire diminuée de la force auxiliaire , le mot diminué étant pris dans un sens statique et signifiant que l'on compose la première force avec l'autre changée de sens.
131. La ré«*ultante efTectiio «fiiu groupe de forcct!» !iiiicce»ti<>ives e»<it ôg;ale à la ré.^iillaiile auxiliaire qui .«uit ce groupe dimiuuee de celle qui précède. — Soit, par exemple , à chercher la résultante des forces F^ , F3 , F4 ; si nous considérons la résultante dirigée suivant la ligne A B qui précède les forces à composer, comme une force auxiliaire , A B C D E devient la ligne des résultantes auxiliaires des seules forces F2 , F3, F4 ; on en conclut que la résultante effective de ces forces est la résultante DE diminuée de la résultante AB : c'est ce qu'il fallait démontrer.
13*». Usages.— La considération des lignes de résultantes eftéctives ou auxiliaires est très importante et s'applique à un grand nombre de questions qui intéressent l'art de l'ingénieur. Nous venons de voir qu'elle permet de composer les forces dans un plan. La ligne des résultantes auxiliaires est aussi la forme d'équilibre d'un fil ou polygone funiculaire sollicité par les forces données, la force auxiliaire étant la tension du premier cordon ; il résulte en effet de la définition même de la ligne des résultantes, que chaque élément du fil dont il s'agit, sera sollicité suivant sa direction. Le polygone des pressions d'une voûte est aussi une ligne des résultantes auxiliaires dans laquelle les forces données sont les poids des voussoirs , la poussée jouant le rôle de force auxiliaire.
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B. Forces parallèles.
133. Lia ligne Aqs rcitultanlos auxiliaires de forées parallèles eontiiiùnient réparties ou isolées esl une inlé§;rale seeonde des forées données ; les ordonnées el les rayons du diagramme de la seeonde intégralion représentant respeelivement les résultantes eflTeetives et auxiliaires des forces données. — Supposons par la pensée que les forces données (fig. 51) agissent sur une poutre droite per- ])endiculaire à leur direction; nous représenterons les forces continûment réparties par une courbe A B, dite courbe des charges, dont les ordonnées représentent les forces par unité de longueur delà poutre. Effectuons une première intégration de la courbe AB , en tenant compte des forces isolées , comme s'il s'agissait de déterminer les lieux des efforts tranchants delà poutre ab , supposée entièrement libre ; soit Bi Al l'intégrale ra[tportée ù la droite B, x^ parallèle k ah ; l'ordonnée C, t\ d'un point quelconque de cette intégrale représente la somme algébrique des forces qui agissent à droite de cette ordonnée ; c'est précisément la résultante effective des forces dont il s'agit.
Effectuons une seconde intégration, en adoptant pour pôle du diagramme un point P', tel que le rayon P' B'j qui donne la direction du premier élément de l'intégrale seconde, représente en grandeur et direction la force auxiliaire X. Soit P' C'i le rayon du diagramme qui donne la direction de la tangente en un point C^ de l'intégrale seconde ; d'après ce qui précède, P' B', représente la force auxiliaire X, B', C, la résultante effective des forces qui agissent à droite du point c ; on en conclut en vertu de la règle du polygone des forces, que P'C'i représente en grandeur et direction , la résultante auxiliaire de ces mêmes forces.
Enfin, si l'intégrale seconde BjAs est tracée de manière que son premier élément soit dirigé suivant l'alignement de la foroe X, tous les autres éléments de cette intégrale seront dirigés suivant les résultantes auxiliaires successives des
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forces données; c'est donc la ligne des résultantes auxiliaires cherchée : cela achève la démonstration du théorème énonce (Ij.
131. l*ro|»riêié!« diierses. — Une ligne des résultantes auxiliaires étant une intégrale seconde des forces données , peut être aussi considéi'ée connne une courbe de moments fléchissants et jouit par conséquent des propriétés de cette dernière; ces propriétés se démontreraient d'ailleurs directement avec la [dus grande facilité; nous nous contenterons de les énoncer :
1° Pour passer d'une ligne de résultantes auxiliaires à une autre , il sulïlt de dei)lacer le pôle ; les côtés , cordes et tangentes correspondants des deux lignes se coupent sur une droite fixe parallèle au déplacement du pôle.
2'' Si on remplace un arc de la ligne des résultantes auxiliau^es par un autre , on obtient une ligne des résultantes relative à un système de forces équivalent au système des forces données ; réciproquement si on remplace un groupe de forces par un système équivalent, la ligne des résultantes n'est moditiee que dans l'étendue oii les forces ont changé.
3'^ Si, en particulier, on remplace un groupe de forces par leur résultante, l'arc correspondant est remplacé par les tangentes qui précèdent et qui suivent les forces modiliées.
4'^ Si on remplace un groupe de forces par des foi ces donnant même résultante et agissant aux extrémités de l'arc où les moditications se produisent , cet arc est remplacé par sa corde.
135. Problèmes. — Pour qu'une ligne de résultantes auxiliaires soit déterminée, il faut connaître la grandeur, la direction et la position de la force auxiliaire ou bien ti-ois conditions qui remplacent ces éléments. On peut se donner
(1) Appliquée au cas de forces isolées, cette coostructioa conduil au tracé cunnu du polygone fuuiculaire au moyen du polygone de Vaviguon , tracé dout il est fait grand usage dans les traités de statique graphique , pour étudier l'équilibre des forces, leur composition et déconapositiou.
comme coiidition soit la direction d'une tangente ou résultante , la direction d'une corde, la grandeur d'une résultante ; mais à ces conditions de grandeur et de direction, il faut toujours ajouter une condition de position telle qu'un point de la ligne, sinon on i)ourrait déplacer cette dernière j)arallèlement à la verticale sans modifier les autres conditions, et il .y aurait indétermination. Cela étant, tous les problèmes que l'on [)eut poser relativement à une." ligne de résultantes se ramènent à celui-ci: connai.ssant deux conditions de grandeur ou direction et une condition de position , trouver la ligne des résultantes auxiliaires des forces données. Pour résoudre ce problème, on commence par effectuer la première intégration, on obtient de cette façon les ordonnées du diagramme de la seconde intégration; pour déterminer complètement ce diagramme, il faudrait en connaître le pôle; les conditions de grandeur et de direction suflisent pour déterminer ce point. Si, par exemple, on donne les directions des deux résultantes PA',, PC, (fig. 51) le pôle P se trouve à l'intersection de deux droites connues; si on donne la grandeur PA'i et la direction P'C',, le pôle P se trouve à l'intersection d'une droite et d'un cercle. Le diagramme étant déterminé, la condition de position détermine complètement la résultante.
136. Exea»|»le. — Étant donné un système de forces parallèles isolées, construire une ligne de résultantes dont trois côtés passent par trois points donnés. Soient (fig. 56) P,, P2, P5. . . les forces données, L, K, H les points donnés de ligne des résultantes auxiliaires cherchée. Commençons par construire une intégrale seconde quelconque ; la première intégration se réduit à une simple addition ; en portant les forces botit à bout en 01, 12, 23..., on obtient en 01, 02, 03... les ordonnées du diagramme de la seconde intégration (n'' 126) ; si nous prenons un pôle quelconque P, on en déduit l'intégrale HA'.B' C. . .; il s'agit de déduire de cette intégrale une autre intégrale seconde HABC... passant par les 3 points H, Kl L. Pour y arriver, menons sur le diagramme PI, P'J parallèlement aux cordes H K', KL' qui correspondent aux
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cordes connues HK,KL de lintégmle seconde cherciir>e ; le pôle du diagi-amnie relatif à cette dernière se détermine eu menant PI parallèlement à la corde HK et P J parallèlement à KL; connaissant le pôle P on obtient aisément Tintégrale cherchée H A B C. . .
Autre construction. — Ou peut aussi déduire l'intégrale cherchée ABC... de l'intégrale connue A'B'C... de la manière suivante :
Les côtés correspondants HK, HK' se coupent au point H ; les cotés correspondants KL , K' L', au point iM ; la droite H M est donc le lieu des points d'intersection des cordes et tangentes correspondantes des deux intégrales. Soit à chercher le i)oint F de l'intégrale inconnue; menons F' K' jusqu'à la rencontre N de la droite HM; en menant NK on aura la corde correspondant à F'K' et par suite le point F. On obtiendrait de cette laçou autant de points que l'on voudrait.
IS?. Kqiiiliure et coiuiiosilion de»» force!» parallèle!».
— Pour que les lorces parallèles données se lassent équilibre, il faut et il suffit que la résultante auxiliaire de toutes les lorces données soit identique avec la lorce auxiliaire; en d'autres termes, les tangentes extrêmes de la ligne des résultantes se confondent et iermenl en les prolongeant la ligne des résultantes auxiliaires.
Lorsque les tangentes extrêmes se coupent , les forces donnent une résultante qui passe par le point d'intersection de ces tangentes : cette résultante est donnée en grandeur par l'ordonnée du diagramme. Si enfin, les tangentes extrêmes sont parallèles sans se confondre, les forces données se ramènent à un couple, savoir: la résultante auxiliaire des forces données et la force auxiliaire prise en sens contraire.
Ces considérations s'appliquent aussi à un groupe quelconque de forces successives; ainsi, par exemple, pour qu'un groupe de forces successives soit en équilibre, il faut et il suffit que les résultantes auxiliaires qui précèdent et qui suivent les forces considérées soient identiques et fassent avec l'arc de la ligne des résullantes un contour lérme,
13$. décomposer un i«y!«>tèiiic de forces |>aralléles en trois composanfes dirigées suivani Irois droites connues.
— Soit X' C'A' (fig. 57'j la ligue des ré.sultantes auxiliaires des forces données relative au diagi'amme P'OI ; soient X, Y, Z les trois composantes cherchées dont on connaît les alignements; il faut que la résultante des forces X, Y, Z .soit identique avec la résultante des forces dounçes , ou , ce qui revient au même, que la résultante des forces Y, Z soit identique avec la résultante des forces données combinées avec la force — X; eu d'autres termes, en prenant— X comme force auxiliaire, la résultante auxiliaire des forces données doit passer par le point A intersection des forces Y et Z. Le problème est ramené à un cas particulier du problème du n° 135, savoir: construire une ligne des resultautes auxiliaires, connaissant un point A et un côté BX alignement de la force auxiliaire.
Menons AB, corde quelconque de la ligne cherchée; soit A' B' la corde correspondante dans la ligne connue. Soit sur le diagramme P'O , P'I les directions des côtés X'B' et B'A'; ces côtés ont pour correspondants dans la ligne des résultantes inconnues les côtés connus XB et BA ; on obtient le pôle P de l'intégrale cherchée en menant IP et OP parallèlement à AB et BX ; PO est la force — X , OP la force X.
Soit Va' la direction de la tangente au point A' ; Pa' sera la direction de la tangente en A et par conséquent la résultante des forces Y , Z , forces que l'on trouve par la règle du polygone des forces, en menant PP. parallèlement à Z et fl'Pi parallèlement à Y. En résume on a :
— X = POouX -- OP,Z = PPi, Y = Pi«'. Cas 2icii'ticiiliei-. — Supposons que les forces données se réduisent à une tbrce unique R connue, coupant la force X au point D ; la résultante des forces R et — X doit passer parle point A; en remplaçant les forces données par leur résistante R , la ligne des résistantes auxiliaires de ces forces et de la force — X seréduit au polj'gone XDA; soient donc Oa' = R, a'P itarallèle à AU , OP parallèle à DX ; on a PO = — X; Pa'; comme précédemuient , donnerait Y et Z jjar une décomposition.
C. Forces quelconques
flctO. Ti'aci!^ grapiiiquc pour le ans <le foi*ccj« ii^oléc*::.
— Soient (fig 55) FoFiF^ . . , . les forces données dont ou demande la ligne des résultantes; portons ces forces bout à bout , à partir d'un point quelconque P en PO; 01 , 12, 23...; d'après la règle du polygone des forces, leurs résultantes successives seront représentées en grandeur et direction par les droites PO , PI, P2 , le point A, intersection des forces.Fo , F i , est un point de la résultante de ces deux forces; on obtiendra donc la ligne des résultantes cherchées en
(1) Dans les ouvrages de statique graphique, on compose l^s forces dans un plan par la conii.léraiion du polygone funiculaire ; nous y avons subsiiiué l'idée de la ligne des résultantes auxiliaires; celte idée nous a paru plus simple: elle nous a permis de i-etrouver facilement les constructioi:s de la staiique graphique (139, 140, 141); elle nous a fait découvrir eu outre des construciions nouvelles (144, 145).
Nous avons traité !e cas de forces isolées; le cas de t'orces continûment réparties non parallèles se rencontrent dans la courbe funiculaire et la trajectoire d'un point. Si ë est la coirdonnée géométrique dun point mobile (voir notre cours de mécanique pour la signitication de cette
exnression) si est égal a des constantes connues pendant les inter-
valles qui séparent les instants f „ , f , , ï. . etc....; on peut troaver ë à chacun de ces instants par un polygone circonscrit à la trajectoire au moyen d'une construction c]ui n'est que la généialisaiion de la constructicn du numéro 69. La ligne des résultantes successives de forces isolées est la trajectoire d'un point soumis à des percussions ; c'esi aussi une intégrale seconde géométrique, la première intégration est une addition géométrique. Nous ne pouvons pas ici dévelop[ier ces considérations un peu vagues , elles suffisent pour montrer que les tracés g ra{.hii|ues qu vont suivre sont intimement liés à l'intégration graphique et pour expliquer leur présence dans ce mémoire. Nous considérons la statique graphique comme un ciis jiarliculier de l'intégration graphique appliquée au cas où leb lééiriLLis (ju'il s'agit d ajouter cnt d< s diiections variables.
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menant t^ucce.>sivement AB, BC, CD,... i>arallèlement aux directions Po, Pi, P2... La figure P012... est le diagramme des résultantes; P origine commune de ces dernières est le pôle du diagramme.
Si on donne seulement les forces P'i , F, , Fj... , la force Fo devient force auxiliaire et peut être choisie arbitrairement; on obtient alors une ligne des résultantes auxdiaires des forces données. On a donc la construction suivante : pour obtenir une ligne des résultantes auxiliaires de forces données Fi , Fj , F3... , on porte ces forces bout à bout en 01 , 12 , 23... ; on joint les sommets du poh'gone des forces ainsi obtenu à un pôle quelconque P ; partant d'un point arbitraire I , on mène un polj'gone lABCD. . . dont les sommets se trouvent sur les alignements des forces données et dont les côtés soient parallèles aux directions PI, P2, P3; le polygone obtenu est la ligne des résultantes auxiliaires cherchées; PO est la force auxiliaire PI, P2, P3... les résultantes auxiliaires en grandeur et direction"^.
I 40. Thêorëuie .««iir le dé|»laeemeiîl du pôle. — Si OU déplace le pôle du diagranmie des résultantes auxiliaires , on obtient une nouvelle ligne de résultantes dont les côtés coui)ent les côtés correspondants en des points situés sur une droite fixe parallèle au déplacement du pôle.
Soient (fig. 55) lABC D la ligne des résultantes auxiliaires des forces données relative au pôle P, l'A'B'C'D' la ligne des résultantes auxiliaires relative au pôle P'. On peut considérer la nouvelle force auxiliaire P'O comme la résultante de la force auxiliaire primitive P 0 et d'une nouvelle force représentée par P'P en grandeur et direction et agissant suivant une dioite H' passant par l'intersection I des alignements des deux torées auxiliaires ; il résulte de là que pour pour obtenir une résultante B'C il suffit de composer la résultante BC avec la force IF; on en conclut que B'C passe par le point d'intersection des droites BCetir ou, ce qui revient au même , que les deux droites B C , B'C se coupent sur la droite fixe H': c'est ce qu'il fallait démontrer.
l'ai, Moment «les foroos niitoiii' d'un {loiatt. — Soit (fig. 55) à clierclier la S(3mme des moments des forces F^, F3, Fi autour du point K ou, ce qui revient au même, le moment de leur résultante autour du même point. Cette résultante est représentée en grandeur et direction par 14; si par le point K on mène une droite NN' parallèle à 14, les forces F2F3 Fi donneront même moment total autour de tous les points de cette droite ; nous [)rendrons le [)oint N sur la ligne des résultantes auxiliaires comme centre des moments. En exprimant que la somme des moments autour du point N des composantes de la résultante DC est égale à C, on obtient l'équation :
M-FZ,
formule dans laquelle M désigne le moment cherché , F la force auxiliaire AB, Z la «listance du roint N à la force auxiliaire AB. Il résulte de cette équation que le moment cherché est proportionnel à la distance Z ou N N" ; on eu conclut que NN" représente le moment cherche à une certaine échelle.
Pour calculer cette échelle , rendons homogène l'équation précédente, ou obtient :
Ibrmule dans laquelle a, b, c désignent resiicctivement les
unîtes des échelles des longueurs, des forces et des moments,
et m,f, z les longueurs qui représentent les quantités M, F, Z.
Pour que N N" ou Z représente le moment M, on doit avoir
m = z, ce qui exige que l'on ait :
1 / 1, , ub
- = — - d ou c = — — .
c ab f
11 résulte de cette valeur de c qi;e Tinfluence de la longueur /"sur 1 "échelle des moments est la même que si /'était une base d'intégration.
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14». Siih^tiliition à un gjroiipc de forces snccessHes
«Fuii système équîviilenl. — Si on remplace un groupe de forces successives par un système équivalent, les résultantes auxiliaires qui précèdent et qui suivent les forces modifiées , ne sont pas changées. Réciproquement, on peut modifier à volonté une partie de la ligne des résultantes auxiliaires des forces données; si on se donne à volonté les résultantes auxiliaires qui agissent suivant les côtés de la nouvelle ligne, cette dernière correspond à un système de forces que Ton déterminera aisément en menant les rayons du diagramme représentant les nouvelles résultantes auxiliaires. Si les résultantes auxiliaires qui précèdent et qui suivent les côtés modifiés, ne sont pas changées, le nouveau système est équivalent au système donné. Quelques exemples éclairciront ces généralités.
1° Nous pouvons remplacer le polygone BCD E (fig. 55) par les côtés BC,D E prolongés jusqu'à leur point d'intersection M ; les forces Fj, F^ sont alors remplacées par une force unique appliquée en M et qui est représentée en grandeur et direction sur le diagramme i)ar 24.
2° Nous pouvons remplacer le polygone F CD E par la corde EF ; menons PJ [tarallèle à EF et égale à la grandeur arbitraire de la résultante auxiliaire dirigée suivant FE; les forces F3, F4 sont remplacées par deux forces F'j, F'^ passant respectivement par les points F et E et représentées en grandeur et direction par2JetJ4; en faisant varier la résultante auxiliaire PJ, on obtient une infinité de systèmes de deux forces passant par les points F et E et équivaleut au système des deux forces données F,, F^ ; les deux nouvelles forces F'3, F'4, doivent se couper sur la résultante des forces qu'elles remplacent. En résumé, en remplaçant un contour d'une ligne de résultantes auxiliaires par sa corde , on concentre les forces qui agissent sur ce contour en deux résultantes passant par les extrémités der cette corde , mais il y a une infinité de modes de concentration.
30 Si nous admettons un mode de concentration déterminé soit, par exemple, le système des forces F'j, F'^ remplaçant
les forces qui agissent sur le contour F CDE /si nous conservons ce même mode de concentration pour une autre ligne des résultantes auxiliaires A'B'C'D'E' des; mêmes ibrces données, les cordes E F et E' F' peuvent être considérées comme deux côtés correspondants des lignes de résultantes ABFE etA'B'F'E', et se coupentsur la droite fixeir(n°149). Par l'absurde on démontrerait aisément que si les cordes EF, E'F' s'appuient sur deux côtés correspondantsïle deux lignes des résultantes auxiliaires des mêmes forces et se coupent sur la droite flxe II', ces cordes correspondent à ;un même système de concentration d'un groupe des forces données en deux résultantes. On peut remarquer que contrairement à ce qui se passe dans le cas de forces parallèles , les cordes qui joignent des sommets correspondants telles'que AD,A'D' ne se coupent généralement pas sur la droite .fixe II' ; pour que cela arrive , il faudrait qu'il fût possible de concentrer les forces qui agissent dans l'étendue de ces cordes , en deux forces dirigées suivant A A' et DD' ou, ce.- qui revient^ au même, que la résultante du groupe des forces données dont ilsagit, passât par l'intersection des droites ;A A' et DD'; cette circonstance ne se présentera que dans certains cas particuliers, notamment dans celui des forces concourantes ou parallèles (1 >.
143. Équilibre et eoiu|>o<»ition des forces. —Nous avons vu au n" 130 que la résultante effective desTorces données est égale à la résultante auxiliaire de ces forces , combinée avec la force auxiliaire changée de sens ; cette résultante est donnée en grandeur et direction par' la droite qui forme le polygone des forces ; en position elle passe par le point d'intersection des côtés extrêmes de la ligneMes résultantes au xiliaires.
( I) Parmi tous les modes de coucentration, le plus simple est la conceutraiioa par forces parallèles; soit E, F, une corde, les forces données Fj F^ ont une résultante représentée sur le diagramme par 2J,, ; les forces concentrées doivent être parallèles k celle résultante; menons PJ, parallèlement à E, F, , on obtient les forces concentrées en 2 J, et J, 4.
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Si les forces données forment un poly^jono fermé, la résultante auxiliaire est égale et parallèle à la force auxiliaire ; les forces données se ramènent à un couple, savoir: la résultante auxiliaire et la force auxiliaire changée de sens.
Si non-seulement les forces données forment un i)olygone fermé, mais si, en outre , la résultante auxiliaire agit dans le même alignement que la ligne des résultantes, ou , ce qui revient au même, si la ligne des résultantes se ferme par la résultante auxiliaire prolongée , le couple dont il vient d être question s'annule, les forces se font équilibre. Les réciproques de ces propriétés sont évidentes.
1-11. Problèmes divers. — Comme dans le cas de forces parallèles, les différents i)ioblèmes que l'on peut poser sur la détermination d'une ligne de résultantes auxiliaires de forces données se ramènent à celui-ci : connaissant trois conditions dont une déposition, trouver la ligne des résultantes auxiliaires de forces données. L'exemple qui suit montre suffisamment la marche à suivre pour résoudre tous ces problèmes.
Exemple. — Construire une ligne des résultantes auxiliaires des forces données connaissant trois points de cette ligne. Soit I ABCD E (fig. 55') une ligne des résultantes auxiliaires quelconque des forces données ; proposons-nous d'en déduire une autre telle que les côtés correspondants aux côtés lA, BC, ED passent respectivement par les trois p.oints connus K', F', E'. En prolongeant les côtés AL CB, ED TOUS remplaçons la ligne des résultantes connue par I LME, relative à deux forces LR, MR dont les grandeurs et directions sont données sur le aiagramme i)ar 02 et 24 ; joignons le point R, intersection de ces deux forces, aux points K', F', E' ; ces droites déterminent les cordes F K, F E de la ligne connue. Nous pouvons décomposer la force LR suivant les droites RK etRF, les cordes FK et F' K' correspondent donc à un même mode de concentration des forces données ; il en est de même des cordes EF et E'F'. On en conclut que ces cordes se coupent mutuellement en des points T et S qui déterminent la droite fixe H' sur laquelle se coupent les côtés
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correspondants de la ligne connue et de la ligne cherchée. Au moyen de cette droite on peut obtenir successivement tous les côtés de la ligne cherchée; ainsi le côté AK coupe la droite TS au point 1 , enjoignant IK' on obtient le côté K'A' correspondant au côté AK ; le côté AB coupe la droite TS au point 1', enjoignant l'A' on obtient le côté A'B' corresfiondant au côté AB et ainsi de suite (1).
On peut aussi obtenir la ligne cherchée, sans utiliser la droite TS, en déterminant le nouveau pôle P' qui iburnit la ligne des résultantes auxiliaires demandée ; pour y arriver , remplaçons la ligne connue lABCDE par le polygone IKFE; nous concentrons ainsi les forces données en trois forces (juc nous supposerons dirigées suivant les droites KR, FR, ER ; le polj'gone de ces trois forces s'obtient en menant i^ar les points 0, 2, 4 rcsiiectivement les droites OH, HJ, J A parallèlement aux droites KR,FR, ER ; comme véritication les droites PH, PJ doivent être parallèles aux droites K F et FE. Le polj'gone l'K'F'E' correspondant aux mêmes forces, on obtiendra le nouveau pôle P' en menant H P' parallèlement à K'F' et JP' parallèlement ù EF. Connaissant le pôle P' on obtient aisément la ligne des résultantes auxiliaires I A' B'C D' E' qui y correspond.
145. Eléeoiiipo>>er un |£;ron]>o de foi'CfM en troix eoiiiposantc»» dont on connait les alignenienliiï. — Soit (fig. 58) X'ABCDE la ligne des résultantes auxiliaires des forces données relative à un pôle P; soient X, Y, Z les trois composantes cherchées dont on connaît les alignements. Il faut que la résultante des forces X, Y , Z soit identique avec la résultante des forces données , ou, ce qui revient au même , que la résultante des forces combinées avec la force —X soit
( 1 ) On peut simplifier cette construction en opérant une concentration [)arallèle ; les forces F, P^ se concentrent en deux forces parallèles,- [)assant respectivein^-nt par E' et F', on obtient la corde E, F, qui correspond à E'F': on trouve de même la cor le F^ K, qui correspond a F' K' ; la construction s'achève alors sans difficulté.
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identique avec la résultante des forces Y et Z; en d'autres termes, en prenant — X comme force auxiliaire, la résultante auxiliaire des forces données doit passer par le point E' intersection des forces Y et Z. Le problème est ramené à un cas particulier du problème général du numéro précédent , savoir : construire une ligne de résultantes auxiliaires des forces données , connaissant un point E du côté correspondant au côté D E et l'alignement X de la force auxiliaire.
Pour résoudre ce problème, concentrons les forces données en deux [)oints E et I des côtés XA et DE , de telle sorte que l'une des forces soit dirigée suivant EP7; il suffît pour cela de mener PH parallèlement à El, et 4 H parallèlement à EE', on obtient en OH la direction de l'autre force dont H' est l'alignement ; les cordes El et E' F corresi)ondent au même mode de concentration des forces données. On obtiendra le pôle P' de la ligne cherchée en menant HP' parallèlement à ET et OP' parallèlement à la force X; on obtient ainsi la force — X en P'O, OP' représente la force X. La droite P'4 reprérentela résultante des Y et Z, que l'on trouve par la règle du polygone des forces , en menant P' P" parallèlement àZ et 4 P" parallèlement à Y. En résumé, on a : X=OP,Z=P'P", Y=P"4.
Lorsque les forces données se ramènent à une résultante unique connue de grandeur et de position , la construction du cas particulier du n'^ 138 peut s'appliquer.
§ 5. Équilibre des systèmes articulés.
148. UéGnition<iot contention!». — Un système articulé est formé de barres invariables articulées à leurs extrémités; chacune des barres, pour être en équilibre , doit être sollicitée suivant sa direction par deux efforts égaux et de sens contraire. Soit AB une barre quelconque (fig. 59) ; si nous coupons cette barre par une section xM, l'action du tronçon B M sur le tronçon A M est appelée la tension de la barre AB et quand nous nous proposerons de chercher cette tension, nous donnerons à la barre le sens de A vers B. Au con-
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traire , la force qui sollicite le tronçon BM sera appelée tension de la barre B A , et quand nous nous proposerons de chercher cette tension, nous donnerons à la barre le sens de B vers A. Ces conventi'»ns étant admises , il est facile de voir qu'une barre sera étendue ou comprimée suivant que sa tension sera de même sens ou de sens contraire à ellemême, ce que l'on peut encore exprimer en disant que la tension est positive ou négative, suivant qu'elle est de même sens on de sens contraire à la barre qu'elle sollicite.
Condition!» d'équilibre dCiiit {toly^onc funiculaire
tensions des i>arres. — On appelle polygone funiculaire un polygone forme de barres invariables articulées l'une à l'autre à leurs extrémités, les barres étendues pouvant être remplacées par des cordons inextensibles. SoitABCDEF (fig. 60) un polygone funiculaire fermé supposé eu équilibre ; coupons, par la pensée, la barre AB par une section M et remplaçons l'action de la partie enlevée A M par la tension X de la barre BA ; considérons une barre quelconque DC comme un levier mobile autour du point D ; cette barre est sollicitée par les forces extérieures qui agissent du point C au point M, composées avec la force X ; pour l'équilibre de la barre DC, il faut qu'elle soit dirigée suivant la résultante de toutes ses forces ; on en conclut que le polj^gone ABCD . . . est une ligne de résultantes auxiliaires des forces données, la tension X de la barre B A jouant le rôle de force auxiliaire. Si nous portons les forces bout à bout eu G, 1,2, 3..., si nous prenons PO égal à X, les résultantes auxiliaires seront données en grandeur et direction par les droites P l , P2, P 3... qui représentent les tensions des barres CB, DC, ED. . . Si nous parcourons tout le polygone, nous revenons à la barre B A dont la tension est la résultante auxiliaire de toutes les forces extérieures : cette tension doit d'ailleurs être identique avec la force auxiliaire X, ce qui exige que le polygone des forces soit fermé (P6 doit être identique à PO) ; cette condition, jointe à celle que la ligne des résultantes auxiliaires est fermée, exprime (n" 143) que les forces exté-
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rieures se l'ont équilibre, indépondamment des tensions des barrais , condition évidente a priori.
Réciproquement , le polygone luniculaire est en équilibre, s"il est établi suivant une ligue des résultantes auxiliaires fermée des forces données supposées former un système en équilibre. Cela résulte évidemment de ce que, si l'on suppose la barre BA sollicitée par la force auxiliaire X, toutes les autres barres seront sollicitées suivant leur direction, la dernière barre Bx\ étant d'ailleurs en équilibre sous l'action de deux elibrts égaux et opposes.
On peut résumer comme il suit les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un polygone funiculaire soit en équilibre : si on porte bout à bout les forces extérieures dans l'ordre où on les rencontre en suivant le polygone funiculaire dans un certain sens (sens de la grande tlèclie) , le polygone des forces doit se fermer. En menant ensuite par les somaiets de ce polygone des i)arallèles aux côtés du polygone funiculaire, de telle façon, que par l'extrémité d'une force, on mène la parallèle à la barre qui suit cette force sur le polygone funiculaire, toutes ces parallèles doivent se couper en un pôle fixe. Les longueurs de ces parallèles , en leur donnant ce pôle pour origine , représentent les tensions des barres du polygone funiculaire en donnant à ces barres un sens (celui des petites flèches) op[iose à celui que l'on a suivi pour combiner les forces.
Cette règle permet de trouver avec lacilité le signe des tensions des barres ; il suffit pour cela de suivre par la pensée les barres du polygone funiculaire dans le sens des petites flèches opposé à celui que l'on a suivi pour combiner les forces , de suivre en même temps les droites du diagramme qui représentent ces tensions en partant du pôle : les tensions sont positives ou négatives suivant que l'on marche dans le même sens ou en sens contraire sur le polygone funiculaire et sur le diagramme des tensions.
l-âS». Hieiuarquess. — 1" Si le polygone funiculaire était ouvert et entièrement libre , il n'y aurait aucune force auxiliaire à introduire à l'origine du polygone ; le polygone de-
vrait être établi suivant la ligne des résultantes effectives des forces données ; à Textrémité du polygone la résultante devrait être nulle.
2^^ Si le polygone funiculaire était ouvert mais fixé à ses deux extrémités, la tension de la première barre jouerait encore le rôle de force auxiliaire ; le polygone devrait être établi suivant une ligne des résultantes auxdiaires des lorce.s extérieures ; les tensions des barres extrêmes seraient les réactions des points fixes.
1 40. Polygone fiiiiiculairu avvc barre:» ^!»n|>|tléineiilaire:^. — Soient ABCDEFGHIK (fig. GI)un polygone funiculaire fermé, CF une bari-e supplémentaire; nous pouvons par la pensée enlever la barre G F et la remplacer par des efforts Y, — Y , agissant en C et en F et égaux aux tensions de la barre CF et de la bari'e FC. Coupons par la pensée la barre KA , prise comme première barre, et introduisons sa tension X; considérons d'abord la partie X ABC qui précède la barre sup[)l>mentaire ; une barre quelconque BC sera sollicitée par la résultante des forces qui agissc>nt aux points B et A combinées avec la force auxiliaire X; la [tai'tie XABC doit donc être établie suivant une ligne des résultantes auxiliaires des forces données, la tensicm de la première barre A X jouant le rôle de force auxiliaire. Soit 0 123456 7... le polj'goce des forces extérieures, I 0 la force auxiliaire, PI, P2 donneront les tensions des barres BA et CB. Ce raisonnement peut aussi s'appliquer à.la partie FGHIK qui suit la barre supplémentaire ; il faut alors introduire les deux forces Y et — Y , mais comme elles se font équilibre, il est inutile d'en tenir compte; la partie F GHIK doit donc encore être établie suivant la ligne des résultantes des forces extérieures relative à la force auxiliaire X. En suivant cette ligne F GHIK on revient à la barre AK dont la tension est la résultante auxiliaire de toutes les forces données ; cette tension doit d'ailleurs être égale à la force auxiliaire X , ce qui exige que le polygone des forces soit fermé ; cette condition, jointe à celle que la ligne des résultantes auxiliaires est fermée , exprime que les forces données forment un système en équilibre.
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Il nous reste à^cori>i(]érer la partie C DEF ; si nous considérons , par exemple, la barre ED, elle est sollicitée par les forces qui agissent aux points A, B, C, D combinées avec les deux forces Y et X, ou , ce qui revient au même , combinées avec une force X' résultante des deux forces Y et X ; eu d'autres termes, la partie CDEF doit être établie suivant la licne des résultantes auxiliaires des forces données relative à la force auxiliaire X'. Cette force X' s'obtient en grandeur et direction en portant P' P égale et parallèle à Y , P'O est la force X' ; il résulte de là que P'3 , P'4 , P'5 donnent les tensions des barres DC, ED, FE.
En résumé, nous pouvons dire que le contour FGHIKABC fait partie d'une ligue des résultantes auxiliaires des forces extérieures relative à uu pôle P; le contour COEF fait partie d'une autre ligue des résultantes auxiliaires des forces données, relative à un pôle P' ; la droite qui joint le nouveau pôle P' au pôle P représente la tension de la barre CF. Si , faisant abstraction des forces Y et — Y , on prolongeait la ligne des résultantes relative au pôle P, on obtiendrait le polygone fermé ABC D'E'FGHIK A ; de même, en prolongeant la ligne des résultantes relative au pôle P', ou obtiendrait le polygone CDEFG'H'I'K'A'B'C ; ces deux lignes ont une corde commune CF et comme elles satisfont à la propriété du 11° 140, leurs côtés correspondants doivent se couper sur une droite tixe qui n'est autre que CF.
Rien n'est plus facile que d'étendre les considérations qui précèdent au cas de plusieurs barres supplémentaires ; il ne sera pas même nécessaire de faire une nouvelle figure. Coupons Tune des barres extérieures prise comme première barre, et introduisons sa tension X, que nous considérons comme force auxiliaire ; suivons les autres barres extérieures dans un certain sens ; il est évident que si nous ne rencontrons aucune barre intérieure, les tensions des barres extérieures prises en senscontraiie de la marche suivie sont les résultantes auxiliaires des forces données combinées avec la force auxiliaire X; lorsque nous rencontrerons une barre intérieure dont la tension est Y ., les barres qui suivent se-
ront sollicitées par les résultantes auxiliaires des forces données relatives à une nouvelle force auxiliaire X', résultante des forces X et Y ; lorsque nous rencontrerons une seconde barre intérieure dont la tension est Z, les barres qui suivent seront sollicitées par les résultantes auxiliaires des forces données relatives à une force auxiliaire X", résultante des forces XYZ, et ainsi de suite. Il résulte de laque si on construit le polygone des forces extérieures , les tensions des barres seront représentées par des droites aboutissant à ce polygone et ayant pour origine certains pôles P, P', P".. . dont les positions dépendent des forces auxiliaires X,X',X"...
Ces pôles P, P', P" ont entre eux certaines relations ; lorsque, en suivant le polygone extérieur, nous rencontrerons une hRYi-e intérieure, le pôle des tensions subira un déplacement, et la droite qui joint le nouveau pôle à l'ancien représente l'action de cette barre intérieure sur le polygone; un déplacement de ce genre se produira à chacune des barres intérieures; si donc, nous considérons deux barres quelconques du polygone funiculaire, telles qu'en marchant de l'une à l'autre, on rencontre plusieurs barres intérieures; la distance du pôle de la seconde barre à celui de la première est la résultante des actions sur le polygone de toutes les barres intérieures rencontrées ; remarquons d'ailleurs que toutes les barres complètes que l'on rencontre, c'est-à-dire les barres dont on rencontre les deux extrémités, n'exercent aucune influence sur la distance des pôles dont nous nous occupons , puisque ces barres donnent lieu à deux déplacements égaux et contraires du pôle des tensions.
Nous appellerons barres incomplètes les barres dont on ne rencontre qu'une seule extrémité en suivant un contour déterminé du polygone funiculaire, et nous donnerons à ces barres un sens partant des extrémités rencontrées.
En résumé, pour qu'un polygone funiculaire formé avec barres supplémentaires soit en équilibre , il faut et il suffît que les conditions suivantes soient satisfaites : on suit le contour du polygone funiculaire dans un sens déterminé que nous appelons sens de la composition des forces , et l'on
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porte bout à bout les forces extérieures que l'on reDconlrc : le polygone ainsi formé doit être fermé. On mène par les sommets de ce polygone des parallèles aux. cotés du polygone funiculaire comme s'il s'agissait de vérifier l'équilibre d'un polygone funiculaire sans barre sui)plémentaire; les tensions des barres du polygone funiculaire prises en sens contraire du sens de la composition des forces , sont représentées par ces parallèles en leur donnant pour origine certains pôles. Si , en marchant dans le sens de la composition des forces , on passe d'une barre à une autre sans rencontrer de barres supplémentaires ou en ne rencontrant que des barres complètes, les tensions de ces deux barres ont même pôle ; si, au contraire , on rencontre une barre incomplète , les tensions de ces deux barres ont deux pôles différents et la droite qui joint le pôle de la seconde barre à celui de la première , représente la tension de la barre incomplète rencontrée; si, enfin, on rencontrait plusieurs barres incomplètes, la droite qui joint le pôle de la seconde barre à celui de la première , représenterait la résultante des tensions de ces barres incomplètes.
150. Poutre trianguléc. Recherche tle.s ten<«ions par la luélhode du polygone des pôles. — Soit (fig. 62) une poutre formée d'une lisse supérieure et d'une lisse inférieure réunies par des barres intérieures décomposant la poutre en triangles articulés ; les forces extérieures , qui forment un système en équilibre, sont supposées agir sur les articulations. Nous considérerons le contour extérieur formé des deux lisses comme un polygone funiculaire ; les barres intérieures seront assimilées aux barres supplémentaires et nous appliquerons la méthode du numéro précédent.
Ayant porté les forces bout à bout et mené par les sommets du polygone ainsi obtenu des parallèles aux barres extérieures, le problème revient à chercher les pôles des tensions de ces barres; il est facile de reconnaître avant de faire aucun tracé que les propriétés qui font l'objet du numéro précédent sutïisent pour déterminer ces pôles ; en effet , les barres AB , B C n'étant séparées par aucune barre intérieure.
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leurs tensions ont même pôle : ce pôle se trouve à 1 intersection (le deux droites connues; en partant de la barre AB on peut passer à la barre DC en ne rencontrant qu'une barre incomplète AC , on déterminera le pôle de la tension de a barre DC en menant par le pôle de AB une parallèle a la barre AC; de la barre CD on passerait à la barre E A et ainsi de suite. En résumé les pôles forment un polygone dont les œtés représentent les tensions des barres intérieures; c'est ce polygone que nous appelons polygone des pôles. Nous pouvons dès lors énoncer la règle suivante : désignons par les cliifïres gras O et 1 les barres de la lisse supérieure et inférieure qui se joignent à l'extrémité droite de la poutre ; en partant de la barre 1 menons la ligne tracée en pointillé sur la fioure 62 de manière à joindre les barres extérieures en ne rencontrant qu'une seule barre intérieure ; désignons par les chiffres gras », » , 4.- les barres extérieures que nous rencontrons successivement de cette manière et par les doubles chiffres 1'^, «», 34... les barres intérieures que nous coupons en allant de t à « , de » à 3 , de » a 4... Suivons le polygone extérieur dans le sens des grandes flèches et portons bout à bout les forces que nous rencontrons ; menons parles sommets du polygone ainsi obtenu des parallèles aux barres extérieures, comme s'il s'agissait de vérifier l'équilibre d'un polygone funiculaire ordinaire, c est-adire que par l'extrémité de chacune des forces nous mènerons des parallèles aux barres comprises sur le polygone entre cette force et celle qui la suit ; soit 1,3,5,6,810, 11,9, 7 4 2,0 parallèles à 1 , 3 , a , O , S , lO, 1 1 ,», ï , 4, .»' O Les tensions des barres extérieures prises dans le Lns contraire à celui que l'on a suivi pour combiner les forces sont représentées par ces parallèles en leur donnant comme origine certains pôles que l'on détermine comme suit : les barres O et 1 ont un même pôle qui se trouve a 1 intersection des droites 0 et 1 ; par ce pôle 1 menons un polygone 1234.... dont les côtés 12, 23, 34... soient parallèles respectivement aux barres intérieures de la poutre 1«, '^» , 34. ... ; le polygone 1 234.... est le polygone des pôles qm ,
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comme vériflcation doit aboutir au pôle commun des barres lOet II. Les tensions des barres intérieures prises dans le sens des petites flèclies, c'est-à-dire dans le sens des barres incomplètes que l'on rencontre en passant successivement de f à ^ , de ^ à 3. , . . dans le sens de la composition des forces sont représentées par les côtés du polygone des pôles pris dans le sens de 10 à 1.
151. Uétcrmiiialion directe de la tension d^une barre extérieure.— Soit à déterminer la tension de la barre A.B (fig. 63); menons une section MN coupant cette barre et deux autres barres CB et CD; l'équilibre du tronçon situé à droite de cette section exige que les forces extérieures qui le sollicitent soient équilibrées par les tensions des barres AB, CB, et CD ; en décomposant les forces extérieures dont il s'agit en trois composantes dirigées suivant les alignements de ces trois barres , on obtiendra ces tensions prises en sens contraire; on est ramené aux problèmes des n°^ 138 et 145.
Considérons comme application le cas de la poutre indi quée figure 64 ; pour pouvoir appliquer à cette poutre la méthode du polygone des pôles , nous devons enlever la barre 6 et remplacer son action par une force que nous considérerons comme une force extérieure ; ce n'est qu'alors , en effet . que la iioutre se réduit à un contour polygonal avec barres supplémentaires. Si nous menons une .'section coupant les barres 6, 4 et 5, nous voyons que la tension de la barre 6 combinée avec les forces extérieures doit faire équilibre aux deux autres tensions, c'est-à-dire qu'en prenant la tension X de la barre G comme force auxiliaire , la résultante auxiliaire des forces extérieures doit passer par le point D commun aux barres 4 et 5. Soit r A'B' CD' une ligne des résultantes auxiliaires , relative au pôle P, des forces extérieures P, , Pj , P3 supposées parallèles ; soit DK une corde quelconque de la ligne cherchée . D'K' la corde correspondante de la ligne connue, PJ la direction de D'K'; en menant OP' parallèlement à la force auxiliaire X, JP' parallèlement à la corde DK, on obtient le nouveau pôle P', P'O est la tension cherchée de
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la barre G. Connaissant la force X , on peut appliquer la règle du numéro précédent ; on obtient le polygone des pôles 12 34, les droites 4,2,0, 1,3, 5 représentent les tensions des barres 4,^,0, 1,3, 5 ; les côtés du polygone des pôles pris dans le sens 4,3,2, 1 donnent les tensions des barres intérieures 34, 93 , l!î (1).
Indications complémentaires.
159. Assioiilalion du polygone des pôles à une ligne de résultantes. ~ Reprenons la figure n° 62 et considérons les barres extérieures prises dans le sens des petites flèches
(1) On peut aussi déterminer les tensions d'un système articulé au moyen des procédés de la statique graphique; ces procédés, qui conduisent d'ailleurs aux mêmes figures que celles que nous venons d'établir différemment, consistent à utiliser le polygone des forces et subsidiairement le polygone funiculaire, pour exprimer : soit l'équilibre des forces et tensions autour de chaque articulation ( Rankine, Taylor, Maxwell . Cremona, Maurice Levy, Favaro), soit l'équilibre d'un tronçon de poutre (Culman et Bauschinger). Le point le plus important et aussi le plus difficile est de déterminer l'ordre dans lequel il faut placer les forces pour que les différents polygones s'enchevêtrent de telle façon que la tension d'une barre ne soit représentée qu'une seule fois , condition indispensable pour arriver à une épure élégante. La statique graphique résout cette difGculté au moyen de la théorie des figures réciproques ; mais malgré les travaux de M. Maurice Lévy, qui est parvenu à readre cette théorie indépendante des considérations complexes de la géométrie supérieure , elle constitue toujours une théorie longue et difficile; elle conduit d'ailleurs dans l'application à une méthode assez pénible, vu que pour déterminer une tension, il faut considérer un polygone fermé sur le diagramme des tensions et sur la poutre les deux polygones fermés réciproques des nœuds situés à l'extrémité de la tension à déterminer.
Nous pensons que la méthode que nous venons d'exposer ne présente pas ces inconvénients ; elle conduit à une règle que l'on peut appliquer machinalement sans aucune indécision sur l'ordre des lignes à tracer et sans qu'il en résulte aucune fatigue d'esprit.
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comme représentant <li:;.s forces fictives en grandeur et direction, les alignements de ces Ibrccs (ictives étant les lignes 1,2, 3..., da diagramme des tensions; à ce nouveau point de vue les barres intérieures fi'^, ^3,31.... deviennent les résultantes successives en grandeur et direction de ces forces Actives combinées dans Tordre O, 1 ,*i,S.. .; le polygone des pôles est la ligne des résultantes de ces forces fictives. Ces forces fictives se font d'ailleurs équilibre puisque la résultante finale passe par le point 10 et se réduit à zéro , le polygone de ces forces fictives étant fermé.
Nous pouvons dans cet ordre d'idées considérer le dessin de la jioutre comme un diagramnij des résultantes des forces fictives, mais ce diagramme diffère des diagrammes ordinaires en ce que les résultantes n'émergent pas d'un pôle fixe; cela provient de ce que les forces fictives ne sont pas placées dans l'ordre de leur combinaison ; si on les porte bout à bout dans l'ordre 0, 1, 2, 3 . . ., on obtient la figure 65 dans laquelle les résultantes ou barres intérieures émergent toutes du pôle A ; cette nouvelle figure étant construite à une grande échelle, peut mieux que le dessin de la poutre , donner les directions nécessaires pour appliquer la méthode du polygone des pôles (1).
(1) Si on ajoute à la figure 64 la forme d'équilibre d'un polygone funiculaire sollicité par des forces contraires à celles qui sollicitent la poutre, on peut remplacer chaque groupe de deux forc-s opposées par des barres, on obtient alors un système où toutes les barres sont tendues ou comprimées quoiqu'il u y ait pas de force : c'est un système à une barre surabondante ; la tension de coite barre surabondante peut varier, les autres varient dans le même rapport. On reconnaît alors que le diagramme des tensions se composent : d'une poutre fictive triangulée représentée par le diagramme des forces etdestensions du polygone funiculaire, d'un polygone funiculaire fictif représenté par la ligne des pôles, de barres réunissant la poutre fictive et le polygone fictif. Les deux figures sont récipro^iues ; l'une d'elles étant prise comme poutre, l'autre donne les lensioi.s et réciproquement; on vérifie ainsi à posteriori la réciprocité de» figures. La démonstration a priori de ce principe est la base de Ir. statique graphique.
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a.>;{. Application. — Reprenons le cas de la fij^. 64 et considérons la tension 6 comme une force inconnue. Nous pouvons toujours construire le polygone des forces données et mener les alignements 6, 0, 1, 3, 5 ; mais la force 6 étant inconnue, le point P' n'est pas donné a priori et l'on ne peut tracer les alignements 2 et 4. Or remarquons que toutes les forces fictives devant se faire équilibre , en combinant les forces 0, 1, 3, 5. on doit trouver une résultante équilibrant les forces 2 et 4 et passant par conséquent i)ar le point P' ; on obtient ainsi le polygone 1 2' 3' P' dont les côtés sont parallèles aux droites l*î, KC et KO ; connaissant le point P' on peut alors procéder à la construction du polygone des pôles
15€. SysCèmes articiilé.s dii-crs. — On peut imaginer des systèmes articulés beaucoup plus compliqués que ceux que nous avons considérés jusqu'à présent ; l'application de la méthode du polygone des pôles peut offrir certaines difficultés que l'on parvient à faire disparaître en décomposant le système en plusieurs autres au moyen de sections conduites convenablement. L'étude de ces systèmes compliqués n'offrant qu'un intérêt spéculatif, nous nous contentons d'énoncer le principe .suivant : dans un système articulé toute partie indéformable peut être remplacée par une autre s'appuyant sur les mêmes barres du reste du système, pourvu que cette autre partie indéformable soit sollicitée par un système de force équivalent au système supprimé ; les tensions des barres restantes ne sont pas changées. Comme application de ce principe , nous pouvons dans la fig. 64 enlever la partie invariable DB K et la remplacer par une nouvelle partie indéformable formée des barres 3, 5 , ^' et ■1'; on reconnaîtra aisément que la nouvelle poutre admet comme polygone des pôles 1 2' 3' P' ; la tension de la barre O n'ayant pas changé, on retombe sur la construction du numéro précédent. On pourrait aussi remplacer la poutre D KA par une seule barre DL tracée de façon que le sommet L' soit sur la résultante de toutes les forces extérieures; on trouve ainsi la tension G d'une autre manière qui serait
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très simple si elle n'exigeait au préalable de composer les forces en une résultante unique, qui souvent sort des limites du dessin.
CHAPITRE I
Représentation graphique des cubes de déblai et de remblai
§ l^"". Cubes limités par des surfaces quelconques.
155. Cas du déblai, — Nous supposons les surfaces du terrain et du projet définies par un profil en long et des profils eu travers suffisamment rapprochés. Prenons un point quelconque de Taxe de la route comme origine et soit cù la section , supposée de déblai , d'un profil en travers situé à une- distance x de cette origine. Si nous déplaçons cette section d'une quantité infiniment petite c^ a;, elle engendrera un élément de volume qui peut être considéré comme
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un piisme de section o et de hauteur clx et qui a pour mesure MfJ.x. Le cube de déblai compris entre deux sections quelconques a pour valeur :
o)dx
Xo, x^ étant les abscisses des sections extrêmes.
Prenons (fig. 66) deux axes coordonnés ox, oS; portons sur 0 X les abscisses x des profils eu travers , sur o S les sections de ces mêmes profils ; nous obtiendrons une courbe telle que AB. Soit M m une section quelconque co, le cuheudx sera représenté par la surface élémentaire M M' i/i' in ; on en conclut que le cube de déblai compris entre deux sections quelconques A a, Bb est représenté par la surface ABba. Cette surface se calculera au moyen d'une intégration graphique.
15G. tas du remblai. —Le raisonnement du numéro précédent s'aitplique en tout point au cas du remblai ; seulement nous considérerons les sections et les cubes de remblai comme des quantités négatives; les sections de remblai seront portées dans le sens des w négatifs; les cubes de remblai seront représentés par des surfaces telles que CI) de situées en dessous de l'axe des x. Entre deux sections de signes contraires B & , Ce se trouve une section nulle qui doit se réduire à une ligne; c'est la ligne qui sépare le déblai du remblai et que l'on appelle pour ce vnoiiï ligne depassage.
157. Profils mixtes. — Les profils mixtes sont ceux qui contiennent à la fois du déblai et du remblai ; en considérant séparément le cube de déblai et le cube de remblai , on est ramené aux cas précédents. La méthode qui suit nous paraît plus élégante que celle que l'on donne habituellement.
Portons en ordonnée la surface de déblai et de remblai bout à bout dans le sens qui convient à leur signe ; ainsi par exemple (fig. 66^'sj ]\py;^ sera la section de déblai; M' M la section de remblai d'un profil; le point M' engendrera la courbe A' B' des surfaces de déblai , le point M engendrera la
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C(jurbe A B des surfaces de remblai en prenant la courbe A' B' conune ligne de repère; entlu cette courbe AB, rapportée à Taxe ox, représente les sections totales au point de vue algébrique , c'est-à-dire la différence entre les surfaces de déblai et de remblai. Sur une longueur mn = clx le cube de déblai est représenté par la surface M' N'nwi, le cube de i^emblai par la surface M'N'NM ; la partie commune à. ces deux surfcices, que nous avons indiquée par des hachures, représente le déblai à effectuer en profil, c'est-à-dire par un transport perpendiculaire à l'axe de la route; la partie non commune MN;?»2 représente le déblai à transporter hors profil, c'est-àdire parallèlement à l'axe de la route. Dans la figure 66'^'^ les surfaces de déblai sont plus grandes que les surfaces de remblai ; dans la figure 67 , au contraire , les surfaces de remblai sont sup[)Osées plus grandes que celles de déblai ; dans ce dernier cas, le remblai à effectuer hors profil est représenté par la surface MNn«2 , le déblai à effectuer en profil par la surface WN'nm. En résumé, si on porte bout à bout une ordonnée proportionneUe à la surface de déblai, une ordonnée proportionnelle à la surface de remblai , la partie commune à ces deux ordonnées engendrera une surface représentant le cube de déblai ou de remblai à effectuer en profil , la partie non commune engendrera une surface représentant le cube de déblai ou de remblai à effectuer hors profil ; lorsqu'on ne se propose que de représenter ce dernier cube il suffît de porter en ordonnées les sections totales , c'est-à-dire les différences entre les sections de déblai et de remblai.
§ 2. Hypothèses sur la forme du terrain et du projet
15S. Ilypollièse londauientalc. — Pour appliquer la méthode qui vient d'être exposée, il faudrait avoir des profils en travers très rapprochés pour pouvoir tracer les courbes des sections de déblai et de remblai. En pratique, on prend des profils en travers assez éloignés; mais, comme on a soin de prendre ces profils en travers , là où le terrain change de direction , on peut supposer , sans erreur sensible , qu'entre
deux proHls en travers consécutifs, les surfaces du terrain et du projet ne présentent pas de courbure parallèlement à l'axe de la route; en d'autres ternies, que ces surfaces peuvent être engendrées parle mouvement d'une droite s'ai)iiuyant sur les deux profils voisins en restant parallèle au i)lan vertical projetant l'axe de la route. C'est de cette hypothèse qu'on déduit la loi des sections transversales.
159. i^oî des !i«oetioiL«« dan!< un enlre-profil. — Soient (fig. 68) ABba et CJ) cd deux profils en travers consécutifs; menons deux plans verticaux yilS^nm et WN'n'm' parallèles à l'axe de la route et distants l'un de l'autre d'une quantité infiniment petite i; ces plans couperont les surfaces du terrain et du projet suivant les génératrices MM', wm' , NN, 7in'. Cherchons d'abord la loi des sections transversales du cube infiniment petit compris entre ces deux plans. Soit x l'abscisse d'une section quelconque EE'e'e; en négligeant des infiniment petits d'ordre supérieur , cette section peut être considérée comme un rectangle de base constante t et de hauteur variable Ee; cette hauteur Ee étant comprise entre deux droites MN et mil est une fonction du premier degré de l'abscisse x ; en multipliant cette hauteur par la constante t, on obtiendra la section EE'e'e qui dès lors s'exprime aussi par une fonction du premier degré en x.
Si nous considérons deux plans verticaux parallèles à l'axe de la route et situés à une distance finie , nous pourrons décomposer le cube compris entre ces deux plans en tranches infiniment minces de la nature de celle qui vient d'être considérée ; on en conclut que la section transversale du cube considéré est aussi une fonction du premier degré , somme des fonctions du premier degré qui expriment les éléments de cette section. Il est évident d'ailleurs qu'il s'agit ici d'une somme algébrique , c'est-à-dire que si la section renferme du déblai et du remblai , c'est l'excès de la surface du déblai sur celle de remblai qui s'ex]irime par une fonction du premier degré.
Enfin nous [louvons étendre cette loi à la section totale du profil en travers; à la vérité , si les largeurs d'emprises sont
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différentes, il y aura vers les arêtes extrêmes des talus deux cubes qu'il sera impossible de comprendre entre deux plans verticaux parallèles à l'axe de la route; mais comme ces cubes sont peu importants, on peut, sans erreur sensible, supposer que la section totale d'un profil en travers est une fonction du premier degré de l'abscisse. Il résulte de ces considérations que la loi des sections totales ou des sections partielles comprises entre doux plans verticaux parallèles à l'axe de la route est représentée graphiquement par une ligne droite dans chaque entre-profil.
lOO. Héblais et rcmblnis à cflcetiioi* horiii proiil. —
Pour représenter graphiquement les cubes de déblai et de remblai à effectuer hors [)rofil , il suffît de calculer algébriquement les sections totales des profils en travers , de porter ces sections en ordonnée et de joindre les points obtenus : les surfaces comprises entre le polygone ainsi tracé et l'axe des abscisses représentent les cubes dont il s'agit.
161 ■ llcl>la!s à clTL'cdier en proiil. .liéthotle dilc expôdilîve. — Soient (fig. 70) trois profils mixtes ajj, c; soient I, r, I" les points de passage de ces trois profils; menant les droites II', l'I", la ligne brisée II' F' divise les volumes à évaluer en deux parties que Ton considère séparément ; on suppose, pour faciliter les calculs, que dans chacune de ces parties , la loi des sections transversales en deux profils en travers consécutifs est représentée par une ligne droite. Considérons d'abord la partie située à droite de la ligne II'I" et portons en A'« , B'b , Ce les sections Wj , «^ , w^ de ce volume par les profils en travers ; joignant les points A', B', C, le volume dont il s'agit sera représenté i)ar la surface comprise entre le polygone A'B'C et l'axe des x. Considérons ensuite la partie située à gauche de cette ligne II'I" et portons à la suite des ordonnées précédemment tracées , c'est-à-dire en A' A, B'B, ce les sections w,' , «* , wi de cette partie" de volume par les profils en travers; enjoignant les points A, B, C, ce volume sera représenté i^ar la surface comprise entre les polygones ABC et A'B'C. Nous savons déjà que la surface comprise entre le polygone ABC et l'axe des œ repré-
sente les déblais et remblais à effectuer hors profil ; les autres surfaces que nous avons représentées par des hachures , c'est-à-dire les surfaces engendrées par les parties communes des ordonnées de déblai et de remblai , représentent le cube de déblai à effectuer eu profil.
10*$. llèine qui'slîon. méthode dite exacte. — Soient (fig. 71) les deux profils a et b; menons par les points de passage I , F des plans verticaux parallèles à l'axe de la route ; nous diviserons l'entre-profll en trois parties que nous désignerons par Vj , Vj , V3.
Soient w, , oV, les sections extrêmes du volume V.^, Wj , oj'a les sections extrêmes du volume Vj , Wj, W, les sections extrêmes du volume V3 ; portons en ordonnée aA.' = Wj A'A" = M2. A"A= Wj-, portons de même &B' = c.)'j, B'B" = &y2, B" B = to's ; menons les droites A'B', A"B" et AB ; le volume V, est représenté. [)ar la surface comprise entre la droite A'B' et l'axe des .jc , le volume V2 par la surface comprise entre les droites A"B" et A'B', le volume Y,, par la surface comprise entre les droites AB et A"B".
Nous savons déjà que la surface comprise entre la droite AB et l'axe des œ représente les déblais et remblais à effectuer hors-profil ; les autres surfaces que nous avons représentées par des hachures sont les surfaces engendrées par les parties communes des ordonnées de déblai et de remblai et représentent le déblai à effectuer en profil.
103. Comparaison des deux luélhodes précédentes. — Quoique la méthode du numéro précédent ait été désignée sous le nom de méthode exacte , il est facile de reconnaître que l'on commet encore une certaine erreur en l'appliquant. Le volume V2 est , en effet , engendré par une section mixte ; en supposant que sa section transversale varie comme les ordonnées comprises entre les droites A'B" et A'B' (fig. 71 ) on obtient la loi exacte des sections algébriques de ce volume ; on néglige , par conséquent, un certain volume de déblai et un volume de remblai équivalent.
Pour opérer d'une manière complètement exacte , il faudrait déterminer la loi de la variation de la section w' de déblai
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et de la section m" de remblai du volume Vj ; en portant la section w' en ordonnée an-dessus de la ligne A'B' , on obtiendrait une courbe A'MB" ; en portant ensuite la section o)" en ordonnée au-dessous de la courbe A'M"B on retomberait sur la droite A"B", cette droite représentant la loi des sections totales du volume Y^ : la courbe A'MB" limite la surface représentant exactement le déblai à effectuer en profil.
Pour tracer la courbe A'MB" subdivisons le volume Y^ par des plans verticaux parallèles à Taxe de la route et très rapprochés les uns des autres; nous obtiendrons un résultat très approché en supposant qu'entre deux plans consécutifs la section transversale reste homogène. Portons en A'I, 12, 2.3, 3 A" les parties de la section «j ; portons de même en B'I', l'2', 2'3', 3'B" les parties correspondantes de la section oo'^; menons les droites A'B', 11', 22', 33', A"B"; ces droites, par leurs intersections successives, déterminent un polygone qui s'approchera beaucoup de la courbe A'MB' ; si ces droites étaient infiniment nombreuses et infiniment rapprochées, l'erreur serait nulle; on en conclut que les droites A'B', 11', 22', 33', A"B" ont pour enveloppe la courbe cherchée A'MB",
Cette méthode est tout-à-fait générale; mais lorsque les surfaces w., . «'i sont des triangles , on peut opérer autrement ; au mo3'en d'un calcul analytique qui n'est pas très compliqué, on démontre que la section wde déblai du volume Vj, à une distance x du profil a, est donnée par une expression de la forme
aX -h (5œ^
La courbe A'MB" est donc une hyperbole dont Tune des asymptotes est verticale ; cette hyperbole est complètement déterminée par les deux points A', B" et les tangentes en ces points; si nous appliquons la méthode du n" 102 nous trouvons la construction suivante : menons A"F parallèlement à A'B" ; menonsdes ordonnées divisant A'B" en ]i parties égales ; divisons également B"F en n parties égales et menons les rayons joignant A' aux points de divisions; ces rayons
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détermineront sur les ordonnées tracées les points de l'hyperbole cherchée.
Nous pouvons actuellement reconnaître les erreurs que l'on commet en appliquant les méthodes des deux numéros précédents ; en appliquant la méthode expéditiveon remplace la courbe AM'B" par sa corde ; en appliquant la méthode dite exacte, on remplace la courbe par ses tangentes extrêmes. Quoique cette dernière méthode soit la plus exacte , la première est plus avantageuse parce qu'elle conduit à une évaluation trop forte des déblais en profil , tandis que la seconde donne évaluation trop faible.
Nous avons supposé que les profils consécutifs a et tétaient disposés de telle façon que les sections de déblai soient du même côté; dans le cas contraire, on peut reconnaître, en suivant la même marche, que les deux méthodes des numéros précédents donnent toutes les deux un résultat trop faible. Ajoutons enfin que la marche que nous avons suivie permet aussi d'évaluer d'autres erreurs commises dans le cas oti les profils sont homogènes, telles que les erreurs commises par suite de l'inégalité des largeurs d'emprises , erreurs qui résultent de ce que les lignes de passage ne sont pas perpendiculaires à l'axe de la route.
Dans certains cas, il est indispensable d'assimiler la surface du terrain à une surface gauche dont les génératrices sont parallèles à un plan directeur non vertical ; les lois des sections algébriques totales ou partielles sont alors représentées par des arcs de paraboles; en prenant un profil auxiliaire dans chacun des entre-profils on détermine ces arcs de parabole par trois points et la représentation des cubes peut encore se faire.
lOl. Elément»* à déteruiiner. — Les différentes opérations de calcul graphique nécessaire pour étudier un projet de route sont les suivantes :
1" Il faut calculer les surfaces de déblai et de remblai : ce sera l'objet du chapitre II et du chapitre III.
2° Il faut calculer les cubes de déblai, de remblai et évaluer la dépense à faire : ce sera l'objet du chapitre IV.
CHAPITRE II
Calcul des surfaces de déblai et de remblai.
§ !«'•. Méthodes g-énérales.
1G.>. Éflielles. — Les surfaces ne déblai et de remblai que nous nous proposons de calculer sont comprises entre deux lignes brisées , savoir: la ligne du terrain naturel et la ligne du projet ; le calcul de ces surfaces se ramène à une simple intégration graphique. En Belgi(iue, les instructions prescrivent de dessiner les profils en travers à FécheUe de 1 centimètre par mètre ; en adoi)tant une base d'intégration égale à 2 centimètres , on obtiendra les surtaces à l'échelle de */2 centimètre par mètre carré. Nous avons adopté des échelles deux fois plus petites.
leo. Exemples. — 1° Cas du déblai. — Nous avons représenté ( fig. 72) une section de déblai et les constructions qui permettent de trouver la ligne S s représentant la surface du profil ; nous avons indique par les chiffres 1,2, 3, 4, 5, les rayons du diagramme , et par les chiffres gras 1,2,3,4,5, le.s côtés parallèles de l'intégrale ; la méthode par ordonnée moyenne que nous avons employée est préférable à la méthode par abscisse moyenne, parce que, en général, les côtés tels que B C , C D , D E , qui limitent le terrain naturel, ne sont pas très inclinés sur l'horizon et qu'alors on peut , sans commettre une erreur sensible sur l'ordonnée moyenne, prendre à vue G, H, I, milieux de ces côtés. Pour la partie extrême D E F rf , nous avons employé la méthode du numéro 46 ; le pôle décrit la ligne des pôles et vient en P, et Pt. Pour l'cUitre partie extrême AB&, nous aurions pu adopter la même construction ; mais toutes les fois que les parties extrêmes sont des triangles, on peut opérer plus simplement ; remarquons en effet que l'ordonnée moyenne MN est égale à la moitié de B& ; pour avoir la direction 1 , nous projetterons
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le point B sur l'axe du diagramme et nous joindrons le point obtenu à un pôle P' tel que P'o = 2 . P o = 2 / ; en doublant l'ordonnée moyenne , nous obtenons pour le triangle ABb un résultat deux fois trop grand ; en doublant la base d'intégration , nous faisons disparaître cette erreur.
2° Cas du remhlai. — Nous avons indiqué ( fig. 74 ) un profil de remblai ; les constructions sont les mêmes que dans le cas du déblai ; la seule différence c'est que l'intégrale a ses ordonnées négatives.
3"^ Cas (Vun pr-ofil mixte. — Nous avons représenté (fig, 79) un profil contenant du déblai et du remblai ; en appliquant encore la même construction, on obtient l'intégrale A B C ; l'ordonnée extrême Ce est la surface algébrique du profil, c'est cette longueur que l'on doit porter en ordonnée sur le profil en long pour représenter les cubes de déblai et de remblai à effectuer hors-profil. Pour représenter les déblais en profil, il faut porter en ordonnée les surfaces de déblai et de remblai bout à bout comme elles sont placées en c B' et B 'C.
4'^ Modificat/on de la méthode. — Pour appliquer les méthodes précédentes , il faut prendre les milieux des côtés du polygone qui limite la surface; lorsque les côtés sont très inclinés sur l'horizon on peut faire usage du compas de réduction pour obtenir rapidement et exactement ces points milieux. Dans la figure 81 nous avons indiq.ié un procédé d'intégration où l'on évite cette division en deux parties égales. Elle est fondée sur la remarque que la surface d'un trapèze tel que CV> de est la moyenne arithmétique des surfaces de deux rectangles ayant ccJpour base et pour hauteur respective les ordonnées extrêmes Ce et Drf du trapèze. D'après cette remarque, remplaçons chacun des trapèzes qui composent la surface à évaluer par une surface rectangulaire comprise entre les mêmes ordonnées extrêmes et dont la hauteur , soit l'ordonnée extrême de gauche du trapèze , nous trouverons une première surface S' 5 inexacte; remplaçons ensuite chacun de ces mêmes trapèzes par un rectangle compris entre les mêmes ordonnées extrêmes et ayant pour hauteur l'ordonnée extrême de droite de ce trapèze ;
nous obtiendrons une seconde surface S"s inexacte. La moyenne entre les surfaces S'5 etS"s donne la surface exacte; mais il est inutile de chercher cette moyenne ; il suffît de doubler la base d'intégration , ce qui rend les surfaces deux fois trop petites et de porter bout à bout les longueurs S'5 , S"s sur le profil en long.
Il est à remarquer que les deux intégrales se tracent simultanément : les côtés portant les mêmes chiffres s'obtiennent ])ar le même mouvement d'équerre.
1G7. illôlliode par liaiide de papier. — Toute surface de déblai ou de remblai peut so dé<:omposer par verticales équidistantes en trapèzes ou surfaces qui s'y ramènent aisément ; si nous appelons y», l'ordonnée moyenne de ces trapèzes, la surface cherchée S est donnée par la formule
/ étant la distance des verticales ; si, en particulier, 1 est la base d'intégration, la surface sera représentée par lijm (n°6, 3°). Il suffit donc de porter sur une bande de papier (fig. 73) les longueurs ?/„ à la suite les unes des autres pour obtenir la droite représentant la surface cherchée.
Lorsqu'un sommet M tombe entre deux verticales , il suffit de transformer la surface BMCcô en un trapèze équivalent BC'cC; on obtient le point C en menant MC parallèlement à B C. Une transformation analogue s'appliquerait au cas où il y aurait plusieurs sommets entre deux verticales voisines.
A l'extrémité du profil on trouve une surface triangulaire ou s'y ramenant aisément ; soit AB b le triangle à évaluer ; on transforme ce triangle en un autre triangle A'B'b, équivalent au triangle connu et dont l'une des dimensions soit / ; il suffît, pour y arriver, de mener A B' parallèlement à A'B et de joindre A' B'. Généralement ce>; transformations peuvent se faire à vue avec une exactitude suffisante.
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§ 2. Cas d'un terrain horizontal dans la direction des profils en travers.
10^. Application de la méthode générale. — Soit AB CI) (fig. 09 j im profil en travers ; il est facile de reconnaître que la surface de ce profil est équivalente au rectangle A'CC'A. Prenons des lors >. P-=A, base d'intégration; menons la droite FA', on obtient en SC la surface cherchée.
1«». .Mélliode particMilsère. — Pour un même projet de rouie, la largeur de la iilate-forme des terrassements reste constante d'une part {)Our tous les profils de déblai ; d'autre part pour tous les profils de remblai ; il en résulte que dans le cas qui nous occupe, les surfaces des profils ne dépendent que de la hauteur de déblai ou de remblai. Les relations entre cette hauteur et la surface de déblai et de remblai peuvent être représentées par deux courbes en portant la hauteur en abscisse, et les surfaces de déblai et de remblai en ordonnée. Ces courbes étant construites, le calcul des surfaces se fait rapidement sans qu'il soit nécessaire de tracer les pronls en travers ; il suffit de prendre sur le profil en long la hauteur de déblai et de remblai et de la porter en abscisse sur l'une ou l'autre courbe selon le cas ; l'ordonnée donne la surface cherchée.
Nous avons représenté, fig. 77, la construction de la courbe des surfaces de déblai pour une route de 8 mètres de largeur en couronne avec fossé de l'",20 de longueur en gueule et talus à V^. Soient ox, oy deux axes coordonnes. ABZ/o le demi-profil tj'-pe ; la courbe cherchée est évidemment la ligne qui représente le double de l'intégrale de la droite AB; la figure indique sufiiîsamment la méthode d'intégration graphique emplo3'ée.
Xous avons représenté, figure 78, la construction de la courbe des surfaces de remblai pour la même route ; nous aurions pu employer la même construction que pour les déblais , mais nous avons employé une autre méthode. Soient ox , oy deux axes coordonnes , A B C 0 le profil type
des remblais; la surface de ce profil est équivalente au rectangle B'B bo dont la surface S est donnée par la formule g ^ yx. y, X étant les coordonnées du point B. Il sufllt donc de multiplier les ordonnées de la droite A B par les abscisses (n" 70) pour obtenir la courbe des surfaces cherchées; la courbe est rapportée à Taxe Ax'.
Dans les méthodes suivantes nous ne considérons que le cas du déblai , mais le cas du remblai se traite de la même manière.
1 70. Cas où ies viAitu» soiil «loiiiiêcs en nombre. — Dans ce cas, il est préférable de porter, sur l'axe des S (flg. 77) ou sur un axe o'S' qui lui est parallèle , les longueurs qui représentent les surfaces relatives aux côtes successives 0, 0,1, 0,2, etc.. ; on obtient ainsi une échelle à divisions inégales; les chiffres de la graduation , située à droite de l'axe, Tndiquent la côte dedèblai,mais les longueurs portées à partir des points o' représentent les surfaces de déblai ; ou obtient ainsi les surlaces en longueur .
Pour obtenir les surfaces en nombre, il sufht de. juxtaposer à gauche de l'axe o'S' une échelle des mètres carrés.
171. Cùles en longueurs , surfaces en nombres . — On peut aussi porter sur l'axe OX des côtes de déblai ou sur un axe 0"X", qui lui est parallèle, les côtes relatives aux surfaces 0, 1,2,3.... mètres carrés; on obtient une échelle à divisions inégales indiquées au-dessus de Taxe 0"X" ; connaissant la côte en longueur, on la porte sur 0"X"; le chiffre de la graduation supérieure donne la surface en mètres
carrés.
Si l'on construit une écheUe des mètres à partir de 0", on pourra obtenir la surface de déblai relative à une côte donnée en nombre.
lî*î. Cotes et surfaces en longueurs. — L'emploi des échelles o'S", ou o'X" ne supprime pas tous les calculs ; dans le premier cas , il faut calculer les côtes de déblai ou de remblai; dans le second cas, il faut portera l'échelle les surfaces obtenues en nombre. L'emploi des courbes des figures
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77 et 78 supprime tout calcul ; on prend sur une bande de papier les côtes de déblai et de remblai ; on la fait glisser parallèlement à l'axe ox; sur une bande de papier que l'on place parallèlement à l'axe OS on prend immédiatement les surfaces que Ton porte ensuite sur le profil en long pour procéder à l'évaluation des cubes. Lorsque la largeur de la plate-forme de la voie varie , les mêmes courbes peuvent servir avec un changement d'origine , mais il faut une nouvelle épure si Finclinaison des talus sur Tliorizon vient à changer. Dans la méthode suivante, on transforme les courbes en lignes droites et la même é[>ure s'apidique quelles que soient la largeur du profil et Tinclinaison des talus.
Portons les côtes de déblai ou de remblai sur un axe quelconque cCSi (fig. 82), les .surfaces sur un autre axe &N ; soient a A= /^ &B = 5 ; joignons les points correspondants par des droites A B que nous supposerons suflSsamment rapprochées pour pouvoir à vue mener la droite qui correspond à une côte donnée. La figure que l'on obtiendra de cette manière donne la solution du problème ; car si l'on fait glisser la bande de papier portant les côtes sur «A , en plaçant une autre bande de papier suivant &B, on pourra y porter les surfaces de déblai ou de remblai. Les axes «M et ôM sont quelconques ; mais dans la figure 82 nous avons choisi une disposition qui permet de construire facilement les droites AB. En ajoutant une constante on peut transformer la surface déblai ABCD (fig. 76 ) en un triangle ODC ; soit H = 01, ce qui donne la côte dans cette hypothèse , soit T l'inclinaison des talus sur l'horizon , on a :
Portons OA = H,OB = S ; pour obtenir la relation entre la côte 11 = IK et la surface 5 = ABCD , il suffit de déplacer l'origine de 0 en a et h , points que l'on obtient en prenant 0«=0K.
Pour construire les droites AB , on prend 0P= /, OA =H, on mène AB perpendiculairement à PA, on a : OA"^ = OB x OP
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<]'ofi OB = ^- ; OB représente la surface S = — aune échelle
qui dépend de /.. On peut démontrer par la géométrie analytique (voir n° 203) que les droites A B enveloppent une parabole et que deux ou plusieurs de ces droites telles que CN et OM sont divisées par les autres en segments proportion-
r . + CD CN , ^, , ,^
nels; en d autres termes , ona— -=— - = k. Il resuite
de là que Ion peut supposer que CD représente lia une échelle k fois plus grande que o A. Plaçons-nous à ce point de vue ; supposons CD = H, OB = S, ON=S,; on a
S = -^^ , or, 0 A= — , donc S = ^^.- . Si u est la base d'in- / lî /v /.
tégration adoptée pour représenter la surface — i)ar une
ligne S, on a S it = -—- ou S = -- — ; les deux valeurs de S r Fît
devant être identiques , on a : Tic = k^A. Remplaçons /V^ par
, ,, CN' MN' PNxON X-f s, .. . sa valeur A- = 3:^ — „ = = — ■ — -,[l vient
OM OM OPxON /
Tii= 1 -[ Sj d'où Si= Tu — /. On détermine u au moyen des échelles des longueurs et des surfaces ; on se donne 1 ; on obtient S, qui détermine l'axe des HCN. Si T varie, S, varie, on obtient un autre axe des H, mais l'épure ne change pas.
§ 3. Cas où le profil du terrain est une ligne droite quelconque.
173. Cas du déblai. — Soit ABCD (fig. 75) le profil de déblai qu'il s'agit d'évaluer ; on appliquerait aisément la méthode générale à ce cas particulier ; nous nous contenterons défaire connaître une méthode particulière applicable aux profils de la nature de celui que nous considérons. Menons à cet effet la droite A F qui divise la surface en'deux parties que nous évaluerons séparément. La partie AFCB est formée de deux triangles, l'ordonnée moyenne est don
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- B F , en einplo^'ant le procédé exposé au numéro 160 pour
l'évaluation des triangles extrêmes des profils ordinaires, nous sommes conduits à la construction suivante : prenons B P == 2 / , À étant la base d'intégration ; menons A G, parallèlement à BF, nous obtiendrons en G, C la surface AF C B.
AB Si en particulier nous prenons —^ pour base d'intégration ,
le point P se confond avec le point A; il suffit alors de joindre A F, on obtient en GC'la surface AFCB. La surface DFA
s'obtient de la même manière; en prenant -^- pour base
d'intégration, cette surface est représentée par H D', le point H étant sur le prolongement de la droite BE; la surface totale est donc GC -f HD'.
La construction devient d'une simplicité remarquable , remarquons en effet que les droites B F et A E sont tracées avant de passer au calcul des surfaces ; ces droites sont nécessaires au tracé des profils du projet; les droites GC et HD' doivent être tracées également pour la détermination de la largeur d'emprise ; la construction se réduit donc à tracer les droites BF et A E ou plutôt , en évitant de tracer ces droites , elle se réduit à marquer les points G et H que l'on obtient en plaçant une règle suivant A F et B E ; l'addition (jC _^ HD' ne s'effectue que lorsque l'on représente graphiquement les cubes de déblai et de remblai ; on porte à cet effet les longueurs G C et H D' bout à bout en ordonnée sur le profil en long.
114. Cas du rouihlai. — La construction précédente s'applique aux profils de remblai; seulement la largeur de la plate-forme des terrassements étant différente pour les déblais et les remblais , on obtiendrait ainsi les surfaces à deux échelles différentes. Cette difficulté se résout facilement en employant un compas de réduction pour ramener toutes les surfaces à une même échelle. Si l et l' désignent la largeur des plates-formes de déblai et de remblai , si 1 est la base d'intégration unique que l'on veut adopter , on mettra
les branches du compas de réduction dans le rapport -r-
l' l)0ur pivndre les surtaces de déblai, dans le rapport— -r-i)Our
prendre les surfaces de remblai.
175. €aN «l'un lu-ofil mixte. — Soit ABCI) ( fig 76) le profil mixte donné; lorsque les talus de déblai et de remblai ont la même inclinaison et qu'il ne s'agit que de chercher la section totale algébrique, on peut remarquer que cette section totale est équivalente au parallélogramme A A' BB' dont le côte A' E' passe par le milieu I' de la ligne C D. En effet, on a :
Surface A' l' D = Surface I' C B'
ou bien en appelant w<i la surface de déblai, w,- la surlace de remblai ,
wci — Surface 0 I' B'B = oh- -\- Surface A A' l'O
d'où Wfi — Mr = Surface A A' B' B.
Soit r I" la distance du point I' à la droite A B, la section algébrique cherchée a pour valeur
et pour l'obtenir à une échelle déterminée correspondante à une base d'intégration donnée 1 , il suffit de multi-
A B plier r 1" dans le rapport — y- au moyen des compas de réduction ou autrement.
Lorsque les talus ont une inclinaison différente ou bien lorsque l'on veut obtenir wd et w,- , on emploie la méthode générale. On prend B P = 2 À , on mène 0 G parallèlement à P E, G C donne la surface cod ; de même on prend A P' = 2 / , on mène 0 H parallèlement à P F, on obtient en H D' la surface Wr.
t îô. — Les méthodes qui précèdent s'appliquent aussi au cas où la ligne du terrain est brisée sur Taxe ; on divise alors la surface en deux demi-profils, dont chacun se calcule séparément ; ainsi , dans la figure 82 ,
co = AB 4- CD , co' = A B 4- EF
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CHAPITRE III
Tables graphiques pour le calcul des surfaces et des largeurs.
§1. Méthodes de M. Lalannefl).
I ? ? . Ki'pro^onlation «fiine i'oiielion de denx larialilc!».
— Soit à re})résenter une foiiction z , de deux variables œ et y, définies par l'équation
/'iXfjz)-=0.
Prenons deux axes rectangulaires sur lesquels nous porterons X et 1/ , traçons les droites x = \ , x = 2 , x = 'i.... , y = \, 7/=2, y = 3,....; traçons au besoin les droites intermédiaires x = 0,\,x==0,2, etc. , de telle manière que le plan de l'épure soit quadrillé et que l'on puisse immédiatement trouver un point dont on donne les coordonnées ; si l'on imagine un axe o z perpendiculaire au plan des deux autres ox et oy, on peut considérer les différentes valeurs de z comme les ordonnées d'une surface dont l'équation est f\xyz) = 0 ; on représente cette surface par la méthode des plans cotés , en traçant les courbes d'égales cotes ou courbes de niveau dont on obtient les équations en faisant z = I z = 2,z = 'è... et au besoin jT =0,1, ^ = 0,2, ^ = 0,3, etc.. ; ces courbes étant tracées , la table graphique est construite ; si l'on donne x et y, on obtient immédiatement z de la même manière que Ton trouve laltitude d'un point sur une carte militaire.
(1) M. Lalanne a publié ses méthodes à diverses reprises: Appendice à la météorologie de Kaemtz ( 1843) ; Comptes-rendus de l'Académie des Sciences, t. XVII, p. 432; Annales des ponts et chaussées, le"" semestre 1846 et Jei- semestre 1850.
M. Lalaunea inoutré qne l'on i)eui de cette manière représenter toutes les racines dune équation contenant deux coeflicients variables; soit, par exemple, l'équation du troisième degré , mise sous la forme :
z est une fonction des variables i> et q que Ton représente ea portant x =i;, y = q;\a, surface â représenter a pour équation z^ -\-xz +z/^0; les lignes de niveau sont des droites dont on obtient les équations en posant :r = 0, l , :?= 0,2 , etc.
M. Lalanne a construit ces droites au moyen de leur équation; on peut aussi les obtenir comme il suit: on prend (flg. 83 ) OP = 1 , 0 A = ^ , ou mène une perpendiculaire A B sur AP, et une perpendiculaire BC sur AB , BC est la ligne z'''=xz^y = ^\ un premier mouvement d'équerre donne B, un second donne B C.
On obtient ainsi le tableau lig. 83 ; on voit que les lignes de niveau enveloppent une courbe ; si le point dont^; et q sont les coordonnées se trouve à l'intérieur de la courbe, il y a trois racines réelles ; si ce point est sur la courbe , deux racines sont égales; si le point est à l'extérieur, il n'y a qu'une seule racine réelle.
17S. Principe de lu graduation des coordoiiuées ; aiiaiuor|iIio*»c g-voiuctrique. — Lorsque l'on applique la métlioile précédente, il arrive fréquemment que les lignes d'égale cote sont des courbes difficiles à construire ; M. Lalanne a imagine un principe très-ingénieux qui permet, dans certains cas, de transformer ces courbes en ligne droite. Soit à construire une table graphique de multiplication donnant immédiatement z = xy, connaissant x et y ; en appliquant la méthode précédente , on obtient pour lignes d'égale cote des hyperboles équilatères difficiles à construire. Prenons les logarithmes x' = log xy' = logy, 5' = log ^ , on a : log ^ -f log 2/ = log ^ ou x' + y' — z'. Donnons kx,y,z\es valeurs 1 , 2 , 3... à 10 ; construisons les lignes j;'=logi«?, îj' = \ogy, x' -\-y' ^z', on obtient 1^ figure 84.
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Les lignes d'égale cote sont des droites inclinées a 40" sur les axes. "Les hyperboles, dit M Lalanne, ont été transformées en d'autres lignes, grâce à l'emploi de coordonnées graduées suivant une loi déterminée ; et ce genre de transformation peut être qualifié d'anamorphose géométrique. »
On peut de la même manière re[»résenter les valeurs de
^ = — ; en posant l' = log^, on a :
log y — log X = log t ou y'—x' = V;
les lignes d'égale côte sont des droites perpendiculaires aux précédentes.
En un point de la figure 84 passent 4 lignes, et on peut lire 4 côtes œ , y , z ,t entre lesquelles existent les deux relations z=xy, ^ = - ; connaissant deux de ces cotes , on trouve
le point correspondant et on trouve les deux autres sur le tableau ; en résolvant les deux équations par rapport à deux des variables, on trouve toutes les formules que l'on peut calculer par ce tableau graphique que M. Lalanne a appelé abaque à transversales , ou comjjteur universel. Ces ibrnuiles s(mt les suivantes: 1" On donne j; et y, on
trouve ^ =- ^?/, / = -- . 2" On donne .x* et ^ , on trouve y=^ t x ,
z= tx^. li'^On donne y ett, ontrou\e x = -y, z = --. 4° On donne x et ;; , on trouve y = — ,t^ ■^. 5" On donne y et z ,
on trouve x=^-, t^^ — . 6" On donne z et ^ , on trouve
7j — \l^i ^^\ - • ^^ l'®*-^^ aussi calculer les puissances
y = x^; onsi: \ogy =p \ogx équations d'une droite OA qu''' sort du cadre de l'épure , mais que Ton ramène en A'B ; en lisant y sur A'B, on ajoutera 10.
L'aDamori)lio.se de M. Lalanne s'applique à un grand nombre de fonctions; la forme la plus générale permettant
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la transformation des lignes d'égale cote en ligne droite, est la suivante :
aœ' -{- by' -{- c = 0 , a,b,c étant trois fonctions quelconques de ^ , ^' = cp (x) ?/ = 'I (//)■ Cette expression contient quatre fonctions arbitraires • x' et y'. Cette reniai que est due à Caucliy ; nous
ajouterons qu'on peut éliminer les fonctions arbitraires : en
éliminant les fonctions — , — on trouve : c c
pY-lqX^R si R = r — — 25 + ^---
Y et X sont des fonctions arbitraires de // et de x que l'on
élimine en calculant
(IR dR d'R , X' ^-, Y'
on trouve -rr~ = S
dx dy dxdy " X Y
d'où les deux équations :
rfS ^ dT -^ = 0, — — =0.
dy dx
Ces deux équations sont du cinquième ordre; la niHliode des coupes linéaires s'applique donc aux fonctions qui satisfont à deux équaticms, aux dérivées partielles du cinquième ordre.
1 79. Tables employée.^ A»ns la rôdacfioii de*» projet de roule. — Lorsque le gabarit d'une route est donné, les surfaces de déldai et de remblai d'un demi-profil sont des fonctions de de ;x variables, savoir la hauteur li de déblai ou de remblai sur l'axe de la route et l'inclinaison i du terrain naturel supposé rectiligne ou brisé sur l'axe. On a donc S = /'(«,/?); M. Lalanne a d'abord (1840) construit des tables graphiques en portant l'inclinaison i en abscisse , la hauteur// en ordonnée et en traçant des lignes d'égale superficie; neuf systèmes de formules sont applicables ; le tableau comprend (fig. 85) 9 régions limitées par des lignes droites: 1 et 5 régions du déblai , 4 et 9 régions du remblai, 2, 3, 8, 7 régions
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des profils contenant un point de passage , 6 régions des profils contenant deux points de passage. Pour qu'une pareille table soit complète , il laut tracer une série de courbes dans les régions 1 et 2, une nouvelle série dans les régions 4 et 9, deux séries de courbes dans les régions 2, 3, 8, 7, trois séries de courbes dans la région 6. M. Lalanne a construit l'anamoriihose de cette figure ; mais si une anamoi-pliose transforme une série de courbes en lignes droites, les autres lignes restent curvilignes; on peut se borner à obtenir des droites dans les régions les plus vastes , les courbes subsistant dans les autres régions.
En 1845, l'ingénieur Davaine publia dans les mémoires de la Société des sciences de Lille un tracé gra[)hique donnant sur le même tableau les surfaces de déblai , de remblai , les largeurs d'emprises et les longueurs des talus; l'auteur •-mnonçait que ses tables pouvaient servir quelles que soient la largeur de la voie et l'inclinaison des talus. M. Lalanne montra que ces tables n'avaient pas la généralité qui avait été annoncée; il perfectionna ces tables en transformant, par ranamori)hose , les hyperboles qu'elles comportaient en droites parallèles.
ISO. Inconvénients des tables de .11. L.alannc. — Les tables de M. Lalanne ont un inconvénient grave, c'est d'exiger beaucoup de temps pour les construire. Nous lisons ce qui suit dans un des derniers écrits de ce savant ingénieur ( 1 ) :
'. M. l'ingénieur en chef Ricour ayant un gabarit à une seule voie , différent , par conséquent . de ceux qui avaient été l'objet de publications antérieures, a établi sur quatre planches de û"',70 sur 0'",3û, autant de tables qui font connaître les superficies de déblai et de remblai, les largeurs d'emprises et les longueurs des talus pour des cotes sur l'axe allant jusqu'à 20 mètres et pour des déclivités du profil trans-
(1] Exposilion uiiiv<-rselle à Paris en 1878 ( France). Notices sur les loilèles, cartes et dessins j-elaiifs aux ira vaux ,les ponts et rehaussées, p. 446.
versai jusqu'à 0,40. . . . L établissement de chacun des tableaux a exigé quatorze lieures de calcul et vingt heures de dessin. «
Ainsi les quatre tables de ce système exigent 56 heures de calcul et 112 heures de dessin, soit en tout 168 heures de travail. Si, [)Our des raisons quelconques, le gabarit subit une modification, il faut recommencer ce travail. Aussi M. Lalaune ajoute- t-il que si un gabarit ne s'appliquait qu'à un petit nombre de profils, il faudrait renoncer à l'exécution de ces tables ; il propose alors de se servir des formules analytiques , mais en simplifiant les calculs par l'emploi de sou compteur universel.
Lorsque l'on emploie nos méthodes d'intégration graphique, le calcul des cubes et des distances de transport sont remplacés par des opérations graphiques ; si donc on lit sur une table une superficie en mètres carrés, il faudra la représenter par une ligne droite ; il serait plus utile d'obtenir immédiatement cette droite sur la table graphique; on supprimera ainsi deux causes d'erreur, une erreur de lecture et une réduction à l'échelle de surfaces. Les hauteurs de déblai et de remblai sont indiquées sur le profil en long, pourquoi faut-il les calculer? il serait plus commode de jiouvoir les porter en vraie grandeur sur le tableau.
Nous supposerons aussi, qu'au lieu de donner les inclinaisons du terrain en nombre , on ait tracé les profils en long du terrain à une certaine distance de l'axe de la voie; en choisissant, pour cette distance, la distance à l'axe des points nivelés transversalement, il n'y aura aucun calcul à faire pour dresser ces profils en long. Nous sommes ainsi amenés à poser le problème d'une autre manière : on parcourt le profil en long en ])ortant sur une bande de pai)ier les hauteurs de déblai et de remblai , et les déclivités du terrain naturel , construire une table sur laquelle on puisse prendre immédiatement, sur une autre bande de papier, les largeurs d'emjirises , les longueurs des talus , les superficies de déblai ou de remblai. Avant d'exposer le moyen de construire une table de cette espèce , nous devons faire connaître quelques })rincipes nouveaux ur la représentation des fonctions.
§ 2. Principes nouveaux sur la représentation des fonctions.
1 $1 . Emploi d^in système général de coordonnéeis. —
Soit à représenter la fonction w définie par l'équation :
Construisons deux séries de courbes :
r,{œyu) = 0. (2)
r,{œyv)==0. (3)
Ces premières sont les lignes des ic , les secondes sont les lignes des v. A chacun des points du plan correspondent des valeurs de u et de v qui peuvent être considérées comme les coordonnées curvilignes de ce point. Si on donne à w des valeurs déterminées , on obtient les lignes des w dont l'équation générale en coordonnées ii et v est l'équation (1); on obtiendrait l'équation de ces lignes en coordonnées rectangulaires a; et y en éliminant u etv entre les équations (1) (2) (3). Pour comparer la généralité de cette méthode à celle de M. Lalanne , cherchons quelles sont 1 s fonctions que l'on peut représenter au moyen de trois systèmes de droites; on a alors :
ligne des u, aœ -\- b?j -\- c =0, a, h, c fonctions de u, ligne des 1', a'x -\- b'i/ -\- c' = 0, r^V^'r-' fonctions de i?, ligne des w, a"œ -\- h" y -\- c" = 0, r("b"c" fonctions de w.
En éliminant ûc et y on obtient 'a relation entre les trois variables it, v, lo, on trouve le déterminant :
(rf6'c") = 0.
Cette équation contient 6 fonctions arbitraires : — , — ,
c c ni y a'' //'
— , —, —, — ; la généralité de notre méthode esta celle d c' c" c"
de M. Lalanne comme 6:4.
On peut d'ailleurs remarquer que cette méthode contient
la méthode de :M. Lalanne comme cas particulier; il suffit de
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prendre pour ligne des u : x =^^u , pour les ligues de v : X — (p(r). Mais si l'on arrive au même résultat, les principes sont différents , car pour M. Lalanne u et v sont toujours les coordonnées. Mais il suppose que, la table ayant été régulièrement construite, on lui applique l'anamorphose. Nous allons voir que l'on peut aussi considérer les tables en coordonnées générales comme résultaut d'une transformation d'une table dressée en coordonnées cartésiennes, de sorte que la méthode nouvelle n'est qu'une transformation plus générale que ceUe de M. Lalanne, mais a^'ant avec cette dernière une très grande analogie.
i8!î. Transfornialion des lablcs. — Si une table graphique était dressée sur une feuille élastique , on pourrait la déformer comme on voudrait, la fonction représentée restera la même , car si trois lignes, telles que u = 2,v = 'i,iu = d, se coupent en un même point avant la déformation , elles se coupent encore en un même point après la déformation; on trouve , avant et après la déformation , que i)Our z< = 2 et t' = 3 , on doit avoir lo = 5. Si on construit une table en portant x = u, 7/ = v, en la déformant , les lignes coordonnées x = u, y = v deviennent des ligues quelconques ; on obtient une table en coordonnées générales. Pour obtenir la transformation que M. Lalanne a appelée anamorphose géométrique, il suffit de supposer que la table subisse des allongements ou raccourcissements suivant les x et les y, de telle sorte que la table étant quadrillée par les lignes x = u , y = t",elle est, après la déformation, quadrillée par les lignes
On peut définir la transformation des tables d'une manière plus précise. Étant donné (fîg. 87 A) un point M dont les coordonnées soient u, v, déterminons un point M' dont les coordonnées xety soient x = 's, {u , v) , y = '^ {u , v) . A tout point , à toute ligne de la figure A correspond un point , une ligne de la figure B ; si trois lignes se coupent en un même point sur la figure A, les transformées de la figure B se coupent aussi en un même point ; une table graphique étant tracée dans la figure A, sa transformée de la figure B repré-
sentera la même fonction. Plus généralement, toute propriété basée sur Tintersection de certaines lignes de la figure A , existe encore pour les transformées de la figure B. Ainsi, par exemple , si nous traçons dans la figure A la perspective d'un angle trièdre coupé par deux plans , nous obtenons deux triangles dont les sommets se trouvent sur 3 droites convergentes et dont les côtés correspondants se coupent sur trois points en ligne droite. A toute droite de la figure A correspond une courbe de la fig. B, dépendant de deux paramètres et déterminée par deux points ; la même propriété existe pour la figure curviligne ; on obtient deux triangles curvilignes dont les 3 sommets se trouvent sur 3 courbes convergentes et dont les côtés correspondants se coupent sur une même courbe, toutes ces courbes étant de la famille des transformées des droites.
18«$. Eliuiination ^ra|>lii(|ue. — Soient les trois équations :
Si on élimine t et i' entre ces trois équations, on reconnaît que 10 est fonction des variables ii et v; on peut représenter cette fonction sans procéder à l'élimination analytique; c'est cette opération que nous appelons élimination graphique. Pour y arriver, il suffit de représenter sur le même tableau les trois relations données en prenant naturellement les mêmes systèmes de lignes pour les mêmes vaiiables; en un point de la figure, on devra considérer 5 lignes, et ion obtiendra 5 cotes u vtt'w satisfaisant aux trois relations , donc u, V, w satisfont à la relation cherchée; l'élimination s'opère en supprimant les lignes des t et des V. Ce principe de l'élimination graphique a été appliqué par M. Lalanne dans son compteur univer.sel, mais il nous a i»aru utile de l'énoncer.
184. Cas où les variables sont des longnears. — Supposons (fîg. 86) que a soit la longueur d'une ligne droite; on pourrait trouver la ligne correspondante en mesurant cette droite , si les lignes des u sont convenablement graduées ;
mais on peut aussi la trouver par le tracé d'une courbe que nous appellerons Taxe des ii. D'un point o de la ligne ii = 0, avec des rayons iù=l, u==2, etc., traçons des circonférences coupant les lignes i« = 1 , m = 2 , etc. ; l'axe des ii est le lieu de ces intersections ; ayant tracé cet axe o U , on obtiendra la ligne u = l, en portant ^ en OA , la ligne demandée est celle qui passe par A. Si la ligne u = 0 se transportait à l'infini, on pourrait prendre un point o quelconque; quelquefois il est plus utile déporter oA = i« -h constante. On peut aussi tracer une échelle des î^en OU' et infléchir les ligues des u à l'extérieur de la partie utile du tableau vers les points correspondants do cette échelle: on peut aussi mener, par les points de division de cette échelle , des parallèles coupant les lignes des u suivant une courbe de rebroussement comme l'indique la figure; il convient que cette courbe reste en dehors de la partie utile du tableau ; on peut recourir à plusieurs échelles OU' et 0"U", si la première sort des cadres de l'épure.
1^5. Représentation d'une fonction «le trois variables. — Soit la fonction
10== f{t,ti,v).
En portant sur trois axes rectangulaires x = t,y = n et z = v , on obtient pour chaque valeur de oo une surface d'égale cote; si ces surfaces sont des plans, on peut les représenter par la géométrie descriptive au moyen de leurs traces; on peut de cette manière représenter les racines d'une équation à trois coeflicients variables :
Prenons (fig. 83) deux axes rectangulaires ox ei oy dans le plan de la figure que nous considérerons comme jAau horizontal; les traces des plans d égale cote s'obtiennent en faisant ^ = 0 , on trouve :
10^ + xio -\- y = 0
On obtient précisément l'abaque des racines de l'équation du 3^ degré construite par M. Lalanne , seulement les lignes
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tracées doivent être considérées comme les traces des plans d'égale cote. Il est inutile de représenter plus complètement ces plans. Soit à chercher les racines de l'équation du quatrième degré pour ^ = 0,6, ?/ = 0,4 , ^ = 0,3; on trouve immédiatement la projection horizontale in du point de l'espace ; pour déterminer plus complètement ce point , imaginons un plan de profil EF que nous transportons en E'F' et que nous rabattons sur le plan de la figure , en portant M'M = :? = — 0,3, on obtient le rabattement; le plan de profil E F coupe les plans d'égale cote, suivant des lignes d'égale cote, dont on obtient immédiatement les traces; il est facile devoir que l'on obtiendra ces lignes en rabattement, en les menant perpendiculairement aux traces des plans correspondants.
En effet , la trace d'un i)lan d'égale cote a pour équation w^ -{- xw -\- y = 0; elle fait avec OiC un angle dont la tangente est 10; la ligne d'égale cote dont il s'agit a pour équation !€'■ -\- 0,fi w^ + y tv -j- 2 = 0 , elle fait avec l'axe o^ un
angle dont la tangente est ; mais l'axe oz eu rabatte-
ment est dirigé en sens contraire de ox, donc la ligne d'égale cote fait avec o x un angle dont la tangente est — ; : le produit des tangentes étant égale à — 1 , la propriété est démontrée. Si on trace les lignes d'égale cote , on obtient facilement les racines réelles. On voit que pour chaque racine, il faut une épure particulière, mais on peut éviter cette construction; on prend mm' = — 0,3; on fait mouvoir une équerre dont le sommet décrive EF et dont l'un des côtés soit constamment dirigé suivant les traces des plans d'égale cote; on s'arrête quand l'autre bord de l'équerre passe par le point N, on obtient la racine en lisant la côte de la ligne effleurée par le premier bord de l'équerre.
1S«. Kmploi «le foHÎlles molules. — Si nous traçons: sur un plan les lignes j\ {œyw) = 0 , sur une feuille transparente les lignes /i ixyic) = 0, et .^ur une autre feuille transparente les lignes /^ ixyu), la position de chacune des
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feuilles transparentes mobiles sur le tableau des lignes des w dépend de 3 variables ; on peut de cette manière représenter certaines fonctions de 8 variables.
■ S7. i£iu|>loi de |»lii!«ieiir!^ tableaux. — Soient les équations :
/; {x, !/, t) = 0, /, [izl'} = 0, f, [Vut") = 0, l\[t"vw) = 0
Si on donne œ,y,z, u , *; , on peut successivement calculer l, t , i" et 10; donc la variable tv est fonction de o variables indépendantes. Comme chacune des quatre relations qui la définissent est susceptible d'être représentée graphiquement, on pourra , au moyen de quatre tableaux calculer la fonction w. Si on construit quatre tableaux séparés , on est obligé de lire successivement les cotes t ,t' ,t" ; on i)eut éviter ces trois lectures de deux manières. On peut d'abord représenter les quatre relations sur une même épure en prenant des courbes des t , t' , t" qui conviennent aux deux tableaux où ces variables interviennent; ce procédé conduit le plus souvent à une épure confuse et difficile à construire. Presque toujours, il sera plus avantageux de représenter chaque relation par une e[ture spéciale; le tableau des a)pt et celui des tzt' étant placés l'un à côte de l'autre, on prolonge les deux courbes des ^ relatives à une même cote jusqu'à leur rencontre ; on trace le lieu des points de rencontre ; on peut alors considérer les deux courbes comme une seule courbe présentant un point angulaire; on passera du premier tableau au second sans lire la variable t. On passera de même du deuxième tableau au troisième et du troisième au quati-ième sans lire les variables i' et i". Le procédé que nous venons d'exposer peut être généralisé comme il suit : Si une équation entre un nombre quelconque de variables est susceptible d'être considérée comme le résultat de l'élimination de certaines variables auxiliaires entre plusieurs équations à trois variables , il est possible de remplacer la relation par un certain nombre de tableaux graphiques.
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iS8. Applications et marche à suivre. — Dans tout problème , il }' a des données et des inconnues ; en représentant les données ])ar des lettres, on établira des formules qui donneront la solution de tous les problèmes de même espèce ; les inconnues sont donc des fonctions de certaines variables. Ainsi , par exemple, l'épaisseur à la base d'un mur de soutènement est une fonction de 6 variables : la hauteur, les fruits des deux parements, les poids spécifiques des terres et des maçonneries, le talus naturel des terres; de même les dimensions des parties d'un pont d'un type donné, les dimensions des pièces d'une machine d'un système connu , etc. , sont des fonctions de certaines données. Dans toutes ces questions il sera presque toujours possible de dresser, par les méthodes précédentes, des tables graphiques donnant immédiatement et sans calcul les inconnues du problème. Si le problème ne comporte que trois variables , une inconnue et deux connues , il n'y a aucune difficulté; s'il comporte plus de deux variables indépendantes , il faut , s'il est possible , ramener la formule à un certain nombre d'équations à trois variables et chacune de ces dernières donnera lieu à une table graphique. Dans cette recherche , il est difficile d'énoncer des règles absolues , mais les observations suivantes conduiront souvent au résultat : 1° Lorsque l'équation finale contient un grand nombre de variables , elle provient généralement d'équations plus simples; en remontant à la source de l'équation finale , en introduisant au besoin des variables auxiliaires, on constituera souvent les équations à trois variables que l'on cherche ; 2'' dans une équation homogène par rapport à deux ou plusieurs des variables , on en diminue le nombre d'une unité en introduisant leurs rapports à l'une d'entre elles; 3° si une équation résiste à ces; procédés , on prend un cas particulier où le nombre de variables est trois ; de là on remonte au cas général en passant au besoin par des cas intermédiaires. Il ne nous serait pas possible d'aborder les innombrables questions auxquelles ces tables graphiques s'appliquent; les observations qui précèdent et les exemples que nous traite-
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TOUS suffisent i)our tracer la voie à suivre ; le nombre de variables ne doit pas rebuter le lecteur; ainsi la question des murs de soutènement comprend sept variables et cependant nous sommes parvenus à la solution.
Lorsque le jiroblème est ramené à des relations à trois variables, chacune d'elles donne lieu à une table graphique ; mais cette table graphique peut être établie d'une infinité de manières; il faut autant que possible que les lignes d'égale cote soient des droites ou des courbes faciles à ci 'nstruire ; nous allons donner quelques principes sur l'emploi des systèmes de droites.
fl 80. Oegrc d'nn M>lèuie de droites. — Si U est une
des variables, on peut adopter, comme ligne des u, les droites ayant pour équation :
ax -\- hy -\ c = 0,
ûc , y étant les cordonnées cartésiennes , a, h, c, trois fonctions de u.
Si ces trois fonctions sont des fonctions entières de degré n, nous dirons que le système est de degré n. Les lignes des m enveloiq)ent une courbe de classe n, car à tout point x,y du plan correspond n racines de u , c'est-à-dire que par tout point on p.eut mener n tangentes à l'enveloppe. Une droite quelconque est coupée par les lignes des u suivant une échelle à divisions inégales si l'échelle des u est à divisions égales ; en prenant sur cette droite une origine quelconque, la distance u' d'un point de cette échelle à l'origine est liée à la variable ii par une relation de la forme :
Uu'"-\- NîC'^-i ... 4- T
M'iV'-h JN'if"-! +T'
Cette formule s'obtient aisément par l'analyse en mettant les équations de la droite sous la forme œ = Xq + ku', y =y^ + mu' et portant ces valeurs ùe œ,y dans l'équation de la ligne des u ; mais on y arrive aussi en remarquant que l'équation entre u et u' est algébrique, que si u est donné, on a une seule valeur deu', que si u' est donné, il y a n valeurs de II. Supposons que la sécante considérée soit la droite u = u^
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du système; la valeur de ii' doit devenir indéterminée pour u = Mo , en divisant les deux termes de la fraction qui donne u' par u — Uq , on abaissera le degré de la variable d'une unité. Pour une tangente multiple, le degré diminuerait davantage.
flOO. Système du premier degré. — Lorsque la variable li est au premier degré , 1 équation de la ligne des u est de la forme :
a'x -j- b'y 4- d = u {aœ -{- by -\- a) ou (3 = ua.
Prenons ( fig. 89 ) les droites a = 0, |S = 0 comme nouveaux axes coordonnés C^', Cx'; on sait que les nouvelles coordonnées sont fi et a multiplies par des constantes ; on obtient une équation de la forme :
Ces droites passent par la nouvelle origine et pour les déterminer plus complètement faisons ^' = /. , on a g/' = u. Soit 0 U la droite x' = / ; en portant u sur cette droite , on obtiendra un point de la ligne it. Si sur OU on construit une échelle des u, le laisceau des droites joignant le point C aux divisions de cette échelle sont les droites des u. La droite OU est ce que nous avons a))pelé (184) Taxe des it.
101. Construetion d^un isystème du premier degré. — On trace les droites Cy' on a = 0 , Cx' ou |3 = 0 ; ce sont les ligues it = oc , u = 0; au lieu de déterminer À par l'analyse, on peut tracer une troisième droite CA relative à te = Woi cela étant, l'axe 0 U est une parallèle à C?/' telle que oM = Uq ; on trouve le point M de l'axe 0 U en portant CN = Wq , et en menant NM parallèlement à Cx'. L'axe des 11 étant déterminé , on opère comme précédemment.
iO'i. Problème. — Construire le système connaissant trois lignes des u. Soient CA, CB , CD les droites Uq, iii, u^. Nous déterminerons la position de l'axe 0 U par la condition MN == Hi — Uq , PX = u^ — Ui ; une parallèle oT' à l'axe des u satisfait à la condition :
M'JN' CQ u. — Uq
ou
N'P' QP' u^ — u.
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On obtiendra cette parallèle en portant deux longueurs CQ, Il — if QP' dans le rapport — ' — , en menant QN' parallèlement
à CD , et en joignant P'N'. Portons M'K = ii^ — u„ , et menons KN parallèlement CA, on obtient le point N de Taxe des u qui est complètement déterminé. On obtient l'origine 0 en portant o M = Uq ; le système est facile à construire.
Iî)3. Tliéorèmo. — Une droite quelconque est coupée par un système du premier degré suivant une échelle liomogra[)hique de 1 échelle des it.
Si dans l'expression générale de it' ( 1 89 ) on fait 7i= 1 , on a :
Mm -I- N
L'échelle des u' est dite alors liomographique de l'échelle d s it.
Si on donne la droite x' = œ'o -\- k vJ , ?/' = //'o + m u' , on obtient la relation :
Si on donne les paramètres A, B, C, D de la relation entre u et u' , on déterminera la sécante par les équations :
Le coefficient angulaire de la droite ", est ^.— ; on en
déduit m, k, puis x'o et ?/'o.
Si, au lieu de donner les paramètres A, B, C, D, on donnait trois valeurs de iC relatives à trois valeurs de u, on serait conduit au même problème de géométrie que dans le numéro précédent.
f 04. Syslèmes particuliers du premier degré. — Il
peut se faire que les droites a == 0. [5 = 0 soient parallèles le centre de convergence des droites se transporte à l'infini; les lignes des u sont parallèles. Si on prend un axe des x
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parallèle à ces droites et un axe des y quelconque , on a : Çj=y y -]- c' a= l)y -; c ; les lignes des u ont pour équations :
by -\-c^ {b'y-\- c')u d'où y =— — — ^ .
L'axe des?/, et par conséquent toute autre droite, est coupée suivant une échelle liomograpliique de celle des u ; toutes ces échelles sont proportionnelles ; il n'y a plus d'axe des u. On construira dans ce cas les valeurs de ?/ en se servant d'un sj'stème convergent auxiliaire. Toutefois si &' = 0 , on a
?/= î , toute droite est un axe.
195. Fonction représentée par trois système.'-» du premier degré. — Soient u, v, w les variables; par un changement d'axes coordonnés, ou peut mettre l'équation des lignes des IV sous la forme :
Soient ay-\-l)x = c
les équations des Ugnes des u et des lignes des r. L'élimination de œ et de y conduit à la relation :
w b'c — bd
). a c' — a' c Cette équation est de la forme :
A + Bu-^Cv-j-Duv ,^,
En chassant le dénominateur, on obtient la forme générale d'une équation du troisième degré contenant u, v, iv au pre= mier degré.
On peut poser le problème inverse : connaissant l'équation (2), construire un tableau graphique des valeurs de ^^ au moj^eu de trois systèmes du premier degré. L'idée la plus naturelle e>^t d'identifier l'équation (lia l'équation (2j; l'équation (1) contenant plus de paramètres que l'équation (2), il y a
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iDcléterinination ; les calculs montrent que le iiroblèuie n'est possible que dans certains cas; mais ces calculs sont si laborieux que nous préférons arriver d'une autre manière aux résultats.
Remarquons que la valeur de lo tirée de l'équation (1) devient indéterminée pour c; = 0, c' = 0; il doit en être de la valeur de w tirée de l'équation (2). Donc posons :
A + Bi«H- Cv-{- J)uv = 0,
A' + B' M -f C't' -4- D' ley = 0.
Ces équations conduisent à une équation du second degré en II et une autre en v ; si les racines sont imaginaires, il y a impossibilité de résoudre la question ; considérons le cas où les racines sont réelles. Soient Uo, l'oun système de valeurs; on prendra c = u — Uo d = v—Vo. Mais il est préférable de transformer l'équation (2) en posant u —Uq =u\ v—Vo^ v\ alors on prendra c =m', c' = v' ; les équations (I) et (2) qu'il s'agit d'identifier deviennent :
Â ~av'—a'u'
Bu'j-Gv'-^Dîi'V
B'îi'-{-C'f'-\-D'ii'v'
L'équation (2) peut être identifiée à l'équation (1) d'une infinité de manières en la mettant sous la forme :
to __ {B-\-Ev')u' -^v'[C + {D—E)ic'] A ~'{B'-i-E'v')u'-\-v' lC'-\-(.B'—E')u']
E et E' étant des quantités quelconques ; on prendra :
—b=C+{I)-E)u> ■ b' = B-hEv'.
Si l'on choisit E = 0, E' = 0, X = 1 , des simplifications sa produisent ; les trois systèmes sont alors :
y — wx,
Chj — Cx^u' {Dhj — D^ — 1) = 0 , B'^ -[- B^ + V' = 0,
10 = ■ — -— î- fî>)
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I04». .^Sè:ii4> |»rol>lèiii(^ traité au iuoy«ii <lo<^ l'ooriloiiiiees trilinéaire»». — Soient (flg. 93) A, B, C les centres de
convergence des lignes des u , des v et des w\ soient a = 0, (3 = 0, y = 0 les équations des droites BC, CA, AB ; a, (i, •/ étant des fonctions du l*'"' degré de la forme p — ^ sin w — y cos w ; pour un point quelconque du plan, a, ': , y sont les trois coordonnées trilinéaires de ce point ; le triangle ABC est le triangle de référence. On a alors :
ligne des ii, 6 (3 = c y (1)
ligne des v, c'y = a'a (2)
ligne des w, a!' a. = &"^ (3)
En éliminant o.{t-/ on obtient :
a"eb = a'U'c. (4)
Si les fonctions «", c', &, a\ U\ c restent les mêmes , et si on déforme le triangle de référence de toutes les manières possibles, l'équation (4) ne change pas; donc, pour représenter une fonction donnée, on peut prendre arbitrairement les trois points A, B, C. Soit à construire un tableau graphique représentant la relation
\y-\-kuA B^?-|-C^^-{-A'^;^^;-l-B'^^^«4-C'MW-i-E^^î;^^=0. (5)
Cette équation contient 7 paramètres; l'équation (4) en contient 9 (trois pour chaque ligne) ; donc on peut identifier l'équation (4) à l'équation (5) tout en se donnant arbitrah'ement deux conditions ; on peut , par exemple , se donner le point M qui correspond à un système de valeurs u,v,w. Au lieu d'identifier l'équation (4) à l'équation (5) , ce qui conduit à des calculs laborieux , nous allons faire voir que l'on peut déterminer a priori par l'équation (5; les valeurs de il, v, w relatives aux trois côtés du triangle de référence ; on aura alors deux lignes de chaque système ; le point M étant choisi, on aura une nouvelle ligne de chaque système qui sera complètement déterminé par trois lignes (192).
bupiiosons le problème résolu ; pour les valeurs ii' et v" lelatives au cote AB, tu est indéterminé sur le tableau gra- } liique ; il en est de même des valeurs u" et v' relatives aux
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côtés AC et BC; on trouverait de même que deux grou[)es de valeurs rendent u et v indéterminés. Ces valeurs peuvent se déterminer par Téquation (5^ ; ainsi les valeurs qui rendent îv indéterminé doivent satisfaire aux équations suivantes :
D + Au 4- By + C'??y = 0 (fi)
C + A'y + B'u + Em- = 0. (7)
En éliminant r, on obtient l'équation :
î«*(AE — B'C') + n(AA'+DE — BB' — CC')-|-A'D — BC = 0. l'R)
Si Ton cherchait les valeurs qui rendent r indéterminé, on trouverait les mêmes valeurs de ii; en efïét, il faut alors changer B, B' en C, C et vice- versa ; Téquation reste la même. On trouverait deux équations semblables à l'équation (8) , en
V et tv, en cherchant les valeurs qui rendent les autres variai les indéterminées ; ces trois équations du second degré déterminent les valeurs u'u", t''ii", la'iv". Mais il faut savoir grouper ces racines ; on y arrive par la méthode suivante , qui a l'avantage de n'exiger que la résolution d'une seule équation du second degré. Si on résout l'équation (8), on trouve u',îi" ; on attribuera ii' au côté AB, u" au côté AC; l'équation (6) permet de calculer les valeurs correspondantes de V; la valeur v" qui correspond à ii' sera attribuée au côté AB; la valeur r' qui correspond à u" sera attribuée au côté BC. Pour obtenir les valeurs vy, iv", exprimons que
V est indéterminé ; on tiouve deux équations dont l'une est :
D + Au + Cic -f B'u w = 0. (9)
La valeur w' qui correspond à u" sera attribuée au côté CA ; la valeur a»" qui correspond à u' sera attribuée au côté BC. Les valeurs u, r, lu, ainsi calculées, doivent satisfaire encore à trois autres équations analogues aux équations (6) (7) et (9) ; mais il est inutile de vérifier si ces équations sont satisfaites ; nous savons déjà que les six équations analogues à (6) se ramènent à trois équations analogues à (8).
Déterminons un système de valeur satisfaisant à 1 équation (5) , par exemple u = 0 ,v = o, io= ; prenons un
[joint M (luelconqiie pour représenter ces trois valeurs; le système u est déterminé par les droites AM, AC, AB relatives à i« = 0 , u = u' , u = II" ; les autres systèmes sont aussi déterminés par trois droites; le problème est résolu. Au lieu de se donner le point même M, on pourrait se donner les axes des it et des v , déterminer les origines de ces axes d'après les valeurs connues de n et de v; on retrouve le point M , u = 0, v = 0; on attribue à la droite
CM la valeur w = ; et le système w est déterminé par
trois droites.
Nous remarquerons que les valeurs u" et u' de l'équation (8) auraient pu être attribuées aux droites AB et AC; on a alors la disposition de la figure 93 bis. Nous remarquerons aussi que l'on peut déformer le triangle A , B , C comme on veut ; on peut supposer que le point A s'éloigne à l'infini ; les lignes des u forment un système parallèle et l'on peut choisir le point M de telle manière que toute droite soit un axe des u.
lîlî. Sysièiîi«s (Iti «»econil degré. — L'équation d'utie ligne des ii est de la forme :
;aw« 4- m|3w -[_ ny = 0 (1)
l , 771 , 71 sont des paramètres constants , « , |3 , -/ soEtt des fonctions du premier degré des coordonnées cartésiennes r ectangulaires du point , fonctions que nous supposerons de la forme p — ^ cos w — 2/ sinw; soient BC, CA, AB les droites a = 0, ,S = 0, 7 = 0 (flg. 95).
On peut aussi considérer a , (5 , •/ comme les coordonnées trilinéaires du point en prenant comme triangle de référence le triangle ABC. L'équation d) de la ligne des i( est donc écrite en coordonnées trilinéaires ou cartésiennes selon que l'on conserve a, |S, 7 ou que l'on remplace a, (3, 7 par leurs valeurs. On remarquera que l'équation de la ligne u contient neuf paramètres arbitraires ; il faut donc neuf conditions p our déterminer un système du second degré.
Los lignes des u enveloppent une courbe de seconde classe, donc du second dogre; en donnant renvelo])pe, cela équi-
vaut à cinq conditions; on pourra encore se donner trois conditions; on pourra par exemple se donner les valeurs de u relatives à trois tangentes.
IttS. Enveloppes des lignes des u. — L'enveloppe des lignes des u est une courbe du second degré tangente en A et C aux droites AB et CB (fig. 95); les points de l'enveloppe s'obtiennent par les intersections des droites de deux systèmes du premier degré convergent en C et A. En effet, en appliquant la théorie des enveloppes à l'équation (1), c'est-àdire eu prenant la dérivée de l'équation de l'envelopi^ée i)ar rapport au paramètre variable, on trouve que le point de l'enveloppe touché par la ligne u est donné par les deux équations : lait^ VmÇ)U -\- ny =-0, 2tait -f- ni^ = 0; en portant ZaM, tiré de la seconde équation dans le terme lau'^ delà première, on remplace ces équations par les deux suivantes :
m(3w -[- 2ny = 0 (2)
2lau -t- m^ = 0 (3)
Ces deux équations représentent deux droites dont l'intersection est le point de l'enveloppe; la première représente un système du premier degré convergent en A, la seconde un système du premier degré convergent en C.
L'équation de l'enveloppe s'obtient en éliminant u des équations (2) et (3); on trouve :
m^^^ — 4l7îay =^ 0. (4)
Cette équation est du second degré; on aurait pu l'obtenir autrement en exprimant que les valeurs de it de l'équation (1) sont égales.
De l'équation de la ligne des u , on déduit que la droite u = 0 est y = 0 ou A B , que la droite z« = x est a = 0 ou BC ; les équations du point de contact donnent : pouri<-=0, 7 = 0, |3 = 0 ou le point A ; pour u = ce ,a = 0, 3 = 0 ou le point C.
100. Théorème. — Toute droite ii = Kq du système est coupée par les autres suivant une échelle homographique de l'échelle des u dont les ])oints se trouvent sur le système
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auxiliaire du premier degré ^Ua -f- m|3 = 0 où U = u + iif, ; la ligne des u parallèle k u = oo est coupée suivant une échelle proportionnelle à celle des u et peut servir d'axe des u.
L'intersection des lignes u etUo satisfait aux deux équations :
lu'* a 4- jnu^ -H ny = 0 lu^oOL +mi(o(3 + ny ^ 0.
Elle satisfait aussi à l'équation que Ton obtient en soustra\'ant ces deux équations; on trouve en supprimant le facteur commun u — Uq ;
l{u + Wo) a + m|3 = 0.
Ce sont les droites d'un système du premier degré convergent en C ; faisons U = u -\- u^ , nous obtenons
/Ua-fm/3 = 0. (5)
Si on construit ce système du premier degré, on pourra obtenir l'intersection de la droite Ug avec toutes les autres en faisant U = u -\- Uq , ce qui revient à déplacer l'origine des U d'une quantité u^ pour avoir celle des u. Le système (5) est facile à construire ; l'axe OU est parallèle à CB ; on peut le prendre à volonté, si on laisse l'échelle des U indéterminée, si D E est la droite Uq , 01 doit représenter U -^ îi-\-Uo = Uo ; cela détermine l'échelle des U. La propriété remarquable du système (5) est de donner les intersections de deux lignes u et Uo ; on peut la mettre en évidence en construisant les lignes des u pour des valeurs de u en progression arithmétique : M = 0, ±Ji ±2h, etc.. ; ces lignes décomposeront la partie du plan extérieur à renvelopi)e en quadrilatères; les sommets de ces quadrilatères se disposeront alors sur les droites du système (5); ainsi sur la droite U = 10/^ se couperont : u = lOh et u -=0,11 = 9h et ii = h , etc. ; les lignes des U sont les diagonales des quadrilatères formés par les lignes des u.
Puisque la division d'une ligne u^ s'obtient au moyen du s^^stème (5) qui est du premier degré, cette division formera une échelle homographique de l'échelle des u; mais le sys-
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tème ( 5 ) a un axe, les droites parallèles à cet axe sont coupées proportionnellement à 1 échelle des u ; donc la ligne des u parallèle à cet axe , c'est-à-dire la ligue des ii parallèle à la ligne Z6 = 00, est coupée par les autres suivant une échelle proportionnelle à celle des u et qui peut servir d'axe des ic , en choisissant convenablement l'échelle des ii ; c'est ce que nous avons supposé sur la figure 95.
!^00. Déteriui nation analyliqiio d'tin <«y!«lônio du jiieeond deg;ré. — Nous avons déjà dit qu'il faut 9 conditions pour déterminer un .système du second degré ; que la détermination de la conique enveloppe exige 5 conditions ; on peut se poser un grand nombre de problèmes sur cette détermination; nous donnerons un seul exemple.
On donne les trois tangentes CB , AB , DE, les points de contact C et A des deux premières, les valeurs it=oo,it = o, u = Uq relatives à ces trois tangentes; trouver le système.
Dans l'équation de la ligne des u, on connaît a, |3, y par les droites C B, C A, A B ; on déterminera les paramètres l, m, n en établissant que la ligue DE est la ligne u^^ ; supposons que l'équation de la ligne DE soit mise sous la forme :
Aa-i-B(3-|-Cy = 0.
Cette équation doit être identique à l'équation de la ligne Uq :
/^«o^a 4- r,iii^ib-\- ny = 0.
lu^;^ m lia '>i , , A B
On a donc ~- = " = — : on prendra / =
n = C; l'équation d'une ligne quelconque devient
+ B - 8 + Cv = 0.
lia ' '
On remarquera que les 5 premières conditions déterminent la conique ; il en résulte qu'une conique quelconque peut être considérée comme l'enveloppe d'une infinité de systèmes du second degré; pour achever la détermination du .système, on se donne la tangente u =^ ce , cela revient à donner l'axe FI ; on se donne la ligne // =- 0, cela revient à donner l'origine
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des i< ; on se donne la ligne u = Uq, cela revient à donner l'échelle des u. Si sur une tangente à une conique, on établit une échelle des u à partir d'une origine quelconque ; si par les points de cette échelle on mène des tangentes à la conique, on obtient un S3'stème du second degré. Si sur une autre tangente , on établissait une échelle des v , on aurait un autre système du second degré ; une tangente est alors à la (bis une ligne des u et une ligne des v; quelle est la relation entre les valeurs ii et v relatives à une même tangente? L'axe des v étant coupé par les lignes u suivant une échelle homographique de l'échelle des tt , on a
Aî<t7 + Bu -i-Cv-hD = 0.
On déterminerait les paramètres si on connaissait trois valeurs de v relatives à trois valeurs de u.
*Î01. Ilétcrniiiiakion gconiétrique (fun »>y«»tèiuc da <«eoond dt'gré. — Pour construire le système, on donne à u des valeurs successives telles que it = 0 , 0,1 , 0,2, 0,3, etc. ; on déterminera les lignes des u en traçant les divisions qu'elles déterminent sur deux droites quelconques du système, au moj'en du système auxiliaire (5). Le système (5) ne permet pas de trouver la division de la droite BC par les antres droites ; mais on l'obtient directement en faisant a = G dans l'équation { 1 ) ; on trouve
mw|3 +ny =0, (6)
Si l'on cherche la division de la droite BA, on fera Uo = o, Jj = u +Uo = u;\e système (5) devient :
/2<a-f-mf3 = 0. (7)
Soit DE la ligne u; les rayons CE, DE ont pour équation
les équations (7) et (6) ; les rayons C M et A M ont pour éq-ia-
tion les équations (2; et (3); or, ces dernières se déduisent des
u éqi.iations (6) etCl) en faisant dans la première w = - , et dans
la seconde u = 2 n ; on voit, quà part un changement dans la graduation , les systèmes qui déterminent les points de lenveloppe, déterminent les points 0 et E des enveloppées. De là résultent des [propriétés géométriques faciles à énoncer.
Problème I. — Construire une conique connaissant 3 taagentes CB, A B, DE et les points de contact des deux premières ; construire un système du second degré enveloppant cette conique, en attribuant aux tangentes C B , D E , B A les valeurs u = oo , it = iio, u = 0.
Les systèmes du premier degré qui déterminent les divisions des droites CB , D E , B A par les autres lignes des u sont déterminées par 3 droites ; de là trois méthodes. On peut aussi déterminer Taxe OU qui satisfait à la condition 0 1= 0 H ; on est ramené à un problème de géométrie élémentaire facile à résoudre : la solution est indiquée en pointillé sur la figure.
Problème II. —Construire une conique connaissant 5 tangentes ; si 3 tangentes sont graduées u =a, u = b , u = c, construire le système du second degré.
Les tangentes non graduées sont coupées par les trois autres suivant deux échelles horaographiques des u déterminées par trois {)oints.
'^O'i. Sur un nouveau syslèine de coorilonnétes. — Puisque u détermine une droite, deux valeurs u et u' déterminent un point; Une équation fin, u') détermine une courbe; l'équation u-^u' représente l'enveloppe. Les coordonnées u et iC sont unies aux coordonnées trilinéaires par les équations :
m^ , ny
la. ly.
L'équation d'une droite quelconque peut s'écrire : Aa r B,5 +C'/=0.
ou bien - — ^^ {u -^ic' ) + ^uu' = 0. (8)
Les coordonnées u et u' sont portées sur l'axe des u ; on obtient les lignes u et u' en menant des tangentes à la conique. On peut énoncer le théorème suivant : si suf une tangente à une conique on porte, à partir d'une origine, des distances u et it' satisfaisant à l'équation (8) (ou si l'on porte deux systèmes de points en involution) le lieu des intersc c-
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tions des tangentes menées à la conique par les points conjugués est une ligne droite.
On peut remarquer aussi que les équations u-^-u'^XJ, uîi' = \j' représentent des droites des systèmes (6) et (7).
*iOS. Sysiènies pnrliciilior*!! du second degré. — On peut supposer que Tune des expressions a , (3, y soit constante.
1° a constant. La droite a = 0 ou C B se transporte à l'infini ; l'équation de l'enveloppe wi* 5* = 4 / n a y indique que c'est une parabole dont la droite C B est un diamètre. Le système auxiliaire du premier degré lU y. -h m [i = 0 représente un système de droites parallèles dont toute sécante est un axe ; en effet en prenant fi = 0 comme axe des x, l'équation
ly.
devient ii = — — U. Il résulte de laque toute ligne des u m
est coupée par les autres suivant une échelle proportionnelle à celle des u et peut servir d'axe des u. On construit le système en traçant deux lignes des it et le système auxiliaire. 2° |3 constant. L'enveloppe m^ (5* — 4 îz ^ a -/ -= 0 est une hyperbole dont les droites a = o, y = 0, sont les asymptotes, ce que l'on pourrait prévoir a priori, puisque les points de contact A et C se transportent à l'infini. Le système auxiliaire Œa. + m (3 = 0 représente des droites parallèles à a ;
m fi en prenant a comme axe des ^, on a ^ = — —--; l'axe des?/
et toute autre sécante est coupée suivant une échelle des
— ; il n'y a pas d'axe des U et, par conséquent, il n'y a pas
d'axe des u.
S'» y constant. On retombe sur ie premier cas en remplaçant
u par - ; donc toutes les lignes des u sont coupées suivant
les échelles des valeurs de — ; aucune n'est axe des u.
^04. Foiiolîoiis roprosenlêcs par Iroiis ««y»»tènio«i> «In
•iceoiid degré.— Nous avons vu (181) qu'au moyen de
trois systèmes de droites on peut représenter une relation de
la forme :
{a/yc") = 0.
Ces quantités «, a\ a' . . . représentent ici des fonctions du second degré des variables u, r, iv, cette relation est une équation du sixième degré contenant au premier degré u, v, IV , u^, ^,•^ IV-. Si l'un des systèmes était du premier degré , le degré de la variable correspondante descendrait aussi au premier degré . On peut se proposer le problème inverse: donner entre ic, v, iv une équation de cette forme et construire le tableau graphique qui la représente. La méthode générale qui consiste à identifier la relation donnée avec l'équation (a&'c") = 0 conduit à des calculs laborieux; nous nous contenterons de traiter autremcntlesexemples suivants.
•305. iei- Exemple. — Représenter la fonction :
_ a + bu A- cv I duv
~ cO -r b'ii + c'v -f- cl'uv ^'^
Nous avons vu (195) que, dans certains cas, on peut représenter cette fonction par trois systèmes du pi-emier degré ; la solution suivante convient toujours.
Prenons deux axes rectangulaires et posons :
X = bu + cv + duv (2)
î/ = b'u -H c'v -h d'uv (3)
L'équation ( 1 ) devient :
w ip -h a'} = X + a (4)
La ligne dese<) forment un système du premier degré. Des équations (2) et (3) éliminons v, puis u\ nous obtenons les lignes des M et les lignes des v :
X — bu _ y ~ b'u
c -I- du ~ d + d'u ^^^
x — cv _ V — c'v
b + dv ~ b' -h d'v ' ^^)
La première représente un système du second degré en u, la seconde un système du secord degré en v ; la représentation de la fonction s'opère aisément.
Toutefois une anomalie se présente ; si entre les équations (4) (5) et (6) on élimine ^ et ?/, on trouve une équation con-
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tenant u et v au second degré ; donc on a introduit une solution étrangère, et cette solution contient u et v au {)reniier degré ; elle est de la forme :
Auv + Bu + Cv -+-!) = 0 (!)
Le tableau graphique, qui est la traduction géométrique des équations (4) (5) (6), devra donner cette solution étrangère : c'est-à-dire que si u et v satisfont à l'équation (7), le tableau indiquera que w est indéterminé; mais cela n'est possible que si les lignes ii et v coïncident ; nous arrivons donc ainsi à cette propriété inattendue; les lignes des u et des v enveloppent la même conique ; pour une même tangente les valeurs àeiieiûev satisfont à une équationdelaforme( 7). Rien n'est plus facile que de faire disparaître la solution étrangère du tableau ; si on donne les valeurs de m et î; , et si elles satisfont précisément à la relation (8) le tableau donnera une seule
ligne pour u et v; il faut rejeter la valeur w = r:'->^^ vraie
valeur de tv est celle qui correspond au point de contact, on s'en aperçoit en prenant provisoirement des lignes des u et des V très voisines l'une de l'autre et en les faisant rapprocher indéfiniment.
Ces inductions peuvent être vérifiées par le calcul, et l'on peut déterminer la solution étrangère introduite. Si en effet des équations (5) et (6) on calcule ^ et ?/, on ne retrouve pas les valeurs ( 2 ) et (3 ) ; il y a un dénominateur ; ce dénominateur est la solution étrangère ; c'est :
(c' ■+■ d'u) (& + du) —{b' + d'v) {c-\-du) = 0
ou {l)c' — b'c)-\-u{M — b'd)+vic'd — cd') = 0. (7'"8)
L'équation (5) des lignes des w peut se mettre sous la forme :
~u*{bd' — b'd) + u[œd'—^d — {bc' — b'c)] + œc — pc = 0.
On se trouve dans le cas a. constant ( 203; ; l'enveloppe est une parabole ; l'équation de cette enveloppe est :
[œ a — îjd — {bd — b' c)]^ -{- 4{bd' — b' d) {œc' — yc) ^ 0
ou bien en faisant quelques calculs :
{xd' — vd)--]^{bc' — bfcY-{-2{ljci-]-b'c){xd'-{-vd)—ib'c'xa — 4bci/d' = Q
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Pour obtenir l'enveloppe des lignes des € , il tant changer en c et réciproquement ; on i^econnaît que l'équation reste la même.
•ÎOO. Deuxième exein|»le. — Représenter une équation contenant w au second degré ,îie%v au premier.
N P Soit 1 équation : u'* -\- vj -— -|- — - = 0 ( l )
M , N , P sont des fonctions du premier degré des quantités u,v, u V.
N Posons : ûc = -rr- (g)
On a : lo^ -\- tv x -{- ij ^ 0 (4)
L'équation (4) montre que les lignes des iv forment un système du second degré très tacile a construire ; on se trouve dans le cas a oonstaïit(203); les lignes enveloppent une parabole; le système auxiliaire est lu -^ œ = 0, l'axe des œ est la droite u; = 0 , et peut servir d'axe des w ; pour îi' = I on a : 1 -\- x -\- p = 0 ; ces deux droites sont coupées par le système auxiliaire en des points qu'il suffît de joindre pour obtenir les lignes de w.
Des équations (2) et (3), nous déduirons les lignes des u et des V , en éliminant v ou ti ; pour éliminer v , écrivons les équations (2) et (3) plus explicitement :
a -\-bv _ a'-i-b'v ^~ a"-{-b"v ^~ a"-\'b"v '
On trouve :
X {a"b' — a'b") + y {ab" — a"b) ^{a'b — ab') = 0 (5)
Ces lignes forment un système du second degré , car « , & , a',b', a", b" contiennent u au premier degré ; on trouverait de même que les lignes de v forment aussi un système du second degré.
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Il se présente ici la même anomalie que dans l'exemple précédent ; si entre les équations des lignes des u , des v , des w , on élimine xety , on obtient , au lieu de l'équation ( 1 ) , une équation contenant u , v , w au second degré ; donc on a introduit une solution étrangère de la forme :
Auv-i-Bu-^Cv \ D = 0
En raisonnant comme au numéro précédent . on démontrera que les lignes des u et des v enveloppent la même conique , mais que les valeurs de u et v relatives à une même tangente satisfont à l'équation (7). On obtiendra la relation (7) en remarquant que si de l'équation (5) et de l'équation correspondante en v, on tire x et y, on obtient un dénominateur du second degré ; en le divisant par M on obtiendra la solution étrangère. En identifiant les équations des lignes des u et des lignes des v, on trouverait aussi la relation (7) , enfin, en cherchant l'équation de l'enveloppe, on vérifierait qu'elle est la même pour les deux systèmes. Les calculs ne deviennent simples qu'en se servant des déterminants.
!î©7. llèuic qiie»>tioii par les détei*uiinant!!>. — En écrivant plus exi)licitement les valeurs de M , jS , P , les équations (2) et (3) peuvent être remplacées par :
M = a -\-bu + c V -\- cluv Mœ == a' -\-b'ii + a' v + cl' u v My = a" + b"it + c"v+ clHtv.
En éliminant M et v , on trouve l'équation des lignes àesu En éliminant M et u , on trouve l'équation des lignes des v :
(gbis)
a + bu a' + b'u
c -{■ du c' + d' u c" + d" u
a-{-cv a' -h d V
b-]~dv b'-\- dv b"A d"v
On peut aussi mettre ces équations sous forme de déterminant de 5"^ éléments ; ou peut écrire :
Mœ = a' f !)' u + C v + cl' u v
Eu éliminant Mu, v,uv on obtient :
(5ter)
de même
pour
la lig
ue des
(gter)
Pour chercher la solution étrangère, nous nous servirons des équations (5'^'^) et (G'''^); ces équations sont des conséquences des équations (2) et (3); la solution étrangère est une solution qui satisfait aux équations (5''''') et (6'"^) sans satisfaire aux équations (2) et (3). En multipliant la 3« colonne du déterminant b^'"' par v , en ajoutant alors la seconde colonne à la troisième; en opérant «le même sur Téquation (6^'^) ou obtient :
ou bien :
A{a + bu) -+- A' A{a + cv) ■+■ A' on a aussi :
a -h CV
{a> -\-b'u) + A"(a" la' + c'v) + A"ia"
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Ces équations sont satisfaites par A = 0, A' = 0. A" = 0 et il est facile de voir que cela donne les équations (2) et (3); mais on peut aussi satisfaire à ces équations d'une autre manière si Ton a :
îtv
a -h bu a' -+■ b'u a" -f- b"u a 4- c V a' + c'v a" + c"v = 0 (7'''« ) MNP
Cette relation est la solution étrangère ;
Nous avons divisé par uv pour faire disparaître les nouvelles solutions introduites dans le calcul; on peut aussi mettre l'équation (7*''^) sous la forme :
uv
citer]
Les transformations à faire pour arriver à cette nouvelle forme sont basées sur les propriétés des déterminants ; mais on peut aussi y arriver en éliminant d'une autre manière A, A', A" des équations (8); en introduisant une inconnue auxiliaire A'" , ces équations s'écrivent :
A« + A'<2' + A" a" + A"'uv = 0 \b + A'b' -h A."b" — A"'v =0
Ac> + A'c' -f- A"c"
- A" A^+ A'd' + A'Ur + A"
En éliminant A A' A" A'" on obtient l'équation (7*").
Dans ces calculs nous avons supprimé et introduit des solutions II = 0, V ^ 0 parce que ce ne sont pas celles-là qui nous préoccupent.
§ 3. Construction et usage d'une nouvelle table donnant les surfaces de déblai, de remblai, les largeurs d'empris€s et les longueurs des talus.
^0$. Rédiiclion des neuf syslènie^ de formaies à un «iystèuic unique. — Considérons (flg, 90) l'un des cas les
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plus coiiijiliqiiés; le gabarit est formé de quatre lignes : 1 ou ah, 2 ou bc, 3 ou cd, 4 ou de; la ligne du terrain naturel coupe les lignes 1,2,4 en B, C, E. On pourrait sans doute calculer les trois surfaces partielles ABa, BCèi , CEdc, mais si on avait ces surfaces, il faudrait les porter bout à bout en ordonnée pour le calcul des cubes ; on prendrait SI = ABU, 12 = BCI), 24 = CEdc. Il résulte delà, qu'au lieu de calculer les surfaces partielles , ou peut aussi calculer les surfaces algébriques comptées à partir de Taxe du profil , c'est-à-dire les surfaces :
S, = XBa, 82 = AB« — BOô, S^ = ABa — BCa + CEed. Il peut se faire que la ligne du terrain rencontre le coté cd, c'est ce qui arriverait si le fossé avait une largeur cd'; dans ce cas, on devrait calculer S3 = ABa — BC6-1- CDc. Ajoutons à Si une constante — Cg = — baO^, à 83 une constante C3 = abcO^, à S4 une constante C^ = abcdOi , on trouve :
S,=ABa, S-, - Cj - — ACO2 , Sj-l-Cj^ADO,, 81 + 0^ = AEOi
Toutes les surlaces à calculer ABa, ACO,, ADO3, AEO^ rentrent dans un tj^pe unique, c'est la surface comprise entre l'axe du profil en travers, une droite fixe du gabarit, 1,2, 3, 4 prolongée, et la ligne variable du terrain naturel. Soient (fig. 91) ABO l'une de ces surfaces; OA = H la hauteur du terrain an-<lessus d'un point fixe du gabarit ou la côte de déblai ou de remblai modifiée d'une hauteur constante; I la différence en valeur absolue des inclinaisons des ligTies OB et AB , c'est-à-dire la longueur CD de la verticale menée à l'unité de distance du point B et limitée par les lignes OB et AB prolongées; S la surface ABO , l la distance BF du point B à l'axe du profil. Les figures ABO et BCD
HT H
étant semblables , on a : y = — d'où ^ = y ; on a d'ailleurs
HZ S = — • Ainsi le système unique de formules
permet de calculer les largeurs li,li, /s , li utiles au tracé
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complet (lu [ilan terrier, à la détermination des emprises et des surfaces de talus et les surfaces S,, Sj, S3, S^.
Il nous reste à montrer que ces formules s'apjiliquent à tous les cas possibles.
!ÎOO. Wélaî parliol t'oiilre l-jixe. — La surface S, = ABa (fig. 90) est une surface de cette nature; on calcule ses éléments j)ar la Ibrmule générale ; soient h la côte de déblai , i l'inclinaison de la ligne du terrain sur l'horizon , inclinaison / r= — tg XAB que nous considérons comme négative dans le cas où le terrain est en pente en s'éloignaut de l'axe ; on fera dans les formules générales B. = h,l = — i.
^10. Renihiaî partiel contre Taxe. — Si la ligne du terrain était située en A'B (fig. 90 j, il y aurait à calculer une surface partielle de remblai S' = A'B a. Soient ?i' la côte de remblai, i l'inclinaison du terrain qui, dans ce cas, doit être i)0sitive; on calculera les éléments de cette surlace en faisant les formules générales H =- h', I = i.
Profll de remblai. — Reprenons la formule
Sj — C'a = — ACO2 ou S2 == — ACO2 + Cj.
11 est facile de voir que cette lormule donne la valeur algébrique de toute surface limitée au talus de remblai; supposons, i)ar exemple, que la ligne du terrain soit en A'C, la surface de remblai est A'C 0^ — C^ , et si on considère la surface de remblai comme négative, on a S2 = — A'C'U^ + Cj, formule identique à la précédente. Dans la plupart des cas où l'on doit calculer S^, Sj est négatif; dès lors posons S^ = — S'^, ou a :
S'a = A'C'O^ — Cj.
Lorsque S'2 est positif, il s'agit d'une surface de remblai ; quand S'^ est négatif, il y a excès de déblai sur le remblai.
On calculera la surface A'C'Oj par la formule générale; soient h' la côte de remblai , h' étant négatif dans le cas du déblai ; i l'inclinaison du terrain ; T' l'inclinaison en valeur absolue du talus de remblai; k^ la hauteur O^a ; on fera dans ks (ormules générales : R = k. + h' , I = V -h i.
INTEGRATION GRAPHIQUE. 169
*i't'i. Profil «le roiiililaî. — On reconnaît fa<"ilement qne la formule S^ — C^ = AEQ^ convient à toute surface limitée au talus de déblai , que AE ait la position de la figure 90 , ou vienne se placer en AE' ou A'E'. On calculera AEO4 par la formule générale; soient : h la côte de déblai, h étant négatif dans le cas du remblai; ki = aO,, ; i Tinclinaison du terrain, T celle des talus de déblai; ou fera : H = /?, + k^ , I = T — ^■.
9 13. Profil îniermctlîaîro. — Lorsque la ligne du terrain coupe le plafond du fossé, on a un profil intermédiaire entre les deux précédents ; deux cas peuvent se présenter.
!<''■ cas. L'inclinaison du terrain est négative. — Soit A D la ligne du terrain ; nous avons déjà établi la formule 83 + 03= ADO3 ou S3 = ADO3 — Cj. On reconnaît facilement que cette formule convient dès que AI) est au-dessus de O3D. La surface ADO3 se calcule par la formule générale; soient h la cote du déblai, i l'inclinaison du terrain, /jj^Oj^, on fera ; H = /? -h /v3, I = i. La cote h doit être plus grande que — A\,.
2^ cas. L inclinaison du terrain est positive. — Soit A D la ligne du terrain; on reconnaîtrait facilement qu'en employant la méthode précédente, on obtiendrait encore la surface du remblai affectée du signe moins; mais alors ou devrait donner à H une valeur négative, ainsi qu'à la surface A'DOj. Mais comme la surface à calculer est une surface de remblai, il vaut mieux calculer sa valeur absolue S'-,; on trouve :
S'3 = A'DOs + C3.
La surface A'DOj se calcule par la formule générale ; soient h} la cote de remblai , i l'inclinaison du terrain , k^, = Oa,, on fera :
!Î14. Détermination des conslanfes. — Pour pouvoir appliquer la méthode précédente, il faut au préalable calculer les constantes ^2, ^3, h^,, Cj, C3, C^; ces constantes se déterminent aussi par la formule générale. Soient L,', L2, L3 les
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distances à l'axe du profil des points b, c, d. Les constantes sont nulles pour le calcul de S,. Pour le calcul de S, , les constantes ^2 et C^ sont précisément les valeurs de h et de S,
pour ^, = L, , il = T' ; on a donc L, = -^ , C^ = ^ ^^ L, . Pour
le calcul de S3 , les constantes k^ et C3 sont les valeurs de h' et de S2 pour l^ = lj^,i^ O. Enfin , pour le calcul de S, , les constantes /j, et C^ sont les valeurs de h' et de S'j pour
^15. Table graphique générale. — Puisque les calculs
se ramènent au calcul des formules l = YetS=— ,des
éléments des profils en travers, largeurs et superficies, on construira une table générale en représentant les fonctions l et S. Pour représenter la fonction l , nous choisirons deux axes coordonnés rectangulaires , et nous poserons y = H , œ = l,on a alors , pour les lignes del, y = lx. La figure 88 est la réduction à une petite échelle d'une table construite d'après ces principes. Les H se ])ortent sur l'axe Oy; les lignes des H sont parallèles à l'axe des x ; les lignes des I sont des droites passant par l'origine ; l'axe des I dépend de l'échelle des droites qui représentent ces inclinaisons. Supposons que pour chaque profil en travers, le profil en long renseigne les dénivellations entre l'axe de la route et les points situés à une distance 1 de l'axe ; pour un demi-profil , cette dénivellation sera ?.2; on conviendra alors de représenter les inclinaisons I par les longueurs AI. Soit OA une droite des I, OC = /, l'ordonnée CA est précisément /.I, donc l'axe C//' est l'axe des I. Pour obtenir la longueur l, on porte 0 B = H , et on place une bande de papier en B D , on porte C A = I /. , on suit la ligne I jusqu'en D , on marque les deux jioints B et D; BD est la longueur cherchée. Nous remarquerons qu'une pareille table se construit très rapidement ; en la construisant sur un papier miUimétrique , les lignes des H et des / sont toutes tracées ; il sufi^t de tracer par l'origine des lignes couvrant toute l'étendue de la table. Lorsque les inclinaisons sont données en nombre, il faut graduer les lignes des I ,
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cette graduation se fait très facilemeut ; si ou choisit OC = 10"\ CA = 10 I en portant CA = 1, 2, 3... on aura des points des ligues 1=0,1 , 0,2, 0,3, etc.
Il nous reste à faire voir qiie le même tableau permet de calculer la surface S. Il s'agit de présenter la fonction
S = — ; si l'unité de longueur représente u mètres carrés ,
g la surface S sera représentée par une longueur - . Posons
y = H , ^ = — , on trouve, pour les lignes des l,x = — y.
Les lignes des H sont encore des parallèles à l'axe des x , les H étant portés sur l'axe Oy; les surfaces sont les abscisses des points du tableau ; les lignes des l sont des lignes droites émergeant de l'origine 0. Ainsi le même^ableau peut servir, mais les lignes I deviennent des lignes des l; il s'agit de construire l'axe des /.
Remarquons que si dans l'équation d'une ligne des l on fait Y = 2u, on trouve x = l, donc portons 0 R = 2?^ , l'axe R«' est l'axe des l. La surface s'obtiendra, du reste, par la même opération que la largeur /; nous avons vu comment on traçait BD = l sur une bande de papier; il suffît de suivre une verticale DE, puis une ligne EO, pour marquer le point S, B S est la surface cherchée.
Il faut remarquer que l'on n'obtient pas directement les surfaces et les largeurs au moyen des cotes de déblai et des inclinaisons; il faut augmenter ou diminuer ces éléments de certaines constantes ; ces constantes sont des longueurs que l'on détermine une fois pour toute pour chaque gabarit; d'après le numéro précédent , ces constantes se détermineront par la table elle-même. Les additions ou soustractions de ces constantes se font graphiquement; pour ce qui concerne les surfaces, il est inutile de faire la correction; on pourra tenir compte des constantes C^ C3 C^ en [)ortant dans le calcul graphique des cubes, les surfaces S à partir de certaines lignes y = — C2, 1/ = ± C3, 7/ = — C.t parallèles à l'axe des longueurs. Toutefois toutes ces petites opérations peuvent
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être supprimées en appropriant la table au gabarit spécial dont on a besoin.
!SIO. ilppropriation d^iinc table à un gabarit donné. —
Les éléments de la table générale H, I, S diffèrent des éléments du profil h ou h', ± i, S de quantités constantes; il suffit dès lors , pour pouvoir porter directement h , i et obtenir S , de déplacer les origines des axes, de ces quantités constantes; comme ces constantes dépendent du gabarit , on obtient alors une table particulière à ce gabarit. Nous avons représenté cette table fig. 101.
Pour ce qui concerne les i, il y a trois origines différentes; pour le calcul de s, ou Sj , on doit prendre 1= ± /, donc C,, ou C'i3 est l'origine des ti; pour le calcul de 5'^ , on doit prendre I = T' + z, on portera les i à partir de l'origine Cj que l'on obtient en portant CisCj = T'; pour le calcul de s^ on doit prendre I = T — ? , donc on portera les i à partir de l'origine Ci que l'on obtient en prenant C^ C^ = T. Sur la figure , C2 et C4 coïncident parce que nous supposons T = T'. Lorsque les inclinaisons sont données numériquement , il faut 2 ou 3 graduations différentes pour les lignes des i ; nous les avons indiquées sur la figure, mais elles sont inutiles quand les inclinaisons sont données en longueur.
Pour ce qui concerne les h ou li' et les s, il faut cinq origines différentes: 0 pour les h ou h\ les s, ou s',, 0\ pour les IV et les «2 ' O3 pour les li et les s-^ quand ^■ <0, 0\ pour les IV et les 53 quand ?' > 0 , O4 pour les li et les s^ ; ces origines se déterminent avec la plus grande facilité.
L'origine des 5, est connue; c'est l'origine des axes coordonnés. Calculons i)ar la table li et 5, pour /, = L, , z = — T; portons y = h, x = Si, nous aurons le point 0^: la table de s'j sera construite. Calculons par la table des s\ , h' et s\ pour ^2 = L2, ?" = 0, prenons y = h', x = s\ nous aurons l'origine O3; prenons ?/= —/?', x^= — s\ nous aurons l'origine 0'^ : la table des 53 et des .s'- sera construite. Calculons par la table des s'3, //' et s\ pour /3 = L3, « = T, prenons ij -= h\ x = s'-^ on obtient l'origine O4 : la table s'i est construite.
*H7 . Iloteriiiination de la nature du profll. — La table de la flg. 101 doit être employée de cinq manières différentes; il faut donc pouvoir déterminer la nature d'un profil donné. Il est d'abord évident que dans la plupart des cas il sera manifeste qu'il y a déblai ou remblai; mais si la ligne du terrain se dirige vers le fossé, il peut y avoir indécision; dans ce cas on calcule If , l^, Iz, h et d'après les longueurs que l'on obtient on saura quelles sont les surfaces à calculer. On
calculeras, si /, <L,, s^ si l<i> L,, 53 si l^ ^t ^ 5,si^4>L4;
c'est pour faciliter ces vérifications que nous avons tracé les droites œ = Lt, x = L^, x = L^, x = Li sur la table graphique ; généralement , dès que l'on aura déterminé l^ , toute indécision sera disparue. Voici , au surplus , tous les cas qui peuvent se présenter : 1°'' cas, i > 0. Si h > 0, il y a déblai ; si h <0, il peut y avoir déblai et remblai. On calcule li, si ^4 > L5 , Si est la surface totale ; mais il y a passage , il faut calculer une surface partielle qui est s,, Sj ou s^ ; si li < L,, c'est 5i, si l^ > L, li <L2, c'est 52, si /, > L,, /2> L^, c'est s^. 2^ cas, î < 0. Si h > — hz, il peut avoir un ou deux passages. Si II > I/3, 5i est la surface totale ; il peut avoir deux points de passage ,sih>0,lt< L,, on calculera 5, et s.^. Si l^ < Lj, Iz > Lj le profil est intermédiaire ; il peut y avoir deux points de passage, si h > 0, /, < L,, on calculera s^ et s^. Si l^ < L3, Iz < L2, on a un profil de déblai ; il y a un point de passage sih <0, on calcule /, et 5,. Enfin si h < — k^ , le profll est tout entier en remblai.
*HH. Emprises, surfaees de talus. — Les longueurs /, , ii, iz, ^ii L,, L2, L3, L4 permettent de construire un plan terrier complet ; une intégration graphique donnera les surfaces d'emprises et les surfaces de talus. Les surfaces de talus sont déterminées par leurs projections horizontales ; soit A une surface de talus de déblai , cette surface fait avec l'horizon
un angle dont la tangente est T , et le cosinus — — , donc
la projection horizontale B est B = — — ,
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d'Où A = B 1/ 1 -; T* .
Ainsi la projection horizontale du talus doit être multipliée par une constante; on tiendra compte de cette constante dans le choix de la base d'intégration. Pour le talus de
remblai on aura : A' = B' V l -[- T'S la base d'intégration sera différente.
Si l'on voulait connaître la longueur du talus en vraie grandeur , on pourrait l'obtenir très facilement sur le tableau de la fig. 101 : si par la pensée on prolonge les longueurs des talus jusqu'à l'axe du profil en travers considéré , les longueurs des talus ont pour projections horizontales l^ ou l^ selon qu'il s'agit d'un talus de déblai ou de remblai ; on obtiendra ces longueurs sur les droites T' et T; on tient comptes des constantes en plaçant convenablement les origines T' et T.
§ 4. Tables diverses utiles aux calculs de terrassements?.
•ÎIO. Il [)eut être utile d'exposer d'une manière sommaire les différents sA'stèmes auxquels la méthode des coordonnées générales (181) nous a conduit d'une manière toute naturelle; c'est après la comparaison de tous ces systèmes que nous avons choisi le sj^stème du paragraphe précédent. Nous avons d'abord suivi les anciens errements et construit des tables pour les diverses surfaces partielles et totales que l'on rencontre ; il faut une table spéciale pour chaque cas lorsque l'on s'impose la condition de n'emploA^er que des droites d'égales cotes; pour chaque table il faut, lorsque l'on donne le gabarit , tracer une courbe qui en limite l'emploi , ou bien établir le tableau de M Lalanne (flg. 85) qui permet de déterminer a jjriori la nature du profil. Plus tard nous sommes parvenus à ramener les calculs à un système unique de formules, nous nous occu lierons exclusivement de ce système qui est :
S = — = — • I % -II
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'i'iO Table des surfaces. — Il s'agit de représenter la
fonction S = -— - , il faut, pour y arriver, trois systèmes de
lignes, dont deux peuvent être choisis à volonté; on peut employer les trois systèmes de lignes droites qui suivent :
y = Sx
Nous avons représenté le système 2 (fig. 92); on reconnaît aisément que l'axe des H est une circonférence; en effet : soit
TJ2
la droite y = — = 0H'; portons OH = H; menons HE perpendi-
culairementà OH; on a : (OH)2 = OH'xOE, d'on 0E = ^, = 2.
OH
Le nombre 2 est un nombre conventionnel qui dépend des
éclielles; en rétablissant l'homogénéité, on a
OH = H, 0H' = -^, 0H
Il résulte de là que le lieu des points H est une demi-circonférence sur OE comme diamètre ; on prend OE = 2a égal à la l)lus grande hauteur que l'on pourra rencontrer , telle que OE = 25'".
Si, par exem['le, on veut approprier cette table à une surface de déblai, ou doit faire: H = h-hk^, I = T — ^ S^ = S — C^. Traçons une circonférence de rayon OK = ^^ , on porte h en KH , on prendra S^ à partir de l'axe â? = Cj ; on portera — î à partir du point C^ tel que CC^ = T.
On peut mettre l'équation S = — sous d'autres formes :
1/ S = — :z^, log. 2S = log. H. 4- log. I; chacune de ces
formes conduit à trois systèmes de tables ; si, par exemple , on
pose a; = log I , ]/ ^ log H , d'où 2 y -f- x = log 2 S , on obtient
le système des tables que M. Lalanne a construit en 1843.
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TT
'î^ I . Tal»lcs des largeurs. — La formule / = — se représente de la même manière , mais plus facilement que la précédente :
(1) .T = I, ?/ = H, y = Ix ,
(2) X = l , y == H , y = Ix,
La forme log / = log H — log I conduit aussi à trois systèmes de tables.
^*J*Î. Tables des largeurs el des surfaces. — Pour obtenir une table donnant les largeurs et les surfaces, on peut utiliser les principes de l'élimination graphique. Dans
les formules S = H(J , / = -- il y a quatre variables H, I, /, S ;
on en choisit deux comme variables indépendantes , les deux autres sont des fonctions à repré.senter ; on obtient ainsi quatre systèmes de lignes : lignes des H , des I , des /, des S; connaissant deux variables , on trouvera les deux autres par la table.
Si nous prenons une table des surfaces quelconques, il suffira de tracer un système de ligne des l pour compléter la table; ainsi pour le système 2 du numéro 220 , on a :
1= -,, I=^,H = l/2^, d'oii 1="^,
les lignes des l sont des paraboles. De même si nous prenons une table des largeurs , il suffira de tracer les lignes des S pour la compléter; prenons, par exemple, le système 2 (221):
TT T ^ IR xy
X = l , î/ = H, y = Ix; onaS= — =:^;
donc les lignes des S sont des hyperboles xy = 2S ; nous avons choisi cet exemple parce qu'on retrouve ainsi le système des tables de Davaine légèrement modifié par M. Lalanne Les tables de Davaine s'appliquent aux surfaces de déblai et de remblai; supposons, par exemple, une surface de remblai;
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on fera I = T+ i ; i)reuons pour ligue des I,y = ix, nous retrouverons les tables de Davaine d'une manière bien différente de celle qui a été employée par l'auteur. On a alors : x = l ,
TT
ij --= ix, la formule l = -.donne les lignes des H, y = R—Tx,
ce sont des droites parallèles. On trouve, pour les lignes des
S,S = x{y + Tx) ; ce sont des hyperboles.
Lorsque les formules sont laissées sous la forme S = — ,
= Y , il est impossible de représenter , d'après le système
qui nous occupe , les fonctions S et / sans faire usage d'un système de courbas difficiles à construire ; on ne peut éviter ces courbes qu'en utilisant la transformation logarithmique. On a alors :
log 2S = log H -I- log l log l = log H — log I.
En prenant au hasard deux logarithmes comme x ,y, on obtiendra un système de tables ; il y a donc 6 systèmes principaux de tables de ce système. Deux de ces systèmes ont été trouvés par M. Lalanne , en amorphosant les tables de Davaine; on les obtient aussi comme il suit :
1° .x- = log; ?/ = logH x-hy = \og2S y~x = \ogL 2° X = log2S y = logl î/ + î/ = 2logH y — x = 2log^.
'i'iS. Deiixièuie ««yslènie de tables des largeurs des siirlaces. — Si on représente les largeurs par l'un des systèmes du no 22 1 , on obtient une table qui se compose de lignes émergeant de l'origine ; or les tables des surfaces ont aussi cette disposition , donc une même table suffît pourvu que l'on change la graduation si l'on opère par nombres , ou les axes si l'on opère par ligues. Ainsi, par exemple, pour les systèmes :
x^ l y = îl y = îx les lignes convergentes restent les mêmes (fig. 91), les I, les S , les ^ se prennent ou se lisent de la même manière ;
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mais il .v a deux axes pour porter les H , un axe ciiculaire
pour le calcul des surfaces , un axe rectiligne pour le calcul
des largeurs; c'est-à-dire que dans la fig. 91 , on obtient les
largeurs enH"B' (si 0H"= H) les surfaces en H'B (siOH = H).
Au lieu de représenter les fonctions S == — , / = y , on
peut aussi représenter les formules l ^ —-, S = -^ ; il en
résulte une nouvelle série de tables ; c'est dans cette série que nous avons trouvé la table du paragraphe précédent; dans les deux calculs ij = U, la hauteur ne se porte qu'une seule fois; c'est un avantage de cette disposition.
*i*î-l. Kêsuniê. — La méthode des coordonnées générales permet de trouver très naturellement un nombre très grand de tables de surfaces et de largeurs ; les unes sont nouvelles, d'autres sont connues. Les tables les plus élégantes, les plus ingénieuses sont celles que M . Lalanne a établies au moyen de l'anamorphose logarithmique ; elles ont cependant pour le but que nous promenons trois Inconvénients graves :
1° Pour chaque nouveau gabarit, elles exigent un travail de 168 heures ; 2° elles suppo.sent des côtes de déblai et de remblais calculées; 3<* elles donnent les surfaces en nombre. Les autres sj'stèmes n'ont pas ces inconvénients; le système que nous proposons a les avantages suivants :
1" La table peut être construite très rapidement ; 2* une seule table suffit ; 3° les cotes rouges ne doivent pas être calculées ; 4° les largeurs et les surfaces sont représentées par des lignes ; 5" on peut faire lithographier les tables générales , on les appropriera à un gabarit donné en très peu de temps.
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CHAPITRE IV
Calcul des cubes et évaluation de la dépense.
§ l*"'. Calcul des cubes.
99^. Couipensatloii des déi>lai!>i «^( roniblaiM. — Soit A B I C K D E F G (fig. 1 00) la ligne obtenue en portant en ordonnées tes sections totales algébriques des profils en travei-^; les cubes de déblai et de remblai à effectuer hors profil sont représentés par les surfaces comprises entre cette ligne et l'axe des abstiisses : ces surfaces s'évalueront au moyen d'une Intégration graphique. Soit A,BiC,D,EiB\ l'intégrale obtenue en prenant AiX\ connue ligne de rei)ère ; pour qu'il y ait compensation des déblais et des remblais , il faut que l'intégrale totale des cubes soit égale à zéro, en d'auti-es termes qtie le point G, , extrémité de la ligne intégrale, tombe sur l'axe Aj Xi- Il est à remarquerque cette compensation ne doit pas être rigoureuse, car si on la réalisait exactement dans les calculs, en fait elle n'existerait pas, à cause de l'inexactitude des hypothèses admises. Dans la figure 97, il y a excès tlu tléblai sur le remblai et cet excès est re^H'ésenté par lordonnèe G,^, ; menons la droite A, G, et supposoas que la ligne intégrale soit rapportée à cette droite AjG, prise comme ligne de repère ; cette hyix)thèse revient à relever Taxe aùo d'une quantité constante égale à la dérivée de la ligne ÂjGj ; si cette quantité constante est plus petite que les erreurs que l'on peut commettre dans révaluation des surfaces de déblai et de remblai , il n'y aura aucun inconvénients à admettre cette hypothèse dont le résultat sera de réaliser une compensation mathématique.
Lorsque la difièrence entre les cubes de déblai et de remblai est trop considérable, il faut modifier le projet. Soit ABC (fig. 96) la partie du profil en long que l'on se propose de modifier de manière à augmenter l'excès du déblai sur le remblai d'un cube représenté par la droite C'C". Pour y
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arriver on remplace la ligne ABC du projet par la ligne AB'C; l'augmentation du déblai est le cube compris entre les surfaces ABC et AB'C ; c'est ce cube qui doit être représenté par C'C". Joignons A'C"; la dérivée MN de la droite A'C" donne la section moyenne du cube ABCB'A ; nous pouvons sans erreur sensible supposer que les sections transversales de ce cube aient une largeur constante , moyenne des longueurs effectives , que l'on déterminera aisément par aperçu ; dans cette hypothèse, MN représente la moitié de la section B B' ; de là on déduit la construction suivante : prenons M'N = 2M N , portons N P égal à la largeur moyenne du volume ABCB', joignons P M' la dérivée nm de la droite PM' donne la hauteur inconnue BB', ce qui détermine le profil AB'C qu'il faut adopter pour réaliser la compensation. Remarquons que dans la figure 96 , A'N est la base d'intégration adoptée pour la recherche des cubes , tandis que Vn est la base d'intégration adoptée pour le calcul des surfaces des profils en travers, PN étant porté à l'échelle de ces profils en travers.
Ayant déterminé le nouveau profil en long , il faut recommencer les calculs des profils modifiés ; mais il est facile de voir qu'il ne faut pas refaire entièrement ces calculs. Soit Ss (fig. 72) la surface du profil ACF^^c'; on veut obtenir la surface du profil A'C F' dV; il suflit évidemment d'ajouter à la surface connue , la surface comprise entre les deux lignes P^bdY et A'b'd'F'; cette surface est équivalente à un rectangle de hauteur bb' et de base I K facile à déterminer ; en projetant la hauteur de ce rectangle en OH, et en menant IK' parallèlement à PH on obtient en KK' la surface qu'il faut ajouter à Ss pour avoir la surface cherchée S S'.
*!*0. lloiiveuient des terres.— Reprenons la figure 100; la courbe intégrale AiBiCiDjEiFjGi donne le cube de déblai ou le cube de remblai compris entre deux sections transversales quelconques ; mais il est facile de reconnaître que cette courbe fournit également des données complètes sur le mouvement des terres. Aux points I, , K, , L^, M, où cette courbe coupe l'axe A, G, , il y a compensation partielle,
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de telle sorte que ces points divisent la route en plusieurs tronçons que Ton peut établir séparément sans devoir transporter des terres de l'un deux dans un autre. Considérons , par exemple, le premier tronçon A, Ij ; la distribution des terres la plus rationnelle est la suivante : on commencera par effectuer les terrassements aux environs du point de passage B; menons NN' parallèlement à l'axe A, G, ; entre les deux points N et N' il existe un cube de remblai , et un cube de déblai équivalent qui servira à l'effectuer; menons PP' parallèlement à NN';le cube de déblai compris entre les deux points N'P' viendra se placer sur le cube de remblai équivalent compris entre les deux points N et P ; si on divise le déblai I en tranches d'une manière quelconque, on pourra, de cette façon , déterminer l'emplacement que prendra chacune de ses tranches loi'sque le remblai I sera effectué. Ces considérations s'appliquent également au tronçon I, Kj dans lequel le déblai II servira à effectuer le remblai II' et ainsi de suite. Dans la figure 100, il y a un point de compensation partielle dans chaque déblai et chaque remblai , de telle sorte que dans chaque tronçon, il y a un seul cube de déblai séparé par un seul point de passage du cube de remblai équivalent ; cette dispoition doit être réalisée autant que possible afin de diminuer les distances de transport.
Dans la figure 99 , nous avons représenté une disposition différente ; le tronçon I M comprend deux volumes de déblai et deux volumes de remblai séparés entre eux par trois points de passage ; dans ce cas , le mouvement des terres peut être eff"ectué de plusieurs manières. Menons arbitrairement la droite NiR,, parallèlement à l'axe IjM, et rapportons les points d'intersections Nj P, Q, R, de cette droite avec l'intégrale, sur les points correspondants N P Q R de la ligne des surfaces. On pourra effectuer les terrassements dans l'ordre suivant : II en II , III en III , IV en IV, puis après V en V. En déplaçant la ligne Ni R, , on obtient une infinité de solutions;-si cette ligne se déplace depuis la tangente en I), jusqu'à la tangente en E, , le volume III varie de zéro à sa valeur maxima; le volume IV diminue depuis sa valeur
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maxima jusqu'à zéro. Au point de vue du coût des transports, la solution la plus économique est celle pour laquelle le volume III est nul. En effet , le volume III est transporté de droite vers gauche; plus tard, le volume V est transporté d3 gauche vers droite en passant par le même point D ; il y a là un transport inutile que Ion peut supprimer. Dans le tronçon I D , il y a un excès de déblai représenté par l'ordonnée Dji^,; on peut se borner à faire passer ce volume par la section D, au lieu de faire passer III en sens contraire par le point D , pour faire passer ensuite par le même point III 4- D, rf,. Toutefois , si le transport est rendu ainsi le plus économique, nous verrons plus tard qu'en tenant compte des temps d'arrêt des appareils , il peut être moins coûteux de donner au volume III une certaine importance.
*i''i7 . Tracé graphique do l^iiitégrale des cubes. — Soit 0 12 3 4.... (fig. 102) le polygone qui représente la loi de variation des sections totales y compris les sections des fossés lorsqu'ils existent; nous avons représenté (fig. 103) les opérations graphiques à faire pour obtenir la courbe intégrale des cubes ; la figure suffit pour montrer la méthode employée qui est la méthode du polygone circonscrit (36). Pour rendre l'épure plus claire, on adopte plusieurs diagrammes. La courbe intégrale est formée d'arcs paraboliques déterminés par leurs tangentes extrêmes; il est, en général, inutile de tracer ces arcs de parabole , sauf toutefois pour trouver les points I,, K, , où il y a compensation partielle. Pour déterminer l'un de ces points, on trace l'are parabolique à vue , l'abscisse du point d'intersection que l'on trouve est inexacte; on cherche le point de la courbe intégrale ayant cette abscisse ; si ce point est très rapproché de l'axe de repère, on mène la tangente en ce point et l'on détermine le point cherché en remplaçant la courbe par cette tangente; si l'erreur est plus forte, on trace la courbe aux environs du point cherché, on obtient un nouveau point plus rapproché, puis on applique la méthode précédente.
^!Î8. Foîsoiinciiient et tassement. — Lorsque l'on effec^ tue un déblai, il arrive presque toujours que les terres, après
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l'auieublissement, ont un volume plus grand que dans leur position primitive : ce phénomène est le foisonnement. Si I) est le volume de déblai à effectuer, on devra transporter un volume plus grand mï). Inversement quand les terres sont déposées en remblai, elles se tassent, leur volume diminue; et pour effectuer un remblai R , il faut transporter un volume nR. La compensation des déblais et des remblais s'exprime par mJ) = nR. On tiendra compte des coefficients m et n, en remplaçant la base d'intégration / calculée pour
m = n-= l, par — pour les déblais, par — pour les remblais. § 2. Évaluation du coût des terrassements.
A. Tronçon où les terres se déplacent dans le même sens, au moyen dun même appareil.
*^*îO. Prix lia trani«|»orl. — Le prix du transport d'un mètre cube de terres, abstraction faite de la fouille, du chargement et des temps d'arrêt de l'appareil, est donné par la formule connue
a étant le prix de la journée de l'appareil, y compris moteur
et conducteur , D , la distance de transport , c, la capacité de l'appareil , L , le chemin décrit en une journée par l'appareil marchant
continuellement.
Cette formule peut aussi se mettre sous la forme
p = ttD ,
TT désignant le prix du mètre cube transporté à un mètre de distance.
Soit (fig. 100) un volume de déblai représenté par la surface I^'B , à transporter sur le volume de remblai ABa; soit dv un élément du volume de déblai, —dv le volume de remblai exécuté par ce déblai. Nous supposons que tous les
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traospoi ts se font liorizoulalemenl , la pente étant i)i'es(jue toujours négligeable. Soit x la distance horizontale des éléments dv et —dv; le transport de l'élément dv coûte
77 dv X.
Attribuons à l'élément di' un coefficient n ou si nous voulons un poids spécifique r. (en francs); à ce point de vue et en c(>usidérant les déblais comme positifs et les remblais comme négatifs , les poids des éléments M et M' constituent un couple dont le moment t: dv x est précisément le prix du transport du petit volume considéré; comme le prix du transport est toujours positif, le moment r c^ y ;r sera toujours affecté du signe plus, quel que soit le sens du couple; on obtiendra le coût de tous les transports effectués sur une route, en faisant la somme des valeurs absolues des moments des couples élémentaires.
Dans le tronçon AI les terres se déplacent toutes de droite vers gauche , tous les couples élémentaires ont même sens , donc le prix des transports , qui est égal à la somme des valeurs absolues des moments de ces couples élémentaires , est aussi égal à la valeur absolue du moment du couple résultant; les poids T.dv se composent en un poids résultant ttV appUqué au centre de gravité de la surface «AB ; les poids — T.dv se composent en un poids — - V appliqué au centre de gravité de la surface BI<; ; le coût du transport du volume V est le moment du couple formé par ces deux poids , c'est ti VX , X étant la distance horizontale des centres de gravité de ces deux surfaces. Il résulte de là que la dépense est la même que si le volume V avait été transporté à une distance constante X; cette distance est appelée pour ce motif la distance moyenne de transport. SoitA.2B.L2C2... rintégrale seconde de la ligne ABIC...; on sait (111) que les tangentes en A^ et Bj se coupent sur la verticale du centre de gravité de la surface ABrtf, que les tangentes en BJj se coupent sur la verticale du centre de gravité de la surface BI/; la distance entre ces deux verticales est la distance cherchée de X. On pourrait calculer le coût du transport au moyen de cette distance X , mais nous allons montrer que ce calcul est inutile et que
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l'intégrale seconde la^'j représente ce coût à une certaine échelle.
Le prix du transport du volume V est P = f -clvx; soient
x\ x" les distances des éléments dv et —dv à la droite li ; on a : i: .-r = x' — x" (on prendra le signe plus quand les terres se déplaceront de gauche vers droite, le signe moins dans le cas contraire); on en déduit :
zb I dvx = I dvx' + l{ — dr)x".
Le second nombre de cette équation est précisément le moment du premier ordre des surfaces ABa et Bli , par rapport à la droite li; on sait (109) que l'intégrale seconde est aussi la ligne des moments du premier degré , donc
fd rx' -h f{—dv) x" = ± I2 ?'2 ,
l'équation précédente devient ± / dvx = ± I.2/.2' tlûù / drx = L'î ; on a donc :
En prenan* une base d'intégration convenable, L^/^ représentera le prix P à une échelle déterminée. On a aussi J^t^ = Surface A,B,I, = S, donc P = ttS.
Les trois valeurs de P: P= 7tVX = -S = rlj/^, supposent que les transports s'effectuent au moyen d'un même véhicule, mais la distribution des terres est quelconque et peut différer de celle que nous avons décrite au n" 226. Ainsi une partie des terres voisines du point de pas.sage pourraient être transportées en a; si d'autres terres viennent se placer près du point de passage, le coût du transport sera toujours le même. Lorsque l'on adopte la distribution la plus rationnelle (226), on peut vérifier très simplement la formule P = -S; en effet , les terres comprises entre les points P et N viennent se placer en P'N'; le volume dv de ces terres est représenté par la distance entre les droites NN' et PP', le prix du trans-
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port est t: cl v x = t. surface N N' P' N ; donc le coût total est 7:S.
On peut remarquer que les formules précédentes sont encore applicables au cas d'un tronçon où il y a plusieurs points de passage, tel que le tronçon IM (flg. 99), pourvu que les terres soient transportées dans le même sens, le volume III (226) étant réduit à zéro ; en effet , tous les couples élémentaires ont même sens et la somme des valeurs absolues des moments de ces couples peut s'obtenir en prenant la valeur absolue du moment du couple résultant : les démonstrations précédentes sont encore applicables. Il faut remarquer toutefois que pour composer les poids + r.dv, il faut chercher le centre de gravité des volumes de déblai réunis et que pour composer le poids — r.dv, il faut chercher le centre de gravité des volumes de remblai réunis. On obtient aussi le coût du transport par une seconde intégration; mais l'intégrale seconde ne donne directement la distance moyenne de transport que si on intègre ensemble les parties de l'intégrale seconde qui correspondent au déblai et au remblai; cette précaution est inutile, lorsque l'on calcule la dépense sans se servir de la distance moyenne de transport en multipliant l'intégrale seconde par -. Lorsque les terres se déplacent dans deux sens différents , les formules précédentes ne sont plus applicables; car, dans ce cas, les couples élémentaires ont des sens différents et le moment du couple résultant que l'on obtiendrait par les formules précédentes n'est plus égal au prix total , mais à la somme algébrique des prix élémentaii'es , en considérant les transports qui s'effectuent dans un sens comme ayant un coût positif et les autres comme ayant un coût négatif. Ainsi dans le cas de la fig. 99 , on ferait en mulipiiant l'intégrale seconde par -, une erreur égale au double du prix du transport du volume III; la formule P = rS est sujette à la même erreur, les transports "des volumes II , III , lY tt V coûtent respectivement TirSurfaceNiC,?!, - Surface P,D,Q, , -Surface Q,E,R, , - Surface IjNjRjM, ; on trouve P = 7-(S -f 2P,T),Q,j.
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d30. Temps perdus. — En établissant la formule p = ttD, on n'évalue que le coût du transport proprement dit ; il faut encore tenir compte des temps perdus au chargement et au déchargement et appelant a la dépense qui en résulte par mètre cube , on a : p = a -f- - D , formule que l'on peut mettre aussi sous la forme p = - (D -f c?) ; rf est la distance qu'il faut ajouter à la distance de transport pour tenir compte des temps perdus. On peut représenter cette formule en portant D en abscisse, p en ordonnée; on obtient une ligne droite pour chaque appareil; a et — d sont les coordonnées à l'origine.
Nous avons représenté (fig. 97j les valeurs suivantes de^; (1) :
( 1 ) Les éléments qui ont servi à établir ces formules sont les suivantes :
1 2aD
10 Brouette , c = — , L = 30000 , a = 2^,50 , p = -t^j~= 0,0045 D, les
temps perdus sont négligeables; 2° camion, c = 0,20, L = 30000,
2« a (3 hommes )= 7^,50 , 7:=--:-= 0,0025, pendant le déchargementetla
mise eu train, le camion parcourrait 80™, cela équivaut à une augmentation de 40"^ dans la distance de transport, d'où p = 0,0025 (D-J-40);
30 tombereau, c = 0,50, L = 3000 , a = 9f, n =z -~ = 0,0012. Le
temps pex'du au déchargement est 0^^"''s,033; pendant ce temps l'appareil parcourrait 0,033 X 3000 = 100™, ce qui équivaut à augmenter la distance de transport de 50=^^ Un chargeur charge 15'"' en un jour sur une brouette; suruc tombereau.il charge seulement 12™'; comme 3 chargeurs
peuvent travailler simultanément, la durée du chargement est — '- ;
, . 1 0,50 il faut pour ce motif ajouter une distance de transport égale a — • —
X 30000 = 208™. Comme le conducteur travaille avec les chargeurs , on charge par journée 3 fois 12™' = 36 , soit 6™' de plus; il en résulte un bénéfice qui conduit à retrancher 12™ à la distance de transport. Ou a donc d = 50 -{-208 — 12, soil environ (i= 250™; 4° wagons, 9 wagons de 2"'^ sont traînés jiar 3 chevaux et un conducteur ; le wagon dure deux ans, coûte 750 fr. , circule pendant 250 journées, le wagon coûte par journée 3 fr. ; il fait majorer ce prix de 20 pour cent pour tenir compte des wagons
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Brouette ;?--- 0,0045 D d = 0 ligne OA
Camion p = 0,10 + 0,0025 D f/--40™ ligne AD Tombereau 2? = 0,30 4- 0,0012 D rf = 250'" ligne BC
Wagons j^ = 0,39 + 0,0016D-[-^|^ lignes DE, DE'...
Dans la dernière formule , ou a tenu compte de la dépense
due à rétablissement de la voie provisoire, qui s'exprime par
4 L , L étant la longueur totale des voies ; si on admet L= 3D,
si Y est le volume à transporter , on obtient par mètre cube
12 D une dépense supplémentaire égale à ; la valeurde p est,
dans ce cas, une fonction de deux variables , que l'on représente par un système de droites , chaque droite correspondant à une valeur du volume V. L'axe des V est parallèle à la droite DEo qui correspondant à V =- co , car si Ion fait
= une constante, soit 0,12, on a D = — — , on obtient très
facilement un point de chaque droite sur Taxe OV. Cette représentation graphique permet de déterminer l'appareil le plus économique; pour les petits volumes le polygone OABC donne le prix minimum pour chaque distance ; le wagon ne devient économique que pour un volume considérable.
Nous avons trouvé que le coût du transport d'un volume V (fig. 100) était donné par les formules
en réparation, on trouve fr. 3-60 ; on fera donc « =: 20f -|- 9 fois .3 60 ; on
2 a a.lopteL = 36000, C=18™% d'où t = —r- = 0,00016. Le déchargement
coûte fr. 0 OSparmètre cube; le chargement coûte 0-22deplusquepar tout
autre appareil : cunette 0-04, transport en brouette 0-04. les chargeurs
ne chargent que 10™' au lieu de 15 , soit 0-10 de dépense supplémentaire ;
l'arrêt des wagons coûte ^ , X -^^ = 0,09 ; on trouve
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Pour tenir compte des temps perdus, on ajoutera une distance supplémentaire cl , et l'on aura :
Q = ttV (X + rf) = t:(S + Vrf) = t: (L22 + Vrf). Lorsqu'on se sert de la surface S , on voit qu'il y faut ajouter un rectangle Bi^^iWiUj de hauteur V, de base f?; si on se sert de l'intégrale seconde, on doit ajouter l'intégrale relative au rectangle dont il s'agit qui est V^u^ et l'on a :
Quand le transport se fera au wagon , on donnera à t: la valeur r. = 0,00016, mais on ajoutera la dépense due à l'établissement de la voie qui 4L = 12D.
B. Coût total des transports. — Évaluation approchée.
531 . Ppomière inéfliode. — On trace (fig. 100) l'intégrale seconde k^ Bj C^... de la ligne des surfaces ÀBIK...; pour chacun des tronçons AI, IK... on fait choix d'un appareil. Nous savons que le véhicule qui correspond à la dépense minimum dépend de la distance de transport ; si on s'impose comme règle d'emploj'er pour chaque distance le véhicule le plus économique , on est conduit à employer plusieurs appareils pour le transport d'un même volume de déblai ; le calcul exact du prix des terrassements dans cette hypothèse est un calcul assez laborieux que nous exposerons plus loin ; d'habitude , on effectue les calculs en admettant un appareil unique choisi d'après la distance moyenne de transport, laissant à l'entrepreneur le soin d'effectuer sur cette évaluation certaines économies par un choix rationnel des véhicules. L'appareil étant choisi pour chaque tronçon , on évaluera la dépense pour chaque tronçon en appliquant la méthode précédente; ainsi pour le tronçon AI, la dépense est 77 {\iii-\-\5.iiii) = T.{l^i^). La multiplication par r. s'opère graphiquement comme il est indiqué sur la figure.
53'^. Deuxième méthode. — Cette multiplication peut être évitée de la manière suivante. Par l'inspection des surfaces qui représentent les cubes à transporter , ou mieux
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encore par rinspection de l'intégrale de ces surfaces, on peut déterminer la distance de transport X ou — - assez exactement pour faire choix d'un appareil; alors on adopte une base d'intégration (55) telle que Ton obtienne immédiatement la dépense ttS; si pour chaque tronçon, on emploie la base d'intégration qui correspond au véhicule employé, les ordonnées I2 ii, M2 m^,... représenteront les prix des transports, abstraction faite des tem[)s perdus. L'ordonnée extrême ne représente cependant pas le coût total des transports, parce que cette ordonnée n'est pas la somme arithmétique des longueurs I^^j, ^Um^,... mais leur somme algébrique; pour que l'ordonnée extrême de l'intégrale seconde représente le coût total des transports,- il suffit de changer le signe de l'intégrale seconde pour chaque tronçon où cette intégrale est négative ; ce changement de signe s'obtient en changeant le sens de la base d'intégration : ainsi OH donne l'inchnaison en Bj- O'H donne l'inclinaison au même point de l'intégrale changée de signe. Pour tenir compte des temps perdus , il suffit d'introduire dans l'intégration un rectangle supplémentaire Yd pour chaque tronçon.
9ââ. Ti'àcfês graishiqifès. — Nous avons appliqué cette méthode à la figure 1 02 ; là figure 103 donne l'intégrale première; elle se eôÉûpose d'ârcs paraboliques déterminés par leurs tangentes extrêines; pour effectuer Une seconde ihtégraticiiJ, on applique la méthode du numéro 113; on obtieht un polygone circoùsci-it à l'intégrale secoùde. Avant d'effectuer cette intégration , on reconnaît qiie les points î,, K, divisent la route en trois tronçons , le premier s'exécutant au tomisereau , les deux autres aii camion. Les bases d'intégration sont déterminées graphiquement de la manièi-e suivante : on trace un rectangle A B C D représentant un transport dont le prix soit facile à évaluer: V = AB = 500™^ D = A D = 800'" ; au tombereau 7- VD est égal à 0,0012 x 500 X 800 = 48 francs; on porte DE = 48 francs, AE doit être l'intégrale de BC, on mène CP parallèlement à AE , PD est la base d'intégration relative au transport par tombereau.
On trouve de même la base d'intégration P'D relative au transport par camion. Ces bases d'intégration sont portées dans un sens convenable pour que les prix des transports s'ajoutent ; chaque fois que le prix augmente de 100 francs , on abaisse l'intégrale seconde de la hauteur qui représente cette somme , de cette manière l'épure reste comprise dans des limites convenables. La figure indique sufîisammeut les constructions employées ainsi que la manière dont il a été tenu compte des temps perdus.
C. Méthode exacte
^SJ^. Troni'ou à un ««eiil point de passage. — Soit ( flg. 94 ) à transporter le voluine de déblai représenté par a Al sur le déblai représenté par IBb; imposons-nous la condition d'employer pour chaque distance de transport fe véhicule le plus économique , c'est-à-dire la brouette pour les distances variant de o à o a (fig. 97) , le camion pour les distances comprises entre oa et ob ,\e tombereau pour les distances plus grandes que 0 &, le wagon pour les grands volumes. Menons dans l'intégrale première A, I, B, , les horizontales Pj Q,, Rj Sj égales aux longueurs limites oa et ob de la figure 97 ; si on rapporte les points F,, Qi, Rj, Sj, en F, Q, R, S, on voit que les volumes 1, 2, 3 seront respectivement transportés à la brouetté, au camion, au tombereau. La surface Aj I, B, est alors décomposée en trois surfaces partielles que l'on évaluera chacune avec la base d'intégration qui correspond au véhicule employé et en tenant compte des temps perdus par la méthode ordinaire.
Nous avons déjà fait remarquer (229) que la distribution des terres que nous venons d'admettre n'est pas la seule possible ; on peut démontrer comme il suit que c'est la plus économique. Sip = / (œ) désigne le prix du tran^>port d'un mètre cube à la distance x, le prix du transport du volume Y
est / pdv = / dv 1 -~- dx =- il -^-^dx . dv. J J J dx JJ dx
Or / / dxdv = Jœdv = (ù, constante que l'on peut considérer comme surface dont l'élément est 6?« = dxdv; la dépense s'exprime par f 1 d'si — , on peut donc la considérer comme le poids de la surface m dont le poids spécifique
dv serait -j- ; la fonction p est représentée par 0 ABC (fig. 96) ,
dï)
-T^ décroît quand x croit , donc , on obtiendra le prix minimum en plaçant les éléments r^ co à la plus grande distance possible de l'axe des V. Si on modifie d'une manière quelconque la distribution que nous avons adoptée , on reconnaît
aisément que la surface w = / j dxdv = A, Y B, = A, I, B,
sera transformée en une autre, dans lesquelles les éléments
seront plus rapprochés de l'axe A, V , et par conséquent
d7) auront une importance -j- plus grande ; donc la solution
adoptée est la plus économique.
*Î35. Tronçon à trois point$« de pns.sa^e. — Reprenons le cas du tronçon IM (fig. 99) ; un volume voisin de N, peut être transporté en deux endroits différent.^. Si on le considère comme faisant partie du volume V, on le transporte en Rj à la distance N, R, =1, et un volume équivalent sera transporté de Q, en P, à la distance P, Q=/"; le prix moyen
par mètre cube sera — Si on le considère comme fai.sant
partie du volume II , on le transporte en P, à la distance N, Pi = /', et un volume équivalent sera transporté de Q, en R, à la distance Q, R, = /'"; le prix moyen par mètre cube
sera ^— . La première solution sera la plus économique si :
On vérifie aisément cette inégalité au moven de la figure
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97, on porte en abscisse l = on, /." = om, /.' ^o q, à'" = ojj, on prend les milieux K et I des droites Q P et M N, l'inégalité peut s'écrire aussi :
li<:Kk.
Si ou suppose >." = Pj Q, , très petit, alors on reconnaît que l'inégalité est toujours vérifiée ; on obtiendra donc une solution plus économique en augmentant le volume III ; on est conduit ainsi à élever la droite N, R, jusqu'à ce que l'on ait :
p + p" p' + //" , . ^ . -— ^ = ou bien U = K /?.
On pourra trouver la solution la plus économique par tâtonnements, en augmentant /"jusqu'à ce que cette égalité soit vérifiée ; mais dans certains cas particuliers, on peut trouver cette solution sans tâtonnements.
*^36. Cas d'un !!<eul appareil pour les grandes dislances /, /', /'". — On a alors ?> = a -t- 13 A , |>' = a + |3 /.', 2/0 = a + /3 /"' , p" = a" + /3" 1" ; l'égalité devient :
Or ). = /' + a'" + '/." , l'équation donne :
Si le grand appareil est le camion, le transport du volume III se fera à la brouette, et on trouve : A" = 14'" ; si le grand appareil est le tombereau , le transport du volume III se fera à la brouette , et l'on trouve /" = 54™ ; si le grand appareil est le wagon, on trouve, en employant bi brouette pour le volume III, une distance /" plus grande encore; il convient d'employer le camion pour transporter une partie du volume III, on trouve alors, en admettant pour le wagon la formule!/ = 0,39 + 0,00016 D, /" = 109»\
^37. Cas d'un véhicule pour les distances), /', d'un véhicule plus pelil pour les distances ). " et X'". — On a
alors :
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OU bien fi ( / - À' .) + f^" X" - (3" X'" = 0.
Or, À = À' 4- /." + /'", on trouve entre /" et /'" la relation :
>/' _ fi' - fi
/" 2 On trouve : camion et brouette : T77, = — ; tombereau et
brouette -^^ == jg ; tombereau et camion : — = •—; wa-
gon et brouette — = -^^ ; wagon et camion -j^ = -^^ ;
wagon et tombereau -^ = — - •
!Î3S. Cas de trois appareils. — Si on emploie un appareil pour la distance ). , un autre appareil pour les distances /.' et /.'" , un troisième pour la distance À" , on a :
a + (5 X + a" + |3" /" = 2 a' + (3' ( // + À'"). Or, À' 4- /'" = / — /" , on trouve :
)." (fi' + [::>') = 2 a' — a — a" + / (p - /3). On trouvera /." et 1 par tâtonnements.
o^SO. Cas d^nn tronçon à 5 points de passage ou plus.
— Dans ce cas (fig. 99 bis) l'intégrale première présente plusieurs minimas ; on subdivise la surface limitée par cette courbe au moj^en d'horizontales que l'on détermine par les considérations qui précèdent ; ainsi on tracera C C de manière que le segment B B' satisfasse aux équations précédentes ; on tracera de même D D' ; on trouve alors aisément la distribution des terres.
•^40. Résumé. — Pour obtenir exactement le coût des transports pour la distribution la plus économique , on est encore amené à tracer l'intégrale seconde de la ligne représentant les surfaces transversales; mais il faut subdiviser l'intégrale seconde d'après certaines règles que nous venons d'exposer et intégrer les différentes parties avec une base d'intégration qui convient à l'appareil employé et en tenant
compte des temps perdus. On pourra très facilement effectuer ces intégrations partielles , de telle sorte que les prix des transports s'ajoutent naturellement.
§ 3. Dépenses diverses.
"il I . Fouille cl c'hnrg-eiuent. — Un ouvrier charge 15""
en un jour, le chargement d'un mètre cube coûte ~— , si a est
le prix de la journée d'ouvrier terrassier; soit T le temps
employé à piocher un volume déterminé , t le temps employé
à le charger, on dit que la terre est à -7 — \- l homme, et
chaque mètre cube coûte — 7 — ,— ; c'est par cette quantité
qu'il faudra multiplier le volume de déblai, pour obtenir le coût de la fouille et du chargement. Cette multiplication s'effectue graphiquement sans la moindre difficulté.
^■l*î. Eiupi'iiiics. — Ou exécute le plan terrier (flg. 98), soit au moyen des profils en travers, soit au moyen des tableaux graphiques ; pour évaluer les emprises , il suffit d'effectuer une intégration graphique ; on emploie une ligne des pôles (46); on obtient un système d'arcs paraboliques déterminés par leurs tangentes extrêmes. Pour obtenir les parcelles , il faut intégrer également les lignes qui séparent les propriétés; ainsi AB, CD, EF, ED ont pour intégrales A,Bi'CiDi EjFj E,D'; on obtient les surfaces des parcelles 1, 2, 3, 4, en Bfii, D,rfj, Ej^',, Fj/",. En choisissant une base d'intégration convenable, on obtient directement le prix des parcelles. Les constructions deviennent un peu plus faciles lorsque l'on divise le plan terrier en deux parties par Taxe de la route.
24LS. Talutages, p^azonn.ige». — On doit, pour évaluer ces dépenses, calculer les surfaces des talus; ces surfaces sont représentées en projection horizontale sur le plan terrier. Pour évaluer ces projections , il suffit de retrancher
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de la suriace totale des emprises, l'intégrale oX, relative à la plate-forme de la voie. Il faut midtiplier la dilference par le prix du mètre carré de talus divisé [)ar le cosinus de l'angle du talus avec l'horizon. Lorsque les talus de déblai et de remblai sont inégalement inclinés sur l'horizon, il faut subdiviser le plan terrier en deux parties séparées par Taxe de la voie, sinon dans les profils qui ont à la fois un talus de déblai et un talus de remblai , on ajouterait des surfaces qui doivent être multipliées par des quantités différentes. Le multiplicateur diftêre selon qu'il s'agit d'un talus de déblai ou de remblai.
CHAPITRE I
Généralités.
§ 1. Joints rectangulaires.
Rappelons biièvemcnt les coEdiiionscréqnilibre d'un massif de maçonnerie; soit ( fig. 105) AB un joint quelconque, il faut, pour queiréquUibrelstatique soit établi , que la résultante des forcesquisoUicitentleblocreposantsurlabase AB ,
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tombe à l'intérieur de cette base , et forme avec la normale au joint un angle plus petit que l'angle du frottement (37"); il faut , pour satisfaire à Véciuilibrc élastique, que la pression maximum par centimètre carré ne dépasse pas une certaine limite.
S 1 1. Mc'tliodc du coefficient de ««laliililé. — Les petites constructions ne périssent pas par écrasement de la matière , mais par renversement ; aussi calcule-t-on leurs dimensious en exprimant que ce renversement ne peut pas se produire. Un bloc de maçonnerie tel que celui qui repose sur le joint AB (flg. 105) , est soumis à deux espèces d'action; certaines forces (poussée des terres , de l'eau , etc. ) tendent à le faire tourner autour d'une arête A : leur moment autour de cette arête est le moment sollicitant ; d'autres forces s'opposent à cette rotation ; leur moment est le moment résistant ; on s'impose la condition que le moment résistant soit égal à m fois le moment sollicitant dans le joint dangereux , c'est-àdire dans celui [lour lequel le rapport entre le moment résistant et le moment sollicitant est le plus petit; ce coefficient m s'appelle coefficient de stabilité ; sa valeur résulte de l'appréciation des circonstances non prévues dans les calculs ; elle est ordinairement égale à 2 ; dans les phares et cheminées , on la prend beaucoup plus élevée.
On peut , dans lappUcation de cette méthode , suivre deux procédés graphiques. En général on pourra considérer une partie de la construction (mur ou voûte) d'une longueur égale à l'unité , le plan de la figure étant le plan de symétrie de la partie considérée; les forces sollicitantes et résistantes seront représentées par les poids de certaines surfaces ; elles s'obtiendront directement par une première intégration , si on tient compte des poids spécifiques dans la détermination des bases d'intégration ( 55 ) ; une seconde intégration donnera le moment sollicitant et le moment résistant (109). On peut aussi construire une ligne des résultantes auxiliaires ou efîectives des forces qui sollicitent le bloc dont on vérifie la stabilité^; on en déduira aisément ( 131 ) la force sollicitante totale S , la résistance totale R , la résultante T de toutes
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ces actions. Par l'arête A autour de laquelle la rotation est à craindre , menons une droite A^" parallèle à S et qui sera coupée par R et T aux points r , t\ nous allons montrer que le rapport entre le moment résistant et le moment soUici-
A V tant est égal à-r— ;-. En eflet , prenons deux axes rectangulaires Kx et A?/ ; transportons les forcer R et T en r et t et décomposons-les parallèlement aux axes A.x ei ky; les composantes B.x et Tx dirigées suivant l'axe des x ne donnent pas de moment autour du point A ; les deux composantes R2/ , Tj/ parallèles à l'axe des y sont égales , car T étant la résultante des forces R et S , ou a Ty = Ry + Si, ; or Sy = o , donc T,v = Ry. Le moment résistant est R^/ x Ar , le moment total est Ty x A ^ = R^ x A ^ ; or le moment total est la somme algébrique du moment résistant et du moment sollicitant ; le moment sollicitant est donc la différence des autres moments, il est égal à Ry x A^ — Ry x Ar =: — R,; X tr ; sa valeur absolue est R^ x <r; le rapport entre le moment résistant et le moment sollicitant est donc :
Ry . Ar Ar
Ky.tr tr
Il faut en général que ce rapport soit égal à 2 dans la section dangereuse; il faut pour cela que le point t divise A>' en deux parties égales. Si Ton mène par le point A un axe quelconque coupant les forces S, R, T aux points S', R', T', on peut démontrer , en suivant la même marche que précédemment , que le rapport du moment résistant au moment sollicitant est égal à : .
AS' * T'S
quand la sécante est parallèle à l'une des trois forces, ce rapport se ramène à celui de deux lignes ; les deux autres , en devenant inlinies , ont un rapport égal à 1 . On peut aussi remarquer que R, S, T forment un faisceau de trois droites;
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si on en trace une quatrième passant par A, on a un faisceau anliarmonique ; le rapport anharmonique de ce faisceau
XR' T'R'
AS' ■ ~ T'S
est le rapiiort entre le moment sollicitant et le moment résistant pris avec le signe moins.
^15. Môtliode huïiée i^tur la !«lal)iiilc vlas^tiquc. — La
résultante T (fig 105j des forces qui .sollicitent le bloc ABDE, peut se décomposer en une force N normale au joint et une force tangentielle ; la force normale N engendre des pressions sur le joint AB ; le point oii elle est appliquée sur le joint AB est le centre des pi'essions ; si l'on représente par ordonnées les pressions par unité de surface , on admet que ces pressions aboutissent ( fig. 106) à un plan tel que A'B' ; sur un élément de largeur mm' et de longueur 1 , la pression totale sera M^^^. X m m' x 1 et se trouve dans le plan de sj-métrie ; elle peut être considérée comme le poids de la surface couverte de hachure ; il résulte de là que la force N peut être considérée comme le poids du trapèze AA'B'B, la direction de la verticale conventionnelle étant choisie perpendiculairement au joint AB. Connaissant la force N , un connaît la surface du trapèze AA'B'B qui est N et la verticale du centre de gravité , on trouvera xV'B' par une construction connue 117 r, on obtient l'ordonnée moyenne H' par une division
graphique II' =--77; on joint uniioint quelconque de X aux AB
points e, e' qui divisent AB en trois parties égales, on détermine ainsi les points A", B"; la droite A"B" coupe ABau lioint 0 ; on obtient la loi des pressions A'B' enjoignant le point 0 au point I' ; il faut pour que l'écrasement soit impossible, quela pression maxima AA' ne dépasse pas une certaine limite. On remarquera que les ordonnées de la droite A"B'' sont proportionnelles à celles de A'B', de sorte que Ion peut dire que la droite A"B" représente aussi les pressions , mais à une échelk) inconnue. Si le centre de pression se rapproche indéfiniment du point e , on peut, en conservant A"e , voir
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aisément que le point B" vient en B ; les pressions suivent la loi du triangle A"BA. Si le centre de i)ression [lasse au-delà du point e, la ligne A"B" vient en A"B"', les pressions changent de signe au point 0', mais comme on supi)ose que les maçonneries ne résistent l)a^ à l'extension, on aura la loi du triangle sur une partie du joint. Dans le cas de la loi du triangle (fig. 107), on triple la longueur AC, on obtient la longueur AD sur laquelle la pression se réi)artit; on divise la pression N par AD, on obtient la pression moyenne II'; en joignant 01', on obtient toutes les pressions.
Lorsque Ton a calculé les dimensions d'une coustruction l)ar la méthode du coelhcient de stabilité, il est utile do verifler si dans la section la i)lus laiiguée, la pression maxiuia ne dépasse pas la limite admise; dans les petites constructions, les pressions sont insignifiantes ; dans les constructions importantes, au contraire , on i.eut être amené à augmenter les;dimensions i)our satisfaire à l'équilibre élastique. Les deux [)roblèmes suivants }>euvent donc être utiles à résoudre : 1° déterminer la i»ression maxima; 2" déterminer les dimensions d'un joint i)()ur que la pi'cssiuu maxima atteigne une limite donnée.
*^1C. ■•rosjiiîoia Eiiitxiiiin. — Dans le cas de la loi du
triangle, on obtient la pression movenne II' =■ par une
AD
sim[)le division graphique ; la pression maxima est 211'. Dans le cas de la loi du trapèze, la construction que nous avons indiquée se complique lorsque l'axe neutre 0 sort des limites de 1 "épure. On ai rive à une coustruction plus simple et qui n'a pas cet inconvénient en appliquant le théorème suivant : si on joint les points r , e' qui divisent la lar/jeu?^ A B du joint en trois parties égales , à f extrémité /' de la pression moyenne , les droites a' F et e/' déterminent sur la pression résultante CN des droites CH et CL\ qui représentent la pression maxima et la pression mininia
Pour démontrer que CF = BB', décomposons le trapèze ABB'A' en nu rectangle ABB'K et un triangle RB'A'; les poids de ces deux surfaces tombent en I et en e\ ces i>oids
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sont représentés par les droites Ix et œV; si on prend cl comme force auxiliaire, on trouve 9jexB' comme ligne de résultantes ; donc (130) les droites xB', el' et N se coupent en un même point qui est F; donc aussi FC = BB'. Pour démontrer que CH = AA' on décompose le trapèze ABB'A' en un rectangle A'SBA et un triangle négatif A'B'S ; on prend e'I comme force auxiliaire, on trouve 7j'e'œ' A.' comme ligne de résultantes, les droites A'^', e'V et N se coupent en un même point qui est H ; donc H C = A A'.
^11. Autre coiislriiclîoii. Formules. — Cherchons sur quelle longueur l' la pression maxima p devrait être appliquée uniformément pour produire la même pression totale N. On doit avoir :
Eu joignant un point de N aux points ce', on obtient la loi des pressions A''B" à une échelle indéterminée; donc la relation précédente devient :
A A" X ^' = Surf. AA"B"B.
Prenons B comme pôle, BA comme base d'intégration, la surface du trapèze est représentée par II"; nous diviserons cette surface par A A", en menant T'K- parallèlement à B A"; on a alors :
IK
On obtient alors la pression i? à une échelle déterminée par une division graphique :
On peut aussi calculer la pression maxima; on trouve comme suit une formule plus simple que la formule généralement empfoyée : prenons e' comme centre des moments et exprimons, que le moment de N est le moment du trapèze ou des deux triangles A'B'B et A'BA qui le composent; le premier triangle ayant un moment nul, on obtient ;
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^a} = — 7- , formule dans laquelle a' = Ce', ^ = A B ; on
en déduit :
6Na'
Eu prenant e comme centre des moments, ou trouverait la pression rai ni ma :
, 6Na
formule dans laquelle a = C(?. On reconnaît que les longueurs a = Ce, a' = (lé représentant à une certaine échelle les pressions aux exlrémites B et A du joint. On peut aussi déduire de ces formules la construction du numéro précédent; ainsi , par exemple, de la valeur de;; on déduit :
ou p : II" =e'C:IC,
il résulte de là que j; = Cil,
94$. Wélcriui nation de la Inrgeui* d''nn joint. — Ou
connaît la pression totale N, l'extrémité B, déterminer l'autre extrémité A du joint de manière que la pression maxima soit égale à une limite donnée R'.
Premier cas. Loi du triangle (fîg. 107). — La pression N est le poids du triangle AA'D; prenons comme inconnue a = AC , on a :
^, AA' X AD R' X 3â! ,, ^ 2 N
N = =— ^— doù a==---.
La longueur a s'obtient par une simple division graphique ; mais si cette opération doit se reproduire souvent, on peut choisir 1 échelle des forces de telle manière que a = N. Pour déterminer l'échelle des forces, on choisit une certaine longueur a = 20'"^ que l'on porte à l'échelle des longueurs ; on a ainsi la droite qui représente une force connue N = 30R' ; si, par exemple, R' représente une pression do 13 kil. par centimètre carré, ou fera R'= 130.000, d'où N'= 3900 tonnes;
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sachant que la longueur a = 20"^^ représente 3900 tonnes , l'échelle des forces est déterminée. Si N est représenté à cette échelle particulière, on trouvera le point A en portant AC = N ; en portant CD = 2N , on obtient 1 axe neutre D; la partie DB du joint ne travaille pas; si CD est plus grand queCB, la loi du triangle ne convient pas; on emploie la méthode suivante
Deuxième cas. Loi du trapèze. — Nous avons démontré
6Na' la formule p = — r^ , on a donc , en exprimant que p = R' \
6Na;
Éliminons N en introduisant la longueur n calculée dans l'hypothèse de la loi du triangle , on a N = — '■ ; il vient :
P = 9aa'.
AB l Prenons (fig 108) comme inconnue z = =— ; on
connaît & = CB ; on a a' = & — 2^ ; on a donc l'équation :
^^=a{b — z) ou z {a -}- z) == ab .
On déduit de là la construction suivante : portons BK = a, décrivons sur CK comme corde une circonférence de diamètres, menons le diamètre BLM; BL = ^. En effet, on a ;
BLxBM = BKxBC ou Bh x {a -\- BL) = ab.
On reconnaîtrait que — BM est une solution négative qu'il faut rejeter
Autre const)'ucti072. — En résolvant l'équation en 2^, on obtient :
Port'-ns BG = -— , construisons la moyenne proportionnelle BF = Y "l ^2b'i-~\ en décrivant l'arc de cercle GP
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du point C comme centre; on aura Ge' = BE, cela détermine le point e'; on porte ensuite AB = 3Be'.
^■lO. Table (graphique. — L'équation qui détermine la valeur de z peut se mettre sous la l'orme :
Ij z z
On connaît—, il faut trouver - ; la valeur de — peut a a a
s'obtenir immédiatement au moyen d"une table numérique ou graphique à une seule entrée ; donnons à — les valeurs successives 0,5 0,6 ... 1,0 ; on trouve très facilement réchelle
des valeurs de — portées sur l'axe OB (fig. 109) ; on obtient
amsi les longueurs — relatives aux valeurs de — indiquées
sur chacun des points de division ; une échelle à divisions égales placée à gauche de l'axe OB permet de lire la valeur
de— ; ces deux échelles constituent la table graphique. Soit
par exemple — = 1,3, on lit — = 0,74; en augmentant les
dimensions et les divisions de cette échelle, on peut obtenir autant d'approximation que l'on veut. Il faut cependant remarquer que l'on ne supprime pas ainsi tout calcul , car il
faut mesurer a et &, calculer -^ , calculer z. Pour supprimer tout calcul , il faut construire une table graphique donnant la longueur z , connaissant les longueurs a et b; pour
y arriver, portons l'échelle des - en O'B' et sur la même
droite l'échelle des - en 0"Z , 0"0' étant deux points à une
distance quelconque; menons sur O'O" deux perpendiculaires O'P et 0"Q égales à l'unité et joignons les points F et Q aux points de division des échelles; les droites correspondantes
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de ces deux faisceaux se coupent sur une courbe facile à tracer. Cette figure construite sur un papier quadrillé constitue la table graphique.
Portons PA = QA' = a, AM = &; en suivant la droite PAI, on trouve le point N ; en suivant la droite QN , on trouve le point K ; on a 2: = KÂ'.
Pour le démontrer , on remarquera que les faisceaux de droites qui convergent en P et Q constituent des tables de
multiplication et de division (07, 68); on a : O'B' = -^= — ;
la droite PN ayant pour correspondante QN , on a 0"li = — ; pour obtenir z , il faut multiplier 0"1I par a , donc z = A'K
Autre table graphique. — L'équation en z [)eut être mise sous la forme :
z^ + az = al ,
c'est un cas particulier de l'équation du numéro 206;
on posera : x^ a
y = alj ou y = bx'
on aura z- + xz = y.
Les lignes des a, des &, des z sont des droites; l'axe des X est l'axe des a et celui des z, l'axe des b est parallèle à l'axe des y. Nous laissons au lecteur le soin de la construction qui ne présente aucune difficulté.
^50. Courbe des plu*» grandes prcssïions totales qnc peut supporter un jolnl. — Soit (flg. 110 j le joint AB ; supposons en A une pression AA' égale à la pression limite R' ; supposons différentes lois de pression A'I , A'2..., on obtient immédiatement les pressions mo^'ennes sur l'axe IN , et les centres de pression en joignant Me, et \e\ -le' , 3e', etc.; les pressions totales sont proportionnelles aux pressions moyennes et peuvent être représentées par les mêmes droites ; si l'on porte ces droites en ordonnées sur les centres dépression correspondants, on obtient la courbe NM. Le point M correspond à la loi du triangle sur toute l'étendue du
joint ; si Fou suppose la loi du triangle sur une partie du
"ici joint , la pression totale est donnée par la formule N = R' -^ ,
«étant la distance du centre de pression au point A; eu prenant a comme abscisse, N comme ordonnée, cette équation représente une ligne droite que Ion obtient en joignant AM. La ligne AMN donne les pressions maxinia pour toutes les positions du centre de pression situées entre le milieu I et l'extrémité A; pour les positions situées entre le milieu I et l'autre extrémité B , on trouverait une ligue symétrique delà première et qu'il est inutile de tracer puisqu'on regardant le joint d'un côté convenable , on peut toujours supposer que le centre de pression est à gauche du milieu du joint.
La figure 1 10 s'applique à un joint rectangulaire de largeur quelconque et a une résistance quelconque des matériaux ; car quels que soient ces éléments , on peut toujours représenter la largeur par AB et la pression maxima par AA' : l'échelle des pressions et celle des longueurs se détermineront dans chaque cas , la première par la condition que AB représente une longueur connue, la seconde par la condition que la droite IN représente la pression totale R' x AB qui se produit dans le cas de la loi du rectangle. On peut aussi graduer les abscisses en prenant AB comme unité, les ordonnées en prenant IN comme unité; il faut retenir alors que l'unité d'abscisse vaut l, la largeur du joint, et que l'unité d'ordonnée vaut R7. Soient par exemple : 1= 10"\ R' =70.000, AG (abscisse du centre de pression) = 3'". On portera comme
abscisse— = 0,3 ; si on lit N = 0,44 , cela représente •
N = 0,44 X R' X 10 = 308.000 kil.
Ces multiplications et ces divisions peuvent être évitées au moyen de faisceaux de droites établis comme précédemment. On obtient le premier faisceau en joignant un point fixe aux divisions de AB ; on porte enacb par une bande de papier , la largeur a b du joint et le centre de pression c; la droite c^ C du faisceau détermine le point C ; on obtient l'or-
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donnée C R ou 0 Q. Le second faisceau s'obtient en portant les pret-sions sur l'axe 0 F et en prenant P 0 égal à l'unité de forces : P 0 = A A' ; si on porte P D = R' ^ , on obtient N = R' ^ X 0 Q = D E. Le produit R' l lui-même peut s'obtenir ]iar une table graphique. On peut aussi , au moyen de la figure 110, résoudre le problème suivant inverse de celui que nous venons de résoudre : connaissant la pression totale et le centre de pression, trouver la pression maxima R' ; on obtient , en effet , comme précédemment N = R' / x 0 Q = I) E ; connaissant D E et 0 Q, on peut lire R' ^ = PI), d'où l'on trouve R'. Enfin on pourrait établir une table graphique analogue à celle de la figure 109; de la courbe AMN, on
peut déduire l'échelle des valeurs de -r^ correspondantes
aux valeurs de -y- et on opérerait sur -ces échelles comme
nous avons opéré sur celles des -^^ et des
§ 2. Sections diverses. Cas où il y a un plan de symétrie.
Lorsque le massif de maçonnerie a une section quelconque, on admet encore que la pression normale se répartit suivant une loi plane, c'est-à-dire que les pressions par unité de surface représentées graphiquement aboutissent à un plan ; ce plan coui)e le plan de la section suivant une droite qui est l'axe neutre. Dans le cas d'un plan de symétrie, le centre de pression tombe sur l'axe de symétrie, l'axe neutre est perpendiculaire à cet axe ; c'est ce cas que nous examinons tout d'abord.
!îôl. Coiiuai^saiil Taxe neutre, trouver le centre
de |)re^!«ion. — Soit (fig. 111) la section AB représentée en élévation par une droite, représentée en plan en vraie grandeur. Soient : o y l'axe neutre , x la distance à cet axe d'un eléuient d-ji,]) = niœ la pression sur cet élément par
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uEité de surface, ^, x^ les distances à l'axe neutre du centre de gravité et du centre de pression ; on obtient en prenant les moments par rapport à l'axe neutre les deux équations :
^, I dco = I â? d<si d'où ^, = — —
^, I mœd'ù= I nix''Hl(ji d'ofi ^^ =-' -rp
Nous désignons respectivement par w , M, I, la surface de la section , le moment statique et le moment d'inertie de cette surface autour de l'axe neutre. De ces deux équations,
en éliminant M et en remplaçant — par R^ le carré du
rayon de gyration , ou déduit :
OC ^ OC<i ^=^ XX •
Soient a, oC les distances au centre de gravité de l'axe neutre et du centre de pression, k le rayon de gyration autour d'un axe passant par le centre de gravité et mené parallèlement à l'axe neutre, l'équation précédente devient en remplaçant œ^ par o) , x^ par a -\- a' , R^ par a'^ -\- k^ :
Si on détermine le centre de gravité et le rayon de gyration k , le problème proposé revient à la construction d'une troisième proportionnelle ; mais il peut être préférable de trouver directement x, , x^ par les méthodes suivantes.
S5*î. Tracés î>;rn|)hÊqiies. Première niélho<lc. — Prenons ra^:e de symétrie x o comme axes d'abscisses et effectuons trois intégrations successives de la section ; on prendra seulement la moitié supérieure de la section; on doublera les résultats en prenant une base d'intégration deux fois plus petite. On sait que la première intégration donne
0), la seconde M, la troisième — I (104); ces trois lignes
intégrales ab cl , a' U cV , «" &" cV sont indéfinies vers la
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droite , mais au-delà du point B , elles deviennent respectivement une parallèle bel k l'axe des œ , une droite inclinée b' cl' , une parabole du second degré b" cl". Menons la tangente cl" R à l'intégrale troisième au point qui correspond à l'axe neutre, portons NI = 2 N R, le point C est le centre de pression. Eu effet cl" R est l'intégrale de y = M , donc
7f^ = M X RN", d'où ÎÎN = — -^ , d'où enfin :
x^ = 4r = 2 RN = NC.
La direction de la tangente cl"R est donnée par le diagramme des inclinaisons de l'intégrale troisième; en doublant la base d'intégration, on obtiendrait directement la direction de la droite N C ( 1 ). Cette méthode est d'une grande généralité; ayant tracé les trois intégrales, on peut choisir à volonté différents axes neutres et trouver très rapidement le centre de pression correspondant. Lorsque l'axe neutre divise la section en deux parties , deux cas peuvent se présenter : P la matière ne résiste qu'à la compression; 2° la matière résiste à l'extension et à la compression. Dans le
premier cas , les quantités M et -^ I se rapportent à la partie
de la section qui est soumise à la compression ; ce sont les ordonnées des intégrales deuxième et troisième situées sur l'axe neutre; la construction générale est applicable sans
(1) On remarquera que ces deux constructions reviennent à une (livide d"X sion graphique : - ou 2 — — — . On remarquera aussi que Te point R
détermine l'abscisse du centre de gravité de la surface co' couverte par les ordonnées de l'intégrale première (111) ; on peut déduire de là une
nouvelle démonstration de la relation RN =-5- -rrz-; en effet, si M' est
le moment de la surface w', on a :
RN= — =-i- — oj' 2 M
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aucune modiflcatiou. Dans le second cas, les quantités M et -7- I se rapportent à toute la section : ce sont les ordonnées , situées sur l'axe neutre , des intégrales deuxième et troisième de la droite ?/ = m.
Deuxième méthode. — Nous avons montré (108) que l'on peut calculer les moments de divers ordres des surfaces par une seule intégration ; ai>pliquons cette méthode à la détermination de M et I. Soient x, y, les coordonnées d'un point du contour de la section ; construisons (70) les courbes :
z/i = y^^ Vî = y 00^
on aura :
0) = / ycix , M= I yxdx ^ f yi dx , I ^ / yx-dx = l y^ dx. On voit que w , M , I sont les aires limitées par les courbes
La construction de ces courbes ne présentent aucune difficulté.
Troisième méthode. — Soit à chercher le centre de gravité de la section représentée figure 112, et le centre de pression conjugué à l'axe des x pris comme axe neutre ; nous aurons alors :
ydx M == l '^ — ^ "" I q '^^^^
Pour obtenir w , on intègre en partant d'un point a du contour; on suit ce contour a Kh'Bd'DEeF fG g a jusqu'à ce que l'on soit revenu au point de départ ; on rencontre ainsi des ?/rfiX? positifs et négatifs, mais leur somme algébrique est co ; on trouve l'intégrale A'B'D'E'F'G'H' ; donc : w = A' H'.
Pour construire M et I , il suffirait de porter y^ = y^ , y" = y'^ , pour tous les points du contour de la section ; on obtiendrait deux nouvelles surfaces qui ont pour valeur
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2 M et 3 I ; on obtient en effet, en introduisant ?/' et if dans les valeurs de M et de I :
2U=\y' dx 31 = 1?/'^^
\y' dx 31 = 1?/"
Soit 0 a l'ordonnée d'un point du contour, Po = X une base d'intégration que nous prendrons comme unité de longueur , on sait que P a est la direction de l'intégrale au point correspondant. Menons a «' perpendiculairement à P a , a' a" perpendiculairement h. a.aJ ; on trouve aisément :
Oo: = / X Oa' Oa' = Oa X Oa"
d'Où
Comme / est pris comme unité , on a :
y = Oa' if = 0«".
En opérant de même pour toutes les valeurs de ?/ , on obtiendra l'échelle Oa'(3'7' de toutes les valeurs de y' , et l'éclielle Oa'|3"7"... de toutes les valeurs de y'\ Portons 0P' = /, joignons P'a', P'(5',... nous obtiendrons le diagramme des inclinaisons de l'intégrale de y\ si l'on suppose que ce diagramme ait subit une rotation de 90** ; il suffira de mener les côtés A"B" , B"D",... perpendiculairement aux rayons P'a',P'/3',... pour obtenir cette intégrale. De même en portant OP" = >., ai joignant P"a", P"|5",... on obtient le diagramme des inclinaisons de l'intégrale de y", si on suppose que ce diagramme ait subit une rotation de 180"; il suffît de mener les côtés A"'B"', B"'D"'... parallèlement aux rayons PV, P"^",... pour obtenir cette intégrale. On
trouve donc :
Soient y,, Z/2 1^'S ordonnées du centre de gravité et du centre de pression , on a :
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Portons (fig. 1 13) RO = A' H', OS = A"H", OT = A"' H'", FO = 1, unité de longueur que nous avons admise. Si nous menons PU parallèlement à RS, on a, daprèsjla règle de la
division (68) , OU = , donc :
Si nous menons PV perpendiculairement à ST , on a : OT ' 2
En effet, pour diviser OT par os, il faudrait, d'apiès la règle de la division , considérer ST comme l'intégrale d'un rectangle de base SO ; si , par la pensée , on fait tourner ce rectangle de QO'', on reconnaît que OV est la dérivée deST ou la hauteur du rectangle de surface OT, de base OS : ce qui démontre que OV est le quotient cherché,
^53. Calcul des intëgr.iles déliiiies. — Les différentes méthodes que nous venons d'employer pour calculer les intégrales w, M et I, nous amènent à donner quelques considérations sur l'application des procédés du livre II, chapitre III, au calcul de certaines intégrales définies (1). Toute intégrale définie peut, d'une infinité de manières , se mettre
sous les formes / udD , j j du dv , v pouvant être choisi
à volonté ; si l'on porte v en abscisse, et en ordonnée les valeurs limites de u, on obiieut (fig. 1 14) une courbe AB CD qui limite une aire dont la valeur est l'intégrale proposée. Il n'y a d'autres difiicultes que de trouver des constructions élégantes pour obtenir u et v au moyen des variables eu fonction desquelles ces quantités sont exprimées. La courbe ABCD étant tracée, on est l'amene à une intégration; mais.
(1) Voir aussi Méthode géométrique et évaluation de cei'taines intégrales doubles , par Ed. Collignon ( 1874 ).
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comme nous l'avons fait remarquer , il n'est pas indispensable de tracer cette courbe pour procéder à Tintégration graphique ; il suffit de porter en abscisse des valeurs de v suffisamment voisines sur un axe perpendiculaire , l'éclielle des valeurs correspondantes de u; en joignant un pôle convenable aux diflérents points de cette échelle, on obtient le diagramme des inclinaisons de l'intégrale, sans avoir tracé la courbe primitive.
Si l'on a M = 9 ( ^) t" = 4^ (i^), les limites de l'intégration étant ^'oX, on construira les courbes m = ç (a?) , ?? = 'i' {x), et Ton prendra au moj'en d'une bande de papier les échelles des valeurs de u et de v correspondantes à des valeurs de^, variant de x,, à X. Si 9 et ^|^ sont des fonctions entières , rationnelles, on trouvera graphiquement leurs valeui^ (70 à 83).
Si H = <p (a/) î7 = '4> (^)> ^cs limites des variables a? et y doivent être unies par une équation ,x e\y sont les coordonnées d'une courbe qui tloit être une donnée de la question. Dans ce cas, on construit encore les courbes m = «p {y), V = ^ {œ)\ on prend sur la courbe des x^y, l'échelle des valeurs de y correspondantes à des valeurs de x que l'on se donne ; on obtient alors les échelles des valeurs de w et de v par les courbes 9 et ■.[;.
^iu = ^{xy)v = '^{xy),o\\ pourra dans les cas compliqués construire des tables graphiques des valeurs de u et v et obtenir alors rapidement les échelles des u et v. Dans les cas simples, on peut construire graphiquement u et r; ainsi (70, 73, 80) on construira aisément u = x^^y^oM u {x— a) yrjQ _ a').... {y — b) (y — &')•••» t;t d'autres expressions algébriques.
Lorsque les variables u et v sont des fonctions rationnelles d'une variable, on peut en modifiant légèrement les constructions du livre II , construire très élégamment les échelles des valeurs u et v relatives à des valeurs données de x et y, Soit d'abord à construire :
u = ax'" 4- bx""- 1 H- cx""-^....
nous avons vu (71) que l'on construit la courbe des u en construisant successivement a,ax-\-l>,{ax-\-b) x-\-c, etc.
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Portons (flg. 115) PA = «, PO =- 1 , 0X = ^, AA' est égal à ax {&1); portons ensuite PF = a^ + Z; , FF' = {ax -{-b) x; en continuant de la même manière on obtiendra la valeur de la fonction ; mais on peut modifler la construction, portons BA = ?>, on aura BA' ^ ax-\-l); au lieu de porter BA' en PF , ellectuons la même construction sur A'B ; on prendra pour cela A'O' = l, O'X' = x, BB' = {ax -\-l))x, et si CB = c, on aura CB' ■=- ax^ •\-dx-{-c; mais il est facile de voir que le triangle A' O'X' a ses côtés perpendiculaires sur ceux du triangle POX , de sorte qu'il est inutile de porter AO' = 1 , O'X' == ic, il suffît de mener AB' perpendiculairement sur PA'. On trouverait de même qu'en menant B'C perpendiculairement sur A'B' et CD = 6^, on a : DC == a^a;' + Ijx'^ -\- ex -\- d. En résumé , on porte des droites faisant entre elles des angles de 90° : PA = a, AB= b, BC = c, CD = d, etc. ; on porte les valeurs de x , sur ox , on trace tes rayo7is tels que PA' et sur chacun d'eux on construit un polygone à angles droits PA'B'C ayant leurs sommets sur les xirolongements des droites PA, AB, BC, etc...\ en prenant B,C,D comme origine, on obtient sur ces droites les échelles des valeurs des fonctions.
ax + b, ax'^ -\- bx -{■ c , ax^ + bx^ + cx-i-d{l).
On veut construire
AX*"-}- ^X
on construit successivement les échelles des valeurs du numérateur et du dénominateur ; ou dispose les constructions (flg. 116), de manière que ces échelles se placent en OA et OB sur deux droites perpendiculaires ; alors îi est l'inclinaison de la droite AB qui joint deux points correspondants de ces
(1) On peut déduire de là la m^éthode de Lill pour résoudre les équations ; réciproquement de la méthode de Lill , on peut déduire la construction d'un polynôme entier; il est réellement étonnant qu'aucun auteur n'ait fait cette remarque.
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échelles ; en prenant PO = 1 , et en menant PC parallèlement à AB, QC = u. Si u est l'ordonnée de la ligne à intégrer, on a besoin uniquement de la direction PC , donc la figure PCO est inutile , AB est la direction de l'élément de l'intégrale. En combinant ces constructions , on peut ainsi construire :
u = (F?/)'» {fx)'" ou u = F (2/'"^"),
F, /"étant des fonctions rationnelles.
On peut se proposer , par exemple , de déterminer le moment d'ordre n d'une surface ; si on prend l'axe des moments comme axe des ^ , on a :
Mn / / ij'"dxdtj^ I œy'Hly.
Posons xi/'"dy = udV', on prendra par exemple yhly = dv, d'où
Il y a autant de solutions que de valeurs de h ; en faisant A = ?i on a la plus simple
yn-\-\
en faisant /: = o , on a
u = xy''', v = y.
Cette dernière est la méthode du n** 108 dans laquelle on changerait ^ — â;' en ?/ et y en â; ; c'est aussi la troisième méthode du numéro précédent.
!Î54. Tlicorèiiic. — Les droites A'c, B'c' (flg. 111) qui joignent les extrémités des pressions en A et B , aux centres de pression relatifs aux axes B et A, se coupent sur la pression résultante.
En effet, par hypothèse , le point e est le centre de pression relatif à l'axe B ; donc , pour une loi de pression A'B , la pression résultante P passe par le point e ; de même le point e est le centre de pression relatif à Taxe A ; donc, pour une loi de pression AB', la pression résultante P' passe par le
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point e'. Si ces deux lois de pression A' B et A B' existent simultanément, les pressions totales suivent encore une loi plane, car si on ajoute les ordonnées de deux plans, on obtient la somme de deux fonctions du premier degré, ce qui donne encore une fonction du premier degré. On voit sans peine que la loi des pressions totales sera A'B'; la pression cherchée est donc la résultante des deux forces P et P' ; nous allons démontrer que A'ee'B' est une ligne des résultantes auxiliaires de ces deux forces. Nous pouvons toujours tracer une ligne des résultantes A"ee'B" telle que e"e' soit le côté intermédiaire : il sutfit pour cela de prendre convenablement le pôle des résultantes auxiliaires. Si F est la résultante dirigée suivant le côté ee', ou obtient, eu prenant successivement A" et B" comme centres de moment, les équations :
F X TI" ^ P X Xë
d"où
F X BB" = P'X Be' ÂA'' P xÂe
BB" P'xBe' Les deux termes de ce rapport sont les moments des forces P et P' autour des axes A et B ; on peut les obtenir au moyen des pressions A A' et BB'. Soient z, l—z, les distances d'un élément d co aux axes A et B ; /; , la pression en cet élément, dans l'hypothèse de la loi A'B ; p' la pression au même point dans l'hypothèse de la loi A B'. On a :
f-- {l-^) P x'^-fpz.acùJ^fz{l-z)do
P'=-^^ P'xB^'-fmi-^}d<^=^yz{l-z
"ÂÂ."
La valeur du rapport . devient :
BJ5"
AT" ^ AÂ'
Mais on peut choisir la force auxiliaire suivant A'e, alors A A" = A A', donc BB" = BB'; alors la ligne A"<?e'B" vient coïncider avec la ligne A'ee'B'; donc les lignes A'e et B'<?' se coupent sur la pression résultante : ce qu'il fallait démontrer.
Ce raisonnement est vrai quels que soient les axes A et B, pourvu que les centres de pression soient calculés dans l'hypothèse où toute la section travaille, par extension comme par compression, s'il y a lieu. Nous avons supposé sur la figure que les axes A et B soient choisis aux extrémités de la section ; le théorème a alors une grande analogie avec celui que nous avons démontré dans le cas d'un joint rectangulaire. Discutons comme dans ce dernier cas (25) l'influence de la position du centre de pression C. Si ce centre est dans l'étendue ee', on a la loi du trapèze, c'est-à-dire que les pressions sont toutes positives; si ce centre vient en e ou e', on a la loi du triangle A'B ou AB'; si ce centre sort des limites ee', on trouve des extensions si la matière peut les supporter ; sinon , on a la loi du triangle sur une partie de la section. L'étendue ee' est la longueur du noyau central ; les points e, e' sont les extrémités de ce noyau.
955. Corollaire. — Soit G le centre de gravité de la section ; choisissons , pour appliquer le théorème précédent, les axes neutres A , G ; les centres de pression sont e' et un point à l'infini; donc G' e' et la parallèle A' E au joint, se coupent sur la pression résultante. Si on remplace l'axe A par l'axe B, on trouve que les droites G'e et B'F se coupent sur la pression résultante ; on peut donc énoncer le théorème suivant généralisation du théorème du n° 246 : en joignant les extrémités du noyau central à Vextrémité de la irression nioyentie, les droites ainsi obtenues déterminent sur la direction de la pression résultante, les pressions extrêmes CE et CF.
*^5G. Courbe des valeurs limites de H'. — Considérons d'abord les lois des pressions représentées (fig. 117) par les lignes A'B', A'I, A'2, A'3, A'B, AA' représentant la pression limite[; pour chacune d'elles on déterminera le centre de
pression par l'une OU l'autre des deux propositions précédentes. Ainsi supposons que l'on ait déterminé le centre de gravité G , et l'extrémité e' du noyau central , centre de pression relatif à l'axe A ; on trouvera tous les autres centres de pressions par le corollaire du numéro précédent , c'est-à-dire en joignant e' à l'extrémité de la pression moyenne : les droites ainsi obtenues coupent A'B' en un point de la pression résultante ; on obtient ainsi le point e relatif à l'axe B ; c'est l'une des extrémités du noyau central. Au lieu de porter en ordonnée la pression résul-
N tante N, nous pouvons porter la pression moj'enno — ;
un changement d'échelles suffit pour que les ordonnées ainsi
obtenues représentent N ; on obtient ainsi la courbe NM.
En écrivant une équation de moment autour du point e', on
obtient comme au numéro 247
Na' = -i^ >^ "^ '
- — est l'ordonnée d'un point de la courbe MN , a' est l'absw
cisse du même point , si on prend e' comme origine ; celle équation est celle d'une hyperbole rapportée à ses asymptotes. On trouverait de la môme manière l'équation de la courbe NP pour les centres de pression compris entre G et e'. Pour ce qui concerne les lois du triangle sur une partie du joint, il faut appliquer la première méthode du n" 252 ; les autres méthodes exigC'Ut que l'on recommence toutes les opérations pour cliaque axe neutre particulier. Les courbes MA et PB, qui complètent la solution du problème, sont des courbes d'une espèce qui dépend de la forme de la section du joint.
St»^. Caletil «I« la provision maximn. — On peut employer différentes méthodes ; la plus simple est celle qui consiste à appliquer le corollaire du numéro 255 ; on déter-
unne la pression moyenne que l on [wrte en oatonnée
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au centre de gravité G (flg. lll) en GG' ; on joint l'extrémité ë du noyau central au point G' , cette droite détermine en CH la pression maxima cherchée. Cette méthode exige* que l'on détermine au préalable les points G et e' ; elle suppose que toute la section travaille; en menant la droite A'G', on reconnaîtra si l'axe neutre est en dehors de la section et si l'hypothèse est vraie , sinon on recourt à la méthode suivante. Si le centre de pression C (fig. 118) est en dehors du noyau central, on sait a^yriori que l'on aura la loi du triangle , si les matériaux ne résistent qu'à la compression ; dans ce cas, il faut déterminer l'axe neutre par tâtonnements. Si on suppose deux axes neutres 0', 0" , on obtient par la méthode générale (252) les centres de pression C, C" ; soit C le centre de pression donné ; on porte en ordonnée les erreurs commises :
O'K' = ce 0"K" = CC" ;
en joignant K'K" , on détermine l'axe neutre 0 ; si cette
détermination n'est pas jugée suffisamment exacte , on
détermine le centre conjugué à l'axe 0 , on porte de nouveau
l'erreur commise en ordonnée , on trace plus exactement la
courbe KK' et on obtient plus exactement l'axe neutre
demandé. Ayant déterminé l'axe neutre, on a facilement la
section m' de la partie qui travaille, le centre de gravité G'
N de cette partie ; on porte la pression moyenne G' H' == — - ;
en joignant OH' , on obtient la pression maxima AA'.
Si on a eu soin de tracer au préalable la courbe des valeurs
limites de — pour une pression maxima AA' (fig. 117), on
peut trouver immédiatement la pression maxima connaissant la pression résultante. On détermine la pression
moyenne ; on peut toujours supposer que la pression
nconuu soit représentée par AA' alors le sera par
CD , si C est le centre de pression donné ; si on évalue CD = )}i en prenant AA' comme unité , on aura :
— :p = CD : AA', d'où /j = -L — .
N On peut aussi opérer graphiquement : soit CD' = — ; il
faut augmenter AA' dans le rapport CD à CD' , on obtient p = AA",
§ 3. Sections quelconques.
^5S. Relation entre Taxe neutre et le centre de pre!-!- «îon, — Si on conçoit que les pressions par unité de surface soient représentées géométriquement en tous les points do la surface pressée AB (fîg. 119), on obtient un tronc de cylindre ABB'A' ; attribuons à ce volume un poids spécifique égal à l'unité et prenons la surface AB comme plan horizontal conventionnel ; le poids de l'élément de cylindre qui repose sur un élément de surface rfw est précisément i^rfco , valeur de la pression qui sollicite cet élément; pour composer les pressions, il suffit donc de composer les poids des éléments du tronc de cylindre; il résulte de là que la pression tolale est le poids du tronc de cylindre ABB'A' et que le centre de pression C est la projection du centre de gravité G de ce volume. Soitj), la pression au centre de gravité de la section, la pression totale est :
= / pcU
Pi^-
La pression moyenne — est donc égale à la pression j)i au
centre de gravité.
Rappelons aussi les propriétés suivantes :
1° Si on plonge la section dans un liquide de telle manière que l'axe neutre soit à fleur d'eau , la loi des pressions est la même ou du moins les pressions varient dans le même rap-
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port ; donc le centre de pression est le même que dans le cas précédent.
2° Si on considère ;> comme la vitesse de la masse élémentaire cl'>i, vitesse due h une rotation convenablement choisie autour de l'axe neutre , ^rfoj est la quantité de mouvement de la masse û/ji\ la pression totale est donc la résultante des quantités de mouvement. Or, on sait ( 1) que la résultante des quantités de mouvement d'un système invariable est la percussion capable de produire l'état de mouvement; la pression totale est donc la percussion capable de produire les vitesses jj; c'est par conséquent au centre de pression qu'il faudrait frapper la section pour lui communiquer une rotation autour de l'axe neutre sans que cet axe éprouve de percussion ; en d'autres termes le centre de pression est le centre de percussion conjugué à l'axe neutre. Il est facile de voir que le raisonnement que nous venons de faire subsisterait encore si la surface pressée était hétérogène; on sait qu'alors il convient d'admettre la loi /> = Eo , E étant la raideur de la matière au point considéré, o l'ordonnée d'un plan; la ]^ve&iiioïï 2Khi djvient Eo rfco ; on considérera ^ comme une vitesse, Erfw comme la masse de l'élément dcù et on continuera de la même manière. Quelquefois ou rencontre des .pressions assimilables à des forces isolées : telles sont par exemple les pressions sur les pieds d'une table; si ces pressions s'expriment par dm, d'in'..., è, d'... étant les ordonnées d'un plan, on considérera les coefflcients m, m\ comme des masses fictives et il y aura encore identité entre le centre de percussion et le centre de pression.
3° Si la section est supposée matérielle, pesante et mobile autour de l'axe neutre fixé dans une position horizontale ,
(1) Ea vertu du principe de d'Alembert étendu aux percussions , il y a équilibre entre les percussions et les quantités de mouvement acquises prises en sens contraire. Dans le cas d'un solide soumis à une percussion, la résultante des quantités de mouvement acquises doit être équivalente à la percussion.
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on obtient un pendule composé dont Taxe d'oscillation passe par le centre de pression. En effet, on peut considérer la pression 2> comme représentant, à une certaine échelle, raccélération tangentielle de la masse rfo), pdcù est la réaction d'inertie tangentielle; il doit y avoir équilibre dynamique entre ces réactions pcl(A et le poids de la section ; mais si on transporte toute la masse au centre C des forces p cl « , ou reconnaît que le moment des réactions et le moment du poids
CD augmentent dans le même rapport — — ; donc l'équilibre dynamique existera encore ; le point C'se meut donc de la même manière, soit qu'il soit isolé en formant un pendule simple , soit qu'il soit invariablement lié au pendule composé; c'est donc un point de l'axe d'oscillation. On traiterait comme précédemment le cas d'une surface hétérogène.
M. Bresse a résolu d'une manière très élégante 'e problème de la détermination des centres de percussion en utilisant l'ellipse centrale d'inertie ( 1 ). Pour arriver à cette solution , nous rappellerons d'abord que l'ellipse centrale d'inertie s'obtient en portant sur les axes émergeant du centre de gravité 0 des rayons vecteurs inversement proportionnels au rayon de gy ration ; c'est-à-dire que l'on a :
' VT k formules dans lesquelles : I est le moment d'inertie autour d'un axe 0 H ; /j , le rayon de gyration correspondant ; p , le rayon vecteur OH de l'ellipse centrale d'inertie; a,|3des constantes. Si cl est la distance à l'axe 0 H de l'extrémité F du diamètre conjugué à OH, on sait que, d'après un théorème d'Appolonius , le produit od est constant; la formule
p = ►Ç- donne
(1) Voir à ce sujet la mécanique appliquée de M. Bresse, la résistance des matériaux de M. CoUigon, la statique graphique de M. Maurice Lévy.
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y étant une constante, c'est-à-dire que le rayon de gyration est proportionnel à la distance d; mais on peut supposer l'ellipse d'inertie tracée à une échelle convenable pour que y soit égal à l'unité; alors le rayon de gyration est égal à la distance d ; c'est cette ellipse d'inertie que nous supposerons tracée; alors on peut dire que dans le calcul du moment d'inertie autour d'un axe passant par le centre de gravité , on peut supposer toute la masse condensée à Textrémité du diamètre conjugué. En appliquant cette propriété aux axes principaux , on reconnaît que chacun des demi-axes de l'ellipse centrale est égal au rayon de gyration de la surface autour de l'autre axe : cela donne le moyeu de construire l'ellipse à l'échelle particulière que nous avons admise.
Soit à chercher le centre de pression conjugué à l'axe neutre E D ; M. Bresse mène dans l'ellipse centrale d'inertie le diamètre OD conjugué à cet axe neutre, détermine le point C par l'équation :
OC X 0D = Ôf' (1)
le point C est le centre cherché.
Pour le démontrer, soit :
p = ctœ-\-Çiij-^'/ (2)
la pression en un point x,y An plan; le centre de pression cc^ , S'a s'obtient par les équations :
Remplaçons^ par sa valeur, supposons que les axes principaux d'inertie soient pris comme axes coordonnés , remarquons qu'alors :
fxd(ù = fycl(ù=fxyd(ii = o, fx^d(ù = aia-, /?/*rfco = w6%
a , h étant les demi-axes de l'ellipse centrale d'inertie , on
trouve :
L'équation de l'axe neutre est évidemment :
ax -\-^y -\-y = 0.
Si on exprime ■ — , — au moyen de œ. et de p^ , cette équa- 7 7
tion devient :
Soit œ', p' le symétrique du centre de pression par rapport au centre de l'ellipse centrale d'inertie , on a :
l'équation (4) devient :
On reconnaît par cette équation que l'axe neutre est la polaire du point œ' ,y'; donc le point œ' , y' est le pôle de l'axe neutre ; on obtiendra ce point C par la relation
OC'x OD = OF*.
Quant au point cherché C, on l'obtiendra en portant OC = OC, c'est-à-dire que l'on a aussi :
OCxOD = ÔF*.
C'est ce qu'il fallait démontrer ( 1 ). M. Bresse a proposé d'appeler antipôle d'une droite, le symétrique du pôle par rapport au centre ; réciproquement la polaire du symétrique d'un point est Tanlipolaire de ce point.
(1) On peut aussi déduire celte relation du iliéorème de Poinsot sur la rotalioa des corjis. La pression P, étant considérée comme une per-
cussion , produit la vitesse du centre de gravité — — et une rotation autour
d'un axe conjugué dans reili|>soïde d'inertie au pian du moment de la
percussion; cette rotation n est donnée par : M Â* ?i = P X CO. Sin COPI.
On obtient une rotation unique à une distance ce du centre donnée par :
ccn= ; en éliminant n on trouve a? x CO. Sin 0 = 0 F sin^ 0.
JVl
Si D E est celte rotation , on a a; = 0 D sin 0 , d'où 0 D X 0 C = OF*.
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Il résulte de l'équation ( 1 ) que les distances OD et OC sont réciproques; selon que le point C s'approche ou s'éloigne du centre 0 , l'axe neutre s'éloigne ou s'approche du même point. Si l'axe neutre enveloppe le contour de la section , le centre de pression décrit un contour qui est l'autipolaire réciproque du premier. Selon que le centre de pression se trouve à l'intérieur ou à l'extérieur de ce contour, les pressions seront de môme signe ou de signe contraire. L'aire limitée par ce contour est le noyau central.
^50. .4ulre forme delà relallonprcecifonte. — Le centre de pression est le pôle de l'axe neutre relativement à une ellipse imaginaire que l'on obtient en multipliant les axes de l'ellipse centrale d'inertie par \/— 1 .
En effet, l'équation (4) de l'axe neutre est l'équation de la polaire du point x\ i/j dans l'ellipse :
5^ + fî-'-»- _ _
Les demi-axes de cette ellipse sont aV —\ , b\/ — \ : c'est ce qu'il fallait démontrer.
En mettant le théorème de M. Bresse sous cette forme , nous reconnaissons immédiatement que les figures formées par un certain nombre d'axes neutres et celles formées par leurs centres de pression satisfont aux propriétés des figures polaires réciproques ( 1 ). La construction del'elli])se centrale d'inertie est une opération assez longue ; cette ellipse étant construite, la détermination du pôle ou de la polaire exige encore certaines opérations : aussi nous n'appliquerons pas la méthode de Bresse; nous déterminerons 3 pôles , l'un d'eux pouvant être le pôle de l'infini ou le centre de gravité; nous ferons voir qu'alors on peut, par la règle seulement , trouver le pôle d'une droite quelconque, ou la polaire d'un point quelconque.
(1) M. Bresse a reconnu ces propriétés ; il en a dénaontré les plus élémentaires; l'idée de l'ellipse imaginaire rend ces démonsti'ations inutiles.
"iGO. Btéteruiiiialiou du centre de gravite et de deux centres de |»ressîon. — Les coordonnées du centre de gravité sont données par les formules :
fœdfji M
Vi =
f d(x> w fydo) N
f doi oi
Si Ton clioisit l'axe des y comme axe neutre, la pression en
un point est p = ))ix; les coordonnées du centre de pression conjugué à l'axe des y sont donc :
fpxd(xi f x*d(ù I
fî>d(o fxd(ù M *
fpyd'ii _ fœydoi _ J /2>doi ~~ fxd(ii M
Si on choisit Taxe des x comme axe neutre , la itression en un point est p = my , les coordonnées x^n ^ y^ du centre de pression sont :
fpxdfù J xyd'ii J
fpd(A Sydiii N fpnjdvs fy'ddi K
Les intégrales cù , M , N , I , J , K sont suffisamment définies par les équations qui précèdent; pour les obtenir, on construit les échelles des valeurs de x, x^, x^, y, y^, y^ ; on suit la méthode générale :s[ An = x{ flg. 120) , on a An' = x\ An" = x^; si Awi = y; A.m' ~ y'^ , A?n" = ?/', chacune des intégrales s obtient alors par une iatégration graphique ; on a eu effet :
oi, = I I dydx
= ^ffdi/d.{œ'} = \ff'^^V').(ioc
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I =jffd{œ').(l?j
K = - ffd{i/'} .dx.
Soit , par exemple , à trouver J , ou portera x^ en abscisse , ?/* en ordonnée; on intègre ensuite avec 4 pour base d'intégration ; on aura J = i- //d {x'^) d {y^}. Il est facile de voir
qu'il est inutile de transporter les différentes échelles, on peut les conserver dans leur position : ainsi pour trouver J , on prendra Ax' comme axe des X' , A^ comme axe des J , on voit aisément que P" m' est la direction de l'élément de l'intégrale. Connaissant les six intégrales précédentes , on obtient les six coordonnées au moyen de division graphique. On peut remarquer que les six coordonnées dépendent des rapports entre six quantités; il doit exister une relation entre ces six coordonnées; on trouve en effet :
Ui _ 1^ _ ^ .
De là cette propriété que nous retrouverons plus loin d'une autre manière : le point y dont les coordonnées sont ?j^ , x^, se trouve sur la droite AO qui joint l'origine au centre de gravite.
iSGt. Pvohlèmel. — Deux systèmes de points sont en invoiution sur une droite, construire le corLJugué d'un point connaissant deux groupes de points conjugués. Soient (flg. 121 ) À,« et B,& les deux groupes connus; soit à chercher le conjugué du point C. Menons deux droites OA, OB; tirons la sécante CA'B', joignons A'fi», B'a qui se coupent en S ; joignons S 0 , on obtient le conjugué du point C en c. En effet, supposons que le point C se déplace, la droite CB' A' restant, par exemple, parallèle à elle-même, le point c se déplace également et à chaque position du point C
correspond une position du point c et réciproquement. La relation entre ces deux points étant évidemment une relation algébrique, les différentes positions des points C et c forment deux systèmes de points homograpliiques.
Pour démontrer que cette homographie est la solution du problème, il suffit de taire voir qu'elle convient pour trois positions; on vérifie aisément quelle convient lorsque le point C vient en A , B , « ou b. La direction de la droite CB' A' étant quelconque , on trouve comme corollaire que si la droite CA' tourne autour de C, le point S décrit la même droite Oc.
Cette construction peut se modifier de différentes manières ; on peut supposer que les droites OA , OB deviennent parallèles, le point 0 se transportant à rinflni. Au lieu de faire la construction sur la droite CAB, on peut aussi la faire sur une perspective C'B'A', ou sur une projection CPQ de cette droite, car la démonstration est encore applicable après ces modifications.
"iG'i, Problème II. — Connaissant les centres de iwesslon?i,\) (fig 121), conjugués à deux droites OA,OB, trouver i° le centre dépression conjugué à une droite 0 G passant 2^ar r intersection des deux premières; 2" Caxe neutre coiyugué à un centre de pression c situé sur la droite ab.
Lorsque la droite OC tourne autour du point 0, son pôle c décrit la droite ab\ réciproquement si le point c se meut suraô, sa polaire tourne autour du point 0; démontrons d'abord que les points C et c sont en involution. En effet , à un pointe correspond une seule droite OC, et à une droite OC correspond un seul pointe; la relation qui unit les deux points , étant évidemment une relation algébrique , doit être du premier degré ; il y a réciprocité, car si le point C vient eu c, on doit cliercher le pôle de Oc; ce pôle est le point C, intersection des polaires des points 0 et c de la droite Oc. Donc C et c sont en involution. On est donc ramené au problème précédent : on connait deux groupes A, d et B, 6 d'une
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involution, trouver le conjugué du point C ou celui du pointe. On applique la construction précédente en se servant naturellement des droites déjà tracées OA et OB. Si on représente sur un plan vertical de projection CQ la loi des pressions par la trace CQ' du plan des extrémités de ces pressions, on pourra effectuer la construction sur ce plan vertical , en utilisant la trace CQ'; on joint à cet efiet Q^^) et P'g; ces droites se coupent en un point que l'on projette sur al); on obtient le pôle cherché c. Cette construction est la généralisation du théorème du numéro Soé.
*^G3. Corollaires. — 1° Le pôle d de la droite A'B' doit se trouver sur la droite Oc polaire du point C, donc le triangle 0 A'B' et son réciproque a hd sont homologiques ( 1 ), Taxe d'homologie est la polaire du point S.
2° Si le point C se transporte à Tinfini, la droite Oc devient la polaire d'un point à l'infini ; donc elle devient la droite 0 0' qui passe par le pôle de liulini 0'; si l'on suppose que la droite CA'B' reste parallèle à elle-même, les points A'B' se transporte aussi à l'infini; les droites «S, & S deviennent des parallèles ay , &-/ aux droites OB et 0 A ; de là on déduit la propriété suivante : connaissant les pôles a et & de deux droites OA et OB, on mène par a une parallèle à OB, par & une parallèle à 0 A , ces deux droites se coupent sur la droite qui joint le point 0 au pôle 0' de l'infini. Cette propriété est la généralisation de celle que nous avons déjà reconnue pour le cas de deux axes rectangulaires ( 260 ).
*^04. Problème III. — Connaissant les pôles a, b de deux droites parallèles A A' , BB' (fig. 122), trouver le pôle â^une troisième droite CC parallèle aux deux autres ; réciproquement trouver la polaire dhin point c de la droite a b.
(1) Deux triangles sont homologiques quand les droites qui joignent les sommets correspondants se coupent en un même point; les côtés correspondants se coupent sur une droite qui est l'axe d'iiomologie.
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Ce problème est un cas particulier du précédent ; il suffit de supposer que le point 0 de la figure 121 se transporte à l'infini ; la même construction s'applique sans aucune modification ; on mène CB'A', on joint A'b, B'a qui se coupent en S ; par ce point S on mène une parallèle Se aux droites données ; le point c est le pôle cherché.
Le problème inverse : trouver la polaire CC d'un point c , se résout par la construction inverse : on mène cS , par S ■ on trace Sa, S 6 qui déterminent B' et A' ; on joint A'B' qui coupe AB au point C ; la polaire demandée est CC Comme la relation C et c est réciproque, oa peut a[)pliquer la construction directe au point c, et la construction inverse au point C. On remarquera que la droite a b est la polaire de l'intersection des droites AA', BB' ; cette intersection est à l'infini ; la droite a b passe donc par le pôle de l'infini.
!î«5. Problème B¥. — Connaissant le xmle a (Xune droite A .V et le pôle de V infini /, trouver le yôle d\me droite quelconque CC _parallèle à la première (fiçj. 122) ou réciproquement trouver la polaire d\m point c situé sur a/. ' '
Ce problème est un cas particulier du précédent ; il suffit du supposer que la droite BB' se transporte à l'infini pour que le pôle connu devienne I; menons CA', joignons A'I, et par a menons une parallèle à CA' ; ces deux droites se coupent en un point T par lequel on mène une parallèle Te à la droite donnée , on obtient le pôle c demandé.
Ou arrive à une autre construction en considérant IF comme polaire d'un point à l'infini; on joint Va, on mène A'H parallèlement à AC , par le point de rencontre H de ces deux droites, on mène une parallèle Hc à la droite donnée , le point c est le pôle cherché.
Le problème inverse se résout par la construction inverse ; mais, comme dans le problème précédent, on peutappliquer la"construct ion directe au point c, la construction inverse au point C.
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d07. ■*rol»lènic \. — Connaissa7it les pôles a, b, c (fig. 123) de trois droites BC, CA , AB, trouver : 1° le pôle d'une droite quelconque, 2" la polaire dhin point quelconque.
Soit D E la droite donnée que nous considérons comme faisant partie de la figure abc \ le pôle cherché est l'intersection des polaires des points D et E de cette droite ; si on choisit ces deux i)oints sur les côtés du triangle abc, on sera ramené au problème II (262). On mène la droite DA; on tire B'^, Art qui se couiient eu un point que Ton joint au ])oint C ; la droite Cd ainsi obtenue est la polaire du. point D. On trouve de même la polaire Brf du point E. Ces. deux polaires se coupent au pùle cherché. Pour trouver la polaire du point d , on joint les pôles des droites dC et dB.
"i^H. Problème VI. — Connaissant les pôles de deux droites et le pôle de rinfini , trouver le pôle d'une droite quelconque et la polaire d'unj^oint quelconque.
Soient (fig. 121) : a, b, les pôles des droites OA et OB; 0' le pôle de l'infini ; proposons-nous de chercher le pôle d'une droite quelconque A'B'. Cette droite A'B' coupe les droites O'a , O'b prolongées aux points A" et B" dont on peut trouver les polaires par la méthode du numéro 265. Ainsi pour trouver la polaire du point B", on se sert de la droite déjà tracée B"B' , on joint B'O' , on mène b\ù parallèlement à B"B', ^y est la polaire du point B" ; on trouve de même la polaire du point A" eu menant A'O', ax et y.x ; les deux polaires [iy et v.x se coupent au pôle d de la droite A'B'.
Réciproquement soit à chercher la [)olaire d'uu point quelconque rf ; parce point on mène deux droites xd, yd parallèles aux droites OA et OB ; ou eu cherche les pôles par la construction du numéro 265 (problème inverse). Ainsi pour avoir le pôle de la droite yd , on joint un point M de cette droite aux pôles 0' et & ; la droite MO' coupe en N la polaire de b , la droite M6 coupe à l'infini la polaire du point Ô' ; on mène NB'' paiallèlement à Mi> ; on obtient sur 0'^ , le [iôle B" de yd. On obtient de même le pôle A" de xd. Ces deux pôles déterminent la polaire A"B" du point d,
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'iG9. ;t|>|>licalion«. — Le problème à résoudre est
ordinairement le suivant : connaissant la pression totale
sur un joint, déterminer les pressions eu chaque point et
notamment la pression maxima.Pour résoudre ce problème,
ou détermine Taxe neutre par Tune des méthodes précé-
N dentés, on calcule la pression moyenne qui cstlapres-
sion au centre de gravité ; le plan qui limite les droites qui représentent les pressions, est alors complètement déterminé par l'axe neutre et l'extrémité de la pression moyenne.
Soit(flg. 119) C le centre de pression, P]D l'axe neutre ; prenons un plan de projection perpendiculaire k l'axe neutre, la loi des pressions est représentée par une droite E.V que l'on obtiendra en portant au-dessus du contre de gravité
de la surface H' = — et en joignant El'; on obtient alors les
pressions maxima et minima AA' et BB'.
Pour déterminer l'axe neutre, conuaissaut "le centre de pression, on peut appliquer la méthode de M. Bresse qui suppose tracée l'ellipse centrale d'inertie, ou bien déterminer comme au numéro 2ô8 le centre de gravité et deux autres centres de pression. On reconnaît aisément qu'il faut précisément le même nombre d'intégrales pour déterminer ces trois derniers I oints, ou i)Our déterminer l'ellipse centrale d'inertie; mais lorsque les coefficients de cette ellipse sont trouvés, il faut encore certaines opérations pour trouver la polaire d'un point donné ; ce sont ces opérations que nous remplaçons (268) par une construction fondée sur l'emploi de la règle. Lorsque la section a une forme géométrique, nous verrons que presque toujours on peut trouver le centre de gravité et deux centres de |)ression directement sans aucune intégration.
Jl nous reste à examinr le cas où l'axe neutre traverse la.section ; on obtient alors des extensions et des compressions ; dans les maçonneries , les extensions ne peuvent pas se produire; l'axe neutre déterminé par la méthode précédente ne convient pas, l'axe neutre véritalde ne j)eut s'ob-
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tenir que par des calculs impraticables; on peut le déterminer par tâtonnements de la manière suivante. Si l'on se donne l'axe neutre , on connaît exactement la partie de la section qui travaille , on trouvera le centre de pression par quelques intégrations graphiques (260). On choisit trois axes neutres BD, DA, AB (fig. 124) qui donnent trois centres de pression a, b, d aussi rapprochés que possible du centre de pression connu c; on joint cd qui coupe ab en e. On obtient approximativement l'axe conjugué au point <^ , par une interpolation entre les axes conjugués aux points a etb; on prendra, par
AE (i(i exemple. — = — ^. On interpole de même entre les axes ^ EB eb
conjugués aux points e et d pour obtenir l'axe conjugué au
point donné c. Si cette première détermination ne donne pas
assez d'exactitude , on peut réduire l'erreur par une nouvelle
opération; on détermine le centre de pression conjugué à la
droite obtenue; puis, profitant des points déjà connus, on
cherche deux autres centres très rapprochés du centre
donné. On conçoit que par des opérations successives, on
puisse obtenir autant d'exactitude qu'on le désire.
•Î70. Triangle. — i^'' cas. — L'un des côtés est l'axe neutre. Soit le triangle ABC ( fig. 1 25 ) ; si BC est l'axe neutre, la pression totale est le poids d'un tétraèdre représenté en élévation par HDF , on trouve aisément que ce poids tombe au milieu b de la médiane AI.
2^ cas. — L'axe neutre est la droite AA' menée par un des sommets parallèlement au côté opposé. La pression totale est le poids d'un tétraèdre représenté en élévation en DEF ; on trouve aisément que le centre de pression a est aux trois quarts de la médiane AI à partir du sommet.
5« cas. — L'axe neutre est une droite KK' parallèle à l'un des côtés BC. On applique la construction du n° 264 ; on mène une droite K'A'B' , on joint A'b , B'a ; par le point de rencontre cl" , on mène une parallèle à BC , qui détermine le centre de pression d. On peut aussi effectuer cette construction sur l'élévation ; soit HE la loi des pressions , joignons H6' Ea' qui se coupent en d' que nous rapportons en d sur
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la médiane. Le problème inverse se résout par la construction inverse.
Cas général. — Déterminons le centre de gravité du triangle et les centres de pressions conjugués à deux côtés du triangle ; on peut alors i:ésoudre le problème général (268). On peut évidemment trouver une grande variété de construction en se servant d'autres centres de pression obtenus par les constructions précédentes.
^îl. Parallôlog-raiiiiiie. — i"'" cas. — L'axe neutre est l'un des côtés du parallélogramme. Soit (flg. 126) ABCD le parallélogramme; si AD est l'axe neutre, la pression résultante est le poids d'un prisme représenté eu élévation par EHF; ce poids tombe aux deux tiers du diamètre IL. On trouve de même les centres de pression &, c, cl conjugués aux trois autres côtés ; le parallélogramme ahcd est le noyau central.
2^ cas.— Trouver le centre de pression conjugué à un axe parallèle à l'un des côtés ; réciproquement trouver l'axe neutre conjugué à un centre situé sur un diamètre du parallélogramme. Soit K K' l'axe neutre donné ; on mène K' G H , on joint G &', Ha' et, par l'intersection de ces deux lignes, une parallèle à KK' qui détermine le centre k. Si on donne le centre h , on obtient l'axe neutre KK' par la construction inverse. On obtient d'autres solutions de ces problèmes , eu utilisant le centre de gravité du parallélogramme.
Cas général. — Trouver le centre de pression conjugué à un axe neutre donné; réciproquement trouver l'axe neutreconjugué à un centre donné. L'axe neutre donné coupe les deux diamètres du parallélogramme en deux points dont on cherche les polaires par la construction précédente ; ces polaires se coupent au point demandé. Si on donne le centre de pression, on mène par ce centre deux parallèles aux diamètres du parallélogramme ; on cherche les pôles de ces deux droites par la construction précédente; l'axe cherché passe par ces deux pôles.
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•^7'î. Trapèze. — i«'' cas. — Lor-sque l'axe est à rinfini, le centre de pression est le centre de gravité que l'on trouve par des méthodes connues.
2^ cas. — L'une des bases est l'axe neutre. Soient (fig. 127 ) : A B CD le trapèze, AD l'axe neutre. La pression totale est le poids d'un prisme triangulaire dontEFG est la coupe. Le centre de gravité du prisme se trouve dans le [)lan diamétral IL; cherchons sa position en projection sur EF. Lorsque EF G est considéré comme la section du prisme, l'axe neutre est S S'; on obtient le centre de gravité de ce prisme au moyen de la construction du second cas du numéro 270. On divise EF en deux parties égales par le point;,', on joint H-/; on divise y F en deux parties égales par le point a , on joint G c ; les droites H -/ et G a se coupent sur la ligne projetante du centre clierché, que l'on obtient en a. On obtient de même le point &, centre de pression conjugué à la base BC.
5® cas. — Axe neutre parallèle aux bases. On peut obtenir le centre de pression conjugué à un axe parallèle aux bases, ou réciproquement l'axe neutre conjugué à un centre situé sur IL par les constructions des numéros 264 et' 265; on peut se servir des points a, ô, ou de l'un de ces points et du centre de gravité. Ainsi , par exemple , s'il s'agit de trouver le centre de pression conjugué à l'axe S S', on se sert de la droite SHG, on joint H&' et G a'; ces droites se coupent sur la droite s's qui détermine le centre de pression s. La droite6''5 est la polaire de S ; tout axe passant par S , a son pôle sur 5 6-'. 4^ cas. — L'axe neutre est l'un des côtés non parallèles CI). 'Il résulte de la remarque que nous venons de faire que le centre de pression est sur la droite s's. Mais , d'autre part , le problème revient à chercher le poids d'un tronc de pyramide de sommet S et de base triangulaire ; le centre de gravité est sur la droite qui joint le sommet S au centre do gravité de l'une des bases; on voit aisément que cette droite se projette en Se sur la droite qui joint le sommet S au tiers de CB; cela détermine le pôle cherché c. On trouve de même le point r/ conjugué à l'axe A B. On obtient ainsi le noyau central adhc.
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Cas général. — Le cas général donne lieu à une grande variété de construction puisqu'on peut se servir de trois centres de pression connus; on peut clioisir parmi les quatre points a,l),c,d et le centre de gravité. On peut aussi employer la méthode suivante : l'axe neutre donné coupe les droites S L et s s' en dcmx points dont on cherche les polaires ; ces polaires se coupent au centre cherché. Si on donne le centre de pression , on mène par ce centre une parallèle aux bases du trapèze, et une droite passant par le sommet S; on cherche les pôles de ces deux droites ; l'axe neutre cherché est la droite qui passe par ces deux points.
'i79. Qiiadrîlaièi'e. — i^r Q^^g^ __ L'axe neutre est à l'infini. Le centre de pression est le centre de gravité.
P« cas. — L'axe neutre est l'une des diagonales. Soient : ABCD le quadrilatère ; BD l'axe neutre. Les pressions sur le triangle BDC se composent en une résultante qui est le poids d'uo tétraèdre; les pressions sur le triangle AD B sont de sens contraire et se composent aussi en une résultante qui est le poids d'un tétraèdre; ces deux poids sont appliqués aux milieux E et F des médianes AletCI; ils sont entre eux comme OC : OÂ ou comme KF" : KE'. On déterminera le centre de pression a par la condition :
«E : aF = KF : KE
Soient mKM une perpendiculaire à BD , Kn = K)7^ , MN une perpendiculaire sur Mu , on trouve :
KF KM KN
KE Kn Kn
Portons ES = KN , TS =- Kn ; la parallèle Sa à TF détermine le centre de pression a.
Autre construction. — Prenons un plan vertical de projection perpendiculaire à BD; les deux points à composer peuvent être considérés comme les poids de deux triangles
0'PV/,0'Q'^',sionporteO'iy= - O'E', OV/ — - O'F'.Cesdeux
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triangles constituent dans un sens algébrique, la surface du trapèze comprise entre la droite P'Q' et la ligne de terre; en joignant les points P' , Q' aux points qui divisent la droite ^y^ en trois parties égales, on obtient deux droites qui se coupent en a" sur la projetante passant par le point a.
•Jl 1. Polygone. — Pour une loi de pression déterminée, on en est amené à chercher le centre de gravité d'un tronc de prisme ; on peut le diviser en prismes triangulaires ou même en tétraèdres. Il faut de cette manière chercher le centre de pression, pour deux axes neutres et déterminer le centre de gravité du pol3'gone ; on peut alors résoudre tous les autres problèmes.
!Î75. Principes de la superposition des lois planes. —
Supposons qu'une surface soit sollicitée par des pressions données par la formule
dans laquelle x, y sont les coordonnées d'un point , p la pression par unité de surface (ou par unité de masse, si l'on attribue aux éléments de la surface une densité conventionnelle). Comme les pressions i:> peuvent être représentées par les ordonnées d'un plan , on peut dire qu'elles obéissent à une loi plu7ie. Supposons que simultanément des pressions soumises à différentes lois planes :
p = ax ■]- Çty -^ y
p' = aJx -\-^'y + '/, etc. ,
on aura en chaque point des pressions qui suivront aussi une loi plane :
2|j = xlcf. -f- ?/2|3 -h 2'/.
La pression totale s'obtiendra en composant les pressions résultantes dues à chacune des lois planes. Si on connaît (flg. 129) les centres de pression a,b,c, conjugués à trois axes neutres BC , AC , AB , on peut en appliquant ce principe trouver la pression résultante pour une loi plane quelconque. Soient h, h', h" les pressions en A , B , C ; on réalisera ces pressions en supposant les trois lois de pressions suivantes :
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1° pression h en A, l'axe neutre étant BC ; 2° pression Ji' en
B , Taxe neutre étant AC ; 3° pression A" en C , l'axe neutre
étant AB, On est ainsi ramené à la composition de trois forces
appliquées en a, b, c; ces forces ont pour valeurs la section
multipliée par les pressions partielles au centre de gravité;
ainsi par exemple la force appliquée au point a est égale à
GCV ù) X h — -, , si AA' et GG' sont les distances à l'axe neutre AA'
BC du point A et du centre de gravité G : cela résulte de ce
que les pressions en deux points sont entre elles comme les
distances à l'axe neutre.
Réciproquement si on donne la pression résultante , on la
décomposera en trois forces appliquées aux trois centres de
pression a, b, c; pour chacune des composantes , on trouvera
une loi de pressions ; on obtiendra les pressions cherchées en
superposant ces trois lois. Ainsi la pression en A sera , si
P' est la force appliquée en A :
/? = z= . AA'.
w X GG'
On trouvera de même les pressions aux deux points B et
C. On peut aussi utiliser la composition des rotations en considérant les pressions comme des vitesses linéaires , les axes neutres comme des axes de rotations ; aussi la force P' produit une rotation n autour de BC dont la valeur est donnée par l'équation :
P' - co X n X GG'.
On est amené à composer trois rotations analogues à n pour obtenir la rotation résultante dont l'axe est l'axe neutre cherché. On peut se proposer comme exercice de démontrer par la composition des rotations les théorèmes des numéros 261 à 268.
^ lO. Triangle. — Prenons successivement les trois côtés du triangle comme axes neutres ; nous savons déjà (270) que les centres de pression tombent aux milieux des médianes ; les trois forces sont les poids de trois tétraèdres de même
base; elles sont donc proportionnelles aux hauteurs hlVh" ; on obtient donc le centre de pression en composant les pressions aux sommets du triangle transportées aux milieux des médianes.
^7 7. Parallélogramme.— ire 5(5^^^^^-^^ _ Soient (fig. 126) le parallélogramme ABCD ; w, sa surface; h, 1i\ h" , h'" , les pressions aux sommets A , B , C, D. Si nous prenons d'abord un axe neutre à l'infini, nous obtiendrons sur toute la surface une pression uniforme que nous désignerons par x; la pression résultante est appliquée au centre du i)arallélogramme et a pour valeur wic. Prenons ensuite le côté A B comme axe neutre et supposons une [)ression ?/ sur le cûtéD C ; la pression résultante est le poids d'un prisme triangulaire,
elle a pour valeur ro -^ et est appliquée en d au tiers du diamètre NM. Prenons de même le côté AD comme axe neutre et supposons une pression z sur le côté BC, nous obtiendrons une pression résultante co -^ appliquée en a au tiers du
diamètre IL. Déterminons œ,y,Z(\e manière que ces trois lois de pressions produisent la loi proposée; pour y arriver , posons :
Pression en A . . .
On tire des trois premières :
La dernière conduit à la relation :
relation qui doit exister entre lesquatre presseurs/?, /<',/<", //'"
si elles obéissent à une loi plane. Les trois forces qu'il s'agit
de composer et qui .sont appliquées en 0, a, d, sont donc
„ , , h' — Il It" - h' Ti'" — h ])roi ortiounelles a li , — - — , =
cc-\- z =
oc-\-y^-z,^
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2^ solution. — Prenons comme axes neutres les quatre côtés du parallélogramme; en prenant le côté AI) comme axe neutre et une pression x sur le côté opposé , ou obtient
une pression résultante —- v*? au point a, ou deux forces
— X aux tiers B' et C des diagonales ; en opérant de même
pour les quatre côtés DA, AB, EC, CD, en adoptant les pressions x, y, z,u sur les côtés opposés, on obtiendra quatre forces aux tiers des diagonales A', B', C, D'. La force
• au point C sera - [x + y) ; mais la pression en C est ./; + y,
m/i" donc X -j- 7/ = h"; la force appliquée en C est donc — . On
obtient de même les trois autres forces; en supprimant le lacteur commun —, on est amené à composer des poids h,
h,' /i", h'" appliques aux tiers des diagonales.
27». Quadrilatère. — Soient (fig. 128) ABCD le quadrilatère , II, h\ h", li'", les pressions aux sommets A, B, C, D. Divisons le quadrilatère en deux triangles de surfaces w = ABC, m' = ADC ; les pressions sur le triangle ABC se c()mi)0sent en trois forces quisont les poids de trois tétraèdres ayant pour base commune w et pour hauteurs respectives /i, h', h" ; le poids de chacun de ces tétraèdres peut se remplacer par quatre poids égaux au quart de chacun d'eux appliqués en leurs sommets; on obtient ainsi les trois forces suivantes :
en A ~ (2/1 i- h' -f- h") = ^ {U ^ h- h'")
en B ~ {h -K 2 h' + h") = ^^ [Ifi + h' - h'")
en C ~{h^h' -^ 2h") = ^^ {Ih + à" - h'").
Les pressions sur le triangle ACD se composent de la même manière en 3 forces qui sont :
en A ^^ {Ih +h- h')
â42 INTÉGRATION GRAPHIQUE.
en C -^ {Ih -\- h" — h')
en D -^ {Ih + h'" — h').
On trouve en composant les deux forces appliquées en A et les deux forces appliquée en C, les quatre forces suivantes :
en A F = ^^ {Ih + h) ^g
en B F' = •— 1/< +
6)/<" + fji'h'
en C F" = '^-:^{lh + /i") - j ^^
en D F"'== — Ih -\ —
Transformons ces expressions en introduisant la eection totale û = 0) + w' ; remarquons que les triangles ABC et ACD ont même base AC et que leurs hauteurs sont entre* elles comme les droites OB et OD ; on a donc :
OB OD D'autre part, si on appelle r, la pression au point 0 , on a:
OB ^ OD
•ri -h' ~ h'" — Yi'
On a donc :
On tire de là :
w {h'-h'") = Llih'-r,) (ù' ih'"- h') = 9.{h"' — r,) co7i'+w"/i" = i2y;.
Les valeurs des quatre forces à composer deviennent : 9 O
Si on examine les valeurs de F, F', F", F'", on s'aperçoit
que si la pression était uniforme et égale a -j-, les premiers
termes resteraient les mêmes , les seconds termes s'annuleraient ; donc les premiers termes représentent quatre forces nui se' composent en une force unique égale au poids d'un
prisme de base Û et de hauteur^; ce poids — 1/^ est
appliqué au centre de gravité du quadrilatère. Il reste alors à composer cette force avec quatre forces appliquées aux sommets et représentées par les seconds termes. Supprimons dans l'expression de ces cinq forces le facteur commun 0 , on est ramené à composer les forces suivantes :
?dL au centre de gravité du quadrilatère ;
^'' ^ "^ ~ ^ .'' ~ ^' aux quatre som-
mets du quadrilatère.
Autre construction. — Ou peut aussi obtenir le centre
Ih ,.
de pression en composant deux forces : 1° une force — appliquée au centre des pressions /?, W, h", h'", rapprochées du centre de gravité du quadrilatère de manière à ce que leurs distances à ce centre soient le quart de leurs valeurs primitives ; 2" une force ^^ au centre des moyennes distances des
quatre sommets du quadrilatère.
En effet, reprenons le résultat précédent et composons les
forces — —,-, — , — d'une part, et les forces -— ,
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d'autre part. Les l'orces -_- , —, —, — douneiit une résultante Y^ que Ton compose avec — en divisant la droite qui
joint leurs centres en quatre parties égales ; on doit ainsi rapprocher le centre des pressions h , h\ h", h'" du centre de gravité, de telle manière que la distance de ces deux points soit quatre fois plus petite que la distance primitive; on arrive au même résultat en rapprochant les pressions h, h', h", h"' dans le même rapport avant de les composer ; la résultante appliquée au point que Ton obtient ainsi a pour valeur
Ih Ih là — r,
\- -— = -7—- Les quatre ibrces —^ aux 4 sommets se
composent en une force — -^ appliquée au centre des moyennes distances des 4 sommets. Il reste à composer les forces
— et — — ^ , ce qu'il fallait démontrer.
'i79. Iles »ieclion<!i «lVgali> înerlîe. — Si ou transforme une section en une autre de même .surface (ou de mèmema.s.se) et de même ellip.se centrale d'inertie , les relations entre les pressions résultantes et les pressions en chaque point ne seront pas changées ; ces sections peuvent être appelées sections d'égale inertie, car on reconnaît aisément que les moments d'inertie autour d'uD axe quelconque sont égaux. Si pour trois axes neutres, les centres de pression sont les mêmes pour deux surfaces équivalentes ou de même masse, ces surfaces sont d'égale inertie; en effet, il résulte du problème du numéro 267 que tous les autres centres de pression et le centre de gravité coïncident pour ces deux surfaces. Pour une même loi de pression , la pression moyenne est la même et par suite la pression totale qui est égale à la pression moyenne multi[>liée parla surface ou la masse, est aussi la même et appli(iuée au même point pour les deux sections. Il résulte de là que quelque compliquée que soit la forme de la surface pressée, on peut toujours y substituer une forme plus simple pour déterminer les relations entre les axes
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neutres et les centres de pression. Nous allons donner deux exemples de cette transformation.
l^'' exemple. — Transformation d'une section en trois points. Soient (fig. 130) a le pôle de la droite bc ; h un point quelconque cette droite , crt sa polaire ; alors ah sera aussi la polaire de c ; le triangle possède alors la propriété d'être lui-même sa figure réciproque : ce triangle est dit autopolaire. Considérons la section w comme une section matérielle de densité 1 ; décomposons la masse w en 3 masses w', a»", w'" appliquées en a, h, c de telle manière que le centre de gravité ne soit pas déplacé; il est facile de voir que nous aurons ainsi transformé la surface en 3 points de même inertie. En effet, pour chacun des axes al), bc , ca , les centres de pression sont évidemment conservés. Si on demande le centre de pression pour une loi de pression qui donne li' h" h'" aux points a,J),c., on considérera 3 axes neutres l)C,ca,ab oX respectivement les pressions h\ h", h'" sur les sommets opposés ; on obtiendra trois forces co' h' , w" h" , w'" h'"; en composant ces trois forces , on obtiendra la pression résultante demandée. Réciproquement si on donne cette pression résultante , on la décompose en trois forces P', P", P'" appliquées en a,b,c; la première produit une pression h' en a donnée
P' par la formule P' = o)'h' ; d'où /?' = — r ; de même les deux
pu prr»
autres produisent en b et en c des pressions /<"= —-,/i"'= — rr ;
w" co'"
en superposant ces lois de pression , on obtient les pressions
cherchées.
Si le triangle autopolaire est choisi de telle manière que
le centre de gravité 0 de la surface soit aussi le centre de
gravité du triangle, les masses w' m" w'" sont égales à-p-;les
forces à composer sont proportionnelles aux pressions/i',^",^i"'. Pour obtenir un pareil triangle, on commencera par déterminer le pôle A d'une droite BC telle que AO = 20 I; on obtient A 0 et 01 par les équations :
AO X 01 = ao X 01 = 0^
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p étant le rayon de l'ellipse centrale d'inertie dirigé suivant OA; si ona AO = 201, on tire
AO = p \/2", 01 = -^
La valeur de AO montre que le triangle est inscrit dans une ellipse semblable et concentrique à l'ellipse centrale d'inertie ; la valeur de 01 montre que ce triangle est circonscrit à une autre ellipse semblable et concentrique aux deux précédentes. Ces trois ellipses peuvent être considérées comme les projections de trois circonférences concentriques
de rayons «, a \^2, — ^r, « désignant le demi-axe de l'ellipse l/'2
centrale d'inertie. Le triangle dont il s'agit est la projection d'un triangle équilatéral inscrit dans le cercle de rayon «\/2
et circonscrit au cercle de rayon —3:.
Deuxième exemple. — Transformation en un triangle. 11 s'agit de déterminer (fîg. 131) un triangle ABC dont le réciproque a, h, c ait pour sommets les milieux des médianes du premier triangle. Si on attribue à ce triangle la même masse co qu'à la surface donnée , le triangle sera un triangle de même inertie que la surface donnée. En effet pour les trois axes neutres AB , BC, CA, les centres de pression sont conservés. On doit avoir :
«OxOI = p% «0 = ^,
d'où : 01 = p V2 , AO = 2 p 1/2.
En raisonnant comme précédemment, on reconnaît que le triangle cherché est la projection d'un triangle équilatéral inscrit dans un cercle de rayon 2a V2, l'ellipse centrale d'inertifî étant la projection d'une circonférence de raj^on a concentrique au précédent.
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§ 4. Digression sur quelques centres de gravité,
'580. Tronc de prisme ou «le cylindre. — On sait que le plan diamétral dïin volume homogène contient le centre de gravité de ce volume; or, dans un tronc de cjiindre les deux plans de troncature forment une surface du second degré ayant un plan diamétral passant par l'intersection des deux plans (ou peut démontrer géométriquement cotte propriété). Ce plan diamétral détermine dans le cylindre une section médiane; sur un élément f^-o, on peut construire un filet cylindrique droit ou oblique , le poids de ce cylindre peut être assimilé à une pression exercée sur l'élément rfco; cette pression est évidemment l'ordonnée d'un plan ; elle est généralement oblique, mais on peut la rendre normale sans changer le centre de gravité qui devient alors le centre de pression conjugué à l'intersection des plans de troncature par rapport à la section médiane.
Tout ce que nous avons dit des centres de pression s'applique à la recherche du centre de gravité d'un tronc de cylindre. Lorsqu'il s'agit simplement d'obtenir la génératrice passant par le centre de gravité , alors il est inutile de considérer la section médiane ; on peut effectuer les constructions dans une des troncatures ou même dans une section quelconque; lorsque cette section contient l'intersection des plans de troncature , cette intersection est l'axe neutre, sinon c'est "la projection de cette intersection par un plan projetant larallèle aux génératrices. Ce qui précède s'applique aussi au centre de gravité de la surface cylindrique ou prismatique et même dans le cas du prisme au centre de gravité des arêtes : dans le premier cas , la section que l'on doit considérer est le contour ou le périmètre de la section médiane ; dans le second cas c'est un système de points de même masse.
^8B. Surface on volume de révolution. — Considérons le volume engendré par une surface située dans un plan qui tourne autour d'un axe de révolution ; le volume élémen-
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taire engendré par une rotation angulaire rf0, peut être assimilé à un tronc de cylindre; ce volume est r.rsids , si t: est le poids spécifique , w la section , cls\e chemin décrit par le centre de gravité de la section ; le centre de gravité de ce volume élémentaire est le centre de pression conjugué à l'axe de révolution pris comme axe neutre; on peut considérer le poids du volume élémentaire comme le poids de l'arc élémentaire ris' décrit par ce centre de pression, en attribuant à cet arc un certain poids spécifique r' ; soient Xi , Xi les distances du centre de gravité et du centre de pression de la section à l'axe de révolution, R le rayon de gyration de la section autour de l'axe de révolution, k le rayon de gyration autour d'un axe mené par le centre de gravité de la section parallèlement à l'axe de révolution ; on a :
T.<j)dS = -'ri5' ,
ds _ Xt
do Ju^
d'où -==;:c,£l.
On a aussi x^, Xi=^R^ = k^ + x^^ ; la valeur de r' devient :
Il résulte de là que le centre de gravité du volume engendré par la rotation d'une section plane autour d'un axe situé dans son plan, est identique avec le centre de gravité de l'arc décrit parle centredepressionconjuguéàraxede révolution.
Le même raisonnement s'applique au centre de gravité de la surface de révolution engendrée par une courbe située dans un plan qui tourne autour d"uu axe de ce plan ; mais alors le centre de pression doit être déterminé en considérant la courbe et non la surface qu'elle limite.
tî8^. Troncs de prismes particuliers. — On obtiendra le centre de gravité des troncs de prismes à base triangle , rectangle, trapèze, quadrilatère, poh'gone, au moyen des
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constructions précédentes (270 à 274); ces constructions doivent être faites dans la section diamétrale. On peut aussi ramener la question à la composition de certaines forces (275 à 279) ; on arrive aux énoncés suivants :
Le centre de gravité d'un prisme triangulaire est le centre de gravité des arêtes parallèles transportées au milieu des médianes de la section diamétrale.
Le centre de gravité d'un tronc de parallélipipède est le centre de gravité des arêtes parallèles transportées au tiers des diagonales de la section diamétrale ( 1 ).
Si l'on mène deux plans à égale distance des faces parallèles d'un tronc de parallélipipède, si l'on cherche les centres de gravité des sections faites par ces deux plans, si par ces l)oints on mène dans la section diamétrale des parallèles à ces deux plans , ces parallèles se coupent au centre de gravité du parallélipipède. Cette règle se déduit immédiatement du tracé du numéro 266, 3°.
Si h , h', h", h'" sont les arêtes d'un tronc de prisme à 4 faces , si tj est la parallèle aux arêtes qui joint les points de rencontre des diagonales des faces de troncatures, on obtient le centre de gravité du tronc de prisme en composant une force 1 —- appliquée au centre de gravité de la sec-
tion diamétrale avec les forces '■ ■ '- .
appliquées au sommet de cette section. On obtient aussi ce
centre de gravité en appliquant le poids 2 -—au centre de
gravité des arêtes , rapprochées au préalable du centre de gravité de la section diamétrale, de manière à ce que leurs distances à ce centre soit le quart de leurs valeurs primitives;
on compose ce poids avec la force — -— appliquée au centre
(1) Voyez une note de M. IMister sur le centre de gravité du tronc de prisme triangulaire et du parallélipipède tronqué ( Mathésis , juin 1884).
des moyennes distances des sommets de la section diamétrale ; le centre de ces deux forces est le centre de gravité cherché.
383. Trapèze. — On sait que dans le cas d'un joint rectangulaire (245) la })ression totale est le poids d'un trapèze à base verticale ; en ai)[)liquaut le théorème du numéro 254, on arrive à 12 constructions très élégantes qui déterminent la verticale du centre de gravité d'un pareil trapèze. Soient (fig. 132) le trapèze ABB'A'; C, D les points qui divisent A B en trois parties égales ; E le milieu de A B. A l'axe neutre A correspond le centre D , à l'axe neutre B correspond le centre C; joignons A'C et B'D; ces droites se coupent sur le poids résultant du trapèze ; on retrouve ainsi une construction que nous avons déjà trouvéeautrement (115). Mais on sait que le centre de pression et l'axe neutre sont réciproques; si, par exemple, nous prenons D comme axe neutre , A est le centre de pression, les droites D'C et B'A se coupent sur le poids résultant. De même si on prend A et C comme axes neutres , on obtient les droites A' B et C D ; si on prend C et D comme axes neutres, on obtient les droites AC et BD'; en résumé, la considération des centres C et D nous fournit quatre systèmes de droites se coupant sur le poids résultant. Si nous supposons l'axe neutre à l'infini, le centre de pression est le point milieu E de AB; en raisonnant sur les centres E et D comme nous l'avons fait sur les centres C et D, on trouve aussi quatre systèmes de droites; si X est le conjugué du point p] , c'est-à-dire le point de AB situé à l'infini, si X' est le point de A'B' situé à l'infini, ces quatre systèmes de droites sont :
X'DetA'E, E'DetA'X, D'EetX'A, E'A et E'X. Enfin la considération des points C et E donnent les systèmes :
X'CetB'E, E'CetB'X, C'EetX'B, E'B et C'X.
Pour obtenir le centre de gravité d'un trapèze quelconque, on choisit une verticale conventionnelle parallèle aux bases , on applique l'une des douze constructions qui précèdent , on
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obtient une droite que coupe la droite qui joint les milieux des bases du trapèze au centre de gravité cherché.
;S$4. Volume eosiipris onlrc doux B>ai^c<>i parallèles. —
Prenons un plan des yz parallèle aux bases et proposons-nous de chercher l'abscisse du centre de gravité du volume donné. Soit ad l'axe des œ, la section transversale du volume par un plan parallèle aux bases à une surface m qui s'exprime par une certaine fonction de x; on peut représenter (flg. 133) cette fonction par une courbe AED tracée dans un plan quelconque mené par l'axe des œ ; il est facile de voir que l'abscisse du centre de gravité cherché est aussi l'abscisse du centre de gravité de la surface KBba. En effet , la formule générale qui donne l'abscisse du centre de gravité d'un corps est :
fdpœ
S dp
si on considère deux sections x ei x + dx , on trouve dans le volume et dans la surlace deux poids élémentaires égaux ou proportionnels ; la valeur de J7, est la même dans les deux cas. Lorsque la surface w s'exprime par une fonction entière de X , on peut trouver graphiquement l'abscisse Xi par une double intégration exacte ; dans les autres cas , on en emploie une construction approximative. Il est utile de considérer les deux cas particuliers suivants.
Cas particuliers . — 1° w est une fouctiondu premier degré. On est ramené à déterminer l'abscisse du centre de gravité d'un trapèze AD«rf; ou l'obtient par l'une des constructions du numéro précédent.
2" co est une fonction du second degré. La courbe AED est une parabole que l'on détermine par trois points ; il suffit pour cela de déterminer les deux bases coq, Wj et la section cû, à égale distance des bases, et de porter :
coo = A« , wj = E^ , «2 = Vfd. On obtient les tangentes extrêmes AB et DB en utilisant une propriété de la parabole; soit C le milieu de AB, on prend E B = E C. On peut alors effectuer deux intégrations graphiques successives par la méthode générale (69).
On peut aussi déduire de là certaines constructions particulières ; si dans la première intégration , on prend — -—
comme base d'intégration, on obtient A'B'C'D' comme première intégrale; si on projette les points A', B', C, D' en o.\ f^', y, ô' sur l'axe du diagramme des inclinaisons de l'intégrale seconde, on reconnaît facilement que :
Prenons comme base de la seconde intégration et
choisissons le pôle P' sur une perpendiculaire élevée sur le milieu de (3' -/' , on obtient A" a (3" y D" comme intégrale. En effet les directions P' (3' et P' y' sont par constructions symétriques par rapport à P'O' ; menons le premier côté A" a par le point a ; le second côté a j3" doit être parallèle à P (3' ; il est facile de voir que le troisième côté coïncidera avec |3" y , car si les angles j3 y. (3" et /3' P 0 sont égaux , il en est de même de leurs symétriques (3 y (3" et 0' P' y', ce qui exige que les droites (3" y et P'' y' sont parallèles. De ce que F'0' = ax = y d, on tire :
A" a = O'a' = Aa + -^, D" f/ = 0' o'' = D d + -^.
De là résulte la construction suivante :
R fi Portons A A" = D D" = —^ , joignons A" et D" aux points
a et y qui divisent ad en quatre parties égales, les droites A" a et D'' y se coupent en un point qui a même abscisse que le centre de gravité cherché.
On peut aussi déduire de ce qui précède le théorème suivant : l'abscisse du centre de gravité du volume donné est la même :
1° One celle du cenlre des trois forces : Woena, co'=B(3en|3, w^eny; 2° " " " " : WoOna, 4w, enj3, w^encl;
3" Que celle de deux forces : -^ + w, en « , -^ + coj eu d.
t]n effet, le polygone A"ai3"yD" peut être considéré comme la ligne des résultantes auxiliaires de trois forces :
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et! (3' = coq , B' 7' = &y , y' 0' = «2 appliqués respectivement en a, (3, 7 : cela démontre la première partie du théorème. Mais on peut exprimer w' au moyen de w, , on a :
BE-EC ou co' — co, = (0, — ^'° ^ ""
r.i. -4- Ciid'où w' = 2 M, —
Décomposons la force ojq appliquée en a , en deux forces -^
appliquées en « et en (3 ; décomposons de même la force Wj
appliquée eu -/ , eu deux forces — - appliquées en d et en /3 ;
on obtient trois forces parallèles appliquées en a, (3, rf qui
sont respectivement ——■, 2 w,, -^. En multipliant toutes ces
forces par 2 , on est conduit à la seconde partie du théorème. Remplaçons la force 2w, appliquée en (3 par w, en a et o),
en d; les trois forces —~, 2f.), , -^- se ramènent à deux forces appliquées en a et en ^/ qui sont respectivement — ~ 4- Wj , -~- + w, ; cela démontre la troisième partie du théorème.
Construction fféométriqiie.— Portons En = ■^, Em ■■ ,
joignons «n et. 6? «z; ces droites se coupent en un point H dont l'abscisse est celle du centre de gravité.
En effet, pour composer les deux forces co, + ~ = [n^,
w, 4- -^==m (3 appliquées en a et en d , il sufHt de tracer
une ligne de résultantes auxiliaires de ces forces; prenons ad comme côté intermédiaire de cette ligne; «|S comme force auxiliaire; on obtient an comme direction du premier côté; on reconnaît facilement que a))i est la direction du troisième côté ; les côtés extrêmes prolongés sont am eta^i;
254 INTEGRATION GRAPHIQUE.
ils se coupent en un point du poids résultant; donc le centre de gravité cherché a même abscisse que le point H.
Applications. — Parmi les volumes auxquels cette méthode est applicable , nous citerons particulièrement le volume limité latéralement par une surface réglée. Dans le cas d'une surface réglée i\ plan directeur, on opère comme nous l'avons fait au numéro 159 (fig. 68) ; on prend un plan de comparaison , on lirojette les génératrices sur ce plan par des plans parallèles au plan directeur; entre deux plans directeurs infiniment voisins , on trouve un volume élémentaire dont la section transversale est un rectangle de base constante E et de hauteur y comprise entre deux droites; cette hauteur est une fonction du premier degré de l'abscisse de la section; donc la section transversale du volume total 2E// est aussi une fonction du premier degré de l'abscisse. Lorsque la surface réglée n'a pas un ])lan directeur unique, le raisonnement qui précède doit se modifier ; en projetant les génératrices sur le plan de comparaison, on obtient des plans de projection non parallèles , la largeur E de la section transversale du volume compris entre deux plans projetants voisins est une fonction du premier degré; la section transversale totale lEy est alors une fonction du second degré.
Le plan étant une surface réglée, tout ce qui précède s'applique à un volume comjiris entre deux bases polj^gonales situées dans des plans parallèles et une série de faces planes triangulaires ou quadrangulaires menées par un sommet d'une base et un côté de l'autre , ou par deux côtés parallèles de l'une et de l'autre base.
!J85. Tronc de pyramide ou de cône. — Prenons comme axe des œ la droite qui joint les centres de gravité des ba.ses; on sait que cette droite contient le centre de gravité du volume; en appliquant la méthode précédente , on obtiendra donc non seulement l'abscisse du centre de gravité , mais le centre de gravité lui-même. La section transversale est une fonction du second degré de l'abscisse; mais il n'est pas nécessaire de mesurer la section médiane (ùi : nous allons
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démontrer que la surfiice m' est égale à l/o^gW,. En elïet, les sections transversales sont semblables; si on considère trois dimensions homologues dans les sections extrêmes et dans la section médiane , on démontre aisément que celle de cette dernière est la moyenne arithmétique des deux autres; mais les dimensions linéaires des surfaces semblables sont proportionnelles aux racines carrées de ces surfaces ; on a donc :
WO + V
\/ co, = ^
Nous avons trouvé :
w' = 2 oj.
Wo + ('h
En éliminant Wj , on trouve :
co' = \/ 6Ja Wo.
Soien_U?, B les bases du tronc de cône; Wo = b, o)^ = B, cù' = {/ BIj; la i)remière partie du théorème du numéro précédent conduit au théorème suivant: le centre de gravité d'un tronc de cône est le centre des trois poids h ,\/ Bb,B appliqués aux points qui divisent en quatre parties égales la distance des centres de gravité des bases. C'est l'interprétation de la formule donnée dans les traités de mécanique pour trouver le centre de gravité du tronc de cône.
La construction graphique de la figure 133 se modifie légèrement ; on joint les centres de gravité des bases aetd; on divise cette droite en quatre parties égales par les points a, (3, -/; on élève des perpendiculaires :
on joint A" a, D"y qui se coupent en un point dont la projection est le centre de gravité cherché.
Au lieu de se servir des bases, on peut se servir de deux côtés homologues p et q, on a.:
A" a _____2_ D"rf <, ^ PO. '
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Si on coDstruit un triangle rectangle dont les côtés soient ]) et q, si on mène la hauteur perpendiculaire à l'hypothénuse , on trouve aisément que jj^ ,(i^,PQ sont proportionnels aux segments de Thypotliénuse et à la hauteur ; on arrive à une construction facile.
Autre construction. — On arrive à un tracé graphique élégant en utilisant la théorie des centres de pression. Il est fondé sur la remarque suivante : le tronc de prisme ayant (fig. 127) ABCD pour base et S S' comme axe neutre est aussi un tronc de pyramide de sommet S.
Soient: S' le sommet du cône donné (ce cône n'est pas représenté sur la figure) ; E , F les centres de gravité des bases du tronc de cône; prenons S' F comme axe d'abscisses; imaginons le tronc de pyramide fictif projeté en ADCB; il est facile de voir que les centres de gravité des volumes du tronc de pyramide et du tronc de cône ont même abscisse; on est ainsi conduit à la construction suivante: divisons E F en quatre parties égales par les points a, 7,3; tnenons les perpendiculaires EH, F G égales à deux dimensions homologues des bases; joignons H (3, G/ et projetons leur point de rencontre en &' ; joignons de même H 7 , G a et projetons le point de rencontre en «'; joignons enfin Ht»', Ga', la projection du point de rencontre de ces deux droites est le centre de gravité cherché.
CHAPITRE II
Murs de soutènement et de réservoir.
§ 1. Poussée des terres.
SSO. Poussée des terres. — On considère les terres comme dépourvues de cohésion ; le talus le plus incliné BC
(fig. 134) que l'on peut maintenir sans soutènement est le talus naturel ; il fait avec Thorizon un angle cp égal à l'angle du frottement des terres. Pour maintenir un massif BAC, il
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faut un iT)ur de soutènement. Supposons d'abord que A.B soit un plan invariable mobile autour de B comme charnière; si la force qui soutient ce plan diminue progressivement, il arrivera un moment où le plan AB cédera à la pression des terres, les terres glissant vers le bas; à l'instant où ce glissement est sur le point de se produire , les terres exercent sur AB la pression minima; un mur de soutènement est stable dès qu'il peut résister à cette pression qui est la poussée des terres. Si, au contraire, la force qui soutient le plan AB croît progressivement , il arrivera un moment où les terres céderont en glissant vers le haut; à l'instant qui précède ce glissement, les terres exercent sur le plan AB, la pression maxima qui est la butée des terres et qui intervient comme résistance dans la stabilité d'une culée.
La détermination exacte de la poussée étant trop difficile, on la simplifie en admettant que les terres glissent suivant un certain plan inconnu, tel que BE. Si l'on connaissait ce pian, la poussée se déterminerait très facilement ; le poids du prisme AEB, les réactions des terres sur le plan AB et BE doivent se faire équilibre ; en exprimant que la résultante est nulle , on obtient le triangle Bee' , dans lequel Be est le poids du prisme ABE , ee' est la réaction du mur égale et contraire à la poussée , e'B la réaction des terres: pour construire ce triangle, on connaît Be, la direction de la droite ee' qui fait avec le mur l'angle 9' du frottement des terres sur le mur, la direction de la droite e'B qui fait avec Be l'angle cp du frottement des terres entre elles.
On détermine la position du i)lan BE par la méthode des fau.sses positions; imaginons un plan BD , l'équilibre du prisme ABD conduirait aussi à la détermination de la poussée dd" = ee', si l'on connaissait la direction de la réaction Bd" qui se développe sur le plan BD ; mais on sait que cette réaction fait avec la normale au plan, un angle plus petit que l'angle du frottement; en admettant que les terres glissent sur BD et que la réaction Bd" devienne Bd' , on fait une fausse hypothèse qui conduit à une poussée trop petite dd' < q. Cette inégalité devient une égalité pour une seule
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position du plan BD, c'est lorsque BD devient le plan de rupture BE; alors cld' devient égal à q et atteint sa plus grande valeur; on a donc :
q = {dd')was.
De là cette règle : on adopte différents plans passant par B comme plan de glissement, on trouve des poussées généralement inexactes ; la yioussée exacte est la valeur maxima de ces poussées ; le plan de glissement qui y correspond est le véritable plan de rupture ( 1 ).
Pour déterminer le centre de poussée , on fait une nouvelle liy[)othèse ; on admet que les plans de glissement sont parallèles pour toutes les hauteurs de mur ; la pression sur lin élément infiniment petit du mur est proportionnelle au poids des terres comprises entre les plans de glissement menés par les extrémités de l'élément ; on démontre aisément que le centre de poussée est la projection du centre de gravité du prisme de plus grande poussée, cette projection étant faite par une droite i)arallèle au plan de glissement.
^1) Nous sommes entrés dans quelques détails sur la théorie coniHïe sous le nom de théorie du prisme de plus grande poussée, parce qu'il nous semble que les auteurs ne l'ont pas toujours bien exposée. Les uns admettent avec Coulomb que le plan qui limite le prisme de plus grande poussée est effectivement le plan de rupture sans démontrer celte aflRrmaiion; les autres laissent supposer qu'en calculant la plus grande poussée, on se place dans les conditions les plus défavorables; on vient de voir que la poussée que l'on calcule est réellement la p'us petite de toutes celles qui peuvent se produire, la recherche du maximum n'est qu'un procédé d'analyse pour éliminer l'influence d'une fausse hypothèse. Nous ajouterons que la prétendue plus grande poussée est presque toujours plus faible que la plus petite des poussées possibles, parce que la surface de rupture n'est généralement pas un plan ; sur le plan BE luimême , la réaction n'est pas dirigée parallèlement àBe', mais suivant une direction Be" faisant avec la normale un angle plus petit que l'angle du frottement; la poussée minima est ee", la théorie incomplète du prisme de plus grande poussée donne ee' ; on aura ee' = ee" lorsque la surface de rupture est un plan. Ces considérations prouvent que cette théorie ne doit pas être employée sans discernement.
'9^7. Tracés graphiques. — Première méthode. — Traçons des plans B 1 , B2, B3, etc. , assez voisins pour que les éléments A 1 , 12, 2 3... puissent être supposés rectilignes; on déterminera ces plans de manière que les poids des triangles AB 1 , 1 B2, 2B3... soient égaux ; ayant pris arbitrairement B 1 , ou joint A 1 que Ton prolonge d'une quantité égale à elle-même, et on dirige B 2 vers l'extrémité ainsi obtenue; on opère de même pourBS, B4,etc.... Si B l'est la droite qui représente le poids d'un des tiiangles, en portant des longueurs égales, on obtiendra immédiatement en B 1', B2', B3'... les poids des différents prismes; les poussées correspondantes forment les ordonnées d'une courbe que l'on trace; en menant à cette courbe une tangente parallèle à Brf, on obtient la poussée cherchée q = e e' . Pour obtenir fticilement les directions des réactions analogues à B cl', on remarque qu'elles font , avec le plan sur lequel elles se développent, un angle constant égal à C B D = 90" -\- 9 ; donc on trace une circonférence du point B comme centre, et on porte au compas l'arc qui mesure cet angle à partir des droites BI, B 2, B3.... On peut éviter cotte opération en faisant tourner le diagramme des poussées de cet angle pris en sens contraire, alors Brf vient en BC, les réactions sont dirigées suivant les plans sur lesquels elles se développent; après cette rotation, la normale au mur Bii vient en Bn'; la direction Bq de la poussée, vient en Bq' et fait avec le mur un angle © + (}.'. Pour trou^ver le centre de poussée, on suppose que les poids des triangles agissent parallèlement à B E ; on cherclie leur résultante au moyeu d'une ligne de résultantes auxiliaires ; cette résultante coupe AB au centre de poussée 0.
Autres méthodes. — La surface d'un prisme de poussée
/r^ dO ■ — - — ; en portant 9 en abscisse,
- — en ordonnée , on est ramené à une intégration ordinaire ;
/r^ d 9 — - — en rayon
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cl 0 f^
vecteur; la courbe a pour sous-normale — ^- = — et peut
être tracée par éléments. Ayant déterminé l'angle 9, , du prisme de plus grande poussée, on obtient la distance Zi au plan de glissement du centre de gravité et du centre de poussée par l'équation :
•Si M= / — - — X -^ r sin (01 —G) = -7- / r'rfCcosG, — G).
En portant r' en ordonnée, cos ( 0 — 6, ) en abscisse , on est
ramené à une intégration ordinaire. Pour obtenir l'inté-
d 0 y' graleen rayon vecteur, ou se sert de la sous-normale -—^ =="T
sin (G, — 0) , expression facile à construire.
S 8 8. iMélliode do Poiicelel. — Poncelet a trouvé par des considérations analytiques, un tracé applicable au cas où le profil du terrain est rectiligne dans les environs du plan de rupture; on peut déduire le tracé de Poncelet des considérations qui précèdent.
Soient : (fig. 135) AB le mur, ADC le mas.sif de terres à soutenir; remplaçons le profil courbe DA par un profil rectiligne DA' donnant la même surface : A'DB = BAD. Les poids des prismes BAM', BAN' ou leurs équivalents BA'M', BA'N' sont proportionnels aux longueurs A'M', A'N' et peuvent être représentés par Bm , B« ; on obtient les points «2 et n en menant 'Wm , ^'n parallèles à A'B ; on obtient les poussées en Mm, Nn , ces droites Mm et Kw étant menées parallèlement à la droite B'o qui fait avec le mur AB l'angle ;p _j_ cp' (-287). Mais cette construction est précisément celle d'une hyperbole ( 101 ) dont l'asymptote est parallèle Bo' ; on obtient cette asymptote oy' en remarquant que si BM' vient en Bo', Mw2 vient en 0^' et le point M se transporte à l'infini. L'ordonnée maxima que nous supposons être M;n , s'obtiendra donc en déterminant N' par la relation ( 101 ; : O'M'2 =0'A' X 0'^''
De là résulte une construction graphique très simple pour déterminer le prisme de plus grande poussée : on mène une
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droite Bo' faisant avec le mur un anglecp + <f,' , on détermine O'M en cherchant une moyenne proportionnelle entre O'A' et O'C ; BM' est le plan de rupture.
Cas particuliers. — I° Si le point o' se transporte à l'infini, le point M' devient le milieu de A'C : ce cas se présente lorsque BA et A'C forment un angle égal à cp -j- ^'.
2^ Si les droites A'B et BC sont anti-parallèles dans l'angle Bo'C , c'est-à-dire si angle o'CA = angle O'BA' , on a ( O'B)* = O'A X O'C, donc O'M' = O'B ; on obtient immédiatement le point o'. Il est facile de démontrer qu'alors BM est la bissectrice de l'angle A'BC ; en effet :
angle A'BM' = O'BM' - O'BA' angle M'BC = O'M'B - O'CB.
Ces deux angles sont égaux comme différences d'angles égaux.
Lorsque le profil du terrain est rectiligne dans toute son étendue , AB ne diffère pas de A'B ; l'angle O'BA' est l'angle 9 + Ç' ; pour que l'angle O'CB soit aussi égal à ^f -|- 9' , il faut que les terres soient dressées suivant une ligne A'C, faisant avec l'horizon un angle ç-'; si on néglige le frottement des terres sur le mur , cette construction s'applique au cas ofi les terres sont dressées horizontalement ; c'est le cas ordinaire de la pratique.
:î80. llélhodc pratique. — Soient : (fig. 136) AB le mur de forme quelconque , AC le profil des terres supposé horizontal , BC le talus naturel faisant avec l'horizon l'angle cp , avec la verticale l'angle T = 90" — ff .
Déterminons la poussée sur un mur fictif vertical BD , en supposant la poussée normale à ce mur, le prisme de plus grande poussée s'obtient en menant la bissectrice BE de l'angle DBC ; on trouve que cette poussée agit au point F situé au tiers de la hauteur et a pour valeur
g=— tang-j.
Tï étant le poids spécifique des terres, h la hauteur du mur, 1 la largeur.
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On obtiendrait la poussée sur le mur AB en composant la poussée q avec le poids ADB ; mais il est plus simple de faire intervenir ce poids dans l'évaluation du moment résistant.
On peut démontrer que cette méthode revient à supposer que l'état d'équilibre du massif des terres est le même que si ce massif se prolongeait indéfiniment au-delà du mur; on a donc la certitude d'obtenir de cette manière une poussée plus forte que celle qui se produirait au moment île la rupture. Lorsque le mur est rectiligne , on pourrait adopter la méthode Poncelet ; nous préférons la précédente parce que celle de Poncelet conduit presque toujours à une poussée trop taible.
Si le terrain était dresse suivant une ligne inclinée DA, on pourrait aussi imagmer un mur fictif vertical BD, mais la théorie mathématique de la poussée des terres démontre quil convient alors de supposer sur ce mur une poussée parallèle au profil des terres.
§ 2. Murs de soutènement a sections pleines.
*^tlO. Principe générai de ia Mimililudc dc!« iiiiir$« »»lMl>lv!!i. — Étant donné un mur stable soutenant un massif de terres limité par une ligne droite , on peut en trouver une infinité d'autres de même stabilité et de hauteurs différentes, eu construisant des formes semblables à la forme donnée.
En effet, en augmentant toutes les dimensions du mur dans le même rapport, le moment résistant par mètre courant augmente dans le rapport des cubes des hauteurs ; le prisme de plus grande poussée reste aussi semblable à luimême; son poids et par conséquent la poussée augmente comme le carré de la hauteur; le moment solhcitant augmente donc comme le cube de la hauteur. Il en résulte que le coefficient de stabilité reste le même. Il faut remarquer toutefois que si .le coefficient de stabilité ne change pas, il n'en est pas de même des pressions ; la pression totale varie
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évidemment comme le carré de la hauteur, il en résulte que la pression par unité de surface varie comme la hauteur du mur; pour une forme donnée il existe donc une hauteur limite que Ion ne peut dépasser , si l'on veut éviter 1 écrasement de la matière ; au-delà de cette hauteur , il faut augmenter les dimensions pour satisfaire à l'équilibre élastique.
Corollaires. — 1° Dans un mur de forme trapèze ou rectangle , la section dangereuse est la section inférieure.^ Soit (fig. 137) le mur ABCD ; pour une hauteur AF le mur semblable AGHF donnerait le même coefficient de stabilité que le mur ABCD; donc le mur A FE 15 donnera un coefficient de stabilité plus grand ; c'est ce qu'il fallait démontrer.
2° Le triangle est la forme d'égale stabilité. Soit (fig. 137) le mur ACD; les murs AHF et ACD étant semblables, le coefficient de stabilité est le même pour toutes les assises du mur triangle ; c'est ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. — Si on appliquait le principe que nous avons appelé le principe de la similitude des murs stables, au cas où le profil du terrain n'est pas rectiligne, on ferait une erreur, à moins de faire varier la forme du terrain dans le même rapport que les dimensions du mur. Il est aisé de reconnaître , d'après cela , que si on augmente les dimensions d'un mur stable proportionnellement à la hauteur, on obtiendra un mur ayant trop ou trop peu de résistance, selon que le terrain est convexe ou concave.
Nous allons appliquer les principes que nous avons développés dans le chapitre III du livre précédent (IHl à 207.)
^Ol . Tableaux graphiques. — Nous nous proposons de faire voir que l'on peut très facilement construire des tableaux graphiques donnant immédiatement les dimensions des murs de soutènement ou de réservoir de forme rectangle ou trapèze, le terrain étant supposé horizontal. Nous supposerons que la hauteur du mur soit égale à l'unité ; en vertu du principe précédent, il suflîra de multiplier, par la hauteur donnée , toutes les dimensions obtenues par cette hypothèse.
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^O^. .lllirs reotangle!^. — Soient : t. le poids spécifique des terres, -' celui des maçonneries, T l'angle du talus naturel des terres avec la verticale, 1 la hauteur du mur, e l'épaisseur inconnue, ra le coefficient de stabilité que nous
prendronsjégal à 2; le moment résistant du mur de ttc X --,
le moment sollicitant est ~ tang* ^ X -ir ' ^^ exprimaut
que le premier est m fois le second, on obtient une équation d'où l'on tire :
e = tang — y^^^ (1)
ou en faisant în = 2
T 4 / 2 TT
e = tang— V-^-^. (2)
Pour représenter cette formule par un tableau graphique, prenons (fig. 138) deux axes coordonnés rectangulaires et posons :
On obtient pour lignes d'égal T :
x = y tang — • (5)
Faisons varier -^ de 0 à 1,0 et construisons les différentes valeurs de y, on peut se servir à cet effet d'une parabole auxiliaire y = \ -^r x, ou bien construire une moyenne
proportionnelle entre .^ et—. Portons à cet effet OA. = — ,
■JT
OB = f,; décrivons une circonférence sur AB comme diamètre , cette circonférence détermine sur oy la longueur
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TT
OD = V - — : ( 1 )• Les Lignes des e représentées par l'équa- V 3 71'
tion X =-- e s'obtiennent facilement. Les lignes des T sont
des droites passant par l'origine et faisant avec l'axe oy
un angle — ; on les obtient au moyen du rapporteur.
Dans le cas d'un mur de réservoir, il faut faire T = 90° ; il convient aussi que le tableau indique les cas les plus fréquents : sable, terre sèche ou terre f )rte. Afin d'éviter le calcul
de — , on établit en ?/o.:i7' un tableau qui donne immédiate-
ment les valeurs de ce rapport ; ce tableau peut s'établir de différentes manières , mais pour éviter la lecture de la valeur
de— 7, prenons pour lignes des —les mêmes lignes que dans
IV TV
le tableau yox , c'est-à-dire
V2tt
Prenons comme lignes des tt, les lignes :
x = — h I/tt.
En éliminant r entre ces deux équations, on obtient les lignes des tt' :
Ces droites passent par l'origine; pour y = y/ — , on
obtient :
x = — k VrJ.
(1) Nous n'avons indiqué sur la figure que les valeurs de V pour quelques valeurs de -— ; nous laissons au lecteur le" soin de'construire
tt' ' ~
un tableau à une plus grande échelle où l'on puisse lire - 'en centièmes;
cette remarque s'applique aussi aux autres tableaux graphiques. Nous nous proposons surtout ici d'indiquer la manière de les construire.
On portera donc en Dœ- la même échelle {k '-^V)' que sur oœ' {kV-}; k est un coefficient quelconque. Ces deux
/2 r échelles peuvent se déduire de l'échelle àes y = \/ — '— ,
soit eu portant cette dernière en vraie grandeur , ce qui
revient à faire ^ = V -r ^ soit en changeant la graduation en remplaçant par exemple 0,2 par I comme sur la figure,
ce qui revient à poser k V~a = V -^ 0,2 a ou /i= y — 0,2.
Pour montrer par un exemple, la manière de se servir du tableau graphique , prenons le cas d'un sable fin et sec : T = 60° , t: = 1400 ; soit r' = 2200 kil. On trouve le point M sur l'échelle des t:', le point N sur celle des tt, en suivant les flèches, on obtient le point P du tableau yox^ ; on cherche le point Q de l'échelle des T; en partant des points P et Q suivant les flèches , on aboutit au point R , du point R on vient en S lire 'la valeur de e : e = 0,37; on peut aussi prendre la valeur OS qui est la largeur d'un mur de hauteur 01 et obtenir graphiquement la largeur du mur de hauteur h.
303. Surcharge sur les terres. — Soit p la surcharge par mètre carré ; cette surcharge donne lieu à une poussée
supplémentaire i>7i tang* — appliquée au milieu de la hauteur
du mur; le moment sollicitant devient
-^tang^— x-xph tang«- x — = — - — h^ tang^ 2 3
S'il n'y avait pas de surcharge , on ferait p =0; donc
3i0 t: + -^ deviendrait - ; il résulte de là que pour appliquer le
tableau précédent au cas d'une surcharge, on doit introduire
3o comme poids spécifique - + — . On peut construire un ta-
bleau graphique donnant immédiatement t: ^ — p.
^■ = tang— ,
œ=Ung-, x = e'^ ,
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2iH. Antres tableaux. — Le tableau que nous avons adopté pour les murs rectaugle.s n'est pas le seul que Ton puisse construire; nous signalons rapidement les systèmes suivants :
Dans chacun de ces systèmes, on adjoindra un tableau des
TT . ■ 7T
valeurs de — r, soit en prenant les mêmes ligues de — , dans
les deux tableaux , soit en eu prenant d'autres reliées aux premières pour une courbe de.rebroussement (187).
On peut aussi réunir les tableaux en un tableau .unique ; ainsi dans la figure 138, on peut rabattre le tableau ?jox' sur le tableau yox; alors les lignes convergentes sont à la fois des lignes des T et des v:'; il faut deux graduations différentes pour ces lignes.
4° Si nous prenons le logarithme de l'épaisseur e , on obtient :
log^ = logtang — -I logi/--'
Chacun des systèmes précédents peut être ai)pliqué à l'équation mise sous cette forme; si on veut obtenir un tableau unique, on peut adopter le suiviint :
^=— loge + r^?/=-logtang-+/j,?/-j^=logY/^-f-&— <
Pour le tableau des t:, -', ^ , on prendra :
œ + y — \og{2-) + a' x — 9j = logis t:') + b' 1 t / 2 7T , b'^-a'
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On peut choisir arbitrairement les constantes a,l) , a\ b'.
Les lignes des -^ sont différentes pour les deux tableaux ,
mais elles ont une droite oA de rebroussement que l'on obtient fecilement; ces lignes n'ont pas besoin d'être graduées. Le tableau contiendra quatre graduations : t: et t:' suFj^des transversales , e sur une horizontale , T sur une verticale; pour se servir du tableau (fig. 140), on cherche les points M et N sur les échelles des t: et t:'; on trouve le point P ; on suit P Q S ; on détermine le point S , en partant de R sur l'échelle des T; on lit l'épaisseur en T.
fî05. ]IIur avec fruit exlépîciir. — Supposons que l'on ait déterminé par la méthode précédente l'épaisseur e = C D d'un mur rectangle ABC D (flg. 139); nous nous proposons d'en déduire l'épaisseur e'-= FD d'un mur avec fruit extérieur. Pour y arriver , égalons les moments résistants des deux murs ; le moment du trapèze A D F E autour de F doit être égal au moment du rectangle A B C D autour de C. Le premier est égal au moment du rectangle FD AH, moins celui du triangle EFH ; appelons h la hauteur du mur , n le fruit extérieur ; le moment du mur trapèze est :
nli .Il nh :^ — X
Le moment du mur rectangle est e/? X — -• On a l'équation
[nh]
pour h = 1
On peut déduire de cette formule une construction graphique de e' ; e' est l'hypothénuse d'un triangle dont les côtés
sont e et — ^^ ; on porte C R = n h , on prend C I = — — , du
point I comme centre, avec I R comme rayon , on trace une
circonférence qui détermine C Q = — —, on a alors Q D = e'.
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On peut aussi compléter le tableau graphique de la fig. 138 de manière à pouvoir lire, ou prendrerépaisseure'pour/i= 1; prenons comme axes d'un nouveau tableau a? o ?/' ; et posons :
Les lignes des d sont :
Le tableau s'obtient en traçant les lignes des e qui sont les mêmes que dans le tableau ?/ o ^ , les lignes des n qui sont des parallèles à o a?, les lignes des e' qui sont des circonférences. Montrons l'usage du tableau par un exemple; les données étant les mêmes que dans l'exemple que nous avons choisi précédemment, on trouverait 0 S pour épaisseur du mur rectangle ; soit n = 0,2 ; déterminons le point U sur l'échelle des 7i\ en partant des points R et U, un obtient le point T, l'épaisseur e' est OL
Remarque. — Nous avons vu (204) que dans l'un des tableaux graphiques que l'on pourrait employer, on prend
;27 = e\ en prenant //' = -— , les lignes des e' deviennent des
droites x + i/' = e'^
*Î96. Mur aiec fruit înlérjeur. — Solution approchée. — Soient (fig. 139) AEFD le profil d'un mur stable, sans fruit intérieur, MN le parement intérieur incliné d'un mur MEFN de même stabilité. L'action des terres sur le parement MN se compose de la poussée sur le plan vertical NL et du poids du prisme LNM ; si l'on fait intervenir ce dernier poids dans le moment résistant , le moment sollicitant est le même dans le cas du parement M N que dans le cas du parement vertical : il faut donc aussi que les moments résistants soient les mêmes. Si on admet que les bras de leviers des deux moments diffèrent assez peu pour être considérés comme égaux , on déterminera M N de telle sorte que le poids du massif LE FN soit égal à celui du massif AEFD; en supprimant la partie commune MEFR', on a :
AP
De là résulte la proposition suivante ; si on détermine le profil d'un mur trapèze ou rectangle sans fruit intérieur, on obtiendra le profil d'un mur sans fruit intérieur et de même stabilité en faisant tourner le parement intérieur autour d'un axe dont la position ne dépend que des poids spécifiques et non du fruit intérieur; la distance de cet axe au sommet
du mur est
h. Cette distance s'obtient aisément par
calcul ou graphiquement. Si on donne le fruit intérieur, on mène par l'axe P. une droite M N d'inclinaison donnée; si on donne la largeur E M , on joint M P.
^î>7. .^Iiirs avec fruîl intérieur. Solution exacte. —
Soient (fig. 139) ^' = FD l'épaisseur à la base du mur sans fruit intérieur, À = EM la largeur au sommet du mur de même stabilité dont le fruit intérieur inconnu est n'; pour exprimer l'égalité des moments résistants, nous ajouterons dans les deux cas le massif HFE: les moments résistants
seront encore égaux; le moment du mur AHFD est
le moment du mur HLNF est
mais nous avons
ainsi remplacé le massif de terre MLN par un massif de
n maçonnerie, le moment du massif de terre MNL est tt — -
h. -h ^ n') , en remplaçant - par.-' on a commis une erreur
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que 1 on fera disparaître en retranchant (t:'— tt) ~{1-\- ~ ) ; on a donc l'équation :
Cette équation contient 5 variables ; mais elle est homogène en t: et t:'; en divisant par -', il ne reste plus que le rapport
— ; l'équation est aussi homogène par rapport aux variables
e'in'; en divisant pare', il restera les rapports — et — :
on peut donc ramener l'équation précédente à une équation
à trois variables en divisant par r.'e'*- ou mieux par — — , on trouve :
Afin de simplifier les écritures, nous supposerons e' = 1 ,
r' = 1 , les lettres 1, n, - représenteront donc, en réalité,
les rapports -,, -, — : on a alors :
1 = (?. -f n')« - (1 — k) n' il -\- 2n").
En général, on connaît 7:,7:',ou déterminée', on se donne î; il faut calculer n' par cette équation. On peut de plusieurs manières construire un tableau graphique donnant immédiatement n'; mais nous ne sommes pas parvenus à une solution comportant trois systèmes de droites; nous avons toujours obtenu deux systèmes de droites et un système de courbes; par l'introduction d'une variable auxiliaire, nous avons trouvé différents moyens d'éviter les courbes; mais alors il faut deux tableaux graphiques. Ce n'est qu'en substituant à l'inconnue n', une nouvelle inconnue , que nous sommes parvenus à résoudre le problème par un tableau uniciue comportant trois systèmes de droites.
Si l'on examine l'équation qu'il s'agit de représenter , on s'aperçoit qu'elle contient deux variables au second degré ,
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une au premier; si, par rintroduction d'une nouvelle inconnue, on parvenait à abaisser le degré de la variable /, le problème serait résolu, car on se trouverait dans un des cas traités au livre III (206). Mettons d'abord l'équation sous la forme suivante :
Nous pouvons choisir l'inconnue de telle manière qu'il y ait un facteur en À à supprimer; deux moyens se présentent;
on peut poser n' = ■ ou bien n' = (1)
Dans les deux cas , on abaissera le degré de / , parce que le facteur 1 — A ou 1 -f X pourra être supprimé.
^08. Proiiiîère «soluiion. — Voyons d'abord quelle est la signification de l'inconnue nouvelle « ; on a :
1 — À -, , .. ,,. , , c'—l AM AP
n' = , d ou en rétablissant e' : u = — — = -— - = — -.
Il w' AL h
Pour /? = 1 , on a 26 = AP ; u est donc la distance au sommet du mur, de l'axe autour duquel il faut faire tourner le parement vertical pour avoir le parement incliné ; si on détermine u , on obtiendra le point P et le parement MN en joignant M P. La variable u est déterminée par l'équation que l'on obtient en remplaçant dans l'équation ( 1) n par sa valeur ; on trouve, après la suppression du facteur commun, 1 — / :
Cette équation a la forme que nous avons examinée précédemment (206); posons (fig. 141)
L'équation (2) devient l'équation des lignes des u :
— u'^-i-ux + 1/ = 0. (5)
En éliminant -r des équations (3) et (4), on obtient les lignes des / :
ou XM3z/ + 2^-l)-f-^(3Z/+l)-2.37 = 0. (6"-)
En éliminant / des équations (3) et (4), on obtient les lignes des t: :
ou...— 2 7:*+7r(4a.'4-3?/ — 3)4-2^ + 3?/— 1 - 0. (7''»)
On peut vérifier aisément les propositions suivantes que nous avens déjà démontrées d'une manière générale (207) :
1° Les lignes des t: et des / enveloppent une même courbe du second degré; on trouve, en effet, après quelques calculs, que les enveloppes de ces lignes ont une même équation qui est :
16 ^2 + 9 y- + 2'ixi/-\-(iî/ — 8œ+A = o.
2° Toute enveloppée est à la lois une ligne de t- et / ; les valeurs correspondantes satisfont à une équation que nous avons obtenue sous forme d'un déterminant égalé à zéro et qui se réduit ici à l'équation :
Pour démontrer cette proposition directement , voj^ons s'il est possible d'identilier les équations (6) et (7) de telle manière qu'elles représentent une même ligne droite ; on obtient ainsi deux équations ; après quelques calculs, chacune d'elles se réduit à l'équation (9) ; cela démontre la proposition.
Pour construire les lignes des tt, on se sert de l'équation (7);
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l'axe des x et l'axe des y sont respectivement coupés par la ligne 7r aux points donnés par les équations :
Donnons à v. les valeurs 0, 0,1 , 0,2, 0,3... 1 , ou des valeurs intermédiaires exprimées en centièmes, si 1 "épure est tracée à une échelle assez ^n-ande; on obtient sur les axes coordoi nés deux échelles proportionnelles à celle des tt, dont les
originGS sont :
Ces échelles sont faciles à construire ; enjoignant les points correspondants , on obtient les lignes des -, Il faut remarquer que cette construction n'est autre que la construction générale que nous avons donnée précédemment; on se trouve en effet dans le premier cas du numéro 203 ; l'enveloppe est parabole ; chaque cnveloi)pe est coupée par les autres suivant une échelle proportionnelle à celle de la variable; les axesojc, oy , possèdent cette propriété parce que ce sont des tangentes ; en effet, pour - = — 1 ,-=- — —, on trouve respectivement X = 0 ,y = o.\i2. méthode générale conduit même à construction simide des deux échelles des - à dresser sur les axes coordonnés ; le système auxiliaire a pour équation : — 2 U + (4 ^ + 3 y — 3 j = 0.
On trace les droites U = o, U = l , les autres s'en déduisent, car toute sécante est axe des U ; en les traçant et en prenant
pour origine: U = — 1 sur o.r,etV=^ — ^ sur o y, les échelles
sont construites.
Pour construire les lignes des X, nous nous servons de
l'équation (6'''^) et nous employons la méthode générale (201) ; traçons les droites suivantes :
1 = 0 ou X = 0 droite AB
/. = 00 on 'èy -\r''ix—\ =0 droite BC corde de contact 3 // -f- 1 = o droite AC
La droite BC est déjà construite, c'est la droite tt = o : cela résulte de l'équation (9). Il faut encore construire une troisième ligne des / ; ou peut prendre la droite ox qui correspond à ^ = 1 ; car l'équation (6) donne pour X = 1 , ?/-=o. Les droites A B et 0^ sont coupées par les autres suivant des échelles homographiques de l'échelle des X ; ces échelles sont déterminées par le système auxiliaire :
C'est un système de droites ayant le point C pour centre de convergence et pour axe des U une parallèle à BC. Construisons l'échelle oA; nous eu connaissons deux points : son zéro eu A , car c'est en ce point que la droite A B se coupe elle-même ; le point /. = 1 est l'origine 0 , car c'er>t en ce point que la droite A B est coupée par la droite X = 1 ; prenons oD pour axe du système auxiliaire; divisons OD en 10 parties égales, joignons le point C aux points de division, nous obtenons l'échelle A o. Pour avoir l'échelle des X sur ox, ou opère de la même manière.
En joignant les points correspondants de ces échelles , on
obtient les lignes de — . Mais les points qu'il faut joindre étant
très voisins, les droites sont déterminées avec peu d'exactitude; aussi est- il nécessaire de construire l'échelle des X sur une autre enveloppée. Choisissons par exemple la droite EH qui correspond à la valeur tt = l et d'après l'équation (9) à la valeur X ^ — 2. On connaît déjà les points 0, et 1 de cette échelle , puisque OE est la droite X = 0 , OH est la droite X = 1 . Prenons EF pour axe des U ; on obtient immédiatement le système auxiliaire et l'échelle cherchée EH. Il est à remarquer qu'aucune des enveloppées ne donnera une échelle des X à divisions égales , car l'enveloppe étant une parabole , la
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tangente parallèle à / = oo n'existe pas ; mais on voit que EP peut servir d'axe des À ; la droite EH sert de droite de rebroussement.
Les lignes des u se construisent au moyen de l'équation (5) ; l'enveloppe est une parabole, toute tangente est coupée par les autres suivant une échelle proportionnelle à celle des u. Traçons les droites :
u = 0 ou 1/^0 ligne Ox,
u = — l ou ij = œ +1 ligue GE.
Le système auxiliaire a pour équation :
Pour la droite u = 0, on doit faire U = u, donc œ = u; on construira donc l'échelle des ti sur Oœ. Pour obtenir les intersections de la droite u = — \ , ou GE , on doit faire U = ii — 1 ; on transporte l'origine 0 en G, on dresse en GO l'échelle des u , le système auxiliaire détermine l'échelle GE ; on joint les points correspondants des échelles GE et OH; on obtient les lignes cherchées. Nous avons tracé ces lignes en pointillé; l'épure indique que ces lignes ont à peu près
les mêmes directions que celles des -^ et il en résulte une
certaine confusion dans le tableau graphique.
Avant d'exposer la seconde méthode qui n'a pas cet inconvénient, nous pouvons déduire de cette circonstance des conséquences utiles. Si on donne tt, et si on fait varier /., la valeur de u variera très peu; et si la ligne - coïncidait avec la ligne u, comme cela se présente pour - = \ , ii = \ , ces valeurs conviendraient quel que soit/, u serait indépendant de /. Puisque u varie très peu avec ï, on peut déterminer u approximativement en donnant à /. une valeur inexacte telle que / = 1 ; or, alors l'équation (2) donne en supprimant la solution u = 0 qui ne convient pas :
ou en rétablissant ;:', w = — '- — ; —
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Od retrouve ainsi la solution approchée du numéro précédent. Cette solution est tout-à-fait exacte pour / = 1 , elle est très exacte pour / voisin de l'unité, c'est-à-dire pour les cas où le fruit intérieur est très petit. Dans les autres cas , on emploiera la méthode suivante.
*i99. Seconde !»olution. — On transforme l'équation (I) du numéro précédent en posant :
n' = d ou en i^etablissant e' : v =
n' désigne le fruit par unité de hauteur, donc r est la hauseur sur laquelle le fruit du parement intérieur serait égal à X -f e'; si on connaît y, on porte (fig. 145) AB = ^-j-^'', AC = -y, CB est la direction du parement intérieur, le problème est résolu. On i)eut aussi déterminer au moyen de V un point du parement intérieur MN (flg. 142); on porte MR = /. -h e' , ou HR = e'\ on porte RP' = •y ; le point P' est un point du parement MN prolongé.
Le tableau graphique des valeurs de v se construit comme le tableau des valeurs de w; à part quelques changements de signe dans les équations , quelques modifications dans l'épure, nous n'avons qu'à reproduire les raisonnements et constructions du numéro précédent.
Si dans l'équation ( 1) du numéro précédent on remplace n' par sa valeur exprimée au moyen de la nouvelle variable V, on obtient, après avoir supprimé le facteur commun / -i- 1, l'équation :
Prenons
deux
axes coordonnés et posons
il^(' + -
L'équation (2) devient l'équation suivante, qui est celle
des lignes des v :
— v'^-\-xv-\-y = 0 (5)
Éliminons n des valeurs de x et y; pour cela lirons les valeurs de 1 h tt et 1 -f 2 t: et remarquons que :
, ,. , 2^(1 --/) :5w(l — /) on obtient : --^ -^^ , ^ = 1 (6)
ou /M32/ — 2^ — 1) — X(3?/ + 1) + 2^ = 0 (6^'^)
Éliminons de même >. des valeurs de œett/; nous obtenons l'équation des lignes des r :
ou — 27:^4-(3z/ — 4^ — 3)- + (3^ — 2^- 1) = 0 {1^'^)
On peut , comme précédemment, vérifier analytiquemeut les propositions que nous avons dôjàdémontrées d'une manière générale (207) : 1" les lignes des r: et des 1 enveloppent une même courbe du second degré; on trouve, en effet, après quelques calculs, que les enveloppes de ces lignes ont même équation :
\6a)''-\-9y'' — 2ixij -hôfj -h8x—\=0 (8)
2° Toute enveloppée est à la fois ligne de - et de l ; les valeurs de ces variables relatives à une même enveloppée satisfont à une même équation que nous avons obtenue (207) sous forme d'un déterminant égalé à zéro et qui se réduit ici à l'équation :
Pour démontrer directement cette proposition , voyons s'il est possible d'identifier les équations (6) et (7) de telle manière qu'elles représentent une même droite , on obtient deux équations qui, après quelques calculs, se réduisent chacune à l'équation (9); si donc oii prend une ligne -, cette ligne est identique à la ligne / , / étant déterminé par l'équation (9).
Les lignes des tt se construisent comme dans le numéro précédent; il suflît même de changer le signe de ce pour passer d'un cas à l'autre ; on obtient ainsi les lignes de la
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figure 143. Les lignes des / se construisent aussi comme dans le numéro précédent ; il suffirait de changer dans l'équation 6 du numéro précédent les signes de 1 et de œ pour retrouver lequation des lignes qu'il s'agit de construire ici. On trace les droites suivantes ;
X = 0ou2â? = 0 droite A B
l^œon'Sy — 2x — \ ^0 droite B C
Corde de contact 3 y -]- 1=0 droite A C
On a aussi , d'après l'équation (6) :
/ = — 1 i/ = 0 droite oœ.
Les lignes AB et oœ sont coupées par les autres suivant des échelles homographiques de l'échelle des ). , que l'on obtient au moyen du système auxiliaire , dont C est le centre de convergence , et dont l'axe est parallèle à la droite B C ; on obtient immédiatement ces échelles. On peut aussi déterminer la division de la droite RF ; en prenant H F comme axe du système auxiliaire, on obtient immédiatement l'origine H et le point K qui représente ?, = — 1. On peut aussi déterminer la division homographique de la droite B D ; alors on se sert d'un s^-stème auxiliaire ayant A pour centre de convergence et un axe parallèle à A C ; B M est l'axe des 1. Il est utile de choisir convenablement les unités des échelles des figures 143 et 138 ; les unités des échelles des À en BM , des V en ox (fig. 143) , les unités des e, e', n en ox et oE (flg. 138) sont toutes les mêmes : cela offre de grands avantages pour l'usage des tableaux.
300. Ré§iiiuc. Bléteruiiiiatioii par les tableaux d'un mur de liauteur donnée. — Soit (flg. 139) A'D' la hauteur du mur; il faut distinguer les cas suivants.:
Mur 7'ectangulaire. — Nous avons vu (292) comment on trouve l'épaisseur du mur d'une hauteur égale à l'unité au moyen du tableau de la figure 138; on suit les chemins (fig. 138) MP,NP,puis PR, QR, puis RS; l'épaisseur est représentée par OS , l'unité étant 01 ; si donc on prend (flg. 139) AD = 01 , DC = OS , on obtient en ABCD la forme du mur
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rectangle; il suffit de construire une figure semblable à celle-là pour obtenir le mur demandé AB'C'D' : on y arrive en prolongeant AC.
Mur avec fruit extérieur. — On opère comme précédemment, mais au lieu de s'arrêter en S, on porte le fruit en OU , on suit les chemins RT et UT , OT est l'épaisseur du mur de hauteur 1 ; on prend AD = 01 , DF = OT , on obtient la forme du mur en AEFD ; on obtient le mur demandé AE'F'D' eu prolongeant AF.
Mur avec fruit intérieur. — Solution approchée. — Nous avons trouvé (296) que le point P (fig. 139) autour duquel il fout foire tourner le parement vertical AD pour avoir le parement incliné MN , est déterminé par l'équation :
Si on a eu soin de lire _^ sur l'axe OD (fig. 138) en suivant
PR , on obtient aisément cette quantité'; on prend la longueur qu'elle représente sur l'échelle Ox\ ayant obtenu le point P, on obtient le point homologue P' en menant E' P' parallèlement à EP ; si on donne l'épaisseur E'M' du mur au sommet, onjoint M'P'. Cette solution est d'autant plus exacte que le fruit intérieur est petit.
Même cas. — Solution exacte. — On donne la hauteur F'H' du mur (fig. 139), la direction E'F' du parement extérieur; l'épaisseur E'M' au sommet. On détermine comme précédemment le mur EFDA; on obtient EM. en menant FM parallèlement à F'M' ; il s'agit d'obtenir d'abord le mur FEMNde hauteur 1 et semblable au mur demandé Employons le tableau de la figure 143; nous devons d'abord déterminer le point R , en portant
HK
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Si nous portions cette^aleurBR, nous tomberions dans une partie du tableau non représentée ; c'est pourquoi nous avons clioisi une valeur inexacte de BR. On entre dans le tableau par R et N; ou chemine suivant NP et RSP ; puis du point F vers le point Q, on a : -y = OQ. On obtient la direction du parement intérieur par la construction connue (fig. 145); on prend AC = v, AB = A -f- ^', AC est la direction cherchée.
301 . lliir li'îangie. — Nous avons déjà dit que la forme triangulaire est la forme d'égale stabilité au point de vue statique; cette forme théorique n'est pas aduiissible en pratique; il est indispensable que le mur ait une certaine é[)aissear au sommet; néanmoins en calculant le mur triangle, et en donnant une épaisseur uniforme à la partie supérieure, on obtient un mur convenable ayant un léger excès de stabilité. On peut déterminer le mur triangle par la méthode précédente en donnant à 1 une valeur convenable. On peut aussi déterminer le mur triangle au moyen d'un tableau graphique spécial.
Lorsque le parement intérieur est vertical, on peut déterminer le mur triangle au moyen du tableau de la figure 138; il suffît de suivre RS , jusqu'en T' sur une certaine droite OP ; cette droite OF doit satisfaire à la condition c' = n pour que le mur ait la forme triangulaire; on voit aisément comment le point F est déterminé. Prenons donc (fig. 144) AC = OX , BC = OT', nous obtiendrons le mur ABC. Proposons-nous d'en déduire un autre BDE le même stabilité.
Soient : n = BH, n' = HE les fruits extérieurs et intérieurs; le poids résistant du mur comprend les massifs BHD, DHE de maçonnerie, et le massif de terre DfTE;',le moment résistant est donc :
Égalons ce moment résistant au moment ré.sistant du mur ABC qui est tt' — , on obtient l'équation :
— (2n2 + 3nn' + n'2) -h —'{Sun' 2n'^) = T:'~-
Cette équation contient 5 variables, mais en divisant par 7:'6'^ OU mieux par — — -, on obtient une équation à trois variables :
Nous simplifierons encore les écritures en supposant e' = 1 , r' = 1 ; les lettres 7î , n' , tt désigneront donc les rapports
—, — , r? ? l'équation devient : 2 7i^ — 2 ~{- 3nn' + n'* -+- r
Cette équation contient deux variables n n' au second degré, mais si Ion remarque que les termes qui ne contiennent pas n', contiennent seuls n au second degré , que ces termes forment l'expression :
on voit que l'on peut diminuer d'une unité le degré de la variable n en introduisant une inconnue nouvelle et cela de deux manières différentes en posant r
n' = ou n =
Il V
Adoptons la première solution ;on peut vérifier (flg. 144) que u est la distance , à la crête supérieure du mur, du point F autour duquel il faut faire tourner le parement vertical AF pour obtenir le parement incliné ED ; en effet , on a :
DK KF ■ DK e' - n ,, ^ ^^^
=-r = =-^ ou — - = , d où DK = u. DH HE 1 n'
En remplaçant dans l'équation {l) n' par sa valeur exprimée au moyen de m , et en supprimant le facteur commun 1 — w on obtient l'équation :
Cette équation ressemble à l'équation (2) du numéro 272; nous pouvons même la représenter au moyen du même tableau graphique (fig. 141), les lignes des / devenant les
lignes (les n , les lignes des u étant quelque i)eu modifiées. Posons :
l(l-n)(l+27T) ^ 3 1 -{-ji ' ^ '
Ces équations (3) et (4) ne diffèrent des équations (3) et (4) du numéro 298 que par le changement de n en /, ; on obtiendra donc la même figure 141 en ce qui concerne les lignes de t: et des l ; quant aux lignes des k , 1 équation (2) devient :
2u Pour 7j = 0, on trouve .^ =- -— , on obtient l'échelle OH';
pour îi = — \ , on obtient la droite E'G' dont l'équation est :
On obtiendra les lignes des u en joignant les points de l'échelle G'E' aux points correspondants de l'échelle OH'. L'inconvénient d'avoir des lignes des u à peu près parallèles à celles des - existe toujours, mais cependant il est beaucoup
diminué; le calcul prouve que la ligner = — —coïncide avec
une ligne des u; mais cette ligne est en dehors de la partie utile du tableau.
La seconde solution n'a pas cet inconvénient; on trouve encore en suivant identiquement la niême marche que précédemment, que le tableau delà figure 143 peut convenir, sau^ en ce qui concerne les lignes des v dont l'équation devient :
Connaissant v, on obtient n' par une construction facile:
on a
Soit (fig. 145) AB =n + e', AC = v, BC est l'inclinaison du parement intérieur.
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309. Autres tableaux graphiques. — On peut trouver, au moj'en delà méthode des coordonnées générales, un grand nombre de tableaux graiihiques relatifs au calcul des murs trapèzes et triangles ; nous avons précédemment donné les plus simples; nous allons exposer rapidement quelques autres procédés ; leur examen peut être utile au lecteur qui voudrait se familiariser complètement avec la méthode, et l'appliquer à d'autres questions qu'il n'est pas possible d'aborder ici. Nous ne nous occupons que du mur triangle, maison traiterait le mur trapèze par des procédés analogues.
1° Pour une hauteur 1 , le moment sollicitant est-^tang*— ;
en égalant le moment résistant du mur au double du moment sollicitant, on obtient :
- (2)1^ -r Sun' + n'*) 4- -^ (3nn' +2n'*) =- 2 . -^ tang* — . (1) 6 '^e 6 2
En divisant par , on ramène le nombre de variables à 3 ;
on obtient :
[tanf* — I 3'|.:.0-.^J-- (^)
TT' 2tang^|
Posons œ = —, p = — —, — '
Il Vient : ^ (2+3'^'-+-'-^) +3jJ^ 4-2-^- 2?/ = 0.
On obtient pour les lignes des — un système du second
degré ; les autres lignes sont des parallèles aux axes; il faut deux tableaux spéciaux pour trouver x et ?/.
2° On peut aussi diviser l'équation ( 1 ) par - 7:' tang^— et
T poursimplifier les écritures supposertang— = 1 , on obtient :
2n* -1- 3n«' r n'* + —, {3nn' -\- 2n'^ — 2) = 0. (3)
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Prenons n' comme inconnue ; posons :
7ï' TT'
On obtient pour lignes des n' :
n'2 -\-7i' ce +y ^ 0.
En éliminant — des valeurs ûeœ ety,on obtient les lignes
des n :
Zny = 2œ {2n^ + 1) — 6n (1 + n^).
En éliminant n des valeurs de x et p, on obtient les lignes des — ; :
9 / TT \2 t:
TT
Les lignes des n' sont faciles à construire ; elles forment un système du second degré enveloppant une parabole; on trace les droites n=-0 ,n -^ — 1 ; le sj^stème auxiliaire U + a? = 0 détermine sur ces droites des échelles proportionnelles à celle desw; on joint les points correspondants.
Les lignes des n forment un système du troisième degré : mais on reconnaît facilement qu'il y a un axe y = 1 , on a
alors œ = - n; on obtient ainsi un point de chaque droite.
pour pouvoir les tracer, il suffit de déterminer leurs directions au moyen de leurs coefficients angulaires :
n Suivons la méthode générale pour construire une fonction
entière; portons ( fig. 146) OA = 1 , AB = w, OC = - ; on
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obtient CD = -w; menons DE perpendiculairement à OD,
CE = - w^ ; si HC = - , on a HE = - m* + -; la règle de
la division graphique donne :
FH
En résumé , AB est l'axe des n , OA = 1 , OC = — - ou même
les rayons OBD et la perpendiculaire DF et si HC = -, HF
est l'échelle des valeurs du coefficient angulaire ; on obtiendra les directions des droites en portant PH= 1 , et en joignant P aux différents points de l'échelle HF.
Les lignes — sont des paraboles; pour les construire, on
commence par porter en abscisse sur une autre épure :
les lignes des — deviennent des droites :
Pour construire ces droites, 11 faut déterminer les ordonnées à l'origine et les coefficients angulaires. Sur Oy portons
(fig. 147) OB = 1 -t- J^^ ; sur Oj;, OA = 1 + 2 ^ ; joignons
AB, et menons BC perpendiculairement à AB, OC est l'inverse du coefficient angulaire, car ou a :
(0B)2 = OAx OC , d'où OC = •^- = z ■
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Si OP == 1 , le rayon PC donne la direction de la droite. Portons OK = 1 , KD est l'ordonnée à l 'origine ; en effet
si OK = 1 , KA = 2 -y ; l'ordonnée à l'origine est :
KA
, ^ 7z OA 1 +2—r
En appliquant la règle de la division graphique, en considérant K A comme la surface d'un rectangle de hauteur 0 A (68) , on trouve que la base doit être égale à KD ; donc :
Ayant construit toutes ces droites, elles détermineront
sur les parallèles à l'axe des y des échelles qu'il suffira de
placer convenablement pour avoir les points des paraboles ;
ainsi sur la droite â? = 1 , on portera l'échelle que les droites
déterminent sur x' = —•
On peut éviter la construction des paraboles en construisant un tableau graphique spécial donnant la valeur de œ ; en posant dans ce nouveau tableau 7/ = n, on obtient pour
les droites des — un système du premier degré :
On déterminera x par ce tableau , on entrera dans le tableau précédent par cette valeur de ^r , et la valeur de 7i , et on trouvera w' sur la ligne des n'. On dispose les deux tableaux de manière que les lignes des œ soient les mêmes atin d'éviter une lecture. Ce système de deux tableaux a un
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inconvénient; pour n très petit, l'intersection des lignes des n et des œ est peu accusée. Il serait utile de prendre, au lieu de x, une autre variable auxiliaire.
3° On peut mettre l'équation ( 1 ) sous la forme d'une équation du second degré en n :
Posons :
L'équation (3) devient l'équation des lignes des n : 2^2 + 3Mâ7 + ?/ = 0.
En éliminant -^ des équations qui donnent x ^i y , on
obtient l'équation des lignes des w' :
En éliminant w' des mêmes équations , on obtient l'équation des lignes des — - :
Les lignes des n forment un système du second degré facile à construire ; les lignes des n' forment un système du troisième degré , mais il y a un axe :
pour y =^ \ , ouQ.: X = —;
on obtient ainsi un point de chaque droite; on déterminera la direction de ces droites par une construction analogue à celle que nous avons employée dans la question précédente pour construire les lignes «, c'est-à-dire que l'on obtiendra successivement les échelles des n\ des 2 n', des 2 w'* — 2, des
1 par une construction semblable à celle de la fig. 146.
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Les lignes des —y- sont des paraboles que Ton pourrait transformer d'abord en lignes droites comme précédemment ; on peut simplifier la construction de ces paraboles en remarquant que si-^ varie en progression arithmétrique , les valeurs ûe ûQ et 1/ varient aussi en progression aritlimétique ; des valeurs de ^r et ?/ , on tire en effet :
Aâ7=w'A^ A?/ = 2(w'^ - 1) A— .
On déduit de là que les lignes des -^ déterminent sur les lignes des n\ des échelles proportionnelles à celles des — ; si on trace deux lignes des -^ , ou a deux points de ces
échelles et on en déduit tous les autres ; on peut prendre pour ces deux lignes , les suivantes qui sont des droites.
4° On peut supposer connue l'épaisseur e du mur rectangulaire, se donner le fruit intérieur n , et prendre comme inconnu le rapport k entre l'épaisseur moyenne du mur triangle et celle du mur rectangle :
On obtient d'abord, en égalant le moment résistant du mur triangle à celui du mur rectangle, l'équation :
II
Divisons par -^, e exprimons — au moyen de /i; , on a :
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Posons: x^h (-— l)-
On obtient pour ligne des — :
En éliminant-- des équations qui donnent x ei y , on obtient les lignes des h :
En éliminant k des mêmes équations, on obtient les lignes
des — :
Les lignes des — et des — se construisent comme dans les ^ e T.
cas précédents ; les lignes des h m construisent en remarquant que pour 2/ = 6 , x — 'ili\o\s. obtient ainsi un axe rec • tiligne des k; la direction des lignes des h se détermine comme celle des n dans le premier exemple de ce numéro.
On peut simplifier la construction des paraboles des — en
remarquant comme au 3° que les lignes des h sont coupées par
ces paraboles suivant des échelles proportionnelles à celles des
tt' t:'
— ; il suffit de connaître deux lignes des — :
pour — = 1 , û; = 0 ,
pour ~ = ~ 2 , y = ^'
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Une petite partie de l'épure est seule utile; les axes paraboliques sont presque rectiligues dans la partie utile du tableau.
§ 3. Hauteurs limites des murs précédents.
303. — Dans le calcul des dimensions des murs précédents , nous ne nous sommes pas occupés de la résistance des matériaux à l'écrasement; nous avons vu cependant (290) que si toutes les formes semblables ont môme coefficient de stabilité , la pression par unité de surface varie dans le même rapport que la hauteur du mur et qu'il existe dès lors une hauteur limite que l'on ne peut dépasser sans craindre l'écrasement de la matière. Il est utile de déterminer ces hauteurs limites , parce que si on avait à construire un mur d'une hauteur plus grande, il faudrait en augmenter les dimensions. Rappelons que dans le cas d'un mur supportant son propre poids, la hauteur limite H est donnée par :
R' = 7:'H d'où H=^- (1)
R' étant la pression maxima par unité de surface. Dans le cas d'un mur de soutènement, la hauteurlimite h est moindre
que H, nous nous proposons de déterminer le rapport — .
304. llurs rectangles. — Si nous supposons le coefficient de stabiUté égal à 2 , le centre de pression de la section inférieure est au quart de l'épaisseur du mur, donc c'est la loi du triangle qui se produit; en appliquant la formule connue, on trouve :
à II 3
Nous obtiendrons la hauteur limite /^ , égalant p kR' on TT'H ; on trouve :
it'H = — Ti'h, d'où -jj == 8 ■
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305. Wur a%ec fruit extérieur. — Il est lacile de reconnaître que la loi du triangle se produira encore dans la section inférieure ; le cas le plus défavorable à cette thèse est le mur triangle, or dans ce cas on a la loi du triangle sur toute rétendue de la section; en effet, si c'est l'épaisseur,
e' le poids résistant tombe à une distance 2 — de l'axe des
e' moments, on a donc u = —(245). Considérons deux murs
de hauteur égale à l'unité, l'un de profil rectangle, l'autre présentant un fruit extérieur; dans le premier cas, on a :
dans le second cas
Soient h et h' les hauteurs limites dans les deux cas; on a : 2 P 2 P*
su 3 Pw
Si on remarque que Fu et F'u' représentent las moments résistants des deux murs de hauteur un, moments résistants qui sont égaux , on obtient en divisant ces deux équations :
Le rapport — est celui des épaisseurs moyennes des murs
'-2 Mais nous avons trouvé ( 295 ) e'* = e* H ; on a donc :
' " . /, ij' n
V'+3ii--i;
En remplaçant li par sa valeur— ;- H, on trouve :
v/^ = )Li . (3)
3e^ fi
11' On peut indiquer les valeurs du rapport r- sur le tableau
U'oxûe. la figure 138; ce tableau a été constiuil lu portant
x = e, y = — — ; l'équaliun précédente montre que le rap- 1/3
port — et aussi z^est fonction de — ; cette équation peut
être mise sous la forme :
n ih
= = cp(-) ou y=^-T(g)
Les lignes d'égal — sont des lignes passant par l'origine; H
ces lignes étant tracées , il suffit de les graduer convenablement; on peut trouver cette graduation en construisant
deux courbes; portons en abscisse ( fig. 148) x = — :: , en
ordonnée le second membre de l'équation (3); portons ensuite
Ji' en abscisse a = — -y , en ordonnée le premier membre de
/{' l'équation (3; ; pour chacune des valeurs de -- , on trouvera
successivement les points correspondants de deux courbes ,
et la valeur a qui n'est autre que la fonction 9 ; on obtient
ainsi l'échelle des cp, que l'on porte sur la droite xF, en
h' inscrivant la valeur correspondante de yt-
h' On peut aussi porter la valeur — en rayon vecteur a partir
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de l'origine 0 sur la ligne — du tableau y'ox de la figure 138 ;
pour construire la courbe, on opère comme il suit : soient
h' (fig. 149) œoy les axes, OB une droite „ , z son coefficient
angulaire (p = &B; portons oa = 1 , Aa = 9 , OA sera perpendiculaire sur OB ; on a :
Si on porte AC donne les valeurs :
n Je
(pl/3
sj'
, le lieu des points C
On a donc :
Portons OK
joignons CK , menons KL perpendi-
culairement sur KG, et LD perpendiculairement sur KL, on trouve :
îllup avec fpiiit inféricnr; sointion approchée
Nous avons vu (296) que pour remplacer un parement intérieur vertical par un parement incliné , on pouvait négliger l'influence de l'augmentation des bras de levier des moments résistants et transformer le mur connu en un autre mur donnant lieu au même poids résistant. Dans ce cas , la pression maxima reste sensiblement la même et par conséquent la hauteur limite est la même que celle que nous
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avons obtenue précédemment. Ces conclusions ne sont qu'approximatives. En réalité, la pression sera un peu plus faible dans le nouveau mur et l'on pourra atteindre des hauteurs ]f plus grandes que Iv.
TD, 2 P' , 2 P
9 Pf/ 2 P"^
En divisant ces équations et en remarquant queP'i^'= P%", on obtient :
;7=p7i OU y/^, =-. (4)
Le rapport — est facile à déterminer lorsqu'on a obtenu
les dimensions du mur; il faut observer que P'' est le poids
résistant total y compris les terres qui reposent sur le mur.
SOS. Même question. Tableaux graphiques. — On peut
se proposer comme exercice de représenter les valeurs du
rapport — au moyen d'un tableau graphique ; on a :
d'oîi
VA
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En divisant par e' et en adoptant les mêmes notations qu'au numéro 298, on a :
Cette expression contenant un trop grand nombre de variables , nous supposerons n = 0 , alors h' = h; prenons dans
ce cas le rapport inverse \/ rr?; on
Cette expression contient quatre variables, mais les variables 1 , n', TT satisfont à une relation , le rapport -j— est fonction de deux variables et peut s'obtenir par un tableau
graphique ; on obtiendra alors le rapport i/ — par la formule (5) qui peut s'écrire :
V h" 2 Au lieu de construire un tableau particulier donnant les
rapports — ou \l r^, il est préférable d'indiquer ces valeurs
sur les tableaux des lig. 141 et 143, qui servent à déterminer les dimensions des murs; nous devons considérer séparément les deux solutions.
300. Première solution. — Éliminons de l'équation (6) la variable n au moyen de la variable ii (298), on a :
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Les trois variables du second membre satisfont à l'équation (2) du numéro 298; si on élimine Tune des variables , 71 par exemple, on trouve :
ul+~[\-l)
Si on construit d'abord un tableau particulier, en choisissant des lignes des u et des ). de manière que les lignes des
-— soient les plus simples possibles, on pourra reporter ces
lignes des %- sur la flg. 141 en opérant comme si l'on copiait
un dessin par la méthode des carrés ; les carrés sont remplacés ici par des quadrilatères n'ayant pas la même forme sur les deux figures, mais la méthode est la même. L'une
des lignes peut se tracer facilement, c'est la ligne — = 1,
on trouve les trois droites :
Les autres courbes sont compliquées, on peut simplifier leurs constructions en traçant au préalable des courbes auxiliaires ; l'équation ( 7 ) peut s'écrire en introduisant une variable auxiliaire a :
Construisons d'abord les courbes :
Pour y arriver, on porte d'abord sur une épure provisoire t: = ?/ , i< = ^ , les lignes des a sont des droites ; on les reporte sur la figure 141.
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Ayant construit les lignes des a, on considère a comme une nouvelle coordonnée et on construit les courbes :
On porte d'abord sur uneépure provisoire .3? = /, y=\l j-jj '■> les lignes des a sont des droites convergentes ; reporte les lignes jj- sur la figure 141 et le problème est résolu.
ÎJIO. Seconde solution. — Éliminons de rér4uation (6) (308) la variable n' au moyen de la variable v (299); on a:
En éliminant la variable - au moyen de l'e'iuation (2) du numéro 299, on trouve :
vl+j{l--y)
Les lignes des -rrr sont difficiles à construira au moyen de
cette équation ; pour \/-^ = — 1, on trouve cependant
trois droites :
Il est préférable de suivre une autre voie; en introduisant une variable auxiliaire a, l'équation ('7) devient :
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Construisons d'abord les courbes :
Pour cela, portons d'abord sur une épure provisoire 7: = ?/, V = œ;\es lignes des a sont des droites ; on les reporte sur la figure 143. Ayant construit les lignes des a , on considère a et}, comme nouvelles coordonnées et on construit les courbes :
On porte d'abord sur une é[<ure provisoire x = l,y=\ — , les lignes de a forment un système du iiremier degré; on reporte les lignes des jj^ sur la ligure 143 et le [)roblème est résolu.
311. lliir triangle. — Calculons d'abord la liauteur limite H d'un triangle à parement intérieur vertical ; on a :
D'où Rf = ^ _ = ::I H.
Cette formule n'est autre que la formule ( 1 ) du numéro 303 qui donne la hauteur limite d'un mur qui ne supporte que son poids.
Considérons deux murs triangles de hauteur égale à l'unité , le premier à parement intérieur vertical, le second avec fruit intérieur n' ; les pressions maxima sont données respectivement par les formules
9 p •> pf
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Soient H et h les hauteurs limites de ces deux formes ; on a:
En divisant ces deux équations membre à membre, on obtient, en remarquant que Pw = P'W :
Le rapport py-peut se calculer daus chaque cas; mais on
Il H peut aussi indiquer les valeurs de ^zjrou — sur le tableau de
la figure 141 qui parmet de déterminer les dimensions.
L'équation (9) peut s'écrire :
ou si e=l, -'= 1, \/-r- = ?i -f n' (1 + ^). En introduisant les variables i< ou y (301 ) , on a
ou
On construit les ligues des .rj- en suivant la même marche
qu'au numéro précédent , c'est-à-dire en mettant ces équations sous la forme :
l+Tt
et en construisant au préalable les lignes des a. § 4. Murs à gradins intérieurs.
En pratique pour faciliter la construction , on substitue des retraites successives à l'inclinaison régulière du parement intérieur ; si les retraites ont une faible hauteur , il est inutile de faire un nouveau calcul ; mais pour des raisons particulières , on peut être amené à adopter des gradins de grande dimension ; dans ce cas on doit calculer directement les épaisseurs des différents tronçons; on peut aussi calculer le mur triangle ou trapèze et les transformer en murs h gradins en conservant le même coefficient de stabilité.
31 '^. Trnnsfoi'uialion du uiiir triangle en mur à gradins». — Soit (tîg. 150) SDL le mur triangle ; on veut le transformer en un mur à gradins de telle manière que pour la section inférieure de chaque gradin le moment résistant soit le même que celui du mur triangle.' Nous remarquerons que par la transformation les bras de leviers ne seront diminués que d'une quantité très petite que nous pouvons négliger ; nous savons qu'une pareille hypothèse (298j ne donne pas lieu à une grande erreur ; d'après cela , il faut transformer le mur triangle de manière à conserver le même poids résistant. Cette transformation s'effectue rapidement grâce à l'intégration graphique. Montrons, par exemple , comment on calcule le troisième tronçon ARKS ; on doit avoir :
poids (SDHK) = poids (SDML).
Mais par hypothèse on a calculé les deux premiers tronçons de manière que l'on ait :
poids (ADCB) = poids (ADNE).
Retranchant, membre à membre, la seconde inégalité de
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la première , retranchant en outre des deux membres le poids SABF, il restera l'équation de condition :
poids (FCHK) = poids (FBENML).
On peut calculer le second membre de cette équation par une intégration graphique. Soient ZZ' l'axe du diagramme des inclinaisons, YY' la ligne des pôles pour le calcul des poids des maçonneries , XX' la ligne des pôles pour le calcul des poids des massifs de terre; les bases d'intégration varient en sens inverse des poids spécifiques :r' et tt, on obtiendra les lignes XX' , YY' en i)ortant à une échelle quelconque : Ox -^ n', 0|3 = 1.
Le poids FBENML est représenté par M'L ; la ligne intégrale comprend : 1" la ligne FN' intégrale de BE dont la direction est donnée en 1 1 sur le diagramme des inclinaisons ; 2° la ligne N'M' intégrale de PNML dont la direction s'obtient en 22; on remarque, pour obtenir cette dernière inclinaison, que l'ordonnée moyenne 02' du massif de maçonnerie PERL donne lieu à la même intégrale qu'une hauteur 0'2' de terre.
Le premier membre de l'équation de condition est l'intégrale du massif FCHK, la ligne intégrale estla droite FH' dont on obtient la direction en 33; en menant l'horizontale M'H' on détermine le point H' et par conséquent l'épaisseur du troisième tronçon. Cette méthode donne des dimensions trop faibles, mais l'erreur est inappréciable.
•t 1 3 Transioritialion du luiir trapèze en uiurà gradins. — Si on d(!termine pour une certaine hauteur, les dimensions d'un mur trapèze ou rectangle DABC (fig. 151), on obtient immédiatement les dimensions d'un mur de hauteur quelconque en faisant varier ces dimensions dans le rapport des hauteurs (292). Il s'agit alors de déterminer un mur à gradins de telle manière que , pour un nombre quelconque de gradins , le poids résistant soit le même que celui d'un mur trapèze de même hauteur ; on obtiendra ainsi un petit excès de résistance, parce que les bras de levier du moment résis-
tant vont augmenter. Supposons que l'on ait calcule les deux premiers tronçons de telle manière que l'on ait : poids (ADCB) = poids (ADNE).
On doit calculer le troisième tronçon de telle sorte que :
poids ( SD H K ) = poids ( S D M L ). Retranchons la première égalité de la seconde , retranchons en outre le poids ( AE PS) , on obtient l'équation de condition : poids I PEBCHK) = poids (PNML).
Le second membre est représenté par M'L , la ligne intégrale P M' est parallèle à la droite 1 1 du diagramme des inclinaisons. La ligne intégrale PH' relative au premier membre, comprend: 1" l'intégrale de PEBF, ligne parallèle à 22; 2° l'intégrale FCHK , ligne parallèle à 33. En menant par M' une horizontale, on détermine le point H' et par conséquent l'épaisseur du troisième tronçon.
a 1-1. Méthode dîreele— Montrons d'abord comment on vérifierait la stabilité d'un mur donné. Il faut d'abord calculer les moments sollicitants pour différentes hauteurs de mur (flg. 152); la poussée sur une hauteur h est représentée par le "poids d'un prisme triangulaire abc de base ab = h et de
hauteur bc = h tg« ~ ; celarésulte de la formule q= j ^^^g*- .
En intégrant deux fois la ligne ac , on aura d'abord la poussée et ensuite les moments sollicitants (105). Pour vérifier la stabilité du joint AB , construisons deux intégrales successives AC , AC" du massif ADCB ; menons la tangente à l'intégrale seconde au point C" et prolongeons-la jusqu'en E; on sait (107) que c'est le lieu des moments du poids résistant ; l'ordonnée AE est donc le moment résistant du mur. Lo moment sollicitant est l'ordonnée ed ; le coefïicient de stabi-
\E lité est^ ; on doit avoir : ecl
AE = 2cd
Pour calculer les dimensions d'un mur de cette forme , on détermine successivement les différents tronçons en commen-
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çant par le tronçon supérieur; montrons, par exemple, comment on calcule le troisième tronçon. Par hypothèse, les premiers tronçons sont calculés exactement; dès lors en passant du joint AB au joint SK, il faut que l'accroissement du moment résistant soit double de celui du moment sollicitant. Portons SG = 2/'^, double de l'accroissement du moment sollicitant ; par suite du déplacement du centre des moments de A en S , le moment du poids résistant des tronçons supérieurs au joint AB subit une augmentation égale à l'accroissement MN de l'ordonnée de la droite EC" ; donc le moment du poids S A BC H K doit être égal à SG—MN = S G'. Traçons les deux intégrales successives S' H, S H" du massif SABCH ; par G' menons une tangente à l'intégrale seconde; le point de contact H" détermine l'ordonnée HK et l'épaisseur du troisième tronçon. On peut dessiner assez exactement l'intégrale seconde pour pouvoir y mener la tangente G'H" ; mais il faut déterminer le point de contact avec précision ; à cet effet, on mène sur le diagramme des inclinaisons de l'intégrale seconde, la droite Ou. parallèle à la tangente G'H''; on obtient ainsi l'ordonnée de l'intégrale première, le point H', et par suite le parement intérieur du troisième tronçon. On peut aussi déterminer l'abscisse du point H" par la construction géométrique suivante. Le côté BH' de l'intégrale première a pour équation 7/ = ax, si on prend comme origine des coordonnées le point F où cette droite coupe SG ; l'arc correspondant de l'intégrale seconde est une parabole qui prolongée coupe l'ordonnée SG au point F' que l'on obtient aisément par le polygone circonscrit F'IB" ; F'G' représente la surface d'un triangle de base x et de hauteur ax, donc :
C'est , d'après cette équation , que l'on doit déterminer x.
Cf.X'^
Si a; était connu, on construirait — — d'après la méthode générale qui permet de construire un polynôme (253); on
prendrait PP = |- , P Q = 1 , QR = ^ ; on mènerait PRL , puis L G' perpendiculairement à P L , on aurait : F'L = — x^', F'G = -^,
De cette figure on connaît F'P = — ; car si on i)rend la base d'intégration des maçonneries comme unité de longueur, on a a -= hW , d'où F'P = ^- . Si on décrit sur PG comme diamètre une demi-circonférence on obtient le point L, la droite PL , et par suite l'épaisseur x = QR du troisième tronçon.
§ 5. Murs de soutènement avec contreforts.
315. illiirs avec coiitreforLs extérieurs. — Soit(fig. 153) ABCD le plan d'une certaine longueur d'un mur rectangulaire ; A D est l'arête de rotation autour de laquelle on évalue le moment résistant ; on est naturellement conduit à augmenter les bras de levier, en reportant la matière à une plus grande distance de l'axe des moments ; on obtient la forme KLEFGHIM : c'est le mur à contrefort extérieur. Pour un même poids de maçonnerie , ce mur est plus résistant ; pour une même résistance , il est donc plus économique. Il est difficile de calculer l'épaisseur du masque : la maçonnerie travaille comme dans une plate-bande ; sa résistance dépend en grande partie du mode de construction. M. l'ingénieur Foy (1) propose de donner aux contreforts une largeur de 1 mètre et de les espacer de 4 mètres ; il admet une saillie des contreforts égale à l'épaisseur du masque. Il nous semble que ces chiffres sont trop absolus ; la distance des contreforts doit évidemment dépendre de l'épaisseur du masque ; aussi nous admettrons simplement que la largeur du contrefort soit le
(1) Nouvelles annales lie construction, 1865.
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tiers du vide qui sépare les contreforts voisins ; nous reviendrons tantôt sur l'espacement des contreforts. Adoptons ces proportions; égalons le moment de la figure KLEFGHIM à celui du rectangle ABCD; soient : e l'épaisseur du mur rectangle , e, =2x celle du mur avec contrefort , x l'épaisseur du masque ; on trouve 4 x (2^)* — 3^' = 4eS d'où :
On obtient l'épaisseur <?, par le tableau de la figure 138 de la même manière que l'épaisseur e ; il suffit de prendre l'épaisseur e, sur une ligne inclinée OK ; on obtient cette ligne en
portant OK = y t:t ou a7K = \/— •
On réalise une grande économie en remplaçant un mur rectangle par un mur à contreforts; l'épaisseur moyenne e de ce dernier est
'Ix
21^13 on réalise donc une économie de 30 pour cent.
Distance des contreforts. — Le masque MN P Q supporte la poussée des terres, il est soutenu parles contreforts; siMN et PQ étaient deux joints , le masque devrait avoir l'épaisseur du mur ordinaire et il n'y aurait aucun avantage à employer des contreforts ; nous supposerons les matériaux enchevêtrés de telle façon que si les piliers résistent , la rupture du masque ne puisse se produire que suivant les lignes moyennes MM', PP' faisant avec la normale au mur un angle 5 qui dépend du mode de construction. Le massif MM'P'P est sollicité par la poussée qui se developi)e sur la longueur M'P' égale à l — 2ir tang G. Dans le moment résistant du masque , il faudrait tenir compte des efforts nécessaires pour produire la séparation suivant MM' et NN'; nous en tiendrons compte en supposant que le moment résistant du masque soit celui du massif MNPQ. On a alors en exprimant le moment de la poussée des terres au moyen de l'épaisseur e du mur rectangle :
Ix^ == (/ — 2i3?tang0) e*.
Supposons tang 0=1, nous aurons
'2xe-
Nous avons trouvé a? = e y p- ; éliminons e de la valeur
de ^ , on trouve :
1= — œ, soit l='ix.
La largeur l' du contrefort est :
Le pilier a donc une Corme carrée. En résumé , on obtient l'épaisseur totale du mur sur la ligne OK(fig. 138); le masque a la moitié de l'épaisseur , le pilier a une forme carrée ; le vide entre deux contreforts est égal à trois fois l'épaisseur du masque : cela permet de déterminer immédiatement toutes les dimensions du mur.
Hauteur limite. — Considérons la partie du mur KLFGHIM ; la section horizontale de cette partie du mur a un axe de symétrie OX; nous pouvons donc, pour étudier les pressions, appliquer la première méthode du numéro 252. Nous avons représenté (flg. 154) la moitié de cette section, située au-dessus de l'axe de symétrie ; on trouve les trois intégrales ABD, A'B'D' , A"B"D"; les tangentes aux points D' et A' se coupent sur la verticale du centre de gravité 0 de la section; en divisant OA en deux parties égales (244), on trouve le centre de pression; il s'agit de déterminer l'axe neutre par tâtonnement. Si on prend Dd comme axe neutre, on mène la tangente D"(5' au point D" ; on porte cf (5' = 5'J"; on obtient le centre de pression en à. Pour l'axe neutre Bb, on trouve un centre de pression au tiers de A6. Le véritable axe neutre est compris entre Bô et Y)d ; si on essaie l'axe Ce situé au milieu de l'intervalle entre les deux précédents, on trouve que cet axe convient sans qu'il soit nécessaire de procéder à une interpolation. Supposons que le mur ait la hauteur
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limite h , la pression eu A sera égale à la limite R' ; la pression
■p à une distance œ de l'axe neutre sera — œ, si û^ est la longueur Ac ; la pression totale est n'uk; on a donc l'équation :
■K'oih = — f xd(ù.
Remplaçons R' i)ar 7:'H, fxdoy par M , on trouve :
h M H ~ wa
La valeur du second membre est un rapport que l'on peut obtenir sans connaître les dimensions absolues de la section du mur dont la hauteur est égale à la hauteur limite ; nous pouvons obtenir ce rapport en traçant la forme de la section à une échelle arbitraire; la figure 154 a été obtenue de cette façon. On a : M =-- Ce'; le produit ua s'obtient par la tangente en D" , cette tangente est le lieu des moments de la section totale co ; l'accroissement de l'ordonnée de cette droite pour un déplacement d'abscisse égal à a est le produit oia; en utilisant une parallèle EF à cette tangente, on trouve Oia = Ff , d'où
h ^ Ce'
On trouve en effectuant une nouvelle division graphique :
h :pr- = mn.
Soit approximativement h = -r^ H.
On pourrait aussi trouver la longueur — = a' , d'où
Il — ^
ïl~ a '
illurs avec conireforis înicrîeurs. — Lorsqu'il est
indispensable d'avoir un parement extérieur uni. il faut
renoncer au mur à contreforts extérieurs ; on peut employer,
dans ce cas, des murs à contreforts intérieurs. Leur forme
est encore celle de la figure 153,, mais il faut supposer les terres du côté des piliers. On suppose le masque invariablement lié aux contreforts ; on reconnaît facilement que ces murs sont plus économiques que les Jmurs pleins , mais moins économiques que les murs que nous avons étudiés dans le numéro précédent ; en effet , à poids égal le moment résistant ne dépend que des bras de leviers ; en mettant des contreforts intérieurs, on augmente déjà ces bras de leviers ; mais ils augmentent davantage si on déplace le masque vers l'intérieur jusqu'à ce qu'on obtienne un mur à contreforts extérieurs. Supposons encore comme précédemment que l'épaisseur X du masque soit égale à la saillie du contrefort, que la largeur de ce dernier soit le tiers du vide entre deux piliers voisins; soient e l'épaisseur du mur rectangle, e, l'épaisseur 2a; du mur que nous voulons calculer, on trouve :
d'où X
= e\l{, e,=esj'-^^
L'épaisseur e, s'obtiendra sur la droite OL de la figure 138 cette droite OL étant déterminée par la condition :
OL = y/y ou œh = \]^-
L'épaisseur moyenne est :
L'économie sur le mur plein est donc de 7 pour cent.
Espacement des contreforts. — Le masque pour se renverser doit entraîner une partie de la maçonnerie du pilier ; on peut admettre qu'une longueur l-\- 2^ du masque résiste à la poussée qui se produit sur la longueur / qui mesure l'espacement des contreforts ; on trouve :
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Et en éliminant e, au moyen de l'équation x = e y —
on trouve
(1 OU l' = — l = -zr œ.
L'espacement des contreforts doit être un peu plus petit que dans le cas précédent.
Hautew limite. — Ou détermine la hauteur limite par un calcul tout-à-fait semblable à celui du numéro précédent ; la figure 154 peut encore servir, car les abscisses ne sont
pas changées , on a toujours ^ = -^ et les ordonnées devraient varier dans le même rapport puisqu'on a encore ^' = — . Mais la poussée agit de gauche vers droite, les fortes
pressions se produiront sur le masque, le centre de pression se trouve au milieu de Od. Les intégrales devraient être tracées en cheminant de droite vers gauche, mais celles qui sont déjà tracées peuvent servir si on adopte des lignes de repère convenables ; pour l'axe neutre B & , on trouve un centre au tiers de bel ; ce centre coïncide approximativement avec le milieu de Od ; B& est donc l'axe neutre ; on a comme précédemment :
H coa D'|3
Approximativement on a : /^ -= 0,42 H.
317. Xlurs avec contreforts et voûtes. — Pour diminuer les inconvénients des murs avec contreforts intérieurs , on a relié les contreforts par des voûtes de décharges ; ces dispositions sont très préconisées ; on leur attribue une grande économie, parce que dans le calcul du moment résistant de ces murs , on tient compte du poids des terres que les voûtes supportent. Nous croyons cependant que c'est une méthode de calcul inçxacte. Plaçons-nous immédiatement au-dessous
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d'une voûte; il faut supposer, pour admettre cette manière de calculer , que les terres ne produisent pas de poussée sous la voûte, car s'il existe une sous-pression , cette sous-pression devra se soustraire du poids résistant. Pour voir quelle est la valeur de cette sous-pression, prenons d'abord le cas d'un liquide ; on reconnaît sans peine que la sous-pression est plus forte que le poids de l'eau qui repose sur les voûtes et que la diftérence est précisément le poids du volume déplacé par les voûtes; non-seulement ce serait une erreur de tenir compte du poids du liquide supporté par les voûtes , mais dans l'évaluation du poids des voûtes, il faut tenir compte de la perte de poids due au volume déplacé conformément au principe d'Archimède. Ce qui est vrai pour l'eau est vrai aussi pour un massif pulvérulent voisin de l'état liquide.
Lorsque l'on tient compte du frottement des terres , nous avons vu qu'il y a une infinité d'état d'équilibre; nous avons, selon la pratique habituelle, supposé une pression normale sur un plan vertical ; la théorie mathématique de la poussée des terres démontre que c'est l'état d'équilibre d'un massif indéfini limité par un plan horizontal dans lequel les poussées ' horizontales sont les plus petites possibles. Dans un pareil massif, on démontre que les pressions verticales sont les mêmes que dans un liquide de même densité, les pressions
horizontales sont réduites dans le rapport! : tg* — • Si on
suppose que les massifs de terre logés sous les voûtes se trouvent dans cet état d'équilibre, les poussées sous les voûtes sont les mêmes que dans un liquide et il faut encore dans l'évaluation du poids des voûtes tenir compte de la perte de poids due aux terres déplacées. Sans doute on pourrait admettre un état d'équilibre plus favorable à la stabilité du mur ; dès que le mur tend à céder, il se produitdes frottements qui empêchent les sous-pressions de se produire avec la même intensité ; mais il suint de constater que dans un massif pulvérulent les sous-pressions existent pour qu'il soit démontré que le mode de calcul adopté généralement est inexact. Pour réaliser les avantages attribués par erreur aux murs avec
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Toutes de décharges , il faudrait empêcher la poussée de se transmettre sous les voûtes; il suffît pour cela d'établir un masque intérieur ; nous sommes ainsi conduits à proposer la disposition suivante.
318. Murs à deux masques. — Formons le mur d'une série de piliers reliés par des voûtes et par deux masques , l'un intérieur, l'autre extérieur. Remplissons les vides par de la terre ou , ce qui vaut mieux , par des bricaillons ou des décombres. Le masque extérieur supporte une poussée très faible provenant des massifs logés sous les voûtes , le masque intérieur supporte la poussée des terres, mais comme ils sont maintenus par les contreforts et les voûtes , on peut donner aux deux masques une épaisseur totaleégale à celle du masque unique des murs à contreforts, c'est-à-dire une épaisseur égale au vide. Soient x l'épaisseur totale des deux masques , n le nombre d'étages de voûte ; on donnera au masque extérieur
oc
une épaisseur x^ = — , car le masque extérieur supporte
un massif d'une hauteur n fois plus petite que la hauteur du mur. Nous admettons encore que la largeur des contreforts soit le tiers du vide qui les sépare ; nous admettrons de même que l'épaisseur des voûtes soit le tiers du vide qui les sépare.
Les vides occupent donc les -- de la largeur, les — de la
hauteur , la moitié de l'épaisseur , soit une fraction
— X— X— = r— du volume total. Soient -' le poids spécifique des maçonneries ; q la différence entre le poids spécifique des maçonneries et celui des matériaux qui remplissent les vides; déterminons le poids spécifique t:, qu'il faut attribuer au volume total pour que le moment résistant ne soit pas changé ; on a :
d'où
^'^^'-^âO+él)-
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Si on entre dans le tableau de la figure 138 par la valeur 71, au lieu de la valeur -' , on obtiendra l'épaisseur e du mur par une hauteur égale à l'unité ; soit h la hauteur du mur , on aura :
7 r ^^^ u n—\ eh
ûc', x" sont les épaisseurs des deux masques. Soit /»' = —
la hauteur d'un étage de voûte, on a aussi :
eh^ ,, , ,, eh'
La hauteur /î' = — pourrait être diminuée autant qu'on
le voudrait, mais il convient que x' ne descende pas en dessous d'une certaine limite ; on peut admettre x' = 0,30 et déterminer /*', puis n.
La hauteur limite que l'on peut atteindre dépend de la forme de la section et du poids des matériaux employés pour remplir les vides ; il taudradonc déterminer danschaque cas particulier la ])ression maxima qui se dévelo[)pe pour être certain que l'écrasement des matériaux ne soit pas à craindre; il faut un tracé graphique analogue à celui de la tigure 154 pour chaque système de valeurs de n et de q.
Considérons, par exemple , le cas extrême où les matériaux de remplissage soient de même densité que la maçonnerie ; supposons le cas limite d'un nombre infini d'étages ; on a alors x' = 0 et la figure 154 peut être utilisée. Ou trouve comme précédemment :
Il - ^
H ~~ co(2
La valeur de M s'obtient par un tracé que nous n'avons pas représenté sur la figure , mais qui ne diffère pas de ceux que nous avons déjà employés ; la surface w est la surface de la section totale du mur , vide comi)ris ; on trouve approximativement :
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On voit que la hauteur limite est plus petite que dans les murs précédents. En général , plus on obtient d'économie , plus les pressions augmentent, plus l'écrasement est à craindre. On augmente en quelque sorte la stabilité statique aux dépens de la résistance à l'écrasement. C'est dire que ces dispositifs ne sont recommandables |que lorsque l'on a des matériaux de choix. Dans le cas contraire, les murs à sections pleines doivent être employés ; pour les grandes hauteurs, il faut même augmenter les dimensions de parties inférieures pour que les pressions limites ne soient pas dépassées ; on est amené alors à calculer une forme d'égale résistance à l'écrasement. Nous allons montrer comment on peut déterminer graphiquement une pareille forme; nous choisirons le cas d'un mur de réservoir.
§ 6. Forme d'égale résistance à l'écrasement.
310. Problème à résoudre. — C'est M. l'ingénieur Delocre qui a exposé le premier les principes au moyen desquels on devait déterminer la forme d'un mur de réservoir de grande hauteur ( 1 ). A un point de vue théorique on peut donner une épaisseur nulle au sommet du barrage; les parements extérieurs et intérieurs doivent être étabUs suivant des profils d'égale résistance, c'est-à-dire suivant des profils déterminés par la condition qu'en chacun de leurs points la pression maxima soit égale à la limite admise R' ; on obtient les pressions maxima à l'extérieur quand le réservoir est rempli ; on obtient les pressions maxima à l'intérieur quand le réservoir est vide.
En général , il est indispensable d'établir une route sur le barrage; aussi on s'éloigne notablement de la forme théorique en donnant une certaine épaisseur à la crête du barrage. Le barrage comprend alors trois parties : dans la partie supérieure les deux parements sont verticaux; dans la partie moyenne le parement extérieur est établi suivant un profil d'égale résistance , le parement intérieur reste vertical ; dans la partie inférieure , les deux parements sont établis suivant des courbes d'égale résistance.
( 1 ) Annales des ponts et chaussées. 1866.
M. Delûcre a établi les' équations différentielles de ces courbes; mais elles sont trop complexes pour pouvoir s'en servir aisément; aussi a-t-il imaginé de remplacer les profils courbes par des profils polygonaux à déterminer de manière à atteindre la pression limite aux sommets. Le barrage est alors formé de tronçons de forme trapèze (flg. 155) dont on détermine successivement les dimensions par tâtonnements. L'intégration graphique permet d'abréger considérablement ces calculs ; elle donne le moyen de calculer graphiquement la poussée, les poids résistants, les centres de pression. Le problème du numéro 248 nous permettra de déterminer les dimensions presque sans tâtonnement.
Soit (fig. 155) à déterminer la forme d'un mur de réservoir de 50 mètres de hauteur ; l'épaisseur AA' à la crête est de 8 mètres ; le niveau de l'eau est à 2'".50 du sommet du barrage ; le poids spécifique des maçonneries est de 2200 kilogrammes; la limite des pressions e<t R' = 6 kilogrammes par centimètre carré. La hauteur du mur est divisée en tronçons de 5 mètres: il s'agit de déterminer les dimensions de ces tronçons pour que les pressions maxima soient égales à 6 kilogrammes par centimètre carré, sauf toutefois sur les parements verticaux où les pressions peuvent être moindres.
Avant d'aborder ce problème , nous indiquerons d'abord le moyen de déterminer les pressions dans un mur de forme donnée.
S'iO. Bases (finlégration. — On considère une longueur de mur égale à 1 mètre; les poids des maçonneries et les poids des volumes liquides qui reposent sur le parement intérieur sont représentés par des surfaces. Soient t: == 1000 kilogrammes, -'-=2200 kilogrammes les poids spécifiques de l'eau et des maçonneries; une surface m représente un poids 77 w ou -'o) selon que cette surfiice représente un volume liquide ou un volume de maçonneries; les bases d'intégration qu'il faut choisirpOur obtenir directement les poids tto) ou -'oj sont (55) :
■^ _ctl> ', _ ^^^
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Si on exprime toutes les longueurs en prenant pour unité la longueur qui représente le mètre, on a : a = & = 1, d'où l'on a :
Ctt en'
L'échelle des forces peut être choisie arbitrairement; mais nous savons qu'il est avantageux de choisir une échelle particulière. Une pression N sur un joint de longueur 3a , soumis à la loi du triangle, produit la pression limite R', si Ton a :
R'=- — , doùa = — ^• 3a 3R'
Nous avons recommandé (248) de choisir l'échelle des forces de manière que N soit représenté par la même longueur que a; cette échelle ne convient pas ici, parce que l'on trouve des bases d'intégration trop grandes , sortant des limites de 'épure ; nous choisirons l'échelle des forces de manière que N soit représenté par 3a; on obtiendra a connaissant N en prenant le tiers de la longueur qui représente N , au moyen du compas de proportion. L'unité de force est représentée par c , la force N par Ne , on a donc
Ne Nc = 3a, d'otia = — -•
En comparant cette valeur de a avec la précédente, on trouve :
^=R^ Les valeurs de '/ et de /' deviennent :
L'unité de longueur que nous avons admise est le mètre ; on a donc R' = 60.000 kilogrammes; il vient :
/ = 30 mètres, /.' = — mètres.
Ces bases d'intégration sont :
A=.SU, /' = S'U
3*51 . Poussée de l'eau. — Il faut déterminer la poussée de l'eau sur toutes les hauteurs qui comprennent un certain nombre de tronçons. On peut opérer comme nous l'avons fait au numéro 314 pour déterminer la poussée des terres; la poussée est égale au poids d'un prisme triangulaire de liquide; ce poids est représenté par la surface d'un triangle ; on obtient les dififérentes poussées en intégrant une droite avec la base d'intégration relative aux poids des volumes liquides. Dans la figure 155, nous avons remplacé l'intégration par une multiplication; sur une hauteur^ = On, la poussée est le poids d'un volume liquide que l'on peut représenter par un triangle ou bien par un rectangle de hauteur deux fois moindre ; ce rectangle a pour base h , et pour hauteur nn' = — \ il en est de même pour d'autres profondeurs ,
mais les hauteurs des rectangles que l'on doit considérer sont les ordonnées de la droite On' , si on prend la verticale On comme axe d'abscisses. On doit donc multiplier les ordonnées d'une droite par ses abscisses; on doit évidemment prendre pour base d'intégration la base X qui convient pour l'évaluation des poids des volumes liquides. Soient : OT = /., Ty l'axe du]diagramme des inclinaisons , Tv = n7i' ; joignons Ov; on obtient le point n"; ona,q = n7i". On trouve de même les autres points de la courbe On". On sait que les poussées agissent aux deux tiers des profondeurs; elles sont donc déterminées en grandeur et en position.
3^*î. Poids des volumes liquides. — Les poids des volumes liquides qui reposent sur le parement intérieur sont représentés par les surfaces comprises entre le profil de ce parement et la droite OX qui représente le niveau liquide; on obtient donc ces poids en intégrant graphiquement le contour OB'C'N' rapporté à l'axe OX ; on intègre par polygone circonscrit ; les directions des côtés sont S2, S 3, S4.... S8.
333. Poids des maçonneries. — Il faut déterminer les poids des différents tronçons ; chaque tronçon est un trapèze de hauteur égale à 5 mètres ; on peut le transformer en un
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rectangle de même hauteur dont la base est la distance des milieux des côtés non parallèles du trapèze; on est dor.c ramené à intégrer une droite unique ?/ = 5 mètres; l'intégrale est la droite V W parallèle à S'K , si U K = 5 ; cette droite unique permet de trouver les poids de tous les tronçons, il suffît de prendre l'accroissement de l'ordonnée de cette droite pour un accroissement d'abscisse égal à la largeur moyenne du tronçon. On trouve ainsi les poids P, , P^, Pj , Pi.... Pg; le poids P, doit être répété trois fois pour obtenir le poids de la partie rectangulaire du barrage.
3^4. Cenires de pressions. — Soit à chercher les pressions sur le joint NN'; suppo'^ons d'abord le réservoir rempli d'eau ; il s'agit de composer la poussée Q 8 avec les poids des volumes liquides et les poids des maçonneries. On doit tracer une ligne des résultantes ; cette ligne est une intégrale seconde ( 133). Pour composer la poussée Q8 avec les poids des volum.es liquides, il faut intégrer la ligne ON" en prenant une base d'intégration égale à la poussée et en prenant la lio-ne d'action de cette poussée comme premier élément de l'intégrale. On intègre par polygone circonscrit avec côtés auxiliaires (69); pour chaque côté du profil, nous avons obtenu deux côtés dans l'intégrale première , nous obtiendrons trois côtés dont deux tangents à l'intégrale seconde; des simplifications que nous ferons connaître tantôt ont été apportées dans le tracé des lignes de résultantes représentése sur la figure. Le dernier élément de l'intégrale seconde dont nous venonsde nous occuper, est la ligne d'action de la résultante des pressions de l'eau ; cette résultante est représentée en grandeur et direction par 80 sur le diagramme des résultantes auxiliaires. On doit ensuite composer cette force avec les poids des maçonneries ; ces poids sont des forces isolées p ,P2,P3, etc., connues en grandeur et en position; on porte ce poids sur l'axe On en OR, , RjRî, R2R5 , etc.. ; on obtient sans difficulté la ligne des résultantes de ces poids : le dernier côté de cette ligne est la ligne d'action de la résultante de toutes les forces qui sollicitent le massif qui repose sur le joint NN'; ce côté coupe le joint NN' au point a ; c'est
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le centre dépression dans riij'pothèse du réservoir plein. Lorsque le réservoir est vide , la force sollicitante ne comprend que le poids des maçonneries; on prolonge les côtés de la ligne des résultantes qui comprennent entre eux les poids des maçonneries ; on obtient ( 131 ) le poids résultant et le centre de pression a'. Si ou examine la ligne des résultantes tracée sur la figure, on remarque que le nombre de côtés est beaucoup moindre que celui que Ton obtienrlrait si on appliquait la méthode que nous venons d'exposer; cela provient de ce que nous avons profité de certains résultats acquis avant de tracer la ligne Q8. Supposons que tous les tracés relatifs au joint MM' soient effectués; la ligne des résultantes Q 7 est tracée; en introduisant le poids Pg, on obtient le côté pointillé; on peut obtenir le poids résultant df s maçonneries qui reposent sur le joint NN'; on peut obtenir aussi ( 131 ) la résultante des poids des volumes liquides qui reposent sur le parement B'M'; c'est pour ce motif que la ligne des résultantes Q8 ne comprend que quatre sommets : deux sommets pour le nouveau volume liquide , un sommet pour le poids résultant des volumes liquides déjà calculés, un sommet pour le poids résultant des maçonneries.
3'15. Calcul graphique des dimensions. — Les tronçons se calculent successivement en commençant par le haut. Montrons, par exemple , comment on détermine les dimensions du joint NN'. Le joint MM' est connu ; la ligne des résultantes Q7 est tracée. On mène les lignes MN et M'N' en s'inspirant de la forme du profil déjà calculé. On détermine le poids Pg du nouveau tronçon ; on introduit ce poids dans la ligne Q7, on obtient le côté pointillé ; on détermine comme nous l'avons dit précédemment le centre de pression a' dans l'hypothèse du réservoir vide. Les points N et N' ne sont pas encore déterminés exactement, mais les petits déplacements que ces points pourront subir dans la suite du calcul exerce une si faible influence sur le poids résultant des maçonneries que l'on peut considérer ce poids résultant et son point d'application a' comme fixés invariablement. On détermine la position du point N' par la construction graphique connue (248) ou bien au moyen du tableau de la figure 109 (249).
Le point N' étant connu , un continue l'intégrale des poids des volumes liquides en y introduisant le trapèze qui repose sur la face M'N' ; on peut alors tracer la ligne des résultantes Q 8 ; on obtient le centre dépression a. Le déplacement que l'on devra peut-être faire subir au point N , ne produira sur N' qu'un déplacement insensible; on peut considérer la résultante appliquée au point a comme fixée invariablement; on obtient le point N par le même procédé que celui que nous avons employé pour obtenir le point N'. Si les déplacements à faire subir aux points N et N' étaient quelque peu sensibles, on devrait corriger l'évaluation des forces, la détermination des points a. et a' ; on recommencerait la détermination des points N' et N ; mais presque toujours ces tâtonnements sont inutiles.
Il est utile de remarquer que certaines lignes de la figure 155 peuvent être tracées définitivement avant de passer à la détermination des dimensions des tronçons ; ce sont : la courbe des poussées On", les diagrammes des inclinaisons des intégrales premières et secondes des poids des volumes liquides, la ligne VW intégrale du poids d'un tronçon ; les autres lignes se déterminent de proche en proche.
3*^6. Autre niélhode. — On peut perfectionner le procédé que nous venons d'employer pour déterminer les dimensions d'un joint NN', en résolvant le problème suivant : on donne dans deux hypothèses extrêmes les pressions résultantes? en a, P' en a'; on demande de calculer le joint NN'. On doit avoir à la fois les deux équations (248) :
z"^ + az = ab (1)
L'inconnue ;: représente le tiers de la longueur du joint ; les longueurs a et a' sont proportionnelles à P et P'; en adoptant les mêmes échelles que tantôt
es longueurs h et W sont h = «N', 6' = a'N ; si on pose
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on a l'équation de condition :
Si on élimine b et U entre les équations (1), (2), (3), on trouve :
Posons
Il vient
z^ — mz -{■ nm ^ 0. (5)
L'équation (5) ressemble beaucoup aux équations ( 1 ) ou ( 2 ) ; on trouverait aisément comme aux numéros 248 et 249 uneconstruction géométriqueet un tableau graphlquepermettant d'obtenir la valeur de 2. On obtiendrait b par l'équation ( 1 ) ou le tableau de la figure 109.
La valeur de m donnée par l'équation (4) s'obtient très facilement ; on a :
3a = rgR8, Sa'^ORg;
déterminons le conjugué harmonique L du point R» par rapport à la droite Ot\ ; on démontre aisément que :
LRg "" 2 \ORh ^ R,rJ '
d'où l'on déduit ^ ^ « ^^s-
L'expérience nous a indiqué que la méthode du numéro précédent sufl^sait; c'est pourquoi nous laissons au lecteur le soin d'appliquer celle-ci.
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CHAPITRE III
Problèmes sur Téquilibre des voûtes.
§ 1. Généralités.
397. Polygones des pressions. — Soit (fig. \ô6)efbcda une voûte ordinaire en berceau; il suffît d'en considérer unelongueur égaleà 1 mètre mesurée suivant les génératrices du berceau. Si, par la pensée, on enlève la culée ef, il faudra, pour maintenir l'équilibre de la voûte , introduire une réaction R; on obtiendra la pression sur un joint quelconque ih, en composant la réaction R avec le poids du msL&sit'efih et la surcharge qui rei)Ose sur cette partie de voûte. Composons la réaction R avec les différents poids que l'on rencontre en passant du joint e/" aux suivants; nous obtiendrons successivement les pressions sur ces joints. Ces pressions forment un polygone qui n'est autre que la ligne des résultantes auxiliaires des poids des voussoirs avec leurs surcharges , en prenant la réaction R comme force auxihaire ( 130 ).
Connaissant la réaction R , on obtiendra le polygone des pressions par un tracé connu (136). On porte Q 1 = R ; on porte les poids en 12, 5^3, 34... ; on obtient en Q2, Q3, Q4,... les pressions sur les différents joints; on trace le polygone des pressions en menant successivement ses côtés parallèlement aux raj'ons QI , Q2, Q3,.., les sommets du polj-gone se trouvent sur les verticales des centres de gravité des poids des voussoirs et de leur surcharge.
Généralement , il existe un plan de symétrie ab par rapport à la voûte et aux charges qu'elles supportent. Imaginons un joint fictif «& dans ce plan; la pression sur ce joint est horizontale par raison de symétrie : cette pression est la poussée de la voûte. Dans ce cas , il suffit de considérer la demi- voûte abcd. Enlevons, par la pensée, l'autre demi-
yoùte ; il faut introduire la. poussée q sur le joint ab. Si on construit la ligne des résultantes de la poussée q avec les poids que l'on rencontre en marchant de gauche vers droite , on obtient le polygone des pressions en ABD. *
3!Î8. Courbe des centres de pression. — Sur chaque foint, on obtient un centre de pression. Si on imagine des joints fictifs infiniment rapprochés, le lieu des centres de pression est une courbe que M. Méry a appelé courbe des centres de pression ou simplement courbe de pt^ession.
3'39. Ligne de pression. — Lorsque les joints soijt infiniment voisins , le polygone des pressions a pour limite une autre courbe que nous appellerons ligne des pressions. CeiXQ courbe est la ligne des résultantes auxiliaires des poids continûment répartis de la voûte et de la surcharge , tn prenant l'une des pressions ou la poussée à la clef comme force auxiliaire. Nous avons démontré ( 133) que cette courbe est l'intégrale seconde de la charge qu'il faut introduire par unité de longueur horizontale.
Objet de ce chapitre.— Dans le paragraphe 2, nous donnerons le tracé graphique d'une ligne de pression, connaissant la poussée et le centre de poussée. Le tracé du polygone des pressions que nous avons rappelé au numéro 327, ne répond qu'en partie à cette question , car il suppose connus les centres de gravité et les poids des voussoirs et de la surcharge. En considérant la ligne des pressions comme une intégrale , on peut résoudre la question d'une manière plus complète.
Nous avons montré précédemment comment on détermine une ligne des résultantes, étant données trois conditions dont une de position (135, 144). Tous ces problèmes s'appliquent à la détermination des lignes des pressions dans la voûte non symétrique. Dans une voûte symétrique, deux conditions suflisent : ce cas particulier sera traité dans le paragraphe 3.
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Les relations entre la courbe de pression et la ligne des pressions ainsi que les problèmes qui s'y rapportent feront l'objet du paragraphe 4.
Le paragraphe 5 contient la théorie des courbes des pressions normales conjuguées aux courbes des poussées.
§ 2. Tracé graphique d'une ligne des pressions.
330. Joints verticaux. — Soit (fig. 157) la voûte cabd supportant un massif cd^/". Les forces verticales peuvent être considérées comme les poids des éléments des surfaces cdba et cdgf\ on doit attribuer à ces surfaces deux poids spécifiques différents : à la première le poids spécifique des maçonneries , à la seconde le poids spécifique moyen des terres rt matériaux supportés. Menons des joints suffisamment voisins pour assimiler les surfaces comprises entre ces joints à des trapèzes; on intègre alors par la méthode du polygone circonscrit; les sommets du polygone AB circonsrit à la première intégrale se trouve au milieu des intervalles qui séparent les joints voisins. On obtient les directions des côtés en suivant une méthode déjà employée applicable aux cas où les aires ont des poids spécifiques différents. Les bases d'intégration (55) et 312) sont dans le rapport inverse des poids spécifiques :
OP
La direction de l'élément de l'intégrale au point N qui correspond au joint mn serait Pn' s'il n'y avait que la surcharge ; cette inclinaison correspond à la hauteur pHV de maçonnerie ; on trouve pm' pour l'inclinaison cherchée.
On obtiendra la ligne des pressions en traçant l'intégrale seconde pour une base d'intégration égale à la poussée ( 133) ; on peut intégrer par la méthode du polygone circonscrit avec un côté auxiliaire comme l'indique la figure.
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Si les joints sont très rapprochés, on peut aussi assimiler les arcs de l'intégrale première à des droites et supprimer ce côté auxiliaire. Si au contraire les joints sont assez éloignés, on pourra assimiler les arcs de Tintrados et de l'extrados à des paraboles du 3® degré que l'on déterminera par les tangentes extrêmes ; l'intégrale première comprendra pour chaque arc deux côtés auxiliaires; l'intégrale seconde en comprendra trois (69).
Dans le cas qui nous occupe, la courbe des centres de pression est identique avec la ligne des pressions ; nous allons voir qu'il n'en est plus de même dans le cas ordinaire où les joints sont obliques.
331 . Joiiils quelconques. — Montrons tout d'abord que la ligne des pressions diffère de la courbe des centres de pression. Soient : (tig. 156) mn, un joint quelconque, m'7i' un joint infiniment voisin; en pas.sant du joint mn au joint m'n' , il faut introduire un poids élémentaire qui est la résultante du poids du voussoir infiniment petit mnm'n' et, s'il y a lieu , de la surcharge qui repose sur 7in'. Soient : FE, la ligne d'action de cette résultante; aE , la pression sur le joint mn; en composant ces deux forces, on obtient une résultante a'E, c'est la pression sur le joint 7n'n'. Le point E est l'intersection de deux tangentes infiniment voisines de la ligne des pressions ; il a pour limite le point de contact do la pression et de son enveloppe. Convenons d'appeler centre de gravité (T un joint la limite du centre de gravité d'un voussoir infiniment petit et de la surcharge; nous pouvons dire que la pression sur un point touche son enveloppe sur la verticale du centre de gravité de ce joint.
Il résulte de là que pour obtenir un centre de pression , il faut prolonger la tangente à la ligne des pressions jusqu'au joint dont le centre de gravité se trouve sur la verticale du point de contact. La courbe de pression est toujours à l'extérieur de la ligne des pressions Ces deux courbes ne se confondent que dans (^eux cas : 1° si les joints sont verticaux; 2*^ si le point a coïncidait avec le point F. Le premier cas ne
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se présente jamais; le second cas ne peut se présenter que pour une forme de voûte calculée à cette fin.
Nous indiquerons la manière de tracer la ligne des pressions dans les différents cas; on en déduira facilement la courbe des centres de pression.
33*^. Surcharge nulle. — Première rnéthode. — Soit la voûte de la figure 158; on mène des joints assez rapprochés ; les poids des voussoirs sont représentés par des figures curvilignes mais que Ton peut assimiler à des quadrilatères; on obtient le centre de gravité par la méthode de Poncelet. Considérons le voussoir abcd; soit bJi la projection de la diagonale bel sur une perpendiculaire à la diagonale ac ; la la surface S du quadrilatère se compose de deux triangles de base ac;bh est la somme des hauteurs ; on a donc :
Portons les moitiés des diagonales ac, c/e... en a(3 , |3/,... ; portons les hauteurs analogues k bJi en ordonnées ; les poids des voussoirs sont les poids des rectangles Aa|3 , B /S*/... ; on les obtient par une intégration. Les poids des différentes parties de la voûte sont les ordonnées 01 , 02, 03... de l'intégrale première aB'C'D'E'. Soit QO la poussée^ Q0123estle diagramme des pressions ; on obtient la ligne des pressions 01234 par la construction connue.
Au lieu de porter en abscisse les demi-diagonales , on peut porter les diagonales entières , sauf à prendre une base d'intégration deux fois plus grandes.
Deuxième méthode. — La ligne des pressions est l'intégrale seconde de la charge par unité de longueur horizontale ( 133) ; proposons-nous d'abord de déterminer l'intégrale première ou la ligne des charges totales. Soient : (fig. 159) p le rayon de courbure de l'intrados ou plus généralement la distance a l'intrados de l'intersection de deux joints infiniment voisins ,
e l'épaisseur de la voûte,
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dO l'angle de deux joints ,
rfP le poids élémentaire qu'il faut introduire entre ces deux points : on a :
^P = „,<£±iâlll£!rf9 = .'«(p+|-)
dQ.
Portons sur Taxe A'j? des longueurs proportionnelles à dB : x = RB, dx = RdQ.
Dans le cas d'un intrados circulaire , on prendra R égal au rayon de l'intrados. Portons en ordonnée :
On a :
dP = n'i/dœ.
On est ramené à une intégration graphique ordinaire ( 1 ). Prenons , par exemple , le joint ab ; on obtient y par une quatrième proportionnelle :
0«-R, af=e, Oc = p+|-, y = ch-^B^.
Les abscisses s'obtiennent en développant les arcs R 9 de la circonférence de rayon R. On trouve ainsi la courbe AB.
( 1 ) On pourrait supposer P porté en rayon vecteur et 0 en argument. On est amené à effectuer une intégration grapiiique en coordonnées polaires. On intègre par éléments en se servant de la sous normale :
dP
Soit le joint cd; i, son milieu ; kd la base d'intégration des maçonneries; im une perpendiculaire sur ftc; ow une perpendiculaire sur on; mn est la sous-normale de la courbe des P. Les forces P peuvent être portées à partir du pôle 0 , ou à partir d'une circonférence de rayon quelconque.
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Eq intégrant cette courbe , on obtient A'B' dont les ordonnées donnent les valeurs de P. La ligne A'B' n'est pas encore la ligne des charges totales ou la dérivée de la ligne des pressions; pour obtenir cette dernière courbe, il faut dé placer convenablement les ordonnées de l'intégrale A'B'. Ainsi l'ordonnée B'(3 qui représente le poids de la partie de voûte comprise entre la clef et le joint ab, doit être déplacée jusqu'à ce qu'elle passe par le centre de gravité du joint ah ; car c'est en ce point que s'introduit le poids élémentaire rfP quand on passe du joint a& à un joint infiniment voisin On obtient ainsi la courbe ponctuée qu'il sufHt d'intégrer pour obtenir la ligne des pressions. On doit évidemment effectuer les deux intégrations par approximation ; on assimilera les courbes à des suites d'arcs de paraboles ; on obtiendra une plus grande exactitude que par la méthode précédente où nous avons assimilé les voussoirs à des quadrilatères.
Tl est nécessaire de déterminer le centre de gravité des joints.
Soit ( fig. 160) le joint AB ; il s'agit de déterminer le centre de gravité du voussoir infiniment petit ABB'A' au moment où A'B' vient se confondre avec AB. Nous savons déjà que ce point se trouve sur AB; cherchons la ligne d'action du poids de la surface ABB'A' dans l'hypothèse où ce poids agirait suivant une normale au joint AB. Cette ligne d'action ne sera pas changée si on augmente dans un même rapport les dimensions de la surface dans le sens d'une normale à AB; on est amené à chercher le poids d'une aire finie , si on choisit convenablement ce rapport ; cette aire est le trapèze BB"A"A , lorsque l'on supprime les aires infiniment petites qui s'annulent au moment où A'B' vient en AB. On déduit de là la construction suivante : menons, par l'intersection de deux joints infiniment voisins, la droite A"B" ; joignons les points A" et B" aux points e, ë qui divisent AB en trois parties égales ; projetons sur AB le point d'intersection i des droites A"e et B"e'; la projection ainsi obtenue est le centre de gravité du joint. En appliquant cette construction aux différents joints, on obtient le lieu géomé-
trique des centres de gravité des joints; on voit(fig. 159) que ce lieu diffère peu du lieu des milieux des joints.
Troisième méthode. - Déterminons pour chaque joint la charge par unité de longueur ; on obtiendra ( 133) la ligne des pressions par une double intégration. Soient (fig. 160) : AB , un joint quelconque ;ab,\Q lieu des centres de gravité des joints ; ac, la projection horizontale de ab. Le poids du voussoir ABB'A' doit être réparti sur la longueur ac; nous assimilerons ce poids à une charge de hauteur tj de maçonnerie ; on a :
?/ X ac = AB X hf,
/2/" étant la perpendiculaire élevée au milieu de AB. On en déduit :
î/= AB X — • ^ ac
Mais on peut remplacer le rapport — par un rapport
entre de longueurs finies; portons suivant ac une longueur arbitraire ad; menons la verticale c'&' qui coupe en &' la tangente ab au heu des centres de gravité des joints; menons parallèlement au joint A'B' ou A B la droite &'d' qui coupe en cV la normale art' au joint; joignons le point cV au point de rencontre des joints AB et A'B' ; on a successivement :
ad __ ab' ^ ad' ^ hf lie ~ ab ~ ad hf
^^r -ML.
<^oû T^- ad
La valeur de y devient :
AB
Nous avons dit que ad était arbitraire ; prenons ad = AB ; on a :
y-nr.
Si l'on porte y en ordonnées sur la verticale passant par le centre de gravité a du joint ; si on opère de même pour des joints suffisamment rapprochés, on obtient la courbe des charges ; la ligne des pressions est l'intégrale seconde de cette courbe.
Voûte en arc de cercle tlVpaisseur constante
Supposons (fig. 163) que l'extrados et l'intrados soient établis suivant deux cercles concentriques ; les joints passent par le centre de ces deux cercles, les milieux des joints se trouvent sur une circonférence dont le raj'on est la demisomme des rayons de l'intrados et de l'extrados. Soient : ds, l'élément de cette circonférence compris entre deux joints infiniment voisins ; e, l'épaisseur de la voûte. Le poids du voussoir infiniment petit compris entre les deux joints est n^eds. Développons l'arc 5sur l'axe AB ; portons AD = e ; Ti^es est le poids du rectangle ABCD. Soit A F la base d'intégration, on obtient l'intégrale AE; BE est le poids total; les ordonnées delà droite AE donnent les poids des diff"érentes parties de la voûte comprise entre la clef et un joint quelconque. Soit QO la poussée; QO 123 est le diagramme des pressions ; menons les verticales des centres des gravités des voussoirs ; on obtient la ligne des pressions 0 12 3.
Le lieu des centres de gravité des joints est ici une circonférence ayant pour centre le centre de l'intrados et de l'extrados; il suffit de déterminer le centre de gravité d'un joint pour avoir tous les autres. On peut décomposer un voussoir quelconque en voussoirs infiniment petits ; les poids de ces voussoirs se répartissent uniformément sur la circonférence des centres de gravité des joints ; on obtient donc le centre de gravité d'un voussoir en cherchant le centre de gravité d'un arc de cette circonférence.
Donnons quelques détails sur la manière de développer un arc de cercle, et d'en chercher le centre de gravité.
ÎJ34. Développement d'un arc de cercle.— En divisant l'arc en arcs assez petits , on peut les remplacer par leurs cordes; l'erreur relative t, c'est-à-dire le rapport entre
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l'erreur absolue et l'arc à mesurer se calcule par la formule suivante.
Soieiit(fig. 161) G = 2ç l'angle au centre du petit arc, R le raj'on ; on a :
_ _ 2Rsin(p — 2Ry __<?*, ?*
On obtient t = 0,001 pour ? =^ 77; o^ ^ =^ "^ î ^^ prenant
des dixièmes de cadran , l'erreur est donc assez petite pour pouvoir être considérée comme nulle dans les applications.
Deuxième méthode. — L'erreur commise par la méthode précédente peut s'exprimer en fonction de la flèche CD = / :
/•■=R(1 .cos9)=-R^-f ...
En négligeant les termes en tp* , on trouve :
On corrigera la partie principale de l'erreur en prenant : On peut prendre aussi :
Soit DE le tiers de la flèche CD ; menons par E la droite HK parallèle à la corde AB : la formule (2) donne : s = HK.
On trouve que l'erreur commise par cette méthode est :
_ _ EK — Rcp _ 9^ = — +
'"~ Ro ~ 20 "*" ■ ■ 320"^ '■
Troisième méthode. — La formule ( 1 ) conduit à la solution suivante. Soient CE' une droite égale au tiers de CD ;
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A'B' une droite égale et parallèle à la corde menée par le point C ; on trouve :
L'erreur relative commune est
sin9
coscp
Quatrième 7néthode. — Les deux constructions précédentes ne diffèrent que par la position à donner au tiers de la flèche ; dans la première , on le porte en DE , dans la seconde, on le porte en CE'. Portons le tiers de la flèche dans une position intermédiaire FM; déterminons cette position de manière à annuler le terme en o* de l'erreur relative. On trouve :
CM
CF= - CD
L'erreur relative devient alors :
335. Centre de graiilé d'un arc de cercle. — Le centre de gravité d'un arc de cercle ACB (fig. 162) se trouve sur l'axe de symétrie OC et à une distance du centre déterminée par la formule suivante qui se trouve dans tous les traités de mécanique :
corde
a,. = RÏ51 = R
arc
Soit /"la flèche de l'arc :
/ = R(1 - 008^) = Rj ^
coscp ) = K I ^r- — J-
Prenons comme valeur approchée de x :
L'erreur relative commise en prenant cette valeur est ;
^ 'ÔC ~ 1920 "^ ■■■
Donc en divisant la flèche d'un arc de cercle en trois parties égales, le point de division le plus rapproché de la circonférence diflère peu du centre de gravité de l'arc.
L'erreur relative commise varie comme la quatrième puissance de l'arc ; pour l'arc de l'hexagone régulier et du dodécagone régulier, on trouve respectivement :
On peut d'ailleurs déterminer le centre de gravité d'un arc quelconque avec une approximation aussi grande que l'on veut en opérant comme il suit. Divisons l'arc ACB en deux parties égales ; les poids des deux moitiés AC et CB sont symétriquement placés par rapport à l'axe de symétrie OC ; donc le centre de gravité de l'arc ACB est la projection orthogonale sur OC du centre de gravité de l'arc CB. Si on détermine le centre de gravité de l'arc CB par la méthode précédente , on commet une erreur relative de :
En divisant l'arc CB en deux parties égales , en projetant le centre de gravité de l'arc CB sur OC et le point ainsi
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obtenu sur OC, on obtient le centre de gravité avec une approximation 16 fois plus grande encore. On peut, en poussant plus loin la division, obtenir une approximation aussi grande que l'on veut.
33G. 4utre manière de trouver la longueur d^un arc de cercle. — Nous avons rappelé la formule :
on en déduit :
Soit E le centre de gravité de l'arc ; portons A'B' = A B ; on trouve :
X-\-lX X i
Rc 1
ou approximativement
Donc en prenant le tiers de CD comme centre de gravité , on commet une erreur relative sur s de :
En prenant le tiers de CD', l'erreur est :
On peut obtenir la longueur de l'arc avec une approximation aussi grande que l'on veut.
On peut de cette manière chercher la longueur d'une circonférence de rayon R. Dans une circonférence de rayon 3 R, l'arc de l'hexagone régulier est ttR. Soit (fig. 162) OAB un triangle équilatéral ayant 3 R pour côté ; A'B' est la longueur TiR de la demi-circonférence de rayon R. Selon que l'on déterminera le point E en prenant le tiers de CD ou le tiers de CD', on commettra les erreurs relatives de :
337. Extension à une voule quelconque. — Si la voûte n'est pas circulaire , les déterminations qui précèdent ne sont plus applicables. Mais si on divise la voûte en arcs assez petits, la courbure variera faiblement; ou conçoit qu'en appliquant encore les constructions précédentes , on ne commettra pas une grande erreur.
Lorsque l'épaisseur de la voûte varie , en général elle varie faiblement dans l'étendue d'un voussoir de peu de longueur ; on est amené à chercher le centre de gravité d'un arc de cercle dont la densité varie peu. Soit (fig. 162) ACB cet arc; supposons que AM et EN représentent les épaisseurs de la voûte en A et B ; supposons que le poids de l'arc par unité de longueur, estimée suivant la corde, varie comme les ordonnées de la droite MN; on obtient le centre de gravité E' de lare en menant par le centre de gravité de l'arc homogène une parallèle à la corde AB et en projetant sur cette parallèle le centre de gravité du trapèze AMNB.
On peut appliquer ce procédé à la figure 159; ayant tracé ( 331) l'intégrale A'B' dont les ordonnées donnent le poids P, on détermine , comme on vient de le dire , les lignes d'action des poids des voussoirs ; c'est sur ces lignes que se coupent les tangentes consécutives de la ligne de pression. On peut tracer cette ligne de pression sans se servir de la ligne ponctuée, dérivée de la ligne de pression.
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33S. Cas où l'intrados el IVxlrados sont deux arc» de cercle non concentriques. — Soit à déterminer le poids et le centre de gravité du voussoir ABDC (flg. 164). Soient : R, s, Aoc le rayon, la longueur et la projection horizontale de l'arc CD ; R', s' le rayon et la longueur de l'arc AB ; on a :
OO'D - OO'C = O'FD
D'oïl Ton tire :
^^^_, R5 R's' 00' X àoc ABCD = — --g
Rs En jiortant 5 en abscisse, on obtient -— - pour une intégrale
H's' 00' X A^ rectiligne ; on obtient de même -^ et
Le poids du voussoir est la résultante de trois forces parallèles: le poids du secteur O'CD, les poids négatifs du secteur OAB et du triangle O'FD ; il est inutile de composer ces forces , il suffit de les introduire successivement dans la ligne de pressions.
330. Voûte avec surcharge. — Considérons séparément le poids de la voûte et de la surcharge ; on obtiendra le poids de la voûte par l'une ou l'autre des méthodes précédentes ; on obtiendra le poids de la surcharge par une intégratiim graphique ordinaire. On peut construire la ligne des pressions de deux manières.
Première méthode.— On introduit successivement et dans l'ordre convenable les poids des voussoirs et de la surcharge. Soient : (fig. 165) AB l'intégrale première de la surcharge , A'B' l'intégrale des poids des voussoirs portés vers le haut , QQ' la poussée. On porte en Q'j3' les poids de la surcharge,
en Q |3 les poids des voussoirs, |3,3' est évidemment l'une des résultantes; on obtient toutes les résultantes enjoignant les poids de Q|3 , aux poids correspondants de Q'j3'. La ligne des pressions se trace par les méthodes connues.
Deuxième méthode. — On construit séparément la ligne des pressions dans l'hypothèse d'une surcharge nulle et dans l'hypothèse de la surcharge seule ; en ajoutant les ordonnées de ces courbes, on obtient évidemment l'intégrale seconde totale , c'est-à-dire la ligne des pressions cherchée. Soient : (fig. 166) A'C'E' et ABDE les intégrales secondes de la charge et de la surcharge. Portons :
«A" = «A + aA',
on obtient le côté A''B" de l'intégrale totale. On apphque cette construction aux côtés tels que A"B" et D"E" suivant lesquels agissent les pressions sur les joints; il est inutile de considérer les côtés auxiliaires tels que BD introduits dans l'intégration.
On peut modifier cette opération de bien des manières. On peut utiliser les points des droites situés sur l'axe ab. On peut aussi déterminer le point d'intersection des côtés A"B" et D' E" par une construction graphique :
Portons: C'J = af3;
'/'(3 et A'B' se coupent sur la verticale cherchée.
Portons : / ¥\== fF + fF',
on obtient un sommet du polygone des pressions. On peu les déterminer tous de cette manière et tracer le polygone des pressions.
340. Remarque. — Dans les tracés qui font l'objet des numéros précédents , on intègre par assimilation. Si l'arc a une courbure insensible , on l'assimile à une droite; s'il a une courbure sensible, on lassimile à une parabole du
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second degré; si on conuait les tangentes extrêmes, on l'assimile à une parabole du troisième degré. Il est quelquefois plus exact de recourir à d'autres assimilations ; montrons-le par l'exemple suivant. Dans l'évaluation du poids de la surcharge, on peut rencontrer un arc AB (fig. 167) dont la tangente en B soit verticale; il est peu rationnel de l'assimiler à un arc de parabole du deuxième ou du troisième degré par rapport aux abscisses horizontales, car ces courber n'ont pas de tangente verticale. On obtiendra évidemment une plus grande exactitude, en assimilant cet arc à une parabole de l'espèce :
œ = a -\- by -\- cy^ -\- dy^.
Si on ne connaît i)as la tangente en A, on considère l'arc AB comme une parabole du .second degré; l'abscisse moyenne est l'abscisse du centre de gravité du triangle ATB, obtenu
en portant BT = — AC : c'est l'abscisse du second tiers de«&.
Si on connaît la tangente en A, on peut considérer l'arc AB comme un arc d'une parabole du troisième degré et appliquer la construction du numéro 25. L'intégrale première sera ainsi déterminée par ses deux tangentes extrêmes ; on obtiendra l'intégrale seconde en considérant l'intégrale première comme une parabole du troisième degré en x. On pourrait toutefois iiersister dans la première assimilation et construire géométriquement l'intégrale seconde; ainsi si l'arc AB est assimilé à une parabole du second degré en y, on trouve les constructions suivantes que le lecteur est prié de démontrer :
1° On intègre Tare A'T'B' en y substituant :
ab y
A'rt y = lib y = B'5
sur
sur -—
sur
3 ab
2° Soit S le point de T'B' à égale distance des ordonnées extrêmes. On substitue à l'arc A'B' :
y = Ma
sur
-ab.
y = Ss
sur
sur
— ab.
§ 3. Problèmes sur la détermination des lignes des pressions.
34 1 . ProblèiMcs di»ers. — La ligne des pressions d'une voûte est une intégrale seconde , un lieu de moments fléchissants (121), une ligne des résultantes (133). La poussée est la base de la seconde intégration ; dans une voûte symétrique, la poussée reste horizontale; le pôle du diagramme se déplace horizontalement. La propriété du numéro 56 devient la suivante :
Deux ligyies ou polygones de pression ont leurs tangentes , leurs cordes et leurs côtés correspondants qui se coupent sur une horizontale; en pretiatit cette horizontale comme ligne de repère, on passe d'une ligne de pression à une autre par un changement de l" échelle des ordonnées.
Les problèmes sur la détermination d'une ligne de pression rentrent dans l'énoncé général du numéro 135; mais, comme la direction de la poussée est connue , cet énoncé se transforme dans le suivant :
Construire une ligne de pressio7i satisfaisant à deux conditions dont une de position.
Nous avons donné (135) la méthode générale pour résoudre ces problèmes; les exemples suivants serviront d'applications.
349. Construire une ligne de pression connaissant la grandeur de la poussée et un centre «Je pression. —
340 INTEGRATION GRAPHIQUE.
On construit le diagramme des pressions; on trace la pression qui passe par le centre de pression connu ; on mène successivement les côtés qui précèdent et qui suivent. En d'autres termes, on part du centre de pression connu comme on partait du centre de poussée connu dans les tracés du paragraphe précédent.
343. Connaissant deux cenlre.s de pression, tracer la ligne des pressions. — Soient (fig. 1G5) a. a! les centres de pression dans les joints mn et cd. Traçons une ligne de pression quelconque ; la corde a.y! de ligne inconnue correspond à une corde MM' de la ligne connue ; les points M et M' sont les points des pressions sur les joints mn et cd situés sur les verticales des points a et a'. Soit rjO la poussée pour la ligne connue; menons r^R parallèlement à la corde MM' ; on sait que si la poussée change, le pôle q vient en g»', la droite ^R pivote autour de R et vient en g'R ; pour que la corde MM' vienne en «a', la poussée doit être telle que g'R soit parallèle à «a'. Donc menons Rg' parallèlement à a.a} , ç'O est la poussée cherchée. On connaît alors la poussée et un centre de pression ; on- est ramené au problème précédent.
Autres solutions.— 1° On prolonge les cordes correspondantes aa.' et MM'; on obtient la droite XY. des points d'intersection des côtés correspondants ; on opère alors comme au numéro précédent.
2° Prenons la droite XY comme ligne de repère ; on obtiendra la nouvelle ligne des pressions en réduisant les ordonnées de laligne connue dans le rapport inverse des poussées; cette opération se fait rapidement au moyen d'un compas de réduction.
Cas particulier. — On donne le centre de poussée et un centre de pression. Les trois solutions qui précèdent s'appliquent à ce cas particulier ; mais il existe une solution bien connue de ce problème facile. Déterminons par un procédé quelconque le poids P (fig. 174) compris entre la clef aô et le joint crf dans lequel se trouve le centre de pression n qui est donné. La poussée inconnue en grandeur, mais connue en position , coupe le poids P en m' ; ces deux forces se com-
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posent en une résultante qui doit passer par n ; il suffit donc de décomposer le poids P suivant les droites mm' et m'n ; on obtient en même temps la poussée et la pression sur le joint cd.
Cette décomposition peut se faire par le parallélogramme des forces; elle peut aussi se faire par le triangle des forces QOR ; on mène OR =■ P, RQ et OQ parallèlement à mm' et m'n.
Cette construction rentre aussi dans la méthode générale du numéro 135. En concentrant le poids P, la ligne des résultantes devient mm'n; connaissant la direction d'une tangente m'7i, on mène RQ suivant cette direction, on détermine le pôle Q.
S'I'l. Construire une ligne de pres»sion eonnaissant un centre de pression et la composante normale de la pression sur un joint. — Au moyen de la composante normale (condition de grandeur) on peut (135) déterminer^ le diagramme des pressions. Soient : (fig. 168 )0P le poids compris entre la clef et le joint que l'on considère , PN la composante normale à ce joint. Le pôle du diagramme doit se trouver à l'intersection de l'horizontale du point 0 et de la droite NQ parallèle au joint ; on obtient ainsi la poussée ; on est alors ramené au problème du numéro 342.
§ 4. Tangentes à la courbe de pression.
345. Kelation entre la pression et la (tangente à la courbe de pression.— Soient: (fig. 170)a&etcd deux joints infiniment voisins ; AM la pression sur le joint ab. Composons cette pression avec le poids rfP du voussoir infiniment petit abdc et de la surcharge hghd\ on obtient la pression BM sur le joint cd ; la tangente à la courbe des centres de pression est le prolongement de l'élément infiniment petit AB.
Nous obtiendrons une équation qui déterminera l'élément AB , en prenant le point A comme centre des moments et en exprimant que le moment de la pression BM est égal à la
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somme des moments de ses deux composantes : la pression AM et le poids dP. Le moment de la pression AM est nul, on a donc :
Moment de BM = Moment de dP.
Soit rfM le second membre ou c^P x AK ; nous poserons :
rfM = rfP X AK=p X AD
ou p = — - X AK.
AD
La force /; est une force /îctive dirigée parallèlement au joint, api)liquée au point D et dont le moment autour du centre de pression A est égal au moment de la charge élémentaire dP.
Pour exprimer le moment de la pression BM , supposons la transportée au point F sur l'horizontale du centre de pression et décomposée en deux composantes : une composante horizontale qui est là poussée q et dont le moment est nul , une composante verticale qui est le poids P du massif compris entre la clef et le joint AB ; on a :
Moment de BM = P x AF.
L'équation de moment devient donc :
P X AF = /> x AD ,
j' s AF i?
^''^ ÂD = P-
Cette proportion prouve qu'il est possible de construire un quadrilatère 02? RP (flg. 169) semblable au quadrilatère AFBD et tel que les côtés A F et AD aient pour côtés homologues des côtés égaux à j? et à P. Ce quadrilatère donne la solution de la question. On le construit en portant horizontalement op=p {nous verrons plus loin comment on détermine ji); on porte ensuite oP = P suivant une parallèle à AD ou une normale au joint ; on mène PR parallèlement au joint crf ou plus exactement parallèlement au joint ab, hmite de cd. Si on donne la direction de la pression, on connaît /?R, on obtient immédiatement la direction
oR (le la tangente à la courbe des centres de pression. Si , réciproquement, on connaît la direction oR, on obtient la direction ^^'R de la pression.
La force fictive i? dépend de la position du centre de pression A; supposons ce centre fixe; on peut se donner arbitrairement la direction i^R de la pression et obtenir la direction oR de la tangente o B ; l'angle de ces deux directions varie avec la direction 2? R. Menons une circonférence passant par les deux points 0 eip et touchant la droite PR ; soit R' le point de contact; le maximum de l'angle ORp est l'angle OR' p. En effet l'angle ORp a, dans la circonférence OpR', une mesure plus petite que celle de l'angle OR' p.
31C. Autre relation. — La tangente à la courbe des centres de pression est la direction de la résultante de la pression correspondante et de la force fictive p prise en sens contraire.
Soient : (fig. 168) QOP le diagramme des pressions; QO la poussée; OP le poids P. Portons PP' = ^9 ; il faut démontrer que QP' est la direction de la tangente à la courbe des centres de pression. Reprenons l'équation de moment : Moment de BM = Moment de d¥.
Exprimons encore le second membre par i; x AD. Pour obtenir le premier membre , transportons la pression BM au point H situé sur le joint AB; décomposons cette pression en une pression tangentielle et une pression normale au joint. La pression tangentielle a un moment nul, la pression normale N a pour moment Nx AH. L'équation de moment devient :
N X AH = p X AD,
AD N
Cette proposition prouve que l'on peut construire un triangle semblable au triangle AHB, en prenant PP' = p comme homologue de AH et en prenant , comme hauteur du nouveau triangle, N au lieu de AD, qui diffère infiniment peu de la hauteur du triangle ABH. Ce triangle est QPP',
34t INTEGRATION GRAPHIQUE.
car QP est parallèle à la direction AM, limite de B H, et la hauteur QN' est précisément N ; il résulte de là que QP' est parallèle à la tangente AB : c'est ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. — La direction de la tangente à la courhe des centres de pression s'obtient en déplaçant le pôle de la pression , de la force fictive p.
Soit (,ng. 168 j QP la pression; déplaçons le pôle de QQ'=/>; il faut démontrer que Q'P est la direction de la tangente à la courbe des centres de pression. En effet nous venons de démontrer que QP' donne la direction cherchée ; or la figure QQ'PP' est un parallélogramme ; donc Q'P donne aussi cette direction.
347. Déterniinallon de la force flcti«e p. — Nous avons posé :
En néghgeant les infiniment petits d'ordre supérieur, on a(fig. 170):
dP = poids [abf'c + bgho), d'où
AK
p = poids {abfc + bghè) x -rr:-
AU
Portons AL = AK sur le prolongement de AD : joignons le point L au point d'intersection des joints infiniment voisins; nous obtenons l'aire abfc'; il est facile de voir que l'on a :
abfc' = abfc x —-p • AD
Menons / 'd' parallèlement à fd ou h la direction limite ab ; d'h' parallèlement à bg; nous obtenons l'aire bgh'o'; on démontre ainsi que l'on a :
AK
bgli'd' = bgho x --pr ,
AD
l'où l'on tire :
p = poids {abfc' 4 bgh'd').
On obtiendra donc la valeur de p en mesurant les deux aires abf'd et bgh'o'; la première doit être mesurée avec la base d'intégration des maçonneries , la seconde avec la base d'intégration de la surcharge.
Nous avons supposé dans la construction précédente que l'on connaissait le centre de gravité du joint y compris la surcharge; si ce point n'est pas connu , on divise le poids dP eu deux parties : le voussoir et la surcharge, et on remplace le moment dP x AK par la somme des moments des deux parties ; au lieu de porter AL = AK on porte successivement AL égale à chacun des bras de levier; on est encore ramené à évaluer deux aires. Les considérations qui suivent simplifient beaucoup la détermination de la force fictive /;.
34 S. Connaissant les valeurs de^ pour deux positions au centre de pression trouver toutes les autres. — Nous avens posé :
T. AK
Prenons le point d'intersection des deux joints ah, cd comme origine. Soient : x la distance du centre de pression ; a la distance du point G du joint situé sur la verticale du centre de gravité du joint; y l'angle du joint avec la verticale. On a :
AD = xd^ç
AK = AG sinip = ia — x) sin(p.
La valeur de p devient :
rf P a — x .
p = -:: — sinœ.
En portant;; en ordonnée normalement au joint, on trouvera une hyperbole TU ; c'est cette hyperbole qu'il faut construire. Son équation est de la forme :
Il suffît d'en connaître deux points (99). Soient : (flg 172) ab le joint ; Aa , B& deux valeurs de/); construisons d'abord : ?/j = !/j^ = m -\- nx.
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C'est l'équation d'une droite ; en prenant Oa comme base d'intégration , on obtient deux points A et B' de cette droite ; on obtient alors toutes les ordonnées de la courbe cherchée
par une construction connue.
En général, l'épaisseur ab de la voûte est petite par rapport au rayon Oa de l'intrados : dans ce cas l'arc d'hyperbole diffère très peu d'une droite; on peut se contenter de joindre deux points de cet arc.
349. Valeurs simples de la force Gctive p. — 1° Si on se place à l'extrados , on obtient facilement la valeur de;?, parce que le moment de la surcharge est nul ; il suffit de calculer une seule surface ;
2'* Si on se place au centre de gravité du voussoir élémentaire , le moment du poids du voussoir est nul ; la valeur de p est encore représentée par une seule aire.
Ces deux valeurs de p suffisent pour déterminer toutes les autres.
350. Autre niétliode. — Le problème serait résolu si on trouvait la droite AB' (flg. 172); l'équation de cette droite est :
tj^ ^yx=px.
Supposons que la base d'intégration soit le rayon r de l'intrados ; on a en réalité (51 ) :
Vi ■-
px r
Nous avons
posé :
cl M AD
On a donc :
cm
AD
Mais (fig. 1
on a
évidemment
AD ac
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La valeur de ?/, devient :
dU ^^ AK
?/, = = dP X — •
ac ac
Les valeurs de ?/, se trouveront comme les valeurs de p ; mais au lieu de porter le bras de levier sur AD, on le portera sur ac.
Cherchons les valeurs de ?/, pour le point b et le centre de gravité G' du voussoir.
' Au point b , le moment de la surcharge est nul :
G'K' 2/i = — poids (abcd) x — ^ = — poids {abr'c").
Au point G', c'est le moment du voussoir qui est nul; on a donc :
G'K' ?/, = poids [bgJig) x = poids {bffh"ô").
Ces deux aires s'obtiendront chacune par une intégration facile; mais, en général, cette intégration est inutile. Ainsi l'aire bff/i"d" a un poids S'S si RS est la tangente à l'intégrale de la surcharge. De même, le poids abf'c" est le poids d'un voussoir d'une certaine longueur, et on l'obtiendra sur l'intégrale des poids des voussoirs. Il est plus avantageux , pour cette construction, de prendre, au lieu de Oa (flg. 172) , une
base d'intégration égale au raj'on moyen : la force
fictive au point b se trouve plus facilement.
351. ^'ai'iation de p dans les difTcrenls jointiii dHine voùlc en are de eerele d^épaisseiir constante. — 1° Extrados. La formule générale qui donne la valeur de p est :
rfP a — X .
p = sinq?.
A l'extrados , la surcharge n'exerce pas d'influence ; donc on peut poser :
dP a — X
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p' étant une constante. On a donc :
p = p' sin©.
Portons (fig. 171 ) SQ =p' ; projetons S sur la direction QQ du joint ; on a :
P = QQ
Le lieu des points Q' est une circonférence décrite sur SQ comme diamètre. Toutes ces valeurs de p et de jj' sont négatives. Nous avons représenté la force fictive prise en sens contraire telle qu'il faut la porter pour la composer avec la charge P.
On obtient facilement la grandeur de p'. Soit k le poids d'un voussoir, dont la longueur à l'extrados est égale à l'unité ; on a :
dP _ kxdf d<p d<p
La valeur de p' devient :
c'est le poids d'un voussoir dont la longueur à l'extrados , a — x
2° Intrados. — Si la surcharge est nulle, on trouve comme précédemment :
dP a — x .
p = -T— sin cp = p" sin 9.
En portant les valeurs de p comme rayon vecteur , on obtient encore une demi-circonférence décrite sur QB = p" comme diamètre. La valeur de p" s'obtient comme celle dep' :
X devenant ici le rayon de l'intrados.
3° Intrados dans le cas dune surcharge. — La valeur dei? comprend : 1° la valeur p"sincp que l'on obtiendrait s'il
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n'y avait pas de surcharge; 2" la valeur de p due à la surcharge seule. On trouve pour cette dernière (fig. 170) :
Cbgh^) X a&sin(p «c '
expression de la forme :
(w — n cos (p) sin cp . cos (p.
On a donc :
p = p" sin 9 -|- (w — w cos (p) sin (p cos <p. On déduit de là la construction suivante : Portons QB =jp"; suivant une perpendiculaire au joint, portons BC -= m; portons ensuite CD = n. Projetons le point D sur BC, la projection E sur QB , cette seconde projection F sur la direction du joint Q Q" ; on a :
QQ"=QFsin(p, QF = QB + BF,
BF = BE cos'f , BF = m — EC ,
EC = wsin!p, d'oaQQ" = p.
La courbe que l'on obtient n'est plus un cercle , mais cependant sa forme n'en diffère pas beaucoup. On peut se demander quelle devrait être la forme d'une voûte d'épaisseur constante pour que la courbe des valeurs de p soit un cercle pour l'intrados comme pour l'extrados. Soient : e l'épaisseur de la voûte; a;, z/ les ordonnées de l'extrados , p le rayon de courbure; on doit avoir (fig. 170).
Cbghà) X a&sin© „, .
r. ^—^ i- ■=- »'" sin ©
ac
ou -^ — T— ^ p'"
ou
dx ,„ p — <?
r.ey -T- = p'"
ds p
Approximativement -* = l ;
dx il vient : T^ev -r-^ p'";
ds
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c'est l'équation d'une chaînette dont le paramètre est :
on a : p'" = nea.
La force j9''' est alors le poids d'un voussoir de longueur a, en attribuant à ce voussoir le poids spécifique ;:.
359 . Construire une ligne Aen pressions connaissant un centre de pression et la tangente en ce point à la courbe de pression — Déterminons la force fictive i> ; appliquons le théorème du numéro 346 ; soit (fig. 168) OP le poids compris entre la clef et le joint où Ion donne le centre de pression; portons PP' -=- p; en menant P'Q parallèlement à la tangente à la courbe des centres de pression, on obtient le pôle Q du diagramme des pressions ; on est ramené au problème du numéro 342.
§ 5. Des courbes conjuguées.
353. Définition. — Si on se donne ( fig. 173 ) la poussée Aa à la clef, on peut déterminer la pression résultante sur un joint '/(î et la composante normale K'cO de cette pression. Nous dirons que les points A et A' sont deux pom^s conjugués. Si l'on fait varier la poussée en grandeur et position d'après une certaine loi, le point Â décrit une courbe quelconque, le point A' décrit une autre courbe; nous dirons que ces courbes sont conjuguées.
35-i . Théorème t.— La conjuguée f/e q = 0 est un point unique S; la conjuguée delS = 0 est un jjoint unique T.— En eflfet, si la poussée q est nulle, la pression sur le joint oblique se réduit au poids P de l'arc de voûte a/3oy ; la composante normale est toujours Ss, quel que soit le centre de poussée.
De même , pour avoir N = 0 , il faut que la pression sur le joint oblique soit située dans ce joint ; il faut pour cela que la poussée soit négative, passe par le point 5, et ait pour valeur T^ = S'5; la conjuguée de N = 0 est donc le point T.
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355. Théorème II. — La coiijuguée d'une parallèle au joint vertical est une jyarallèle au joint oblique: les ordonnées Asi et A'a' des points conjugués engendrent deux rectangles équivalents ABba et A'B'b'a'. Supposons que la poussée se déplace de A a en B& en restant constante; la pression sur le joint oblique est la résultante de cette poussée et du poids P : elle reste aussi constante ; il en est de même de la composante normale N. Prenons le point K comme centre des moments ; le moment du poids P est nul ; on a :
Moment de ka == Moment de la pression.
Le premier membre est q x MK. Pour obtenir le second membre , menons KL parallèlement au joint oblique ; supposons la pression transportée au point L et décomposée suivant une parallèle et une normale au joint; le moment de la composante parallèle est nul , le moment de la composante normale est N x KL. L'équation de moment devient :
g- X KM = N X KL
ou ka X ah = A'a' x a'b' ;
c'est ce qu'il fallait démontrer.
350. Théorème III. — La conjuguée d'une perpendiculaire au joint vertical est une hyperbole équilatère ayant le joint oblique comme asymptote et son centre sur la direction de la poussée. Toutes ces hyperboles passent par un jwint fixe S conjugué rfe q = 0.
En effet , prenons le point H où le joint oblique est coupé parla poussée pour centre des moments; le moment de la poussée est nul ; le moment de la pression est égal au moment du poids P. Décomposons la pression appliquée au point a' suivant une normale et une parallèle au joint ; le moment de la pression est N x Ha'; on a donc :
N X Ha' = P X MH.
Le second membre de cette équation est constant; N et Ha' sont les coordonnées du point A' en prenant HO et Hy" pour axes; l'équation représente une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes. Cette hyperbole doit passer par S, car le point a, qui correspond à ^ = 0 , a pour conjuguée S.
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357. Théorème IV. — La conjuguée d'une perpendiculaire au joint oblique est une hyperbole équilatère dont lejoi?it vertical est V asymptote et dont le centre est à la hauteur du centre de pression fixe disjoint oUique. Les branches de ces hyperboles , qui correspondent aux poussées négatives , passent par le point fixe T conjugué rfeN = 0.
Prenons pour centre des moments le point G situé au niveau du centre de pression fixe a'.
Moment de q = Moment de P en a'
ou bien q x Ga = constante.
Les coordonnées du point A sont q et Ga en prenant pour axes G'G et Gx; elles satisfont à l'équation d'une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes. Le point a', qui correspond à N = 0, a pour conjuguée T; toutes les hyperboles doivent donc passer par ce point. Pour simplifier le langage, nous désignerons la conjuguée de la droite a' A.' sous le nom de conjuguée du centre a'.
Corollaire 1 . — On peut imaginer un joint quelconque zr] autre que af3 , en deçà ou au-delà du joint y$ et construire par rapport à ce joint la conjuguée du centre a'. Toutes les conjuguées du centre sont des hyperboles équilatères asymptotiques au joint et dont les centres se trouvent sur Vhorizontale du point a'.
En effet , prenons comme précédemment un centre des moments U dans le joint et; au niveau du point a' ; soient a" le centre de pression , N' la pression normale sur ce joint £ y; ; on a :
N' X U(2" = constante.
Cette équation démontre la proposition.
Corollaire 2. — Réciproquement , si sur un joint quelconque la force normale varie comme les ordonnées d'une hyperbole équilatère asympjtotique au joint , les courbes de pression correspondantes passent par un point fixe situé sur Vhorizontale du centre de V > yperbole.
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En effet , traçons l'une des courbes de pression ; menons l'horizontale du centre de l'hyperbole qui coupe la courbe de pression en un point a' . L'hyperbole donnée est identique à la conjuguée du centre a , car ces deux hyperboles ont même asymptotes et un point commun, qui est celui qui comprend à la courbe de pression qui a permis de déterminer le point a'.
358. Théorème \.— L'accroissement de la pression normale à un joint est égale à la projection de C accroissement de la ijoussée sur la normale au joint.
En effet , la composante normale s'obtient en projetant la pression ou ses comi»osantes qeiV; si q augmente de A ^ , N augmente de la projection de Ag :
AN == Ag' X cosfjj.
359. Tliéorènie VI. — Si on fait tourner de 180° les sous-tangentes conjuguées autour des ordonnées conjuguées , les extrémités de ces sous-tangentes se placent an même niveau.
Soient Kd et AW deux tangentes conjuguées, c'est-à-dire les tangentes à deux courbes coujuguées en des points correspondants ; rabattons les sous-tangentes ad et a'd en ani et a'n; nous devons démontrer que les points m et n sont au même niveau.
Soient AD et A'D' deux éléments infiniment petits conjugués ; considérons l'élément A'D' comme la diagonale du rectangle A'C'D'B'; ce rectangle a pour conjugué un parallélogramme infiniment petit ABCD. Le côté A'C'apour conjugué un arc d'hyperbole équilatère AC que nous remplaçons par l'élément AC de sa tangente ; cette tangente est, en vertu d'une propriété connue de rhy[)erbole, i>arallèle à G'a ; on a donc :
ac = G«. (1)
Les longueurs AC et A'C doivent satisfaire à l'équation suivante (358) :
A^ = ÂË"cos9. (2)
Le côté A'B' a pour conjugué AB et l'on (355) :
~JJâ' X A'B'="Ââ XÂB. (3)
Les équations (2) et (3) donnent les rapports des composantes des éléments conjugués; cherchons le rapport des longueurs cd et cCd'.
On a :
cd CD ka ~ AE '
a' a CD' A'a' ~ A'C ■
Les produits des moyens de ces deux proportions sont égaux respectivement aux deux membres de l'équation (3), car CD = AB, CD' = A'B' ; en égalant les produits des extrêmes, on trouve :
cTx ÂË"= ÔvFx Â^.
L'équation (2) permet de remplacer A'C par AE cos 9 ; on
a donc :
c(^ = rt'cf'cosç. (4)
Mais on a aussi ac = «G ; on a porté ad = am, donc :
cd = Gm.
De même , on a porté :
a'rf' = a'n.
L'équation (4) peut s'écrire :
Gm = rt'ncos9.
Cela prouve que (am est la projection de a'n; donc la ligne mn est horizontale.
Remarque. — Si on considère une infinité de joints analogues à '/o , on obtient une infinité de courbes conjuguées; la droite m7i convient pour la détermination des tangentes à toutes ces courbes.
360. Théorèuie 111. — Les droites qui passent par le point T ont pour conjuguées des droites passant par le point S.
Prenons le point s comme centre des moments ; on a :
qxat=^ xa's. (1)
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Mais dans la figure QS'P, on a : (si 9'=angle QS'P-90°— cp)
N = QS'sin9' = Scoscp (2)
N = gcoscp + Ss d'où (jr COS (p = AW. (3)
Remplaçons, dans l'équation (1), g et N par leurs valeurs tirées de (2) et (3); remplaçons at par T/^, a' s par S/i'; on trouve :
Mh' Ah
ou tang A.Th = tang A'S'/i' x cos^ ®.
Si le point A décrit AT, l'angle ATh ne varie pas ; l'angle A'S7i' doit aussi rester constant ; donc le point A' décrit la droite A'S'.
301. Tracer la conjuguée d^une droite TA. — Cherchons le point R" qui correspond à N = 0 ; ce point sera le conjugué du point T. Appliquons à ces deux points le théorème VI; la sous-tangente ^R vient en ^R'; le point R" ne bouge pas ; RR" doit être horizontal. De là résulte la construction suivante :
Portons tR = tR', menons l'horizontale R'R"; R"S est la conjuguée de TR.
309. Remarque. — Il ne peut y avoir d'autres droites conjuguées l'une à l'autre que les droites parallèles aux joints ou les droites passant par les points S et T. Car toute droite qui coupe le joint a|3 a un point pour lequel g = 0 ; son conjugué est S; la conjuguée passe par S. Réciproquement toute droite qui coupe le joint oblique à une conjuguée qui passe par T. Donc, si deux droites sont conjuguées, ou bien l'une est parallèle au joint, alors l'autre l'est aussi; ou bien les deux droites passent respectivement par les points T et S.
3G3. Théorie analytique des courbes conjuguées. — Rapportons le point A (fig. 173) aux axes oco?/ , le point A' aux axes cv'oy' :
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La composante normale N s'obtient en projetant la pression et le poids P sur la normale au joint ; on a :
N = g' cos cjp -f P sin cp ou î/' = î/cos(p + Psin<p. (1)
En prenant l'origine commune pour centre des moments, on trouve :
y'x' = px + PL (2)
Si on donne x,y, on trouve œ'y' par les équations (1) et (2) et réciproquement; si le point A décrit une courbe :
On obtiendra la courbe décrite par le point B en éliminant X, y entre les équations (1) (2) (3). 1° Si on prend :
on trouve : ?/'= Psiu tp,
sincp
on retrouve le point S.
De même si on prend
on obtient :
V = — P tango,
tang«jp
on retrouve le point T. Ces deux résultats démontrent le théorème I.
2° Si on suppose y = constante , l'équation ( 1 ) donne I/' = constai'te ; l'équation ( 1 ) donne :
j^'Aîc' = yt^x\ cela démontre le théorème II.
3° Si on supposer; = constante, on obtient eu éliminant y
entre (1) et (2) :
y\ ix\ —\ = P (^— ;r tang^),
\ cosç/ ^
c'est lequatioii d'une hyperbole équilatère; on retrouve le théorème III ;
4° Supposons x^ = constante ; on trouve de même le théorème IV ;
5° De l'équation ( 1 ) on tire :
A?/' = A// cos(p,
cela démontre lo théorème V.
6° Soient a , a' les coefficients angulaires des tangentes à deux courbes conjuguées en des points coDJugués; différentions les équations ( 1 ) et (2 ) en remplaçant dy , dy' par adx et a'dœ': on trouve :
a'dx' = adx COSfp, ydx -\- Xddx = y'dx' + x'a'dx'.
Éliminons le rapport dx : dx' ; il vient :
{y -}- Xy.) a' = iy' + x'a' ) a. coscp
ou (^ + .r) = (|--!-^')cos(3r.
Cette équation revient à (fig. 173) :
Om = On costp, cela démontre le théorème YI ( 1 ).
( 1 ) Ce théorème est ud cas particulier d'un théorème plus général. Soient : oc , y les coordonuées d'un point A; x' , y' les coordonnées d'un poiiit A' ; supposons que les points soient unis par les relations :
Si le j!oint A se meut , le jioint A' décrit une courbe conjuguée ; le point A peut pjrtir du peint A suivant une infinité de tangentes ; elles sont pour conjuguées un autre faisceau émergeant du point A'; ces faisceaux sont homographiques. On trouve en effet, si x,c.' sont les coefficients angulaires de deux tangentes conjuguées, l'équation :
ar'F dfF df¥ , , dfF
dxx' dxp' dy x' dyy^
Les deux faisceaux déterminent sur les axes des x deux systèmes de points homographiques; connaissant trois groupes de tangentes conjugu ées , on obtient tons les autres.
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7" Cherchons les conjuguées rectilignes autres que y = constante et ?/' = constante. Soit la droite :
X = ay ■¥}). (5)
On obtient la conjuguée en éliminant x, y entre (1) , (2) et (5) ; on trouve :
^'= -4- y' ^- — -2Pa^^5^-l- ^ (^+aPtg2ii-6tgcp)(6)
COS^cp COS9 COS^tp î/' ^ r>^i\ I
Cette équation devient l'équation d'une droite si on pose : l + «P tg^9 — &tg 9 = 0,
d'où ?>-=aPtg(pH (7)
^ tg^
Les équations (5) et (6) deviennent en introduisant la valeur de 6 :
X — - — = a(?/ + Ptg(p) ,
x^ : — = T—iy'— Psinc:;).
sin^ cos*9
On retrouve les deux systèmes de droites du théorème VII.
CHAPITRE iV
Recherche des poussées stables dans le cas d'une résistance illimitée.
§ 1. Méthode d'élimination par les enveloppes.
304. Principe do la méthode (1). — Supposons d'abord (fig. 174) qu'une partie de voûte aljclc soit invariable et
(1) Cette méthode est due à M. Alfred Durand-Claye qui, le premier, a cherché les solutions stables d'une voûte. Voir Annales des ponts et chaussées, 1867, n° 142: Note sur la vérification delà stabilité des votites en maçonneries et sur l'emploi des courbes de pression, par M. Alfred Durand-Claye, éiève-ingéuieur des ponts et chaussées. On trouve aussi dans cette note quelques-unes des propriétés des courbes conjuguées.
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repose sur un seul joint cd. En composant la poussée avec le poids P de l'arc de voûte, on obtient la pression sur le joint cd\ la poussée est stable, si cette pression tombe à l'intérieur du joint cd. Si la poussée augmente, on reconnaît facilement que le centre de pression se relève ; réciproquement, si la poussée diminue, le centre de pression s'abaisse. La poussée maxima est celle qui amène le centre de pression end; la poussée minima est celle qui l'amène en c. Les courbes des poussées maxima et minima sont (357) des arcs d'hyperboles DC et AB conjuguées des centres de pression c et d. Les extrémités de toutes les poussées stables se trouvent à l'intérieur du quadrilatère mixtiligne ABCD.
Considérons successivement tous les joints et opérons, pour chacun d'eux , comme pour le joint cd\ pour chaque arc de voûte , nous obtiendrons une aire analogue à l'aire ABCD. Déterminons la partie commune à toutes ces aires ; il est évident que toutes les poussées stables sont celles qui ont leurs extrémités dans cette partie commune. Le contour limite est Tenveloppe intérieure, dans le sens le plus général du mot, des contours particuliers.
305. Tracés graphiques. — Montrons comment on détermine par points les arcs AB et CD. En un point m , la poussée maxima est celle qui fait passer la ijression par le point d , la poussée minima est celle qui fait passer la pression par le point c; on est ramené au problème du numéro 343 , cas particulier.
Tracé par les tangentes. — On trace une ligne de pression pour une poussée quelconque ; on prolonge la poussée et la pression sur le joint cd; on obtient le point -m' de la ligne daction du poids P de l'arc de voûte. Soit QR le rayon du diagramme parallèle au côté m'n ; menons RQ' parallèlement à dm'; N»i — Q'O est la poussée cherchée. De là la règle suivante : on mène , par le point R de taxe du diagramme qui correspond au joint considéré, un faisceau de droites parallèles aux pressions analogues à dm' qui passent par le point d : le premier faisceau détermitie sur l'axe 0 Q les poussées maxima ; le second faisceau
détermine sur la ligne cV action du j'Oids de rare de voûte le niveau des centres de poussée.
Tracé par les cordes. — On évite la détermination du poids P en appliquant la première des méthodes du numéro 343; a[)pliquons-la à la déterminaiion de la jjoussée minima Mm. Il faut trouver la poussée pour laquelle la ligne de pression passe par m et c. Soit m g la corde de la ligne connue, qui correspond à la corde rnc de la ligne cherciiée; soit gù'S le diagramme des inclinaisons des cordes analogues à m^. Menons S g' parallèlement à me; q'o' = M77i est la poussée cherchée. De là resuite la règle suivante : on mène qS paralèllenient ci la corde mg; on mène ensuite par le point S un faisceau, de droites parallèles aux droites menées du point c vers les centres de poussée; on obtient les poussées minima sur l'axe o'q.
Dans l'exécution de ces deux tracés, il est inutile de dessiner les faisceaux de droites représentés en pointillés sur la figure 174; un mouvement de Téquerre suflSt pour déterminer les poussées sur l'axe o'q ou sur l'axe OQ.
Tracé par division. — Les arcs A B et CD sont des arcs d'hyperboles dont on connaît les asymptotes. Si on rapporte Tune de ces hyperboles à ses asymptotes, son équation est de la forme :
On obtient facilement un i>oint de la courbe; ayai t tracé u:.e ligne_^de ,'pression quelconque 7nn, on voit immédiatement qu'en l'abaissant d'une quantité cg, c serait centre de pression ; on en déduit un point de l'arc AB. On trouverait de même ud point de l'arc CD. Connaissant un point de la courbe, on est ramené à un problème connu (99). On [>eut aussi se servir du point T, conjugué de N = 0 (fig. 173); on divise la droite TJi par ses abscisses en prenant le centre G de l'hyperbole comme origine et G^ comme base; ainsi en enjoignant JiG, on obtient A"t = A«, ordonnée de l'hyperbole au point a.
§ 2. Méthode d'élimination par les maxima et minima.
360. Principe do la niélliode. — Donnons-nous le centre de poussée )}i ; cherchons entre quelles limites sont comprises les poussées stables ap[)liquées en ce point. En appliquant la méthode précédente , nous sommes conduits à prendre les ordonnées des enveloppes intérieures des arcs CD et AB; il est évident que la limite supérieure est le minimum des ordonnées ]S,r/i des enveloppées CD, que la limite inférieure est le maximum des ordonnées 'Mm des enveloppées AB, toutes ces ordonnées étant prises au point m. De là résulte la solution du problème : pour chacun des centres de poussées analogues à m , on fait mouvoir le joint cd, les poussées 'Nm, Mm varient; on [«rend le minimum des valeurs de N;» , le maximum des valeurs de Mi)i; ou obtient les ordonnées des deux points du contour limite. Cette méthode ne diffère pas sensiblement de la précédente; on remplace Télimination des solutions instables par les enveloppes, par un autre procédé (relimination qui conduit au même résultat.
On peut aussi justifier la seconde solution, sans sappuyer sur la première, par un raisonnement semblable à celui qui a été fait pour déterminer la poussée des terres (286). Une poussée stable étant donnée, on peut l'augmenter jusqu'au moment où la courbe de pression atteint l'extrados. En prenant au hasard un centre de pression sur l'extrados , on obtient une poussée trop grande en général, mais qui, pour un centre de pression particulier, deviendra la poussée limite. Cette dernière est donc la plus petite des valeurs obtenues. Le même raisonnement s'applique à la limite inférieure.
307. Tracés grapiiiqiics. — On peut adopter les mêmes tracés que ceux que nous avons employés dans la méthode précédente. Choisissons /;? comme centre de poussée; prenons comme centre de pression les différents points de l'extrados; pour le point d, on trouve la poussée OQ' ; si on fait
décrire au point d l'extrados de la voûte , on obtient pour chaque position des poussées analogues à OQ'; c'est la plus petite de toutes qui sera la poussée limite cherchée. On obtient de même la linàte inférieure en faisant décrire au centre c l'intrados de la voûte; pour chaque position, on obtient une poussée o'q^ ; on reconnaît aisément quelle est la plus petite des poussées.
Au lieu d'obtenir sur un même axe OQ les poussées dont on cherche le maximum ou le minimum , on peut les porter en ordonnées; on trouvera le maximum ou le minimum en menant aux courbes des tangentes parallèles à la ligne d'abscisse. Il suffît pour cela de disposer autrement le triangle des forces. Ainsi au lieu de mener RQ' , on mène OR' parallèlement à la droite m'd\ en faisant mouvoir le point d, le point R' décrit une courbe dont l'ordonnée RR' est la poussée dont on cherche le minimum. C'est cette disposition que nous avons adoptée sur la figure 175 ; il nous suffira d'énoncer les deux règles emploj'ées.
Tracé par les tangentes. — Onxjorte en abscisse sur OP les poids des arcs de voûte bl, b2, b3, b4; on trace les lignes d'action I. II, III, IV de ces poids en utilisant une ligne des pressions quelconque ; on mène les lignes d'action des pressions qui passent par 4, 3, 2... lorsque va est cent)^e de poussée; on mène un faisceau de droites jyar le sommet 0 parallèlement à ces pressions ; ce faisceau détermine In courbe RS; V ordonnée rninima u.', portée en M'm , est la limite supérieure de la poussée au point m.
Tracé par les cordes.— On joint le centre de poussée m aux points \\ 2', 3', 4' de Vintradôs (ou de V extrados); on trace les cordes correspondantes dans une ligne de pression connue; on construit en O'qF le diagramme des directions deces cordes; onprendcomme abscisses les forces concentrées portées sur OF; on mène par le sommet 0' un faisceau de droites parallèles à celles du faisceau m 1 234 ; on obtient la courbe rs dont V ordonnée maxima u. est la limite inférieure Mm.
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Le tracé par les cordes est plus élégant que le tracé par les tangentes ; on ne doit pas tracer les poids des arcs de voûte ; le diagramme des forces concentrées sert pour tous les centres de poussée.
^ 3. Méthode directe.
36S. Principe de la méïiiocle. — Dans les méthodes précédentes , on détermine un grand nombre de poussées instables ; on les élimine ensuite par l'un ou l'autre procédé. Proposonsnous de déterminer directement les points du contour-limite.
Considérons une courbe de pression stable ; soit par exemple mît (flg. 175) la ligne des pressions ; faisons varier la poussée en conservant le même centre de poussée. La ligne de pression se modifie; ses ordonnées, par rapport à l'horizontale du centre de poussée , varient en raison inverse de la poussée (341 ). Si la poussée augmente , la ligne des pressions se relève ; si la poussée diminue , la ligne des pressions s'abaisse. La courbe des centres de pression participe à tous ces mouvements. Si l'on fait croître la poussée, il arrive un moment où la courbe de pression atteint l'extrados, soit en le touchant, soit en le coupant à son extrémité; on ne peut dépasser cette valeur de la poussée, car la courbe de pression sort de l'intérieur de la voûte : cette valeur est la limite supérieure de la poussée au point considéré. De même, si l'on fait décroître la poussée, il arrive un moment où la courbe de pression atteint l'intrados ; la poussée atteint alors sa limite inférieure.
Lorsque l'on se donne le centre de poussée , on obtient la limite supérieure et la limite inférieure en déterminant le maximum et le minimum de poussées inexactes; ce n'est pas une méthode directe. Donnons-nous , au contraire , le point de contact de la courbe de pression avec l'intrados ou l'extrados; nous connaîtrons un centre de pression et la tangente à la courbe de pression ; nous déterminerons la poussée et le centre de poussée par un procédé connu (352) ; nous obtenons directement un point du contour limite. En faisant mouvoir
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le point de contact sur l'extrados et sur Tintrados, on obtient deux courbes que nous désignerons respectivement sous les noms de : conjuguée de V extrados et coiyuguée de Vintrados. Nous devons aussi considérer les courbes de pression qui passent par les extrémités de l'intrados et de l'extrados ; on obtient deux hyperboles équilatères; ce sont les conjuguées des extrémités de V extrados et de V intrados. Il peut se faire que l'une de ces courbes ne représentent que des solutions instables ; ainsi les courbes de pression tangentes à l'extrados peuvent passer au-dessus de l'extrados ; le tracé graphique, comme nous allons le voir, indique immédiatement les parties des courbes qui constituent réellement le contour limite.
300. Tracés graphiques. — Cherchons les limites des poussées de la voûte ahcd (fig. 175). Nous appliquerons, pour cela, la règle suivante qui résulte du numéro 352: Portons les poids des arcs de voûte al, a2, a3, a4 sur Vaxe OP et à partir des extrémités de ces poids les forces fictives {MO) pour Textrados et Vintrados ; des points 1, 2, 3, 4 , 1', 2', 3', 4' ainsi obtenus, menons des parallèles aux tangentes à Vextrados et à Vintrados, nous obtenons les poussées limites sur Vaxe OQ.
11 faut aussi obtenir les centres de poussée ; on peut suivre deux méthodes ; nous avons appliqué le tracé par les tangentes à l'extrados , et le tracé par les cordes à l'intrados.
Tracé par les tangentes. — On mené par les poiyits de Vextrados ou de Vintrados les pressions dont les directions sont indiquées par le diagramme QOP; ces pjressions coupent les lignes d'action I, II, III, IV des poids des voûtes au niveau des centres de poussées.
Tracé par les cordes. — On construit en qO'F le diagramme des inclinaisons des cordes de la ligne pression connue qui correspondent aux cordes al', a2', a 3'... de Vintrados (ou un diagramme analogue pour Vextrados); ces diagrammes donnent les directions des cordes qui joignent Us p)oints de Vintrados ou de Vextrados aux centres de poussée ( 1 ).
(1) Od peut aussi opérer au moyen d'une corde unique; la figure 190 fournit un exemple de cette méthode ; voir l'explication au numéro 484.
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Dans le cas de la figure 175 , la courbe AN est la conjuguée de riutrados; il est évident que la poussée Nn est instable : elle correspond à une courbe de pression qui touche l'intrados, mais qui coupe l'extrados. Il suffit de considérer l'arc AB de la conjuguée de l'intrados compris entre les poussées appliquées aux extrémités a et ?> du joint a/y. La conjuguée de l'extrados est la courbe CD; cette courbe ne suffit pas; il faut }• ajouter l'arc DE de la conjuguée de l'extrémité cl de l'extrados.
§ 4. Propriétés des courbes des poussées limites.
370. Théorème I. — Les conjuguées de Vintrados ou de V extrados enveloppent les hyperboles équilatères conjuguées des centres dépression situés sur Vintrados ou Vextrados.
Cette propriété peut être considérée comme une conséquence de la première méthode employée pour trouver ces courbes limites; mais on peut démontrer cette propriété directement et préciser le point de contact des enveloppées et de leur enveloppe. Considérons les courbes de pression qui passent par le point c de l'intrados (fig. 175) et les courbes de pression qui passent par un autre point c'; l'intersection des hyperboles équilatères conjuguées de ces deux points correspond à une courbe de pression passant par les deux points ce'. Supposons que les points ce' se rapprochent indéfiniment ; le point d'intersection des deux hyperboles devient le point de contact de l'une d'elles et de son enveloppe. D'autre part, ce point correspond à la courbe de pression qui touche l'élément ce' de l'intrados ; c'est donc un point de la conjuguée de l'intrados. Il y a par conséquent identité entre l'enveloppe des hyperboles conjuguées des points de l'intrados et la conjuguée de l'intrados. La même démonstration s'applique évidemment à la conjuguée de l'extrados. On voit aussi que le point de contact d'une enveloppée et de l'enveloppe s'obtient par la courbe de pression, tangente à l'intrados ou l'extrados dans le joint qui correspond à cette enveloppée.
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371. Théorôme IH. — Si Von fait tourner la sons-tangente à la conrhe limite de ISO"^ autour de Vordonnée horizontale, V extrémité de cette sous-tangente se place au même niveau que le point de Vextrados ou de l'intrados qui correspondait 2Joint de la courbe limite.
En effet , la tangente à l'enveloppe se confond avec la tangente à une enveloppée; cette enveloppée est la conjuguée d'une perpendiculaire à un joint; sa tangente s'obtient en appliquant le théorème du numéro 359; en faisant tourner les deux sous-tangentes, on doit obtenir des points au même niveau ; mais la sous-taugeute de la perpendiculaire au joint oblique est nulle ; c'est donc le centre de pression lui-même qui doit se trouver au même niveau que l'extrémité de la sous-tangente à la courbe limite tournée de 180°.
379. Théopèine III. — Les courbes limites ont des éléments horizontaux qui correspondent aux éléments horizontaux de Vextrados et de Vintrados.
Il s'agit de démontrer que la courbe des poussées maxima DC a en C un élément horizontal ; que la courbe des poussées minima AB a aussi en A un élément horizontal. En effet, appliquons le théorème précédent pour des centres de pression qui convergent vers les points a et ti, nous voyons que les sous-tangentes en A et C sont nulles.
On peut aussi remarquer qu'en prenant a et b comme centre de pression, on obtient deux enveloppées qui sont les droites C^ et Aa ; ces enveloppées doivent toucher respectivement leurs enveloppes DC et AB.
§ 5. Forme de la conjuguée de l'intrados.
373. Intrados d'égale rësislanco. — Soit (fig. 174} la voûte abcd; nous pouvons supposer que l'intrados soit établi précisément suivant une courbe de pression. Soit Aa la poussée qui produit cette courbe de pression; il n'y a qu'une seule courbe de pression tangente à l'intrados ; c'est l'intrados lui-même ; la courbe que nous avons appelée conjuguée de
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l'intrados se réduit donc au point A : toutes les enveloppées passsent par ce point. La courbe des poussées minima est riiyperbole équilatère AB conjuguée du centre de pression c.
374. Des difieronls genres (l''iiitra(los. — L'intrados d'une voûte peut différer d'une courbe de pression dans un sens ou dans l'autre. Si on mène les courbes de pression tangentes à l'intrados , ces courbes peuvent passer au-dessus ou au-dessous de l'intrados ; dans le premier cas, nous dirons que l'intrados est du premier genre; dans le second cas, nous dirons que l'intrados est du deuxième genre. Les courbes d'intrados peuvent se composer d'arcs du premier et du second genre. L'intrados du troisième genre , si sa partie supérieure est du second genre et sa partie inférieure du premier. L'intrados est du quatrième genre, si sa partie est du premier genre et sa partie inférieure du deuxième.
375. Intrados du premier genre. — Soit (flg. 176) la voûte abdc. Les courbes de pression qui touchent l'intrados passent au-dessus de l'intrados. Menons une courbe de pression tangente à l'intrados en un point quelconque n; on obtient un point N de la conjuguée. Il est facile de voir que si le point de contact se meut de n en n' en s'éloignant du sommet, le centre de poussée s'élève et que la poussée limite diminue. En effet, si on mène une courbe de pression tangente en un point n' de l'intrados infiniment voisin du point », cette courbe doit passer au-dessus du point n; donc les deux courbes se coupent en un point s. Mais ces courbes ne peuvent se couper qu'en un seul point , sinon elles auraient deux points communs et coïncideraient (343) ; donc le nouveau centre de poussée est au-dessus du premier : le centre de poussée s'élève quand !e point de contact s'éloigne du sommet. Les deux points N et N' qui correspondent aux deux points n et n', se trouvent sur l'I^vperbole équilatère conjuguée du point s; donc la poussée diminue en passant de N en N'. On peut aussi démontrer cette proi)Osition en cherchant la direction de la tangente à la courbe limite (371).
Si le point de contact n se rapproche indéfiniment du
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sommet a , le centre de poussée descend et se rapproche aussi indéfiniment du point rr; on obtient une courbe de pression qui a quatre points communs infiniment voisins avec l'intrados. En effet, elle touche l'intrados au point que l'on choisit près du point a ; cela équivaut à dire qu'elle a deux points communs avec l'intrados; mais la courbe de pression et l'intrados sont symétriques par rapport à la ligne ab; ces courbes ont donc deux autres points communs symétriques des deux précédents; à la limite, elles ont un contact du troisième ordre. Rappelons qu'au point A , qui correspond à cette courbe de pression , la conjuguée de l'intrados a un élément horizontal.
L'étendue de la conjuguée de l'intrados dépend de la forme de l'intrados; nous savons déjà que cet arc peut se réduire en un point unique A', si l'on adopte un intrados d'égale résistance; selon qu'on s'éloignera plus ou moins de cette forme particulière, l'arc AC prendra plus ou moins d'étendue en s'écartant plus ou moins du point A'.
Cette forme de la conjuguée de l'intrados est celle que l'on rencontre habituellement. En général , l'intrados d'une voûte est circulaire ou en anse de panier; la ligne des pressions a une forme qui dépend de la loi des charges , mais dans les cas ordinaires cette forme diffère peu de celle d'une chaînette renversée ; la courbure diminue du sommet de la voûte vers les naissances ; la courba des centres de pression dififère peu de la ligne des pressions et a sensiblement la même forme. On reconnaît aisément que si on trace une courbe de cette forme par le sommet et l'extrémité de l'intrados, cette courbe an"c tombe sous l'intrados. En faisant pivoter la courbe de pression autour du iioint c jusqu'à ce qu'elle devienne tangente à lintrados , on obtient une courbe qui touche supérieurement l'intrados. En faisant pivoter la courbe «;;ic autour du poiut a jusqu'à ce qu'elle devienne osculatrice au point a, on obtiendra généralement une courbe qui passe au-dessus de l'intrados; en d'autres termes, l'intrados est généralement du premier genre.
L'arc AC fait partie d'une certaine courbe géométrique;
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quelle est la forme de cette courbe au-delà des points A et C ? Il semble que le point A soit un point d'arrêt ; il n'existe aucun moyen géométrique de i)rolonger l'arc CA au-delà du point A. Cependant il peut exister des courbes de pression ayant un contact imaginaire avec l'intrados ; l'analyse seule permet de trouver les points de la courbe des poussées qui correspondent à ces solutions; nous verrons plus loin un exemple de cette détermination ; nous verrons que l'arc C A se prolonge par un arc AH ; le noint A est le point le plus bas de la courbe.
Au point c de l'intrados, correspond le [)oint C de la courbe limite; pour prolonger l'arc AC au-delà du point C, il suffit de prolonger l'arc ac de l'intrados. En déplaçant le point de contact au-delà du point c, on obtient des centres de poussée de i)lus en plus élevés, la poussée diminue de plus en plus. Pour un point e' très rapproché de l'élément vertical de l'intrados, on trouve une poussée nulle à l'infini. La condition qui détermine ce point e' est la suivante : soient OP la poids de l'arc abf'e\ PP' la force fictive p dirigée suivant le joint; on obtient la poussée sur l'axe OQ en menant par le point P' une parallèle à la tangente à l'intrados; pour que la poussée soit nulle, il faut que celle parallèle passe par le point 0. La force fictive PP' est petite , l'angle POP' est aussi très petit; donc le point e' est très rapproché du point e. Si on api)lique au jioint e' , la construction ordinaire pour trouver le centre de poussée, on trouve un centre à l'infini. Il résulte de là que l'arc AC prolongé a pour asymptote, la droite ah prolongée. Si le point de contact continue à se mouvoir en descendant même en dessous de l'élément vertical de l'intrados, on obtient des poussées négatives, on reconnaît que le centre de poussée saute brusquement au-dessous du sommet a à une distance infiniment grande; on obtient une autre branche de la courbe. Pour ces poussées négatives et même pour les petites poussées à centres très élevés, les courbes de pression présentent des particularités géométriques très intéressantes; nous laissons au lecteur le soin de se livrer à ces recherches ui ne présentent absolument pas d'intérêt pratique.
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376. Intrados du deuxième genre. — Si on mène une courbe de pression tangente à l'intrados au point 7i (fig. 177), on obtient un point N de la conjuguée situé en dessous du point a. Si le point n se déplace vers le bas, on démontre par un raisonnement analogue à celui que nous avons suivi dans le numéro précédent , que le centre de poussée s'abaisse et que la poussée augmente; nous savons déjà que la courbe a un élément horizontal A et qu'on l'obtient en rapprochant indéfiniment le point de contact n du sommet de l'intrados ; la conjuguée a donc la forme AC. Cette courbe ne résout pas la question pratique de la détermination des poussées minima, caries poussées qu'elle représente sont évidemment instables. Si on considère les courbes de pression qui atteignent l'intrados par son extrémité c , on obtient l'hyperbole équilatère CE ; c'est un arc de cette h3'perbole qui limite les poussées stables. Dans ce cas , la courbe limite n'est pas formée par l'enveloppe AC des hyperboles équilatères conjuguées des points de l'intrados; elle est formée par des enveloppées.
Le cas que nous venons d'examiner est exceptionnel ; on l'obtient dans le cas d'une voûte , dont la courbure est très forte au sommet et décroît rapidement vers les naissances ; on l'obtient aussi dans le cas d'un arc ogival où la courbure au sommet est infinie.
«JÎ7. Intrados du Iroisiènie genre. — Les parties supérieures et inférieures de l'intiados sont respectivement du deuxième et du premier genre. Si d'abord on déplace le point de contact à partir du sommet , dans la première partie de l'intrados , le centre de poussée s'abaisse ; on obtient un arc AE (fig. 178). Si , au contraire , le point de contact se déplace vers les naissances, sur la partie de l'intrados qui est du premier genre , le centre de poussée s'élève , on obtient un arc EC. Si par le procédé connu (371); on détermine la tangente au point E, on n'obtient pas une tangente horizontale ; donc au point E, il y a rebroussement.
Le point E est l'extrémité de la poussée qui correspond à la courbe intermédiaire entre les courbes de pression qui touchent inférieurement et celles qui touchent supérieure-
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ment l'extrados ; il est facile de voir que cette courbe de pression traverse l'extrados et lui est osculatrice. En efifet , Tare supérieur au point de contact se trouve sous l'intrados; car c'est la limite d'arcs qui touchent inférieurement l'intrados; l'arc inférieur au point de contact se trouve audessus de l'intrados pour la même raison.
La courbe des poussées minima comprend un arc de la courbe EC; les parties de la conjuguée de l'intrados situées en dehors des limites a et h ne conviennent évidemment pas.
Cette disposition se réalisera avec la même forme d'intrados que celle du numéro précédent, si on prolonge l'intrados jusque près de l'élémeiit vertical; on sait, en efTet, que près de l'élément vertical on obtient des poussées très petites et des centres de poussée très élevés : l'intrados est du premier genre dans la partie inférieure. On obtient notamment cette disposition, dans le cas d'une voûte en ogive complète; c'est le cas de la figure 178. Dans le cas d'une voûte en ogive , le théorème du numéro 372 n'est plus apphcable;on reconnaît que les courbes de pression présentent des dispositions singulières dans les environs du sommet de la voûte en passant du joint a y. au joint ab.
37 S. Intrados du qualrièuic genre. — La partie supérieure de l'intrados est du premier genre , la partie inférieure est du deuxième genre. Menons les courbes de pression qui touchent l'intrados; faisons mouvoir le point de contact du sommet vers la naissance ; on obtient pour la partie supérieure un arc AE (fig. 179); pour la partie inférieure , un arc EC. Le point de rebroussement correspond à la courbe de pression qui traverse l'intrados et lui est osculatrice. Pour déterminer la courbe des poussées minima , il faut en outre tracer la conjuguée CM de l'extrémité c de l'intrados; cette courbe peut couper l'arc AE en un point K ; la courbe des poussées minima est formée de l'arc AK et de l'arc KM; au point Kces courbes forment unaugle ; ce point correspond à la courbe de pression qui touche llntrados dans sa partie supérieure et passe par l'extrémité c de l'intrados. L'arc KE représente des poussées instables quoique les courbes de
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pression qu'elles engendrent touchent supérieurement l'intrados ; cela provient de ce que ces poussées sont plus petites que celles de la conjuguée du point c ; les courbes de pression passent sous le point c.
On réaliserait un intrados du quatrième genre , en établissant sa partie supérieure suivant un arc de cercle et sa partie inférieure suivant un arc de cercle de très grand rayon, une droite ou un arc à courbure renversée : cette disposition est exceptionnelle.
3Î9. Autres genres — On pourrait imaginer des lormes d'intrados en nombre considérable , en les composant d'arcs successifs de genres différents; la conjuguée de l'intrados pourrait comprendre des arcs de courbes avec différents rebroussements ; la courbe limite pourrait présenter plusieurs sommets.
3$0. Parliez faibles et fortes de IMiitrados. — Dans le cas d'un intrados du premier genre , la courbe des poussées minima AC (fig. 176; dépend de la forme de l'intrados ; en adoptant pour courbe d'intrados la courbe de pression «n''c' qui passe par le sommet et l'extrémité, on augmenterait l'aire des solutions stables de la superficie AKK'A' ; on peut donc dire que Cintrados du yreniier genre est trop faible. Dans le cas d'un intrados du deuxième genre (fig. 177;, la courbedes poussées minima FE est indépendante de la courbe d'intrados ; on peut réduire les épaisseurs du côté de l'intrados jusqu'à ce que l'on atteigne la courbe de pression an'c qui passe par le sommet a et l'extrémité c\ l'arc FE ne change pas, on peut donc dire que V intrados du deuxième genre est trop /or ^. L'espace an' en a est un espace inutile, que les courbes de pression n'atteignent pas et que l'on peut supprimer sans modifier la stabilité statique de la voûte. Nous négligeons évidemment dans ce raisonnement l'influence sur la ligne des pressions, du poids des parties enlevées.
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§ 6. Forme de la conjuguée de l'extrados.
La conjuguée de l'extrados peut présenter toutes les mêmes dispositions que la conjuguée de l'intrados; il n'y a de différence que dans la détermination des parties utiles de la courbe.
381. Exirados d'égale rôsîslance. — L'extrados est établi suivant une courbe de pression ; la conjuguée de l'extrados est un point C (fig. 174); la courbe des poussées maxima est la conjuguée DC de l'extrémité de l'extrados.
38^. Extrados du premier genre. — L'extrados est touché supérieurement par les courbes de pression : c'est le cas le plus fréquent. La conjuguée de l'extrados est une courbe BF (fig. 176) ; elle correspond à des poussées instables. La courbe des poussées maxima est formée par un arc DE de l'hyperbole conjuguée de l'extrémité de l'intrados.
383. Exirados du deuxièuie genre. — L'extrados est touché inférieurement par les courbes de pression ; la conjuguée de l'extrados est une courbe BD (fig. 177). Il faut quelquefois la compléter par la conjuguée de l'extrémité de l'extrados, pour obtenir la courbe des poussées maxima; on en trouve un exemple dans la figure 175.
384. Exirados du Iroisièmc genre. — La partie supérieure de l'extrados est du deuxième genre ; la partie inférieure est du premier genre. La conjuguée BE'D' (fig. 178) présente un point de rebroussement E'; la courbe des poussées maxima est formée par l'arc CH de cette courbe et Tare HF de la conjuguée de l'extrémité de l'extrados; en H ces deux courbes forment un angle.
385. Exirados du quatrième genre. — La partie supérieure de Textrados est du premier genre, la partie inférieure est du deuxième genre. La conjuguée BFD (fig. 179) présente un point de rebroussement F ; la courbe des poussées maxima HD est formée par une partie de cette courbe, complétée au besoin par la conjuguée de l'extrémité d de 1 extrados.
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386. Porlîos faibles et fortes de IVxtradost. — L'extrados du premier genre est trop fort ; on peut le remplacer par la courbe de pression qui passe par le sommet et l'extrémité. U extrados du deuxième genre est trop faible.
§7. Détermination analytique des courbes enveloppes.
3S7. Voûte en arc de cercle d^cpais.senr constante. —
Occupons-nous des courbes de pression tangentes à l'extrados. Soit un joint mn (fig. 176) faisant l'angle 9 avec la verticale. Le poids de l'arc de voûte ahran est proportionnel à l'angle 9 ; soit :
La construction qui donne la poussée OQ = F F", qui correspond au point de contact m , se traduit par l'équation :
ou
OQsin^f = SS' -f OScoscp
1 (?sin9 = 7) + Pcos^.
Nous avons trouvé ( 351 ) :
p =-- p' sin 9 ,
, R — Ri
Il vient donc :
*-'^'+«tgV
Il nous reste à déterminer le centre de poussée F"; soit x l'abscisse de ce point , en prenant le sommet b de l'extrados comme origine ; écrivons une équation de moment autour du point m. Soient : R le rayon de l'extrados, R, le rayon de la circonférence des centres de gravité des joints ; on a :
q[x -\- R{\ — cos 9)] =acp
_. . R.sincc^ ©"
Rsinc ^tg-^
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Tirons la valeur de g»^', et remplaçons dans cette valeur g et p' par les expressions ( 1 ) et (2) ; il vient :
qx = aR{\ -cos({>)(^-£—-\y (4)
L'équation (3) donne la poussée (/o = Bô , en y faisant 9 = 0 ; on trouve :
Qo^p' +a. (5)
Prenons le point B comme origine. Soient les axes b'By; on a :
y = qo-q = a(l-±^). (6)
L'abscisse est encore œ , elle est donnée par l'équation (4 ).
Pour obtenir la forme de la courbé dans les environs du point B, développons les valeurs de œ et de p, en négligeant certains termes , on trouve :
qx = aK . -^^^ X -^ ■ Or, a-Qo — V^
En éliminant 9 entre les équations (7) et (8;, on trouve :
C'est l'équation d'une parabole F'BF; l'arc F'B ne peut s'obtenir qu'en donnant à 9^ des valeurs négatives ou à 9 des valeurs imaginaires; nous reconnaissons ici ce que nous avions annoncé au numéro 375.
On peut aussi obtenir l'équation exacte de la branche BF' en remplaçant dans les équations (4) et (6) 9 par 9 : \^—\ ;
on trouve :
tg h 9 ,
Qa; = aR(cos;.9-l)(l-^). (4)-
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Ces formules s'appliquent aussi à la conjuguée de l'intrados, quand il n'y a pas de surcharge; il suffît de remplacer R par le rayon r de l'intrados.
3$$. Courbes o«>culali'iccs an soiiimel de l^exlrados el de l^intrados. — Les poussées Bb et A«, qui correspondent à ces courbes , peuvent se calculer facilement ; en faisant 9 = 0, nous avons déjà trouvé l'équation (5) qui donne q^ ; on en déduit :
On obtient c/q = A«; en remplaçant R par r; on trouve :
Il existe des formules plus générales se rapportant au cas de la figure 164 ; on trouve :
bi\ o'b
Ces formules sont utiles; les méthodes graphiques qui précèdent ne permettent pas de déterminer avec précision les points A et B des courbes limites, qui correspondent aux sommets do l'intrados et de l'extrados; on obtient ces points en construisant les formules (10), (11) ou (12). Les formules (10) et (1 1) rentrent dans la formule plus générale :
JC
on obtient Qq, q^ en faisant x = ^Qi x =r. On construit l'équation (13) en divisant par x les ordonnées de la droite q = a {2x — R, ) ; cette constru^^tion est indiquée (fig 176) ; nous avons pris R, comme base d'intégration.
On construit l'équation ( 12) par une construction du même genre, mais il faut une opération de plus.
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§ 8. Forme de l'aire des solutions stables.
Nous avons discuté les formes des courbes des poussées maxima et miuima; il nous reste à discuter la situation de ces lignes l'une par rapport à l'autre pour avoir une idée complète des différentes formes que l'aire des solutions stables peut affecter.
3$9. Intrados et e\irudo!« dVgalc rcsislaiicc. — Si l'intrados et l'extrados de la voûte sont établis suivant deux courbes de pression, Taire des solutions stables est un quadrilatère ABCD (tig. 174) formé de deux droites AD et BC et de deux arcs d'hyperboles équilatères conjuguées des extrémités de l'intrados et de l'extrados. Cette forme de voûte est la plus avantageuse; la stabilité statique est la même que si le bloc abdc était un monolithe. Si on donne les sommets a, b et les points extrêmes c et cl de l'intrados et de l'extrados , il est impossible de trouver, en modifiant la forme de la voûte de toutes les manières , une aire des solutions stables plus grande que l'aire ABCD.
Si on réduit l'épaisseur de la voûte , en continuant à donner à l'intrados et à l'extrados la forme de deux courbes de pression, l'aire des solutions stables diminue. Si l'épaisseur se réduit de ab en ab', on obtient l'aire AB'C'D'. Comme il s'agit seulement d'examiner les différents cas qui peuvent se présenter, nous avons supposé pour simplifier la figure que l'intrados reste fixe et que la forme des lignes de pressions ne change pas; nous ferons la même hj^pothèse dans les autres cas. En diminuant l'épaisseur indéfiniment, l'aire des solutions stables diminue indéfiniment ; cette aire ne se réduit à zéro que pour une épaisseur nulle. Dans tous les autres cas, nous verrons qu'il y a une épaisseur minima qui n'admet qu'une solution stable.
390. Intrados et extrados du premier genre. — La courbe des poussées maxima est l'hyperbole équilatère DE (fig. 176) , conjuguée du centre de pression d ; la courbe des poussées
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minijna est la conjuguée AK de l'intrados complétée au besoin par la conjuguée de l'extrémité c. Si la demi-voûte était un monolithe, ou bien si l'intrados et l'extrados étaient d'égale résistance , l'aire des solutions stables serait l'aire A'K'E D , limitée par les conjuguées des points c et d. La conjuguée de l'intrados enlève la partie A'K'KA de cette aire; la grandeur et la forme de l'aire enlevée dépend de la forme de l'intrados ; si l'intrados s'apiiroche de plus en plus d'une courbe de pression, la courbe AC se rapproche de plus en plus du point A'; l'aire enlevée prend la forme d'un triangle curviligne, puis se réduit à zéro.
Dans une certaine mesure , la forme de l'extrados n'exerce pas d'influence sur la stabilité statique de la voûte. Menons la courbe de pression b nV cl par le sommet b et l'extrémité d de l'extrados; on peut supprimer la partie bmdm' sans modifier l'aire des solutions stables.
Pour une forme d'intrados déterminée, l'aire des solutions stables dépend des épaisseurs ab et cd au sommet et aux naissances de la voûte. Si on réduit ces épaisseurs en conservant l'intrados et les lignes des pressions , la courbe DE se rapproche de A C ; l'aire des solutions stables se réduit. Pour la voûte a&'rf'c, cette aire sera le triangle curviligne N'MA ; pour une certaine voûte aU'd^'c , l'aire se réduit à un point N ; il n'y a qu'une solution stable; la voûte a l'épaisseur la plus petite qu'on peut lui donner , même dans l'hypothèse d'une résistance illimitée.
Intrados et extrados du deuxième genre. — La
courbe des poussées maxima (flg. 177) est la conjuguée ED de l'extrados, complétée au besoin par la conjuguée de l'extrémité rf; la courbe des poussées minima est la conjuguée de l'extrémité c de l'intrados. Si la demi-voûte était un monolithe ou bien si l'intrados et l'extrados étaient d'égale résistance, l'aire des solutions stables serait l'aire D'B'C'F comprise entre les conjuguées des extrémités c et d. La conjuguée de l'extrados enlève la partie EC'B'D'; l'aire enlevée dépend de la forme de l'extrados; sa forme varie depuis la forme d'un triangle très petit voisin du point B' jusqu'au
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pentagone DD'B'C'E. Dans une certaine mesure, on peut modifier l'intrados sans changer l'aire des solutions stables ; on peut enlever la partie ancn' comprise entre l'intrados et la courbe des pressions qui passe par le sommet a et l'extrémité c.
Si l'épaisseur de la voûte diminue, l'intrados et les lignes de pression ne changeant pas , la courbe DE se rapproche du point F; pour une certaine épaisseur ab'd'c, l'aire se réduit au point F ; il n'y a qu'une solution stable , cette épaisseur est l'épaisseur minima.
En comparant les deux dispositifs des figures 177 et 176, on s'aperçoit que dans les deux cas l'aire des solutions stables est plus petite que dans le cas d'une voûte d'égale résistance; mais les diminutions s'opèrent sur deux angles différents. Si l'épaisseur de la voûte devient plus petite que l'épaisseur minima, il y a rupture dans les deux cas, mais le mode de rupture est complètement différent.
30^. Intrados et extrados du troisième genre. — La
courbe des poussées maxima est formée (flg. 178) de l'arc HC de la conjuguée de l'extrados et de l'arc FH de la conjuguée de l'extrémité d; la courbe des poussées minima est la conjuguée de l'intrados et au besoin de l'extrémité c. En comparant l'aire des solutions stables à celle que l'on obtiendrait pour une demi-voûte monolithe , on trouve qu'il y a deux parties enlevées qui dépendent l'une de l'extrados , l'autre de l'intrados ; la première est CHDM , la seconde est KMM'K'. Il y a cependant une partie de la courbe d'intrados et une partie de la courbe d'extrados qui n'exercent aucune influence sur la stabilité statique de la voûte. Menons par le point a la courbe de pression a7}id qui touche l'intrados en m; menons par le point d la courbe de pression ^nd qui touche l'extrados en n; on voit facilement que l'on peut supprimer l'espace compris entre la courbe am et l'intrados, ainsi que l'espace compris entre la courbe 7td et l'extrados. Si les épaisseurs de la voûte diminuent , l'aire des solutions stables diminue aussi; pour une certaine épaisseur a b'd'c, cette aire se réduit en un point ; c'est l'épaisseur minima
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en dessous de laquelle il y a rupture. Il y a une charnière
à l'extrados et une à l'intrados.
Intrados et extrados du quatrième genre. — La
courbe des poussées raaxima (fig. 179) est l'arc DH de la conjuguée de l'extrados, complété au besoin par la conjuguée du point d\ la courbe des poussées minima comprend l'arc AK de la conjuguée de l'intrados et l'arc KM de la conjuguée du point c. Cette disposition est l'inverse de la précédente; on peut enlever les espaces hn et me. Pour une certaine épaisseur ab'cl'c, l'aire des solutions stables se réduit à un seul point : c'est l'épaisseur miuima.
394. 4utres dispositifs. — On peut combiner un intrados d'un certain genre avec un intrados d'un genre différent; on peut obtenir ainsi des dispositifs très nombreux. Ainsi dans la figure 175, l'intrados est du premier genre, l'extrados est du deuxième genre.
CHAPITRE V
Solutions stables dans le cas d'une résistance limitée.
§ 1. Méthode d'élimination par les enveloppes.
395. Principe de la méthode (1). — Considérons d'abord la stabilité élastique du joint a& (flg. 180) situé au sommet de la voûte ; la pression maxima engendrée par la poussée ne doit pas dépasser une certaine limite R' ; nous avons vu (250) comment on peut tracer la ligne bea des plus grandes pressions totales que le joint peut supporter; cette ligne bea constitue une pression limite que la poussée ne peut dépasser. Soit ensuite un joint quelconque cd; traçons de même la ligne cfd des plus grandes pressions normales que ce joint peut supporter et les conjuguées AB et CD des
(1) C'est la méthode de M. Durand-Claye. Voir la note du numéro 364.
courbes cf et df\ rextrémité de la poussée doit rester à l'intérieur du quadrilatère ABCD pour qu'il n'y ait pas danger d'écrasement dans les joints ad et cd. Déplaçons le joint cd; pour toutes les positions , traçons les courbes analogues à AB et CD ; traçons le contour qui limite l'aire intérieure à tous les quadrilatères analogues à ABCD ; cette aire est l'aire des solutions stables.
30G. Tracés graphiques. — Nous savons (250) comment on trace les lignes be, ae, df, cf; chacune de ces lignes comprend une droite et un arc d'hyperbole. Les arcs d'hyperboles sont presque toujours inutiles à considérer , car ils se rapportent à des centres de pression situés près du milieu du joint; or, si on atteint déjà la pression limite dans ce joint, ces pressions seront dépassées dans les joints où le centre de pression s'éloignera du milieu ; les arcs d'hyperboles représentent donc presque toujours des solutions instables et il sera inutile de les tracer.
Il faut aussi construire les conjuguées des lignes df et ef; à un point de ces lignes , correspond une pression normale et un centre de pression .sur le joint cd; on détermine la poussée et le centre de poussée par une méthode exposée au numéro .344. On obtient ainsi un point de la conjuguée; on peut trouver la tangente à ce point par le théorème du numéro 359. On détermine un nombre suffisant de points pour tracer ces conjuguées AB et CD et mener l'enveloppe intérieure de ces courbes (1).
(1) Les lignes d/' et c/* sont formées chacune d'une droite et d'un arc d'hyperbole équilatère. La conjuguée de la droite est une hyperbole non équilatère passant par le point T conjugué de N = 0 ; on peut déterminer graphiquement ses asymptotes. La conjuguée de l'hyperbole (357, corollaire) est une hyperbole équilatère dont l'asymptote autre que ab est l'horizontale de l'un des points qui divisent cd en trois fiarties égales.
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§ 2. Élimination des solutions instables par les maxima et minima.
307. Principe de la niétiiodc. — Donnons-nous le centre de poussée m\ les poussées stables sont comprises entre deux limites qui sont déterminées par les enveloppes des courbes ab , c<^ ; on reconnaît aisément qu'on obtient ces limites en cherchant le minimum de l'ordonnée Nm, et le maximum de l'ordonnée Mm lorsqu'on fait varier le joint cd.
30$. Tracé graphique. — Cette méthode ne conduit pas à un tracé graphique très simple. Mentionnons pour mémoire les deux suivants : 1° on peut chercher les ordonnées Nm et Mwi en traçant les courbes AB et CD; 2° on trace la conjuguée du point m ; cette conjuguée coupe la ligne elfe en deux points , les ordonnées Nm et Mm correspondent à ces deux points. On cherche le maximum de Mm et le minimum de '^m comme au numéro 367.
§ 3. Méthode directe.
309. Principe de la méthode. — Considérons une solution stable; faisons croître la poussée; la courbe de pression se relève et s'approche de l'extrados. La pression par unité de surface en certains points de l'extrados devient de plus en plus grande ; il arrivera donc un moment oti la pression en un certain point dangereux atteindra la pression hmiteR'; la poussée correspondante sera une poussée maxima. Si , au contraire , on diminue la poussée sans changer le centre de poussée , la courbe de pression s'approche de l'intrados , et il arrivera un moment où la pression en un certain point dangereux atteindra la limite R'. Deux cas bien différents peuvent se présenter : 1° on peut atteindre la pression limite R' aux sommets ab ou aux extrémités cd de l'intrados ou de l'extrados ; 2° on peut atteindre la pression R' en un point intermédiaire. Dans ce dernier cas, la pression dans le joint dangereux est plus grande que dans les joints
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qui précèdent et qui suivent; donc la pression passe par un maximum R'; dans le second cas, R' est simplement une plus grande valeur. Nous sommes ainsi amené à résoudre le problème suivant : tracer une courbe de pression telle que dans un Joint doniié la p^^ession à t extrados ou à Vintrados passe par un mi^iimum égal à R'. A chacune de ces courbes de pressiou , correspond un point du contour limite; mais ce contour pourra comprendre aussi des arcs de la ligne bea et de la coujuguée de la ligne cfd.
400. Équations du problème. — Pour fixer les idées, nous nous donnerons le point dangereux à l'intrados. Soit cd{ûg. 181) le joint donné ; on veut déterminer la poussée et le centre de poussée par les deux conditions suivantes : au point c, la pression par unité de surface est égale à R' et cette pression est plus grande que dans les joints voisins. Soient : ^ = QA la poussée inconnue; P = AP le poids du tronçon de voûte compris entre le sommet et le joint cfZ; cp l'angle de ce joint avec la verticale ; N la force normale qui sollicite le joint; on a :
N = g cos 0 + P sin ^ .
Soit u = cB la distance du centre de pression à l'intrados, on doit avoir :
Nous supposons la loi du triangle ; nous avons déjà fait remarquer que ce cas se présentera presque toujours (399) ; si la suite des opérations indiquait que cette hypothèse n'est pas la vraie , il faudrait reprendre les calculs avec la formule qui s'applique à la loi du trapèze. Nous devons aussi exprimer que la pression passe par un maximum ; nous écrirons :
du dN ,_,
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On sait qu'il faut deux conditions pour déterminer une courbe de pression ; les équations ( 1 ) et (2) suffisent donc pour résoudre le problème. Nous remarquerons cependant que l'équation (2) convient aussi au cas où la pression par unité de surface passe par un minimum R'; ces solutions sont instables, on les éliminera facilement. Il nous reste à mettre l'équation (2) sous forme finie en calculant du et <^N.
Calcul de du. — On a (si cA, BE sont perpendiculaires au joint) :
du = c'B' — cB = EB' — c'H.
Soient : w' = angle EBB' = angle P"QN , k =anglec'cH, r le rayon de l'intrados , d(^ l'angle des deux joints cd c'd'.
On a : c H == rrf^ ; c'H = cHtgife = r igk dv ;
EB = (r + u) d'f ; EB' = EB tg w' = (r + u) tg oV d cp ; on en déduit :
du^(r -\- u)tg(ù'df — rtgkd(p. (3)
Calcul de dN. — On a :
dF rfN = — qsmzd:^ + Pcosxd'z^ + ir- siu^d?. (4) ' ' ' ' d'y ' '
Soit : (ù -= angle PQN.
On a NP = g- sin 9 — P cos cp , or ~NP = Ntgoo , Donc: ^sin'v — Pcoso = Ntgco. (5)
D'autre part , nous avons trouvé pour la force fictive (348) :
dF a — X .
do X ^
Soit G le centre de gravité du joint ; posons : Ui = cG , au point c on a :
au point B , on a :
p =-r- ~&ino , (6)
do r ' ^ '
dP u. —u .
i>' = - '— — sin(?. (7
Au moyen des équations (5) et (6), on peut transformer la valeur de rfN, on trouve :
rfN = — NtgwrZo 4-^rf9. (8)
L'équation (2 ) devient , en remplaçant du et dN par leurs V aleurs :
Les (équations ( 1 ) et ( 9) sont les équations du problème ; on reconnaît, en effet, que toutes les inconnues N, ii, oj, w', q ne dépendent que de deux inconnues. Par l'élimination, on ramènera la question à la résolution d'une seule équation à une inconnue.
<i01. Choix et détermination de Tineonnue. — Soit PP' = Il , nous choisirons pour inconnue l'angle :
z = P'QN.
On a :
tg £ = tg co + ^ ,
tg£ = tgco'^-i^.
Tirons de ces équations les valeurs de tgw etdetgw , introduisons-les dans l'équation (9); on trouve :
(r4-2zOtgc = rtg/H-(>'+2u+^')-^ -(^rJ,U)^l (10)
Des équations (6 ) et (7), on tire :
, _ i<, — u r Ui r + u
L'équation (10) devient , eu éliminant x/ :
(r + 2 u) tg £ = r tgÂ -f ^ ^- ^'^ + w, ).
d'où l'on tire :
tg h , 21) u r 4- u.
tg £ = \-
1 _i_ 0 il ^ w, r + 2m r
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Déterminons N, par l'équation :
3 Ut
N II On a : N, = ; la valeur de tg t devient :
tg,„^«^ + |?! L. („)
Les longueurs 21 et r«, sont très petites, comparées au
rayon r de l'intrados ; on peut négliger vis-à-vis de l'unité
Il u
les termes 2 — et — f- ; cette simplification est d'autant
plus admissible que la valeur de tg î est très petite, et qu'ainsi Terreur commise est une fraction très petite d'une quantité qui est elle-même très petite. On trouve :
tg£ = tgÂ + |^. (12)
L'angle s détermine la direction de la droite P'Q et par conséquent la poussée QA. On connaît alors la pression N, on en déduit u au moj'en de l'équation (1); la courbe de pression est déterminée par le centre B et la poussée ; on obtient le centre de poussée et un point de la courbe des poussées minima. La détermination de ce point s'opère par le tracé graphique suivant.
409. Tracé graphique. — Déterminons d'abord la poussée minima Q'A qui correspond au joint dangereux cd dans le cas dune résistance illimitée; pour cela (369), portons : le poids P du tronçon de voûte correspondant en AP , la force fictive i;, prise en sens contraire en PP'; menons P'Q' parallèlement à l'élément ce' de l'intrados; on obtient Q'A. Construisons sur PP' et P'Q' prolongé un parallélogramme PP'ST dont la hauteur perpendiculaire à PP' soit
égale à — N, = ÏK , valeur de la force normale maxima au
milieu I de cG, distance comprise entre l'intrados et le centre de gravité du joint ; la diagonale P'T détermine l'extrémité Q de la poussée. On obtient le centre de pression B par la condition BM = QN.
Intrados normal aux joints. — Presque toujours les joints sont dirigés normalement à l'intrados ; dans la construction précédente on doit faire ^ = 0 ; on applique alors la règle suivante (fig. 182) : on porte le poids P du tronçon de voûte en AP , la force fictive prise en sens contraire en
N PP' , la force normale maxima -^ au milieu de la distance
du centre de gravité du joint à l'intrados enTP, on mène TP' qui détermine la poussée QA.
Point dangereux à t extrados — Si l'on établit que la pression par unité de surface à l'extrados passe par un maximum R' en un certain point donné, on obtient les mêmes équations , sauf en ce qui concerne le signe de la force fictive ; on est donc conduit au même tracé graphique (fig. 183) : on porte AP = P; PP' = — p , force fictive prise en sens contraire pour un centre de pression à l'extrados ; on mène P'Q' parallèlement à l'élément dd^ de l'extrados ; sur PP' et sur P'Q' prolongé, on construit un parallélogramme dont la hauteur perpendiculaire à PP' soit égale à l'K' la force normale maxima au milieu I' de la distance à l'extrados du centre de gravité du joint; la diagonale P'T détermine l'extrémité Q de la poussée QA ; on trouve le centre de pression B en portant N en BM.
4103. Contour limite. — Soit (fig. 180) la voixl^ahcd. Pour chaque position du point dangereux à l'intrados, on obtient une poussée minima ; en faisant mouvoir ce point dangereux sur l'intrados , on obtiendra une courbe A'X ; nous reconnaîtrons bientôt que cette courbe est l'enveloppe des conjuguées de toutes les lignes analogues à c^ Si de même nous faisons mouvoir le point dangereux sur l'extrados, nous obtenons la courbe D'Y. En considérant les poussées qui correspondent aux pressions R' aux quatre points ab cd.
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nous obtenons Taire ABCD ; la courbe A'X enlève une partie de cette aire , nous obtenons finalement la surface A'B'CD. Nous reconnaissons ainsi que la courbe D'Y, dans le cas de la figure, doit être écartée du contour limite ; il est facile de voir yjourquoi ; à un point de cette courbe correspond une courbe de pression telle , que la pression en un point de l'extrados passe par un maximum ou un minimum égale à R' ; mais la position de cette courbe en dehors du quadrilatèi-e ABCD prouve qoe la pression en & et d est plus grande que R': donc R' est ici une valeur minima de la pression et c'est la raison pour laquelle les courbes de pression représentées par D'Y sont toutes instables.
§ 4. Propriétés des courbes limites.
Nous connaissons suffisamment les propriétés de lignes ae, be (fig. 180) et des conjuguées des lignes cf, fd; nous nous occuperons exclusivement des courbes A'X et D'Y; pour simplifier le langage nous appellerons respectivement ces courbes les conjuguées des pressions limites à l'intrados et à lextrados.
4I04. Théorème 1. — La conjuguée des pressions limites à l'intrados est l'enveloppe des conjuguées des lignes analogues à cf. La conjuguée des pressions limites à V extrados est Venvéloppe des conjuguées des lignes analogues à df.
Cette propriété peut être considérée comme la conséquence de la première méthode que l'on peut employer pour trouver les courbes limites (395) ; elle peut aussi se démontrer directement. L'intersection des conjuguées de deux courbes analogues kcf, correspond à la courbe de pression qui produit une pression R' en deux points de l'intrados; si ces deux points deviennent infiniment voisins, on obtient un point de Tenveloppe de ces conjuguées et ce point correspond à une courbe de pression telle que l'on atteint la pression R' en deux points infiniment voisins de l'intrados. Si la pression à l'intrados est égale à R' en deux points infiniment voisins,
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c'est qu'en général elle passe par un uiaximum ou un minimum en ce [loint. Donc le point où la conjuguée de c/" touche son enveloppe, est le point de la conjuguée des pressions limites à l'intrados qui correspond au joint cd.
On démontre de la même manière que le point où la conjuguée de df touche son enveloppe, est le point de la conjuguée des pressions limites à l'intrados qui correspond au joint cd.
405. Tlicorèoie II. — Si Von fuit tourner la sous-tangente de la courbe limite, de 180° aidour de l'ordonnée horizontale, si l'on fait tourner de 180'^, la distance du point dangereux au centre depressioyi correspondant, aidour de ce centre de pression , on obtient deux points au même niveau.
En effet , cette propriété existe pour la conjuguée d'une ligne analogue à cf; il suffit d'appliquer le théorème du i.uméro 371. Soit X le conjugué du [loint K, portons ch = hF'\ menons l'horizontale FF'; Yx est la sous-tangente renversée. Or la tangente à l'enveloppe se confond avec la tangente à l'une de ses enveloppées; soit X le point de la courbe limite qui correspond au point dangereux c, soit k le centre de pression correspondant; la tangente en X n'est autre que la tangente conjuguée de la tangente cK; cela démontre la propriété.
400. Théorème Mil. — La conjuguée des pressions limites à l intrados touche la ligne ae des poussées qui produisent une pression R' au sommet de Vinirados; la conjuguée des pressions limites à V extrados touche la ligne be des ptoussées qui produisent une pression R' au sommet de Vextrados.
Nous avons démontré que la courbe AX est l'enveloppe des conjuguées des lignes analogues à cf; si le point c vient se confondre avec « , cette conjuguée devient la ligne «e; donc la ligne AX touche la ligne ae. Ou démontre de la même manière que la ligne B' touche la ligne he.
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§ 5. Formes de la conjuguée des pressions limites à l'intrados.
407. Intrados d'égale résistance. — Supposons que pour une courbe de pression, la pression par unité de surface à l'intrados soit constante et égale R' ; nous dirons que l'intrados est d'égale résistance. Soit AA' (fig. 184) la [loussée qui engendre cette courbe de pression; pour obtenir un point de la conjuguée des pressions limites à l'intrados , on doit se donner la pression R' en deux points infiniment voisins de l'intrados ; quels que soient ces deux points on trouvera une courbe de pression unique , c'est celle qui correspond à la poussée AA' ; la courbe enveloppe se réduit donc au point A : on vérifie facilement que toutes les enveloppées passent par ce point.
408. Wes difTércnts genres d'intrados. — L'intrados d'une voûte peut différer de l'intrados d'égale résistance dans un sens ou dans l'autre. Donnons-nous la pression R' en deux points infiniment voisins de l'intrados ; la pression passe par un maximum ou un minimum. Si la pression passe par un maximum, nous dirons que l'intrados est du 2?>"e»i^er genre ; si la pression passe par un minimum, nous dirons que l'intrados est à.\x second genre; dans ce dernier cas, le point oti la pression est R' n'est plus un point de plus grande fatigue , c'est au contraire un point de moindre fatigue. Les courbes d'intrados peuvent se composer d'arcs du premier et du second genre. L'intrados sera du troisième genre, si sa partie supérieure est du second genre et sa partie inférieure du premier. L'intrados sera du quatrième genre si sa partie supérieure est du premier genre et sa partie inférieure du second.
Cette classification ressemble à la classification que nous avons adoptée pour le cas d'une résistance illimitée; les deux classilicatious ne sont cependant pas identiques, car la courbe de passage du premier au second genre est la courbe d'égale résistance et elle dépend de la limite R'.
Toutefois on peut montrer que les deux classifications ne diffèrent que dans les cas voisins des courbes de passage. En effet, dans le cas d'une résistance illimitée, l'intrados est du premier genre, s'il est touché supérieurement par les courbes de pression; pour une courbe de pression tangente à l'intrados, la pression à l'intrados passe au point de^contact par un maximum égal à l'infini ; élevons le centre de poussée d'une quantité convenable; la pression dans les environs du point de contact passera par un maximum égal à R'. Ce raisonnement suppose que dans la valeur de^la pression
l'influence de la diminution de u domine l'influence de l'augmentation de N ; cela ne se produirait pas si u variait très peu, c'est-à-dire si la courbe de pression tangente coïncidait presque avec la courbe d'intrados : ce ca°s est exceptionnel.
D'après ce que nous avons dit précédemment (375, 376, 377, 378), l'intrados en arc de cercle et en anse de panier est du premier genre; l'arc ogival est du second; l'ogive complète est du troisième; le quatrième genre est exceptionnel.
lOO Inlpados du premier genre - Donnons nous à 1 intrados un point où la pression passé par un maximum R' • déplaçons ce point du sommet vers la naissance; l'extrémité la poussée décrit une courbe; le premier élément touche la ligne ae(fig. 180), l'élément extrême touche la ligne A X La poussée qui correspond à un point de cette courbe doit produire à l'mtrados des pressions moindres que R', sauf au pomt de plus grande fatigue où la pression est R'- il faut pour cela que cette courbe soit située eu A'X, dansVanc^le CAX, car tous les points en dehors de cet angle correspondent à des poussées qui produisent, soit en a, soit en c des pressions supérieures à R'. La courbe présente un élément horizontal. On peut (405) tracer la tangente en un
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point quelconque de la ligne AX, on reconnaît facilement à quel point dangereux correspond l'élément horizontal. On peut aussi démontrer que le point A' correspond à la courbe de pression qui produit une pression R' en quatre' points infiniment voisins du sommet a.
410. Iiilrados du deuxième genre. — Donnons-nous (fig. I85j à l'intrados un point où la pression passe par un minimum R'; déplaçons ce point du .sommet vers la naissance; l'extrémité de la pous.sée décrit une courbe; le premier élément touche l'enveloppée ea, l'élément extrême touche l'enveloppée A B ; mais la poussée qui correspond à un point de cette courbe produit en 6ï et en c des pressions plus grandes que R' ; il faut pour cela que cette courbe soit située en A'X dans l'angle opposé à DAB. Elle présente aussi un élément horizontal. Dans ce cas la ligne A'X ne limite pas les poussées stables; la courbe limite est formée par les deux enveloppées AD et AB.
4LI I. Intrados du lroi!»iènic genre. — La partie supérieure de l'intrados est du deuxième genre; la partie inférieure est du premier genre. Nous n'avons pas représenté la courbe d'intrados (fig. 186); cependant nous désignerons la partie supérieure par ai, la partie inférieure par ic. En raisonnant comme précédemment, on voit qu'à l'arc ai correspond l'arc A'I et qu'à l'arc îc correspond l'arc IX. Ces deux arcs doivent avoir en I un point de rebroussement. La limite des poussées stables est formée par l'arc IX complété par l'enveloppée «D et quelquefois par AX.
4I'Î. Intrados du qnalriènie genre. — A la partie supérieure de l'intrados, correspond l'arc AI (fig. 187); à la partie inférieure correspond l'arc IX; la limite des solutions stables comprend une partie A'B de l'arc AI , et les deux enveloppées extrêmes BC et EA.
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§6. Formes de la conjuguée des pressions limites à l'extrados.
La conjuguée des pressions limites à l'extrados peut présenter toutes les mêmes dispositions que la conjuguée des pressions limites à l'intrados ; il n'y a de différence que dans la détermination des parties utiles de la courbe.
413. Extrados d'éj^ale rcsii^taiice. — Pour une poussée ce (flg. 184 ) , la pression en tous les points de l'extrados est constante et égale à la limite R'. La conjuguée des pressions limites à l'extrados se réduit à un point unique C ; on vérifie aisément que toutes les enveloppées passent parce point; les deux enveloppées CB et CD qui correspondent au som.met et à l'extrémité de l'extrados font partie de la courbe limite des solutions stables.
11-1. Exlrados du premier genre. — On se donne une pression R' en deux points infiniment voisins de l'extrados ; l'extrados est du premier genre quand la pression à l'extrados passe par un minimum en ces points. On trouve une courbe D'Y (fig. 180) , car elle doit correspondre à des poussées qui produisent en a et rf des pressions supérieures à R'. Les arcs BC et CD des enveloppées extrêmes font partie de la courbe limite.
415. E\irados du deuxième genre. — On se donne une pression R' en deux points infiniment voisins de l'extrados ; on détermine la courbe de pression par ces deux conditions ; l'extrados est du second genre quand la pression passe par un maximum enjces points. Les poussées que Ton obtient ainsi produisent en a et c (fig. 185) des pressions inférieures à R'; on trouve une courbe C'Y dont une partie forme limite des solutions stables.
41 G. Extrados du troisième genre. — La partie supérieure est du deuxième genre ; la partie inférieure est du premier.
La conjuguée des pressions limites à l'extrados a la forme
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B'I'Y(fig. 186); elle présente un point de rebroussement l' qui correspond an point de séparation entre les deux parties de l'extrados. L'arc B'C de l'enveloppe, l'arc EB' de l'envelopitée hC , l'arc CD de l'enveloppée extrême DY font partie de la courbe limite des solutions stables.
417. Extrados du qaatricmc genre. — La partie supérieure de l'extrados est du premier genre , la partie inférieure est du second genre. La conjuguée des pressions limites à l'extrados a la forme B'I'Y (fig. 187) ; elle présente un point de rebroussement. L'arc E'D' de la courbe enveloppe, et quelquefois deux arcs des enveloppées extrêmes font partie de la courbe limite des solutions stables.
§ 7. Forme de l'aire des solutions stables.
Nous avons étudié les formes des diverses parties de la courbe limite; il nous reste à discuter les positions relatives de ces courbes; cette discussion est presque la reproduction de celle que nous avons faite dans le cas d'une résistance illimitée (389 à 393).
4118. Intrados et extrados d'égale résistance. — L'aire des solutions stables est un quadrilatère ABCD (fig. 184) formé par les conjuguées des pressions limites aux sommets et aux extrémités de l'extrados et de l'intrados. Cette forme de voûte est celle qui donne la plus grande surface des solutions stables.
Si on réduit l'épaisseur de la voûte, l'aire ABCD diminue ; pour une certaine épaisseur cette aire se réduit en un point ; cette épaisseur est l'épaisseur miniraa. La courbe de pres.sion doit alors produire une pression R' en tous les points de l'extrados et de l'intrados ; dans chaque joint les pressions doivent suivre la loi du rectangle ; la courbe de pression unique coïncide avec la ligne centrale de la voûte ( 1 ).
( 1 ) Pour une épaisseur voisine de l'épaisseur minima, la loi des pressions dans chaque joint est la loi du trapèze ; le quadrilatère des solutions stables est formé de quatre arcs d'hyperboles; on démontre facilement que chaque arc est la conjuguée d'un centre de pression 5xe ( 357 ).
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410. Iiiirados el extrados du prciulci* ^enre. — L'aii'C des solutions stables est A'B'CD (fig. 180); si l'intrados était d'égale résistance, cette aire serait ABCD; l'aire A'B'BA est la partie à retrancher; elle peut prendre toutes les formes depuis le point A et la forme triangulaire jusqu'au quadrilatère; cela dépend de la forme de l'intrados. Si on diminue l'épaisseur de la voûte , l'aire des solutions stables se réduit comme l'indique les surfaces hachurées. Pour une certaine épaisseur, il ne reste plus qu'une solution stable. Elle produit sur l'intrados des pressions qui passent par un maximum R' ; à l'intrados , la pression est aussi égale à R', au sommet et à l'extrémité.
490. Inirados el extrados du second genre. — L'aire des solutions stables est ABCD' (fig. 185); si l'extrados était d'égale résistance, on obtiendrait l'aire ABCD; l'aire à retrancher DCC'D' est d'autant plus grande, que l'extrados diffère de la forme d'égale résistance.
Si on diminue les épaisseurs de la voûte, l'aire des solutions stables diminue comme l'indique les figures hachurées. Pour une certaine épaisseur, il ne reste qu'une courbe de pression stable. Elle produit sur l'extrados des pressions qui passent par un maximum R'; à l'intrados la pression atteint aussi la limite R', au sommet et à l'extrémité.
491. Intrados et extrades du troisième genre. — L'aire des solutions stables a la forme FEB'C'D (fig. 186); si l'intrados et l'extrados étaient d'égale résistance, cette aire serait ABCD ; les angles C et A sont enlevés ; les aires à retrancher dépendent de la forme de la partie supérieure de l'intrados et de la partie inférieure de l'extrados.
Si on diminue les épaisseurs de la voûte, l'aire des solutions stables diminue comme l'indique les figures hachurées. Pour une certaine épaisseur, il ne reste qu'une courbe de pression stable ; elle produit sur l'extrados des pressions qui ont un maximum R'; elle produit à l'intrados des pressions qui ont un maximum R' et une plus grande valeur R' à l'extrémité. Le maximum à l'extrados pourrait être remplacé par une plus grande valeur.
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lntra<!o«« et cx(ra«lo.«* du (|untriènie genre
L'aire des solutions stables a la forme AB'CD'E' (fig. 187); elle serait BCDE si l'intrados et l'extrados étaient d'égale résistance. Les angles B et D sont enlevés et les parties à retrancher dépendent de la partie inférieure de l'intrados et de la partie supérieure de l'extrados.
Si on diminue les épaisseurs de la voûte , l'aire des solutions stables diminue comme l'indique les figures hachurées. Pour une certaine épaisseur, il ne reste qu'une solution stable ; elle produit sur l'extrados des pressions qui pas.sent par un maximum R'; elle produit sur l'intrados des pressions qui ont un maximum R' et une plus grande valeur à l'extrémité.
49i(. Parties faibles et fortes de Textrados et de rinirados. — La discussion qui précède prouve que l'intrados du premier genre est trop faible et qu'il y a avantage à le renforcer pour le rendre d'égale résistance ; il en résulte aussi que l'intrados du second genre est trop fort et qu'on peut le diminuer sans réduire l'aire des solutions stables. Au contraire l'extrados du premier genre est trop fort, l'extrados du second genre est trop faible.
494. Enveloppe des eourbes de pression limites. — Si l'extrémité de la pou.ssée décrit la conjuguée des pressions limites à l'intrados, on obtient une courbe de pression variable qui enveloppe un intrados fictif; de même la conjuguée des pressions limites à l'extrados peut être considérée comme la conjuguée d'un extrados fictif. Chacune de ces courbes de pression touche son enveloppe eu un point qu'il est facile de déterminer. Soit (fîg. 180) la courbe xk; I l'intersection de cette courbe avec l'horizontale FF' des extrémités des sous-tangentes renversées (359) ; si le point X décrit un élément de l'enveloppe , on trouve dans le joint du point I un élément dont la sous-tangente est nulle; le centre de pression I reste donc fixe; le point I est l'intersection de la courbe ^/j avec sa voisine ; c'est le point où cette courbe
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touclie son enveloppe. Ce raisonnement s'applique aussi à l'extrados (1).
CHAPITRE VI
Théorie des voûtes.
Nous venons d'étudier les différentes courbes de pression compatibles, soit avec la stabiiité statique, soit avec la stabilité élastique des voûtes ; mais quelle est la courbe de pression qui se réalisera? Est-on certain , même quand l'aire des solutions stables a une grande étendue , que ce sera l'une de ces solutions qui se produira effectivement ? L'équilibre statique ne suffît pas pour répondre à cette question ; il faut, comme dans tous les problèmes où il y a indétermination statique, trouver des conditions nouvelles en étudiant les déformations. Nous croyons que les théories des voûtes exposées jusqu'à ce jour manque d'exactitude; nous en ferons plus loin un examen critique ; mais auparavant , nous exposerons la théorie que nous proposons,
§ 1. Hypothèses et formules.
Forniiiles des déformations cicnientaires. — Une
voûte est un assemblage de matériaux différents : pierres , briques , mortier ; quelles sont les déformations d'un massif élémentaire ABCD (fig. 188) sous l'action d'une force
(1) Si on remplace l'intrados et l'extrados de la voûte par l'intrados et l'extrados fictifs tangents aux courbes de pressions limites et si on suppose une résistance illimitée, les conjuguées enveloppes ne changent pas; l'aire des solutions stables n'est pas cependant la même, car il y a des courbes de pressions limites qui touchent leur enveloppe en des points imaginaires. L'intrados et l'extrados sont du premier ou du second genre selon que les courbes de pressions limites touchent supérieurement ou inférieurement leurs enveloppes.
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donnée R ? Cette force se décompose en une force normale au joint N et une force tangentielle ; la force taugentielle a généralement peu d'importance et nous négligerons les déformations par glissement (1). La force normale N produit une compression et une flexion.
S'il s'agissait d'un solide homogène , on obtiendrait la compression aa^ de l'élément ab de ligne centrale du massif par la formule :
ods = — =— - ds , Eco
formule dans laquelle ds = ab , ds + èds = a'b , w = section AB ; E est le coeflîcient de raideur du solide.
La section AB,en se plaçant en A'B', tournerait d'un angle d'p qui serait donné par la formule :
dl-^^ds.
M est le moment fléchissant ou moment de la force N autour du point a ; I est le moment d'inertie de la section AB autour de l'axe de flexion.
Dans le cas qui nous occupe, la jtrésence d'un mortier non complètement durci va modifier complètement la déformation; il est évident que la compression moyenne sera considérablement augmentée ; nous admettrons la formule suivante :
$ds = — ^ds. ( 1 )
Le coeâîcient E' est le coefficient de raideur moyenne que l'on peut attribuer au massif, sans changer la compression des différentes parties de la voûte. Nous admettrons aussi.
(1) La déformation par glissement se calcule facilement; elle donne lieu à un terme analogue au terme des déformations par compression; c'est pour simplifier l'exposé que nous négligeons d'abord les glissemenls; nous exposerons plus loin la théorie complète.
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pour le calcul de la déformation angulaire, un nouveau coefficient de raideur E" et nous écrirons la formule :
Nous supposons que les coefficients E' et E" sont indépendants de N et de M; cette hypothèse est très probable surtout dans les limites de l'application. Si l'expérience démontrait le contraire , il faudrait remplacer ces formules par d'autres plus compliquées, mais les idées générales de la méthode que nous allons exposer seraient encore ai)plicables.
4!îO. ISapport des raideurs à In flexion et à la compression. — Nous reconnaîtrons plus loin que le rapport
jouera le plus grand rôle dans la théorie des voûtes; c'est de ce rapport que dépend la production de telle ou telle courbe de pression. Ce rapport dépend du mode de construction , de l'épaisseur des joints de mortier, de la nature du mortier, de l'époque du décintrement. Pour déterminer ce rapport, la théorie est impuissante; il faut faire des essais sur un bloc de maçonnerie de même espèce que la voûte. Ces essais peuvent être faits de manière à déterminer l'époque où il faut décintrer pour que le rapport n ait une valeur convenable. Si on emploie du mortier de ciment, si ce ciment peut résister à des pressions suffisamment grandes même quand il durcit sans pression, on peut décintrer après le complet durcissement du mortier, on poura faire n = I. Si, au contraire, le mortier ne résiste que quand il durcit sous pression , il faut décintrer avant le durcissement ; la valeur de n sera d'autant plus grande que le mortier sera plus fluide et plus abondant.
4^7. Équations générales de la déformation. — Nous supposerons la voûte sA'métriquement construite par rapport à un plan vertical ; on sait a priori que la poussée est normale au joint du sommet; la courbe dépression ne dé-
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pend que de deux indéterminées : la poussée et le centre de poussée; il faut donc trouver deux conditions de déformation.
Prenons pour axes coordonnés un axe horizontal quelconque ox (fig. 189) et un axe vertical oy dans le plan de symétrie; soient : ^,?/ les coordonnées d'un point quelconque de lare moyen AB de la voûte ; ds l'élément de cette courbe ; dx, dy les projections de cet élément ; 9 j l'angle des éléments extrêmes A et B ; Ha projection horizontale de la ligue AB.
Les déformations doivent satisfaire à deux conditions : une condition angulaire et une condition linéaire.
Condition a/i^wto/re. — L'élément A doit rester horizontal par raison de symétrie; l'élément B ne peut changer de direction , si nous supposons en B un joint de naissance invariable; donc après la déformation , l'angle 'f, !ne peut avoir changé de valeur et nous pouvons écrire :
Un élément MM' tourne par rapport au suivant M',M" d'un angle que nous avons désigné par d)^ et qui est donné
par l'équation (2) ; on a donc A 9, =y d]^ , et il vient :
Condition linéaire. — Le joint du sommet A doit rester dans le plan de .symétrie après la déformation"; l'élément B est fixe. Traçons la droite OB et supposons le point 0 invariablement lié au joint A; la projection horizontale de la droite OB doit rester constante; soit l cette projection; on doit avoir ;
Calculons séparément la déformation A7 par compression et la déformation A"^ par flexion. La compression produit un allongement négatif ods , de l'élément ds ; en projection horizontale , on obtient un allongement ddx; donc on a :
^'l = / ddx.
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Calculons la déformation produite par la rotation ^4* <i6 rélément MM' j>ar rapport à l'élément M'M"; nous supposons l'arc M' B tixe et invariable ; l'arc AM' reste aussi invariable de forme , mais subit la rotation d^ autour du point M' ; cette rotation communique au point 0 un déplacement dont la projection horizontale est pd'Jfi. Partons de l'élément fixe B , produisons successivement toutes les rotations rfi];, comme nous venons de le faire, nous obtiendrons l'arc déformé; le déplacement du point 0 est donc :
A"l = fyd^.
Or, ou a: Al ■-= A' l -{- A"l;
il vient donc : J od.v ■+ J T/d'p = 0. (5)
4^8. Des «lifTérciiliii sy»ilèiues «iVqiialionf^. — Nous n'avons pas spécifié la position de l'axe des œ ; supposons que l'on abaii^se l'axe des œ d'une hauteur b ; dans l'équation (5), il faut remplacer y par la nouvelle ordonnée y' = 1/ — b; i\ vient :
fàdx + Jyd^ — bfd'\>. (6)
On trouve une nouvelle équation , mais c'est une combinaison des équations (4) et (5). Non- seulement , on peut remplacer le système (4) (5^ par (4) (6) ; mais on peut aussi le remplacer par (5) (6).
On peut considérer les équations (4) et (5) commodes équations d'équilibre ; imaginons sur chaque élément ds une force horizontale d-]) et un couple dont le moment soit ddœ ; exprimons l'équilibre de ces forces fictives; l'équation (4) est l'équation , de translation; l'équation (5) est l'équation de moment. On comprend dès lors qu'en exprimant cet équihbre par un autre système d'équation (4) et (6) ou bien (5) et (6), on obtienne un système équivalent au système des équations (4) et (5).
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499. Charnières ou joints de rupture. — Nous avons supposé que la courbe de pression restait à l'intérieur de la
voûte; si elle touche Tintrados ou l'extrados, le joint peut s'ouvrir, le point de contact servant de charnière. On pourrait aussi réunir deux parties de voûtes par une rotule; pour y arriver, on laisserait un joint vide de mortiers; deux demicylindrescreux eu fonte seraient enchâssés dansles voussoirs adjacents et embrasseraient un cylindre" plein également en fonte; ce cylindre servirait d'articulation. Lorsqu'il existe dans une voûte une ou plusieurs charnières, les équations (4) et (5) ne sont plus applicables; il faut les remplacer par les suivantes.
Soient '% i '■l'i les angles de rotation qui se produisent entre les parties dé voûtes réunies par les charnières; soient b^, &, les ordonnées de ces charnières. Il faut ajouter à l'intégrale àe cl'li les angles 'J/q , et^'i; il faut en outre introduire ces angles dans l'intégrale de î/f/'|; les équations (4) et (5) deviennent :
Jodx^ fdy]^ + 2^o&o = 0 (8)
Ces équations peuvent encore être considérées comme des équations d'équilibre entre les forces horizontales d'\i, '-J;,, <];, et les couples odx. En la comparant aux équations (4) et (5), on voit qu'elles contiennent les nouvelles inconnues i{>o et ^^ ; mais à chaque charnière correspond une condition nouvelle : la courbe de pression doit passer par le centre de l'articulation , toucher Tintrados ou l'extrados ; le problème est toujours déterminé.
Remarque. — Supposons qu'il existe une rotule unique et que l'on introduise des coins entre les voussoirs adjacents ; la courbe de pression dépend des pressions exercées par ces coins, car^en les manœuvrant on déplace à volonté le centre de pression dans la section qui passe par le centre de l'articulation. Prenons un axe des x passant par le centre de
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la rotule et appliquons l'équation (8); on a l'ii^bo "=0; l'équation (8) devient identique à l'équation (3); nous pouvons donc énoncer cette proposition : Toutes les lignes de pression en no7nbre infini qui satisfont à V équation linéaire (5) sans satisfaire à la condition angulaire (4) pourraient être réalisées en établissant une rotule à la hauteur des x, et en déplaçant la courbe de pression par la manœuvre de coins introduits entre les voussoirs articulés.
Transforuialion dc$« cqnations. — Remplaçons
dans les équations (4) (5) (6j (7) et (S), ^ et c?']> par leurs valeurs tirées des équations (1) et (2); multiplions par E" et tenons compte de l'équation (3) ; il vient :
/N rMu
— dx -\- -j ds = 0, (5"»)
^nflax^f^^as^^. (6-)
- nf^ ds-\-P-^ ds -4- lW^,b, = 0. (8^-)
Soient : q la poussée, c l'ordonnée du centre de poussée, P le poids qui sollicite un arc AM de la voûte , // ie moment de ce poids autour du point M. La force normale N et le moment fléchissant M au point M sont donnés par les formules :
dx dy
M = -^(?/-c)-fp.. (10)
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Si nous introduisons ces valeurs dans les équations {4^'^) et {o^'"), on obtient :
f'ds Ç yds , Ç uxls
Ç /dx\'^ ds I ^ftx dy , Çyds C y^ds
- "«J (rfi) — - « J p rfT i* + «^ ) V - *J v
Dans le cas où il y a des joints de rupture, on ajoute à
l'équation (11) le terme -E"'J;o, et à l'équation (12) le terme 2E"ô'j'o; on trouve :
Jds (i/ds , Cuds VT-„i
-j Q rV"^)'"l" + ^E"'];o=0, (13)
Ç/dx V 2 ds Ç^ dx dy , Ç yds ( y^ds
-^^Jfe) ir-''ydrdi''-'^'ji-^j^
+ \^-+lE'%'l^o-0. (14)
§ 2. Courbes de pression qui correspondent aux mortiers de toute nature.
A. Propriétés des courbes qui n'admettent pas de joint de rupture.
431 . Hyperboles des poussées possibles. — Si, en faisant par la pensée varier la nature dit mortier, on fait passer n par tous les états de grandeur , V extrémité de la poussée décTit une hyperbole.
Nous supposons qu'il n'y ait pas de joint de rupture; au point de vue théorique , la courbe de pression peut cependant sortir de la voûte, il suffit d attribuer à la maçonnerie une résistance à l'extension telle, que les formules (1) et (2)
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soient applicables même quand le centre sort de retendue du joint. Examinons les équations (11) et (12); la première est indépendante de la nature du mortier. Ces équations déterminent la courbe de pression ; mais si nous supposons que n affecte toutes les grandeurs possibles , nous obtiendrons une infinité de courbes de pression ; toutes ces courbes sont celles qui satisfont à l'équation (11); à chacune d'elles correspond une valeur de 7i que l'on obtiendrait par l'équation (1-^). Représentons géométriquement les p'oussécs pour toutes ces solutions ; prenons pour axes coordonnés l'axe o?j et l'axe oq pris en sens contraire de l'axe ox ; les coordonnées de l'extrémité d'une poussée possible sont q etc; l'équation (11) est l'équation du lieu des extrémités de ces poussées ; on reconnaît immédiatement que c'est l'équation d'une hyperbole : c'est Mnjper'bole des poussées ^lossibles. Avant de chercher les éléments de cette hyperbole, nous allons simplifier son équation, au moyen des éléments que nous allons définir.
43^. Horizontale nioyenue d'uue voûte. — Déterminons l'ordonnée ?/, par l'équation :
( ds Çyds
L'ordonnée y^ détermine une ligne horizontale ; c'est cette horizontale que nous appelons horizontale moyenne.
Supposons que l'arc moyen de la voûte soit un arc pesant, et que le poids spécifique soit inversement proportionnel au moments d'iueilie I ; on reconnaît lacilement que foidonnee du centre de gravité de cet arc est précisément l'ordonnée ?/, définie par réijuation (15).
-133. llonient moyen. — Déterminons le moment Wj par l'équation :
. j.ds , ,
Pm T = r-r- • (16)
Jds Çu.d
Nous désignerons le moment u ^ sous le nom de moment moyen.
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494. Equation sinipliflcc de Thypcrbolc ties poussées possibles. — Remplaçons dans l'équation (11) les intégrales
Ctjd^ et p-f
par leurs valeurs tirées des équations (15) et (16) ; l'équation (II) devient :
Qiyi-c) = lJ-i (17)
Il résulte de là que Vhi/jwrbole des poussées possibles a pour ast/mjjtote VJiorizontale moyenne et le joint du sommet.
435. ji.\e (le pivolcniont des lignes de pressions possii>ies. —Si, dans une voûte, on fait par la pensée varier la nature du mrrtier , la ligne des pressions se déplace; toutes ses tangentes et toutes ses cordes pivotent autour de points fixes situés sur l'horizontale moyenne {\).
Soit D (fig. 189) le point de l'arc moyen autour duquel on a u. = jj-i ; projetons ce point D sur l'horizontale moyenne ; prenons cette projection E comme centre des moments ; le moment des forces qui sollicitent l'arc AD est :
L'équation (15) exprime que le moment est nul; donc la pression sur la section D doit passer par le point fixe E. Mais il est facile de démontrer que toutes les tangentes et cordes correspondantes (134) pivotent aussi autour de points fixes. Considérons d'abord deux lignes de pression possibles ; nous avons rappelé (341 ) que les cordes et tangentes correspondantes se coupent sur une horizontale; mais les pressions sur la section D se coupent au point E sur l'horizontale moyenne ; donc toutes les autres tangentes et cordes correspondantes se couinent aussi sur l'horizontale moyenne.
( l) Nous aurions pu déduire ce théorème du numéro 357; nous avons préféré en donner une démonslratiou directe.
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Démontrons ensuite que si Ton passe d'une ligne de pression possible à une autre , les pivots ne changent pas quelles que soient ces lignes. Soit en effet R une tangente ou une corde de la première ligue de pression ; son pivot est à l'intersection de R et de l'horizontale moyenne ; ce point est complètement déterminé , quelle que soit la courbe de pression à laquelle on veuille passer.
Corollaires. — l. Si on rapporte toutes les lignes de pression possibles ci Vhorizontale onoyemie, toutes ces lignes se déduisent les unes des autres en faisant varier les ot^données dans un rajyport constant (55).
2. Toutes les lignes de 2)ressi6n possibles passent par un point fiœe situé sur l'horizontale moyenne; ce point est le pivot des lignes de pression. En effet, l'horizontale moyenne coupe une ligne de pression possible en un point; menons la tangente en ce point; le pivot de cette tangente est son point de contact , donc ce point de contact reste immobile.
3. Toutes les cou7^bes des centres de p)ression possibles passent par un point fixe situé sur Vhorizontale mogenne; ce x)0int est le invot des courbes de pression. En effet, l'horizontale mo^'^enne coupe une courbe de pression possible en un point ; la pression sur la section correspondante pivotera autour de ce point; c'est donc un centre de pression fixe.
130. VcrîJîcalîons analytiques. — On peut vérifier toutes ces propositions analytiquement sans utiliser la propriété des intégrales. L'équation d'une tangente à la ligne des pressions peut se mettre sous la forme :
— q(jj — c) + P (œ — d) = 0. (18)
Dans cette équation , x et g sont les coordonnées d'un point quelconque de la tangente; cette tangente est la ligne d'action de la pression sur une section transversale de la voûte , P est le poids qui agit entre cette section et le sommet, d est l'abscisse du centre de gravité du poids P ; on obtient l'équation qui précède en exprimant qu'autour d'un point {x,g) de la ligne d'action de la pression considérée, le
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luomeut des composantes P et q de cette pression est égal à zéro. L'intersection de cette ligne avec riiorizontale moyenne ?/, est donnée par l'équation.
-- Q iVi -c) + V{x,- cl) = 0.
ou à cause de l'équation (15) ,
— p., + P (iT, — rf) = 0 ,
d'où
Cette abscisse est indépendante des variables c ci q\ donc la tangente pivote autour de ce point.
Les cordes correspondantes possèdent la même propriété , car une corde est la ligne d'action de la résultante de la poussée et de certaines forces que l'on obtient par une concentration aux extrémités de la corde ; la même démonstration est applicable.
Considérons œ et ?/ comme les coordonnées d'un point quelconque de la ligne des pressions; on peut dans l'équation (18) remplacer V [x — d) par a' ; y.' est le moment du poids P par rapport à la verticale du centi'e de gravité du joint qui correspond au poids P ; il vient :
Eliminons c au moyen de l'équation il5^ on trouve :
La dillérence y — ?/, est l'ordonnée d'un point de la ligne de pression iiar rapport à l'horizontale moyenne; si on fait varier la poussée de q à (/' , toutes ces ordonnées varient dans le rapport (?' : q; cela démontre le corollaire 1 du numéro précédent.
437. F ïcenlrîcilé vcriîcale moyenne. — Appelons c', la distance verticale dun point M de l'arc moyen, à la pression sur la section qui passe par ce point : c' = MN.
Transportons cette pression au point N , décom])osons-la en ses composantes q et P; le moment fléchissant M autour du point M est donné par la formule suivante :
M = qd.
L'équation (4'^'^) devient :
/c'ds
Traçons une ligne de pression quelconque ; l'équation (20) ne sera généralement pas satisluite : cette ligne de pression est impossible. Déterminons la hauteur c, dont il faut la relever pour qu'elle devienne possible; dans l'équation (20) on doit remplacer c' par c' — c, ; il vient :
— fZ5 == 0
Jds Ce'
ds
ou c, ] ^ - \-j- (21)
Nous appelons excentricilé verticale moyenne la hauteur déterminée par l'équation (21). Nous pouvons alors énoncer les deux propositions suivantes :
Une ligne de pressions est possible pour une certaine nature de mortier quand V excentricité verticale 'moyenne est égale à zéro. Une ligne de pressions quelconque devient possible si on rélève d'une hauteur égale à V excentricité verticale moyenne.
B. Tracés graphiques dans le cas d'une voûte d épaisseur constante.
438. Ordonnée moyenne. — Dans le cas d'une voûte d'épaisseur constante, le moment d'inertie I est constant, 'équation (15) devient :
I yds
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Cette formule montre que l'ordonnée moyenne iji est l'ordonnée du centre de gravité de l'arc supposé homogène. Si la ligne moyenne a la forme d'un arc de cercle, on obtient ce centre de gravité par une construction. Si cette ligne moyenne est une courbe analytique , on peut assez souvent trouver une formule exacte qui donne l'ordonnée du centre de gravité. Dans tous les cas , on peut trouver ^/j pour une intégration graphique. Il suffit de porter les ds sur un axe
d'abscisse, y en ordonnée; on obtient /^/cîs par une intégration graphique approchée; ?/, s'obtient par l'inclinaison delà corde,
Soient(fig. 191) ABC la courbe des y; A'B'C l'intégrale; P^/i le rayon du diagramme parallèle à la corde A'C ; on a :
430. llomenf moyen.— Traçons une ligne de pressions quelconque A'B' (flg. 190). Cette ligne de résultantes est aussi un lieu des moments statiques ( 134); elle nous permettra de trouver la valeur de a. Cherchons le moment a autour d'un point M de l'arc ; menons une verticale par ce point ; soit z le segment de cette verticale compris entre la poussée prolongée et la direction de la résultante qui sollicite la section M ; le moment p. est représenté par z ; comme la base d'intégration est q (6,3") , on a en réalité :
a = qz.
On vérifie aisément cette proposition en prenant comme centre de moment l'extrémité de l'ordonnée z sur la pression considérée , et en exprimant que le moment —qz+ y. de cette pression est nulle. On détermine a, de la même manière que pi. L'équation (16) devient :
(j.ds !j.^=-—-^. (16"-)
On porte fig. 191 , p. en ordonnée au lieu àey ; on obtient la courbe DEP, l'intégrale D'E'F'; on mène P'^, parallèlement
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à la corde D'F'; O'Z, représente le moment moyen y. ; plus exactement :
Si Zi --= b'Z, , 17.,= qzi.
440. Exeeniricilé verticale moyenne «l^unc li^nc de pression. — L'équation (21) devient :
c'ds
Portons (fi<?. 192) les hauteurs c'en ordonnée , nous obtenons une courbe GK; l'intégrale de cette courbe est G'K'; menons Pc, parallèlement à la corde G'K' ; on a :
Ci = ÔC[.
Remarque. — Dans les trois tracés qui précèdent, il n'est pas nécessaire de tracer les courbes des ij , des [j. et des c' ; il suâ3t de projeter ces éléments sur les axes des diagrammes des inclinaisons, pour pouvoir effectuer l'intégration graphique ; pour l'intégrale des c' on peut opérer par une ligne des pôles (46): ce procédé est indiqué sur la figure 191. Si les ordonnées ne sont pas très rapprochées , il est utile de tracer les courbes pour en déduire à vue les ordonnées ou les abscisses moyennes; quand les ordonnées sont suffisamment rapprochées, on assimile les côtésdes lignes primitives à des droites, on obtient les ordonnées moyennes et les abscisses moyennes sans tracer ces lignes primitives ( 1 ).
-lH.Dcterniinntion d'une ligne de pressions pos.siiile.
— Première méthode. — Au moyen de la courbe des moments p-., on détermine la valeur de s qui correspond au moment moyen y., ; on porte cette valeur des sur l'arc moyen ; on obtient le point D (fig. 189) puis le point E. On relève la ligne de pression déjà tracée jusqu'à ce que la pression sur la
(1 On peut aussi ciétermiDer les ordonnées moyennes sur l'axe du diagramme', môme quand on assimile les arcs de la ligne primitive à des arcs paraboliques ; ou trouve aisément les constructions qu'il faut employer.
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section D passe par le point E, On peut aussi tracer pour une poussée clioisie arbitrairement une ligne de pression telle que la pression sur la section D passe par le point E. Cette méthode est celle qui résulte le plus naturellement de la démonstration du numéro 435 ; mais les deux suivantes sont beaucoup plus simples.
Deuxième méthode. — On détermine :r, et y^ (fig. 190 et 191); en remplaçant, dans l'équation (17), y., par (/^r, , ou obtient :
(l{yi—c) = qzi
d'où c = ?/j— ^,.
Cette équation détermine le centre de poussée qui correspond à la poussée q que Ton a choisie. La ligne de pression tracée ne satisfait généralement pas à cette équation; dans la figure 190, la ligne A'B' se trouve même complètement en dehors de la voûte ; mais il suffira de déplacer le centre de poussée pour satisfaire à la condition angulaire ; cela revient à relever ou à abaisser la ligne de pression d'une certaine quantité. L'équation qui donne c peut s'écrire y^ = ^, + c; or , z^ + c est l'ordonnée du point -3j ; la ligne de pression serait donc possible si le point z^ se trouvait sur l'horizontale moyenne ; il résulte de là qu'il faut relever la ligne de pression de la même quantité que si on voulait amener le point Zi sur l'horizontale moyenne.
Nous n'avons pas représenté dans la figure 190 la ligne de pression relevée ; mais nous avons déterminé le pivot d'une corde. Considérons , par exemple, la corde A'B'; projetons le point xr, de la figure 191 sur cette corde A'B' en D ; après le relèvement, ce point D viendra en D'; donc la corde qui correspond à A'B' dans les lignes des pressions possibles , pivote autour du point D'.
Troisième méthode. — Déterminons l'excentricité verticale moyenne de la ligne des pressions tracée arbitrairement ;"cette excentricité c, = Of, est précisément (440) la hauteur dont il faut relever la ligne des pressions pour qu'elle devienne possible. Nous obtiendrons le pivot D' des
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cordes des lignes possibles qui correspondent à une corde A'B' par la condition
DD
44*^. Hyperbole «lc«i |>oiis.«iccs po.ssiihles. — Les courbes de pression possibles passent par un point fixe ; la courbe des poussées possibles pourra donc s'obtenir par les trois méthodes exposées au numéro 365 ; nous allons voir qu'il n'est pas nécessaire pour cela de déterminer le centre de pression fixe.
Tracé Tpar les cordes. — Nous venons de montrer comment on détermine le pivot D' des cordes qui correspondent à une corde A'B'. Soit QS=ç la poussée qui nous a servi à tracer la ligne de pression A'B'; menons QT parallèlement à A'B'. Si la poussée varie de SQ à SQ' la direction des cordes qui correspondent à la courbe A'B' varie de TQ à TQ'. De là résulte la construction suivante :
Menons par les sommets T et D' deux faisceaux de droites parallèles deux à deux; les droites qui émergent du point T détermine la poussée sur l'axe SQ, celles qui émergent du point D' déterminent les centres de poussée.
Tracé par les tangentes. — On considère une pression quelconque R résultante de la poussée q et d'un poids P ; on trouve le pivot de cette pression cjmme nous avons trouvé celui de la corde A'B' ; on fait pivoter la pression R et sa parallèle du diagramme des pressions ; la seule différeuce qu'il y ait avec la construction précédente , c'est que le faisceau des tangentes ne détermine plus les centres de poussées, mais détermine la hauteur de ces cautres sur la ligne d'action de la force P.
Tracé par division. — En relevant la ligne de pression A'B' de la hauteur c , on obtient un point de l'hyperbole ; on connaît ses asymptotes; on trace facilement cette hyperbole en la considérant comme le résultat de la division d'une droite, q = constante, par ses abscisses.
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C. Tracés graphiques dans le cas d'une épaisseur variable
lis. Bnlrodiiclion d'un arc an.xiliuire. — Soit e l'épaisseur de la voûte en un point quelconque ; le moment d'inertie de Ja section transversale est donné par la formule :
Ce moment d'inertie varie , mais nous serons ramené au cas précédent en introduisant un arc auxiliaire s' que nous déterminerons par l'équation :
ds' ds . , T i ds
— = — ou |5' = lo I — (22)
Çds
lo est une constante.
Les équations (15) et (16) deviennent en introduisant la variable s' :
s'f/i ='.fy'ds\
S'f.j = la ds'
Comparons ces équations aux équations (15'^'") et (16'''") applicables à une voûte d'épaisseur uniforme ; il n'y a qu'une seule différence; s est remplacé pars'. On peut donc appliquer toutes les constructions du littera précédent pourvu que l'on porte s' en abscisse au lieu de porter s.
Il faut pour cela déterminer les différentes valeurs de l'arc s'. Portons (fig. 193) l'arc s en abscisse sur l'arc os ; portons les épaisseurs de la voûte sur l'axe o'e ; soit : o'a' = e.
Soit P un pôle quelconque ; menons le poh'grone rectangulaire a P a'a"a"' , on a , à une échelle qui dépend de la base
Po = >. ,
o'a'" = — ou o'a"'-=-^c' I
En opérant de même pour différentes épaisseurs , on obtient la courbe AB dont les ordonnées représentent les valeurs
de 1 : I; l'intégrale de AB est A'B'; ses ordonnées sont
Jds — , donc elles représentent les valeurs
Ue5'(l).
D. Joints de rupture.
444. Partie utile de riiyperboie des ponssécs possibles. — Lorsque le mortier ne résiste pas à l'extension , toute courbe de pression qui coupe l'intrados ou l'extrados doit être rejetée comme impossible. De là résulte cette proposition : la partie utile de llujperhole des poussées possibles est rare situé à l'intérieur de faire des solutions stables au point de vue statique.
Différents cas peuvent se présenter. L'hyperbole peut ne pas couper l'aire des solutions stables ; il n'y a pas alors de solution possible sans joint de rupture. L'hyperbole peut couper l'aire des solutions stables de diverses manières ; nous avons représenté flg. 194 à fig. 196 la plupart des dispositions qui peuvent se réaliser.
445. Comment In courbe des poussées possibles se complète. — Si l'extrémité de la poussée décrit l'arc utile a/B (fig. 190) , le coefficient n varie entre certaines limites Uq et ?i, ; ces valeurs de n sont déterminées par l'équation (12) ; nous verrons plus loin comment en les obtient gra{)hiquement ; on trouve dans le cas qui nous occupe Uq = — 4 , ?2j = -f- 4. Qu'arrive-t-il lorsque le coefficient n prend des valeurs non comprises entre ces limites ?
Nous venons de voir que les solutions sans joint de rupture doivent être rejetées ; il faut en conclure que les seules solutions possibles sont celles qui admettent un ou deux joints
(1) La valeur !„ dépend de la base o'P et de la base d'intégration ; soit > ces deux bases : on trouve :
. fds
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de rupture. Mais pour qu'il y ait joint de rupture, il faut que la courbe de pression atteigne l'extrados ou l'intrados ou passe par leurs extrémités ; or ce sont précisément ces courbes de pression qui correspondent aux limites des poussées stables; on voit donc que l'arc utile de l'hyperbole des poussées possibles sans joint de rupture se complète par certaines parties du contour de l'aire des solutions stables. Il nous reste à déterminer quelles sont ces parties.
'I-IO. Charnière à Pcxlrados. — Appliquons l'équation (Tt-'') ou l'équation (13). Nous avons dans ces équations désigné par J 0, l'angle d'ouverture d'un joint de rupture; cet angle a été considéré comme positif pour une rotation qui tend à augmenter la courbure de l'arc , et négatif pour une rotation de sens contraire. Si la charnière est à l'extrados, la rotation diminue la courbure de l'arc ; soit donc A l'angle d'ouverture du joint, il faut remplacer dans les équations (T*"'') et (13 2-^0 par — A ; on obtient :
qc
Jds_
Transformons ces égalités de la même manière que nous avons transformé les équations (11) et (4'''') ; introduisons la quantité Cj (440j dans l'équation (7'''*) et les quantités ?/, et /a, (438,439) dans l'équation 13 ; on obtient :
Cds
qc, I — = E"A (23)
'ds
[—a{yi — (^)^[Ji] \^
Soit q' la poussée que l'on obtiendrait au même centre de poussée si le mortier résistant à l'extension ; cette poussée doit satisfaire à l'équation (17) :
— q' {iJi —c)-\- a, = 0.
Eu éliminant p.j de l'équation 24 au moyen de la précédente, on trouve :
iQ' - Q) iUi-c) I - = E"A. (24bi»)
De l'équation ^24'''=) il résulte':
Q<Q', donc : la j'Oitssée qui admet une charnière à Vextrados doit être plus petite que la poussée jjossible sans joint de rupture appliquée au uiême point.
De.l'équation (23) on déduit aussi :
donc : Vcoxentr icité verticale juayenne d'une ligne de pression qui admet une charnière à Vextrados doit être positive.
La longueur Cj représente la hauteur dont il faudrait relever la ligne de pression pour qu'elle devienne possible sans joint de rupture; or les lignes possibles sans joint de rupture pivotent autour d'un point fixe ; donc les lignes qui admettent une charnière à l'extrados passent sous ce point fixe d'une quantité c, proportionnelle à l'angle A d'ouverture du joint de rupture.
447. Charnière à rintrndos — Lorsque la charnière est à l'intrados, l'angle d'ouverture B du joint de rupture doit être affecté du signe plus ; on doit remplacer dans les équations (T*"») et (13) l'Io par + P ; cela revient à remplacer dans les équations (23), (24) et (24^'^), — A par + B ; on trouve :
ac, I ^^ = - E"B (25)
•Il
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De réquation (26)'''' , on déduit :
donc : la poussée qui admet une charnière à V intrados doit être pàis grande que la ifioussée possible sans joint de rupture , appliquée au même voint.
De l'équation (25) , on tire :
Cl < 0.
Donc : V excentricité verticale moyenne d'une ligne de pression qui admet une charnière à Vintrados, doit être négative.
La quantité c, représente la hauteur dont il faudrait relever la ligne de pression pour qu'elle devienne possible sans joint de rupture ; cette quantité est négative; donc le relèvement devient un abaissement. Or les lignes de pression possibles sans joint de rupture pivotent autour d'un point fixe; donc les lignes qui admettent une charnière à l'intrados passent au-dessus de ce point fixe d'une quantité — Cj proportionnelle à l'angle d'ouverture B du joint de rupture.
4J8. Cliai-nières à linlrados cl à l'exlrados. — Les
courbes de pression qui atteignent Textrados et l'intrados peuvent être déterminées a priori sans utiliser les conditions de la déformation ; nous savons , en effet , que deux conditions suffisent pour déterminer une courbe de pression. Les équations de la déformation serviront à trouver les angles d'ouverture des deux joints de rupture.
Si l'aire des solutions stables est déterminée, on peut trouver immédiatement les deux courbes de pression qui touchent à la fois l'iutrados et l'extrados. Pour qu'une seule courbe de pression atteigne l'extrados , il faut que l'extrémité de la poussée se trouve sur une partie bien connue du contour limite des solutions stables; c'est le contour formé par la conjuguée de l'extrados et les deux enveloppées extrêmes. De même pour qu'une courbe de pression atteigne rintrados , il faut que l'extrémité de la poussée se trouve sur l'autre partie du contour limite des solutions stables. Donc
pour qu'une courbe de pression admette à la fois une charnière à l'extrados et une charnière à l'intrados , il faut que V extrémUé de la poussée se troure sur Vun ou Vautre des sommets de Vaire des solutions stables situés aux extrémités des courbes des poussées niaxima et minima.
4140. 4'oiiclnsions. — Les propositions qui précèdent permettent de déterminer toutes les solutions possibles; nous allons examiner tous les cas :
\° (fig. 194) Les poussées stables sont toutes plus petites que les poussées possibles sans joint de rupture. Les seules solutions possibles sont celles qui admettent un joint de rupture à l'extrados ; elles sont possibles parce que la condition (7<(2' est satisfaite (446); la charnière unique à l'intrados n'est pas possible, parce que l'on a (7 < r/' et non q> q' (447). On obtient pour la courbe rfc^'.
2° (tig. 195). Les poussées stables sont toutes plus grandes que les poussées possibles sans joint de rupture. En raisonnant comme précédemment, on trouve que les solutions possibles sont celles qui admettent un joint de rupture à l'intrados. On obtient donc la courbe dfc.
3° (flg. 196), L'hyperbole des pousséesfpossibles sans joint de rupture coupe l'aire des solutions stables.' L'arc intérieur ab est la partie iltile de cette h3perbole. Soient de, les sommets de l'aire des solutions stables situés aux extrémités des courbes des poussées maxima et minima ; les points d et c donnent , toujours deux solutions pos-sibles , car à ces points correspondent soit une charnière à l'extrados, soit une charnière à l'intrados et l'une des conditions (446, 447 )q <qi ei q> q' est toujours satisfaite. On complétera donc l'arc ab, en suivant le contour limite de b vers c , et de a vers d.
§ 3. Courbes de pression qui satisfont à la condition linéaire.
A. Propriétés.
4.>0. Blypcrbole spéciale à une valeur den. — Lorsque Ton donne la valeur de n , les deux inconnues du problème q et c sont déterminées par les deux équations (11) et (12). L'équation (11) représente une hyperbole qui convient à toutes les valeurs de 7i, et que nous appellerons lujperbole princi2Kde. L'équation (12) représente une autre hyperbole qui dépend du coefficient n et que nous appellerons hyperbole spéciale. L'intersection de ces deux hyperboles est l'extrémité de la poussée unique qui doit se produire. Il est très utile de tracer l'hyperbole principale quand on veut obtenir les solutions qui se produisent pour différentes natures de mortier , il est moins utile de construire l'hyperbole spéciale à une valeur de n puisqu'une seule de ses ordonnées est utile à connaître. Néanmoins, la considération de cette hyperbole nous permet de deviner que toutes les courbes de pression qui satisfont à la condition linéaire (12) possèdent les mêmes propriétés que les courbes de pression qui satisfont à la condition angulaire (II). Pour démontrer ces propriétés, nous raisonnerons sur l'équation (12) comme nous avons raisonné sur l'équation (11). Nous commencerons par transformer cette équation (12) en introduisant des élément faciles à déterminer par l'intégration graphique.
4151. Axe d'oscillation. ~ Déterminons y^ par lequa tion :
('yds Cifd
Pour interpréter cette équation, attribuons, comme nous l'avons fait précédemment , un poids spécifique 1 : I à l'arc delà fibre moyenne ; considérons cet arc pesant et invariable comme un pendule composé dont l'axe de suspension soit ox ;
on démontre aisément que la longueur du pendule simple synchrone est précisément y^ ; la droite?/ = 2/2 est donc l'axe d'oscillation.
459. llonienl moyon d'o.«>eiilatioii. — Déterminons f/, par l'équation :
/yds
Pour interpréter cette équation, considérons p. comme une force variable qui sollicite l'unité de poids de l'arc pesant que nous avons imaginé dans le numéro précédent ; p-j est la force constante que l'on pourrait substituer à la force variable sans changer le moment de ces forces par rapport à l'axe ox. Pour distinguer le moment pj du moment p., , nous désignerons le premier sous le nom de moment moyen d'oscillation.
453. Inclinaison moyenne. — Déterminons a et |3 par 1« équations ;
A'l^~l(^jf- (30)
Rn ajoutant ces deux équations , on obtient :
On [leut donc considérer a et (3 comme les cosinus de direction d'une droite ; c'est l'inclinaison de cette droite que nous appellerons inclinaison moyenne. On peut la définir en disant que c'est l'inclinaison constante qu'il faudrait donner aux éléments de l'arc pour que les intégrales
/(ii'f - /(S)'
ne changent pas.
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•151. Poussée mwyenne. — Occupons-nous de l'expressioû suivante contenue dans Téquation 12 :
-^ cl y dx cls ds ds &)
Déterminons la poussée de telle manière que la pression sur une section de l'arc soit normale à cette section ; on trouve pour chaque point de l'arc une poussée q' qui satisfait à la relation :
dij On a alors
^'^Ix
ds ds (0 J \dsf <••>
Nous sommbï, ainsi conduits à poser
peut aussi mettre sous * '^ F w I as as
équation que l'on peut aussi mettre sous la forme
ds
D'après l'équation (32), on voit que Qi est la poussée constante que l'on peut substituer à la variable q' pour que l'intégrale du second nombr.L' de cette équation (32) ne change pas; pour simplifier le langage, nous désignerons cette poussée sous le nom de poussée moyenne.
•155. lïayon moyen de gyration. — Déterminons r par l'équation :
Jds i ds
Si la section de l'arc était uniforme , on aurait :
CO
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/• serait le rayon de gyratiou. Dans le cas d'une épaisseur variable, r représente une certaine valeur moyenne que nous appellerons rayon moyen de gyration.
450. BIsiiiteur •/;. — Nous désignerons par ces mots la hauteur déterminée par l'équation
^15?. Equation simplifiée de l'Iiyperiioie spéciale. —
Remplaçons dans l'équation (12) les intégrales par leurs valeurs tirées des équations (27), (28), (29), (33); on obtient :
Remi)laçons les deux intégrales qui subsistent encore par leurs valeurs tirées des équations (34) et (35); supprimons l'intégrale qui est facteur commun; il vient ;
— 7ir^ ( qx' -t- q^ (S•^) + ?/, {qc — qij^ + Uj) = 0.
Divisons par y et introduisons la liauteur r, ; ou trouve
-r,{qy^ + q,fi') - q{y' - c) + a, ^ 0 , ou Q il/î — c + a^/i,) = u-i — (/i jS* y;. i
Prenons comme axe des poussées, la droite :
Changeons le sens de l'axe des /y , l'ordonuée du centre de poussée est cl = Vi—c -\- cf}r, ; l'équation (36j devient :
qd = Uj — Q'tfi"''/;.
Les deux coordonnées d'un point de rhyi)erbole spéciale sont q et cl par rapport à ces nouveaux axes; il résulte de là que cette hyperhole ci ]}our asijmptote le joint du sommet et la droite rexjrésentée par 1/ =yî-\- o}r,.
45$. .4xc «le pivotement des lignes de pressions qui satisfont à la coaidilion linéaire. — Si Von déplace le centre de 2)oussée,les tangentes et les cordes des lignes dépressions qui satisfont à la condition linéaire pivotent autour de points fixes situés sur Vliorizontàle y ^ yt -\- a}'f\-
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Soit(Iig. 189) D' le point de l'arc nioj'en autour duquel on a :
a = y.^ _ q^fi^r..
Projetons ce point D sur riiorizontale y ^ Ut -^ ^■'''^ ; P^'enons cette projection E' comme centre des moments; le moment des forces qui sollicitent 1 arc AD' est :
— q (//, + x'r^ - C) -f [Jt - Qp-n.
L'équation (36) exi)rime que ce moment est nul; donc elle exprime que la pression sur la section D^ doit passer par le point tixe E'. On déduit de là en raisonnant comme au numéro 435 que toutes les coi'dos et tangentes pivotent autour de points fixes situes sur Thorizontale du point E' ; cette horizontale est l'axe de pivolcntent.
Les corollaires suivants se démontrent comme au numéro 435.
Corollaires. — 1° Si on rapporte toutes les lignes de pressions qui satisfont à la condition linéaire, à l'axe de pivotement , ces lignes se déduisent les unes des autres en faisant varier les ordonnées dans un rapport constant.
2° Toutes ces lignes de pressions passent par un point fixe situé sur l'axe de pivotement.
3° Toutes les courbes des centres de pression correspondant à ces lignes de pressions [tassent aussi par un point fixe situé sur l'axe de i)ivotement.
159. Exrcnlrîeîlè stioyeiiiiv d'o!«oillatÊoii. — Reprenons l'équation (5^'") ; remplaçons le moment fléchissant M par sa valeur qc' (437) ; on obtient :
r^s , rdyds
Nous pouvons remi'lacer îe premier terme par la valeur qu'il a [)rise dans re()uation {\\)\ transl'oruions ensuite ce premier ternie comme nous l'avons fait au numéro 457; vient :
n[qy.^ + qAy}j- '^ Q J —J'
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Appelons excentricité moyenne d'o-^cillation la longueur c^ déterminée par l'équation suivante :
cfJf-f^"-^. (38)
L'équation précédente devient alors :
- n iqy:- + r/, :-)/ — + qc^ / £— =. o.
Remplaçons les deux intégrales qui restent encore par leurs valeurs tirées des équations (34j et (15), on obtient :
— «r* {qy} + ^,(3^) 4- qCiVi = 0.
Divisons par //, et introduisons la hauteur r, , on obtient :
- ■/; iqx^ + r/, ^^) + qc^ = 0, \
d'où C,= r\.^ + ^Ç,^- j ^^'^
Traçons une ligue de pression quelconque; l'équation (39) ne sera pas satisfaite D terminons la hauteur n dont il faut relever cette ligne de pression p>iir (ju'elle satisfasse ;\ la condition linéaire; l'excsntricite c. devient r, — h ; on a :
d'où
Supposons que l'on ait choisi la poussée moyenne q^ pour tracer la ligne de pression; en d'autres termes soit
Q = Q, les équations \39) et i4ii deviennent à cause de l'équation 31 ;
h = Ci — r,. (42)
De là résulte les propositions suivantes : Si on trace une ligne de pression en prenant une poussée égale à la poussée moyenne, cetteligne dépression satisfera à la condition linéaire si Vexcentricité moyenne d'oscillation est égale à hauteur r,. Si cette condition n'est pas satisfaite, on y satisfera en relevant la ligne de j^ression de c, — y;.
B. Tracés graphiques dans le cas d'une voûte d'épaisseur constante.
460. SimpliOcation des équ.ttions. — Dans ce cas, la section w et son moment d'inertie I sont constants ; les équations précédentes se simplifient; on trouve :
Vi fyds ^ JyHls,
fx^ J yds = 1 [J.yds.
f.28bi.)
Qi^'s= p^.-^ds, ds ds
' / yds -= 1 dijils.
(SSbi»)
-IGl. .4xe d'oscillation.— Introduisons la variable auxiliaire y' déterminée par 1 "équation :
'/ ^ j yds.
L équation (27'''') devient :
ViY-fydy'.
Les différentes valeurs de la variable y' sont connues; y' est précisément l'ordonnée de l'intégrale A'B'C de la figure 191. Portons '/' en abscisse, y en ordonnée; intégrons la courbe que l'on obtient ; ]j^ s'obtient par l'inclinaison de la corde , comme y, et pj. Ce n'est pas ce tracé que nous avons représenté; nous y avons apporté les modifications suivantes. La figure 191 donne les valeurs de y' en ordonnées verticales ; portons ces valeurs sur l'axe vertical CC, il suffit pour cela de projeter sur cet axe les points de l'intégrale A'B'C. Nous devrions ensuite porter horizontalement les y , et construire l'intégrale de ydy^\ mais les directions des tangentes de cette dernière intégrale sont évidemment perpendiculaires aux directions du diagramme PO?/ , où les y sont verticaux; on obtient donc aisément l'intégrale A"B"C" ; à la direction de la corde moyenne , correspond sur le diagramme PO?/ , le rayon P?/j perpendiculaire à cette corde et l'on a :
409. llonient moyen dV^cillation. — Introduisons comme précédemment la variable y'; l'équation (28'''» ) devient :
f ij.dy.
Nous pourrions encore porter y' en abscisse , a en ordonnée et opérer par une intégration graphique ordinaire. Mais nous avons supposé que cette figure soit tournée de 90° afin d'utiliser les y' portés sur l'axe vertical CC. Les tangentes à l'intégrale D"E"F" sont perpendiculaires aux rayons du diagramme P'O'a ; on obtient aisément cette intégrale. A la direction de la corde D"F" correspond sur le diagramme P'O'Z, le rayon P'Zj perpendiculaire à cette corde et l'on a :
Nous avons supposé (439) les moments u représentés par pjae longueur z , telle que jl/. = gz ; on a donc en réalité :
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403 Snclinaîson moyenne. — Portons s en abscisse sur l'axe ES (flj. 197); portons en ordonnée les valeurs de
(■j^) ■ Pour y arriver, soit AB = 1 , décrivons sur AB une
demi-circonférence; menons AC parallèlement à la tangente à l'arc moyen au point considéré ; on a :
ds \as/
AD est l'ordonnée d'un point M dï la courbe cherchée ; on obtient d'autres points de la même manière, on obtient la courbe AMN. On intègre et on trouve EM'N'. On mène le rayon PH parallèle à la courbe EN'; on a :
ou AF* X 5= ir^^) ('s
on a donc |3 = AF.
Il résulte de là que AF est la direction moyenne, car cosBAF = /3.
On a aussi a = BF, a* = BH.
-1G4 Poussée moyenne. — Introduisons dans l'équation (33'''") la variable auxiliaire -/ déterminée par l'équation :
Cette équation (33''''') devient :
QiV=fQdy.
Les valeurs de •/ sont précisément les ordonnées de l'intégrale EM'N' (flg. 197). Portons ces valeurs sur l'axe Oy (fig. 198). Nous devons ensuite déterminer les valeurs de q; pour cela portons les poids P sur l'axe AP ; soit par exemple ÂP = P ; menons PB parallèlement à la tangente à l'arc
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moyen ; on a<7 = AB. Ou obtient de même les autres valeurs de q et on eu déduit la courbe DE. On trouverait l'ordonnée moyenne g, par une intégration graphique ordinaire ; mais la courbe DP] diffère si peu d'une ligne droite que l'on peut obtenir immédiatement cette valeur de ^, en Q, avec une exactitude suffisante.
405. Détcriiiinalioii «le la hauteur /]. — Cette hauteur est donnée par l'équation (35'>'^); il suffit de déterminer cette hauteur par une valeur de^i pour en déduire facilement toutes les autres. Prenons par exemple, ?i = 12 ; on a :
'' ~ Vi
Soient (fig. 199) AB = e, AC = //, ; nienons la droite BD perpendiculaire sur BC ; on a :
pi
1G6 Exceiilrîcilé moyenne d'oscillation. — On obtient l'excentricité moyenne d'oscillation . par la même méthode que le moment moyen d'oscillation. Introduisons la variable y' (461 ) dans l'équation (38''''), on trouve :
fr^ay
Si l'on portait y' horizontalement , on serait ramené à une intégration graphique ordinaire; comme aux numéros 461 et 462 , nous supposons les y' portés verticalement, les tangentes à l'intégrale des ddy' sont alors perpendiculaires aux rayons du diagramme POC de la figure 192 ou aux rayons II, 211 du diagramme P'O'Z ; on obtient cette intégrale en G"H"K". A la corde G"K" correspond sur le diagramme , le rayon PC, perpendiculaire à cette corde et l'on a :
C2 = ôc7
467. Dcterniinalion d'une li«;ne de pre§!<«ion satisfai- «iant à la condition linéaire. — On peut appliquer à cette détermination trois méthodes qui sont presque la reproduction de celles que nous avons exposées au numéro 441.
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Première ^néthode. — Déterminons le point de l'arc moyen autour duquel la valeur du moment a est égale à p.' déterminé par l'équation :
Nous avons montré (462) comment on détermine la longueur z.^ qui représente p.^ ; on a p.j = qz.^. Soit z' la longueur qui représente u' à la même échelle ; on a , en divisant l'équation précédente par q :
Soient (fig. 199) AD = vî et ED la direction moyenne; abaissons du point A la perpendiculaire AE sur ED ; du point E , abaissons la perpendiculaire EF sur AD. On a :
ED = |3/; , DF = /S^y; ,
AE = ay; , AE = a^/,.
On obtient facilement par une quatrième proportionnelle la longueur :
Mais cette petite opération est inutile, si comme nous l'avons supposé q ^^ q,; alors on a :
Connaissant z' , on détermine sur la ligne DEF de la figure 191 la valeur de s qui correspond à z'; on obtient le point D' en portant cet arc s en AD' (fig. 189).
Déterminons ensuite la droite y = 2/2 + ^-^"/i ; projetons le point D' sur cette droite en E'. Nous savons (458) que la pression sur la section D' doit passer par le point E'. Il sufHt donc de relever la ligne de pression tracée arbitrairement jusqu'à ce que cette condition soit réalisée.
Cette méthode est celle qui résulte le plus naturellement de la démonstration du numéro 458. Mais les deux suivantes sont plus simples ; elles n'exigent ni la détermination du poin D' , ni celle de la pression sur la section D'.
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Deuxième méthode. — Déterminons les ordonnées y^ et ^î(fig. 191):
2/2 = Oy. , ^2 = Ô^.
La condition linéaire a été mise sous la forme de l'équation (36) ; remplaçons dans cette équation y.^ par qz^ ; il vient en divisant par q :
De cette équation , on tire la valeur de a ; c'est l'ordonnée du centre de poussée. La liu'ue de pression tracée arbitrairement ne satisfait pas à cette condition; mais il sutîîra d'élever ou d'abaisser cette ligne pour qu'elle y satisfasse. On peut mettre l'équation qui détermine c sous la forme :
Portons : z.z' == — (3''y;.
L'ordonnée du point z' est :
C'est le second membre de l'équation (43j; cette dernière exprime donc que le point z' doit se trouver sur l'axe de pivotement y = y<î-\- o}r^. Cette condition sera réalisée si on élève la courbe de pression et par conséquent le point z' d'une quantité convenable.
Nous n'avons pas représenté dans la figure 190 la ligne de pression relevée ; mais nous avons déterminé le pivot des cordes qui correspondent à la corde A'B'. Soit E le point de cette corde située sur l'horizontale du point;:'; ce points' doit être amené sur la droite 2/2 -!- a^r,, donc le point E vient en E'; ce point E' est le pivot des cordes qui correspondent à A'B', dans les lignes de pression qui satisfont à la condition linéaire.
Troisième me^/20rfe.— Déterminons l'excentricité moyenne
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(roscillation; nous avons vu (459) qu'il faut relever la ligne (le pression d'une quantité h donnée par l'équation (40) pour que cette ligne de pression satisfasse à la condition linéaire. Cette hauteur h s'obtient facilement dans tous les cas; mais la construction se simplifie encore si g = ^, , on a alors : /i = Cj — y;. Proposons-nous de chercher le pivot des cordes qui correspondent à la corde A'B' ; il suffit de déterminer sur l'axede pivotement y^v^ -\- y^r, , le point E' par la condition :
KE' = Cj — •/;.
Le point E' est le pivot cherché.
40S. Tracé grtipiiiqac de Phyperbole spéciale. — On
peut suivre les trois méthodes exposées au numéro 442 ; nous n'aA'ORs pas indiqué ce tracé qui n'a pas d'utilité pratique.
C. Tracés graphiques dans le cas dune voûte d'épaisseur variable.
4G9. lneliiiai.'»on moyenne et pou.<«»»ée moyenne. — Introduisons l'arc auxiliaire .ç" défini par l'équation :
Les formules (29) , (30) et (33) deviennent :
Qi!^*s" = j Ô (f^) ds". (33'.
Comparons ces foruiules aux formules (29'''^ j, (30"='' i, (SS*»'*) relatives à une voûte d'èpais.seur coustante ; la seule différence est que la variable s est remplacée par s". La fonction s" s'obtient sur la lîg. 193 comme la fonction s' ; on a oj ^ e.
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les valeurs de I : w se trouvent portées sur l'axe O'e' ; les éléments de l'intégrale 5" sont parallèles aux rayons du diagramme P0'£?'; on obtient la courbe OD.
-170. Axe d^ojïoillalioii, moment moyen el exeenlrioilé moyenne d'oscillation. — Introduisons l'arc auxiliaire s'
défini par l'équation (22); les équations (27), (28) et (38)
deviennent :
U^s' ^ f ifds\ (28)
IJ^s' =- S uyds' , (28)
c^s' ==^ fc'yds'. (38)
Comparons ces équations aux équations (27^^^) , (28''") et (38'''^); la seule différence est que 5 tst remplacé par 5'. Il suffira donc dans les constructions des figures 191 et 192 dj porter en abscisse 5' au lieu de s.
Ilnnteur y;. — Les équations (35) et (34) donnent
n •' oj
Or, on a: rj) — e, I = — ; on a donc
/'ds J p.
"ds n J e
Vly
Pour fixer les idées , soit n = 12 , on a : 1 J e
Dans la figure (193), nous avon.'< construit les deux intégrales :
fds
J e Çds
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Supposons que nous ayons pris la même base d'intégration ;
on a :
' '~^ l/i s' - Cette expression n'est pas homogène; pour obtenir les longueurs 1 : e et 1 : e^ nous avons supposé PO' = 1 ; nous devons conserver la même hypothèse pour trouver y;. Déterminons d"abord le quotient s" : s'. Soient (fig. 193). s< = 5v , s" = OW'.
Menons s"E. parallèlement à Fs'; on reconnaît iacilement qu'en prenant OP comme base d'intégration, on a (167) :
s" s" = O'H X s' , d'où O'H = - •
Nous avons alors :
Porlons 0'?/, = z/, ; menons HK perpendiculairement au rayon P ; on a aussi :
O'H = O'K X z/i , d'où O'K =
Pi
On a donc r, = O'K.
17*^. Béleriuinalion d'iine ligne de pres«>iiou salisfai- !!iaiil à la condilîoii liiséaîre.— Les constructions du numéro 467 sont encore applicables.
§ 4. Détermination de la ligne de pression unique qui se produit.
A. Il ny a pas de joint de rupture.
4îa. t'oiîiialssanl n tromer la ligne de pression. —
Traçons une ligue de pression quelconque et menons la corde A'B' (fig. 190) , cette corde A'B' aune certaine corde correspondante dans la ligne dépression qui se produit; le problème serait résolu si on connaissait la position de cette corde-
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Pour que la eoudition augulaire soit satisfaite, il laut que cette corde inconnue passe par un point D' ; ce point D' est situé sur Thorizoutale moyenne et se détermine par la condition DD' = Cy ; ce pivot D' est indépendant du coefficient n, nous rapi)ellerons 2^i(^ot priJici2)ciL Pour que la condition linéaire soit satisfaite- il faut que la corde inconnue passe par un second point E' ; ce point E' se trouve sur la "droite z/= ?/2 -j- a^n et se détermine par la condition EE' = fi ; ce pivot E' dépend du coefficient n, nous l'appellerons pivot spécial. La ligne de pression cherchée doit satisfaire à la condition angulaire et à la condition linéaire; la corde inconnue doit donc passer par les deux pivots; on l'obtient en joignant ces deux points.
Nous avons choisi une corde A'B' qui passe parle centre de poussée; nous obtenons alors immédiatement le centre de poussée. La poussée est l'ordonnée de l'hyperbole des poussées possibles. Si cette courbe n'est pas tracée , on détermine l'extrémité de la poussée par le tracé ra[)pelé au numéro 442 ; on mène QT parallèlement à A'B'; on mène par le point T une parallèle à D'E'; on obtient la [loussée cherchée sur l'axe SQ.
Aidres tracés. — On peut ai>pliquer la méthode précédente en remplaçant la corde A'B' par une corde ou une tangente quelconque de la ligne des pressions tracée arbitrairement. On détermine les deux pivots de la corde ou tangente correspondantes de la ligne cherchée ; on trace cette corde ou cette tangente et on obtient la poussée comme précédemment sur le diagramme des pressions. Quant au centre de poussées, on peut le trouver de différentes manières : 1° on trace la ligne des pressions qui se produit, ou plutôt un polygone circonscrit à cette ligne en partant du point ou de l'un des ijoints connus ; 2° on opère une concentration de manière à réduire la ligne de pression à sa plus simple exi)ression. On obtient le tracé le plus simple en le réduisant à la corde A'B' : c'est le tracé qui précède. Si ou a choisi une autre corde que A'B' ou une tangente quelconque, on pourra toujours réduire la ligne à deux côtés , l'un est la corde ou la tangente choisie , l'autre passe par le centre de poussée. Le tracé par les tangentes du numéro 442 est un tracé de ce genre.
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m. d'as particulier ou n = 0. — Nous avons déjà dit que le pivut principal est toujours le même ; mais le pivot spécial dépend de 71. Pour n = 0 l'équation ( 35) donne y; = 0. Nous savons que le pivot spécial se trouve sur la droite y = y^-\- o}r, ; pour •/; = 0 , cette droite coïncide avec l'axe d'oscillation ?/ = ?/4. Nous déterminerons donc (flg. 190) le pivot spécial Eq do la corde A'B' par la condition :
i^o^ 0 ^^ ^'2 ^i ^^^ ^t' 1 î 5. Théopèiue. — Si l'on fait varier Je coefficient n, lexnvot spécial d'une corde décrit sur une droite flre des longueurs 'pro- 2Jortionnelles aux variations de n.
Nous avons reproduit à une plus grande échelle la construction iirécédente sur la figure 190'''*; la droite 7/^ est XY; pour r, = Ole pivot spécial est E'^; on a donc EqE'o = c\.
Pour une valeur quelconque de n, le pivot spécial E' s'obtient sur la droite i/ = y^ -\- o}r. par la condition EE' = c, — y;. Portons Eo'B"' = vj ; menons FK suivant la direction moyenne ; menons EoK perpendiculairement à FK ; on trouve facilement (467) que Eo'L = 0.H, ; donc le pivot cherché E' se trouve sur l'horizontale du point K. Pour déterminer ce point E', il sufBt de mener FE' parallèlement à la corde A'B'; on a. en effet EoEo' =-- t\ , FEo' = •/; , EoF ou EE' = <?, - /;.
Supposons que n varie, il résulte de l'équation (35) que yi varie proportionnellement à n ; si on applique la même construction, on reconnaît que Eo'F = •/; varie proportionnellement à n , mais les directions des droites EqK , FK, LE', FE' ne changent pas; donc la figureEo'KFE' formée des triangles Eo'KF et E'KF varie de manière à rester homothétique à elle-même par rajjjiort au centre Eo'; il résulte de là que la droite Eo'E' a une direction constante et varie proportionnellement à Eo'F ou au cocificicnt n. C'est ce qu'il làllait démontrer.
Si la corde A B' a précisément la direction moyenne, les points E' et K coïncident ; la droite ¥J]Là est perpendiculaireà la direction moyenne; c'est cette disposition que nous avons choisie figure 190.
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170. Tableau graphique «le loute!« le^ !>i<>lulion!» sans joint de ruplure. — SupposoDs que nous ayous déterminé le pivot spécial Eg' pour n = 0 et le pivot spécial E' pour n = 12 ; divisons Eo'E' en 12 parties égales et prolongeons au besoin cette échelle des coeflicicnts ». Joignonsles poiuts de division au pivot principal D'; nous obtenons un faisceau de droites qui constitue un tableau de toutes les solutions sans joint de de rupture. Dans ce tableau les lignes de pression ne sont représentées que i)ar une corde ; mais ou [lourrait considérer un plus grand nombre de côtés ou tangentes et pour chacun d'eux on trouverait un pivot piinci[)al et un axe des n. On reconnaît facilement que pour toutes les cordes et tangentes, les axes des n ont même projection sur un axe vertical ; cela résulte de ce que pour une même valeur de n tous les pivots se trouvent sur la droite y = y^ -{- o}r,. On peut énoncer ces propositions de la manière suivante : si ou fait varier le coefllcient n, la ligue des pre.ssions se déplace; toutes les positions d'une corde ou d'une tangente forment un système de droites du l^"" degré (180) ; les sommets de ces systèmes se trouvent sur l'horizontale moyenne; les divisions des axes des n se trouvent un système de droites horizontales.
Le faisceau de cordes que nous avons représenté suffit pour donner immédiatement la poussée et le centre de poussée pour une valeur de n. Les droites du faisceau coupent le joint du sommet aux centres de poussée. On obtiendrait les poussées en appliquant une construction connue (442); on est conduit à mener par le point T un faisceau de rayons parallèles aux cordes ; on obtient les poussées sur l'axe SQ. Mais on jieut supposer que le diagramme QST soit transporté parallèlement à lui-même de telle manière que le point T vienne coïncider avec le pivot D'; les deux faisceaux de droites coïncident alors et on obtient les poussées sur l'axe horizontal sq que l'on obtient en portant D'6' = TS.0n peut aussi et nous l'avons fait sur la figure 190, graduer la courbe des poussées possibles en indiquant les valeurs de n ; on obtient ainsi une représentation très claire de toutes les poussées qui peuvent se produire.
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•17 7. Kelalîoti ojilre l'axtt des œ el Taxe des n.— Nous avons déjà fait remarquer (428) que la position de l'axe des x exerçait une influence sur la condition linéaire : que devient le tableau graphique dont il vient d'être question si l'axe des X s'élève ou s'abaisse ? Il est d'abord évident que la position (les lignes de pression qui se produisent ne peuvent en aucune manière dépendre de la position de l'axe des œ ; le faisceau des positions d'une corde pour les différentes valeurs ne peut donc pas être altéré. Pour difïérentes positions de l'axe des x, on obtiendra des axes des n différents, mais tous les zéros doivent se trouver sur la corde n = 0 , tous les points n = n, doivent se trouver sur la corde n = n, ; il faut pour cela que les axes des n soient parallèles entre eux ( 1 ). Il résulte de là que pour déterminer un axe des n,il suffît de connaître la position de son zéro.
A cet effet, remarquons d'abord qu'une même valeur de 7i, telle que n =? n, est représentée sur les axes des n par des longueurs différentes ; il est évident que ces longueurs sont proportionnelles aux distances du zéro de l'échelle au sommet du faisceau; on peut donc écrire que quelle que soit la po.si,tion de l'axe des Eo'E' , on aura :
D'Eo' : E'oE' = con-stante.
Mais la construction qui nous a permis de trouver Eq'E' prouve que l'on a aussi :
Eo'E' : /, = constante.
En multipliant ces deux proportions membre à membre, on a :
D'Eo' : '-l = constante.
La valeur de /j est donnée par l'équation (35) ; on a quand ^ 'axe des œ varie :
•/:?/i = constante.
L'équation précédente devient :
D'Eo' X ?/i = constante.
(1) On peut vérifier ces propositions géométriquement.
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En d'autres termes, la distance du zéro au sommet du faisceau varie en raison inverse de la distance ?/,.
■17S. B*rol»lènie. — Connaissant l'axe des n pour une position de Taxe des x , trouver l'axe des n pour une autre position.
Soit O'x" (fig. 190) la nouvelle position del'axe Oœ ; menons par le sommet D' une droite quelconque Dx"x qui coupent les axes Ox , 0"x" en deux points x et x" ; t/j varie dans le rapport Dx" : T)x , il faut donc faire varier la distance D'E'o dans le rapport inverse ; il suffit pour cela de joindre ^"E'o et de mener xi'o parallèlement kx"E'Q : £'„ est le zéro du nouvel axe des n ( 1 ). Pour sim[)lifier le langage nous dirons que ce nouvel axe est conjugué à l'axe 0"x''.
170. Valeurs de n poiii* le.>>i<|iielie!« i! n'y a |»a*>i de joint de riipiiire. — Nous avons montré (444) comment on détermine la partie utile de l'hyperbole des solutions possibles sans joint de rupture. Aux extrémités de l'arc utile, correspcmdent deux centres de poussées ; joignons ces points au pivot D' nous obtiendrons les positions extrêmes de la corde dont nous étudions les évolutions; ces droites déterminent sur l'axe des n les valeurs limites rio et m, : le coefficient n doit rester compris entre ces limites pour qu'il n'y ait pas de joint de rupture; on trouve pour le cas de la figure 190
En général ou trouve que ji^ est négatif, or le coefficient « est essentiellement positif; on peut même considérer les valeurs de )i plus petites que l'unité comme tout-à-fait exceptionnelles; il est donc inutile de considérer les valeurs de 7i plus petites que Hq. Mais au fur et à mesure que le mortier
(1) Le zéro sur l'axe des n se trouve sur Taxe d'oscillation conjugué à i"axe Ox ; l'axe d'oscillation passe par le centre de percussion ou de pression (2.Ô8 ) conjugué à l'axe Ox ; on peut donc résoudre ce problème par les méthodes des numéros 254 , 261 , 283. La construction que nous venons d indiquer est une de ces dernières.
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dime voûte devient plus fluide, le coefficient n croît, le centre de poussée s'élève; pour n plus grand que », , il y a un joint de rupture. La méthode précédente donne dans ce (■as une courbe de pression impossible ; pour ces valeurs de n, la lui suivant laquelle les lignes de pressions se modifient n'est plus la même. C'est pour arriver à déterminer cette loi que nous allons étudier d'abord l'influence d'une rotule placée dans le plan de symétrie, ou de deux rotules symétriques placées à une hauteur quelconque.
■l^O Cas d'une rotule. — En introduisant une articulation dans une voûte, on rend possible une rotation 'h^ entre les deux parties de voûtes adjacentes; l'équation angulaire devient :
/ tl^^ + 'io = u.
Cette équation n'est plus une condition à laquelle la courbe de pression doit satisfaire; c'est une équation que détermine l'angle i^. Il résulte de là que les lignes de pression ne satisfont i»lus aux propriétés des courbes de pressiqn possibles sans joint de rupture; l'extrémité de la poussée n'est plus sur l'hyperbole iirincipale ; les cotés et tangentes n'ont [)lus un pivot sur l'horizontale moyenne.
^Nlais la courbe des centres de pression satislait à une condition nouvelle, elle doit passer par le centre de l'articulation ; la pression sur la section idéale qui passe [tar ce centre doit pivoter autour de ce point. Nous pouvons donc raisonner comme nous l'avons fait au numéro 435 et nous démontrerons que les côtés et tangentes pivotent encoi e autour de i;oints fixes mais tous ces pivots , au lieu de se trouver sur l'horizontale moj'enne , se trouvent sur l'horizontale qui passe par le centre de l'articulation.
Si nous prenons un axe des x quelconque, la condition linéan-e n'est pas la même que si la rotule n'existait pas; elle contient le terme '])qI(,. Mais nous avons déjà fait remarquer (429) qu'eu prenant pour axe des œ, l'horizontale qui passe par le centre de la rotule, la condition linéaire n'est pas changée. ISous obtiendrons donc les positions des lignes des pressions iiour toutes les valeurs de n , en opérant comme
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s'il n'y avait pas de rotule , sauf en ce qui concerne la position (le l'axe des i)ivots principaux, et la position de l'axe des œ.
Soit à déterminer la position d'une corde. Traçons une ligne de pression quelconque , on détermine aisément la hauteur dont il faut la relever pour que le centre de la rotule devienne centre de pression ; relevons la corde considérée, elle est coupée par l'horizontale de la rotule en un point qui est le pivot principal de cette corde. Nous déterminerons ensuite les pivots spéciaux pjar toutes les valeurs de n ; c'est réchelle des n conjuguée à un axe des x passant par le centre de la rotule. Si l'axe des n est déjà tracé pour la même corde et pour un autre axe des ^r, on opère comme au numéro 478. Si aucune opération n'est effectuée . on applique directement la méthode générale en prenant l'axe des .r par le centre de la rotule, on détermine y^, r„ a, et la hauteur h dont il faut relever la ligne de pression tracée pour qu'elle satisfasse à la condition angulaire; on trace l'axe y^ -[- «a'^i ^<^ corde relevée est coupée par cet axe au jiivot spécial à une valeur n. On détermine aussi les pivots pour ii =0, et pour n -= iV \ on divise la distance qui sépare les deux points en n' parties égales; en jirolongeant la division, on obtient l'axe des n. On obtient alors toutes les positions de la corde en joignant le pivot [)rincipal aux divisions de l'axe des n. Ces div^erses proliriétés peuvent se résumer comme suit : Si , dans une voûte on établit une rotule et. si par la pensée, on fait varier le coefficient n, la courbe de pression se déplace en passant par le centre de la rotule; les cordes et tangentes pivotent autour de points situés au niveau de la rotule ; leurs diverses positions forment des systèmes du premier degré en n ; les axes des n ont même projection verticale; le zéro de ces axes est situé sur l'axe d'oscillation conjugué à l'axe horizontal qui passe par la rotulp.
VS I . IBoink' avet' ooîn. — Si on cliasse des coins entre les voussoirs articulés, ou dé[)lace à volonté le centre de pression flans la section passant i)ar la rotule; on obtient (429),
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en manœuvrant les coins, toutes les lignes de pression qui satisfont à la condition linéaire; c'est donc de cette façon que Ton ferait fonctionner les pivots spéciaux des cordes et tangentes. Pour une valeur de n, les coins feront pivoter les côtés et tangentes de la ligne de pression autour de points situés sur l'axe y =^ y^ -\- c/}r,. Pour une autre valeur de n, Yi varie [iroportionnellement à n , les [)ivots spéciaux se déplacent. Si on fait passer n pour tous les états de grandeur , chaque pivot décrit un axe des 7î et t:>us ces axes des n ont même projection verticale.
B. Joints de rupture.
Nous avons vu que l'arc utile de l'hyperbole des poussées possibles sans joint de rupture est com[)lété par certaines parties bien déterminées du contour de Taire des solutions stables; nous connaissons toutes les poussées possibles avec un ou deux joints de rui)tures ; mais à chacune d'elles correspond une valeur du coefficient n ; ce sont ces valeurs de n qu'il s'agit de trouver. Nous allons examiner successivement les différents cas.
'18'î. Joint de rupture nu sommet. — Dans la figure 190, l'arc utile de l'hyperbule principale se complète par un côté horizontal à la hauteur du sommet de l'extrados. Faisons croître n ; nous savons que la corde A'B' pivote d'abord autour du point D' et que le centre de poussée s'élève. Quand le centre de poussée a atteint le sommet de l'extrados , ce point fonctionne comme une cliarnière et d'après ce que nous venons de voir la corde pivote alors autour de la charnière. Nous avons précisément mené l'axe des x par la rotule, l'axe des n déjà tracé convient donc encore pour ces solutions; ou pourra donc lire immédiatement sur l'échelle Eo'E', les valeurs de )i qui correspondent aux diverses positions que prend la corde en pivotant autour du sommet de l'extrados. Menons [lar le point T un faisceau de droites parallèles au faisceau des positions de la corde, nous obtiendrons les pous-
INTEGRATIOX GRAPHIQUE. 443
sees sur l'axe SQ et nous pourrons graduer le côté horizontal (le la courbe des poussées possibles , comme nous avons gradué le côté hyperbolique. Mais la poussée ne peut pas descendre au-dessous de lapousssée minima dont l'extrémité se trouve au sommet ô de l'aire des solutions stables; en portant cette poussée minima en ô's, on obtient la direction d'T de la corde limàte ; on mène cette corde par le point 0 et on trouve qu'elle correspond à une certaine valeur n^ = 18. Pour les valeurs supérieures à n^ la courbe de pression ne se déplace plus , mais deux joints de ruptures se produisent et les angles d'ouvertures augmentent avec n.
Nous remai^querons que pour tracer les courbes fZ) et yd , nous avons appliqué la méthode des cordes (369) ; mais nous nous sommes servi de la corde A'B' et on voit aisément sur la figure comment nous avons obtenu les points î et 9 et les tangentes en ces points ; on voit aussi comment nous avons obtenu deux points et deux tangentes de la courbe 7 îÎ, en prenant deux charnières à l'intrados dans les Joints 4 et 5 (1).
483. Joint «le iMipliirc à la naissance. — L'hyperbole principale peut couper la courbe, des poussées minima, dans la partie où cette courbe est formée par la conjuguée de l'extrémité de l'intrados; le premier joint de rupture se produit alors à la naissance: l'extrémité de l'intrados Amctionne donc comme une charnière' fixe; on traite cette charnière fixe comme une rotule ; on est ramené au cas du numéro 480. Si l'on suit une corde dans ses évolutions , on trouve des résultats analogues à ceux du numéro précédent ; mais pour n = îi, le pivot descend brusquement de l'horizontale moyenne à la hauteur de l'extrémité de l'intrados.
Joint de rupture qui dépend de n. — Le cas le plus
compliqué est celui où l'hyperbule jjrincipale coupe la courbe des poussées minima et se complète par une partie de la conjuguée de l'intrados. Si l'extrémité de la poussée décrit cette partie de courbe, les courbes de pression qu'elle
(1) La méthode que nous avoijs employée est expliquée au Dijraéro484.
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engendre enveloppent une partie de rintrado.s, la charnière du joint de rui)ture se déplace. Il faut alor.s considérer successivement différentes positions de la charnière. Pour chacune d'elles , on assimile la charnière à une rotule , on trace pour une corde l'axe des ii conjugué à l'horizontale qui passe par la charnière , cette corde détermine la valeur de n qui correspond à la ligne de pression considérée.
Considérons deux positions infiniment rapprochées des courbes de pression tangentes à l'intrados; les côtés et tangentes qui se correspondent dans les deux lignes de pression se coupent sur une horizontale qui passe par le point d'intersection des deux courbes de pression; mais ce point se rap[)roclie indéfiniment du point de contact entre Tintrados et la courbe de pression ; on peut donc dire que si l'extrémité de la poussée décrit un arc infiniment petit de la courbe des poussées possibles avec joint de rupture, les cordes et tangentes tournent autour de picots instantanés situés sur l'horizontale de la charnière du joint de ru[)ture. Si on décrit complètement la courbe des poussées possibles avec joint de rupture, les côtés et tangentes de la ligne de pression pivoteront successivement autour de différents points, ces côtés et tangentes envelopperont certaines courbes; dans chacune des positions de la ligne de pression les points de contact des côtés et tangentes avec leurs enveloppes resl)ectives se trouvent sur l'horizontale de la charnière du joint de rupture.
Proposons-n^us d'abord de tracer les différentes positions de la corde qui correspond à une corde donnée. Nous avons montré (369) comment en se donnant la charnière , on détermine la poussée et le centre da poussée; ces éléments déterminent complètement la ligne de pression et on peut trouver la corde chercliée par plusieurs moyens. Mais on peut obtenir la position de cette corde plus directement en considérant h charnière comme une rotule et en opérant comme aux numéros 480 et 482. Traçons une ligne de pression quelconque et la corde dont nous nous proposons d'étudier les évolutions. Il s'agit de voir ce que devient cette corde lorsque la courbe
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(le pression touche l'intrados en un point donné. Cherchons d'abord une courbe de pression qui passe par ce point, nous la ferons pivoter ensuite autour dece point pour qu'elle devienne tangente à l'intrados. Menons une verticale par la charnière jusqu'au côté de la ligue de pression connue qui doit passer par cette charnière ; ou obtient la hauteur dont il faut relever la ligne de pression pour réaliser cette condition ; on obtient immédiatement le i)ivot de la corde considérée. Pour que la courbe de pression devienne tangente à l'intrados, on détermine la poussée par le tracé du numéro 369 ; on obtient alors la direction de la corde sur le diagramme des pressions; connaissant le pivot de la corde et sa direction, on peut la tracer : le problème est résolu. En appliquant cette construction pour un nombre suffisant de positions de la charnière, on obtiendra un nombre suffisant de positions de la corde , on obtient en même tem[)s les points où elles touchent leur enveloppe, on trace cette enveloppe.
Les positions d'une corde étant déterminées, il faut encore chercher les valeurs de n qui y corresi)ondent. Pour chaque l)Osition de la charnière, on peut opérer comme s'il y avait une rotule; on trace l'axe des n conjugué à un axe des ^ passant par la ciiarnière (478 ) ; ia corde déterminera sur cet axe des w la valeur correspondante de n. Pour une même corde tous les axes des n sont déterminés par le faisceau de toutes les positions que cette corde occuperait si le mortier résistait à l'extension ; il suffit donc d'inscrire les valeurs de n sur un .seul axe pour pouvoir lire la valeur de n qui correspond à un point d'un autre axe. Chaque corde coupe l'axe des n qui lui c^n-espond en un certain point; le lieu de ces points est une courbe que l'on peut tracer et qui servira de courbe de rebroussement entre les cordes possibles avec joint de rupture et les cordes théoriquement possibles sans joint de rupture.
Donnons -nous un centre de poussée quelconque, suivons la corde qui y passe jusqu'à cette courbe , suivons ensuite la corde du faisceau des cordes théoriquement possibles sans joint de rupture, nous lirons la valeur de n sur un seul axe
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des ». Les cordes que Ton a tracées ne correspondent pas à des valeurs de n en progression arithmétique; le tableau graphique serait d'une lecture plus facile si Ion traçait les cordes qui correspondent à ces valeurs. Pour y arriver il suffit de mener par les points convenables de la courbe de rebroussement des tangentes à l'enveloppe des jjositions de la corde.
A l'extrémité de la courbe des poussées mininia, correspond une courbe de pression qui touche l'intrados et l'extrados; on trouve i)0ur cette courbe n = n^. Si n croît, il se produit deux joints de rui)ture, mais la courbe de pression ne se modifie plus.
4S.">. Cas divers. — La courbe des poussées minima ne se compose pas toujours uniquement de la conjuguée de l'intrados; il arrive que cette conjuguée se complète par son enveloppée extiême. La charnière décrit alors un arc d'intrados, atteint l'extrémité de l'inlrados et conserve cette position pour un certain arc de la courbe des poussées possibles; on est ramené au cas d'un joint de rupture à la naissance (483). Une corde quelconque subit alors les évolutions suivantes: elle pivote autour de son pivot principal , enveloppe ensuite une courbe , puis elle pivote autour de l'extrémité inférieure de cette courbe qui se trouve au niveau de l'extrémité de l'intrados.
La courbe des i)Oussées possibles avec un joint de rupture peut aus:;i être formée par la conjuguée de l'extrados; ce cas se traite de la même manière que celui du numéro précédent; la seule différence, c'est que la charnière décrit l'extrados.
1S6. .4na;le donverhiro dn joint de riipfnre. — L'angle cVouverturc du joint de rupture est représenté à une certaine échelle xmr le segment de l'horizontale moyenne compris entre nne corde de la ligne de ptression et le pivot principml autour dîiqiiel cette corde tournerait s'il n'y avait pas de joint de rupAiire.
Pour fixer les idées, supposons quil existe une charnière à Textrados; l'angle d'ouverture A est donné par la for-
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mule 23. Soit cl )e segment ilolliorizontale ino3enne compris entre une corde et son pivot principal ; cette corde est la direction de la résultante de la poussée q et d'une force P ; le moment de cette résultante autour da pivot principal s'exprime i)ar Y" cl ou (jrc, selon que l'on prend pour point d'ai)plication de cette résultante un [)oint situé sur la verticale ou l'horizontale du pivot principal ; on a donc :
qc^ = V(^.
La formule 23 devient :
vj'x^vai^.
L'angleA est proportionnel à d ; c'est ce qu'il /allait démontrer. Si le Joint de rupture se trouvait à l'extrados, c, et d changeraient de signe, mais le raisonnement subsiste. Remarquons aussi que réchello des angles A est déterminée par la condition que l'augle é;:al à l'unité est représenté i)ar une longueur u donnée par l'équation
Çds
Cette échelle dépend de la corde que l'on a choisie.
ISl. Cas de deux joînis do rii|iliiro. — Soient A et B les angles de rotation autour de la charnière de l'extrados et de l'intrados; ces angles se déterminent par les équations (7) et (8) ofi l'on fera -i/o = — A ,'-];,=- B; on transforme ces équations en introduisant c, , c^ et r, comme on a transformé les équations (4) et (5); on obtient :
E"(A-B) =qc, -^
E" ( Aa — B&) = (— (? «2 ./. _ ^^^ p ./. ^ f^c., ) Nous avons démontré la relation gc, , -= Pc^, on a donc : E"(A~Bi = P^^ -^-
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La différence A — B est représentée par la longueur cl; occupons-nous de l'angle A. Prenons un axe des x par le sommet de l'angle B , la seconde des équations devient :
E" A a=^i-q y} y; — ry , (3^ r, -f
Pour que A soit nul , on devrait relever la courbe de pression d'une hauteur/^ donnée par l'équation (40); en introduisant cette hauteur //. dans la valeur de X , on trouve :
E"Aa = qli
Soit d' la distance horizontale entre une corde et le pivot autour duquel elle tournerait si la condition linéaire des courbes de pression sans joint do rupture était satisfaite; on trouve comme précédemment :
Prl' = qh , on a donc :
E"A.. = P./' |if.
Dans le cas de deux joints de ru[)tui'e, la corde a une position hxe, mais si n varie , le i)ivot spécial décrit l'axe des n, la distance d' varie et représente A à une certaine échelle ; on reconnaît facilement que les valeurs de d' pour toutes les valeurs de n, s'obtiennent en projetant sur une horizontale l'échelle des }i par des lignes projetantes parallèles à la corde considérée. Il est utile d'avoir l'angle A et l'angle A — B à une même échelle; l'angle A = 1 estj'eprésenté par la longueur it' donnée par l'équation :
E"a = Pu'
Jî/ds
En comparant les valeurs de u. et de u' , nn trouve :
IL =ï± u a
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Un réduit facilement les angles A à réchelle u.
En examinant les (lifférents cas avec attention , on trouve que n peut ci'oître jusqu'à l'inlini et qu'on trouvera toujours des valeurs de A et B. On pourrait donc déduire de là que s'il y a des solutions stables, la voûte tiendra quelle que soit la maçonnerie. .Mais nous remarciuerons que nous avons tracé l'aire des solutions stables pour la voûte non déformée; cela n'a pas d'inconvénient quand les déformations sont petites. Mais si n croit, et si E'' décroît, les angles A et B peuvent devenir grands , les déformations peuvent devenir considérables et on reconnaît sans peine que l'aire des solutions stables diminue. En calculant les déformations, on pourrait trouver par tâtonnements les valeurs de n et de E" pour lesquelles l'aire des solutions stables disparaît. Si la maçonnerie était assez i)eu soignée pour que ces valeurs soient atteintes, la voûte s'eff'ondrait certainement.
1S8. EcraseiMt'ul partiel «les elinriiière!>». — Nous avons su[)posé que les voussoii's résistaient indéfiniment à l'écrasement; la charnière à l'extrados ou à rintradt)s n'est possible que dans cette hypothèse. En réalité, avant que la courbe de pression atteigne l'intrados ou l'extrados, il se produira un écrasement partiel et la charnière sei'a située à une petite distance de l'extrados ou de l'intrados. Il faudrait, d'après cela, modifier légèrement les résultats des recherches [trécédentes. On pourrait déterminer l'aire des solutions stables en i)renant comme hmite de résistance un coefllcient égal ou même un peu plus grand ( 1 ) que le coefîicient de résistance à la ru[iture ; on raisonnerait sur le contour de cette aire comme nous avons raisonné précédemment sur faire des solutions stables jiour une résistance illimitée.
l 1 ) Nous dibODS un peu [ilus grand parce que les coefficients de rupture sont déiei minés [our une pression appliquée à toute l'éleudue de la section comprinjée; queiul une faible jaitie de celte section travaille, la matière environnante sert de ceirtuie tt contribue à augmenter la pression limite. C'est ainsi que par une poinie d'aiguille on [eut exercer par Utité de surface ui e \ ression liés considéiable sans briser une j)ierre.
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% 5. Forme d'équilibre d'une voûte.
4^0. Uéniiîlion el proprîéics. — Isons ap[)elons Ibrme d'équilibre une forme telle, que l'arc mcj-en soit établi suivant une courbe de pression. Cette courbe de pression que nous appellerons courbe de pression centrale, satisfait évidemnnent à la condition angulaire (4), car en tous les points M = 0 , d\/ = 0 et l'intégrale de d'l> est nulle ; elle se réaliserait donc pour une certaine valeur de 7i ; la condition linéaire, sous la forme de l'équation {ô^'-^), nous apprend que cette valeur de n est n = 0.
A la courbe de pression centrale correspond une ligne de pression; ces deux ligues ne coïncident pas; la difTérence entre ces deux lignes dépend de la force fictive /y ( 345); cette force fictive dépend elle-même de la distance du centre de gravité du joint au centre de pression. Dans le cas qui nous occupe , cette distance est très petite , surtout si la surcharge est nulle; aussi dans une première approximation, nous négligerons la force fictive /;. Déterminons, dans cette hypothèse, la poussée moyenne (ji (454;. Pour cela nous devons pour chaque point de l'arc moyen déterminer la poussée q' qui produit une pression tangente en ce point de l'arc moyen ; nous trouvons précisément que la ligne de pression centrale réalise cette condition ; nous obtenons donc la poussée q' = q^ qui produit cette ligne de pression centrale. Nous devons ensuite chercher une moj-enne des- valeurs de q' par l'équation (32) ; on trouve évidemment :
490. Hyperbole principale. — Déterminons l'horizontale moyenne HH' (fig. 200) par la méthode générale; c'est la ligne des pivots principaux. La ligne de pression centrale satisfait déjà à la condition angulaire ; menons une corde AB' ; son pivot principal est le point où elle est coupée par riiorizontale moyenne. Soit QqSU le diagramme des pressions pour la courbe centrale ; on a ^o = QoS. Menons QqT
parallèlement à la cortle AE' ; la corde AB' correspond à une concentration du poids de la voûte eiideux poids appliqués eu A et B' et représentés par ST et TU. Faisons pivoter la corde A B' autour de .son pivot D et sa parallèle Qg T autour de son point T; nous obtiendrons (442) sur ab les centres de poussées et sur S Qles poussées ; ou obtient l'hyperbole y(3 des poussées possibles sans joint de rupture. Ou aurait pu obtenir cette même hjqierbole eu faisant pivoter une tangente C B et sa parallèle menée par U.
■lOl. Joiiifiï de rii|ilure. — Déterminous l'aire des solutions stables. Si l'intrados et l'extrados étaient d'égale résistance (373, 381), l'aire des solutions stables serait comprise entre les hyperboles y§ et a(b conjuguées des extrémités cl et c de l'extrados et de l'intrados ; or les courbes d'intrados et d'extrados ne s'éloigneront pas considérablement de ces formes ; l'aire des solutions stables s'obtiendrait donc en arrondissant les angles a et S par des petites courbes conjuguées de l'intrados et de l'extrados. L'hyperbole principale passe près du sommet /3 , il est donc inutile de tracer ces petites courb.es ; toutefois , pour plus de certitude , on pourrait les déterminer par la méthode du numéro 369.
Deux dispositions i)euvent se présenter. L'hyperbole principale peut sortir de l'aire des solutions stables en coupant le côté horizontal ^|3; l'arc utile se complète alors par une partie de ce côté ; ce côté représente des poussées qui produisent un joint de rupture au sommet de la voûte , la charnière est à l'extrados. L'hyperbole principale peut aussi sortir de l'aire des solutions stables en coupant l'hyperbole conjuguée du point c ; l'arc utile se complète alors par une partie de cette hyperbole ; les poussées qu'elle représente produisent un joint de rupture à la naissance, la charnière est à l'intrados. Pour reconnaître facilement si c'est la première ou la seconde disposition qui se réalise , nous avons pris le point B' sur la verticale du point c; en faisant pivoter la corde A B' , on voit immédiatement si cette corde atteint le point b avant d'atteindre le point c ou réciproquement ; dans le premier cas le premier joint de rupture se produit
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au commet, daus le t^econd cas il se [)ruduit aux naissances. Si la cordé atteignait ces deux points en même temps , les deux joints de rupture se produiraient aussi en même temps. Le tracé graphique indique qu'on se trouve dans ces conditions. Cela ne se présente pas toujours; mais, dans tous les cas, les limites /î, et n^ entre lesquelles n doit rester compris pour qu'il n'y ait qu'un joint de rupture sont toujours très rapprochées i, 1 ).
40*i. .4xe des n. — Nous avons trouvé qu'une ligne de pression tracée avec la poussée moyenne devait , pour satisfaire à la condition linéaire, être élevée d'une hauteur /^ donnée par l'équation
Appliquons cette formule à la courbe centrale; nous avons évidemment en chaque point c' = 0 , donc l'excentricité moyenne d'oscillation Cj donnée par la formule (38) est aussi égale à zéro ; on a donc :
Il = — ■/;.
Déterminons la hauteur r , pour une certaine valeur n=n\ par la construction ordinaire (465, 471 ); déterminons aussi l'inclinaison moyenne (463, 469) et l'axe d'oscillation y^ (461, 470). Cet axe dépend de la position de l'axe des x\ nous avons pris pour axe des x l'axe passant par le sommet de l'intrados. Quand il y a des courbes de pression à un joint de rupture unique, il est avantageux de mener cet axe par la charnière du premier joint de ruiiture; l'axe des n que l'on obtient, convient alors pour toutes les lignes de pression.
Soit K K' l'axe d'oscillation ; c'est l'axe des pivots spéciaux
(1) On peut étudier par l'analyse dans quel cas on aura l'une ou l'autre disposition. Si l'épaisseur de la voûte est constante, le premier joint de rupture est aux naissances dans les voûtes très surbaissées; il est au sommet dans le cas contraire. Si l'épaisseur de la voûte diminue de la naissance au sommet , le premier joint de rupture est plus fréquemment au sommet
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l)Our n == 0. Or la courbe centrale correspond à n = 0 , donc le point 0 , où la corde AB' est coupée par Taxe KK' , est le zéro de l'axe des n. Cherchons I9 pivot spécial de cette corde pour n = w' (nous avons choisi n' = 48); l'axe de pivotement est ?/ = 2/2 -|- a' y; ; portons 0 E = y; , menons E F suivant la direction moyenne, OP' perpendiculairement à EF; traçons riiorizontale du [iointF; c'est l'axe des pivots S[)éciaux (475). La ligne de i)ression centrale doit être relevée de — r, ou descendue de + y; pour satisfaire à la condition linéaire; cette corde vient en EN, N est le point de l'axe des n qui correspond à 71 = n'; on obtient Taxe des n en divisant OE en 7i' parties égales et en prolongeant la division. Ou obtient le tableau graphique de toutes les solutions eu faisaut pivoter la corde A B' autour du point 1) Jusqu'à la position ùl). Pour d'autres dispositions on devrait aussi faire pivoter cette corde autour du point b ou du point c jusqu'à la position bc. Dans la figure ^00, les deux joints de rupture se produisent en même temps pour 71 = 9. Nous terons remarquer que l'échelle ON étant assez petite, nous l'avons remplacée par l'échelle O'N'; nous avons pris 0'D=2 OD ; 0'N'= ON représente alors n = 24.
'Itlît. lloleriiiiiiittMiia exiicU' do la |toii!«i»4ie moyenne cl de Taxe d«'!* n. — Nous a^ons Uouvé approxmiativement que la poussée moyenne est donnée par la valeur (/,= g^ .il est possible de trouver exactement la poussée moyenne. Soit (tig. 201 ; BSU le diagramme des pressions pour la ligne centrale ; portons la force fictive ji en UU'; BU' est la tangente à l'arc moyeu, BU est la pression corresi)ondante. Nous avons supiosé des joints normaux à l'arc moyen, donc l'angle BU'U est droit. Pour obtenir une inxssion sur le joint considère qui soit parallèle à la tangente à l'arc moyen, il faudrait une loussée AS que l'on obtient en menant AU parallèlement à BU'; cette iioussée q' est :
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No'js avons déjà désip;ûé i)ai' p' la force -. (351): on
sin % '
obtient cette force aus-^i facilement qaa p ; ou a donc :
La ftn'mule (32» qui donne la poussée moyenne devient alors :
\(dy\^ ds j^ds/ 0)
ou bien Qi=Qo +P" ;
p" est une valeur moyenne des valeurs p' déterminée par
le quation
dij\^ ds p- ■ ■ " ' '
■je)'^=Jw|f)'
On obtiendra la valeur de p" par un tracé analogue à celui du numéro 464 ou 469; mais comme p' est petit, on pourrait se conteut<^r de prendre une moyenne arithmétique entre deux ou trois valeurs de p'. Quand p' est constant, p" - p'.
La ligne centrale n'est donc pas exactement tracée avec la poussée moyenne ; c'est pourquoi la hauteur dont il faut la relever pour qu'elle satisfasse à la condition linéaire est donnée par la formule (40 ) ou Ton fera c^ = 0 et ^, = q^ 4-p"; on trouve :
Qo
Construisons cette expression. Soient (dg. 201 ) AB =2^' ^ BS = ^0 . BF = /;. Menons AC suivant la direction moyenne , BC perpendiculairement sur AC; on a :
BC = i/|5, DB=i?"/52.
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On a donc; :
La seule moclitication à faire subir à la consti'uction approchée (lu numéro précédent, c'est de porter OE = h (flg. 200) au lieu de porter OE = r,.
§ 6. Arc moyen en chaînette renversée.
40 4. Proprîclés. — La chaînette est la forme d'équilibre d'un fil homogène pesant ; elle a pour équation :
L'axe des y passe par le point le i)lus bas A ( fig. 202 ) ; l'axe des œ se trouve sous le point le plus bas d'une longueur OA = a ; c'est la longueur du fil dont le poids représente la tension Toau point le plus bas. Soit - le poids de l'unité de longueur de fil , on a :
To = r.a.
Ou démontre aussi que la chaînette satisfait aux équations différentielles :
ds dx du
Les trois éléments ds , dx, dy forment un triangle rectangle ; les trois lignes y , a , s doivent former un triangle rectangle semblable au précédent. On connaît de ce dernier riiypotliénuse y et le côté a ; pour le construire traçons du pied de l'ordonnée y comme centre une circonférence avec a pour rayon , menons la tangente BD , le triangle cherché est BDG; on déduit de là que la tangente à la chaînette est la droite BD et que l'on a :
Souarc AB= BD.
Coupons par la pensée le fil au point le i)lus bas ; introdui-
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sons la tension To ; composons cette tension avec les poids lies différentes parties du fil ; nous obtenons une ligne des résultantes; nous savons (132) que cette ligne est la forme d'équilibre du fil ; la chaînette est donc une ligne des résultantes.
Remplaçons la tension To par une com[)ression de même grandeur mais de sens contraire; on reconnaît facilement que toute résultante TB est remplacée par une compression symétrique T B' ; on obtient donc , [)Our ligne des résultantes, une chaînette renverïée par une rotation de 180" autour de la tangente au point le plus bas. Établissons l'arc mo3'en d'une voûte d'épaisseur constante suivant cette chaînette renversée; le poids de la voûte peut très approximativement se transporter sur l'arc moyen; ce poids est proportionnel à la longueur de l'arc que Ion considère ; soit - le poids de l'unité de longueur de cet arc; introduisons une poussée
0.0 = To = fia, nous obtiendrons une ligne de pression qui coïncidera avec l'arc moyen; cette ligne de pression coïncide aussi avec la courbe de pression qui lui correspond , puisque la force fictive p est nulle. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : ki cJwînette renversée est la forme d'équilibre d'une voûte d' éiiaisseur constante sans surcharge{\}.
Tracé gra|ilii«|iio (Piiiie chaiiielle. — Première
méthode. — Dans le triangle B D^ , on a : //- = a:^ + .s* ; donnons à s des valeurs très rapprochées o , h , 2 Jt , 3 h , etc. ; portons ces valeurs sur une horizontale AM ; portons sur une verticale oA = «; les valeurs de ij sont les rayons
(1) J.a chaînette reste encore la lormd d'équilibre quand la surcharge sur un arc AB (fîg. 203) est représentée [lar l'aire comprise entre cet arc AB, Taxe des ce et les ordonnées extrêmes. Cela résulte de la première des équations (2); on en tire i/dx = ads; la surcharge élémentaire est ■^•' udx = Tï' ads ; elle s'ajoute au poids - ds de l'arc; on obtient une charge totale ■ti" ds qui reste proportionnelle à l'arc sollicité.
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menés du point 0 aux extrémités des longueurs S. Soient Vo l/i î/f- ces ordonnées; traçons les droites y = ijo, y = yi, 2/ = ?/2... Du sommet de la chaînette A dont les coordonnées sont ^=0, y^y^ei avec une ouverture do compas égale à /i, nous porterons cette longueur h eu AA', A'A", A"A"'... ; en traçant une courbe par ces points, on obtiendra une ligne qui différera très peu de la chaînette.
5'"^^ méthode. — En développant l'équation (1) de la chaînette , on trouve eu prenant a comme unité :
if = \ A h h- • •
On peut se borner aux trois itremiers termes et construire y ])ar la méthode du numéro 72 ou celle du numéro 253. On peut aussi commencer par construire les valeurs de x' :
œ' = cT*
et alors construii-e :
5'"« méUiode. — On peut construire soit par le calcul , soit au moyen d'une table, soit par Tune des méthodes précédentes, l'échelle des valeurs de la fonction :
pour des valeurs de x en progression arithmétique ; en joignant les divisions de cette échelle à un pôle et en menant des droites parallèles à des distances a= 1, a = 2... du pôle, on obtient les ordonnées de chaînettes de toute grandeur.
400. IBorizonlale moyenne. — L'horizontale mo3'enne est l'horizontale du centre de gravité de l'arc AB (fig. 205) ; on l'obtient de la manière suivante : menons comme au numéro 494 la tangente BD au cercle, de rayon a , décrit du pied de l'ordonnée du point B, comme centre; prolongeons le rayon qui passe par le point de contact jusqu'au point E de l'axe des y ; nous allons démontrer que l'horizontale qui passe par le milieu de la droite EB, est l'horizontale moyenne.
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L'ordoQn'^e de l'horiz natale uioyenua est donnée par l'équation :
ViS = f yds.
Des équations ( 2 ) on tire :
yds -— sdy = adx ,
on a aussi : yds -}- sdy = d (sy).
En ajoutant ces deux équations et en intégrant, ou a :
^ , ax + sy j yds = -— ^ •
L'équation eu y^ donne :
Mais on a :
\ I , ax
OE - X tang O&E = x tang B&D = — .
B& - OE on a donc : y^ = ;
î/j est donc l'ordonnée du milieu de la droite EB , c'est ce qu'il fallait démontrer ( 1 ).
407. Ave d'oselllalîoii coujiigué à l'axe des j?. — L'ordonnée }/.2 de cet axe est donné par l'équation :
?/2 / yd.jc = / f-ds.
Calculons les deux intégrales qui entrent dans cette équation. On a d'abord :
/yds = syi.
(1) Le milieu de la droite EB et le centre de gravité de la chaînette ont même ordonnée, mais ne coïncident pas ; pour avoir le centre de gravité de l'arc de chaînette, il suffit de remarquer que la verticale de ce point passe par le point d'intersection des tangentes en A et en B ( 131 ) ; cette verticale coupe l'horizontale moyenne au centre de gravité cherché.
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On a ensuite ;
yi = «2 -1- s^
L'équation eu y^ donne en rem])lacant ces deux intégrales par leurs valeurs :
ou en remplaçant s'^ par a- -- y^ :
Construisons
d'abord séparément les longueurs :
y' Pi
on aura :
2y'-tp"
Pour trouver y', portons : bF' = pi, H' /; = & H = a ; menons PI'K perpendiculairement à F' H ; on a :
î/' = bK.
En effet, si on menait H K' perpendiculairement à H F', on aurait dans le triangle rectangle K'HF' :
ou «^ = 6K' X pi
d'où bli' = ?/'.
Or on démontre aisément que b K' = bK ; donc on a aussi y' = bK: ce qu'il fallait démontrer ( 1 ;.
(1) On peut aussi considérer cette construction comme une division
graphi lue ; si on prend « = 1 , on a ?/" == — ; on considère 6 H' = 1
comme produit, y" comme le l'acteur 6K porté en abscisse, 2/,,commt; le facteur connu que détermine Tinclinaison de l'intégrale K H'. La droite H F' donne, après une rotat'on de 90° l'inclinaison de cette intégrale,
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On trouve de la même manière :
Divisons la droite KL en trois parties égales; l'ordonnée du point de division le plus rapproché de l'axe des x est :
c'est l'ordonnée y^. Cette construction a l'inconvénient d'exiger un grand espace, c'est ainsi que nous n'avons pu représenter le point L; elle donne en outre un axe très rapproché de l'horizontale moyenne.
405. lncliniii<iion moyenne. — Les cosinus de l'angle que forme la direction moyenne avec l'axe des x et que nous avons désigné par y. est donné par l'équation :
I /dx y J \ds')
scf} ^ I {—. — ) ds
Des équations (2), on tire
dx a , ydii = — , ds ^
a^ y dp
d'où
Remplaçons 5 par \ ^//- — r/-, on trouve :
dx\^ , a
— — I ds ■= a arc cos — ds I
Or, l'angle 2 = D Z/B a pour cosinus r^ : ?/ ; ou a donc :
\ as = a-f =- arc DF.
ds
La valeur de a^ est donc donnée par l'équation sa* = arc DF.
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Portons AM = s , AP = arc DF ; nieûons PN perpendiculairement à AM jusqu'à la demi-circonférence décrite sur A M comme diamètre; AN est la direction moyenne.
En effet, soit A Tangle PAN, on a :
AM cos A = A N , ANcosA=AP; en multipliant ces deux équations, on trouve : AMcos''A = AP, ,. AP arcDF
d où COS^A = —r-; = = a* 1
AM s
on a donc a = cos A ;
ce qu'il feUait démontrer.
^ 7. Comparaison des diverses formes de voiites.
-lOO. Classîlîcatîon «les foruics de voûtes. — Menons des courbes de centres de pression tangentes à l'arc moyen ; nous dirons que la forme de la voûte est du premier ou second genre selon que les courbes de pression tangentes passent au-dessus ou au-dessous de l'arc moyen ; la forme d'équilibre est la forme de passage du premier au second genre : c'est la forme pour laquelle les courbes de pression tangentes coïncident avec l'arc moyen. Cette classification est identi(|ue à celle que nous avons admise (374) pour les courbes d'intrados et d'extrados. Lorsque les épaisseurs de la voûte du sommet aux naissances ne différent pas considérablement, l'arc moyen, la courbe d'intrados et la courbe d'extrados sont du même genre ; mais si l'épaisseur aux naissances est beaucoup plus forte qu'à la clef, il peut se faire que la courbe d'intrados soit du premier genre, la courbe d'extrados du second , et l'arc moyen de l'un ou de l'autre genre.
500. Théorème. — Le pivot des courbes de pression possibles sans joint de rupture se trouve au-dessous de Tare moyen
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dans les voi'des du premier genre; il se trouve au-dessus dans les voûtes du second genre ; il s'éloigne d'autant plus de Varc moyen que la forme de la voûte diffère dhine forme d'équilibre.
Pour fixer les idées, supposons que Tare mo3'en soit du premier genre; traçons l'horizontale moj'enne; au point oti elle coupe l'arc moyen , menons une courbe de pression tangente à cet arc. Pour cette courbe de pression , on aura évidemment c' < 0 ; l'excentricité moyenne c, est négative ; il faut donc abaisser la ligne de pression (441) pour qu'elle satisfasse à la condition angulaire. Le pivot des courbes de pression qui satisfont à cette condition se trouve à l'intersection de l'horizontale moyenne et de la courbe de pression que l'on obtient après l'abaissement ; ce pivot se trouve donc sous l'arc moyen. L'excentricité moj^enne est d'autant plus grande en valeur absolue que la courbe de pression tangente s'éloigne de l'arc moyen ; or, plus l'abaissement c, est grand plus le pivot s'éloignera de l'arc moyen; cela démontre la dernière partie du théorème.
Corollaire 1. — Considérons une voûte du premier genre ; réduisons toutes les épaisseurs de la voûte indéfiniment, mais dans le même rapport; supposons que la charge ne change pas; le pivot I des courbes de pression possibles sans joint de rupture reste fixe, mais l'intrados se rapprochera de plus en plus de ce pivot et il arrivera un moment où le pivot se trouvera sous la voûte. Dans ce cas, toutes les courbes de pression qui passent par ce point sont instables. Considérons une poussée minima, c'est-à-dire une poussée qui engendre une courbe de pression tangente à l'intrados; conservons le même centre de poussée; il faudra diminuer cette poussée pour obtenir une courbe de pression passant par le point I ; donc l'hyperbole principale représente des poussées plus petites que les poussées minima. Si l'intrados passe par le point I , l'hyperbole principale et la conjuguée de l'intrados se touchent en un point ; si l'épaisseur augmente encore, la conjuguée coupe l'hyperbole principale eu deux points qui peuvent s'éloigner de plus.
Corollaire 2. — Considérons une voûte du second genre
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et faisons varier les épaisseurs dans les mêmes conditions Pour une épaisseur suffisamment petite, les poussées représentées par l'hyperbole principale sont plus grandes que les poussées maxima. Si l'épaisseur augmente, les poussées maxima augmentent et dépassent sur une étendue plus ou moins grande les poussées représentées par l'hyperbole principale.
50I . Coiuiuont il faut oomparoi* lo<» voûtes. — Pour qu'une voûte soit établie dans de bonnes conditions, il faut qu'il ne se produise pas de joint de rupture ; nous avons montré précédemment comment on détermine la limite supérieure ?Zi des valeurs de n pour les courbes de pression sans joint de rupture; il faut donc cherchera réaliser la condition :
n < Hi.
Le coefficient )i mesure le degré de compressibilité de la maçonnerie, il dépend du mode de construction ; le coefficient 7îi dépend, au contraire, de la forme et des dimensions de la voûte. Pour satisfaire à la condition précédente et pour s'éloigner le plus possible de ?i=-n,, il faut réduire n et augmenter îîj. Nous pouvons donc dire que pour établir une voûte dans de bonnes conditions, ringénieiir doit augmenter Bi, le constructeuv doit diminuer u. Nous nous occuperons plus loin de la construction; pour le moment, nous voyons qu'il faut comparer les formes des voûtes par le coefficient n.
50*^. Forme d'équilibre. — Nous avons vu (flg. 200) qu'elle était la forme do l'aire des solutions stables aÇty^ et la position 7 (3 de l'hyperbole principale. La poussée qui réalise la courbe de pression centrale ( modifiée d'une quantité très petite p") a son extrémité sur l'hyperbole principale; cette extrémité se trouve à peu près au centre de l'aire des solutions stables ; elle se rapporte à la valeur n = 0. L'arc d'hyperbole, qui représente les solutions qui se produisent quand n augmente, se dirige du point central vers le sommet (3. Lorsque l'arc d'hj'perbole coupe le côté (3 0, l'arc utile a la plus grande étendue qu'il puisse avoir pour une épaisseur
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donnée à ab. Si l'hyperbole principale était coupée par la courbe des poussées rainima en dessous du point b , on pourrait toujours augmenter l'arc utile de l'hyperbole principale en augmentant légèrement l'épaisseur aux naissances.
Supposons que l'on réduise indéfiniment les épais.seurs de la voûte, tout en lui donnant, dans chaque cas, une forme d'équilibre ; l'étendue de l'arc utile diminue , l'angle ÔDA , le segment intercepté par cet angle sur l'axe des ?^ diminuent également. La projection verticale de ce segment varie à peu près dans le même rapport que l'épaisseur e de la voûte ; nous l'exprimerons par ke, d'autre part, la projection verticale d'un segment de l'échelle des n est a* y; ; le segment qui correspond à n = n, a pour projection verticale :
a^r,, ou
En égalant les deux valeurs de cette projection, on obtient :
/ie^
Or le rayon de gyration est proportionnel à l'épaisseur e; on a donc r = k'e; ou tire de l'équation précédente que le produit w, r est constant ; on a donc :
Il résulte de là que le coeflicient n, croît jusqu'à l'infini, lorsque 1 "épaisseur diminue jusqu'à zéro; on pourrait donc, d'après cela, en adoptant une forme d'équilibre et en diminuant l'épaisseur de la voûte, obtenir une valeur de «, aussi grande que l'on voudrait et rendre les joints de rupture impossibles même avec un mortier très compressible. Ce résultat n'est pas absolument exact ; nous avons en effet supposé une résistance illimitée; pour rentrer dans la réalité, il faut attribuer à la maçonnerie un coefficient de rupture déterminé. On trouve alors que l'aire des solutions stables s'annule, pour une épaisseur suffisamment petite; au moment oîi l'aire se réduit en un point unique, on reconnaît
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aisément que ron a ??, = 0. Si on fait croître l'épaisseur, ;?, croît ; mais quand l'épaisseur devient grande, l'aire des solutions stables diffère assez peu de celle qui correspond à une résistance illimitée, donc «, doit décroître ; il résulte de là qu'il y a une épaisseur qui lait passer ;z, ]iar un maxinuim ; c'est cette épaisseur qu'il faut adoi)ter. On peut la déterminer par tâtonnements.
503. Aiilres forme!». — Supposons d'abord une résistance illimitée ; nous savons que pour une certaine épaisseur, l'aire des solutions stables se réduit en un point; nous connaissons la situation de la courbe de [jression unique qui soit stable dans ce cas; il semble que l'on a à peu près f, = 0, c\ == 0, car la courbe de [iression se trouve au-dessus de l'arc moyeu et en- dessous sur des étendues à peu près équivalentes ; cette solution unique correspond donc à peu près à la valeur )«, = 0. En taisant croître l'épaisseur, on obtiendra un arc utile de plus eu plus grand ; mais comme l'axe des ;i croît comme le carré de l'épaisseur , il arrivera un moment où la valeur de w, cessera de croître pour commencer à decroîti'e; tu d'autres termes, >^, passe par un maximum. Pour la l'orme d'équilibre, nous avons trouvé que ?Zj pouvait croître jusqu'à Tmlini; pour une forme qui en diffère peu, nous trouverons une valeur maxima de yi, qui sera très grande; [lour des formes qui diffèrent de plus eu [lus de la forme d'équilibre, nous obtiendrons une valeur inaxima de ??, de plus en plus petite. Si on reprend ce calcul en attribuant à la maçcnnerie un coefficient de résistance détermine, on réduira toutes ces valeurs de ??, à peu près dans les mêmes pro[)ortions ; le résultat de la discussion précédente subsiste encore. On x^eut donc dire qu'une voûte peut être construite avec un mortier d'autant plus compressible sans qii'il se proditise de joints de ruxjtiire, que la forme de la voûte s'upproclie davantage d'une forme d'équilibre.
501. CuncliiNioii!». — La forme d'une voûte la plus rationnelle est la forme d'équilibre; c'est une chaînette, si la surcharge est nulle; c'est une courbe [dus cunipliquée s'il y a :>urcharge; mais, en général , la courbure doit dimi-
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iiuer du sommet vers les naissances. La voûte en arc surbaissé diffère peu de la forme d'équilibre , la voûte eu plein cintre en diffère notamment; la voûte en anse de panier s'en écarte davantage encore. Si pour des motifs étrangers à la stabilité , il est nécessaire de donner à l'intrados d'une voûte la forme d'un plein cintre ou d'une anse de panier, il faut augmenter l'épaisseur vers les naissances ; de cette manière on relève l'arc moyen, on abaisse la ligne de pression; on se rapproche de la forme d'équilibre.
§ 8. Procédés de construction.
505. Epoque du décinlreuiciit. — Rappelons que l'une des premières règles admises dans la construction des voûtes est qu'il faut les déciutrer avant que le mortier ait fait prise. Cette règle se justifie par une propriété bien connue du mortier ; c'est la jiropriété qu'il a de ne présenter une résistance sérieuse à l'écrasement que lorsqu'il a durci sous pression. Il ne faut cependant pas décintrer trop tût; sinon le mortier est très fluide, il est chassé i)ar des joints et ne produit pas son elïet. D'autre part, la compressibilité delà maçonnerie devient considérable; le coefficient u augmente; des ioints de rupture se produisent. Il y a donc une époque précise où le décintrement peut se faire dans les meilleures conditions; on peut la déterminer de la manière suivante. Nous avons vu que pour tracer la courbe de pression qui se produira , il faut connaître le coefficient n ; que l'on construise des blocs de maçonneries quelques jours avant d'exécuter la voûte; ou déterminera par expérience le coefficient n; eu même temps , on verra comm ent le mortier se comporte sous la charge et après combien de temps il s'écrase comme un corps solide. Le décintrement d oit s'effectuer avant que la maçonnerie de la voûte ne soit dans cet état.
500. ll«de d'e\éculion de la maçonnerie. — Nous avons déjà dit qu'il faut construire une voûte de manière à réduire le coeflîcient n autant que possible. Il faut pour cela dimi-
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naer Uicompr<?ssibilité de la maçonnerie. On prescrira donc aux. ouvriers d'exécuter une maçonnerie sei-rée , de réduire l'épaisseur des joints de mo rtier à leur minimum, d'exercer perpendiculairement à c es joints une pression aussi considérable que possible.
507. Défonnaiion!». — Il est souvent indispensable de réaliser avec exactitude une courbe d'intrados déterminée; il faut pour cela calculer les déformations que la voûte subit après le décintrement et donne r aux cintres une surélévation égale à ces déformations. Conn aissant le coefficient n, on peut calculer l'abaissemsnt de diffère nts points de l'intrados au moyen de formules faciles à établir; les intégrales qu'elles contiennent , s'obtiennent graplii quement par des tracés analogues à ceux du § 3 de ce c hapitre; on peut simplifier les opérations en ut ilisant les intégrales déjà calculées pour déterminer la courbe de pression.
50S. Flexion des eintres^. — Les courbes fléchissent SOUS le poids des voussoirs; on peut tenir compte de cette nouvelle déformation par un surliaussement des cintres; mais •v'ela ne suffit pas. Il faut éviter que cette flexion ne se produise pendant la construction de la voûte, sinon il se produit des joints de rupture avant même que l'on procède au décin trement. Four éviter ces effets, il faut charger les cintres avant d'exécuter la voûte. Dans les voûtes en briques, on construit la voûte par rouleaux; les premiers rouleaux forment voûte et soutiennent les autres; la flexion des cintres est peu considérable.
509. Ifioliiles en trois points. — Nous avons fait remarquer qu'il faut donner trois conditions pour déterminer une ligne de résultantes auxiliaires (135) ; la ligne des pressions d'une voûte sera déterminée si on lui crée trois points de passage obligés ; on y arrive en établissant trois rotules , une à la clef, deux aux naissances ou en deux points convenablement choisis. La ligne de pression s'obtient alors par le tracé gra[)hique du numéro; le calcul des dimensions d'une voûte symétrique ou non devient une opération simi)le et facile.
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Ce moyeu a été proposé par M. Dupuit depuis assez longtemps; mais nous ne pensons pas qu'il ait jamais été employé. Les ingénieurs manifestent généralement une certaine répugnance à l'égard de l'idée d'introduire des rotules dans une voûte et peut-être cette répugnance instinctive a-t-elle sa raison d'être. Sans doute le décintremeut d'une voûte ordinaire est une opération délicate, mais quand cette opération est faite dans de bonnes conditions, le mortier durcit et la voûte devient un monolithe. On préfère cet état à celui d'un assemblage d'arcs en maçonneries articules les uns aux autres et vibrant facilement sous les charges.
Dupuit croyait à l'impossibilité d'établir une théorie des voûtes; en proposant l'emploi de rotules , il tournait la difficulté; mais elle rei)arait dans le calcul des déformations. Les rotules ont pour effet d'augmenter les déformations ; il faut les calculer, si on veut réaliser un intrados déterminé et les calculs des delormations supposent une théorie complète des voûtes.
.>IO. .^lorlier de oiuieiil. — Un attribue au mortier de ciment la proi)rieté de résister à des pressions assez considérables, alors même qu'il n'a pas durci sous pression. S'il en est ainsi , on peut décintrer une voûte construite avec du ciment, après le durcissement du mortier. Dans ce cas, la voûte se comporte comme un monolithe, la courbe de pression qui se produit est celle qui correspond à n= 1. Les déformations pendant et après le décintremeut sont excessivement petites; il ne se produit que des déformations élastiques que l'on peut négliger dans la détermination des dimensions des cintres.
511. Voiissoîrs-vt'rriii!». ~ 11 n'est pas démontré que le ciment possède réellement les propriétés qu'on lui attribue; si même ces propriétés existent pour certains ciments, il n'est pas toujours possible d'avoir du ciment de cette qualité. Nous proposons le moyen suivant pour provoquer l'existence d'une courbe de iiression déterminée dans une voûte construite avec du mortier ordinaire.
Établissons provisoirement comme clefs, des voussoirsverrins, c'est-à-dii'e des appareils formés chacun de deux plaques de fonte séparées jiar un verrin. Un levier agit sur ce verrin. On peut réaliser une poussée de grandeur déterminée en faisant agir, sur ce levier , un poids que le calcul indique. Lorsque tous les tassements sont produits, remplaçons successivement chaque ai)pareil par une clef en pierre bien dressée que l'on chassera de manière à changer le moins possible la courbe de pression.
Il est d'abord évident que par ce procède le mortier durcit sous pression et qu'on peut décintrer après le durcissement ; mais nous croyons que ce [)rocédé de construction aurait bien d'autres avantages.
Sujiposons d'abord la poussée nulle; le poids des voussoirs repose sur le cintre et le fait fléchir ; vers les reins seulement une composante du poids des voussoirs produit une courbe de pression. Dès que la poussée se produit , il faut nécessairement que la pression des voussoirs sur le cintre diminue; sinon il se produirait une courbede pression qui coïnciderait avec la ligue d'action de la poussée, cette courbe de pression est instable, elle provoque une charnière à l'extrados. 11 liaut donc admetlie que la poussée va produire des compressions des joints vers l'extrados et que la voûte va se relever audessus des cintres; si la poussée est suffisamment grande, le cintre reprendra sa forme primitive; le decintrement est alors un fait accompli puisque la voûte ne repose plus sur le cintre. On pourra donc ainsi réaliser mathématiquement une courbe d'intrados ayant la forme du cintre avant la flexion. En choi.-issant convenablement la poussée que l'on produit, on pourra réaliser la courbe de ])ression la plus favorable à la résistance. Si la voûte a une forme d'équilibre , on réalisera la courbe de pression centrale. Dans tout autre cas , on réalisera la courbe de pression qui s'éloigne le moins de l'arc moyen : c'est la courbe qui correspond à « = 0 puisque pour cette couibe on a c, = 0, Cj = 0.
§ 9. Influence des g-lissem3nts.
Nous avons, pour sinii)lilîer Texpûbition de notre tliéor4e, négligé l'influence des glissements ; nous allons montrer comment on peut en tenir compte.
51^. Hypothèse. — Soient rfs = «6» (fig. 188) la longueur d'un prisme de section o), K l'efîort tranchant; le glissement produit un déplacement « a" du pointa par rapport à la section b ; dans le cas d'un prisme homogène, cette déformation élémeu taire •/ 0 s est donnée par la formule :
, Kds yds=^--
on a : G = -^ E.
Nous admettons, pour la maçonnerie , la même formule; mais nous remplacerons G par un coeflicient G' qui tienne compte de la présence des joints du mortier; nous poserons:
' G' co
E' = (l + WjG' (47)
Le rapport 1 + m doit se déterminer par l'expérience ; il serait 5 : 2 dans un monolithe ; il est assez probable que les coeflicients E' et G' augmentent à peu près dans le même rapport qua nd la fluidité du mortier devient plus grande , le coetiicient tn serait alors constant ; dans tous les cas , nous prévoirons le cas où le coefficient ru varierait.
ôilS. Coudiiion angulaire. — Les glissements ne produisent pas de mouvement angulaire des sections; la condition A (i = 0 conserve donc la même l'orme ; et toutes les conséquences que nous avons déduites de cette équation dans le § 2 de ce chapitre subsistent sans aucune modiflcation.
514. Couditiou iinéaii-o. — La condition linéaire est A/= 0; nous avons obtenu l'équation (5) en calculant les termes A7 et A'7 dus respectivement à la compression et à
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la flexion ; nous devons y ajouter un nouveau terme A"7 qui exprime ralloDgemcut {)ai' glissemeiit. Soit ds un élément (le l'arc moyen ; le glissement augmente la projection horizontale de cet élément d'une quantité égale à la projection horizontale du déplacement -/ (^i- ; ou a donc :
jy^^t
C'est ce terme qu'il faut ajouter à l'équation (5).
En transformant l'équation (5), nous avons obtenu successivement la condition linéaire sous la ibrme des équations (12), (30), (39), (40), (41), (42). Il est inutile de reproduire le calcul des termes A7 et A'7 qui ne sont pas changés ; il suffit de suivre, dans toutes ses transformations, le nouveau terme dû aux glissements.
L'effort tranchant K a i)0ur valeur :
ds ds
L'équation (46j devient en remplaçant K par sa valeur, en tirant G' de l'équation (47) et E' de la relation E" ~ nE' :
y ds = ' — „,, ( — (/ -7^-1- P-r ) ds. ' E"w \ '' ds ds /
La valeur de A"7 devient :
I / ^^V ^1 C dxdy d£\ ^ J \ ds / 0) "^ J ds ds M I ■
C'est le terme qu'il faut ajouter à l'équation (12).
Nous avons (457) déduit l'équation (36) de l'équation (12) en remplaçant les intégrales que cette dernière contient par leurs valeurs et en divisant par le terme :
Jds
Faisons subir au terme des glissements la même transformation, remplaçons les intégrales qu'il contient par leurs
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valeurs tirées des équations 1 30) et (33); remplaçons l'intégrale qui reste par sa valeur tirée de l'équation (34); introduisons y;; divisons par le môme facteur; on obtient :
E" A'" l:y^ \^^[\-\-m)( q, - q ) fi' r.
C'est le terme qu'il faut ajouter à l'équation (36) qui devient : — -/iL^Z X (ry — /7,)«i^*l — g(î/2— c) + Ui , ou qlVi — c -V -M' 1 + m (3M ] = y.2 — (?, m (3* /i. *
Toutes les proi)riétés que nous avons déduites de l'équation (36) se déduisent de la même manière, de l'équation (36'''*); les coefficients de y; sont seuls changés et il en résulte la modification suivante : l'axe de pivotement ou l'asymptote de l'hyperbole spéciale a pour équation :
«/ = ^2 4--/;iH-"^|5«). (37"^-)
Cette équation remplace l'équation (37).
]\ous avons (459) mis l'équation (36) sous la forme (39); en modifiant convenablement le terme en r, , on trouve : -•/;[(/ + (« — (Z.)>'^ H*] + (ZCj = 0 I
d'où Ci =- r,
Traçons une ligne de pression quelconque ; l'équation (39^'^) n'est pas satisfaite. Pour satisfaire à la condition linéaire , il suffit de relever la ligne des pressions d'une hauteur h donnée l'ar l'équation (40) qui devient :
h = c, - •/; 1 1 + '^~^' m li' I (40*-)
Supposons que l'un ait tracé la [ireniière ligne de i)ression avec la \ outsée moyenne ; on a ^ = g, ; cette valeur de h devient indépendante de in ; on retrouve
Il ré.«ulte de là que la ligne de pression tracée avec la ] ouEsée moyenne relevée de la hauteur h satisfait à la condition linéaire quel que soit ?n.
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515. Pivo! isiK'eial à « = 0. — Traçons une ligue de pression avec la poussée moj^enne; pour n ~ 0, on trouve y; ^ 0; on a donc h = 0^; soit AB (flg. 204 ) uue corde de la ligne de pression relevée de li^c^. Pour cette position AB la condition linéaire est .satisfaite; elle restera satisfaite , si on fait tournt-r cette corde autour de sou pivot spécial ; ce pivot se trouve sur la droite représentée [)ar réquation (37''^*) et qui devient , pour /; ^ 0, l'a.Ke d'oscillation y = ij^. Soit XY cet axe : il coupe la corde AB au point 0 qui est le pivot cherché. Or les deux droites XY et AB sont indépendantes du coefficient »i ; le pivot 0 convient donc pour toutes les valeurs de m. Si en particulier, on choisit ;u = — 1 , on reconnaît que le terme des gli.ssements s'annule: ce point 0 est donc aussi l'origine de l'axe des n que nous avons trouvé, en négligeant les glissements; il est facile de vérifier par la construction qu'il en est réellement ainsi.
5IO. Pî»ol !i>|»écial à n el à m — Traçons encore uue ligue de pression avec la poussée moyenne;; il faut la relever de h = Ci — y;. Soit (fig. 204 ) AB une corde après un relèvement égal à c\; descendons cette corde de OD = /;; nous obtiendrons la position A'B' de la corde lorsque la condition lintaire est satisfaite. Nous obtiendrons le pivot de cette corde en traçant la droite repré.sentée par l'équation (37'''^) ; pour y arriver portons DE = mri ; ou en déduit DF = m[i^-ri ; l'horizontal du point F est l'axe de pivotement ; le point N où cet axe coupe la corde A'B' est le pivot de la corde A'B' pour les valeurs n et m.
517. Axe «les n pour /ji cosiMlant. — Le pivot sjjécial d'une corde d'^'pend des variables n et m; supposons d'abord m constant et faisons varier n. Nous savons par l'équation 33 que y; varie proportionnellement à n; si ;? varie, la figure ODFN varie dans le mèuie rapport : le théorème du n° 475 est donc encore vrai quanil on tient compte des glissements , pourvu que m soit constant.
Portons sur la verticale OD, les valeurs de n = 0, 1,2...; menons toutes les positions corre.spondantes de la <:orde A'B';
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OU obtiendra sur ON une écliolle à divisions égales; c'est Taxe (les n; les points de divisions sont les pivots sj)éciaux pour les valeurs correspondantes de n.
519. Tableau graphique de toutes les solnlions pour «^ constant. — Tout ce que nous avons dit dans le § 4 de ce chapitre est encore ap[)licable ici. Pour obtenir les S()lutions sans joint de rupture (476), on joint le pivot principal d'une corde aux divisions de l'axe des n , on obtient les faisceaux des cordes possibles, les centres de poussées et les poussées pour toutes les valeurs de n. L'axe des n dépend de l'axe des ^; si on déplace l'axe des œ , l'axe des n se déplace en restant semblable et serablablemeut placé par rapport au pivot principal (477). S'il y a une rotule ou un joint de rupture fixe , le pivot principal d'une corde se trouve sur l'horizontale de la charnière, l'axe des n est conjugué à cette horizontale (480, 482, 48.3). Si le joint de rupture se déplace quand n varie, les pivots spéciaux décrivent une courbe qui sert de courbe de rebroussement (484).
519. .^xe des /u pour n constant. — Nous avons obtenu le i^oint N , en portant D F = m jS* vî ; si m varie , D F varie dans le même rapport et il en est de même de D N. Le point D est la position du pivot pour m ^ 0 ; pour ou, = — 1 , on doit retrouver le pivot que nous avons obtenu en négligeant les glissements ; on trouve en effet D F = — jS^ ■/;, on doit porter cette valeur en D H , on a 0 H = /; — 15^ •/; == a* y; ; on retrouve la construction du numéro 475. On peut énoncer le théorème suivant : Si le coefficient m varie, et si n reste constant , le pivot d'une corde décrit sur une droite des segments proportionnels aux variations du coefficient m. En traçant les différentes positions du point N, on obtiendra un axe des coefficients m; D correspond à m =0, Kà m = — 1. En prenant le point K comme origine, on obtiendrait un axe des valeurs de 1 + «^ ou du rapport E' : G'. L'axe des m a la direction de la corde qui correspond à la poussée moyenne; les autres directions des cordes possibles ne font pas un très grand angle avec cet axe; le glissement n'exerce donc pas
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uEe très grande inflaeEce sur la ligne des pressions qui se [)roduit ; elle serait nulle si cette ligne de pression correspondait à la poussée moyenne.
.^'ÎO. Aluiqiiu dos |ii%ot!< spôciniix pouv }7lotji varinhlcs.
— Joignons les difTérents points de l'axe des m, KN au point 0 ; nous obtiendrons les axes des n pour toutes les valeurs de m; la figure est un abaque qui donne immédiatemnit le pivot spécial pour des valeurs données m et n. On entre par l'échelle des ;» et on se déplace vers le point 0 ; on entre ensuite par Taxe des n et on se déplace suivant les parallèles à A' B'; à l'intersection des deux ligues ainsi obtenues se trouve le pivot cherché.
Enjoignant le pivot principal aux difïérents points de cet abaque, ou obtient les solutions i)ossibles sans joint de rupture. La grandeur et la position de l'abaque dépend de la position de Taxe des ^ ; mais comme on doit reti'ouver les mêmes cordes, l'abaque doit rester semblable à elle-même et semblablement jilacée par rapport au pivot principal qui est le centre de similitude de tous les abaques. S'il y a une rotule ou un joint de rupture fixe , le pivot principal est remplacé par un ]ùvot sur l'horizontale de la charnière; l'abaque des pivots est l'abaque conjugué à cette horizontale.
591. Ilélcrminntion de;^ solution.»: pour toutes les valeurs <Jc m et de n. — Nous pouvons toujours en opérant comme précédemment , représenter les évolutions d'une corde ; elle tourne autour de son pivot principal quand il n'y a pas de joint do rupture; à l'extrémité de l'arc utile de l'hyperbole principale correspond une première corde limite ; à ])artir de là la corde tourne autour d'un pivot situé sur l'horizontale de la charnière du joint de rupture; si la charnière se déjjlace, la corde enveloppe une courbe ; au moment où deux joints de rupture se produisent , correspond une deuxième corde limite.
Dans le cas d'une charnière fixe, nous traçons l'abaque des m et n conjugué à un axe des œ passant par la charnière ; l'abaque servira pour toutes les solutions, avec ou sans joint
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de rupture. En faisant pivoter la corde jusqu'à la première corde limite , on trouvera une certaine région de l'abaque ; c'est la région des valeurs de ))i et n pour lesquelles il n'y a pas de joint de rupture. A la corde limite elle-même correspond les plus grandes valeurs de n, mais au lieu d'obtenir comme précédemment une seule valeur limite », , on trouve une valeur limite qui dépend du coefficient m : rii ^ f[m): toutefois pour les raisons que nous avons fait connaître au numéro 519, cette valeur de n varie faiblement avec m. Entre les deux cordes limites se trouve une deuxième région de l'abaque, c'est la région des valeurs de m et n pour lesquelles il y a un seul joint de rupture.
Au-delà de la deuxième corde limite, se trouve la région des valeurs de ))i et de n pour lesquelles il y a deux joints de rupture et qui corresfjondent à une seule courbe de pression définie par la deuxième corde limite.
Dans le cas d'une charnière mobile, l'abaque des m et des n prend une forme plus compliquée. Traçons d'abord l'abaque conjugué à l'axe des x qui passe par la première position de la charnière; cette abaque sei'vira pour toutes les solutions sans joint de rupture; la région qui s'étend jusqu'à la première corde limite peut être conservée ; le reste se modifie comme suit. Supposons d'abord ni constant; le pivot après avoir décrit une droite jusqu'à la première corde limite, se déplace suivant une courbe que l'on trace par la méthode indiquée au numéro 484. On obtient pour cette valeur de m un axe des n courbe et à divisions inégales dans une partie de son étendue. Construisons l'axe des n pour différentes valeurs de )n; réunissons les points qui correspondent aux mêmes valeurs de n par une seconde série de courbes ; nous obtenons l'abaque des m et des n. A chaque position de la corde corres[iondent des valeurs de m et de n que l'on iieut lire immédiatement ; à chaque système de valeurs m et n , correspond un point de l'abaque par lequel passe la corde delà ligne de pression qui se produit. Pour les valeurs de
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m et de a qui so trouveraient au-delà de la deuxième corde limite , il y a deux joints de rupture ; c'est alors la courbe de pression détermint;e par cette corde limite qui se produit.
§ 10. Métho:le expéiit'vs.
55*^. Objfl. — Si Ton voulait établir une voûte de grandes dimensions, nous croyons qu'il serait indispensable de procéder à une étude complète de stabilité de l'ouvrage par la théorie précédente ; il serait même nécessaire, pour une très grande voûte , de recourir aux moyens que nous avons recommandés, pour provoquer une courbe de pression centrale. Pour les ouvrages ordinaires, ou peut se borner à suivre les enseignements de la pratique ; on calcule réi)aisseur à la clef par une formule empirique; on vérifie si les dimensions des reins et des culées sont suffisantes par une métiiode expéditive que nous allons rappeler en lui donnant une forme et une justification nouvelles.
593. Épaîsseiir.-* à la clef. — Soit A l'ouverture, e l'épaisseur à la clef d'une voûte; on peut adopter les formules suivantes :
formule de Léveillé e= - (i+tt,^)
formules de I)ui)uit e = 0,20 1^'' A (voûtes complètes)
é" = 0,15 1/ A (voûtes en arc).
On construirait taciloment des échelles donnant les valeurs de e pour toutes les ouvertures.
5*^1. %'oùics du premier jseiirc. — Règle. Prenons un centre de poussée au sommet de l'extrados ; déterminons la poussée miuima par l'une des méthodes du numéro 367; on obtient une courbe de pression qui touche l'intrados. Prolongeons cette courbe de pression jusqu'à la base du pied-droit; on doit donner aux reins de la voûte et au pieddroit assez d'épaisseur pour que cette courbe soit stable ; il
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convient, par exemple, qu'elle ne dépasse plus la ligne moyenne en dessous du joint de rupture.
Justirication. — La courbe de pression que nous venons de tracer a deux joints de rupture; on reconnaît aisôment que c'est celle qui se produira si le mortier est très compressible. Nous n'affirmons pas qu'elle se produira réellement; au contraire, il faut éviter qu'elle ne se produise; mais nous allons démontrer que par cette fausse position , on obtient un critérium absolu de la stabilité statique.
Supposons d'al)ord que la courbe de pression ainsi tracée passe précisément par l'arête exti^rieure de la base d'appui ; il est facile de voir qu'on se trouve alors dans le cas ofi l'aire des solutions stables se réduit à un seul point (390) : la courbe de i)ressinn tracée est la seule qui puisse se produire ; la valeur de n n'exerce d'influence que sur les angles dont s'ouvrent les joints de rupture. La voûte est ceiienddnt en é(|uilibre; mais il est facile de voir que cet équilibre est sur le point de se rompre; qu'une charnière subisse un petit écrasement, il n'y a i)lus de courbe stable possible, la voûte s'cfïbndre; qu'une charge aussi petite qu'elle soit agisse entre la clef et le joint de rupture intermédiaire, la courbe de pression s'éloigne davantage do la forme de la voûte, la solution stable disparaît , la voûte s'effondre encore (1); que l'on diminue les dimensions des reins et des pieds-droits, la voûte devient encore instable.
Supposons, au contraire, que la courbe de pression que nous considérons passe à l'intérieur de la base d'appui , il est facile de voir qu'il y a alors une aire des solutions stables d'autant [)lus grande que la courbe des pressions est plus éloignée de l'arête extérieure de la base. En augmentant la poussée sans toucher au centre de poussée jusqu'à ce que
(1) Si ou chprgeait la vortle entre le joint de rupture intermédiaire et la naissance , la courbe de pression prendrait une forme nouvelle plus rapprochée de celle de la voûte ; l'aire des solutions stables augmenterait et la voûte serait stable.
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la courbe de pression passe par cette arête extérieure, ou obtiendrait le cùté liorizontal de l'aire des solutions stables ; en faisant pivoter la courbe de pression autour de cette arête, ou obtiendrait l'hyperbole des poussées maxima; si l'une de ces courbes de pression touchait l'intrados, elle donnerait le sommet inférieur de l'aire qui aurait alors une forme triangulaire. Il n'est i)as nécessaire de déterminer cette aire; son existence est démontrée, cela suffit pour pouvoir affirmer qu'il y a des solutions stables ; on peut même espérer qu'en diminuant n, on parviendra à produire une solution sans joint de rupture; mais, pour s'en C(mvaincre, il faudrait appliquer la théorie que nous avons exi)oséo i)récédemmcnt ( I ) .
5*35. Règle npplicnklc s'i toiilc.oi ïcs voùlf's. — La règle précédente ne i)eut s'a[)pliquer qu'aux voûtes du premier genre; pour la rendre ai)plicable à toutes les voûtes, il suffit de la modifier de la manière suivante : menons une courbe de pression qui touche l'extrados et l'mtrados ; la charnière à l'extrados étant au-dessus de la charnière à l'intrados, on obtiendra la poussée qui i)roduit cette courbe, en déterminant l'interseciion de la courbe dos poussées miuima,soit avec la courbe des poussées maxima , soit avec l'horizontale du sommet de l'extrados; on modifie, s'il y a lieu , les dimensions de la voûte i)our qu'à la clef la courbe de i^ression reste à une assez grande distance de l'intrados et pour qu'à la naissance elle reste à une assez grande distance de l'extrados (2). Cette règle .se justifie comme la précédente.
(1) Nous disons i|ue cette règle e.^t un critérium absolu de la stabilité stati(iue , parce (jue nous supposons que la mnconnerie de la votlte soit établie convenablement, sinon il faudrait avoir égard aux considérations qui terminent le numéro 487 et appliquer la règle à la voûte déformée.
(2) On pourrait être tenlé d'applicjuer la méthode du coefficient de stabilité , mais on est très embarrassé pour faire le partage des forces en forces sollicitantes et en forces résistantes ; selon le mode de partage on arrive à des résultats différents. Pour une même voûte, le coefficient de
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5*^0. iSiiuiplilieaiiuiis. — Il n'est pas nécessaire de déterminer avec une grande précision la courbe de pression limite dont il est question dans la méthode précédente; si on trace une autre courbe stable différant assez peu de cette courbe limite, on sera conduit à des dimensions un peu plus fortes; il n'y a à cela aucun inconvénient. La courbe de pression qui sert au calcul de la voiUe p^ut donc s'obtenir d'une manière très expéditive.
On peut d'ailleurs, dans rap[)licati(in, utiliser certaines remarques. Ainsi dans les voûtes du premier genre les joints de ruiiture se produisent à l'intrados à une hauteur à peu près égale à la demi-montée de la voûte com])lète. Dans une voûte en arc, dont l'angle au centre est plus petit que 30", entre la clef et la naissance , la charnière se trouve à l'extrémité de l'intrados.
CHAPITRE VII
Critique des diverses théories des voîites.
§ 1. Théorie de La né- et Clapeyron.
5'Î7. Evpépîeiices de Boii^lard. — On cousitlère d'abord les voûtes comme un assemblage de coins sans frottement : cette hypothèse est contraire à la réalité; elle conduit à des résultats absurdes. En 1822, Boistard publia un recueil de résultats d'expériences sur la stabilité des voûtes ;"ces expériences ont démontré que la rupture des voûtes ne se produit pas par glissement, mais par la décomposition en quatre
stabiliié e.«l ui;e fraction dont les deux lermes ont une différence constante; cette fiaction s'approche de l'unité quand les ternies augnienlent Si on prend la pression aux naissa:jces comaie force solliciiante, on trouve pour le jiied droit un coefTicieni de siabilii.é très cousidéi'able; il se ra,iproche de l'unité si on prend la poussée comme force sollicitante.
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parties , dont deux subis:>eiit une rotation vers l'extérieur et deux vers l'intérieur. La théorie suivante repose sur ces expériences.
5*^S. Tliéorîe de B^ttiiié ol Hapeyron. — Ces auteurs exposent leur théorie de la manière suivante :
'• Parmi les hypothèses sur lesquelles ou a fonde la théorie de l'équilibre des voûtes, la seule admissible est celle qui la ramène à l'équilibre de quatre leviers pesants, assemblés à charnière, égaux en poids aux deux portions de la voûte comprise entre le milieu de la clef et les joints de rupture et à celles limitées par ces joints de rupture et par les bases des pieds-droits. De nombreuses observations, sur une grande quantité de voûtes dégradées, et des expériences faites directement [)ar d'habiles constructeurs, ont prouvé (|ue les deux deiniers leviers tendent à tourner autour des arêtes extérieures de leurs bases et qu'alors les deux premiers, se touchant entre eux par l'arête extrados du milieu de la clef, touchent les autres par les arêtes intrados des joints de rupture.
•' Pour trouver l'équation d'équiUbre de ces leviers, il est donc nécessaire de connaître la position des joints où la rupture tend à se faire dans chaque espèce de voûtes. Or, parmi tous les joints que l'on peut concevoir sur les reins d'une voûte, le joint où la rupture tend à se faire, sera celui jîour lequel le levier supérieur pressera l'extrémité mobile du levier inférieur avec une force horizontale dont le moment pris [lar rapport au point fixe du dit levier, sera le plus grand possible comparé au moment de la i)ression verticale exercée à la même extrémité mobile. •'
Obser-vatioJis critiques. — Au point de vue pry tique , nous verrons que la théorie de Lamé et Clapeyron conduit pour les voûtes du premier genre à une règle qui se ramène (àcilemeut à celle du numéro 524; mais la justification de cette théorie se prête à des objections très graves. On ne dit pas , en effet , si les charnières que l'on détermine fonctionneront réellement ou si l'on admet de propos délibéré une fausse
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position des centres de pression; on ne démontre même pas tliéoriquemeut que la règle assure la stabilité statique. La seule justification de la règle, ce sont les expériences de Boistard ; mais ces expériences n'ont pu embrasser tous les cas; que ferait-on si on devait vérifier la stabilité d'une voûte dont on ignore le mode de rupture , telle qu'une voûte intermédiaire entre l'ogive et le plein-cintre? Il aurait fallu , nous semble- t-il, rendre la théorie indépendante des expériences et démontrer qu'elle donnait un critérium absolu de la stabilité statique; c'est ce que nous avons fait précédemment Malgré cela, la règle est toujours insufllsante pour les grandes constructions, attendu qu'on ne s'occupe pas des l)ressious.
*>'i9. Etéleruiiiialion du Joint de rii|»liirc. — Lamé et Clapej^ron déterminent assez péniblement le joint de rupture ; il s'agit de chercher le maximum du moment qui tend à renverser le pied-droit. On peut aussi raisonner comme suit : Le moment de toutes les forces qui sollicitent la demi-voûte comprend le moment du poids résistant qui est constant et le moment de la poussée ; on est donc amené à chercher le maximum de la poussée pour toutes les positions de la charnière à l'extrados. Soient q la poussée , y l'ordonnée de la charnière pour un axe des œ passant par le sommet de l'extrados, y. le moment autour de la charnière de l'arc de volte compris entre le sommet de la voûte de cette charnière; on a, Qi/ = ij- , donc on doit chercher la valeur maximum de
C'est la première règle de Lamé et Clapeyron ; ces auteurs en déduisent une autre règle qui est la suivante :
" Le point de rupture est celui pour lequel la tangente de l'intrados en ce point vient couper l'horizontale passant par le sommet de la clef, au même point que la verticale passant par le centre de gravité de la masse tendant à se détacher. "
Ce théorème est inexact; les auteurs l'ont déduit de l'égalité
cl -^ = 0 ou du. = dp.
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Mais ils ont négligé dans levaluation de d u., le moment du quadrilatère inliniment petit compris entre les deux positions infiniment voisines de la charnière. Le moment du quadrilatère n'est pas du second ordre; on ne peut pas le négliger.
11 est facile de trouver d une autre manière le théorème vrai qui doit être substitué au théorème faux de Lamé et Ciapeyion. Si on compose la poussée q avec le poids P de lare de voûte cora[iris entre le sommet de la voûte et le joint de rupture, on obtient la pression sur le joint de rupture. La tangente à l'intrados est aussi la tangente à la courbe des centres de pression; or, on sait (346) que la tangente à la courbe de pression est la direction d'une force R', résultante de la pression li et d'une force fictive JJ', ^^^ obtiendra donc R' en composant (/,,P ei^^ ; de là le théorème suivant ; Le point de rupture est celui pour lequel la tangente à l'intrados, en ce point, vient couper l'horizontale passant par le sommet de la clef au même point que la résultante de la force fictive p et du poids de la masse tendant à se détacher.
§ 2. Méthode des courbes de pression.
5SO. fiiyitolhè!»e!» diversiC!». — C'est M. Mery qui a eu le premier l'idée de tracer la courbe des centres de pression (1) ; il n'a pas ignore que pour la déterminer complètement , il aurait fallu étudier les tassements qui se produisent lors du décintrement ; mais jugeant cette étude impossible, il s'est borné à faire passer la courbe de pression par deux points , l'un situé au tiers supérieur du milieu de la clef, l'autre situé au tiers inférieur de l'épaisseur de la voûte dans le joint de rupture. MAL Carvallo, Yvon Villarceau ,
(1) M. Mérj n'a publié sa méthode qu'en 18-10; dès 1833 Moseley a fait connaître l'existence de la courte de pression; mais il a été prouvé qu'en 1829 M. Méry en avait déjà fait usage.
484 INTEGRATION GRAPHIQUE.
De Saint-Guilh3m ont étudié la ferme la plus rationnelle que l'on peut donner à une voûte; leurs calculs supposent Texistence d'une certaine courbe de i)ression ; Carvallo adopte riiypotlièse de M. Méry , Yvon Villarceau et Saiat- Guilliem admettent une courbe de pression centrale. Nonseulement il serait [)lus sim[)le de rem[)lacer tous ces calculs ]tar des tâtonnements gra[)hiques faciles à imaginer, mais il est évident que la courbe de pression que l'on admet ainsi ne se [iroiluira que dans des circonstances exceptionuelles. 531. Mémoire de M. Hiiruiid-€ia}e. — M. Durand- Claye s'est proposé de déterminer l'ensemble de toutes les courbes de i)ression stables; il a donné la solution de ce problème dans un mémoire (jue nous avons déjà cité. Nous avons vu précédemment tout le parti que l'on peut tirer de cette étude; mais, seul , elle n'apprend absolument rien sur la courbe de pression qui doit se produire. Que l'aire des solutions stables soit petite ou grande, qui dit que toutes ces solutions stables ne seront pas rendues impossibles par les conditions de la déformation. Il aurait fallu démontrer que quand il existe des solutions stables, c'est l'une d'elles qui se produira : c'est ce que nous avons fait dans le chapitre précédent.
§ 3. Mét:iodes de MM Drouet3 et Scliefîlsr.
53*1. Théorie de .18. Seliel'ner. — Le premier auteur qui se soit occupé de déterminer par une théorie la courbe de pression qui doit se produire est un savant allemand, M. Schetïïer. Mais , au lieu de fonder celte théorie sur un raisonnement scientifique, il s'est appuyé sur un principe philosophique mal défini , énoncé depuis longtemps par Moseley. ce princi[)e est le principe de la moindie résistance; il revient à admettre que toutes les fois qu'il y a indétermination dans l'état de sollicitation d'un système, le mode d'action qui se réalise est celui pour lequel la résistance que la matière doit opposer est la plus petite possible.
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En appliquant ce principe à une voûte , M. Scheffler énonce la proposition suivante : la poussée qui se produit est la plus petite de toutes les poussées possibles.
Cette proposition conduit précisément au même tracé que la méthode expéditive que nous avons exposée précédemment (525); |iour les voûtes du itreinior genre elle conduit à une règle identique au fond à celle de Lamé et Clapeyron. Au moyen de notre théorie, nous avons démontré que la courbe de pression de moindre i)Oussée est celle qui se produit lorsque le mortier est très compressible. D'aprèi M. Scheffler, au contraire, cette courbe se produirait toujours. Il est facile de réfuter cette opinion.
Le premier défaut de la théorie de M. SchelUer, c'est qu'elle repose sur un principe que l'on n'a pas démontré ; ce n'est pas , en effet , une démonstration que de prétendre qu'en cas d'indétermination, la nature, obéissant à je ne sais quel penchant , se prononce en faveur de la moindre résistance. Il y a plus ; ce principe découle d'une idée fausse , c'est qu'il puisse y avoir, dans la nature, des problèmes indéterminés. Si quelquefois les lois de l'équilibre ne suffisent pas pour résoudre une question, ou dit qu'il y a indétermination statique ; mais c'est une manière de s'exi)rimer , et l'indétermination est si peu réelle , qu'on la fait disparaître dès qu'on introduit les conditions de la formation. Il ne peut y avoir d'indétermination que pour notre ignorance ; la nature n'aurajamais d'hésitation, elle n'aura jamais à obéira une inclination secrète vers telle ou telle solution , elle est soumise à des lois fatales.
Ajoutons que l'on trouverait des milliers d'exemples où le principe de la moindre résistance est en défaut ; il suffît pour s'en convaincre de l'appliquer aux problèmes bien étudiés , tels que celui des poutres à plusieurs travées, ou celui des arcs métalliques.
533. lléuioîre «le 11. Droiieliti. — M. Drouets détermine avec beaucoup de sagacité , la courbe de pression pour laquelle les pressions par unité de surface, dans les joints de plus grande fatigue , sont les plus petites possibles. " Cette
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courbe dépression la plus favorable, satisfait, dit-il, au principe métaphj^sique de la moindre action , car c'est de tous les systèmes d'équilibre possibles, celui qui assure cet équilibre en exigeant des matériaux le moindre effort possible et en développant les forces réactrices moléculaires dans la mesure nécessaire , mais la moindre possible. "
Au fond, M. Drouets applique aussi le principe de la moindre résistance, mais au lieu de mesurer la résistance par la poussée, il la mesure par la pression par unité de surface ; toutes les objections que nous avons faites à la méthode de M. Scheflier s'appliquent à celle de M. Drouets. Nous pouvons y ajouter une objection nouvelle en faisant voir combien le principe que ces auteurs invocjuent est mal défini, puisqu'ils en déduisent des conséquences diamétralement opposées ; en effet, la courbe de pression de M. Scbeffler produirait des pressions infinies , celle de M. Drouets produit les pressions les plus petites possibles.
Il serait intéressant de voir par notre théorie si la courbe do moindre pression est possible et h quelle valeur de n elle correspond. Le procédé employé [lar M. Drouets pjur trouver cette courbe est très compliqué; on. peut y substituer la méthode suivante. Divisons l'arc moyen de la clef à la naissance en deux parties à peu près égales , faisons passer une courbe dépression parles milieux de ces deux parties ; on obtien!<lra entre ces deux points un joint où. la pression passe par un maximum; le milieu de la clef et la naissance sont deux autres joints de plus grande fatigue. Les trois plus grandes pressions seront généralement inégales; faisons pivoter la ligne de pression de manière à diminuer la plus grande^ à augmenter la plus petite, et à conserver la moyenne; après quelques tâtonnements, les trois plus fortes pressions deviendront les mêmes et il sera impossible de diminuer Tuau d'entre elles sans augmenter l'une des deux autres, on obtiendra la courbe de moindre pression. Cette courbe de pression est une de celles qui s'éloignent le moins de l'arc moyen, elle est en partie au-dessus, partie en-dessous. Mais si nous voulons trouver la courbe de pression qui corres^ ond
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à w = 0, BOUS devons satisfaire aux deux équations : c, = 0 etC2 = 0; nous obtiendrons aussi une courbe qui doit se trouver partie au-dessus , partie en-dessous de Tare moyen ; en général donc la courbe qui correspond an =0 difTérera assez peu de la courbe de moindre pression. Mais sauf des cas exceptionnels , la courbe de moindre pression ne satisfera pas à la condition angulaire et ne pourra se produire dans aucun cas. Lorsque la voûte a une forme d'équilibre , la courbe centrale est celle qui correspond à n = 0 (1) ; si l'on suppose que l'épaisseur de la voûte croît proportionnellement à la pression totale, cette courbe centrale est aussi la courbe de moindre pression; si les épaisseurs ne croissent pas suivant cette loi, elles en diffèrent mais très peu.
§ 4. Théorie de M. Dupuit.
La méthode de M. Dupuit peut se résumer dans les deux propositions suivantes qne nous réfuterons successivement.
531. ProposîUo» I. — Dans toute voûte il se produit une charnière à Vintrados. Pour démontrer cette proposition, M. Dupuit étudie les phénomènes qui se passent lors i\n décintrement. Quand la voûte repose sur le cintre, la poussée Cot nulle ; dans les premiers moments du décintrement , la partie supérieure de chaque demi- voûte tombe en obéissant aux lois de la pesanteur (2); la partie inférieure
(1) Nous sommes ici en conlraJictioQ avec M. Drouets qui_démontre par l'analyse qu'il est impossible de trouver une forme d'équilibre. La démonstration de M. Drouets est inexacte; il suppose la courbe de pression identique avec l.i ligne de press'on et la prétendue impossibilité est précisément la condition qui exprime l'identité de ces deux courbes. M. Drouets trouve que le centre de gravité du joint devrait se IrouveP au milieu du joint dans une forme d'équilibre et il considère cette hypothèse comme impossible; or, cette hypothèse est précisément celle qu'il a faite.
(2) Il serait intéressant d'étudier les mouvements que prendrait une demi-voûte, si on décintrait brusquement; nous avons trouvé les propo-
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prend api)ui sur la naissance et reste immobile; l'arête qui sépare ces deux parties sort de charnière à la partie mobile. La présence des deux demi-voûtes sj'métriques empêche ce mouvement de s'accentuer, il se produit une poussée et cette poussée croit jusqu'au moment où elle engendre une courbe de pression statique tangente à l'intrados et alors léquilibre est établi. '■ Si le décintrement s'est opéré lentement, dit M. Dupuit, il est évident que tout mouvement a dû cesser en ce moment et que la courbe n'a pu s'avancer dans l'intérieur; que si le décintrement s'est opéré brusquement, la poussée a pu dépasser cette limite sous l'influence de la vitesse acquise par la voûte, mais réagissant contre la voûte, elle a dû diminuer d'intensité, et, après quelques oscillations, s'arrêter à la force qui suffît pour l'équilibre. "
535. B*ropo»iiioii It. — Le centre de XJOussée se trouve au-dessus du milieu du Joint et au-dessous du tiers supérieur.
Si la poussée n'existait pas , le joint situé au milieu de la clef se déplacerait et il est facile de reconnaître que les déplacements normaux au joint suivent la loi du tra^ièze ; les pressions sur le joint doivent suivre la même loi ; donc la poussée qui est la résultante de ces pressions doit passer par le centre de gravité de ce trapèze ; la l'orme du trapèze indique que le centre de poussée a la position annoncée.
sitions suivantes ; 1" S'il n'y a qu'un seul joint, le bloc supérieur se meut comme un pendule composé, la courbe de pression qui passe par la char riière comprend une courbe de pression dynamique et une courbe de pression statique; ces deux courbes forment un angle; chacune d'elles lait avec les pi-essions des angles que l'on déterminerait par le théorème du numéro 346 ; la force fictive p dans la courbe dynamique est aiig mentée d'une force due à la réaction d'inertie du voujsoir infiniment petit; 2° Si les joints sont infiniment rapprochés, la courbe dynamique est séparée de la courbe statique par un arc de l'intrados; tous les points de cet arc forment charnières; les forces d'inertie se développent dans cette partie de voûte dans une mesure suffisante pour que la courbe de pression coïncide avec l'arc d'intrados.
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M. Dupuit fait remarquer cependant que si les culées cèdent ou si la partie fixe de la voûte se compriment fortement, le trapèze en question peut se réduire en un triangle et que le centre de poussée peut se rapprocher de l'extrados.
o30. Olijeelion générale. — Nous remraquerons , en premier lieu, que M. Dupuit n'étudie que les phénomènes qui se passent au décintrement mais ne considère pas les déformations qui accompagnent la production d'une courbe de pression. Supposons même que son argumentation soit irréfutable, tout ce que l'on peut en conclure c'est que les phénomènes qui se passent au décintrement tendent à provoquer la courbe de pression dont il s'agit. Admettons provisoirement l'existence de cette courbe de pression; considérons chaque demi-voûte séparément, elle va subir des déformations diverses; remettons en place les deux demivoûtes, qui dit que les faces que nous avons séparées vont se joindre, qu'elles ne laisseront pas entre elles un certain écart, ou que les deux demi- voûtes ne vont pas pénétrer l'une dans l'autre. Il y a là deux conditions à établir , ce sont ces deux conditions qui peuvent rendre impossible la courbe de M. Duiiuit.
537. Kéfiilalîon delà proposition I. — Au fond, l'argumentation au moyen de laquelle M. Dupuit démontre la première proposition revient à dire : si chaque demi-voûte existait seule, il y aurait rotation ; donc cette rotation existe. Il nous semble que l'auteur attache beaucoup trop d'importance à un mouvement qu'il reconnaît lui-même comme impossible. Il y a tendance à rotation , il y a tendance à la production d'une poussée , mais de ces deux tendances on ne peut rien conclure.
Si nous supposons un décintrement suffisamment lent , les réactions du cintre sur la voûte diminueront d'après une loi aussi lente que nous voulons, les forces d'inertie seront aussi petites que nous voulons, en aucun instant du décintrement une partie de la voûte ne tombera comme si elle n'était pas soutenue; à chaque instant il se produira une courbe de pression statique compatible avec l'équilibre et les conditions
de la déformation ; et rien ne prouve que cette courbe touche en aucun instant la courbe d'intrados.
Considérons une voûte formée d'un monolithe reposant sur des culé'îs invariables; incontestablement après le décintrement il se produira une courbe de pression bien déterminée par la théorie des arcs continus. Supposons que cette courbe soit tout entière à l'intéric-ur à la voûte ; établissons alors des joints rigoureusement plans sans mortier; ni l'état de sollicitation, ni les déformations ne pourront changer , et cependanl le raisonnement de M, Dupuit s'applique encore; n'est-ce pas la preuve évidente que ce raisonnement est laux.
Notre théorie prouve qu'il n'y a de joint de rupture à l'intrados que si le mortier est compressible et que dans certains cas il peut y avoir charnière à l'extrados, alors qu'elle n'existe pas à l'intrados. On [)eut nous objecter que nos formules ne sont pas mathématiquement exactes ; mais qui nous empêche de supposer des matériaux qui se comportent rigoureusement d'après nos formules; l'argumeutation de M. Dupuit subsisterait encore et serait en désaccord avec des déductions d'une exactitude absolue ; c'est une preuve irréfutable de la fausseté de cette argumentation.
â9H. Itéfufation de la propoMlion II. — La seconde proposition tombe d'elle même, quand la [iremière disparaît ; néanmoins nous tenons à relever certaines erreurs contenues dans la démonstration que nous avons rappelée. M. Dupuit remarque que les pressions sur le joint du milieu de la clef doivent anéantir des déplacements qui suivent la loi du trapèze; il en déduit la loi des pressions. Il y a dans ce raisonnement une confusion entre les déplacements absolus et les déplacements élémentaires d'une section par rapport à sa voisine. La loi des pressions est celle des déplacements élémentaires, mais elle n'a rien de commun avec les déplacements absolus. Supposons une poutre sur deux appuis, la poutre dépasse les appuis, la partie située entre ces appuis est seule sollicitée ; il est bien facile d'imaginer un état de sollicitation qui produise sur les sections extrêmes des déplacements absolus selon la loi du trapèze; on en conclurait
que ses sections extrêmes subissent des pressions, et elles ne sont pas sollicitées. Considérons même la moitié d'un arc métallique encastré à la naissance et calculons la poussée qui ])roduirait au joint supérieur des déplacements suivant la loi du rectangle; le raisonnement de M. Du[)uit donnerait une poussée au milieu du joint ; il est évident, au contraire , qu'une pareille poussée produira une flexion de l'arc et que les déplacements absolus ne suivront pas la loi supposée. Si enfin nous prenons le cas de la demi-voûte et si nous essayons de déterminer la poussée capable d'anéantir les déplacements que la rotation autour du joint de rupture tend à produire , il nous paraît que si on considère la voûte comme décomposée en deux [)arties invariables, on anéantira les déi>lacements dès que la poussée sera assez grande pour fermer l'angle du joint de rupture et cela quel que soit le centre de poussée. Quelle que soit l'hypothèse que l'on fasse sur la nature des matériaux qui constituent la voûte , il nous parait dillîcile de rendre compréhensible le raisonnement de M. Dupuit.
Courbes des déformations et des inclinaisons
— Nous avons vu (120 à 128), qu'en intégrant deux fois la courbe des charges , on obtient successivement la ligne des efforts tranchants et celle des moments fléchissants. La détermination des réactions inconnues ne présente aucune difficulté ( 124) , quand les conditions de la statique suffisent. Dans les autres cas , il faut introduire les conditions de la déformation.
Supposons que la fibre moyenne de la poutre non déformée ne diffère pas sensiblement d'une droite; prenons, pour axe des X, une parallèle à cette droite. Quelle que soit la direction de cet axe, nous l'appellerons horizontale; l'axe des ?/ est alors dirigé suivant la verticale.
Soient : M le moment fléchissant eu un point ;
X, y, les coordonnées de ce point;
I, le moment d'inertie de la section ;
E, le coefficient de raideur à l'extension ;
i , le produit El ou moment (V inflexibilité.
Uuélément dsde la poutre tourne par rapport à sou voisin d'un ansle rf-j» donné par l'équation :
d'\ M dh ,,
—!-=-—- ou c -— = M. (1
rf5 El ds
On sait que les déformations sont toujours très petites ; l'élément ds avant et après la déformation a donc pour valeur ajiprochée :
Os = dx.
Cet élément fait , avec l'axe des x , un angle assez petit pour qu'on imisse le mesurer par sa tangente :
' dx
L'angle des deux éléments voisins, avant la déformation , est mesuré par dr, ; on a donc :
rf'^ = î^dr,,
le signe A représente l'accroissement algébrique dû à la déformation ; on tire de là :
ds dx dx' dx^
L'équation de la déformation devient :
dx"^
\y est le déplacement vertical d'un point de la fibre moyenne; on peut le considérer comme une ordonnée; c'est
INTEGRATION GRAPHIQUE. 495
l'ordonnée de la fibre mo^'enne déformée quand ou pren<l la libre moyenne non déforniée comme ligue de repèi'e ; nous pouvons donc convenir de designer cette ordonnée par y , au lieu de la désigner par \y. On a alors lequation :
Si la fîbre moyenne non djfoi'm'^â est rigoureusement droite et horizontale, y est une ordonnée ordinaire. Sinon, y a une signification plus compliiiuâc; mais il est facile de ramener ce dernier cas au premier. En efïet, rectifions par la pensée la ligne des repères des y , en conservant les mêmes ordonnées pour Ja fibre moyenne déformée; l'équation de la déformatiim i)rouve que M ne change pas ; l'état de sollicitation de la nouvelle poutre est donc le mémo que celui de la poutre donnée ; on est ramené au cas d'une poutre rigoureusement droite. Il importe de remarquer cependant, qu'il faut faire subir aux ordonnées des appuis et des lignes d'encastrements, les mêmes opérations qu'aux ordonnées y.
De l'équation (2), on tire :
vn == / Udx (3)
zy = ffUdx (4)
Il résulte de là , qu'en intégrant deux fois la ligne des M, on obtient successivement deux lignes dont les ordonnées représentent zr, et zy. Mais le coefiicient i est constant ; ces deux intégrales représentent donc aussi /; et ?/ à une échelle que dépend de s et des bases d'intégration (55). Nous désignerons la première sous le nom de courbe des r, ou des inclinaisons , la seconde sous le nom de courbe des y ou des déformations. Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant : La courhe des inclinaisons est V intégr aie premicre delà liyne des moments fléchissants; la courhe des déformations est Vintégrale seconde de cette même ligne des moments fléchissants.
En résumé, on obtient successivement les lignes desK, des ■/;,des y, en intégrant quatre fois la courbe des charges. Mais les intégrales successives sont aussi des courbes de moments ) 105 ) ; les intégrales secondes sont des lignes de résultantes
OU courbes funiculaires ( 132 , 133); on peut donc déduire du théorème précédent les corollaires suivants.
Considérons la surface engendrée par les ordonnées de la courbe des charges; assimilons les forces isolées à des surfaces finies comprises entre les deux ordonnées infiniment rapprochées; la ligne des K représente ces surfaces; la ligne des M, les moments statiques de ces surfaces; la ligne des y;, les moments d'inertie divisés par 2; la ligne des y, les moments du second ordre divisés par 6.
Considérons la surface engendrée par les ordonnées de la ligne desK. La ligne des M représente ces surfaces ; la ligne des •/] , leurs moments statiques; la ligne des y, leurs moments d'inertie divisés par 2.
Considérons la surface engendrée par les ordonnées de la ligne des M. La ligne des /; représente ces surfaces; la ligne des y, leurs moments statiques. Enfin la ligne des y représente aussi les aires^engendrées parles ordonnées de la ligne des y;.
Si on compose les charges avec une force auxiliaire, on obtient une ligne des résultantes; la ligne des M est une de ces lignes; c'est donc aussi la courbe funiculaire d'un fil inextensible portant les mêmes charges que la poutre. Si on opère de la même manière sur les charges fictives représentées par la ligne des K , on obtient la ligne des •/; pour ligne des résultantes et pour courbe funiculaire. Enfin , si on opère de même sur les charges fictives représentées par la ligne des M , on obtient la ligne des y pour ligne des résultantes et pour courbe funiculaire.
5 lO. Règles d^intêgralioii. — Nous avons vu (69) que l'on peut obtenir exactement et très élégamment les n intégrales successives d'une droite; cette règle nous permettra de déterminer rigoureusement, par polygones semi-circonscrits, les hgnes des K, des M, des r, et des y , dans les cas où la poutre supporte des forces isolées ou des charges uniformément réparties.
Cette méthode s'applique aussi au cas où la courbe des charges serait formée d'arcs paraboliques de degré quelconque ; on considère alors chacun de ces arcs comme l'intégrale simple ou multiple d'une ligue droite.
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Si, par exemple, nous reprenons la figure 30 du livre II , nous pouvons considérer p = ka comme une charge uniformément répartie sur un tronçon de poutre ; la ligne des K est la droite A,Bj ; la ligne des M est une parabole du second degré dont les tangentes extrêmes sont Aj/^ et ^jB^; la ligne des Tt est une parabole du troisième degré dont les tangentes extrêmes sont \-^r^ et 53B3; enfin la ligue des y est une parabole du quatrième degré dont les tangentes extrêmes sont A^r^ et ^^B^. Pour simplifier le langage, nous désignerons les polygones semi-circonscrits que l'on obtient ainsi par polygones cCinlégrution ; les sommets de ces polygones se trouvent sur les verticales qui divisent le tronçon de poutre en un certain nombre de parties égales; ces verticales sont les directrices de l'intégratmi.
Dans les applications , on peut quelquefois réduire le nombre de côtés du polygone final en utilisant la proposition suivante : la corde qui joint deux sommets d'un xmJygone d intégration est Vintégrale de l'ordonnée du centre de gravité des extrémités des dérivées des côtés sous-tendus. Ainsi la corde A4B4, dont il vient d'être question, est l'intégrale de l'ordonnée du centre de gravité des points A3, ^3,53, Bj. Enefi'et, soient r,Q , /;,, r,^, yjj, les ordonnées de ces points ; de A* eu B4 , l'accroissement de l'intégrale finale est :
on sait que la quantité qui multiplie Ji est l'ordonnée du centre de gravité des points A3, ^3, s-^ B3; en intégrant cette ordonnée, on retrouvera donc la même corde A4B4.
Règles des signes. — Nous avons admis les iorniules
d-u K -= y pdx , M = y Kdx , i -—^ = M.
Ces formules supposent certaines conventions sur les signes dei>, K, M, y\ il importe de les préciser. Supposons d'abord que l'on intègre de droite vers gauche ,
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c'est-à-dire que l'axe des x et les bases d'intégration soient dirigés vers la gauche, les axes d'ordonnées sont tous dirigés vers le bas ou tous dirigés vers le haut. On reconnaît sans peine que l'ordonnée K représente la résultante des forces qui sollicitent le tronçon de poutre situé à droite du point considéré; l'ordonnée M représentera le moment de cette force et sera dirigée vers la concavité de la libre moyenne déformée. II résulte de là que (Pij et W sont positifs en même temps et cela justifie la formule des déformations. Une autre convention , sur le signe des M, aurait conduit à la formule
Supposons que l'on intègre de gauche vers droite, c'est-àdire que l'axe des x et les bases d'intégration soient dirigés vers la droite; cette hypothèse revient à changer les signes des ûx\ donc les intégrales d'ordre pair M et // restent fes mèntei* , mais les intégrales d'ordre impair K el; y; changent de signe. Il est facile de reconnaître directement qu'il doit en être ainsi; il est évident, par exem|)le, -ciue l'ordoiinée K représentera la résultante ^^i forces qui sollicitent le tronçon d€ gauche \ or cette résultante doit faire équilibre à la résultante des autres forces,- donc les deux efforts tranchants sont égaux et de sens contraire. Nous pouvons résumer comme suit toutes les considérations qui jvrécèdent : i" les charges, les forces et les y sontiwrtés suivant leurs directions; 2'^les momenïs fléchissants sont représentés par de» ordonnées dirigées vers la concavité delà fibre moyenne déformée; 3° selon que Von intègre vers la gauche ou vers la droite, Veffort tranchant est la résultante des forces qui soll'.citent le tronçon de droite ou le tronçon de gauche; 4^ V or donnée /; change de sens avec Taxe des x.
Il est évident que c'est le sens de la base de l'intégration (iui indique que l'on intègre vers la droite ou vers la gauche; mais , dans chacun de ces cas , il est indifférent de tracer la courbe intégrale à partir de l'une ou l'autre extrémité.
54'i. .lléihode générale. — Lorsque les conditionsd'équilibre ne suffisent pas pour déterminer les réactions des appuis,
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on doit utiliï-er les conditions de la déformation. Pourcliaque travée, on intègre deux fois la courbe des charges ; le lieu des M que l'on obtient ainsi doit être rappcjrté à une ligne de repère droite que nous appellerons ligne des M'. Si on intègre deux fois la ligne des M , on obtient la ligne des // et celle des y , mais, en prenant pour lignes de repère les intégrales de la ligne des M' (05) , ce sont les lignes des ri et des y. La question revient à traf*er soit la ligne des M', soit celle des r! , soit celle des tj. La ligne des /,' est une parabole da second degré que l'on détermine par deux tangentesextrèmes; la ligne des y' est une parabole du troisième degré que Ton détermine par un polygone d'intégration de trois côtés. Ces polygones d'intégration doivent satisfaire à certaines conditions: ce sont les conditions de la déformation. Nous verrons qu'en exprimant ces conditions on détermine soit la ligne des ?/' , soit celle des r! , soit celle des M'; chaque problem;e peut aussi être résolu de trois manières ( 1 ).
Remarquons que les lignes des K , des M , des y;, des y ont deux espèces d'ordonnées : 1° les ordonnées limitées aux lignes des K', des M', des y;', des y', qui refvrésentcnt les véritables valeurs de K, M , •/], ?/; 2'^ les ordonnées absolues que nous désignerons par K", M", r!\ y'\
( 1) Ed statique graphique, on étaWit la théorie des poutres droites en considérant la courbe des y comme uœ courbe funiculaii-e. Or la courbe funiculaire est une intégrale seco-nde ; on trace- donc aiuai l'intégrale seconde de la surface des M , sans utiliser l'iatégcale première ; on supplée aux règles d'intégration que l'on ignore pardes artifices particuliers. Ce.s artifices consistent à décomposer la surface des M en parties connues et inconnues.
La statique graphique ne donne [)as une solution complète des problèmes; elle les ramène à la recherche de certains centres de gravité et de certaines surfaces. Au contraire, en appliquant les prLiacipes que nous venons de rappeler et que nous avions déjà publiés dans le BtUletin me^isuel de déceudjre 1877, on arrive à trois solutions- graphiques complètes, toutes les fois que les charges continues s'expriment par des fonctions entières. La soluûon la plus simple est précisément celle qui échappe à la statique graphique.
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Les lignes des K, des M , des r, , des y sont aussi celles des
on a: K = K" — K', M = M"— M', y; = vi" - y,', y=y"-y'.
^ IS. I*rineipe de ■''indépendance de<< effets des forces.
— Une poutre est sollicitée par différents groupes de forées ; on détermine les éléments K, M, /;. y pour le premier groupe; on détermine ensuite ces éléments pour les autres groupes , mais en supposant les appuis et les encastrements de niveau; on superpose tous les résultats ; on obtient les éléments de la poutre donnée sollicitée jiour toutes les forces considérées.
En effet, en super^tosant les K", M", //', y" d'une part, les K', M', y! ?/' d'autre part, nous obtiendrons évidemment les éléments d'une certaine poutre sollicitée par toutes les forces considérées. En ajoutant des groupes de forces en équilibre, on obtient un nouveau système de forces en équilibre; donc les conditions de la statique sont satisfaites après la superposition ; voyous s'il en est de même des conditions de la déformation.
Sur un appui, on trouvera une déformation ly'^ — ly^ ; soit ^ l'ordonnée de cet appui; pour le premier groupe de forces, nous avons déterminé l'état de sollicitation de la poutre en tenant compte des niveaux des appuis , donc :
Pour les autres groupes de forces, au contraire, nous avons déterminé l'état de sollicitation en supposant les appuis de niveau ; donc :
On a donc :
La condition de la déformation est satisfaite sur l'appui.
Le même raisonnement s'applique à un encastrement ; outre l'ordonnée y de l'appui, ou donne la direction y, de l'encastrement. Pour le premier groupe de forces, on a :
yf y' = y.
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Pour les autres , on a :
On a donc :
1-/5"-:^ // = ■/;, ce qui prouve que la condition de la déformation est satislaite aussi, quand il y a encastrement.
Remarques. — 1" Si on suiierposait les effets des forces sans avoir soin de supposer les appuis de niveau pour tous les groupes de forces sauf le premier , on obtiendrait évidemment
Ir,"
Ir,' = Ir,.
11 faudrait donc aussi superposer les ordonnées des api)uis et des lignes d'encastrement pour obtenir les appuis et les encastrements de la nouvelle poutre.
2*^ Divisons les forces en deux groupes et supposons que le premier groupe se réduise à zéro ; le théorème généra', devient le corollaire suivant : on obtient les éléments cVune imutre en superj)osant : 1° les éléments iVune i^oiitre non chargée soumise aux niêmes conditions ; 2'^ les éléments cVune jwutre sollicitée par les forces données, les apxmis et encastrements étant rendus de niveau ( 1 ).
§ 2 Raccordement des arcs paraboliques.
541. l*ro!iIèiuc à résoudre. — Considérons pour fixer les idées , le cas d'une charge uniforme p ; intégrons en divisant la poutre en tronçons; on obtient pour chaque ligne des polygones d'intégration qui appartiennent à une même parabole. Si, en passant d'un tronçon au suivant, la charge
(1) Nous démontrerons plus loin (G70) que ces théorèmes s'appliquent aussi aus arcs courbes. La démonstration plus générale que nous donne- .rons à cette occasion est aussi applicable ici.
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varie de p à p' , l'intégrale première sera formée de deux droites formant un angle ; l'intégrale seconde , de deux arcs paraboliques tangents ; l'intégrale troisième, de deux arcs paraboliques ayant un contact du second ordre; enfin la ligne des 7j ou l'intégrale quatrième sera formée de deux arcs paraboliques avant un contact du troisième ordre. Si entre les deux tronçons agit une force isolée, la ligne des K présente une discontinuité ; la ligne des M , un angle ; la ligne des •/] , un contact du premier ordre; la ligne des y, un contact du second ordre. Si, dans une section, on introduit un couple isolé , la ligne des M présente un saut brusque , celle des y;, un angle; celle des y un contact du premier ordre. Le problème suivant présente donc de l'intérêt : deux arcs paraboliques se raccordent 2>ar un contact dhin certain ordre ; quelles sont les relations entreles x>olygones d'intégration.
Nons supposerons d'abord que les arcs paraboliques soient du même degré; nous verrons ensuite comment les résultats obtenus peuvent se généraliser.
54L5. Tliéoi'èiue fonilauicnliil. — Si deux arcs paraholiqujs de degré n se raccordent par un contact d'ordre k, les k côtés des polygones d' intégration, comptés à partir du point de jonction, xieuvent être considérés comme les polygones d'intégration de deux arcs paraboliques de degré k; ces arcs font partie d'une même parabole.
Nous exprimerons que deux arcs paraboliques ont un contact d'ordre k , en égalant , au point de jonction, dans les deux arcs , les dérivées :
dp (Pg d>iy
dx ' dx'^ dx^
Mais nous avons démontré (69) qu'il existe des relations entre les dérivées à l'extrémité d'un arc parabolique et les différences successives des ordonnées des polygones d'intégration ; ces relations sont de la forme :
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On a :
Si on remplace //« par la rotation y , il vient : h h h (Pij
Posons
On a
n n — \ n — 2 fJx^
û}]j _ nOi— I)(n— 2) A^//
Exprimons le contact d'ordre k, en remplac-ant les dérivées par les expressions analogues à la précédente; les coefficients numériques disparaissent comme lacteurs communs ; il faut donc que les expressions :
A^ A^2/ AA
aient les mêmes valeurs dans les deux polygones d'intégration.
Considérons les deux paraboles de degré k définies par les côtés les plus voisins de chacun des polygones d'intégration ; les conditions précédentes sont précisément les conditions nécessaires pour que ces paraboles aient un contact d'ordre Il ; ces paraboles de degré li n'ont un contact d'ordre k que si elles coïncident.
Cette parabole est la parabole dit contact; \q polygone du contact est le polygone d'intégration que l'on obtient en réunissant les deux arcs de cette parabole en un seul ; les directrices de ce polygone sont \e& directrices du contact.
Corollaire. — On donne le polygone d'intégration de l'un des deux arcs paraboliques qui ont un contact d'ordre k; on peut trouver les k premiers côtés de l'autre polygone d'intégration, En effet , les k premiers côtés du polygone connu déterminent la parabole de contact ; on peut obtenir les poly-
gones d'intégration de tout arc de cette parabole en la considérant comme l'intégrale multiple d'une droite ; on obtiendra donc facilement les k côtés que l'on cherche.
Cas particulier . —'èi deux arcs compris entre deux mêmes verticales ont, à l'une de leursextrémités , un contact d'ordre k, les polygones d'intégration ont k cotés communs. En effet, les deux arcs de la parabole de contact étant compris entre deux mêmes verticales doivent coïncider ; il en est donc de même de leurs polygones d'intégration.
5 IG. tontaci du <»ccoiMi ordre. — Les côtés adjacents au côté co/iimun se coupent sur la verticale menée à égale distance des extrémités , de ces côtés , qui sont les 2)lus éloignées du point de contact.
Soit (fig. 206) A le point de contact ; les côtés AB' et A.B forment un côté unique s'il y a contact simple. Supposons que le contact soit du second ordre ; les côtés ABC, AB'C enveloi)pent une même parabole. Réunissons ces deux arcs en un seul ce ; les côtés CF et FC sont les tangentes extrêmes , donc le point F est sur l'ordonnée qui divise CC en deux [)arties égales. Cette ordonnée est la directrice du contact; on l'obtient aussi en portant hf= aU. Le i)ol3'gone CFC est le pol^'gone du contact d'ordre 2.
547. Contact du troii»ièuie ordre. — Le polygone du contact d'ordre trois est circonscrit au polygone du contact d ordre deux.
Si le contact est du troisième ordre , il est à plus forte raison du second ordre ; la proposition précédente est donc applicable. Il faut aussi que les trois côtés DCBA et les trois côtes AB'C'D' appartiennent à deux arcs d'une même parabole du troisième degré. Réunissons ces deux arcs en un seul ; soit DHKD' le polj'gone d'intégration de l'arc total DD'. Considérons cet arc total DAD' et le premier arc DA de la parabole du contact d'ordre 3; ces arcs coïncident; à plus forte raison , ils ont en D un contact d'ordre 2. Appliquons le théorème précédent ; DCB et DHK définissent deux arcs d'une même parabole du second degré; donc les tangentes
CB et HK se coupent au milieu de rintervalle qui sépare les verticales des points B et K; il est facile de voir que ce point est F. En effet, soient À = ab , À' = ab' les projections horizontales des côtés des polygones d'intégration ; on a : cf -=!-{- A', cb =^l , donc fb = /.'.
On a aussi kcl' = X + À' , fd'= À-f /'+ >«' ; donc fk = /'.
Ces deux égalités donnent :
fb ^ fil.
Donc le coté HK passe par le point F; cela démontre le théorème. •
5 IS. Coiilael du qnalrièrin' ordre. — Le polygoyie (lu contact (Vordre quatre est circonscrit au jmlygone du contact d'ordre trois.
Les polygones EDCBA et AB'C'D'E' appartiennent à une même parabole du quatrième degré; soit ELMNE' le pol}-goue relatif à l'ensemble des deux, arcs; démontrons qu'il est circonscrit au polygone DHKD'. Exprimons qu'au point E les avis EAet EE'dela parabole du contact d'ordre quatre ont un contact du second ordre ; on prouve comme précédemment que le côté LM passe par le point H. Exprimons ensuite qu'au point E', les arcs EE' et AE' ont aussi un contact du second ordre ; on prouve que le côté MN passe par le point K; cela démontre le théorème.
5-10. Contact d'ordre n. — On vérifie le contact d'ordre n en traçant successivement les polygones des contacts d'ordre P, 3 . .n ; chaque polygone est circonscrit au précédent.
Soient (fig. 206) ABCDE et AB'C'D'E' les polygones de n côtés qui appartiennent aux deux arcs de la parabole du contact d'ordre n. Réunissons ces deux arcs en un seul; soit ELMNE' le polygone d'intégration de l'arc unique. Les directrices de ce polygone sont à une distance facile à calculer; soient : 1 la projection horizontale de chacun des côtés du polygone ABCDE, /' la projection horizontale de chacun des côtés du polygone AB'C'D'E' ; l'arc EE' a pour projection
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horizontale w (?. -f ^') ; chacun des côtés du polygone ELMNE' a donc [JOur projection 1 + /'.
Supprimons les côtés ED, D'E'; les polygones qui restent, ABCD et AB'C'D' appartiennent à deux arcs de la parabole du contact d'ordre 7i — \; réunissons ces deux arcs en un seul et soit DKHD' le polygone d'intégration de l'arc total ; il faut démontrer que ce polygone est inscrit dans le polygone ELMNE'.
Soient : K , le /i'^'""= sommet du polygone DKHD'; M et N, le k'^"'^ et \e k -+- l''^'"" sommet du polygone ELMNE'; nous allons calculer les coordonnées de cm points etdé nontrer que le point K se trouve sur le côté MN. On trouve facilement les abscisses des points M, N, K ; prenons la projection e du point E comme origine ; on obtient :
point M, œ -= h(l-\- 1') point N, œ< = {k + \){l + l') point K, œ"=k [1 + >') + >•
On en déduit ;
œ" = x -}■ A œ' = œ" 4- /■'• La verticale du point K divise donc MN dans le rapport X : À'; pour que le point K soit sur MN, il faut et il suffit que les ordonnées z, z', z" des points M, N , K satisfassent à la relation
Partons du point E et soient , comme au numéro 69 :
les ordonnées du polygone EDCBA ; on obtient une ordonnée quelconque par la formule symbolique :
Passons du polygone EDCBA au polygone ELMNE' ; prenons (69) la valeur d'une différence; soit par exemple ;
., Il ti h
û?yn = — r r y-a-Z,
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La dérivée y^-s est la même par les deux arcs EA et EE' de la même parabole ; mais pour le premier arc , on a /i = ni ; pour le second , on a h = n{l + }.') ; on voit donc que h varie dans le rapport :
Il résulte de là que A^ijn devient r'A'?/„ quand on passe du polj^gone EDBCA au pol3'gone ELMNE'. Comme cette relation est générale, on peut dire que dans la formule symbolique il faut remplacer A par rA. On a donc :
^ = (1 +rA)'<ijn (2)
z'^{l+rà)^+^ijn. (3)
Considérons de même les /j'èmes sommets du polj'gone DCBA et du polygone DHKD' ; on a , pour le premier :
Pour passer au k'^"'" sommet du polygone DHKD' , on doit remplacer A par rA , donc :
z" = (1+ rA)' î/l .
Mais l'ordonnée y^ du point B a pour valeur :
On a donc :
Vérifions que les valeurs de z,z', 0" satisfont à l'équation (1). Le second membre de cette équation tlevient en remplaçant ï -\- }.', /, /.' par les quantités proportionnelles r, 1 , r — 1 .
•rf r
Les équations (2), (3), (4) donnent symboliquement z' =(l + rA)3r, .?"=(1 -\-à)z.
(Ibis)
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L'équation (!'''") devient l'identité :
Cela démontre le théorème.
Corollaire. — Vne iiarahole de degré n esl déterminée par son polygone d'intégration ; trouver un point quelconque et la tangente en ce point.
Soit le polygone ELMNE'; on demande la tangente au point de la parabole qui se trouve sur la verticale a.
Supposons le problème résolu ; soient : A, le point cherché ; EDCB.V et AB'C'D'E' les polj'gones d'intégration des arcs paraboliques EA et AE'; ces deux arcs font partie de la même parabole; nous exprimerons qu'il ont en A un contact d'ordre n. Connaissant le polygone ELMNE', on peut tracer les polygones des divers contacts de ces deux arcs; on trace d'abord les directrices d'intégration de ces deux arcs et les directrices des divers contacts en divisant : ea, a.e\ ee' en n parties égales ; dd' , en n — 1 parties égales; cd , enn — 2 parties égales, etc. Cela étant le polj'gone du contact d'ordre n— 1 s'inscrit en DHKD' dans le pol3-gone ELMNE'; le polygone CFC du contact d'ordre n—2 s'inscrit dans le polygone DHKD'; finalement la tangente commune BB' s'inscrit dans le polygone du contact d'ordre 2 ; le problème est résolu.
On peut donner le polygone EDCBA et demander la tangente en un point situé sur une verticale extérieure e'. Menons les directrices de l'arc inconnu AE' et les directrices des divers contacts qui existent au point A entre l'arc connu EA et son prolongement AE' ; on peut alors tracer successivement CFC, DHKD', ELMNE'; on obtient CFC, en prolongeant CB jusqu'en F et en joignant FB', que l'on prolonge jusqu'en C ; on obtient les autres polygones de la même manière ; finalement on obtient la tangente D'E'.
Contact de deux paraboles de degrés difTérenls
Soit à exitrimer le contact entre une parabole de degré n et une parabole de degré n — 2 déterminées par leurs polj'gones d'intégration. On peut toujours considérer la parabole de
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degré n — 2 comme un cas particulier de la parabole de degré n ; il suffit dans cette dernière d'égaler à zéro les coefficients des deux termes des plus hauts degrés ; elle donne lieu dans cette hypothèse à un poh^gone d'intégration de n côtés ; si on connaissait ce polygone le problè me serait ramené au cas précédent de deux paraboles du même degré.
Pour l'obtenir, considérons la parabole de degré ?2 — 2 comme l'intégrale n — S'^™" d'une droite ; opérons comme si cette droite était une parabole du troisième degré ; le polygone d'intégration de cette dernière a ses trois côtés en ligne droite ; intégrons cette parabole n — 3 l'ois , nous obtiendrons le polygone d'intégration de n côtés appartenant à la parabole de degré w — 2.
La transformation du polygone de ?z — 2 côtés en polygone de n côtés peut aussi se faire en appliquant le théorème suivant : une iparabole de dégrève, peut être considérée comme cas particulier d.'ime parabole de degré n-h 1 ; le polygone d'intégration rfe n -t- 1 côtés est inscrit dans le polygone de n côtés.
11 est facile de voir que le théorème est vrai pour une parabole du second degré que l'on considère comme une parabole du troisième degré. Nous allons supposer que le théorème soit vrai pour une parabole de degré n — \; démontrons qu'il est également vrai pour une parabole de degré n.
La parabole de degré n est l'intégrale d'une parabole de degré n— l k laquelle on peut appliquer le théorème. Soient ( fig. 207 ) : ABC , deux côtés du polygone d'intégration de la dérivée ; DE un côté du polj-gone d'intégration que l'on obtient eu considérant cette dérivée comme de degré n; A'B'C, les côtés qui sont les intégrales des ordonnées des points A et B ; démontrons que la dérivée du côté inscrit D'E' est l'ordonnée du point D.
Soient : A et B les ordonnées des points A et B , dérivées des côtés A'B' et B'E'; y la dérivée de la corde D' E'; en exprimant de deux manières l'accroissement de l'ordonnée d'un point qui passe de D' en E', on trouve :
y< ÔF =^ aW + B'Fë'.
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L'ordonnée ij est donc l'ordonnée du centre de deux poids cVV et Z/'e' appliqués en A et en B ; ce centre divise AB dans le rapport inverse du rapport (XU : Ve\
Pour démontrer que ce centre est le point D , il faut donc prouver que l'on a :
ad : dh =- b'e : h'cV.
Soit 0 l'origine d'abscisse ; on a :
Oa = (/i-l}— ^, Orl = k-, Ob==k-^,
d'où
d'où
(n — k)h „ kh
ad = -^- -rr , dà =
ad n — h
db n
On trouve de même :
d'où
dJV_ _ n b' e' ~ n —k
En comparant les valeurs des rapports ad : db et d'b' : b'e', on trouve :
ad : db = b'e' : b'd'.
C'est ce qu'il fallait démontrer.
Ce que nous venons de prouver pour le côté D'E' existe pour toutes les cordes analogues inscrites dans le polygone A'B'C'...; l'ensemble de ces cordes forme donc le polygone d'intégration de n -f 1 côtés ; il est inscrit dans le polygone de n côtés.
Remarque. — Dans le cours de la démonstration précédente , nous avons établi une iiroposition qui sera souvent appliquée dans ce qui va suivre ; nous l'énoncerons comnae
suit : la dérivée rXime corde D'E' qui sous-tend V angle B' d'un i>olygone est l'ordonnée du point D qui divise la distance AB des extrémités des dérivées des côtés de l'angle , dans le rapport inverse des projections horizontales des côtés sous-tendus.
§ 3. Poutres à section variable.
551. Inléjçralîoii apiiroclicc et exacte. — La formule générale des déformatious est toujours applicable; mais le moment d'inflexibilité e varie d'un point à un autre; on obtient alors :
M dx
y — S r^dx.
Il est évident que la métliodo générale et le principe de l'indépendance des effets des forces (542, 54.3) sont encore applicables ; mais ce sont les règles d'intégration qui différent et qu'il s'agit d'examiner ici.
Considérons un élément dx de la poutre ; l'élément de la ligne des y; est déterminé par l'équation :
Cette formule est la même que si la pièce était prismatique ; on obtiendra donc la direction de cet élément par un diagramme des inclinaisons ; M est l'ordonnée de ce diagramme; la base d'intégration dépend des échelles et du coeflicient i. Si on voulait obtenir Mrfjj, on prendrait une base/'.o ; pour diviser par s, il faut multiplier cette base par s; on prendra donc pour base :
Cette base est donc proportionnelle à s. Pour chaque élément dr, , on obtiendra un pôle ; en joignant ces pôles aux
points correspondants de l'axe du diagramme, on obtient les directions de tous ces éléments. On trace la courbe par polygone circonscrit ; on prend des points suffisamment rapprochés pour admettre que les tangentes en deux points voisins .se coupent sur la verticale qui passe à égale distance de ces deux points. On obtient la courbe des y , en intégrant la courbe des /; avec une base constante.
Nous nous occuperons spécialement du cas où la ligne des M est une parabole, de degré quelcouciue, déterminée par son polygone d'intégration ; nous allons démontrer que les tracés rappelés au numéro 540 peuvent encore être appliqués, pourvu qu'on y apporte les modifications suivantes :
1° Pour chaque tronçon h de la poutre , la base d'intégration des r, se calcule comme si la |)Outre avait un moment d'inflexibilité constant £, donné par l'équation :
2° Les directrices des polygones d'intégration des /; et des ?/ ne divisent plus le tronçon de poutre en parties égales , mais doivent être déterminées par les règles qui font l'objet des numéros suivants.
Ainsi, soit (flg. 209, fig. « ) ABCDE, le poh'gone d'intégration d'un arc de la ligne des M ; cet arc est du quatrième degré. Si i était constant, on obtiendrait les lignes des y; et des y en continuant l'intégration ; opérons de même mais déterminons convenablement les directrices, nous obtiendrons le polygone des /; en FGHIKL, celui des y en MNPQRST. Ces polygones déterminent exactement les extrémités des arcs des •/] et des y ; le pol^'gone des /; ne touche pas l'arc ; celui des y touche l'arc aux deux extrémités. Connaissant le polj'gone des 2/, on peut retrouver le polj^gone des M au moyen de la construction inverse.
Le cas général d'une parabole de degré n est moins important que celui d'une ligne droite des M ; ce dernier cas se présente toujours quand la ligne de repère des M ou ligne des M' doit être déterminée par les conditions de la déformation. Aussi nous traiterons d'abord ce cas particulier. Pour sim-
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pliflerle langage, nous adopterons les expressions suivantes : nous attribuerons à la fibre moyenne de la poutre une densité fictive 1 : î; les poids fictifs desdifTérentes parties de la poutre se représenteront par les aires de la courbe z = 1 : £ ; la verticale centrale d'un tronçon de poutre est la verticale qui passe par le centre de gravité du tronçon calculé dans cette hy[)Othèse.
Eu retournant le tronçon bout pour bout, la verticale centrale prend une nouvelle position : c'est la verticale antice.itrale. En prenant deux axes de rotation aux extrémités du tronçon , on obtient deux centres de percussion ; nous les désignerons \)diV points principaux du tronçon.
55*3. II coiifiitaiii — La ligne des /; se cléter^nine par une corde; celle des y par deux tangentes extrêmes. Ces tangentes se coupent sur la verticale centrale du tronçon.
Soit la ligne M = Mo ; on a :
Cudx , ,, |i^.
Introduisons le coefficient î, , il vient :
C'est cette valeur que l'on obtiendrait si la poutre était prismatique et si t était égal à î, ; car alors . on aurait :
valeur identique à la précédente.
On obtient donc la corde des vî par la même construction que s'il s'agissait d'intégrer la ligne des M. Soit (fig.208, fig.e) AB , cette ligne M = Mo ; on obtient pour corde des ■/], la ligne DF (fîg. f); la base d'intégration se détermine par le coefilcient ï,. Connaissant la ligne DF, on obtient la ligne des M par diflérentiation.
Soient HL et LN les tangentes extrêmes à la ligne des «/;
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il suffît pour tracer ces"tangentes do connaître la directrice (lu i)oint L. Or, la ligne des^ est l'intégrale seconde de M^ : -: ; donc on peut la considérer comme une ligne des résultantes auxiliaires; les tangentes extrêmes se coupent sur la verticale iu centre des poids à composer; ces poids MoCCjc : z sont proportionnels dx: î; c'est le poids de l'élément de la fibre moyenne de la poutre dans l'hypothèse d'une densité fictive 1 : £ ; donc la verticale du point L passe par le centre de gravité du tronçon de poutre : ce qu'il fallait démontrer.
553. Liijçnc droîlc]des M. — Le polygone des /; se compose de deux côtés qui se coupent sur la verticale anticentrale. Les directrices du polygone des y tombent aux points principaux du tronçon.
Soit AC ( fig. 208 , fig. e ) la ligne des M ; en appliquant cette règle, on obtient DEG polygone des r, et HKMR polygone des y Pour la démontrer, considérons la figure abCA comme l'élévation d'un tronc de prisme, dont la section droite serait projetée en ab ; prenons pour section droite l'aire limitée par la courbe dont les ordonnées normales à ab soient :
Le volume élémentaire compris entre deux [tlans ûo et
X + dx est :
., , Mdx M z dx = ,
c'est précisément dr, ; donc y; — r,o est le volume total. Mais ce volume est le même que celui d'un cylindre de hauteur constante égale à la génératrice li qui passe par le centre de gravité de la base ; on obtient donc la corde des y, en appliquant la règle du numéro précédent à la ligne M = IL Cette construction par corde n'est pas réversible, car de la corde DG , on ne peut déduire que la dérivée li et non AC. La construction proposée est réversible ; nous allons prouver qu'elle conduit au même résultat que la précédente.
En elTet , traçons DE , EG intégrales des ordonnées Aa et Ce ; démontrons que la corde DG est l'intégrale de li. Les
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dérivées de DE et EG sont Art et Ce,- la corde DG a donc pour dérivée l'ordonnée du point qui divise AC dans le rapport ef : de o\\ ib : ai; cette ordonnée est li; c'est ce qu'il fallait démontrer.
Si on applique la règle que nous venons de justifier , au cas où A« s'annule , on trouve le polygone E'EG ; donc :
E"G = volume abC.
Si on applique cette même règle au cas oti Ce' s'annule , ou trouve le polygone DEE" ; donc :
DE' = volume Aab.
Le volume total est représenté par DE' + E''G ; cela est conforme au principe de la superposition des lois planes (254, 2*5). Cette remarque nous conduit au polj'gone des i/.
Considérons la courbe des y comme une ligne des résultantes des poids rf/). Remplaçons le poids résultant par les deux poids composants : 1° le poids du volume Aab qui tombe au centre de percussion conjugué à l'axe B et qui est égal à DE' ; 2° le poids du volume A&C on abC qui tombe à l'autre point principal du tronçon et qui est égal à E"G.
Nous trouvons alors la ligne des résultantes HKMR; les côtés HK et MR touchent la ligne des y ; le côté KM est un côté auxiliaire. C'est ce qui démontre la seconde partie de la règle. Remarquons aussi que l'une des intégrales secondes cherchées est AkmC (254).
Nous avons indiqué (fîg. a, b, c, cl) les constructions qui permettent de trouver la base d'intégration des y] et les directrices; nous avons supposé que la courbe des 1 : -: était une droite; la corde de la première intégrale (flg. b) a pour dérivée (fig. a) l'onlonnée moyenne a|3 = 1 : î, ; on obtient dès quantités proportionnelles à e, sur un axe 0). convenablement choisi : Oy= ),)?,. Le centre de gravité et le centre de percussion conjugué à l'extrémité droite du tronçon s'obtiennent par les constructions ordinaires (fîg. c et fig. d).
Connaissant (fîg. e) le centre de percussion k conjugué à B et le centre de gravité i, on obtient l'autre centre de percussion 'Hi par une construction connue.
Soit AB une horizontale , en joignant A.k et Bni , ces droites (254) se coupent eu s sur la verticale du centre de gravité du prisme a&BA; cette verticale est la verticale centrale. Connaissant i, k, la figure donne s ; on trouve m en joignant sB.
554. Ligne parabolique des M. — Supposons pour plus de généralité que la ligne des M soit une parabole de degré n déterminée par un polygone d'intégration ABCDE (flg. 209 , fig. «) ; on a , en prenant l'origine des coordonnées au point a :
M = Mo + - -^ -h — ^^^ + . . .
Soient : Mq , M, , M2,... M» les ordonnées du polygone d'intégration; nous savons (69) que les dérivées de Mq sont égales aux différences AMo, A^Mo,... multipliées par des coefficients; en remplaçant les dérivées par leurs valeurs , la valeur de M devient ;
M = lai M,. (2)
En effet, les dérivées contiennent linéairement les moments Mo, M,, Mj... ; les coefficients a^, «,, a^,... an sont des fonctions entières de x de degré n.
Théorème I. — Les fonctions -à^ , a,..., a>i sont les termes du développement par la formide du binôme de Neivton de l'expression :
Proposons-nous de démontrer que :
7i{n-l)...{n-ii-l) /x^' / x\^^-'
^' = -iT"2 i \h) y- h) ■ ('^
Pour y arriver , appliquons la formule (2) au cas particulier :
(fy('-r*
La forme de cette équation montre immédiatement que la ligue qu'elle représente passe par les points : ^ = 0 , X = h,
M=0, AI
Au premier de ces points , la parabole a , avec Taxe des x, un contact d'ordre i — \; car si x est intiniment i)etit , M est infiniment petit d'ordre i. Au point ^= li, cette parabole a, avec l'axe des x, un contact d'ordre n — i — 1, car ■si h — x est inliniment petii, M est infiniment petit d'ordre ?i — L Considérons la droite M = 0 comme une parabole d'ordre n , son polygone d'intégration s'aligne sur la droite , exprimons les deux contacts que nous venons de constater ; nous trouvons que les i — 1 premiers côtés , et les n — i — \ derniers côtés des polygones d'intégration de la i)arabole et de la droite doivent coïncider ; donc on a :
Mo=0, M, = 0, M.-i = 0, Mi+l = 0 , Mn =0.
Il n'y a qu'une seule ordonnée Mi qui ne s'annule pas ; nous allons la calculer au moyen de la formule symbolique :
Ui = (1 + A)' Mo.
Toutes les différences de 0 à ^' — 1 s'annulent comme les dérivées; donc cette formule devient :
. Ui = A' Mo.
Or on a :
A' Mo = : . .
h d' Mo n—i-\-\ dx'
et
d' Mo
On trouve donc :
Mi = 1.
La formule (2) appliquée au cas qui nous occupe devient :
Donc :
_ n [n — \) . . . .11— i ^- \ /X\' / _ ir\ "-'
ce qu'il fallait démontrer.
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Corollaire. — Le binôme qu'il s'agit de développer pour obtenir les fonctions «0, a,.... On, a pour valeur l'unité; donc :
Icu = 1. (5)
Théorème II. — On obtient les extrémités de Tare des ripar un polygone d'intégration; les directrices des sommets de ce polygone divisent le tronçon de poutre en segments proportionnels aui intégrales :
Pa^dx Cajdx Çandx
la hase d'intégration se calcule comme si l'intégrale des M devait être divisée par e, .
De l'équation (2) , on déduit :
La valeur de r, à l'extrémité du tronçon est :
nh
r.+,=-/,o+2MJ ^i^ (7)
Traçons n directrices dans des positions indéterminées ; soient a^, a, , . . . . a„ , les segments de la longueur h divisée par ces directrices ; intégrons la ligne des M par la méthode proposée, mais avec une base telle que l'on obtienne l'intégrale divisée par un coefficient indéterminé î, ; on obtient un polygone FGHIKL (fig. 209, fig. c) dont les ordonnées sont :
■/in+1 = /;» H — ■ /
Lan
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d"OÙ :
yi»+i = -/:o -\- 1 ^ ' " ' (9)
Exprimons que la construction résout le problème quelles que soient les ordonnées Mo-..- M» ; on trouve en identifiant les équations C9) et (7)
a, j ' (itdœ
dx , ,
Cela démontre la première partie du théorème. Si nous ajoutons les n -\- 1 équations semblables à (10), on obtient :
^ ai d X
Mais ^7.i = /i, 2rt, = 1 , donc
h _ 1 dx .
Cela démontre que le coeflicient s, est celui de l'équation (1).
Théorème III. — On obtient un polygone qui touche les extrémités de Tare des y, en intégrant le polygone des -ri avec une hase ordinaire ; les directrices du polygone des y tombent aux centres de gravité que Von obtient en attribuant successivement aux points du tronçon de poutre les densités :
En intégrant l'équation (6), on obtient :
</»+2 =-- 2/« + rjl + ^Mi I I '-^Ijl^ . (11)
Jh Ox I ciidx^
Appliquons la construction proposée en considérant les directrices comme indéterminées; soient |3o, (3,... j3„ les dis-
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tances de ces directrices au poin t x = h ; les segments sont
h — (io, Bq — ^^, etc.; on trouve :
OU 2/»+2 = 2/0 + -/lo ^ + ^ T'i (■/;'■+ 1 — ^0-
Des équations (8) on tire les différences y;i+i— /;, et réquation précédente devient :
2/- + 2 = i/o + •^o''< + ^ P- M' I «< clx- (12
2(5, M, I a,rf
Identifions lequatiou (12) avec l'équation (1 1) ; il vient a + 1 équations de la forme :
L'intégrale seconde du second mera'ore de cette équation est aussi lo moment autour du point x = h Aq la surface représentée par l'intégrale du premier membre ; donc l'une des directrices tombe au centre de gravité de cette surface Ce raisonnement s'a[)plique à toutes les directrices.
En résumé , il faut : 1° intégrer la courbe z = \ : t pour obtenir î, ; 2° intégrer deux fois chacune des fonctions :
CIq Ci ^ Cl 'Il
Les intégrales premières sont proportionnelles aux segments qui séi)arent les directrices des r,. Les tangentes extrêmes aux intégrales secondes se coupent sur les directrices des i/.
Occupons-nous spécialement des deux premières directrices ; on a :
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^ j\^-T-f- f fi^-TÏT
Intégrons n 4- l fois la ligne ^ = 1 : s ; soient les intégrales i<o, w,, 2<2 •• • u.i+i; on a (104) :
(7/ — œY dx 1 . 2 ...n T~'
Multiplions l'équation (14) par --, -r ■ • ■ —\
il vient :
Il h h
Cette équation donne «„ i <^" divisant successivement z/„ par i(o, le quotient par —, etc.
Multiplions l'équation (15) par les mêmes termes; on a :
/ {h — xY clx
^oi(» =
L'intégrale seconde du second membre est aussi un moment du premier degré ; donc elle peut s'écrire :
(h — xY dx
{h-X) j g 3^^^ -7- ou («4-l)W„+,.
On a donc
^„Un^ (n -\- 1) Un + l.
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Menons les tangentes aux extrémités de l'intégrale lu+i ; elles se coupent en un point dont la distancera au point œ = h est donnée par l'équation :
Cl Ztn ^= Zin-+-l •
D'où f3o ={n + \)d.
Appliquons cette construction au cas d'une droite des M; on a n = 1 et :
rio = 2^ = 2(^.
On retrouve la construction ordinaire du centre de percussion effectué flg. 208, flg. d.
Les autres coefficients % et ^i pourraient aussi s'exprimer en l'onction des intégrales î/q à 7in+\ ; mais les méthodes suivantes sont préférables.
555. I>eiixîèiiie luéilioilo. — Suppo.sons connues les directrices pour le cas d'une parabole des M de degré n — 1 ; montrons comment on détermine les directrices pour le cas de la parabole de degré n. Soient pour le cas de la parabole de degré n — \ : h' c' (fig. 209, a) les directrices du polygone des M ; ff' h' f, celles du polj-gone des y;; n', p', q\ r' celles du polj'gone des y. Pour le cas de la parabole de degré n , ou obtient les directrices bcd du polygone des M en divisant fig. h) ae en n parties égales. Déterminons les deux premières directrices g ei n par la méthode précédente; on obtient (flg Ij) les directrices h , i , k en. reproduisant de g en /{ les rapports inverses des rapports
ah Uc c'd l>b' ' ce' ' de
comme l'indique les lignes croisées. On obtient de même les directrices j9, c/', r , s en reproduisant (fig. d) de w en 5 les rapports inverses des rapports
fg g'^i Ji''- i'k gg' ' hh' ' ii' ' hl
On pourrait démontrer ces relations en utilisant les for-
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mules analytiques qui déterminent les directrices ; mais nous
arriverons plus rapidement au but de la manière suivante.
Proposons-nous de trouver les y; et les ?/ pour la ligne des M :
M = «^" -f- bx''-^ + ...+/.
Décomposons M en deux parties :
Considérons sé[)arément M' et M" et additionnons les résultats. Pour les M', on trouve le polygone des y;FG'H'rK' (fig. c) et le polygone des ^MN'P'Q'R'S' (fig. e). Le polygone des M"est«rfE', car la ligne des M'' a un contact d'ordre 7î — 1 avec l'axe des oc; on trouve le polygone des y," en /K L' ( fig. &) et le polygone des y" en nisT' ( fig. d). En superposant les M, les r, et les y, on trouve :
AB'CDE, FG'H'I'KL, MNP'Q'RST
On obtient ainsi les extrémités de l'arc des vi et les tangentes extrêmes de l'arc des y en n'utilisant que les deux dernières directrices inconnues k et s; mais les polygones que l'on obtient se déduisent des polygones des M' et des M" ; il s'agit d'arriver au même résultat en intégrant le poh^gone des M sans le décomposer.
Supposons que les directrices ket s soient connues , déterminons les autres par les constructions des figures h et d ; nous allons prouver qu'en intégrant le polygone des M nous obtenons des polygones inscrits dans les précédents , les côtés extrêmes étant conservés. Démontrons, par exemple, que le côté IK qui s'inscrit dans l'angle I' est l'intégrale de l'ordonnée du point D. En effet, la dérivée de la corde IK est l'ordonnée du point qui divise la droite CD' dans le rap]iort inverse du rapport fi' : i'k ; par construction (fig. h), c'est précisément le point D qui est ce point. Cette démonstration s'applique à tous les autres côtés inscrits , soit du jiolygone des Y, , soit du polygone des y ; donc en intégrant le polygone des M, on obtient le même résultat qu'en utilisant les M' et les M". Cette solution du problème ne peut pas différer de la
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solution trouvée par l'analyse au numéro précédent ; car la théorie analytique prouve qu'il n'y a qu'une solution de cette espèce :
Dans la démonstration, nous avons supposé connues les dernières directions k ets; si on détermine les deux premières directrices /7 et n, les constructions des figures b et cl sont encore applicables et donnent toutes les autres directrices ; on pourrait même déterminer deux directrices quelconques et en déduire les autres par ces constructions.
550. Troîsîèiue niôthodc. — Soient, pour une parabole des M de degré ;i— 1 : g,' h', i' (flg. 210, fig. b) les directrices du polygone des r, ; w, p', q' )■' les directrices du polygone des y; il s'agit d'obtenir ces directrices pour le cas d'une parabole de degré n. Les directrices des r, s'obtiennent par la construction de la figure b qui repose sur les proportions :
fy _ mn g'h _ mp' gg^ n't ' hlV p't '
On détermine la première directrice n du polj'gone des y ; on obtient les autres par la construction de la figure c qui repose sur les propositions :
nn' _ mn' pp' _ mp)' qq' _ mq'
Commençons par démontrer la relation :
qq' _ mq' q'r ~ q't
Appliquons la construction ordinaire à la parabole de degré n — 1 déterminée par le polygone ab'C'e (fig, cl) ; c'est un polygone dans lequel toutes les ordonnées sont nulles sauf l'ordonnée Ce'; la formule M = 1^1, a, devient, en donnant à l'ordonnée M, qui ne s'annule pas, une valeur convenable,
Nous trouvons de même que si on choisit convenablement les ordonnées Ce et Bd, les paraboles de degré », représentées
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par les polygones abCde et al)cT)e ont respectivement pour «équations :
Si nous additionnons les ordonnées de ces deux polygones . nous obtenons le polygone abCDe qui représente la parabole M = M' + M", or le calcul donne :
donc le polygone abCDe représente la même parabole que le polj'gone a'b'G'e ; donc le premier polygone doit s'inscrire dans le second.
Intégrons ces deux polygones , on trouve PH'I'L ou bien FH?KL , pour ligne des r, ; l'intégrale des M' est FH^Y ; l'intégrale de M" est fiKL. Menons l'axe des œ par le point i et construisons les polygones des y ; on trouve : pour M , MQ'T ou MQRT; pour M', UQRt; pour M", mQRT. Le côté QR est horizontal , grâce au choix de l'axe v] =■ 0 ; nous allons démontrer que MT est parallèle à QR.
En effet , l'intégrale seconde des M' est une ligne des moments ; on a donc :
Mm ■= I orW — ■.
L'intégrale seconde des M" est aussi une ligne des moments; on a donc :
T^ = / {Ji—œ)M"^:
Les valeurs de M' et de M" montrent immédiatement que : xw = {h — œ) M" , donc M«^ = T^ , ce qui prouve que QR et MT sont parallèles.
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On trouve alors la proportion :
Qq' _ ijiq' q'R ~ ~qT'
Connaissant le point q' et l'un des points q ou r , on trouve l'autre. En ré[)étant la figure f pour tous les points analogues à 3', on trouve la figure c;on voit quesi on connaît w',p', 3', r', il suffît de déterminer l'une des directrices nouvelles telles que n ; la figure c donne toutes les autres.
Il nous reste à démontrer la règle que nous avons annoncée pour la détermination des nouvelles directrices des Ti -.g, h, i, h. Nous savons déjà que l'on a :
kl ~ r'r'
Nous venons de prouver que :
r's __ r't rr' mr' Donc on a :
;^ _ rt hl mr'
De là on déduit la construction indiquée (fig. h) : menons i'tetlm; joignons ;'' au point de concours et prolongeons; on obtient k; on trouve de même les autres points,
CHAPITRE II
Poutres sur deux appuis.
§ 1. Charge permanente.
557. Forces isolées. — Soit AB (fig. 211, fig. «)une poutre droite portant quatre poids. La ligne de K est une ligne à gradins (fig. b) que l'on trace immédiatement; on laisse indéterminée la ligne de repère CD , dont la position dépend de la grandeur de la réaction DTde l'appui B. La ligne des M s'obtient (fig. c)en intégrant la précédente. Les lignes de repère se déterminent par les conditions d'équilibre; le
moment fléchissant est nul sur les appuis ; la ligne de repère des M est donc EF.
Dérivons la droite EF ; on obtient l'horizontale CD ; c'est la ligne de repère des efforts tranchants.
Il est facile de voir que la droite CD a pour ordonnée, par rapport à un axe horizontal quelconque, l'ordonnée moyenne de la ligne des K ; eu effet, EF est une corde de l'intégrale de la ligne des K (8). Cette propriété résulte aussi de ce que le moment fléchissant est nul sur les appuis; le moment fléchissant est, en effet, la surface engendrée par les ordonnées de la ligne des K; cette surface est donc nulle entre les appuis. Il faut pour cela que la surface négative située audessus de CD, soit équivalente à la surface située au-dessous de la même droite CD : c'est ce qui caractérise l'ordonnée moyenne.
Pour obtenir la courbe des déformations , effectuons une double intégration de la ligue des M. La ])rcmière intégration donne la ligue des r, ; on obtient (flg. d) un polygone circonscrit à l'intégrale ; la ligne des r, est formée d'arcs paraboliques du second degré déterminés chacun par ses deux tangentes extrêmes. On remarquera que pour obtenir les M sur l'axe du diagramme des inclinaisons des /;, il faut projeter la ligne des M par des droites parallèles à la ligne de re[)ère EF.
La seconde intégrale de la ligne des M est la ligne des y ; nous avons déterminé les ordonnées moyennes des arcs de la ligne des ■/; ( 19); nous en avons déduit un polygone inscrit à la ligne des y (fig e). On obtient les lignes de repère comme précédemment ; sur les appuis , les y sont nuls ; donc la ligne de repère des y est la droite KL ; en dérivant KL , on trouve la ligne de repère GH de la ligne des y; ; OH a pour ordonnée l'ordonnée moj'enne de la ligne des r,.
559. Échelles el hases «riniégrafion. — La base d'intégration /, pour la ligne des M , est donnée par la formule connue (50) qui devient :
mètre x tonne
tonne-mètre
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On peut aussi obtenir À gra[ihiquement.
Pour obtenir les y; à une échelle déterminée d , on devrait déterminer la base d'intégration par la formule du numéro 55 ; Y, est l'intégrale des M multipliée par 1 : ?, on a donc
tonne-mètre x mètre
' = rf '-
Au lieu d'appliquer cette formule , nous avons choisi arbitrairement la base d'intégration ; on détermine alors l'échelle des yj, en appliquant l'intégration à un exemple simple. Supposons connu le moment fléchissant u. qui développe dans une des fibres extrêmes la dilatation maxima ^ = R : E; soit Via distance de cette fibre à la fibre moyenne ; si ce moment fléchissant .sollicitait la poutre sur une longueur /, on aurait :
Nous aurons y; --= 0,001 , si
ol Y
— = 0,001 , d'où / = -T7--r^- V 1000-}
Calculons l, eu intégrant y. sur cette longueur, on trouve l'ordonnée qui représenter; = 0,001.
Supposons, par exemple , que la poutre soit en fer et que V = 0™30 ; on trouve l = 1 mètre. Nous avons pris NH = 2'" ; nous avons supposé que la poutre soit calculée pour résister au moment fléchissant maximum représenté par 09 (flg. c); nous obtenons MN qui doit représenter y; = 0,002.
On trouve de même l'échelle des?/; on a :
y = f r,dœ- Supposons y] = MN = 0,002 ; on trouve une valeur de y représentée par RS ; or cette valeur de // est :
Si RS représente 4 millimètres, on sait facilement en déduire lechelle des y.
559. Charges iiniroriiies. — Soit (fig. 212) AB une poutre portant deux charges uniformément réparties ; la
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courbe des deux charges se composent de deux horizontales. Intégrons de gauche vers droite , afin de montrer l'influence du sens de l'intégration sur les lignes des K et des y;. On obtient pour la ligne des K une ligne brisée 12 (flg. b); on obtient pour ligne des M deux arcs paraboliques du second degré que l'on détermine par leurs tangentes extrêmes. En subdivisant la poutre en tronçons plus petits, on aurait obtenu autant de points et de tangentes que l'on aurait voulu ; mais il est à remarquer que si chaque arc est déterminé par ses tangentes extrêmes, il est bien facile de trouver des points et tangentes intermédiaires. On obtient les lignes de repère EF et CD comme précédemment.
On obtient la ligne des y; en intégrant celle des M ; on trouve (fig.(0 deux arcs paraboliques du troisième degré ; on détermine chacun d eux par ses tangentes extrêmes avec un côté auxiliaire. La ligue des y est formée de deux arcs paraboliques du quatrième degré que l'on détermine chacun par un polygone d'intégration de 4 cotes (fig. e). Les lignes de rei)ère sont KL et sa dérivée GH; comme précédemment , les lignes de repère des K et des r,, ont pour ordonnées les ordonnées moyennes des K et des/;. Le polygone d'intégration de la ligne des y tel que nous l'avons tracé , ne donne que la déformation au milieu de la poutre ; mais on obtiendrait d'autres points en subdivisant la poutre en tronçons plus petits et en recommençant l'intégration. On peut aussi appliquer la règle du corollaire du numéro 549.
500. Clijirge variable. — Soit AB (fig. 213) une poutre supiiortaut une charge variable ; supposons que la courbe des charges soit un arc parabolique du second degré déterminé par trois points. On détermine aisément les tangentes extrêmes à cet arc. On obtient alors pour ligne des K, un arc parabolique du troisième degré et pour ligne des M, un arc parabolique du quatrième degré. Chacun de ces arcs est déterminé par son polygone d'intégration : les lignes de repère sont EF et CD. Nous aurions obtenu un nombre quelconque de points des lignes des K et des M en subdivisant la poutre en tronçons; la courbe des charges est l'intégrale
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d'une droite facile à tracer ; or intègre cette droite en prenant un nombre suffisant de tronçons ; le problème est résolu . Nous avons sur la ligure déterminée le moment fléchissant au milieu de la poutre . eu appliquant la règle du corollaire du numéro 549; nous avons inscrit: KLMN, dans EGF; PQR, dans KLMN; ST, dans PQR; ST touche la parabole au point H.
ôOI. l*oiili*e (|iii *ic pi*oloii;;e aii-delsi des ti|ipiii$$. —
Reprenons la poutre AB de la ligure 211; mais supposons que les appuis soient [)lacés en A' et en B'; les lignes des K et des M ne sont pas changées, mais il s'agit de trouver les lignes de repère. Occupons-nous d'abord de la ligne des M (fig. &); entre l'extrémité B et la force la plus voisine, le moment fléchissant est nul; donc, pour le tronçon BB' la ligne de repère est FF' prolongement du côté 1 ; on trouve de même la ligne de repère EF' pour le tronçon AA'. Entre A' et B', la ligne de repère diffère des deux précédentes à cause des réactions d'appuis ; mais comme le moment fléchissant doit varier continûment , cette ligne de repère est E'F'. En dérivant le polygone EF'E'E,on obtient TT'D'C'U'U ; c'est la ligne de repère des efforts tranchants.
^ 2. Train mobile.
Le passage d'un train sur une poutre provoque des ligues des K et des M variables ; il s'agit de déterminer en chaque point l'effort tranchant et le moment fléchissant maximum. Dans les applications , il y a lieu de considérer un poids mort ; nous ne nous occuperons que de la charge mobile , on y ajoute iacilement l'effet de la charge permanente.
oOt. Tliéorèuie 1. — Quand un train passe sur une poutre, les sornmets du polygone des moments liécMssants décrivent des paraboles du second degré, les sommets du ■polygone des efforts tranchants décrivent des droites parallèles. Les paraboles ont pour dérivée seconde le double de la charge moyenne ; les di oites ont pour dérivée cette même charge moyenne.
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Prenons l'appui de gauche pour origine d'abscisse ; soient : X l'abscisse d'un point quelconque , M et K le moment fléchissant et l'effort tranchant en ce point ; P, P', P". .. les forces situées à gauche de ce point ; a, a\ a"... les abscisses des points d'application de ces forces; Q, Q', Q"... les forces situées à droite du pointa',- h, h\ ?>"... les abscisses des points d'application de ces forces; q = {IV -\- IQ) : l , la charge moyenne.
la réaction R de l'appui de droite est donnée par l'équation :
R^ = IP« + IQ&. (1)
L'effort tranchant au point x , pour le tronçon de droite , est:
K = — R + IQ,
pour le tronçon de gauche , on a :
Le moment fléchissant est :
M = — R(^ — ^) + lQ{b-x).
En éhminant R , on trouve :
M = - iP y (/ - ^) - ZQ (l - ^) X. (3)
Supposons que les abscisses c^ a\... b, b'... s'appliquent à une position déterminée du train ; si le train se déplace d'une quantité variable u , toutes ces abscisses augmentent de u ; les équations (2) et (3) deviennent en remplaçant a, b.... par a -\- Il ,b -\- u.... :
K = 2pf+VQ(^_l)^,l(£_LQi (4)
M = --1F~ U-œ)-lQ[\ -jjx-\-ull^x-Iptz^]{5)
Appliquons ces équations au point d'application de la force p ; pour cela prenons :
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Éliminons u des équations (4) , (5) , (6) , on trouve
_vp^
M=-iP
-jjx^ix-
-a){l'f-lp'-
Ou tire
delà:
dx
in.
dx^ -- ('^)
c'est précisément ce qu'il fallait démontrer.
503. Théorème II. — Quand un train passe sur une poutre, les côtés du x^olygone des moments fléchissants pivotent autour de points fixes; les abscisses des picots s'obtiennent en divisant la portée de la poutre en parties proportionnelles aux forcer mobiles.
En effet, l'équation (5) représente un des côtés du polygone ; u est un paramètre variable ; c'est l'équation d'un système du premier degré; le côté passe constamment par le point déterminé par les deux équations :
lF{l — x)-lQx==Q, (11)
De l'équation (II), on tire :
l — x IQ
Le pivot du côte compris entre les forces P, P'... et les forces Q, Q'... divise donc la portée dans le rapport IP : IQ; on obtiendra par conséquent les abscisses de tous les pivots en divisant la portée dans les rapports des forces mobiles ; on détermine les pivots eux-mêmes en traçant le polygone des M pour une position quelconque du train.
Nous avons dit que les différentes positions d'un côté forment un système du premier degré en u ; on reconnaît
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facilement que l'axe des u est vertical ; donc , en pivotant , chacun des côtés détermine sur une verticale quelconque , des longueurs proportionnelles au déplacement du train.
5©4. Force unique. — Soient : (tig. 214) AB la poutre ; MCDEFN et KHG la ligne des K et la ligne des M pour une position de la force mobile.^En conservant la même ligne de repère GK.les pivots des côtés sont évidemment G et K. Le point H décrit une parabole; lorsque la force mobile se trouve aux extrémités de la poutre, le point H prend les positions G et K ; donc la parabole est déterminée par trois points; on peut la tracer par points et tangentes (85 à 90). Les différentes méthodes que nous avons données à ce sujet peuvent facilement se retrouver en utilisant les propriétés des lignes des M ; ainsi le tracé du n" 88 s'obtient aisément en remarquant que le côté mobile HK détermine sur la verticale du point G des distances proportionnelles au déplacement de la force. La parabole GHK est le Keu des i)lus grands moments fléchissants.
Les points D et E du lieu des K décrivent des droites ; ou obtient deux points de chacune de ces droites en plaçant la force sur les appuis.
505. Cas général. — Étudions (fîg. 215) l'influence du passage d'un train sur une poutre sur deux appuis. Soient : (fig. a) la poutre et le train dans une position ; (flg. 6) le lieu des K; (fig.V) la ligne des M. La ligne de repère AF de la ligne des M est horizontale parce que nous avons placé les forces dans une position telle que les réactions HL et GK se déterminent par raison de symétrie ; mais les raisonnements qui suivent ne perdront rien de leur généralité.
Le sommet M de la ligne des K décrit une droite dont la dérivée est (2; la direction de cette droite est KL. En faisant mouvoir le train, on trouve que le point M décrit M'M"; la position M" correspond à l'instant oti une nouvelle force arrive sur la poutre ;:le point M" décrit alors la droite M"N parallèle à K'L ; eh^considérant les positions qui précèdent , on trouve que le point M décrit la ligne GM'MM"N. On trouve de même le polj'gone décrit par les autres sommets ; l'épure
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indique quels sont les efforts tranchants limites ; ainsi , c'est le sommet M qui donne les plus grands efforts tranchants négatifs ; on trouverait de même les plus grands efforts tranchants positifs.
Passons aux moments fléchissants. Soit ABCDF (fig. c) le lieu des M pour une position du train ; nous obtiendrons les abscisses des pivots en divisant la poutre en segments projjortionnels aux forces; les points P,, P^, P5 de la droite KL (fig. ^) déterminent ces abscisses; on les rapporte sur la figure (^ en P,, Pj, P3. Chaque sommet du polygone des M décrit une parabole déterminée par trois points et que l'on trace comme au numéro précédent. Ainsi le sommet C décrit une parabole qui passe i)ar les points P,, Cet Pj. Pour obtenir . en chaque point de la poutre , les plus grands moments fléchissants, on doit placer le train mobile dans toutes les positions. Il arrive qu'une force nouvelle s'introduit sur la poutre; ainsi pour la position AB'C'D'E'F, une force est sur l"ai»pui A; il suffît de déterminer graphiquement l'un des sommets de ce polygone pour obtenir tous les autres au moyen des pivots ; faisons mouvoir le train vers la droite ; les pivots se dé[)lacent brusquement ; les abscisses des nouveaux pivots sont données par les points Q,, Q^, Q3, Q^ de la droite K'L (fig. b); on les rapporte sur la figure c et on trace les paraboles. L'épure indique quelles sont les positions du train qu'il faut considérer pour obtenir les plus grands moments fléchissants dans les différentes parties de la poutre; on ne trace que les paraboles qui font partie de la courbe limite.
Lorsque la portée de la poutre est considérable, il est avantageux de remplacer certains groupes de forces par leurs résultantes ; ainsi dans la figure 216, nous avons remplacé les forces par trois résultantes; le sommet D décrit la iiarabole PDQ; le sommet C, la parabole CPR. Si on remplace les résultantes par leurs composantes , les angles C et D sont rem[ilacés par des i)olygones inscrits ; mais on reconnaît immédiatement que ce sont les sommets qui accompagnent le point D qui donneront les plus grands moments fléchissants dans la région PQ et qu'il faut se rapprocher de la
INTEGRATION GRAPHIQUE. 535
position pour laquelle lordonnée du point D est maximum; on peut de cette manière éviter des essais inutiles. Entre les [toints P et Q on exécutera la même épure que s'il s'agissait d'une poutre dont la portée serait la projection horizontale de PQ. Pour résoudre complètement la question , il faut considérer successivement les didérentes régions de la poutre et tracer les paraboles limites.
500. 4^<»imilalioii à une charge pcruiancnte.— Lorsque le même système de forces se déplace sur la poutre , le lieu des plus grands moments fléchissants est formé d'arcs paraboliques; on peut démontrer que ces arcs paraboliques sont précisément la ligne des M pour une charge permanente composée comme suit : 1" une charge 2 q sur toute la poutre ; 2° des forces isolées dirigées de bas en haut , [)assant par les pivots et données par la formule F = (/y , y étant la distance entre deux forces voisines, F la force qui passe par le pivot du côté de la ligue des M compris entre ces deux forces.
507. Deiixièuic méthode. - Traçons une ligne des M pour le train donné et pour une poutre indéterminée ; faisons mouvoir la poutre sous les forces, on aura pour chaque position de la poutre une corde pour ligne de rei)ère ; on obtient ainsi les moments fléchissants pour toutes les hypothèses et eu tous les points de la i)0utre. Pour avoir le maximum des moments fléchissants en un point de la poutre, on relève tous les moments fléchissants en ce point pour toutes les positions de la poutre, cm les porte en ordonnée à partir d'un axe hoiizontal , on trace la courbe et on mène une tangente horizontale.
Lorsque l'on ne veut obtenir que le plus grand de tous les moments fléchissants, il siiiîît de chercher le maximum des ordonnées comprises entre la ligne des M et l'enveloppe des lignes de repère; cette méthode est celle qui est donnée dans la [ilupart des ouvrages de statique graphique
56S. méthode exj»édîti*e. — Au lieu de déterminer les plus grands moments fléchissants et efforts tranchants en tous les points , on peut se borner à chercher le maximum
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absolu des moments fléchissants ; on remplace alors le train par une charge uniforme qui réalise le même moment fléchissant maximum. Le problème à résoudre est alors beaucoup plus facile; le tracé graphique! indique rapidement la parabole qui dépasse les autres; on y mène une tangente parallèle à la ligne de repère (90).
ÔG9. Charge iiiiilornic mobile. — On sait que toute charge isolée produit, sur une poutre sur deux appuis , des moments fléchissants de même signe; on obtiendra donc les plus grands moments fléchissants en chargeant toute la poutre; le tracé de la ligne des M est donc le même que pour une charge permanente.
Occupons-nous de la ligne des K. Soient: (fig. 217) la poutre A'B' ; D", un point quelconque. On reconnaît facilement qu'une force isolée produit en D" un eflort tranchant de l'un ou l'autre signe selon que cette force est à droite ou à gauche du point D"; donc en chargeant le tronçon A'D", on aura l'un des efl"orts tianchants limites au point D" ; en chargeant le tronçon D"B', on obtiendra l'autre limite. Soit CDE la ligne des K pour la courbe des charges C'D'D"B'; l'ordonnée Dd' est la limite des efforts tranchants négatifs ; au point de vue de l'épure , le point D est la limite supérieure des efforts tranchants. Il s'agit de tracer le lieu du [roint D ; remarquons que la ligne de repère AB est l'horizontale moyenne de la ligne CDE ; on a donc :
Dd' X AB = aire CFD = aire \Kd'
^ „ aireAKd'
Intégrons AKMen prenant AB comme base d'intégration; nous obtiendrons la parabole ADN ; c'est la limite supérieure des efforts tranchants. On trouverait de même la limite inférieure ; on reconnaît d'ailleurs aisément que les deux courbes limites sont symétriques par rapport au milieu de la poutre.
Menons la droite AK' dont l'inclinaison soit/j : 2; on obtient aussi la parabole ADN en multipliant les ordonnées de cette droite par ses abscisses ; on a évidemment : hd' X AB = K'd' X Ad'.
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§ 3. Charges transmises par entretoises.
Nous admettrons que la charge qui se trouve comprise entre deux entretoises se décompose en deux résultantes appliquées sur ces entretoises ; il s'agit d'examiner l'influence de cette décomposition sur les lignes des K et des M.
510. Charge lixe. — Soient : (tig. 218) AB , un tronçon de poutre, CD la ligne des K , EF la ligne des M. Supposons que la charge qui agit sur la distance AB se transmette sur la poutre par deux entretoises placées en A et en B ; cette charge se décompose en deux résultantes appliquées en A et en B ; nous savons qu'alors ( 128) l'arc EF est remplacé par la corde EF et que la ligne CD est remplacée par l'horizontale moyenne MN. Ce que nous disons de l'intervalle AB, nous le dirions de tous les intervalles compris entre deux entretoises. On voit donc que les entretoises ont pour efïét de remplacer la ligne des M par un polygone inscrit dont les sommets se trouvent sur les verticales menées par les entretoises; la ligne des K s'obtient en dérivant ce polygone. Si on trace la ligne des M en intégrant par polygone inscrit , on obtient directement les véritables lignes des K et des M.
511. Forces mobiles. — Il est d'abord facile de démontrer que toute corde de la ligne des M , comprise entre deux verticales fixes, pivote autour d'un point fixe, quand on fait mouvoir le système de forces. Soient : x\ x" les abscisses des extrémités de la corde; M', M" les ordonnées de ces extrémités ; l'équation de la corde est :
Appelons, comme au numéro 563 , u, le déplacement du système de forces; M' et M" sont des fonctions linéaires de M, il en est de même de M; donc les positions des cordes forment un système du premier degré en u et l'axe des u est vertical. Il faut remarquer que si une force nouvelle s'intro-
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(luit ou si une force disparaît, soit de la poutre, soit de l'intervalle compris entre les entretoises , le pivot subit un déplacement brusque ; dans ce cas la corde enveloppe un polygone dont les sommets sont les diverses positions des pivots.
Considérons d'abord le cas d'une force unique ( fig. 214) et examinons l'influence de deux entretoises placées sur les verticales des points S et T. Pour une position H de la force , on obtient la corde UV ; si la force vient en S et en T, on obtient les positions limites SY et TX ; ces droites se coupent en R et l'on voit que l'arc SUT doit être remplacé par les côtés SR et RT. On trouve l'effort tranchant dans chaque position par l'inclinaison de la corde; on reconnaît facilement que l'horizontale S'R' donne la limite supérieure des efforts tranchants. On opère de même pour tous les intervalles.
Connaissant les 3 points G , S , K , on obtient la parabole des M en multipliant les ordonnées de la droite SK ]iar ses abscisses comptées à partir du point G. On trouve le point T en menant YX parallèlement à GK et en tirant la droite GXT. De cette construction résulte la position du pivot R; on démontre facilement que la verticale du point R divise dans le même rapport la distance des entretoises et la distance des appuis.
Si la force passe par le point R, on peut considérer GXYK comme la ligne des M à une échelle réduite; à l'échelle vraie, ce lieu devient GUVK ; mais UV, comme XY, est parallèle à GK, donc l'effort tranchant est nul entre les entretoises. Si la force se meut de la gauche vers la droite du point R . la ligne UV pivote autour de R , l'effort tranchant change de signe. On déduit de là que si la poutre supporte une charge uniforme mobile, c'est en chargeant la poutre dans l'étendue GR , puis dans l'étendue RK, que l'on obtiendra les deux limites de l'effort tranchant dans l'intervalle des entretoises.
Considérons le cas d'un système quelconque de forces ; soient (flg. 219) : PABCQ une partie de la ligne dés M pour UJ19, position des forces ; E, F, les entretoises ; F et Q les pivots des cotes des M qui sortent de l'intervalle compris
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entre les^entretoises, M, N les pivots des côtés AB, BC. Pour la position ABC, le sommet C est sur Fentretoise F, la ligue des M doit être remplacée par la corde dirigée suivant RC. Faisons mouvoir le train vers la gauche : cette corde pivote autour du point R. Lorsque le sommet A vient en A', cette corde prend la direction RS. Au-delà de cette position, une force s'échappe de l'intervalle compris entre les entretoises, la loi change, la corde pivote autour d'un autre point S ; les plus grands moments sont représentés parle polygone CRSB'.
Pour déterminer ce polygone avec facilité , cherchons d'abord les abscisses des pivots par une épure spéciale.
Quand les trois sommets ABC sont situés entre les entretoises, la corde des M est la même que si la résultante des trois forces agissait ; or les côtés PA et QC pivotent autour de P et Q ; on se trouve donc dans le même cas que celui d'une force unique sur une poutre PQ ; la verticale du pivot R divise PQ et la distance entre les entretoises dans le même rapport. Menons E'F' parallèlement à P'Q' (fig. h); joignons P'E', Q'F' ; ces droites se coupent en R' sur la verticale du pivot R. Reculons le sj'stème des forces jusqu'à ce que A vienne en A' ; ce point A' est sur la parabole AMP ; joignons A'R, nous obtiendrons en CR et SR les deux positions extrêmes de la corde qui pivote autour de R. Quand le sommet A passe au-delà de E, la corde des M tourne autour d'un nouveau pivot S et s"ap|)uie sur les côtés qui pivotent autour de M et de Q , on obtient un point S' de la verticale du pivot S en joignant M'E' et Q'F' qui se coupe en S'. La corde pivote de SR à SB'. Les autres positions donnent un pivot T ; la corde B'T vient en C'T, les moments fléchissants diminuent; il est inutile de considérer ces positions.
Passons aux efforts tranchants. Nous avons vu (fig. 215) que c'est en général en suivant la première force que l'on trouve les plus grands efforts tranchants ; quand il y a des eutretoises , il s'agit de savoir si entre deux entretoises , on obtiendra l'effort tranchant le plus grand , en faisant avancer cette force jusqu'à la première entretoise , ou en faisant avancer une partie du train dans l'intervalle des deux entre-
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toises. Nous allons démontrer qu'il faut faire avancer le train jusqu'au moment où la charge moyenne devient plus grande entre les entre toises que sur la poutre toute entière. En effet, soient : Q, Q', Q" les forces engagées dans l'intervalle considéré i>. ; P, P', P"... toutes les forces. Si le train s'avance de Aw, les sommets du lieu des K tracé comme s'il n'y avait pas d'eutretoises, décrivent la droite d'inclinaison (?; cela revient à dire que le lieu des K subit une translation horizontale Ah , et s'é\è\e ûe qàu. Entre les deux entretoises, l'effort tranchant véritable pour chaque position est l'ordonnée moyenne /Kdx : À; l'effort tranchant négatif augmente de qlu à cause de la translation verticale; il diminue ùe iQàîi : ou q'Mi à cause de la translation horizontale; donc l'horizontale des efforts tranchants vrais s'élève de :
{q — q')Au.
Si q' <q, l'effort tranchant augmente en faisant avancer le train vers la gauche , on s'arrêtera dès que q' devient plus grand que g.
Lorsque À est très petit , la première force donnerait déjà (?' = Q : / > ^ ; cette force s'arrêtera sur la première entretoise. Si / est plus grand et si Q : X < g, on fait avancer la première force jusqu'à ce que la seconde force Q' arrive sur la première entretoise ; on s'arrêtera dans cette position si Q + Q' : l> q. Si /. est encore plus grand , et si l'on a Q + Q': ?. < (Z , on fait avancer le train jusqu'au moment où la troisième force se trouve sur l'entretoise, etc.
^7*i. Charge uniforme mobile. — Il est d'abord évident que l'on obtiendra les plus grands moments fléchissants en chargeant toute la poutre, car toute charge que l'on introduit fait naître des moments fléchissants de même signe; on est donc ramené au cas d'une charge permanente. Il nous reste à nous occuper du lieu des K.
Soient (fig. 217) : a'b', l'intervalle compris entre deux entretoises ; CDE , la ligne des K pour une position de la surcharge ; RS, l'horizontale qui remplace une partie de cette ligne
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quand il y a des entretoises. Soient : x,^ = ka , x ^ Ad' , x' = ad', / = AB , À = a& ; on a :
DcV X l -=px X —,
Drf X / ^ px'x —•
L'effort tranchant K = Drf' — Dd'à donc pour valeur : px^ px'^
On a aussi x — x' = x^. Déterminons X de manière que K passe par un maximum ; on trouve :
pxdx px'dx' „ ^ , , , ^
= 0 ei dx— dx' = 0.
On en déduit :
Cette proportion est précisément celle qui détermine le point qui divise dans le même rapport la distance des entretoises et celle des appuis ; nous sommes déjà arrivé à ce résultat d'une autre manière (571 ). On eu déduit :
/y» rni /y»
La valeur de K devient en remplaçant x et x' par leurs valeurs :
Or au point a l'effort tranchant K' a pour valeur : „, __ pXp
~ 21 On a donc :
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Cotte équation justifie la construction suivante :
Soit Ua = K' ; tirons la droite AU, l'iiorizontale UV, la droite BV ; l'horizontale RS qui passe par le point de rencontre des droites AU et BV est précisément la limite supérieure des efforts tranchants, dans rintervallea&. En raisonnant de la même manière pour tous les intervalles analogues, on trouve que la parabole AN doit être remplacée par une ligue à gradins dont toutes les horizontales se déterminent comme la ligne RS.
On peut aussi démontrer que RS coupe la tangente U à la courbe des K', au milieu de l'intervalle compris entre les ordonnées des points U et D; cela permet de trouver RS d'une autre manière.
Si en particulier les entretoises sont à égale distance les unes des autres, les points analogues au [>aint où la tangente U est coupée par RS, sont aussi à égale distance les unes des autres ; la construction peut être considérablement simplifiée.
CHAPITRE III
Poutres encastrées prismatiques.
§ 1 .Poutre encastrée à une extrémité et libre à l'autre.
5 ÎÎ5. Forces isolét's. — Soit (fig. 220) AB une poutre encastrée en A, libre en B, sollicitée par trois forces. Le lieu des efforts tranchants est une ligne à gradins DEj la ligne de repère CD est déterminée par la condition : K = 0 au point B. La ligne des M est un polygone DF, intégrale de la ligne des K ; la ligne de repère DC est déterminée par la condition : M = 0 au point B. La ligne des vy est formée d'une série d'arcs paraboliques du second degré ; on la détermine par^un^polygone circonscrit GK; la ligne de repère GH est déterminée par la condition : r; =0 au point A. La ligue des ?/ est formée d'arcs paraboliques du troisième degré ; on la détermine par le polygone d'intégration ML ; la ligne de repère MN se dé-
termine parla condition : 7/ -= 0 au point A. Le polygone ML donne exactement trois points de la ligne des?/; mais on peut en déduire iacilement autant de points et de tangentes que Ton veut.
574. Charges iiiiifornii'meitl répai'lîes. — Soit (flg. 221 ) AB une poutre supportant deux charges uniforménlent réparties , l'une égale à BB' , l'autre à AA' ; la poutre est encastrée eu A et libre à l'extrémité B.
La ligne des K est le polygone DE , la ligne de repère est CD. La ligne des M est formée de deux arcs paraboliques du second degré ; elle est déterminée par le polygone ciixîonscrit GK ; la ligne de repère est FG. La ligne des •/] est formée de deux arcs paraboli(iuesdu troisième degré; elle est déterminée par le polygone d'intégration LM ; la ligne de repère est MN. Enfin la ligne des y est formée de deux arcs paraboliques du quatrième degré; elle est déterminée par le polygone d'intégration PR; la ligne de repère est PQ.
575. Charge «-ariakie. — Soit AB (fîg. 222) une poutre encastrée en A, libre en B; supposons que la courbe des charges soit une droite A'B'. On trouve successivement jiour ligne des K, des M, des ri, des // , des paraboles du second , du troisième, du quatrième et du cinquième degré , elles sont res{)ectivement déterminée par les polygones DE, GK, LM. PR; les lignes de repère sont CD, FG, MN, PQ.
E.\|trei>>^iont« de la valeur de // à l'e\lréiiiiié
libre. — Sur l'épure des 7;, les y sont évidemment représentés par des aires :
Sur l'épure des ]\I, les •/] sont re[)résentés par des .aires, les 7j par des moments (539). Ainsi , soit (flg. 222) [j. le moment, autour de l'extrémité G, de l'aire FGK limitée par la ligne des M ; on a ;
Sur l'épure des K , les y représentent les moments d'inertie divisés par 2 ; mais il ftiut pour cela prendre pour lignes de
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repère, les paraboles osculatrices (107) Ainsi au point R, la parabole osculatrice est une droite, car M = 0 ; on a donc en P'P une ordonnée qui représente le demi-moment d'inertie de l'aire EDC autour de la verticale du point C. L'ordonnée RQ a une signification bien simple. Eu P, la parabole osculatrice est l'intégrale seconde de M = Mo , Mo désignant le moment fléchissant dans la section d'encastrement. Soit y', l'ordonnée au point Q de cette parabole osculatrice ; cette parabole passe sous le point R et Ton a :
I est le moment d'inertie de l'aire ECD autour de la verticale du point D. Or on a :
II vient donc :
Les formules ( 1 ) , (2) , (3) s'appliquent aussi à une poutre quelconque, si on prend comme ligne de repère des 7/ une tangente à la fibre moyenne déformée et si on assimile le point de contact à une S' ction d'encastrement ; il est à remarquer, en effet, que tous les raisonnements qui précèdent subsistent complètement.
On peut aussi représenter les deux dernières valeurs par des aires ; prenons l'extrémité libre comme origine, on a :
£ ?/ = fjL = / M^ dx ,
K{1^ -x^)dx.
Les aires qui représentent y sont limitées par les courbes Mœ , et K (l'^ — œ'^) que l'on obtient par une méthode connue (70).
§ 2. Poutres encastréss à ses deux extrémités.
57 7. i^oluiion par répiirc d«s y. — Intégrons quatre fois la courbe des charges en nous donnant arbitrairement los premiers points; nous obtiendrons les lignes des K,des M . des -f] , des y ; il s'agit de trouver les lignes de repère. Soit , (fig. 223) ACD la ligne des M ; la ligne des M' est une droite inconnue A'B'. Nous avons représenté la ligue des /) par sa corde EF , la ligne des y par ses tangentes extrêmes , afin de simplifier la figure qui est destinée uniquement à l'explication de la méthode. La ligne des •/)' est une parabole du second degré qui doit être déterminée par deux tangentes extrêmes; la ligne des if est une parabole du troisième degré qui doit être déterminée par un polygone d'intégration de trois côtés. Exprimons les conditions de la déformation y aux deux extrémités de la poutre, on doit avoir ?/ = o, •/) = 0 , si les extrémités sont encastrées suivant la même horizontale ; il faut donc que les tangentes extrêmes des lignes des y et des ?/' coïncident ; on connaît les tangentes extrêmes KS et SL de la ligne des y ; le polygone d'intégration de la ligne des y est donc KMNL. On obtient en prenant les dérivées , la ligne des ri en DGF , la ligne des M' en A'B' ; le problème est résolu. On peut obtenir les moments AA' et BB' plus rapidement, si on a soin de prendre deux bases d'intégration l \ 2 et ^ : 3; nous savons qu'alors (115) l'une des intégrales secondes de B'A' est B'ee'A' ; donc si nous avions pris ces bases d'intégration, nous aurions YJ) = BB', aL = AA'.
La méthode que nous venons d'exposer s'applique avec la même facilité au cas où les encastrements seraient situés à des niveaux difiérents et où les fibres encastrées feraient avec l'horizon des angles connus. On trace alors les tangentes extrêmes à la ligne des ?/' de manière à réaliser ces conditions et on achève comme précédemment. Supposons, par exemple, que les encastrements soient horizontaux, mais que l'encastrement de droite soit plus bas que celui de gauche d'une longueur représentée par L'L; on trouve en KMN'L' le polygone d'intégration de la ligne des ^/'.
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5Î^. Soliilîon par répiipc des /,. — Les cûuditions de la déforuiation donnent les extrémités de la li^ne des r! et de la ligne des ?/'; ce sont les points E et F et les [joints K et L , si les libres extrêmes sont encastrées suivant une même horizontale. En prenant la dérivée de la corde des //' , on obtiendra le point H , point nioijen des /;'; c'est le centre de gravité du triangle f]GF (19) Pour construire le triangle EGF, il suflit de tripler la distance du point H au milieu de la corde EF, on obtient le sommet G. On peut aussi déterminer le milieu Rdu c»Ué GF en traçant la médiane EHR.
Cette construction peut quelquefois s'effectuer sans utiliser répure des y. Si les fibres extrêmes sont encastrées suivant une même horizontale, les cordes dos y et des y' coïncident , le [loint H est aussi le point moyen des y ; on peut obtenir ce point par divers procédés sans se servir de l'épure des //.
579. Solution par IVpiire dos 11. — Déterminons le point H comme nous venons de l'indiquer ; nous allons démontrer que les dérivées des méfl.innes ¥A\ et W¥ ont pour valeur le"; M' principaux. On reconnaît f'a"cilement que dans le cas d'une poutre prismatique les points principaux (559) divisent la poutre en trois [larties égales; les M' principaux sont donc les ordonnées Pc, Qe' en ces points. Démontrons, par exemple , que la dérivée de EH est Pe. En effet, la droite EH prolongée passe parle milieu R du côté GF ; la dérivée de cette corde ER de l'angle G est donc (550, remarque) l'ordonnée du point (jui divise B'A' dans le rapport inverse des projections horizontales des cotés EG et GR; ce rapport est 2 : 1 ; donc la dérivée de EH est Pe. En prenant la dérivée des côtés EHF, on trouve donc les deux points principaux P et Q de la ligne des M'.
580. Soliitioîïs diverses. — Nous ne considérerons plus que le cas où les fibres extrêmes sont encastrées suivant une même horizontale ; s'il n'en est pas ainsi , on pourra toujours ajouter l'influence des conditions de la déformation , en appliquant le principe de l'indépendance des effets des forces.
La ligne des M' doit satisfaire à deux conditions; il faut,
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qu'aux deux extrémités de la poutre on ait y; = 0 et // = 0 ; la première exin'ime que la surface des M e>t nulle; la seconde que le moment de cette surface est aussi nul (539); donc les poids positifs et négatifs de cette surface doivent se taire équilibre. Or cette sufaceest la différence entre la surface ACDB et la surface AA'B'B ; il faut , par conséquent , que ces surfaces ACDB et AA'B'B aient des poids égaux et dirigés suivant la même verticale. On est donc ramsné au problème suivant : trouver un trapèze AA'B'B connaissant sa surface et l.i verticale de son centre de gravité ; ce problème se présente dans beaucoup de questions; c'est pour ce motif que nous en avons transporté la solution dans la partie théorique de ce mémoire (117).
On peut aussi joinilr^ l.'s p.")iQts principaux e et e' à l'extrémité I' de l'ordonnéa rao\'^enne de la ligne ACD; on obtient (247) : UW = AA', VW = BB'.
Ces moments extrèaios peuvent aussi se représenter par des aires ; mais on arrive à une formule plus simple eu calculant les moments principaux. Prenons l'extrémité A pour origine; le moment principal Pc s'obtient [)ar la formule :
Ve X -;^- = / Wxdx.
Enefïét, on reconnaît aisément que , si on renqdace la
ligue des M' par y ^ Ve, l'intégrale première devient la médiane EH i)rolongoe, et que l'intégrale s<^conde conserve la même corde KL, et la même tangente KM; donc le moment de la surface des M' autour du point A ne change pas en faisant pivoter la ligne des M' autour du point P : il est égal au moment du rectangle de hauteur Vc. Eu exprimant que ce moment est aussi égal au moment de la surface ACDB, on obtient la formule qu'il fallait démontrer. L'intégrale est l'aire de la courbe ?/ = M"j?; on obtient facilemeni cette courbe (70). On trouve de même le moment Qe' ; on a aussi :
Jï' X l = f M" dœ.
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On en déduit K' par la formule :
On tire de là
K'i = II'— pe.
K'|=yM" {l--2x)dx.
En intégrant par parties , on trouve :
On i)eut aussi démontrer le théorème suivant : le centre de percussion de la surface couverte par les efforts tranchants vrais, par rapport à un axe vertical passant par l'une des extrémités de la poutre, se trouve sur la verticale qui passe par l'autre extrémité. On peut déduire de là la formule :
l / Kœdx = S Kic'rfo?.
En remplaçant K par K" — K' on retrouve la valeur de K' établie plus haut.
581. Forces isolées. — Soit (fig 224) AB une poutre encastrée sollicitée par deux forces isolées. On trouve successivement la ligne des K en CD , la ligne des M en EFG , la ligne des r\ en HKL , la ligne des y eu MNR. On trouve alors la ligne des ?/' en MN'P'R, la ligne des // en HK'L, la ligne des M'^eu E'G', la ligne des K' en CD'; le problème est résolu.
5S9. Charges unii'oruiéuient réparties. — Soient : (fig. 225) AB , la poutre; AA' BB' les charges. On trouve successivement: la ligne des K en CD, la ligne des M en EFG, la ligne des /) en MRNL. Au lieu de tracer la ligne des y , déterminons directement l'ordonnée moyenne des arcs LP et PE par la construction du numéro 24 ; on obtient facilement le point moyen I^des /;. En prenant les dérivées des droites LI et IM , on obtient les points principaux S et T de la ligne des M'.
583. l'Iiarge variabie. — tneioS ( fig. 226) : AB, la poutre; A'B', la courbe des charges. Eu intégrant on trouve succès-
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sivement : la ligne des K en CDE , la ligne des M en FGH , la ligue des y] en KLM, la ligne des y en PQRS. On remarquera que dans le polygone d'intégration , nous avons remplacé les trois côtés intermédiaires par un côté unique RQ; on reconnaît facilement que l'inclinaison de ce côté s'obtient en intégrant l'ordonnée du point L, centre de gravité des trois sommets intermédiaires de la ligne des y; (540).
Traçons la ligne des y' en PQ'R'H ; prenons les dérivées successives, on obtient la ligne des •/;' eu KL'M , la ligue des M' en F'H', la ligne des K' en CE'.
581. Force i»>olcc. — Soient (11g. 227) : AB , la poutre ; CD , la ligne des K ; EFG , celle des M ; E'G' , la ligue inconnue des M'. Le trapèze GG'E'E a même poids résultant que le triangle EFG; on obtiendra donc E' et G' par la construction du numéro 119. On porte MN = — FF' sur le milieu N
de GE et par le point F , on mène des parallèles FG' et FE' aux droites GM et ME.
Cette construction se modifie aussi de la manière suivante: on mène par le point F , HK parallèle à GE ; les droites FG' et FE' sont parallèles aux diagonales KG et HE du parallélogramme HKEG.
Aux points S et T , le moment fléchissant est nui ; ce sont les points d'inflexion ; démontrons que ces points se trouvent aussi sur les droites NK et NH. En effet, les figures MTEN et TFKE' sont semblables; les côtés NT et TK sont homologues : ils doivent être en ligne droite. Lorsque la force se déplace, les points d'inflexion varient ; la position des points d'inflexion est indépendante de la grandeur de la force , car la droite FF' peut , en modifiant l'échelle des M , représenter des moments de toute grandeur. Donc , en déplaçant le point F sur la droite, en joignant GF et FE , on obtiendra les positions du point d'inflexion pour toutes les positions de la force isolée.
585. Couple isolé. — Soient (fig. 228) : AB, la poutre sollicitée par un couple isolé; CDEFL, la ligne des M ; HK la ligue inconnue des M'. Il faut que le rectangle CDEF et le
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trapèze HKCL ait un même poids dirigé suivant la même verticale. On trouve l'ordonnée moyenne MN en joignant les milieux des côtés LF et ED ; le point M est le milieu de la droite HK. Apidiquons alors la construction du numéro 247 ; c'est le même problème que s'il s'agissait de trouver la pression sur un mur. Joignons le point M aux points principaux de LC, on obtient sur la verticale du centre de gravité du rectangle DEFC, les points K' et H'; on on déduit les points H et K de la ligne des M'.
Les moments fléchissants changent de signe aux points S et T : ce sont les points d'inflexion de la fibre moyenne déformée; il nous sera très utile de construire l'épure des points d'inflexion produits par un couple isolé qui se déplace. La position de ces points est indépendante de la grandeur du moment du couple isolé , car une même ordonnée CD peut représenter des moments de toute grandeur. Nous admettrons que l'ordonnée moyenne MN reste constante et nous prendrons :
MN = ee' = -•
On reconnaît facilement que l'on a alors :
PH = AH' = 2M/i = LF.
On obtient donc le point d'inflexion S par la construction suivante : on porte MN = ^ : 3; on porte en PH l'abscisse LF du couple isolé , on joint MH. Il est évident que la même construction s'applique au point d'inflexion T ; on portera donc QR = FC, on joindra MR, le point T' est sur la verticale du point T ; c'est le second point d'inflexion. C'est en utilisant cette règle que nous avons dressé (fig. 229, c- l'épure des points d'inflexion pour différentes positions du couple isolé.
5$G. Force isolée mobile. — En appliquant la construction du numéro 584 , pour chaque position de la force , on obtiendra les M pour chaque cas; mais il convient de modifier légèrement cette construction pour obtenir les lignes des M rapportées à une ligne de repère unique. Pour y arriver,
commençons (flg. 229, &) par tracer la ligne des M pour une poutre sur deux appuis mais en changeant le sens des ordonnées; ou trouve ACB. Quand la charge se meut, le point C décrit une parabole que l'on trace facilement. Appliquons la construction connue à la position C, on trouve la ligne de repère EF. Prenons alors AB comme ligne de repère et revenons au sens habituel des ordonnées M; on reconnaît facilement que les moments fléchissants BE et AF sont portés à partir de AB précisément dans le sens qui convient; on obtient donc la ligne des M en EGF, en portant DG = CK. On obtient de cette manière les M pour toutes les positions; nous les avons transportés sur la figure a. Le sommet G décrit une courbe ; les côtés EG et GF enveloppent deux autres courbes ; ces courbes constituent les limites supérieures et inférieures des M.
Il est utile pour tracer les courbes-enveloppes de déterminer exactement les points où ces courbes sont touchées par leurs enveloppées. Nous allons démontrer que ces points de contact se trouvent sur les verticales des points d'inflexion produits par un couple isolé que l'on substituerait à la force mobile.
Remarquons, en effet , que si la force est dans une position, nous la déplacerons infiniment peu en introduisant un couple isolé dans la section où elle agit; aux points d'inflexion produits par ce couple, il faut ajouter des moments nuls ; donc sur les verticales de ces points se trouvent les points immobiles des côtés de la ligne des M ; ce sont les points où ces côtés touchent leurs enveloppes.
On obtient la ligne des K , pour chaque position de la force, en prenant la dérivée de la ligne des M; on trouve une ligne telle que QPMN (fig. cl) ; les sommets P et M décrivent les courbes AB et A'B' que l'on détermine par points et qui constituent les limites des efforts tranchants.
Ces courbes s'obtiennent plus rapidement par la méthode suivante. Prenons le point B' comme une origine d'abscisse ; soit ic = CB' l'abscisse de la force P = PM. Prenons la droite QR pour axe provisoire , la surface des K" est le rectangle
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PMNR , on trouve rordonnée K' = PC du point P en appliquant la formule du numéro 580 qui devient :
Ou en conclut que le point P décrit une parabole du troisième degré qui touche la droite AB' au point B' ; comme les cjurbes AB et A'B' sont identiques (MP = P) , la tangente en B est aussi horizontale. Par raison de symétrie, les mêmes propriétés doivent exister en A et A'. On connaît alors les polygones d'intégration des deux paraboles ; on trouve pour la parabole AB, le polygone ACDB ; on peut obtenir alors autant de points de la parabole que Ton veut ; on trouve notamment le iioint H ; on démontre aisément que c'est un centre et un point d'inflexion.
587. Train niol»ile. — Un sj'stème de forces isolées se déplace sur la poutre ; on peut obtenir la ligne des M pour chaque position du système, en utihsant le principe de l'indépendance des effets des forces ; on construit l'épure des M pour le cas d'une force unique mobile ; par un changement d'échelle on obtient les M pour toute autre force ; pour chaque position du système, on superpose les moments dus aux différentes forces.
On peut aussi laisser les charges immobiles et déplacer la poutre sous les forces; on trace pour une poutre indéterminée les lignes des K, des M, des /; et des ?/ ; on a soin de prendre pour effectuer l'intégration des tronçons de poutre égaux à une fraction déterminée de la portée, un cinquième par exemple ; ou place alors la poutre dans diverses positions, en la déplaçant chaque fois d'un cinquième de sa longueur ; on s'arrange de manière que les extrémités de la poutre correspondent aux points de la ligne des y où l'on a tracé les tangentes ; on détermine aisément les hgnes de repère. On peut alors obtenir tous les moments fléchissants et tous les efforts tranchants qui se produisent en chacun des points de la poutre et déterminer leurs valeurs limites.
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Charge uniforme mobile.— Si la charge uEiforme s'avance en AD sur la i»outre AB (flg. 230 , &), la ligne des M sera formée d'une parabole et d'une droite; traçons ces lignes pour toutes les positions du point D ; faisons ensuite entrer la charge de la gaucho vers la droite ; traqons les enveloppes de toutes les lignes des M; nous obtenons les courbes adfb et gd' f 11 ; ce sont les courbes limites cherchées. Cette méthode est pénible; en outi^e, on peut se demander si, en fractionnant la charge, on obtiendrait pas des positions plus défavorables que celles que l'on a considérées. Nous allons d'abord faire disparaître ces doutes , ensuite nous indiquerons le moyen d'obtenir plus facilement les enveloppes des M.
Construisons (flg. d) l'épure des points d'inflexion produits par une force isolée mobile. Proposons-nous, par exemple , de chercher sur la verticale du point S les moments fléchissants limites. La figure b nous indique que toute charge placée dans l'intervalle HF produit un point d'inflexion situé à gauche de S et par conséquent produit en S un moment fléchissant négatif; toute charge placée dans lintervalle FK produit au contraire en S un moment fléchissant positif. Nous obtiendrons donc le plus grand moment fléchissant négatif en enlevant toutes les charges qui donnent un moment positif en S, et en introduisant toutes les autres; c'est en chargeant AD que nous réaliserons ces conditions. On trouve de la même manière qu'en chargeant DB, on obtient en S le plus grand moment fléchissant positif. Au point F correspond aussi le point d'inflexion T, eu chargeant AD ou DB on obtient aussi les deux limites du moment fléchissant en T. En résumé, les positions les plus défavorables s'obtiennent en faisant avancer la charge continûment de l'un ou de l'autre côté, sans la fractionner; cela justifie la méthode des enveloppes que nous avons exposé précédemment.
Ce raisonnement nous conduit aussi à la détermination des points où les enveloppées touchent leurs enveloppes. Plaçons la charge en AD ; les points m et ;>' de la ligne des M, situés sur les verticales des points d'inflexion produits par une force isolée en D , appartiennent aux courbes limites ; ce
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sont les points de contact cherché. Cette proposition se démontre aussi en reproduisant le raisonnement du n'* 586 déplacer la charge AD , c'est introduire une force isolée en D or cette force produit aux points d'inflexion des moments nuls donc sur ces points d'inflexion se trouvent les points immobiles des enveloppées : ce sont les points où elles touchent leurs enveloppes.
Avant de passer aux tracés graphiques, voyons de quoi se composent les courbes limites. Si nous déplaçons le point F, nous voyons que le point S ne peut dépasser S' ; on démontre aisément que ce point S' tombe sur l'une des verticales principales ; on démontre de la même manière que le point T ne peut dépasser l'autre verticale principale ; donc dans la région centrale comprise entre les points principaux, il ne se produit que des moments fléchissants négatifs ; on obtiendra donc la limite supérieure de ces moments en chargeant toute la poutre, ce qui donne la parabole clf ; la limite inférieure est la droite cVf.
Si on se place en un point C du premier tiers de la travée, on trouve deux limites ra et p ; la première s'obtient en chargeant AD, la seconde en chargeant DB ; le lieu du point m est une courbe ad, le lieu du point p est une autre courbe g(V. Ces deux courbes satisfont à la relation suivante : la somme algébrique de leurs ordonnées est précisément l'ordonnée de la parabole gd que l'on obtient en chargeant toute la poutre. En effet, si on charge AD, on obtient le moment cm ; si on charge BD, on obtient cp ; superposons ces résultats ; cela revient à charger toute la poutre : on doit trouver en ; donc :
en = ep +■ (— cm).
On déduit de là :
one = np.
Cette relation existe aussi pour un point infiniment voisin du point m : on en déduit aisément qu'elle existe aussi entre les ordonnées des tangentes aux points //t, n et j?;. Supposons la parabole gdf/i déterminée par points et tangentes ;
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chargeons AD , déterminons les points m et // et les tangentes en ces points des enveloppées; les tangentes aux enveloppées et aux enveloppes coïncident aux points de contact ; delà tangente en m, on déduira la tangente en p (les tangentes en n et eu p se coupent sur la verticale du point g) ; de même, la tangenie eu j;' donnera la tangente eu nV ; mais chacun des 4 points m, p, m\ %}\ donne aussi son symétrique par rapport à la verticale élevée au milieu de la poutre ; donc la position AD de la charge donne 8 points et 8 tangentes des courbes limites.
Déplaçons la charge de manière que le point D vienne en B ; la poutre est complètement chargée ; cherchons les huit points et les huit tangentes qui correspondent à cette position particulière. Lorsque le point D vient en B, le point S vient en S'; donc my vient en dcV ; par conséquent en d, il y a contact entre l'enveloppée gd et l'enveloppe ad ; on en conclut qu'en d^ il y a aussi contact entre gW et l'axe ab. Lorsque le point D vient en B, le point T vient en K, donc «^'p' vient en Wi ; donc en 7U1 y a contact entre l'enveloppe fhet l'enveloppée qui est la tangente au point h defh; on en conclut qu'il y a aussi contact au point b entre l'enveloppe fb et l'axe ab. Les points d, d', b, h donnent leurs symétriques f, f, a, g. On obtient donc les extrémités et les tangentes extrêmes des quatre courbes-enveloppes qu'il s'agit de tracer.
Ces diverses propriétés permettent de construire rapidement l'épure. Traçons d'abord la parabole ^c?/"/? pour toute la poutre chargée; on l'obtient en intégrant deux fois la charge ou de toute autre manière ; nous traçons cette parabole de manière qu'elle soit symétriquement placée par rapport à la verticale centrale. Par raison desj'métrie , la ligne de repère ab doit être horizontale et comme Taire couverte par les M doit être nulle , la droite ab a pour ordonnée l'ordonnée moyenne de la parabole; donc elle divise la hauteur de cette parabole en trois parties égales (18). Traçons ab , divisons cette droite en trois parties égales , menons les verticales principales fWet /■/"' ; l'arec?/" et la droite dJf font partie
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des courbes limites. Les arcs ad , fb, gd,', f'h sont déjà plus ou moins déterminés par leurs tangentes extrêmes. En chargeant AI), nous obtiendrons deux points et deux tangentes de chacune de ces courbes. Pour y arriver , traçons ( fig. c) la ligne des M en laissant la ligne de repère indéterminée ; nous avons tracé cette ligne en prenant l'horizontale comme ligne des M entre B et D ; de D en A , la ligne des M est un arc parabolique que l'on détermine par deux tangentes extrêmes ; on les obtient par une double intégration de la charge ou en utilisant la parabole ^d/"/j déjà tracée ; nous n'avons [)as représenté ces opérations qui ne présentent aucune difficulté. Intégrons la ligne des M , tous les côtés du polygone des v] sont horizontaux sauf un seul ; le i)ol3"gone des y a une forme du même genre, mais comme la place fait défaut , nous avons opéré sur la ligne des •/] ; le point moyen des y] se trouve facilement par les constructions indiquées sur la figure ; on en déduit les M' principaux et la ligne de repère a'U. Il s'agit alors de rapporter les M de la figure c à la figure a . en prenant ah comme ligne de repère ; on obtient les tangentes aux points ni et p' en rapportant la tangente q'nV que l'on obtient facilement et le côté rectiligne des M ; il suffit de rapporter l'intersection de ces deux droites et les points où elles rencontrent la ligne de repère. On déduit des points on et p' les points p et m' ; on prend ensuite les symétriques des quatre points connus. On connaît alors quatre points et quatre tangentes de chacune des courbes. On obtiendrait d'autres points en plaçant la surcharge dans d'autres positions.
Occupons-nous des efforts tranchants. On démontre , comme dans le cas d'une poutre sur deux appuis, que les efforts tranchants limites en un point D d'une poutre AB s'obtiennent en chargeant AD ou DB. Pour chacune de ces positions de la charge, la ligne des K est formée d'une horizontale et d'une ligne de direction constante. Si on introduit la charge de gauche vers droite, le sommet de la ligne des K décrit la limite supérieure des ■efforts tranchants; on obtient la limite inférieure en introduisant la charge de droite ve rs
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gauche. Pour chaque position , on trace la ligne des M , on prend la dérivée du côté rectiligne, on obtient l'effort tranchant limite à la tête de lacharge. On trouve ainsi autant de points que Ton veut des courbes limites. Soient (fig. cl) AD la limite supérieure, E'B une partie de la limite inférieure.
Il est facile de démontrer : 1° que l'une des courbes est la symétrique de l'autre par rapport au milieu de la poutre ; 2° que la somme algébrique de leurs ordonnées au même point de la poutre est l'effort tranchant de la poutre complètement chargée. La ligne des K pour la poutre complètement chargée est la droite CD intégrale de la charge ; elle passe par le milieu C par raison de symétrie. Connaissant un point de l'arc AD, on trouve immédiatement un point de l'arc E'B, en utilisant la propriété de la droite CD. On en déduit deux autres points en prenant les symétriques des points connus par rapport au point C. Chaque position de la charge donne deux points de chacune des courbes.
On peut tracer directement ces courbes limites avec beaucoup de facilité. En calculant l'effort tranchant limite par l'analyse ou par une méthode analogue à celle que nous avons suivie pour le cas d'une force isolée, on trouve que ces courbes sont des paraboles du quatrième degré qui ont un contact du second ordre avec les droites AB, CD aux extrémités de ces droites. D'après cela, le polygone d'intégration de l'arc AD n'est autre que AFCHD ; les côtés AF etFC sont sur la droite AB, lescôtés CH, HD sur la droite CD (545, cas particulier; on considère la droite AB et la droite CD prolongée comme des arcs paraboliques du quatrième degré). On obtient alors l'arc AD par points et tangentes ; on en déduit l'autre courbe limite ou on la construit directement par le même procédé.
On peut démontrer sans calcul que l'arc AD a au point A un contact du second ordre avec la droite AB ; en effet, on obtient un point infiniment voisin du point A en chargeant une longueur infiniment petite de la poutre à partir du point A ; cela revient à introduire une force isolée infiniment petite et infiniment voisine du point A. Or si cette force était finie, on obtiendrait déjà un effort tranchant du second
558 INTEGRATION GRAPHIQUE.
ordre (586) ; donc si la force est infiniment petite du premier ordre, l'effort tranchant est du troisième ordre et au point A il y a contact du second ordre. Au point B , il y a aussi contact du second ordre ; en utilisant la propriété de la droite CD , on démontre qu'il y a aussi contact du second ordre en D ; la même propriété existe à l'autre extrémité de la droite CD.
§ 3. Poutrs encastrée à une extrémité, appuyée à l'autre.
588. Solution par répare des ?/. — Reprenons la figure 223 ; soit AB la poutre que nous supposerons encastrée en B , api)uyée en A. Intégrons quatre fois les charges, il s'agit encore de trouver les lignes de repère. Soient : ACD, la ligne des M; EF, la corde des /; ; KSL , les tangentes extrêmes à la ligne des y. Supposons le problème résolu ; soient : AB" , la ligne des M' ; EG'F' et KMN'L' les polygones des // et des y\ La ligne des M' doit passer par le point A , parce qu'en A , il y a simple appui et que M est nul. Nous avons choisi ce point A sur l'axe M" = 0 ; donc le côté des // qui y correspond , est horizontal; donc les côtés N"L et MN" des y^ ont même direction. Supposons l'encastrement horizontal et l'appui au niveau de l'encastrement ; au point K , les tangentes des lignes des y et des y' coïncident: car on a, au point B :
•^ =. y;" _ ■^' = 0 , d'où r!' = r!.
Au point A , on a :
y = y"—y'^Ç), d'oÙ y" = ij \
donc les polygones des y et des?/' doivent se joindreau pointL.
Il résulte de là que le poh'gone des y' a un côté connu KM dirigé suivant la tangente KS à la ligne des y ; on obtient les deux autres côtés enjoignant ML. On obtient les r} et les M' en prenant les dérivées.
Nous ferons remarquer comme au n" 557 que si nous avions pris pour bases d'intégration / : 2 et Z : 3 , l'une des intégrales secondes de AB" serait B"ee'A , donc on aurait : K6" = B"B.
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On obtiendrait ainsi le point B" sans prendre les dérivées.
Il est intéressant de clierclier quelle eût été la solution du problème , si nous n'avions pas pris le point A sur l'axe M" = 0. Nous rencontrerons ce cas en cherchant l'état de sollicitation de la même poutre supposée appuyée en B , encastrée en A. Soit KM'NL le polj'gone des y' ; le côté NL est connu , il est dirigé suivant la tangente à la ligne des y ; le côté KM' passe par le point K ; mais KM'N ne forme plus une ligne droite. Si nous avions choisi les bases d'intégration particulières dont il vient d'être question , nous aurions :
K = BD
Cette relation donnerait le point ^/; on joignant &'N, on obtiendrait le côté M'N; le problème est résolu. On peut conclure de là qne si la ligne des M' pivotait autour du point D, le côté intégral .M'N pivoterait aussi autour du point U ; mais cette propriété doit subsister quand on change les échelles ; donc quelles que soient les bases d'intégration , on obtiendra le point &', en menant une droite quelconque par le point D , en construisant son intégrale seconde à partir du point B, en prolongeant jusqu'en V le côté intermédiaire du polygone d'intégration.
Cette manière de trouver K(!/' , connaissant BD, peut s'envisager à un point de vue plus général; il s'agit d'exprimer sur le polygone des 1/ que Tune des ordonnées extrêmes des M' est connue; or on a (69) :
On voit aisément que A\?/' = K&' ; donc on peut trouver K&' par une fausse position consistant à mener par le point connu des M', une ligne des M' quelconque que l'on intègre ensuite deux fois.
Les méthodes que nous venons d'exposer s'appliquent aussi au cas où l'encastrement et rap[)ui ne se trouvent pas au même niveau ; on connaît alors les valeurs de y aux extrémités de la poutre déformée et la dérivée ■/] au point d'encastrement ; ces éléments permettent de déterminer les extré-
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mités et l'un des côtés extrêmes du polygone des ^/' ; on achève la solution comme précédemment.
5$9. Solution par Tépure des r,. — Nous venons de voir comment on détermine les extrémités de la ligne des y' ; prenons la dérivée de la corde de cette ligne ; nous obtiendrons le point moyen H des /;'. Connaissant l'inclinaison r, ^ y;" — y;' de la fibre encastrée, on peut déterminer l'extrémité E de la ligne des ■/; ; on a sur la figure r^ = rp — r! = 0.
Du triangle EG'F' on connaît alors le sommet E , le centre de gravité H, et la direction du côté G'F' ; on mène la médiane EH que l'on prolonge jusqu'à la verticale qui passe aux trois quarts de AB ; par l'extrémité R on mène le côté G'F' qui est horizontal ; le polygone des r! est déterminé ; en prenant la dérivée, on obtient la ligne des M'.
590. Solution par 1 épure des M. — Joignons EH et prenons la dérivée, nous démontrerons comme au numéro 579 que cette dérivée est le moment principal ; on porte cette dérivée en Pe, on joint AP , on obtient la ligne des M'.
On déduit de là une propriété curieuse dont nous trouverons plus tard une généralisation dans l'étude des poutres à plusieurs travées. Supposons que sur l'appui A nous introduisions un moment d'encastrement variable ; la ligne des M ne change pas, mais nous allons démontrer que la ligne des M' pivote autour de son point principal P. En effet, la corde KL , le point H , le point E ne changent pas ; donc on trouve toujours la même médiane EH , la même dérivée Pe. L'effet du moment d'encastrement est donc de faire pivoter la ligne des M' autour du point P ; si ce moment d'encastrement avait une certaine valeur AA', on retrouverait la ligne B'A' qui correspond au cas de deux encastrements sur une même horizontale.
501. Solutions diverses. — Nous supposerons que l'encastrement et l'appui soient situés sur une même horizontale. Si nous prenons la tangente KS aux lignes des y et des y' comme ligne de repère, les ordonnées de ces deux lignes représentent les moments des aires couvertes respec-
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tivement par les M et les M' ; or au point L , y ^y' \ donc l'aire ACDB et le triangle AB"B doivent avoir même moment autour du jjoint A ; ces aires sont donc inversement proportionnelles aux bras de levier. Soient h la hauteur moyenne de la ligne ACD , UW la verticale du centre de gravité de l'aire ACDB ; on doit avoir :
D'OÙ BB" = h zà^
AW
On obtient BB"par une quatrième proportionnelle. La formule du numéro 580, qui donne le moment principal Pe, est encore applicable. On en déduit :
K' =Të : \ l.
On peut transformer la valeur de Pe par une intégration, par partie ; on trouve :
K' ^ = y* -^xdx = ~j K {p - x^) dx.
509. Exemples.— Utilisons les figures qui se rapportent à une poutre encastrée à ses deux extrémités ; les lignes des K, des M, des n, des y peuvent être conservées ; les lignes de repère changent; nous repiésenterons les nouvelles lignes de re[ière par un trait mixte.
Forces isolées. — On trouve (fig. 224) la ligne des y' en RP'N"M , la ligne des r, en LK"H', la ligne des M' en G"E , la ligne des K eu C"D".
Charges uniformément réparties. — Soit BA (flg. 225) la poutre encastrée en B , appuyée en A. On détermine le point I, point moyen des •/;; on prend la dérivée de LI, on obtient le point principal S des M' ; on tire la droite ES , c'est la ligne des M'.
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Charge variable. — Soit (fig. 226) la poutre AB encastrée en A, libre en B ; on trouve la ligne des y' en SR'P ; on obtient la ligne des M' en prenant les dérivées.
593. Force isolée. — Soient (fig. 231 ) : ACB la ligne des M, AB' la ligne des; M'. Les aires ACB et AB'B ont même moment autour de A ; ces aires sont proportionnelles aux hauteurs CC et BB' ; donc :
BB' X F'A = CC' X D'A
On obtient BB' par une quatrième proportionnelle ; on porte FF' = CC , on joint AF , on a BB' = DD'.
Autre construction. — Portons AH = -^CC; menons CB'
parallèlement à BH, nous obtiendrons le point B'.
Enjeffet, le centre de gravité G du triangle ACB se trouve sur l'horizontale dont l'ordonnée est CC : 3 ; si le point C décrit la droite KL, le point G décrit G'G".
On a d'ailleurs :
DP' _ G^G _ KC MN '" G'G" ~" kl'
Or DD".,= B'K , MN = AH ; en égalant le premier et le troisième rapport, on a donc :
M ^ KC B'K _ AH
AH ~ KL ^^ KC ~ kl'
Cette proportion exprime que les triangles CB'K et BHA sont semblables ; on doit avoir :
angle KCB' = angle HBA ,
donc les droites B'C et BH sont parallèles.
504. Couple isole. —Soient [fig. 232) : ACDE, la ligne des M ; AF , la ligne des M' qu'il s'agit de trouver. Il s'agit de construire un triangle ABF dont le moment autour du point A soit égal à celui du rectangle BCDE. Appliquons la méthode générale (591); portons au point principal H, en HK l'ordonnée moyenne de la ligne ACDE ; joignons AK , on obtient BF en L'L.
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Le point S est un point d'inflexion ; quand il s'agit simplement de trouver la position de ce point , on peut donner au moment du couple isolé une grandeur quelconque; prenons, par exemple, CD = AB , on a alors: HK =-■ BC. C'est de cette manière que nous avons construit (flg. 233, flg. c) l'épure des points d'inflexion produits par un couple isolé qui se déplace sur la poutre ; nous avons toutefois considéré un moment isolé représenté par / : 2 , alors HK = CB : 2.
505. Force unique luoliile. — On applique la méthode du n'^ 586. Soit (flg. 233 , flg. &) la poutre Bx\ , encastrée en B , appuyée en A. Construisons en ACB l'épure des M renversés, pour le cas d'une poutre sur deux appuis, lesdiverses positions du point C se trouvent sur une parabole. Pour chaque position de la force mobile, on trouve la ligne de repère par la seconde règle du numéro 593.
Cette règle subit une petite modification. On porte 0A = 2BA; on mène CD parallèlement à OÇ',;AD est la ligne de repère cherchée. On redresse alors les M (flg. a); on porte B'D' == BD , HF = CE , A'FD' est la ligne des M rapportée à la ligne de repère A'B'. Si nous appliquons cette construction à une série de positions de la force mobile , on trouve que le point F décrit une courbe, et que le coté FD' enveloppe une autre courbe ; ces deux courbes sont les limites des M. On démontre comme au n° 586 que le point de contact du côté FD' et de son enveloppe est sur la verticale du point d'inflexion produit par un couple isolé qui agirait dans la même section que la force; l'épure des inflexions ( flg. c) donnent tous les points de contact.
Occupons-nous des efforts tranchants. On peut les obtenir en prenant les dérivées de la hgne des M pour les différentes positions de la force. On trouve pour une de ces positions la ligne NHFK (flg. d) ; les points F et H décrivent deux courbes qui donnent les limites supérieures et inférieures des efforts tranchants.
Ces courbes s'obtiennent beaucoup plus facilement par une construction directe. On trouve les extrémités des deux courbes en plaçant la force P aux extrémités de la poutre ;
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on a AC = P, BD == P. Nous allons démontrer que ces courbes sont des paraboles du troisième degré , qu'elles ont un élément horizontal dans la section encastrée, un point d'inflexion sur l'appui. On pourra alors tracer immédiatement les polygones d'intégration BEC , DGA de ces courbes et en obtenir autant de points et de tangentes que l'on veut.
Cherchons l'équation de la courbe AD. Soit KFHN la ligue des K pour une position de la force; prenons NM pour ligne de repère provisoire et utilisons la valeur de K' qui se trouve à la fin du numéro 591. Soit x = MH; on a : K" = P de 0 à â; ; K" = 0 de ic à ^ ; donc la valeur de K' qui est évidemment l'ordonnée du point H , devient :
K' — = y P [V" - œ^) dx = F {ix — -j •
En supprimant le terme en x'\ on obtient une ligue qui a
en A un contact du second ordre avec la courbe AD ; on
trouve la droite :
s/' K'^-=Flx.
Donc au point A , il y a inflexion. On démontre facilement que pour ^ = ^, on a dK' = 0. Cela démontre les propositions dont nous avons fait usage.
596. Train mobile. — Dans le cas de forces isolées , on peut appliquer le principe de Tindépendance des eff'ets des forces comme au n° 587 ; dans tous les cas , on peut déplacer la poutre sous les forces.
Considérons ( fig. 234 ; le cas d'une charge mobile uniforme ; construisons (fig. c) l'épure des points d'inflexion produits par une force isolée. Soit ACB la ligne des M pour une position de la force isolée ; portons AH = CC : 2 ; menons CB' parallèlement à BH et joignons AB' ; le point S est le point d'inflexion. Nous ferons mouvoir et varier la force de manière que le point C décrive une horizontale ; alors BH est une direction fixe ; la construction revient donc à déplacer la droite CB' sans changer sa direction et à joindre BC et AB' ;
le lieu du point S est une hyperbole. On reconnaît facilement que quand la Ibrce agit au point A , le point d'inflexion vient en S' sur Tune des verticales principales ; entre cette verticale et l'extrémité A, on obtient les limites supérieures des M en chargeant toute la poutre , la limite inférieure est 0 ; on trouve la courbe da et la droite (Va (flg. a). Pour réaliser les limites des M en un autre point s, on cherche sur Tépure des inflexions la position C d'une force isolée qui produirait un point d'inflexion en s ; on obtient la limite supérieure des M en chargeant BC , la limite inférieure en chargeant C'A. Les points limites m et p décrivent les courbes limites bd et gd' : la première est l'enveloppe d'arcs paraboliques , la seconde enveloppe des droites. Elles satisfont à la propriété suivante : la somme algébrique des ordonnées de ces courbes est égale à l'ordonnée de la parabole gda que l'on obtient en chargeant toute la poutre ; en effet , en chargeant BC et C'A on obtient respectivement ms et ps ; donc en superposant les résultats , on arrive au même résultat qu'en chargeant toute la poutre ; donc :
— ms + sp = sn.
On en déduit aussi :
ms ^ pn.
Il suffit alors de déterminer des points de la courbe ad , on en déduit la courbe gd' , si on a soin de tracer la parabole gdb. La relation entre les ordonnées des points 7n,n,p existe aussi pour une position infiniment voisine ; on en conclut que cette relation existe aussi entre les ordonnées des trois tangentes en m, neip; cela permet de tracer la tangente au point ^ connaissant la tangente en m. On voit que toute position BC de la charge mobile donnera un point de chacune des courbes et les tangentes en ces points. Si on suppose que la charge BC vienne jusqu'au point A, le point S vient en S', on obtient le point d ; il doit y avoir contact entre la courbe ad et la parabole gd ; on en déduit qu'il y a aussi contact entre la courbe gd' et l'axe ad. Si on suppose que la charge BC se retire jusqu'au moment où le point C vienne
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en B , on trouve le point a , et la tangente est la tangente à l'enveloppée qui est évidemment la droite M = 0 ; donc la courbe ad touche l'axe ab au point a ; on en déduit, qu'au point g , la courbe gd' touclie la parabole gdb.
Les tracés graphiques se font rapidement de la manière suivante ; supposons la poutre complètement chargée ; laissons la ligne de repère ah indéterminée et traçons la parabole adg en intégrant deux fois la charge.
Si la poutre était posée sur deux appuis , la ligne de repère serait la corde «^ ; le moment fléchissant au milieu de la poutre aurait une certaine valeur que nous désignerons par ^. Exprimons que le moment du triangle abg est égal à celui de l'aire adg autour du point a ; ou trouve :
d'où bg = [j..
On obtiendra donc la ligne de repère ab en portant bg = fh. On peut facilement disposer Tépure de manière que la ligne de repère ab soit horizontale , si on détermine fh par un calcul ou un tracé préalable.
La parabole adg étant tracée , menons la verticale principale dd' ; on connaît alors les extrémités et les tangentes extrêmes des arcs bd et gd'. Pour avoir un point et une tangente intermédiaire, chargeons, par exemple , la poutre sur la moitié de sa longueur. On trouve (fig. b) la ligne des M en 6'DF ; elle est formée d'une horizontale UD et d'une parabole DF que l'on détermine par ses tangentes extrêmes. On obtient facilement le polj'gone des r, et des y\ on en déduit le pol3'gone des ?/', des // et la ligne des M'. 11 s'agit alors de transporter l'ordonnance m's' et la tangente g^viV de la figure b sur la ligure a; on obtient le point ra et la tangente ^/n. On en déduit le point p et la tangente en ce point à la courbe limite. On obtiendrait de la même manière d'autres points et tangentes.
Occupons-nous des efforts tranchants. On peut les obtenir en prenant les dérivées de la ligne des M pour les différentes
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positions de la surcharge ; on démontre comme pour le cas d'une poutre sur deux appuis que les positions les [iliis défavorables s'obtiennent en faisant avancer la charge sur la poutre sans la fractionner. Pour une certaine position, on obtient la ligne MEA (fig. d) ; le sommet E décrit la limite supérieure BC des efforts tranchants. On obtiendrait la limite inférieure eu faisant avancer la charge de droite vers gauche. Ces deux courbes limites possèdent la propriété suivante : la somme algébrique des ordonnées limites est l'effort tranchant qui se développe quand la poutre est complètement chargée (même démonstration que pour la ligne des M). Quand la poutre est complètement chargée , on trouve que la ligne des. K est une droite DC , intégrale de la charge et divisant la droite AB dans le rap[)ort 5 : 3. On arrive à ce résultat en utilisant la valeur de K' du numéro 591 ; prenons HC pour axe provisoire ; on a K" = px ; on en déduit :
K' ou AC -= - xjI-
On a d'ailleurs BD -\- AC = pi ,
d'oCi : AD = ^ pL
On en déduit :
BJ^ _ BD _ 5
NA ~ CA
La ligne des M conduit au même résultat. Dans le cas d'une poutre sur deux appuis, la ligne des M (fig. a) est rap[)ortée à la droite ag ; la différence des inclinaisons de la tangente a et de la droite ag donne l'effort trancliant au point «. Quand il y a encastrement en è» , la droite ag est remplacée par ah ; on reconnaît facilement que la différence d'inclinaison qui représente l'effort tranchant en a est diminuée d'un quart de sa valeur. Or pour la poutre sur deux api)uis cet effort tranchant est 7;^ : 2 ; donc dans le cas d'un
encastrement en b , il devient - ///. A3'ant tracé la courbe
BC(fig. (^)et la droite DC, on en déduira l'autre courbe limite DA en utilisant la propriété de la droite DC.
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On peut aussi tracer les courbes limites directement ; on démontre par l'analyse que ces courbes sont des paraboles du quatrième degré (même démonstration qu'au numéro 595). La courbe BC a avec la droite BA un contact du second ordre au point B ; car si une charge s'avance infiniment peu sur la poutre à partir du point B, on peut considérer la cliarge comme une force isolée infiniment petite du premier ordre; or, si cette force isolée était finie, l'effort trancliant sera du second ordre (595) ; donc dans le cas qui nous occupe, il est du troisième ordre. On démontre de la même manière qu'au point A , il y a contact entre la droite BA et la courbe DA ; on en déduit qu'il y a contact entre la courbe BC et la droite DC. Le polygone d'intégration de la parabole BC est alors connu ; deux côtés sont dirigés en BF suivant la droite BA ; à l'autre extrémité le côté GC est dirigé suivant la droite DC ; on trace le côté FG. On peut obtenir alors autant de points et de tangentes que l'on veut. On en déduit la courbe DA; on peut aussi tracer directement le polygone d'intégration de cette courbe.
CHAPITRE IV
Poutres continues prismatiques.
§ 1. Méthodes générales.
507. Problème à résoudre.— Soient (fig. 235): am , une poutre continue ; a, b, h, i, m, les points qui , après la pose, se placeront sur des appuis situés à des niveaux connus ; ABDEHILM la ligne des charges. Intégrons quatre fois la courbe des charges en introduisant, s'il y a lieu , les forces isolées; donnons-nous arbitrairement les réactions des appuis , que nous considérerons comme des constantes d'intégration ; nous obtenons :
(fig. 236), la ligne des K en ah d eh il m;
(fig. 237), la ligne des M en kbdeghhlm;
(fig. 238), la ligne des >] en adgkn ;
(fig. 239 ) , la ligne ÙQsy enabeh m n.
Ces intégrations s'effectuent par les règles connues. Les polygones d'intégrations peuvent être plus ou moins compliqués , cela dépend de l'état de sollicitation ; mais on peut toujours , après l'exécution, supprimer les lignes inutiles; nous verrons qu'il suffit de représenter, comme nous l'avons fait, la ligne des yj par un polygone inscrit, la ligne des y par un i)olygone circonscrit.
Nous avons employé pour trouver chacun de ces deux polygones une méthode particulière que nous allons faire connaître. La figure 235 indique que nous supposons que chaque travée porte une charge uniforme. La ligne des K (fig. 236) est formée de droites. La ligne des M (fig. 237) est formée d'arcs paraboliques déterminés par leurs tangentes extrêmes. Les ordonnées moyennes de ces arcs sont les ordonnées des centres de gravité c, /, i, m des triangles khd, dcg, ghh, kln ; ce sont ces ordonnées qu'il faut intégrer pour obtenir le polygone des y; , arf^/^n (fig. 238). Pour tracer le polygone circonscrit à la ligne des 7j , il suffit de chercher les verticales qui passent par les centres de gravité des surfaces des M ( 1 11 ). Considérons, par exemple, la première travée ; par le point c, menons la droite ad' parallèle à la corde Ad ; il est facile de reconnaître que le segment parabolique compris entre la corde Ad et la ligne des M peut être remplacé par le parallélogramme Aad'd ; car ces surfaces ont même poids et ces poids agissent tous deux au milieu de la travée ; si on retranche ces surfaces équivalentes du triangle Add" , il reste d'une part la surface des M , d'autre part le trapèze Aad'd" ; il résulte de là que les droites qui joignent les points a et d' aux points principaux de la travée Ad" se coupent sur la verticale des centres de gravité de ces deux surfaces. C'est en répétant cette construction pour toutes les travées que nous trouverons les verticales des sommets du polygone des j/ ; on obtient ce polj^gone par la règle connue (13). Nous remarquerons qne la droite ad' est précisément la ligne de repère qu'il faudrait choisir si la travée était encastrée à ses extrémités suivant la même horizontale (580); nous l'appellerons la transfonnée droite de la ligne des M ; c'est la
droite qui peut être substituée à la ligue des M saus changer la corde des vj et les tangentes extrêmes aux y.
Le problème à résoudre revient à déterminer les lignes do repère pour chaque travée ; elles forment les lignes des K', des M', des y/, des y\ La ligne des K' est formée d'horizontales (61) ; celle des M' , de lignes droites (03; ; celle des y; d'arcs paraboliques du second degré (65); celle des y' d'arcs liaral)oliquesdu troisième degré. Ces lignes se déduisent les unes des autres jiar intégrations et différentiations successives (65) ; elles se déterminent par polygones d'intégration. Soient :
(flg. 236) , ABDEIIILM , la ligne des K' ; (fig. 237 ) , ADGKN , la ligue des M' ; (flg. 238) , ABDEGHKLN , la ligne des y;' ; (fig. 239j, ABCDEFGHIKLMX, la ligne des?/' ;
la ligne des K' et celle des M' se tracent complètement ; la ligne des y/ est représentée par un polygone circonscrit ; la lio-ne des y' , par un polygone circonscrit avec côtés auxiliaires.
Nous déterminerons ces lignes de repère en exprimant que les conditions d'équilibre et les conditions imposées aux déformations sont satisfaites. Les conditions d'équilibre nous conduisent à égaler à zéro les moments fléchissants aux deux extrémités de la poutre ; les ligues des M et des M' ont donc mêmes extrémités A etN. Les conditions de la déformation nous donnent les ordonnées A<^ , De, G/", lu, N?z de répure des?/ ; ces ordonnées .sont évidemment les ordonnées des appuis par rapport à un axe horizontal ; au moyen de ces ordonnées nous déterminerons les points A , D, G, K, N, de la ligne des y' : nous donnerons à ces points le nom de points invariables de la ligne des y' .
Avant de montrer comment on trace les lignes de repère qui satisfont à ces conditions, nous allons mettre le problême à résoudre sous une forme simple. Considérons la ligne des ?/' comme la flbre moyenne déformée d'une poutre fictive; nous obtiendrons pour cette poutre, les lignes des y;, des M ,
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(les K, en différentiant trois fois la ligne des ^' ; nous retrouverons évidemment les ligues des//, des M', des K'. Il résulte de là qne cette poudre fictive doit être sollicitée aux extrémités par deux moments fléchissants connus représentés par les ordonnées des points A et N de la ligne des M ; les sommets intermédiaires du lieu des M' indiquent en outre que cette poutre est sollicitée par des forces isolées passant par les appuis. Ces forces doivent déformer la poutre de telle manière qu'elle passe par les points invariables; nous les réaliserons en fixant la poutre sur les points invariables par des appuis convenablement placés ; les réactions de ces appuis seront les forces dont il s'agit ; on a donc ramené la question au problème suivant : trouver Vétat de sollicitation cV une poutre droite non chargée assujettie à passer par les pioints invariables A, D, G, K, N(fig. 239); des couples connus agissent aux extrémités.
Les moments extrêmes sont représentés par les ordonnées des points A et N de l'épure des M. Nous avons pris le point A sur l'axe M = 0 ; l'un de ces moments est nul. Nous aurions pu facilement amener le point N sur ce même axe ; alors la poutre fictive ne serait sollicitée que par les réactions des points fixes.
5tlS. Problèmes el llicorèiucs préliuiiiiaires. — I. Connaissant M, Y, sur un appui, tracer les éléments K, M, y;, y, pour la travée adjacente.
Considérons par exemple le troisième appui à partir de la gauche; examinons successivement la ligne des M', des -/;', des y' de la troisième travée. De la ligne des AI', nous connaissons le point G ; en intégrant l'ordonnée de ce point , nous obtenons le côté GH de la ligne des //; en intégrant ce côté , nous obtenons les deux côtés GH et HI de la ligne des , y'. Donc joignons le point I au point invariable K, la ligne des ?/' est déterminée; on obtient les lignes des //', des M', desK' par différentiations.
II. Un coup)le inconnu agit à Vune des extrémités de la poutre donnée ; on donne Vinclinatson /io de la fibre déformée à Vautre extrémité ; trouver tous les éléments de la poutre.
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Le couple agit par exemple à l'extrémité droite ; nous connaissons à l'extrémité gauche le moment fléchissant qui est nul et l'inclinaison r,Q ; en api)liquaut la construction précédente à la première travée , puis à la seconde et ainsi de suite , nous trouverons successivement les lignes des •/]', des M', des K' pour toute la poutre.
III. On fait varier r,^ en modifiant le couple extrême; toutes les ordonnées des K' , des M' , des y,', des y' sont des fonctions linéaires des ordonnées connues et de r,^.
Les ordonnées connues sont les ordonnées des points invariables de la ligne des y'; il faudrait y joindre l'ordonnée du point A de la ligne des M' ; mais ici cette ordonnée est nulle. Exprimons par l'analyse toutes les relations entre les ordonnées des sommets des lignes des M', des // et des y' ; on ne trouve que des équations de la forme :
Elles sont toutes homogènes et du premier degré par rapport aux ordonnées ; parmi ces ordonnées nous connaissons •/;o et les ordonnées ?/o , Z/i , 2/2 , •••• des points invariables de la ligne des y' ; nous savons que l'on peut en déduire toutes les autres ; si on résout ces équations , on trouve qu'une ordonnée quelconque X a pour valeur une expression de la forme :
X ■= ar,ç, + &o2/o + ^li/i + ^iVi + •••• c'est ce qu'il fallait démontrer.
IV. Si r,Q varie, les différentes positions de chacun des côtés des polygones des M', desr', des y' constituent un système de droites du premier degré {\90); Taxe des r,Q est vertical; Valscisse du pivot est indépendante des ordonnées connues.
Soient : x\ y' ; x'\ y" ; les coordonnées des extrémités d'un de ces côtés ; son équation est :
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Mais y' et Jj' sont des fonctions linéaires des ordonnées connues et de yjo", on pourra donc mettre la valeur de y sous la forme :
ou bien
r,„ {aœ + c)-\-œlboPo + -f^oZ/o — 2/ = 0.
C'est l'équation d'un système du premier degré dont Taxe est vertical ; les équations du i)ivot sont :
y = xlboP^> -i-cloUo-
La première équation donne l'abscisse du pivot , elle est indépendante des ordonnées connues ; la seconde donne l'ordonnée du pivot , c'est une fonction linéaire de ces ordonnées. Il résulte de là que si l'on niodi/le de toutes les manières les cJiarges et les niveaux des appitis d'une poutre continue, les pivots se déplacent sur des lignes verticales.
500. llclliode générale. — La solution que nous cherchons est une des solutions en nombre infini que l'on obtient en faisant varier y^o ; c'est celle pour laquelle on trouve un moment extrême égal à zéro. Déterminons d'abord les pivots des différents côtés; il suffit pour cela de tracer les solutions pour deux valeurs de t^q ; les deux positions de chacun de ces côtés se coupent au pivot de ce côté. On obtient alors facilement la solution cherchée.
Soient (flg. 237 ) P, Q, R les pivots des côtés de la ligne des M'; partons de lextrémité droite, le côté KN passe par deux points connus N et R ; on trouve ensuite les autres côtés successivement en joignant KQ , GP et DA.
Soient de même (fig. 238) P, Q, R, S les pivots du polygone des y;'. Le côté LN passe par S , sa direction est celle de l'intégrale de l'ordonnée du point N de la ligne des M' ; on peut donc trouver ce côté ; on obtient tous les autres en utilisant les [)ivots. Eu prenant la dérivée de la ligne des // , on retrouve la ligne des M'.
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Soient de même (fig. 239) P, Q, R les pivots des côtés auxiliaires du polygone des ij ; les points invariables sont évidemment les pivots des côtés tangents. Le côté LM couije l'ordonnée du point N au point N' ; on sait (588) que NN' peut s'obtenir a priori en intégrant une droite quelconque des M' passant par le point N de Tépure des M'. Il n'est pas même nécessaire de tracer cette droite; on prend, sur l'épure des y;, L"N' comme côté intégral de l'ordonnée du point N des M' ; ou trouve L"M'N sur l'épure des y pour intégrale seconde ; en prolongeant L"M', on trouve le point N'. On aurait évité cette petite construction en choisissant le point N de la ligne M sur l'axe M == 0 ; car alors NN' -= 0. Connaissant le point N', on obtient le côté LM enjoignant N'R; on trouve successivement tous les autres côtés en utilisant les pivots. En prenant la dérivée seconde de la ligne des y', on l'etrouve une troisième fois la ligne des M'.
La méthode que nous venons d'exposer est très complète ; elle repose sur des principes très simples ; mais elle conduit à tracer des lignes inutiles puisqu'on trouve la ligue des M' de trois manières ; en décomposant ces tracés surabondants, nous trouverons les trois méthodes pratiques suivantes.
OOO. îiolulion par l'épure des y. — Nous supposons que l'on ait tracé la ligne des y et déterminé les points invariables A, D, G, K, X, (fig. 239 1 de la ligne des y'. Exprimons que l'on connaît les valeurs de M' aux extrémités de la poutre ; en A , on a M' = 0 donc les côtés AB et BC ont même direction ; en N , le moment M' est connu, on détermine le point ]N'' comme nous l'avons dit précédemment ou mieux on modifie la ligne des M pour la dernière travée de manière à avoir M' = 0 à l'extrémité X. Cela étant, on peut déterminer la ligne des y' sans utiliser les autres épures.
Remarquons tout d'abord que les arcs paraboliques du troisième degré qui forment la ligne des y' ont entre eux un contact du second ordre ; car, au point de jonction , les dérivées secondes , qui sont les M' , sont les mêmes pour les deux arcs. Appliquons le théorème du numéro 546 ; les côtes auxiliaires adjacents à une tangente commune se coupent
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sur la directrice du contact d'ordre deux. Nous appellerons ces directrices les directrices de continuité parce qu'en exprimant le contact d'ordre deux, nous exprimons que les M' varient continûment ; elles s'obtiennent bien facilement en renversant les distances du point invariable considéré aux verticales principales voisines ; nous les avons représentées par des traits mixtes.
Donnons-nous aroitraireraent la valeur de -/lo ; cela revient à se donner la direction des cùtés ABC ; nous pouvons alors tracer successivement les cùtés du polygone des y' de la manière suivante : on prolonge AC jusqu'en cl: on tire CE par le point D ; on trace dg par les points cZ et E ; on tire FH par le point G, on trace gk par les points ^ et H, etc.. En prenant y;o arbitrairement , nous trouverons une solution possible avec un couple extrême; nous obtiendrons la solution véritable au moyen des pivots. Ou obtiendrait ces pivots en traçant deux solutions complètes ; mais on peut déterminer les pivots de proche en proche. Par le point A menons une solution AC'd'E' ; prenons ensuite comme deuxième solution la droite AP , on reconnaît immédiatement que le triangle C'd'E' se réduit alors à la droite AP; on obtient ains le pivot Pdu côté EF. Par le point P, menons une solution quelconque P'FV/H' et la solution droite PGQ ; on obtient le pivot Q du côté HI. On continue de la même manière. Les pivots étant connus, on part du point N' et l'on trace successivement tous les côtés en les faisant passer par les pivots. On obtient ensuite les lignes des r! et des M' en prenant les dérivées de la ligne des y'.
OOl. Solution par l'épure des •/;. — Déterminons comme nous l'avons dit précédemment les points invariables A , D , G , K, N de la ligne des ?/' ; menons par la pensée les cordes AD, DG, GK, KN ; portons les dérivées de ces cordes, au milieu des travées sur l'épure des /i; nous obtiendrons les points moyens a , (3, y , (5 des arcs des y/ ; ce sont les centres de gravité des triangles formés par les cordes et les tangentes extrêmes de ces arcs; nous appellerons ces points les points invariables de l'épure des r,'.
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Donnons-nous r,^ ; cela revient à nous donner le côté AB de la ligne des r,'. Le triangle ABD est alors déterminé par un côté et son centre de gravité ; on trace la médiane AaC (jue l'on termine en C aux trois quarts de la travée ; on tire le côté BD par le point C. En prolongeant BD , on obtient le côté DE ; le triangle DEG est encore déterminé par un côte et le centre de gravité ; on l'obtient par la construction précédente. On continue de la même manière.
En prenant r,^ arbitrairement, nous trouverons une solution fausse à moins que l'on introduise un couple extrême ; nous trouverons la solution vraie en déterminant les pivots.
Menons d'abord une solution quelconque A'B'C ; menons ensuite la solution droite A"aP pour laquelle le triangle se réduit ù une droite unique ; on obtient le pivot P du second côté. Par le point P menons une solution quelconque PD'E'F' et la solution droite Pj3Q ; on obiient le point Q, pivot du côté EG. On obtient de même les pivots R et S. Partons alors de l'extrémité gauche ; le côté LN a une direction connue (intégrale de l'ordonnée N des M'; et passe par le i)oint S ; on trace ce côté et on mène tous les autres et utilisant les pivots. On obtient la ligne des M' en prenant la dérivée de la ligne des r'.
OO*^. Solniion par Tépure des M'. — Déterminons comme nous l'avons dit précédemment les points invariables a , )3 , 7 , 0 de l'épure des r/ ; menons par la pensée les cordes a/5 , (3y , yd ; prenons les dérivées de ces cordes et portons-les sur l'épure des M' suivant les directrices de continuité ; nous obtiendrons les points a , (3 , y de la figure 237 : ce sont les points invariables de répure des M'. Considérons les points principaux des lignes des M' pour chaque travée ; pour chaque sommet de la ligne des M' , joignons les points principaux voisins ; nous aurons ainsi les cordes CE , FH, IL que nous appellerons les cordes principales de la ligne des M' ; nous allons démontrer que toide corde principale de Ui ligne de^ M' passe par le point invariable correspondant.
Démontrons , jiar exemple, que la corde CE passe par le point a. A cet eflet, déterminons, par la remarque du nu-
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méro 050 , la dérivée dé la droite a jS des r! eu la considérant comme une corde de l'angle aD,3; nous trouvons que les dérivées des côtés, aD, D|3 et a|3 de l'épure des ri' sont respectivement les ordonnées suivantes de l'épure des M' : l'ordonnée du point C , l'ordonnée du point E , l'ordonnée du pointqui divise CE en parties, inversement proportionnelles aux longueurs des demi-travées adjacentes ; or la directrice de continuité divise précisément CE dans ce rapport inverse; donc la corde CE détermine sur cette directrice l'ordonnée dérivée de la ligne aj3 des // ; donc la corde CE passe par le point invariable x, ce qu'il fallait démontrer.
Montrons d'abord comment on trace une solution qui correspond à un couple extrême inconnu. En faisant varier /lo, le côté AD des M' pivote autour du point A; donc prendre y;,, arbitrairement, c'est tracer arbitrairement le côté AD des M'. En utilisant les points invariables, on peut alors tracer tous les autres côtés ; on trace CE par le point a , on tire DG par le point E ; on trace FH par le point (3 et ainsi de suite.
Pour obtenir la solution vraie , déterminons d'abord les pivots des M'. Par le point A , menons la solution quelconque AC'D'E' et la solution droite A aP ; on obtient le pivot P. Par le point P menons la solution P'F'G'H' et la solution droite Pj3Q; on obtient le pivot Q. On trouve de même le pivot R. Partons ensuite du point N , menons NKGDA par les différents pivots , le problème est résolu.
003. Cas général ramené au cas où les appuis sont au uiéiue niveau. — Appliquons le second corollaire du théorème de l'indépendance des effets des forces ( 543 ) ; déterminons l'état de sollicitation de la poutre en supposant les charges nulles ; nous obtiendrons ainsi l'influence de la dénivellation des appuis ; il suffira d'ajouter les éléments de cette poutre non chargée à ceux de la poutre chargée posée sur appui de niveau.
Pour obtenir les éléments de la poutre non chargée , on applique la méthode générale ; les intégrales de la charge sont évidemment K = 0 , M = 0 , yj = 0 , î/ = 0 ; on cherche les lignes de repère comme il a été dit précédemment. Pour
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opérer radditiou des éléments de la poutre charojée et de la poudre non chargée, il suffît d'ajouter séparément les ordonnées des lignes intégrales et les ordonnées des lignes de repère ; or pour la poutre non chargée les intégrales sont nulles ; donc il suffit d'ajouter les M', les /;' , les y' des deux poutres (1).
On peut aussi déterminer les éléments de la poutre non chargée en prenant pour lignes de repère des axes horizontaux. On porte sur l'épure des ij les ordonnées des appuis à partir de Taxe ?/ = 0 ; il s'agit de déterminer les éléments d'une poutre non chargée assujettie à passer par des points connus ; aux extrémités de cette poudre les moments fléchissants sont nuls ; c'est le problème que nous avons résolu en cherchant les lignes de repère du cas général (597).
G04. Ilctcrniliiatioii directe dc<>i point<« invariables des //. — Dans ce qui va suivre , nous supposerons les appuis de niveau ; dans ce cas , les ordonnées «A , cD , /"G , ^K, n N de la ligne des ?j sont égales et les cordes invariables AD , DG , GK , KN sont parallèles aux cordes ac, cf , fi, in de la ligne des y ; donc les ordonnées des points invariables des y/ qui sont les dérivées des cordes des y' , sont aussi les dérivées des cordes des y ; ce sont les ordonnées moj-ennes des -r. Si les appuis étaient de niveau, les points invariables des r' ne se trouveraient donc plus en a, |3, y, $ (fig. 233), mais coïncideraient avec les points moyens a' , fi', y', â' des arcs des r, . (Nous n'avons pas représenté la nouvelle ligne des y;'). Nous savons que, dans certains cas, on peut trouver l'ordonnée moj'enne des arcs des y) sans recourir à l'épure des y.
(1) Cette proposition est UQ cas particulier d'une autre proposition : le principe de l'iadépendance des effets des forces s'applique aux ordonnées des points invariables des trois épures. Nous savons en effet que les éléments de la poutre pour l'ensemble des causes s'obtiennent en additionnant séparément les ordonnées des intégrales et les ordonnées des lignes de repère. Si on ajoute les W , les o', les y', on peut aussi ajouter les ordonnées des points invariables; on le reconnaît facilement.
Supposons, par exemple, que pour chaque tracé, on détermine la transformée droite de la ligne des M , c'est-à-dire les lignes de repère pour le cas où. chaque travée aurait ses extrémités encastrées suivant une même ligue horizontale. Substituons ces transformées à la ligne des M et intégrons ; nous savons que la corde des r, et les tangentes extrêmes aux arcs des y seront conservées : cela résulte delà méthode employée pour déterminer cette transformée droite (577, 578); cela résulte aussi de ce que pour chaque travée les surfaces des M sont remplacées par des surfaces équivalentes et de même moment (580). En intégrant les transformées rectilignes , nous obtenons des arcs des yj paraboliques déterminés par leurs tangentes extrêmes ; les centres de gravité des triangles formés par les cordes et ces tangentes extrêmes sont précisément les points moyens des /î ; ce sont donc les points invariables y.', j3', y\ d' qu'il s'agit de trouver.
Uéteriilinalion directe des po!iils iiirarial>le
des M'.— Déterminons les points principaux des transformées droites, c'est-à-dire les points de ces droites situés sur les verticales principales ; pour chaque appui , joignons les points principaux les plus voisins ; nous obtenons des cordes C"E" ; nous les ap[»ellerons cordes principales des transformées. Nous allons démontrer que quand les appuis sont de niveau, les cordes principales des transformées droites passent par les points invariables de la ligne des M'.
Proposons-nous, par exemple , de prouver que le point &' de la corde C"E" est l'un des points invariables. Reprenons l'épure des y; ; l'ordonnée du point invariable que nous cherchons est la dérivée de la droite a'|3'. Nous allons raisonner sur cette dérivée comme nous avons raisonné au numéro 602 sur la dérivée de aj3. Appliquons la remarque du numéro 550 ; les médianes a'd et d(i' ont pour dérivées les ordonnées des points principaux C", E" des transformées droites ; on en conclut que la dérivée de la droite a'fi>' est l'ordonnée du point a', qui divise la corde CE" dans le rapport inverse des longueurs des demi-travées ; or la directrice de contj-
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nuité divise précisément la corde CE" dans ce rapport inverse ; donc ce point a' est le point invariable cherché (1).
OOG. Reuiîirciues dîicpses. — 1° On peut exprimer par l'analyse les trois méthodes graphiques précédentes ( 600 , 601 , 602 ) ; la solution par l'épure des M conduit au théorème des trois moments; ce théorème peut se mettre sous la forme d'une relation entre deux moments principaux séparés par un sommet. La solution par l'épure des-/; fournit une relation entre deux inclinaisons et un moment fléchissant. La solution par l'épure des y fournit une relation entre trois inclinaisons.
2° Si les appuis sont de niveau, la relation entre les moments sur deux travées adjacentes peut se mettre sous la forme :
y., u.' sont les moments des surfaces des M vrais , pris pour chaque travée, au tour de l'extrémité qui ne touche pas l'autre travée.
On arrive à cette relation en prenant la tangente à ligne des ij sur l'appui intermédiaire comme ligne de repère et en exprimant que les trois appuis sont en ligue droite; on utilise la formule ( 1 ) du numéro (576).
(1) On peut remarquer que, sur l'épure des M, a'u. représente le déplacement du point invariable dû aux différences de niveau des appuis; ce déplacement est précisément l'ordonnée du point invariable dans le cas d'une poutre non chargée; on peut le trouver facilement; on peut donc déduire le point a du point a'. On obtiendrait aussi a directement ensubstituantaux lignes des M , les lignes de repère des travées encastrées horizontalement sur des appuis placés aux niveaux donnés et en opérant sur ces droites comme sur les précédentes. Il nous paraît préférable d'étudier séparément l'influence des charges et celle du niveau des appuis.
§ 3. Épure des pivots.
©Oy. Épure spéciale des pivots. — Nous avons fait remarquer que les abscisses des pivots ne dépendent que des
abscisses des appuis ; on peut donc déterminer ces abscisses par une épure spéciale en prenant arbitrairement les charges ou les points invariables ; ce qu'il y a de plus simple c'est de supposer les charges nulles et les appuis de niveau ; alors la solution vraie est évidemment :
Les ordonnées des points invariables sont nulles ; les pivots qui doivent se trouver sur la solution vraie, ont des ordonnées nulles également ; on les détermine de proche en proche en imaginant d'autres solutions qui seraient produites par un couple extrême. Connaissant les abscisses des pivots, les épures des M', des y;', des /j' pour la poutre chargée deviennent plus simples; il suffit d'imaginer une seule solution; on détermine, par exemple, les pivots de proche en proche au moyen des solutions droites; pour les trois épures, les polygones des pivots sont circonscrits aux polygones des points invariables ; les polygones des M', des y]\ des y' sont circonscrits aux polygones des pivots.
L'avantage qu'il y a à déterminer les abscisses des pivots par une épure spéciale est surtout considérable quand on doit étudier l'effet de diverses combinaisons de charges sur une même poutre; les abscisses trouvées servent pour toutes les épures.
G08. Épure des M. — Soit (fig. 237*^'^) AN la poutre non chargée posée sur appuis de niveau. Prenons les points invariables sur l'axe AN en A, a, |3, y , N; la droite AN est la solution vraie de la ligne des M' ; les pivots se trouvent sur cette droite ; on les obtient en imaginant d'autres solutions dues à l'introduction d'un couple extrême en N ; on trouve P, Q, R au moyen des solutions ACDE, PFGH, QIKL.
Menons les verticales des points P, Q , R et rapportons-les dans la figure 237 ; supposons que dans cette dernière figure les points invariables a, (3, y soient connus; on obtient les pivots P, Q, R (fig. 237) en traçant le polygone des pivots APQR, à partir du point A, de telle manière que les côtés passent par les points invariables « , (3 , y et que les sommets soient sur les verticales déterminées par l'épure spéciale des pivots.
Au lieu de partir de la gauche, on pourrait partir de la droite en imaginant un couide indéterminé à l'extrémité gauche de la poutre ; on trouve alors (fig. 237*^'^) les pivots R', Q', P' pour la poutre non chargée. Remarquons que nous utilisons les mêmes cordes principales CE, FH, IL pour déterminer les pivots P, Q, R et les pivots R', Q', P' ; ces cordes sont arbitraires, elles peuvent se tracer tout d'abord avant de procéder à la détermination des deux séries de pivots. En rapportant les verticales des pivots R', Q', P', sur l'épure 237, on pourrait tracer le nouveau polygone des pivots comme précédemment et tracer la ligne des M' en partant du point A ; nous n'avons pas tracé cette nouvelle solution. On pourrait même déterminer un côté quelconque de la ligne des M' de la poutre chargée, au moyen de deux pivots de ce côté ; on détermine ces deux pivots en traçant les fragments des deux polygones des i)ivots que l'on obtient en marchant des extrémités de la poutre vers la travée considérée ; on trace la solution vraie en marchant de cette travée vers les extrémités.
609. £pnrc des y;. — Soit la poutre non chargée an (fig. 238 •>'*), Prenons les points invariables en ot, |3, y, o ; la solution vraie est la droite a;i; on trouve les pivots P,Q,R, S au moyen des solutions ABC, PDEF, QGHI , RKLM. On rapporte les verticales des pivots sur la figure 238 ; on obtient sur cette figure, les pivots P, Q, R, S en menant le polygone des pivots APQRS;le premier côté est horizjntalet passe par lepoint a,les autres passent par les autres points invariables |3,'/,c?; les sommets se trouvent sur les verticales déterminées par l'épure spéciale des pivots,
Nous avons aussi déterminé sur la figure 238^''^ les pivots S', R', Q', P' que l'on obtient en se donnant une inclinaison variable à l'extrémité droite et un couple à l'extrémité gauche; en utilisant ces pivots , on obtient une autre solution du problème.
On trouvera (fig. 238""") une petite modification de l'épure des //', pour la poutre non chargée. Au lieu de mener par les points a, l3, -/, rJ les médianes des triangles des y;', on imagine par ces points des parallèles aux tangentes extrêmes ; elles coupent ces tangentes extrêmes sur les verticales principales. Ainsi, par exemple, si on connaît P, on mène PD E (3, |6 F parallèlement à PE, FQ parallèlement à E(3; on obtient le pivot Q.
OIO. Êpiirc des ^. — Soit (fig. 239'^'') AN la poutre droite non chargée ; on obtient AN comme ligne des y ; la position vraie de la ligne des ?/' est évidemment y' = 0; les points invariables de la ligne des y' sont les appuis A ,D , G, K, N ; les pivots des côtés des ?/' sont tous' sur la solution vraie ?/' = 0 ; il suflira d'imaginer une autre solution de la ligne des y' en introduisant un couple extrême pour obtenir ces pivots. On trouve les pivots P , Q , R au moyen des solutions ACrfE, PF^H, QlkL.
Rapportons les verticales des pivots de la figure 239'''^ à la figure 239. On obtient sur cette figure les pivots P, Q, R en menant le polygone APQR ; le premier côté passe par les deux points invariables A et D , les autres par les autres points invariables G et K.
Si on part de l'extrémité droite avec une inclinaison variable/io, on obtient les pivots R', Q', P' (fig. 239'''*). On remarquera que l'on peut tracer tout d'abord les tangentes CE , FH, IL avant de passer à la détermination des deux séries des pivots.
Ol 1. Théopème. — Pour une même travée , le pîijot de la ligne dos M' et le xnvot du côté auxiliaire delà ligne des y' se trouvent sur une même verticale.
En effet, considérons le côté DG de la ligne des M' ( fig. 237) et le côté EF du polygone des ?/' ( fig. 239. ) Il s'agit de démon-
trer que les deux pivots représentés sur ces figures, par la même lettre P , sont situés sur la même verticale.
Considérons d'abord l'épure des M'; nous savons (115) qu'en prenant des bases convenables, l'une des intégrales secondes de la droite DG et D(?f 'G. Si on fait varier r,^ , l'ordonnée comprise, sur la verticale du pivot P , entre les droites ee' et DG reste constante. Mais cette propriété est indépendante des échelles ; elle existe donc dans l'intégrale seconde DEFG de la figure 239 ; donc c'est sur la même verticale que nous trouverons une ordonnée comprise entre DG et EF qui soit indépendante dey;o; cette ordonnée est évidemment celle qui correspond an pivot du coté EF; cela démontre le théorème.
Ce raisonnement prouve aussi qu'il y a certaines relations entre l'épure des AI' et celle des y'. Les figures DEFG des y' et Dee'G des M' peuvent se déduire l'une de l'autre en changeant l'échelle des ordonnées ( on prend comuie lignes de repère les deux droites DG des deux figures). Donc le point où l'on aurait M' = 0 peut aussi s'obtenir sur l'épure des y'; les droites EF et DG se coupent sur la verticale de ce point. Si cette verticale se trouvait à l'intérieur de la travée , la ligne des îj' présenterait sur cette verticale un point d'inflexion.
01*1. Démonstration géométrique de Texistenee des pivots. — Nous allons démontrer géométriquement que les côtés des 7/, des r,', des M' pivotent autour de points fixes lorsque l'on fait varier l'inclinaison y,q à une extrémité; cette démonstration convient mieux que l'analyse pour mettre en relief certaines propriétés intéressantes.
Reprenons l'épure des ?/' (fig.239); les points invariables A, D , G , K, N sont déjà les pivots des tangentes extrêmes des arcs des ?/'; il s'agit de prouver d'abord que les côtés auxiliaires du polygone des y' et le côté de la ligne des ■/;' pivotent aussi autour de points fixes. Considérons les côtés ACD des y' et prenons AD comme ligne de repère ; quand r,o varie, le polygone ACD vient prendre une position ACD; on
peut dire que les choses se passent comme si l'on changeait l'échelle désordonnées de la ligne ACD.Il en est de même de la dérivée, si on prend comme ligue de repère l'horizontale A"a (fig. 238) dérivée de la ligne de repère AD des //'; donc le triangle ABD des r! variera en passant de la position ABD à une autre A'B'D' comme si l'échelle de ses ordonnées variait ; mais alors les ordonnées nulles ne changent pas , donc la droite BD pivote autour du point P où elle coupe la ligne A''a. Mais le côté BD se prolonge jusqu'au point E ; quand ce côté pivote, ses ordonnées varient dans un rapport constant; il en est de même de l'intégrale ACDEF (tig. 239); donc le côté EF pivote aussi autour du point P où il coupe la ligne de repère AD.
Continuons de la même manière. Menons sur l'épure des ?/' la droite PG que nous prenons comme ligne de repère pour la ligne PFGHI. Les ordonnées de la ligne PFG varient dans un rapport constant; donc sur l'épure des y; le côté EG pivote autour d'un point de l'horizontale dérivée de la ligne PG des y\ Le côté EG des y; se prolonge jusqu'en H ; donc les ordonnées de la ligne PFGHT varient dans le même rapport ; donc le côté HI pivote autour du point y où il coupe la ligne de repère PG. Du pivot Q, on passe au pivot R de la même manière.
Nous avons démontré que les côtés des r! pivotent , il est facile de prouver que les côtés des M' pivotent aussi. En effet, prenons sur l'épure des r; , la droite QR comme ligne de repère pour la ligne QHR ; les ordonnées de cette ligne QHR varient dans le même rapport ; il en est de même des dérivées ; donc le côté GH des M' pivote autour d'un point de l'horizontale dérivée de la droite QR des y/.
G 13. Relations enlrc les ordonnées des pivots — Les pivots des M' ont xoour ordonnées les dérivées des côtés du polygone des pivots des r! ; les xxivots des ri ont pour ordonnées les dérivées des côtés du polygone des pivots des y.
En effet, nous avons prouvé, par exemple, que le pivot P des y/ se trouve sur l'horizontale dérivée du côté AP des y'; que le pivot Q des M' se trouve sur l'horizontale dérivée du côté QR du polygone des pivots des //'.
Ol 1. Relation*» cnlre Isa abscisses «les pivots. — I. Un
côté des M' est divise' par son pivot dans un certain rapport; la distance des pivots correspondants des r! est divisée par la verticale centrale dans un rapport inverse du précédent.
Ed effet , la corde qui joint les deux pivots des r! a pour dérivée rordounée du pivot des M' ; mais cette dérivée est aussi rordonnée du point qui divise le côté des M' dans le rapport inverse des projections des côtés des y/ sous-tendus par la corde qui joint les pivots de ces côtés; cela démontre la proposition.
II. Un côté des r/ est divisé par son pivot dans un certain rapport; la distance des pivots des deux côtés correspondants des y est divisée par la verticale du point d^i nier section de ces côtés, dans un rapport inverse du précédent.
Cette proposition se démontre comme la précédente ; elle peut s interpréter de deux manières ; on peut prendre comme côté des r! la distance entre un sommet du polygone des ri et le point de contact voisin , ou la distance entre deux sommets. Dans le premier cas, le sommet des ?/' qu'il faut considérer est sur une verticale principale ; dans le second cas, le sommet des y' est le point d'intersection de deux côtés auxiliaires voisins , il est situé sur la directrice de continuité.
III. Applications. — Ces relations permettent de trouver les abscisses des pivots par une nouvelle méthode. Prenons (fig. 243'^'') le cas d'une poutre à quatre travées; les deux premières sont AB, BC; les deux autres sont symétriques des précédentes par rapport au point C. Supposons le problème résolu et portons les projections des pivots des M' en P, Q. Traçons deux autres horizontales A'H et A"C"; portons sur la première les milieux D, E, H des travées et les P', Q' des pivots des r! ; portons sur la seconde les projections des directrices de continuité F et C" et des pivots des y\ P" et Q''. Les rai)ports inverses dont il vient d'être question donnent lieu chacun à un système de trois sécantes qui se coupent en un même point. Mais il est facile de démontrer que le pivot P' des r! tombe aux deux tiers de la première travée ;
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on reconnaît alors que l'on peut trouver successivement P', Pet P", Q', QetQ", etc.
Cette épure prouve aussi que les abscisses des pivots sont indépendantes des charges et des niveaux d'appuis ( 1 ).
§ 3. Cbarg-e permanente uniforme.
«15. Tra%ées égales. - Soit Abccl {ûg. 240) la moitié d'une poutre à cinq travées ; l'autre moitié est symétrique de la première , il est inutile de la représenter. Traçons , par la pensée, sur les travées Ab , bc, cd les paraboles des moments fléchissants dans l'hypothèse d'une poutre discontinue (brméede travées indépendantes simplement appuyées à leurs extrémités; il s'agit de trouver la ligne de repère ABCD qu'il faut prendre quand la poutre est continue et posée sur appuis de niveau. Rem[ilaeons les paraboles par leurs transformées droites; toutes ces transformées s'alignent sur une même droite EF dont l'ordonnée AE est égale aux deux tiers de la hauteur verticale des paraboles; cette ordonnée s'obtient graphiquement en intégrant deux fois la charge ou par calcul ; on a :
Bans cette formule, p est la charge par unité de longueur, l est la longueur des travées. Les cordes principales des transformées se trouvent aussi sur la droite EF, les directrices de continuité sont les verticales des appuis , on obtient donc en a et (3 les points invariables des M'. Traçons les
(1) Nous avons admis que les pivots des M' et des j/' étaient situés sur une même verticale. On peut se passer de cette proposition en appiiquant la proposition II en prenant comme côté des r,' les côtés compris entre les sommets et les points de contact. On peut alors démontrer directement que les pivots des M' et des p' sont situés sur une même verticale.
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verticales des pivots au moyen de l'épure spéciale des pivots; menons ensuite le polygone des pivots APQ par les i)oints a et p. Le côté CD des M' doit être horizontal par raison de symétrie, il passe par le point Q ; donc on peut le tracer : on en déduit CB et BA. Le problème est résolu.
Il est cependant préférable d'avoir une ligue de repère horizontale ; pour l'obtenir il suffit de remarquer que les moments vrais sur les appuis sont donnés par la figure 240 ; ce sont: zéro, Bb, Ce. Portons-les (flg. 242) à partir d'une horizontale Ad ; on obtient les points A, B, C de la ligne des M vrais. Nous aurions pu obtenir directement ces i)oints A , B , C en construisant l'épure de la figure 240 en changeant le sens des ordonnées ; il se fait qu'alors les moments vrais sont [)ortés dans le sens qui leur convient quand on reprend le sens habituel des ordonnées.
Disons quelques mots du tracé des paraboles de la figure 242. Remarquons qu'en i>reuant AB , BC , CD comme lignes de repère, chacune de ces paraboles représentent la ligne des M pour une poutre sur deux appuis de même portje et chargée de la même manière ; il suffit donc de construire l'une de ces courbes. Ainsi , par exemple , construisons la demi-parabole CH ; on prend, à cet efiet, HD =pl^ : 8 : on prend H comme origine , HK comme axe des œ , on multiplie les ordonnées de CH par ses abscisses (70); on obtient la parabole. (On pourrait aussi l'obtenir en intégrant une droite.) Les ordonnées de l'arc CH par rapport à CD doivent être alors portées à partir des cordes AB et BC, prises comme lignes de repère ; les points à égale distance des milieux des travées ont même ordonnée. On peut aussi construire le patron d'une parabole indéfinie intégrale seconde de la cliarge et taire mouvoir cette parabole parallèlement à elle-même jusqu'à ce qu'elle passe par les deux points qui déterminent chacune des paraboles à tracer.
OlO. Solution par l'epurc des y,. — La solution que nous venons d'exposer est la plus simple ; nous donnons les suivantes à titre de curiosité. Reprenons la figure 240 et remplaçons encore les paraboles par leurs transformées
droites, pour trouver la ligne des y;. Ces tiansforraées s'alignent sur la droite EF; prenons cette droite EF comme ligne de repère provisoire pour la ligne des M ; l'intégrale des transformées sera /; = 0. Nous représentons cette intégrale en A'::'-j37 (lig. 24 1) ; les points moyens des y; sont évidemment les points a , (3 , y ; ce sont les i)oints invariables des y;'. Le premier côté AB de la ligne des // a une direction connue ; c'est l'intégrale du moment fléchissant M' à Textrémité gauche de la poutre. Prenons la demi-travee comme base d'intégration : la direction du côté AB est précisément celle de la droite ^d de la figure 240. Traçons les verticales des pivots des y/ au moyeu d'une épure spéciale des pivots ; menons par le point a. une solution droite aP Itarallèle à la direction connue de AB ; nous pouvons alors achever le tracé du polygone des pivots aFQy en le taisant passer par les points invariables. On peut s'arrêter à la travée centrale ; nous savons, en effet, que dans cette travée centrale la ligne des M' est horizontale , donc la ligne des y/ est une simple droite suivant laquelle s'alignent les deux côtés ordinaires du polygone d'intégration ; cette droite passe par le point Q et le point y; on peut la tracer; on obtient ensuite les côtés DB et BA ; la hgnedes/;' est connue. On obtiendrait la hgne des M' en prenant la dérivée de la ligne des // ; mais on trouve immédiatement que les M' sur les appuis sont Art , Ce, Ee.
Ol 7. iNoliilioii pour rt>|Mire des?/. — La solution [lar répure des y va nous conduire précisément à la figure 242 que l'on obtient aussi par lepure des M renversée. JNous venons de trouver qu'en remplaçant les paraboles des M par leurs transtormées droites et en prenant pour ligne de repère provisoire la droite suivant laquelle ces transformées s'alignent , on obtient pour ligne des y; , y; = 0 ; dans les mêmes hypothèses on trouvera pour ligne des î/,y =0. Soit ( fig. 242 ) EF cette ligne des y; il s'agit de trouver la hgne des ?/'
EHKLMND Nous prenons comme bases d'intégration - ^
et —l; nous savons qu'alors 1 e[)ure des y' donne immédiatement les M' (115, 577 ). Les points invariables des y sont les points E , a, [3 ; au point E nous connaissons la valeur de M' ; cette valeur est représentée par l'ordonnée Ekd la figure 240 ; dans la figure 242, elle est représentée par l'ordonnée AE, le point A est le pivot du côté HK prolongé ; on obtient ce point A en portant :
Menons {les verticales des pivots; on obtient le polygone des pivots en APQ. Le côté ND est horizontal par raison de symétrie ; on le mène par le pivot Q. On obtient alors la ligne des y' en DXMDKME en utilisant les pivots et les points invariables. Les moments M' sur les appuis sont représentés par AE, Ba, C|3; on reconnaît sans peine qu'ils sont portés en sens contraire à partir de la droite EF ; les ordonnées des points A , B , C , représentent donc en réalité les — M'. Pour obtenir les M vrais, il faut prendre M" — M' ; or M" est constant et est représenté par AE ; donc prenons pour axe la droite Ad, les ordonnées des points A, B, C représenteront : ]\X" + (— M'), c'est-à-dire les M vrais sur les appuis. On voit que loû retrouve d'une autre manière la solution par l'épure des M' renversés.
GIS. Travées inégalet». — Soit (fig. 243) Adg la moitié d'une poutre à quatre travées solidaires; nous supposons que Tautre moitié est symétrique delà première ; nous ne l'avons pas représentée. Sur les travées Ad, dg, construisons par la pensée les paraboles des M pour le cas de travées non solidaires simplement appuyées à leurs extrémités; il s'agit alors de trouver la ligne des M', ADG. Remplaçons les paraboles par leurs transformées droites ; la corde principale BC détermine le point invariable a sur la directrice de continuité; le point invariable |3 s'obtient immédiatement, parce que les travées adjacentes sont égales. Menons les verticales des pivots au moyen d une épure spéciale des pivots ; on peut
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alors tracer le polygone des pivots APQ par les points A , a, jS. Les deux côtés des M' pour les deux travées centrales doivent être symétriques ; prenons le point symétrique Q' du pivot Q ; le côté DG doit passer par le point Q' parce que son symétrique passe par le point Q; le côté D G passe donc par les points P et Q'; on le trace et on trouve ensuite le côté AD. Le problème est résolu.
Il est utile d'obtenir une épure où la ligne de repère soit horizontale ; on y arrive en redressant la ligne de repère ADG de la figure 243. On y arrive aussi en construisant la figure 243 en changeant le sens des ordonnées ; les ordonnées Dd , Gg représentent les moments vrais changés de signe ; par le renversement , on obtiendra les moments vrais avec leurs signes.
Pour obtenir les transformées droites EF et H|3 , il n'est pas nécessaire de tracer les paraboles des M ; on trace par rapport aux axes yox , la parabole
on porte les demi-travées en oui et on ; on trouve en mM et nN les ordonnées dont il faut prendre les deux tiers pour avoir celles des transformées droites.
Variante I. — Ce qu'il faut déterminer , ce sont les points principaux de la transformée droite; connaissant ces points on peut mener les cordes principales et on trouve les points invariables. On peut obtenir ces points principaux en appliquant le théorème suivant : les points princijMux de la transformée droite d'un arc parahoUque se trouvent sur les cordes qui joignent les extrémités de cet arc au point situé sur la verticale centrale.
Démontrons, par exemple, que le point C (fig. 243) se trouve sur la corde rtM' qui joint le point d au sommet M' de la parabole des M ; en effet, on a :
Ce _ c?c _ 2 M'«i' ~ dnv ~ 3 ' Variante II — Il n'est pas indispensable de déterminer les
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points invariables. Déterminons les points principaux B et C des transformées droites; BC est la corde principale; on peut la choisir aussi comme corde principale dune ligne des M' ; nous obtenons la solution ABD'C; cette solution détermine le point P tout aussi bien que la solution droite Aa; on est ainsi débarrassé de la peine de tracer la directrice de continuité sur laquelle se trouve le point a.
§ 3. Charge mobile qui se fractionne par travées.
WiO. CJliargc iiiiiloriue «tiir une ^iculc travée. — Soit (lig. 246) CK la travée chargée; CDE la parabole des moments fléchissants pour la travée isolée reposant simplement sur deux appuis ; nous prendrons cette ligne comme ligne des M. Pour les travées qui précèdent et qui suivent nous prendrons M = 0 ; ces travées ne sont pas dessinées, mais il est aise de se les représenter. Il s'agit de trouver la ligne des M'. Partons de l'extrémité gauche, tous les points invariables qui précèdent la travée CE sont évidemment sur l'axe XC ; donc cette droite est une solution de la ligne des M' , possible par l'introduction d'un couple extrême ( 1 ). Continuons cette solution dans la iravee CE. Menons par la pensée la coide principale XU des transformées droites pour la travée CE et et celle qui précède ; nous reconnaissons que XCU est précisément la solution cherchée (618, variante II); or CU est précisément la droite CD qui joint le point C au sommet D de la l)arabole ; donc cette droite CD prolongée est la solution cherchée de la ligne des M'. Traçons la verticale du pivot de ce côté des M', ou obtient ce pivot P sur la droite CD ; ce point P et>t déjà un point delà solution vraie de la ligne des M'. Mais on peut laire le même i aisonnement en partant de rextrémité droite de la poutre ; ED est une solution ; menons
(1) On recobiiHlt directenient que c'est la solution qui corresponri à ,;,, = 0; en effet , les delV rn.ations des travées non chargées sont alors r.ulies et toutes les comiitions de la déformation sont évidemment salisfailes.
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la verticale du pivot de ce côté des M' pour le cas où l'on part de l'extrémité droite avec une inclinaison variable; on trouve ce pivot en un certain point Q; c'est un second point de la ligne des M' ; on obtient cette ligne cherchée en joignant PQ ; on trouve la droite AB. Nous pouvons résumer les opérations précédentes dans l'énoncé suivant : les pivots de la ligne des 'SI' pour la travée chargée se trouvent sur les cordes de la parabole des M, qui ont pour projection les demi-travées. Lorsqu'on a tracé la ligne AB enjoignant les deux pivots, la construction s'achève facilement. Du point A , on marche vers la gauche en menant le polygone des M' par les pivots qui se trouvent sur l'axe M' = 0. Du point B on marche vers la droite en menant le polygone des M' par les pivots de seconde espèce qui se trouvent aussi sur la solution M' = 0.
On obtient ainsi des lignes de repères brisées ; on peut facilement redresser cette ligne de repère. Cette opération est inutile quand on trace le triangle CDE en changeant le sens des ordonnées ; on reconnaît alors que les moments vrais sur les appuis sont placés dans leur sens véritable. Cet artifice est employé dans la figure 244. Cette figure se rapporte à une poutre à cinq travées ; chacune des travées est chargée successivement ; les lignes 1, 2, 3, 4, 5 sont respectivement les lignes des M pour une charge uniforme sur la 1''^, la 2^, la 3^, la 4^ et la 5® travée ; les pivots analogues aux points P et Q de la figure 246 sont rendus apparents par les petites circonférences qui les entourent.
6*^0. Cliarjs;e mobile qui ««e fraolionne par travéo««. —
Nous assimilons le poids roulant à une charge uniforme ; nous supposons que cette charge se fractionne par travées •. on peut donc charger une ou plusieurs travées séparées , s'il y a lieu, par des travées vides ; le nombre de combinaisons de travées chargées que l'on peut rencontrer est considérable, si les appuis sont nombreux. Pour toutes ces combinaisons, le moment fléchissant prend certaines valeurs comprises entre deux limites que l'on peut représenter par deux courbes: la courbe supérieure donne les plus grands moments négatifs ; la courbe inférieure donne les plus grands moments positifs. Ce sont ces courbes limites qu'il faut déterminer.
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Pour y arriver , chargeons successivement chaque travée et apphquons la règle précédente. Soit (flg. 244) une poutre à cinq travées égales ; il suffit de représenter la moitié de la poutre. Tautre moitié est symétrique. En chargeant la première travée, on trouve la ligne 1 ; en chargeant la dernière travée, on trouve la ligne 5 ; ces deux lignes sont symétriques. Ayant tracé la ligne 1 , si on la prolongeait au-delà de l'axe de symétrie , on obtiendrait la ligne 5 en prenant la symétrie de la ligne 1 ; mais on peut supposer que la seconde moitié de répure soit rabattue sur la première par une rotation autour de l'axe de symétrie ; les pivots de gauche deviennent alors les pivots de droite ; la figure indique comment on trace le rabattement du prolongement de la ligne 1; c'est ce rabattement qui est la ligne 5. Les lignes 2 et 4 s'obtiennent de la même manière ; la ligne 3 est unique.
Appliquons le principe de l'indépendance des effets des forces ; en chaque point de la poutre ajoutons les moments négatifs d'une part, les moments positifs d'autre part ; nous obtiendrons évidemment les limites supérieures et inférieures (1). Il suffit d'ajouter les ordonnées aux appuis et aux points oti il y a des ciiangements de signe dans les lieux partiels ; on obtient des points qui doivent être réunis soit par des droites, soit par des arcs paraboliques ; comme ces derniers appartiennent tous à des paraboles identiques, on peut les tracer au moyen d'un patron auquel on communique un mouvement de translation , ou bien encore en traçant une parabole unique et en rapportant les ordonnées sur les diff'érents arcs à tracer (615).
Dans une travée intermédiaire, il y a en général cinq régions séiiarées par les quatre points oCi il y a des changements de signe dans les lieux partiels ; les régions qui ont le plus d'étendue sont la région centrale et les deux extrêmes ;
la région centrale est séparée des extrêmes par de petites
(1) Cette méthode est due à M. Maurice Lévy. Elle est exposée dans la plupart des traités.
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régions intermédiaires. Si on faisait abstraction de ces petites régions , on reconnaît facilement que les combinaisons de charges les [dus dangereuses ne seraient qu'au nombre de deux: 1° charger les travées de rang pair ; 2'^ charger les travées de rang impair. Dans les petites régions, ou choisit encore ces deux combinaisons, mais on ajoute ou on retranche la charge sur la travée dont on s'occupe.
O^l. Théorèino. —La somme algébrique des ordonnées limites est e'gale au moment fléchissant que Von obtient en chargeant toute la poutre.
En effet , on obtient les deux limites en ajoutant d'une part toutes les ordonnées positives, d'autre part toutes les ordonnées négatives ; donc en ajoutant algébriquement ces deux' limites, on obtient la somme algébrique de toutes les ordonnées: c'est le moment fléchissant pour toutes les charges réunies.
Corollaire. — Si , par une rotation autour de l'axe de repère AN , on appliqueles moments positifs sur les moments négatifs, les deux courbes limites se coupent en certains points B , F, G, L; en ces points la somme algébrique des ordonnées est nulle; donc ces points donnent les points d'inflexion de la poutre complètement chargée.
Nous avons supposé que les figures 242 et 244 se rapportent à la même poutre; les verticales qui relient ces deux épures mettent cette propriété en évidence.
C*î*î. Poids niori et poids roulant. — On considère séparément l'etfet du poids mort (flg. 242) et l'effet du poids roulant (flg. 244) ; on pourrait ajouter les ordonnées de la première épure à celles des deux courbes limites de la seconde ; mais, en général, il suffit d'avoir les plus grands moments en valeur absolue , abstraction faite de leurs signes. Pour les obtenir , on replie , sur la figure 244 , les moments positifs sur les moments négatifs par une rotation autour de AN ; on obtient la ligne des plus grands moments dus à la charge mobile ; cette ligne n'est pas représentée mais il est aisé de se la figurer ( la ligne ABCDEGHKLR est celle qui disparait). Si alors au-dessous de l'axe AR on porte les ordonnées de la
figure 242 , abstraction faite de leurs signes, ou obtient une . nouvelle ligne que Ton i)renJ comme ligne de repère. Entre la ligne des plus grands moments dus à la charge mobile et cette ligne de repère sont comprises les plus grands moments absolus. On remarquera qu'il est impossible d'assigner aux moments fléchissants des limites plus restreintes que celles fournies par ce procédé ; car en vertu du corollaire du numéro précédent les moments que l'on ajoute sont tous du même signe; leur somme est donc une limite acces.sible.
O'ÎS. Autre profédé. — Supposons que l'on charged'abord toute la poutre de la charge permanente p et de la charge mobile q ; on obtiendra une épure du genre de la figure 242 , mais les ordonnées seront augmentées dans le rapport p + Q : 2). Il s'agit alors de déterminer les charges qu'il faut enlever pour obtenir en chaque point le moment fléchissant le plus dangereux; l'épure 244 représente donc alors les moments à soustraire. On obtiendra évidemment la plus grande différence en valeur absolue en soustrayant du moment d'un certain signe, la limite de signe contraire ; car cette soustraction reviendra à une addition. On reconnaît alors que ce sont précisément les ordonnées de la ligne ABCDEFGHKLR qu'il faut ajouter aux valeurs absolues des moments dus à la charge 2? + q. On portera donc sous l'axe AN (fig. 244) les ordonnées qui représentent ces moments ; on prendra la courbe que l'on obtient ainsi comme ligne de repère; les ordonnées comprises entre cette ligne de repère et la courbe ABCDEFGHKLR représentent les plus grands moments cherchés ( 1 ).
Autre démonstration. — On peut vérifier que le second procédé conduit au même résultat que le premier. Appliquons d'abord le premier procédé ; la ligne des plus grands moments que l'on obtient représentent évidemment, en pre-
( 1 ) Le procédé du numéro 622 est exposé dans la plupart des traités ; celui du numéro 623 nous paraît plus simple . car dans la ligne ABCDEFGKLR, il n'y a que de petits arcs de courbe à tracer.
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nant ABCDEFGKL comme ligne de repère les moments dus à la charge uniforme q répartie sur toute la poutre ; car le.-j ordonnées comprises entre les deux courbes représentent la somme algébrique des moments partiels. Donc on voit que les plus grands moments dus à la charge q comprennent : 1° les ordonnées de la ligne ABCDEFGKL ; 2° les moments dus à une cliarge q sur toute la poutre. Il résulte que les plus grands moments absolus comprennent les ordonnées de la ligne ABCDEFGKL et les moments dus à une charge p + q sur toute la poutre. On retrouve ainsi le second procédé.
0*^4. EflrorLs traiieliaiii!!^. — Pour une charge déterminée, on obtient la ligne des K en prenant la dérivée de la ligne des M ; aux côtés rectilignes des M correspondent des horizontales ; aux paraboles des M correspondent des ligues droites d'inclinaison connue , il suffit de prendre la dérivée de la corde de la parabole , on obtient le i)oint moyen de la droite des K.
Dans le cas d'un poids roulant avec ou sans poids mort, on obtient les deux limites des efforts tranchants en additionnant en chaque point , d'une part les ordonnées négatives , d'autre parties ordonnées positives ; l'épure, que nous n'avons pas représentée, est beaucoup plus facile que celle des M.
§ 5. Charge mobile qui se fractionne indéfiniment.
0*Î5. Principe jçéiiéral. — Supposons une charge qdl sur un élément de la poutre ; construisons la ligne des M pour cette charge élémentaire. Si sur chaque élément de la poutre dl nous imaginons une charge élémentaire qdl , nous obtiendrons une infinité de lignes des M. En chaque point ajoutons séparément les ordonnées positives et les ordonnées négatives; nous obtiendrons les deux limites du moment fléchissant.
Cette méthode n'est pas pratique ; il est indispensable de grouper les charges qui donnent des moments de même signe dans les différentes régions de la poutre ; c'est pour opérer ce groupement, que nous allons d'abord étudier l'effet d'une
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force isolée et discuter les variations de signes qui se produisent dans les moments fléchissants, quand cette force isolée se déplace.
O^O. Toreo isolée. — Soit AC (fig. 245 ) une travée d'une poutre continue ; une force isolée agit sur cette travée. Soit ABC la ligue des M pour le cas où la travée serait isolée et simplement appuyée à ses extrémités ; nous obtiendrons la transformée droite par le procédé que nous avons indiqué au numéro 584 : on mène par le point B des parallèles aux diagonales du rectangle AYXC, on obtient la transformée droite en DE. Eu raisonnant comme nous l'avons fait au numéro 619, nous démontrerons que les pivots de la ligne des M' sont situés sur les droites AF et CCf qui joignent les points A et C aux points principaux de la transformée droite. Si on a eu soin de tracer les verticales des pivots des deux espèces, au moyen d'une épure spéciale, on trouvera ces pivots eu P et Q ; la ligne des M' est la droite MN que l'on obtient en joignant ces deux points. Pour les autres travées, la ligne des M est M = 0 ; les pivots des M' sont sur cette ligne; on obtient les lignes des M' en partant des points M et N et en se dirigeant vers les extrémités de la poutre ( 1 ).
097. Théorème. — Si une force isolée se déplace sur une travée, les moments fléchissants ne changent de signe ni dans les sections situées à V extérieur de la travée chargée , ni dans les sections situées dans la région centrale comprise entre les deux pivots de la travée chargée. Dans les autres régions de la travée chargée, le signe du moment fléchissant dépend de la position de la force; on Vohtient par Vépure des points d'inflexion.
Il résulte de la figure 245 que les moments flécln.ssants aux extrémités de la travée chargée sont toujours positifs. Si de ces extrémités , on se dirige vers les extrémités de la poutre, on trouve que les moments fléchissants changent de signe en certains points; ces points sont précisément les
(1) Eq partant de cette construction et en imitant ce qui a été dit aux n°^ 584, 585, 587, on déterminerait l'efl'et d'une force isolée mobile ou (l'un système de forces isolées mobiles,
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pivots des M'. Supposons que la force se déplace sur la travée qu'elle sollicite; ces points restent immobiles; donc si on se place dans une section fixe située à Textérieurde la travée chargée, on verra le moment fléchissant prendre des valeurs qui dépendent de la position de la force, mais toutes ces valeurs seront de même signe.
Il nous reste à nous occuper des signes du moment fléchissant aux différents points de la travée chargée, ces signes dépendent de la position des points d'inflexion S et T; voyous comment ces points se déplacent quand la force se meut sur la travée.
Il est d'abord évident quo les abscisses de ces points sont indépendantes de la grandeur de la force; car en changeant l'échelle des moments , une même épure peut servir pour toutes les ftjrces appliquées au même point. Cette proposition est d'ailleurs une conséquence du principe de l'indépendance des effets des forces; en effet, divisons la force P en parties égales infiniment petites rfP; i)Our chacune des forces élémentaires , on a M =- 0 au point d'inflexion ; donc en ce même point , on a M = 0 pour une force quelconque intégrale des orces dP.
Dès lors , nous étudierons le mouvement de"s points d'inflexion S et T en supposant que le point B se déplace sur l'horizontale YX. Construisons pour chaque position de la force une ligne des M analogue à ABC, et déterminons la ligne des M' correspondante ; nous obtiendrons autant de positions que nous voudrons des points S et T ; nous pourrons tracer les courbes décrites par ces points.
On peut simplifier considérablement la construction de ces courbes en utilisant les propriétés qui suivent. Prenons comme variable la longueur a = YB ; cette longueur varie de 0 à ^ , ( /, étant la longueur de la. travée ). On reconnaît successivement que les ordonnées des points D et E sont des fonctions linéaires de a , que l'ordonnée de tout point de la droite DE et par conséquent les ordonnées des points F et G sont aussi des fonctions linéaires de a, qu'il en est de même des ordonnées des points P et Q et que, par conséquent,
600 INTEGRATION GRAPHIQUE.
Tordonnée d'un point quelconque de la droite MN est une fonction linéaire de a. Toutes les positions de la droite MN constituent donc un système du premier degré en a et Taxe des a est vertical. Déterminons parla construction générale les positions Uo et U^ de la droite AIN pour « = o et « = / ; le point d'intersection U de ces deux positions particulières est le pivot de la droite MN ; si on construit en ol une échelle des valeurs de «, en représentant l par ol, on obtiendra une position quelconque de cette droite MN en joignant le point U au point de l'échelle ol qui correspond à la valeur donnée de a. On voit donc que le point S est l'intersection de deux droites UM et AB qui pivotent respectivement autour de U et autour de A ; en divisant ol et Yx dans un même nombre de parties égales et en joignant respectivement les points de division aux points U et A , on obtient des groupes de positions correspondantes des droites mobiles ; à chacun de ces groupes correspond une position du point S. Menons OL parallèlement à XY ; la droite mobile AB détermine aussi sur OL une échelle des valeurs de a ; donc les droites AB et UM se déplacent de telle façon que la droite MR reste parallèle à elle-même ; la direction de cette droite mobile MR est donnée par l'une de ses positions IL ; on obtient donc aussi )a courbe des points d'inflexion en déplaçant une droite MR parallèle à /L, en menant les rayons AR et UM ; le point d'intersection de ces deux rayons décrit la courbe cherchée. Les droites UM et AR font partie de deux systèmes homographiques ; le lieu des points d'intersection est une courbe de second degré ; on reconnaît facilement que la courbe a des branches infinies ; donc c'est une hyperbole. On en détermine facilement les tangentes et les asymptotes.
Tout ce que nous avons dit du point S s'applique évidemment au point T ; on mène O'L' parallèlement à XY , on déplace la droite R'N en conservant sa direction, on mène par C et U les rayons UN et CR' ; ces rayons se coupent au point T; le lieu de ce point est la courbe des points d'inflexion.
L'épure que nous venons de tracer prouve que les points
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(l'iûflexion n'atteignent jamais la région centrale comprise entre les i)ivots P et Q; dans cette région les moments fléchissants sont donc toujours négatifs quelle que soit la position de la force sur la travée. C'est dans les régions comprises entre ces pivots et les extrémités de la travée , que se se déplacent les points d'inflexion; les signes des moments dans cette région dépendent donc de la position de la force. Proposons-nous de chercher le signe du moment fléchissant dans une certaine section située dans ces régions ; menons une verticale par cette section , cette verticale coupera la courbe des points d'inflexion en un certain point ; soit S ce point. Menons la droite ASB; si la force tombe à droite du point B, le point d'inflexion tombe à droite de S, en S le moment fléchissant est positif; si, au contraire, la force tombe à gauche du point B, le point d'inflexion tombe à gauche du point S; en S le moment est négatif; si la force tombe en B , le moment fléchissant est nul au point S. Noujs avons ainsi démontré toutes les propositions contenues dans l'énoncé.
O'^S. Ellel des charges extérieures. — Les combinaisons des charges extérieures à une travée, qui réalisent sur cette travée les moments fléchissants limites, s'obtiennent en fractionnant les charges extérieures par travées.
En d'autres termes , il est inutile de considérer des combinaisons où l'on chargerait des fractions de travées à l'extérieur de la travée dont on étudie les moments fléchissants limites; ces combinaisons sont moins dangereuses que celles que l'on rencontre en fractionnant par travées. Eu effet, proposons-nous d'étudier les moments fléchissants d'une travée (f; chargeons une travée /' ; la charge élémentaire qdl' peut être assimilée à une force isolée ; les moments fléchissants que :ette force produit sur la travée l ne changent pas de signe quand cette force se déplace sur la travée l'; donc si nous traçons les lignes des M pour les charges qdl' qui recouvrent la travée l' , en chaque point de la travée l nous n'aurons que des ordonnées de même signe,- en les additionnant nous aurons l'une des limites, l'autre est zéro; cela
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revient à charger complètement la travée l' ou à enlever toutes les charges qui la recouvrent. Toute autre In'pothèse sur la charge de la travée l' donnerait un résultat compris entre ces deux limites ; il est inutile de la considérer dans l'étude de l'état de sollicitation de la travée L
Ce que nous venons de dire de la travée l' s'applique à toutes les travées autres que la travée l ; on voit donc que l'hypothèse du paragraphe précédent (fractionnement par travées) donne exactement les moments limites produits par les charges extérieures.
O'ÎO. Effet «les charges intérienrcs. — Nous étudions encore les moments fléchissants d'une travée ;-, mais nous supposons que cette travée est seule chargée. Sur chaque élément dl , nous imaginons une charge qdl et nous l'assimilons à une force isolée; en chaque point il faut ajouter séparément les ordonnées positives et les ordonnées négatives des liirnes des M partiels. Dans la région centrale, il n'y a que des ordonnées négatives ; donc l'une des limites est la somme des ordonnées , l'autre est M = 0 ; cela revient à cliarger toute la travée ou à enlever toute la charge qui la recouvre. Au contraire, dans les autres régions, il y a des ordonnées des deux signes ; il faut les ajouter séparément ; cela revient à charger certaines parties de la travée.
Soit CE (fig. 246) la travée considérée; en chargeant toute la travée, on trouve pour ligne des M la parabole CDE et A B comme ligne de repère; lare FG est la courbe hmite supérieure [lour la région centrale , la ligne limite inférieure est M = 0 ou la ligue PQ. Plaçons-nous dans une section de la région AP; supposons que la figure 245 soit l'épure des points d'inflexion pour la même travée ; la verticale de la section que nous examinons coupe la courbe des inflexions au point S; menons ASB; nous savons que c'est en chargeant BX que nous obtiendrons tous les moments positifs en S et que c'est eu chargeant YB que nous obtiendrons tous les moments négatifs en S. Au lieu de nous donner la section S, on peut aussi choisir le point B; nous l'avons pris au milieu de la travée ; à ce point B correspondent deux
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points d'inflexion S et T ; si l'on charge la première moitié de la travée CE (flg. 246) et si l'on trace la ligue des M, on obtient les points S' et T des courbes limites ; on démontre facilement (587) que la ligne des M touche les courbes limites en ces deux points ; on obtiendra donc en même temps les tangentes aux points S' et T des courbes limites. On en déduit les points S et T' en utilisant la propriété suivante : la somme algébrique des ordonnées courbes limites est l'ordonnée de la parabole CDE. Toute position delà charge fournit donc quatre points et quatre tangentes. Si nous appliquons ce raisonnement aux deux positions suivantes: 1'' toute la travée chargée, 2'^ la travée non chargée, on trouve que les courbes limites AF, PC, GB , QE touchent eu leurs extrémités la parabole CDE et la droite PQ.
Montrons comment on trouve les points S' et T. Prenons comme ligne des M, E'DC;on obtient facilement la ligne des Yi et la ligue des ij. Cherchons d'abord la transformée droite ; on trouve le point moyen H de la ligne des y; ; en prenant les dérivées des droites HE' et HM , on trouve les ordonnées des points principaux K et R de cette trans- Ibrmée ; enjoignant E'K et CR, on obtient les pivots Q' et P' de la ligne des M' applicable à la poutre connue. Il s'agit de rapporter la ligne des M , E'DC, de telle sorte que la ligne de repère passe de la position P'Q' à la position PQ ; il suffit de rapporter les tangentes aux points situés sur les verticales S'S et TT ; l'une de ces tangentes est le côté DE' qui vient se rapporter en T^; l'autre tangente u'est pas représentée, maison reconnaît sans peine que la ligne P'Q' est précisément la tangente en S à la courbe limite inférieure.
G30. Effci de toutes les charges. — Chargeons séparément chacune des travées, de la charge mobile et construisons comme nous l'avons dit au numéro ô20 les ligues des M l)Our chacune de ses charges ; mais avant d'ajouter les ordonnées de même signe , remplaçons , comme nous venons de le voir, dans les régions des points d'inflexion , les paraboles par les véritables courbes limites. Additionnons alors séparément les ordonnées de même signe, en introduisant
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les ordonnées de ces courbes limites dans les régions où elles se trouvent.
On obtient les plus grands moments fléchissants en valeur absolue , en ajoutant les effets du poids mort et du poids roulant en suivant l'une ou l'autre des méthodes des numéros G22 et 623. Nous avons représenté sur la figure 244 , les courbes de correction par des lignes pointillées ; on voit que dans la courbe des moments à ajouter à ceux produits par la charge j) -\- q, les angles rentrants sont remplacés par une courbe continue. Dans une travée , il n'y a plus que trois régions.
03 1 . Eilorls» Iranelianlfi». — Les signes des efforts tranchants sont donnés par les inclinaisons des lignes des M ; dans le cas d'une force isolée , il j' a changement de signe de leffort tranchant quand on passe au-delà d'un appui ou audelà de la force; si on reste dans une section fixe, le signe de l'effort tranchant ne varie que si la force se déplace et passe dans cette section ; on en déduira par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent que l'hypothèse du fractionnement des charges par travées ne donne lieu à une erreur que dans l'effet des charges intérieures. Soit CE ( fig.246 ) la travée que l'on étudie ; en chargeant cette travée, on trouve une ligne desK, a|3; l'hypothèse du fractionnement par travées revient à supposer que sous l'effet des charges intérieures, l'effort tranchant varie entre deux limites représentées par la ligne Cy/ietayE; en réalité, on obtiendra les véritables hmites en un point o , en chargeant CoouoE; cela fournit deux courbes c.o'Eet Co"/5- Si on a soin de remplacer la droite a fS par ces deux courbes , on peut appliquer la méthode du numéro 620.
Il s'agit de montrer comment on peut construire ces deux courbes ; on pourrait pour diverses positions de la charge, tracer la ligne des M et en déduire la ligne des K ; mais on arrive plus vite au but de la manière suivante. L'analyse prouve que ces courbes inconnues sont des paraboles du quatrième-degré ,• calculons l'ordonnée du point de la couibe Cà",3 voibin du point C ; si dans la figure 245 on suppose que
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la force isolée soit infiniment près du point Y , on trouve que Teffor.t tranchant en ce point a une limite finie ; on l'obtient facilement parla différence d'inclinaison des droites CY et OU limites des droites BC et UM ; désignons-le par Ko- Supposons que la charge recouvre une longueur infiniment petite a, comptée à partir du point C ; la force isolée se réduit à pa et
agit à une distance — ; le moment fléchissant représenté
par l'ordonnée constante de la ligne XY de la figure 245, que nous désignerons par M , se réduit à
a / , a\ pa^
donc l'efTort tranchant K est donné par la pro[iortion :
Posons ^ = T. on a K = — ^ ;
c'est l'effort tranchant sur une poutre sur deux appuis de longueur / , ayant son origine en C.
Il résulte de là qu'au | oint C la courbe Ccî"/^ touche l'axe CE , et qu'en ce point on peut trouver la dérivée seconde :
Si on représente la courbe Cô" 1^ par un polygone d'intégration de quatre côtés, on aura (69) :
On obtient — i?^ facilement; ) ar une quatrième i)rnpor-
tionnelle on trouve A^K ; c'est i-iecisement la valeur de l'ordonnée, au loint C, du deuxième côté du polygone d'intégration.
606 INTEGRATION GRAPHIQUE.
Au point E, il y a pour la même raison contact entre la courbe ao'E et Taxe CE; donc 11 y a aussi contact au point (i entre la courbe Co"/3 et la droite a^s. Soit Cô^vi/g le polygone d'intégration de la courbe Ce?" /3; on connaît Ce, on trace £ç> au moyen de la valeur de A^K; on connaît y; ys; donc ce polygone d'intégration est déterminé; on peut alors trouver autant de points et de tangentes que Ton veut. Counaissant la limite supérieure, on trouve la limite inférieure en remarquant que la somme algébrique des deux limites doit être égale à l'ordonnée de la droite «,3.
CHAPITRE V
Poutres droites à sections variables,
§ 1. Généralités.
iiS'i. tourbe des î. — Si on excepte les poutrelles laminées , on peut dire qu'en général les poutres sont calculées de telle sorte qu'en chaque point le moment résistant soit égal au plus grand moment fléchissant qui peut se produire en ce point. Soit di , la plus grande dilatation que l'on peut tolérer à l'unité de distance de la flbre moyenne de la poutre ; soit M , le plus grand moment fléchissant en valeur absolue ; on doit avoir au point considéré :
à. = — dou c = -^ •
Soit V la distance d'une flbre extrême à l'axe de la poutre ; soit R la plus grande force élastique que peut suporter cette fibre ; on a ( 1 ) :
( 1 ) Nous admeUons que la matière résiste aussi bien à l'e^stension qu'à la compression ; s'il s'agissait d'une poutre d'égale résistance en fonte , on devrait égaler s, à la plus petite des deux valeurs que l'on trouve en
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On voit que o est constant dans une poutre de hauteur constante et que par conséquent la courbe des s est à une certaine échelle la courbe des plus grands moments fléchissants en valeur absolue.
Si la poutre a une hauteur variable h , on trouve en posant
0 = -rr. la valeur s = —y- Dans ce cas, la courbe des £j se
construit par points, les ordonnées s'obtiennent par une multiplication graphique.
033. 4 "as où la slati<iuc suflit. — Quand la statique suffit pour déterminer letat de sollicitation , on ne doit utiliser la courbe des i que dans l'étude des déforaiatious. On intègre alors la ligne des M par éléments très petits avec une base variable proportionnelle à î (551 ) ; on obtient la ligne des /; ; on trouve ensuite la hgue des y en intégrant celles des y) avec Uiie base constante. Les lignes de repère sont des droites que l'on détermine facilement; pour une poutre sur deux appuis, on exprime que y est nul aux deux appuis, pour une poutre encastrée à une seule extrémité , on exprime que y et y; sont nuls dans la section d'encastrement. Nous n'avons . donc qu'à nous occuper des problèmes où l'état de sollicitation dépend des delbrmations.
03JL. Cas géucral. — Pour chaque travée, la ligne des M' est une droite; si cette droite était connue , on obtiendrait le polygone des // et le polygone des y' par la méthode du numéro 553 ; il est donc nécessaire d'intégrer trois fois 1 : i (.60). La première intégrale donne la base d'intégration ;
considérant chacune des fibres extrêmes ; on trouve que I doit avoir Ja plus grande des trois valeurs :
M/î M'h ' MM'h
2 (R — R') ' 2 (.R + R'j ' 2iM f-M'jR '
M, M' étant respectivement les plus grands moments fléchissants positifs et négatifs ; R la force élastique limite à l'extension , R' la force élastique limite à la compression.
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la seconde donne la verticale centrale et la verticale anticentrale /directrice des /;; la troisième donne l'une des verticales principales et on déduit l'autre par une construction simi)le. La ligne des y/ et des ?/' se représentent par des polygones analogues à ceux que nous avons trouvés pour les poutres prismatiques ; il suffit d'observer que les directrices sont déplacées.
On peut trouver les lignes des y; et des y en intégrant par éléments très petits , mais il est préférable de déterminer les directrices d'intégration pour chaque travée chargée uniformément ; il sufïit (556) de tracer l'intégrale quatrième de 1 : /}. Les tracés des lignes des y; et des y s'opèrent alors comme si la poutre était prismatique, saut en ce qui concerne la position des directrices.
Quand on veut étudier complètement la stabilité d'une poutre, on doit fractionner les charges indéfiniment ; il est utile (629) de tracer les directrices d'intégrations pour chacune des demi-travées; les quatre intégrales de 1 : £ permettent de trouver ces directrices.
0*S5. Résumé du chapitre. — Sauf en ce qui concerne la position des dn^ectrices et la variation des bases d'intégration des y] , tous les tracés des chapitres précédents sont applicables; nous croyons qu'il serait inutile de reproduire presque textuellement ces chapitres ; nous nous bornerons de renvoyer le lecteur aux numéros de ce chapitre, dans les questions où les démonstrations et les tracés ne subissent aucune modification ; nous traiterons les autres questions d'une manière détaillée.
§ 2. Poutre encastrée aux deux extrémités.
0!{0. Solution |>ar Pépure dc!» y. — On opère comme au numéro 577. Soient (tig. 247) : ACD , la ligne des M; EF la corde des /, ; KSL ks tangentes extrêmes à la courbe des?/. Nous supposons que les extrémités de la poutre soient encastrées suivant la memp hoii/ontjile ; la ligne des ?/' est KMNL,
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on obtient les autres lignes en prenant les dérivées ; la ligne des y;' est EGF, celle des M est A'B'. Si les encastrements faisaient un angle entre eux , on déterminerait les tangentes extrêmes des ?/' , en utilisant les valeurs de y et de •/] aux deux extrémités de la poutre.
037. Soliiiioii parTépurc des r\. —Nous allons d'abord démontrer quelques théorèmes.
I. La dérivée de la corde des y' est T ordonnée du centre de gravité R de trois poids appliqués aux sommets E, F, (} du polygone des r! et proportionnels aux segments a, ï, y delà travée divisée par les verticales principales.
Soient y], y;', //" les ordonnées des sommets E, F, G ; r^m l'ordonnée moyenne de la ligne des r! , ou la dérivée de la corde des y' \ a, (3, y les segments Be, eé , eA; on a évidemment
y;m (a + P + 7) = avj + .6-/]' + y/i".
Cette équation démontre le théorème.
II. Le centre de gravité H est situé sur la verticale anticentrale.
En effet , si on compose les poids a et y appliqués en E et F, on obtient un centre sur la verticale anti-centrale ; car la verticale centrale divise la travée dans le rapport des segments a et 7 ( 553 , âg. 208 , e) ; le troisième poids G est aussi sur la verticale anti-centrale, donc le centre des trois points E , F , G s'y trouve également.
III. La droite EH divise le cd^e GF dans le rapport inverse des poids (i et y.
En effet, on peut obtenir le centre H en composant d'abord les poids G et F ; on trouve un centre R au point qui divise GF dans le rapport 7 : |3 ; en composant les poids E et R, ou doit retrouver H ; donc ER passe par H ou EH passe par R.
Les trois propositions qui précèdent permettent de généraliser la construction du numéro 578. On détermine le point H en prenant la dérivée de la corde des y' ; on joint EH que l'on prolonge jusqu'au point R situé sur une verticale facile à tracer ; le point R appartient au côté GF ; on joint FR ,
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puis EG ; la ligne des y;' étant tracée, on obtient celle des M' en prenant la dérivée.
639. Solution par IVpiirc des M. — Déterminons le point H comme nous venons de l'indiquer ; nous allons démontrer que : les dérivées des pseudo-médianes EH et HF ont pour valeur les M' principaux.
Démontrons, par exemple, que la dérivée de EH est le moment Fe. En effet, appliquons à la corde ER de l'angle EFR la remarque du numéro 550. La corde ER a pour dérivée l'ordonnée du point qui divise B'A' dans le rapport inverse du rapport EH : HR; or ce rapport inverse est précisément le rapport des poids E et R, c'est donc le rapport a : /3 + y; l'ordonnée dérivée est donc bien l'ordonnée Pe; c'est ce qu'il fallait démontrer.
En prenant les dérivées des deux droites EH et HF , on obtiendra les deux points principaux de la ligne des M' ; cette ligne des M' est ainsi déterminée.
639. Solutions diverses. — La première méthode du numéro 580 se généralise facilement. Nous supposons les encastrements de niveau ; on compose les poids Mdx : s en une résultante ; on considère B'A' comme la loi des pressions qui serait produite par cette pression résultante sur une section projetée en AB et dont les dimensions perpendiculaires à AB soient 1 : s ; on peut appliquer alors les méthodes du numéro.
Comme au numéro 580 , on peut représenter les M' principaux par des aires.
§ 3. Poutre encastrée à une extrémité et appuyée à l'autre.
610. llètliodes diverses. — Les solutions des numéros 588 , 589 , 590 s'appliquent ici. On trouve ( flg. 247 ) la ligne des y' en KMN'L , la ligne des r,' en EG'F' , la ligne des M' en AB". Si sur l'appui A , on introduit un moment d'encastrement-arbitraire , la ligne B"A pivote autour du point P. Les solutions' diverses du numéro 591 .s'appliquent aussi sauf quelques modifications que l'on aperçoit sans difïîculté.
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§ 4. Poutres continues.
04 I . .Ilêlliodc générale. — On trace les lignes des y; et des y ; on exprime les conditions de la déformation ; on obtient comme au numéro 597 les points invariables des y'; le i-roblème revient à trouver l'état de sollicitation d'une poutre non chargée assujettie à passer par les points invariables. Les problèmes et théorèmes du numéro 508 s'appliquent textuellement aux poutres non prismatiques; il
suffît de remplacer -et — par les segments des travées déterminées par les verticales anti-centrales et principales. La méthode générale du numéro 599 s'applique sans difficulté.
O-i?. Solnlioh par répure des y. — Nous allons démontrer le théorème suivant : si le moment M' varie continûment entassant d'une travée à la voisine, les côtés des }' adjacents à la tangente commune se coupent sur une verticale fixe apx)elée directrice de continuité.
Soit (fig. 248, fig. e) ABCDEFG le polygone des y pour deux travées ; il s'agit de prouver que les côtés BC et EF se coupent sur une verticale dont la position est indépendante des M et des M'. En effet : soient cl, d' les projections horizontales des côtés CD' et D'E ; appliquons à la corde CE de l'angle D' la remarque du numéro 550 ; on trouve que le rapport cl : cV doit être le rapport inverse des projections verticales des côtés BD et DE de la ligne des /■/. Cette proposition peut aussi se démontrer en considérant le polygone des ?/' comme un polygone funiculaire ; les forces qui passent par les sommets C et D sont des poids représentés par les projections verticales des côtés des r! ; or le point D' se trouve sur la résultante de ces deux poids, donc le rapport cl : d' est le rapport inverse de ces poid^'. Soient respectivement /, /', les bases d'intégrations des y; pour chacune des travées ; soient a et a' les projections horizontales des côtés BD et DE des y/; soit M' le moment sur l'appui ; on a :
_ Ww Wa
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OU bien :
d: cl' =—,: - •
Cette proportion démontre le théorème.
L'un des moyens de déterminer la directrice de continuité est de prendre arbitrairemiut M' et de tracer les deux côtés desv;' et les trois côtéî dis //' qui en dépendent ; les côtés adjacents à la tan.;^ent3 C3n a.iuj S3 c )a-ieront sur la directrice inconnue.
On peut aussi opérer ommB il sjit ; soient u, z«, , u^ et u\ ii\, u'-i les intégrales de 1 : t poar les deux travées /et /'; on a :
On a donc
d'.âJ =
Il est facile d'obtenir des droites dont les angles avec l'horizon soient :
tang 9 = — - — - tang 5' = —^
La proportion devient :
d tang 9 = cV tang 6'.
Si par les projections des points C et E sur une horizontale (fig. c), on mène les droites qui font les angles 9 et 6' avec cette horizontale, ces droites se coupent sur la directrice de continuité.
Si on trace les directrices de continuité pour chaque appui, on obtient la ligne des y' pour la méthode du numéro 600.
OU. Solution par l'c'piip^ des r,. — Déterminons comme nous l'avons lait précédemment les points invariables A, D, G fig. 248, fig. c) delà ligne des y' ; prenons les dérivées des cotés
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de ce polygone et portons-les (flg, b) sur les verticales anticentrales; nous savons (637) que nous obtenons ainsi les points a et |3 qui sont respectivement les centres de gravité de poids connus appliqués aux sommets A, B, I) et aux sommets D,E, G de la ligne des yj' ; ces points a, 3 sont les points invariables de Vépure des r!.
Si on se donne •/!„ ou le côté AB , on obtient la ligne des •/]' en appliquant une méthode analogue à celle du numén» 601. Les droites AC, DF jouent le rùledes médianes; on voit(fig.6/) comment on détermine les directrices des points C et F. Toutefois, nous devons résoudre une petite difficulté qui ne se présente que dans les poutres à sections variables. Les côtés des r! qui se joignent sur un appui n'ont plus même direction ; leurs directions s'obtiennent en intégrant un même moment M' avec des bases d'intégration différentes. Ayant, par deux solutions, trouvé le pivot P du côté BD, il s'agit de trouver le pivot P' du côté D E ; nous allons démontrer que ces deux pivots sont situés sur une même horizontale et que l'on a :
PD' : P'D' = l : À'.
En effet, la figure PP'D'D est semblable à la figure ppd^d du diagramme des inclinaisons ; on a donc :
PD' : P'D = ). : l\
Si l'on suppose que le côté BD pivote autour du point P , il faudra nécessairement, à cause de cette proportion, que le point P' du côté DE reste fixe ; c'est donc le pivot du côté DE. Connaissant le pivot P, on trouve le pivot P' par une construction facile à imaginer (quatrième proportionnelle) ou en intégrant un moment arbitraire M'. Sauf cette petite construction qui doit être faite pour chaque appui, la méthode du numéro 601 ne subit pas de modification,
OU. Solution par I''épui'e des 11. — Nous appellerons comme au numéro 602, cordes principales des M' les cordes telles que CE (fig. (2) qui joignent les points principaux les plus voisins de chacun des sommets de la ligue des M'. Nous allons démontrer que toute corde principale passe par un
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point invariable que l'on peut déterminer a priori et qui ne dépend que de la ligne des M et du niveau des appuis des deux travées correspondantes.
EneSét, reprenons d'abord l'épure des yj (flg. &);nous savons que les dérivées des droites DH et DF sont précisément les M' principaux les plus voisins de l'appui D. Soient Lt, f;L' ces moments principaux ; À, /' les bases d'intégration qui permettent de trouver les // respectivement pour chaque travée; //, la projection verticale du côté y.[i du polj'gone invariable des r; ; a, a' les projections horizontales des côtés BD et DE; on a :
Passons à l'épure des M' (fig. a); y. , y.' sont les ordonnées des points C et E. Soit a le point de CE situé sur la directrice de continuité; nous savons que le rapport des segments Ca
etaE est inverse du rapport y : yy ; donc l'ordonnée du
point a est :
Cette ordonnée ne dépend que de 7i et des longueurs a , a\ / , /.'; elle est indépendante par conséquent de l'inclinaison •/;o que l'on donne arbitrairement au premier élément de la ligne des //. Nous appellerons points invariaUes des M' les points analogues au point a. Pour obtenir ce point , il suffit de donner au point D (fig. & ) une position arbitraire , de prendre les dérivées des côtés aD et 0,3 , de tracer la corde principale des M' qui correspond à cette position du point D. Ce qu'il y a de plus simple, c'est de joindre a,3 et de placer le point D sur cette droite; on prend alors les deux dérivées de cette droite avec les bases À et À' ; on trouve la corde CE' (fig. a): cette corde détermine la position du point a sur la directrice de continuité.
INTEGRATION GRAPHIQUE. 615
Comparons cette construction à celle qui se rapporte aux poutres prismatiques ; on voit que dans les deux cas on prend la dérivée des côtés du polj-gone invariable des r; ; mais dans le cas d'une poutre non prismatique, chaque côté donne deux dérivées que l'on porte sur les verticales principales correspondantes; ce sont les cordes qui joignent les extrémités de ces dérivées qui déterminent les points invariables des M'. Lorsque les points invariables des M' sont connns , on opère comme au numéro 602.
G4L5. Siinplincalioii «le IVpiirc dos yj. — Pour obtenir l'épure des r/, il faut intégrer la ligne des M' avec des bases spéciales à chaque travée ; mais si nous adoptons pour chacune des travées une échelle d'abscisses convenablement déterminée, nous pourrons faire en sorte que toutes ces bases soient représentées par une môme longueur. Cette modification des échelles d'abscisses dans l'épure des y; , n'exercera évidemment pas d'influence sur les relations entre les lignes des M, des •/] et des y ; mais elle aura pour conséquence de supprimer les petites difficultés que nous avons dû résoudre dans les deux numéros précédents. Grâce à cette modification d'échelles, les tracés des numéros 601 et 602 sont apphcables presque textuellement.
Il s'agit avant de construire l'épure des yj de déterminer les longueurs L, L', L",... qui, aux échelles spéciales dont il vient d "être question, représenteront les longueurs /, /', /",... des différentes travées. Nous avons trouvé que la base d'intégration est donnée pour une travée par la formule
/ rdx
_ rdx
On ne changera pas l'échelle des t] si l'on fait varier l'échelle des abscisses et la base d'intégration dans le même rapport (50); donc si >o est la base d'intégration unique que l'on veut adopter , on aura :
li _ ^ _ r dx
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d'où
On construira donc l'épure des // en représentant les travées par des longueurs proportionnelles aux intégrales de 1 : î pour les diverses travées
040. llélliodes dî*'epses. — Comme au numéro 603, on peut ramener le cas général au cas où les appuis sont au même niveau ; on détermine par une épure spéciale l'effet de la dénivellation des appuis et appliquer le principe de l'indépendance des effets des forces. On peut aussi pour chaque travée déterminer les transformées droites, c'est-à-dire les lignes de repère qu'il faudrait adopter si chacune des travées était encastrée à ses extrémités suivant une même horizontale ; on peut dans l'intégration substituer ces droites aux lignes des M. On obtient comme au numéro 604 les points invariables des •/;' en intégrant ces transformées droites et en prenant pour chaque travée le centre de gravité de trois poids connus appliqués au sommet du polygone des // que l'on obtient. Si on opère sur l'épure des M', les transformées droites donnent immédiatement les points invariables ; ces points sont situés sur les cordes principales des transformées droites. Cette propriété se démontre comme celle du numéro 644. Il est à remarquer que la corde principale des transformées droites peut servir pour trouver une solution des M' ; pour une certaine valeur de /îq , la solution des M' s'obtient en faisant pivoter les transformées droites des deux travées que nous considérons autour des points principaux les plus voisins de l'appui intermédiaire ; on évite ainsi quelquefois la détermination des points invariables.
Les remarques du numéro 606 s'appliquent ici ; les moments p. et a' deviennent évidemment les moments des surfaces des M en supposant qu'en chaque point de la poutre le poids spécifique de ces surfaces soit 1 : t.
On peut comme au numéro 608 déterminer les abscisses des pivots par une épure spéciale ; on obtient les pivots pour
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la poutre chargée eu traçant le polygone des pivots (608 , 609 , 610). Si on emploie rartifice du numéro 645, l'épure des-// se construit comme les autres, sinon le polygone des pivots des r; présentent des côtés horizontaux tels que PP' ; on détermine ce côté PP' par la [)roportiou :
PD' : P'D' = X
Le théorème du numéro 611 est applicable aux poutres quelconques; la démonstration reste la même sauf en ce qui concerne le renvoi au numéro 115 ; ce sont les propositions des numéros 254 et 553 qu'il faut appliquer.
La démonstration géométrique de l'existence des pivots (612), les relations données aux numéros 61.3 et 614, les applications des numéros 615 à 630 peuvent être reproduites ici sauf quelques modifications évidentes. Remarquons toutefois que les courbes limites des efforts traochants ne sont plus des paraboles et que par conséquent les méthodes i)articulières qui permettent de tracer ces paraboles par leurs polygones d'intégration ne sont plus applicables ; il faut déterminer ces courbes limites par points, en prônant la dérivée des ligues des moments fléchissants.
CHAPITRE VI
Des appuis des poutres droites au point de vue de l'économie.
On sait que le nombre de travées se détei mine en cherchant le minimum du [irix total de la poutre et de ses support: ; nous supposerons ce nombre connu. Nous nous proposons de déterminer la distribution et le niveau des appuis de manière que la poutre soit la plus économique. Appelons M, le plus grand moment fléchissant, en valeur absolue , qui peut se produire en un point; on peut admettre que le prix de l'élément dx de la'poutre est proportionnel à Mcfd?; c'est donc le minimum de la somme des surfaces des plus grands moments
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fléchissants , qu'il faut chercher à réaliser. Nous considérerons d'abord le cas d'une charge permanente; nous étudierons le cas d'un poids roulant dans un paragraphe spécial.
§ 1. Poutre encastrée à ses deux extrémités.
017. fondJtîon «ïsi isiiiiiiuuui. — Soit (fig. 249) ACB la parabole des moments fléchissants. En encastrant les extrémités de la poutre suivant des inclinaisons indéterminées, on peut modilier les moments d'encastrements et déplacer la ligne de repère DE. Nous obtiendrons la ]»lus grande économie en déterminant cette ligne DE de telle manière que la somme des valeurs absolues des surfaces des M soit la plus petite possible. Par raison de symétrie on peut admettre que DE sera parallèle à AB ( I ) ; si nous élevons cette droite dh , la surface des M augmente de (DF + GEj dh , elle diminue de FG dJi ; la condition du minimum est : DF + CtE - FG.
Ce qui exige :
DF = GE = î^ .
De cette égalité et de l'équation de la parabole , on tire : ri' CL
Désignons respectivement par S' et S" les surfaces FCG et 2DFA ; soient : j^ la charge , l la longueur de la poutre; on a :
On a aussi
S" -f- ACB - S' = AB X LK,
(1) Si on n'aJmet pas la raison de symétrie, on peut démontrer que les points F et G sont à égales distances des extrémités de la poutre en faisant tourner la droite DE autour de son point milieu et en exprimant que l'aire des M ne varie pas, pour un déplacement ioflniment petit,
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d'où
Des valeurs de S' et de S" — S' , on tire :
S ou S'-f S"=^• 61S. Dîroclîon des encastrements. — Supposons que la poutre soit d'égale résistance et de hauteur constante; nous allons démontrer que Von réalisera le minimum de la surface des moments fléchissants , si les extrémités de la poidre sont encastrées suivant une même horizontale.
En d'autres ternies , la pose ne doit produire aucune déformation.
En effet, nous avons trouvé ( 631 ) que le moment d'inflexibilité d'une poutre d'égale résistance est donné par la formule
La formule des déformations est , en indiquant explicitement le signe du moment fléchissant,
En remplaçant s par sa valeur on trouve : d^i/ ^ 2 a
Représentons les valeurs du second membre graphiquement, nous trouvons (fig. 251) la ligne ACDFGHB ; intégrons , en supposant qu'au point A , r, = 0 et z/ = o ; nous trouvons, en prenant pour bases AB : 4, puis AB : 2 , que la ligne des /; est ADFB. Il est facile de voir que la surface des /, est nulle; donc si on trace la ligne des ^, ALNB, le dernier élément B doit se trouver sur le prolongement du premier élément A ; c'est ce qu'il fallait démontrer.
On arrive aussi à cette proposition en remarquant que l'équation de la flbre déformée est celle d'une poutre prisma-
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tique dont le moment d'inflexibilité serait Tunité et dont le lieu des moments fléchissants serait ACDEFGHB ; nous prouverons (580) que ce lieu appartient à une poutre encastrée à ses extrémités suivant la même droite, en démontrant que les poids dos surfaces positives et négatives des M se font équilibre ; c'est ce qui résulte évidemment de la figure ; les deux rectangles positifs et le rectangle négatif ont évidemment même poids résultant dirigé en sens contraire suivant la verticale du milieu de la poutre.
Si la hauteur h de la poutre était variable, on devrait déterminer la fibre déformée en intégrant deux fois la courbe ± 2 5 : h.
GJ:9. Théorie Je Kre^>«c'. — M. Bresse a déterminé les dispositions des ajipuis en admettant la formule des déformations des poutres prismatiques: cela est irrationnel, car dès qu'on admet que le prix de la poutre est rej)résenté par l'intégrale des M(^^, on admet qu'il s'agit d'une poutre d'égale résistance. Quoi qu'il en soit , on peut dans cette hypothèse , trouver très simplement les positions des encastrements en rem[)laçant (fig. 249) la parabole des M par sa transformée droite D'E'. Intégrons et admettons y; = 0 au milieu de la poutre; nous trouvons (fig. 250) la droite AB comme ligne des r, et la parabole EFG comme ligne des y. La substitution de la transformée droite à la parabole n'a pas modifie les tangentes extrêmes de la ligne des y ; donc EF et EG sont bien les directions des extrémités de la fibre moyenne de la poutre. La parabole EFG a une signification intéressante ; c'est la fibre moyenne déformée par la pose , la charge étant enlevée : cela résulte du théorème de l'indépendance des effets des forces, car si on supprime l'effet de la charge, il reste les moments représentés par D'E'. Quand la charge agit, la fibre moyenne déformée est une parabole du quatrième degré dont le polygone EHKLG s'obtient par les règles connues.
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§ 2. Poutre encastrée à une extrémité appuyée à l'autre.
050. Condition du niiiiiuiuni. — Soit ACB ( fig. 252) la parabole des momeuls Ilccliis:~ants; il s'agit de déteiiniuer la ligne de re|ière AC de telle sorte que la surlace
S = AHC + CDB
passe par un minimum. Supposons la droite AD horizontale; faisons tourner cette droite AD d'un angle rfa autour du point
A, la surface S diminue de - AC ch. et augmente de
- AD ch. — - A C ch. ; la condition du maximum est :
clS,
= (K^d' — AC ^dx =
D'où
AC est donc le côté du carré construit sur AD comme diagonale. On tire de là la construction suivante: portons sur une horizontale la longueur de la poutre en AD et AC = AD : \/2 ; il s'agit de mener une parabole de paramètre cunnu, qui passe par les points A et C ; on l'obtiint en intégrant deux fois la charge 7> et en taisant passer l'intégrale première par le milieu de AC. On pourrait aussi tracer une intégrale seconde quelconque, mais alors la ligne de repèie est oblique.
Calculons la surface S ; posons :
A =AHB=^,
S' = AHC,
S" = CDB.
On a d'abord :
S': A = Âc' -.lï)',
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Nous trouverons une sQGQnde équatiou Cû S' et S" , en remarquant que
S" — S' = AHBE - ADE , or, on a :
AHBE = 2 A,
ADE = ACF X -=- = 6 S', AC«
il vient donc :
Calculons S" et S' , on trouve .
S ou S" + S' = (2- V/2)-^
651. Po»iition de l'appui. — Supposons que la poutre soit (l'égale résistance et de hauteur constante ; nous allons démontrer que Ton réalisera le minimum de la surface des moments fléchissants en dirifjeant Vencastrement suioant une horizontale passant par Vappui.
En d'autres termes la pose ne doit produire aucune déformation supplémentaire.
Nous trouvons encore (648) que l'équation de la fibre déformée est
dHj _ 2 ^ dx'' ~ ^ h'
C'est l'équation de la fibre déformée d'une poutre prismatique qui serait sollicitée par les moments fléchissants représentés par la ligne ACDEF (fig. 253). Intégrons deux fois en prenant au point A, ?/ = 0, y; = 0; on obtient KMN; on démontrerait facilement par la géométrie élémentaire que l'ordonnée du point N est nulle. Mais nous démontrerons cette proposition en considérant la fibre déformée comme
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une courbe des moments. Si on prend B comme centre des moments l'ordonnée du point N est :
Moment ACDrf — Moment dEFB
Cette expression est nulle parce que le point d satisfait à la condition
B(/ = ABl/2l
Si on adoptait la formule des déformations prismatiques , on trouverait que l'appui doit être placé au-dessous de la poutre encastrée. En effet, soit (flg. 252) AD' la .ligne de repère pour le cas où l'appui est au niveau de l'encastrement; prenons la dii'ection de la fibre moyenne encastrée comme ligne de repère des y; la valeur de £?/ à l'extrémité A est égale au moment de l'aire des moments fléchissants ou au moment du triangle ADD' autour du point A ; on trouverait aussi cette valeur en intégrant deux fois AD'.
§ 3. Poutre continue à plusieurs travées.
G5*^. Encastrements sur les appuis extrêmes. — La
poutre de hauteur constante la plus économique s'oUient en adoptant des travées égales et en plaçant les encastrements et les appuis suivant une même horizontale.
En effet , soient : L la longueur de la poutre ^l^J^,... ^»,Ies longueurs des différentes travées ; on a :
Si d'abord nous considérons les longueurs des travées comme données, on obtiendra la plus grande économie en encastrant la poutre sur tous les appuis et suivant une même horizontale (648) ; on aura alors pour la surface des M :
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C(3nsidérons alors ^,, L^,... /«comme des variables et clierchoûs le maximum de S. Soit a un coefficient indéterminé ; cherchons le niininmm de :
u^l^-^-a{ll,
Ou trouve :
du ^ Spli'^
0, et des équations semblables pour l^, l^, etc. ; on en tire
Ou trouve alors :
Cette quantité est toujours positive ; donc u et S passent par un minimum lorsque les travées sont égales. Si pour chaque travée nous traçons la parabole des moments fléchissants comme nous lavons lait figure 249, nous trouverons évidemment que de chaque côté des appuis intermédiaires, les moments fléchissants sont égaux ; donc les moments d'encastrement n'existent que sur les appuis extrêmes ; il suflit donc d'encastrer les extrémités de la poutre; cela démontre le théorème.
G5*S. /i|i|Hii!9 ««impies aux exlrcniités. — Lorsque les extrémités d'une poutre de hauteur constante sont simjjlement appuyées Ja solution la plus économique s'ohtient en plaçant les appuis au même niveau et en p^renant :
'i =^ '3 ■= . . • in — 1 ,
li-ln-l,\/ -^■
En effet , supiiosons d'abord les longueurs des travées fixtes ; nous obiieudrcms la solution la plus économique eu plaçant tous les ai)puis au même niveau et en encastrant
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horizontalement la poutre sur les appuis intermédiaires. Nous savons qu'alors la surface des M a pour valeur :
Cherchons le minimum de :
ît = S —oc (2/, — L).
On trouve deux espèces d'équations :
D'où
du _ 3pl^ _ _ dÛl 32 ^- — •
On reconnaît que d^u est toujours positif; donc c'est'le minimum de u et de S que nous avons trouvé. Pour achever la démonstration du théorème qui nous occupe , ilTaut encore prouver que sur les appuis intermédiaires les moments d'encastrement sont les mêmes. Soient (fig. 254) AE, EL, LR... les travées déterminées par .les indications qui précèdent ; portons AC = AE V/2T EH = HL = LM = PR ... = l^-.A; menons parles points A et C, F et H', M et P, etc., les paraboles intégrales secondes de la charge p ; l'ensemble de ces paraboles est le lieu des M. Il est d'abord évident que sur les appuis K et Q qui séparent deux travées égales, les moments d'encastrement n'existent pas. Calculons les deux moments fléchissants au point E. L'équation de la parabole ABD peut être mise sous la forme :
œ^ et x^' sont les abscisses des points d'inflexion ; donc au ])oint E, on a :
IG
cette relation est précisément celle que nous avons admise précédemment. Donc la poutre peut être simplement appuyée sur ses supports.
M. Bresse a traité la même question en admettant les formules de la déformation des poutres prismatiques; dans ce Cas , remplaçons les paraboles par leurs transformées droites ; pour l'ensemble des travées intermédiaires , on doit intégrer une constante; on trouve que les appuis intermédiaires doivent se trouver sur une parabole.
G5 1. Cas où les longaenrs des (ravées sont données. — Une poutre de hauteur constante repose sans encastrement sur des appuis de position connue mais situés à des niveaux indéterminés ; la solidion lapAus économique s'obtient enpïaçant les appuis sur une même Jiorizontale.
Soit(fig. 254) ABDGKN le lieu des moments fléchissants pour la poutre cherchée ; en modifiant le niveau des appuis , on introduira de nouvelles réactions; la ligne de repère devient AE'L'B'... Nous exprimerons que la surface des M passe par un minimum en égalant à zéro la différentielle de cette surface.
Soient : 1,1' les longueurs de deux travées EL et LR; œ, z,
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les distaneéS EP et PL ; d?'^' , lèS distances ËH et HL ; dûn^i , les distances LM et MR; œ'", z'" , les distances LP et PR. Exprimons que le moment fléchissant est continu au point L; nous aurons comme au numéro précédent.
PL X HL = LM X MP, ou
*-»' rr"^->" l \ \
Déplaçons seulement le point L de LL' ; supposons EE' = RR' = etc., = 0 ; exprimons que pour ce déplacement LL', la différentielle partielle de la surface S est nulle. Soient dx, da} les angles dont on fait tourner les côtés EL et LR pour les amener en EL' et L'R ; on a:
6/8 = - ^-da — Ç dx' -f- («;'2 - œ^) dx-Y (5"2 — ^"'2)(;a'.
Egalons cette différentielle à zéro en remarquant que Idx — l'dx', on trouve :
II
On a aussi :
Les équations ( 1 ) et (2 ) expriment les relations qui doivent exister entre 4 points d'inflexion consécutifs ; connaissant les points d'inflexion de la travée LR, on peut calculer ceux de la travée voisine EL.
On connaît le premier point d'inflexion de la première travée ; c'est l'appui A; prenons arbitrairement le second point d'inflexion C , nous pouvons obtenir ceux de la seconde travée, puis ceux de la troisième travée et de proche en proche trouver tous les points d'inflexion. Or le dernier point d'inflexion doit coïncider avec le dernier appui ; cette condition ne sera pas satisfaite. Portons l'erreur en ordonnée au i)oint C ; construisons la courbe d'erreur ST en faisant quelques essais ; nous déterminerons la position du point C pour laquelle l'erreur est nulle ; c'est la véritable position du point d'inflexion.
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Il nous reste ù démontrer que l'on réalisera ces points d'inflexion en plaçant les appuis de niveau. Nous savons que l'équation de la tibre moyenne est :
On est ramené au cas d'une poutre prismatique sollicitée par un moment constant qui change de signe aux points d'inflexion. Prouvons, par exemple, que les trois appuis ELR sont en ligne droite. Prenons la tangente au point L de la fibre déformée pour ligne de repère des y ; on trouve que le.s points E , L , R sont en ligne droite si :
u. est le moment de la surface des M de la travée EL autour du centre E ; a'est le moment de la surface des M de la travée LR autour du point R. Les surfaces des M sont des rectangles de hauteur constante faciles à imaginer ; on trouve :
ylli y 2
Si dans l'équation (.3) on remplaça u et a' par leurs valeurs, on retrouve l'équation (2) ; donc les équations qui expriment que S passe i)ar ui minimum sont précisément celles qui expriment que les appuis sont sur une ligue droite f 1) : cela démontre le théorème.
(1) Oq peut ilémontrer celte pi'oposUio;i sans calcul ; on peut r^?présea-
ter— et— par des aires: si ou repré3e:ite le moment constant par LL' l i'
sauf à tenir coaipte du signe m8ataleine:il et si on a lopte l et l' comme
bases de multiplications (i03), on trouve que les aires qui représentent
/■' '-"•' les moments -et— sont précisément les aires à( nt la somme algébrique II'
est la ditférentielle partielle de S.
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§ 4. Poids mort et poids roulant.
055. Poutre à une travée. — Nous prendrons le cas d'une poutre encastrée à ses deux extrémités ; mais le même raisonnement s'applique au cas d'une poutre encastrée à une extrémité appuyée à l'autre. Par un premier calcul approximatif, nous avons déterminé les dimeusious de la poutre; nous supposons donc connu e et nous construisons l'épure des moments fléchissants limites en supposant les encastrements établis suivant une même horizontale.
Soient (fig. 255) : AB la ligne de repère, ECHDF la courbe des plus grands moments fléchissants ; les points C et D sont les points de passage , c'est-à-dire les points où les plus grands moments en valeur absolue changent de signe. Si nous modifions les inclinaisons des encastrements , la ligne de repère vient de AB en A'B', et en retournant les moments positifs pour les porter du côté des moments négatifs , on trouve une autre courbe E'C'HD'F pour la courbe des plus grands moments. Il s'agit de choisir A'B' de telle manière que la surface des M passe par un minimum. Or , déplacer A'B', c'est introduire des moments fléchissants représentés par les ordonnées d'une droite; nous avons indiqué (fig. 256) les surfaces des M que l'on introduit et celles que l'on retranche par des hachures différentes ; la condition du minimum est que la somme algébrique de ces surfaces soit égale à zéro. En exprimant cette condition, nous trouvons deux équations qui déterminent la position des points de passage ; mais ces calculs sont inutiles , car il est évident que dS ne dépend que des abscii^ses des points de passage et non delà forme des courbes; il est donc le même que dans le cas d'une poutre chargée uniformément; donc (647) les points de passage doivent tomber chacun au milieu de chaque demi-travée.
Pour déterminer la ligne de repère A'B' (flg. 255), menons les verticales C'C" et D'D" des points de passage. Menons la droite A'B' par les milieux des segments C'C' et D'D" compris entre la courbe limite supérieure et la courbe limite infé-
rieure ; on reconnaît facilement qu'alors C et D' deviennent les points de passage et que la condition du minimum est réalisée
Pour réaliser la ligne do repère A'B' , il faut que les inclinaisons données par la pose aux encastrements produisent les moments fléchissants représentés par la droite AB , la ligne de repère étant A'B' ; nous obtiendrons ces inclinaisons en intégrant doux fois la ligne AB. Par raison de symétrie , les lignes AB et A'B' sont horizontales ; on appliquera donc la méthode du numéro 552 ; la verticale centrale tombe au milieu de la poutre.
050. Poiilrc à i>lii!«iciii*iS travées. — Quand les longueurs des travées sont données , on peut constituer la poutre au moyen de travées encastrées à leurs extrémités dans les conditions que nous venons de faire connaître. On détermine les lignes d'encastrement en intégrant deux fois la suite des lignes horizontales qui déterminent les moments fléchi.ssants dus à la pose. On prouve sans grande ditlîculté que les bases d'intégration sont proportionnelles aux moments qu'il faut intégrer pour obtenir le polygone des y; ; donc ce dernier est une droite ; il en résulte que les lignes d'encastrement sont tangentes à une même parabole.
SI les longueurs des travées ne sont pas données, on peut les déterminer de manière à obtenir la solution la plus économique. Soit s la surface des plus grands moments fléchissants pour une poutre encastrée de longueur égale à l'unité ; soit s' la surface analogue pour le cas où l'une des extrémités est simplement appuyée. Si les extrémités de la poutre peuvent être encastrées , l'expression qu'il faut faire passer par un minimum est IsP ; on trouve que les travées doivent être égales et qu'il est Inutile d'encastrer les poutres sur les appuis intermédiaires (652).
Si on ne peut pas encastrer les extrémités , l'expression qu'il faut faire passer par un minimum est :
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On trouve
In = Il = Y -7-^2,
On peut supprimer les encastrements sur les appuis intermédiaires , sauf sur le second et lavant-dernier appui.
Supposons que les travées soient connues et que la poutre repose simplement sur ses supports ; on demande à quel niveau il faut i)lacer les appuis pour obtenir la solution la plus économique. En exprimant la condition du minimum de la surface des M , on trouve que les points de passage doivent satisfaire aux mêmes relations que les points d'inflexion d'une poutre qui ne supporte qu'une charge permanente. Ces relations sont les équations semblables à l'équation (2) du numéro G54. Mais l'équation de continuité diffère ; la condition qui la remplace est que les moments dus à la pose soient continus. Connaissant les abscisses de deux points de passage, on peut trouver les abscisses de deux suivants en réalisant par tâtonnement la condition du minimum et la condition de continuité ; on peut alors trouver la vraie position des points de passage au moyen d'une courbe d'erreur.
Avant de commencer tous ces laborieux calculs, il faut faire une hypothèse sur la courbe des z ; ce qu'il y a de mieux à faire , c'est d'adopter d'abord la poutre qui résisterait à la charge permanente seule ; on trouve alors que l'on satisfait à la condition du minimum en mettant les encastrements ou les appuis suivant une même horizontale. Si on étudie l'effet du poids roulant, on trouve une nouvelle courbe des s, au moyen de laquelle on [)rocède à un calcul que l'on pourra considérer conune suffisamment exact.
.§ 5. Poutres brisées.
05 î. Charge pormaiicnte. — Reprenons la poutre encastrée à ses deux extrémités ( fig. 249 ) ; la poutre ayant une forme d'égale résistance, son moment d'inertie est nul aux points d'inflexion ; nous pouvons donc briser la poutre
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en ces points et réunir les tronçons par articulation ou bien faire reposer le tronçon central sur les deux autres comme nous l'avons indiqué en A'C'D'B'. L'état de sollicitation et les déformations ne sont pas changés par l'introduction de l'articulation ; la déformation se produit donc de telle façon qu'en C et D' les éléments voisins restent parallèles comme s'ils étaient reliés invariablement l'un à l'autre ; en d'autres termes Tarticulation ne fonctionne pas comme telle.
Mais supposons que les encastrements ou les culées cèdent un peu aux efforts qui les sollicitent ; la poutre continue d'égale résistance se brisera nécessairement , car la ligne de repère et les points d'inflexion se déplacent et la section dont le moment d'inertie est nul (ou pratiquement très petit) ne pourra résister au moment fléchissant qui la sollicite. Il n'en est pas de même de la poutre brisée. En effet, on peut dans ce cas déterminer par la statique^ l'état de sollicitation. Le tronçon CD' constitue une poutre sur deux appuis ; le lieu des M est toujours la parabole FCG. Au-delà des points F et G la parabole continue , car aucune force extérieure nouvelle n'intervient, ies déformations des encastrements, les tassements des supports n'ont donc aucune influence sur V état de sollicitation. Ces mouvements ont seulement pour effet de faire fonctionner les articulations; les éléments articulés font des angles très petits.
Ce que nous venons de dire s'applique aussi à la poutre encastrée à une extrémité (flg. 252) ; on peut la constituer comme il est indiqué en A'C'D'.
Cela s'applique enfin à la poutre à plusieurs travées (flg. 254) ; on peut la constituer de tronçons CF, HM, etc., posés sur les appuis comme des fléaux de balance et portant des petites poutres AC , FH , etc.. Ce système serait en équilibre , subirait les mêmes efforts et les mêmes déformations que la poutre continue ; mais le moindre poids étranger sufl^rait pour faire basculer les fléaux; aussi est-il indispensable d'encastrer la poutre sur ses appuis.
(»5S. Pouls mort et poids roulant. — Nous allons démontrer que la poutre brisée au mitieu des demi-travées est
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toujours xilus économique que la poutre continue de inâne longueur.
En effet, soit ACDB (flg. 257) une poutre brisée; les points C et D sont au milieu des demi-travées. Un poids quelconque appliqué sur la poutre centrale CD produit un lieu des moments fléchissants tel que FEG ; un poids appliqué sur un tronçon extrême produit le lieu HK ; on déduit de là que les moments fléchissants qui se produisent en un même point sont tous de même signe; donc on obtiendra les plus grands moments fléchissants en tous les points eu chargeant toute la poutre de la charge permanente p et de la charge roulante Ç[\ la courbe limite est une parabole, intégrale seconde ùep -\- q, passant par les points C et D. Or, si la poutre était continue, il faudrait considérer non-seulement cette parabole ou une autre solution moins économique, mais d'autres dispositions de la surcharge qui produiront une nouvelle surface des M ; la poutre brisée est donc celle qui donne la plus grande économie.
050. €liarge variée. — Dans les grands ponts , le poids de la poutre constitue une partie considérable de la charge ; cette charge n'est donc plus uniforme. On peut dire ajiproximativemeut que la charge se compose d'une partie constante et d'une partie proportionnelle au moment fléchissant ; la partie constante comprend le poids du tablier, la surcharge; la partie variable est le poids de la poutre; nous admettrons la formule :
it M désigne la valeur absolue du moment fléchissant M ; a une certaine longueur ; or on a :
on a donc l'tquation différentielle :
dx^ "^ «2^
Soit AB (fig. 258) la poutre considérée ; prenons le milieu 0 comme origine ; l'axe oy est un axe de symétrie ; il suffit de déterminer la moitié HDF de la courbe des M.
Pour la région oD , M est négatif; on doit donc adopter l'équation :
Ou en tire , en posant x^, = oD ,
-M = (ZaM 1 • (1
Pour la région BD , M est positif ; ou doit donc adopter réquation
L'intégrale générale est
M = ^ rt' (b cos hyp "" ~' ^ — l) •
Nous déterminerons les constantes B et |S en exprimant qu'au point D , les deux courbes se raccordent ; on trouve les deux équations :
cos hyp
tanghyp^i^=tang^. (2)
La première équation donne B , la seconde |3 ; la valeur de M devient :
/coshvp — — ^
■ M = ria^ ^Ig-l I- (3)
\ cos hyp -^
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Nous avons supposé .X', connu ; il s'agit de déterminer x^ de manière que la surface des M soit la plus petite possible. Cette surface des M est en appelant l la demi-travée OB ,
Mdx.
On trouve en tenant compte de l'équation ( 2 ;
sm hyp —^ S — — qa'^l + qci^
/a-, pi
— Mdœ + y î
cos hyp — -
Il s'agit de rendre minimum l'expression : r. . aï smliyp
qa^ , Xi — B cosh\-p — î ~
Éliminons (3 do la valeur de T au moyen de l'équation ( 2) , on trouve :
T = sin hyp —^' -fcos hyp -^^ tang^'.
En égalant la dérivée de T à zéro , ou trouve :
tang — i = tang hvp •- (5)
Cette équation détermine la position de l'articulation ; on peut la résoudre par tâtonnements, mais on peut aussi cons-
truire deux échelles juxtaposées des valeurs de - et de —
qui satisfont à l'équation. On reconnaît facilement que
Le point D étant connu , on trace facilement les courbes représentées par l'équation ( 1 ) et l'équation ( 3 j ; la première est une sinussoîde ; la seconde est une chaînette dont le sommet a pour abscisse (5 et des équations (2) et ( 5] on tire :
équation qui donne
fi = 2â7j — ;.
CHAPITRE VII
Compléments de la théorie des poutres droites.
Nous plaçons dans ce chapitre des théorèmes qui généralisent les propriétés des pivots utilisées dans les tracés graphiques. Nous indiquons, en outre, d'autres méthodes moins simples que les précédentes , mais qu'il peut être utile d'examiner.
§ 1. Théorème de l'ordonnée variable.
OGO. Tliéorèine. — Si on écrit toutes les équations qui permettent de déterminer analytiquement les ordonnées K, M, yj , ?/, en un point d'une poutre continue, on remarque immédiatement que ces équations contiennent trois espèces de quantités : 1° des ordonnées connues telles que les ordonnées des appuis , les forces sollicitantes , les charges ; 2° les ordonnées iyiconniœs K, M, /;, y\ 3° des coefficients qui sont des fonctions des abscisses et du moment d'inflexibihté, de la forme
^, ^,, ,, yi|L, y-iï^, y£|i, yy^.otc...
Toutes les équations sont linéaires par rapport aux ordonnées connues et inconnues ; en les résolvant , on trouvera pour toute ordonnée inconnue Y une valeur de la forme ;
dans laquelle ^i, .6, y sont des coefficients ; y., l'ordonnée d'un appui ; p, la charge sur une certaine étendue; P, une force isolée. Si la charge p était variable et si on avait , par exemple, 2> = ax'^ + ?/^ + c , le terme 2 /5 /y serait remplacé par :
S'il y avait un moment d'encastrement N, il faudrait ajouter le terme 5 N.
Nous allons démontrer le théorème suivant : Si Vune des ordonnées connues (yo , y, , y^... y»i , p, P , a, b, c, N) varie , toutes les cordes, toutes les tangentes, tous les côtés et cordes des polygones d'intégration des lignes desK, des M , des-/}, des y pivotent autour de points fixes et déterminent sur des axes verticaux V échelle des valeurs de Tordonnéc variahle.
Eu effet, eu s'aiipuynut sur la l'cuiarquc précédente , on démontre aisément que l'équation d'une des droites visées dans l'énoncé est de la forme :
ij = a)Y-^Y'. (?)
Y et Y' étant des expressions de la forme ( 1 ). Soit ii , l'ordonnée variable , on a :
Y = nm + Z , Y'= m'u-\- Z'.
Z , Z' sont des fonctions linéaires des ordonnées connues sauf i«. L'équation (2) devient :
ij = œZ -\- Z'-\- u{mœ-\-in') (3)
C'est l'équation d'un système de droites du premier degré à axe vertical ; le pivot se trouve à l'intersection de deux droites :
L'équation (4) prouve que l'abscisse du pivot ce déj erd que des coefficients et nullement des oulounéts connues; l'équation (3) prouve que l'ordonnée du pivot est une fonction linéaire des autres ordonnées connues.
OOI . 4'orollaîros. — 1° Nous avons démontré que si ( n imcigine un moment d'encastrement à lextrcmité de la poutre, les côtés des lignes de repère pivotent autour de points fixes; cette propriété est un cas })aiiiculier du théorème itrécédeut, car les lignes de rt]:ère apiartiernent à une poutre fictive ; le moment d'encastrement constitue l'ordonnée variable.
2" La droite qui joint les [.ivots de deux côtés consécutifs
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d'un polygone d'intégration a pour dérivée l'ordonnée du pivot du côté correspondant de la dérivée.
En effet , il y a une solution pour laquelle les deux côtés dont il s'agit ont même direction, alors le côté correspondant de la dérivée est horizontal et détermine l'ordonnée de son pivot.
3° Deux côtés quelconques pivotent autour de deux points R et S ; si ces deux côtés se rencontrent sur une même verticale , toute corde qui s'appuie sur ces deux côtés pivotent autour d'un point de la droite RS.
Ce théorème est sous une forme un peu différente, le théorème de Desargue ; nous en avons transporté la démonstration dans le livre II de ce mémoire ( 58, fig. 26).
4" Pour une même travée la ligne des K se transporte parallèlement à elle-même ; les pivots sont donc transportés à rinfini. Il n'en est plus de même si l'on considère une corde qui s'appuie sur deux points appartenant à deux travées différentes ; cette corde a alors un pivot.
5° Pour une même travée les pivots des côtés de la ligne des M sont sur une même verticale (,128, 2").
6** Nous savons comment ou détermine les pivots pour le cas d'une poutre non chargée sollicitée par un moment extrême ; il suffit pour cela de mener une solution quelconque, car les ordonnées de tous les pivots sont nulles. On peut considérer le cas d'une charge nulle comme le cas particulier d'une charge uniforme ; le polygone des t; , qui était formé de deux côtes , est remplacé par un polygone de trois côtés inscrit dans le précédent (549) ; on trace facilement les côtés de ce polygone ; on obtient imrnadiatement leurs pivots doht les ordonnées sont égales à zéro. Le même raisonnement s'applique au polygone des y. On obtient ainsi une épure donnant les abscisses des pivots des côtés du polygone d'intégration pour le cas d'une charge uniforme quelconque. On passerait de la même manière au cas d'une charge 2? = ox -f- J) et à d'autres cas plus compliqués.
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§ 2. Introduction de couples isolés.
€»0'3. Principes. — Soit (flg. 259) une partie de poutre à plusieurs travées ; intégrons deux fois les ctiarges et soit ahcde la ligne des M". Nous voyons que sur Fappui nous avons introduit non seulement une réaction, mais un couple isolé reiirésenté par cd. Soit ABCDE la ligne inconnue des M'; sur l'appui la valeur de M' .subira un accroissement brusque égal au couple isolé , car la valeur de M est continue, donc en passant de gauche à droite de Tappui on doit avoir A (M"— M') = 0 ou A M" = AM'. On doit donc avoir CD = cd. Il résulte de là que les lignes des M', des //, des y' appartiennent à une poutre non chargée mais sollicitée sur les appuis par des couples connus. Si nous reprenons tout ce que nous avons dit dans le cas d'une ligne des M' continue, nous reconnaissons que toutes les propositions sont encore applicables, sauf les modifications suivantes qui sont la conséquence de la présence du couple isolé.
Soient : a (fig. 259), le point invariable des M'; P, le pivot du côté AC. Le côté CE pivote autour du point Q situé sur le prolongement de Pa. Menons la verticale QR ; on peut trouver QR apj-iori; on a évidemment QR=Q'R'. Donc les côtés PQ du polygone des pivots passent encore par les points invariables ; mais ils sont séparés par des côtés verticaux QR dont on peut déterminer les longueurs.
Soit ABDE (flg. 260) la ligne des y/. Si le couple isolé n'existait pas , le côté BD se prolongerait en DF. Intégrons la droite M = cd , nous trouvons la ligne D'E'; on doit avoir FE == ÊE'. Soit Q le pivot du côté BD ; portons QR = Q'R' ; le point Rest évidemment le pivot du côte DE. On voit donc que le polygone des pivots PQB|3 passe encore par les points invariables a , p, mais il présente des côtés verticaux analogues à QR. Ces côtés se déterminent en intégrant M = cd.
Soit ABCGH (flg. 261) la ligne des y'. SU n'y avait pas de couple isolé , les côtés adjacents à la tangente CG devraient se couper en un point E de la directrice de continuité. Soit
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E'G'H' la ligne des y que l'on obtient en intégrant deux fois la droite M = crf ; on doit avoir KH = K'H' et FE = F'E'.
Soit P le pivot du côté BC ; le pivot du côté GK est le point Q situé sur la droite PD. Or QR = Q'R' ; donc le point R est le pivot du côté GH. Le polygone des pivots PQR présente encore des côtés verticaux analogues à QR et qu'on détermine a priori en Q'R'.
Supposons (comme dans la figure 259) que les lignes des M soient tracées comme si chaque travée était encastrée à ses deux extrémités ; remplaçons ces lignes par leurs transformées droites avant d'effectuer les deux intégrations ; toutes les transformées se réduisent à M = 0 , donc la ligne des y] est yj = 0 et la ligue des y est 2/ = 0. Si les appuis sont de niveau, les ordonnées des points invariables des y', des il, des M sont nulles; on supprime ainsi toute intégration , avantage qui compense les complications introduites pas les couples isolés.
003. méihodes diverses. — La méthode générale qui consiste à utiliser les trois épures pour tracer une solution est applicable sans modification. Les trois solutions pratiques peuvent se résumer en une règle unique : on trace l'épure des pivots comme s'il n'y avait pas de couple isolé ; on détermine les côtés verticaux du polygone des pivots ; on mène le polygone des pivots par les points invariables en partant d'une des extrémités de la poutre ; on trace la ligne de repère définitive en partant de l'autre extrémité.
§ 3. Lignes de repère horizontales.
001. B*rîiu'ipes. — Abandonnons l'idée des lignes de repèje polygonales et curvilignes et proposons-nous de déterminer directement les lignes des M, des y; et des y en prenant des lignes de repère horizontales. Donnons-nous y;o à l'une dts extiéraités, en admettant un moment d'encastrement convenable à l'autre extrémité; supposons /io variable. Nous pouvons de [iroche en proche déterminer les pivots desdifléreuts côtés en partant de l'une des extrémités et tracer
ensuite la solution définitive en partant de l'autre extrémité. Mais pour que cette méthode devienne pratique, il faut simplifier autant que possible le polygone d'intégration des lignes des M, des yj et des y. Nous examinerons successivement deux procédés différents.
Considérons les M.dx : z comme des charges ; la ligne des y est alors une ligne des résultantes auxiliaires de ces charges. Soit ABC (fig.263)lalignedesMpour une travée ; nous pouvons considérer ces charges comme résultant de la composition des charges représentées par la corde AC et des charges négatives qu'il y a lieu de considérer dans une poutre sur deux appuis. Nous pouvons remplacer ces derniers par leurs résultantes ; les tangentes extrêmes à la ligne des y ne seront pas altérées.
Le second procédé consiste à remplacer la courbe ABC par sa transformée droite.
G05. Concentration en une résultante . — Traçons (flg. 262 ) la ligne des M pour une poutre sur deux appuis et les deux intégrales HK et ACE ; la résultante des Mdx : e est égale à a|3 ; elle passe par le point C. Supposons le problème résolu ; soit ABC (fig. 263), la ligne des M pour la poutre continue. Intégrons la corde AC, nous trouvons AB3 (fîg. 264)et ABD'E' (flg. 265). Introduisons la résultante dont il vient d'être question ; la ligne ABC ( flg. 264 ) se relève d'une quantité égale à cette résultante et la ligne CD'E' (flg. 265) doit être remplacée par CDE. Le polygone d'intégration des?/ est ABCDE (flg. 265), le polygone des y; est ABC etHDE(fig. 264).
Solution par répure des y. — Soit P (fig. 265 ) le pivot du côté BD' ; on peut déterminer apriori l'ordonnée PQ qui est égale à l'ordonnée PQ de la figure 262 ; on en conclut que Q estle pivot du côté CD. Le polygone des pivots APQER présente donc des côtés verticaux de longueurs connues ; les autres côtés passent par les points invariables A et E. Les abscisses des pivots sont les mêmes que si la poutre n'était pas chargée (660) et sont données par • l'épure spéciale des pivots déjà employée dans les autres méthodes. On peut alorsN
tracer facilement le polygone des pivots et en déduire la solution définitive.
Solution fjar les '/]. — En prenant la dérivée de la corde AEdes?/, nous obtenons l'ordonnée moyenne des y;; nous avons supposé les appuis de niveau, cette ordonnée est nulle , le point moyen des •/] est le point i. Si la ligne des y] était la parabole ABC , le point moyen serait a , centre de gravité du triangle ABC. Or on obtiendrait la véritable ligne des yj en portant au-dessus de la parabole ABC , les ordonnées de l'intégrale HK (fig. 262); donc la droite ai de la figure 264 a même longueurque l'ordonnée moyenne ai de l'intégrale HK (flg. 262). Il en résulte que l'on peut trouver a priori les points a et Ci de la figure 264 en prenant les ordonnées ai et i{i sur la figure 262. Ces points a, (3 (fig. 264) sont les points invariables de l'épure des ri ; le polygone invariable présente donc des côtés verticaux analogues à « |3 et des côtés obliques tels que /3y. Soit P le pivot du côté BC; l'ordonnée PQ est constante; donc le point Q est le pivot du côté DE; le polygone des pivots présente des côtés verticaux PQ de grandeur connue; les autres côtés tels que QR passent chacun par un point invariable. On peut donc déterminer successivement le polygone invariable, le polygone des pivots et la solution définitive.
Solution par les M. — Prenons les dérivées des côtés obliques (3/ du polygone invariable des r, et [)ortons ces dérivées sur les directrices de continuité; nous obtenons des points tels que a (fig. 263); ce sont les points invariables des M. On démontre comme dans les méthodes précédentes que la corde principale DE pivote autour de ce point a.
Les abscisses des pivots des cordes AC sont données par l'épure spéciale des pivots d'une poutre non chargée; on mène le polj^gone des pivots par les points invariables et on trace ensuite la position définitive des cordes. Eu résumé, quand les points invariables sont déterminés , on trace la suite des cordes analogues à AC comme s'il s'agissait d'une poutre non chargée.
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OG6. Emploi dos ti*aimfoi>iuéc«ii droiles. — Soit (flg. 266) abccl la ligne des M qu'il s'agit de trouver. Remplaçons pour chaque travée ces ligues par leurs transformées droites, nous obtenons la ligue ACDF ; nous savons que par cette substitution les y et les ■/; sur les appuis ne sont pas changés ; c'est cette ligue ACDF que nous proposons de trouver. Cette ligne appartient à une poutre non chargée, posée sur les mêmes appuis que la pouti'e donnée et sollicitée sur ces appuis par des couples isolés dont les moments sont représentés i)ar Aa,CD, etc. Or ces moments peuvent se déterminer a priori en traçant pour chaque travée l'épure des M pour le cas oCi cette travée serait encastrée à ses deux extrémités. En effet, Xa est le moment d'encastrement , CD est la différence des moments d'encastrement De et Ce. Nous sommes donc ramené à un problème que nous avons déjà résolu précédeumient (6G2 , 663 ). La méthode générale et les trois méthodes particulières sont ap[»licables; nous n'avons indiqué (flg. 266) que la solution par l'épure des M. Les points invariables a, |3 sont sur l'axe M = 0, si les appuis sont de niveau ; on trace le i)olygone des pivots APQ(3 en remarquant que les côtés verticaux tels que PQ [)euvent se trouver a -priori (PQ=P'Q') et que les côtés obliques passent par les points invariables. On trace la solution définitive en partant de l'autre extrémité. Les solutions par les y; et les y s'obtiennent de la même manière.
CHAPITRE VIII
Poutres en arc.
§ 1. Généralités.
OC y. Poussée. — Soit l'arc AB (flg. 268) ; la flbre moyenne est supposée plane ; les forces sont dirigées d'une manière quelconque dans ce plau. Nous supposerons l'arc encastré à ces deux extrémités, mais nous examinerons
plus tard l'influencede une, deux ou trois rotules placées en des points quelconques ; nous rencontrerons donc tous les cas possibles.
Si nous enlevons l'appui A , nous devons introduire une force EF résultante des actions moléculaires qui se développent dans la section A ; en composant cette réaction avec les différentes forces sollicitantes, nous obtiendrons une ligne de résultantes ( 129) ; le diagramme des résultantes est P123456 (fig. 267 ).
Nous ne connaissons pas la réaction EF ; si nous donnons à cette réaction inconnue une direction et une grandeur arbitraires, nous obtenons le diagramme des résultantes en F12...6 (flg. 267) et la ligne de pression KLM (fig. 268). Si Ton étudiait les déformations que l'arc éprouve sous l'influence de cette ligne KLM , on trouverait en général que ces déformations sont incompatibles avec les conditions des appuis ; le problème à résoudre est de déterminer quelle est la ligne de pression qui est compatible avec ces conditions.
Supposons que l'on remplace les appuis existants en A et B par des plans indéfiniment polis perpendiculaires à la résultante de toutes les forces sollicitantes. On obtient les pressions sur ces appuis fictifs en décomposant la résultante des forces en deux composantes parallèles passant par les points A et B. Menons les directions AK, BM de ces composantes ; après la concentration en deux résultantes, la ligne des résultantes devient KM, les pressions sur les appuis s'obtiennent sur le diagrain;ne (fig. iôl ) en menant P'Q parallèlement à KM ; IQ et Q2 sjnt ces pressions. Pour passer de ce cas exce,)tionnel à la ligue de pression KLM , il faut introduire outre les réactions Ql et 2Q, deux forces égales et contraires représentées par P'Q et dirigées suivant la droite KM ; cette force P'Q est la poussée de l'arc. La pjussée est ce qui caractérise une ligue de pression ; pour la ligne EFB, la poussée est PQ et est dirigie suivant ED. Dans le cas exceptionnel dos plans d'appui ind'ifiaiînent polis, la poussée est nulle ; c'est l'état de sollicitation d'une poutre droite.
G6S. Théorie analytique. — Uû élément ds de l'arc subit trois déformations élémentaires. Soient : M le moment fléchissant; N l'effort longitudinal de compression; K Tefïort tranchant. Il se produit une flexion angulaire cl'li , une dilatation dds, un glissement yds ; on a :
dl>=-^^ds, (1)
— dds = ^ds, (2)
Eco
yds = —- ds. (3)
Supposons l'élément B immobile, nous obtiendrons l'arc déformé en produisant successivement les déformations de tous les éléments. Prenons deux axes rectangulaires yox; supposons ces axes invariablement liés à la section A et exprimons que ces axes ne subissent ni rotation , ni translation ; nous trouvons les trois équations :
fi^dx + ydy + t/rf|) = 0, (5)
f { — odij -H ydx + xd\i ) = 0. (6)
La première est l'équation angulaire; elle exprime que les axes ne tournent pas. La seconde est l'équation linéaire des déformations horizontales; elle exprime que la projection horizontale du déplacement de l'origine est nulle. La troisième est l'équation linéaire des déformations verticales ; elle exprime que la projection verticale du déplacement de l'origine est égale à zéro.
Si la poussée était nulle, les éléments M, N, K prendraient des valeurs connues M', N', K' ; à ces valeurs, il faut ajouter l'influence de la poussée. Déterminons la poussée par ses composantes q , g' suivant les axes et son moment
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qe autour de l'origine. Le sens des moments positifs est de y vers X ; on trouve :
M = M' ->r qe — qy -\- q'x , (7)
ds ds
Si on remplace dans les équations (4), (5j, (6) les quantités d'I/ , è et y par leurs valeurs tirées des équations ( 1 ), (2), (3) et (7), (8), (9), on obtient trois équations à trois inconnues q , q\ qe. Au lieu de résoudre ces équations, nous pourrions les transformer comme nous l'avons fait dans la théorie des voûtes. Si lare est S3'métrique , tous les tracés graphiques exposés dans la théorie des voûtes sont applicables ici ; il suffit de faire n = 1 , \ + ni = -• Si l'arc n'est
pas sj'inétrique, il y a une inconnue nouvelle q' et une équation nouvelle ; mais on conçoit que l'on pourrait soumettre cette équation aux mêmes transformations de calcul que les deux autres. Cependant ce n'est pas cette voie que nous allons suivre; dans les arcs homogènes, les coefficients n et m sont connus ; rien ne nous oblige à séparer les termes qui contiennent ces coefficients ; aussi nous allons suivre une méthode plus synthétique qui nous conduira rapidement à des relations d'une grande élégance.
060. Théorie cinématique. — Si par les extrémités d'un élément ds , nous menons deux sections , l'une d'elles subit par rapport à sa voisine les trois déplacements élémentaires c?'|i, dds , yds. Si partant de l'élément B qui est immobile, nous réalisons les déformations de toutes les tranches infiniment petites, nous voyons que l'on obtiendra le déplacement de la section A en composant par les règles de la cinématique toutes les rotations rf-^ et toutes les translations èds et yds. Pour que 1 élément A soit immobile, il faut que ces translations et rotations élémentaires se composent en une rotation unique égale à zéro.
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070. Indé|>cndance des eïTcls des forces. — Supposons qu'un arc soit sollicité d'une manière quelconque; un groupe de forces nouvelles intervient; quelle est la ligne des pressions nouvelles qu'il faut composer avec les pressions existantes pour obtenir les pressions totales? Les formules ( 1 ) , (2), (3) sont linéaires par rapport à M, N, K; donc les déformations élémentaires nouvelles sont indépendantes des autres déformations.
En effet , on a par exemple A ( rf '|) •= AM ,ds : El relation indépendante de d^i et de AI. La rotation unique de l'élément extrême, que devons égaler à zéro, est donc aussi indépendante des pressions existantes; de là résulte ce théorème: la lUjne des pressions nouvelles duc à un groupe de forces nouvelles est indépendante des forces existantes.
Supposons que toutes les forces qui sollicitent l'arc, y com[)ris son propre poids, viennent à disparaître. Il se peut qu'il existe encore une poussée ; cette poussée a pu être engendrée par la pose , elle a pu se modifier par les variations de température ; la ligne de pression de l'arc non chargé se réduit à une ligne droite qui est la ligne d'action de la poussée due à la pose et aux variations de température. Si difTérents groupes de forces interviennent , on étudie séparément l'effet de chacun d'eux ; la poussée totale s'obtient en composant les poussées partielles y compris la poussée de l'arc non chargé. La pression totale s'obtiendra de même en composant les pressions partielles. On peut aussi l'obtenir en traçant la ligne de pression définitive.
i; 2. Aro encastré à une extrémité.
Oyi. Masse lieiîvc de lare. — Nous attribuerons à la tranche cls de l'arc une masse élémentaire dm = ds : El ; soient x , y les coordonnées de cet élément : les coordonnées a:, , i/i du centre de gravité de l'arc sont données par les formules :
/ dm = I y dm, I dm = I X loi.
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Soit A A.' (fig. 272) rélément ds; prenons provisoirement pour axes coordonnés la tangente AX et la normale AY à la fibre moyeime ; posons :
= Y/1 r' = r\ll.
Nous donnerons à la tranche une densité fictive telle que son ellipse principale d'inertie, située dans lé plan de l'arc, ait pour équation :
Nous obtiendrons notamment cette ellipse en décomposant la masse dm en quatre parties égales condensées aux quatre points m, m\ m", m'" dont les coordonnées sont œ = ± r' , y -= ±r.
Le centre de gravité de l'arc n'est pas modifié par la division de la masse dm en ses points fictifs ; mais il n'en est pas de même des moments d'inertie et des centres de percussion. Quand nous parlerons du centre de percussion de l'élément ds , il sera sous-entendu que cet élément est remplacé par ses quatre points fictifs ; ce centre de percussion est le pôle de l'axe de rotation dans une ellipse imaginaire dont l'équation s'obtient en changeant 1 en — 1 dans l'équation (12). Quand nous parlerons du centre de percussion de l'arc tout entier, il sera sous-entendu que chaque élément est remplacé par ses points fictifs; l'ellipse centrale d'inertie de l'arc sera aussi déterminée dans cette hypothèse.
Reprenons un système d'axes rectangulaires quelconque œo^; soient (a, |3), (a', (3'), (a", 0"), (a'", 3'") les coordonnées des quatre points fictifs de la masse dm ; les coordonnées x^, 2/2 du centre de percussion de l'arc total, conjugué à l'axe ox ont pour valeur :
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Soient a^, (Sj les coordoEnées du ctntie do iitrcussion de l'élément , conjugué à l'axe en ox ; on a :
D'autre part, ou a évidemment :
„ dm X dm = z — — a.
Les valeurs de x.i et de y^ sont donc données par les formules :
Vî f yd'>'>^ = J ^iVâm, cCi I ydm =- / a^ydra.
On trouve de même que les coordonnées ir, , y^ du centre de percussion de l'arc , conjugué à l'axe oy sont données par les formules :
y^ I œdm = / ^^xdm, )
Xi I xd)ii = I a^xd7n. \
«3, ,3j sont les coordonnées du centre de percussion de l'élément par rapport à l'axe oy.
G7*^. Centre insiitanlaiié de la rotation élémentaire d'une seelion. — Les trois déplacements élcmentcdres d'une section se compose en une rotation unique <[\i autour d'un point. Ce centre de rotation est, par rappjort à Vêlement ds, le centre de percussion conjugué à la ligne d'action de la pression.
En eflet, si l'on compose par les règles de la cinématique , la rotation rf-]; et les translations dds et yds , on sait que l'on obtient une rotation unique d]^ autour d'un centre instantané qu'il s'agit de déterminer. Soient X', Y' les coordonnées de
ce centre par rapport aux axes AX et AY (âg. 272) ; exprimons que la rotation unique d à communique au point A le même déplacement que les trois mouvements composants ; on trouve :
X'd'!^ = yds ,
Y'd'li — dds.
Remplaçons tZ.}/, yds et dds par leurs valeurs tirées des équations ( 1 ) , (2) et (3) ; on trouve après quelques calculs :
La pression sur la section A est la résultante des forces K, N et du couple M; le moment de cette pression autour d'un point X", Y a donc pour valeur
u = KX + NY 4- M.
L'équation de la ligne d'action de la pression est donc
KX + NY + M = 0.
Les équations qui donnent X', Y' permettent d'éliminer K et N ; on trouve que cette ligne d'action a pour équation :
C'est l'équation de l'antipolaire du point XY'' par rapport à l'ellipse centrale d'inertie; réciproquement le centre de rotationest l'antipùle delà pression ; c'est doncaussi le centre de percussion conjugué à cette pression.
Le centre de rotation se détermine par la construction suivante. Soit FH la pression ; le centre de rotation C est l'intersection des antipolaires des points F et H ; ces antipolaires CE et KC sont déterminées par les équations : FA X AE =r*,HA X AK=y-'^ De là résulte la construction suivante : on porte AD= r , AB = r' ; ou joint FD , on mène DE perpendiculairement a FD; on joint HB, on mène BK perpendiculairement ù BH ; les points E et K déterminent le point C.
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La rotation dit a pour valeur d'I/ = Mds : El ou d'ij =Mdm. Le moment M s'obtient grapliiquement de la manière suivante. Soit Ph la droite qui représente la pression eu grandeur et direction; soit Vc2 une force horizontale, de grandeur constante q, prise pour base dans le calcul des moments; décomposons la force P/i en deux composantes , l'une égale à q, l'autre représentée par qh. Menons par A une parallèle AL à qJi ; si nous prenons L comme point d'application des deux, composantes , le moment de la force dirigée suivant AL est nulle; soit c = AN la projection verticale de AL ; on a : M = cq; la valeur de dlj devient :
d'\) = qcdrii. (16)
Pour simplifier le langage, nous désignerons la longueur c sous le nom d'excentricité de la pression.
07iS. Corollaîi'c. — La rotation élémentaire d'une section est la résultante de quatre rotations autour des quatre points fictifs de la section ; chacune de ces composantes est égale à la masse du point fictif {d7n : 4) multipliée par le moment de la pression autour de ce point.
Soient ii, u', u", u'" les moments de la pression autour des
quatre points fictifs m, m', m", m'" ; il s'agit de démontrer
que la rotation de la section est la résultante de quatre rota-
d7n , dm u"dm îi"'dm ^ ^ ,
tions u —r,W—- , ■ , — ■ — En eflret , composons
ces rotations comme des forces parallèles ; remarquons que le moment u , autour d'un point ( X , Y) est donné par la formule u = KX -\- N Y + M ; les moments u , u\ u", u'" peuvent donc être considérés comme les ordonnées d'un plan ; donc les quatre forces à composer suivent une loi plane (258) et par conséquent leur résultante est appliquée au centre de percussion conjugué à l'axe neutre. Cet axe neutre est la droite ic = 0 , c'est la ligne d'action de la pression. On sait que la grandeur de cette résultante est la force que l'on obtiendrait en mettant les quatre masses au centre de gravité; or alors 2i = M; donc la résultante est Mc^^h. Nous retrouvons donc en composant les quatre rotations , la rotation unique de la section ; c'est ce qu'il fallait démontrer.
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Rotation finie due à un sy§lènie de forces
Soit AB (fig. 268) un arc sollicité par la ligne de pression KLM ; rélément B est fixe, on demande la rotation de l'élément A. Nous avons déjà dit qu'il faut composer toutes les rotations d^ que l'on obtient en décomposant l'arc en tranches mfiniment petites. Soient doncœ',y' les coordonnées du centre des rotations d'|; la rotation résultante de l'élément A s'effectue autour d'un centre {œ", y") donné par le formules :
^if=fy'd'\i, ( (17)
Si on remplace d']/ par sa valeur qcd7n , on trouve :
•\ = q I cdm , j
y" I cdm -= / ifcdm, ) (18)
x" I cdm = I x'cdm. j
Commençons par porter les d7n en abscisses sur l'axe AD' (fig. 273). Si l'arc est prismatique, lesrfm sont proportionnels à ds ; sinon il faut déterminer les dm par une intégration analogue à celle qui nous a donné les ds' au numéro 443. Le polygone AD est l'intégrale des cdm ; les côtés de ce polygone sont parallèles aux droites 11, 22, 33,... de la figure 269. Pour obtenir ce dernier diagramme, on projette les points de division A, 2, 3, 4, 5, B de l'arc AB (fig. 268) sur l'axe oy' de la figure 269. On détermine ensuite la valeur de l'excentricité c en ces points par la construction indiquée précédemment (672). Soit P'ç (fig. 267) la force q prise pour base dans l'évaluation des moments ; menons, parallèlement aux droites q\ , q2... de la figure 267, les droites Al , 22. . de la figure 268. Les projections verticales de ces dernières droites sont les valeurs de l'excentricité c. Projetons les
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extrémités de ces droites sur l'axe O'd ; les droites (jui joignent les points correspondants de la ligne des pôles 0//' , et de Taxe O'd sont les directions des tangentes à l'intégrale des cdrii
Sur l'axe D'D (flg. 273) , projetons les cd}ii ; si nous considérons cet axe comme axe d'abscisses, nous pourrons tracer en EF et GL les intégrales des œ'cd))i et des ijcdrn. La figure 271 est le diagramme des inclinaisons de l'intégrale EF des x'cdm. La figure 270 , tournée de 90° serait le diagramme des inclinaisons de l'intégrale GL ; les côtés du polygone GL sont donc perpendiculaires aux rayons de la figure 270. Avant d'obtenir les figures 270 et 271 , on doit , au préalable , déterminer les x' et les y, c'est-à-dire les centres de percussion conjugués aux pressions pour les points A, 2, 3, 4, 5, B; il suffit alors de projeter ces points sur les axes des figures 270 et 271. Nous n'avons indiqué que la construction du centre qui correspond au point A.
D'après les formules ( 18), ûc" et if sont précisément les inclinaisons des cordes EF et GL (fig. 273); en menant les rayons ef et gli qui corresi^ondent à ces cordes dans les diagrammes 271 et 270, on trouve les projections /'et h du centre C (fig. 208) de la rotation résultante.
075. isolation liiiic duc à une poussée unique. — La section k, d'un arc AB encastré en B, tourne autour du centre de xiercussion de l'arc, co)ijugué à la ligne d'action de la force unique qui sollicite la section A; la rotation est égale à la niasse fictive de Tare multipliée par le moment de la force sollicitante autour du centre de gravité de rare.
Cette pr()[)rieté résulte de ce que les moments d'une poussée unique autour des points du plan peuvent être considérés comme les ordonnées d'un autre idau couinant le plan de l'arc suivant la ligne d'action de la poussée. Pour chacun des éléments infiniment petits de l'arc, remplaçons la rotation élé-
, . , , ^ dm , dm „ dhi
mentaire par les quatre composantes u — — , w — , u" — — ,
u'" — . Toutes ces rotations se composent comme des forces ;
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ces forces peuvent être considérées comme des pressions perpendiculaires au plan de l'arc et obéissant à une loi [ilane ;
un point fictif de masse — — subit une pression u — — , ii est
l'ordonnée d'un plan Donc (258) la résultante de toutes ces forces passe parle centre de percussion de l'arc co njuguéà la ligne d'action de la poussée unique. Cette résultante est égale à la masse totale muUiplièe par l'ordonnée u au centre de gravité; soit u^ le moment de la poussée autour du centre de gravité, on a :
dm .
070. Cas |>artk'uiier.s. — 1° Si la section A est sollicitée par un coiipie , elle tourne autour du centre de gravité de l'arc.
En effet , le couple peut être considéré comme une force à l'infini ; l'antipôle de cette force est le centre de gravité de l'arc. Cette propriété se démontre directement avec la plus grande facilité ; il en est de même de la suivante.
2'' Si la section A est sollicitée par une force qui passe par le centre de gravité de l'arc , elle subit un déplacement de translation perpendiculaire au diamètre conjugué à la force dans l'ellipse centrale dinertie de lare.
En effet, l'antipôle d'une droite qui passe par le centre de gravité est un point à l'infini situé sur le diamètre conjugué à cette droite ; une rotation autour de cet antipôle équivaut à une translation perpendiculaire au diamètre: c'est ce qu'il fallait démontrer.
Décomposons la force en deux composantes parallèles appliquées aux extrémités de son diamètre conjugué ; chacune de ces composantes produit une rotation ; ces deux rotations constituent uu couple qui équivaut à une translation. Soit b' le demi-diamètre conjugué à la force ; soit i l'angle de la normale à ce diamètre et de la force sollicitante ; ou trouve que chacune des rotations a pour valeur
-- h cos
dm.
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Soit R = ô' cos i le raj'on de gyration de l'arc autour de la force , la translation e est donnée par la formule :
ecos i = FR2 f dm, (20)
c'est-à-dire que la projection de la translation sur la force est égale au produit de la force par le moment d'inertie de Tare autour de la force .
Glî. J^rohXèmv:», — Déterminer graphiquement la rotation due à une force unique. liéciproquement déterminer la force capahle de produire une rotation.
Ces deux problèmes seraient faciles à résoudre si on connaissait l'ellipse centrale d'inertie de l'arc ; on opérerait comme au numéro 672. Mais il n'est pas indispensable de déterminer cette ellipse ; il suflît de connaître le centre de gravité de l'arc et les centres de percussion conjugués aux deux axes coordonnés.
Soient (fig. 274) R le centre de gravité, S le centre de percussion conjugué à l'axe ox , T le centre de percussion conjugué à l'axe oij. On donne la ligne d'action DE de la force, on demande de trouver le centre C qui est l'antipAle de DE. Déterminons les antipolaires des points D et E par la méthode du numéro 265 ; ces antipolaires Cô et Ql/ déterminent le point C par leur intersection.
Réciproquement, si on donne le point C, on trouvera la droite DE en joignant les antipôles des droites C&' et C& parallèle aux axes coordonnés. On voit en A&aB la construction qui permet de déduire le point D, de la ligne Cb ou réciproquement.
Si la force passait par le centre de gravité , on la décomposerait en deux autres; on pourrait, par exemple, la décomposer en une force dirigée suivant l'axe oy et une autre parallèle à l'axe ox. On trouve un couple de rotations; si on donnait la translation, on y substituerait un couple de rotations ; on prendrait, par exemple, le point T pour centre de l'une des rotations ; l'autre centre de rotation serait un point à déterminer, de la droite RS.
Il nous reste à dire comment on trouve le centre <le gravité R et les centres de percussion S et T. On applique les formules (10), (13) et (14) du numéro G71. On intègre successivement les y dm, les xdm , les Çj^ydm , les a^ydra, les [iyXdm , les a^xdm ; les inclinaisons des cordes de ces intégrales donnent les valeurs de yi, oCi, y^, x^,y-^, x-^.
Nous n'avons pas indique ces constructions sur les figures 268 et 274 ; nous les indiquerons plus tard dans les figures 276 H 281. Les opérations à faire sont d'ailleurs les "mêmes que celles que nous avons employées pour chercher le centre C delà rotation finie (fig. 258) ; si en effet on suppose une poussée unique dirigée suivant l'axe des x, le centre de la rotation finie devient le centre de percussion conjugué à l'axe ox. Ce dernier s'obtiendra donc comme le centre C ; mais l'excentricité c devient tout simplement y et leserfm sont remplacés par les ydm. Quand on cherche le centre de percussion conjugué à l'axe ox, les cdm sont remplacés par les xdm.
§ 3. Arc encastré aux deux extrémités.
©ÎS. .Mt'lliodc du fonlreile rolalîon. —Traçons (fig. 268) une ligne de pression KLM en choisissant arbitrairement la poussée ; supposons l'arc encastré en B et déterminons la rotation -^ de la section A. Pour passer de la ligne de pression KLM à la ligne de pression qui se produira , il faut introduire une {)Oussée additionnelle. Pour que l'élément A soit immobile, il faut que cette poussée additionnelle produise, autour du même centre, une rotation égale et contraire à la rotation ■l. Cherchons la force unique ca[iable de produire la rotation «]; autour du point C, prenons-la en sens contraire, nous obtiendrons la poussée additionnelle.
Nous savons comment on détermine la ligue d'action RS ( fig. 268) de la force capable de produire une rotation de l'élément A autour d'un point donné C; montrons comment on détermine la grandeur de cette force. Su ppo.sons le problème résolu ; soit P'P la grandeur et la direction de la force cherchée; le moment de cette force autour du centre de
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gravité G s'obtient par la construction connue ; on mène GS parallèlement à ^P ; si k est la projection verticale de la droite GS, le moment dont il s'agit est qh. Exprimons que les rotations produites par la force unique et par la ligne de pression KLM sont égales ; nous trouvons (674) :
qh f dm = q f cdm
ou h f d)ii = / cd))i.
. En d'autres termes /i est l'excentricité moyenne; c'est la projection verticale d'un rayon ad (fig. 269) parallèle à la corde de l'intégrale AD (flg. 273). Si le point a est choisi au niveau du point G, le point d sera au niveau du point S et cela déterminera ce dernier; connaissant GS , on mène (fig. 267) gP parallèlement à GS, on trouve le point P et la force P'P. La poussée additionnelle étant égale et contraire à P'P, le nouveau pôle est P. La droite RS est l'axe de pivotement des côtés des deux lignes de pression. On obtiendra la nouvelle ligne de pression soit en se servant uniquement de l'axe de pivotement, soit en utilisant un point T de la nouvelle ligne et le nouveau diagramme des résultantes ( 144).
079. llélhode des trois pivots. — Nous allons reprendre les trois équations de la déformation relatives à une poutre encastrée ; en les considérant séparément , nous allons démontrer que chacune d'elles détermine un certain point de la ligne de pression ; connaissant les trois points relatifs aux trois équations , nous ramènerons la question au problème que nous allons examiner et qui n'est qu'une modiflcation de celui que nous avons résolu au numéro 144.
Si nous remplaçons les charges par leurs résultantes , la ligne de pression se réduit à deux droites AB et BC (fig. 282).
Soient dans cette hypothèse ABC et A'B'C deux lignes de pression. Les points B, B' sont situés sur la ligne d'action de la résultante. Si nous décomposons cette résultante en deux composantes parallèles dirigées suivant les droites AA'et CC, nous obtenons deux cordes correspondantes AC et A'C. On peut dire à ce point de vue qu'à toute corde HK de l'angle ABC correspond une corde H'K' de l'angle A'B'C' et qu'à tout
point D de la première figure correspond un point T)' de la seconde. Si nous choisissons provisoirement un axe d'ordonnées parallèle à la résultante BB', un peut considérer ABC et A'B'C' comme deux mêmes intégrales tracées avec des pôles différents (58) ; on passe donc des points de la figure ABC à ceux de la figure A'B'C par un changement d'échelles des ordonnées. Ainsi les points correspondants (D, D') (B, B') satisfont à la relation :
M' ^ ïy^= constante il).
Supposons que la ligne A'B'C soit tracée ; on demande de tracer la ligne ABC de telle manière que trois points D', E', F' de la première aient pour correspondants, dans la seconde, les points donnés D , E , F.
Soit P'a|3 le diagramme des résultantes auxiliaires ; considérons les droites D'E' et E'F' comme des cordes de la ligne A'B'C ; elles correspondent à une certaine concentration que l'on obtient en menant P'a et P'î parallèlement aux cordes. Les droites DE et EF prolongées doivent correspondre aux mêmes modes déconcentration ; donc dans le diagramme des résultantes auxiliaires les côtés P'î et P'i^ tournent autour des points î et S quand on passe de la ligne A'B'C' à la ligne ABC. De là résulte la construction suivante: menons F et èP parallèlement aux côtés EF et DE ; on obtient le pôle inconnu P. On trouve facilement un point H correspondant d'un point H' du premier côté de la ligne de pression ; on obtient alors cette ligne par la construction ordinaire.
Il nous reste à dire comment on détermine les trois points D , E , F de la ligne de pression inconnue.
OSO Êqiialioii angulaire. — Toutes les courhes dépression qui satisfont à Véquation angulaire se déduise Vune de Vautre Xiar l'introduction d'une x^oussée additionnelle 2>c(ssant par le centre de gravité de Tare.
(1)0d pourrait dire que les figures ABC, A'B'C sont projective.s ; mais nous avons voulu rendre ce mémoire indépendant de la géométrie su;périeure.
En effet, l'équation angulaire est :
Cette équation exprime que la section extrême A de l'arc A B , encastré en B , ne subit pas de rotation ; mais elle subira un déplacement de translation, à moins que les deux autres équations de la déformation ne soient aussi satisfaites. Pour passer d'une ligne de pression qui satisfait à l'équation angulaire à une autre ligne de pression qui y satisfasse également, il faut que la poussée additionnelle produise aussi un déplacement de translation. Donc la poussée additionnelle doit passer par le centre de gravité de l'arc.
Corollaires. — 1° L'axe de pivotement de deux lignes de pression qui satisfont à l'équation angulaire passe par le centre de gravité de l'arc.
En effet , quand on passe d'une ligne de résultantes à une autre les côtés pivotent autour de points situés sur une droite parallèle aux déplacements du pôle; cette droite que nous appelons ici axe de pivotement est la ligne d'action de la poussée additionnelle ( 140).
2° Le centre de gravité est le pivot des lignes de pression qui satisfont à l'équation angulaire. Nous entendons par là que toute corde passant par le centre de gravité pivote autour de ce point, quand on passe d'une ligne de pression satislaisant à l'équation angulaire , à toutes les autres lignes de pression qui satisfont à la même équation. Cette propriété est vraie non seulement pour les cordes de l'angle ABC des pressions extrêmes, mais pour toute autre corde ; il suffit d'admettre un même mode de concentration ( 142 ) dans toutes les lignes de pression que l'on considère.
08 fl . Equalîoii linéaire $»(iivant uii axe.^ — Les lignes de X^ression qui satisfont à V équation linéaire suivant un axe de •projection se déduisent les unes des antres par l'introduction d'aine poussée additionnelle qui passe p)ar le centre de percussion de Tare, conjugué à l'axe de projection.
Prenons , par exemple , l'équation (5) ; nous l'avons obtenue en égalant à zéro la projection , sur l'axe oœ , du déplace-
ment du jioiDt 0 supposé iavai'iablement lié à la section A. Si nous utilisons le centre {œ', y') des rotations élémentaires, cette équation se simplifie et devient :
fy'd^ = 0.
Sous cette forme, c'est une équation de moment; en la comparant avec la seconde des équations ( 17 ) , on voit qu'elle exprime que le moment de la rotation finie est nul autour de l'axe ox.
Nous supposons cette équation satisfaite pour une ligne de pression ; il s'agit de savoir quelle doit être la poussée additionnelle pour que la nouvelle ligne de pression satisfasse à la même équation. Il faut évidemment que le centre de la rotation due à la poussée additionnelle se trouve sur l'axe ox ; car c'est dans ce cas seulement que le moment de la rotation totale autour de l'axe ox continuera à s'annuler. Il faut donc que la poussée additionnelle soit l'antipolaire d'un point de l'axe ox ou ce qui est la même chose que la poussée additionnelle passe par le centre de percussion de l'arc conjugué à l'axe ox.
Corollaires. — 1° L'axe de pivotement de deux lignes de pression qui satisfont à l'équation linéaire de projection sur un axe passe par le centre de percussion de l'arc, conjugué à cet axe.
2° Le centre de percussion conjugué à un axe est le pivot de toutes les lignes de pression qui satisfont à l'équation linéaire de projection sur cet axe.
4î8^. B>eux éciualioiiii. — L'axe de xnvotement de deux Ti II nés de pression qui satisfont à deux équations linéaires est Vantipolaire du point d'intersection des deux axes de projectioyi.
En efl'et, la poussée additionnelle doit passer à la fois par les deux antipôles des axes de projection.
Remarque. — Si l'un des axes se transporte à l'mfini , on peut reconnaître que l'une des équations linéaires devient précisément l'équation angulaire ; l'axe de pivotement devient le diamètre conjugué à l'axe de projection qui subsiste ; c'est ce que l'on démontre directement avec la plus grande facilité.
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OS3. Points qui eoi*rci!>pondent aux trois picots. — Les
droites DD' , EE', FF' (fig. 282) qui joignent les trois pivots D,E, F delà ligne dépression cherchée à leurs correspondants D', E', F' de la ligne de pression connue, ont respectivement piour projections verticales les trois excentricités moyennes li , li' , h" données par les formules :
Il S dm = / cdm, \
h) s ydm = f y^cdm, \ ( 21 )
h" s xdm == S œcdm . )
Nous admettons implicitement que la force q prise pour base dans l'évaluation des moments soit horizontale et soit représentée par la droite Vq qui aboutit à la résultante totale a{6 des forces sollicitantes ; si la base était q' on devrait multiplier les excentricités //, h\ h'' par le rapport q : q'.
Considérons d'abord l'équation angulaire ; déterminons le couple — qh qu'il faut introduire pour que la ligne de pression A'B'C se transforme en une autre ligne qui satisfasse à l'équation angulaire. La ligne de pression A'B'C produit des rotations qcdm . le couple — qh des rotations — qhdm ; la somme des rotations doit être nulle , on a donc
/ qcd7n — f qhdm == 0
ou hfdm=^f cdm.
Mais introduire le couple — qh , c'est transporter la pression A'B' parallèlement à elle-même ; cela revient à faire glisser la ligne A'B'C suivant la résultante BB'. Nous allons démontrer que la projection verticale de ce glissement n'est autre que h.
En effet , le moment de la pression A'B' autour du point A doit diminuer de qh ; or ce moment est qcg , si Co est la projection verticale de AA' ; donc cette projection verticale doit diminuer de h ; c'est ce qu'il fallait démontrer. D'après cela, menons une droite DD' parallèle à BB' et telle que sa projection verticale soit h ; toute corde qui passe par D' passera par D après le glissement. On obtient alors une ligne de pression A"B"C" que nous n'avons pas représentée. Pour passer
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de la ligne A"B"C" à la ligne ABC, il faut encore introduire une poussée passant par le centre de gravité de l'arc; les cordes passant par D pivotent autour de D ; donc en passant de la ligne A'B'C, à la ligue A"B"C" ou à la ligne ABC, le point D' vient en D; c'est la première proposition qu'il s'agissait de démontrer.
Ce que nous avons démontré pour le [tivot D de l'équation angulaire, nous allons le démontrer de la même manière pour les pivots E et F des deux autres équations. Déterminons , par exemple, le couple — qli' qu'il laut introduire pour que la ligne de pression A'B'C se transfoi'me en une autre ligne qui satisfasse à l'équation de moment autour de l'axe ox. La ligne de pression A'B'C' produit des rotations élémentaires qccïm autour des points [x', y'); le moment de l'une de ces rotations est ?/' qcdin. Le couple — qh' produit des rotations — qlvdm autour des points {x, y); le moment de l'une d'elles est — qlvdm.
L'équation de moment est donc :
/ y'qcdm — f yqli'dm = 0 , d'oti W f ydm = J y'cdm.
On démontre comme précédemment qu'en passant de la ligne de pression A'B'C' à la ligne ABC ou toute autre qui satisfait à l'équation de moment autour de l'axe ox , le point E' qui vient en E est tel que la projection verticale de la droite EE' est égale à h'.
On trouve de même qu'en passant de la ligne de pression A'B'C à la ligne ABC ou toute autre qui satisfait à l'équation de moment autour de Taxe des y , le point F' qui vient au pivot F est déterminé par la condition que la projection verticale de FF' est égale à h". Pour satisfaire à la fois aux trois équations , il faut donc transformer la ligne de pression A'B'C' de telle manière que les points D', E', F' viennent respectivement en D, E, F.
Les excentricités moyennes h, h', h" se déterminent par les intégrales que nous avons utilisées dans la méthode du centre de rotation. En menant O'H (fig. 275) parallèlement à la corde
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AD (flg. 273), on obtient h = OH. L'excentricité h' , que l'on peut appeler excentricité moyenne d'oscillation autour de Taxe 0^, s'obtient par une divi^fion graphique. Soit AK la corde de l'intégrale des ydm ; on a :
h' = / cy'dm : / ydm = LL' : D'K = OH'.
On mène O'H' perpendiculairement à la droite K'L. On trouve de même :
h" = f cx'dm : / xdm = E'F' : AN =-- O'H".
D'N est la corde de l'intégrale des a;^'^?^ ; OH" est perpendiculaire à EN .
CS-l. Autre tracé. — Nous pouvons d'abord en décomposant la masse de chaque élément en ses points fictifs et eu décomposant les rotations rf]; en leurs composantes autour de ces points fictifs , obtenir les centres de percussion (.r,, y^), {oCz, 2/3), le centre de la rotation finie [x", y"] ou les excentricités moyennes h, h', h" sans qu'il soit nécessaire de déterminer les centres de percussion {x^_, (Sj, («3 , /Bj), {ûc',y') pour chaque élément. Ainsi , par exemple, on a (671 ) :
yi f ydm = / Zp^ — - ■
Le second membre est la moyenne des quatre intégrales ;
/f:.'dm, fp'^dm, ffj''-dm, f ^«'Hlm.
Si nous remplaçons la rotation d!/ par ses composantes , on a :
qcy'dm = lup — , qcœ'dm = lux
Si nous exprimons le moment u par qe , le moment u' par qe', etc., on a :
cy'd7n = zé?p — -,
cx'dm = 2ea — -•
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Les valeurs des excentricités moyennes deviennent : h\fydm = l/efù^,
h" f xdm = z f ecf. — ••
Le second membre de chacune de ces équations est la moyenne de quatre intégrales.
Cette méthode a l'inconvénient d'exiger la construction d'un nombre d'intégrales trop considérables ; mais en utilisant les centres de percussion («j, |3j), («3, jSj), nous allons voir qu'on peut , sans se servir de {x' , y'), réduire chaque groupe de quatre intégrales à une seule. Considérons n, M', M", t«'" comme les ordonnées des quatre points fictifs
^ . , . ,, P>dm B'd/rt
par rapport a un certam plan ; considérons -*— — , -!— — ,
Q"d)n ly'dm
, comme des forces soumises à une loi plane
dontoa; est l'axe neutre. La résultante de ces quatre forces
estydm et s'applique au point (aj, (3j . Soit îi^ le moment
de la pression autour de ce point , en considérant u^ comme
l'ordonnée du centre de ces quatre forces , on a :
lu ^-7"" = u^ydm.
Si nous exprimons le moment u^ par qc^ , et si nous remplaçons le premier membre par qcy'dm , il vient :
cnjdm = c^ydni.
On trouve de même que , si qc^ est le moment autour du point (a- , (Sj) , on a :
cx'dm = c^xdm.
Les formules qui donnent les valeurs de it' et li" deviennent alors :
K f ydm ^ f c^ydm , y /<" / xdm = / c^xdm. I
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Les formules (18) qui donnent le centre de rotation finie deviennent par la même transformation :
2/" fcdm = s c^ydm, \ X" f cdni = f c-^œdni. f
Nous avons indiqué (flg. 276 à 282) les tracés graphiques qui reposent sur cette transformation. L'arc courbe est représenté en ab (fig. 280) ; on trace une ligne de pression ACB en prenant une poussée arbitraire; il s'agit d'en déduire la ligne de pression réelle A'C'B'. L'arc est divisé en parties égales par les points a ou 1, 2, 3, 4, 5, 6 ou & ; les centres de percussion conjugués aux axes coordonnés pour cliacun de ces points sont marqués par les mêmes chiffres. La figure 277 est le diagramme des inclinaisons des intégrales des i/ et des c ; les y sont portés sur l'axe oy , les ^ + c sur l'axe ae ; nous avons adopté deux sens d'intégration différents pour les 1/ et les c afin de rendre l'épure plus claire. La figure 278 est le diagramme des inclinaisons des intégrales des ^^ et desc, ; la figure 279 est le diagramme des inclinaisons des intégrales des ^i et des c^ ; la figure 276 contient les diagrammes des inclinaisons des intégrales des x , des a^ , des a^.
Toutes les intégrales sont représentées sur la figure 282 ; leurs tangentes sont parallèles ou perpendiculaires aux rayons des diagi'ammes dont il vient d'être question. Les djti sont portés sur l'axe AF. Les intégrales des ydni et des œdm sont AB et CD ; les dérivées des cordes de ces intégrales sont les coordonnées du centre de gravité (x^ , ;?/, ).
L'intégrale des cdui est EF, la dérivée de la corde est h.
Considérons alors les ydm comme les abscisses ; la ligne GH est l'intégrale dos Ç,^ydm , la corde GH a pour dérivée y^ ; la ligne IvL est la courbe intégrale des a^ydni; sa corde KL a pour dérivée x^ ; la ligne MJN est la courbe intégrale des c^ydni, sa corde KL a pour dérivée h'. Considérons ensuite \e^ xdni comme les abscisses; la ligne PQ'Q est l'intégrale des [i-^xdni , sa corde PQ a pour dérivée y^ ; la ligue RS est la courbe intégrale des a^xd'in , sa corde RS a pour dérivée x^ ; la ligne TU'U est la courbe intégrale des c^ydm , sa corde
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TU a pour dérivée h'\ On obtient donc ainsi les projections (I, l, s { fig. 276 ) et b, q, h ( lig. 277 , 278 , 279 ) des trois pivots ; on obtient aussi les projections c, u , n de leurs correspondants ; on est ramené au problème du numéro 679.
Si ou voulait appliquer la méthode du centre de rotation, on déterminerait le centre {x'\y") par deux divisions graphiques :
ce" ^ S c-jlxm: S cdm ,
y"= S c^ydni/. f cdm.
Remarques diverses. — r Les ûctfm changent de signe; il eu résulte que les courbes intégrales PQ'Q et TU'L' présentent des points de rebroussement.
2° Les polygones circonscrits aux intégrales 'se tracent en admettant que les sommets se trouvent au milieu de l'intervalle compris entre les ordonnées des points de contact voisins; cela est suffisamment exact si les divisions de l'arc sont suffisamment petites. Pour ne pas compliquer la figure , nous avons pris des divisions trop grandes. Considérons, par exemple, l'arc PQ ; il est manifeste qu'en plaçant les sommets à égale distance des ordonnées voisines, le pol3'gone circonscrit sera peu exact ; on peut même à vue régulariser sa forme en déplaçant les sommets. Ce qu'il convient de faire en pareil cas , c'est de tracer les trois tangentes consécutives de manière qu'elles enveloiipent une parabole du troisième degré. Cela revient à admettre que l'arc de la dérivée est une parabole du second degré. Il n'est pas nécessaire pour cela de tracer la dérivée ; on peut employer la méthode des fausses positions. Il s'agit de tracer les polygones Vabc et cde Q qui appartiennent à deux arcs d'une même parabole du troisième degré; si on se donne arbitrairement le côté cO), on peut trouver tous les autres en exprimant le contact d'ordre trois (547); mais alors le côtécQ n'a pas ladirectionqu'il doit avoir. Si on fait varier ab, on démontre aisément que tous les côtés pivotent autour de points fixes; on trouve le pivot du côté eQ en traçant deux solutions fausses et on obtient ensuite la vraie solution.
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3° Habituellement on néglige les glissements yds dans la théorie des pièces courbes. Cette hypothèse eut simplifié considérablement notre théorie ; nous laissons au lecteur le soin d'introduire directement cette hypothèse afin d'arriver à un exposé i)lus simple des proi)Ositions précédentes appliquées à ce cas particulier. Nous arriverons au même résultat en appliquant la théorie générale, mais en donnant à G une valeur infinie. On trouve alors que r' est nul ; que les points fictifs se réduisent à deux , que le centre de percussion C (fig. 272) vient se placer en E sur Taxe AY , qu'il eu est de même des centres de percussion.
4° Dans la i)lupart des applications les forces sont verticales; il en résulte certaines simpUlications dans la détermination des excentricités c, c, , Cj.
as |>artic:ilk'r. — Supposons (fig. 28i) que le
centre de gravité de l'arc se trouve en A sur Taxe oy. Soit B le centre de percussion conjugué à l'axe o.c ; le centre de percussion conjugué à l'axe oy se transporte à l'infini. Le triangle des trois pivots devient donc la figure ABDC formée de trois ligues dont deux sont parallèles ; il doit en être de même de son correspondant A'B'D'C dans la ligne de pression connue. Les côtés AB et A'B' se déterminent par la méthode générale ; il s'agit de faire voir comment on trouve les directions AC et A'C.
Les formules (14) qui donnent [x^, y^) deviennent, en remarquant que / xdm = 0, o^j = oo , 2/5 = oo ; mais on déduit :
œ^ S cf.^xdm
Ce rapport est évidemment le coefficient angulaire des droites AC et BD ; il serait d'ailleurs facile de trouver direcment ce coeflîcient en cherchant la direction conjuguée à l'axe 0]) dans l'ellipse centrale d'inertie de l'arc. On détermine donc aisément les droites AC et BD.
La méthode du centre de rotation finie est alors directement applicable : par ce centre on mène des parallèles aux
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axes ; l'antipôle de la parallèle ù l'axe des x s'obtient par la méthode générale.
La méthode des trois pivots subit une modification. En effet, on reconnaît immédiatement que l'excentricité moyenne A" est infinie ou indéterminée ; dans le premier cas, il est impossible d'obtenir par glissement une ligne de pression qui satisfasse à l'équation de moment autour de l'axe oy ; dans le second , l'équation de moment est déjà satisfaite et reste satisfaite, quel que soit le glissement. Il est aisé de vérifier directement ces propositions. Transporter la pression extrême parallèlement à elle-même, c'est introduire un couple : ce coliple produit une rotation autour du centre de gravité de l'arc ; le moment de cette rotation est nul ; donc l'introduction de ce couple est sans influence sur le moment de la rotation totale.
C'est donc en introduisant une nouvelle poussée, c'est-àdire en déplaçant le pôle P' du diagramme des résultantes que nous arriverons à trouver une ligne de pression satisfaisant à l'équation de moment autour de l'axe des y. Soit 5 = P"P' le déplacement du pôle ; nous supposerons cette poussée additionnelle s dirigée suivant l'axe oy. Le moment fléchissant dû à cette poussée est sx , le moment de la rotation élémentaire qu'elle produit est Sircf;>i X «s; l'équation de moment est donc :
q f cx'clni -\- s / a.dni = 0 , d'où
s — ./• cx'di)i __ —c^fxdm q ~ j'c'.xdru fa.xdru
Le rai)i)ort s : q est précisément celui des deux intégrales que l'on divise par / xdm pour avoir h'' et x^^. Ce rapport détermine la direction (/ P" et par conséquent le pôle P".
Menons par P" une droite P"c coujuguée à l'axe oy; tous les pôles des lignes de pression qui satisfont à l'équation de moment autour de l'axe des y sont sur cette droite. En effet, les seules poussées additionnelles que l'on peut introduire sont celles qui produisent une rotation autour d'un point de l'axeo^ ;
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elles agissent toutes suivant les directrices conjuguées à cet axe. Il résulte de là qu'en passant de la ligne connue à la ligne cherchée, les directions P'c se transformeront dans les directions P"c. Donc , si nous menons A'C , B'D' parallèlement à P'c , nous obtiendrons les droites qui corresi)ondent aux droites AC et BD. Il est alors facile d'obtenir un triangle A'B'E' qui soit le correspondant d'un triangle ABE ; le problème est ramené à celui du numéro 679. Les deux directions A'B' et AB déterminent le pôle P.
§ 3. Des rotules.
OSO. Généralités. — Quand on introduit une rotule entre les parties adjacentes d'un arc, on assujettit la pression à passer par le centre de la rotule ; c'est une condition statique nouvelle à réaliser. Mais il y a une inconnue nouvelle, c'est l'angle dont tournent les éléments d'arcs séparés par l articulation. Soient : '| cet angle ; a, &, les coordonnées de la rotule ; si les éléments extrêmes de l'arc sont encastrés et s'il y a plusieurs rotules , on a les équations :
/ fZ^p + 2 ^ =0,
fy\V]^^^']^h = 0.
S'il n'y a qu'une rotule, on élimine l'angle <]> , on trouve deux équations qui, jointe>; à la condition que lu ligne de pression passe jiar la rotule , déterminent le problème.
S'il y a deux rotules , on élimine les deux angles t]; et -]/' ; on obtient une équation ; mais comme il y a deux points de passage pour la ligne de iiression, le problème eft déterminé.
S'il y a trois rotules les équations de la déforn.ation ne peuvent servir qu'à trouver les angles '' , '|', ^j;" ; les trois points de passage déterminent la ligne de pression. Ce cas a été examiné au numéro 144; nous n'y reviendrons [dus.
GS7. Une rotule. — Supposons i fig. 282) que nous aj'ons choisi le centre de la rotule comme origine des axes coordon-
670 INTEGRATION GRAPHIQUE.
nés; l'angle i]> disparaît des deux équations de moments ou trouve immédiatement sans élimination / y'd]^ = 0 , / £C'# = 0.
Or ces deux équations sont précisément deux équations qui appartiennent à l'arc solidaire ; pour satisfaire à la première, il faut amener le point E' au point E ; pour satisfaire à la seconde , il faut amener F' en F. L'équation angulaire ne doit plus être satisfaite , le point D' ne vient plus en D. Mais nous connaissons le centre 0 de la rotule ; par ce centre passe un côté de la ligue inconnue. Nous sommes ramenés à un problème analogue à ceux des numéros 141 et 679. La corde E'F' coupe la pression B'C en N' ; le correspondant N du point N' se trouve sur EF. Si la corde E'F' coupait A'B dans les limites du dessin on trouverait de même un point de passage du coté A'B' ; on serait ramené au problème des trois points (141 ).
On peut aussi joindre OM et détcrmiuer une corde correspondante dans la ligne connue en opéraut une concentration en deux forces passant par las points 0 et N. Connaissant deux groupes de cjrJes correspondantes , on peut déterminer le nouveau pôle ; on trace la ligne de pression en partant du point N.
OSS. l>eu.v rdtuîes. — Nous éviterons encore une éliniiuatiou en prenant pour axe des x une droite passant par les centres des deux rotules ; l'équation de moment autour de cet axe est|:
Or cette équation est encore une de celles que nous avons considérées dans le cas d'un arc solidaire. Soient (flg. 283; ; AB l'axe des x qui joint les centres de deux rotules; EE' la parallèle à la résultante de toutes ies forces , dont la projection verticale est l'excentricité moyenne h. Le point E' doit venir en E pour que l'équation de m jment soit satisfaite. Menons une corde FN par le poiut E' daus l'angle des pressions extrêmes; considérons cette corde comme réalisant la concentration des charges en deux forces parallèles à la résul-
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tante totale passant parles points F et N; la correspondante de cette corde FN doit passer par le point E. D'autre part, les rotules A et B sont des points de passage de certains côtés MK et KN. Si nous considérons la ligne fermée NFMKN , nous voyons qu'il faut la transformer de telle manière que les côtés FN , MK , KN passent respectivement par les trois points E, A, B; c'est le problème du numéro 141. On obtient une corde A'B' qui correspond à la corde AB en opérant une concentration des forces comprises entre les rotules; les forces concentrées doivent passer par les points A et B. On obtient de même la corde E"B" qui correspond à la corde EB quand on concentre les forces qui agissent au point N en deux résultantes passant par E et B. Le problème s'achève alors facilement.
On peut aussi cherclier les points C et D qui correspondent aux points C', D' dans une concentration oblique , puis les points C", D" qui correspondent aux points C et D dans une concentration parallèle ; le triangle ECD a pour correspondant le triangle E'C'D".
OStf. l'rolilèiue. — Nous supposons (fig. 282) que nous ayons déterminé les trois pivots D , E , F et leurs correspondants D', E', F' pour le cas d'un arc solidaire. Nous introduisons une ou deux rotules ; nous nous proposons de trouver les nouveaux points delà ligne de pression sans recommencer les intégrations. La question à résoudre est la suivante : on prend un nouvel axe des moments ( cet axe passe par la rotule ou les deux rotules) ; quel est le pivot de la nouvelle équation et son correspondant dans la ligne connue. Soient o'^r' le nouvel axe des moments (non représenté) ; M , le centre de percussion conjugué à cet axe; ce point M que l'on trouve au moyen des points D, E, F est le pivot de la nouvelle équation. Tirons la droite FI par le point M ; pour l'arc solidaire la droite FT est la correspondante de la droite FI ; le point M' est le correspondant du point M. Non-seulement le point M' vient en M dans le cas d un arc solidaire , mais dans tous les cas où l'équation de moment autour de l'axe o'x' doit être satisfaite. S'il fallait mener un nouvel axe des ^ on trouverait
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de même le pivot de l'équation de moment autour de cet axe, et son correspondant dans la ligne connue.
§ 4. Arcs symétriques.
GOO. Charges symélpîqnes. — Prenons (fig. 285) la ligne de symétrie comme axe des y ; désignons \d, direction de cette ligne sous le nom de verticale; l'axe des ^ est horizontal. Nous pouvons admettre comme évident que la poussée doit être horizontale par raison de symétrie. On reconnaît d'ailleurs que les poussées horizontales sont celles qui satisfont à l'équation du moment autour de l'axe des ij.
D'autres simpUfications s'aperçoivent immédiatement. Le centre de gravité de l'arc se trouve sur l'axe de symétrie; s^ on divise par 2 les membres de la première des équations (10), on obtient une équation de même torme donnant l'ordonnée 2/,; les intégrales des dm et des ^/tfm doivent être prises seulement pour la moitié de l'arc. Cette simplification s'applique aussi à la recherche du centre de percussion conjugué à l'axe ox , et au calcul des excentricités moyennes h et h'. Il est inutile de calculer les intégrales des xdm, des œv.zd^n, des a^ychn, des cx'dm ou des c^xâm.
Soient (fig. 285) A le centre de gravité de l'arc, B le centre de percussion conjugué à l'axe ox. Portons AA' = h, BB' = h' (la charge totale est verticale par raison de symétrie). Nous supposons la poussée horizontale pour la ligne de pression connue comme pour la ligne de pression cherchée ; les cordes horizontales restent horizontales après la Iransibrmatiou ; donc la figure C'A'B'K' doit se transformer en CBAK. Menons une corde quelconque LE, sa correspondante sera D'E' et l'on trouve la nouvelle poussée au moyen de ces deux cordes. La pression extrême coupe la droite BK en un point K dont on trouve le ccrrf spondant en K on part de ce dernier point pour tracer la ligne de pression effective.
Si toutes les charges étaient verticales , tous les points des dtux lignes de pression situés sur une même verticale se
correspondent l'un à l'autre ( 134 ) ; de sorte qu'en traçant la corde D'E' par la fausse position F' du centre de poussée, on trouvera la vraie position F de ce centre. Mais cette construction serait inexacte , si les forces symétriques n'étaient pas parallèles , car alors les centres de poussée ne sont pas des points correspondants.
G»l. Charge!^ quelconques. — On détermine le centre de gravité et le centre de percussion conjugué à l'axe des x comme au numéro précédent. Les excentricités li et 1v s'obtiennent par les formules générales ; mais on peut évidemment réunir les éléments des intégrales qui se rapportent aux points symétriques de l'arc ; on trouve alors en divisant les deux membres par 2 :
h f dm = I ^ "T ^ dm
fc + c' J '
h' s y dm = | "^^ "^ ^^ dm.
Les intégrales sont prises pour l'une des moitiés de l'arc , mais c , d et c^ , c'2 sont les excentricités aux deux points symétriques de l'arc.
La poussée n'est plus horizontale ; il faut déterminer le pôle du diagramme des résultantes par la méthode counue (685) ; on peut aussi mettre la formule (24) sous la forme :
jj {Cs + c'^)œdm
^ I oL^xdm
Soient (flg. 286) A le centre de gravité de l'arc, B le centre de percussion conjugué à o.x\ le triangle des trois pivots devient ABDC. Menons les droites AA', BB' parallèles à la résultante totale et ayant pour projections verticales li et IV. Soit P'P" le déplacement s du pôle des résultantes, P"a une horizontale , P'^ est la direction des côtés A'C et B'D' qui correspondent aux côtés AC et BD. Le problème s'achève facilement.
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§ 5. Arc circulaire prismatique.
GO'Î. Ellipse d inertie d'nii arc de cercle homogène. —
Soit (flg. 287) C le centre de gravité de Tare AB ; par le point C menons une droite DE perpendiculaire au rayon OA; abaissons du centre 0 une perpendiculaire OF sur la corde AE ; les droites OF et FE sont respectivement les rayons de gyration de l'arc de cercle autour des axes ox et oy.
Eu effet , les coordonnées du centre de gravité C de Tare AB = R9 ont pour valeurs :
Rsinip
Xi = 0,
On trouve aussi que le rayon de gyration a de l'arc autour de Taxe oy est donné par la formule :
^,_^K^ . _sm9COS9x 2 \ o /
Or, on a :
OD = OCcoscp =
Rsin9cos9
AE« = 2R(R
En remplaçant dans cette dernière équation OD par sa valeur, on trouve :
lË* = 4 a\ d'où «2 _ YE.
La somme des carrés des rayons degjTationde l'arc autour des deux axes ox et oy doit être égale à R* ; donc OF est le rayon de gyration de l'arc autour de l'axe ox; donc
Les longueurs a ei J) sont respectivement les demi-axes de l'ellipse d'inertie dirigés suivant les droites ox et oy.
093. Ellipse d'inertie de la niasse fictive d^nn arc prismatique circulaire. — Adoptons les mêmes axes que précédemment : soient \ x,y les coordonnées d'un point de
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l'arc ; R "f Varc qui sépare ce point du milieu. Les coordonnées des points fictifs ont les quatre valeurs contenues dans les formules :
a = R sin 9 ± r sin s^ ± r' cos fp, |3= R cos 0 ± rcosçp' ± r'sin'^.
On trouve :
la}ds = (R^sin"'^ + r'^ sin^cp ~{- r'"^cos^(p) ds , l^^(Is= (R2 cos2 ç + r^ cos*9 _|- r'^sin^^) ds.
Eu intégrant et divisant par s, on trouve les carrés des rayons de gyration A et B , autour des axes oy et ox ; on a : A2 = «2 + a'^ + b"^ ,
Dans ces formules, a, b, sont les demi-axes de l'ellipse d'inertie de l'arc de cercle homogène; a', b' sont les mêmes demi-axes pour l'arc semblable de raj'on r décrit du même centre 0; a", b" sont les mêmes demi-axes pour l'arc semblable de rayon r' décrit du centre 0. On peut remplacer la seconde des formules (25) par la suivante :
091. Ellipse conlrale d'inertie. — Si on transporte l'origine des axes coordonnés au centre C, on obtient l'ellipse centrale d'inertie. Le demi-axe A conserve sa valeur; mais le carré B- diminue de OC. On trouve donc que les demi-axes A et B de l'ellipse centrale d'inertie sont donnés par les formules :
A2 -f B^ -- R2 — 0C2 + r^ -I- r'2 = CK^ -\- r^ + r'^. Le point K est sur la circonférence.
§ 6. Poussée due à la pose et à la température
095. tas où la poussée initiale est nnlle. — Nous avons supposé , dans tous les calculs qui précèdent, qu'après
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la pose les deux éléments extrêmes A et B occupaient les mêmes positions relatives que si l'arc n'avait subi aucune déformation élastique. Il fout pour cela: 1° une pose tout-àfait idéale de l'arc courbe ; 2° encastrer les sections extrêmes sur des appuis rigoureusement invariables ; 3° une température constante.
l*oui»sée due aux efforts de calage. — Si les
déformations qui se sont produites pendant la pose ont pour effet de produire une rotation relative ^ des éléments extrêmes, il faut ajouter une poussée positive ou négative dirigée suivant l'antipolaire du centre de la rotation ']/; cette poussée est déterminée par son moment autour du centre de gravité de l'arc ; ce moment a pour valeur :
^ f dm.
Si le déplacement relatif des éléments A et B est une translation, la poussée additionnelle qui passe par le centre de gravité est conjuguée à la normale à cette translation ; on la détermine par la formule 20 du numéro 676.
©07. Poussée due à la lempéralure.— Supposons connue la ligne de pression à une température t^ ; si la température varie , il faut introduire une nouvelle poussée que l'on détermine de la manière suivante. Si l'arc courbe était libre , il se dilaterait en restant semblable à lui-même ; l'élément A subirait une translation suivant AB par rapport à l'élément B supposé fixe. Donc la poussée additionnelle doit annuler cette translation ; elle est donc dirigée suivant le diamètre de l'ellipse centrale d'inertie qui est conjuguée aux cordes perpendiculaires à AB. On calcule la translation au mo3'en du coefficient de dilatation de la matière ; on détermine la poussée par la formule du numéro 676 ou par la méthode graphique qui s'y trouve exposée.
G08. Poussée initiale. — En résumé, les calculs des paragraphes iirécédents ont pour but de chercher l'effet des charges sur lare courbe. Il faut en outre déterminer la poussée initiale, c'est-à-dire la poussée qui subsisterait, si toutes les charges , y compris le poids de l'arc , venaient à
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s'annuler. Cette poussée initiale est la résultante de la poussée due à la pose et de la poussée due à la variation de température. Si à un moment quelconque, il se produisait des tassements dans les culées , il y aurait une nouvelle poussée à considérer ; cette poussée est toujours négative.
§ 7. Formes et dispositions rationnelles.
009. Arc (légale résistance. — Faisons abstraction du poids roulant ; supposons un arc symétrique soumis à des charges verticales données. La forme rationnelle de l'arc est évidemment celle d'une ligne de pression : c'est la forme d'égale résistance. On obtiendra la plus grande économie en disposant les appuis de manière à réaliser la ligne de pression centrale; car alors le moment fléchissant est nul.
Supposons d'abord l'arc encastré sans poussée initiale ; soit AB (flg. 288) la moitié de l'arc; la ligne de pression centrale ne produit que des compressions , donc elle satisfait à l'équation angulaire. Mais cette ligne de pression produit un rapprochement des éléments extrêmes de l'arc. Pour faire disparaître cette translation horizontale , il faut introduire une poussée additionnelle négative , horizontale et passant par le centre de gravité de l'arc. Soit CC l'horizontale du centre de gravité ; l'introduction d'une poussée suivant cette droite aura pour effet de faire pivoter les côtés de la ligne de pression autour de points situés sur cette droite. Considérons la ligne AB comme une intégrale rapportée à l'axe CC ; la poussée 5 joue le rôle de base d'intégration; en introduisant la poussée — (ir' , les ordonnées de la ligne de pression augmentent dans le rapport q: q— q'.On trouve ainsi la courbe A'B'.
Supposons que l'on fasse reposer l'arc sur les appuis au moyen de deux rotules placées aux naissances ; la ligne de pression doit alors passer par le centre B de cette rotule et satisfaire à l'équation de moment autour de la droite EB qui passe par les centres des deux rotules.
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Nous connaissons déjà la ligne de pression A'B' qui satisfait à cette équation de moment ; nous trouverons toutes les autres en introduisant une poussée additionnelle passant par le centre de percussion conjugué à la droite EB. Soit D ce point ; par raison de symétrie la poussée additionnelle est horizontale. Nous prendrons donc DD' comme axe et nous ferons varier les ordonnées dans un rapport constant. Si nous choisissons ce rapport de manière que la ligne de pression passe au point B , le problème est résolu. On trouve la ligne BA".
Enfin si on plaçait trois rotules sur la fibre moyenne de l'arc, la ligne de pression serait assujettie à passer par trois points ; elle coïnciderait avec la fibre moyenne. L'état de sollicitation de l'arc serait alors indépendant de la pose , de la température , des petits mouvements des culées ; de plus , comme les moments fléchissants sont nuls , cette disposition est la plus économique. Pour toutes ces raisons , la disposition des trois rotules est la plus avantageuse.
Certains ingénieurs ont pensé que l'arc encastré est plus économique parce que l'encastrement s'oppose aux déformations. Il n'en est rien. Comparons, par exemple, les moments fléchissants au sommet de l'arc pour le cas de la poutre encastrée et pour celui de la poutre posée sur deux rotules. La ligne A'B' se déduit de la ligne AB par l'introduction d'une poussée négative g' dirigée suivant l'horizontale moyenne CC ; le moment fléchissant était nul pour la ligne AB , il devient pour la poutre encastrée : a == (/ X AC.
La courbe A"B se déduit de la courbe A'B' par l'introduction d'une poussée positive cf; le moment fléchissant au sommet devient :
(jj = (^' X AC — q" X AD.
Mais le moment fléchissant au point B , est nul pour la ligne A"B ; on a donc :
g' X CE = q" X DE.
Des valeurs de y., w et de réquation précédente, on tire :
^ ^v de'^âc;-
Pour nous faire une idée de ce rapport, supposons que l'on puisse assimiler l'arc à un arc de cercle et que l'on néglige les rayons r et r' ; on trouve :
AC~~" Le carré du rayon de gyration autour de CC s'exprime
approximativement i)ar ^^ • on a donc •
On en déduit :
L'encastrement double donc le moment fléchissant au sommet de l'arc (1).
700. Position des trois polules. - Quand l'arc n'est sollicité que par le poids mort, la position des trois rotules n'exerce pas d'influence sur la ligne de pression. :\rais quand on tient compte du poids roulant, on trouve qu'il vaut mieux adopter la disposition de la figure 289 , c'est-à-dire placer une rotule C au sommet et deux autres D en des points intermédiaires à déterminer par une étude approfondie de l'ouvrage. Remarquons, en effet, que si on charge la moitié de l'arc qui n'est pas représentée , la ligne de pression sur l'autre moitié se réduit à une droite CD passant par les rotules ; en plaçant cette rotule aux naissances , cette pression produirait des moments fléchissants plus grands que si cette rotule est placée en un point intermédiaire convena-
(1) Ce résultat est conforme à l'expérience. Voyez une note spéciale que nous avons publiée aux Annales des ingénieurs de Gand (1882-1883).
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blement déterminé. Il semblerait, d'après cela, que la droite CD doit être déterminée par la condition de s'écarter autant au-dessus qu'au-dessous de la courbe. Mais si on remarque que la pose de la partie DE est plus facile que celle de la partie centrale, on est conduit à relever davantage le point D , car les moments fléchissants dans la partie voisine du point E coûtent moins que dans la partie centrale.
CHAPITRE I
Mouvement uniforme des liquides.
§ 1. Tuyaux de conduites.
îOi. Formule de Marcy. — Soient : R, le rayon du tuyau ; i , la pente de la ligne des charges par unité de longueur mesurée sur l'axe du tuyau , i(, la vitesse moyenne dans une section ; a, j3 deux constantes. La formule de Darcy
est la suivante :
Ri
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Soit q le débit du tuyau ; on a :
Éliminons u de la formule de Darcy ; il vient :
Connaissant deux des trois quantités i, q, R, on peut trouver l'autre par la Connule (3); on détermine alors la vitesse par l'équation (2).
70*î. TaMeaii graphique. — P(.)SOns :
L'équation ( 3 ) devient :
y = ix.
Les lignes des R sont verticales (fig. 290) ; les lignes des q sont horizontales ; les lignes des i sont convergentes. On obtient une ligne des i en portant OD = I , DE = e et en joignant OE. On obtient une ligne des q en portant OG = 1, OF = (7 et en menant FB perpendiculairement à FG ; on a OB = 5' , la ligne cherchée est BA. On obtient les valeurs de X, pour différentes valeurs de R en remarquant que x est une fonction rationnelle de R et en construisant la courbe dont les coordonnées d'un point seraient x et R. On peut aussi remarquer que -^ : x devient un polynôme entier, si on pose R' = 1 : R ; on trouve , en effet ,
— = aR's + |SR'«.
Soient ( fig. 291 ) : PO == 1 ; PA = (5 ; AB --= a ; BL = -* ; OR = R ; RPCDEFGK un polygone à angles droits ; KLM un angle droit ; on a :
OR' = -^ , BK -= aR'^ -I- i^R'' , X = BM. ht
Autres solutions. — 1° Posons y = i, y = q^ , on trouve 2/ = irf (R);
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2° Posons y = i, â? = 9 (R) , on trouve «/ = q^x ; 3'^ Prenons la racine carrée des deux membres de l'équation (3), on a :
^*=''- iÈ-'Vi+è-
On trouve trois tables analogues aux précédentes ; 4" Prenons les logarithmes des deux membres de 1 équation (3), on trouve :
log 2 = 2 log q -\- log (p (R).
On trouve trois dispositions en prenant pour coordonnées deux des trots termes de ces équations ; prenons , par exemple ,
■l/=2\ogq, œ = — log (T) {R) , on a :
log 2 = «/ — O).
Les ligues des R sont verticales (flg. 292) ; les lignes des q sont horizontales ; les lignes des i sont obliques ; on les obtieot en portant :
OC = log ^ (R) , OR ^ 2 log q, OD = log i.
Cette table est plus élégante que les précédentes , mais plus difficile à construire.
703. nëterniiiialion de la vitesse. — La vitesse est donnée par l'équation (2j ; il est facile de construire un abaque spécial ou rattaché aux précédents , donnant la vitesse u. Il suffit de poser , par exemple, y = q, oc = ttR^ , on a ^ = ux.
On peut aussi construire un seul abaque à quatre systèmes de lignes, les lignes des i,u, q^R; on peut alors résoudre les six problèmes que l'on peut poser sur là détermination des quantités i , u, q, R , connaissant deux d'entre elles. Malheureusement les lignes d'une des quatre variables sont courbes ( I ). Nous ferons remarquer que le seul problème que
(1) Voyez une table de ce genre dans l'hydraulique de M. CoUiguon ; les lignes des q sont courbes mais presque droites,
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Ton ne puisse résoudre au moyen de labaque des i , q ,R est celui où l'on donne i et u ; ce problème ne se présente jamais ; c'est pour cela qu'il nous a paru plus simple d'éliminer la ■vitesse. Cette observation s'applique aussi au paragraphe suivant.
§ 2. Mouvement uniforme des eaux courantes.
ÎO-l. Formule de Bazin. — Soient : i , la pente superficielle; R le rayon moyen , c'est-à-dire la section mouillée co, divisée par le périmètre mouillé / ; u, la vitesse ; on a d'après Bazin :
Ri = au'^ , ( 1 )
Les coefficients a et fi dépendent de la nature des parois. Mettons la formule de Bazin sous la Ibrme :
On peut construire un abaque des valeurs de i,. u et R ; tous les systèmes employés i our la formule de Darcy s'appliquent à la formule de Bazin [\). Mais ces abaques n'auraient pas grande utilité, car les problèmes de la pratique consistent surtout à trouver la pente , le débit ou la section connaissant deux de ces éléments. Si nous éliminons la vitesse ii de l'équation (3) par la formule z< = g : w, on trouve:
C'est un tableau des trois variables w , R et ^^ : / qu'il est utile de construire.
(1) En portant log i et k'g n en coordonnées, on trouve ra'aque de la planche 2 de l'hydiaulique de M. Collignon.
INTEGRATION GRAPHIQUE. 685
Tableau graphique . — Posons, par exemple
^ = rl^' (6)
On trouve : .
Les lignes des w sont des horizontales telles que GF (fig. 293) ; les lignes des (? : l ^ ï sont des verticales telles que CF ; les lignes des R sont des lignes telles que OF passant par l'origine des coordonnées. Pour construire les lignes des R, on construit le polynôme (en 1 .- R) (flg. 294).
on porte AC = 1 ; on décrit une circonférence sur CB comme diamètre ; ou a :
c'est le coefficient angulaire de la ligne des R. On peut aussi déterminer le centre du cercle CDB par la formule :
On évite la division q -A"^ i en construisant un abaque des
valeurs àe i , q, et q : V i. Soient ijox (flg. 293) les axes
coordonnés ; posons : J? =g : l^ e , y/ = g ; ou a : y = a; 1/ i \ BA est une ligne des q , si GB == 2; OE est une li^^ne des «,
si DE = V i ; on trouve q: V i = OC.
Il est très utile de trouver oj et / sans faiie la division ;( = co : R. A cet effet, on construit un troisième tableau y"o".x" en posant : «/ = oi , ^ = /-. on a 2/ = R<^- Les lignes des R des deux tableaux i/oa; et i/"o"x" se coupent sur une
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courbe de rebroussement. Cette courbe permet de passer de la ligne OF à la ligne 0"M et Ton a : X = 0"N.
Examinons successivement les trois problèmes que l'on peut résoudre par ces tableaux graphiques :
1° Ou donne ^et z, trouver la section. On entre dans le tableau ijox par les points B et E, ou aboutit au point A en suivant la ligne des ci et celle des i. On entre ensuite dans le tableau yux en suivant la ligne verticale AE. Tout point ¥ de cette verticale lournit une solution ; si du point F on passe au point M eu suivant OKO" , on trouve / = 0"N , w = 0''P.
2*' On donne la seciion, le débit q , trouver i. On détermine (0 par une iniegraiion et /^ par une rectilicatiou. On entre dans le tableau yo"^" par les points 2s et P, ou aboutit au point M. On passe du point Al au point E. En partant des points E et E, on aboutit au point A; ou suit la ligne OA
jusqu'au point E ; on lit la pente sur réchelle DE des {/ i. 3° On donne la section , la pente i , trouver le débit. On opère comme précédemment jusqu'au moment où l'on trouve le point F ; on part alors des points F et E , on aboutit au point A ; on a OB = g.
700. Scciîoii trapèze. — Lorsque la section a une torme trapèze et que rmcUuaison des talus est constante, ou peut éliminer les variables w et / en introduisant les deux dimensions de la section trapèze. Soient : / , la largeur moyenne ; H , la hauteur de la section ; on a :
w = /H, 7 = / + nH.
Le coefficient n dépend de linclinaison des talus. Dans le tableau p"o"x" , on a :
y = '/.E., X == À -^ nîL.
Ces deux équations ont précisément la forme des équations 2 et 3 du numéro 2U5. Éliminons successivement / et H, nous trouvons :
lignes des A , /.•' — lœ -{-ni/ ^0, (8)
lignes des H , nU'^ — Hx + y = 0. (9)
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Nous savons (205) que ces deux systèmes du second degré enveloppent une même parabole ; on trouve , en effet , pour enveloppe commune :
Si des équations (8) et (9) , on tire les valeurs de x ciy , on trouve pour dénominateur 1 — 7iH; donc la solution étrangère est ici :
A = nH. CIO)
On reconnaît facilement que si l'équation ( 10) est satislaite , la ligne des 1 coïncide avec celle des H ; d'après le tableau graphique, co et y seraient indéterminés; mais on sait qu'il faut alors se placer au point de contact de la ligue commune avec son envelopi)e; dans les applications, on trouve presque toujours que A est plus grand que ?zH et on ne rencontre jamais cette difficulté.
Soit à construire la ligne des /. Le système auxiliaire (205) qui détermine les intersections d'une ligne À avec une ligne }.„ a pour équation :
Construisons deux lignes des 1 ; soient , par exemple , À = 0 , / = 5 ; on détermine les points où ces lignes sont coupées par les autres lignes par les formules :
ligne À = 0, x = l,
ligne X = 5 , X = 1^0.
On peut alors tracer toutes les lignes des l. On opère de même pour tracer les ligues des H. Nous avons supposé dans la figure , n = I , et nous avons représenté les lignes A = 5, 10, 15, 20, 25 et les lignes H = 1, 2, 3, 4, 5.
Les trois problèmes que nous avons résolus au numéro précédent se moditient comme suit :
1" On donne q et i, trouver À et H. On entre dans le tableau par les points B et E , et on aboutit au point M ; les deux lignes des / et H qui passent par le point M déterminent
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1 et H soit par une lecture, soit grai)liiqueraer!t sur les axes des / et des H. En réalité, il y a deux solutions pour un même point M , mais en fait, il n'y eu a qu'une qui soit pratique. En déplaçant le [)oint F sur la verticale CF, on trouve une infinité de solutions parmi lesquelles on peut choisir la plus convenable.
2" On donne X , H , (/ , trouver i. On entre dans la table par les lignes des l et des H ; on aboutit au point M ; on passe du l)oint M , au point F et au point A.
3° On donne 1,B.J trouver q. On opère comme au problème précédent.
CHAPITRE II
Mouvement permanent varié.
15 1. Déversoirs.
707. Déversoir libre— Soient : /i , la hauteur du niveau d'amont au dessus de la crête du barrage ; l, la largeur ; q, le débit ; on a :
q = 0,57 là V'Tgli.
Portons (fig. 295) la hauteur Ji en abscisse et le débit par unité de largeur eu ordonnée; ou trouve la courbe :
y = Qsnxv2gx ou y^ = —
Prenons a comme unité et posons z ■= y : x,o\i trouve :
La courbe des % est une parabole OG que l'on construit par une méthode connue. On a alors y = zx; on obtient donc la courbe des y par une multiplication ; on trouve la courbe OA. La détermination des bases de multiplication n'offre aucuue difliculté si on détermine un point K de la courbe par calcul ; en jirenant OK" puis OIv' comme bases , on est certain que la courbe passera [tar le point K. On [»eut remiilacer la courbe OAK par une échelle DH des valeurs û.q q: l pour une série de valeurs de li.
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Connaissant le débit par unité de largeur , on obtient le débit cherché en multipliant par l ; on évite cette multiplication en construisant un nouveau tableau graphique iJo^x\ Pour y arriver , posons ^ = ^ ?/ =-- g , on a :
Soit O'D = 1 ; les lignes des q : l s'obtiennent en joignant l'origine 0' aux divisions de l'échelle DH. Soient , par exemple , /i = OB , ^ = O'F ; on a :
AB = CD, ^=EF
70S. Iléversoîp noyé. — Soient: h' la différence entre le niveau d'amont et le niveau d'aval ; a , la hauteur du niveau d'aval au-dessus de la crête du barrage ; le débit est donné par la formule :
(? = 0,57 llV V 2(jlV + 0,62 <;« V'Zgh'] Le premier terme se détermine par le tableau graphique du numéro précédent. On construit facilement un tableau graphique donnant les valeurs du second terme.
lOO .4ulre roriuiile. — Soient : h, la hauteur du niveau d'amont au-dessus de la crête du barrage ; a , le rapport h —a :h;(/ le débit du barrage non noyé ; q le débit cherché ; on a :
On peut déterminer la fonction ^ au moyen de la formule précédente; mais il vaut mieux déterminer cette fonction par une courbe en utilisant les expériences de Lesbros. On trouve dans le cours d'hydraulique de Bresse, la formule :
q = rûi V 2ff {h— a),
or q> = 0,57 Ih V^gli.
Donc 9 = -^— \/â7
Le coefficient r est fonction de « , et a été déterminé par
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l'expérience ; prenons comme coordonnées y r= r ,x = \^^- , et construisons la courbe {x y) par points au moyen du tableau des valeurs de r\ on a alors :
_ yoc_
On obtient la courbe des valeurs de 9 par une multiplication ; on en déduit l'échelle des valeurs de 9.
Construisons d'abord (fig. 296) un tableau des variables h, a, a\ posons x = a,y ^ h , on a :
a = d ou y =
Si on prend ?/ = 1 , on a a: = 1 — a. Soit donc OF = FC = 1 ; portons CD = a ; la ligne des a est OD.
Construisons ensuite un second tableau yox' des variables q, q', a. Posons a; = g', 2/ = (? » ori ^ •
Soit O'N = 1 ; portons NM = cp (a) ; joignons O'M ; O'M est la ligne des a. Les lignes de a. des deux abaques se coupent sur une courbe de rebroussement.
Soient, par exemple, a = OA, h = AB, q' = O'L ; suivons la ligne OBGH ; on a ^ = O'K.
TIO. Débit moyen. —Montrons par un exemple l'utilité des tableaux graphiques. Nous avons eu à résoudre le problème suivant : déterminer les débits moj^ens par jour , par mois , par année , d'un barrage à poutrelles et à vannes. Le barrage présentait cinq ouvertures ; les cotes d'amont et d'aval, le nombre de vannes et de poutrelles enlevées étaient indiqués dans un registre ; il eut fallu appliquer environ 6000 fois la formule des déversoirs. L'emploi des tableaux graphiques nous a permis de résoudre ce problème moyennant un travail personnel de quelques heures et l'aide d'un commisdessinateur.
Nous avons fait confectionner une sorte de profil en long dans lequel on portait les jours en abscisses, et en ordonnées, les cotes d'amont et d'aval , ainsi que les niveaux des cinq barrages.
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Le commis, dressé à l'emploi des tableaux graphiques, a construit un second profil en long dont les ordonnées étaient les débits. Une ligne intégrale a donné les qdt ; les inclinaisons des cordes de cette intégrale nous a donné les débits moyens que l'on nous demandait.
§ 2. Canaux découverts.
711. Équation du niouvoiucnt pcrinancBit. — L'équation du mouvement permanent est :
Dans cette formule , ds est la longueur d'un élément du canal , dz est la pente superficielle ; les autres quantités ont la même signification que dans la formule de Bazin. Pour une longueur finie , on a :
Tlfi. Tracé de Taxe hydraulique. — Dans les applications habituelles , le premier terme du second membre est négligeable ; décomposons la longueur du canal en tronçons assez petits ( 1 kilomètre , par exemple ) pour pouvoir remplacer les sections variables par une section moyenne ; on aura pour un pareil tronçon :
C'est l'équation du mouvement uniforme. On peut donc tracer l'axe hydraulique en le remplaçant par une série de droites dont la pente se calcule au moyen des tableaux graphiques qui représentent la formule du mouvement uniforme. La détermination de chacune de ces droites exige cependant quelques tâtonnements , parce que la hauteur d'eau dans la section moyenne n'est connue que par approximation. Si la section subissait des variations considérables , il faudrait tenir compte du terme des vitesses , en ajoutant à
la ponte donnée par la formule du mouvement uniforme , la valeur du terme :
Dans les cours d'eau naturels , la forme du lit est presque toujours irrégulière ; on détermine , par les profils en travers, les valeurs de « et / pour un niveau d'eau aussi approché que possible de l'axe hydraulique que l'on cherche ; on trace l'intégrale des (î^ds et des yds ; on obtient les valeurs moyennes de w et de / , par les inclinaisons des cordes de ces intégrales ; on substitue aux sections existantes une section trapèze qui réalise ces valeurs moyennes.
Il ne faut pas se faire illusion. L'axe hydraulique que l'on calculera par la méthode précédente ne sera jamais complètement exact. Ce serait aussi une erreur de croire qu'on s'approchera de la vérité en perfectionnant le calcul mathématique de l'axe hydraulique. La principale cause d'erreur est l'incertitude des coefficients a et 6. Il ne paraît pas possible de déterminer des coeflîcients qui puissent s'appliquer à tous les cours d'eau. Est-il possible, en efl[et, de tenir compte par une formule de la régularité plus ou moins grande d'un cours d'eau, de la ténacité avec laquelle les riverains défendent leurs propriétés en construisant des épis qui constituent quelquefois un obstacle à l'écoulement des eaux, etc.
La véritable solution pratique n'est pas de compliquer les formules, mais d'éliminer les coefficients en utilisant les faits observés sur le cours d'eau que l'on étudie. Dans ce qui suit nous adopterons la formule de Prony R2 = au"^ ; a est un coefficient que nous éliminerons au moj'en des observations ; nous arriverons ainsi à des résultats plus certains que par l'emploi de formules plus complètes mais dont les coefficients sont entachés d'erreur.
713. Propas;ation des relèvement*» et des abaisseluentïi. — On produit un abaissement ou un relèvement x^^ eu un point d'un cours d'eau ; cet abaissement ou ce relève-
ment se propage vers l'amont suivant une loi compliquée ; mais flans le cas particulier où x^ est petit relativement à la profondeur du cours d'eau , nous allons démontrer que cette loi s'exprime approximativement par la formule suivante :
x^ , Xq sont les abaissements ou relèvements en deux points ; z est la différence de niveau entre ces deux points ; H dépend de la section transversale du cours d'eau : dans les cours d'eau de grande largeur H est la profondeur moyenne , c'est-à-dire la section mouillée divisée par la largeur à la surface de l'eau ; dans les autres cas, on détermine la profondeur moyenne Ji, on développe le périmètre mouillé sur les talus ou plus exactement sur les tangentes au profil à la surface de l'eau , on détermine les profondeurs h' et h" que l'on atteint de cette manière et on pose :
uns \h' ^ h"/'
Démonstration. — Nous considérons le cas ordinaire où les vitesses du cours d'eau diffèrent assez peu pour que l'on puisse appliquer la formule de Prony ; nous la mettrons sous la forme :
^ = cc^^q\ (3)
Supposons que dans une section , les eaux soient relevées d'une quantité x positive ou négative mais assez petite pour que l'on puisse calculer ai comme une différentielle; on trouve :
ai oy 3 $(ù
Considérons une longueur ds du cours d'eau ; on a évidemment :
ds' ^ ds
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Soient : l ,\si largeur de la section à la surface de l'eau ; a', a" les angles des talus avec l'horizon ; on a :
V. ^rr^r
sin a'
sm a'
w = Ih.
L'équation (4) devient :
dx
sin a" sin a"
__— /_L_uJ ■^\
ou
3dz H
En intégrant cette équation , et en remplaçant H par une valeur moyenne , on obtient :
X, - H ■ On tire de là la formule ( 1 ).
Extensions. — 1° On peut étendre cette formule au cas où il y a une nappe d'inondation. Soient : q, le débit de la rivière et §', le débit de la nappe d'inondation. On peut appliquer le calcul précédent aux deux parties de la section mouillée ; mais il faut remarquer que les débits varient de àq et de oq' : on trouvera :
Pour la rivère
dz H "^
2jq
pour la nappe d'inondation
dx dz
Éliminons ^q et oq' , au moyen de la relation
oq + ^q' = 0.
2oq'
On trouve
dx
En posant
On en déduit la formule
**'J tVA C-
2° On peut calculer par une formule analogue la propagation d'un relèvement ou d'un abaissement au-delà du renions
d'un pont. Soient : z = a ~, la hauteur du renions ; x^, Xi
les relèvements à l'aval et à l'amont du pont ; on trouve :
3" Dans le mouvement varié la dénivellation entre deux points de l'axe hydraulique comprend deux parties: z' , la différence des hauteurs dues aux vitesses extrêmes et z" la perte de charge. On trouve alors :
i" ïi h
4° Lorsque la hauteur Xq est trop grande pour pouvoir emploj-er les formules que nous venons de démontrer, on peut diviser cette hauteur en plusieurs parties; dans chacun des calculs , on obtient un résultat plus exact en remplaçant z , h ,B. par les moj-ennes entre les valeurs de ces quantités déterminées avant et après le relèvement.
y 14. Tableau gra|)liic|iie. — La formule qui précède peut être représentée par un tableau graphique. Soit yox un premier système d'axes ; posons :
on a
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Pour
a; = 3 , on a 2/ =
Soit OA = H,AB = ^, 00' = 3; on a
Mettons la formule ( 1 ) sous la forme :
3^ log x^ = logx, + ^ •
Soit y'ox' un nouveau système d'axes coordonnés, et posons :
rr = logrc,, y=\ogXo; on a :
On trouve la ligne des 3^ : H en menant par D une parallèle à la bissectrice de l'angle des axes coordonnés. Soit O'F = log Xq, on aura O'G = logrr, ; la graduation permettra de lire immédiatement la valeur de a;,.
71Ô. Influence d'une faible diminution du débit. — Le débit q subit une faible diminution oq, sur une certaine étendue du canal; quel est l'abaissement x réalisé à l'amont.
On trouve alors :
dx _ _2x_ _ 2dq dz ~ B. q
En intégrant cette équation , on trouve :
2H oq
Remplaçons l'exponentielle par le rapport x^ : x^ des deux abaissements dont l'un est arbitraire ; on trouve : _ 2H oq Xq — X,
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La même formule s'appliquerait au cas d'une faible augmentation du débit.
y lO. Autre uiéiliode. — Déterminons le coefficient a de la formule du mouvement uniforme, pour chaque tronçon par l'observation d'une crue ; la formule du mouvement uniforme appliquée à d'autres circonstances sera d'autant plus exacte que les circonstances seront peu différentes.
Coupbe.s isoclines. — Soit
une équation différentielle du premier ordre ; considérons X, y comme coordonnées; nous nous proposons de tracer graphiquement les courbes représentées par cette équation. Pour y arriver, égalons, dans l'équation (1), la dérivée à une constante a. ; nous obtiendrons l'équation
La c( uihe icpiée^entéc par l'équation (2) est le lieu des points où l'intégrale a la n)ême inclinaison a ; pour cette raison, les courbes (2) seront appellées courbes isoclines.
Soient ( fig. 298) 1,2,3,4, les courbes isoclines pour les valeurs de a reiirésentées par les rayons 01, 02, 03, 04, du diagramme des inclinaisons.
Soit A un point pris arbitrairement sur la première courbe ; menons les droites A, B, C, D parallèlement aux rayons
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01,02,03,04; prenons les sommets du polygone plus ou moins au milieu des intervalles qui séparent les courbes isoclines. Si les courbes isoclines étaient infiniment rapprochées, on obtiendrait comme limite une courbe satisfaisant à l'équation différentielle (1 ). En prenant des courbes isoclines assez rapitrocliées. on obtiendra l'intégrale avec une approximation satisfaisante, on obtiendra plus d'approximation en traçant les tangentes de manière qu'elles enveloppent une parabole d'un certain degré, ce que l'on peut faire par quelques tâtonnements , eu utilisant les propriétés des polygones d'intégration.
Il arrive souvent qu'au même point A , on peut tirer plusieurs valeurs de la dérivée y' ; à chacune d'elles correspond une courbe isocline passant par le point A et une intégrale. Ces intégrales sont liées entre elles comme les racines de l'équation en 2/; il sera presque toujours difficile ou impossible de les séparer dans léquation intégrale.
Supposons que le premier point A se déplace sur une verticale; son ordonnée y^ figurera comme constante arbitraire; l'ordonnée y d'un point de l'intégrale s'exprimera par :
Cette équation est l'intégrale générale de l'équation ; en donnautune valeur à ^0' ^^ trouve une solution particulière.
7 tH. Courbe des inflexions. — Lorsque l intégrale touche une courbe isocline, le point de contact est un point d'inflexion de Vintégrale.
(1) Nous employons ici et dans ce qui va suis^re , le langage des infiniment petits dans ce qu'il a de i)lus figuré. Il est bien facile de ira luire l)lus rigoureusement les mêmes pensées. Dans le cas qui nous occupe , on dira : soit ?/' = 9 (xi/) une des valeuri de la dérivée, tirée de l 'équation
différentielle ; on trace un polygone te! que 2/'^ ?(^2/); on en trace
un autre tel que y' ~^ [x'j); on démontre que ces deux polygones ont ont même limite qui satisfait à l'équalioa y' = ^{xy j.
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En effet , partons de ce point de contact et déplaçons-nous infiniment peu sur l'intégrale; nous ne nous écarterons de la courbe isocline tangente que d'une quantité d'ordre supérieur au premier ; on a donc au point de contact cly' = 0 ou d^y = 0. La courbe intégrale a donc avec sa tangente un contact d'ordre supérieur au premier et se trouve toute entière du côté de la convexité de la courbe isocline ; elle rencontrera une courbe isocline voisine , et située du même côté , en deux points où l'intégrale aura même inclinaison ; la courbe intégrale présente donc un point d'inflexion.
Menons à chaque courbe isocline a, une tangente d'inclinaison a ; le lieu des points de contact est une courbe CHGP ; c'est le lieu des points d'inflexion de l'intégrale ; nous l'appellerons cowbe des inflexions. Soit ABCD une intégrale qui coupe la courbe des inflexions au point C; au point C l'intégrale touche la courbe isocline 4 et présente un point d'inflexion ; l'intégrale coupe la courue isochne '6 en deux points B et D ; les éléments B et D de l'intégrale sont parallèles.
Supposons que l'intégrale touche une courbe isocline au point d'inflexion R de cette courbe. Il est d'abord facile de démontrer que la courbe des inflexions touche cette même courbe isocline au point d'inflexion R. En effet, soient: S', un point infiniment voisin de la courbe des inflexions ; S'S la courbe isocline qui passe par ce point ; R' Je pomt d'inflexion de cette courbe S'S. On pourra toujours trouver un point S tel que les tangentes à la courbe isocline en S et en S' soient parallèles ; les deux points S et S' se trouvent sur la courbe des inflexions ; or ces deux points viennent se conlondre en R quand la courbe SS' se rapproche de R ; donc la courbe des inflexions touche la courbe isocline au point R.
Menons l'intégrale qui passe par le point R ; une intégrale GHK voisine de ceUe que nous cherchons, présente deux points dinllexion Gr et H ; au pomt R , ces deux points viennent se confondre ; donc il n'y a plus d'inflexion en R. Il est facile de démontrer qu'en ce point R , l'intégrale a , avec sa tangente , un contact du troisième ordre, isous démontre-
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rons d'abord comme précédemment que le contact dont il s'agit est au moins du second ordre. Mais alors , si on se déplace infiniment peu sur l'intégrale à partir du point R , on peut affirmer que l'on s'écartera de la courbe isocline d'une quantité d'ordre supérieur au second ; doncon arf^y = 0 ou cV'y = 0 ; c'est ce qui caractérise le contact du troisième ordre de l'intégrale avec sa tangente.
On obtient l'équation de la courbe des inflexions en différentiant l'équation des courbes isoclines et en posant dy — a.dx ; on trouve :
En éliminant a. entre les équations (2) et (3), on obtiendrait la courbe cherchée.
719. tourbe des rebroiisseiuents. — L^enveloppe des courbes isoclines est le lien géométrique des points de rébroussement de Vintégrale.
Soit E un point de l'enveloppe des couches isoclines ; si nous partons de ce point pour décrire l'intégrale , nous rencontrons deux sortes de courbes isoclines ; les unes touchent leur enveloppe à droite du point E , les autres à gauche ; nous trouvons donc en quittant le point E deux racines de y' et chacune d'elles donnent une courbe intégrale. On trouve ainsi les branches EF et EGH. En E, les deux valeurs de y' sont égales , les deux branches se touchent et constituent un point de rebroussement. Si nous partons du point F, nous trouvons en F deux ou plusieurs valeurs de y' ; nous choisirons l'une d'elles et nous suivrons l'intégrale FE ; en E deux racines de y' sont égales ; au-delà de l'enveloppe ces deux racines disparaissent ; l'analyse donnerait sans aucun doute des racines imaginaires de y'. L'enveloppe constitue donc une Ijarriére que la courbe intégrale FE ne peut franchir. Mais le point qui décrit l'intégrale peut en rebroussant chemin, suivre la courbe EGH qui correspond à la valeur de ?/' que l'on avait i)rimitivement écartée. Au point E, on passe continûment d'une racme à une autre parce qu'en ce point ces deux racines sont égales.
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En général , l'enveloppe est la ligne des intersections successives des courbes isoclines; cependant, il peut arriver qu'une courbe isocline ?/' = « enveloppe, dans le sens vulgaire du mot, la portion du plan occupée par les courbes isoclines voisines y^ = a ±]i. Il est bien évident qu'en partant de la courbe y' = cf., on trouvera deux racines y' = a. ± h ; chacune de ces racines donne une branche de l'intégrale ; les deux branches constituent un point de rebroussement situé sur la courbe isocline enveloppe.
7*iO. Surface des inclinaisons. — Représentons^' par une ordonnée [)erpeudiculaire au plan; l'équation F (x,y , y') = 0 représente une surface que nous appellerons sui^face des inclinaisons ; les courbes isoclines sont les projections des courbes de niveau ; l'enveloppe des courbes isoclines est le contour a[>parent de la surface : nous obtiendrons ce contour apparent en exprimant que le plan tangent est vertical ; nous trouverons :
dy = ^ , (4)
Or on a :
-i— dx -\- -T- dy + -— , d)/ = 0.
dx ^ dy -^ dy' -^
L'équation ( 3 ) peut être remplacée par le système :
d¥ dF ,^,
__ = OD OU -^r- = ce . 6 )
dœ dy
Les équations (6) ne donnent aucun résultat si la fonction F [x, y, y') est entière; le plus souvent on pourra mettre l'équation différentielle sous une forme telle que l'équation (5) soit seule à considérer. Remarquons aussi que l'on peut concevoir une surface telle que les points de contact des plans tangents verticaux ne soient pas contour apparent; l'équation pourrait dans ce cas définir le lieu des points où. la courbure de l'intégrale est infinie sans qu'il y ait rebroussement.
Le contour apparent de la surface des inclinaisons sépare la partie visible de la partie invisible ; les courbes isoclines sont donc divisées eu partie visible et invisible , par le point
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OÙ elles touchent leur enveloppe. Considérons l'intégrale comme la projection d'une courbe tracée sur la surface des inclinaisons et que nous appellerons intégrale de l'espace. Par tout point de la surface des inclinaisons passe une de ces intégrales ; on peut déOuir l'intégrale de l'espace en disant que c'est la trajectoire d'un point qui décrit , sur la surface des inclinaisons, des éléments tels que leur plan projetant tourne autour de l'ordonnée 2/' de façon que rinclinaison de ce plan sur l'axe des x soit égal à «/'. Les points d'inflexion des intégrales correspondent aux éléments horizontaux des intégrales de l'espace, car en ces points d'inflexion , ?/' passe par un maximum ou un minimum ; on prouve ainsi que les éléments infléchis des intégrales touchent les courbes isoclines, propriété déjà démontrée autrement (718). L'élément de l'intégrale de l'espace qui traverse le contour apparent est vertical ; car cet élément est l'intersection d'un plan projetant vertical avec un plan tangent vertical L'intégrale de l'espace ne présente donc pas de singularité en ce point; mais en projection , l'élément vertical se transforme en un point de rebroussement séparant la partie visible de la partie invisible de l'intégrale.
î^l. Point singulier du plan — La courbo des inflexions peut toucher l'enveloppe des courbes isoclines en un point P ; dans l'espace, la courbe des inflexions traverse le contour apparent et passe de la partie visible à la partie invisible de la surface des inclinaisons. Les intégrales présentent dans les environs du point P des singularités particulières.
Si on se place en un point N de la courbe des rebroussements , on trouve un point de rebroussement de l'intégrale ; la branche invisible de l'intégrale subit une inflexion près du point de rebroussement. Si on se place en un point M , on trouve un autre point de rebroussement. Enfin , si on part d'un point Q du plan, on trouve une intégrale visible et une intégrale invisible se coupant au point Q. Si on fait converger les trois points M, N, Q vers le point P , on reconnaît immédiatement que l'on obtiendra deux intégrales tangentes à la
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courbe enveloppe au point P ; car les points de rebroussement M et N viennent s'opposer par le sommet et d'autre part les deux branches qui se coupent en Q deviennent tangentes quand le point Q vient en P. Si l'on part du point P vers la droite , on voit que l'on peut tracer deux intégrales , Tune visible, l'autre invisible ; si on part du point P vers la gauche , on peut aussi tracer deux intégrales ; ces quatre parties de courbes constituent en P un point- multiple, comme nous l'avions déjà prévu par les considérations précédentes.
Si l'on considère les intégrales de l'espace, on reconnaît que ces courbes tournent leur convexité vers le point P. Il )^ a 4 séries d'iniégrales à considérer; la première série est située au-dessus du contour apparent , la seconde série est située au-dessous de ce contour; la troisième et la quatrième séries traversent le coiltour apparent. Ces quatre séries de courbes occupent par rapport au point P des positions qui rappellent celles qu'occupent les branches des hyperboles semblables et concentriques [lar rapport à leur centre. De même qu'en se rapprochant de leur centre les quatre branches de ces hyperboles ont pour limite leurs asymptotes , de même les quatre séries d'intégrales de l'espace, en se rapprochant du point P , ont pour limites deux courbes qui se coupent en ce point.
L'aual3^se permet de déterminer la direction des deux éléments d'intégrales qui partent- du point P. Tout élément d'intégrale satisfait aux deux équations :
clF ^ ^ clF ^ , clF , , ^ ...
-Cl, + -d,J + g,^,CW^O. (7)
(■ly = y'djc.
La courbe des éléments horizontaux des intégrales de l'espace a pour équation :
dF , dF , ^ ,.,,
On obtient cette équation en passant dy' = 0 dans l'équation (7); mais nous l'avions déjà obtenue sous une autre forme et d'une autre manière.
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La courbe des éléments verticaux des intégrales de l'espace a iiour équation :
dF
dy'
Au point P, les équations (3) et (4) sont satisfaites , donc on a :
Pour faire disparaître cette indétermination, prenons la différentielle de l'équation ( 7 ) , on obtient la formule symbolique :
En remplaçant d^ij [lar dij , dx , on obtient une équation du second degré en dy' ; les deux valeurs de dy' déterminent les deux directions cherchées.
Dans la figure 298 , nous avons supposé que la courbe des inflexions s'appuyait sur les courbes isoclines en des points plus éloignés du point P que les points M et N oti ces courbes isoclines touchent leur enveloppe ; dans la figure 299 , nous avons choisi la disposition contraire. On peut trouver alors , en traçant l'intégrale près du point P , une courbe ABCDEFGHKLM qui s'approche indéfiniment du point P en sautant de droite à gauche et de gauche à droite et en présentant une infinité de rebroussements.
Cette singularité se reconnaît beaucoup mieux en utilisant l'intégrale de l'espace ; soient : A'C, le contour apparent représenté en élévation ; D'B', la courbe des éléments horizontaux, courbe qui a pour projection la courbe des inflexions; on part du point A' par un élément vertical ; en B' l'élément est horizontal ; en C, il redevient vertical et ainsi de suite ; on trouve une sorte de spirale tournant asymptotiquement autour du point P. Eu projection, les éléments verticaux deviennent des points de rebroussement , les éléments horizontaux deviennent des points d'inflexion , on retrouve la
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courbe annoncée. Puisque l'intégrale s'approche indéfiniment du point P' sans Fatteindre, il faut en conclure que si Ton se place au point P', il sera impossible de sortir de cette position. L'équation (8) donnera donc deux valeurs imaginaires de dij.
D'autres dispositions peuvent se présenter près du point P; nous les rencontrerons plus loin.
y*^*^. Solution «liinoinlière. — On obtient la courbe des inflexions en cherchant les éléments des courbes isoclines qui satisfont à l'équation diflférentielle , c'est-à-dire en menant aux courbes 1, 2, 3 des tangentes parallèles aux directions 01 , 02, 03 du diagramme des inclinaisons. Nous avons supposé jusque maintenant que la courbe des inflexions différaient de l'enveloppe des courbes isoclines ; il nous reste à examiner le cas où ces courbes coïncident. Tous les points de la courbe- enveloppe se trouvent alors dans les conditions du point P dont il a été question au numéro précédent; la différentielle^/// n'est ni nulle ni infinie, elle est indéterminée ; tout ce que nous avons dit de la courbe des inflexions et de la courbe des rebroussements ne s'applique pas ici ; il faut recommencer l'étude des intégrales dans les environs de la courbe-enveloppe.
Soient: (fig. 300) IvAH l'enveloppe des courbes isoclines ; 1,2, 3 ces courbes isochnes. Si nous partons du point A, nous devons tracer un arc AB de la courbe 2 à la courbe 3 ; cet arc a même courbure totale que l'arc AH. On trouve la solution AB. On pourrait chercher une solution AB' qui s'appuierait sur la courbe 3 au-delà du point H, mais cette solution serait impossible, car l'intégrale AB' aurait une courbure plus faible que l'enveloppe AH, ce qui est absurde. Mais en partant du point A on peut suivre, l'enveloppe AH qui est évidemment une solution puisque par hypothèse l'enveloppe est formée des éléments des courbes isoclines qui satisfont à l'équation différentielle. On trouve donc des intégrales particulières ayant pour enveloppe une solution qui se confond avec l'enveloppe des courbes isoclines. Si l'on part
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d'un point quelconque B, on trouve deux ou plusieurs intégrales particulières ; si le point B se rapproche du point A, deux de ces intégrales coïncident ; mais alors apparaît la solution KAH ; cette solution n'est donc pas comprise dans l'intégrale générale ; c'est la solution singulière.
Considérons les intégrales (.e l'espace ; nous avons dit que par tout point de la surface des inclinaisons passe une intégrale et une seule; mais en nous exprimant ainsi, nous avons exclu le cas oîi le plan projetant l'élément de l'intégrale est tangent à la surface, car alors on se trouve dans les conditions du point P du numéro précédent ; le plan projetant coupe la surface suivant une courbe qui présente un point multiple au point de contact; il faut alors recourir à l'équation (S) qui donne deux valeurs de di/. Ces circonstances se produisent ici tout le long du contour apparent ; mais l'une des solutions est le contour apparent lui-m.ême. Si on exclut cette solution , on peut dire encore que par tout point de la surface des inclinaisons passe une intégrale et une seule; toutes ces intégrales couvrent la surface des inclinaisons sans se rencontrer; ce sont les intégrales particulières. Mais il se fait qu'il existe une courbe coupant ces intégrales particulières , et qui n'est solution que parce qu'elle suit- le contour apparent ; c'est la solution sincrulière.
Nous avons dit qu'en menant, à la surface des inclinaisons, des plans tangents verticaux . on trouve quelquefois une courbe qui n'est pas contour apparent; si cette courbe est solution , c'est une solution singulière. On trouve alors , en projection , une solution singulière qui est touchée et traversée par les intégrales particulières ; ces points de contact sont des points d'inflexion ou de rebroussement.
Nous avons dit aussi qu'en menant les plans tangents verticaux, on peut trouver , pour courbe de contact, une courbe isocline. Cette courbe isocline ne sera solution que si elle est droite : c'est alors une solution singulière.
Remarquons aussi qu'il est difficile de prévoir tous les cas qui peuvent se présenter. On peut, en effet, donner à la surface des inclinaisons , les formes les plus étranges. On peut
INTEGRATION GRAPHIQUE. 707
même se donner arbitrairement les intégrales particulières, construire la surface des inclinaisons ou ce qui revient au même chercher l'équation différentielle. On peut donc réaliser toutes les dispositions imaginables.
Si l'on choisit pour la fonction F {x,y, ij) une fonction analytique ordinaire, la surface des inclinaisons aura généralement un contour apparent qui ne coïncidera qu'exceptionnellement avec la courbe des inflexions ; on peut donc dire qu'en général les équations différentielles n'ont pas de solutions singulières; les intersections successives des intégrales particulières ne déterminent pas une enveloppe, mais un lieu de points de rebroussements. Si , au contraire , on choisit arbitrairement une fonction analytique f[x, y, G) et si on prend pour intégrale générale f {x, y,G) = Q,\q% intégrales particulières ont généralement une enveloppe; il y a une solution singulière. La surface des inclinaisons déduite de l'équation f{x, y,C)^0 présente donc généralement la particularité d'avoir un contour apparent qui soit solution ; tandis que si on se donne arbitrairement F {x, y,y') , cette particularité est exceptionnelle.
Î'ÎS. Exemple. — Dans la figure 300 nous avons pris pour intégrales des cercles de rayon r touchant intérieurement un cercle de rayon R; on obtient pour courbes isoclines des cercles de rayon r' = R — r. En effet , les éléments d'intégrales qui ont l'inclinaison a s'obtiennent en menant les rayons /• perpendiculaires à la direction a ; le lieu des extrémités de ces rayons est une circonférence égale à la circonférence des centres des intégrales. Il y a réciprocité , c'est-àdire que les circonférences de rayon r' deviennent les intégrales quand les courbes isoclines sont les circonférences de rayon r. Si l'on prend le centre de l'enveloppe comme origine, l'équation différentielle est :
L'intégrale générale est :
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La solution singulière est :
Extension. — Prenons pour intégrales les positions d'une courbe invariable A à laquelle on donne un mouvement de translation qui tait décrire , à tous les points de cette courbe, des trajectoires B égales et parallèles. Les courbes B sont évidemment les courbes isoclines , car les éléments des intégrales restent parallèles à eux-mêmes pendant leur transport. Si on prend les courbes B comme intégrales, les courbes isoclines sont les courbes A. L'enveloppe commune des courbes A et B est la solution singulière. L équation différentielle est :
Les fonctions y et ^1» satisfont à l'équation
^ f'(2/') L'intégrale générale s'obtient en éliminant y' entre les équations :
et en assujettissant le point x^, y^ à se trouver sur la courbe F (^o,2/o) = 0.
§ 2. Cas où les lignes isoclines sont droites.
î"*»!. Droites convergentes. — Supposons que les lignes isoclines soient droites et passent par un point fixe ; l'équation d'une ligne isocline peut se mettre sous la forme u = vm\ Il et V étant des fonctions entières du premier degré en X eti/; m une fonction de ?/'. L'équation différentielle est donc de la forme :
Si nous prenons li et ^ comme nouvelles variables, cette équation devient :
/ u du \
Reprenons les notations^?, 2/ pour les variables, F pour la fonction ; nous avons à étudier l'équation
C'est la forme générale des équations homogènes en œ et y. Si on fait ?/' = a , on trouve pour ligne isocline :
^W'^/""^ ou-y = ^o(a). (2)
Réciproquement , soit ?/ = /a? une ligne isocline ; on tire de l'équation ( 1 ) :
Les fonctions o et ^|; peuvent avoir plusieurs valeurs pour une valeur de la variable a ou t.
Les intégrales sont des courbes homothétiques ; l'origine est le centre d'homothétie. En effet, si l'on trace une intégrale et si l'on construit des courbes homothétiques en prenant l'origine pour centre, il est évident que toutes ces courbes satisferont à l'équation différentielle ; car en passant d'un i)oint de l'intégrale aux homologues de ce point, y. xei 2/' ne varient pas et l'équation différentielle continue à être satisfaite.
ytâ. Point .-myinplolique. — Supposons (flg. 301) qu'en faisant varier a par tous les états de grandeur, on trouve que la ligne isocline tourne autour de l'origine en prenant toutes les directions imaginables ; supposons que toutes ces lignes isoclines soient coupées par les éléments d'intégrales. Si on part d'un point quelconque A , on trouvera une intégrale ABCD tournant autour de l'origine ; elle ne sera fermée qu'exceptionnellement. Suivons l'intégrale dans un sens tel qu'après une spire on se rapproche de l'origine ; on
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trouve une infinité de spires semblables ; l'intégrale se rapproche indéfiniment de l'origine sans pouvoir jamais l'atteindre.
7*^0. Ilroîle solution. — Si le long d'une ligne isocline, l'élément d'intégrale est dirigé suivant cette ligne, cette ligne est évidemment une droite solution. Nous obtiendrons les droites solutions en posant dans l'équation (1 ) , (2) ou (3) y = Qœ eiy' = Q; on trouve :
Étudions les intégrales dans les environs d'une de ces droites ; pour y arriver , faisons converger la variable i vers la valeur 0 qui satisfait aux équations (4). L'élément d'intégrale peut prendre trois positions que nous allons examiner successivement.
1° L'intégrale AE (fig. .302) se rapproche de la droite solution OB et s'éloigne de l'origine. Soit u l'angle infiniment petit qui fait l'élément d'intégrale avec la ligne isocline OA : on a , dans le triangle AOB ,
ÀB : OB = sin AOB : sin u.
Nous verrons qu'en général , les angles ti et AOB sont du même ordre; le rapport AB : OB est donc fini ; cela n'est possible que si la courbe intégrale ne touche la droite OB qu'à l'infini ; donc la droite solution est une asymptote des intégrales particulières. Soit DE une intégrale, construisons une autre intégrale en prenant un rapport de similitude infiniment petit ; nous obtiendrons comme limite, la droite OB ; donc la droite solution est une intégrale particulière.
2" L'intégrale DE (fig. 303) se rapproche de la droite solution OA et de l'origine 0. On démontre comme précédemment que le rapport DE : OE est fini ; cela n'est possible que si la courbe touche la droite OE à l'origine. Si on construit une autre intégrale semblable eu prenant un rapport de similitude infiniment grand on trouve OA comme courbe limite, la droite solution est donc une intégrale particulière.
INTEGRATION GRAPHIQUE. 711
3° L'intégrale EF (flg. 304) s'éloigne de la droite solution OA et de l'origine 0. On trouve évidemment une branche infinie; la tangente à l'infini est parallèle à OA. En prenant un rapport de similitude infiniment petit , on trouve que la droite solution OA est une solution particulière.
Vérifions que l'angle ii est du premier ordre quand on prend t — ô = h comme infiniment petit principal. On a :
Posons / ^ 0 + /^. et développons t — y' par la formule de Ta5'lor ; on a :
Ces deux équations prouvent que zc est en général du premier ordre. Il y a cependant deux exceptions :
1" Si -y (0) ^ 00 , le développement n'est pas applicable ; 2° Si ^{;' 0 = 1 , on a :
Nous examinerons la première exception au numéro 729 ; quant à la seconde , on reconnaît facilement que si u est du second ordre ou d'ordre plus élevé , les raisonnements précédents sont encore applicables ; seulement on trouve que, dans le cas de la figure 303 , la courbe OD a , avec la droite solution, un contact comparable à celui de la courbe 7/ = ^ : log X , avec l'axe OX.
On reconnaît analytiquement si la droite solution se trouve dans l'un ou l'autre cas en calculant •]/' (9). La droite solution est asymptote (fig. 302) si cl?/' est de signe contraire à rZ G , donc si '1' (0) est négatif. On se trouve dans le cas de la droite OA (fig. 304) si dp' est de même signe, mais moindre que rit, c'est-à-dire si -^9 > 0 mais < 1. Enfin la droite solution est tangente à l'origine si ']>' (9) > 1.
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757. Inflexionfï. — Les points d'inflexion s'obtiennent en posant dy^ = 0 dans l'équation différentielle dF cl F
-a+~cw^o. ,7)
On trouve les deux équations :
dt = 0. (8)
^F dF ^
L'équation (8) n'est satisfaite que pour les droites solutions ; on retrouve aussi les droites solutions en appliquant la construction générale de la courbe des inflexions.
L'équation (9) jointe à l'équation ( 1 ) détermine certaines lignes isoclines qui sont coupées par les éléments infléchis des intégrales.
l'iH. Rebrou!«sciuenti«. — Les courbes isoclines n'ont pas d'enveloppe ; mais une ligne isocline OA (fig. 305) peut former contour a[)parent ; les intégrales présentent des points de rebroussement situés sur cette ligne. On obtient les droites de rebroussement en considérant y' comme variable et en cherchant les maxima et les minima de t. On arrive au même résultat en menant les plans verticaux tangents à la surface des inclinaisons ; on pose alors dy' = 00 dans l'équation (7) ; on trouve :
dP dF ^
• Les équations ( 10) et (1) déterminent les valeurs de t et de y' le long des droites de rebroussement. Toutefois , il faut encore vérifier que les droites que l'on obtient ainsi forment contour apparent ou , ce qui revient au même , que t passe par un maximum ou un minimum : sinon les rebroussements n'existeraient pas ; il y aurait seulement une courbure infinie.
Î'ÎO. Solutions sînjsulîères. — Nous savons qu'il n'y a une solution singulière, que si la courbe de contact des
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plans verticaux, tangents à la surface des inclinaisons est précisément une solution. Cette courbe de contact est ici ormée des droites qui satisfont aux équations (10) et (1); si ces droites sont solutions , ce sont les solutions singulières.
En général , ces droites forment contour apparent ; on trouve alors des intégrales CAB (fig. 306j enveloppées parées droites. Si l'une de ces droites OA ne faisait pas contour apparent, chaque intégrale la traverserait soit par un point de rebroussement CAB', soit par un point d'inflexion BAB'.
Il faut remarquer que l'équation ( 10) revient à
^=c^ ou ■y{t)=ao.
La solution singulière est donc la droite solution pour laquelle le développement de l'équation (7) ne peut se faire.
730. Faisceaux lioiuograpliique!!!. — Les lignes isoclines forment un système de droites ; les rajons du diagramme des inclinaisons forment un autre système ; supposons que ces deux faisceaux soient homographiques , c'est-à-dire que l'équation différentielle soit de la forme :
ai/'t + b?/' -{- et -]- d = 0. (il)
Les droites solutions s'obtiennent en posant ?j' = i = B ; ou trouve l'équation :
Si on suppose que les deux faisceaux aient même sommet , les droites solutions sont les droites doubles de ces faiceaux. Il peut y avoir deux droites solutions, une seule , ou aucune selon que les racines de l'équation en 9 sont réelles, égales ou imaginaires.
Premier cas. — Les racines sont imaginaires. Dans ce cas , il n'y a pas de droites solutions ; on trouve que l'origine est un point asj'mptotique et que lintégrale a la forme de la courbe ABCDB'C'D'... de la figure 301.
Deuxième ca^. — Soient ( fig. 302) OB et OF les deux droites doubles. Les deux faisceaux homographiques seront cora-
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plètement déterminés si l'on donne eu outre une dro ite iso cline telle que OD et la direction des éléments d'intégrale sur cette droite. Menons une droite CD parallèle à OF ; soit DS la direction de l'intégrale sur la droite OD ; on obtiendra la direction HS de l'intégrale sur une droite quelconque OH , en joignant le point fixe S au point H oii la droite donnée OH rencontre la droite fixe CD. En efïet, les droites OH et HS que l'on obtient en déplaçant le point H sur la droite CD forment deux systèmes homograpliiques. Ces deux systèmes sont précisément ceux qui sont déterminés par l'équation difiérentlelle , car les droites doubles et les deux droites OD, DS ont les directions qu'elles doivent avoir.
On reconnaît immédiatement que l'intégrale a pour asymptotes les deux droites solutions et a la forme d'une hyperbole. Les droites OB et OF prolongées divisent le plan eu quatre angles ; dans chacun de ces angles , on trouve des branches d'intégrales de l'orme hyperbolique. Les branches situées dans deux angles opposes sont homothétiques inverses. Au point de vue analytique les branches situées dans deux angles adjacents sont aussi homothétiques, mais le rapport de similitude est imaginaire : cette propriété ne peut se démontrer que par l'analyse.
Troisièiiie cas. — Nous avons supposé que la droite CD passe entre les sommets 0 et S des deux faisceaux.
Dans la figure 304 , OA et OB sont les droites doubles; CD est une parallèle à OA; la direction SD correspond à la droite OD ; la droite CD passeà l'extérieur de la droite OS. On trouve alors une branche OEF tangente à la droite OB et présentant à l'infini un élément parallèle à la droite OA. On trouve une autre branche d'intégrale en construisant une courbe OE homothétique inverse de l'intégrale OE par rapport au centre 0. On trouve dans les deux autres angles des branches OH et OH'.
Quatrième cas. — Supposons qu'il n'y ait qu'une droite solution ; dans la figure 3U4 la droite OB vient se coucher sur OA ; les courbes E'OF disparaissent ; la branche OH prend la
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forme OK. On peut aussi traiter ce cas directement. Menons une droite CD parallèle à la droite OA , (jui est deux fois solution ; supposons que sur la droite OD , la direction de Tintegrale soit DS'. Les faisceaux ayant pour sommet 0 et S' et se coupant sur la droite CD sont précisément ceux qui sont déterminés par l'équation différentielle , car trois groupes de droites conviennent savoir les deux groupes dedroitesdoubles et le groupe OD, S'D.
Théorème. — Considérons la figure formée par les lignes isocimes et les intégrales d'une équation différentielle de la forme (11). Projetons cette figure sur un plan quelconque orthogonalement ou obliquement. Nous obtiendrons une nouvelle figure qui satisfera à une équation difiérentielle de même forme. Les projections des droites solutions sont les nouvelles droites solutions.
En effet , les éléments d'intégrales qui sont parallèles ont des projections parallèles; donc en projection, les lignes isoclines forment encore un système de droites convergentes. La relation entre les variables t et y' de la figure projetée a la forme :
a'ty' -\- b't -|- c'y' -h iV --= 0 ,
car cette relation est évidemment algébrique et à chaque valeur de Tune des variables correspond une valeur unique de. l'autre variable.
Appliquons ce théorème au cas où les droites solutions sont imaginaires (fig. 301). Prenons le point 0 pour sommet commun des deux faisceaux ; une droite quelconque LM est coupée par ces deux faisceaux ; les points d'intersection forment deux systèmes de points homographiques ; comme les points doubles sont imaginaires, on peut obtenir ces deux systèmes en faisant tourner un anglç constant LO'M autour d'un certain point fixe 0'. Supposons que les faisceaux O'L , O'M soient tracés dans un plan P faisant avec la figure un certain angle, on peut coasidérer les faisceaux OL, OM comme les projections des faisceaux O'L , O'M. Ces derniers se rapportent à une certaine équation différentielle ; les inté-
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grales de cette dernière font avec les lignes isoclines un angle constant ; ce sont donc des spirales logaritlimi(iues ; on peut donc dire : quand les droites solutions sont imaginaires , les intégrales de l'équation (11) sont les projections de spirales logarithmiques.
Lorsque les droites solutions existent, on peut ramener le cas général au cas où les droites solutions sont rectangulaires.
Si on rapporte les intégrales aux droites doubles prises pour axes coordonnés obliques, on trouve que l'équation différentielle prend la forme y' = — at ; les intégrales ont pour équation yx-''=^- c. Ce sont des hyperboles ou des paraboles selon le signe de a.
Quand il n'y a qu'une droite solution, on la prend pour axe des œ, l'intégrale générale est bx = Z/ (C — log y).
Discussion analytique. — On peut par l'analyse déterminer le genre des intégrales d'une équation donnée de la forme (11). Les racines G , 0' de léquation en G sont comprises dans la formule :
Q -(/^ + c) i: V[b - cY - 4 (ad-bc) ^^^^
De l'équation (1 1) , on tire :
dy'
ad —
bc
dt
{at +
bf
On déduit de là
ad — bc
~ {a3 -h bY '
ad-
In» -i
-bc
L'origine est un point asymptotique , si les racines de 0 sont imaginaires, c'est-à-dire si
ad — bc >
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Les intégrales sont du genre hyperbole , si
ad — bc<0,
car on voit par la formule (12) que les racines de 0 sont réelles, et i)ar les formules (13) et (14) que les dérivées ^' (6) et ^' (9') sont négatives.
Les intégrales sont du genre parabole si Ton a :
(0 — c \ — - — \ >ad — l)c>o.
car les racines sont réelles ; les dérivées 'p' (Q) et vj;' ( 9' ) sont négatives ; et d'après l'équation (15) l'une de ces dérivées est plus i)etite que un , l'autre plus grande. Les intégrales sont des courbes logarithmiques si l'on a :
ad — bc
On a alors 0 = 6' ; l'équation (15) donne '^ (9) = (];'(&')== 1 ; c'est le cas où l'angle u est du second ordre. Nous avons laissé de côté le cas ou ad ~ bc = 0; alors
l'équation ( 12 ) se divise en deux : at -^b = 0, ?/'+- = 0.
Les lignes isoclines ne sont plus des droites convergentes. 73ÏÏ. Sysléiue qucleoiique de droites i««oclincs. — Les
lignes isoclines forment un système de droites , si l'équation difîérentielle est de la forme :
Aîj ^ Buc -\- C = 0. (12)
A, B, C étant des fonctions de ?j'. En général, les ligues isoclines enveloppent une certaine courbe. Les droites solutions s'obtiennent en posant :
L'équation ( 13) détermine les valeurs de ij' ; l'équation (12) donne alors les droites solutions.
L'enveloppe des lignes isoclines est en général la courbe des rebroussements ; il faut quelquefois y ajouter certaines lignes isoclines qui forment contour apparent ; les tangentes
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aux points d'inflexion de l'enveloppe possèdent cette propriété.
L'enveloppe des lignes isoclines est solution singulière quand tous ses éléments satisfont à l'équation différentielle ; mais alors toutes les lignes isoclines sont des droites solutions; l'équation ( 13) est donc une identité et l'on peut mettre l'équation différentielle sous la forme :
C'est l'équation de Clairaut.
Si l'enveloppe n'est pas solution , il ne peut y avoir de solutions singulières que s'il existe des droites solutions le long desquelles les plans tangents à la surface des inclinaisons sont verticaux. Il faut pour cela que l'on puisse satisfaire à la fois aux équations 12, 13 et à l'équation : dp' = 00
ou
dA . f/B , dC •^ di/ djj dy'
§ 3. Foyers des courbes isoclines.
73*î. Environs d'an foyer. — Les lignes isoclines peuvent passer par un même pomt; ce point est un foyer. Pour étudier les intégrales dans les environs de ce point, nous remplacerons les lignes isoclines parleurs tangentes ; nous serons ramené au cas d'un système de droites convergentes.
Supposons, par exemple, que l'équation différentielle ait la forme :
On obtient les courbes isoclines en considérant y* comme constant ; l'équation ( 1 ) représente alors une série de courbes qui passent par les points d'intersection des courbes :
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■ Scient : a,l) les coordonnées d'un de ces points ; transportons l'origine eu ce point ; appliquons le développement de Taylor et négligeons les termes de degré supérieur au premier ; l'é'^uation ( 1 ) prend la forme :
fia -^ db \ da db / ^ '
Les courbes isoclines sont alors remplacées par leurs tangentes ; l'équation (3) prouve que ces tangentes forment un faisceau homographique du faisceau des éléments d'intégrales. Dans les environs du foyer les intégrales auront donc l'une des quatre dispositions que nous avons étudiées au numéro 730. S'il n'y a pas d'élément solution passant par le foyer, les intégrales sont les projections de spirales logarithmiques ; le fo3'er est un point asymptotique. S'il y a deux ou un élément solution qui passe par le fo3^er,on aura les dispositions des figures 302 ou 304.
733. y^|>|>licalion au point singulier «lu plan. — Reprenons l'étude des intégrales dans les environs du point singulier P oti la courbe des inflexions touche l'enveloppe des courbes isoclines (flg. 299). Représentons la surface des inclinaisons et les intégrales de l'espace par une élévation faite sur un plan vertical parallèle à l'axe des œ. Les intégrales de l'espace ont pour équation différentielle :
dx^^ dy ^ dx dif ^ '
Si dans cette équation , nous éliminons ?/ au moyen de l'équation F {X, ?/ , y'} = 0, nous obtenons l'équation différentielle des projections verticales des intégrales de l'espace. Cette équation contient les ordonnées x, y' de ces courbes ; la dérivée est au premier degré ; donc cette équation a la forme que nous venons d'étudier. Le foyer est précisément le point P', car les équations du foyer sont ici :
dx'^^ dy~ ' dF ^
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La première est l'équation de la courbe des inflexions , la seconde est celle de l'enveloppe. Donc en considérant les lignes [x, tj') , les lignes isoclines sont des courbes qui passent par le point P'. Remplaçons ces lignes par leurs tangentes au point P' ; cous rencontrerons quatre dispositions. Les éléments solutions passant par le point P' nous sont déjà connus ; ils sont donnés par l'équation 8 du numéro 721 ; on vérifierait par l'analyse que ces éléments sont bien les droites doubles du faisceau des tangentes aux lignes iûo ,y') et du faisceau des inclinaisons dy' : dœ.
Si les éléments solutions sont imaginaires , les intégrales ont la forme de spirales ; P' est un point asymptotique. C'est le cas de la figure 299. Connaissant la courbe {x , y'), on trouve lïntégrale [x , y) par une simple intégration. On trouve une intégrale ACEGK.
Si les éléments solutions existent, les intégrales {x,y') peuvent avoir la forme d'arcs d hyperboles ayant le foyer pour centre et les éléments solutions pour asymptote ; c'est le cas de la figure 2'j8. Mais les deux cas de la figure 304 peuvent aussi se présenter ; toutes les intégrales passent alors par le point singulier. Les unes E'OE ne donnent pas lieu à des rebroussements ; les autres HOH' présentent des éléments verticaux qui deviennent en projection horizontale des points de rebroussement Si les deux éléments solutions coïncident , alors toutes les intégrales présentent un rebroussement.
§ 4. Axes hydrauliques.
Î31. Éc|Ui)iioii dîfféreiiliell?. — Reprenons l'équation différentielle du mouvem3nt perm'inent (711). Soient : i la pente du fond , h la profondeur de la section , l la largeur de cette section au niveau de l'eau. Remplaçons u par q : w ; remarquons que o) , R , ^ sont des fonctions des variables h et s et que l'on a :
doi = idh -\- 4" , ' ds
az = ids — V\ — i\ ds.
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On trouve
Cette équation est de la forme :
Les courbes isoclines n'ont pas d'enveloppes; mais elles passent i)ar un ou plusieurs foyers.
On ne peut étudier l'équation ( 1 ) qu'en se donnant la forme du lit ; nous choisirons l'une des formes les plus simples que l'on peut donner à un lit non prismatique; nous supposerons une section rectangulaire assez large pour pouvoir admettre les formules approchées :
Nous supposerons que la largeur l croît uniformément avec s , de sorte qu'en prenant une origine convenable on a : l = as. Enfin nous remplacerons le binôme de Bazin par le monôme bii'^ de Prony. Si nous posons alors :
dh_ j^ ^
ds~^' ga' ~^ '
l'équation ( 1 ) devient :
h^s^(i — Yi)=p''[{gb—r,)s—h]. (2)
On obtient les courbes isoclines en considérant •/] comme une constante.
735. Foyer des courbes isoclines, — Nous déterminerons le foyer P ( flg. 310) des courbes isocUnes, par l'intersection de deux courbes isoclines ; nous choisirons :
y) = 2 qui donne ?i = {gb — i) s , (3)
7/ = 00 qui donne h^s^ = p^s. (4)
En résolvant ces deux équations , on trouve :
= p{gb-
= p{gb-
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Transportons l'origine des coordonnées au foyer P ; soient x , y l^s nouvelles coordonnées ; Téquation (2) devient en négligeant les termes do degré supérieur au premier :
3 /îV (?■ - •/]) {lix + sy) =i9« \[gh — •/;) ic — y\. En tenant compte des équations (3) et (4) et en posant y -= tx , on trouve :
3 '4 + •/] (2 gl) — ^i) — t (2 i + gb) — {gb- i) (3 i — gb). (5) Cette équation est de la forme :
cujt 4- by' + c/ + d = 0.
On a (730):
ad — fxi ~ ?) (gb — z')*,
— gb -\- il ±\^ 9 gVj- —^ 20 (gb —7)^ ~ G
La quantité sous le radical s'annule pour les deux valeurs : / = ^^ ( 1 ± 1/0,45).
ou
2=0,33^?;, f^\,Qlgb.
La valeur de a:l — bc prouve que le genre hyperbole ne se réalisera jamais dans les environs du foyer P ; mais selon la valeur de 2, tous les autres genres se réaliseront. Dans les cas pratiques, on a toujours
i < G, 33 gb.
Les racines de 9 sont imaginaires ; le foyer P est un point asymptotique. Pour i> 0,33 gb, les axes hydrauliques passent par le foyer , en touchant l'un des éléments solutions. Pour i = gb, le foyer se transporte à l'infini ; pour i > gb , l'abscisse du foyer devient négative ; cela revient à dire qu'il n'y a plus de foyer dans la partie du plan où il est utile d'étudier les intégrales.
L'origine des axes coordonnés est aussi un foyer ; dans les environs de l'origine, l'équation (2) devient :
{gb — -ri)s- h = o ,
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on en posant h — ts,
Ti + t — ffb = 0.
Les droites solutions sont :
on a :
ad — bc = — l.
Les intégrales sont du genre hyperbole. Remarquons que l'origine est le point où la largeur est nulle ; on ne pourra jamais réaliser [iratiquement, dans les environs de 1 origine, les courbes que nous étudions, car l'équation différentielle suppose une grande largeur.
730. Constrncïîomles coiirbc«« isoclines.— Construisons la courbe :
Nous obtiendrons toutes les courbes isoclines par la transformation :
h = ny , s = mœ.
n, m étant des coefficients qui dépendent de l'inclinaison v] ; en effet , on obtient par cette transformation la courbe :
En identifiant cette équation avec l'équation (2) , on trouve: m=p{i-Yi) '{çb-n) ' (7)
n -=p {i — r^) ^(gb — n)\ (8)
Pour construire la courbe ( 6 ) , posons :
2px==X\ 3û — p=-Y. (9)
Il vient X" =-- — 8 Y. Construisons d'abord la courbe (X, Y qui est une parabole OA (fig. 307). Pour passer d'un poin
(X, Y) à un point {x,y), remarquons que des équations ( 9) , on tire :
^« -I- 2/2 = X^ + YS ij = 'X-\-Y.
Soit A un point (X, Y) ; le point {x, y) se trouve sur le cercle de rayon OA , et sur la droite BC parallèle à la bissectrice de l'angle des axes coordonnés ; on trouve deux points symétriquement placés par rapport à la seconde bissectrice des axes coordonnés. Si on détermine la tangente au point A, on peut en déduire la tangente à la transformée [x , ij) par la construction suivante :
Soit: (fig. 308) A'H' une longueur finie représentant la longueur <:/2/ = AH aune échelle infiniment grande ; le triangle AHD est représenté par A'HD'. Si on fait tourner AD autour du point 0 , AD vient se placer en CF; la figure CNFE est représentée par A'H'F'E'; on obtient cette dernière en menant H'E' parallèlement à BC ou NE; en portant : A'F' = A'D' , angle D'A'F' = AOC et en menant F'E' perpendiculaire à OC.
La transformation que nous venons d'appliquer ne donne pas les points de la courbe {[x, y) pour lesquelles xeiy sont de signe contraire. Pour ces points, on doit poser :
2 xy = — X},
On en tire :
^.2 _|_ jy2 ^ Y'^ _XS
Par un point P de la parabole ( Y , X ) , on trouve deux points S, T de la courbe {x , y) en traçant la droite y =x — Y et le cercle a?^ -f Z/' = Y^ — X*.
Connaissant un nombre suflîsant de points de la courbe {œ,y), on trouve facilement les coordonnées (h, s) de tous les points correspondants des courbes isoclines. Portons sur un axe horizontal les abscisses Xq, x,, x^ des points^ de la
courbe { x , y); joignons les points de cet axe horizontal à un sommets situé à une distance quelconque c? de Taxe. Donnons à l'inclinaison y] différentes valeurs ; le coefficient m prend des valeurs wzo, nit,...; menons des horizontales distantes du sommet S de lUod, wz, d, etc., sur chaque horizontale on trouve les abscisses d'une courbe isocline. On obtient les ordonnées par un faisceau analogue.
Ce tracé graphique pourrait nous dispenser de toute discussion. Néanmoins montrons (fig. 310) comment sont disposées les courbes isoclines , lorsque la pente du fond n'est pas exagérée {^ <0,33^&,).
1° Y, varie de 0 à i. Les équations (7) et (8) prouvent que les coefficients m et n augmentent. Cela est évident pour m ; pour n , on le reconnaît en prenant la dérivée logarithmique; on trouve une dérivée positive :
}_^dn _ 2-/] +{(7t>— 3ï) n d-ri ~ 5(2 — y;) [gb—r,)'
Pour Ti = i , m et n deviennent infinis ; nous savons déjà que la courbe isocline est une droite dont l'équation est l'équation (3). En faisant varier n de o à «, on trouve donc les courbes PH, PF, PF', PF" et PA.
2° Yi varie de ik gb. Les valeurs de m et de n changent de signe ; on trouvera des valeurs positives de Ji et s , en prenant des valeurs négatives de y et de œ. C'est donc la courbe OC de la figure 307 qu'il faut transformer ; on trouve une courbe EE. Pour v; = z , cette courbe EE se rapproche de la droite OA. Si r, croît de i kgb, on reconnaît que m croît en valeur absolue , mais n décroît ; on trouve des courbes telles que E'E', E"E". Pour -n = gb, on a, 7i = 0, m= <x> ; la transformation n'est plus possible ; l'équation (2; donne :
V = -/!-.. (II
gb — i ^ '
La courbe se scinde en deux, GG qui est du genre hyperbole, et Taxe h = 0. Les courbes du genre E' et E" couvrent
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la portion du plan comprise entre l'iij'perbole GG et son asymptote 05.
3° y; varie de gl) à x . La valeur de m reste négative ; celle de n devient positive. Nous obtiendrons des valeurs positives de U et s en prenant y positif et x négatif; c'est donc la courbe ST de la figure 307 qu'il faut transformer ; nous trouverons des courbes ayant la forme d'une hyperbole asymptote aux axes /z = 0 , s = 0. Pour yj = ce , l'équation (2) devient l'équation (4) ; on trouve la courbe K. Entre la courbe K et la courbe GG se trouvent les courbes pour les valeurs y; variant de ^& à oo . La courbe K est le lieu des éléments normaux au fond du lit ; elle correspond à rj = ± ^ •
4° y; varie de — x à 0. Les valeurs de m et de n redeviennent positives ; on trouve des courbes H', H", H'" du genre de la courbe H. Si y; tend vers — co , la courbe H"' se scinde en deux : s -= 0, et la courbe K.
Courlje des inclinaisons. — Si on mène aux courbes isoclines les éléments d'intégrales qui les touchent , on trouve une courbe BCD et une courbe CD' ; ce sont les lieux des points d'inflexion. La courbe G'D' passe par l'origine.
Î37. Tracé «les axes liydranliqnes. — Nous trouvons des axes A, situés entre le fond du lit et la droite K; ces axes présentent sur la droite K un élément vertical ; on ne pourrait réaliser ces axes qu'en établissant à l'amont un appareil pour créer de la vitesse ; ces axes sont susceptibles de ?e relever en ressaut et peuvent être suivis d'un des axes que nous allons étudier.
Au-dessus de la droite K existent des axes A, , convexes vers le haut, ou des axes Aj , présentant une partie concave séparée des parties convexes par deux points d'inflexion. Entre les axes A^ et A3 se trouve un axe intermédiaire qui qui présente en C trois éléments en ligne droite.
Les axes situés au-dessus de la courbe H, ont la forme A3 ;
h croît indéfiniment, mais alors — tend vers la valeur i ; ces
axes présentent une pente indéfiniment décroissante et ont des asymptotes horizontales. Ces axes sont concaves vers le
haut , mais ils deviennent convexes en amont de la courbe BC. Entre les axes A^ et A3 , existe un axe limite A4 ; on le déduit de l'axe A3 , en plaçant l'élément normal au fond , à l'infini, sur la courbe K; on l'obtient aussi en plaçant le point d'inflexion I à l'infini sur la courbe D. On le déduit de l'axe Ah en plaçant l'élément L parallèle au fond à l'infini sur la courbe H. Cet axe se tourne donc entre les courbes H et D et rencontre ces courbes à l'infini. Il est concave vers le haut, sauf en amont de la courbe BC.
Tous ces axes hydrauliques présentent en s'aprochant du point P des formes étranges; ils tournent autour du point P s'approchant indéfiniment de ce point. Évidemment il n'est pas possible de réaliser ces formes bizarres ; mais il faut remarquer que le point P se trouve près de l'origine et qu'à l'origine la largeur de la section est nulle ; on trouve donc en s'approchant du point P des vitesses excessivement grandes, il faut un appareil pour créer ces vitesses ; cet appareil remplace la partie de l'axe hydraulique qui est irréalisable. Il faut remarquer d'ailleurs que près du point P toutes les équations sont fausses: car le lit cesse d'être très large et l'on ne peut pas admettre y = l.
TÎJS. Antre conslpactîon des courbes isoclines. — On peut considérer l'ensemble des courbes isoclines comme un abaque des valeurs de li, s, •// ; les courbes des yi sont les lignes isoclines. Nous allons construire un abaque où les trois sj'stèmes de lignes soient droites ; à cet effet , posons d'abord :
L'équation (2) devient :
iiHi^ {î — y]) = i9« [{gi'> — y;) u—\^.
Prenons deux axes coordonnés et posons : y ^U^i^i — 'n), x = {gl> — Ti).
728 INTEGRATION GRAPHIQUE.
On trouve :
ligne des u , u^t/ = p'^ {ux — \},
ligne des ■/] , x = gh — r,,
ligne des li, y = h"' {i — gl) + x).
Construisons ces trois systèmes de droites ; nous obtiendrons l'abaque des u , r,eth. Il s'agit alors de transformer ce tableau , de telle manière que les lignes des u deviennent s = Jiu , les lignes des h deviennent des droites /i = 1 , h = 2, etc.
On trace facilement les nouvelles lignes des h et des?<; on trace alors les nouvelles lignes des yi de manière qu'elles soient situées dans les lignes nouvelles des u et des h , comme les anciennes. Le problème est résolu.
I.ÎI prismatique. — Si le lit est prismatique , on
doit faire dans l'équation (1 ).
ds
On trouve :
dh
ds ~~
Si on suivait la méthode précédente, on trouverait yi = /'(^); les lignes isoclines sont des droites parallèles; mais si nous prenons h comme abscisse , on a :
donc l'ordonnée s est une simple intégrale ; en traçant la courbe dérivée , on obtiendra immédiatement l'axe hydraulique par une intégration.
Posons :
L'équation (12) devient :
,,s='-=^^an. (16)
Cette transformation revient à représenter les longueurs 5 par (les longueurs 5' proportionnelles mais beaucoup plus petites ; c'est un changement d'échelle des 5 , analogue à ceux qui sont usités dans l'exécution des profils en long. L'élément horizontal de l'axe hydraulique satisfait aux équations :
-— = - ou -7-, = l. (17)
ds l' 1 — f^ ds'
Nous avons (fig. 309) tracé l'axe 05' de manière que les éléments horizontaux restent horizontaux après la transformation.
Considérons dans l'équation (16); h comme abscisse, s' comme ordonnée ; l'axe hydraulique est la courbe intégrale de la courbe :
_l^HiW, (18)
^ 1 - cp [h)
Prenons pour construire la courbe des y, les axes yo'JV ; construisons d'abord les courbes ?/' =^(/0, 2/" = ? ('0- La courbe y" = cp (/i) a la forme AB; on reconnaît, en effet, que l'on a 9 (o) =00 et que la fonction (p décroît constamment quand h augmente pour les formes ordinaires des sections. On trouve que la courbe ?/' = ^]; ( /i) a une forme analogue CD^
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Mais la courbe CD est située sous la corde AB, car des équations (4) et (5) on tire :
Ce rapport reste plus petit que un pour les valeurs ordinaires de la pente 2 ; en effet, dans les conditions les plus défavorables à cette proposition , on aurait :
R ' X ? 1/ 1 - f gy-
Or la pente i est toujours beaucoup i»lus petite que r/y.. Portons o'o" = 1 ; par rapport à Taxe o"h" les courbes AB et CD représentent 1 — 9 et 1 — ']; ; on trouve les ?j en divisant les ordonnées de la seconde par celles de la première ; on trouve la courbe O'KL EF. Si on intègre cette courbe on trouve MNP et QR ; par tout point passe un axe hydraulique que Ton déduit des axes MN, NP ou QR par l'addition d'une constante. La droite h = 0''H est une droite solution ; c'est la droite du mouvement uniforme.
Pour tracer graphiquement un axe hydraulique, il n'est pas nécessaire de construire les courbes dérivées ; il suffit de porter , pour des valeurs suffisamment rapprochées de h , l'échelle des valeurs des fonctions 1 — -j^ et 1 — 9 sur deux axes perpendiculaires ; en joignant les points correspoudants de ces deux échelles , on obtient les directions des éléments des axes hj'drauliques ; on intègre par approximation.
Connaissant la forme de la section, on trace la courbe
des w, des /, des R ; on trouve le polynôme ( a + {-) - par
la méthode employée au numéro 702 ; on obtient •]/ en multi-
Q pliant deux fois par ^^; on obtient 9 avec la même facilité.
740. lunuence de la pente. — Si la pente du lit augmente, la courbe CD ne varie presque pas ; mais les ordonnées de la courbe AB diminuent.
Pour une certaine valeur de la pente, la courbe AB passera parle point I, c'est-à-dire que la longueur HI s'annulera. Pour une pente i)lus forte , le point H viendra se placer entre les points 0'' et I ; les éléments parallèles au fond sont alors à une profondeur moindre que les éléments normaux au fond ; on a la disposition MP', Q'N'R'.
Lorsque le lit n'est pas prismatique , le nombre de dispositions est considérablement augmenté ; reprenons le cas du lit divergent vers l'aval. Si la pente augmente, les formules (3) et (4) montrent que le foyer P (flg. 310) s'éloigne de l'origine et arrive dans la partie utile du plan. Pour
i = \\ — 1^0,45 ) ffb , il y a un élément solution passant par le foyer; cela prouve que la courbe des inflexions BCD passe par le foyer P. D'après la forme de la surface des inclinaisons, on peut prévoir que lorsque la ligne BCD atteint la verticale du foyer, elle présente sur cette verticale un élément vertical qui devient, en projection, un point de rebroussement. Si la pente augmente encore , il y a deux éléments solutions ; la courbe des inflexions dépasse la verticale P pour y revenir à un autre niveau ; en projection la courbe forme une boucle au-delà du point P ; le point P est un point multiple. Il faut remarquer qu a l'aval du foyer les éléments normaux au fond du lit sont au-dessous des éléments parallèles , comme dans les lits prismatiques à pente modérée; à l'amont du foyer, c'est l'inverse qui se présente. Si la pente devient égale à gb, on trouve que le foyer s'éloigne à l'infini; les courbes isoclines ne se coupent plus ; les éléments normaux au fond du lit se trouvent au-dessus des éléments [)arallèles ; on a donc une disposition comparable à celle qui .se présente dans les lits prismatiques à forte pente.
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