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PRAGUE
CHEZ JT, Gf. CVf i VB 9 LIBRAIRE.
jËvis au Lecteur.
Il y .1 environ un an, que Monsieur .1. I.. f'auchy, connu par des
MVTBges qui le mettent un rang des premiers mathématiciens, présenta à la Société royale des Sciences son dernier traita, intitulé: Mémoire sur /« Dispersion de ta Lumière, pour le recevoir an nombre des dissertations, que cette % Société publie de temps à autre, et qu' elle Tait imprimer à ses Irais.
La Société royale, toujours empressée de contribuer à l'avancement des seienees, et par cette raison prête h tous les sacrifiées, résolat de faire examiner, par une commission choisie dans son sein, le traité de M. CaifrAy. et d'en faire statuer sur le mérite pour l' impression.
Le rapport de eette commission, étant de la teneur: >:qne ce traité iconeernait une des brandies les plus importantes de la physique et de la > mécanique, qu'il étendait de beaucoup les connaissance* dans ers matières, ma il surpassait tous les traités semblables d'autres écrivain dans cette parvlie, et qu'en conséquence les sciences physîco- mathématiques reraîent, par , cette publication , un procès considérable ; < la Société royale accepta !»• manuscrit île M, C'awc/ii/, pour le faite imprimer.
Mais, comme, par des présentations supplémentaires de la continuation du manuscrit, le traité dépassait les bornes d'une dissertation, il ne pouvait être reçu dans la série de celles, que la Société royale publié de temps en temps, et il a du être imprimé comme un ouvrage séparé et indépendant On a choisi pour cet effet, un plus grand format, savoir le format in-quarto afin de mieux rendre les longues formules et les tables très - étendues de l'auteur, et de mettre au jour une édition aussi élégante et correcte que possible.
Prague, le 10 juin 1836.
La Société royale des Sciences de Prague
en Bohème.
MEMOIRE
Considérations générales,
"ans un mémoire précèdent, nous avons fait voir comment les lois de propagation et de polarisation de lit lumière pouvaient se déduire des équations aux différences partielles qui représentent le mouvement d'un système de molécules sollieitées par des Forces d'attraction ou de répulsion mutuelle [voyez le cinquième volume des Exercices de mathématiques]. Toutefois', comme les formules (11) de la page 131 du quatrième volume des Exercices, auxquelles nous avons eu recours, ne sont qu'approximatives, les lois que nous avons établies ne sont pas rigoureusement exactes. Pour s'en convaincre, U suffît d'observer que, dans l'énoncé de ces lois, on ne trouve rîcn qui soit relatif à la nature de 1a couleur. Or la dispersion des couleurs par le prisme prouve que, dans les corps transparents, la vitesse de propagation de la lumière n'est pas la même pour les différentes couleurs. D'ailleurs les physiciens qui ont adopté l'hypothèse dci ondulations lumineuses, supposent avec raison que la nature de chaque couleur est déterminée par la durée plus ou moins grande des oscillations des molécules de l'éthcr, de même que la nature du son produit dans un corps solide ou fluide est déterminée par la durée plus ou moins grande des oscillations des molécules de ce corps. Il est donc naturel d'admettre qu'il existe une relation entre la vitesse de propagation de la lumière et la durée des vibrations lumineuses. Or cette relation ne saurait se déduire des équations aux différences partielles inscrites sou9len.°(ll), à la page 131 du 4." volume des Exercices. Mais it importe de remarquer que ces équations se tirent ellesmêmes de formules plus générales que j'ai données dans le troisième volume [pages 190 et suivantes]. Frappe de cette idée, M. Corîolis me conseilla de rechercher si la considération des termes que j'avais négligés en passant des unes aux autres ne fournirait pas le moyen d'expliquer la dispersion des couleurs. En suivant ce conseil, je suis heureusement parvenu à des formules à l'aide desquelles on peut non-seulement assigner la cause du phénomène dont il s'agît, mais encore en découvrir les lois qui, maljré les nombreux et importants travaux des physiciens sur cette matière, étaient restées inconnues jusqu'à ce jour.
Pour que l'on puisse saisir plus facilement les principes sur lesquels repose l'analyse dont je vais faire usage, je reproduirai d'abord en peu de mots les équations différentiel- ■
les qui déterminent te mouvement d'un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
§. 1." Equations différentielles du mouvement d'an système de molécules sollict'téet par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
Considérons un système de molécules nu points matériels distribués arbitrairement dans une portion de l'espace et sollicitas au mouvement par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Soient m la masse d'une de ces molécules, m, m', m", .. celles des autres, et supposons que, dans un étal d'équilibre du système, jr, y, z désignent les coordonnées de la molécule m rapportées à trois axes rectangulaires, .r + i/.r, j+^/j/, z-\-4z les coordonnées d'une autre molécule m, r la distance des molécules m et m,
o, fi, y les angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-axes des coordonnées positives. Admettons d'ailleurs que l'attraction ou la répulsion mutuelle des deux masses m et m, étant proportionnelle à ces masses et a une fonction de la distance ♦-, soit représentée, au signe près, par (1-) tn«f(»
f(f) désignant une quantùc positive lorsque les masses m, m s'attirent, et négative lorsqu'elles se repoussent. La résultante des attractions ou répulsions exercées sur la molécule m par les molécules tn, m',..., aura pour projections algébriques sur les axes coordonnés
(2) tnS[mcosttf{»] , mS[mcos/Sf(j-)] . tnS>cosyf(»-)]
la lettre S indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs aux diverses molécules «r, m', etc....; et, puisque le système CBt, par hypothèse, en équilibre, on aura nécessairement
(3) Sj>cos«r(>)] = , S[»nco9.8f(r)] = , Sfmcosju»] =3 0.
Ajoutons que les quantités Ax % Jtj, Jz pourront être exprimées en fonction de r et des angles a, fi, y par les fm mules
(4) Ja-=rcoso, Jy =:rcoS/3 , Jz=rco»y.
Supposons mainlcnuut que, le système venant à se mouvoir, les molécules m,
ni , ... , se déplacent dans l'espace, mais de manière que la distance de deux molécules m et m varie dans on rapport peu différent de l'unité. Soient, an bout du temps /,
des fonctions de x> y 9 z 9 t qui représentent les déplacements très-petits de la molécule m, mesurés parallèlement aux axes coordonnés > et
la distance des deux molécules m , m. La quantité très-petite 6 exprimera la dilatation linéaire mesurée suivant le rayon vecteur r ; et, comme les coordonnées respectives des molécules m, m deviendront
les projections algébriques de la distance r(l + e) seront évidemment
Jx+J£i dy+dl* 4*+4Çi
ou, ce qui revient au même,
rcosa+JÇi rcosfi+Jrj^ rco$y+J£.
On trouvera par suite
(5) r 2 (i+a) a =(rc08a^-^|) , +(rco8/î+^J ? )»+(rcosy+^0^ et Ton en conclura
(6) i + «= y J i +^(co8a^+co8^+cosy^O+^(^i a +^ijM-^ a )
D'ailleurs, au bout du temps f, le rayon vecteur mené de la molécule m à la molécule m formera, avec les demi-axes des coordonnées positive*, des angles dont les cosinus seront représentés , non plus par
,^v àx . Jy à*
(/) cos «=:—-, cos£=— — , cosy=— ,
mais par
,-Cl-H) ■
tëu conséquence, les projections algébriques de la force motrice résultante des attractions ou répulsions exercées par les molécules tn , tn, ... sur la molécule m, deviendront respectivement égales aux troia produits
•?j-?rr^-)Wi'
tandis que les coefficients de m dans ces produits ,
Jj\ 1KH-«)}|
^(.^^iM^ij, .ji^^agBaij
représenteront les projections algéliriqucs de la force accélératrice qui sollicitera la molécule m, et qui sera due aux acliong des molécules tn, m', etc.. D'autre part, si l'on prend x, y, z, t pour variables indépendantes, les projections algébriques de la force accélératrice capable de produire le mouvemeut observé de la molécule tn , pourront être représentées par les expressions
dt*
ilt 1
puisque £, 77, Ç, désignent les déplacements très-petits de la molécule m mesurés parallèlement aux axes de .t*, y, «. Donc, si le mouvement est uniquement dû aui actions moléculaires , on aura
<MM-
Concevons à présent que, les déplacements £>*?>£ et leurs différentes finies étant considérées comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on néglige, dans les seconds membres des formules (11)) les infiniment petits des ordres supérieurs au premier. Alors, comme on aura, en vertu de l'équation (6),
(12) «=— (cosa*f£+cos/?^ij+co8y^£) f
on ne devra conserver dans le calcul que la première puissance de s; et, en faisant, pour Abréger,
(13) /(r) = |.f'O0-f(r), on trouvera
Par suite on tirera des formules (11), réunies aux équations (3),
^-= S m -^T-v/l! +S[«./(r)eco 8tt ],
~ =:sL-^^ri+SIm/(r)€Co«y], ou, ce qui revient au même
Telles sont les équations propres à représenter le mouvement d'un système de molécules qui, étant sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, s'écartent très-peu des positions qu'elles occupaient dans un état d'équilibre du système.
§. 2. Intégration des équations établies dans Je paragraphe précédent,
Qnellcs que soient les valeurs générales de ; , 17, £ propres à vérifier les équations (10) du paragraphe précédent, on pourra toujours les supposer développées eo séries d'exponentielle» dont les coefficient» soient des fonctions linéaires des variables indépendantes JC,y, z. En d'autres termes, on pourra représenter J, r/, £ par des «pressions de la forme
», «, u> désignant des constantes arbitraires, mais réelles, a, b, c des fonctions réelles ou imaginaires de x , y , -, / , convenablement choisies, et le signe i' indiquant une somme de termes semblables les uns aux autres, mais correspondants k divers systèmes de valeurs des constantes arbitraires u , v, w. Cela posé, soient tr, f, f les parties réelles des fonctions a, b, t, et — jj, — h,, — î les coefficients de V~ ^ans cea mêmes fonctions. Les formules (1) deviendront
Comme on aura d'ailleurs
€ {ux+vy+wz)\- L -. cos ( U x+ty + wz) + VTsiu(u.r + ry+wz) ,
on tirera des équations (2 ), en développant les produits renfermés sous le signe 2', et supprimant les parties imaginaires dans les valeurs de ; , r t , ." qui doivent rester réelles,
i ^=T[6cos(«x+i/ - y+w^)-r-9sin(a^ , -f-i) i y-r-M'i)],
(4) l »j — ^ [ ( cos ( «.r -f- uj + wz) + 1) s i ii (kj; -f- vtf + toz')] , I Çr=^[fco8(«jr + yy + M'^) + isin(«a , + t;y- r -wî-)].
Soient maintenant
(5) ry+^+„^=*,
Les constantes a> b, c vérifieront la formule
et représenteront les cosinus des angles formés par une certaine droite OP avec les demi-axes des coordonnées positives. De plus, comme on tirera des équations (6)
(8) w = ia, tf = i£, u>=ir, et par suite
(•) •Mf+t^+tiu;=Jfc(<Mr+Jy+c*),
il est clair qu'en posant , pour abréger ,
(10) v=zax+b$ + cz f
on réduira les équations (4) aux suivantes
£ = S (tcosi* + gsini*) , (H) ^ ij=2(fcosJti7+^8inJb),
Ç=«2f (fcosfc-t-tsinlp).
Alors v représentera la distance du point (x, y, z) à un plan O C0" mené par l'origine et perpendiculaire au demi-axe OP, cette distance étant prise avec le signe •J- ou avec le signe — , suivant qu'elle se mesurera dans le même sens que le demiaxe -OP, ou en sens inverse, à partir du plan OO O' dont l'équation sera,
(12) ajc+by + czzz:0»
II reste à faire voir comment ou pourra trouver les valeurs des coefficients fc, e , f , g* 1), i exprimées en fonctions de la variable t et des constantes arbitraires ft, «, b , c. On y parviendra sans peine, à l'aide des considérations suivantes*
Considérons d'abord le cas particulier où chacune des inconnues £, 17, £ serait représentée par un seul des termes compris sous le signe S dans les formules (H)» c'est-à-dire, le cas où l'on aurait
(13) ^ 2=fC08i*+l)8iiiJfrtf 5
Ç = f cosfo + t sinkv.
Alors, en indiquant par la caractéristique J l'accroissement que reçoit une fonction de x> y, z, quand on fait croître x de Jx^ y de Jy % z de Jz % et par la lettre â l'angle que forme le rayon r avec le demi-axe OP, on trouvera
(14) cos£=aco8a+(co8/?-|«cco8y; % puis on tirera 1.° de l'équation (10), jointe aux formules (4) du §. 1.",
(15) Jv=zaJx+bJy+cJv=Zrcoidi
et par suite
J cosïp = cos (ht + iJv) — C08(ft*)
=3 — [1 — C08(£rc08<7)]c08£» — 8in(£rco8<7).sinJhr ,
J sin ho = sin (J&*+ Te Jv) — sin (ko)
=z — [1 — cos (krcosâ )]sinl* •+• sin (£rcos<?).cosJh? , 2.° de la première des équations (13)
(17) J'i = — (fccosft* + g sin ko) [1 — cos (jfcrcosd)] -|- (9 cos£* — & sin£*) 8Mi(Jb*cos â).
Donc, si. l'on prend pour variables indépendantes v et f,. au lieu de .r, y, *, /, on aura simplement
*x, «. sin (krcosô) d$
(18) y | = - [1 - €08 (fc-COS*)] g +— ^ ' ^
on, ce qui revient au même,
^ ,. . „/Jtrcos<î\ . BinCkrcoBÔ) d^ _ 4
//£ = — 2 £ sin 2 f — ^ — 1 + v - -r- : on trouvera de même
do
kreosâ \ 8in(ircos(î) «^77
r4Q x J Â . / ffreoso \ sinjffrcosoj aq
^ _ a - . . / fcrcoscf \ . 8in(Jtrcostf ) «JÇ
En substituant leg valeur», précédentes de J% , Jr^ J± dans les équations (16) du § !.•% et faiimt, pour abréger,
<*> J 9tt=8 |M±^(±2ïî)j + 8JM^w /!d ..(i^l)j
n \2mf(r\ , ,/trcoBâ\) . a l2mf(r) , ,,/krcouâ\) 36 s S |— ^sla't -y- ^ + S -^a cot^to^— g- ) j ;
* = S Ï&P- c../?co8y.ia* ( ^ ) J , (21) | 2. = s|i2Mc My co««in'(±^!£)|v
*= SJ ^^ coB«co»/g 8 ^(±^ ) J » .
f = si r^ ff) 8in(*»-coBrf)| +S JM!l C o 8 '«8in(trco8d)J ,
(22) J ^' = S J!!î!!^8Kib-C08(f)l+sjj2^C08 i /Î8fn(^08d)î'
9t' = SP~ 8in(fc-co»d)j+S j Mîl C 08?y8in(*r«08<*) ,
4P = S }*^ r ^ cog/Jcosygin^cosd) J ,
(23) J 2,' = S ] cogyco808iii(Jb , c«8<>) J «
jr' = S ) . -W' cosacos/JsinfJycosd) 1er
on en«conclura
g = -(. J >; + «, + «)+(aiJ+w^ + î^),
Les équations (24) se simplifient lorsque, dans l'étal d'équilibre du syBlème proposé, les masses des molécules m, m', m", etc. . . . , sont tien \ a deux égales entre elles, et distribuées symétriquement de part et d'autre d'une molécule quelconque m sur des droites menées par le point avec lequel cette molécule coïncide. .Eu eiTet, comme la valeur de cos d déterminée par l'équation (14), et par suite les termes dont se composent les sommes indiquées par le signe S dans chacune des formules (22), (23), changent de signe en même temps que les cosinus des trois angles a, : i, y, il est clair que ce* termes, comparés deux à deux, seront, dans le cas dont il s'agit, équivalents au signe près, mais affectés de signes contraires. Donc alors les coefficients désignés par jÇ,', Oïl\ DS', T', 2,', 'X s'évanouiront, et les équations (24) se réduiront k
CU
\ gs=-<»l4-9»iî+*0.
Les équations (25) fournissent le moyen de déterminer, au bout du temps I, les trois fonctions £, tj, Ç, ou, ce qui revient au même, les six fonctions S, f, f, g, h, i, lorsqu'on connaît les valeurs initiales de ces mêmes fonctions et de leurs dérivées prises par rapport à t. En effet représentons par
les valeurs initiales de
la i ty i
les Tileurs initiales de
?», &i> *»> ^M 0>> (k> fit
rf| «fy d£ «** «**• _££ ^£ _£î>. .£*.
"3?* *"' "*** dt * <fc' «7* * A* ** *' On aura, en vertu des formules (13),
(**) ^ rj Q = focosjt* -f- l^sinJt* ,
c o = focosi* + t sin& ;
| a = ^cosfo + gisinjt* ,
(27) . { Ci — faCOsJb' -|- {jasinit* ,
r t =: f a cosir/ -|- t t sinJt* ;
et Ton pourra déduire des équations (25) les valeurs de §, 17, t, relatives à un instant quelconque, en suivant la méthode que nous allons indiquer.
Soient A, tft, 6 les cosinus des angles que forme, avec les demi-axes des jt y, z positives, une droite OA menée par l'origine, et prolongée dans un certain sens. On aura
(28) «i a + tô a +C a = i;
et la droite OA sera représentée par la formule
JL — y, _ _ji
A. ift O
Soit encore
(30) 8 = cA»! + tài7 + £Ç.
La valeur de a déterminée par la formule (30), représentera le déplacement de la molécule m mesuré parallèlement à la droite OA, et sera positive si ce déplacement se compte dans le même sens que la direction OA, mais négative dans le cas contraire. D'ailleurs, si l'on combine par voie d'addition les formules (25) après avoir
multiplié les deux membres «le la première par A, troisième par C, et si l'on choisit A, il., G, ou de manière que les trois fractions
plutôt
seconde le rapport
par \\ de la
S.J.+'Ma+RS
deviennent égales entre elles, on trouvera, en désignant par a 1 , la valeur commune de ces trois fractions
Or il existe trois valeurs (le
,,,, £A+fl t * + 2.C
propres à vérifier la formule
•,...,, + :■, ., tS + TG __ a.A+giA + ate _ ^ _ ^ _ a
et par conséquent les trois équations
(34) 1 ift A-H3K— a')W + 5*C = o,
| a-A+^^+Cat— O c = B '
desquelles on tire
(35) (£— ^)( i >ll-^')(9t-«')_$'(^_»')_ &*(«*— .')— 'A'(3t-s')4-2<ia*Jl=0,
De plus à ces trois valeurs de s* correspondent trois systèmes de valeurs pour les
rapports -— -, — r— , et par conséquent trois droites OA\ OA'\ OA'" avec lesquelles
on peut faire coïncider successivement la droite 0.1. Enfin II résulte de la forme des équations (34) que ces trois droites se confondent avec les trois axes de la surface du second degré représentée par l'équation
£.x* + Wly ;! + 3lz t + 2<£yz + 1lïLzï + 2<Jiy.3 = i,
x, y, s désignant de nouvelles coordonnées relatives à de nouveaux axes rectangulaires qui seraient menées par le point parallèlement aux axes des .r, y, x; el l'on peut ajouter que, dans le cas où cette surface est un ellipsoïde, les trois valeurs de a' «ont précisément les carrés des trois demi -aies. Doue, à l'aide de la formule
(32), on pourra déterminer, an bont dn temps *, les trois déplacements de la taolécule . m mesurés parallèment aux trois axes de l'ellipsoïde, et par suite à trois droite» perpendiculaires entre elles. Si l'on désigne ces trois déplacements par e\ a\ a"\ et les valeurs correspondantes de X, 1A, G par
ji\ *\ e'j x\ **, e" 5 «*,"', * w , e'" ? .
on tirer» de la formule (30)
8"'=A' w î+ift'"i î +e' ; 'r}
et, comme on aura d'ailleurs
LA,'*+in>*+è' i =i % cH,"*+ifi"«+e'f*=i; «V" , .Mk"".f- ©'*=*,
(A'U'"-H&"t&'"+e"e'"=ao, rA'+fi¥+e w e'd) ) «ft.x'-HftW+e'e"=o
puisque les trois droites Ouf, OA\ QA" se coupent à angles droits, on conclura des formules (37)
| = «fcV + X'a" + X"o w ,
Quant aux valeurs générales de «\ tf", «'" , on les déduira de l'équation (32) en opérant comme il suit.
ds Soient & , «i les valeurs initiales de a et de — - . On aura
(40) «0 = a >lo + ^0 + er >
ou, ce qui revient au même ,
(42) 8 = (>o^ + «o^+f u e)«°**« > + (8o<«'+^'>ft + »oe)8 i n*«'»
(43) 8 i =(M. + fiiû+fâ©)cos*«'+(a 4 Jl,-H»î&+iie)8in*»}
et Tm tire et t f|—Jtisj («)
(44) e=a^e»«<+*-j-=«be«iJ«+«by.e«i««* ï
ou, ea d'antre* temes,
Cela posé, faisons pour abréger,
(46) fceosfc-H**»*»^^), f c M ir-H «iiii*= ï (r), f a toab-Ho«irt'=?(*) »
(47) >.cotK-t-î.rinir=<Z)(r), r,cotk-H 1 riiil»=X(»), f,codh-H.tddhr= 1 P(r),
et
(48) £ = fi.
Les fonction*
(49) ç>(»), *(*), VW; <K")i *(»)» *(»)
représenteront les Taleur» Initiales de
dt d* *;
?» f' *ï A » dt* A»
et l'on tirera de l'éqaation (44), réunie aux formules (42), (43),
. /.«j . QM-fl/M-fifr-oQ » ^.xM -fiiH-x^ao . ^ yfr+fiQ+yfr-fioL ,
•*v .r â + * * He 2 p
Concevons maintenant que, let trott valeurs de a* propres à vérifier l'équation (35) étant positives, les râleurs correspondantes et positives de s soient désignées par s , s" , *'" , et les valeurs correspondantes de 42 par 42' , 42" , 42"'. La formule (50) donnera
( 15) (M) s —A 2 '. . .' — rm j— 1-e ~ 1 —
■Mr+fl" , /i+ l /'-fr-Ji'"r> .
En substituant tes valeurs précédentes de «', a", a" dans les équations (39), on obtiendra pour i, -»;, -." des fonctions de e- et de * qui auront la double propriété de satisfaire, an bout d'un temps quelconque /, aux équations (,25), et de lérifier, pour une valeur nulle de I, les conditions
(54) g = *W, -i=ïW. &=*<«)ï
*(,), jfaXM,
Les inconnues £; r, Ç et s", a", e" ou les déplacements de U mnléciilc m mesurés parallèlement aux axes des .r, y, ' z et à ceux de l'ellipsoïde (36), étant déterminées comme on vient de le dire, on en déduira sans peine la lîlesse o de la molécule m au bout d'un temps quelconque t. Bu effet, si l'on projette cette vitesse 1 . ° sur les axes des or, y, a, 2 . " sur les aves de l'ellipsoïde (36), on trouvera pour projections algébriques dans le premier cas
dana le second caa
du dl '
et |ui suite on aiua
dl'
du" ~dï'
il;
fl»)
N,«fl rafcM m i
.(.)=JtfM+«i(»)+,e*«k
W+*X(»)+ST
»(.-4-fio+»(.— an
nf f +Qr+n(,— cr),
l *me représentent le* esnxslî**s (39) rivict ■
<*ï), (M) le»
bien » et /. Dnoc, «a bout «un tempa quelconque l. s il ène» serottt le* mêmes »
représente* par l'équation (12).
Loraqn's l'origine 4a i
(SIX ei eo
méat, les vitesses et les dcnlaeemenu des molécaics »*i»i psraDèJe* 1 l'on des Irais aies de l'ellipMÎde (36), les foocûou «i», /!(*) déterminées par les formule* (60), (61), et "inconnue s déterminée par I* équation (61) •'evsssuitvent pour deux des isleurs de s représentées par s', a~, s"; en d'sirtres termes, deui des déplacements abiolua et les «itessea absolues des molécule» revient toojoor* parallèle* au même aie de l'ellipsoïde. Si, dans le cas dont il s agit.
celai des déplacement*
»*J*ar« initiale* de
fjui diacre de aéco étant désigné par a, le*
•avoir m (f) et 17 (t) vérifient la condition
(«fj
U formule (62) donnera
Alors 1* valcnr «le a sera la même pour le» molécules situées, an bout du temp* /, à la distance p du plan O'O'O" représenté par l'équation (12), et pour le* molécules situées au bout du temps t + Jt à la distance v+Jf, la quantité A» étant déterminée par la formule
z — iiJt.
Donc le mouvement d'une molécule quelconque m se transmettra immédiatement à d'antres molécules voisines situées du cité des v négatives, et la vitesse avec laquelle le mouvement se propagera dans une direction perpendiculaire au plan 000"
Je ou la valeur numérique de — — fournie par l'équation (20), sera précisément la constante positive £2- De plus, comme la fonction <"(#), déterminée par l'équation
2rc (60) reprend la même valeur qnand on y fait croître v de -r , il est clair que
la fonction e=rw(»+i30 reprendra la même valeur quand on attribuera l'accrois-
2fï In
■ement -r~ a la variable t>, ou l'acroisscment ■jô à ' a variable /. Cela posé,
faisions
2ft
Si, au bout du temps /, ou divise l'espace en une infinité de tranches par des plan* parallèles les uns aux autres, el correspondants aux valeurs de r qui reproduisent des
valeurs données de la fonction e et de sa dérivée j- . la constante / représentera évidemment l'épaisseur de chaque tranche, tandis que la constante T représentera la durée des oscillations isochrones successivement exécutées par une molécule. Nous nommerons ondes planes les tranches dont nous venons de parler, et, pour fixer les idées, nous supposerons ces ondes comprises entre des plans tracés de manière qu'au bout du temps t l'épaisseur de l'une d'elles aoil iliiisée en parties égales par lo plan auquel appartient l'équation
Alors on sors constamment
ou, ce qui revient au même ,
ax + &t/+cz~ — Qt.
et ;- = a.'(o).
J e=Vl+'-» + ''.2 et ^ = ifl(j J. + l),«. r -i e)
pour tous les points situés dans les plans qui diviseront en parties égalée tel épaisseurs des différentes ondes, et
*="©• ;l= lflB, '(D'
ou, «c qui revient au même,
pour Icb pointa siinija dans les surfaces planes qui sépareront ces mêmes ondes les unes «les autres. De plus, la vitesse de propagation d'une onde plane, c'est-à-dire, en d'antres termes, la vitesse de déplacement du plan (68) ou (69), mesurée dans une direction perpendiculaire à ce plan, sera constante en vertu de la formule (68), et représentée par i?. Comme on aura d'ailleurs, en vertu des formules (66), (67),
(74) iîT=l y
il est clair que la vitesse il sera en raison directe des épaisseurs des ondée, et en raison inverse des durées des oscillations moléculaires. Enfin on tirera des équations (48), (66), (67)
et par Boite la formule (60), qui détermine a en fonction de k pour une direction donnée du plan OO'O", pourra servir encore à déterminer T on £2 en fonction de /. Donc il existera généralement une relation entre U * iios.se de propagation Si d'une onde plans et son épaisseur /.
Si la condition (63) était remplacée par la suivante
17» = — flrfl»)
la formule (62) donnerait
e = cr(*— £/)•
Alors la valeur de a serait la même pour les molécules situées an bout du temps
I à la distance d, et au bout du temps t-i-Ji a la distance t-t-Ji du plan
OO'O", la quantité ~i c étant déterminée par l'équation
(80) dv = SiJt.
Donc le mouvement d'une molécule quelconque tn se transmettrait immédiatement
à d'autres molécules voisines situées du côte des s positives, et la vitesse avec laquelle le mouvement se propagerait dans une direction perpendiculaire au plan OO'O",
i la valeur de
Jt
fournie par l'équation (68) aérait toujours la constante po-
Dans ce cas, on pourrait encore diviser l'espace en une infinité de tranelies ou ondes planes égales de même épaisseur, à J'aide des plans parallèles au plan OO'O', et cor-
re 9 pondant s aux valeurs de v qm reproduisent les valeurs de h et -=- fournies
par les équations (72) et (73). Alors aussi l'épaisseur de l'une des ondes serait divisée en deux parties égales par le plan auquel appartiendrait l'équation
(81) vAÛt,
ax + by + cz = Sit,
et les formules (80) et (71) continueraient de subsister pour tous [es points situés dans les plans qui diviseraient en parties égales les épaisseurs des différentes ondes. Enfin l'épaisseur l d'une onde plane, sa vitesse de propagation Si, et la durée T des oscillations moléculaires vérifieraient toujours les équations (66), (67) qui entraîneraient encore les formules (74), (75), (77).
Si l« fonction* b(»), TT(i-) ne vérifiaient ni la condition (63), ni li condition (78), le mont cincnl ne cesserait pas d'être driermïné par tes trois formules (51), (52), (53) dont chacune est semblable à la formule (62), et on pourrait le considérer comme produit par la composition de sii mouvements pareils à cent que représentent les équation» (64) et (79). Les ondca planes correspondantes aux sîi mouvements dont il s'agît se propageraient dans l'espace avec des vitesses deux a déni égales entre elles, mais dirigées en sens inverses, et représentées par £î , £î", fi".
Si, an premier instant, les déplacements et les vitesses des molécules, mesurés parallèlement aux axes coordonées, étaient représentés par des sommes de termes semblable* à ccuk que renferment les seconds membres des formules (26), (27), en sort*
t Ç = ,ï(p c°8**+8<>«iiut I ).
{ r i0 = S (r cosAv + ij '<mi. ), \ l = S (foeos«V4- iorinaV) ,
!Ç, = i' (Vusfcr -r-9,siiiili ) , \ t _~ T(t.mifci I frjfal»).
r, = f(f,cos<V + i,siiu[ > r) ;
ou, ce ijni retirai a
>,„ = 2 Jt^o» (ux+vy + ws) + Viin (tue + vy+w*)} , r„ = 2[((,jcm (ifcr + 1^ + wt) -f- tosiri (tue + vy+wz)] , §, = ;'■'*,"" («jr-f- t_y + ■») -+• gisîn (vx+ vy + tu*)] , t> = -[('»<*>• («.r-H/y-f w-t) + |),Bin (iw + vj+u-*)], ri = J[(f|Coi (ux -t~vy+ w*) + i.sin (*j + "J/ +<**)] ;
la fonction v étant toujours déterminée par la formule (10), et le signe S indiquant l'addition de pluaieur* ou même d'une infinité de termes correspondants à divers systèmes de râleurs des constante* a, b, e, k ou «, v, w; alors, à la place des forruulr:, MO), ou obtiendrait les minantes
IV + AV + X V
i, =J(i4V+i»V+tt'V') ,
f = i tev + e v + e"V") ,
les valeurs de «', ft", «"" étant encore celles qui ee déduisent des équations (51), (52), (53) jointes Bill formules (46), (47). Alors aussi le mouvement du système pourrait être considéré comme produit par la composition de plusieurs ou même d'une infinité" de mouvements semblables à ceux que représentent les équations (64) et (76).
Il est bon d'observer que, dans les formules (85), (86), (87), les nommes indiquée* par le signe S peuvent être composées de termes très-peu différens Ica uns des autres, et se changer par suite en Intégrales définies. Concevons, pour fixer les idées, que l'on remplace le signe S par trois signes J indiquant une intégration triple effectuée par rapport aux quantités u, v, w entre les limites — x, + x. Substituons en même temps aux coefficients
f *■• f.t t, gll 1)1- 'il
et aux fonctions
des produits de la forme
iTS^dttdvdw , Çtfludt'dw , S^dudvdw , &</litdi'dw , fyjludvdw , 3,/7«f/r(7ir , TSdudvdw, €,dudvdw, J,dudvdw, <&,dudvdw, fjtàWt'aV, 2,dudïdtv:
Î&dudt'dw, &dudi'dw, &"dudvdw, &"dtidvdvt,
GJudvdw — Iï<lu)dudvdw , G,dudvdw = 7T, (s) dudvdw.
, au lieu des formules (85), (86), on obtiendra les suivantes
{ t'=fZfZfZ |'»,cos(«j+tJy-H«i)+e ï sin(»J>H3r-r«-)] « V' i * »i
a ) ( 1°=fZfZJZ j«.eos(»jr+»H-i«i>Hj^in(iu>4-<7+u«)j dududm ,
'"-SZSZSZ |/^<<«+t3r+«*M-iiii>(«J>H3l+«»)j dvivdw,
(Sï) [ U=JZfZfZ J».«»("H*^Hw)-l-».iK«+t!H<«)( ***• . ■
(93) } r..=fZ/ZfZ !«.»"("+.3r+»«M-«.rt.(~r+. 3 rH«)j d»l«lw ,
' ^-fZ/ZJZ |^.«»«(«J+>y+«">H lsin(s«*Hs-|-tM)| afcfatW ,
dans lesquelles
V„ «,, A, 8„, Ijo, 3,; 1„ «„ A, »., «j,, 3,
pourront être des Fonctions quelconques de u, v, w- De plus, les formules (601, (61), (62) donneront
(M) I7^t.) = (B l .». + *„»+/.e)coih + (6„l+4,«l+3„e)sliiJ.,
(95) nj?) = (ivi + e,« + Ae) cos *v + («M. + «j.vs-jo.e) iinb, . nj(*+Qi)+nJi°-!H) r n,(w-Q')+(".(--g') ,,
et Ton en déduira les valeurs de & t ©", ©"' en attribuant & A, 1% , G les trois systèmes de râleurs A', 13', Ci A", *", C; A", * w , S"'. Cela posé, les râleurs de £ , », Ç , précédemment déterminées par les équations (87), deviendront
« =JZfZJZ<. A ' e '+ X ' B '+ A " ~)^<Mw,
\ n=fZfZfZ (l»'9'+»"S"+14"'0")oîi,*o!u>,
J =JZfZfZ ( e ® + : ' ®" + e"'0'") nWuuV , On peut choisir les coefficients
Bo, e., Jo, «5., tj., 3.i B., t. A, «S., «j„ 3,, de manière que les valeurs de
fournies par les équations (92), (93), se réduisent à des fonctions quelconques de X, y, Cj Bavoir, à
(99) {,=0(j,j,*), ik=X (*.».«) i ?^=»(*»*>
En effet, comme on a généralement, quelle que soit la fonction /(.t*,y, = )■
tontes les intégrations étant effectuées entre les limites — x, +00, on, ce qui revient au même,
(îoi) /<*^*)=(^Q2Q7^
il est clair qu'on fera coïncider les équations (92), (93) avec Ils formules (95), (9C) si l'on prend
U=(iX^o.(«A.H7<+»'M^»)rf»rf^
I». =(â^)jQycoi( « i 1 tua t n»)a(j ^r&êftiX, B^~^j[fflMiAvill+ay)Hi*->)*'il^
S &==(^^^os(id+ru+wr)x(;.,H,*)<&àVà7, (),=(— )j£j^in(«;.+i>u+i0r)x(;.,/i,v)ctrfl , Hd;,
|J.=(j^) t /i5 , co > (u+«p + i«v) a ia,p,>.)<;n(,ii;i, 3,=(— ) J ^in(«;.+»«+«.ï) i i'(-i,,i,»)*<;,«i;..
En ayant égard à ces dernières formules, ou tirera des équations (94) cl (95)
(îot) r«.) ^f^Jffl'M ft p, ») +« z a .«. ») +<=(* («./',»)] ™ s ( fo - » ; - ••';.-"") •>"':"!>. , (105) n, « =fe^jQ7"[.M>< «, f., »H- tsx (;.,, v ) •+- c* («, p, .•)] «»(*.-.*- ..,. ■ »») .<.<</««. ,
, ce qui rev îen t an mène ,
(io6) tu,) =(^/^.^^,«,>)+AK^.«:'>^^^'):^[^'-i>^j-.«K«(*-o;-A
(107) lîfr) =(^^A<&(i.^)+^X(i^»)^3^i- W );««M^^)M3f-H>^^0:AJ>^
Si, après avoir déduit de l'équation (96), réunie aux équations (106). (167). les valeurs de €*',©", &~", ou les substitue dans les formule* (97) , ces formules représenteront les Intégrales générales des équation* (15) an (16) do § !.« . ^tanu que les valeurs de é déterminées par la formule (44) soient réelles, et que, dans l'état d'équilibre du système propose, les niasses m', sa", m" ...... des diverses molécules soient deux 2 deux égales entre elles, et distribuées s via étriqué aie ne de part et d'autre d'une molécule quelconque ai sur des droites menées par le point avec lequel cette molécule coïncide.
Daas les formules (102). (103) et (104), (105) ou (,106). (107). les intégrations relatives aux variables / , tt. r doivent cire, comme dans l'équation (100), généraleraeut effectuées entre les limites — x , -4- * . Toutefois , si les valeurs initiales des
rf| dr d:
déplacements § . r , £ et des vitesses •=-, 3-, ^-.
nj, eeat-i-dire, les fonctions
?(Ji*.*)i Z<>>*«)* *(*.**) I •(*.**)> X(»,js«), ¥*(■*••**) ne différaient de zéro que pour des valeurs de .r, y, s correspondantes aux points situés dans un certain espace, par exemple . anv, points renfermés entre deux surfaces courbes , dein surfaces cylindriques et deux surfaces planes représentées par des équations de la forme
* = F„(:r.,), ■rT,(>.j),
»=«■»■). jr = f.W-
J? — JT , X = X,,
on pourrait évidemment, dans les formules dont îl s'agit, supposer 1 entre le* limites
(no
. = f„u,„), '=r,(i.rt.
, 3. Application det formules précédente» a la théorie de la lumière.
Supposons que le système de molécules mentionné dans les deux frétUem pnragrapbes soit le fluide éthéré dont les vibrations produisent la sensation de la lumière. Pour déterminer les lois suivant lesquelles de semblables vibrations, d'abord circonscrites dans des limites très resserrées autour d'un certaiu point 0, se propageront a travers ce fluide, il suffit de considérer dans le premier instant un grand nombre d'ondes planes (voyez la page 17) qui se superposent dans le voisinage dn point O, et d'admettre que, les plans de ces ondes étant peu inclinés les uns sur les autres, les vibrations des molécules sont MM petites pour rester insensibles dans chaque onde prise séparément, maïs détiennent sensibles par la superposition indiquée. Le temps venant a croître, les ondes dont il s'agit viendront successivement se superposer eu duTerens points de l'espace, et l'on nomme rayon lumineux la droite qui renferme tous les points de superposition. Toutes fois, pour que ce rayon soit unique, lorsque l'élasticité* de l'éther nest pas la même en tous sens, il est nécessaire que dans chaque onde considérée isolément les vitesses et les déplacements des molécules soient parallèles a l'un des trois axes de l'ellipsoïde représenté par l'équation (36) du § 2. Alors le rayon lumineux sera ce qu'on appelle un rayon polarité para lié le méat a cet aie, et, si I ou nomme / l'épaisseur d'une onde plane, Si sa vitesse de propagation, 7* la durée des oscillations moléculaires, on aura
Ajoutons que, si l'on pose
HT=l.
les valeurs des -; , pour trois rayons polarisés parallèlement aux trois lies Ile l'ellipsoïde, seront précisément les carrés de ces trois demi-axes. Observons d'ailleurs que, si l'on nomme r le rayon vecteur mené du point O a une molécule voisine m ; a, § , y les angles formés par ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnées positives; a, h, c les cosinus des angles formés avec ces demi-axes par une droite OP perpendiculaire au plan de l'onde ; à l'angle compris entre cette perpendiculaire et le rayon vecteur r; on «ira [voyea l'équation (14) du § 2]
cosrf = «r-os« + 6co.«/3 + cCQsy ,
(26) cl qu'eu luisant pour abréger
(5) ia=u, *£ = «, kc = w, on lirera de l'équation (4)
(6) * icostl = wcosa -+-f cobjÎ + if cos; 1 .
Cela posé, les coefficients £, 9it, 9t, ■£, 2_, ift renfermés dans l'équation de l'ellipsoïde cidessus mentionné, c'est a dire, dans la formule
(7) •Li , + 3Hy î +3U î +2<Fyz+22,M + 2tfUy = i,
se trouveront, en vertu de l'équation (6) jointe aux formules (20), (21) du § 2, déterminés comme il suit,
d"v __ dy t _ «TT
les valeurs de o et "P ctanl
(10) Ï) = S< — ~{1— cos(r(KCOSa + fC08^ + M;cos)'))] î
{">/{>-) r . C "B (*-(mcos« + mos/S + tecosr))-|l
(11) «"P = S F^KI * (ttCOBa+iiCOS^+wcosyJ'H ï i^ - ^ J
Lorsque au premier instant les vitesses et les déplacements des molécules dans une onde plane sont effectivement parallèles a l'un de trois axes de l'ellipsoïde représenté par l'équation (7), ces déplacements et ces vitesses restent constamment parallèles au même axe, la lumière se trouve polarisée parallèlement à cet axe, et l'onde plane se propage arec une vitesse constante i2 , sans jamais se sut) diviser. Mais il n'en est jias toujours ainsi, et l'on peut concevoir une onde plane dans laquelle au premier instant les vitesses et les déplacements des molécules cesseraient d'être parallèles a l'un des trois axes de l'ellipsoide. En effet, pour composer une onde de cette espèce, il suffît de réunir trois ondes planes tellement choisies que, dans la première, la seconde, et la troisième, la lumière se trouve polarisée parallèlement au premier, au second et au troisième axe de l'ellipsoïde, et d'admettre que dans l'onde composée la vitesse ou le déplacement d'une molécule est représentée par la diagonale du parallélépipède, qui aurait pour cotés trois longueurs propres a représenter celle vitesse
ou ce déplacement dans chacune des trois otidcs composantes. Alors, le temps venant a croître, l'onde composée se subdivisera en ses trois composantes, qui se propageront a travers te fluide éthéré avec trois vitesses différentes. Ainsi lorsque \\-l\sticité de l'éthcr n'est pas la même en tous sens, une onde plane^ dans Iaquell<' lu lumière n'était point polarisée, se partage généralement en trois ondes planes, dans lesquelles la lumière est polarisée suivant trois directions distinctes ; et par suite un rayon de lumière non polarisée se partage en trois rayons de lumière polarisée suivant les trois directions dont il s'agît.
Comme, en laissant les trois cotés d'un parallélépipède dirigés parallèlement ;'i trois axes donnés, on peut toujours tracer ces cotés de manière que la diagonale devienne parallèle 4 une droite choisie arbitrairement, on doit conclure de ce qui a été dit cl-dcssus, que, dans une onde plane de lumière non polarisée, les vitesses et les déplacements des molécules peuvent être parallèles a une droite quelconque.
Le? coefficients £, Otï, 3Î» 5\ 2,* ift renfermés dans l'équation (7), et par suite les lois de polarisation de la lumière dans une onde plane dépendent non seulement de la constitution géométrique du fluide éthéré, c. a. d , du mode suivant lequel ses molécules se trouvent distribuées dans l'espace, mais encore de l'épaisseur l de l'onde plane, et de sa direction, c'est à dïre> des cosinus a, b, c des angles formés par la perpendiculaire au plau de l'onde avec les demi-axes des coordonnées positives, ou, ce qui revient au même, des trois quantités
zla.
zh>.
Nous dirons que l'élasticité du fluide éthéré est la même en tous sens autour d'un point quelconque 0, si la constitution de ce fluide est telle que l'ellipsoïde (7), qui détermine les lois de polarisation d'une onde plane passant par ce point, conserve
; forme invariable, tandis que l'on fait varier la direction dn plan de l'onde, et si d'ailleurs la position de cet ellipsoïde est uniquement dépendante de la direction de ; plan. Alors, tandis que l'on fera tourner le plan de l'onde sur lui même, la surface de l'cllipsoidc devra toujours passer par les mêmes points de l'espace et du plan. Donc cet ellipsoïde devra être de révolution autour de la droite perpendiculaire au plan de l'onde; et déplus l'aie de révolution ainsi que le rayon de l'équatenr, étant indépendants de la direction du plan de l'onde, demeureront constants, quelles que soient les valeurs attribuées aux trois quantités a, h, c.
[Vous dirons que l'élasticité du fluide éthéré est la même en tous sens autour d'un axe quelconque parallèle a un axe donné, par exemple, a l'axe des z, si la Tonne de l'ellipsoïde (7) dépend uniquement de l'angle compris entre te plan de l'onde et l'axe des z, et si cet ellipsoïde tourne seulement autour de ect axe en même temps que la perpendiculaire au plan de l'onde.
Cela posé, il sera facile d'obtenir les conditions analytiques propres à exprimer que l'élasticité de l'éllier est la même en tous sens autour d'un point quelconque ,
On y parviendra eflccli-
•a intour d'un ne quelconque parallèle i l'axe de* renient à l'aide des considérations suivantes- Outré le système des trois axes coordonnés des s, y, i considérons ta second système dates rectangulaires des x,, y,, i, qui partent de la même origine O que les trois premiers. Supposons d'ailleurs que les axes des x,, y,, s,, après avoir d'abord coïncide avec les aies des X, y, S s'en séparent et entraînent dans leur mouvement le plan de l'onde et la droite perpendiculaire i ce plan, ensorte que cette droite passe de la position OP i une nouvelle position OQ, l'épaisseur / de l'onde restant invariable. Le rayon veclenr r, dont la direction n'aura pas changé, formera 1* avec les demi-axes des x, t, ■ positives les angles ';. ,", -/, et avec les demi-axes des i, , y, ■ s* positives d'antres angles ««. ,m- '/i! 2° avec les droites OP et OQ des angles è. d,, déterminé* par l'équation (4) et par la suivante
(12) eostî, ^ocosef, +Acos,iÇ,-f-fcot^, de laquelle on tirera, en ayant égard aux équations (5) ,
(13) Jtcosdi =: ruo "■-, -*- tcos^, ■+- «eo-;, Soient maintenant
t», «t., 9t.; $,, i., SR», O,, «P., ce que deviennent les quantités
déterminées par les équations (8], (9), (10), (11), quand on rem «t. &, y,, ensorte qu'on ait
nV '
les râleurs de
dvdw ' "Pi étant l«f(r)
TT
~dudv
fl— cos^wosûr. + t'COsft+uicos;,))]!
(i7)-Ç. = 8P^[»(«»jo 1 +i,co.ft-H«'Coe;,)' +
C08 (t^lrtOS^+fCOBjî^t-KiCOI^i))")]
Les ilcut ellipsoïdes qui détermineront les lois de la polarisation pour les ondes planes perpendiculaires bus deux droites OP, OÇ, seront représentes le premier par l'équation (7), le second par la suivante
^x. î +9Ho. î +OTW+2#,y 1 *.-f-2iA*i+2'Jt 1 x I y, = 1.
De plus le second ellipsoïde sera pareil au premier, et placé a l'égard des a\es coordonnés des i, , j-,» z, comme le premier l'est a l'égard des axes coordonnées des ï, y, «, si l'on a
Enfin , v, V,
) dernières conditions, si elles doivent être vérifiées quels que soient pourront être remplacées par les deux suivantes
Effectivement, il suit des équations (8), (9), (14) et (15) que les conditions (19) et (20) peuvent être présentées sous la forme
(22) o,-tH— Sir— = "• a-
«rpc,— f)
= 0, Dr— 0+-
a" pp.— -P)
dvdui
■rç?,— 1>)
■rçc,— t)
dw> ' d'n—fl
Or les formules (22), (23) seront évidemment vérifiées, si l'on a pour des valeurs quelconques de u, V, w
Réciproquement si les conditions (22), et (23) subsistent pour des valeurs quelconques de M, v, u>, alors, en vertu des conditions (23), les trois quantités
d("/, — t) do
rf("?.— 1')
dw
et par suite les trois quantités
d'iy.—f)
et la droite- OQ; les droites OP, OQ pouvant cire choisies arbitrairement dan* le premier cas, et étant assujetties dans le second & la seule condition de former toutes deux le même angle bfcc l'axe des c Observons encore 1" qu'en tertu de» équations (5) », v, ut, représentent évidemment les coordonnées il'un point P situé sur la droite OP a 1s distance A du point O, et vérifient la «UulitfM
de laquelle on tire
2° que si l'on nomme u, v, w les coordonnées d'un point Q situé sur la droite OQ à la distance k du point O, il suffira de substituer la droite OQ a la droite OP pour déduire des formules (6) et (35) les deux suiiunUn
tcosd, = h,cos« + v ,cos,5 +ti»iCOsy , *=: VCV+tf.'+ui* 3 ),
dans lesquelles on derra remplacer w, par w, si les droites OP, OQ forment le même angle avec l'axe des z. Cela posé, les conditions nécessaires et suffisaittes pour que l'élasticité de l'éther puisse être censée rester la même en tous aetit autour d'un point quelconque, ou bien autour d'un axe qnelconque parallèle à l'axe des x, c'est à dire, les conditions (30) et (31) pourront s'écrire comme il suit
wf(V>
S î — — — [i — cos(»'(i* ¥ cosK-t-t'|COs ( 5- 1 -ic 1 eoHy))J '
J = Sp-p-[l — co»(r(« co«o+i/co!|» + »cos;))îj
SP
( W, C Û 8 ff-f-l', CO R/?-|-UJ, CO S y)'
cos(c(w 1 ^os(ï-H',cosJÎ■^-I«,co8J')) ,
(»/(»■) f cos(»-(«cos(r+i/cos,? + wicosy))nï
= s rr~~ [* (««s«+vcos^+«,cos r ) i + -^ — H — — J|
les quantités variables u it v,, w,, se trouvant liées avec les quantités u, v, w par l'éqaaliou
w, 1 ■+• «,' + Wi' = «" + u* + w' ,
qui , dans le second cas Reniement, se partage en deux autres , savoir (*i) w 1 1 + v 1 , = ll■^-^J^ wi = w.
On vérifie la formule (40) en supposant
(42) i>, = m — , «. = + V (V + »' + w') = ± *• En vçrtn de cette supposition , les formules (38) et (39) détiennent
(43) S F-~[t— CQB(r(i<coB«-H>cos0.+-wcos}'))] i = S p — — [i— eos(*reosa)](
Réciproquement , si ces dernières subsistent , quelles que soient les valeurs de m, v, w, leurs premiers membres ne seront point altérés, quand on y remplacera les quantités u, v, w par d'antres quantités v,, v t , w,, propres à vérifier l'équation
»l*+Pl*+«
Donc les équations (43), (44), déduites des formules (38), (39), entraîneront à leur tour ces formules, auxquelles on pourra les substituer saus inconvénient. D'autre part, comme on aura généralement
co9(r((»co8o+i'COB^+wcosy))=: 1 — j-jt («cosa-r-«yco8/?-+-wcos)')'-i-j „ » (uqosu+vco^+wcosy)*
S (kreoset) — 1 — r-^k 1 COt 1 a + . „ „
A-*cos'« — etc.
— (V+vHV)cos*« + ■ i j l3 i (iS+v 3 +w 2 )'co**a~- etc.,
Cil sufilra d'égaler entre eux les termes qui, dans les deux membres des équations (43) et (44), représenteront des fonctions homogènes de u, v, w du degré 2m pour obtenir les formules
(44) 8 \mr*'-'( u m u +* t~ , 1 1 ■a e .l j j* »»} =t*"S j«r w '«i , ".f(r)j ,
d«a( U première devra être étendue A toutes Ira TSleam «n s jl ivea As Nombre entier s, et U féconde à toute» les valeur* de * qui surpassent l'unité. Enfin, conuu
(■Mia+vtM^-t-vcti/r, * î *(« , +» , +ir , )* ï éunt développée! , fournîiaent la première des termes de U ferme
dan* learjuela le» etposanu /, *|, » lie* entre euï par l'équation
peuvent être pair* ou impair*, et la eeconde des termes de la forme
(l.2...iK'-2-?)('»--,)
_ ., 8. . Çi-1). 1.8... Q.-1). 13. ..(— 1)
(!J!..a)(lJ!...u)(lA..O
dam lesquels les exposants / , <( , v , sont toujours pairs ; comme d'ailleurs les formula* (45) cl (40) doivent subsister indépendamment des valeurs attribuées à h, v, et offrir chacune dans le premier et dans le second membre les mêmes puissances de u, v, w multipliées par les mêmes coefficients , on tirera de ces formules 1« pour dea valeurs impaires de l , de /<- , ou de v
S jinr , "'f(r) coa^eos^Sco.", ! =0
(«) S | m***fir) eo« 1 r,co>'>o. , V j =
2* pour dea ralcurspairca de )., it et y
(50) S \J^W^tmf,\ = i ^»^>5*' 4 i t\-*«Kr)^
(51) 8 j-^-WO... W/»»»-, } = ».3...a-l>l 5 3...(M)l_3. i .(.-l) , f m ».; m „„*.. j
le nombre n dont le double équipant à la somme A-f-it + v pouvant être quelconque dans les équations (48), (50). mais devant surpasser l'unité dans les équations (40), (M). Ainsi en particulier, l'on conclura des formules (48), (49), en posant n= 1,
S }ffirf(r)cos/ScoB}'j = S |m»"f(i')cosj'Coac(j =S Jiw f(r)cosa coa/Sj =0
S[«wf(f)co8'aj=SJB»»-f(f)cosVJ = S|wrf(ï-)coBVj;
et des formules (49), (51), en posant a =2 2 ,
S |«r/(r)cos^co8 1 ;' t ' = S '»»•/(»■) cos y cos 3 a { =S \ mr/^r) coa a coa* ft j
= S [ mrf(r} cos 3 fi cos y \ = S ] tnrf(r) cos 1 y cos a\ = S \mrf (r~) cos 3 a cos [i\ =0,
S ! mrf(r) cos 1 /* cm 3 ? J = S j mrf(r) cos'y cob*« j := S ,»»•/( r) cos' or cos 1 /? J
=58 J mrfir) cos* a j =JS )»»*/(»•) cog*/î i = S J *w/(r) cos* /ï j
Ajoutons que des formules (48), (49), (50), (51) on peut remonter immédiatement aux formules (41), (46), par conséquent aux formules (43) (44), ainsi qu'aux formules (38), (39). Donc en définitive les formules (48), (49), (50), et (51), étendues à toutes les valeurs positives du nombre entier », ou du moins, s'il s'agit des formules (49) et (51), aux valeurs entières de n qui surpassent l'unité, expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'élasticité de l'élher puisse êlre censée rester la même en tons sens autour d'un point quelconque.
Lorsque ces conditions sont remplies, on tire des équations (10) et (11) jointes aux formules (43) et (44)
[1 — cos (jb-cosa )
•F=g|5ga[) tw . + '- "^'»°>] j,
D'autre pirt, si, après a?olr firit, pour abréger,
Ks:\V =
on désigne par
dK 1
les dérivées do premier et do second ordre de *P considéré comme fonction de K ( on trouvera
dK du
dv
=tf,
dK dw
= ic
et par saite
du
dv
=iW,
Vît»
dvdw
=vuW',
dwdu
=wu*r,
dudv
En conséquence les formules (8), (9) donneront
(56) t=t>+ 9 V+u v T, »R.=t)+«t>'+i^P", SCsO+t^+tt^P"
(57) <B = vuf9' y
et l'équation (7), c'est-à-dire l'équation de l'ellipsoïde qui détermine les loix de la polarisation deviendra
< y(ttX + t;y + fi;z) 2 +(0 + fl ^)(x a +y 2 +a a ) = 1
Pour reconnaître plus aisément la forme de cet ellipsoïde concevons que Ton fasse coïncider Taxe des z avec la droite OP perpendiculaire au plan de Tonde. Coipme on aura dans cette* hypothèse
«vr=0,
la formule (34) donnera
et la formule (58) sera réduite à
D'ailleurs, en vertu de ce qui a été dit plos fiant [page 15] les valeurs de O, "P et par suite celles de "V , "9" ne varieront pas dans le passage de l'équation (58) à l'équation (59). Maintenant il est clair que l'ellipsoïde représenté par l'équation (59) sera de révolution autour de l'axe des z, et qne dans cet ellipsoïde le carré du rayon de l'équatcur sera égal au rapport
le carré dû domî-nxe do révolution ôlant
X> + a V' + k lc V
Au reste la discussion de l'équation (58) conduirait immédiatement aux mûmes conditions- Aïnsï, comme nous l'avions prévu [page 7], lorsque l'élasticité de l'éthcr est la même en tous sens autour d'un point quelconque, l'ellipsoïde qui détermine les loix de polarisation d'une onde plane est de révolution autonr de la droite perpendiculaire au plan de l'onde; et dans cet ellipsoïde l'axe de révolution et le rayon de l'équateur ne dépendent pas des quantités a, b, c , maïs seulement de la quantité k renfermée il, m* les valeurs de ï), °V que fournissent les équations (52) et (53). Ajoutons 1° que les formules (53) et (55) jointes à l'équation (54) donneront
lrf-P
tdt
sin(Jb-C0s«)
id<V 1 „ w/(r)cosW B in(*j-cos«) * J
*9" = T — r = r , Sl^-LJ. _^ ^— cos((b-cosa) J,
2 S qu'en développant suivant les pniHSancrn ascendantes de h les derniers membres des formules (52) , (62) et (63) on en tirera
(64) 0_t-S j-y^ H 4.2.3.4 +rB 1.2.3.1.5.6 elc -
(65) V=M - j^, *' B i.(...Ii + i,S xâïW-*-
W'^ M -i^- H ' s r/ll. 5 .^ lw ulÉlf-''°-
Chacune des séries comprises dans les (rois formules qui précèdent offre, pour coefficients des puissances paires et ascendantes de k, des sommes dan» lesquelles la foiictiou f(>*) ou f(r) se trouve successivement multipliée par
D'ailleurs l'action moléculaire, par conséquent les fonctions f(r) , _/(V) ne conservent de valeurs sensibles que pour de très petites râleurs de r; et comme d'autre part, r étant une quantité très petite du premier ordre, r*, »■*,... seront des quantités très petites du troisième, du cinquième ordre, il est clair que. dans les séries en question, les coefficients des puissances successives de k doivent décroître très rapidement. Si l'on réduit ces mêmes séries à leurs premiers termes, on obtiendra seulement des valeurs approchées de
et alors, en faisant pour ourégér
»»'f(r)cos'« (67)
k tP 9\
, mrfjr) ci
on trouvera
(68) V)z=k 1 I, 'V=k i R, k>°9" = WR
En vertu des formules (5) et (68) , les équations (56) (57) se réduisent à
(69) t = (2fla , +/ï+/)i 1 , SNl = (2RV+R+I)Pi Ot = (2ilc*+iï+ J)i\
(70) 9 = 2R&eV t ± = '2Rca&, <& = 2Rabk i .
On aura d'ailleurs, en vertu des formules (50) et (51) jointes aux équations (67), Wif f(r)cos 5 « mrr(r)co«'j? air f{»-) cos* y
- s Ï7â ~ s Î7S - s îTâ '
et par conspuent les coefficients représentés [cl par les lettres 1 ci. /t ne différeront pas de ceux qae déterminent les formules (37), (39) de la page 199 du 3* vol*mu des earerctes des mathématiques. Gela posé, il suffira évidemment de diiiser par ** les valeurs précédentes de
C , Dit, 9t, 2>, a., ia
pour obtenir, comme ou devait s'y attendre, celles que fournissent les équations (45), (46) de la page 27 du 5* volume.
SI nous désignons, comme nous l'avons fait cidessus [§ 2], par s' , a" , »"' les trois valeurs de a correspondantes aux trois rayons polarisés daus lesquels se divise généralement un rayon quelconque,
seront les carrés des trois demi-axes de l'ellipsoïde qui détermine les loix de la polarisation. Donc, lorsque cet ellipsoïde, étant de révolution, se trouve représenté par l'éqnation (58), ou ce qui revient au même par l'équation (59), deux des rapports (73) sont égaux à l'expression (60), et le troisième à l'expression (61), ensorle qu'on peut prendre
Alors aussi, en vertu des équations (3), (74), et (75), les trois quantités
£î', £i', ii"\
c'est à dire, les trois vitesses de propagation des trois ondes planes dans lesquelles ae divise généralement une onde primitive de lumière non polarisée , ae réduisent a celles que déterminent les formules
fl"
:iî"
HT" S
Par suite, des irois ondes planes dont il s'agit les deux premières, se propageant a la rat; me vitesse, se superposeront de manière à n'en plus former qu'une seule, tl laquelle la lumière sera polarisée parallèlement au plan de Téquatcur de l'ellipsoïde représenté par T équation (58), ou, ce qui revient au même, parallèlement an plan de Tonde primitive, tandis que dans la troisième la lumière sera polarisée perpendiculairement a ce plan. Cela posé, la troisième onde disparaîtra si les déplacements et les vitesses des molécules ethérées dans le premier instant sont parallèles au plan de Tonde lumineuse, et alors il rfj aura plus de polarisation. Au reste, pour que la polarisation de la lumière devienne tout a fait insensible dans tes milieux dont l'élasticité est la même en tons sens, il n'est pas absolument nécessaire, que la troisième onde disparaisse, et il suffit comme un jeune géomètre M. Blanche t en a fait la remarque, que le rayon correspondant a cette troisième onde soit du nombre de ceux qui échappent au sens de la vue. On conçoit en effet, qu'en raison de la trop grande ou trop courte durée des oscillations de l'éttaer i'ocil peut cesser de percevoir certains rayons, de même qu'en raison de la trop grande on trop courte durée des oscillations des molécules aériennes l'oreille cesse de percevoir des sons trop graves ou trop aigus, et Ton pourrait encore supposer l'oeil organisé de manière à percevoir les vibrations des molécules ethérées, quand elles sont dirigées dans les plans des ondes lumineuses, mais non lorsqu'elles deviennent perpendiculaires à ces mêmes plans. Quoiqu'il en soit, en faisant abstraction de la troisième onde, désignant par T la durée des oscillations des molécules ethérées et posant [voyes la formule (3)]
on aura, en vertu de la formule (74),
ou ce qui revient an même, eu égard aux formules (52) et (62) ,
Uffr)
[1— coi(fccosa)]} + S
[«/"(^cos'i
n(b-cw«)1
©Q bien encore, eu égard aux formules (64) et (65) ,
(80) •'=*'sj^^ , [f(r) + ;/(r)cos"o]J-l , ste^2[r(r) + t/(r)«o«'<
[fM + */(r)co." B ] -etc.
Telle est l'équation qui, dans un milieu dont l'élasticité reste la même en loua sens, lie eotre elles les deux quantités
2ti 2tï
*=T et *=T'
par conséquent les deux quantités T et I, c'est-à-dire la durée des oscillations moléculaires du fluide éthéré, et l'épaisseur d'une onde plane.
Lorsque dans les équations (74), (75), (76), (77) on substitue à O, *V, "P" leurs valeurs approchées tirées des formules (68), on trouve
.•'■=."' = *'(« + /), .'"' = JP(3« + J), !!' = !! ■ = « + /, iï ' = 311 + 1.
I suit des deux dernières que, dans un milieu dont l'élasticité reste la même en tous , les vitesses de propagation des ondes planes correspondantes au rayon visible et au rayon invisible ont respectivement pour valeurs approchées
(B + If et {3R + I)\
ce qui s'accorde avec les résultats obtenus dans le troisième volume des Exercices [page 41 J.
Passons maintenant au cas ou l'élasticité de l'éther reste la même en tous sens non plus autour d'un point quelconque, mais seulement autour d'un axe quelconque parallèle à l'axe des z. Alors les conditions (38), (39) devront être remplies seulement pour les valeurs de w,, t',, w, propres à vérifier les formules (41). D'ailleurs on vérifiera ces formules en supposant
et en vertu de celte supposition les conditions (38), (39) deviendront
(sri
-[i — C0s(r(llCO8Q+l'C08^ + WCOSj'))]J
| = spi^[l — cosM+^+^'cosn + ticos/))]!
„ ( ■/{'•> r.. .. co^wmo^coiM-imosjO)-,) a j ' (Mcosf.'-Hco.s/J+M/cosv) + ^, ?
_o)»î/V>r., , . ,. „! . „ . tos('-( ±(«'-h '') ''°ii«+»cin)'> l)
= s ;— — ^5 (-£ («MV) cos«-fK.to > )')'+ j, J ! ,
ou, ce qui revient au même,
KM
i J3S2 [ H .ea,„+ m .^+»ce.rt- + ' , °' M,,C °"" H ;'' , ''- H ""' ,)> ]
le double signe + pouvant être réduit arbitrairement soit au signe -4- soit au signe — . Réciproquement, si les équations (89), (90) continuent de subsister, tandis que m, v, varient mais de manière a vérifier toujours la formule (34) ou
elles ne seront point altérées quand on remplacera dans leurs premiers membrea les quantités », t> par d'autres quantités h,, t>. propres a ïérifier la formule
M.' + Pi = if tf 1 = »' + 1'' ,
et par conséquent les équations (87) et (88), ou (89) et (90), que nous avons déduite* des formules (38), (39) jointes aux formules (41), entraîneront à leur tour ces formules auï quelles on pourra les substituer sans inconvénient. Donc, pour que l'élasticité de l'éllier reste la même en tous sens autour d'un axe quelconque parallèle a l'axe des H est nécessaire et il suffit, que les formules (87), (88) subsistent non seulement quelles que soient les valeurs de ni , mats encore quelles que soient les valeurs de » . v- Or s'il en est ainsi, en développant les cosinus que ces formules renferment en séries convergentes, puis égalant entre eux les termes qui dans les deux membres des mêmes formules représenteront des fonctions homogènes de », v, w, du degré 2«, on obtiendra les équations
(91) S \mr* t ~ i (ittû»a+i>to*/i+wcHy?*t(r) f =S \mr lH ~\±(»'+v , )\osa+u>ct>tiy) i *f(r)U
(92) Slm^iucona+tcosp+uicoay^firyl = S \mr U ' 5 (±(u t +v') i coBa+wcoay) 1 "j{ r )l,
dont la première devra être étendue à toutes les valeurs positives du nombre entier n , el la seconde à toutes les valeurs de n qui surpassent l'unité. De plus, en développant les eipressions
(«COSa + l'COBjS + U'COSJ') , (+(•»* + !'') C08O + WC08/)
suivant les puissances ascendantes de u> dans les deux membres de chacune des formules (91). (92), on tirera de ces formules 1° pour des valeurs impaires de v
(93) S U^" - V( r X«cosft^/cos^) 2rt " v cos^i=+(«'+r i ) f, * ? 8 fwr 2 ' , "'f(r)cos' 1 "- , 'acos , 'r!,
(94) S ÎMr 2 ' , ■ 3 /(r)(«cosK+"COS / ?) 3w "*'coa*'yi=:±(w , ^-t. , ) T S \mf m ^ i f^r^)nf' , ^'' au,f fa
le double signe + pouvant être remplacé à volonté par le signe + ou par le signe — ; 2 e pour des valeurs paires de j
(95) S î«w* ,-, f <rX«co«H-w
:os" r | = («'-H' 1 ) * 8 \mr^ n '\rycm 2 *"n eo/yj,
{96)SÎ«r 3 "-y(rX«co9ff+i'C08^r'*"''cos''j'i = («H-"') *S K^'^^M^'oeo/yj,
Les équations (93), (94) n'étant pas altérées tandis que leurs seconds membres changent des signes, on doit en conclure que ces second» membres sont rigoureusement On aura donc pour des valeurs impaires de v
os y| =0,
cl nar suite les équations (93), (94) se réduiront ii
S |*r 5 "" , f(.-)(«eoso; + !<coB/!)' ! "" , 'cos'Vi = 0,
\mr ' f(r)(ucosa + vcas(l) "''cos y| = 0.
Eufin, comme les deux expressions
(ucona+vco*{lj tn -\ (w' + W %
('tant développées fournissent la première des termes de hi forme
dans lequeïs les nombres i, n, v liés entre eu* par l'équation (47) * A + ,/ + ,= 2*
peuvent être pairs ou impairs, et la seconde, lorsque v est un nombre pair, des termes de la forme
l.a.3 — («-S t lJt _ a.4.6, ..(».- >) n > [J ,_ 1.3..(M)1.3..(„.l) l.î.3..(g.-») I j. (1.2..i) (IS-O (2.4...).)(2.4...p) 1.3...(2,-,-l) (1.2..i)(1.2..p)
dans lesquels Jt, ft sont pareillement des nombres pairs, on tirera des formules (99), (100), (95) et (96), 1° pour des valeurs impaires de ). , de i, ou de v
S Jhii* * f(r)cos »C08''j?CO8*'y{ = ,
(49) S \mr*'"' i f(r)cQ* l acQ8 f '(tC06 > 'y\ =0;
2° pour des valeurs paires de /. , fi et r
(iOi) S \mt? n ~\r)ço a k Mon > 'i}co*''yl = i 35';^"^! S [mr 2 "* 1 f^cos^'^coa" y( , et
(102) S|*r a *^r)co 8 W^<icos , 'yt = ^xP^T^ 5 ^'^^''' ^'' ï\ »
le nombre entier m dont le double équivaut à la somme i-J-p+v -pouvant rire quelconque dans les équations (48), (101), mais devant surpasser l'unité dans les équations (49), (102). Il importe d'observer que les conditions (48), (49), déjà obtenues dans le cas, ou l'élasticité de l'élher était censée rester la même en tous sens autour d'un point quelconque, renferment comme cas particuliers les conditions (97), (98). Ajoutons que des fprmules (48), (49), (101) et (102) on peut remonter immédiatement aux formules (99), (100), (95) et (90), ou même aux formules (91), (92), par conséquent aux formules (89), (90) qui peuvent a leur tour être remplacées par les équations (38), (39) jointes aux équations (41). Donc en définitive les formules (48), (49), (101) et (102), étendues à toutes les valeurs positives du nombre entier n, ou du moins, s'il s'agit des formules (49) cl (102), aux valeurs entières de n qui surpassent l'unité, expriment les conditions nécessaires et suffi santés pour que l'élasticité de l'éther puisse être censée rester la même en tous sens autour d'un axe quelconque parallèle à l'axe des x.
Lorsque ces conditions sont remplies, on tire des formules (10) et (11) jointes aux formules (87) et (88)
(103) O = S J— ^ [1 — cos»- (+ («* + ■") cosb+wcos)'))] j ,
. __ ("•/('■) r , * . cos(r(-f-(« , +v I ) l cos«-r-w'Cosj'))t)
(104) <V=S j^r^[i (±(«4-* 9 cosa+w-cosy) 1 H ^ — — Jï ;
et, comme dans ces dernières on peut supposer le double signe + arbitrairement réduit soit au signe -f- soit au signe — , il T est clair, qu'on pourra prendre cn- ; pour valeur de D ou de °P la demi-somme des résultats obtenus dans ces [eux suppositions. En opérant ainsi, et ayant égard aux formules
((tf-j-tJ 1 ) COS«+IDCOBJ') 3 + ( fll I + l> I )"cOBtt-f-tt>COBî')*
= («*+ w 1 ) cos I «+ w^cos'y ,
cos(r((ir'-f-t^) cosa-r-M;cosy))-T-cos(r( — (k'-Hi 2 ) coscr-+-wcosj'))=co8Î»'(i( , - r -t/ 1 )'cosojcos(rweo»^) > on trouvera
Îmilr) . î t [1— cosjr^-r'V 1 ) cosa|cos(j-«rcos)')]>
i\ «A — 3 \ m f( r ^ r( wI + ll ') C0 « ,ft + l «' r ct>a'y costr^+^cogftjcoHfr-MJCOsy) -!)
Kn résumé D el 'V seront seulement fonctions des quantités variables
i* 1 + f r et w*.
D'autre part, ai, après avoir fait pour abréger
on désigne par
les dérivées du premier et du second ordre de "P considéré comme fonctions de
K, par
"?*, *fi,a
lea dérivées du premier el du second ordre de °V considéré comme fonctions de
A,, et par
la dérivée du second* ordre de "V differentié une fois par rapport a chacune dea
variables K,, /£,, on trouvera
<JX, dKx rfJC,
et par iuile
(if») si = ^- Tfr^*i) dH = wrp -'
d"9 <W iFV (110) ^ r = T>,+ .'-l>,,,, 57 =T>, + „»D„„- 5;? = 1>, + »»C„,
<TT> d"9 d-9
(*") •SB- 5 "-'*" Â^""'"-- j-^"'"-'-
En conséquence les formDjee (8), (9) donneront
(IIS) t = 0+T,+»'*! > ,,.. 9tt = 0+'f > ,+l' , *t>,„, Se = t>+*»,+ »"»M,
(113) Î = 1«T>,„, S. = «*■?,,,, 31 = MiT,.. i
et l'équation (7) c'eat à dire l'équation de l'ellipsoïde qui détermine lee loix de la polarisât! ou deviendra
(114) (D+^.)(x'+y 1 )+^ w (Hï4^y) î 4^^w(«s4^j')u'ï+(O+ m P 1 4- 0, Pw«' , )ï I =l- Lorsque le plan de l'onde primitive coincide avec le plan de x, y, on a
a = 0, 4 = 0, e = ±1; on en conclut
« = 0, r=0, w=:±k, et la formule (114) se réduit à
Donc alors, comme il était facile de le prévoir, l'ellipsoïde (7) est de révolution autour de l'aie des z , et dans cet ellipsoïde le carré du rayon de l'équateur est
le carré du demi-axe de révolution étant
Donc, si l'on nomme généralement iï\ KT, £î" les vitesses de propagation des trois ondes planes dans lesquelles se divise une onde primitive de lumière non polarisée, on pourra prendre, dans le cas particulier dont il s'agit,
UT
SI'
et les deux premières ondes, se propageant avec la même vitesse, Be superposeront de manière à n'en plus former qn'une seule. C'est ce qui arrive dans certains cristaux ou les deux rayons polarisés que l'oeil peut appercevoir, et qui produisent ce qu'on appelle la double réfraction , se confondent dés que le plan de l'onde devient perpendiculaire à un certain aie nommé l'axe optique du cristal.
Sans rie» changer A la direction de l'axe des z, on peut disposer du plan des y, s, de manière a simplifier l'équation (114), Effectivement on y parviendra, en faisant coiucidcr le plan des y, z avec celui qui passant par laie des > aéra perpendiculaire au plan de l'onde. Alors la droite OP, perpendiculaire au plan de l'onde se trouvera comprise dans le pian des y, z ; et comme on aura par suite
la formule (34) donnera
En conséquence l'équation (114) deviendra
(118) (tH- r Pi)x'-KO-r- c, ( > .+ p P.,.(A î -u' , ))j a ±2 : * , ( , -,,(* I -w 2 ) wïM-(0+f>,+*ÏV, J w')i*=i.
Dans cette dernière le double signe + pourra être réduit arbitrairement soit au signe +, soit au signe ■ — . Dailleurs, en vertu de ce qui a rite dit précédemment [page 15], les valeurs de £>, T> et par suite celles de "V , *ï y ' ne varieront pas dans le passage de l'équation (114) à l'équation (118). Maintenant il est clair, que l'ellipsoïde représenté par l'équation (118) offrira un axe dirigé suivant Taxe des x, c'est a dire, suivant la trace du pian de l'onde sur le plan des x, y. Les deux autres axes de l'ellipsoïde se confondront avec les axes de la section faite dans cet ellipsoïde par le plan des y, z, c'est à dire, avec les deux axes de l'ellipse représentée par l'équation
(i!9) (D-f- "C.+'ft,! (i 1 — w')) ? ± 2 °^<,' (** — w 1 ) •^T■^-(t)-H l y*+ l %lW , )■ , = 1 Cela posé soient
le carré du demi-axe qui, dans l'ellipsoïde, coïncide avec la trace du plan de l'onde primitive sur le plan mené par le point O perpendiculairement à l'axe des a, et
les carrés des demi-axes de l'ellipse (134). Les vitesses de propagation il , £î" , ST
des troii ondes polarisées seront déterminées par les formates
h valeur de s'* étant
tendis que «"*, *'"* représenteront les deux valeurs de s 1 propres à vérifier l'équation
(122) } ^-(tH-^t+^M^-W))! !* J — (0+^«+%^)j-^ 2 (P-t^)^ = 0.
Lorsque le plan de Ponde primitive est perpendiculaire à l'axe des *, ou ce qui revient an même, Torsqu'on a
t/ = 0, v = 0, wriHhi, l'équation (122) se réduit à
(123) k-(tH-V.)i k-CO+^ + IPr,*,)} =0.
On peut donc prendre alors
et, en combinant les formules (120) avec les formules (121), (124), on se trouve immédiatement ramené aux équations (116), (117).
Lorsque le plan de Tonde primitive passe par l'axe des *, c'est à dire, lorsqu'on a
tvzz 0,
l'équation (122) se réduit à
On peut donc prendre alors
(126) «"' = O + T», , «'" ' = O + «P, + *P M iP. Alors aussi l'équation (118), réduite à
(127) (O + ^Ox' + CO + ^t + ^iAOj' + CO + ^a'r: 1,
représente un ellipsoïde qui a pour axes les axes coordonné* ; et l'on peut affirmer, que des trois ondes planes produites par la subdivision de Tonde primitive, dont le
usa,
•M^^ff-O+TrK»^».', .,Ç*<+V~<V-~ ! >-tr-Km>
Ofcwem» nom cm IVqMiM (137> pew tire tréemec m la i
§. 4. Propagation des ondes lumineuses dans un milieu où l'claslivilc de l'îtkcireste la même en tous sens.
Considérons un milieu dans lequel l'élasticité de l'éther reste U même en tous sens. Alors, comme on l'a dit [page 26j, des trois ondes planes dans lesquelles se divise généralement une onde plane de lumière non polarisée les deux premières, se propageant arec la même vitesse, se superposeront de manière à n'en plus former qn'iine seule dans laquelle la lumière sera polarisée parallèlement au plan de l'onde primitive, tandis que dans la troisième la lumière sera polarisée perpendiculairement à ce plan. De phn II troisième onde disparaîtra, si c'est dans le plan même de l'onde primitive que sont dirigés les déplacements et les vibrations initiales de molécules, et alors il n'y aura plus de polarisation. On arrive à la même conclusion, en substituant dans les équations (25) du §. 2 les valeurs de £,, îm., 3E, 3?, 2,, ai que fournissent les équations (56), ^57) du § 3. pour le cas oit l'élasticité de Peiner reste la même dans tous le sens. Effectivcraent, après la substitution dont il s'agit, lus formules (25) du §. 2 se réduisent à
r=— (0+"P')i" — «^"(«r + t'ij-T-H»:),
= — (0+10 K -i' e C («g + VT, -\- uk) ,
i maintenant on ajoute les formules (1) après avoir multiplié les deux membres de la remière par m, de la seconde par v, de la troisième par w, et si l'on a égard à l'équation
on trouvera
B* + Il* + W' = * > ,
J(»ig+i*iî+ig:)
Cela posé, en tenant compte des formules (26)- (27) du § 2, on déduira sans peine de l'équation (3) la valeur générale de
uis, après avoir substitué cette valeur dans chacune des formules (1), on tirera de ce* dernières formules les Taleurs des trois inconnues i, i . t.
Lorsque les déplacements et les vitesses des molécules de l'éther sont primitivement Hèles au plan de l'onde lumineuse, les valeurs initiales des deux quantités
•§+•9+».. -dT+-dT + -dT
s'évanouissent, et l'équation (3) doune généralement
(4) uÇ + vrj + wÇ = 0.
Par suite, en posant pour abréger
(5) #' = © + *?', on réduit les formules (1) à
<Pè d*T} à*:
t 6 > ÂJ"=-^' 3?"=-Ai *f=—v
Or on tire des formules (6)
„ 8insl , «in*/ sintl
(7) gzzt'ocosrt+gi , ij= i/o cos ##+>;! c = ç co8^+ç t *
£o »*;<>> £o> lu In Ci désignant les valeurs initiales de
t r B. in *i
b1 '' tf *' *' A'
Daiileurs ces valeurs initiales que déterminent les équations (26) , (27) du § 2 , jointes à léquation
(8) v =z <uc + iy + cz
ou, ce qui revient au même, à la formule
(9) hv = ujc + ty + wz ,
devront vérifier des conditions semblables soit à la condition (78), soit à la condition (63) du § 2, si Ton veut obtenir seulement des ondes lumineuses dont la vitesse de propagation soit dirigée dans le même sens que la droite OP 9 ou des ondes lumineuses dont la vitesse de propagation soit dirigée dans le sens opposé, la droite OP étant celle qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives les angles dont les cosinus sont respectivement
Dans le premier cas, on aura
(il) fcs-fijfc-, *=-û;g- k=- fî rfP
la vitesse de propagation d'une onde étant
(12) Si = j;
et des formules (7), (10), (11) jointes aux équations
£ o =*o cos £*~t~0o8inJbp==9>(*)t
(13) { i; ='oC08*»+ksta*r:=x(*)i
on tirera
£ = fto cos (ib — «l)+0oSÎn(ib— rf) = ç>(tf — fif),
(14) { ij = f cos(Jfe— rf)+jjosin(Jb — rf)= *(* — fîf)i
t = f cos(** — *f)+ V> ■**(** — *0 = V(* — ^0'
Dans le second cas les formules (14) devraient être remplacées par celles qu'on en déduit en substituant aux binômes
kv — rt, tf — Sit
les binômes
ktf + et , v + fil.
Ajoutons que, l'équation (4) devant être vérifiée indépendamment des valeurs attribuées i v et a / , par conséquent pour des valeurs de
hv — st
n égales à lero et à r, on trouvera entre les constantes arbitraires
*oi '<>* foi 009 I)<m io des relations exprimées par les formules
(15) w*o + f f o + wf = 0, f/09 + t>Jj + UM = 0, ou , ce qui revient au même , par les formules
(16) a* + bt + cto = 0, ajo + ftljo + cîo = 0,
desquelles on tirera
Soient maintenant
a , b 9 c , et a ' , i ' , ©"
les cosinus des angles formés avec les demi-axes des coordonnées postives par deux nouvelles droites Q , OR perpendiculaires entre elles, et à la droite P. Posons d'ailleurs
(18) «>^) + *'xW + ^>W = ©W,
et
(19) a>(*)+*"x(,0+c>(*)=JT(>),
Les trois axes OP, OQ, OR étant rectangulaires entre eux aussi bien que les axes des x, y, z, on aura non seulement
( a* + *» 4- c 2 = 1 , a'* + *" + c'* = 1, a"* + *"» + c"* = i , ^ j o'a"+*'J"+c'c" = 0, a"a + b'b+c"c = 0, aa' + **' + ce' = 0;
mais encore
( a* •+■ a * + a" 2 = 1, b* + 6* + b"* = 1, <?* + c'* + c H * = 1, ^ ^j 4c4-4'c' + o"c" = 0, c« + c'o' + c"o"= 0, ab+a' b' +a'b" = 0;
et par suite des formules (17), (18), (19), respectivement multipliées par a, a', a' on par b, b', b" , ou enfin par c, c', c", on tirera
q> (v) = o' © (y) + a " n (v) , (22) ^ Z (^) = 4'©(^)+*"JI(^),
1fl(y) = c'fi»(*)+«?"JI(v) ,
En conséquence les formules (14) donneront
Î£ = a'w(«— Sît)+m"n(v— 520»
rç = *' w (*— !2*)+*"JI(*— fi») , Ç = c'w(w— fil) +c" JI (*— fit)*
Observons d'ailleurs que si l'on fait pour abréger
(24) «m, + *'fe + cC = a, «*'*,+ i'fc, + *'%, = $,
on conclura des Formules (18) (19) jointes aux équations (13) ro(f) = acosi i -f- fîsîiiï i-, JI(») = CcusX-r -*-5>6Ùl*p.
Dans le cas particulier ou le plan de l'onde primitive devient parallèle à Case des ,z, et où la droite OP, renfermée dans l'angle que comprennent entre eux les demi-axes des ,r et des y positives, forme avec le premier de ces demi -axes un angle aigu représenté par t, l'on *
(27) a = cost, h — sîiiT. c^fl-
Dana le même cas, en faisant coïncider la droite OQ avec un demi-axe ment! dans le plan des », y perpendiculairement a la droite OP, et la droite Oit avec le demi-axe des z positives, on trouvera
: slni,
4' = — cosi, c = e" sa t.
Par suite les formules (23) donneront
(30) £ = Bin*o(«— fit), jj— — co8ïffl(*— i2*)t £=3ff(»— Â)} et, comme on tïrera de l'équation (8)
(31) » = reoSï •+- j/sint, on aura définitivement
(32) ^^sinrai(xcosr+^sinT-i*0. ïj=-cosro;(.rcosr+ i ysiiir-i2(), ir=ÏI(-i:eosr+j/simï-i2f) ,
les fonctions cï(iv), Jï(r') étant toujours déterminées par les formules (26), ou ce qui révient an même, eu l'égard a l'équation (12) ,
/ 5:=siiiiHvcos(A-(.i-cosr+.J/>iiiT) — s/)-f-8sin(A'(jrcoSï+j8!ni) — ar)î,
(**){ Jj=-cosiîîlco8(fc(xcosr+ysinT) — rt)+-fisin(Jt(^-cost+^sïiiT) — st)[,
\ Ç=:€co8(Jt(jrcos»+_jfsinT) — *0+©8in(Jt(*CO8ï+ysint) — st).
Remarquons encore que Céquation (5) ou , en d'autres termes, l'équation (18) du §- 3 peut être remplacée par la formule (80) du même paragraphe ; et que, si l'on fait pour abréger
cette formule donnera simplement
(34) s' = «,ir' + o,* , + >,/r , + eM.
De cette dernière jointe à la formule (12) on conclura
(36) S2* = a, -T- a, if + a, *• + etc.
D'ailleurs en désignant par I l'épaisseur d'une onde plane et par 7 la durée des oscillations moléculaires du fluide éthéré, on aura, comme dans les paragraphes précédents.
11 est important d'observer, f|n'<n vertu de la formule (38) la quantité * dépend uniquement de la durée des os cil talion s moléculaires, c'est a dire, de la nature de U couleur, tandis qu'en vertu de l'équation (35) jointe aux formules (12) et (37) les quantités <v, fi et / dépendent simultanément de la couleur et de la nature du milieu dans lequel se propagent les ondes lumineuses. Quant à l'angle i il dépend uniquement de 1a direction des plans parallèle?, qui renferment ces mêmes ondes.
§. 5. Sur la rêfrticlivn île lu lumière.
Considérons deux milieux séparés par le plan des y z dont chacun soit tel que l'éther y offre la même élasticité en tous sens, et dans l'un desquels se propagent des ondes lumineuses dont les plans soient parallèles à l'axe des z. L'existence de ces ondes que nous nommerons incidentes entraînera la coexistence 1° d'un second système d'ondes propagées dans le premier milieu, et que l'on nomme réfléchies , 2° d'un troisième système d'ondes propagées dans le second milieu, et que l'on nomme réfractées. Car, en faisant abstraction de ces ondes réfléchies et réfractées, on ne pourrait satisfaire aux conditions relatives il la surface de séparation des deux milieux.
Nous avons montré dans le bulletin des sciences comment de la remarque précédeulc on peut déduire non seulement les loix de 1a réflexion et de la réfraction de la lumière, mais encore la détermination de la quantité de lumière polarisée ] réflexion et par réfraction sous une incidence donnée, !a loi de Brewstcr sur l'angle
de polarisai ion complette, el les formules Insérées par Fresnel dans le n* 17 des annales de physique et de chimie. Nous nous bonerons pour l'instant à déduire de la même remarque la loi de la réfraction, en admettant, comme l'expérience le prouve, que la réflexion ne change pas la nature de la couleur, et que l'angle d'incidence eat égal à l'angle de réflexion. '
Pour un seul des trois systèmes d'ondes incidentes, réfléchies, ou réfractées, lea déplacements £, r, ç, de la molécule lumineuse correspondante au point (.r, y, i) se trouveraient déterminés par des équations semblables aux formules (33) du § 3. Ajoutons que, dans le passage des ondes incidentes aux ondes réfléchies, les quantités s et T ne varieront point, ni même les quantités k, Q, l , puisque les premières dépendent uniquement de la couleur, les autres de la couleur et de la nature du milieu. Quant à l'angle d'incidence t, on devra le remplacer, lorsqu'on passera des ondes incidentes aux ondes réfléchies, par son supplément ■ — r, afin d'exprimer que lea deux angles d'incidence et de réflexion sont eganx entre eux; et par suite on deira dana ce cas changer seulement le signe de la première dea deux lignes Irigonoraétriqnes cobt, sinr-
Cela posé Boîent
t que deviennent les coefficients
a, 6, €. D land on passe du système des ondes incidentes au système des ondes réfléchies, et
», t\ *\ fl\ r, x, e\ r, &
ce que deviennent les quantités
s, T, *, Si, /, a, fi, €, ©
quand on passe du système des ondes incidentes aux ondes réfractées. Si l'on considère à la fois les deux systèmes d'ondes propagées dans le premier milieu, on devra, pour ce milieu, remplacer les équations (33} du § 3 par les formules
§ = tint jicos(*( -rcoBT+jsûw)— «/).{- f} sin(£( jtcost +jfsim:) — **){ + sia r JâiCos(i'(-,rcosT+ i yaïnT v — *f) + 6,sin(Jr(-xco»T+ysinT) — **)[ ,
Ij =-co»r}ScoB(i( ^rcosr+jsinr) — s/) + C sin(£( -rcotT-fr-jsinr) — #f)J + costj^cos^-xcosx+jrsinr) — jO + Si*' n (H~- rcosT ~Ky R J M ) — **)[ ,
Ç = Ccos(Jt(.rcos*+ i yaiiw) — st) ■+■ D sin(i( jtcost +jf aint) — «f)j -*- C,co»(À(.jrco«+ysînT)— *t)+"B t tin(k(-jrCQtt+ya'uH) — **)[-
On trouvera au contraire pour le second milieu
!£= BiaT , j5l'c08(A'(^'coftt'+ i y6iiiï')-//) + ffl'8in(i'(jrco8»'+ i yilnï')-»V)J, jj=-cost' J^'cos(X'(.rco8T'+^sinT')-s'/)-t-6'sin(l'(jc08ï'+jiinï')-#'i)f, Ç = €'cos(k'(&cùarf+i/9]ni") — s'l) + Srsin(A-'(;rco8r'+,y B »»ï') — a'f),
D'ailleurs la surface de séparation des deux milieux, et des deux masses de fluide éthéré qui s'y trouvent comprises, coïncide, lorsque ces deux masses sont daus l'état naturel, avec le plan des y, z représenté par l'équation (3) * = ;
et, pour que ces deux masses restent continues l'une a l'autre pendant la durée du mouvement, ïl est nécessaire que la valeur de § relative à un instant donné, et à un point donné de la surface de séparation, ne soit point altérée, quand on passe
eu posant .r~(l, ou tire de la
de la première masse à la seconde. Enfin, première des équations (1)
(4) £ = sûiT}(3l-t-a,)coi(*s/BinT — «() + (« + «,) iia(*jiln»— w)j et de la première des équations (2)
(5) g — 8 in x ja* cos (k'y sin x — al) + fi' sin (*' y si» t'— *'*)[ , la condition que nous venons d'énoncer donnera
(6) , sin x |(A +a,) cos (fty sin x — «0 + (fi + »,) sin (*y sin «— «l)j
=: sin x \ A' cos (i't/ siux' — s*r) + fi' sin (k'g sin x 7 — «V)j ;
si toutefois l'on admelque l'on puisse sans erreur sensible ne pas tenir compte des légères modifications qnc peut apporter le voisinage du second milieu a la valeur de | déterminée par la première des équations (1), et le voisinage du premier milieu à la valeur de £ déterminée par la première des équations (2).
Observons maintenant que, l'équation (6) devant subsister indépendamment des valeurs attribuées aux variables y et f, les coefTicieuts des puissances semblables de y et de t devront être égaux dans les deux membres de celle équation développés en séries convergentes ordonnées suivant les puissances dont H s'agit- De cette seule considération Ton déduira immédiatement les formules
(7) (% + A,) sin t = a' sin x\ (fi + fi,) sin x = fi' sin x ,
(8) * sin t -à *' sin x , (9) » s i , auxquelles on parvient encore très iimplcmcnt de la manière suivante.
Si l'on pose y = et ( — 1° dans l'équation (6), 2° dans cette ™-W donation différentiel: une, deux ou trois fois de suite par rapport à /, on en tirera successivement
(31 + Si) sin t = X sin x%
* (0 + 0.) sin t = a' 6' sin ff,
a' (A + S,) sin t = a 1 A' sin i',
' a' (0 -H 10,) sin t = a'' 0' sin t 1 ,
Or la première des équations (10) jointe à la quatrième, et la seconde jointe A la troisième , entraîneront les formules (7) et l'éqnation
de laquelle on conclura, en extrayant les racines quarrées positives des dem membres.
Si l'on posait / — dans l'équation (6) diffcrentfée une, deux, on trois fois, non plus par rapport à I, mais par rapport a y, on obtiendrait trois nouvelles formules, qui jointes aux formules (10) entraîneraient non seulement les équations (7) et (9), mais encore l'équation (8). La seconde de ces nouvelles formules serait
(11) k sîn t (0 + 0.) sîn t = k sin % 0' sin i',
et en la combinant avec la seconde des formules (7) on obtiendrait immédiatement l'équation (8).
En vertu de l'équation (9), la quantité a, réciproquement proportion elle A la durée T des oscillations moléculaires du fluide ethéré, ne varie pas dans le passade d'un milieu à un autre, et par conséquent la réfraction ne change pas la nature de la conteur. Donc, si nn rayon de lumière rouge, après n'être propagé dans l'air, traverse un liquide tel que l'eau, il paraîtra rouge encore à un observateur dont l'oeil aérait plongé dans ce liquide. Quant à l'équation (8), elle donnera
sin t'
-in t
D'ailleurs, en nommant Si, iï les vitesses de propagation de la lumière dans le premier et le second milieu, on aura, en vertu de la formule (12) du §. 4,
et par suite
D«M réfMjM (12) M«rn
l!TC
riMfc ■
: JQ
Or la formule (15) montre que le rapport du tiatts tiaxHemct ea aiaata de réfraclion eit connUmmeat égal au rapport entre lea viteaaea de propaiatioai aie h l aaai etg daaa le premier el le fécond milieu. Celte canraaaiaai ae trectre, raaaaat tm m confirmée par teipérieaee. Car. ea faùaM nrier I angle d incidence pana- m rayas a" sac couleur donnée, qui tombe «rr U surface «Tua corps réfringent, m abtieat ta». Jour» le même rapport entre lea siaua des deux angle* d'incidence et de réfraction. Le rapport cotre lea sinus de l'angle «"iactdeace f et de l'angle 4e réfraction t eat ce qu'oa nomme t indice de réfraction. Si ion désigne cet indice par 9, «a aura ca «cria de la formule (13)
rJn t
et par tuhe
§. 6. applications numérique».
Lorsque dam un milieu transparent l'élasticité de l'élher reste la même en loua •eus, la durée T dea oscillations moléculaires du fluide éihéré se trouve liée à l'épaisseur l d'une onde plane par l'équation
(1) a* = a,f + a,** + a,i* + eW. ,
[rojea la formule (35) du §. t], dans laquelle on a
D'ailleurs, la slteise de propagation Si d'un rayon de lumière étant donnée par la formule
on itira encore (*)
fi' = s, + «,*' + a, t* +• etc.
Dans les seconds membres des équations (1) el (5), comme dans les séries, que renferment les formules (64), (65), (66) du §. 3, les coefficients
des puissances ascendantes de i décroissent Irtja rapidement, et la valeur générale de ■„ i déterminée par la formule
est une quantité' tres petite de l'ordre Un — i, dans le cas on la distance t* de dent molécules délher, assez rapprochées pour éïércer l'une sur l'autre une action sensible, est considérée comme très petite du premier ordre. Ajoutons que, si un rayon d'une couleur déterminée se réfracte en passant d'un premier milieu dans un second, la nature de la couleur et par suite chacune des quantités T, a, restera Invariable, tandis que les quantités
se changeront dans les suivante!
désignant l'indice de réfraction. Alors aussi les coefficients
obtiendront des valeurs différentes dans le premier et dans le second milieu.
Vu très habile observateur Frauenhofer a déduit d'cxpériei coup de soin les indices de réfraction pour sept rayons colorés, correspondants à certaines raïes que présente le spectre solaire, el déterminé les diverses valeurs que prennent ces mêmes indices lorsqu'on fait passer les sept rayons de l'air dans des prismes de verre ou de cristal remplis ou entièrement formés de diverses substances liquides ou solides. Les substances employées par Frauenhofer sont l'eau, une solution de potasse, l'huile de térébenthine, trois espèces de crowuglass, et quatre espèces do
flinlglasa. Ajoutons que deux séries d'expériences sont relatives a l'eau, et deux autres a la troisième espèce de flintglass. Le tableau suivant contient le résultat des expériences de Frauenhofer relatives aux sept rayons qu'il a désignes par les lettres B, C, D, E, F, G, H. Pour plus de commodité uous représenterons les valeurs de correspondantes à ces mêmes rayons par
Il
3* euptce
FLintjtlan
1« e.ptca
2» eapeco
3»e.pt UO i*Stfrie
LjfiMHl
2« Série
4e eipice
D'autres expériences de Frauenhofer déterminent les valeurs de l ou les épaisseurs des ondes dans l'air pour les sept rayons
Nous désignerons par
h, t» h, '.» h, h, h ces épaisseurs qui dans les expériences de Frauenhofer se trouvent exprimées en centmillionièmes de pouce. Si on multiplie les nombres que ce physicien a trouvés par
2,7070 afin de réduire les mêmes longueurs en dix-millionièmes tic millimètre, et si l'on effectue le calcul par logarithmes, on obtiendra la tableau suivant, dans lequel i déligne un nombre entier.
II. TABLEAU
Epaisseurs des ondes dans ï'air pour les raj/ons B, C, D, B, F, G» B de Frauenltofer.
Viik'iir- de !,-
Logarithmes décimaux de ces nombres
Log (2707)
Sommes
/,- en dix-millmi.i.iiie do millinivtru
Il suit de la formule (9) qu'étant donnée l'épaisseur l ou ',• des ondes dans l'air pour l'un des rayons B, C, D, E, F, G, If- on obtiendra l'épaisseur des ondes l' ou li , pour le même rayon réfracté par l'tau ou par uue autre substance, en divisant la première épaisseur par l'indice de réfraction. Cela posé ou déduira sans peine des Tableaux 1 et 2 les épaisseurs des ondes correspondantes aux sept rayons et aux diverses substances considérées par Fraueuhofcr. Eu effectuant le calcul par Logarithmes et à l'aide des tables de Cal] et, on obtient les résultats compris dans les tableaux suivants.
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En resnmë, les épaisseurs des ondes dans l'air et les autres substances elant exprimées en dix millionièmes de millimèlre, ces épaisseurs seront, d'après les expérience» de Frauenliofer, représentées par les nombres que renferme le tableau ci joint.
Epaiaseurs dea ondes, eu di.v-millionièmea de millimètre.
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Il est important «l'observe sur le retour des suites, on c (9) i'
D'ailleurs pour déterminer les l'équation (9) les-valeurs de
qu'en appliquant à l'équation (1) le théorème dcLagrange tire la valeur de Jt 5 développée en une série de ia forme = b,* 1 + b,s* -+■ b*«* + eic.
coefficients b», h ît b t , . . . il suffira de substituer dans a 1 , a*, a 8 , . . . etc. déduites de l'équation (1), savoir
z a i jt I + a 1 it' + 3,** + etc., = a 1 , ** + 2a 1 a,i 8 + etc., : 3,**"+ etc.,
Alors l'équation (9) deviendra t'zza^»* 1 -f-(a : b,-f-a, et l'on en conclura
b J )Jt , + (B 1 b,H-2a,a 1 l», + a 1 I b,)A'+clc.
n,Ii, 4- 2a, a, b, + a.'l-'» = °
pirconséqucnl
(10) < *a — — ^ -- ai 3'
Dj = j; = — t >
etc.
Cela posé, la formule (9) donnera
(il) ajfc> = ^-^^- ai<,t ~ W ^-etc.
Or, puisque, dans le eas où la distance r de deux molécules assez rapprochées pour exercer une action sensible l'une sur r autre est considérée comme très petite du premier ordre, les quantités
sont des quantités très petites du premier, du troisième, du cinquième . . . ordre, il est clair que dans le même cas les quantités
et par suite les coefficients de «*, *•, . . . dans le second membre de la formule (11), seront des quantités très petites du premier, du second ordre etc. . . • Donc ces coefficients décroîtront très rapidement aussi bien que les coefficients de s*, **, *°, etc. dans le second membre de la formule (9).
Si dans le second membre de l'équation (1) on conserve seulement le premier, les deux premiers , le trois premiers termes, etc. . • , on obtiendra diverses valeurs approchées de ê\ savoir
(14) «»= a I *» + a 1 i« + a,it 8 ,
etc.
et si l'on substitue la première de ces râleurs approchées dans les différents termes qui composent le second membre de la formule (11), ces différents termes deviendront
«**% — ««*% — (•» —J *•, etc.
Or, les coefficfentê des puissances successives de i 2 étant du même ordre dans la série (15) et dans celle que renferme l'équation (1), il est naturel d'en conclure qu'on obtient le même degré d'approximation lorsque dans les second membres des équations (1) et (11) l'on conserve le même nombre de termes. En conséquence aux formules (12), (13), (14) etc. doivent correspondre les suivantes
v ' Si a x $
la* a t aa — 2a a *
etc.
qu'on peut encore écrire comme il suit
(19) W = bi*,
(21) P^bt^ + bi^ + b,/,
etc.
C'est au reste ce qu'il est facile de vérifier a posteriori. En effet la formule (11) entraine immédiatement la formule (16). Pareillement la formule (13) s'accorde avec la formule (17) de laquelle on tire
ou, ce qui revient au même,
(23) * = t.» 5 i = a,* 2 + a 2 i* + 2— *• + 5-?P-|-etc.
et par conséquent
^zza^ + aa**, en négligeant les termes
Or ce» derniers sont respectivement comparables pour leur petitesse aux termes
a 3 A% a. À-', etc.
que l'on a négligés dans le second membre de l'équation (1) pour réduire cette dernière à la formule (13), puisque les quantités
sont respectivement du cinquième, du 7° ordre, etc. . . . aussi bien que les quantités
On prouverait par tics raisonnements semblables que la formule (14) s'accorde avec la formule (18), etc. . . ■ Cherchons maintenant jusqu'où les expériences de Frauenhofer permettent de pousser le degré d'approximation, c'est à dire, combien de termes ces expériences permettent de conserver dans l'équation (1), ou, ce qui revient nu même, dans U formule (11).
Lorsque dans la formule (11) on écrit *„ et t„ au lieu de a et Je , ou en tire (24) *y = b,*.' + biJ„* -H b 3 *„' ■+- etc. ,
puis, en posant successivement n=:l, n = 2, m:=3, etc...., / *,* sa KV + bi*,' + b 1 * 1 » +...
v J 1 iV= b, *»*;+- b,«,* + b,*j? +.. .
I etc.
Or, si dans le second membre de la formule (11), ou (24), on conserve seulement un, deux, trois . . . termes, on pourra en éliminer le coefficient b, , ou les deux coefficients h, , b 3 , ou les trois coefficients b, , b 2 , b } ; etc. à l'aide de la première, ou des deux premières, ou des trois premières, etc. . . . des formules (25), et l'on trouvera dans le premier cas
dans le senond cas
(27) Us-
dans le troisième cas
(.■■-.■JC-'-'. 1 )
( ra)
(28) ***-(^u^(V_wî «.' *'' + (..--..") (»,"-«,') .." K + (.,'-«.')(«.■-».")
H est bon d'observer, qu'on peut déduire directement les équations (26). (27), (28) s Is formule île Lagrange pour l'interpolation, en considérant
comme une fonction entière de a', dont le degré 1 soit l'un des nombres 0, 1,2, etc. Ajoutons que la formule (26), si l'on y pose n=2, lu formule (27) v ai l'on y pose n~3, la formule (28), si l'on y pose a = 4 . etc. , , . pourront s'écrire comme il suit
JlW- »1 3 )(*. J — «l^CV— «*') 4x\4t , —4 t '){4 1 1 «j'X*!* S« 3 ) *»'(**'— «.'X^'— «l'X"»'— *.')
Généra] enj eii t, >i l'on conservait m — 1 termes dans le second membre de l'équation (24), on tirerait de cette équation, ou, ce qui revient au même, des équations (25)
( 32 )^(^_^)(^_^...(^_ S , 3> + Sl >(^_^) ( ^_^ > ...(^_^j + ---t. 1
ce que l'on peut démontrer drrec terne nt comme il suit.
En désignant par * un nombre entier inférieur à », on tire de la formule d'interpolation, ou bien encore de la formule rclathe A la décomposition des fractions rationelleB
puis, en égalant entre eux les coefficients de a 1 "— 1 dans lea deux membrcB de l'équai ion (33), ou en conclut 1° pour i •< n — 1
2° pour t = n — 1 (35) 1 =
(*> — a» 1 ) («i 1 — *» ! ) . . . (a, 1 — a. 1 ) (fc ! — *! 3 ) (« 3 ! — «, a ) . . . (i? — «.')
Or, si l'on a cgard aux formules (34), (35), les m premières des formules (25), respect îvcm eut multipliées par le coefficients
puis combinées entre elles par voie d'addition, donneront
= £„ -+- etc. .
«t il est clair que celte dernière équation se réduira simplement h la formule (32), si, dans le second membre de la formule (24), par conséquent de chacune des formules (25), on conserve seulement les * — 1 premiers ternies, ce qui revient à poser
i» = 0, i„ t , = 0, etc.
Lorsqu'on passe de l'air à un autre milieu, la quantité 1 doit etre remplacée par
dans l'équation (32) qui se change alors en cette autre formule
aiV.'— si) ■ ■ ■ (V— *-") SjH^ 1 "*!*) ('*)' — "') ■■•(*,'—*..*)
Si d'ailleurs on pose, pour abréger ,
Kt ~ «*(si t -<* 2 Xsx*-* t ).w-'. i y Kl ~«. ï (* , vx* , vm*w) ' ctc< • • •
•■ K " = Sm * (,.»_ #1 ») (,„*_,>) (,„»_ ,'_) *
et, si l'on représente les carrés de indices de réfraction par
(39) 0i, 0,, 0„ etc.
de aorte qu'on ait
* désignant un nombre entier quelconque, les formules (32) et (37) détiendront respectivement
(41) K. + Ex + K» + 1- K m = 0,
(«) K x 9 t + Kt&t + JK.e» + r-«.©» = 0.
Enfin, ai l'on passe successivement de l'air à d'autres milieux réfringents des diverses natures, et, ai dans ce passage h devient successivement
(43) 01, 0'*, 0"*, ete.
alors, au lieu de la formule (41), on obtiendra un système d'équations de la forme
X,0, +K t e, -+-*,©, + |-JC,0. =0,
K } < K.©i' + *,©/' + JW + . . + K,e m " = ,
eiC* • • •
pourra que l'on pose
(45) © t - = 0,-% ©;' = 0/*, ©/' = t -" î , etc.
c'est- à- dire, pourvu que l'on désigne par
(46) ©,-, ©/,. ©,', etc.
les carrés des indices de réfraction relatifs aux divers milieux dont il s'agit. On ne saurait, dans les formules (41), (42), (44), «apposer » = 2: car alors les formules (41), (42), réduites à
K t + K 2 = 0, JC»©i + JC 2 2 = O,
donneraient simplement O t = & t et par suite la dispersion cesserait d'aroir lieu. On aura donc au moins n = 3. Ajoutons qu'il suffira d'éliminer les quantités
ttu plutôt let tipporH
entre l'équation (42) et * — i des équations (44). paur obtenir, entre 1» valeurs de
relative* à n — 1 substances diverse*, nue équation de condition qui dem être e slblement vérifiée, lorsqu'on pourra sans erreur sensible réduire à ses m — 1 terme* la série comprise dans le second membre de la formule (9) on (24).
Cela posé, en attribuant successivement a » les valeurs enivres et croissantes 3, 4,
clc on pourrait chercher la première de ces valeurs pour laquelle se vérifient tant
erreur sensible les équations de condition du genre de celles que nous venons de mentionner, et décider ainsi jusqu'où les expériences de Frauenhorer permettent de pousser le degré d' approximation. Mais on arrivera plus prompicnn.nl au même bot à l'aide de* considérations suivantes.
La formule (42) détermine ©■ en fonction linéaire de seules quantités ©,, ©,,... ©_,.
Dea formules semblables détermineraient G»;,- 9^*, etc. ea fonctions linéaires des mêmes quantités; et généralement le caractère propre d'une valeur de * asses considérable, pour qu'on puisse sans erreur sensible réduire la série (9) ou (24) 1 s m — i premiers termes, c'est que « des quantité*
©t. ©i, ©i, ©4, etc.
seront toujours liées entre elles par une équation linéaire «ans terme constant, el da laquelle les coefficients resteront indépendants de la nature du milieu réfringent. Concevons maintenant que par les notations
(47) S0 t -, S©,-, S"©,-, etc.
on désigne plusieurs des polynômes contenus dans la formule générale
(48) + ©, + 0, + ©, + etc ,
c'est à dire autant de sommes des quantités
©i , ©i < ©i . etc
prises tantôt arec le signe -+- , tantôt avec le signe — ; de sorte qu'en appliquant le calcul aux expériences de Franenhnfer faîtes sur sept rayons l'on ait par exemple
S'0; = 0, + ©, + ©, + ©«_ ©,_0,_0 Tt
etc.
Représentons an contraire par les notations
(50) 29^ 29/, r'0 f , etc
-plusieurs des polynômes compris dans la formule générale
(51) ± 9 4 ± 9/ ± ©/' ± etc.... ,
c'est à dire, autant de sommes formées avec les diverses valeurs de
correspondantes à une même valeur de t , mais relatives aux diverses substances, e(. concevons par exemple que
S©», Se», 29i
représentent les sommes des valeurs de
relatives à toutes les substances, qne
't 9 «sa» €?2 , • • • • 4*to Cr^
représentent ce qne deviennent les précédentes sommes, qunod on y change les signes des termes relatifs aux diverses espèces de flintglass, etc. • • . Enfin décomposons t en diverses parties représentées par
ensorte qu'on ait
© t - = *»- + */ + */ / + ctc
En admettant qne les lettres caractéristiques S, S', . . . . <£, X, . . . . appliquées séparément ou simultanément à ces diverses parties gardent les mêmes significations que lorsqu'on les applique à @ t « , et indiquent toujours des sommes formées de la
même manière ; on. aura encore
(53) \ S'Gi f= S'^f + S^/ + B&f + etc ,
etc.. . . .
(54) { r©< = r^ t - + r^/ + r*/' + etc ,
GwC* • • •
Cela posé, revenons à la formule (42), et voyons dabord quelles conséquences on aurait pu déduire de cette formule et autres semblables, s'il eût été permis d'j supposer a — 2. Dans cette hypothèse de l'équation (42) réduite à
on aurait tiré
puis, en remplaçant le premier des milieux réfringents par le second,
et par conséquent
on, ce qui rerient au même,
On «lirait trouvé de la même manière
©'» " ©'• etc. . .
et finalement
Or plusieurs fractions égales entre elles sont encore égales à celle qu'on obtient en divisant la somme de leurs numérateurs ajoutés les uns aux autres, ou pris les uns avec le signe + les autres avec le signe — , par la somme de leurs dénominateurs ajoutés pareillement les uns aux antres ou pris avec les mêmes signes nue les numérateurs. Donc la formule (58) entraînerait la suivante
e, se, :
qu'on peut écrire comme il suit
§ë7 = së7'
et dans laquelle il est permis de remplacer la caractéristique S par l'une des caractéristiques S', S", etc Observons dailleurs que, ni l'on pouvait considérer
comme égaux les rapports compris dans la formule (58), et attribuer lea différences de leurs valeurs réduites en nombres aux erreurs d'observation, le moyen d'atténuer l'influence probable de ces erreurs sur la détermination de la valeur commune des rapports dont il s'agit serait de faire concourir également à cette détermination les carrés des sept indices de réfraction, et par conséquent de substituer le nouveau rapport
S@ i _ 0» + ©» + ©! + ©« + ©, + ©», + 0, S©/ — . + î + &> -+- &', + ©'. + &■ + &\ à tous les autres, attendu que les deux termes de ce nouveau rapport seraient sept Fais plus grands que les moyennes arithmétiques entre les termes correspondants des premiers, et que, selon toute apparence, les erreurs d* expérience dans ©i, ©», © 3 , ©«, ©*, ©.. ©t t les unes positives les autres négatives, produiraient dans le polynôme
©i + 0, + O» + 0, + ©* + ©« + 0» : erreur de beaucoup inférieure à la somme de leurs valeurs numériques, ou ce qui revient an même, ù sept fois la moyenne arithmétique entre ces valeurs.
Si le second des milieux réfringents était remplacé successivement par le troisième, itr le quatrième, etc. . . . alors, oulicu de la formule (70) on obtiendrait les suivantes
se,
etc.
On aurait donc généralement dans riijnolliëse admise
se,- — se/ — sa,-- — se/" —
On le moyen d'atténuer l'influence probable des erreurs d' observai ton sur la détermination numérique de U valeur commune des rapports compris dans la formule (62) serait de substituer le nouveau rapport
ÏS,
©. ■+■ ©■' + ©." + ©>"' + etc. . . .
" S©,- ■+- S©/ -J- S©/' + S©/" •+- etc.
à tous les autres ; ce que l'on pronve par les raisons cidessus alléguées pour la substitution du rapport (61) aux rapports (58). Ou tire effectivement de la formule (63)
SB, 2S0i'
On obtiendrait de la i
: manière les diverses équation*
se.
,; se,..
qui peuvent être remplacées par la seule formule
©■_©*_ 3 _J©«__ ©• __®î__ ®* _ SQ i (67 ^ 5©7 ~ ï©7 ~~ ^©î ~ 2©, _ -©* _ -0» ~~ -©' _ - s ®f
Si Ton pouvait en réalité considérer comme égaux les rapports compris dans la formule (58), et attribuer les différences de leurs valeurs réduites en nombres aux erreurs d'observation, alors les valeurs de
©,, ©,, ©,, ©,, ©1, e , ©ï déterminées par les formules (66) mériteraient plus de confiance que Us valeurs observées. Mais il n'en est pas ainsi. Car nous avons tu qu'il n'était pas possible
île supposer n — 2 dans l'équation (42) et de la réduire ainsi à l'équation (66). Eu conséquence, les seconda membres des formules (66) doivent être considérés « représentant non les valeurs exactes, mais seulement des valeurs approchées de
e%, o,, © M ©,. e it <■>...
Désignons ces valeurs approchées par
•»,, 3,, *i, 3„, *,, fl 6 , ensorle qu'on ait
■fft.
atr'
-S©,-, eu.
et par
a valeur de la différence -
©,- 5,-, de sorte qu'on ait encore
(69) ©, = 5, + ^0, , 0, = 5 ] + ^0i. etc..
Ou tirera des équations (68)
(70) if, + 9» + • • ■ + 9i = S©,- = 0, + É et les formules (69), combinées entre elles par voie d'addition, donneront
(71) J9, + J0, + Je, + J9. + J©> -H ^©, + Je, = , ou S,i0 ( . = 0.
Cela posé, cherchons ce qui arriverait si, dans la formule (42) et autres semblables, ou pouvait sans erreur sensible supposer nz=3. Alors, cette formule, se réduisant à
et devant subsister indépendamment de la nature du milieu réfringent, entraînerait la suivante
(73) A',^0, + K,Z0, + K,se> X 0,
de laquelle OU tirerait, en la joignant aux troin premières des équations (68),
(74) A',#, + «,ft + A.tf, = 0.
Or, en substituant dans la formule (72) les valeurs de 0,, ; , 0, tirées des équations (69), et ayant égard à la formule (74), on obtiendrait la suivante
(75) K x J&, + K,je i + K % âe % = ,
qui déterminerait JQ, en fonction linéaire des deux quantités Je t , Je,. Des formules semblables délermi lieraient JQ,, JQt, Je,, je, en fonctions des mêmes quantités; et la substitution des valeurs de
Je*, Je* T Je*, *J&tr J^r
rf nmmfati (71) ft» shah gare s» actdea qamslmé» JAt, JAt nue é q nt ii en aovrefle Ami les rarffchsti seraient encore Mépemmmtn de h milieu réfringent On tarait donc, en Yerta de cette i r tnilfin minlk, et en par Je-' ce que devient Je,- quand en pusse da presser mSBtm su
•a, ce qui retient eu séné.
je, _ Je,
je, ~~ je.
On trouverait de le même manière
je.- — je; '
je, _ je.
je; ~ je;-
etc.
et finalement
je t _ _ je» __ Jej __^ je« je s je» je»
Supposons maintenant que Ton désigne par SO* Ton des polynômes fiiprii dsns le formule (46), et par 2* O i fan des polynômes compris dus la formule (61), en chaitissant les signes de manière que
représente, au moins pour Tune des substances, la somme des valeurs numériques de
jei, je 2 , Jej, Je«, Je», Jet, Je?*
et que
rsje t -
représente la somme des valeurt numériques de
s je ; , s' je/ , y je^ , eu
Kn opérant comme on F a fait, lorsque de l'équation (58) on a sucessk estent déduit les formates (59), (62), (64), (67), on déduirait de la formule (77) celles qui sofrent
(83) j 9ïï _ 8'JSj
je;~ &J9i'li
je t _ je: _ je t " _ je;"
, sje t s je- &jef, s'J9f'
je. _ ïJOi
^© t <*©, je, jq 4 je t Je, je, s~/©,.
ferrie, rierr/e, rj©» xjsi, sje, ssje {
Par suite on aurait
(82) J© â = ~ 7' ffift, J«, = ,7» S'Je.-, etc. . . Je, =-±-f!ZL S'J©.
Si Ton pouvait en réalité considérer comme égaux les rapports compris dans la formule (77), et attribuer les différences de leurs valeurs réduites en nombres aux erreurs d'observation, alors les valeurs de
déterminées par les formules (82) mériteraient plus de confiance que les valeurs immédiatement déduites des expériences. Dans le cas contraire, les seconds membres des formules (82) pourraient être considérés comme représentant non les valeurs exactes, mais seulement des valeurs approchées de
J9t, J9 2 , J9j, J9 % , JSj, J9 Sy J9 7 .
Désignons ces valeurs approchées par
ensorte qu'on ait
? J9 t TJ9 t A TJ9y
<*> * = rs^7 s ^' * = xï3¥? Je <* -••••*= Jvjg;*^
et par
la valeur de la différence
JG f — 9/
de aorte qu'on ait encore
(81) Je t =*.' +• J*9* , JG t = 9 t ' 4- J*** etc Je, = 4/4- ^«©,.
il*
On tirera des équations (83), en ayant égard à l'équation (71 ) ,
nu, ce qui revient au même .
(86) Sa/ = 0, cl de plu»
(87) S '»■ = &JQ,:
D'ailleurs les équations (84) sont toutes comprises dans la formule générale -
(88) Je t = ^ t ' + J i 9 t , et de cette dernière jointe aux formules (71), (86), (87) on conelurra
(89) SJ>Q t = 0, S^0,- = 0.
Cela posé, cherchons ce qui arriverait si dans la formule (42) et autres semblables on pouvait sans erreur sensible supposer n — 4, Alors cette formule, se réduisant à
(90) K,©, + K,& t + K 3 G S -f- JÇ.6, = ,
et devant subsister quel que fût le milieu réfringent, entraînerait la suivante
(91) Kxîft + Mft -*- Ki^© 3 + A^©« = 0,
de laquelle on tirerait, en la combinant avec les quatre premières des formules (68),
(92) JE,*. + K*9t + A,5, + K,#. = 0.
D'ailleurs, en substituant dans la formule (90) les valeurs de
tirées des équations (69), et ayant égard à la formule (92), on obtiendrait la Buîvantc
(93) K^©. + ^JÔt + K,^0, + K^/0, = ;
rt, celleci devant encore subsister indépendamment de la nature du milieu que l'on considère, on en conchnrait
(94) K.XJ&, + KJtJ& % -t- H*? J& 3 + K^'Je* = 0, puis, en ayant égard aux quatre premières des formules (83),
(95) K t & + K& + KtS,' + KM = 0.
Knfin, en substituant dans la formule (93) les valeur* de
J©,, JQ t , Je,. JQ,, tirées des vrjualimis (84), et ayant égard à l'équation (95), oit trouverait
(96) k ^e, + JM*e a + K>j*e 3 + K<d*e % = o.
En vertu de la formule (96), J 1 ©« dey tendrait une fonction linéaire des trois quantités
Des formules semblables détermineraient ^0*, ^©«i J*Gi en fonctions linéaires des mêmes quantités; et la substitution des valeurs de
ainsi déterminées dans les équations (89) fournirait entre les seules quantités
deux équations nouvelles qui donneraient pour les rapports
J*G* J*Gi J 2 9 1 ' J Z G 9
deux valeurs indépendantes de la nature du milieu réfringent. On aurait donc en vertu de ces équations nouvelles, et en désignant par SQ{ ce que devient ^ 2 f -, quand
on passe du premier milieu au second , .
£9 L _se± j*Qt _ jg;
ou, ce qui revient au même,
On trouverait plus généralement
^© t _ J i Q 2 _ J t G z _ J 7 Q* _ J'Gj _ â'G« __ J Z Q,
puis, en désignant par
la somme des valeurs numériques de
zf 2 ©,, J*0 a , ^©3, J 2 ©,, J»© s , ^0 6 . ^« T ,
au moins pour l'une des substances, par
la somme des valeurs numériques de
S'^ 2 ©,., S',/ 2 ©/, S"J 2 @/\ etc
et raisonnant sur la formule (97) comme sur la formule (77), on obtiendrait non plus l'équation (81) mais la suivante
de laquelle ou tirerait
(99) so, = „„ „ ..^. sve,
S''^ 1 ©,*, etc....^©^
Si l'on peut en réalité considérer comme égaux les rapporta compris dans la formule (77), et attribuer les différences de leurs valeurs réduites en nombres aux erreurs d'observation, alors les valeurs de
déterminées par les formules (99) mériteront plus de confiance que les valeurs immédiatement déduites des expériences.
On pnurrait pousser plus loin ces calculs ; et, s'il arrivait que pour rendre sensiblement exactes la formule (42) et autres semblables on dut y supposer M s: S , alors, en faisant pour abréger
TJ'B, •
S'J'0, 2VS
: S"^0,-, »," = T . a .. /Wa- S'i« ( , etc. ..,*,"
rs'j's,
. . . J'B, = cV* s (89)
r'sv©,- "
et posant d'ailleurs
(101) J'B, = »," + J'B, , J'B, = »," + J'B, , etc on tirerait des formules (100), (101) jointes aux équatio
(102) Stff"=:0, S'^" = 0,
(103) S"»(" = S"J ! ©,-; et par suite
(104) S _/■©,- = , S' «/■©, = , SV>9: = , puis de la 'formule (42) réduite à
(105) K,9, + K.0, + M+ A.©. + K.©. = , et jointe aux équationa (68), (69), (83), (84), (100), (101)
(106) K,J'B, + K^I'B, ■+• K,J'B, + WS, + K^I'B, = 0. Enfin de cette dernière équation et autres semblables réunies aux formules (104) on concilierait que les quantités
J'B,, J'B,, J'B,, J'B,, JW,, 4"©,, -PB, conservent entre elles des rapports indépendants de la nature du milieu réfringent, i vérifient par conséquent la formule
j>&.' ~~ j>& t ' ~ //'©; — J'©;- ~ J'B,' — a*bî "~ J'B; '
puis, en désignant par
S"J'B t la somme des valeurs numériques de
j'9„ j'b„ j>e„ <rs„ j-b„ </■©,, se,
au moins pour l'une des substances, par
S '/PB
(109) J'B, = ^ ... .,- S" J'B;, J'S, = '„ ' - S'jm,, etc. . . J>8,=
SI l'on peut en réalité réduire la formule (42) à la formule (105), considérer par suite comme égaux les rapports compris dans la formule (97), et attribuer les différences de leurs valeurs réduites en nombres aux erreurs d'observation, alors les valeurs de
^■e,, /fe,, J'8„ /fie,, /fie,, se,, j'B,
déterminées par les formules (109) mériteront plus de confiance que les valeurs immédiatement déduites des expériences; et, en posant
désignant généralement par
PB
^"J'Bi, etc.. d,"
la différence
/fie t — »•■■
en aorte qu'on eût
(111) J'B, = S," + /fiB, , J'B, — »,"' + ^e„ etc J'B, = *,"' + J'B,,
ou trouverait pour valeurs des différences
des quantités du même ordre que les erreurs d'observation.
En résumé, si l'on veut savoir jusqu'où les expériences permette»! de pousser l'approximation, ou, ee qui revient au même, combien de termes doivent renfermer les équations linéaires qui, comme l'équation (42)* subsistent entre les quantités
©i j "i » Wj » w« i etc. . . . ,
indépendamment de ia nature du milieu réfringent, on calculera, pour les divers rayons et pour les diverses substances, les valeurs successives de
(112) JQ { , /P9 £ , ,/*©,-, JWji etc
à l'aide des équations
©, = #, + JG t , ©, = *, +JOl* etC.... ©7 = ^7 .+ ^©7,
J©, = */ +//*©,, J© a =*/ -f-ii 1 ©!, etc.... JB 1 = & 1 * +J*9i %
(113) { J 2 9t = S t ' f +J i e t , J 2 e 2 = & z "+J*e„ etc.... JV,=z9t* +d** %
j>e l =z&r+J 9 ei, ^©,=^+^ 3 © 2 , etc.... j j ©,=$t+^ j ©i,
etc
jointes aux formules
etc.
dans lesquelles on désigne par
S0 f ., S'J© f . f S'J 1 ©;, S"'J*0 f -, etc
les sommes des valeurs de
© t ., JG £ , J 2 G 4 , J*9 in etc
relatives aux divers rayons, mais prises tantôt avec le signe + , tantôt avec le signe — , de manière a se réduire du moins pour certaines substances aux sommes des valeurs numériques, et par
2S0 ; , rs'j©/, r's"^e ; , r'^'"^., etc
1rs somme* des valeur*» numériques de
S'J9i, «"J 1 ©,-, ST^Wf, eic
relatives aux diverses substances- Il sufilra de continuer le calcul des différences représentées par
^0 £ , J*Q it J 3 ©;, J*Qi, etc
jusqu'à cequel' on parvienne a des différences comparables aui erreurs d'observation. On peut d'ailleurs aisément reconnaître la nature de ces erreurs, et se former une Idée de leur étendue, en comparant entre elles deux à deux les valeurs de C* ( - que fournissent deux séries d'expériences faites sur la même substance, par exemple, les deux séries d'expériences faites par Frauenhofer sur i'ean ou sur la troisième espèce de fitetghtt. Il y a plus; comme on aurait généralement
©,- = 9 t par conséquent
àB t — 0, si l'on pouvait sans erreur sensible réduire lu second membre de la formule ( ) à son premier terme ;
J&i = &i par conséquent
J*&i = 0, si l'on pouvait sans erreur sensible réduire le second membre de la formule (9) a ses deux premiers termes, etc. ... ; il est clair que les différents termes de la suite
J9i, J'Qi, ^*©,-, J*e t , etc
seront respectivement comparables aux coefficients
bit bj, b,, li s , etc
des 4" , 6" , 8" , 10 e , . . . puissances de a dans le second membre de l'équation (9), et qu'en conséquence J &,- sera du même ordre que b, , d*&i du même ordre que bj, J'G; du même ordre que b, , J'Qi du même ordre que b*, etc. . . . Or, si la distance de deux molécules d'étber, assez rapprochées pour exercer l'une sur l'autre une action sensible, est considérée comme une quantité très petite du premier ordre,
»ibi, a,l)j, a,b,, a,b, , etc
seront, en vertu des remarques faites sur la formule (11), des quantités très petites du premier, du second, dii troisième, du quatrième . . . ordre. En conséquence, non seulement les coefficients
mais anssi les différences des divers ordres, savoir,
(112) JQi, JiQf, J'Qi, J*9 4 , etc
et leurs valeurs approchées, ou les quantités
(115) »/, 9Î\ &•", »/■", elc
déterminées par les équations (114) formeront généralement des suites décroissantes jusqu'au moment où les différences deviendront du même ordre que les erreurs d'observation. Remarquons encore que chacune dcB quantités (115) obtiendra pour les divers rayons des valeurs diverses qui, en vertu deB équations (114) devront toutes garder les mêmes signes, ou toutes à la fois changer de signes, lorsqu'on passera d'il substance à une autre. Or il est clair que les différences J& it 4*0;, J'Q;, J*G { , etc.
dont les quantités dont il s'agit représentent des valeurs approchées, devront généralement satisfaire à la même condition, tant qu'elles ne seront pas devenues assez petites pour £trc du même ordre que les erreurs d'observation. Enfin les formules (113) et (114) entraîneront, comme on 1' a déjà remarqué, les équations de condition
S&i =SQ;,
S»- = 0, S'*/ EÏWj (116) I S9f = 0, Wêf = 0,
etc.
SJ0 t = O, SJ"0; = 0, S//>0,=O,
eu
S SBi = 0,
s'/ce,. s o,
S'zP0,=O,
SV0; = 0, S"J"S
aux quelles on pourra joindre les suivantes que l'on forme de la même manière
m/ = s je,
iV0,-, 0, î"»ï":
2Je, = o,
I4 ! 0, = O, SJ'Bi S 0, SJV { s 0,
2'J>ei=:0,
(91) I l'on posait pour abréger
se, se, se,
= SS@i •-«'= sâëi ' clc *•= 28©: '
s'je, _ s'je, _ sje,
S'S'JQt ' A ~ SS'JQi ' etC * - yg'^©,. '
(1201 / r'^re, 2"^©» s"j'e,
*' - 2"'s'"j j i ' ôl ~ s'S'-jw etc * - r-s-v 1 ©.-'
tes formules (114) se réduiraient à
5, = ff.S©,-, #, = a,S0,-, etc $ T = «,S0;,
3/ = p,S'J9 t , &,' = faS'JQn etc ,ft' = /?,S'^0;,
(121) ^ 5," = y.S"^ 1 ©,-, £," s= j-,8"^©;, etc 5," = ^SVO,-,
&,'" = dS"J 3 &i , ■3,'" = JjS"'^ 3 ©,-, etc $,"' — rfiS"^ 1 ©,- ,
et l'on tirerait des équations (120) jointes aux équations (117)
fa = 0, S'fc = 1 , (122) { s 7i = , B'n = , S> ( - = 1 ,
Jf = , S'(Tf = , S"d; = , S "rf; ss 1 ,
Les formules (116), f 117), (120) fournissent divers moyens de vérifier l'exactitude des valeurs de
J&i, J'Oi, ^0/, ; &{t *j, #;", . . . . i « f , ft, y;, (ï,-,
déduites de l'expérience à l'aide tics équations (113), (114), (120), (121).
Venons maintenant aux applications numériques des diverses formules cidessus établies, et dahord calculons par logarithmes les carrés des indices de réfraction ou les valeurs de 0,- pour les rayons
B, C, D, E, F, G, H, de Frauenbofer et pour les diverses substances employées par cet habile observateur. Ces valeurs seront fournies par le tableau suivant.
sssr
VII. TABLEAU
Variations de 0$ dans le passage d'une serte d'expériences à une autre.
{ Eau 1" Sétle 0,-
Variation» do W;
( Flintglass 1 1« Strie i 3» espÊco ) 2« Surie
Variation* de 0;
Ainsi les valeurs de ©î déduites des expériences de Frauenliofer admettent des erreurs comparables aux nombres 0,000159 ; 0,000113 renfermés dans les 4 e et 7 e ligne» horizontales du 7 e tableau; et dans l'application des formules (113), (114) on doit continuer le calcul jusqu'à ce que l'ou obtienne des différences comparables à ces mêmes nombres. D'ailleurs on déduira sans peine Tlu 6* tableau les sommes représentées dans les formules (114) par S©;, ^0; et ^S©;, les diverses valeurs du rapport
relatives aux diverses substances, et les logarithmes de ces valeurs. La déterminalion de ces quantités est l'objet du tablean suivant qui donne en outre pour chaque substance la moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de 0; c'est à dire la valeur de la quantité déterminée par l'équation
Diverses conditions, que remplissent, comme ou devait s'y attendre, les nombres obtenus dans ce tableau, servent à prouver l'exactitude de uns calculs. Ces conditions se trouvent comprises dans les trois formules
SSGjzz 820^ = 198,142460, 2«5T=:4, 29=1*2^
On ne doit pas s'inquiéter de la différence 0,000002 entre le second membre 1 de U deuxième formule et le nombre 0,999998 placé à la fin de la ligne horizontale qui
80,renferme les valeurs de ■ , . l'omission de la 7" décimale dans chacune de cet
valeurs suffisant pour produire dans leur somme une erreur égale à la différence dont il s'agît. En parlaut du 8 e tableau, on pourra déterminer par logarithmes les valeurs approchées de 15 0, , . . . . que nous avons représentées par ,?, , 9 lt etc. . dans les formules (.113), (114), desquelles on tire généralement, en agant égard à U formule (123),
ou, ce qui revient au môme ,
(125) »t = © 4-jbfc
Or, la différence SQî — 20 étant généralement beaucoup plus petite que 20y, il y aura quelque avantage à remplacer la formule (125), et à calculer au lieu du produit
(126) 4| se.-
le produit plus petit
(127) iaF s ' -- Q i'
attendu que de ces deux produits le premier contiendra aussi bien que &i sept chiffres significatifs, et le second cinq seulement, l'approximation estant poussée jusqu'au chiffre décimal qui exprime des millionièmes. D'ailleurs, dans le produit (126), le facteur
q _ SQf
et son logarithme sont immédiatement donnés pour chaque substance par le 8 e tableau, et quant au facteur
20; — 20 ou en déterminera sans peine les diverses valcurB avec leurs logarith: ce même tableau, en opérant comme il suit.
, à l'aide de
Dite
IX. TABLEAU
rmination des valeurs de
Valeur» de i i — 1
Sommet.
28,3060<ilï
SISS232 4513795
DifTïrenco 1S08106
Aux diverses valeurs île
2®; — 20 nous avons joint ici celles des rapports
20 C 2S©7 "* °* qui servent à prouver la justesse de nos calculs, attendu qu'elles doivent vérifier, et vérifient en effet avec une exactitude suffisante les deux conditions 20; 20;
S 20" = 7 ' et -H07 =1 ° U "H* 1 Observons d'ailleurs qu'il suffirait de multiplier les diverses valeurs du rapport
jirises dans le 9* tableau par les diverses valeurs de S0; prises dans le S f pour obtenir les quantités ■&, , ■[),, etc. ... En déterminant ces mêmes quantités à l'aide de la formule (125), on obtiendra les résultas que reuftrme, le lakVcAM %\ù\«\sl\..
•jfj
( ioo )
Si l'on retranche les râleurs précédentes de &,£),... des valeurs de 0, , G fournies par le 6 e tableau, on obtiendra pour restes les diverses valeurs de JQ- que nous allons présenter.
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Les nombres compris dans la dernière colonne verticale du 11 e tableau serrent a prouver la justesse de nos calculs. Car ces nombres, qui représentent les dlu valeurs de
2Ô { , Z0,-, 2JQ,-,
vérifient avec une exactitude suffisante les équations 29, = 2"©, , 2"*! = 20, , .
2JO t = 0,
que Ton déduit immédiatement des formules (114) et (113).
Les valeurs de JOi , que fournit le onzième tableau, étant, abstraction faîte des signes, bien supérieures aux variations de 0/ renfermées dans les 4 e et 7 e lignes horizontales du septième tableau, il en résulte qu'on ne peut, sans erreur sensible, réduire les seconds membres des formules (I) et (9) à leurs premiers termes et la formule (42) à la formule (56). Au reste nous avions déjà pressenti ce résultat, en nous fondant sur cette seule considération que, s'il en était autrement, la dispersion se trouverait anéantie.
En partant du 11 e tableau, on déterminera sans peine, à l'aide des formules (120), (121) et (113), les diverses valeurs de /„ /„../,} &Ï-, 9* •>•■&■,'; à'® xy J'&>,... à'®,. Alors S'JQ; désignera la somme des valeurs numériques de âO% relatives aux divers rayons, mais seulement & l'une des substances, à l'eau pur exemple, de sorte qu'on aura
(129) S'J&f = JQ t + JOr -+- JO t + 4Q* — ^0* — àO* — àO, ; et TS'JO- représentera la somme des valeurs numériques de S'JO;, c'est à dire évidemment, la somme des valeurs de A(-h t prises avec le signe — lorsqu'elles se rapportent à l'une des espèces de fliiitglase, et avec le signe + dans le cas contraire. Cela posé, on déduira des formules (120), (121) et (113) les résultats compris dans les tableaux suivants-
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Comme on devait s'y attendre, les nombres obtenus dans le 12 e tableau vérifient rigoureusement les deux conditions
S2JQ; = SSJ0 4 , SSJ0i = F&'JGj,
et, avec une exactitude suffisante, celles que comprennent les formules
2J0; = , 2JQ,- = 0, S'SJOj = 2S'JQ 4 = 0, Sft = , 8'ft = 1 ;
ce qui prouve la justesse de nos calculs.
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Dans le 13* tableau , les valeurs de
sont exprimées en millionièmes, colonne verticale les valeurs de
Ainsi, par exemple, de ce que dans la première
JQ.i J>G t
se trouvent représentées par les quantités
12451, 12272, —179 on doit en conclure que l'on a, pour l'eau [1 er * Série]
*,' = 0,012451 , JQ % ~ 0,012272 , ^0, s — 0,000179 , ou, ce qui revient au même,
1000000 *,' = 12451 , 1000000 JQ t = 12272 , 1000000 J 1 0, = — 179.
D'ailleurs, comme, dans le même tableau, plusieurs des valeurs de J : Q; , particulièrement celles qui sont relatives à l'huile de térébénthiuc, ainsi qu' à la première et à la quatrième espèce de (tintglass, sont, abstraction faite des signes, notablement supérieures aux variations de (■)■; renfermées dans les 4* et 7* lignes horizontales du 7* tableau, on doit en conclurrc qu'on ne peut, sans erreur sensible, réduire Je second membre de la formule (1) ou (9) à ses deux premiers termes, et la formule (42) a la formule (72).
Concevons maintenant que l'on désigne par S'-J 1 ©;
la somme des valeurs de d 2 0; relatives aux divers rayons, mais seulement à l'une des substances, par exemple, à la solution de potasse que nous choisirons ici de préférence , attendu que cette substance est celle pour laquelle la plus petite des valeurs numériques de A'&f est la plus grande possible, et que généralement on doit moins ersnidre de voir un changement de signe produit par les erreurs d'observation dans la valeur de ./(■',-, lorsque cette valeur s'éloigne davantage de «éro. On aura
(130) r#H — — J>&t — S02 + ^'0, + ^0. + ^0. + SO* — ^*©t;
et, en désignant par
la somme des valeurs numériques de S"^©,- relatives aux diverses substances, on déterminera sanB peine, à l'aide deB formules (114) et (113), les valeurs de
y,, y a , y,; J," , #/', di" ', ^0, , ^0,, J 1 ®,
telles que les présentent les deux tableaux que nous allons tracer.
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Dans le 15 e tableau, les râleurs de
sont exprimées en millionièmes. Ainsi, par exemple, de ce que, dans la dernière colomne verticale, les valeurs de
&" et 9 t " sont représentées par les quantités
— 121, 63 on doit en conclurre que l'on a pour l'eau [1™ Série]
$," = — 0,000121, &," = 0,000063 ou, ce qui revient au même,
Parmi les valeurs de J'O,- que fournit le 15' tableau, une seule 0,000171, relative au troisième ravon et à la première espèce de flintglass, surpasse le nombre 0,000159 qui représente la plus grande des valeurs numériques île ©,- comprises dans la 7" ligne horizontale du 7" tableau, et ne la surpasse pas assçx notablement pour qu'on ne puisse à la rîgneur l'attribuer elle même aux erreurs d'observation. Nous pourrions donc nous regarder comme suffisamment autorisés à ne pas pousser plus loin les calculs, et admettre qu'on peut, sans erreur sensible, réduire le second membre de la formule (1) ou (9) à ses trois premiers termes, etla formule (42) a ta formule (94). Cependant un examen attentif des valeurs de J 1 ®; données par le 15 e tableau nous conduit à supposer que dans chacune de ces valeurs il existe une partie indépendante des erreurs d'observation, ordinairement plus grande que ces erreurs, et qu'il est bon de ne pas négliger. Effectivement, si celte supposition est conforme à la réalité, la plupart des différences
^"@,; -**©,,. .. J'Q 7 devront conserver les mêmes signes que leurs valeurs approchées, représentées par
et, comme ces dernières quantités, en vertu des formules (114), conservent toutes les mêmes signes, ou toutes à la fois changent de signes, lorsqu'on passe d'une substance ù une autre, les diifércnces
devront, sauf quelques exceptions peu nombreuses, remplir la même condition. Or a l'Inspection du 15' tableau, on reconnaît sans peine 1" que cette condition est rigoureusement remplie, lorsqu'on passe de la 4 e espèce de fllntglass à la 3 e espèce (1" Série) ou à l'huile de térébenthine; 2° que, si pour chacune de ces trois substances l'on nomme S" _/'&; la somme des valeurs numériques de J'(->; relatives
(iii)
aux divers rayons, et prises en signes contraires, c'est à dire, en d'autres termes, si
Ton pose
(131) S"J 3 f . = — A*% + J'0 a + J 3 0, — J*Q 4 — J*Q t + J»0 6 + zP0 T ,
la condition cidessas énoncée sera généralement satisfaite dans le passage d'une substance à une autre, sauf de légères exceptions relatives à un très petit nombre de rayons, et à des valeurs de d*Q{ ordinairement très rapprochées de zéro. Si d'ailleurs on désigne par
la somme des valeurs numériques de J 3 Q{ relatives aux diverses substances, on déterminera aisément, à l'aide des formules (120), (121) et (113), les valeurs de
telles que les présentent les deux tableaux que nous allons tracer.
Sïl'S8i'ïïïl ?ï5ïBs|lli
Gomme on devait s'y attendre, les nombres compris dans le 16* tableau vérifient rigoureusement les deux conditions
S f,, SJ 3 G { = 2S'"J*Qi , ST^0 t . = 2*"arj»Bi
et avec une exactitude suffisante celles qu'expriment les formules
8J*Q { =0, 2J'0i=O, &'2J*0 i = $&"J*e i , Sdi = 0, S^=0, S"^=0, &'"â { =t;
ce qui prouve la justesse de nos calculs.
à ; si
« Il
if
si
Si
ri
OJ9J
aa
fi
( »tt )
Dans le 17 e tableau, les valeurs de
sont exprimées en millionièmes. Ainsi, pur exemple, tic ce que, dans la onzième colonne verticale, la valeur de A*Q t se trouve représentée par — 79, on doit conduire que l'on a pour la 3" espèce de fiîntglass [2' Série] j*Q t — — 0,000070.
D'après le 17o tableau, la plus grande des valeurs numériques de J'©-, représentée par le nombre
n'atteint même pas la moitié du nombre
qui représente la plus grande des valeurs numériques des variations de 0- comprises dans la 7 e ligne horizontale du 7* tableau. Donc les diverses valeurs de
sont comparables aux erreurs d'observation, d'oii il résulte que, dans l'application de nos formules aux expériences de Frauenbofer, on peut, sans erreur sensible, réduire le second membre de l'équation ()) ou (9) à ses quatre premiers termes, et la formule (42) à la formule (106). 11 y a plus, d'après ce qui a été dit cidessus [page 87], les valeurs de d'O; immédiatement déduites de l'expérience mériteront une confiance moindre que les valeurs de J'G; tirées des équations (109) et représentées par
on, en d'autres termes, celles que l'on tire des formules (111), en y remplaçant généralement J'Oj par zéro. Donc aussi les valeurs de 6,- déduites de l'expérience et fournies par le 6* tableau mériteront moins de confiance que les valeurs corrigées de 0; qu'on tirerait des équations (113) eu y remplaçant généralement J*&i par zéro. D'ailleurs, comme, en vertu des formules (113), on aura
(132) t - = d 4 + à/ + &i" + &f + -à*®iy
les valeurs corrigées de 0,-, ou celles qu'on obtiendra, en remplaçant, dans le second membre de l'équation (132), J*Qi par zéro, seront évidemment les diverses valeurs du polvnome
Cela posé, on tirera sans peine des 11 9 , 13% 15* et 17 # .tableaux le tableau suivant qui offre non seulement les valeurs de © t - immédiatement déduites de l'expérience,
mais aussi les valeurs corrigées de 0; ou, en d'antres termes, les valeurs de et montre comment ces dernières valeurs se trouvent formées par l'addition des quantités
Dan* le 18 e tableau, ainsi qu'on devait a v j attendre, les valeur* numériques des quatre quantité*
forment généralement une suite décroissante. Les seules substances pour lesquelles cette condition ne soit pas toujours remplie sont l'huile de térébenthine, la première espèce de flintglass, et la troisième espèce de flintglass (l re série). Encore, pour les substances dont il s'agit, les exceptions sont elles seulement relatives à la valeur numérique de ${'' que devient supérieure, pour certains rayons, à la valeur numérique de &{'.
Des calculs cidessus développés nous avons déduit cette conclusion importante que les différences du 4* ordre, représentées par //*©/, et déterminées par le moyen
des formules (113) jointes aux formules (121), étaient, pour les diverses substances, des quantités comparables aux erreurs d'observation. Cette conclusion se trouve confirmée par la détermination des valeurs qu'on obtient pour ^*0 t -, lorsque l'air est
substitué au milieu réfringent. Alors en effet, chaque rayon cessant d'être réfracté, on a généralement
et par suite les valeurs de 4*9;, déduites des formules (113), (121), sont celle* que présente le tableau suivant.
Comme on devait s'y attendre, les nombres compris dans le 19* tableau vérifient •Teo une exactitude suintante les conditions exprimées par les formules
8J9 S = , SJ'Qf = , SJ 1 9 i = , S^9; =
D'ailleurs, dans ce tableau comme dans les précédents, les valeurs de S'JQi, SV©,-, S"-J&i
sont respectivement
S' J9 t = JG l + J0 t + J0 i + J9 t — J9 t — J0 ) , — J& T , S" J*Q{ — — J'Ot — J*0, -f- #9* + J'Q t + J'9 t + J'Qt — J>9, \ 8,'"J'Ql = — J*9 t + J>9, -J- J*0 t — J*9 t — J 5 ©, + J*9 t + J*9»
1 Dans le même tableau, la plus grande des valeurs numériques de J*Q<, reprt sentee par le nombre 0,000122 est inféreure au nombre 0,000159 qui représente la plus grande des valeurs numériques des variations de 0; comprises dans la 7* ligne horizontale du 7* tableau, et par conséquent elle reste comparable aux erreurs d'observation.
H est bon d'observer que les valeurs de
fournies par te 18* tableau, c'est à dire, en d'autres termes les valcnrs de ©,- calculées pour les substances aux quelles se rapportent les expériences de Frauenhofer, et corrigées d'après les principes cidessus exposés, représentent les diverses valeurs d'nnc même fonction linéaire des seules quantités
S0,., S'©,-, S"©,-, S'"© rf
que désormais nous désignerons, pour ubréger, par
If, U\ 17", U m .
Effectivement, si l'on pose
i tima successivement des formules (113) et (121)
J&i =3 Q. — &i =9 t ~ Ua { , WJ9i = S(©i — Uai) = S'0; — USaf =zV — US'a,-,
(123) puh
J*e { = J9 4 — */ = 0,- — Va t — (V — V8'ai)fii, STJ^i = S" {0, — Ta,- — (V — ffS'a*)/?,-} = 8"0 f — tf S'a,- ^V'—V S'a,) S"ft
— 17'— £TS"o* — (i/' — v&aàsrpi,
puis encore
a/* = |r/" - u&"oi - (ir - i7S'«,.) s w /? f -j » ,
J>Q £ = J'G i ^ i "=0 r -U«^U'-U&\)p i —\U-'—U8"a r -(Zr—V8'aî)S''fi i \y i
8"J*Qi = S"©,— l7S'"a,— (Tr-U&'aï)8'"fc— jlT— ffS"a f — (IT— UWtfyBTfi^ S" y,.
— 17"'— r/S'a^ïT— l7S'c,0S'"/î,— {l/"— r/S"a f — (V-US<t i )S"(i i \ S"V t - ,
et enfin *,-"'={I/"'— US^ar-iV— US'a i yS'"p r -[U"— U8T ar - {W— l7S'a f -)S"/î t 0S"V f -j<f,..
Or, en substituant lea valeurs précédentes de
dans le premier membre de Féqnatlon (133), on tirera de cette équation
(136) 0,— J*G i =Ua i +iU'^ US'adfr+iU"— US"a { — (V— tfS'a f )S"/î,.] y* + \U~ — US" ai— ( U— U8'tti) S w fr - {V— V8"tti — (17'— r/S'o,-) S"/?,-] S'"y,.| o>
Telle est là formule qui sert à déterminer la valeur corrigée de t *, ou, ce qui revient au même, la valeur de 0; — //*0;, en fonction linéaire de
V, U\ IT, U
D'ailleurs on reconnaîtra sans peine que, si le second membre de la formule (136) est substitué à la place de 0, — à@i dans les quatre quantités
S(0 f -^0 t ), S'(0|-zf©,.), S" (©<- /*•©<), S"' '(0 f - *Gi),
ces quatre quantités, réduites à leur expression la plus simple à l'aide des équations (122), deviendront, comme on devait s'y attendre
Dans la formule (136), les valeurs de
varient) tandisque l'on passe d'une substance à une antre; mais lea valeurs de
S'a»-, 8"ai, 8"'an S"ft, 8"'&ï 8"' n
aussi bien que celles de a, /?;, y/, rf,«, sont indépendantes de la substance que Ton considère, et déterminées par les équations
S'(t{ =3 Cfi + <*a + «s + «• — «* — «é — <*i i
S"flf t - =3 CCg Cfi + Cl j + cr 4 + a$ + tt* Cf 7 )
S''or t - z= — a % + Cf a + Cfj — cr« — or* + <r 6 + <*7*
S"/?; = — fit — fit + fa + fié + P% + /?e — Pti
S '"pi = — Pi + p2+P*—P* — P* + P* + P7,
S'"y f - = — v% + y» + yi — y« — 7% + y§ ■+■ y*-
D'antre part les valeurs de
<*,•* /*/• '/£» attirées des 9 e , 12*, 14* et 16* tableaux sont les suivantes.
XX. TABLEAU
Valeurs de <r f -, p£, y t «, d f *.
Cela posé, on trouvera
S" a d = S"Pi =
Aux râleurs corrigées de 0;, fournies par le 19» tableau, oïl, ce qui revient au même, par la formule (136), et représentées par
correspondront des valeurs corrigées do 0;, nue nous représenterons par
Vi — SOi, et qui seront déterminées non pins par la formule (40), mais par l'équation
(139) & { — J*Q 4 =5 («9 f - — J'Ô;)', de laquelle on tire
(140) B 4 —JVi= V(0»— ^'0 ( -) = V(V— ^*&;) = par conséquent
(141) ^ = _ + __ +ato
Loraqn' & l'aide de la formule (140) on veut calculer la valeur de J'O^ «cec six décimales, on peut sans inconvénient réduire cette formule à
En efTet, comme deB valeurs numériques de J'Q,-, fournies par le 17* tableau, lapins grande, savoir, 0,00079 reste inférieure au nombre 0,0001, et donne en conséquence pour valeur de
k plus forte raison, pour râleurs de
—«— el ~w
[0; étant plus grand que l'unité], des nombres inférieurs â
0,00000001, l'erreur produite dang le second membre de la formule (141) par l'omission du terme
ne s'élèvera pas à un cent millionième. Il y a plus: on peut en dire autant de l'erreur produite par l'omission du terme dont il s'agit et de tous ceux qui le suivent. Car on tire de l'équation (140)
on, ce qui revient an même,
Or, pour tirer la formule (142) de la formule (143), il suffira d'omettre dang cette dernière le terme
évidemment inférieur an produit
2 |l+V(l-^0/) et, à pins forte raison, au produit
Si maintenant on substitue dans la formule (142) les valeurs de ( « et de J*Q~
que fournissent le 3* et le 17 e tableau, alors, eu effectuant le calcul par logarithmes, ou obtiendra les valeurs de
oj l j*e f
et de
que renferme le tableau suivant.
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L'exactitude des valeurs de Se; comprises dans le 21* tableau se trouve confirmée par les observations suivantes.
Les formules (117) donnent
/ S SB t = SB, + SB, -t- SB, + SB, + SB, + S0, + SB, = 0, 8' SB,- = SB, + J'Q, + SB, + SB, — J'Q, — J'Q, — J"8, = 0, «"<«,. = — SB, — SB, + /PO, + SB, + SB, •+• SB, — SB, = 0,
( % , sb 1 = — sb, ■+- sa, + sb, — se. — se, + se, + se, = o.
D'autre part, si l'on nomme g la moyenne arithmétique entre les valeurs eitré- 1 l_
i du
c'est - à • dire , entre rr el
la différence entre
de sorte qu'on ail ne surpassera jamais
par suite la différence entre
et le produit
ne surpassera jamais la quantité
Or la différence entre les valeurs de < logarithmes , t
calculées à l'aide du 3" tableau dans
lequel on trouve le pour l'ea pour la solution de potasse pour l'huile de térébenthine pour le crownglass 1" espèce
pour le Bintglass 1" espèce „ 2 e espèce
„ 3 e espèce
„ 4* espèce
Donc le quart de cette différence sera, pour toutes les substances employées par Frauenbofer, inférieure a
à plus forte raison a 0,01; et comme, dans le 17* tableau, la plus grande des valeurs numériques de .!''•); est représentée par le nombre 0,000079, il est clair que le produit (146), c'est a dire, la différence entre 4*&i et le produit
restera inférieure a un millionième. Donc les valeurs de 4*0j et celles du produit \ç4*Q;, exprimées en millionièmes, seront représentées par les mêmes nombres, de sorte qu'eu ^'arrêtant à la 6* décimale on aura (147) 4'0 i =\ç4*Q i .
Cela posé, (les formules (144) multipliées par * ç l'on tirera
1 s' J*0i = 4*0 X + 4*o, + J*o, + rf*e, — 4*o, — 4*o, — 4*o, — o ,
f s' 'Jvy ; = — 4*e , + 4*0, + 4*o, — J*o. — 4*e, + 4*o t + 4% = o.
Or, si l'on combine successivement la première des équatious (148) avec la seconde, puis avec la troisième, on en conclurra
4*0, + 4*0, + 4*0, + 4*0. = , puis
et par conséquent
Donc les quatre quantités
doivent être égales au signe près, et alternativement affectées de signes contraires. Pareillement de la première des équations (148) combinée avec les deux dernière» on conclurra que les quatre quantités
doivent être égales au signe près, et alternativement affectées de signes contraires. Ces conditions se trouvent effectivement remplies avec une exactitude suffisante pour les valeurs de 4*0 f que fournit le 21* tableau, comme le prouve celui que nous allons tracer.
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Ainsi les valeurs de 6i fournies par les expériences de Frauenhofer admettent des erreurs comparables aux' nombres
renfermés dans les 4 e et 7 e lignes horizontales du 23* tableau. Or ces nombres surpassent évidemment les nombres
0,000020 et 0,000024
qui, dans les tableaux 21 et 22, représentent les plus grandes valeurs numériques de ^*0 f *.
Comme on l'a déjà remarqué, les valeurs de 0; déduites de l'observation méritent moins de confiance que les valeurs corrigées de © f -, représentées par
Pareillement les valeurs de t - fournies par l'observation doivent mériter moins de confiance que les valeurs corrigées de f «, représentées par
et inscrites dans le tableau suivant.
Les valeurs de /#*0 t - et de t * — 4*0; que renferme le 24* tableau peuvent être directement déduites de 1' équation (142) ou (147) jointe à la formule (136). D'ailleurs, si Ton substitue aux valeurs de
que fournissent l'une des séries d'expériences faites sur l'eau ou la troisième espèce de flîntglass les moyennes arithmétiques entre les valeurs déduites de la première et de la seconde série, les formules (135), (136) et même la formule (147) fourniront pour chacune des quantités
U, U\ U'\ V"\ J 4 Oi et J*0i
non Tune des deux valeurs correspondantes aux deux séries d'expériences, mais une troisième valeur qui sera la moyenne arithmétique entre les deux premières. Il y a plus, le calcul n'étant point poussé au delà des millionièmes, l'équation (40) présentée sous la forme
donnera, dans la même hypothèse, pour chacune des quantités
une valeur égale à la moyenne arithmétique entre les valeurs fournies par les deux séries d'expériences faites sur l'eau ou la troisième espèce de flîntglass. C'est du moins ce que l'on prouvera sans peine, en ayant égard à l'extrême petitesse des variations que subit Q* dans le passage de la première série d'expériences à la seconde. De ce qu'où vieut de dire il résulte que, pour chacune des quantités
0,-i à^i et Oj—JVii
les deux valeurs relatives à l'eau ou à la troisième espèce de flîntglass, et inscrites dans deux colonnes verticales du 24 e tableau, peuvent être remplacées par une troisième valeur qui sera la moyenne arithmétique entre les deux premières, et méritera évidemment plus de confiance. En opérant de cette manière, on réduira le 24* tableau à celui que nous allons tracer.
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§• 7. -Suite des applications tiumn-iiptes.
La valeur corrigée de ( -, qui dans le 6 e paragraphe se trouve représentée par
f - — SQi
et déterminée en fonction de V , V\ V" y V" par la formule (136), ne vérifie i]if approximativement U condition de se réduire à l'unité, quand on remplace l'un des milieux réfringents par l'air [vojea le 19" tableau], ce qui revient à supposer
F = 7, xr ■= 1, V" =. 1, U"' = 1.
Mais on pourrait modifier nos formules, de manière que cette même condition se trouvât rigoureusement remplie. Pour y parvenir il sulFira de considérer la quantité 0, que détermine [dans le g. 6] l'équation (123), comme représentant la première valeur approchée de chacune des quantités
©., G> 3 , ©i, 0«, 0j, e , 0t, et de substituer en conséquence aux équations (113), (114) les formules suivantes
0, = 4-^0,, 0j = + J0,, etc..
J& t = &,' + J 1 0, , JO> = 9i + J*&t , etc.
J*@, = 5." + J'O,, ^Qi = &i'+J'& lt etc. .
. ©, = + ^0,, . /le, = *,' + 4'0,, . J'Q-, = S,' + yPB,,
^■e, = 5,'"+^'0,, J'6, = a;"+J'3 n etc J>e, = a;" + j , e,,
etc.. .
rjo.
TSJ&i
S'JB;
TJB,
etc...a/= —me-SM,,
£ . JV0,-, <►," = ^jv. S'J'0i, etc... *'SJJ« a-.ro,.
dans lesquelles on désigne par
S0;, S'JOi, 8"«TO;, S"J>0i, etc.
les sommes des valeurs de
0;, J&i, ^0,-, ^0 t -, etc
r S'VS;,
relatives aux divers rayon», mais prises tantôt, arec le signe + , tantôt avec le signe — , de manière que les valeurs numériques de ces sommes se réduisent, du moins pour certaines substances, aux sommes des valeurs numériques, et par
S'S'JG;, TST/PQ-, ^'S'V*©/, etc
les sommes des valeurs numériques de
S'JG { , SV 2 ©,-, S'V>© t -, etc
relatives aux diverses substances. Effectivement, si Ton remplace le milieu réfringent par l'air, ce qui revient a poser généralement
on tirera des formules (1) et (2), 1°.
= 1 et par suite JQ: = 0, quel que soit t, donc aussi S'JO; = ; 2°.
#/ =z et par suite /fO/ = , quel que soit s donc aussi S"// 2 ©/ = ; S:
$f = et par suite J*Q; = , quel que soit s donc aussi S'" J 3 £ = ; 4°.
$i" = 0, et par suite J 4 Oj = 0, quel que soit t
etc Donc en définitive les formules (1) et (2) donneront, quand on substituera
l'air au milieu- réfringent,
JQ i =0, zf 0/ = , J*0i = 0, z/ 4 ©,- = , etc.
et par conséquent
© f . _ jq. = © f . _ J*Q. = Q. ~- J*0. = © € . _ J*Q. — = i.
D'ailleurs les formules (1) diffèrent des formules (113) du §. 6 en un seul point, javoir , que les valeurs de JQf s'y trouvent déterminées non plus par .des équations de la forme
©,- = &i + 4®{ i ou J6 { = ©,- — &i
mais par des équations de la forme
©j-zTe + ^Q,-, ou JQ i =iQ i — 0.
Du re9te les nouvelles valeurs de J01, comme les premières, s'évanouiraient si l'on pouvait réduire la formule (42) du g. 6 à la formule (50) du mémo paragraphe, puisqu'on aurait alors
Donc les nouvelles valeurs de /©,■, comme les premières, seront des quantités du même ordre que bi- Elles satisferont aussi, comme elles, à l'équation
K,J@l + KJ9, + etc. .... + K.J9. sa , que l'on déduira immédiatement des éqnalions (41) et (42) du §.6 jointes aux formules
et c'est à l'aide des mornes régies que, dans les formules (113) [§. 6] et (1) [§. 7],
on déduira successivement les valeurs de J 1 0;> 4*9;, d'Oj, etc des valeurs
déjà calculées do JQj. Enfin les formules (1) et (2), aussi bien que les formules (113) et (114) du § 6, entraîneront les conditions (116), (117), (118), (119), du § 6 à l'exception de la première des conditions (116) et de celles de conditions (118), (119) qui renferment le signe ^. Cela posé, en raisonnant toujours de la môme manière, on prouvera que les formules (1), comme les formules (113) [§. 6], fournissent 1". des valeurs de
J9 ( , *f@,-, JV t , 4<0i,
respectivement comparables auv coefficients
par conséquent des valeurs de J f 9; comparables auv errenrB d'observation, puisqu'on a vu qu'on peut sans erreur sensible supposer b t = 0; 2° des valeurs de
on valeurs corrigées de 0,-, qui pourront être snbslituées auv valeurs de 0,- directement tirées des expériences, et mérilcrout même plus de confiance que ces dernières-
Si l'on fait pour abréger
ft =
S'JB,
ss'je,-' ï'j>0, :"s'-/W s-J'0,
les formules (2) donneront N
#/ = faS'JGi, &,' =z frS'JGfi etc $/ = 0,8'^ ,
^i"=yiS w ^@f t $," = y.S" sPGj, etc 9f = yfirjV t J
* ' < ^/"s êjar*e i:t $r= d x % m jHB i% etc. ... , $r= <r,s'"j»© <t
etc.
et l'on tirera des équations (3) jointes aux équations (117) [§. 6]
s yi =o, sv,- = o, s"y t . = i t
1 ' * 8â £ = 0, S'rf,- = 0, 8"âi = 0, 8"©V = 1 ,
eiC* • • •
Si maintenant on applique au expériences de Frauenhofer les formules (1), (3) et (4), alors, en partant des valeurs de données par le 8* tableau du §• 6, on reconnaîtra que les sommes désignées par
peuvent rester composées comme l'indiquent les équations (49) du même paragraphe ; et, en posant en conséquence
etc
on obtiendra successivement les valeurs de que fournissent les tableaux suivants.
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D'après le tableau qui précède, la plus grande dea valeurs -numériques de J 4 0fr représentée par le nombre
est de beaucoup inférieure au nombre
qui représente la plus grande des râleurs numériques des variations de &• comprises dans la 7 e ligne horizontale du 7 e tableau du §. 6, d'où il résulte encore que dans l'application de nos formules aux expériences de Frauenhofer on peut, sans erreur sensible, réduire 4e premier nombre de l'équation (1) ou (9) [§. 6] à ses quatre premiers termes. 11 y a plus, en raisonnant comme dans le §. ;6, eu prouvera que les valeurs de &• déduites de l'expérience méritent mofns de -confiance que les valeurs corrigées de G>i qu'on tirerait des équations (1) en y remplaçant généralement J*Q{ par zéro* D'ailleurs, comme en vertu des formules (1) en aura
les valeurs corrigées de t - , ou celles qu'on obtiendra en remplaçant, dans le second membre de l'équation (7), ^/*0 e - par zéro, seront évidemment les diverses valeurs du polynôme
(8) © + ^ / + ^' / + dr=0e'-^ 4 ®t-
Cela posé, on tirera sans peine des 1 er , 3*, 5 e et 7 e tableaux le tableau suivant qui offre non seulement les valeurs de f * immédiatement déduites de l'expérience, mais aussi les valeurs corrigées de 0$, ou, en d'autres termes les valeurs de
et montre comment ces dernières valeurs se trouvent formées par l'addition des * quantités
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D'après le tableau qui précède, la plus grande dea valeurs numériques de 4 4 0{, représentée par le nombre
est de beaucoup inférieure au nombre
qui représente la plus grande des râleurs numériques des variations de &• comprises dans la 7* ligne horizontale du 7 e tableau du §. 6, d'où il résulte encore que dans l'application de nos formules aux expériences de Frauenhofer on peut, sans erreur sensible, réduire 4e premier nombre de l'équation (1) ou (9) [§. 6] à ses quatre premiers termes. 11 y a plus, en raisonnant comme dans le §. 6, en prouvera que les râleurs de t - déduites de l'expérience méritent moins de confiance que les valeurs corrigées de &i qu'on tirerait des équations (1) en y remplaçant généralement /PQ{ par zéro. D'ailleurs, comme en vertu des formules (1) en aura
les valeurs corrigées de t - , ou celles qu'on obtiendra en remplaçant, dans le second membre de l'équation (7), d*®{ par zéro, seront évidemment les diverses valeurs du polynôme
(8) © + &i + #/' + **'" = ©.' - ficela posé, on tirera sans peine des 1 er , 3*, 5* et 7 e tableaux le tableau suivant qui offre non seulement les valeurs de f * immédiatement déduites de l'expérience, mais aussi les valeurs corrigées de 0;, ou, en d'autres termes les valeurs de
et montre comment ces dernières valeurs se trouvent formées par l'addition des ' quantités
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Dans le 8 e tableau, ainsi qu'on devait s'y attendre, les valeurs numériques des quatre
qu ait Ut ta
forment généralement une suite décroissante. La seule substance pour laquelle cette condition ne soît pas toujours remplie est l'huile de térébenthine. Encore, pour cette substance, les exceptions sont elles seulement relatives à la valeur numérique de ,9/" qui devient supérieure, quand il s'agit des rayons B, C, D, F t à U valeur numérique de &j".
Les valeurs de
&i — J*Qi
fournies par le 8' tableau, c'est à dire en d'antres termes, les carres des indices de réfraction, calculés pour les rayons et les substances aux quelles se rapportent les expériences de Frauenhofer, et corrigea d'après les principes ci -dessus exposés, se réduisent évidemment, pour chaque substance, à sept valeurs particuliers d'une même fonction linéaire des quantités
fti tà fc-
et pour chaque rayon à des valeurs parteculleres d'un fonction linéaire des seules quantités
(io) = }S©,-, u' = s , o i ; tr'^s"©,-, v-
En effet, l'on tirera sucessivement des équations (1) et (4) J& i= 6i — 0,
puis
-S)ft
-(P'-S)ft,
puis encore
S f - tu» _ _ (v - e) s"ft.| ri ,
= 0i — — (V — 0)/>i - \V" — — (IT — ©) S'/Jjj , • V0,- = S" |0 ( - — (V ' — 0) ft — [17" — - (0- - 0) S'ftO | )ï
= i/ ' • — -, (P' — 0) s" /»,• — [p" — _ (tr — 0) s",»,-] s">,..
( «53 ) et enfin
d-" =: \U" — — (l/ — ©) BT'fli — [ET" — — (ET — 0) 8"/J/3 K*fl| d; Or, en substituant les valeurs précédentes de
■&i\ &i", &■", dîna le premier membre de l'équailon (8), on tirera de cette équation (il) 0,— J'Gi=zG + iV' — e)Pi+[U" — 9 — (F' — ©)B"ft] w
•a-jir— 9— (ir— ©)8rfc— [tr— ©— (p'_ 0)S'X-]S"v,-j<r,-,
Telle est !a formole à l'aide de laquelle la valeur corrigée- de 0,-, ou, ce qui revient au même, la valeur de 0; — J*Qi se trouve déterminée pour chaque substance en fonction linéaire des quantités
qui varient avec les divers rayons, et pour chaque rayon en Fonction linéaire des quantités
qui varient avec la substance que l'on considère. D'ailleurs on recounoilra sans peine 1° que, si le second membre de la formule (11) est substitué à la place de 0/ — J'&j dans les quatre sommes
ces quatre sommes, réduites à leur expression la plus simple en vertu des équa lions (5), deviendront, comme on devait s'y attendre,
70 = 8©,-, ir = s& i , ir=r«L v" = s-"& ii
2 S qu'en substituant l'air au milieu réfringent et posant en conséquence &i = 1, © = V = U" = V" = 1,
on réduit le second membre de la formule (11) à l'unité.
Pour tirer de la seule formule (U) les valeurs corrigées de Q- relatives aux divers rayons et aux diverses substances, il suffirait d'y substituer les valeurs de
© , V = S'@i j V" = S"©,- , V- = S" 0; , et de
fournies par les tableaux 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, suivants.
ce qni revient au même, par les
Atari les valeurs de
Vfin r'/j t -, s"Vi,
déduites des formules (6), ou, ce qui revient su même des équations (137) du § 6, deviendront respectivement
!S'/? t - = 0,430573 — 0,569427 = — 0,138854, S "fli = 0,315965 — 0,684035 — — 0,368070 , S' "y* = 0,27751 — 0,72250 = — 0,44499.
Aux valeurs corrigées de 0; fournies par le 8* tableau, ou, ce qui revient au même, par la formule (11), et représentées par
f - — J*Qi correspondront des valeurs corrigées de 0* que nous représenterons par
et qui seront déterminée» par la formule (139) da § 6, 4 la qnell« on pourra aub-, •tituer encore la formule (142) du même paragraphe, savoir»
(i3) J*o 4 = -â«7 = î e r x *ei
Or de cette dernière formule, combinée avec le 3 e tableau du § 6 et le 7 e tableau du § 7, on tirera, en effectuant le calcul par logarithmes, les valeurs suivantes de
0f- x J*9i et de J^O^
* il
ZZT. TABLEAU.
Valeurs de H: — J'Oi.
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En comparant les 12* et 13* tableaux aux tableaux analogues qui portent les numéros 22 et 24 dans le § 6, on reconnaît que les changements apportés dans le § 7 aux formules à l'aide desquelles on détermine les valeurs corrigées de ff,-, font très peu varier ces mêmes valeurs. Effectivement les différences entre lea valeurs de J*o ; que fournissent les tableau 22 du § 6 et 12 du § 7, étant exprimées en tnilli oui urnes, seront telles que les offre le tableau suivant.
emtrt les
r. TAILI vsiemrs de J^Bg
les % S «t 7.
Donc, parmi cet différences, ceDet qui te rapportai an tinqiiRmc rayon m bien àU3 e espèce de fiiatglass (1~ série) , lorsqu'on les considère abstraction mite 4e leurs signes, ne surpassent pas ni millionième; celles qui se iippoitfal an trais espèces de crewnglass ne surpassent pas trois millionièmes; et tontes généralement sont (abstraction «rite de leurs signes) inférieures à 10 nriTBonirmrs, à l'exception toutefois de celles foi sont remthee à la 4* espèce de fiintglaas et dont les leurs numériques s'élerent an pins à 12 on 17 nrillioaièmes. An reste deux systèmes de formules employées dans les § 6 et 7, le denier seul à la propriété de réduire exactement les indices de réfraction à Traité quand on if ■plier le milieu réfringent par l'air, il est clair que les râleurs de J*Ô£ et de 6g — A*$i fournies par les tableaux 12, 13 et 14 du $. 7 méritent plus de confiance que les leurs lomies pour les mêmes quantités par les tableaux 22, 21 et 25 du §. 6.
Si dans la formule (11) on pose pour abréger
iu = v — e, sb = v"'—B—{jr— e)s"#— [tr— ©— (ir— ©)sv.]s> t .,
on tirera de cette formule
©,• = j*e { -e + Ufc + »7,. + »<r £ ,
paie, en négligeant J*S^ qui est, comme on l'a va, comparable aux erreurs d'observation, Ton trouvera
©,- = © + U fc + » y { + »©V
A l'aide de l'équation (16) jointe an 10* tableau, on déterminerait immédiatement, pour une substance quelconque, des valeurs de © 4 - très voisines de celles que four. Diraient les observations, si Ton connaissait les valeurs des quatre coefficients 0, U, 83, SB relatives à la substance dont il s'agit. Ajoutons que ces coefficients pourraient se déduire, moyennant les formules (14) et (12), des valeurs supposées connues des quatre quantités
Mais, comme ou ne saurait obtenir directement, et sans recourir à l'expérience, les valeurs de ces quatre dernières quantités, ce qu'il y aura de mieux à faire sera de dire servir quatre valeurs particulières de 0; données par l'observation, par exemple, celles de
à la détermination de © , U , 83 , SB , ou, ce qui revient au même, à la détermination de la valeur générale de 0/. On y parviendra facilement, en opérant comme il suit. Si dans l'équation (16) on pose successivement
cette équation donnera
0i = + Uft + 85 ;'t •+• SB cT, ,
03 = + U/*i + By, + 2Bcr,,
( 17) ^ 0s = + U/?s + aSy» + SBcr,,
7 = -f» U/? 7 + 83 y 7 + SBcT 7 .
Or des formules (17), jointes au tableau 10, on pourra déduire les valeurs de
U, 83, SB
exprimées en fonctions linéaires de
©If ©a, ©s, ©t.
Par suite la valeur générale de 0j, que détermine l'équation (16), deviendra elle même une fonction linéaire de t , ©*, ©s, ©7. On arriverait encore aux mêmes conclusions de la manière suivante.
Si l'on combine, par voie de soustraction, la première des formules (17) avec la formule (16), on aura
i -O 1 = \X(pi-p t ) + X(y i - yi) + B(4 — A), puis, en divisant les deux membres par /?,• — ft x , et posant pour abréger
W Yi = * *"' °i = R —* *
Pi— Pi Pt'— pi
en trouvera
8i l'on combine encore, par rôle de soustraction, la formule (20) arec celle qu'on en déduit en posant s = 3, c'est à dire, arec l'équation
on aura
puis, en difisant les deux membres par yi — y»', et faisant pour abréger
on trouvera
(22) fr-ft, ^r^ = B+By.
Enfin, si Ton combine, par voie de soustraction, les formules (24) arec celle qu'on en déduit en posant t = 5, c'est à dire, arec l'équation
on aura
Pi — ft A — ft fi$ — ■ A fit — fit _ mrjt „ . ~
on, ee qui revient ta même»
ot-____— s mÊmm mm^t^mmmm^m^^ ^w ^^^"^^" ^bb ■__^b^b_»
. ft — fit fit — fit fit —fit fit — fit
df — *" et, comme, en prenant t = 7, on tirera de cette dernière équation
©t — ©t ©a —" ©i ©s — ©i ft — ft
l'élimination de SB entre les formules (24) et (25) donnera Gj—G t 0,-0, 0» — t 0«— Qi Gi — Oi 01—0» 0s — 0, 0a— 0i
^n»x fa~ fa ft — fa fa~ fa fa~ fa fa ~A fa — fa fr — ft ft — /?,
^ w -d;' ai' - rf,"
oo, ce qui rerient ta même,
Pt-pi p*-piy*-ytf fa-fa
Pi-fa Vi'-K'ài'-àS i fa-fa rfi> *n fa-fa ^-^U « fa-fa ,7a «v l)
fa-fa y* -y»*-* ( fa-fa fa-fa y»-yt L fa-fa Jj
Afin de montrer Futilité de la formate (27), supposons que pour une substance quelconque on ait déduit de V expérience les valeurs de t « représentées par
et correspondantes aux rayons B , D , F, H de Frauenhofer. Pour tirer de la formule (27) les valeurs de 0; correspondantes aux rayons
il suffira d' y poser successivement
D'ailleurs les formules (18) et (21) jointes au 10» tableau fourniront les valeurs de y/* à ii <V comprises dans celui que nous allons tracer.
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Il y aplug: si l'on pose, pour abréger,
fâ-pMYi-Y*')
tâ-PW-rW/'-àQ
la formule (27) sera rdulte «
Or les Icarillimes des rapports B,', C{> D; et par suite ces rapports eux mêmes se calculeront aisément à l'aide du tableau 16, et offriront les valeurs comprises dans le tableau suivant.
XVD. TABLEAU.
Valeurs de Bi, C t -, D/.
Somme
|ii(+W-<>»"))
Il Sommo
| L(±Di)
Di
|k(+(/j;-/» 1 Xy'i-y'»tt |k.(-(A-ft)(y»-y'i))
Pour montrer une application de la formule (39), concevons que l'on y substitue les valeurs de O x , ©,, © s , 7 tirées du 8* tableau [§ 6] et relatives à la solution de potasse. On aura
(30) I = 1,958961, 0, = 1,967862, ©» = 1,982695 , © 7 = 2,006099; et l'on en conclurn
(>ui-, eu ayant égard an 15* tableau,
(32) 5 ©' — ©•— Bt(©,— ©0 = 0,047138 — 0,052320=— 0,005182,
j ©,— ©,—&(©,-©,)— CrlQ, -©,—»<©,— ©,)]=:— 0,005182+0,006054 ( = 0,000872.
Par suite la formule"* (29) deviendra
(33) ©,. s 1,958961 + 0,008901 B t — 0,001177 C,- + 0,000872 D { . Si dans cette dernière on pose successivement
les valeurs correspondantes de ©,• , calculées à l'aide du 17 e tableau que présente le tableau suivant-
CV
Somme
O.ooaimiB,-
-O,0IM17îC* 0,00083'» O;
(167) Ainsi, pour la solution de potasse, lorsqu'on fait serrir les valeurs de
fournies par l'expérience à la détermination des valeurs de
on trouve
D'ailleurs les valeurs de 2 , 0«, 6 fournies par les expériences de Frauenhofer sont respectivement [voyez le 8 e tableau, § 6]
(35) 0, = 1,961442 , 0« = 1,975801 , 6 = 1,995381. Les différences entre ces dernières valeurs et les précédentes, savoir,
■ont comparables et même notablement inférieures, comme le prouve le 7« tableau du § 6, aux plus grandes erreurs que comportent les observations. Si, dans la formule (29), on pose pour abréger
( E i = C i — CB i ,
\ Fi^Bi—BjDf — Bi (C;— CiP,) = B<— BVJD t — »5 E { ,
cette formule donnera
(38) e ; = H t .(©, — ©,) + E { (©» — ©,) + F 4 (0,-0,) + ©., •u, ce qui retient an même,
(39) 0,. = (1 — Bi — E t — F/) 0» + Ff ©» + Ei 0» + B t 0».
D'ailleurs des formules (37) jointes au 17* tableau on déduira facilement les valeurs suivantes des coefficients que renferment les formules (38) et (39).
xa. T A ■ L B A V.
Videurs de !>,-, £,-, F,-.
i(+RE,)
En conséquence, on tirera de la formule (38)
0,^= 0, +0,73685(03— ©0—0,24587(0» — 0,) + 0,03759 (0 7 — ©Oi
© 6 =0 1 +O,O8584(0,—©O + O,62126(©5 — ©0+0,44313(07— ©Oi et de la formule (39)
ft
Les formules (40) ou (41), appliquées a une substance quelconque, donneront pour cette substance les valeurs de
quand on aura déduit de l'expérience celles de
Pour montrer un exemple de cette application, considérons de nouveau la solution de potasse. Allors les valeurs des quantités © t , 3 , ©s , 7 et de leurs différences successives seront fournies par les équations (30), (31), et la substitution de ces valeurs dans les formules (40) ou, ce qui revient au même, dans la formule (38), donnera naissance au tableau suivant.
TABLEAU
Valeur 9 de © a , 0«, 6 déduites de la formule (40) et relatives à la solution de potasse.
L (Fi)
L\(e>-ei)F f -\
L (+ Ei)
1 H±(e 1 -e l )Di)
i et
( ira)
Or ce tableau, comme on devait s'y attendre, reproduit précisément lei valeurs de & : , 4 , (-\ ci-dessus déduites de la formule (29) et déterminées par les formules (34). On pourrait faire servir les valeurs de //*©,■ données par le 7 e tableau, à la détermination des valeurs corrigées de ©,■ que fournirait la formule (40) ou (41) appliquée successivement aux diverses substances. Observons en effet que ces formules comprises elles mêmes dans l'équation (38) ou (39), sont déduites d'une équation qnï ne subsiste qu'approximativeraent, savoir de l'équation (16), qni doient rigoureuse, et se transforme en l'équation (15), lorsqu'on y remplace ©^ par . _ J*Q.
en substituant à 0; la valeur observée. Il en résulte ou' à leur tour les équations (38) et (39) deviendront rigoureuses, si l'on y remplace
par
©,— J*e„ ©, — ^©„ ©, — j*&n 0,-^0,, Qf—j^Qf.
Ainsi, par exemple, les valeurs observées de
vérifient en toute rigueur l'équation
(42) O r J*Qi = (i-iVÉV-/y)(©,--/ 4 0,)+ F i (0 t -J t 1 )+E ! (0 t -J*Q>)+D i (Q,.J t Q 7 ). Or on lire de cette dernière formule
(1 — Di — Ei — F { ) G, + F; 9 3 + E ; 0j -f- Bj T = ©,~ J*& t
Donc le second membre de l'équation (39), ou lu valeur corrigée de 0; fournie par celle même équalion, est la somme des deux: quantités
(1 — D;—Ei — Ff) J*O x + E { J'Qt +F { J*Q, + B ; A*®-,
dont la première se trouve, pour chaque substance et pour chaque rayon, immédiatement donnée par le 8* tableau, tondisque la seconde peut être facilement déduite des valeurs obtenues pour
Si dans l'expression (44) on pose successivement
celle expression acquierra, en égard au 19* tableau, les formes suivantes:
10,47143 J*0 t +0,73865 J*G 9 - 0,24587 ^*0s + 0,03759 J 4 7 , 0,09913 J 4 f + 0,16566^*0, +0,82448 J*Os— 0,08927 J 4 7 , — 0,15023 J*e x +0,08584 ^0,+ 0,62126 ^ 4 0, + 0,44313 J 4 7 .
Comme des valeurs numériques de J*&^ exprimées en millionièmes, et fournies par le 7 e tableau, la plus grande 103 est seule composée de trois chiffres, chacune des autres renferment deux chiffres au plus, il est clair que, dans l'évaluation en nombres des polynômes (45) ou pourra, sans erreur sensible, réduire chaque coefficient à te deux premiers chiffres décimaux, et par suite ces polynômes eux mêmes aux trois suivants :
En substituant dans ces derniers polynômes les valeurs de J*O t , J*Qs , d*&t > ^ 4 7 tirées du 7 e tableau, et retranchant des résultats ainsi calculés les valeurs de z/ 4 t on obtiendra les corrections que doivent subir les valeurs de 0; fournies par l'expérience pour se transformer en celles que donneraient les formules (39). Les corrections dont il s'agit se trouvent déterminées, pour chacun des trois rayons C, F, G de Frauenhofer, dans le tableau que nous allons tracer.
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Pour atteindre mie plus grande exactitude, iiodb avons, dans les m ni tî pli cal Ion s, remplacé les valeurs approchées dea coefficients de ,4*0,, J*Q f . . . . c'est A dire lea
écrits à la marge du 21* tableau, par les nombres
c'est à dire, par les valeurs des mêmes coefficients prises dans les expressions (46), tontes les fois que la réduction de l'un ces coefficients à sa valeur approchée pouvait augmenter ou diminuer d'une unité le dernier chiffre du produit. La dernière colonne verticale du 21 e tableau, composée de sommes qui se déduisent les unes des autres, et dent chacune, comme on devait s'y attendre, diffère très peu de séro, sert à confirmer la justesse de nos calculs.
81 Ton fait subir les corrections indiquées par le tableau 21, aux valeurs de
déduites de l'expérience, on obtiendra celles que déterminerait la formule (39) et que présente le tableau suivant.
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Mats on doit avoir plus «Je confiance encore dam les valeurs corriges de 0-, 0», ( que présente le 8" tableau, el qui s'y trouvent représentées par
0, _ J<0 t , @ t _ J'Q, , ©„ _ J<Q, , pulsqn' a In détermination de chacune d'elles concourent les observations faites non plu» seulement sur quatre rayons, mais sur les sept rayons II, C, D, E, F, G, H- Celte conclusion se trouve d'accord avec la remarque Tacite à faire que les corrections de ©i, 0«, 0» déterminées dans le 21* tableau, offrent en général des valeurs numériques supérieures aux valeurs numérique* correspondantes des quantités J*© : , J*0„ J'Qt qui représentent au signe près dans te 8* tableau les corrections de ©,, 0, , 0*. Effectivement, dans le 21' tableau, la correction de © t , par exemple, est, pour tontes les substances, excepté pour la 3* espèce de flintglw, In différence qu'on obtient quand ou retranche la quantité J*Q X d'une nuire quantité affectée d'un signe contraire, ensorte que les valeurs numériques de ces deux quantités s'ajoutent pour former celle de la correction de It Au reste les plus grandes des valeurs numériques des corrections de (■).. (•),. g exprimées en millionièmes dans le 21* tableau, ou les quantités
0,000122; 0,000138 sont encore inférieures au nombre
0,000159 qui représente la plus grande des valeurs numériques des variations de 6, ; comprises dans la 7 e ligne horizontale du 7° tableau du § 6, et par conséquent se trouvent renfermées entre les limites que comportent les erreurs d'observulion.
§. 8. Remarques sur les résultats obtenus dam les paragraphes précédents.
En établissant les formules à l'aide desquelles ont été calculés les nombres que renferment les divers tableaux des deux derniers paragraphes, et spécialement le 8 e tableau du § 7, nous avons supposé que, dans chaque substance, l'élasticité de l'éther restait la même en tous sens, et qu'en conséquence les milieux traversés par la lumière étaient du nombre de ceux qui offrent tes phénomènes de la réfraction simple. Dans cette supposition, les quatre quantités dont se composent les valeurs corrigées de ( -, c'est à dire, les quantités désignées dans le 8 e tableau du § 7, par (1) ©, #/, #,-", &{'",
doivent, comme on l'a dit, former généralement, abstraction faite de leurs signes, une suite décroissante. Mais nos formules pourraient cesser d'être rigoureusement applicables, si l'une des substances possédait, même à un faible degré, la propriété de faire subir aux rayons lumineux une réfraction double, et alorg [a condition ci-dessus énoncée, savoir que les valeurs numériques des quantités (1) forment une suite décroissante, pourrait cesser d'être vérifiée, sur tout pour la substance dont il s'agit.
Or, dans le 8' tableau dn § 7, la sente substance pour laquelle la condition rimm :ée ne soit pas toujours remplie est l'huile de térébenthine. Donc l'inspection de ce tableau nous conduit à penser que, si l'une des substances employées par Frauetiliofer produit à une faible degré la double réfraction, ce doit être l'huile de térébenthine. Effectivement M. Bîot a reconnu que le plan de polarisation d'un rayon lumineux, c'est ù dire, le plan mené par le rayon et dans lequel se déplacent les molécules d'étlicr, change plus ou moins de direction, lorsqu'il a traversé une couche plus on moins épaisse d'huile de térébenthine; et celte observation. Comme nous le verrons plus tard, prouve que l'huile de térébenthine possède, quoiqu' à un faible degré, la propriété d'être doublement réfringente. Si, en raison de celle circonstance, on exclut l'huile de térébenthine des calculs relatifs à la détermination des valeurs corrigées de 0,., alors, à U place des tableaux 2 et suivants du § 7, on obtiendra ceux que nous allors former.
Dabord, si des sommes représentées dans le 2' tableau [§ 7] par XJ&i et S'S'J&i on retranche les valeurs de
JQ i et S'^©,relatives à l'huile de térébenthine, on obtiendra pour ces mêmes sommes et pour t i; de nouvelles valeurs qui seront fournies par le tableau suivant.
Valeurs de ft{.
TJB t
4627931 S'il
Si maintenant on joint les nouvelles râleurs de /if aux Taleurs de S'JQ- que présente le 2 E tableau du § 7, on déduira successivement des formules (4). (3) et (1) de ce même paragraphe les valeurs des quantités
comprises dans les tableaux que nous allons tracer.
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Pour abroger, non» avons omis îci les tableaux analogies aux 3", 5* et 7* tableaux du § 7, c'est à dire, ceux qui servent à déterminer les valeurs de
Au reste l'exactitude de ces valeurs peut être aisément vérifiée a l'aide des seuls tableaux ijue nous veuous de présenter. Ainsi, en particulier, pour obtenir les valeurs de
relatives à l'eau [1" série] , il suffira d'ajouter respectivement aux logarithmes de
pris dans les 1 e ', 2' et 3* tableanx, c'est-à-dire, aux nombres
2807340 , 2296904 , 4372607 les logarithmes des valeurs de
— RM(, SV0,-, S'-J'Q; relatives û l'eau I "■ série], pris dans ces mêmes tableaux, et dans le 2" tableau du § 7, c'est à dire, les nombres
Les sommes formées, comme on vient de le dire, savoir, 1503705, 7886388, 6191103 représenteront les logarithmes décimaux des nombres
0,014137, 0,000615, 0,000042 qui, pris avec le signe — , offriront précisément les valeurs de
&i', •».", &i", inscrites dans le 4 e tableau. Il sera d'ailleurs facile de vérifier, à l'aide de ces valeurs, celles que noua avons assignées à
J 7 0„ J*Q t , J*Q L ; car on tirera des équations (1) du § 7, en ayant égard au 2 B tableau de ce même paragraphe,
^©, = ^0, — *; = — 0,014814 + 0,14137 = — 0,000677, //*©, = J*0 t — £," — — 0,000677 + 0,000615 = — 0,000062, J*Q X = J*G k — ■»" = -«- 0,000062 + 0,000042 = — 0,000020. Dans le 4' tableau, ainsi qu'on devait s'y attendre, les valeurs numériques des quatre quantités
0, »l, & t \ W forment, pour chaque substance, et pour chaque rayon, une suite décroissante. Les valeurs corrigées de 0,-, ou les valeurs de
que fournit ce même tableau, sont toutes comprises dans la formule (11) du § 7, de laquelle on peut les déduire en substituant aux quantités
©, w = sJ8i, ir = s'V9,-, V • = s"^i9(,
les valeurs que non.» Tenons d'eraplo ver , et qui se trouvent réunies dans Ici Ub- Icaui mlroti,
VI. T A C L E A U
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(jumil aux valeurs des trois sommes représentées dana la formule dont U s'agît par les notations
on les déduira sans peine des formules (6) du § 7, et l'on trouvera
!BT0{ = 0,430662 — 0,569337 = — 0,138675, S"/îa- = 0,315780 — 0,684219 = — 0,368439, S'"yi = 0,29025 — 0,70974 = — 0,41949.
Ain valeurs corrigées de O; , fournies par le 4" tableau, et représentées par
correspondront des valeur* corrigées de 6 i que nous représenterons encore par 0,- — J*0i,
et dans lesquelles on déterminera J*0; avec une approximation suffisante h l'aide de la formule (13) du §. 7. Effectivement les valeurs de J*l); ainsi obtenues, et inscrites dans le tableau Biiivant, vérifient sensiblement la double condition de fournir pour
les quantités (I
0), ou pour les nuantit alternativement affectées
a (151) d de signes
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An reste les valeurs de J*0{ inscrites dans le tableau précèdent différent 1res peu de celles que fournissait le 12 e tableau du § 7. En effet les différences entre les unes et les antres, étant exprimées en millionièmes, sont telles nue les offre le tableau mi i» ii u t.
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§. 9. Sur la propagation de la lumière dans tes milieux ou sa vileste reste la mime pour toutes le* couleurs.
On ne peut douter que dans le vide, c'est a dire, dans cet espace dont l'étendue effraye l'imaginatios , et au. travers duquel le» wtjums de* astres parviennent jtraqu'à nous, la vitesse de la lumière ne reste la njOrae pour Unîtes les couleurs. Autrement les étoiles nous apparaîtraient, non plus comme des points brillants, mais comme des bandes lumineuse* et très étroites qui offriraient a nos jeux les diverses nuances du spectre solaire. Ainsi le fluide libéré, lorsqu'il est seul, et que sa constitution naturelle n'est pas modifiée par la présence des egrps pondérables, a ta propriété de transmettre avec la même titesse les rayons diversement colorés, par exemple, les rayons ronges et les rayons violets. Il y a plus, l'éther paraît conserver encore cette propriété, lorsque ses molécules se trouvent en présence de celles d'un corps gazeux; du moins jusqu'à ce jour on n'a pu découvrir dans les ga< aucune trace de la dispersion des couleurs. Donc, bous certaines conditions, la vitesse de propagation de la lumière, ou la quantité repréientée par Q daus le 2* paragraphe et les suivants, doit devenir indépendante de l'épaisse tir l des ondes lumineuses. En d'antre» termes, le» formules (1) et (3) du § 3, savoir ( 1) flT = ï
(a) » = ta
doivent, tons certaines conditions, fournir pour la durée T des vibrations lumineuses mie valeur proporlionaille à /, et pour U quantité
une râleur proportionelle à celle de
C'est de la recherche de ces conditions que nous allons maintenant nous occuper.
Considérons des vibrations lumineuses propagées dans le vide, ou généralement dans un milieu oii l'élasticité de l'éther reste la même en tous sens. AHors les quantités s et k seront liées entre elles par la formule (79) ou (80) du § 3. On pourra même débarasser cette formule de l'angle «, en ayant égard aux équations (50) et (51) de la page 35, et 4 l'équation identique
(5) coaV-f-coB'î+coB*)' = 1,
Effectivement en vertu de cette dernière, et en étendant les sommes indiquées par le signe — k toutes Ita valeurs paires de A, ii, y qui vérifie** la condition l ft v
5 jw*"/ (r)[ = 8 j-i-^'Ctoi'n + co.",» + cou»" f (f) j 1.2.3.
— — S [tir 8 *" 1 I (r) coj'o cos^ eoi' ? ] j
puis on conclura de l'équation (7) combinée avec la formule (50) du § 3
D'ailleurs en désignant par x, y, x dea rariables quelconques, on aura en vertu d'une formule connue
puis od tirera de cette dernière tfquation, en y posant
et multipliant les deux membres par 2"
(9) 2 1 1-3-.ÇM-1) 1.3..(2p-l) 1.3., (2,-1) ) _ 3.5. ...(2 n .l)(2,-H
Donc la formule (8) donnera
S j»-*"-' f (,)j = (2» + l) S {■r*- 1 f (») en,'"»} , et par traite
Pareillement on tirera de la formate (5) jointe à l'équation (51) du § 3
(U) s p-vx-) <- s "«S = ,-^ïs K-'/<4
Cela posé , la valeur de # déterminée par l'équation (80) do même paragraphe •
deviendra
D'antre part, comme la formule (13) du § 1 er donne
(13) ' /(r) = rf'(r)-f(r),
on aura généralement, pour une valeur quelconque du nombre entier n,
r L f(r)4 lto+3 /W J ~ 2» +3 -<2n*4V
L w " Un+i'' v 'J 2« + 3 (2n-h3)r* rfr
et en conséquence l'équation (12) pourra être réduite à
rtn ,_1 F U rffr'fQQ) ) 1 y J» «*0*f(r) )j
(14) r — 5 1A3 jr» <*r j 7 1.2.3.4.5 |t* JT~
* ^ 9 1.2.3.4.5.6.7 (r* rfr j + «••••.
Enfin l'on s évidemment
1 *V* 1 *V . 1 Vr
• a^ AoiieiïAi ^^™ ew#. ...
5 1.2.3 7 1.2.3.4.5 ' 9 1.2.3.4.5.6.7 r Çl.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 + 1.2.3.4.5.6.7.8.9~ etc ' )
r F*^ ^ 1.2.8/f 1/ . ifn*r „\
Donc la formule (14) pourra s'écrire comme il suit
«i((co 8 *r — ^ + **V)f (r))
(is) *= s (£ £
Au reste la formule (15), comme nous le prouverons dans un autre mémoire, pourrait encore se déduire immédiatement de la formule (79) du § 6.
Les formate* (79) et (80) du § 3, 6» la formnle (15), * laquelle on peut les réduire, se rapportent au cas oh, les conditions (48), (49),(50), (51) [§3] se trouvant remplies, la propagation de la lumière s' effectue de la même manière en tous se nous devons ajouter que ce phénomène- , qui a rigoureusement lieu dans le vide, subsiste apprnximalivcment dans les divers milieux ; puisque, dans les corps doués de la douille réfraction, la différence entre les vitesses de propagation des ramona ordinaire et extraordinaire est généralement fort petite. Or les conditions que nous venons de rapeller se vérifient toujours, comme il est facile de s'en assurer, lorsque dans les sommes indiquées par le signe S et qui sont de l'une des formes
S j^r 8 "" 1 f (r) cos* o cos?/S cos" y j , 8 [■«■"""'/O) eos '' a «^ P™a r y j ,
les sommations relatives a ut angles or, /?, y compris entre le rayon recteur r et les dcminxcK des coordonnées pnsitites, peuvent être remplacées par des intégrations aux différences infiniment petites, el relatives à deux angles auxiliaires p, q liés aux trois premiers par les équations
- cosp,
cos^ ;= ifnne
y, C0By = 8ûi/»smç-j
ur r avec une axe fixe, et l' an pie q ive avec le plan mobile qui renferme ■1 de penser qu'on ohtiendra une prer dans tous les milieux, et probableion monvement dans le vide , si l'on angles /j, q en intégrations doubles, ou même les sommations triples relatives aux variables p , gr, r en intégrations triples. Allors, en désignant par p la densité de l' éther au point avec lequel coïncide I* molécule m, par m une seconde molécule dont les coordonnées polaires soient p, q, e, par /'"('') une fonction du rayon vecteur r, qui s'évanouisse pour r = 30 , el par n le rapport delà circonférence au diamètre, ou le nombre 3,14159265.,., on trouvera
l'angle p étant celui que forme le rayon verti celui que forme un plan fixe mené par l'axe le même axe et le rayons r. Il est donc natur mière approximation des mouvements de l' etln mcnl avec une grande précision les loix de change les sommations doubles relatives aux
Sj»iF(r)| = t f r r *J'* o "f , ' g Qr 7 F(r)smpdpdqdr
le signe S s' étendant, dans léculcs m distinctes de m , ■
■ premier membre de l'équation (18), à toutes lea ]
représentant deux valeurs de r, dont la première soit nulle ou bien équivalente à h plus petite distance qui sépare deux molécules voisines d' éther, la seconde infinie ou du moins assez grande pour que, dans l'expression
la somme des termes correspondants à des valeurs plus considérables de r puis g) être négligée sans erreur sensible. Comme ou aura d'ailleurs
on pourra, ce supposant la densité ç constante, réduire la formule (17) i'< (18) S ]i»F(r)| = 4«j/,;VFW «V,
et par suite l'équation (15) donnera
(« 9) , = inteJS 1 J —\ 3
Or, pour de très grandes ou de très petites valeurs de r, le produit
1 / sinit- 1 \ i cos*r
sinaV
développé en un trinôme on en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de r , pourra être remplacé sans erreur sensible par ic premier terme de son deve. loppement ; et ce premier terme, vis à vis duquel tous les autres pourront être négligés, sera, pour de très grandes valcura de r 1 ,
et pour de très petites valeurs de r
IV
Donc la formule (19) donnera sensiblement
**.'(■■.)- ïs *■■••.'(•■.)
Supposons maintenant r B — 0. r Œ _ — x . 1,' équation (21) fournira pour s~ une valeur finie, positive et différente de zéro, dans deux cas dignes de remarque, Bavoir 1" quand le produit
se réduira, pour une valeur infiniment grande de la distance r, à une constante finie, et positive, 2° quand le produit
se réduira, pour une valeur infiniment petite de r, i une constante finie mais négative. Le premier cas aura Heu, par exemple, si l'on suppose
G désignant une constante positive, et alors le valeur de a 1 , réduite à tu
(25) .^-3-eG,
deviendra indépendante de la quantité A\ Pareille Jjent le second cas aura lieu, si l'on suppose
H désignant encore nue constante positive, et alors la valeur de s déterminée par l' équation
deviendra proportionelle à k. Comme d'ailleurs le produit (28) mmt(r)
représente l'attraction on la répulsion mutuelle des deux molécules m, m, la quantité .'(<■') étant positive, lorsque les masses (t, m s'attirent, et négative, lorsqu'elles se repoussent ; il résulte des formules (24) et (25), ou (20) et (27) que la quantité t deviendra indépendante de k, si deux molécules s'attirent en raison inverse dn carré de la distance qui les sépare, et proportionelle à k, si deux molécules se repoussent en raison inverse de la quatrième puissance de cette distance. Au reste, pour obtenir la formule (25), il ne sera pas absolument nécessaire d'attribuer a la fonction f(r) la forme que présente l'équation (24), et il suffira, par exemple, de supposer
%(r) étant une nouvelle fonction qui se réduise a G pour r=z», sans devenir infinie pour r = 0- Pareillement, pour obtenir la formule (27), il suffira de supposer
(30) fO)=-^-'
$(r) étant une fonction de r qui se réduise à H pour r — 0, sans devenir infinie pour rSR, C est ce qui arriverait en particulier si l'on posait
5(r)=fle w , ou g(r) = fl*" p coBir, etc
et par suite
He or , „ Re~ ar co» ir
(31) f(r) = ^-, oc f (r) = ^ , ete. . . .
a, b désignant de constantes réelles dont la première ferait positive ; ete. . . . De la formule (27), combinée avec la formule (2), on tire
(31) St=^,B.
En vertu de celte dernière, la vitesse de propagation Sî des vibrations moléculaires devient indépendante de la durée de ces vibrations. On peut donc considérer la. formule (27) comme propre ;ï représenter la loi de propagation de la lumière dans le ride, ou même dans les gaz; et alors l'action mutuelle de deux molécules d'éther doit prendre l'une des formes qui répondent à l'équation (27), de telle sorte que, dans le voisinage du contact, cette action soit répulsive et réciproquement proporlionelie au bi~carré de In distance.
Rocmer et Cas/àni ont remarqué les premiers que les éclipses des satellites de Jupiter, calculées d' après les observations faites pour une distance donnée de cette planète à la terre, cessaient d'être appercues aux époques déterminées parle calcul lorsque cette distance venait à croître ou à diminuer. En comparant l' avance ou le retard qui avait lieu dans l'observation de chaque éclipse avec la diminution ou l'accroissement de la distance des deux planètes, ils en ont conclu que la lumière employé 8' 13" ou 493 secondes sexagésimales de temps pour parcourir un espace égal su rayon moyen de l'orbite terrestre, c'est à dire, 39229000 lieues de 2000 toises chacune ou de 3898,07318 mètres. H en résulte que la vitesse de propagation de la lumière est de 79572 lieues ou environ 310177500 mètres. Donc en prenant le mètre pour unité de longueur et la seconde sexagésimale pour unilé de temps, on aura dans les formules (2) et (32),
(33) £î = 310177500, et L (Si) - 8,4916103.
Cela posé, l'équation (32) donnera
(34) çH= 22968(10)" environ.
La valeur du produit q Tf déterminée par la formule (30) étant très considérable, il est nécessaire qu'au moins l'un des facteurs de ce produit soit un très grand nombre. D'ailleurs, si, pour plus de simplicité, l'on suppose que les masses de toutes les molécules d'éther soint égales entre elles, et si l'on prend alors la masse d'une molécule pour unité de masse, le facteur H représentera l'intensité de la répulsion qu'exerceraient l'une sur l'autre deux molécules d' élber placées à un mètre de distance dans le cas ou l'on' étendrait à des distances quelconques la loi de répulsion déterminée par la formule (26), et ci-dessus établie pour de très petites distances. Or nous n'avons point de raisons de croire que le facteur //ainsi défini ait une valeur considérable. Nous devons plutôt penser qu'il offre une valeur très petite, ou, en d'autres termes, que la vitesse propre à mesurer la force répulsive dont il s'agit c'est a dire, la vitesse communiquée par cette force dans In première seconde sexagésimale à chacune des deux molécules prises dans Y état de repos, et placées en présence l'une de l'autre a un mètre du distance, serait une vilessc très peu considérable, en vertu de lu quelle chaque molécule ne parcourrait en une seconde de temps qu'un espace représenté par une très petite fraction du mètre. Mais il est essentiel d' ajouter que, dans I' hypothèse admise, la densité de l'éther ou le facteur o se réduira au nombre des molécules éthérées comprises sous 1' unité de volume, c'est
i dire, «on* le volume d'un mètre cube. Cela, posé, de l'équation (34) présentée hors la Corme
11 résulte seulement que pour obtenir lu millionième partie de p, C'est h dire, le nombre des molécules tl'éther comprise* dans un millimètre cube, on doit répéter plus de vingt deux mille -millions de millions de fois le nombre vraisemblablement déjà 1res
considérable qui se trouve exprimé par . -
Si l'on nomme jD la densité moyenne du globe terrestre, évaluée comme celle de l'éther vient de l'être, c'est à dire, la valeur moyenne du nombre des molécules de matière pondérable, comprises dans ce globe sous le volume d'un mètre cube, et
G la valeur moyenne de l'attraction qu' exercent l'une sur l'autre deuï de ces molécules, placées à un mètre de distance; le rapport
r 1 représentera l'action des mêmes molécules placées à la distance r : et, comme, en nommant 9v le rayon moyeu de la terre, on trouvera le volume du globe terrestre sensiblement égal à
tn
)' intensité g de la pesanteur à la surface de la terre aura pour mesure le produit des trois facteurs
G ta
», - mi , -jXK
On aura donc
4rr _ ^ m
(36) g-rs-g-DGM.
De cette dernière formule, combinée avec l'équation (32), on tirera
(37) pff = 10 2><?.
D'ailleurs, en prenant le mètre pour unité de longueur et la seconde sexagésimale pour unité de temps, ou a trouvé à 1' observatoire de Paris
p = 9,8088, el le rayon moyen de la terre, exprimé en mètres, est environ
Par suite, on tirera de 1' équation (36)
et de l'équation (37), environ,
(39) pJÏ= 63448(10)" 3>G.
Comme le nombre i© des molécules du globe comprises sous le tolume d'un mètre cube ne peut être suppose 1 que très considérable, il résulte de l' équation (38) que I' intensité // de la force qui représente 1' attraction de deux de ces molécules placées à un mètre de distance doit être fort petite, et de beaucoup inférieure à
(rJ
c'est à dire à un millionième. Quant à I' équation (39), elle donnera
et l'on en déduira une très grande valeur du rapport r ( à moins toutefois de supposer, ce qui n'est gnères probable, que la répulsion // de deux molécules d'élher transportées à on mètre de distance sans que la loi de leur répulsion se trouve altérée, surpasse exlraordinairement l'attraction G de deux molécules pondérables placées à la même distance. En rejetlant celte dernière hypothèse , et supposant au contraire le nombre H comparable au nombre G, on conclurra de la formule (40) que dans un espace qui renferme seulement quelques molécules de matière pondérable, les molécules d' éther se comptent par mille millions de millions. On peut dire en ce sens que la densité de l' éther est considérablement supérieure à celle des gaz, des liquides, ou même des solides. Mais cette proposition cesserait d'être exacte, et l'on pourrait même soutenir la proposition contraire, si l'on prenait pour mesure de la densité le poids des molécules comprises sous 1' unité de volume, au lien du nombre de ces molécules.
Si l'on applique la formule (32) a la propagation de la lumière, non seulement dans le vide, mais aussi dans les milieux oii l'on n'apperçoit nulle trace de dispersion, par exemple, dans l'air atmosphérique, si d'ailleurs on nomme
ce qui deviennent la densité ç de 1' éther, et la vitesse & de la lumière quand ou substitue l'air atmosphérique au vide, ou plus généralement le nouveau milieu au vide, on aura simultanément
et par suite
En vertu de cette dernière formule, la vitesse de propagation de la lui
milieux qui ne dispersent pu les couleurs, serait proportionelle à U racine carrée de la densité de Peiner dans ces méniei milieux.
D'ailleurs', al l'on nomme 1' undice de réfraction de la lumière passant du vide dans le milieu que l'on considère, on aura [voyei la formule (8) du § 6_
et par suite U formule (41) donnera
Or, comme l'indice de réfraction surpasse toujours l' unité, la valeur de p' déterminée par 1' équation (43) sera toujours inférieure à celle de p. Ainsi l'application de la formule (32) aux divers milieux qui ne dispersent pas les couleurs, nous conduit a supposer que la densité de l'éther, ou le nombre des molécules elhérées comprises sou<> l'unilé de volume, est plus considérable dans le vide que dans tout autre milieu. Au reste, en vertu de la formule (43), la diminution de densité de Peiner, quand on passera du vide dans un {ra« quelconque, devra être eénéralement fort petite, attendu que, pour tous les gax, l' indice de réfraction Q diRère très peu de I* unité, et que pour chacun d'eux la valeur de d — 1 fournie par l'observation ne ■' est jamais élevée à 16 dix-millièmes.
L" indice de réfraction de l'air atmosphérique peut être déterminé directement pour une température donnée et sous une pression donnée. C'est ce qu'on fait MM. Btot et Arago qui ont trouvé cet indice égal à 1,000294 pour la température aéro et sous la pression représentée par une colonne de mercure de 76 centimètres de hauteur. On peut aussi déduire le même indice des observations astronomiques, et on trouve alors pour sa valeur moyenne le nombre 1,000276.
En multipliant par ce dernier nombre les diverses valeur de /; que fournit le 2« tableau du § C, c'est à dire les épaisseurs des ondes lumineuses, mesurées dans l'air et correspondantes aux rayons
B, C, D, E, F, G, n, do Frauenhofer, on obtiendra les épaisseurs de ces ondes dans le vide, telles que les présente le tableau suivant.
I. TABLEAU
Epait*eura des ondes dans te vide, en dixmiWonièmea de millimètre.
Valeori de U dan» l's'ir
logarîtliniri
Snnimn
valeur* de /,' dan* le vide
6376133 H1731!lfi 7701W74 7*10503! (851184 6326371 SMtttl
Ainsi les épaisseurs des ondes lumineuses sont an peu plus grandes dans le vide que dans l'air. Mais, tandis que l'on passe de l'air dans le vide, la variation de l'épaisseur d'une onde ne s'élève point audelà de 2 dixmillionièracs de millimètre, el reste toujours inférieure à trois di «mil lie mes de celte même épaisseur; d'où il résulte agite la variation dont il s'agit pourrait être négligée comme comparable aux erreurs dcB obaeriations oui ont fourni les valeurs de /,- exprimées en cent millionièmes de pouce et inscrites dans le 2 e tableau du § 6.
En joignant le tableau qui précède au* formules (i), (2), (3), (4), et à l'équation (33), prenant toujours le mètre et la seconde sexagésimale pour unités de longueur et de temps, effectuant les calculs par logarithmes, et désignant par
(M) JV=^
le nombre des vibrations lumineuses qui se succèdent l'une à l'autre dans une seconde de temps, on obtiendra sans peine, pour les rayons.
B, C, D, E, F, G, H, de Frauenhofer, les valeurs de
t, T, N et s, el de leurs logarithmes, données les par le tableau suivant.
II. TABLEAU
Valeurs de k, T, N, S.
Indication dci rayons.
logarithme de k — y L(l)
logmrltinnc de T^~
Ingarithme de JV^Ty K«»)
Su logarithme de « = ~
ÏÔÔO * (1000000)' T
10 JV
«376123 QtllM
UW1M
77<K>fi7l 4916103
4H1« JCJ.I
■SHIM
i>U2rt:i; 1
:iïti-.'7."i.'i '
HWH
MSHH
K;t.-,,ii 17 '
MU
(tOOOOOO)* "
Cîôwôdôï» *
En égalant les nombres que renferment, dans le 2' tableau, les quatre dernières lignes horizontales aux produits placés en avant de ces mêmes lignes, on en conclut immédiatement les râleurs de t, T, JV, #, relatives tin divers rayons. Ainsi, par exemple, de ce que pour le rayon B le produit
est senshlilemerit égal a 4508, il résulte que le nombre des vibrations lumineuses accomplies dans ce rayon en une seconde de temps est la dixième partie de 4508 millions de millions, de sorte qnc pendant ce court intervalle environ 451 millions de millions de vibrations se suecedent l'uiie a l'autre. Pour obtenir la durée de chacune de ces vibrations, il faudra égaler le produit
au nombre 2218, et par suite la durée de chaque vibration, dans le rayon B, sera représentée par la fraction
J (10OO0OO
qui est un peu plus grande que
Si au rayon B on substituait le rayon C ou D, il faudrait a la fraction (45) substituer le rapport
(lOÔOOOO) ,
qui différerait encore très peu de la fraction (46). Donc, si l'on partage une secoude de temps en mille millions de millions de parties égales, deux de ces parties représenteront à très peu près la durée d'une vibration lumineuse dans les rayons B, C, D placés vers l'extrémité ronge du spectre solaire. Cette durée ne surpasserait que d'un quart environ l'une des mêmes parties dans le rayon situé vers l' extrémité opposée du spectre parmi les rayons violets.
Les épaisseurs des ondes relatives aux couleurs principales du spectre solaire, et aux limites de ces couleurs, ont été déterminées par Frcsneî avec une grande précision. Ces épaisseurs, exprimées en millionièmes de millimètre sont telles que les présente le tableau suivant.
m. TABLEAU.
Valeurs dé l, exprimées en millionièmes de millimètres.
Limites des couleur»
principales.
Couleurs principal
es.
Tiolet extrême
violet
violet indigo
indigo
indigo bleu
bleu
bleu vert
vert
vert jaune
jaune
jaune orangé
orangé
orangé ronge
ronge
ronge extrême
Les valeurs précédentes de f, mesurées dans l'air, ne seront pas sensiblement altérées, si Ton passe de l'air dans le vide. Car ce passage, en les faisant varier dans le rapport de 1 à 1,000276, n'ajoutera pas même à chacune d'elles le tiers de sa millième partie. En les divisant par la vitesse £1 de la lumière dans le vide, on obtiendra, pour les couleurs principales et pour leurs limites, les durées des vibrations de F éther. Ces durées seront comparables à l' intervalle de temps insensible qui résulte de la division d'une seconde sexagésimale en mille millions de millions de parties égales, et leurs rapports avec ce même intervalle se trouveront exprimés par les nombres que renferme le tableau que nous allons tracer.
IV. TABLEAU
Rapports entre les durées des vibrations de Vcther et h
d'une seconde sexagésimale.
Limites des couleurs
principales.
Couleurs principales.
violet extrême
violet
violet indigo
indigo
indigo bleu
bleu
bien vert
vert
(198) Suite du 4* tsblran.
Limite* «Va tenir prîsripâlci-
GmUwi r '■«
Tert j«M
jmuse «raigé
ronge ru/iHt
El dJiisant l'unité pu les rapports inscrit* dam le quatrième tableau, et multipliant les quoiieaU obtenus par mille, on parviendra ans nombres qui eiprtmeat i de millions de millions de vibrations suceseme* s'eiécuent pour ane couleur d dans un seconde de temps. Ces nombre» sont ceux que présente le tableau snJvwt.
iVoworc j 7« cjrpriment combien Je mùllioms Je millions Je rihrwtiona «asecrastr* j* effectuent em ttme seconde tejragéûmale.
Limite* df» coule
principale*.
Caulrors jwiKipsJ
SA
violet .sir cm?
■ iolel indigo
»WîB«
en
indigo bien
Ueu
bleu vert
vert
jaune orange
SU
, orange ronge
range
rouge eilremc
ISi
Ainsi, dans le rayon rouge du spectre solaire, les molécules de IVther environ cinqcent millions de millions de vibrations par seconde. A ce nombre prstdlgfeut il faut ajouter presque sa moitié pour obtenir le nombre des vibrations par seconde dan* le rajou violet. Au reste on pent déterminer approximativement le nombre •les vibrations que présentent les rayons placés vers le milieu du spectre toUtre. en opérant comme il suit.
Ko une seconde teiaeéaîmale, les vibrations des molécules d' éther renfermées dams nue «««le plane, se transmettent itu nwlécitle» que renferment d'tutres ondes c«m-
prises entre des plans parallèles jusqu'à une distance d' environ 80 mille lieue», «le lelle sorte que les vibrations connu enceut dans la deuxième onde, quand elles s'achèvent dans la première, qu'elles commencent dans la troisième quand elles s'achèvent dans la deuxième, et ainsi de suite. Or les diverses ondes étant continues le unes aux antres, il suit de ce qu'on vient de dire que, pour obtenir la durci: de la vibration des molécules éthérées dans une seule onde il faudra diviser une seconde sexagésimale en autant de parties qu'il y « d'épaisseurs d'ondes dans une distance de 80 mille lieues. D'ailleurs chacune des lieues que l'on considère ici est de 2000 toises ou environ 4000 mètres, chaque mètre se compose de 1000 millimèlres, et il résulte du 3 e tableau que l'épaisseur d'une onde, pour les rayons placés vers I" milieu du spectre, est d'environ un demi- millième de millimètre, et qu'eu conséquence chaque millimètre renferme environ 2000 épaisseurs semblables. Donc le nombre des vibrations exécutées par les molécules délher dans une seule onde plane et en une seconde de temps, pour les rayons situés vers le milieu du spectre, sera sensiblement égal su produit des facteurs
80000, 4000 , 1000 et 2000 c' est A dire à
640000000000000, ou a 640 millions de millions. Il résulte du 2' et du 5* tableau que ce dernier nombre représente effectivement le nombre des vibrations par seconde dans le rayon F de Frauenhofer qui est un rayon bleu situé dans le spectre solaire vers la limite du bleu et du vert.
Les nombres compris dans le 5* tableau diffèrent de ceux que l'on trouve dans le traité ■le H. tlerschel sur la lumière. En recherchant la cause de cette différence, j'ai reconnu quelle devait être principalement attribuée à ce que les épaisseurs d'onde ou longueur* d'ondulation adoptées par cet auteur, et relatives aux diverses couleurs ou à leurs limites, dïHèrenl assez notablement des valeurs de 7 inscrites dans le 3* tableau cl données par F'rexncl.
En terminant ce paragraphe nous ferons observer que, dans les milieux qui ne dispersent pas les conteurs, les valeurs de k relatives a deux rayons différents conservent entre elles, en vertu de la formule (7), le même rapport que les deux valeurs correspondantes de *. Ce rapport est donc, ainsi qne les valeurs de a, indépendant de la nature du milieu que l'on considère, pourvu que la dispersion soit nulle ; eu sorte qu'il reste le même, par exemple, dans le vide et dans l'air atmosphérique. On peut en dire autant du rapport entre deux valeurs diverses de /, qui est toujours l' inverse du rapport entre les valeurs correspondantes de k. Si, pour fixer les idées, ou divise successivement la valeur /, de / qui répond au rayon B de Frauenhofer par les valeurs de / relatives aux autres rayons, c'est A dire, par les quantités
7 : , 7,, 7 4 , 7,, 7 6 , 7,, ou trouvera pour quotients les nombres dont les logarithmes sont (47) 0202930 067545* 1165319 1523944 2049754 2433373
c'est ù dire, les nombres
Or ces derniers nombres représenteront
il. 1I1S 1
■air et
tau
le
vide, il
on seulement
valeurs des rapports
mais encore celles lies rapports
fa
on même des suivants
Si s,
§. 10. Considérations nouvelles sur la rîfraction île la lumière. Les loiv. de la réfraction simple, telles que V expérience les donne, se trouvei comprises dans les formules (8) et (9) du §. 5. Or, ÎJ est important d'observer (lue la méthode, à l'aide de la quelle nous avons établi ce» formules, les reproduira encore, si l'on suppose que les valeurs des déplacements s, ij, Ç relatives soit nu premier, soit au second milieu, et tirées en conséquence soit des équations (1). soit des équations (2), fournissent, pour les points situés sur la surface de séparation, des valeurs égales* d'une fonction linéaire quelconque de ces mêmes déplacements el de leurs dérivées prises par rapport aux variables indépendantes .r, y, t. En effet désignons par ;; la fonction linéaire dont il s'asïl. Si l'on y substitue les valeurs dis £, ij, £ qui représentent les déplacements moléculaires dans le rayon incident, » 1 dire, les valeurs de £, », l données par les équations (33) du § 4, e devient une fonction linéaire des sinus et cosinus de l'arc
k (.r cos t + y sin t) — st ensorte qu'on aura, par exemple
(1) a=gcos(*(.rcosT-T-.ysïnT) — s/)+gsin (*(jtcost+j situ — al)), les coefficients 6, 3 étant uniquement fonctions des quantités
(2) », 13, E, ffi, *, l, cost, sine.
Soient maintenant
©., St ou <S\ g' ce que deviement les coefficients
quand passe du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, c'est à dire, quand • remplace les quantités (2) par les suivantes
et, comme en remplaças! ï par — Y os es tirera
(in (8+6,)».r-(i+ad.i=r».(;i)-S'ji(^i).
on anra encore
(15) (6 + €.) «* ï == Œ- es* (| t), t 3 + g.) «ta t = S M. (y ï)-
Si maintenant on rÉduii T à sera dut la première its farsmk* (15), die Ihilil
Dtac cette SarmaJe aassua pfaéralemest
(17) e*.T = es.(^ï)
■«i rè*fcâm le imslt se* fifiiht (151 *
« f f isaiiaa (12) à
(»» i...=iM|.
©s m trasre am»t rime**' tu e^ssati*** <8) et (9). **st les sexx «Visitii* rwni
«Vst aire le* f*rs»fea (8) et t.9) s* § 5.
Es i finir «s? ta (aseties narm s se* «pHtrscM» t, r , T et se lew* aV-
rt.ee* relâche* i /, j, l tt résanac làmpaïamst i k tariaak ç, ss ferait inàsiia'ii
le* aailîisi (8) a«* le* btsssie* (7) s» $ 4. Haâ* aasster ce* fn—ln. ce *c-
raît adaaettre. cssnse sam Taiss* seja asau 1 1, sse t"** pesai sas* or» n siïsli
se au îcsâr essaste se* ahentâssa prWsitts par le laûâsaçe ss ne rasai sufies, «as*
aisaçe ss pecaaki «aie* sas* k ratesr se $ sse sïlnsasi la pressera se* esss-
tâasa (>) sa *W*te parazrasse. A la «élite, es arr—S 1 torceuneasest psar « la Tark-
Me £. sn, ex ami mie»* as messe, la ritesase -^ , pais la nati usait, psrsllek i
aff
tue se* x, *t b prêtai** aatppsrtée par ss pbs a»ia»sa5iskârr i cet aie, paria
essai le* (lasnslu, asrsaVIc* an aies se* s et =. se la prmiis sssssrtéc par
exsk* sse j m ssssre* sas* le hasVUs se* aciesces se *L «V fTiiiin pamr raamée
ISMl et ssi * aeesrsest ai bacs a.ee ks s*rssasrs et le* eiperiesec* se rVessrf, sssss
ss ssssssr sse la sesssté se friser reste h aaêste sas* sass la* ■is'esj. Mala
et ks iiui'im ci sVassa aaisiiissi'i i sacres*, «as* k «sttsmn se k «srsatt se se-
paraiion de deux milieux, conserver la même valeur, tandisqu'on passe de l'un à l'autre. Des recherches approfondies sur ce sujet délicat m'ont eonduit à un nouveau principe de mécanique propre à fournir, dans plusieurs questions de physique mathématique, les conditions relatives aux limites des corps et aux surfaces qui terminent des systèmes de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Ce principe que je développerai dans un autre mémoire , étant appliqué à la théorie de la lumière, on en conclut que, dans le voisinage de la surface de séparation de deux milieu*, les déplacements £, 17, t des molécules d'éther, relatifs soit au premier milieu, soit au second, devront fournir les mêmes valeurs, de g, si Ton preud pour a l'une quelconque des trois fonctions
/•« élS *_* *Ï_*L
K ^ 1) dx djf' dar dz' dy tW
on bien encore si l'on suppose
a, i, c désignant les cosinus des angles formés par la normale à la surface de séparation des deux milieux avec les demi-axe» des coordonnées positives. Il est bon d'observer que la valeur de «, déterminée par l'équation (22), représente la dilatation linéaire de l'étirer mesurée suivant cette même normale.
Lorsque, les deux milieux étant séparés l'un de l'autre par le plan des y z, on suppose l'axe des z parallèle aux plans des ondes lumineuses, et par conséquent perpendiculaire au plan d'incidence, ou a dans la formule (22)
et de plus §, 17, f deviennent indépendants de z. Donc alors en changeant, ce qui est permis, le signe de la première des différences (21), ou trouvera que les fonctions (21) et (22) peuvent être réduites à
(m *± 9 *ï n 1I_*3 il.
^ ' dy 9 dx' dy dur' dar
Donc, si Ton nomme £', 17', £' ce que deviennent les déplacements £, 17, £ tandisque l'on passe du premier milieu au second, on aura, pour les points situés sur la surface de séparation, c'est à dire, pour x =0,
(24) ^-*L', *l_*2 = ££_2s.', et
dx dx' dy dx dx dx'
d l — *L II — rf JL
dx dx ' dy dy
Lorsque dans les équations (24) et (25) on substitue à £, ?;, c les seconds membres des formules (1) du § 5, et à §', tj', C les seconds membres des formules (2) du même paragraphe, on obtient les loix de la réflexion et de la réfraction qui ont lieu à la surface des corps transparents, avec les diverses formules que contiennent les deux lettres adressées à M. IAbri les 19 et 27 mars, et imprimées dans le n° 14 des comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des sciences, pour l'année 1836. On déduit aussi des conditions (24) et (25) les loix de la réflexion opérée par la surface extérieure d'un corps opaque, ou par la surface intérieure d'un corps transparent, dans le cas où l'angle d' incidence devient assez considérable pour qu'il n'y ait plus de lumière transmise, c'est à dire, dans le cas où la réflexion devient totale. (Voir à ce sujet les deux lettres que j'ai adressées à M. Ampère les l* r et 16. avril 1836). Comme je l'ai montré dans ces différentes lettres, les formules auxquelles conduisent les conditions (24) et (25) non seulement déterminent l' intensité de la 'lumière polarisée rectilignement par réflexion on par réfraction et les plans de polarisation des rayons réfléchis ou réfractés, mais encore elle font connaître les diverses circonstances de la polarisation circulaire on elliptique produite par la réflexion totale ou par la réflexion opérée à la surface d'un corps opaque, et en particulier, d'un métal. D'ailleurs les divers résultats de notre analyse se trouvent d'accord avec les loix déjà connues, particulièrement avec les formules proposées par MM. Fresnél et Brcwster^ ainsi qu' avec les observations de tous les physiciens* Au reste je reviendrai sur ces résultats dans de nouveaux mémoires, oii je déduirai directement des équations (15) du § 1 les loix des divers phénomènes lumineux, y compris les phénomènes de 1' ombre et de la diffraction.
■ 11- Sur la relation qui existe entre la vitesse de propagation et F épaisseur des ondes lumineuses.
Pour une couleur donnée, la durée T des vibrations lumineuses, ou, ce qui revient au même, la quantité
reste la même dans les différents milieux. Maïs l'épaisseur l des ondes lumineuses, aussi appellée longueur d' ondulation, et par suite le rapport
devront, si l'on adopte la théorie exposée dans ce mémoire, se trouver liés a la vitesse de propagation
par la formule (1) ou (5) du § 6, c'est à dire, par l'équation
tî = & = «, + a,* 1 + a,* 4 + etc.
en vertu de laquelle £2* se développera en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de k. D'ailleurs, en posant comme dans le § 6,
b,»' + b ] s*+b J »» + e tc
. . b, , bj , bj . . . , que renferment les seconds membres
on tirer» de 1' équation (4)
Les coefficients a,, Sj, a ; des équations (4) et (5), dépendent de la nature du milieu dans lequel se propage la lumière: les quantités k, Si dépendent en outre de la valeur attribuée a s, c'est à dire, de la couleur. Dans le vide, et dans les milieux qui ne dispersent pas les couleurs, pur exemple, dans l'air atmosphérique, les coefficients
Bj, a,, . . . . bi, bj, . . . .
■'énnouissent; alors la formule (4) réduite à (?) p = 0'=i„
exprime que la ulesse de propagation îî est indépendante de s, et a 1 proportionel a tf. Concevons maintenant que, les valeurs de i- cl ik' .'i étant relatives à l'air atmosphérique, on désigne par (8) *' = fl *,
ee que devient la quantité * lorsqu'on substitue A l'air an antre milieu. La valeur de $ déterminée par l'équation (8), ou, ce qui revient au même, par I* équation (16) du § 5, ne sera autre chose que l'Indice de réfraction d'un rayon lumineux qui passerait de l'air dans le nouveau milieu que l'on considère ; et la formule (6) deviendra
(9) *'' =3 S'A* =: b» s* -4- b,«« + b, «• + ete. . .
SI dans cette dernière formule on remplace a par sa valeur tirée de I' équation (3), on trouvera
(10) 0* = b.fî' + b,fiV+ b,£V + etc
Donc, en posant pour abréger
(11) 0.3' = i, b 1 fî« = b, b,.'2» = f, etc.
on an» simplement
(12) 6 1 = a + b s 1 -f- 1 ** + etc
On ne doit pas oublier que dans les formules (10), et (11) Q représente la vitesse de propagation de la lumière dans l'air, vitesse qui resle la même pour toutes les couleurs.
Soient maintenant
0», fci t , 5,, 0., 0„ fl,
es valeurs de $ relatives aux rayons
de Frauenkofer, et
les valeurs correspondantes de a.
entiers
i l'on désigne par i l'un quelconque des nombre*
et si l'on pose en outre
la formule (12) donnera
(14) @i S3 a -f- b*,- 1 + cV -*- etc. . . .
Or, 11 résulte des calculs développés dans les paragraphes 6, 7, 8 qu'on peut. Mans erreur sensible, réduire le second membre de l'équation (4) ou (C), et par conséquent le second membre de la formule (14) à ses quatre premiers termes. Dons cette formule pourra s'écrire comme il suit
D'autre part on pourra encore négliger J'O- dans le premier membre de la formule (11) du § 7, et réduire cette formule à
(i«) e f = -|- (U' — &) fo + [U" — — (ET— 0) 9" fit] y.
+ jP'"_@_(P'_e)S'" / ?,- — [F**— © — (U'~ &)S"p;]&"'y i \â i ,
le* valeurs de
étant celles que fournissent les équations (10) et (6) du § 7, savoir,
- * se ^ Q. + e. + Qi + Qv+^ + Q.
/ V = S ' G { = 0, + 0, + 0, + 0, — 0, — 0, — 0, , U "= S " 0; =3 — 0, — ©, + ©, + ©, + 0, + 0, — ©t , U"= S"' 0; = — 0, + 0, + 0, — 0, — - 0, + 0, -+■ 0, ; el l'on tirera de ces dernières équations combinées avec la formule (14)
=a+jS V+ y» tf+jSif,
(18) < V=a+i>&' af + tS' «/.f-ftSV»
D"= + n S" •/ + e S" s£ + s S' Vi F""=û+Ï>S"V + (S"V + ïS"V>
les notations S*,-*, S'a. 1 , &"af t S'"*,- 1 ; S*,-*, etc. . . . exprimant ce que deviennent les sommes désignées par S0;, S'0-, S*'0 t -, S'"0; dans les équations (17)i quand on y remplace 0,- par S,-", ou par S^' , etc. . . . Enfin, il est clair que h substitution des valeurs de
fournies par les équations (15) et (18), transformera leB deux membres de 1' équation (16) en deux fonctions linéaires des quantités
qui varient avec la nature du milieu réfringent- Or, ces deux fonctions devant être égales entre elles, quel que soit le milieu réfringent, ou peut en conduire que dans l'une et l'autre les coefficients des quantités (19) devront être les mêmes. Par suite, l'équation (16) devra continuer de subsister, si dans cette équation, et dans les formules (17), ou remplace 0,- par l'une quelconque des quatre quantités
ce qui revient à supposer, dans les formules (15) et (18), l'une des quantités a, b, r, B réduite à l'unité, et les trois autres à zéro.
Remplacer &■ par l'unité, c'est substituer l'air aa milieu qui devait réfracter la lamîcre. Alors on trouve no» seulement &; = 1, mais aussi
et l'équation (16) devient identîqnc, comme on l'a déjà remarqué (page 153).
Remplaçons maintenant, dans l'équation (16), 0/ par *,", m désignant l'an de troii nombres entiers 2, 4, 6 ; et faisons pour abréger
ç" = S '' *,■" = — «," — V + V 4- «." + «," 4- a,' — «,", ç" — S '" s." — — a," 4- «i" 4- #," — * t " — a," 4- V + *7* : l'équation (16). jointe aux formules (17)> donnera
(22) , ( . = 5 + ( ç '_ 5 ) / ,,- + r ç "_ ç _ {s '_ ç )sv,-]r,-
+ |ç"'-ç-(ç'-ç)s"'ft— [s"-t-(e , -s)8"MS™ w |<»f
L' équation (22) fournira pour «y" des valeurs approchées de divers ordres, si l'un réduit la polynôme que renferme le second membre an seul terme ç, ou à la somme
de ses deux, trois, quatre premiers termes; et, si l'on i
A a .", # af, d* a;"
les différences finies des divers ordres qui doivent compléter les valeurs approchée* dont il s'acit, on aura rigoureusement
^ç + iç-çiPi + J'*?,
= ç + (^-ç)fr + r<r"-<r-(ç'-?)s"Wîv + ^V'
4-!ç"'-ç-(ç , -ç)S'"^-[ç"-Ç-(ç'-Ç)S" ( 3 ( -]S"; V ; ( î'4--^/ Oh trouvera par suite
I J\" = ff — s — (5—5) /».• — ts" — S— (s - s) S" ft] ;■; ,
puis, on en eonclnrra
BJâf = g(lf — ç) = SV — Ç, etc
fui, ce rjui retient bu même
( S'VV = ç'"-ff-(?'-ç)S'"/9 t .-tç"-ç-( Ç '-ç)S"' rt ., de sorte que la formule (23) donnera
(26) #r=;s*r + ^Vi
et pourra être remplacée par le système des équations
De plus la formule (22), réduite à
(28) sC = 4 S 9f + (*i S'Jsf + yi S 'J\* + â £ S" ^ sf ,
fournira précisément pour * e -" le valeur que Ton tirerait de l'équation (26), ou des équations (27), en y- posant
On tire des équations (2) et (3)
(30) s = i2i = 2nQr\
Si, dans cette dernière formule on suppose fi, £ et Z relatifs à l'air atmosphérique, la valeur de Q sera la même pour toutes les couleurs, et en désignaut par
les valeurs de Jfc, l relatives à s = #/ on trouvera
(31) ê. = fi* t . = 2ttSïh par conséquent
(32) #/• = û- */• = (2 re £>" J f — .
Soient maintenant ^Jfcf", J*hf*- . • Jlf, d*l{-*> etc. .... ce que deviennent le« différences J»f, 4P*C-, • •» • • déterminées par le système des équations (27) , quand on remplace dans ces équations */• par kf on par /,— "• On aura
puis on tirera des formules (33), (34) combinées avec les équations (37) et (33)
J '--=(é)" J ^ ^'.-=(^) V ''- ^r-=(énf'"f'
«!, en multipliant les deuï membres de 1' équation (28) par f — 1 ou par
on en conclurra
</ = ; 8 a-,' ■+■ fj S' -/ (•,- ■+• y,- S" *«,■* + <t, Ç" J 1 i, •-. /,■— = ;S/i— + ft-S'i//,-- J '+>' ; S"J'/,— -f- ef,- S" J'l r :
• ■■■!.■ pos
Les formules (37) et (38), entièrement semblables à l'équation (28',, fournissent p tisément les valeurs de i,-" et de If que l'on tirerait des équations (33) et (34) eu y posant (39) J*kf=0, ^*/.--=0.
Les Taleur8 de 0. on des indices de réfraction, déterminée! par les expériences de Fraucnhofer, sont composées chacune do sept chiffres, et le 23 e tableau du § 6 montre que l'on peut compter sur l'exactitude des cinq ou six premiers chil.Vi.-s. Les valeurs de /,• n'ont pu èlre déterminées avec la même précision, et, pour chacune d'elles on ne peut regarder comme exacts que les trois ou quatre premiers chiffres. Il en résulte que, dans les valeurs de Xy, * ( -, et par suite dans tes valeurs de lf~*t £,-", ■>;" on ne saurait compter sur l'exaclUude du cinquième chiffre et des suivants. On ne doit donc par être surpris, lorsqu'on veut appliquer au calcul des différences finies des divers ordres de * ; ", *,-", If' les formules (27), (33) ou (34), de trou< it les différences finies du troisième ordre, sensiblement nulles, aussi bien que lea différences finies du 4" ordre, c'est a dire comparables aux variations que produisent les erreurs d'observation. Or c'est précisément ce qui arrive. Si, pour Axer les idées, on applique les formules (27) à la détermination des différences finies
Jsf, 4*êfi J'af,
et, si l'on prend pour unité de temps, non plus la seconde sexagésimale, mais le quotient que fournirait la division de celte seconde en mille millions de millions de parlies égales, alors, en faisant usage des logarithmes de + /ï ( - et de + ■/• renfermés
IS8708I
5;2*iO.H3
-:m).4-îs
Pour s'assurer que les valeurs de /Pêf, renfermées dans les dernières lignes horizontales de ces deux tableaux, sont en effet comparables aux variations que produisent dans les valeurs de sf les erreurs d' observation, il suffit de calculer les diver-
ses valeurs de /Pli ou de— -î, en supposant que l'on désigne par
ce que devient /,• en vertu de la formule (32), quand on remplace dans cette forroule sf par
Or, dans cette supposition, l'on tire de la formule (32) (40) ê .* — JU? = (2 nQy (J, — J 1 /,)— ,
et par suite
ou
D'ailleurs, J 1 sf étant très petit par rapport *;", le second membre de l'équation (41) se réduira sensiblement à
Il $f
et cette équation elle même à
Enfin les valeurs de
~ n s. m ' tirées des tableaux (1) ou (2), et par suite les valeurs correspondantes de — -
seront, en vertu de la formule (42), celles que présente le tableau suivant.
III. TABLEAU
J'aleura de — j-* déduite» de la formule (42).
pour h = 2 J' »i % pour m = 4 d*t£
ii — * *t
1,209 LtMM
D'autre part, en ayant recours à diverses expériences successives, dans son mémoire la diffraction, pour déterminer l'épaisseur des ondes lumineuses qui donnent naissance à an certain rayon, et supposant cette épaisseur exprimée en millimètres, t'rcsncl a obtenu des nombres qui varient entre les limites
0,000635 et 0,000040
dont la différence, divisée par le plus petit, donne pour quotient environ
Donc, puisque ce quotient surpasse et même asse* notablement tous les nombres renfermés dans la 4* et la dernière ligne horizontale du troisième tableau, si l'on en excepte le seul nombre 0,0083 qui diffère peu du quotient dont il s'.i^it, noua devons conclurre que les valeurs de d*»£ et J'sf renfermées dans les i ec et 2* tableaux sont comparables aux variations que produisent dans les valeurs de ■,,■■■■ les erreurs d'observation. La morne conclusion se déduirait aussi dits expériences de Frauenhùfer qui fournissent ponr les épaisseurs des ondes lumineuses des variations du même ordre que les expériences de Frcsnel.
On peut donc négliger
^Vt j*hf, *V4
dans les formules (27), (33), (34), et par suite
S"'^ 1 *,.", S'"J J Jb", s'"^;,— ,
dans les formules (28), (37), (38) ; ce qui permet de réduire les trois dernières formules a
(43) B 1 " = ^S» i - +p i SJ* ; "+- /i S"J-s i \
(44) »,-" = iatf+p l srjtf+y i B'j , tf,
(45) if = *s ',— + ppjff+ ri sj'if.
SI, dans la formule (43), on pose successivement s = 2 el sr4, on eu tirera, eu égard aux tableaux 1 et 2,
«;'= 14,7025— 34,6094,?,+ 0,540,-,-, «,' = !48,975 — 1091,416 ft — 152,303,,- ; ou, ce qui revient au même ,
ft — 0,01560 ■/! = 0,42481 — 0,028894 .,-', ft + 0,13955 y/ = 0,22812 — 0,00091624 »,-', puis on conclurra de ces dernières équations
0,19669 0,028894 , 0,00091624 W ~~ — 0,15515 + 0,15515 ** 0,15515 ''' fi - 0,01560 y; + 0,42481— 0,028894»,-',
ou plus simplement ,
ft = 0,40503— 0.025988.;' — 0,0000921 «,', ,,=—1,2677 +0,18623»,-" — 0,0059055 »,-•-
Si d'ailleurs on pose, comme à la psge 160,
!U = V — 9=iS'^S,-, as=t7"— e — (v— 6)s"fi,=a'j-0 i , «=i/--s-(!r-s)!7,-[f-9-(!r-e)s-f l ]i-, | . = s-/9,,
c'est à dire, si l'on preud pour
U, SS, SB
[es nombres renfermés dans le 5 e tableau du § 8, on réduira la formule (16) A (50) 0; = + U,S ; + SB,,- + SBd; ;
petto, en négligeant dans le second membre le terme 28 ci,-, qui est du même ordre que J'»i ou //'©,-, on trouvera
0,- = 0+ua-+%;.
Cela posé, on tirera de la formule (51) jointe ans éqnations (48)
(52) ©,=0+0,40503 U — 1,2677»— {0,025988 tt —0,18623 SB j* 4
et par suite
(53) ©,. — a + b sf + t s A
lei valeurs de a, b, c étant
pais en écrivant simplement
6 2 au lieu de t - = Of, et ^ au lieu de s/
on aura définitivement
(55) ^zzû+b^ + c* 4 .
En substituant dans les formules (54) à la place de
les nombres que renferme le 5 e tableau du § 8, on obtiendra les valeurs de a, b, c comprises dans celui que nous allons tracer.
n.'i—.'< ii 1.1X
-Oiao3is|-o.iBj93!>o,i:i9ig
il II 1
Parmi les lo^aritlimes que renferme le 4' tableau, les nus, savoir ceux des valeurs numériques des quantités
U = S'^S,- et SB=S"^"S,ont été ettraits de la dernière colonne verticale des tauleaui n" 2 des paragraphes 7 et 8. D'autres logarilliines, savoir ceux des nombres
0,19969 _,„„„., 0,028*94 mmmMm 0,00091624
0,0000921 =O,O156OxO,OO59055=5j^j(O,0O59055),
ont été, pour plu* de précision, déduits des Iogarîthme§ des nombres dont ces coeffi-
cients représentent le* produits ou les rapports. C'est ainsi qu'on trouve par exemple
On peut d'ailleurs confirmer l'exactitude des valeurs de a, b, (fournies par le 4" tab-
leau, de la manière suivante.
Ou tire de la formule (53)
(56) G = $SQ { = a + ^\>Sa? + }c9êf.
Or, si l'on substitue dans le second membre de l'équation (56) les valeurs de
fournies par les tableaux 1, 2 et 4, on retromera les valeurs de fournies par l'ex
périence, comme le montre le tableau suivant.
VU
tasw
"i7:8tiiai
2,ti9UÎ23
E,7018Sa
t,7Ql8SJ
2, 70ÎM21
En adoptant les valeurs de a, b, t fourt
ies par le 4° tableau, on aura
/ pour l'eau 1" série . . . . 0* = '.
2" série .... 1 =1,751950 + 0,0025581 S ] — 0,000013550**,
l pour !a solution de potasse. • 1 = i, 934311 + 0,0031604 *' — 0,0000 10224 a',
IpourlecrownfUisl. espèce . fl'^2,292959 + 0,0038288* 1 — 0,000001900*%
espèce . b' = 2,583160+0,O0734G7* , + 0,0O0O
En substituant successivement dans chacune des formules (57) les «leurs de a correspondantes aux rayons
de Frmtenkojer, c'est à dire, les valeurs de *,• comprises dans le premier tableau, on obtiendrait des valeurs de if et par suite des Talears de '/ très peu différentes de celJe§ que l'expérience a données. Au reste, pour trouver les différences des unes aux autres, et constater l'accord des formules (57) avec les observations, il n'est pas même nécessaire d'effectuer la substitution dont il s'agit. On arme plus facilement au même but, à l'aide des considérations suivantes.
La formule (50), c'est à dire, en d'autres termes, la formule (16) de ta page 160 ne stibsUl e nu' approximativement. Miîs, comme nous l'avons déjà remarqué [page 170], cette formule deviendra rigoureuse, si l'on y remplace t - par ©• — J* Q., en attribuant à G; la valeur fournie par les observations. Pareillement les formules (43) et (51) deviendront exactes, si l'on y remplace
«y et Q.
pir
ëf — J* af et 0; — */* ©,- ,
en attribuant à *,■*, 0; les râleurs fournies par les observations, c'est à dire qa' alors
on aura rigoureusement
(58) tf — A V = t S af + ft S' J *,-" + n S" J*Mfi
et
effectivement l'équation (58) se déduit immédiatement des trois premières des formules (27), et l'équation (59), que l'on peut encore écrire comme il suit
(60) 9i — J'&;=:\S0;+ p; S' JGi + ;',• S" J* ©,- ,
est, aussi bien que l'équation (133) de la pa^e 116, une conséquence nécessaire t formules (113) du § 6. D'ailleurs, pour obtenir l'équation (53), il a suffi d'éliminer de la formule (51) les valeurs de
tirées des équations (46) auxquelles se réduit la formule (43) quand on y pose successivement w=:2, m =4; et, s! au lieu des formules (43), (51) on employé dans l'élimination dont il s'agit les formules (58), (59) on trouvera de la même manière
h— ^Gi:
Donc, en vertu de ce qui a été' tlit ciàcssns, la formule (61) sera exacte, ai l'on \ substitue les valeurs île s; et 0; fournies par l'expérience, en attribuant à
,*•»,■', J'êf, 4-e,'
les valeurs précédemment calculées et comprises dans les tableaux 1, 2 ainsi que dan»
le 3* tableau du § 8. Or ou tire de la formule (61)
et le premier membre de la formule (62) est précisément la valeur de 0; — Of ou
de 6* que fournit chacune des équations (53), (55), (57). Donc, pour obtenir les
valeurs de fl-* que déterminent les formules (57), il suffira d'ajouter aux diverses
valeurs de t - = Ô. 1 fournies par l'expérience les valeurs correspondantes du trinôme
(63) ? i = bJ'»ï' + (J 1 a? — J'0 i>
qui se trouvent comprises dans le tableau suivant.
D -68 II
Ain»i, par exempte, si l'on ajoute à U râleur de 0, trouvée pour l'eau "l" séi c't»l à dire, a
G, = 1,771387 la première de» valeura de / fournies par te 6* tableau, ou le nombre
.000140, •■ obtiendra pour tomme le nombre
qui représente précisément la râleur de '/' à laquelle on parrlent en posant dans I première des formules (57)
Pareillement ai de la valeur de 0, relative au flint-liss [2 e espèce], c'est à dire i
on retranche le nombre 574, qui, pris arec te signe — , représente la râleur de « correspondante à la même substance, on aura pour reste te nombre
qui est précisément la valeur de <)' à laquelle on parvient en posant dans la huiii dea formules (57)
Au reste l'exactitude des valeurs de /.,■ comprises dans le 6* tableau peut être « firmée comme II suit.
Les formules (117) du § 6 donnent
On aura de même, en désignant par n l'un des nombres entiers 2 et 4,
(64) 8^*«/ = 0, 8'^«é-=0, S"J'»r = 0, et par suite on tirera de l'équation (63)
(65) j s;.,- = a, + 2, + ;., + 4« — h — h — h = , ( s"^ = — ;, — ;, + ;, + ju + ; ( + ;, — ;., - o.
Enfui de ces dernières équations combinées entre elles on conduira (60) X. + >, = - (>..+ >..) = >-. + >. = - U-
Donc les quatre quantités (67) JI. + JU, ;, + <U, *s*t-*n h
derront être égales au signe prés et alternativement affectées de signes contraire Or cette condition se trouve effectivement remplie avec une exactitude suffisante j les valeurs de / ; qne fournit le 6* tableau, comme le prouve celui que nous allons trac»
série
au
D'après ce qu'on Tient de dire, les valeurs de O 2 fournies par les équations (57) coïncident avec celles que Ton déduit de la formule
en attribuant à 0. les valeurs données par l'expérience et à X. les valeurs très petites que présente le 6 e tableau. Or on tire de la formule (68)
(69) e = (0 ( .+a t O*=W+*,O* = 0*-+ 1 ^ - 1 ^ + « tc - • • '
et comme, pour chacune des valeurs attribuées à h* et à f -, le troisième terme et les suivants, dans le dernier membre de l'équation (69), offriront une somme inférieure à un millionième, on pourra sans erreur sensible réduire cette équation à
Donc la différence entre la valeur de déterminée par l'une des formules (57) et la valeur de 0; donnée par l'expérience se réduira simplement à la quantité
dont les diverses valeurs se tirent aisément du 6 e tableau, et se trouvent comprises dans celui que nous allons tracer.
VIII. TABLEAU
Valtvr» de \f){— '/,-, exprimée* cm millionièmes.
CrownglaM
utg
Su
ti
fes
y ci i
5el«
Dans le 8 e tableau nous a
s joint pour chaque substance, aux diverses valeurs de
les Bnmmes de ces valeurs prises deux à deux à partir de celle qui correspond i i = 1, c'est n dire, les valeurs des quatre quantités
im *l + Jî A + A, A+A, A.
En ayant égard aux formules (G5) ou (66), et raisonnant comme dans le § 6 [page 128 cl 129], on démontre sans peine que les quantités (72) doivent être, sensiblement égales au signe près, et alternativement affectées de signes contraires. Or cette condition se trouve en effet remplie avec une exactitude sulfïsante par les quantités comprises dans les quatre dernières lignes horizontales du 8' tableau; ce qui prouve l.i justesse de nos calculs.
D'après le 8 e tableau, la différence entre la valeur de déterminée par l'ui des formules (57) et la valeur de /.-',■ fournie par l'expérience est généralement inférieure, abstraction faite du signe, à un dix millième. Il n'y a, d'exception que pour le flintglass dans le cas où l'on pose t = 6 ou •'— 7, et alors même la différence dont il s'agit, prise abstraction faite du signe, ne surpasse jamais 173 millionièmes, ou einiron un dix-millième trois quarts. Les formules (57) reproduisent donc avec île Mgèrei variations les valeurs de 0/ fournies par l'expérience. Toutefois les variations dont il s'agit détiennent, pour certains rayons et certaines substances, supériiini- aux variations observées dans le passage d'une série d'expériences à un autre; ftttbfOCJ ces dernières variations, d'après le 23" tableau du § 6, n'ont jamais surpassé
la moitié d'un dfx -millième. Ainsi les équations (57), appliquées à la détermination des valeurs de S 1 et de S, n'atteignent pas le mime degré de précision que les formules établies dans les paragraphes 6, 7 et 8, par exemple, les formules (11), (27) et (39) [§ 7]i desquelles on déduisait pour t - = f \ et par suite, pour () ; , des valeurs dont l'exactitude étant comparable ou même supérieure à celle des résultats directement fournis par l'expérience. Mais il est juste de remarquer que les coefficients, renfermés dans les équations (57), ou les valeurs de
a, b, c relative* aux diverses substances dépendent à la fois des valeurs de et île / fournies par l'expérience, les unes avec sept cbîflïcs, les antres avec quatres cbiflVes seulement; tanuisque les coefficien's compris dans les formules du § 6, 7 et 8 dépendent uniquement des valeurs observées de 0. Pour cette raison, en établissant les formules (57), on a dn négliger les différences du troisième ordre, dont on avait tenu compte dans les paragraphes 6, 7 et 8. On ne doit donc pas s'étonner que pour certains rayons et certaines substances les nombres compris dans le 8* tableau surpassent un dix-millième et a'elevcnt jusqu'à un dix-millième trois quarts environ.
Les plus grands nombres que renferment les tableaux 6 et 8 étant 574 et 173 millionièmes, il en résulte que les formules (57) déterminent les valeurs de 2 h 5 ou G dk-millicmes près et les valeurs de à un on deux dix-millièmes près. Comme d'ailleurs dans les tableaux 1 et 2, les valeurs de *' sont toutes inférieures à 25 et celles de a* .à 006, il est clair qu'on pourra simplifier les formules (57), en supprimant les deux derniers chiffres décimaux dans les coefficients de a 1 et de s 4 . Car cette suppression produira dans la valeur de 6* une variation inférieure à la somme des produits
25 X 0,00001 = 0,00025 et 006 X 0,0000001 = 0,0000606,
par conséquent inférieure au nombre
et a plus forte raison à
Après relte suppression, les déni valeurs de chaque coefficient b ou c, correspondantes à deux séries d'expériences faites sur la même substance, seront, comme on devait s'y attendre, très peu différentes l'une de l'antre; et si l'on remplace ces mêmes valeurs par leur demi-somme, si de plus on supprime encore les deux dernières décimales dans les valeurs de a, on réduira les formules (57) aux suivantes.
Eau
Solution de potasse .
Crownglass 1. espèce
espèce . Ô 1 = 2,5882 + 0,00735 a' + 0,0000388 a
SI, en désignant par £î la vitesse de propagation de la lumière dans l'air, on pose
on tirera des formules (5) et (11)
(75) i,= a3, •,== — «HT, ■, = a (2b* — «<) 3*.
Par suite , s! l'on réduit le dernier membre de la formule (4) à ses trois premiers termes, on tirera de cette formule, en supposant les valeurs de il et de k relatives ■ion plus à l'air, mais à an milieu quelconque
(76) ^ = i3*= «3 |i— ^IM-C** 1 — «Oyif ;
puis on en conduira
(77) «' = « 3 !*■ - b 3 *' + (2 b* - a <) 3= * B <\ ou, ce qui revient au même
Si l'on continue de prendre pour unité de temps, le quotient qu'on obtient eu divisant une seconde sexagésimale par mille millions de millions, c'est à dire, par IlOi", on devra, dans les formules (77) et (78), aussi bien que dans la formule (55), attribuer aux coefficients a, b, C les valeurs que fournit le 5* tableau. Si au contraire on prend simplement pour unité de temps la seconde sexagésimale, on devra diviser les valeurs de b tirées du 5 e tableau par (10) M et les valeurs de b 1 et de c par (10)*°. Alors la formule (77) donnera
pour l'ein
(iO)i'
pour U solution de potasse . ^^3 = 4,9712 1—^ -0,00815^5+0,000263 ^À,
pour le crownghM 1. espèce ^^ = 4,1935 jp^-0,(M)700p^+0,(K»113p^j,
espèce
Jfc 6
*• «*" (ïô^= 3 ' 7152 \^^ m ^(^ +0 '^ të (w\'
lt Taleur de Jt étant variable non seulement avec la couleur, mais encore avec la substance que Ton considère et déterminée par l'équation
Si dans les seconds membres des formules (79) ou écrivait 6 h aulieu de Jfr, les valeurs de h deviendraient relatives à l'air, et seraient telles que les présente le tableau suivant.
II. TABLEAU
Valeurs de h dans Vair.
Indication des rayons.
logarithmes de hzz-r-
le (10)*
72096 lt
relative an n;«a ri i U rnlifca dm* 3 «agft- Ainsi, pv eummle, en faisant u« ç e de* Inraritfcaaei. on Irwien, pwr les nien de * relatives à U MiatÎM de potasse, celles «ne fournît le taUesa nnVaat.
x. VillBAt VmUwn Je h rrf*wi ai fat mMm «V pofour.
ladfaatïan *>■ utih.
£(#) t(») air
£(jr)... ■okUoa àV ftONi
__ - . . . mIiiÎu te *>Maa*e
UNI
llv*>~i Ii*r*T* U7?71< ll?*»> IjOOt»
9«W75» 02SS33 07721& U»<-l3 1«>W£5
MMMl
■MM
«RI iTiîSSÎ B503OI «I7»3 3154752
uw
LUK tl»» 1 CUi I JC*»j I.OCM
Or, ai l'un substitue ces dernière* valeur* de
eu, ce qui retient au même, dans la I
<W (iop;= 4 - 9712 (iop ; - 0MM5 {Î5^+ "■ oom (ïoT^-
on obtiendra , comme on devait , s'j attendre , de» valeur* de et de . J
sensiblement «aies aux valeurs de r et de « renfermées; dans le premier tableau ; et telle* qu'on le» trouve inscrites dans celui que nous allons tracer. u. VAlilt* Valeur» de a* tirets de la f^t-mmle (70).
lo4icatïen et» n;niii.
ff
iio> "
(lOi*
II. lit
il -Ji* -0.3M 0.0»
Les différences qui existent entre les râleurs de s <
I e ' et le II e tableau sont inférieures au* variations que produisent les erreurs d'observation. Effectivement l'on tire des formules (2) et (3)
(si) ' = -ri
et, si l'on substitue dans l'équation (81) les valeurs de a fournies par le 11* tableau, en prenant pour& la vitesse de propagation de la lumière dans l'air, c'est à dire en posant
fi = -XôôbW' i t fi > = 8 ' 4914905 '
on obtiendra les valeurs suivantes des longueurs d'ondulation dans l'air
XII. TABLEAU
Valeurs de l tirées de la formule (Hi) jointe au ll a tableau.
en lUi-millioniimi
millimètre
en cent-inïlliouiÈm
• de ■ de
Or, si l'on compare les valeurs de / inscrites dans la dernière ligne horizontale du 12» tableau à celles qui ont été fournies par l'expérience et que nous avons placées en tète du 2" tableau [§ 6], on reconnaîtra qu'elles ne différent point les unes des autres, si l'on en excepte toutefois les valeurs relatives au rayon H. Observons d'ailleurs que la différence des nombres
1451 et 1450
qui, dans les deux tableaux, représentent l'épaisseur des ondes relatives au rayon //, exprimée en cent millionièmes de pouce, se réduit a une seule unité de l'ordre indiqué par le dernier chiffre ; et que, les expériences de Frauen/infer qui déterminent les épaisseurs d'ondes, exprimées en cent millionièmes de pouce, fournissent souvent pour mi même ravon des nombres dont les derniers chiffres dînèrent entre eux d'une ou de plusieurs unités.
C'est en observant les phénomènes produits par des réseaux composés de (ils métalliques parallèles les uns aux autres, que Frauenhnfer a obtenu les nombres inscrits en tète du 2' tableau [§ 6], savoir
On peut consulter à ce sujet le mémoire lu par ce physicien à l'académie de Munich
le 14. juni 1823. Les nombres dont il s'agit, y sont donnés daus les premières pages, et se trouvent, à la fin du mémoire, remplacés par les suivants
Les épaisseurs d'ondes représentées par les nombres (a) et transformées en millimètres ont été adoptées par quelques physiciens, (voyez entre antres la physique de Pouiïïet). D'autres physiciens, Herschel par exemple, ont adopté les épaisseurs d'ondes représentées . par les nombres (b) ; en plaçant à la tète de ceuxci le premier des nombres (a). Par conséquent ils ont supposé que les longueurs des ondes, exprimées en cent-millionièmes de pouce, étaient représentées, pour les rayons
B, C, D, E, F, G, ff,
par les nombres
Les deux suites de nombres (a) et (c) sont complètement d'accord dans le premier et le troisième terme. Elles s'accordent encore sensiblement dans le quatrième et le sixième. Mais elles diffèrent assez notablement dans le septième ou dernier terme. D'ailleurs les formules établies dans lé présent mémoire permettent de faire servir trois termes supposés connus à la détermination des quatre autres, ainsi que nous allons le faire voir.
En raisonnant comme dans le § 7 [pages 161 et 162], et négligeant les différences du 4 e ordre, ou même celles du troisième, on déduira des formules (50) et (51) d'autres formules propres a déterminer la valeur générale de t -, quand on connaîtra les valeurs particulières de
ou même simplement les valeurs de
Ces formules coïncideront avec l'équation (27) du § 7, et avec celle qu'on en déduit quand on supprime le dernier terme du second membre, parconséquent avec la suivante
le valeur de y/ étant
Pareillement, en supposant toujours que Ton néglige les différences finies du troisième ordre, c'est à dire les quantités
J*G iy Jty% Mf % J*lr*>
ôn dédain des équations (43), (44), (45) d'autrei équations qui serviront à déterminer les valeurs générales des quantités
quand on conn&itta leurs valeurs particulières correspondantes à trois valeurs données de t. Ainsi, par exemple, en posant n = 2, et regardant comme connues les Valeurs de ?;— 2 correspondantes à t = i, « = 3, t = 6, on tirera de l'équation (45)
Si maintenant on fait, pour abréger,
(85) Bt-^^ ^-( /? ,^ /î ,) ( y,'_y/)' Di-Bi-B^Ci,
la formule (84) donnera simplement
(86) ïr* = h-*+B t (/,-»- J,-*) + C< \h-' - lr* - B t (7,-» - /,-*) |, ou, ce qui revient au même,
(87) lç-* =(i — D i — Ci) h- 2 + D { h~* + Cih-*-
Enfin, si dans les équations (83) et (85) on substitue les valeurs de /? t - et y f .' trouvées dans le 8 e paragraphe, on déduira aisément de ces formules les valeurs de
y/, B i% Ci et D 4
comprises dans le tableau que nous allons tracer.
KI.S71M
J.^.'llri
OMMSfl
En eoMÛnuence 011 tirera de la formule (87)
[ /,-' = 0,65735 1,-' + 0,36384 fc"* — 0,02119 /,-*,
Si Hang cea dernière, équations on substitue les râleurs de ;, , 7, , ;, nui font par-
lie de U suite (a), ou, ce qui retient au même, si, en prenant pour unité de longueur on cent -millième de pouce, on pose
on obtiendra pour
les valeurs que détermine le tableau suivant.
Valeur» de î lt
XIV. T 1 9 L I A V
,, /,, /. déduites de la f
>rmu1* (87).
£{+(i-C t — fl.O)
£(±(i— Q— dû**-*)
s Ci-'")
*tt)
Ainsi, en adoptant comme exactes les valeurs de /, , l 3 et 7, représentées par le premier, le troisième et le 6' terme de la suite (a), nous sommes conduits, par l'application de la formule (87), à remplacer la suite dont il s'agit par cette autre suite de nombres
Si au sixième terme de la suite (a) on substituait le sixième terme de la suite (b), les nombres (d) se trouveraient, en vertu de la formule (87), remplaces par les suivants
En comparant les nombres (d) et (c) aux nombres (a) et (c), on reconnaît nue, §i des deux suites (a) et (c) la première s'accorde moins bien arec les suites (d) et (e) dans le second, le quatrième et le cinquième terme, elle s'en rapproche beaucoup plus dans le septième terme dont la variation, quand on passe de la suite (a) à la suite (ri) ou (e), est nulle ou seulement égale à trois unités de l'ordre indiqué par le dernier chiffre, el s'élève au contraire à treize unités du même ordre lorsqu'on passe des nombres (c) aux nombres (d).
En terminant ce paragraphe nous ferons observer que les équations (43), (M), (45) et (50) ont une grande analogie avec une formule du même genre que j'ai donnée dans un mémoire lithographie .sur l'interpolation, et à l'aide de laquelle on pourrait encore' développer aisément deux des trois quantités
8 , a et k ou 1 ~' suivant les puissances ascendantes de la troisième.
§. 12. Sur les résultats que fournit l'approximation du premier ordre- Le 11* tableau du paragraphe 11 fournit les valeurs approchées de s' que l'on déduit de la formule (77) ou (78), en supposant les valeurs de a, b, t, 3 relatives a la solution de potasse. Chacune de ces valeurs approchées se compose de trois termes dont les deux derniers sont comparables aux valeurs de JQf et de J ; Of, c'est .i dire, aux différences finies du premier et du second ordre; et l'on reconnaît immédiatement à l'inspection du tableau 11 [§ 11] que le troisième terme, c'est à dire, le terme du second ordre est toujours moindre que la centième partie du premier. Il en est ainsi pour toutes les substances, même pour l'eau, quoique le coefficient de
— soit, dans la première des formules (79), beaucoup plus considérable que dans
les suivantes- Effectivement la valeur de produit
1,3442 X 1,5996 = 2,1502 a pour quatrième puissance le nombre
relative à l'eau et au rayon H, on le
et le produit de ces derniers nombres par te coefftcfent 0/000373, savoir,
est inférieur à un centième. Or ce produit représentera évidemment le rapport des termes proportionels à V et à # dans le trinôme que renferme la première des formules (79).
Il suit de ce qu'on vient de dire que les formules (79) et autres du § 11 précédent seront encore sensiblement exactes, si l'on y néglige les termes du second ordre. 'Alors, en posant pour abréger
(1) o3 = », b3 = *i *« = »' on réduira la formule (76) à
(2) p=ï&*=:gi(i — Jt *>) = «— 8TJK
On peut d'ailleurs établir directement cette dernière formule de la manière suivante. Concevons que les vibrations du fluide éthéré s'exécutent dans un milieu où la propagation du mouvement reste la même en tous tfens, et considérons un rayon danslequel les déplacements moléculaires soient parallèles à Taxe des x. On devra, dans la première des formules (16) du § 1, supposer
et g fonction des seules variables indépendantes y, #. Donc cette formule donnera simplement ,
De plus, d% étant l'accroissement de la fonction £, correspondant à l'accroissement ây on r,cos/? de la variable y, on aura, par le théorème de Taylor
dÇ . r*cosV <F£ . r'cos*/? <P| . »*C08«/? d*Ç
(4) Jè = rco»(t^ + -J72" ^î+ Ï^F^ + T2ÂÂd? + eU: '
En substituant la valeur précédente de z/§ dans l'équation (3), négligeant les sommes qui renferment sous le signe S des puissances impaires de cos /?, et posant pour
abré * er - ) \mr> 1
(5) 91 = S l^ [f (r) + cos*«/(»0] «wVf ^ = s £34 [f (»•)+ cos' af(r)] co 8 «/îj,
on obtiendra la formule
«PI d*B iP|
(6) de = *dï + *dï + eUi -'
qui devient
(234) dt 1 dx* ' d**'
lorsqu'on réduit la série comprise dans le second membre à ses deui premiers termes. SI d'ailleurs on choisit pour origine des coordonnées u» point ou les molécules d'éther ne soient pas déplacées dans le premier instant, | devra s'évanouir quand on supposera simultanément
y = 0, f = 0; et l'on vérifiera cette condition, ainsi que la formule (7), en posant
(8) ç = asin(*(j,:£i20)
(9) i2* = at — 8Mr\
C'est a très peu près en suivant cette méthode que J'avais établi la formule (2) ou (9) dans un mémoire présenté à l'académie des sciences le 14 juin 1830. Cette même méthode a été publiée ainsi que les formules (7), (8) et (9) dans le bulletin dea sciences de M. de Férussac [tome XIV, année 1830, page 9] ; et a! elle a été proposée depuis dans un article du pliilosopbical Magazine [Janvier 183G] comme propre A simplifier les calculs développés dans le mémoire sur la dispersion, cela tient évidemment a ce que l'autenr de l'article n'avoit point sous les veux le tome XIV du bulletin ci-dessus mentionné.
Lorsque l'on considère le terme
comme une quantité (10)
dont le
carré peut être négligé, on
jVftji
et l'équation (V) ou
(9) de
>ient
o ,_^in(*V6JÔ
C'est sous celle dernière forme que l'équation (9) été présentée des expériences de Fraucnhofer par M. B. Powel dsus phisieur ferment les phi 1 os o pli i c a 1 Transactions et le phïlosophical M
et sérîfi * article!
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(Extrait des mémoires publiés par la société royale des sciences de Prague)
Page».
LÀgnet.
Fautes.
Corrections.
W = VGi
U = B'JBi
ibM
S = S" SQi
ibid
2 et mtix.
V\ V\ ÏT
Gi = J9 {
Qi—JQi
dernière
c'est à dire
et par suite
• Comme
, comme
•Tant dernière
(11) on (16)
1 et soir.
u, v\ tr
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