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Mémoire sur la distribution de la chaleur dans les corps solides
L a question que je me propose de traiter a été le sujet d’un prix proposé par la première classe de l’Institut, et remporté par M. Fourier au commencement de 1812. La pièce couronnée est restée au secrétariat, où il m’a été permis den prendre connaissance : j’aurai soin , dans le
(*) Ce Mémoire a ete lu à 1 Institut, le 29 mai 181 j ; le mois suivant, j’en ai donné des extraits dans le Journal de Physique et dans le Bulletin de la Société philomatique ; mais depuis cette époque, j’ai eu l’occasion de reprendre mon travail sur le même sujet, et d’y ajouter plusieurs paities qui en ont presque doublé l'étendue: c’est pourquoi je ne donnerai à mon Mémoire d’autre date que celle de sa publication,
XIX/ Cahier .
courant de ce Mémoire, de citer les principaux résultats que M. Fourur a obtenus avant moi; et je duis dire d’avance que, dans tous les problèmes particuliers que nous avons pris I’un et l’autre pour exemples, et qui étaient naturellement indiqués dans cette matière, les formules de mon Mémoire coïncident avec celles que cette pièce renferme. Mais c’est tout ce qu’il y a de commun entre nos deux ouvrages ; car, soit pour former les équations différentielles du mouvement de la chaleur, soit pour les résoudre et en déduire la solution définitive de chaque problème, j’ai employé des méthodes entièrement différentes de celles que M. Fourier a suivies.
L’application de l’analyse mathématique à des questions de physique est fondée, dans chaque cas, sur un certain nombre de lois données par l’observation, ou, à leur défaut, sur des hypothèses que l’on veut vérifier : le calcul n’ajoute rien à ces suppositions ; il sert seulement à les développer jusque dans leurs moindres conséquences; et, pour cette raison, il offre le moyen le plus propre à comparer, sous tous les points de vue, les théories à l’expérience. Dans la question présente, les principes qui servent de base au calcul, sont constatés par des expériences antérieures, et admis de tous les physiciens ; et s’ils sont sujets à des exceptions, ce n’est que dans des cas extrêmes que nous ne nous proposons pas de considérer. Nous allons successivement énoncer ces données de la question qui doit nous occuper.
i.® Dans tous les corps solides, les accroissemens de température sont proportionnels aux accroissemens de chaleur, ou, autrement dit, la capacité calorifique est constante pour un même corps et indépendante de sa température. Ainsi, à quelque température que soit une masse de fer, par exemple, il faut toujours la même quantité de chaleur pour élever cette température d’un même nombre de degrés : ce principe est hors de doute, tant que le fer n’approche pas de l’état de fusion ; et généralement il est vrai pour tous les corps solides qui sont encore loin d’un changement d’état , ce qui comprend tous les cas auxquels nous vouions appliquer le calcul.
i 2 |-ir^ a commun ' catl ' OM de la chaleur dans les corps solides dont es ifferentes parties sont inégalement échauffées, ne dépend que des températures relatives de leurs molécules, et nullement de leur température absolue, du moins lorsque celle-ci n’est pas extrêmement eevce. chaque molécule du corps communique à celles qui i’avoisment et qui sont moins échauffées quelle, une quantité de chaleur proport,onnelle. d’une part, à l’excès de la température de la molécule échauffante sur celle de la molécule échauffée, et dépendante, en outre, d un coefficient relatif à la matière du corps, dont la valeur donne beu a la conductibilité plus ou moins grande de cette matière. L’augmentation de température qui en résulte pour la seconde particule, sera égale à (a quantité de chaleur qui lui est communiquée , divisée par la chaleur spécifique de la matière du corps ; et ce quotient marquera en même temps l’abaissement de température de l’autre tnolecule.
3 ° Nous admettons enfin que la quantité de chaleur qui traverse chaque élément de la surface, et s’échappe sous forme rayonnante est proportionnelle à l’excès de la température du corps en ce point sur celle du milieu dans lequel il est plongé; le coefficient par lequel cet excès de température est multiplié variant d’ailleurs avec la ma tière du corps et la nature de la surface. Cette loi d’émission est la plus simple que l’on puisse supposer; l’expérience la donne, d’une manière certaine, pour une grande étendue de l’échelle thermométrique ; et elle ne s’écarte sensiblement de la vérité que dans le cas es très antes températures, dont il ne sera pas question dans ce mémoire. On peut au reste consulter, sur ce point, les Recherches experimentales de MM. Petit et Dulong, qui sont imprimées dans le precedent volume de ce journal.
Telles sont, dans la question présente, les seules données que le calcul emprunte de l’observation. Elles se réduisent, comme on voit a trois, qu’il faut bien distinguer entre elles: la chaleur spécifique de la matière du corps, la mesure de la conductibilité propre de cette
matière, et le coefficient de la température dans l’expression du rayonnement extérieur. Ces trois quantités étant données en nombres pour le corps que l’on considère, le problème que l’on aura à résoudre, envisagé sous le point de vue le plus général, peut s’énoncer ainsi:
Tous les points d’un corps de forme déterminée, homogène ou hétérogène, ont été échauffés d’une manière arbitraire; des portions de sa surface rayonnent dans le milieu environnant, dont la température peut être variable avec le temps, suivant une loi donnée; et d’autres portions sont entretenues à des températures également données : on demande, après un temps quelconque, la température de tel point qu’on voudra, soit dans l’intérieur, soit à la surface de ce corps solide.
La solution de ce problème général se divise naturellement en deux parties : la première a pour objet la recherche des équations différentielles du mouvement de la chaleur dans l’intérieur et près de la surface du corps; la seconde, qui n’est plus qu’une question de pure analyse, comprend l’intégration de ces équations et la détermination des fonctions arbitraires contenues dans leurs intégrales, d’après l’état initial du corps et les conditions relatives à sa surface.
Il semble, au premier coup d’œil, que la première partie de notre problème ne doit présenter auçune difficulté, et qu’il ne s’agit que d’appliquer immédiatement les principes de physique que nous venons de rappeler. En effet, pour ne citer ici que le cas le plus simple , supposons qu’il soit question d’une barre cylindrique et homogène, enveloppée d’une matière non conductrice, de sorte qu’il n’y ait aucune déperdition de chaleur à la surface. Si l’on partage cette barre, par des sections perpendiculaires à l’axe, en une infinité d’élémens infiniment petits, et que l’on considère l’action mutuelle de trois élémens consécutifs, c’est-à-dire, la quantité de chaleur que l’élément intermédiaire communique ou enlève à chaque instant aux deux autres, en raison de l’excès positif ou négatif de sa température sur celle de chacun d’eux, on en conclura facilement l’augmentation de tempéra-
ture de cet élément pendant un instant infiniment petit; égalant donc cette quantité à la différentielle de sa température, prise par rapport au temps, on formerait l’équation du mouvement delà chaleur suivant la longueur de la barre; mais, en examinant plus attentivement la question, on reconnaît sans peine que cette équation serait fondée sur la comparaison de deux quantités infiniment petites non homogènes, ou de différens ordres, ce qui serait contraire aux premiers principes du calcul différentiel. O11 ne peut faire disparaître cette difficulté qu’en supposant, ainsi que M. Laplace l’a remarqué le premier (*), que l’action de chaque élément de la barre s’étend au-delà du contact, et qu’elle s’exerce sur tous les élémens compris dans une étendue finie, aussi petite qu’on voudra. La loi de cette action peut s’exprimer, comme dans la théorie des réfractions et dans celle des phénomènes capillaires, par une fonction de la distance, qui devient insensible ou nulle aussitôt que la variable acquiert une valeur sensible : or, dans cette hypothèse, la variation de température d’un élément quelconque est donnée par une intégration dont le résultat est indépendant de la forme de cette fonction; l’équation du mouvement de la chaleur conserve la même forme quelle avait auparavant; seulement l’homogénéité différentielle s’y trouve rétablie, et elle ne présente plus rien d’irrégulier.
Au reste , la supposition d’une action à distance entre les molécules différemment échauffées d’un corps solide, n’est pas simplement une considération mathématique propre à faire disparaître l’irrégularité du calcul ; elle est conforme à tout ce que nous observons dans la nature, où nous savons que toutes les actions moléculaires s’étendent au-delà du contact, et jusqu’à des distances finies, qui, à la vérité, échappent à nos sens. En suivant donc l’analogie, on est conduit à admettre que la communication de la chaleur dans les corps solides se fait par une sorte de rayonnement- intérieur, qui n’est sensible
(*) Mémoires de la i. rc classe de l’Institut, année 1809, page 332.
que jusqu’à des distances tout-à-fait inappréciables. Ce serait toutefois une question à décider par l’expérience, de savoir si la sphère dactivité de ce rayonnement est aussi bornée que nous le supposons : si, au contraire, son étendue était un tant soit peu sensible, la forme de l’équation différentielle serait changée ; et généralement cette équation est subordonnée à l’hypothèse que l’on fait sur le mode de communication intérieure.
En adoptant celle qui réduit la sphère dactivité de ce rayonnement à une étendue insensible, j’ai formé l’équation différentielle du mouvement de la chaleur dans l’intérieur d’un corps hétérogène, pour lequel la chaleur spécifique et la conductibilité varient d’une manière quelconque d’un point à un autre. Dans le cas particulier de l’homogénéité, cette équation coïncide avec celle que M. Fourier a donnée le premier dans le mémoire cité, en la déduisant de l'action des elemens contigus du corps, ce qui n’a pas paru exempt de difficulté. Outre cette équation, commune à tous les points du corps, il en existe une autre qui n’appartient qu’aux points de la surface supposée rayonnante, et que M. Fourier a également donnée. Pour l’obtenir, j’avais d’abord employé une considération qui me paraissait suffisante’, et que l’on trouvera encore indiquée dans le n.° 6i de ce Mémoire ; mais j’y suis ensuite parvenu par une autre méthode qui me semble jeter plus de jour sur la question, et qui est fondée sur la nature meme du rayonnement extérieur, considéré de la manière suivante.
La chaleur qu’un corps solide émet au dehors ne part pas seulement des points de sa surface ; elle émane aussi des points de la masse qui sont situés à une petite distance de la superficie; de telle sorte que l’intensité de cette émanation diminue très-rapidement à mesure que la distance augmente, et na plus deffet sensible à une très-petite profondeur. Cette manière d envisager le rayonnement extérieur est naturellement liée au mode de communication de la chaleur que nous avons supposé entre les molécules du corps; et ce serait une contradiction d’admettre l’un et de rejeter l’autre, ou vice versa. Mais nous suppose-
rons de plus que chaque particule du corps, voisine de la surface, rayonne vers tous les points matériels du milieu environnant; que la quantité de chaleur qu elle envoie à l’un de ces points est proportionnelle a 1 exces de sa température sur celle de ce point; quelle dépend, en outre, des longueurs que les rayons calorifiques ont à parcourir, et de la matière qu ils traversent, soit dans le milieu extérieur, soit dans l’intérieur du corps; et qu enfin elle ne dépend nullement de 1 angle sous lequel ces rayons viennent couper la surface. Ces hypothèses paraissent résulter des données les plus générales de l’observation; et je les ai prises pour base de mon analyse dans la recherche de l’équation relative à la surface d’un corps rayonnant. Elles conviennent également au cas où le fluide qui forme le milieu extérieur est en repos, et au cas où ce fluide est en mouvement par l’effet de la chaleur, ou autrement, pourvu que l’on connaisse à chaque instant la température de la molécule fluide qui occupe un lieu donné. Toutefois il n’est question ici que de l’effet du rayonnement mutuel qui subsiste entre des particules matérielles, et se fait toujours, quelle qu’en soit la cause, en raison de la différence des températures. Je n’examinerai pas s’il existe réellement un rayonnement absolu des corps dans l’espace, dé* pendant d’une manière inconnue de leur état calorifique, et que l’on puisse comparer à I émission de la lumière. Les principes que je viens de rappeler suffisent à l’objet que je me suis proposé; et, en effet, en partant de ces données, j’ai formé d’abord une équation qui appartient à tous les points voisins de la surface , jusqu’à la profondeur où ils cessent d émettre de la chaleur au-dehors ; puis j’en ai déduit l’équation relative à la surface, quil fallait obtenir. Les considérations dont j’ai fait usage à cette occasion, trouveront, si je ne me trompe, quelques autres applications utiles dans les questions qui se rapportent aux diffère ns genres d actions moléculaires et aux fonctions des petites distances qui en expriirient les intensités.
Les équations différentielles du mouvement de la chaleur à la surface et dans l’intérieur d’un corps de forme quelconque, étant ainsi trouvées,
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ce n est que dans un très-petit nombre de cas que l’on peut parvenir à les résoudre d’une manière complète. L’analyse singulière dont j’ai fait usage pour cette résolution, pourra, ce me semble, mériter l’attention des géomètres. Dans quelques exemples, on parviendrait plus brièvement au résultat en suivant une autre marche; mais le cas d’une barre homogène qui rayonne inégalement par les deux bouts, et celui d’une sphère composée de deux parties de matières différentes, que j’ai traités dans les §§• 2. e et de ce Mémoire, me paraissent propres à montrer les avantages de cette analyse, et la nécessité d’y recourir, lorsque les conditions relatives aux limites des corps sont devenues un peu compliquées. J’essaierai par la suite de continuer ces recherches et de les étendre à d’autres cas qui n’ont point encore été considérés.
§. I. cr
Équations différentielles du Mouvement de la Chaleur dans une Barre d’une petite épaisseur .
[i.] Nous considérerons, en premier lieu, la distribution de la chaleur dans une barre homogène, prismatique ou cylindrique, et d’une assez petite épaisseur pour qu’on puisse regarder, sans erreur sensible, tous les points d’une section quelconque, faite dans le sens de cette épaisseur , comme ayant en même temps la même température ; en sorte que nous aurons seulement à déterminer les lois de cette distribution, suivant une seule dimension du corps échauffé, c’est-à-dire, suivant la longueur de cette barre.
Menons dans son intérieur, et parallèlement à ses arêtes, un axe qui la traverse d’une extrémité à l’autre ; partageons la barre en élémens infiniment petits par des sections perpendiculaires à l’axe, et prenons arbitrairement, sur cette droite, un point fixe que nous indiquerons par la lettre O. Soit aussi M un autre point quelconque de cet axe; dési-
gnons par a- sa distance au point O; I épaisseur de l’élément qui répond au point A4 sera dx, et son volume codx, en appelant co l’aire d’une section de fa barre, perpendiculaire à l’axe. Représentons enfin par u, au bout d un temps quelconque t, fa température de la barre au point A4, faqueife appartiendra à tous les points de l’élément adx, et sera une fonction de .y et de t, qu’il s’agit de déterminer.
D apres ce que nous avons expliqué plus haut, nous supposons que la communication de la chaleur dans l’intérieur de la barre, se fait par une sorte de rayonnement qui s’étend à des distances finies, mais trèspetites. Pour déterminer la variation de température de l’élément cod x pendant 1 instant dt, il faut donc avoir égard aux quantités de chaleur, positives ou négatives, que cet élément reçoit de tous ceux qui sont situés de part et d autre du point A4, et compris dans la petite étendue du rayonnement. Ainsi A4 étant un point de l’axe situé en-deçà et à une ties-petite distance s du point A4, ou à la distance .v— s du point O, nous allons d abord considérer l’action de l’élément qui répond au point
A4, et dont le volume sera c*>ds , sur l’élément qui répond au point A4, et dont le volume est adx.
[ 2 .] Représentons par u ce que devient u quand on y met x — s à la place de x, de manière que u soit, au bout du temps la température de la barre en M', ou la température de l’élément œds. La quantité de chaleur qu’il enverra à l’élément u>dx pendant l’instant dt, sera proportionnelle à la durée de cet instant et à l’excès u — u de température de A4 ' sur celle du point A4; elle le sera aussi au produit dx ds des épaisseurs des deux éiémens ; mais elle dépendra seulement de la premièie puissance de leur base a>, ainsi qu’il est aisé de le voir en observant que les dimensions de cette aire «, quoiqu’elles soient supposées trèspetites, sont cependant très-grandes et comme infinies par rapport à l’étendue du rayonnement intérieur. Cette quantité de chaleur aura donc pour facîeur, le produit ( u — u ) a> dx ds dt, lequel devra en outre être multiplié par la fonction de la distancer, qui exprime la loi XIX/ Cahier. r
de ce rayonnement. Nous désignerons cette fonction par cpj, et l’expression complète de la quantité de chaleur demandée , sera
(u — u ) cps . où dx ds dt.
La fonction q>j représente une quantité essentiellement positive ; car il faut que l’élément cods enlève ou communique de la chaleur à l’élément o>dx, selon que la température du premier est plus élevée ou plus basse que celle du second, ou selon que la différence u—u est positive ou négative. La forme de cette fonction n’est aucunement connue; il est possible qu’elle dépende de la matière de la barre, ou qu’elle ne diffère d’une substance à une autre que par la grandeur d’un coefficient indépendant de s; mais nous admettons, dans tous les cas, qu’à partir de s'izz o , les valeurs de cette fonction décroissent très-rapidement à mesure que s augmente, et qu’elles deviennent tout-à-fait insensibles dès que cette distance a acquis une grandeur sensible.
[3.] En intégrant la quantité que nous venons de trouver depuis s~ o jufsqu’à la limite du rayonnement intérieur, nous aurons la quantité de chaleur que reçoit l’élément udx pendant l’instant dt, et qui lui est communiquée par la partie de la barre située en-deçà du point M. On verra de même qu’en appelant u j la température au bout du temps t, qui a lieu au-delà de ce point, à la distance x-)-s du point 0 , l’intégrale cù dx dtf [u t — u) <ps ds, prise entre les limites précédentes, exprimera la quantité de chaleur que l’autre partie de la barre envoie au même élément pendant l’instant dt. Réunissant donc ces deux intégrales définies, qui sont prises entre les mêmes limites, nous aurons
cù d x dt f («H— k' — 2 u) Qs ds ,
pour l’augmentation instantanée de chaleur de l’élément cù d x, due à la communication intérieure.
Le rayonnement extérieur enlève à chaque instant à cet élément, une quantité de chaleur proportionnelle à sa surface latérale et à l’excès de sa température sur celle du milieu environnant. Pour simplifier la
question, nous supposerons cette dernière température constante, et nous fa prendrons pour le zéro de l’échelle thermométrique ; appelant en outre e le contour de la sections, la surface latérale de l’élément u>dx sera e dx, et la chaleur qu’il perd par le rayonnement extérieur pendant 1 instant dt, pourra être représentée par
y m dx dt;
y étant un coefficient constant et donné, qui dépendra, dans chaque cas, de la matière de la barre et du degré de poli de sa surface. Ce coefficient est une quantité finie : il exprime la quantité de chaleur qui serait émise, pendant l’unité de temps, dans un milieu à la température zéro, par une superficie équivalente à l’unité de surface, dont tous les points auraient le même pouvoir rayonnant que ceux de la surface latérale de la barre, et seraient entretenus à une température constante, égale à celle que l’on prendra pour unité de température (*).
Cela posé, si l’on retranche cette quantité y u t dx dt, de la précédente, on aura la valeur complète de l’accroissement de chaleur de codx pendant l’instant dt, savoir:
fi u , u> — 2U ) <p sds — yue] dx dt ; or, l’accroissement de sa température pendant cet instant, est la différent elle de u prise par rapport à /, ou ~ dt; en désignant donc par c la chaleur spécifique de la matière de la barre, nous aurons
(*) Limité de température est entièrement arbitraire : on peut prendre, si l’on veut, pour cette unité, 1 intervalle correspondant à un degré du thermomètre centigrade. La température d’un point quelconque de la barre, et celle du milieu environnant, étant indiquées par ce thermomètre, on retranchera la seconde de la première; et si la différence est 20°, par exemple, la quantité u, qui répond à ce point, sera représentée par le nombre 20; si c était, au contraire, la seconde température qui surpassât la première de 20 , la valeur de u serait alors u =—20. Quant aux quantités de chaleur, on les exprimera en nombres, en prenant pour unité la quantité de chaleur qu’il faut employer pour produire un phénomène constant et déterminé; pour fondre, par exemple, un poids donné de glace, prise à la température où la fusion va commencer.
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/ du ,
ctùdx . -7— dt, d t
pour l’accroissement de chaleur de codx correspondant à celui de sa température ; par conséquent, la quantité précédente devra être égale à celle-ci, d’où ii résulte l’équation
c u> — u f(u j H- u — lu) Qsds — y eu.
Le coefficient c est aussi une constante donnée, qui exprime la quantité de chaleur qu’il faudrait communiquer à une unité de volume , remplie de la matière de la barre, pour élever sa température d’une unité.
[4.] II reste maintenant à effectuer l’intégration indiquée dans le second membre de cette équation. Pour cela, nous avons , par le théorème de Taylor,
du
d 2 u dx 2 d 2 u dx 2
s * d 3 u si
d xi
2 dxl 2 .3
d’où nous tirons
Les intégrales relatives à s doivent être prises depuis s = o jusqu a la limite du rayonnement intérieur ; or, cette limite n’est point une quantité déterminée que l’on puisse introduire dans le calcul ; mais à cause que l’intervalle des valeurs de s dans lequel cps a des valeurs sensibles, est très-petit, et qu’au-delà de cet intervalle, cps peut être regardée comme nulle, il est permis d’étendre ces intégrales depuis j = o jusqua s = 00, et alors elles seront des constantes déterminées. Soit donc
f <fs ./ ds — k , f<$s.s*ds — k' f &c. ;
nous aurons
/(« -+- u — lu) Qsds = k
II résulte encore du peu d’étendue des valeurs sensibles de Cpj, que la suite des quantités K, k !, &c., forme une série très-convergente , et que si l’on compare entre elles deux de ces intégrales définies, celle qui 'renferme sous le signe / la plus haute puissance de s, sera très-petite, et pourra être négligée par rapport à l’autre. Nous pouvons donc réduire la série précédente à son premier terme ; alors, nous aurons simplement
J' (a y -H u —2 u) s ds ■=. k î
au moyen de quoi, l’équation du n.° précédent deviendra du d 1 u
— 1 y tu.
CCÙ —7 — = dt
kU ‘
divise ses deux membres par eu
eu
dt
où l’on voit que les quantités a et b seront les seules constantes qui entreront dans cette équation, et qui devront être données dans chaque cas particulier.
[5.] Outre l’équation (1), qui appartient à tous les points de la barre que nous considérons , il en existe une autre qui ne convient qua ses extrémités; mais, avant de former celle-ci, il est nécessaire de chercher la quantité de chaleur qui passe à chaque instant par une section perpendiculaire à l’axe de la barre, et correspondante au point quelconque M-
Pour la déterminer, conservons toutes les notations précédentes; soit de plus M t un point situé à une très-petite distance r, au-delà
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du point M, ou à la distance x-h r du point O. Le volume de lelément qui répond à M t aura pour expression où d r, sa distance au point M sera s-+-r, et nous représenterons par v sa température au bout du temps t. D’après cela, la quantité de chaleur que l’élément wds envoie, pendant l’instant dt, à l’élément où d r, sera exprimée par ( n.° 2 )
( u — v) (p (r -t- s) . où d r d s d t.
En en prenant l’intégrale, depuis jh:o jusqu’à 00, on aura, en fonction de r, la quantité de chaleur envoyée à ce dernier élément par toute la partie de la barre située en-deçà du point M; intégrant une seconde fois, depuis r=o jusqu’à r= 00, on obtiendra la quantité de chaleur envoyée par cette partie de la barre à tous les élémens de l’autre partie auxquels son action peut s’étendre; or, cette quantité de chaleur est évidemment celle qui passe, pendant l’instant dt j par la section où faite au point M; donc, en l’appelant X, nous aurons
X =■ où dt ff [u — v ) <p (r -f- s) dr ds.
En réduisant en séries les quantités u' et v , et retranchant ensuite l’une de l’autre, on aura
v du
(rl ^ s^) d 2 11
Mais, par la même raison que dans le n.° précédent, nous négligerons tous les termes de cette suite par rapport au premier; de sorte que nous aurons simplement
X = - ~ udt ff Q ( r -t- S ).(;• -t- s) dr ds.
Cette intégrale double se réduit sans peine à une intégrale simple, et l’on peut prouver que sa valeur est égale à la constante k. En effet, en intégrant d’abord par rapport à r, on a identiquement
/ Q(r-hs).(r-\-s)dr= f Cf> s. s d s,
pourvu que l’intégrale relative à s soit prise depuis la valeur indéterminée s —s jusqu’à s — 00. Désignant donc par S le résultat de cette première intégration, nous aurons ensuite
ff Q (r-W).(r-J-j) dr ds =f S ds ;
ou bien, en intégrant par parties,
ff Ç { r -+- s ). (r s) dr d s = s S — / sdS ;
or, aux deux limites de cette intégration, le produit s S s’évanouit; 011 a d’ailleurs dS'zzz — (ps.sds; on aura donc, comme on voulait le prouver,
ff <J> (r-i- s). (r-h-s) dr ds = f cp s .s'- d s zzz k.
D’après cela, la valeur demandée de X sera
X zzz — h où d t.
Elle pourra être positive ou négative ; son signe fera connaître le sens dans lequel s’écoulera, à chaque instant, la chaleur qui passe par la section faite au point Ad : ce flux aura lieu dans le sens de l’accroissement des x, ou en sens contraire, selon que cette valeur aura le signe -f- ou le signe — ; ce qui dépendra uniquement du signe
T du
de -j—,
[6.] Si nous n’avions pas déjà trouvé d’une autre manière l’équation (1), cette expression de X pourrait aussi nous y conduire. En
effet, la différentielle de X, par rapport à x, prise avec un signe
dX . . „ . . _
contraire, ou-exprime évidemment lexces de la quan¬
tité de chaleur qui entre à chaque instant dans l’élément oodx par une de ses faces, sur la quantité qui en sort par la face opposée;
c’est donc la quantité de chaleur qui lui vient de la communication
intérieure : elle sera égale h. k a dx dt; et en en retranchant,
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comme dans le n.° 3 , celle que le rayonnement intérieur enlève au même instant à cet élément, on aura
ku> dx dt — yzudxdt ,
pour l’augmentation de sa quantité de chaleur pendant l’instant dt. D’une autre part, cette augmentation est exprimée par eu -^jL. dx dt;
or, en égalant entre elles ces deux valeurs dune même quantité, 011 en conclut l’équation (1), qu’il s’agissait d’obtenir.
[7.] La valeur de X nous montre encore que si l’on a deux barres de même épaisseur et de matières différentes, dans lesquelles la chaleur soit distribuée de la même manière, en sorte que la température soit la même fonction de x dans l’une et dans l’autre, il pourra cependant arriver, à raison du facteur k, que les quantités de chaleur qui s’écoulent pendant le même temps par des sections homologues, soient différentes dans ces deux barres. Cette quantité sera la plus considérable , toutes choses d’ailleurs égales, dans la barre où la valeur de k sera la plus grande : la matière dont elle est composée donnera donc un passage plus facile à la chaleur; et, comme cette quantité k représente l’intégrale fQs.s'ds, cette plus grande facilité pourra venir de ce que le rayonnement intérieur s’étend, dans cette matière, à de plus grandes distances, ou de ce qu’il a une plus grande intensité à son origine. Quoi qu’il en soit, nous prendrons la quantité k pour mesure du degré de conductibilité de la chaleur dans la matière à laquelle elle se rapporte, et nous la supposerons donnée en nombres dans chaque cas particulier. Au reste, cette quantité k est elle-même une certaine quantité de chaleur, que nous définirons d’une manière complète au moyen de l’exemple suivant, le plus simple que l’on puisse choisir pour cet objet.
Prenons une barre prismatique et homogène, d’une longueur égaie à limité linéaire, dont la base soit équivalente au carré fait sur cette unité, et dont les deux extrémités soient entretenues à des tempéra-
tures constantes, l’une à zéro et l’autre à la température qu’on prend pour unité; faisons abstraction du rayonnement latéral, ou supposons la barre enveloppée d’une matière non conductible qui empêche ce rayonnement. On sait par l’expérience, et l’on verra dans la suite de ce mémoire, qu’une telle barre parviendra plus ou moins vite à un état permanent, dans lequel les températures de tous ses points seront invariables: alors =0, dans toute salongueur; et, en supprimant le terme relatif au rayonnement extérieur, l’équation (1) se réduira à x% - — o, dont l’intégrale est u zz: C x H- C'. Pour déterminer les
deux constantes arbitraires C et C', je place le point O à l’extrémité de la barre dont la température est l’unité: de cette manière, nous aurons u z=z 1 quand x = o, et u z=z o quand x zz: 1 ; d’où il résulte C —— 1 , C'= 1. Nous aurons donc, en un point quelconque de la barre, u z=z 1 —x; et, à cause de cù zz: 1, nous en conclurons X = kdt ; ce qui montre qu’il s’établit, dans ce cas, suivant toute la longueur de la barre, un flux constant de chaleur, dont le coefficient k exprime la vitesse, en sorte que cette constante est la quantité de chaleur qui traverse, dans l’unité de temps, chaque section de la barre que nous considérons.
On conçoit que ce n’est pas d’après l’observation directe de ce flux invisible, que l’on détermine la valeur de k; il existe d’autres phénomènes que nous indiquerons par la suite et qui peuvent servir à cette détermination dans les différentes substances solides. M. Fourier a déduit de ses propres expériences la valeur de cette quantité dans le fer forge ; mais cette valeur n’est connue jusqu’ici pour aucune autre matière; et cependant la conductibilité est un élément indispensable de la théorie de la chaleur et de la plupart des applications dont elle est susceptible.
[8.] Revenons maintenant au cas général, et examinons ce qui arrive aux deux extrémités de la barre. Nous indiquerons dorénavant XIX. e Cahier. C
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les deux bouts de son axe par les lettres E et E' ; de plus, nous supposerons que le point E réponde à xz: + / ; et ie point E’ à x = — V, en sorte que OE soit ia partie de l’axe à laquelle se rapportent les valeurs positives de x, O E' celle qui répond aux valeurs négatives, et /-h*/ 7 la longueur totale de la barre.
La manière dont nous avons déterminé la valeur de X ne s’applique qu’aux sections de la barre qui sont faites à des distances sensibles de ses extrémités; elle ne pourrait convenir, par exemple, à une section dont la distance au point E serait moindre que l’étendue du rayonnement intérieur; car il faut que l’intégrale définie relative à r soit entière et prise dans toute cette étendue, ce qui n’aurait pas lieu pour une telle section. Mais si l’on prend le point AI extrêmement près du point E, de telle sorte, néanmoins, que la distance ME, ou /— x t surpasse tant soit peu l’étendue sensible du rayonnement intérieur , nous admettrons que la quantité de chaleur qui traverse à chaque instant la section faite à ce point M, est à très-peu près la même que celle qui sort par l’extrémité voisine de la barre, et que l’une de ces deux quantités peut être prise pour l’autre, sans crainte d'aucune erreur sensible. Or, l’expression de X convient au point M que nous considérons; il en résulte donc qu’en y faisant xzzzl, elle exprimera aussi la quantité de chaleur qui sort par l’extrémité E pendant l’instant dt (*).
Cette chaleur s’échappe de la barre sous forme rayonnante, à travers le milieu environnant ; d’après la loi du rayonnement extérieur que nous adoptons dans ce Mémoire, elle devra donc être proportionnelle à la température de la barre au point E, celle du milieu étant prise pour le zéro de l’échelle thermométrique; mais, pour plus de généralité, nous supposerons que la section où qui termine la barre en ce point, n’a pas le même degré de poli que sa surface latérale; et alors nous repré-
(*) Pour de plus grands détails sur le mouvement de la chaleur aux extrémités des corps sohdes, voyez les h.°* 51 et suivans de ce Mémoire.
senterons par y a u dt le produit du rayonnement de cette section pendant I instant dt; le coefficient y étant une constante donnée qui exprime, à l'égard de la surface extrême, ce que le coefficient y du n.° 3 représente par rapport à la surface latérale. De cette manière, nous aurons, pour la valeur particulière * = /, l'équation
X — k a —j— dt y' a u dt.
Tout ce que nous disons relativement à l’extrémité E convient également à l’autre bout E' de la barre, avec cette différence que ^exprime, en ce dernier point, la quantité de chaleur qui entre à chaque instant dans la barre, et qu’il faut prendre la valeur de X avec un signe contraire, pour quelle représente la chaleur qui s’échappe sous forme rayonnante, par cette extrémité E\ Pour la valeur particulière x =—l', q U i répond à E', nous aurons donc
X =z ku dt — y" au dt ;
y étant une constante donnée, que nous supposons, en général, différente de y et de y
Maintenant, si Ton fait, pour abréger,
les équations particulières aux deux extrémités de la barre, qu’il s’agis sait de former, deviendront ' b
dit
"dlc b- (6 u ~ o , pour x — / ;
dx P u '—°» pour
[9.] Il est bon d’observer que la loi du rayonnement extérieur proportionnelle à l’excès de la température qui a lieu à la surface d'un corps échauffé, sur celle du milieu environnant, n’est pas applicable aux
premiers instans du rayonnement, et qu’elle ne subsiste quaprès uii intervalle de temps qu’on doit supposer extrêmement court, puisqu’il échappe à l’observation. En effet, si la barre que nous considérons a été échauffée d’une manière quelconque, en sorte que tous ses élémens aient reçu des températures exprimées par une fonction arbitraire de x, il n’arrivera pas, pour ces températures initiales, que la quantité
~ —h -fiu soit nulle au point E> ou quand on y fait x—l; par
conséquent, si l’on place la barre dans un milieu dont la température soit zéro, la quantité de chaleur quelle émettra par son extrémité E ne sera pas proportionnelle, dans le premier moment, a sa température en ce point; observation qui s’applique également à son autre extrémité E et à tous les points de sa surface latérale. Lorsque le refroidissement
commence, les quantités —h /3 u et - fi u , relatives aux
deux points E et E!, doivent donc être regardées comme des fonctions dû temps qui décroissent très-rapidement et sont bientôt égalés a zéro ; et ce n’est rigoureusement qu’à l’époque où elles ont atteint cette limite, que le rayonnement est proportionnel à l’excès de température, et que l’on peut faire usage des équations (2): mais il ne paraît pas que la considération de ce petit intervalle de temps puisse avoir aucune influence sensible sur les lois du refroidissement.
Au reste, les quantités fi et fi' pouvant être supposées nulles ou infinies, ces deux équations comprennent les principales conditions auxquelles on peut assujettir les extrémités de la barre. Si l’on fait fi o, fi' — o, ce sera supposer qu’il n’y a aucune déperdition de chaleur à l’une ni à l’autre extrémité ; ce qui aurait lieu si les deux bouts de la barre étaient plongés dans une substance absolument non conductrice. Si l’on a, au contraire, fizzzoo , fi' — 00, les équations (2) se réduiront à o, et ce sera le cas où les extrémités de la barre sont entretenues à la température zéro du milieu environnant. Enfin, si une seule de ces deux quantités est infinie, l’extrémité correspondante sera entretenue constamment à la température zéro, et le rayonnement continuera
d’avoir lieu à l’autre bout de la barre. Dans le second §. de ce Mémoire, nous examinerons spécialement ces différens cas particuliers.
[ I O.] Au lieu de terminer la barre au point E, supposons qu’on y adapte une autre barre qui ait le même axe et la même section perpendiculaire à l’axe, mais qui soit formée d’une matière différente: sans faire aucune hypothèse sur la manière dont la chaleur passe d’une barre à l’autre, nous pourrons déterminer les conditions qui doivent être remplies à leur point de jonction.
Pour cela, désignons par u , au bout du temps t, la température dun élément quelconque de la seconde barre , situé à la distance x du point O, en sorte qu’on ait x>l, ou, tout au plus, x=/. Le point E appartenant à-la-fois aux deux barres, il est évident qu’on aura d’abord u = i{ pour la valeur particulière x=l. De plus, soit h une quantité positive très-petite, du même ordre, mais seulement un peu plus grande que l’étendue du rayonnement intérieur dans l’une et dans 1 autre barre; prenons sur l’axe de la seconde, un point M' répondant à xz=/ -hh, et, sur celui de la première, un point M qui réponde à x =/— h; et examinons ce qui arrive dans la portion M EM' des deux barres, dont le volume sera 2 ah.
La quantité de chaleur quelle reçoit pendant l’instant dt, et qui y pénètre par la section perpendiculaire à l’axe, faite au point M, sera
égale à la valeur de — k—^ en dt, qui répond kx = l —///demême celle qui en sort par la section faite au point Al , aura pour expression la valeur de — k' adt qui répond à x — l-ï-h, le coefficient k représentant la mesure de la conductibilité dans la matière de la seconde barre (n.° 7): 1 excès ( k’ - - k J adt de la première quan¬
tité sur la seconde, sera donc, pendant l’instant dt , l’augmentation de la quantité de chaleur de M E M'. Or, il est nécessaire que le coefficient de adt, dans cette variation, soit très-petit et du même ordre que h,
sans quoi les élémens des deux barres, voisins de leur point de jonction, prendraient, dans un intervalle de temps fini, des températures positives ou négatives qui surpasseraient toute limite observable; ce qu on peut regarder comme contraire à l’expérience. Donc, pendant tout le temps, de la communication régulière de fa chaleur entre fes deux
barres , fa valeur de fa quantité k' --Æ-^-, T” r ^P ond àx=l,
devra être égale à zéro.
Ainsi nous voyons qu’au point de jonction des deux barres, ou pour la valeur particulière xzzzl , on aura ces deux équations ,
dont if sera nécessaire de faire usage, si l’on veut déterminer fa distribution de fa chaleur dans une barre composée de deux parties de matières differentes. Toutefois, si ces deux parties ont été échauffées arbitrairement avant d’être jointes l’une à fautre, il est clair que ces équations n’auront pas fieu dans fe premier moment du contact, mais seulement au bout d’un temps très-court, dont on devra faire abstraction dans cette détermination.
s. II.
Distribution de la Chaleur dans une Barre prismatique, d'une petite
épaisseur.
[il.] Lequation (i), aux différences partielles du second ordre, est du nombre de celles qui ne comportent qu’une seule fonction arbitraire dans leur intégrale complète, ainsi que je l’ai démontré autrefois par fa considération des séries. M. Laplace a depuis confirmé cette proposition , en intégrant cette même équation sous forme finie par
le moyen des intégrales définies. L’intégrale qu’il a donnée (*) est celle-ci :
u — J 77 ~ f /(*-*- ^a<tVt)Jùiî (3)
f désignant la fonction arbitraire, e la base des logarithmes népériens, TT le rapport de la circonférence au diamètre, et l’intégrale définie relative à cl , étant prise depuis cl — — 00 jusqu’à a = -f- 00.
Le grand avantage de cette forme d’intégrale consiste en ce que la fonction arbitraire s’y trouve déterminée immédiatement, en tout ou en partie, au moyen des données initiales du problème dont on s’occupe ; car, en faisant t = o , on a
u — -^rf x d«- = fx ;
en sorte que, dans la question présente, la fonction f x représente la loi des températures initiales des différentes sections de la barre; par conséquent cette fonction est censée donnée, dans chaque cas particulier, pour toute la longueur de ia barre : elle peut être continue ou discontinue, nulle dans certaines parties, et avoir ailleurs des valeurs quelconques.
[12.) Si ia barre se prolonge à l’infini de part et d’autre du point O, il n’y a pas d’autre condition à remplir que celle de son état initial: l’équation (3) renferme donc alors la solution complète du problème; c’est-à-dire, quelle fera connaître, au bout d’un temps quelconque t, la température de tel point de la barre qu’on voudra. Supposons, par exemple, que la barre n’ait été échauffée primitivement que dans une petite portion, qui s’étendait depuis ,v=r:o jusqu’à ' ^' et que, dans tout autre point, la température initiale était zéro comme celle du milieu environnant; alors la fonction fx sera nulle pour toutes les valeurs de x qui tombent hors des limites zéro
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et h; si donc on fait .v -t- 2 a& Yt=zx', ce qui donne
et
x —x j _ dx'
~2 a Vt 9 dcL — 2 a Vt 9
la valeur de u deviendra
4 « 2 * fx r dx' ;
et il suffira de prendre l’intégrale relative à x', depuis o jusqu’à
x' — h, puisque le facteur f x 1 est nul pour toute autre valeur de cette variable.
Cette expression nous montre que la chaleur communiquée à une portion de la barre se répand instantanément dans toute sa longueur ; car, quelque grande que soit la distance x, et quelque petit que soit le temps t, il y aura toujours une valeur de u qui ne sera pas rigoureusement nulle. Mais on voit aussi, en ayant égard à l’exponentielle contenue sous le signe f, que cette valeur sera imperceptible hors de l’étendue de réchauffement primitif, tant que 4 ^* t sera une très-petite quantité par rapport à * a , ou iaYt par rapport à la distance x. Si l’on considère des points de la barre très-éloignés du lieu de cet échauffement, et si l’on attend que l’élévation de température y soit devenue sensible, on pourra la calculer avec une trèsgrande approximation, en négligeant x ' par rapport à x dans l’exponentielle dont nous parlons. De cette manière, on aura simplement
Appelant A la quantité totale de chaleur communiquée à la barre, on aura aussi (n.° 3 ),
A = ccù ff x dx ;
et en éliminant l’intégrale ffx' dx ', il vient
A e~ lt e 4 ‘* 1 '
2 c e») a y vt
où Ion voit que la température des points que nous considérons ne dépendra que de cette quantité totale de chaleur, et nullement de ia i°i de sa distribution primitive, ou de fa forme de fa fonction f
r 1 3 -] P° ur comparer deux barres de matières différentes, sous fe rapport des temps plus ou moins longs qu’elles emploient à transmettre des quantités égales de chaleur à la même distance, nous ferons abstraction du rayonnement extérieur. Soit donc bz=. o; nous aurons
2a y 7 rt
Ce produit eau est la quantité de chaleur transmise dans le temps /, à la distance x; en déterminant son maximum par rapport à t, on trouve qu’il répond à et qu’il est égal à — j— ■ Il ne
dépend pas, comme on voit, de la quantité a, ni de rien qui soit relatif à la matière de la barre; en sorte que deux barres de matières différentes transmettent néanmoins la même quantité de chaleur à une distance donnée; mais cette transmission se fait dans des temps inégaux; et, d’après la valeur de t qui répond au maximum, elle est la plus rapide dans la barre pour laquelle la quantité a est la plus grande. Oi, nous avons fait ~^~—a x (n.°4)î il s’ensuit donc que
ce nest pas toujours la matière qui a la plus grande conductibilité k, qui conduit cependant le plus promptement la chaleur à une distance donnée : cette propriété dépend à-la-fois de la grandeur de k et de la chaleur spécifique de 1a matière, qui est ici représentée par
[ I 4 -] Avant de quitter le cas d’une barre de longueur indéfinie, ■nous considérerons encore l’exemple suivant.
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Supposons quon ait communiqué de la chaleur, par un moyen quelconque, à tous ies points de ia barre, et que
fx =
soit la loi des températures initiales dans toute sa longueur; ô et g étant des constantes données, dont la première exprime la température au point O, et l’autre une ligne de grandeur quelconque. En appelant toujours A la quantité de chaleur communiquée à la barre entière, et intégrant depuis * = — oo jusqu’à *i=:-|-oo, nous aurons
A = c cù J 1 ) e ë dx — c «0 g V 7 r ;
éliminant, par ce moyen, la quantité 0 , il vient f x — -——^— e ë 2 ,
J C Où O V-rr
au moyen de quoi l’équation ( 3 ) devient
Ae-it - J*-*-*««■✓*)*
cugir J
d et.
Cette intégrale, dont les limites sont etizizhoo, s’obtient par les moyens connus, et l’on trouve
A e~ lt e ~ e *-*-**' 1
cu/vry ( g 2 -h 4 a *t)
Si la ligne représentée par g est très-petite, les températures initiales décroîtront très-rapidement de part et d’autre du point O, et réchauffement primitif pourra être regardé comme nul, hors d’une petite portion de la barre. Ce cas devra donc coïncider avec le précédent ; et, en effet, en ne considérant pas les valeurs insensibles de u, qui répondent à de très-petites valeurs de t, ce qui permettra de négliger # 2 par rapport à 4 a * t, la valeur de « se réduira à celle-ci :
A e -bt 4
2 c u a y/irt
qui est la même chose que celle du n.° 12. Cette valeur avait été déduite de la considération d’une fonction discontinue; mais il n’était pas inutile de montrer que l’on y peut aussi parvenir, en exprimant les températures initiales par une fonction soumise à la loi de continuité, dans toute la longueur de la barre, mais qui n’a de valeurs sensibles que dans une petite étendue.
[15*] Maintenant considérons le cas où la barre a une longueur donnée, que nous représenterons par 1/. Plaçons le point O au milieu de son axe, de sorte que ses deux extrémités E et £'répondent à v—_q_/ et — /. Dans ce cas, la fonction arbitraire que l’équation ( 3 ) renferme, ne sera plus déterminée en entier, d’après l’état initial de la barre : fx sera donnée pour toutes les valeurs de x qui répondent à des points
de la barre, ou qui sont comprises depuis *=—/jusqu’à »- h-/;
mais hors de ces limites, cette fonction restera arbitraire; et c’est cette indétermination qui nous laisse, comme on va le voir, les moyens de satisfaire aux conditions des deux extrémités, exprimées par les équations (2) du n.* 8.
Comme nous emploierons souvent, dans ce qui va suivre et dans toute la suite de ce Mémoire, des intégrales définies prises dans des limites différentes, nous ferons usage, pour les indiquer, d’une notation proposée par M. Fourier, qui nous a paru très-propre à abréger le discours. Dorénavant, nous indiquerons par^ une intégrale définie, prise depuis la limite cl, marquée par la lettre inférieure, jusqu’à la limite a/, indiquée par la lettre supérieure. Cela étant, quelle que soit la fonction Fy, nous aurons identiquement
f u F y d y — f 0 p y d y —fl p y d y f'I J y = ~f~f p y d y •
et dans le cas des limites zéro et l’infini, on aura aussi
/: F{y-y-i')dy —F y dy == FyJf-f* F y dy ; /y (-/+*) dy=-/T F(y-t-F) dy——J~~J° F^frf* Fydy ;
étant une constante quelconque, positive ou négative. Nous ferons, dans la suite, un assez fréquent usage de ces changemens de limites des intégrales définies.
[16.] En différenciant l’équation (3) par rapport à a*, et faisant ensuite , dans cette équation et dans sa différentielle,
x-h2ûci\/t — y, d et = ■ »
nous aurons
e~bt
a Y 7 Tt J
du _ ê ~ lt ro o
dx ” za^-ntj —c
4 *’, fy dy }
e 4 dfy.
La première équation (2), qui a lieu pour xzzzl, deviendra donc
iz
(fifr
Ainsi cette intégrale définie devra être nulle pour toutes les valeurs de t : or, l’exponentielle quelle renferme , et qui contient le temps t à son exposant, prend la même valeur quand on y met à la place dey, soit l—y, soit /-4-y; de manière que, pour chaque valeur dey, deux élémens de cette intégrale, et seulement deux, renferment la même exponentielle; il faudra donc que leur somme soit séparément nulle, pour que la somme de tous les élémens soit égale à zéro, quelle que soit la variable t; d’où l’on conclut
. . a rn _n_ I
dy
dy
en observant que -~j- devient- ^ d j— » quand on y met /— y à
la place de y .
La seconde équation (2), qui a lieu pour x ——/' = — /, nous conduira de la même manière à cette équation ,
df[-l+y)
laquelle se déduit aussi de la précédente, en y mettant —/et —/3 ' à la place de / et / 3 .
Au moyen de ces deux équations, on déterminera la fonction fy depuis y =.—00 jusqu’à^zz-hoo, lorsqu’elle sera donnée depuisj'zn—/ jusqua y =-+-/; et réciproquement les valeurs de fy qui répondent à y <—/ ou >/, suffiront pour satisfaire à ces deux équations. Mais sans avoir besoin de déterminer ces valeurs, nous allons montrer qu’on peut en rendre l’expression de u indépendante, et la réduire à ne renfermer que la partie de fy qui est immédiatement donnée.
En effet, d’après une formule connue, on a
Vir
00 —a'.tz,*
‘ cos(^— x)z-dz;
la valeur de u deviendra donc
u =- L r-f 7 (fZoo cos ^— x ^-fy d y) e ~ a ' ,il {5)
or, sans résoudre les équations (4) par rapport k fy, on en peut déduire la valeur de 1 intégrale cos [y — x )ç .fy dy , et l’éliminer de
cette expression.
[ 1 7 -] Pour cela, désignons par h une constante positive, ou composée d’une partie imaginaire et d’une partie réelle et positive; et soit
/r e ~ h 'fy d y—p ’ 1 :
d’où l’on conclut facilement, d’après les équations du n.° i j,
f r -* -y) d y — el ' (p —fl e ~ h}> fy d y) *
/r e ~ ij ’fi I —y) ày — — e~ t ' —fl «*' fy d y)-
Mettons la première équation ( 4 ) sous la forme
multiplions ses deux membres par e~ h J’ dy , puis intégrons par parties; nous aurons
e~ l '/(l-hy)-h(/^f 3) fe-‘'f{l-+-y)dy=C-b-e-''f(l—y)
+ {h — P)fe-»f{l—y)dy.
Si les intégrales sont prises depuis y= o, la constante arbitraire C sera égale à zéro; et si elles s’étendent jusqu’à yz=zoo , les termes qui sont hors du signe f s’évanouiront à cette seconde limite : on aura donc alors
(i-W3). \f? /(/■+/) dy=z[h- i S)/~ e-^f(l-y) dy ;
équation qui devient, en vertu des précédentes,
(/'-+•/ 3 ) — 9‘)‘- u q = (/;-+- W fl fy dy
■+• ( h—(2 ) e~ h ‘ fl fy dy.
Par un procédé semblable, on déduira de la seconde équation ( 4 ), une autre relation entre p et q, qui s’obtient aussi en changeant dans celle-ci fi en •— fi' et l en — /; ce qui donne
(A — fi') e~»p -+- [h h- /S') e i! q - (h-, 3') fy dy
^( k ^(ï' )e *'f- l e bfy dy .
Cela pose, on tire de ces deux dernières équations
ih
en faisant, pour abréger,
IH-fl (^') r**fy dy — (h— 13 ) [h—p) e-»'f - l e~ ty fy dy
-\-[h — &){h-y-(i') (y' e hj, fy fy 4 y) = ,
(h -+- /3) (Æ-+-/3') e lhl — (h —/3) (h — /3') e~ lhl zz: (p h.
Or, pour déduire de ces valeurs de p et q , celle de l’intégrale f_~e-‘sV=--f,Jy,
je désigne par g une quantité positive que ion prendra aussi petite qu’on voudra ; je fais h rz: g -t- £ V^î dans la valeur de p , et h-=zg—i j/—i dans la valeur de q : on aura
p — .4(?/—» -*-g) __4 (iV —î~— g) .
et, daprès les intégrales définies que représentent p et q, si Ion fait g zi o dans la différence p — q, il est évident quelle se changera dans l’intégrale demandée. Cette intégrale sera donc la limite de la valeur de p — q, par rapport à g; ainsi, en regardant g comme une quantité infiniment petite, que ion fera tout-à-fait nulle à la fin du calcul, on aura
f_2 e-^fy dy =
vilV^-ï-g)
Mais cette quantité s’évanouit en même temps que g, excepté pour les valeurs de i qui rendent nul le dénominateur : cette inté¬
grale, et par suite celles de
cos ly^fydy, si ^ly.fydy, cos {y—x)z.fydy, prises entre les mêmes limites ± qq , sont donc généralement égales
à zéro; et il n’y a d’exception que pour certaines valeurs de £, pour lesquelles ces intégrales deviennent infinies. La nature* de la quantité/^ cos (y —dy étant ainsi connue, il s’agit présentement
d’effectuer l’intégration relative à %, qui se trouve indiquée dans l’expression de u donnée par l’équation (5).
[18.] II sera nécessaire, pour cette opération, de conserver la quantité g dans la valeur de cos(y — x)i.fy dy : nous ferons g= o,
après avoir achevé le calcul ; jusque-là , nous traiterons seulement g comme une quantité infiniment petite. Or, il est évident que les portions de l’intégrale relative à £, qui répondent à des valeurs de cette variable, infiniment peu differentes des racines de l’équation
seront les seules qui pourront ne pas s’évanouir en même temps que g; si donc nous désignons par f l’une de ces racines, et que nous fassions 2 = H ne faudra donner à la variable % que des
valeurs infiniment petites, positives ou négatives, et prendre successivement pour f toutes les racines positives de l’équation cp(fV'— J )=o : on ne prendra pas les racines négatives, parce que, dans l’intégration, la variable £ ne doit recevoir que des valeurs réelles et positives ; et, par la même raison , lorsque l’on prendra la racine /=o, on ne donnera à 1' que des valeurs positives. Faisons donc £ = et
soit alors
fy dy—Z, /2eVÏ--fydyz=Z';
doit il résultera
f 2 cos (y- x )z-fy dy — T Z - 4 - ± Z' e-*V+ z '¥.r‘.
Substituant cette valeur dans l’équation (5), et négligeant la variable Z en dehors de Z et Z' , il vient
mathématique.
— fz Jz' -t- e- xJ,]/ ~' fZ' J Z ') ;
s indiquant une somme qui s’étend à toutes les valeurs positives de . y compris f — o.
Maintenant, soit -^T - = <p ' h ; mettons / -+■ Z à la place de z
dans le second membre de l’équation ( 6 ) : en traitant j’ et g comme des quantités infiniment petites, on aura
/ ■i'izV —. ±:g)= = ^( f yzr l );
et il en résultera
Z zz= 2 8 ^ ^ )
Simone on prend une quantité positive jv, et qu’on intègre depuis 2 -^ jusqua 2'= on aura
et dans le cas de f = o, l’intégrale ne devant être prise que depuis 2=o jusqu’à z'=-H JV sa valeur sera réduite à moitié. Faisons ac tuellement g—o ; cette valeur de fZd z ' deviendra
rzd?' = ^i±kysi .
on en conclura celle de C 7 ' JS „ i r , y _
y ^ d Z > en y changeant le signe de _i ;
et comme on a <p ( — P V ~7 \ —. r ,/-\
v ° / — P (/ y — i ), on aura
d’où l’on conclut
u = e~ bl S ( - e ' Px)/ o,/—^ x
' fiiTÜ- LJL - L ) i
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en se rappelant toutefois qu’on ne devra prendre dans ia somme S, que ia moitié du terme qui répond à /= o.
[i^.] Au moyen des expressions connues des exponentielles ima* ginaires, l'équation <p{fY —i) — 0 deviendra
{/ 3 / V— /*) sin 2// -4- (/S-H/ 3 ') / cos 2 l f — o. (7)
On aura de même
<p'{ f Y— T) = [2(/ 3 —t—/ 3 ') -H 4 /(/ 3 / 3 '— /*)] cos 2 l f
— 4/[i -t-/(( 3 -t-/ 3 ')]sin 2 //;
et si ion supprime dans ia valeur de -\,{f/—i) ia partie qui s’évanouit en vertu de l’équation (7), on aura aussi
^ / ( / yQZ 7 ) = [(/ 3 / 3 '—/)cos 2/j»-(/3-H3')/sin il f )e'^^fy dy
— / -H /3 — £') / ]1 fjj fy dy.
En changeant, dans cette dernière valeur, ie signe de Ÿ~, on aura celle de 4- (_au moyen de ces deux valeurs, et en élimi¬
nant toujours les exponentielles imaginaires, on trouvera
i /«V=! 4 (-/V'^ï) = P cos fX-i-Q sin j>x;
en faisant, pour abréger ,
[(/ 3 / 3 '—/)cos 2 / / -(/ 3 -W 3 ') _psin 2 // / 3 / 3 ' /']cos fy. fy dy
-+• (/3 — / 3 ') sin yy.fy dy~P,
[■ ^^ 3 js*) cos 2 // —')/ sin 2 /_p-H / 3 / 3 -+■/*] sin ^
-+- (/3 — ( 3 ') cosyy -fy dy — Q.
Donc, en faisant aussi
[0-4- fi'-\- 2 /(/3/3 '■— /)] cos il y —[ i +• 2/ {$■+■&)] / sin 2 // = i?,
nous aurons definitivement
U = e~ bt X j g-*;J». (8}
et cette expression de n ne renferme plus que des quantités qui sont censées données , ou calculables , dans chaque cas particulier ; car les intégrales définies qui entrent dans les valeurs de P et Q, sont les seuls elémens de cette formule qui dépendent de la fonction y*, que nous nous étions propose d éliminer; or, elles sont prises depuis y :——/ jusqua y = -\-l, c’est-à-dire, dans toute l’étendue où fy est donnée d’après l’état initial de la barre.
On peut remarquer que le terme de fa somme X qui répond à f — o , et dont on ne doit prendre que fa moitié, sera généralement égal à zéro : il n’y aura d’exception que dans Je cas particulier où l’on a à-la-fois / 3 ~o et / 3 7 ~ o ; ce qui rend nul le dénominateur de fa fraction comprise sous le signe X, en même temps que son numérateur. Nous examinerons plus bas ce cas particulier, qui est celui d’une barre dont les deux extrémités ne rayonnent aucunement.
[20.] Cette dernière formule renferme donc la solution complète du problème qu’il s’agissait de résoudre. L’analyse dont nous avons fait " usage , nous a conduits à cette solution de la manière la plus directe ; et vu la grande généralité que nous avons donnée à la question, notre analyse est aussi la plus simple que l’on pouvait employer.
On s’assure aisément qu’il existe une infinité de valeurs positives de /» satisfont à 1 équation (7); ainsi la série indiquée par X, est composée d une infinité de termes ; mais en les supposant ordonnés suivant les valeurs croissantes de f , de manière que fe premier terme soit celui qui répond à fa plus petite racine positive de l’équation (7) , et ainsi de suite, la série sera toujours convergente, à cause de Texponen'tièlle e et elle fe sera d’autant plus que fe temps t sera pfus
considérable. Au bout d’un certain temps, tous les termes de la série seront très-petits par rapport au premier-, elfe se réduira sensiblement
à ce premier terme; et alors, le temps continuant de croître par des différences égales, les températures de tous les points de la barre décroîtront suivant une même progression géométrique, dont le rapport ne dépendra que de la longueur de la barre, et des constantes a, b, fi , fi' t relatives à sa matière et au rayonnement de sa surface et de ses extrémités.
Lorsque les quantités /, fi et fi' seront données numériquement, on pourra calculer, à tel degré d’approximation qu’on voudra , les racines de l’équation (7), en commençant parles plus petites. Quant aux très - grandes racines de cette équation transcendante , on obtiendra immédiatement leurs valeurs approchées , en posant 2// = / tt H- * ; i étant un très-grand nombre entier, et a* une quantité inconnue, plus petite que vr. Si l’on substitue cette valeur dans l’équation (7), on pourra négliger x par rapport à itt, hors des signes siti. et cos, ; de cette manière, on aura
(i 1 vr* — > 4 l x fi fi') sin x = 2 ivrl(fifi r ) cos i 7T. cos x ;
e't si 41* fi fi' n’est pas aussi une très-grande quantité comparable à f 7r 2 , on tirera de cette équation une très-petite valeur pour x, laquelle sera à très-peu près
2 l TT l (fi û') COS i TT
II importe d’observer que nous n’avons pas besoin d’examiner si l’équation (7) admet des racines imaginaires ; car, d’après notre analyse, nous ne devons prendre pour f que des valeurs réelles et positives qui satisfassent à cette équation.
[21.] On vérifie sans difficulté que chacun des termes de la série qui représente la valeur de u, satisfait isolément à l’équation (1). Il en est de même à l’égard des équations (2), relatives aux extrémités de la barre ; et pour le faire voir, nous allons montrer que l’on satisfait à ces équations en prenant
u — P cos fx -h Q sin / x.
Pour cela, substituons dans cette expression, les valeurs de P et Q, et écrivons le résultat sous la forme :
" = p ' fh cos fy -J > d y -+• Q-'fli sin fy-fydy,
en faisant, pour abréger,
[ (—f ) cos — (/ 3 -H/ 3 ') ÿ sin 2/ f — / 3 / 3 '— j> % ] cos fx “+" (Æ — £') / sin f x = P',
[(/ 3/3 f ) cos 2lf — (/ 3 -}-^')y>sin 2js 1 ] sin -f- (/3 — / 3 ') cos / x = Q'.
Relativement à la première équation (2), il s’agira de vérifier qu’on a
dx -*-PQ'= O,
dx
-t-/3/ >, = o et dQ '
quand on fait x = / après les différentiations. Or, en remettant les exponentielles imaginaires à la place des sinus et cosinus, et h à la place de f Y —1 , l’équation (7) devient
(//-H/3) (/&-*-/ V)e''* = (//—/3) (// — ^') et l’on aura de même
P'=i [(*+-£) ( h +P) e llh + (A—i3) (*—/3') «h- 2 (//—/3)(/;-f-/3')]
Au moyen de 1 équation précédente , j’élimine l’exponentielle e xlh contenue entre les premiers crochets, et l’exponentielle con¬
tenue entre les seconds, ce qui change cette expression de P f en celle-ci :
"+* t [ (^-4-^) (^—f—/3') f * ' 4 -f- (A-\-0) (Æ—/3') ] e - *' ; par conséquent, pour xz=.l, on aura
— t [ [A-hP] e lh - 4 - [h—p) e-U) {/i*—p) ; quantité identiquement nulle. On reconnaîtra de même que l’autre quantité ~~—h fi Q' est aussi nulle pour x — l, et, par un calcul
semblable, on fera la vérification relative à la seconde équation (2), qui a lieu pour xzzz —/.
[22]. La valeur de u, ainsi vérifiée, doit représenter les températures de tous les points de la barre à tel instant quon voudra; il faut donc aussi quelle représente la loi des températures initiales, en sorte qu’on doit retrouver uzzzfx, quand on fait tzzzo dans l’équation (8); par conséquent nous aurons
en. conservant k P, Q et R, la même signification que dans le n.° 19.
Cette formule représentera les valeurs defx, seulement depuis tfxz —l jusqu’à x zm —t- 1 : hors de ces limites , il n’y a plus aucun rapport nécessaire entre le second membre de l‘équation (9) et les valeurs de f x. Cette fonction est arbitraire; elle peut être continue ou discontinue; elle est simplement assujettie à ces restrictions : elle doit satisfaire à
l’équation / 3 fx=o t quand *=/, et à iequation —/ 3 '/*=o,
quand = — /; sans quoi l’équation (9) n’aurait pas lieu à ces limites mêmes x = ±l. L’objet d’une telle formule est d’exprimer une portion quelconque de fonction arbitraire, dont les valeurs extrêmes remplissent ces conditions, en une série infinie de termes qui satisfont isolément à ces mêmes conditions. Comme l’équation (9) est une suite nécessaire de notre analyse, il ne peut rester aucun doute sur son exactitude; mais il serait difficile de l’obtenir à priori, ou de la vérifier dans toute sa généralité.
En partant de l’intégrale sous forme finie de l’équation (1), notre
analyse nous a conduits de la manière la plus directe à une expression de u, en séries d’exponentielles, de sinus et de cosinus, dont chaque terme satisfait isolément à toutes les équations différentielles du problème, et qui représente en outre la loi des températures initiales, quelle que soit la fonction qui l’exprime. On pourrait suivre aussi une marche inverse de la nôtre: satisfaire à l’équation (1) par une série d’exponentielles réelles ou imaginaires, qui en pourrait être regardée comme l’intégrale générale (*); déterminer leurs exposans et une partie de leurs coefficiens au moyen des équations (2) relatives aux extrémités de la barre; et, enfin, déterminer les autres coefficiens, de manière à représenter son état initial. Dans des cas particuliers, cette dernière partie du problème pourrait se résoudre sans grande difficulté : la méthode que nous indiquons paraîtra alors plus simple que celle que nous avons suivie ; mais, dans le cas général où /3 et sont des quantités quelconques, la formation directe de l’équation (9) serait, comme nous le disons, au moins très-difficile; en sorte que notre analyse renferme la solution réellement la plus simple du problème que nous nous sommes proposé, et qui n’avait point encore été résolu d’une manière complète et générale. Nous allons , dans les n.° 5 suivans, examiner spécialement les principaux cas particuliers que cette question présente relativement aux valeurs des quantités /3 et / 3 '.
[23.] Soit d’abord fizzzo et @'zzzo t cas dans lequel le rayonnement sera nul aux deux bouts de la barre. L’équation (7) se réduira à sin 2 l f — o ; d’où l’on tire f — > n étant un nombre
entier quelconque, ou zéro. II en résultera
— — -Ad
I — COS 77 X
cos 77 x
77XX rl . 77 T y / / 1
-ft dy Y
La somme X ne s’étendra qu’aux valeurs positives du nombre n, et l’on ne prendra que la moitié du terme qui répond k rr=.o. Ce terme
t fy dy : je le sépare du reste de la série ; je désigne
par i un nombre entier positif; puis je fais successivement n = 2 /, n = ii — 1 ; la valeur de u prend alors cette forme plus simple :
u = ~Ti~.J~fy d? — ~i — ^ ( £ ‘‘ C0S ~T" f cos-^T 1 -fy d y)
/ —<2*7(zz—l)* # t x
■+• -^7—S (« 4 '“ sin ysin -^>^7) 5
les sommes X s’étendant depuis /= i jusqua / = oo , et les intégrales étant prises depuis y — — l jusqua yzzz-l-/.
Dans ce cas particulier, si l’on suppose b=o, il n’y aura plus de rayonnement extérieur en aucun point de la barre ; la totalité de la chaleur qui lui a été communiquée, devra donc s’y conserver; et tous ses points devront tendre de plus en plus à prendre des températures égales entre elles et à la moyenne des températures initiales. C’est, en effet, ce qui résulte de la formule précédente, en y faisant bzzzo ; car, à raison des exponentielles contenues sous les signes X, tous les termes de ces sommes diminuent indéfiniment à mesure que le temps augmente : au bout d’un certain temps, leurs valeurs sont insensibles, et l’on a, à très-peu près,
“ = - 7 rffy d y ;
ce qui n’est autre chose que la moyenne des températures initiales.
[24*] Dans ce même cas, les conditions relatives aux extrémités de la barre consistent en ce que la valeur de y so ^ égale à zéro , la fonction f x, qui représente la loi des températures initiales , devra donc être telle, qu’on ait - — o , quand x “ / et quand x — /.
Cela étant, si ion fait / — o et uzzifx, on aura
/* = S ( fl ° s - i 7 f '/'c° s X L ^y J y)
formule qui servira à représenter, depuis x = —l jusqu’à x = l, toute fonction de a: dont ia différentielle est nulle à ces deux limites. Elle coïncide avec l’une des formules de cette espèce, auxquelles je suis parvenu directement dans un autre Mémoire. Par la différenciation , on en déduit une seconde formule du même genre.
En effet, soit zzz f' x ; on aura
rr 1 r- I ■ ÎTX /~
f x =-j- s^sin —J—J cos —j—fy I )
_H-fs(cos-i — Tl - J un - Tl Jy 2l j.
intégrant par parties, et ayant égard aux limites yz=.±l , il vient J~ cos HL. fy llpL — — J~ sin — ~~f y dy ,
(2 i-0 iLfydy;
( 2 j - i ) nr y
d’où l’on conclut
s(sin-i^/sin y dy)
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(ai — I ) t a 2 l
(ai — i)Ty
Celle-ci servira à représenter depuis x~ — l jusqua xrzzl , toute fonction /' * qui deviendra nulle à ces deux limites. Elle coïncide aussi avec une des formules du Mémoire cité (*).
[25.] Supposons maintenant / 3 'r=oo; ce qui réduit la seconde équation (2) à u z=z o. Ce cas sera celui où la température de l’extrémité de la barre, qui répond à xzz:— l, est entretenue constamment à la température zéro du milieu environnant : la constante /3 restant une quantité quelconque, le rayonnement continue d’avoir lieu à l’autre extrémité E, correspondante à xz^zl.
Je divise tous les termes de l’équation (7) par / 3 ', et je fais ensuite fi' — oo; elle devient
/ 3 . sin 2 l f -f- f cos 2 l f = o. (10)
On a, dans la même hypothèse,
p ( fi cos 2 Iq — q sin 2 / q-^-fi ) cos qy .fy dy — q sin qy. fy dy
R ( 1 -\- 2 lfi) çosa/ç—2/çsill2/£
<2 [ficosilq— çsin 2 / e —1-£) yl^sin qy.fydy—p cos qy .fy dy
R ( 1 —J— - 2 - // 3 >) cos 2 Iq —‘2/çsin2/£
et il ne restera plus qu’à substituer ces valeurs dans l’équation (8), pour avoir l’expression de u qui convient au cas particulier que nous considérons. Cette expression prendra une forme plus simple , si l’on rapporte les distances x des difîerens points de la barre à l’une ou à l’autre de ses extrémités, au lieu d’en fixer l’origine à son milieu.
Pour transporter cette origine au point E', il faudra prendre —/-+-x à la place de x ; ce qui changera l’équation (8) en celle-ci :
_/,/ ^ T (/ 5 cos/j)-(2sin/p)cosj 3 x-+-(/ > sin/p-H(7cos/f))sinj 3 x 1 n ,
uzzie ^ I-^---— I e a .
Mettant de même — l-\-y à la place de y, et j'y au lieu de /(-/H-/)»
(*) Voye-^ les deu* équations (9) ; XVIII. e Cahier de ce Journal, page 428.
dans les valeurs précédentes de ~ et , on obtiendra , en a) ant
égard à l’équation (iô),
P côs / ji — (2 sin lj> _
P sin / j> -+- Q cos lj> ~ _ —
— 2 {dcos 2 lj i — j> sin i/j>) r zl sin yy ;
( I -H i/y3) COS2JJ — zlj) sin 2lj> Jo
ou bien encore, en vertu de cette même équation,
p s in 1}-+- Q cos lj> _ 2 (£* -4-/») _ r * 1 cî» fiV f v d V .
-“K-(,+a/0)ô + aWo 7
par conséquent nous aurons
/ ■' ,>■/> ■<?]■ co
De même, on transportera l’origine des distances * au point E, en prenant / — x à la place de x : l’équatiorf (B) deviendra
/.,_r ( Pcos lp H- C? sin / p) cos px -h ( P sirt lf—Qcosl j>) sin jf* ”|
Je mets aussi /—y à la place de y, et fy au lieu de f(l — y), dans les valeurs de et ; en ayant égârd à l’équation (to), je trouve, toute réduction faite ,
P cos/j> -+- (2 sin /j> _ Psin/jj— Q coWj^ _
*çf Q l co& çy -fy d y ùnçy-fydy
d’où je conclus
,^r S r,Z. cos >*-*-^» n ^ [ p r zl cos py.fydy U—ie * L (n.2/^))î +a (p. Ujo ^ 7 / v
-+-/3/ o 2 sin// ./y<//)]
Sous l’une ou l’autre de ces deux formes, on vérifie immédiatement
que la valeur de u satisfait aux conditions relatives aux extrémités de la barre : i’équation (i i) donne u=o pour *—o, et ~ fiu= o pour * = 2/; i’équation (12) donne de même uz=o , quand x=zl, et ~ x P d = o , quand .v = o.
[26.] Lorsque la longueur de la barre sera très-grande, on obtiendra facilement les valeurs approchées des racines de l’équation (io), en la résolvant en série ordonnée suivant les puissances descendantes de l De cette manière, on trouve, i étant un nombre entier quelconque,
i -r i -TT
série d autant plus convergente, que / sera plus grande. On prendra / positif, afin que les valeurs de f soient aussi positives. De plus, soit
i ■* _ it _ .
on fera, dans les formules précédentes ,
les valeurs de z croîtront par des différences constantes et égales à h , et les sommes S s étendront depuis o jusqu’à Z =oo. Maintenant, si Ion suppose I— oo ; la différence h sera infiniment petite, et ion aura f £. Cette quantité Z deviendra une variable continue, dont h seia la différentielle, et les sommes 2 se changeront en des intégrales relatives à Faisons donc, dans la formule (12), /zzroo j)zzz z et
— di; nous aurons
2e~ bt r “ = —/
Z cos Z x -+■ £ sin 7 x
[if «os zy.fy dy
/ 3 ysin zy.fy dy J ^ ,
fes intégrales étant prises depuis z = o, y = o, jusqu’à Z =oo,
Cette formule se rapporte au cas d’une barre qui rayonne par l’extrémité E, et qui s’étend à l’infini, dans un seul sens, à partir de ce point. Si ion y fait =: oo, on aura ie cas où cette extrémité serait entretenue constamment à la température zéro ; la valeur de u se réduira alors à
u = 2 ^ -- sin ix sin iy .fy didy :
elle coïncide, comme cela doit être, avec celle qu’on déduirait de l’équation (il), en y supposant / = oo, quelle que soit d’ailleurs la valeur de / 3 .
[27.] Considérons enfin ie cas d’une barre dont les deux extrémités sont entretenues constamment à la température zéro , c’est-à-dire , le cas dans lequel on a à-Ia-fois /3 =00 et fi'=zoo. Il suffira de faire /3 =00 dans les formules du n.° 25 ; l’équation (10) se réduit alors à
sin 2 fl — o; d’où l’on tire f ti étant un nombre entier ou
zéro. En même temps les valeurs de et deviennent
P __ 1 / cos n t — 1 \ /-/ n tt y r /
jr= tt (— cos,,, )/-, cos -r -rfy d y’
, / COSn^ M r< si „ JL2Z. fy d y.
substituant ces valeurs dans l’équation ( 8 ), on aura
“ = -ir s
COS
n it x rl
TT J-i 1
n tc y
TT
fy d y
iT + i . n Tt x rl . me y r I
___ sm «n -jf-fyJy] *
— tl 1 tti a T a
et la sommeS s’étendra depuis tizzz 1 jusqu’à // —00, en omettant le terme qui répond à «=o, lequel serait évidemment nul. Si l’on désigne par / un nombre entier positif, et qu’on fasse successivement u =, 2 i — 1, n = 2 /, cette valeur de u deviendra plus simple , et prendra la forme :
-&=*I!Le *'* f C0 ,Sà!ÿlL /y ^
—a 2 t 7 ri*
-H £ ( s i n 1 ZJL e t‘ f s\n-
les intégrales étant' prises depuis y— — l jusqu’à y =-t-I, elles sommes S s étendant toujours depuis / zzz i jusqu’à / zzz ôo.
En faisant t~o, u=fx, dans cette équation, on aura
/* = *.( cos l±L=f!ZLJ~ cos f y _<Lj
+ x(,i„ill./, in J ? L /> 4) i ' <,3 >
formufe qui servira à exprimer fx depuis x=—l jusqu’à *•=■■+■/, pourvu que cette fonction soit nulle à ces deux limites : elle coïncide! comme on voit, avec celle que nous avons trouvée pour le même objet dans le n.° 2.4.
[28.] Dans le mémoire cité dans ce n.°, j’ai considéré directement les formules de cette espèce qui ont pour objet d'exprimer, des portions de fonctions, en séries de quantités périodiques, dont tous les termes satisfont à des conditions données, relatives aux limites de ces fonctions. Lagrange, dans les anciens Mémoires de Turin , et M. Fourier, dans ses Recherches sur la théorie de la chaleur , avaient déjà fait usage de semblables expressions; mais il m’a semblé qu’elles n’avaient point encore été démontrées d’une manière précise et rigoureuse; et c’est à quoi j’ai tâché de suppléer dans ce Mémoire, par rapport à celles de ces formules qui se présentent le plus souvent dans les applications. Jiai. aussi examiné ce quelles deviennent quand elles doivent représenter la totalité de la fonction : les conditions relatives aux limites disparaissent alors; et ces formules, qui différaient entre elles par ces conditions, s’accordent toutes à conduire au même résultat. Ainsi, par exemple, supposons que 1 devienne infinie dans : la formule précé-
dente ; en sorte que la fonction f x doive être représentée pour toutes les valeurs réelles de x, depuis x zzz— oo jusqua x izz-t-oo. Faisons, dans ce cas, —J—=z et : les sommes S se changeront en des
intégrales relatives à et; la quantité infiniment petitesera la différentielle de et, ou d cl ; et la formule deviendra
f* = irff cos (* ~y) a-.fydyda.',
les intégrales étant prises depuis et zz: — oo jusqu’à et zzi -t- oo, et depuis yz=:o jusqu’à y zz: oo. On parviendrait au même résultat en partant de l’expression de f x du n.° 24 . ou de toute autre formule particulière, et, si l’on veut même, de la formule générale du n.° 22.
La fonction f x est entièrement arbitraire : il faut seulement qu’en général elle ne devienne infinie pour aucune valeur réelle de x. Elle peut être continue ou discontinue : si elle est discontinue, et qu’elle n’ait de valeur que depuis xzzà jusqu’à rzi^, en sorte qu’elle soit toujours nulle hors de ces limites, il suffira de prendre 1 intégrale relative à y, depuis yzzA jusqu’à yz=.\ r : la formule donnera dans ce cas f x zz: o , toutes les fois qu’on y mettra pour x une quantité <A ou >à'; quand on y substituera une valeur de a*, comprise entre ces deux limites, elle donnera la valeur correspondante de f x; mais il est important de remarquer que, relativement aux limites mêmes xzzA et x — A 7 , la formule ne donnera que la moitié de la valeur de / x, ainsi que je lai fait voir dans le Mémoire cité. La même remarque s’applique à 1 équation (13), et à toutes les autres formules de la même nature.
[2p.] Pour parvenir à la solution générale du problème relatif à une barre dont les deux extrémités rayonnent d’une manière quelconque, nous avons vu qu’on pouvait se dispenser de résoudre, par rapport à fy, les équations (4) du n.° 16; mais dans des cas particuliers , ces deux équations se résolvent facilement, et il en résulte
con-
un autre mode de solution du problème , qu’il est bon de faire naître par un exemple. Nous choisirons pour cela le dernier cas que nous venons de traiter, où l’on a /3=oo et /3'=oo.
Les équations ( 4 ) se réduisent alors à
f(l-hy)-hf(l—y) = o, /(—/■+•>)-*-/(—/ -y) = o -, (14)
fy est donnée d’après i’état initial de la barre, depuis y ——/ jusqu’à y zzz-\~ l, et il s’agit d’en déduire l’expression complète de cette fonction , pour toutes les valeurs réelles de y.
Pour y parvenir, nous partagerons la fonction j~y en une infinité de portions qui répondent à différens intervalles des valeurs de y, depuis y = — oo jusqu’à ^ = -+-00 ; ainsi nous ferons
fy — Cf)y-h <p, ( 2 /-y)-h Ç z (—4f-hy) -i-Ç 3 (6/—y )~h Cp 4 (— 8/-hy) -h &c.
-H <p'(—2/—y) -f- <p"(4/ -t-y) -+-cj> /,/ (— 61 —y)-\- <p' v (8l-\-y) -f- &c.,
eù désignant par <p, <? , , cp a , <p 3 &c., <p' f <p", c p"', &c., des fonctions dont chacune est égale à zéro pour toute valeur de la variable >±I, abstraction faite du signe : par exemple, <p 3 ( 61 — y) est nulle pour toute valeur de 61 — y qui tombe hors des limites ±/, c’est-à-dire, pour toute valeur de y > 7 / ou <5 l; et de même à l’égard de toutes les autres fonctions partielles. Cette décomposition de la fonction f y revient a regarder y et f y comme l’abscisse et l’ordonnée des points
dune courbe discontinue, qui s’étend indéfiniment depuis y nz_00
jusqu’à y 00 ; et à supposer que l’ordonnée de cette courbe est
exprimée par C py depuis^— — / jusqu a y = H- /, par <P f (i l — y) depuis y—l jusqu’à y==3?, &c.,etpar <p'(-. 2 l—y) depuis y—— l j usq ua; = — 3 /, par <p"( 4 l -\-y) depuis y —— 3 / jusqu’à y — — 5 /, &c. ; de sorte que la ligne entière se trouvera composée d’une infinité de parties, dont chacune comprend, sur l’axe des abscisses, un intervalle constant et égal à 2 /. La première fonction partielle cp est censee connue d’après la loi des températures initiales; toutes les autres
sont arbitraires, et doivent se déterminer au moyen des équations
Or, en mettant successivement l-{-y e t / — y, à la place dey dans 1 expression de fy, on aura :
/ ( /— /)— C K / —/) -t-cf. (/+>')-+-<}>, (—3 /—j ( j /+y)H-<p 4 (—7/—y)-t-&c.
P ar conséquent la première équation ( 1 4 ) deviendra o = <J> (/-t-y) -+- <f, (/-Hy)
-t- «P' (— 3/— /) -+- «!>, {—il—y)
Mais, dapres les limites des fonctions partielles qui entrent dans le second membre de cette équation, il n ’y a, pour chaque valeur dey, que deux de ces fonctions qui ne soient pas nuiles, savoir, les deux fonctions écrites sur la même ligne; pour satisfaire à cette équation, il faut donc que ces fonctions soient telles, que l’on ait
De même on verra que, pour satisfaire à la seconde équation ( 14 ) i[ XIX.‘ Cahier. r
est nécessaire et il suffit de prendre
Q' = — <$"=— <?,, — <p lf q> ,y = — cp 3t Scc.
Ces deux séries d’équations déterminent évidemment toutes les fonctions <p,, <p a , <p 3 , <p 4 , &c., <p', <p", <p"', q>", &c., au moyen de la fonction <p ; éliminant donc toutes ces quantités de l’expression de fy, nous aurons
fy zz: <py — <p (21—(— 4 ^~^~y) — ^ ^ & c *
— cp(—2 /——(4 l~^~ÿ) (—6/—^y)-f~cp (8/-+-y)—— 6cc. ;
et maintenant cette fonction fy se trouve entièrement déterminée. D’après sa valeur, la courbe discontinue dont elle est l’ordonnée, se formera en portant alternativement au-dessus et au-dessous de 1 axe des abscisses y, la portion de courbe qui répond à la fonction cp y, suivant la même règle que dans le problème des cordes vibrantes .
[ 3°.] Reprenons maintenant la valeur de u donnée par l’équation (5) du n.° 16 ; et pour y substituer plus commodément la valeur de fy, écrivons celle-ci de cette maniéré :
fy = s[<p( 4 »/+jk) — 2/—/)];
11 étant un nombre entier ou zéro, et la somme X setendant a toutes les valeurs de n, depuis n zzz — 00 jusqu’à «zz-l-oo. Cette substitution faite , on aura
uz=~f'zf C ° t ~ a '' C [f^ c °s[y — x)l.<p[ 4 nl+y)<ly
—cos (j—x) 1 . <[>(4«/h- 2/— -y) dy]^l.
Dans la première intégrale relative ky, faisons 4 ni-h y — x , et dans la seconde, 4 11 1 2 l —y — x ; nous aurons
J^cos(y—x)Z'<$(4”l^Y)dy=J^cos[x' —*— 4 tI ^)Z- < f x ^ x »
cos 0'-*) Z • iy =f_™ COS (x'-f-A— 4«/-2 /) Z .
Mais, comme q> x' est nulle pour toute valeur de x' non comprise entre — / et -f-/, il suffira d’intégrer depuis x'zz:—/ jusqu a x' = ~\-l; et en continuant d’intégrer depuis z= o jusqua z~oo f la valeur de u deviendra
u = [ cos (^ / —— 4 ^/)^—cos(x'-i-A-—4///— ê~ a ' l Qxdxdi.
On peut aussi, pour simplifier la somme X, réunir ses termes deux à deux; et ne faire qu un seul terme de ceux qui répondent en général à a — n — i* Si l’on observe alors que l’on a identiquement
C0S(X-—X— 4 «/) ^COsfAT'——2COs(xW-f-2/)2 . COs( 4 «-^ 2)/2 ,
COS (x -KX ^nl—ll )l^rCOs[x *COs(x"*"*)& * COs( 4 »-V- 2 ) ,
il en résultera
u— - //[cosCx'—x+2/)2 — cos(x'-f -x)z]Ze~ a <px'dx‘dz>
en faisant, pour abréger;
S cos (4 ;/ - 4 - 2 ) lz — Z ,
et n étendant plus la somme X qu’aux valeurs positives de //, depuis et compris //= o jusqu’à n — oo. La valeur de u étant ainsi préparée, il ne reste plus qu à trouver la valeur de cette quantité Z, et à effectuer, s’il est possible, 1 intégration relative à £.
[31.] La série périodique que Z représente, doit être regardée comme la limite de la série convergente X (1 — g)* cos (4»-+-2)/ç, dans laquelle g est une quantité positive, aussi petite qu’on voudra; en sorte qu'en faisant g infiniment petite dans la valeur de cette dernière série, on aura celle de la quantité Z. Or, d’après les règles connues, on a
S(i —sY cos( 4 «- 4 -i)/z
_ g cos 2 II _
I__ i(i_ g) cos4/^-+-(i — gY
et l’on voit que cette fraction devient infiniment petite en même temps que g, excepté lorsque 4 ^Z diffère infiniment peu d’un multiple de ia circonférence, cas dans lequel son dénominateur devient un infiniment petit du second ordre, et la valeur de la fraction, infinie. La quantité Z est donc toujours nulle ou infinie; d’où l’on conclut que si l’on fait
4 l Z = in k z ,
il faudra, dans l’intégration relative à z> prendre successivement pour n tous les nombres entiers et positifs, ou zéro, et n’attribuer à la variable Z que des valeurs infiniment petites, positives ou^négatives : on aura, de cette manière, tous les intervalles des valeurs de z P our lesquels l’intégrale relative à cette variable peut n’être pas égale à zéro.
Les quantités g et z étant infiniment petites, on aura
g cos 2 I z - g cos ri TT , i—2(1— g) cos 4 / 1 gY = g~l~Z' >
1 a valeur qu’on devra prendre pour Z, sera donc
2 _ g cos n> *
et à.cause de dz = ^ en résultera
, / N n'71 -I gt
— cos (* ^-rrjy
^cos n 7r
ç>x' dx f dz ;
la somme Z s’étendant depuis n' zzri jusqu’à n' — o o : on omet le terme correspondant à ;/ = o, lequel est évidemment nul. L’intégration relative à z s’achèvera comme dans le n.° 18 : prenant une quantité positive et intégrant depuis z— — jusqu’à z' — on aura
quantité égale à tt , dans le cas de g infiniment petite ou nulle. On aura donc simplement
« = ^-xf(cos(x'-x)^-
— a 1 tn 1 ’7T 2
— cos vl 7T. cos (a^h- A 1 ) & 4 (px’dx;
ou bien, en mettant^ et fy à la place de et désignant par i un nombre entier positif, et faisant successivement «“ai — i, W — T / nous aurons enfin
« = [ s fi /sin l -f-fy J y)
-a*t(ii —i)* T*
„„„ l 2 '—O™ r (2/—i)xv , \ -Ï
C °S - T7 -y COS y J y) J ;
résultat qui coïncide avec la formule du n.° 27 : les intégrales sont prises depuis y = — l jusqu’à y — -\-l, et les sommes S s’étendent depuis /= 1 jusqu’à i zzzz 00.
[32.] Le cas où les deux extrémités de la barre sont entretenues à des températures constantes et données, mais différentes de celle du milieu environnant, se ramène sans peine au cas que nous venons de traiter. En effet, désignons par 6 la température constante du point E, et par fl' celle du point E'; soit u une fonction de * et t, et U une fonction de * seule; faisons u— U-hu; et après avoir substitué cette valeur dans l’équation (1), partageons-ia en ces deux-ci :
d u' ~~dt
— bu.
De cette maniéré, 1 équation en u aura conservé la même forme que 1 équation en u; de plus, la valeur de U renfermera deux constantes arbitraires, que Ion pourra déterminer par la condition qu’on ait TJ — fl quand x = l, et U =.V quand x~ — l; alors u devra être nulle aux deux extrémités de la barre ; par conséquent sa valeur sera exprimée
j 4 PHYSIQUE
par le second membre de i équation (15), en y mettant fx—U à la place de fx, et représentant toujours par fx la loi des températures initiales de tous les points. Dans ce cas , fx continuera d’être une fonction arbitraire, pourvu seulement quelle soit égale à 0 pour x—l , et à 0' pour xz=. — I.
En intégrant la première des deux équations précédentes, et déterminant les constantes arbitraires comme il vient d’être dit, on trouve
il y/l
-zly/b
d’où l’on conclut
\ir x d x i * a » ços i it ,a / a\
J_! U sin ~i -— — h- iF —
2(2i-i)ffû î sin -
- w r t (ai — 1 *** __ ____ / A' A ^ *
U C0S 2. 1 1 ( 2 i — 1 ) a TT 3 a 2 -4- 4 b l x '
et si l'on forme d’après cela la valeur complète de a, on aura
,A A/\ ytf ^ 2 ( 2 /—I 7ra> sin —-7- -
• 9 -f- 6') e- 1 ' S __lL- e
a 2 tTT x (*i~ !>*
en représentant, pour abréger, par U' le second membre de Iéquation (15)*
Tous les termes de U', et tous ceux des deux sommes X contenues dans cette valeur de u, diminuent continuellement à mesure que le temps augmente; en sorte qu’ils sont tous insensibles et peuvent être négligés, dès que a 1 t vr* est devenu assez grand, par rapport à 4 ^‘î par conséquent, le terme U, indépendant de t f exprime la température
fixe dont celle de chaque point de la barre approche de plus en plus, et dont elle ne différé plus sensiblement au bout d’un certain temps. Les expériences faites sur cet état invariable de la barre , en meme temps quelles serviront de confirmation à la théorie (*), seront aussi très-
propres à déterminer la quantité ~ relativement à la barre dont on
fait usage ; et comme on a ~ — ~~ ( n .° 4 ) , et quon est censé
connaître e et u >, il en résultera une relation entre les deux quantités
y et k , dou l’on déduira la valeur de l’une d’elles, lorsque l’autre sera déjà connue. O11 peut remarquer que cette distribution finale de la chaleur est indépendante de la chaleur spécifique de la matière dont la barre est formée ; car cette quantité, que nous avons représentée par c, disparaît du rapport-^-, et n’entre pas dans l’expression de U.
[33.] Lorsque l’on connaîtra les valeurs de y et k pour deux ou plusieurs barres de même épaisseur et de différentes matières, si on les juxtapose à la suite les unes des autres, le plus exactement qu’il sera
possible, et que Ion entretienne les deux extrémités de la barre totale
à des températures constantes, tous ses points atteindront , après un temps convenable, des températures invariables, que l’on pourra calculer d’avance; et en comparant les résultats du calcul à ceux de l’observation, il s’ensuivra de nouvelles confirmations de la théorie, qui seront sur-tout utiles en ce qui concerne le passage de la chaleur d’une partie a une autre de la barre. Pour cet objet, nous allons déterminer la loi des températures finales , dans une barre formée seulement de deux parties de matières differentes : on verra assez ce qu’il y aurait à faire dans le cas de trois ou dun plus grand nombre de ces parties*
Appelons toujours,j£ £ les deux extrémités de l’axe de la barre;
(*) Traité de Physique de M. BlOT, tome IV, pag. 668 et suivantes.
plaçons fe point O, origine des distances * de ses élémens, au point de jonction de ses deux parties \ supposons que les valeurs positives de x répondent à la partie OE, et les valeurs négatives à la partie OE ; désignons les longueurs de ces deux parties par / et /', en sorte qu’on ait au point £, x = l, et au point E', x =—I'; et soient enfin 6 et ô , les températures constantes et données qui ont lieu en ces deux points.
Lorsque tous les points de la barre seront parvenus sensiblement à des températures invariables, on pourra supposer la différentielle de la température, prise par rapport au temps, égale par-tout à zéro. Si donc on désigné, à cette époque, par U la température qui répond à une valeur positive de x , et si 1 on suppose que les quantités ci et b du n.° 4 se rapportent a la portion OE de la barre, on aura, en vertu de l’équation (i),
J 1 u b rj
—r\ - — —— U zzz o ;
d'où l’on tire, en intégrant,
A et B étant les deux constantes arbitraires. En déterminant l’une d’elles de manière qu’on ait U = 0 , quand x — l, la valeur de U prendra la forme
C étant toujours une constante arbitraire. De même, en désignant par U' la température finale qui répond à une valeur négative de x, par a et b' ce que deviennent a et b relativement à la portion OE' de la barre, et par C' une autre constante arbitraire, nous aurons
Pour achever fa solution du problème, if ne reste plus qu’à déterminer ces deux constantes C et C'. Or, d’après ce qu’on a démontré dans le n.° io, on doit avoir au point de jonction des deux parties de fa barre, ou pour x = o, ces deux équations :
la mesure de fa conductibilité de la matière étant k dans fa partie OE , et k’ dans la partie O E' . La première équation donne C=C En substituant les valeurs de U et U' dans la seconde, et faisant x~o après les différenciations, il vient
/ lj/b -//a / -/yJ' /yj' x
26 [e a -f~g « JC k y /b 2 Û' [e ~\~€ a' )Ç k' y/b'
* a —/' y /b' I y/fi' * a *
équation d’où l’on tirera la valeur de C, lorsque les quantités 8, fl', l, ï , , ~7-, Æ et A' seront données numériquement.
Cette quantité C n’est autre chose que la température du point O dans l’état final de la barre ; en supposant donc qu’on l’ait déterminée par l’observation, l’équation précédente fournira le moyen de calculer la valeur de l’une des deux conductibilités k et k', lorsque l’autre sera
déjà connue, et qu’on aura préalablement déterminé les rapports —-
et -TT-.
Par une analyse semblable à celle qui nous a servi dans le cas de la barre homogène, nous aurions pu déterminer en fonction du temps, XIX/ Cahier. H
les températures variables des points d’une barre composée de deux ou plusieurs parties de matières différentes ; mais comme une question de la même espèce et susceptible d’applications plus utiles , sera l’objet du §.. VII. e de ce Mémoire, nous nous sommes bornés à considérer l’état final d’une barre de cette nature. Nous terminerons ce §. par quelques nouvelles remarques sur les formules qui servent a exprimer les fonctions arbitraires en séries de quantités périodiques.
[ 34 -] Faisons / = o dans la valeur de u du n.* 32; il en résultera une expression de f x, que l’on pourra écrire de cette manière :
fx = q e — f'0' H-s(sin s * n ~j~ f y -x)
/ (2Î-i)t* ri
- S ( cosJ - Tl - J-T
en faisant 4 /* b — m* a , et, pour abréger,
2 /" 7T (—i) 1 sin
_ p — ni
pour plus de simplicité, on a réuni en une seule les deux séries qui entraient dans chacun des coelficiens de 0 et Ô', ce qui n’empêche pas les sommes £ de s’étendre toujours depuis /— 1 jusqu’à /= 00.
D’après l’équation (13) obtenue précédemment (n.° 27), la partie indépendante deôet de 0', dans cette nouvelle formule, représente fx pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites dt/; de plus, cette même partie est composée de termes qui s’évanouissent tous à ces deux limites, où l’on doit avoir/* nn ô et f x—T : il est donc nécessaire qu’on ait <7 = 0 et q'= o pour toutes les valeurs de * >—/ et < 1 , q—i et q =. 0 pour * —I, et enfin q — o et / =— 1 pour
x ~~ É On vérifie les deux dernières conditions à l’inspection des valeurs de q et q' ; quant à la première, elle résulte, en effet, de formules connues (*), suivant lesquelles on a q-zzo toutes les fois qu’on
suppose —<1, et q' — o, quand * ■■ <1, abstraction faitedu signe.
Ainsi Ion voit qu’en ajoutant la quantité qQ — q' ô^u second membre de 1 équation ( 1 5 ), il deviendra propre à représenter fx depuis — l jusqu à xz—/, lorsque cette fonction ne s’évanouira pas à ces deux limites. O11 peut, au reste, donner à m telle valeur réelle que l’on voudra; et même on peut mettre m- j/HIT à la place de m, pourvu qu on ait alors m < 1. En faisant m — o, on aura les expressions les plus simples que l’on puisse prendre pour q et q' , savoir :
zl
IT
sin
i TT (x — / )
Tl
[ 35 *] Si l’on fait, dans ces diverses formules, /— x=i, 1 — y^t ,
~~j~~ — à'* "7~ = — t)=zz<ÿt, et, par conséquent, f[l — y) zzz
<p 1 , on aura
q>t=qQ— /ô'-f- JL. S 1 sin cl/' . q>/' dt' j sin et/
v s (y' Q / s * n (**' — 7^) • Qt' dt'^j sin (et t —I h ),
1—--— S— sm x /«-.
' =_£*_ii_ simî
sin /et;
la variable et croissant par des différences constantes et égales à h, et les sommes S s’étendant depuis et —h jusqu’à et=oo.
(*) XVIII.* cahier de ce Journal, page 311, équation (19).
Cette expression Je <p t conviendra à toutes ies valeurs de t, depuis /zr o jusqu a t= 2 /; elle subsistera donc pour toutes les valeurs positives de cette variable, lorsqu’on fera /“ 00. Dans ce cas, la différence h deviendra infiniment petite : on fera donc h — dcL, et l’on changera les sommes X en intégrales relatives à cl. On aura d’abord
quantité évidemment égale à l’unité pour /z= o , et qui devra être nulle pour toute valeur positive de t : cela est effectivement vrai ; car, en supposant t>o, on a, d’après une formule connue,
/ oo 1 . a.t , ro o sin cl t ,
— sin — d au = / - d cl —
O CL 2. J O CL
Quant à l’autre quantité q', 011 peut en faire abstraction dans le cas actuel, puisqu’elle n’a de valeur qu’à la limite /zz:2/=oo. Nous aurons donc simplement
-t- ~ff ■-sin a,/sin <Lt'. (pt'dtda; (i y)
les intégrales étant prises depuis ct= o , t'zzzo , jusqu’à cl— 00, t'—oo.
Cette nouvelle formule sera très-propre à représenter une fonction quelconque du temps, dans une question de mécanique, ou dans un problème relatif à un phénomène quelconque, où le temps sera compté à partir de l’origine du phénomène, et ne devra recevoir, par conséquent, que des valeurs positives, qui pourront s’étendre depuis t~o jusqu’à t=oo. Nous aurons occasion, dans la suite de ce Mémoire, d’indiquer un exemple de cet usage de léquation (17) |*).
(») On peut aussi l’employer à la détermination de quelques intégrales définies; mais celles que l’on en déduit, sont déjà connues par d’autres moyens. Si l’on fait, par exemple <p t = e~ l , on aura 9 = i et ^ 1
/ 'CO — /' , . a,
c sin a. t dt =rr -- •
0 i H- CL 1 7
[36.] Observons enfin, relativement à toutes les formules de cette espèce, qu elles peuvent facilement s’étendre à des fonctions d’un nombre quelconque de variables. Ainsi, en supposant qu’on veuille représenter /(*, x') pour toutes les valeurs de * et qui ne sortent pas des limites x zzz zt: /, x z=z±l , on mettra d’abord cette fonction à la place de fx dans l’équation (16); ce qui donnera
f(x,x) — qf{l, x ) q l,x ) -f- - - X £ si n si n f[y, x) dy J
( 2 i — j)tt:
Au moyen de la même équation (i 6 ), on formera les valeurs de fV’*')>/{ —1 .x') et f[y, x' ) ; si on les substitue ensuite dans celle de/(x, x' ), on trouvera
“t* T 2 f[pf(y- l ')-p'f[y>-ï) ] idy
•+■ ~TF 2 2 Sff (y-y) 1 1' J y J y ' ;
en faisant, pour abréger,
i iry
• i' * y' . i' TT x'
sin— l r— si/1——
sin —7^ sin cos —— '-lll- cos J 2 *— 1 ) _ ,
■ COS cos ±zi--,)rx- .
et l’on tirera de I équation (17):
rco*ù**tLdtL-Bz roc t t -,
J O \ CL J o a CL - 1 - e .
résultat qui devra subsister pour toutes les vaU»,,-* r ^
, ^ , r T . . ies va,eurs positives de t, y compris/ = 0. Cette
valeur connue se présente ordinairement sous la forme : * 1 *
/ OO tfsinïi .
-— dcL=zJL
o 1 H- cl* a c j
niais alors elle n’a pas lieu pour le cas de * — 0 ,
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et prenant les intégrales depuis y = — 1 , y'=.z — l', jusqua y~-t-l, y' —-t-l', et les sommes S et S' depuis i= i, i'zzz i, jusqu’à iizzoo, i'z=:oo : les quantités q et q sont les mêmes que plus haut, et p et p' sont des quantités semblables qui expriment ce que deviennent q et q lorsqu’on y change ,v et / en jc' et
On voit ce qu’il y aurait à faire, s’il y avait trois ou un plus grand nombre de variables x, x' , x", &c.; et l’on conçoit aussi que l’on pourrait construire des formules dans lesquelles les limites des valeurs de * seraient des fonctions de a*', x" , &c., celles des valeurs de x' des fonctions de x" , &c., et ainsi de suite. Mais ces formules générales seraient très-compliquées; l’exemple précédent suffit pour montrer comment on obtiendra celles dont on aura besoin dans des questions particulières.
s. III.
Distribution de la Chaleur dans un Anneau homogène et d'une épaisseur constante.
[37.] ^ en n’exige nécessairement, dans tout ce qui précède, que la barre dont il est question soit prismatique ou cylindrique, comme nous l’avons supposé pour fixer les idées. On peut courber cette barre de manière que ses arêtes et son axe deviennent des lignes quelconques ; les résultats que nous avons obtenus subsisteront encore, pourvu que les sections de la barre perpendiculaires à son axe continuent d’être égales entre elles dans toute sa longueur, et que les distances a relatives à ces différentes sections soient comptées sur l’axe curviligne à partir d’un point fixe O . Pour que les formules précédentes s’appliquent immédiatement à cette barre curviligne, on prendra pour le point O celui qui partage la longueur de l’axe en deux parties égales; et, en appelant 2/ cette longueur totale, les deux extrémités E et E' de la barre répondront, comme précédemment, à a “H-/ et * = — A
Maintenant, si ces deux points E et E' viennent à se réunir en un seul, l’axe deviendra une courbe fermée, et la barre se changera en un anneau d’une épaisseur constante. L’anneau que nous voulons considérer dans ce §. peut donc être regardé comme une barre curviligne dont les deux extrémités sont coïncidentes. Cette circonstance donne lieu à de nouvelles conditions, qui remplaceront celles qui avaient lieu aux extrémités rayonnantes, et qui modifieront la forme de la quantité u en fonction de x et de /. Cette quantité, représentant la température en un point quelconque, devra avoir, dans le cas où les deux points E et E n’en forment plus qu’un seul, des valeurs égales pour
* = —/ et xzzn-\~l : il en sera de même à l’égard de et de tous les autres coefficiens différentiels de u par rapport à x ; mais nous n’aurons besoin, comme on va le voir, que de l’égalité des deux valeurs
de jointe à celle des valeurs de u. Dans ce cas d’une courbe fermée, on pourra prendre tel point qu’on voudra pour le milieu O de laxe; mais ce point étant fixé, celui qu’on regarde comme le point de jonction de ses deux extrémités sera aussi déterminé : ce sera celui dont la distance au point O, comptée sur cette courbe, est égale à la demilongueur de la circonférence.
(38.) Cela posé, faisons successivement x =. I et x =—/, dans les valeurs de « et ^ du n.° 1 6; nous en conclurons, d’après ce qu’on vient de dire,
J e A “ ‘ fydy—Je 4ui ' fydy»
4 “‘ dfy = /. 4 -*. ifji
équations qui devront avoir lieu pour toutes les valeurs de r, et dans lesquelles les intégrales sont prises depuis y = — 00 jusqu’à y — 00.
Sans changer ces limites, on peut mettre à la place dey, dans les pre-
miers membres, et dans les seconds , y — /; on aura alors
S e 4a Fydyzzz o, f e 1 d F y o,
en faisant pour un moment
f(?-h!)—f(y — !)=;Fy.
Les exponentielles contenues sous les signes / sont les mêmes pour y et pour — y; il faudra donc, pour que les intégrales soient milles, quelle que soit la valeur de t, que l’on ait
F,-VF (-,)=. o, ^-^=21 = 0,
en observant que ifdL devient — d -ff—dl
1 a y dy
de y. Si l’on intègre la dernière équation, Fy— F{—y) = o
, quand on y met — y à la place on aura
on n’ajoute pas de constante arbitraire, parce que la différence Fy — F ( — y) s’évanouit quand on a;zzo. De là et de la première des deux équations précédentes, il résulte Fy -z o et F (— y) = o ; mais la seconde condition est une suite de la première, qui a lieu pour toutes les valeurs de y, positives ou négatives ; si donc on remet pour Fy ce qu'elle représente, on aura cette seule équation
qui devra suffire pour déterminer complètement fy, lorsque cette fonction sera donnée depuis y zz — / jusqu’à jr — /.
En effet, la caractéristique <p indiquant une fonction qu’on suppose nulle pour toute valeur de la variable non comprise entre ± 1 , et // étant un nombre entier ou zéro, il est aisé de voir que la solution la plus générale de l’équation précédente est
fy =Z<P j>4- 2///);
en étendant la somme X à toutes les valeurs de n, depuis nz=z — oo
jusqu à // :zz 00. Or, si l’on fait y = x, et qu’on suppose * < / et > — l, cette somme se réduira à un seul terme, et l’on aura fx z=z Cp.v ; cette fonction cpx sera donc connue, puisqu’elle est égale à celle qui exprime la loi des températures initiales dans toute l’étendue de l’anneau ; donc aussi fy sera connue par l’équation précédente , pour toutes les valeurs réelles de;r, depuis y = — 00 jusqu’à y = -\- 00. La courbe discontinue dont^y est l abscisse et fy l’ordonnée, sera formée d’une suite non interrompue de portions de courbes, égales entre elles et placées toutes de la meme manière, par rapport à l’axe des abscisses, et chacune de ces portions sera la courbe qui représente la loi des températures initiales.
(390 En substituant cette expression de fy dans la valeur de u donnée par l’équation (5) (n.° 16), nous aurons
“ = "V~ 2 /r [f-Z cos Ü— *k-<P0'-+-2»/)‘0’] e~ a ' ,z ' d Z ;
et si nous faisons y-\- 2 ;// = cette expression deviendra
" ==± 7~ S JT [/cos {x’—x — z n /) z .<p x 'dx'] .-**'*■ d Z .
Les limites de l’intégrale relative à *' seraient db 00, comme par rapport à y; mais il suffira d’intégrer depuis x'zz:— / jusqu’à x puisque, hors de ces limites, on a <fx' = o. De plus, je sépare le terme de la somme S qui répond à n — o, et je réunis en un seul terme celui qui répond à H— // et celui qui répond à — n ; j’ai alors
ü == ~ 1 T~ ^fo [fh cos(x — x:)z.<px' Jx ,y J Ze- a ' tz ' di> en faisant, pour abréger,
H 2 £ cos 2 tili — Z
et n etendant plus la somme X qu’aux valeurs positives du nombre tt, depuis //= 1 jusqu’à /; = 00.
XIX* Cahier.
Pour obtenir la valeur de Z, je désigne par g une quantité positive aussi petite qu’on voudra, et je considère la série convergente
i -I- 2 S ( i — g) n cos 2 /i II,
dont Z sera fa limite par rapport à g; en sorte que fa valeur de Z résultera de celle de cette série, en y faisant g infiniment petite. Or, on a , par les règles connues.
i H- 2 2 (i — g) u cos 2 nli :
- 2 (l —g) cos 2l Z -t- (l — g y
quantité qui devient infiniment petite avec g, excepté lorsque 2/3 diffère infiniment peu d’un multiple de la circonférence, cas dans lequel cette meme quantité devient infinie. Ce ne sera donc que pour ces intervalles des valeurs de 1, que l’intégrale relative à cette variable qui entre dans l’expression de u, pourra ne pas être égale à zéro; donc, pour obtenir cette intégrale, dont les limites sont zéro et l’infini, il faudra faire
ll=Z 2 / TT
prendre successivement pour/, zéro et tous les nombres entiers et positifs, et ne donner à 1 que des valeurs infiniment petites, positives ou négatives : dans le cas de i zz o, on ne donnera à 1 que des valeurs positives, afin que les valeurs correspondantes de 1 le soient aussi.
En traitant ainsi 1 et g comme des quantités infiniment petites, on aura d’abord
et ensuite
U = "TT" 2 \_fh cos(*'— x) ~.Qx </*']
On verra, comme dans le n.° 3 1, que l’intégrale, relative à 1 est égale à tt, excepté dans le terme de la série qui répond à / =z o, pour lequel cette valeur est réduite à 7r. En séparant donc ce terme des
autres, et mettant a fa place cfe <p x', fa fonction fx qui résulte de Jetât initial de 1 anneau, nous aurons définitivement
u — dx-t- — t — S (y:os (x — x) y .fx' dx'^e
la somme S s’étendant depuis /' = i jusqu’à /' = oo, et les intégrales étant piises depuis .v = / jusqu à x zr-t- /, c’est-à-dire, dans toute
l’étendue de fa circonférence de l’anneau.
On vérifie immédiatement que chaque terme de cette expression satisfait à 1 équation (1), comme aussi à l’égalité des valeurs de u, et
à celles des valeurs de ~ , qui répondent à x- = / et * = — 1 .
[ 4 °.] Lorsqu’il n’y a pas de rayonnement extérieur, on a h — n et la valeur de u tend continuellement vers une limite indépendante du temps, savoir :
■Tiff*' d *’
limite qui est la même pour tous les points de l’anneau , et égale à la moyenne des températures initiales ; ce qui tient à ce que l’anneau conserve, dans ce cas, toute la chaleur qui lui a été primitivement communiquée.
Quand, au contraire, le coefficient h nest pas nul, la valeur de u diminue indéfiniment ; mais , comme les termes de la somme 2 décroissent inégalement vite , il existe un état final de l’anneau qui précède son refroidissement total, et dans lequel, en général, le terme qui répond à i — 1, a encore des valeurs appréciables, tous les autres étant déjà sensiblement nuis : on a donc alors, à très-peu près,
/«• (*—*') r fx'-^r
En mettant l —h •** a la place de x, et désignant par v la valeur correspondante de cette température finale, 011 aura
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v = ~^J~J'f x ^ x ' — e ~ bt e 1 f c °s( Y — *j)-y -.fx'dx, et par conséquent
«+ fz= — L —Jfx dx ;
quantité indépendante de x ; ce qui montre que la somme des températures de deux points opposés de i’yineau est la même dans toute son étendue, lorsqu’il est parvenu à l’état dont il est question : on entend ici par points opposés, ceux dont la distance, comptée sur l’anneau , est égale à la moitié de sa circonférence. Cette propriété curieuse de la loi du refroidissement final a été remarquée par M. F ourler, qui s’en est servi pour déterminer par l’observation la valeur numérique du coefficient b.
Si l’anneau était entretenu, en un de ses points, à une température constante, ce serait le cas d’une barre dont les deux bouts ont des 'températures constantes et égales entre elles : la loi des températures finales sera donc exprimée, dans ce cas, par la valeur de U du n.° en y faisant 6' izz G; ainsi, l’on aura
( x Vb — x Vb \
Hl ~ lVb
L’observation de cet état final de l’anneau pourra donc servir à déterminer le rapport ; or, on a ( n. ü {)
b _ yt
les valeurs de et b étant donc connues par rapport à l’anneau soumis à l’expérience, on conclura de ces équations la quantité y relative au rayonnement de sa surface, et la conductibilité k de la ma-
tière dont il est formé, pourvu que ion connaisse déjà la chaleur spécifique c de cette matière. Cest par cette méthode que M. Fourier a déterminé la conductibilité du fer forgé (n.° 7), et il serait à desirer que les physiciens en fissent l’application à d’autres substances solides.
Tous les points de l’anneau étant parvenus à des températures invariables, si l’on cesse d’entretenir l’un de ses points à la température ô, et qu’on veuille déterminer la loi du refroidissement de l’anneau , ou prendre, dans ce cas, cette valeur de U pour la fonction arbitraire fx; 011 aura alors
IVb —IVb
par conséquent, dans l’état de l’anneau qui précède son refroidissement total , la somme des températures des points opposés sera exprimée par
IVb
-IVb
-jvr
IVb
-IVb
ce qu’on pourra vérifier par l’expérience.
s. IV.
Distribution de la Chaleur dans une Barre homogène qui rayonne par ses extrémités dans un milieu dont la température varie avec le temps .
[ 4 l.] Reprenons le cas d’une barre non rentrante sur elle-même, et cherchons à déterminer l’influence de la variation de température de
ses extrémités, sur la distribution Je la chaleur dans toute son étendue. Sans autre difficulté que la longueur des calculs, l’analyse que nous allons exposer pourrait s’appliquer au cas général où les deux bouts de la barre rayonnent inégalement dans deux milieux dont les températures sont variables et exprimées par des fonctions différentes du temps; mais pour ne pas donner trop d’extension à ce Mémoire, nous nous bornerons à considérer un cas particulier de cette question, le seul, au reste, qui soit susceptible d’applications utiles. Nous ferons d abord abstraction du rayonnement latéral; nous ferons donc bzzno dans l’équation (i), ce qui la réduit à
~dT ü * (0
Nous supposerons ensuite que l’extrémité E de la barre rayonne dans un milieu* dont la température varie avec le temps suivant une loi donnée , et qu’à partir de ce point E , la barre se prolonge à l’infini dans un seul sens, en sorte que nous n’aurons point à considérer son autre extrémité E\ Nous fixerons au point E l’origine des distances .y, qui s’étendront alors depuis xzrzo jusqu’à x = ^oo; de plus, nous désignerons par <J> t la fonction du temps qui représente la température du milieu ; et en observant que l’intensité du rayonnement est propoitionnelle à chaque instant, à l’excès de la température de la partie îayonnante sur celle du milieu dans lequel elle rayonne , la première équation (2) du 21. 0 8 sera remplacée par celle-ci :
J dT — (2)
laquelle aura lieu pour x zz: o.
Il est évident que la question dont nous allons nous occuper sera encore la même, si, au lieu de la barre que nous supposons, il s’agit d'un corps homogène de dimensions infinies, ou du moins trèsgrandes, terminé par un plan dont tous les points ont des températures égales et rayonnent également, et dans l’intérieur duquel la
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température es 1 la meme pour tous les points Je chaque section parallèle a cette suiface rayonnante, Je manière qu’elle ne varie d’un point à un autre qu à raison Je la distance à cett-e même surface. La valeur de u en fonction de * et de / que nous obtiendrons, pourra donc servir à représenter, en chaque lieu de la terre, les variations de température des points de son intérieur, correspondantes à celles de sa surface ; et cette formule conviendra, en général, à toute profondeur où la matière des couches terrestres n’aura pas sensiblement changé de nature , et où la grandeur de leurs rayons permettra de les considérer comme planes. On prendra alors pour c pt la température du milieu dans lequel la terre rayonne; mais cette température ne sera pas toujours celle de 1 air atmosphérique en contact avec sa surface dans le lieu donné ; car, d’après la théorie de la rosée, maintenant admise par les physiciens , on sait que la terre peut rayonner dans l’espace , quoique sa température soit à plusieurs degrés au-dessous de la température de l’air qui lui est juxtaposé. Au reste , nous ne ferons qu’indiquer cette application de la théorie de la chaleur, et nous n’insisterons pas sur tous les points de physique qui s’y rapportent ; notre but, dans ce Mémoire, étant seulement de résoudre d’une manière générale des problèmes relatifs à la distribution de la chaleur dans les corps solides.
Observons encore, avant d’aller plus loin, que, d’après la remarque du n.‘ p, la fonction <f t ne doit pas représenter la température du milieu environnant, dès le premier instant du rayonnement du point E: pour une entière exactitude, il faut que q> t soit composée de deux parties, dont l’une représentera cette température, et l’autre sera une fonction du temps, qui pourra avoir une valeur quelconque quand t= o ’ e P oc I l,e 011 nous supposerons que le rayonnement commence, mais qui décroîtra très - rapidement, et sera sensiblement nulle après un très-court intervalle de temps.
[42.] Pour résoudre simultanément les deux équations (i) et (a), nous commencerons par donner à <p t une forme particulière, à i a -
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quelle nous ramènerons ensuite la forme générale de cette fonction. Soit donc
t z=z A sin ( et t -t- g ),
A, a et s étant trois constantes données. Faisons, dans ce cas,
u — u -H A'sin (ce/-h g) -H X' cos [ctt - 1- e) ;
u ', X et X' étant des quantités indéterminées, dont la première est fonction de x et t, et les deux autres ne dépendent que de x. Substituons cette valeur dans l’équation (i), et supposons qu’on ait d’abord
du’ i d* u '
il faudra qu’on ait en même temps
clX — a'dL*L- — 0 , a, X '-+- a ~A~ — o. (18)
d x* dx x
Substituons cette même valeur de u et celle de cp t dans 1 équation (2), et supposons encore
quand x zz: o ; il s’ensuivra aussi
4r —0(X—A) = O. d*-. -/3X' = o, (ip)
pour xrzzo. D’après la forme des deux équations en u , et en considérant que la barre s’étend à l’infini , à partir du point E qui répond à x zzz o , on voit que la valeur de u aura la même forme que la valeur de u du n.° 26; ainsi, en désignant par f'x la valeur initiale de u , sauf à la déterminer par la suite, nous aurons
« =-/. - \-+t> -[tfo ™v-f > J y /3/7 0 sin iy-J'y dy) e ~“ d l-
Quant aux valeurs de X et X' , en intégrant les équations (18) , et désignant (es constantes arbitraires par C, C, C" et C", on a
X =[Csin-l y/ï <7 cos ^
Ces deux quantités doivent être milles à l’autre extrémité de fa barre, où ion a x = 00 ; fes exponentielles dont les exposans sont réels et positifs, doivent donc disparaître de leurs expressions ; ainsi cl et a étant des quantités positives, il faudra quon ait.C'zno, C"'= o. On déterminera les deux autres constantes C et C, au moyen des équations (ip) ; substituant ensuite leurs valeurs dans celles de X et X' , on trouve
* , d VI
et en faisant, pour simplifier ces valeurs,
XXj ±jA
elles deviennent
XIX, e Cahier .
A fi e
=rV\
rCOijy^+i»),
AT
-A fie
— s '"(tV / Î + i ') ;
d’où il résulte
A@>e a 2 sin^/-f-e—
X sin lœt-t-e)-hX cos~* ■ , . _ .... •
Soit maintenant u "=^fx la valeur initiale et donnée de u’ t en faisant
t — o , nous aurons
mettant donc / à la place de x, on tirera de là la valeur de /' y , que l’on substituera ensuite dans celle de u ; et celle-ci ne contenant plus que des quantités connues, nous aurons
Afie a ^ sin(»< + f-7|/^-«)
pour la valeur cherchée de u .
[43.] La première partie de cette valeur nous montre que chaque inégalité périodique que l’on suppose dans la température extérieure , en produit une de la même période, qui s’étend suivant toute la longueur de la barre : le temps de cette période étant désigné par t, on a
et/'zrr 2 cr, en sorte qu’il est en raison inverse Je la grandeur de <t. Relativement à ces variations de température, on voit, i. quà raison
de l’exponentielle leur amplitude décroît de plus en plus à
mesure qu’on s’éloigne du point E; 2. 0 que cependant les inégalités dont la période est la plus longue, décroissent moins rapidement, et peuvent être encore sensibles à des distances ou les inégalités a courtes périodes ont déjà disparu; 3-° que ce decroissement est aussi d’autant moins rapide, que la quantité a, dépendante de la matière de la barre, est plus considérable; 4-° q ue Ie maximum de chaque inégalité arrive à des époques différentes , dans toute la longueur de la
barre, car il a lieu lorsque l’angle a,t-4-e — j/”- " est un
multiple impair du quart de cercle, ce qui dépend de la distance .v.
Dans ses Recherches sur la The'orie de la chaleur, M. Fourier a développé très en détail les diverses circonstances de ces inégalités de température, que nous ne faisons ici quindiquer dune maniéré succincte.
[ 44 *] Quant à la partie u, elle se partage elle-même en deux portions; l’une dépendante de l’état initial de la barre, et 1 autre, de la variation de la température extérieure. Nous appellerons celle-ci T, et en effectuant la substitution de la valeur de f y dans celle de u ; nous aurons
/_ r r(zco*z*+M n z*)U C 0 *zy-*-& s ' n iyL fydyd? 4- T,
U — Æ* Hr V . 7
_ 2 A P> r r (^cos 7 y-H/Ssin^x)^'cos^y-h/asin^y) ^ _ 4 1, z « ZZ y/t . / y -/*
u—e)dy di;
les intégrales étant prises depuis y = o , z=o , jusqu’à;’—00, z—OO. L’intégrale relative à y qui entre dans la valeur de T, peut facile-
ment sobtenir par les règles ordinaires; mais cette intégration conduit à un résultat très-compliqué, que nous nous dispenserons d’écrire. L’intégrale relative à j ne peut s’obtenir que par approximation; et quand le temps t est devenu très-grand, elle se réduit en une série ordonnée suivant les puissances descendantes de t, qui peut servir à cet objet. En effet, en développant suivant les puissances croissantes de £, on a (l co ?e*-+- ftsin^x) (icos-^y -
P, P', P", &c. étant des coefficiens dont il sera facile de former les valeurs : d’ailleurs, n désignant un nombre entier et positif, on a aussi
fl
zaVt
nous aurons donc
( 7 CfôS£x-t-jSsin£x) (^cos^y-
fi*
-/Ssin^v) - a x tf
-V-rü- e
2aVt a* t*
série qui sera très - convergente , quand fe temps î sera devenu trèsgrand, en remarquant toutefois que , comme la variable * entre dans ies numérateurs de ses termes, il faudra, pour cette convergence, que t soit d’autant plus grand que cette distance * sera elle-même plus considérable. Au bout d’un temps infini, la quantité T sera égale à zéro; mais si l’on veut savoir ce quelle devient avant de s’évanouir entièrement, ou connaître la loi de ses dernières valeurs, il suffira de conserver le premier terme de cette série; et comme on a
~ fi x ) ( 1 -ï-fiy)
P zzz —
il en résultera
A ( 1 -+- fi x)
2fia z t y /irt yé ôïfffdTfalf-fi 4
Or, on trouve; par les règles ordinaires,
e a ^ sin i ) dy = T"[( /3 ' + "rV / î) C0S (“ —e )-*—f l/î sin
donc , en remettant pour cos co et sin o>, leurs valeurs, nous aurons
rji _ ( 1 -4-Æx ) A cos e
2 a.(è>atVlTt *
ce qui montre que les valeurs finales de T suivront fa raison inverse de la puissance ~ du temps.
La première partie de la valeur, de u s’évanouira de meme au bout d’un temps infini; mais la loi de ses dernières valeurs dépendra de celle des températures initiales de la barre, et sera, en général, différente de la loi des dernières valeurs de T. Supposons, par exemple, que tous les points de la barre avaient, à l’origine, des températures égales et représentées par la constante C. Nous ferons alors fy=C; et comme on a, par les formules connues,
J 0 cos zy <ty = o, sin zy <iy = f »
cette partie de u deviendra
f 00 2 cossx-t- sin zx f
développant suiyant les puissances de on a
Z cosz* + P> sin zx _ i-4-/3x _ p
donc, en ne conservant que le premier terme,, et observant que
zaVt >
— ~a( 6 VT ( ~'
nous aurons
Cette valeur finale fie la première partie fie u , étant seulement en raison inverse fie fa racine carrée fiu temps, décroîtra moins rapidement que celle fie T, et elle pourra être encore appréciable à une époque où cette dernière sera déjà entièrement insensible.
Comme a et /3 sont toujours fies quantités positives, les températures finales fies points fie la barre seront fie même signe que sa température initiale C, et, abstraction faite fiu signe, elles croîtront, dans toute sa longueur, proportionnellement à la distance au point E, ou à fa variable .y. Cette quantité C sera positive ou négative, selon qu’à l’origine la température fie la barre était plus élevée ou moins élevée que la moyenne fies températures extérieures, laquelle moyenne est le zéro fie l’échelle thermométrique : en effet, elle est égale à l’intégrale JA sin (cl t-{-e)dt, prise dans toute l’étendue d’une période fie ces températures, c’est-à-dire, depuis cLtz=zo jusqu’à outzzz 2 7 r, et divisée par sa durée - 27r — ; ce qui donne zéro pour résultat. On peut voir, dans les Annales de chimie fiu mois d’avril 1820, et dans la Connaissance des temps pour l’année 1823, les inductions que M. Fourier et M. Laplace ont tirées de cette loi fies températures finales, relativement à l’état actuel fiu sphéroïde terrestre.
[ 45 -] Maintenant, au lieu d’un seul terme périodique, supposons que Qt en contienne un nombre quelconque, et que cette fonction soit ainsi exprimée :
Çt zzz A sin (ût/-f-g)-H/ 4 , sin (cc'M-g')~M"sin (<*/ , '/-4-e")-f-&c. ;
A, A' &c., oc, oc ' &c., e, C, &c. , étant fies constantes données. O11 considérera successivement tous ces termes, et chacun d’eux produira fieux termes distincts dans la valeur fie u ; fun périodique et semblable à celui que nous avons examiné dans le n.° 43 » et l’smtre non périodique et semblable au terme que nous avons désigné par T : ajoutant ensuite tous ces termes à la partie de u qui dépend fie l’état initial fie la barre, on aura l’expression complète de u correspondante à la valeur
de cj>/ qu’on a supposée. La meme chose aura encore lieu lorsque ces termes seront en nombre infini, et représenteront les élémens infiniment petits dune ou de plusieurs intégrales définies; seulement il arrivera alors que les sommes des termes correspondans de la valeur de u seront aussi exprimées par de semblables intégrales. Or, d’après l'équation (17) du 11. 0 3 5 , on peut décomposer une fonction quelconque Q t en une infinité délémens de cette forme; on pourra donc aussi exprimer, sous forme finie, la valeur de u en fonction de .v et /, dans le cas général où la température extérieure est représentée par une fonction du temps entièrement arbitraire. Ce sera la solution complète du problème que nous nous étions proposé de résoudre (n.° 40 » et sur l ec l ue l nous nous abstiendrons d’entrer dans de plus grands détails.
Équations différentielles du Mouvement de la Chaleur dans un corps solide de forme quelconque.
[ 46 .] Soient x, y , £, les trois coordonnées rectangulaires d’un point quelconque M, appartenant à la masse du corps, et situé à une distance de sa surface plus grande que celle à laquelle s’étend le rayonnement intérieur. Soit M' un autre point voisin de M, et jla distance mutuelle de ces deux points, qui sera supposée plus petite que l’étendue sensible de ce rayonnement. Représentons par x-+-x', y-hy', Z-+-Z * les coordonnées de ce second point; en sorte que x', y', C soient les coordonnées de M , rapportées au point M, comme origine, et, par conséquent, des quantités très-petites, comme la distance s. Partageons le volume entier du corps en élémens infiniment petits dans leurs trois dimensions, et désignons par dv et dv' les élémens qui répondent aux points M et M'. Désignons enfin par u et u' les températures qui ont lieu en ces mêmes points au bout du temps quelconque t; de manière
que u soit une fonction des quatre variables t, x, y, £, et u la même fonction de t, x-t-x', y-+-y',
L’action échauffante de i élément dv sur i élément dv, pendant 1 instant dt, produira dans dv une augmentation de quantité de chaleur qui sera proportionnelle à la durée de cet instant, à chacun des deux volumes dv et dv', et à l’excès de la température de dv' sur ceiie de dv, et qui aura en outre pour facteur la fonction de la distance, qui exprime la loi du rayonnement intérieur dans la matière dont le corps est formé. Si donc on représente ce facteur par P, cette quantité de chaleur sera exprimée par
P (u — u) dv dv dt.
On en déduira la quantité totale de chaleur que l’élément dv reçoit, pendant 1 instant dt, de tous les élémens qui l’environnent, en intégrant cette expression différentielle par rapport aux variables x, y, etendant l’intégrale à toute la sphère d’activité du rayonnement intérieur autour du point M ; donc, en désignant cette quantité totale de chaleur par ^ dv dt, on aura
^ dv dt = dv dt f P (u — u) dv, ou fji = f P (u — u) dv.
Pour effectuer l’intégration indiquée, je développe u'—u suivant les puissances de x, y, £, ce qui donne la série
qui ne pourra manquer detre très-convergente, à cause de la petitesse des variables x, y, z- A ces trois coordonnées du point M', nous substituerons ses trois coordonnées polaires s, 0 et ^, en désignant par 0 l’angle compris entre son rayon vecteur j et l’axe des Z , et par ^ l’angle compris entre la projection de ce rayon, sur le plan des x , y , et l’axe des x ; nous aurons alors
Z 1 — s cos fl, y =s sin 6 sin x‘ = s sin 6 cos 4/;
1 expression différentielle de l’élément dv sera, comme on sait, dv = r* sin ô ds fffl d
et, pour étendre l'intégrale à toute la sphère d’activité du rayonnement intérieur autour du point M, il faudra d’abord intégrer depuis fl = o jusqu’à â = vr, et depuis 4, —o jusqu’à 4, =3 2 te. Quant à l’intégrale relative à 1, on devra la prendre depuis s — o jusqu’à la limite de ce rayonnement; mais cette limite nétant pas une quantité déterminée quon puisse faire entrer dans le calcul, et d’ailleurs P étant une fonction de s, dont les valeurs sont tout-à-fait insensibles à cette même limite et au-delà, on pourra étendre les intégrales des quantités qui ont P pour facteur, depuis s= o jusqu’à j=oo, ainsi que cela se pratique dans toutes les questions de la même nature ( n.* 4 ).
Cela posé, on aura
//V sin 0 dù <4=0, ffy' sin 6 M 4=o, ff{ sin 6 db 4 = o; f/xy sin fl db J-l—o , //V sin 0 db d^= o, ff / Z ’ sin 0 db df~o ; et généralement
ff x ,n y »' î n " sin G dô =
toutes les fois que l’un des trois nombres entiers et positifs //, ri\ ri', sera un nombre impair. On trouvera ensuite
ff x ‘ Sin Ô db d\ —ffy* sin 9 dh = ff z '> sin 9 jg
donc, en faisant, pour abréger;
2 t roo _ ,
TJ.
et négligeant tous les termes de quatre dimensions par rapport à x,y, nous aurons
Xix.‘ Cahier.
f*—f P (u — u) dv =k{^
dx 2
dy x
Maintenant j’observe que, pendant l’instant dt, la température de Iélément dv augmente de dt; or, si Ton appelle c la chaleur spécifique de la matière du corps ( n.° 3 ), il en résultera c -jy dv dt, pour l’augmentation de chaleur correspondante à cette variation instantanée de température; les deux quantités c dv dt et \a dv dt devront donc être égales entre elles; donc, en substituant pour /a sa valeur, et faisant, comme dans le n.° 4» ~~ — a z , on aura enfin
du
Tt
~dF
dy
pour Téquation différentielle du mouvement de la chaleur dans l'intérieur de la masse du corps que Ton considère.
[ 4 7.] Cette équation a déjà été donnée par M. Fourier, qui Ta déduite de considérations différentes de celles que nous venons d’employer. On doit remarquer que sa forme est subordonnée au mode de communication de la chaleur que nous avons supposé : si ion admettait, par exemple, que le rayonnement intérieur s'étendît à des distances sensibles, dont la grandeur pût influer sur les phénomènes, il faudrait prolonger le développement de u — u, suivant les puissances et les produits de x', y, £, au-delà des termes auxquels nous nous sommes arrêtés; d’où il résulterait, pour le second membre de l’équation (a), une autre forme qui serait plus compliquée que la précé-< dente. II faut aussi observer qu’à de hautes températures, la chaleur spécifique des corps solides varie avec ces températures, et que peutêtre il en est de même à l’égard de leur degré de conductibilité: le coefficient a x est donc alors une fonction de u, dont l’expérience n’a point encore fait connaître la nature; par conséquent l’équation (a), appliquée au cas des températures très-élevées, n’est plus une équation
linéaire; mais, dans le cas des températures ordinaires, ce coefficient est indépendant de u, et ion doit le regarder comme une quantité qui ne dépend que de Ja matière du corps, et qui est donnée dans chaque cas particulier.
[ 48 .] Supposons, comme dans le premier §. de ce Mémoire, que ie corps que nous considérons soit une barre cylindrique d’une petite épaisseur; prenons son axe pour celui des x, en sorte que ia température u ne soit plus fonction que de cette variable et de t ; l’équation (a) se réduira alors à celle-ci :
dt ' dx* *
dont la forme est la même que celle de l’équation (1), quand on n’a point égard au rayonnement extérieur, et qu’on fait b=o. En la comparant à l’équation (1), on voit qu’il faut que le coefficient a x ait la même signification qu’il avait précédemment, et par conséquent aussi la quantité k; ainsi, dans le cas général, la quantité k continuera de représenter la mesure de la conductibilité calorifique de la matière du corps, en donnant a cette mesure 1e sens qui a été défini dans le n. # 7. 11 en résulte aussi que les deux expressions de k du n.° précédent et du n.° 4 doivent être équivalentes ; de sorte qu’il faut qu’on ait
ce quil est bon, avant d’aller plus loin, de vérifier d’une manière directe.
Pour cela, considérons de nouveau les deux élémens u>dx et ads d une barre cylindrique , dont nous avons déjà examiné l’action mutuelle dans le n.° 2 : ces deux élémens sont terminés par des sections perpendiculaires à l’axe ; l’aire de chacune d’elles est a ; les épaisseurs des élémens sont dx et ds; la partie de l’axe interceptée entre eux est représentée par s, la température du premier ccdx par u, et celle du second
a ds par u ' ; enfin la quantité de chaleur que ce second élément envoie au premier dans finstant dt a été exprimée par ( u ' — u) <p s .cù dxdsdt. Or, si nous divisons chacune de ces deux tranches cylindriques en élémens infiniment petits dans leurs trois dimensions, et que nous désignions par ^ un élément de cùdx , par dv' un élément de cùds, et par s la distance mutuelle de ces deux élémens, la quantité de chaleur envoyée par dv' à dv pendant i’instant dt sera exprimée, d’après ie n.° precedent, par ( u — u) P' dv dv' dt ; P' étant ce que devient P quand on y met s à ia place de s. Par conséquent, la quantité totale de chaleur que la tranche &dx reçoit de cùds, s’obtiendra en intégrant cette formule différentielle, et étendant l’intégrale à tous les élémens dv et dv de ces deux tranches ; donc, en supprimant les facteurs u—u et dt, nous aurons
Qs.u dx ds = JÇP' dvdv r .
Dans cette double intégration , on pourra n’avoir point égard aux points des deux tranches dont les distances à leurs bords sont moindres que l’étendue du rayonnement intérieur; car les dimensions de l’aire u étant supposées très-grandes et comme infinies par rapport à cette étendue (n.° 2), l’action mutuelle de ces points n’ajouterait que des quantités de chaleur tout-à-fait insensibles, relativement à la quantité que nous voulons calculer.
Cela étant, pour effectuer l’intégration relative à la tranche uds, abaissons de l’élément dv une perpendiculaire à l’une des deux bases de cette tranche ; soit O le pied de cette perpendiculaire ; menons par ce point une droite fixe dans 1e plan de cette base ; appelons r la distance de 1 élément dv au point O, et ce l’angle compris entre cette ligne r et la droite fixe : nous aurons
s 1 — r “H s% * dv — rdrdouds ;
et pour étendre l’intégrale fP'dv' à tous les élémens de la tranche uds, moins ceux dont nous négligeons de tenir compte, il faudra fa
prendre depuis ctzio jusqu a cl—ztt, et depuis r=o jusqua r zzoo. La quantité P n’étant fonction que de s', l’intégration relative à cl donnera simplement f P' d v r zzz 2 tt ds J P' rdr ; par rapport à r, on a identiquement
f™ P'rdr=zf~ P's'ds' ;
on aura donc
J*P' d v' ZZZ Z 7T i sj~^° P' S ds'.
Comme cette valeur de f P' dv' ne renferme rien qui dépende de la position de l’élément dv, l’intégration relative à la tranche udx s’effectuera immédiatement en remplaçant cet élément par le volume entier de la tranche ; d’où l’on conclut
JJ* P'dv dv ~ ZTTCùdxds P' s' ds' ;
et par conséquent
En intégrant par parties , on a
ST <3/s - 5 ' ds — t~ * ~ f f? s ’ d<ps:
le terme compris hors du signe / est nul aux deux limites; d’ailleurs, en différenciant l’équation précédente par rapport à s, et observant que P devient P t quand s'— s, on aura dq>s =— zvrPsds; nous aurons donc enfin
ce qu’il s’agissait de vérifier.
[ 4 ÿ.] Si le corps de forme quelconque auquel se rapporte l’équation (a) est homogène, chacune des quantités c et k aura la même valeur
dans toute sa masse ; si, au contraire , il est formé de diverses substances, de sorte que la densité et la nature de ses molécules varient d’un point à un autre, ces deux quantités varieront de même, et devront être données en fonctions de a*, y, %; mais ce ne sera pas la seule modification qu’il faudra faire subir à l’équation (a), pour l’appliquer à un corps hétérogène : dans le cas général, son second membre renferme des termes que la supposition particulière de l’homogénéité fait disparaître.
En effet, l’action mutuelle des deux élémens dv et dv dépend non-seulement de la distance qui les sépare et de la différence de leurs températures, mais elle dépend aussi de la matière dont ils sont formés; la quantité que nous avons désignée par P est donc, en général, une fonction de s et des coordonnées des deux points M et M', c’està-dire qu’on a
Cette fonction n’a de valeurs sensibles que pour des valeurs de s trèspetites et moindres que l’étendue du rayonnement intérieur : sa forme n’est pas connue ; mais elle doit être symétrique par rapport aux coordonnées de M et à celles de M'; en sorte qu’elle doit rester la même, lorsqu’on y échange entre elles, soit x et x-h-x', soit y et y-\-y' > soit i et z~hZ' Oe cette symétrie, il résulte que si nous faisons
nous aurons
d_p _ j__£LL — — 1 LL LL _ 1 d Q
dx 2 d x dy 2 dy * d £ ~z 7~£ *
les variables x, y, z étant supposées nulles après les différenciations. Développant donc la quantité P suivant les puissances de ces variables, on aura
dx
dQ.
Scç. ;
or, si l’on prend, comme plus haut, la valeur de l’intégrale fP(u—u)dv, et que Ion continue de négliger les termes de quatre dimensions et au-delà par rapport a x , y, on trouvera
fp{u'—u)dv' = k (•
[JUL _j
dy x
H ~dF>
dx
dx
dk
dy
1JT
dk
dl
en faisant toujours
— f 00 Ps*ds = L
Par conséquent l’équation (a) sera remplacée par celle-ci :
d* u dy*
dk du dx dx
d k d k du
d y dy d^ d^ *
qui n’avait point encore été donnée , et qui peut aussi s’écrire de cette autre manière :
du
dy
Les quantités c et k sont ici des fonctions de x, y, qui représentent la chaleur spécifique et la conductibilité dans la matière dont est formé l'élément qui répond à ces trois coordonnées ; et ces fonctions devront être données dans chaque cas particulier.
[ 5 °.] Appliquons, par exemple, cette équation générale au cas d une sphère composée de couches sphériques et homogènes , dont la densité et la nature varient d’une couche à l’autre ; supposons de plus que la température a été primitivement la même dans toute l’étendue de chaque couche; il est évident qu’elle demeurera constamment égale pour tous les points également éloignés du centre de la sphère. Désignant donc par r la distance du point quelconque M à ce centre, la quantité u ne sera fonction que de r et /, et c et k ne dépendront que
de r; si donc on p lace l’origine des coordonnées à ce même centre, on aura — r > et ion en conclura
~~dV
du y dr r
- du Z
“ dr r
d’où l’on
tire
dx 2
dy 2
dï
dr
On aura ,
en même temps ,
dk
dx :
_ dk
— dr
dk _
dy
dk y
dr r *
dk
dl -
dk z ~ dr ~7'
et l’équation (b) deviendra
r dr )
~~dr *
laquelle n'est intégrable sous forme finie que dans un très-petit nombre de cas particuliers.
. En multipliant ses deux membres par d vr r'%dr, et intégrant en suite depuis rzzzo, il vient
f4'7rr'c-£-Jr = 4„r'kS!L;
or, si Ion considère, dans l’intérieur de la sphère entière, une sphère concentrique du rayon r, il est évident que l’intégrale qui forme le premier membre de cette équation, multipliée par dt, exprimera l’accioissement instantané de sa quantité de chaleur; par conséquent la chaleur qui traverse sa surface, et passe dans l’autre partie de la sphère entière pendant chaque instant dt , sera égale au second membre de cette équation, multiplié aussi par dt, et pris avec un signe contraire, c’est-à-dire, égale à — 4 tr r'k d t.
. I Dans , Ie cas d ’ une s P hère homogène, les quantités r et k seront indépendantes de r, et l’équation d’où dépend la valeur de », se réduira à
HT
~dX
2 du r dr
en faisant — — a *. Si la sphère, au lieu d’être entièrement homogène?
se compose d’un noyau sphérique et homogène, recouvert d’une couche sphérique, également homogène, mais d’une matière différente de celle du noyau, cette équation s’appliquera successivement à ces deux parties du corps, en y mettant pour a les valeurs qui leur conviennent. De plus, il existera à leur surface de séparation, des relations entre leurs températures, qui s’obtiendront par un raisonnement semblable à celui du n.° 10 : désignant par / le rayon de la sphère intérieure, par k la conductibilité de la matière dont elle est formée, par k' celle de la matière de la couche extérieure ; appelant u et u les fonctions de r et i, qui représentent les températures dans ces deux parties du corps , on verra que l’on doit avoir
pour la valeur particulière r=zl; et l’on remarquera, comme dans le n.° cité, que si les deux parties du corps ont été échauffées arbitrairement avant d’être mises en contact, ces équations n’auront lieu , en général, qu’au bout d’un temps très-court, dont on pourra faire abstraction. Ce cas d’une sphère formée de deux parties de matières différentes, est celui que nous considérerons spécialement dans le VII. ç de ce Mémoire.
[5 I.] II existe à la surface rayonnante d’un corps solide de forme quelconque , une équation différentielle qu’il est nécessaire de joindre à 1 équation (b), et dont nous allons maintenant nous occuper. Pour parvenir à cette équation d’une manière qui sdit bien propre à montrer sur quelles suppositions elle repose , nous déterminerons d’aborcf l'es variations de chaleur qu’eprouvènt les points du corps situés à une très-petite profondeur au-dessous de sa surface; ainsi nous supposerons XIX, e Cahier , M
le point quelconque M à une distance de la surface moindre que i’étendue du rayonnement intérieur; et nous conserverons d’ailleurs toutes les notations du n.°46 . La quantité de chaleur que reçoit, dans l’instant dt, 1 élément de dv qui répond au point M, sera toujours exprimée par dvdtfP[ii — u) dv ; mais pour étendre l’intégrale à tous les élémens dv qui agissent sur dv, il ne faudra plus la prendre dans les memes limites que précédemment : ses limites dépendront maintenant de la distance du point AI à la surface, et nous les fixerons de la manière suivante.
Abaissons du point AI une perpendiculaire sur la surface , qui la rencontre en un point que nous appellerons E ; désignons par r la longueur de cette droite AIE, qu’on suppose très-petite; et menonsfui par le point AI un plan perpendiculaire, lequel retranchera du corps le segment dont la flèche est AIE ou r : pour abréger, nous indiquerons dorénavant ce petit segment par la lettre A , et par B l’autre partie du corps entier. Les coordonnées x , y , % , du point Ai' auquel répond l’élément dv', ont leur origine au point M , et leur direction est arbitraire ; nous prendrons la droite ME pour axe des 3', et par conséquent les axes des x' et y dans le plan mené par le point M : les angles 4/ et 0 du n.° 46 se rapporteront à ces axes ; on aura toujours
x =jsin 0 ços* 4 ' f /pifsin'flsîn^» l=sc os0, dv — s 1 sin0 d\d§ds;
et pour tous les points de A, l’angle 0 sera compris depuis 0 rzr o jusqu’à ô:z=-7'7r, et pour ceux de B, il s'étendra depuis 0~~ tt jusqu’à 6 = 7T. Enfin, nous représenterons par r le rayon vecteur ou la valeur de s qui répond à un point quelconque de la surface de A; en sorte que r soit une fonction de ^ t 0 et r, donnée par l’équation de cette surface. A cause de la petitesse qu’on suppose à r, on pourra toujours développer cette fonction en série très - convergente , ordonnée suivant les puissances de r ; il est aisé de voir que fon aura
pour le premier terme de cette série ; et comme , dans les calculs
suivans, nous négligerons tous les autres ternies, nous aurons simple* ment, quelle que soit la forme du corps,
cos g
Cela posé, nous partagerons, pour plus de clarté, l'intégrale f P(u u ) dv en deux parties : lune relative à B, que nous désigne¬
rons par b , et dont les limites seront 4- = o , ô = ^7r, j—o, et 4 / — 2 7T , 6= TT , J~oo; et l’autre relative au segment A , dont nous représenterons la valeur par a, et que l’on prendra d’abord depuis s — 0 jusqu a jzzrr, et ensuite depuis et ônzo jusqu’à
et û = ~7r.
[52.] Pour obtenir ces deux portions d’intégrale, nous substituerons à la différence u—u son développement suivant les puissances de x, y, £, savoir :
> _ du, du, du,
mais il est important d observer que ce développement ne serait plus permis, si la température des points voisins de la surface augmentait ou diminuait très-rapidement avec leur enfoncement dans l’intérieur du corps, c’est-à-dire, si u était une fonction de £, de l’espèce de celles qui éprouvent une très-grande variation dans un très-petit intervalle des valeurs de la variable, ainsi qu’il arrive, par exemple, à fa fonction qui exprime la loi du rayonnement intérieur. Il ne serait plus possible alors de développer u en série convergente suivant les puissances de 1 ; 1 analyse suivante ne serait plus applicable, et l’on pourrait s’assurer , au contraire, que 1 équation relative à la surface, à laquelle nous voulons parvenir, n’aurait pas lieu dans un pareil cas.
f ne conservant que les termes du premier ordre par rapport à x' , y , z' , nous aurons
fP(u-u)Jv'= -TrfiPdv':
si le corps n’est pas homogène, P sera fonction de x, y, £ et s ; mais, comme les intégrations ne sont pas relatives aux trois premières variables , nous mettrons simplement fs à la place de P ; substituant, en outre, à la place de x, y, £ et dv , leurs valeurs, on effectuera ensuite immédiatement les intégrations relatives à J/, qui ont les mêmes limites pour les deux parties A et B du corps. On aura
rV^zzo, J~~ 7r y'd^, — o, J”** £d\ :zz: 2 7r s cos 0 ;
d’où il résulte
/P (u — u) dv = 2 7T fff*.* sin 0 cosô ds d§ :
on a mis la différence partielle entre parenthèses , pour rappeler
qu’elle se rapporte à une direction particulière de l’axe des £, à la direction normale à la surface au point E.
Relativement à la partie B du corps, on aura donc
*= 17 r (smflcosÔ^=-vr(-^) f^fs.^ds.
Par rapport à l’autre partie, on pourra aussi ramener l’intégrale double à une intégrale simple, après quelques transformations. Je fais, en premier lieu ,
_ s' J _ ds'
cos 9 * S cos 0 '
les limites de 1 intégrale relative a j- étaient s — o et s—r— — r -
. , , cos 0
celles'de l'intégrale relatives a s seront s = o et s~ r ; et nous aurons
à = 2 * [f)fo [/: v (-^ t ) j sds‘.
Faisons ensuite
les limites relatives à s" seront s"z=zs , qui répond à Q — o, et j zzoo, qui répond à 9nzy7r; 011 aura par conséquent
a = 2 * ( 4 ^ \fl ( f?f*' ■ s " ds ") s ' d s '\
Soit, pour un moment,
en intégrant par parties , on aura
fl s . s'd s = <î> r — ff s'-dQf s ;
mais on a 'd<ÿs r z=.—fs • s ds ; remettant, en outre, pour <J>r, ffnté-i grale qu’elle représente, et employant la variable s, au lieu de s et s"; nous aurons
a = ^{rt) (r'/r/s.sJs-^f'fs.s’ds).
En faisant la somme de ces valeurs de a et b, il en résultera, pour la valeur entière de l’intégrale que nous considérons,
fP[u u) dv — (-j~) (r*/“ fs.sJs-fl°fs.s> Js),
[5 3 *] Un élément dv, situé à une très-petite distance r de la surface , reçoit donc dans l’instant dt, de tous les élémens qui l’environnent , une quantité de chaleur égale à cette valeur de notre intégrale, multipliée par le produit dvdt. Or, si l’on compare ce résultat à celui du n.° 46, on voit que cette quantité de chaleur est très-grande, et comme infinie par rapport à celle que reçoit, dans le même instant, un élément situe dans 1 intérieur du corps, à une distance sensible de la surface; car, dans la première de ces deux quantités, le coefficient de dvdt ne renferme que des termes du troisième ordre ou de trois dimensions, par rapport à r ou à s , tandis que la valeur de fx du n.° 46 contient le facteur k , qui représente le terme du quatrième
ordre^fs. sÙs. Les points voisins de la surface du corps éprouveraient donc alors des variations de température extrêmement grandes, en les comparant à celles qui ont lieu dans son intérieur ; et au bout d un temps fini, ifs auraient acquis des températures, positives ou négatives , qui dépasseraient toute limite observable. Si donc on admet que cette circonstance na pas lieu, i[ faudra que la quantité de chaleur que reçoit l’élément dv, et que nous venons de calculer, soit compensée par celle quil émet au-dehors du corps dans le même instant dt, et qui produit le rayonnement extérieur. Ainsi, en désignant par fdvdt cette dernière quantité, il faudra qu’on ait l’équation
au moyen de laquelle les termes du troisième ordre par rapport à j et à r, n entreront plus dans l’expression de la quantité de chaleur reçue a chaque instant par l'élément dv ; en sorte que cette expression ne dépendra, comme pour les points de l’intérieur du corps, que des termes du quatrième ordre, dont nous n’avons pas tenu compte dans les calculs des deux n. oS précédens. Nous allons maintenant déterminer la valeur de f en fonction de r, pour la substituer ensuite dans cette équation.
[ 54 -] Daprès le mode de rayonnement extérieur que nous avons expliqué dans le préambule de ce Mémoire, si M' indique actuellement un point du milieu dans lequel ie corps rayonne, et que dv' soit toujours l’élément de volume correspondant à ce point, la quantité de chaleur envoyée à cet élément dans l’instant dt, par l’élément dv qui répond au point M que nous avons considéré dans les n.* ! précédens, sera exprimée par F(r', s') (a — Ç) dv dv dt : on indique ici par » et Ç les températures aux points M et M' ; par r'+j' la longueur de la droite MM', dont la partie r' est comprise dans l’intérieur du corps, ei la partie s en dehors ; et par F(r, s'), une fonction de r et s, qui
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na de valeur appréciable qu autant que r est très -petite, et devient insensible dès quon donne à cette variable r' une grandeur sensible. Dans le cas général où le milieu dont le corps est environné ne sera pas par-tout homogène, cette fonction devra aussi contenir, outre la ligne s', les deux autres coordonnées du point M', qui déterminent la direction de son rayon vecteur : sa forme , par rapport aux trois coordonnées de ce point, dépendra de la constitution du milieu ; et si ce milieu est circonscrit par une enceinte fermée, les valeurs de la fonction s étendront jusqu’aux parois qui le contiennent, et même un tant soit peu au-delà, dans l’intérieur de la substance qui forme cette enceinte. Pour fixer les idées, et aussi afin de simplifier la question , nous placerons le corps que nous considérons, dans un espace fermé, très-grand par rapport à son propre volume, terminé par des parois qui seront par-tout de la même nature, et rempli d’un fluide homogène qui aura la même température et la même densité dans tous ses points; alors le coefficient F[r, s) ne sera réellement fonction que de r' et j , et la quantité Ç sera constante, ou du moins elle ne sera fonction que de t, dans le cas ou la température de ce milieu variera avec Je temps.
Nous aurons donc, de cette manière,
f dvdt=:{u-Qdvdl y F{r', s') dv . ou />=(«—£) J * F{r', ,')dr ;
et il faudra étendre l’intégrale à tous les élémens dv' auxquels le point Ad envoie de la chaleur rayonnante. Comme r-t- s' est le rayon vecteur du point Ad , si Ion conserve les angles et 0 des n.°*précédens, on aura
dv — (/-f- s')* sin 9 d0 di^ds.
L’intégrale relative à s s’étendra depuis /== o jusqu’à la valeur de / qui répond à la limite de l’espace dans lequel ie corps est placé, laquelle valeur, à cause de Ja grandeur de cet espace, sera à très-peu près
la même dans tous les sens autour du corps; on aura donc
J F[r, s') [r -hs'Y ds' — (p r ;
et cette quantité < pr' sera une fonction de la seule variable r , qui n’aura de valeur appréciable, ainsi que F[r, /), que pour des valeurs insensibles de cette variable. Mettant donc pour r sa valeur (n.° 51), il en résultera
/ = (“ — Off ? (isrr) sin 9 <Uj
Oïl devra prendre l’intégrale relative à depuis ^z=:o jusqu’à ^=2'7r; et par rapport à 0, il est aisé de voir qu’il suffira d’intégrer depuis 6=0 jusqu’à Ôzz:-^7r; par conséquent on aura
/ = 2 ^ — 0/j T (i^r) sin 9 d 9 -
[55.] Je substitue cette valeur de f dans l’équation du n." 53 ; il vient
(4ir) ( r 'j7f* - sds —f?f s • ds )
Cette équation aura lieu pour toutes les valeurs de r comprises depuis r — o jusqu’à la limite du rayonnement, soit intérieur, soit extérieur; et l’on peut voir que ses deux membres deviendront identiquement nuis, et quelle disparaîtra par conséquent, dès que cette variable aura acquis une grandeur sensible, qui permettra de la traiter comme infinie dans les intégrations. Mais, comme elle contient les deux fonctions désignées par f et par dont la forme est absolument inconnue, elle ne pourra pay setVir àf la détermination de la valeur de u ; de sorte qu’il s’agit d’en dcduire-ùïie autre équation, qui ne contienne que des constantes données pak ïobservation, et qu’on puisse employer à cet usage.
Pour cela, j’observe qu’en intégrant par parties, et faisant — = <p'r.
sin G </0
cos 0
ÏT *(~^ï ) si " 6 ^ r '(~) ^
l’équation (c) est donc la même chose que
(-7r)[ r fr f StS ^ s — J r fs.s 3 ds]z=:2(u —Ç)[cpr
-f- \ _?' ia9d 9 1
J O ~ \ cos 0 / cos 0 J *
Dans Iintervalle des valeurs de r pour lesquelles elle subsiste, la température u ne varie pas sensiblement par hypothèse (11/52); on peut
donc la différencier par rapport à r, en regardant u et comme
des constantes ; on a d’ailleurs
d f?f s - s ds — —f r ■ rdr > àf~fi ds — —fr.r ’ dr ;
faisant donc encore — q>" r, on aura
De plus, on a évidemment
f—i— dù.
J O ^ \ cos $ ) cos a 0 J
COS» J - J 0 <P
i cos 0 J
' cos 0
d’où l’on conclut, en multipliant la dernière équation par r, et la retranchant ensuite de la précédente,
(*^r)[ r J r f s - s d s '+'f r fs.s' £)q>r=o; (d)
résultat que nous pouvons substituer à l’équation (c) que nous avions d’abord.
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Je multiplie maintenant l’équation (d) par dr, puis j’intègre dans toute I’étendue des valeurs de r, ce qui permet de regarder u comme constante .; la nature des fonctions f et <p permet aussi d’étendre les intégrales depuis r —o jusqu’à r z:oo; et comme on a, en intégrant par parties,
JT [JTf s ■* ds ) r ' dr = t JT f r • dr ’
JT (JT f s • ds ) dr —JT f r - r ' dr -
il en résulte
■f (4r) /> • r+ ^ 2 (“—oJT ^ rdr —°’
donc, en multipliant par tt , et faisant
. r* dr — k , vc f o °° cp r dr — y ,
nous aurons enfin
La quantité k est la mesure de la conductibilité de la matière au point M (n.° 46) ; le coefficient y représente également une quantité don^ née par l’observation, ainsi qu’on le verra tout-à-I’heure ; par conséquent cette équation (e) est celle qu’il s’agissait d’obtenir.
On pouvait y parvenir plus directement, en multipliant l’équation (c) par dr, et intégrant ensuite dans toute l’étendue des valeurs de r; cependant il n’était pas inutile dé former l’équation (d), qui conduit à une expression fort simple de la fonction cpr, relative au rayonnement extérieur , au moyen de celle qui se rapporte au rayonnement intérieur et des deux constantes k et y. En effet, en combinant ensemble les équations (d) et (e), on en conclut
<f r = -JJ- [?\f r f s * s ds H- J* r fs.s’ds};
résultat qui ne présente rien d’impossible en lui-même, et que l’on doit admettre comme une suite nécessaire des différentes hypothèses que ion a faites précédemment, quoiqu’on ne puisse le vérifier par aucune expérience directe. Toutefois, si les lois des rayonnemens intérieur et extérieur étaient connues a priori, et quelles ne satisfissent pas à cette derniere équation, on ne pourrait plus regarder, ainsi que nous lavons fait, la température comme étant sensiblement invariable près de la surface du corps , et par conséquent l’équation (e) ne serait plus celle qui aurait lieu à cette surface.
[ 56 .] Pour
connaître la signification du coefficien t y, cherchons la quantité de chaleur qui traverse à chaque instant un élément quelconque de la surface du corps. Pour cela, appelons E' le point où cette surface est rencontrée par la droite qui va du point intérieur A4 au point extérieur A4' ; soit a l’élément de la surface qui répond à
ce point E ; menons à ce point une normale à la surface , dirigée
dans l’intérieur du corps, et soit fl' l’angle quelle fait avec la droite E A4, concevons de plus un cône qui ait son sommet au point A4 et soit circonscrit à l’élément cù ; prolongeons-le indéfiniment hors du corps ; puis décomposons sa partie extérieure en tranches perpendiculaires à sa longueur, et d’une épaisseur infiniment petite. La section de ce cône faite au point E' , sera égale à cù cos fl'; au point A4', elle
j • j ) a a> cos 0 ' ,
deviendra -—-; et comme ds sera I épaisseur de la tranche
au même point, on pourra prendre, pour l’élément dv' qui lui correspond ,
cù ds'.
Il résulte de là que la quantité de chaleur partie de l’élément dv, et qui traverse u dans l’instant dt, sera exprimée par
(« Qdv dtj F (r, s ) (r -t-j')’ ds'— ■ — [u — Ç)<J>r'dv dt ;
I oo
par conséquent la quantité totale de chaleur qui traverse à chaque instant cet élément a> dans toutes les directions , aura pour valeur
(« Q ~i T COS 6 ' dv ,
en etendant l’intégrale à tous les points du corps voisins de E', et compris dans la sphère d’activité de l’émission extérieure. Dans ces limites, on pourra considérer le facteur u — Ç comme constant, et le faire passer hors du signe f ; on aura donc seulement à déterminer l’intégrale f*~~7~~ cos 0 ' dv.
Pour en obtenir la valeur, menons par le point E' un plan tangent à la surface, et dans ce plan, par le même point, une droite fixe, dirigée arbitrairement; projetons sur ce plan le rayon vecteur E' M, ou r ; soit 4/, l’angle que cette projection fait avec la droite fixe: nous aurons
d v =: r' 1 sin 0' d r' d 0’ d .
L’intégrale relative à r pourra être prise depuis r'=o jusqu’à r'—oo; et par rapport aux deux angles ^ et 0 , on devra intégrer depuis 4' — o > 0 = 0', jusqu’à 4-— 2 7r, 0zzi \ 7r ; on aura donc
J~ “TT™ COS 0 ' dv=J cp r' d r f J *cos 0 ' sin 0 ' </ 0 ' d^' “ y ,
à cause que, d’après ses limites , l’intégrale double est égale à 7T , et qu’on a fait précédemment 7r q r drz=zy.
Nous voyons donc que le produit y (a— ^)udt exprime la quantité de chaleur rayonnante qui traverse lcle'ment a> dans l’instant dt ; le coefficient y représente donc, ici comme dans le n.° 3, la mesure de ce flux de chaleur pendant 1 unité de temps , à travers une surface égale à l’unité, dont tous les points auraient le même pouvoir rayonnant que ceux de l’élément a>, et une température qui surpasserait d’une unité celle du milieu environnant ; par conséquent sa valeur numé-
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rique sera censée donnée dans chaque cas particulier. L’expérience nous apprend que cette valeur change avec l’état et ia couleur de ia surface ; il faut donc que la modification quelconque qui produit le degré de
poli et la coloration des corps , influe sur la valeur de l’intégrale
/ *oo 6
o Qrdr; ce qui suppose quelle pénètre jusqu’à une petite profondeur au-delà de leurs superficies, et quelle change ou la disposition , ou le pouvoir rayonnant de leurs molécules.
[ 57 f ] ^es deux coefficiens k et y, qui entrent dans l’équation (e) , étant donc connus, il ne reste plus qu’à rapporter à des coordonnées
de directions quelconques, la différence partielle contenue dans
la même équation. Elle suppose , en effet , l’axe des i dirigé suivant la partie extérieure de la normale au point E ; or, si l’on prend dans l’intérieur du corps, sur le prolongement de cette droite , un autre point E / , dont la distance au point E soit représentée par h, et si Ion désigne par u t la valeur de u qui répond à ce point E jt il est évident que sera la limite du rapport — ~ u ’ par rapport à h ; en
sorte qu on aura sa valeur en faisant h zz= o dans ce rapport. Pour l’obtenir, soient x, y, £, les coordonnées rectangulaires du point E rapportées à des axes quelconques ; x-\-x , y-^y f £-|-£ t les coordonnées du point E )f rapportées aux mêmes axes; on aura d’abord
du
Soient de plus A, A , A', les cosinus des angles que fait la normale intérieure EE jt avec des droites menées par le point E, et dirigées suivant les axes des x,y, z; i| e n résultera
et si l’on substitue ces valeurs dans ceile de u — a ( , qu’on la divise par h , et qu’on fasse ensuite /;—o, on en conclura
Lorsque l’équation de la surface sera donnée, on en déduira les valeurs de A, A', à", en fonctions de x, y, z : cette équation étant L—o, on aura, par les formules connues,
dx d y d i
en faisant, pour abréger ,
L’ambiguité du signe de cette quantité N, provient de ce que les valeurs de A, A', A w , peuvent appartenir indifféremment à la partie intérieure ou à la partie extérieure de la normale : on choisira, dans chaque cas, le signe que l’on doit prendre, de manière que ces valeurs répondent à la partie de la normale comprise dans l’intérieur du corps.
[y 8.] En substituant actuellement cette valeur de dans l’é¬
quation (e), elle devient
Cette équation, importante dans la théorie de la chaleur, est due à M. Fourier , qui l’a donnée en en omettant la démonstration, du moins dans le cas général d’un corps de forme quelconque. Elle aura lieu pour toutes les parties rayonnantes de la surface : si le corps est homogène, et que sa surface ait par-tout le même degré de poli, les deux coefficiens A et y seront constans; si, au contraire, le corps est hétérogène, et que sa surface n’ait pas dans tous les points la même faculté de rayonner, ils varieront d’un point à un autre, et devront être donnés en fonctions de x, y, Z• Dans le cas des très-hautes températures, ces coefficiens pourront aussi varier avec celles du corps et du milieu environnant ; mais ils en seront toujours indépendans dans le cas des
températures ordinaires, les seules auxquelles convienne ia supposition d’un rayonnement proportionnel à l’excès de température du corps sur celle du milieu.
Lorsqu’une partie de la surface sera plane, on aura A = ï , A = o , A — o ,
en prenant son plan pour celui des y, £, et supposant l’axe des x dirigé dans l’intérieur du corps; si l’on fait de plus = / 3 , l'équation (f) deviendra, pour cette portion de surface,
4r-/3(—0 = oï
ce qui s’accorde avec l’équation du n.° 4 r *
Si le corps est terminé par une surface sphérique, que l’on place l’origine des coordonnées à son centre, et que l’on appelle r le rayon qui aboutit au point quelconque dont les coordonnées sont x, y, £, on aura
d’ailleurs, on a identiquement
d U _ x_ du y d u _ du ,
dr r dx r dÿ r 9
dans ce cas, lequation (f) se réduira donc à
et, quelles que soient la distribution de la chaleur et la loi des densités dans l’intérieur de la sphère, cette équation aura lieu pour la valeur particulière r =/, en désignant par l le rayon de cette sphère.
Observons enfin que s’il s’agissait d’un corps de forme quelconque, dont la surface fût entretenue dans tous ses points à des températures qui pourraient être variables avec le temps, ce cas serait encore çom-
iq 4 physique
pris Jans l’équation (f); car, en y faisant y = oo, elle se réduit à a = C* de sorte q u>il suffirait alors de prendre pour Ç la fonction de y, Zet t qui exprime la loi de ces températures.
[59.] Léquation du n.° 53 subsiste également, si le corps, au lieu dêtre placé dans un milieu perméable à la chaleur rayonnante, est enveloppé d’une couche solide d’une autre matière que la sienne. La quantité de chaleur envoyée, pendant l’instant dt, par l’élément dv du noyau à f élément dv de la couche extérieure, sera encore exprimée par le produit ( u ^)F [r , s) dv dv dt; et la quantité f qui entre dans cette équation , aura toujours pour valeur
— dv'.
Mais maintenant ia fonction F{r, s) n’aura de valeurs appréciables que pour les valeurs très-petites, non-seulement de r' , mais aussi de s ' ‘ et elle pourra être regardée comme nulle, dès que l’on donnera une grandeur sensible à l’une de ces deux variables. De plus, si l'on suppose que la température neprouve aucun changement brusque en passant de l’une à l’autre des deux parties du corps , la différence C entre Jes températures des deux élémens dont on considère l’action mutuelle , sera alors une très-petite quantité qu’il ne sera plus permis de regarder comme constante dans l’intégration d’où dépend la valeur de j>. Le calcul de cette valeur se fera de la même manière que précédemment; mais le résultat sera modifié par la circonstance de ia variabilité du facteur u — Ç.
Pour effectuer ce calcul, appelons toujours y-\-y', z~hz', les
coordonnées du point M’, celles du point M étant y, Z : en donnant à leurs axes la même direction que dans le n.° 51 , et observant que la distance M’M est maintenant représentée par r'-hs', les valeurs de x, y, z> et de 1 élément dv , citées dans ce n.°, deviendront
x — (r -f-j ) sin 9 cos , y’ — (/-f-/) s ; n 9 sin ^,
I = (r-+ri'jcos8j & — (r'-jf-ty. sin.#, 4 /. 4 U^
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Les coordonnées du point E, rapportées aux mêmes axes, seront x, y et i -h r ; si donc on désigne par u la température qui a lieu en ce point, considéré comme appartenant à la couche extérieure , cette quantité u et la température Ç du point M', seront la même fonction , Tune de y-hy, Z+~Z et et l’autre de x, y, i~+~r et t; donc, en né¬
gligeant les quantités du second ordre par rapport à x, y, z et r, nous aurons
du'., .
-JT (z -
En tant que le même point E appartient aussi à l’autre partie du corps, sa température se déduira de celle du point M, en mettant dans celleci 2-Hr.à la place de r; on aura donc u'z=.u-\ —r ; d’ailleurs, à cause de r cos 0 = r ( n.° 5 1 ), on a z — r = s cos 0 ; d’où il résulte par conséquent
du
s cos 9 .
Je substitue cette valeur et celle de dv dans l’intégrale que nous voulons déterminer ; puis j’effectue l’intégration relative à l’angle ^, dont les limites sont ^ = 0 et ^|/ = 27 r, ce qui fait disparaître les termes
qui renfermeraient et j’ai ensuite
/ = — 2 tt (-^ T~]ff F[ r '> -0 [r -+■ <0* r s ^ n ® ds db
— 2 71 [lT{) Jf F[ r '• s ) (r -P- /)* s' cosÔ sin 9 ds' d% ;
les parenthèses indiquant que les différences partielles et (-j~)
se rapportent à la direction de l’axe des z> normale au point E, à la surface de séparation des deux parties du corps.
Les limites relatives à 9 et à/, sont 9 = o et 9 —~7r , s—o et s'zz zoo; faisant donc XIX. e Cahier.
io 6
F(r, j') [r'-hs'Y ds' — Qr, F[r, s) (r'-Ky') 1 s ds—rQr';
et mettant ensuite pour r sa valeur — r — ri nous aurons finalement
A cos 0
f = — 27 rr (4f-)/r (t£f) sin ô ^
' ~ 2 7r r (4f )/!' ^ ("c«t) sin 6 ' 1
[6o.] Dans le cas que nous considérons, i-équation du n.° 53 sera donc
(-^)[ r 'f 7 f s - sds -/Tfs.^rf l w *p{-£f\ sin fi rffl]
■+■ 2 r taàr )‘ 5:116 = °-
En lui faisant subir les mêmes transformations que dans le n.° 55, c’est-à-dire, en intégrant par parties les formules relatives à ô, différenciant ensuite cette équation par rapport à r, puis retranchant le résultat , multiplié par { r et divisé par dr, de cette même équation, 011 la changera en celle-ci :
(7F)[ r< * r —f7f s - s ' ds ]+( 1 J £)>•<>, r = 0 ,
laquelle aura lieu pour toutes les valeurs de r, comprises depuis r=zo jusqu’à la limite où s’étend la communication de la chaleur entre les molécules des deux parties du corps. On voit que son premier membre devient identiquement nul, et quelle disparaît par conséquent, dès qu’on donne à cette variable r une grandeur sensible qui permet de la traiter comme infinie.
Je multiplie cette équation par —-—— t j’intègre ensuite tous ses
termes, depuis r=o jusqu’à r= 00; il vient d’abord (n.° 46) ,
-r/: (/>>") *-= f-zr /-*■"=■*
posant, en outre,
Jf-f* rtyrdr = ^/“/T F(/, /) rVr' ds — h,
-il f^rC)rdt—^j fT/TM S) (r'-hs)'/ ds' dr' —h', nous aurons
La constante Â est connue , puisqu’elle représente la conductibilité de la matière du noyau; mais les deux constantes h et h ne peuvent être données par l’observation, et il s agit de les éliminer. Or, il est évident qu’on doit avoir une seconde équation de la meme nature que celle-ci , et qui n’en diffère qu’en ce que l’on aura échangé entre elfes les deux parties du corps et les quantités analogues qui s’y rapportent. Pour la déduire de la précédente , je désigne par k' la conductibilité de la matière dans l’autre partie du corps ; je mets k* à la place de k, et je permute entre elles u et u ; je permute de même entre elles r et s dans les expressions de h et h', mais seulement en dehors de la fonction F[r , s), à laquelle on ne doit rien changer: l’expression de h deviendra celle de h', et réciproquement; h et h' se trouveront permutées entre elles, en même temps que u et u ; et nous aurons, pour la seconde équation demandée ,
la direction de l’axe des £ étant la même que dans la première. En retranchant l’une de l’autre, les deux constantes h et h disparaissent, et l’on a simplement
Et si l’on substitue pour (-jp) et (4^~) ,eurs expressions relatives à
des axes de directions quelconques (n.° 57), on aura
Cette équation aura lieu pour tous les points de ia surface de séparation des deux parties du corps ; mais si elles ont été échauffées arbitrairement avant d’être mises en contact, elle ne subsistera qu’à partir de l’instant où la température n’éprouvera plus de changement brusque, en passant d’une partie à l’autre, et où les fonctions u et u! seront supposées égales entre elles pour tous les points de cette même surface. Lorsque cette surface est celle d’une portion de sphère , l’équation précédente coïncide avec celle que nous avons déjà trouvée pour ce cas particulier (n.° 50) ; ce qui peut servir de vérification à notre analyse.
En éliminant entre les deux équations (g), disparaît en
même temps, et l’on trouve
kk' — h k r -f- h' k;
résultat que l’on vérifie aisément, dans le cas où les deux parties du corps sont formées de la même matière. En effet, on a alors k'zzzk, ce qui réduit cette équation à k=.h-\-li : on a de plus F(r',S) =/(r^/);
d’où il résulte
h-\rh’ = t f > ) -t -l'Ÿ dt‘ Js'
ou bien, en intégrant par parties,
* h' = -y-/ ^ fr. r dr = h ;
ce qu’on voulait vérifier.
[6l.] Nous terminerons ce §. en cherchant, par l’analyse du n.° 5 6, l’expression de la quantité de chaleur qui traverse à chaque instant un élément quelconque de la surface que nous venons de considérer. Nous conserverons toutes les notations employées dans ce 11. 0 , à ïexception de la température au point M, que nous représenterons par *1; nous indiquerons aussi par C, la partie du corps à laquelle appartient le point A 4 , et par C', l’autre partie, qui renferme le point A 4 ' ; et il s’agira de déterminer la quantité de chaleur qui passe , pendant l’instant dt, de C dans C r , en traversant l’élément w de la surface en question. La partie de cette chaleur qui part de l’élément dv, situé au point A 4 , sera exprimée, comme plus haut, par
d^JSLÎL dvdtf “ (*1 — QF(r', /) (r’-t- /)* ds ;
et l’on devra avoir égard, dans cette intégration, à la variabilité du facteur v\ —
Nous emploierons x, y, 1, pour désigner les coordonnées du point E', auquel répond l’élément «, et nous représenterons par x H- x t , , Z~*rZ,> ce ^ es du point M, et par x-\-x', y-\-y, Z^z' / celles du point A 4 ', lesquelles seront toutes rapportées aux mêmes axes : quelle que soit leur direction , on aura
Désignons aussi par u la température du point E', considéré comme appartenant à C, et par u, la température au même point, en tant qu’il appartient à l’autre partie C' du corps ; en négligeant les quantités du second ordre par rapport à x f , y /t Z,» * > ÿ > nous aurons
-jy y.
o _ / , du' / du , du' ,
TT
donc, à cause de u et des valeurs de x', y, ^, nous en déduirons
Je substitue cette valeur dans l’expression de la quantité de chaleur précédente ; elle devient alors
c pr' et q> / r' désignant les mêmes fonctions de r que dans le n.° 5p. D’après cela, si nous représentons par uTdt, la quantité totale de chaleur qui traverse l’élément cù dans toutes les directions pendant i’insv tant dt, nous aurons
l’intégrale devant s’étendre à tous les élémens dv de la partie C du corps qui rayonnent dans l’autre partie C'.
L’origine des coordonnées x /t y t , z,> est au point E' ; si nous prenons pour l’axe des z /t la normale à la surface de séparation des deux parties du corps, menée par ce point et dirigée dans la partie C, c’est-àdire, la droite qui fait l’angle fl' avec le rayon vecteur E’M ou r , nous aurons
x t — / sin 6 ' cos *[/ , y t — r sin 8 ' sin 4/ , Z, — r> cos 6 ', dv = r ' 1 sin 6' dr' dù' d\';
4 ' étant l’angle que le rayon r', projeté sur le plan des x /t y t , fait avec Taxe des x y . Les limites de notre intégrale seront 4 '—°, fl'izio,
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r'—o et 4 /= 27 r, G'—f 7r, r'=oo ^ et après avoir effectué l’intégration relative à *J/, on aura
r=2,r [(^r)/^ rVr,_H rVr ' l/r c ° s ' r sin e ' >
ou, ce qui est la même chose,
en venu Je la première équation (g). Donc, si l’on substitue à la place Je j u - j, son expression rapportée à Jes axes Je coorJonnées Jirigés
J’une manière quelconque, il en résultera , pour la Quantité Je chaleur Jeman Jée,
Cù T dt —- À —J— —j — À H— ~d~^~ ^ j k tù dt.
Le signe ambigu Jes cosinus A, a', à w , se Jéterminera comme Jans le n.° 57; et selon que la valeur Je T, relative à un point Jéterminé, se trouvera positive ou négative, le flux Je chaleur en ce point aura lieu Je C en C' , ou en sens contraire.
Pour connaître la quantité Je chaleur qui traverse, penJant l’instant dt , une portion finie Je la surface Je séparation Je C et C', on n’aura qu’à intégrer la valeur Je uTdt Jans toute l’étenJue Je cette portion Je surface ; en l’intégrant ensuite par rapport au temps, on en conclura la quantité finie Je chaleur qui s’écoule Je la même manière Jans un temps Jonné. Si, par exemple, la partie C est une sphère J’un rayon représenté par r, et Jont le centre soit à l’origine Jes coorJonnées x,y, z> on aura
odV d t n- -- k u d t ;
et si, Je plus, la température est la même Jans tous les points Je sa surface, la quantité Je chaleur qui la traverse penJant l’instant dt ,
sera exprimée par—4 ^r 2 fi~~ dt, comme dans le n.° 50 , ce qui peut encore servir de vérification à notre analyse.
La partie C du corps ayant* une forme quelconque, supposons qùe Ion supprime fa partie G', et que fa surface de C devienne rayonnante ; supposons de plus que le rayonnement enlève à chaque élément de cette surface, la quantité de chaleur qui s’écoulait auparavant dans C' par ce même élément : en désignant par Ç la température du milieu où le corps C sera placé, et par y la même quantité que précédemment (n.° 56), on aura
Par cette considération, qui se présente la première à l’esprit, et que j’avais autrefois employée, on retrouve, comme on voit, l’équation (f) ; mais cette manière d’y parvenir , ne me semble pas entièrement satisfaisante , en ce qu’elle laisse dans l’obscurité ce qui se passe très-près de la surface, à la profondeur où les points du corps rayonnent au dehors, et qu’il en peut résulter quelque doute sur l’exactitude de l’équation ; c’est pourquoi j’ai employé, pour l’obtenir, la méthode exposée précédemment avec tous les détails qu’exigeaient l’importance et la difficulté de la question.
S- VL
Distribution de la Chaleur dans une Sphère homogène, dont tous les points également éloignés du centre ont des températures égales .
[62.] L’équation relative à ce cas particulier est dans le n.° 50 ,
, comme on l’a vu
En multipliant ses deux membres par r, elle devient
d. r u , d 1 . ru
—7- zz a —7- ;
et elle a alors la même forme que celle qui se rapporte au cas d’une barre cylindrique, lorsqu’on fait abstraction du rayonnement latéral. Si nous supposons cette sphère placée dans un milieu dont la température soit constante, et prise pour le zéro de l’échelle thermométrique, l’équation relative à sa surface sera, d’après le n.° 5 8 , du n
En appelant / le rayon de la sphère entière, cette équation n’aura lieu que pour r:zz /, et l’on pourra l’écrire ainsi :
D’ailleurs, on a constamment ruzzzo pour rzr:o , sans quoi la température deviendrai^ infinie au centre de la sphère ; les conditions relatives aux deux valeurs extrêmes rzzo et rzzz/, sont donc aussi les mêmes que celles qui ont lieu pour une barre d’une longueur égale à l, entretenue par un bout à la température zéro, et qui rayonne librement par son autre extrémité : donc, sans faire de nouveaux calculs, la valeur de ru en fonction de r et r, se déduira de la valeur de u donnée par
l’équation (11) du n.° 25 , en y mettant / à la place de 2 1 , /3-
à la place de / 3 , r au lieu de x, et y faisant ^zzzo. De cette manière, nous aurons
ru —T S [Tmizrr^rFjr « n / rf o sm t y . F y dy\ e
La quantité f est déterminée par cette équation :
(/3 / — 1 ) sin j» l -f- l cos f l — o , (h)
et la somme X s’étend à toutes ses racines positives, y compris la racine zéro, pour laquelle on ne prendra que la moitié du terme corres- XIX/ Cahier . P
pondant: de plus, on suppose ru —Fr, quand t — o\ de sorte que cette fonction Fr sera donnée, dans chaque cas particulier, par l’état initial de la sphère. II est aisé de s’assurer que cette formule s’accorde avec celle que M. Fourier a donnée, pour le même cas particulier, dans les Annales de physique et de chimie du mois d’avril 1820 , png. 4.27,
Si l’on a fi — o, le rayonnement de la surface sera nul, et l’équation (h) deviendra
sin f l zzz fl cos f 1.
La valeur / —o en sera une racine triple; il faudra donc prendre trois fois le demi-terme de la somme S qui répond à fzzzo : en séparant cette partie du reste de la,série, on aura
ru — â yf‘ c yFydy-V-j- S sin/>• f\ sin fy.Fydy^t
La somme S ne s’étendra plus qu’aux racines positives de l’équation précédente, non compris les racines zéro; tous ses termes diminueront indéfiniment à mesure que t augmentera; et, au bout d’un certain temps, la valeur de cette somme sera insensible, et celle de u se réduira à
u = ±f' o y F y dy.
Cette limite est la même pour tous les points de la sphère, et égale à la moyenne de leurs températures initiales; ce qui devait arriver, en effet, puisqu’on ne suppose aucune déperdition de chaleur à l’extérieur.
Si Ion a, au contraire, fi — 00, 1 équation relative à la surface se réduira à u= o, et ce cas sera celui où tous les points de cette surface sont constamment entretenus à la température zéro. L’équation (h) se
réduira en même temps à sin fl~o; d’où l’on tire f=z~ t j étant
un nombre entier quelconque ou zéro. La valeur de ru, relative à ce cas, sera donc
rs = -f S (sin f' o £
fa somme 2 s’étendant à toutes les valeurs positives de i, depuis /= r jusqu’à i — oc.
[63.] A l’exception du cas où l’on suppose /Szzio, le terme de la somme X qui répond à /zzo, s’évanouit toujours de lui-même ; tous les autres termes décroissent indéfiniment à mesure que t augmente , et les températures de tous les points de la sphère ont pour limite zéro. Mais, avant son refroidissement total, la sphère passe par un état remarquable, dans lequel les températures de tous ses points décroissent suivant la même progression géométrique , le temps continuant à croître par des différences constantes : cet état a lieu lorsque tous les termes de la somme S sont devenus très-petits par rapport à celui qui répond à la plus petite racine de l’équation (h), et qui décroît, pour cette raison, moins rapidement que les autres termes ; en désignant donc par h cette plus petite racine, et ne conservant que le terme qui lui correspond, nous aurons, pour l’expression des températures finales dans toute l’étendue de la sphère ,
2 sin h r — a* t h
c / sin h y . F y dy.
On pourra les exprimer plus simplement, au moyen de la température relative à un point déterminé, au centre, par exemple : en représentant celle-ci par v, et faisant ;*=o, on aura
d’où l’on conclut
2 h [—* il t h tI ■ . t J
—y— e / sin h y . F y dy ;
1 __ v sin h
C’est quand la sphère est parvenue à cet état qu’il faut observer la loi de son refroidissement, soit pour vérifier la théorie, soit pour dé-
terminer, par iexpérience, les constantes relatives à la matière et à la surface rayonnante de cette sphère.
[64.] Lorsque le rayon / de la sphere est très-petit, le produit fil lest aussi, en général; et Ion satisfait, dans ce cas, à l’équation (h), par une très-petite valeur de fl. Pour la déterminer, je substitue à sm fl et cos fl leurs développemens suivant les puissances de cette quantité; en divisant par fl, et négligeant ensuite les quatrièmes puissances, l’équation (h) devient
(/3/_ I ) ( , _ JLL. ).+. , _ Jl±. _ 0 ;
doù Ion tire, à très-peu près, f z / z — 3 fil: la plus petite racine de cette équation sera donc
h — VïTT .
les autres racines seront toutes très-grandes par rapport à celle-ci; en sorte que l’état régulier qui précède le refroidissement total d’une sphère, doit s’établir très-promptement, dans le cas où son rayon est supposé très-petit.
Je substitue cette valeur de h dans celle de u qui répond à cet état; je néglige, dans le coefficient de l’exponentielle e~ a * tfl2 , les termes qui restent multipliés par fi l ou fi r , après cette substitution ; et je fais, pour abréger,
~h~ff yydy = A ;
il vient
en remettant pour rf* et fi leurs valeurs ( n. ÜS 50 et 58 ). Tous les points de ia petite sphère ont donc alors la même température, laquelle est proportionnelle h A, qui n ’ es t autre chose que la moyenne de leurs températures initiales.
La comparaison Je cette expression de u à des températures de la sphère directement observées pour différentes valeurs de t, offre un moyen que les physiciens ont déjà fait servir à déterminer le rapport — , et, par conséquent, fune des deux quantités y et c, lorsque l’autre est censée connue.
Si l’on suppose la quantité fi infiniment petite, la valeur de u, dans l’état final de la sphère, deviendra indépendante de / et égale à A; ce qui s’accorde avec ce que nous avons trouvé en faisant, à priori, fi zzz o.
[65.] Soit r=zl — x, Fr—(l — x)/x; en sorte que x désigne la distance d’un point quelconque de la sphère à sa surface, et fx, la température initiale en ce point. Après avoir substitué ces valeurs dans la valeur générale de u du n.° 62, si l’on y fait le rayon / infini, il est évident quelle devra coïncider avec la valeur de u relative à une barre d’une longueur infinie, qui rayonne librement par l’extrémité correspondante à x = o, c’est-à-dire, avec la valeur de u du n.° 26, en y faisant toutefois la constante l, qui se rapporte au rayonnement latéral, égale à zéro. C’est effectivement ce qu’il est aisé de vérifier.
La quantité / étant infinie, 1 équation (h) se réduit à fi sin f l -f- / cos fl— o ;
d’où l’on tire
sin / / = ~ÿ=== , eos fl— •
On en déduit aussi, comme dans le n.° 26 , / = ~j~» 1 etant nombre entier et positif. De plus, le facteur J. \
entre dans l’expression de u r se réduit en même temps à l’unité, et cette expression devient
“ — = T -2 [( s "' fl cos fx — cos fl s in f x) f^[ûn f l cos f y
— cos//sin /7) (-jEf )fy d y] e - a,f ‘ >
ou bien, en y substituant d'abord pour sin fl et cos / / leurs valeurs,
“ —*T S L-- J a ( / sin f y
- 4 - /3 cos yy ) e~“ '* .
D’ailleurs les valeurs de / croîtront par des différences infiniment petites et égales à par conséquent, si Ion fait / = ~ ~i, et
— d Z, la somme X se changera en une intégrale définie, dont ies limites seront £=o et 2 = 00 ; le facteur devenant - ~ Jy - d - z -
/ — x TT—xdz 9
V on devra le remplacer par l’unité; et l’on aura finalement u — ~fo f O (s cos Z*-f-/ 3 sin £.v) (scos^y
H-/ 3 sin 2 y)c - ‘ I “ ,
ce qui coïncide avec ia formule du n.° 2<5.
[66.] Au lieu d’une sphère pleine, comme celle que nous venons de considérer, supposons qu’il s’agisse d’une sphère creuse, c’est-à-dire d’une couche sphérique homogène, d’une épaisseur constante , dans l’intérieur de laquelle on a fait le vide ; en supposant toujours la température égale pour tous les points également éloignés du centre, la formule générale du n.° 19 s’appliquera encore immédiatement à ce nouveau cas. En effet, il n y aura aucune déperdition de chaleur par la surface intérieure de la couche; car, tous ses élémens ayant la même température , il ne pourra exister de l’une à l’autre que des échanges mutuels de chaleur en quantités égales ; en sorte que chaque portion de la surface
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absorbera, dans chaque instant, la même quantité de chaleur quelle émettra au dehors. En conservant donc les notations précédentes, nous
du
aurons -jj- = o (n.° 50), pour la valeur de r [qui re'pond à ia surface intérieure; si donc nous appelons «. -H/' et a — /' les rayons des surfaces extérieure et intérieure, et que nous fassions r = «.-h .v, les équations qui se rapportent à ces deux surfaces pourront être écrites ainsi :
dx [P J ( * * ) u = O, quand A-
dx • ( *-+-*) u=o , quand a — — V:
et en même temps l’équation relative à tous les points de la couche sphérique deviendra
dx dt 2
Or, si Ion compare ces trois équations à celles dont la formule (8) du n.° cité renferme la solution complète , on voit que cette formule devra aussi représenter ia valeur de («.-Ha ) « en fonction de a et t, en y
mettant / , /3 et , à la place de 1, (3 et j3', et y fai¬
sant /)= o. De cette manière , nous aurons
(et .— T ( Pcotfx-t- Qsmsx j ^ .
fa somme S s’étendra à toutes les valeurs positives de /, tirées de i’équation
[~7Zrp T^rpr — / ‘ ) sin 2 f l' +• (/3 —
•+* -7=7- ) / cos 2 / /' = o ;
et nous nous dispenserons d’écrire les valeurs de P, Q, R, qui se déduiront sans difficulté de celles du n.° jp.
Si le rayon de cette sphère est très-petit, en sorte que «.et /' soient
deux lignes très-petites, et que /3 ce et /3 ï, qui sont des quantités abstraites , soient de très-petites fractions, on satisfera à l’équation précédante par une valeur de 2 fl' également très-petite; et en résolvant cette équation par approximation, comme nous l’avons fait dans le cas de la petite sphère pleine, on trouve
*-*-/' / 6fU'
Au bout d’un temps très-court, la somme S se réduira sensiblement au terme qui répond à cette valeur de f, on aura donc la température u en substituant cette valeur dans la formule
P cos PX-hQsino* — a 1 1 j>*
Je forme les valeurs approchées de P, Q, R, qui répondent à cette même valeur de f ; je trouve
P= —Cr-»-*) * y J y ■ < 2 =— —f li- (.H -*)Fydy,
expressions qui supposent que l’on représente par Fx la valeur de ( a, x ) u qui répond à t — o , en sorte que , si Ton désigne par fx la loi des températures initiales dans toute l’épaisseur de la couche sphérique, on aura Fx un (et— \-x)fx, Je substitue toutes ces valeurs dans
la formule précédente , et en observant qu’on a a z (i — ~ , et, à très-peu près , sin fx = fx, cos /*= 1, il vient
* = irjjh^ TJ-r 0 -+- d y- c ’
où l’on peut remarquer que le coefficient de l’exponentielle n’est autre chose que la moyenne des températures initiales. On voit aussi que cette formule coïncide avec celle du n.° 64, quand on fait <*=/ et
De ce que cette valeur approchée de u ne contient pas x, il n en faut pas conclure qu’on ait-^-zno; car il en résulterait que le flux de chaleur serait nul a la surface et dans l’intérieur de la couche sphérique, ce qui serait absurde. Pour avoir la vraie valeur de —-—, il faut conserver dans
celle de u des termes que nous avons négligés, et que la différenciation relative à a- ramènera a l’ordre de grandeur de ceux que nous avons conservés. On trouvera alors une valeur de —J~ , variable avec x, qui sera
nulle pour xnr—/', et égale à —/3 u pour x =. /', ainsi que cela doit être effectivement.
VII
Distribution de la Chaleur dans une Sphère composée de deux parties de matières différentes .
[67]. Le corps que nous allons considérer est une sphère composée d’un noyau sphérique homogène, recouvert d’une couche sphérique d’une épaisseur constante, également homogène, mais d’une matière différente de celle du noyau. On suppose, comme dans le S- précédent, la température égale pour tous les points situés à la même distance du centre; en sorte qu’en appelant r le rayon mené du centre à un point quelconque, soit du noyau, soit de la couche extérieure, la température en ce point sera une fonction de r et du temps /. Nous représenterons cette fonction par u, pour tous les points du noyau, et par u , pour tous ceux de la couche extérieure; de plus, nous désignerons par c et k la chaleur spécifique et la conductibilité de la matière du noyau, par c et k r les mêmes quantités relativement a la matière de la couche extérieure, et nous ferons
XIX.' Cahier
PHYSIQUE les valeurs de ru et ru dépendront de ces équations,
^l ru _ d2 -ru d.r u' _ d'.ru' ^
dt — dr* ’ dt ~~ dr 1 9
et, en mettant leurs intégrales sous la même forme que dans le n.° 16, nous aurons
2 a VîTt J — a
hrrfZ' F* JS.
Les fonctions arbitraires Fr et F' r représenteront les valeurs de ru et r u qui répondent à tz=zo\ en désignant donc par / le rayon du noyau, et par/ l’épaisseur de la couche extérieure, ces fonctions seront données, d’après l’état initial du corps, la première depuis rzzzo jusqu’à r=i/, et la seconde depuis rz=zl jusqu’à rz=zzl-\-ï. Quant aux valeurs de Fr et Fr' , hors de ces limites, l’état initial les laisse indéterminées, et elles serviront à satisfaire aux autres conditions du problème, lesquelles sont, i.° l’équation ru = o, qui aura lieu pour r=o; 2.° les équations du n.° 50, relatives au cas que nous traitons, qui auront lieu pour î, et que nous pourrons écrire ainsi :
ru ru,
d.r u dr
d.ru' d r
3 »° féquation relative à la surface du corps, qui aura lieu pour r — /h-/', et qui sera
d.ru d r
[P— Trr )ru=o,
en supposant la sphère placée dans un milieu dont la température est constante et égale à zéro, et désignant par /3 le rapport , y étant la même quantité constante que dans le §. précédent.
Nous allons montrer comment on peut éliminer, au moyen de ces
quatre équations, les parties inconnues des fonctions qui sont renfermées sous le signe f, dans les valeurs de et ru.
[68.] Aux fonctions F et F', nous en substituerons deux autres, f et f , telles que Ion ait
F(ay)=fy, F' [a'y) =f y,
pour toutes les valeurs de la variable y ; faisant ensuite xzizay, xzzza y, dans les valeurs de ru et ru, elles deviendront
, foo ~j T (y—7-y , ,
ru = -r*FrJ- 00 e f> d >-
r I /~0O TT (y w
ru —-r^rf-oo e f y d y ;
et Ion en déduit, en différenciant d’abord par rapport à r, et intégrant ensuite par parties relativement à y,
ru _ 1 r o
l r 2 a’ VïTt J—o
Maintenant, si Ion observe, comme dans le 11/ 16, que les équations du n.° précédent doivent subsister pour toutes les valeurs de t, la condition r u z=z o quand r z=z o, donnera d abord
en faisant, pour abre'ger, — — b, -4- — l> , on conclura de même un
de la première des deux équations ( i ) :
f[b -H /) -H/(* — y) =/' (ê'-hy)-f-/ (b' —y); (k, *)
puis de la seconde :
enfin 1 équation relative à fa surface donnera, par fa même raison,
en faisant aussi, pour abréger, a' fi -
Ces quatre équations aux différences mêfées auront fieu pour toutes fes valeurs reelfes de y, depuis y zz: — 00 jusqu’à y zz: H— 00 : if faudrait pouvoir fes intégrer, si l’on en voulait déduire l’expression complété des fonctions f y et f y ; mais cette intégration n’est pas necessaire pour f élimination qu’il s’agit d’effectuer. En effet, en transformant, comme dans plusieurs endroits de ce mémoire ( n.° 16), fes exponentielles que les valeurs de ru et ru renferment, ces valeurs deviennent
ru — 'irfr[f- 0 o cos [y — 7r)i-fy d y\ e ~‘ z d z>
TU '~ -v/rif-Z* cos (-’' “ e ~' l ‘ d &
par conséquent, if suffira de déduire des équations (k), fes vafeurs des intégrales relatives à y, qui sont comprises ici entre les parenthèses; or ces valeurs s’obtiennent, ainsi qu’on va le voir, par une analyse semblable à celle des. n. oS 17, 18 et ip.
[69.] Désignons par h une constante positive, ou composée d’une partie imaginaire et d’une partie réelle et positive, et soit
fo 03 r hj, fy d y=P> f~°° e h f y dy — q:
f T e ~ hy fy d y. — p't J7 °° ‘ r f y d y — i'>
d’où il résultera
et de meme, par rapport à ia fonction /'. En multipliant donc les équations (k, i) et (k,a) par erb dy, et intégrant ensuite leurs deux membres depuis 7 = 0 jusqu’à y — 00, on aura
hb ~ hb *b rb—hy r , —hb rb hv AA' l
e p- e q - e Je fydy+e e y fy dy^e" p'-e~ h ' q ’
hb'rb'—hy , —h'Vrb'hy,
~ e J 0 e f ydy-\-e [ o e y fydy;
d’où l’on tire • —
P — l— e^-e-^fo e *fy d y *J.y d ?
■+■ {p'—fo*' h? f'y J y) ( j—f!‘ r fydy ).
De plus, en inte'grant par parties, et observant quon a e~b — 0 £ ia limite y zz: oo , nous aurons
I “r *' vrt h Jf=l p », - j
la même réduction s’applique à la fonction /'; et, en opérant sur les équations (k, 3 ) et (k, 4) comme sur les précédentes, on en conclura
k [b h— 1) e 1 {p-f''~ ky fydy) + k[lh^)e- ht \ q _f>e h fydy) =r(M-i)/' (p-fje- h fydy)+kXb'h+i)e- hl \ q -f/e'fydy).
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[h-+-'0)e t [p'-fè ‘~ h> fyJy)-*-{lt-P)ë~ hi eh f? d y)— 0i
De ces quatre équations entre p, q, p> q > on déduit pour ces quantités, des valeurs que ion peut écrire sous cette forme :
p=fo e fyty + Th ' î=J o e fy d y-^-^h—'
_ \h — er hb ' ^ (— h ) , fb - h > f d
e~ hb rb hy r ,
-*--Pwr/ 0 « f>4yt
en faisant, pour abréger,
( U b' h —i'-4 -k){e hb —* Kh )— kbh^e b + e
e 6 e~ U " {h-T-(Z') ih — e~ U ' ™\h- f-/3') 4> (-*) = <p h,
ikbh{h—P)e^ S 'f^[f hy -e y )fy dy-{h-p)r kS ’ e~ kb ‘ * ' k> fy,dy
— (h + (X) e 1 e~ h 1 $ M)// e~ hy f y dy — \li.
Or. ces valeurs étant ainsi connues, nous allons en conclure successivement celles des deux intégrales :
rco —uy/^l r , j ^ (*oo ~ -/~i
«jtj
[70.] Soit g une quantité positive, que l’on pourra prendre aussi petite que Ton voudra; faisons /*=#+£/-1 dans/, et k—g—zY^l dans q ; retranchons ensuite le second résultat du premier: la limite de cette différence, par rapport à g, sera la valeur de notre première intégrale définie; en sorte qu’en regardant g comme une quantité infiniment petite, nous aurons
, -f (g+z^) 4- ( yC= D
9 (^-H^vcrr)
Or, à cause que <p ( £ j/—1 ) — Q ( — £ l/~» )* cette expression s évanouit en même temps que g, excepté pour les valeurs de £ qui rendent nul le dénominateur i) y et pour lesquelles cette même
expression devient au contraire infinie; donc l’intégrale précédente, et,
par suite, l’intégrale cos (y - dy, qui s’en déduit
aisément, seront infinies pour toute valeur de £ tirée de l’équation ^ ( Z V— 1 ) = °* et milles pour toute autre valeur: de cette variable.
Daprès cela, soit 11 une racine réelle et positivé de cette équation, et £ une quantité infiniment petite, positive ou négative; si nous faisons 2 = l’intégrale relative à £, que renferme la valeur de
ru, et qui doit être prise depuis z = ° jusqu'à £ = 00, se changera en une somme relative à toutes les valeurs de «, dont tous les termes devront être intégrés, par rapport à {, dans des limites'infiniment petites; car il est évident qu’on aura, de cette manière, toutes les portions de cette intégrale qui pourront ri’être pas milles d’après la nature de la quantité soumise à l’intégration. Pour la racine particulière 11 — o, on 11e devra attribuer à £ que des valeurs positives, afin que la variable % ne reçoive aussi que de semblables valeurs.
Soit donc, en général , = <p! h ; en observant qu'on aura
P ( h)= — ç> h, et traitant g et z comme des quantités infiniment
petites, l’équation précédente deviendra
f y dy
7) [g-hz'y CT
et en changeant le signe de , on aura en même temps
+Z ,, )f (n »CT7j »
d’où l’on conclut
physique
COS 7» r v dv —
f sin iyf' y A y — — >/ ~ = v') 4 ( — ”
7 7 >= 7 *' („ /zrrf—
Je substitue ces valeurs dans l’expression de ru' ; puis /effectue, comme dans le n.° 18 et ailleurs, l’intégration relative à ; il vient
' V f 4 * [nV^l) —• 4 (— nV^Ti) nr
— s - ru^T) - cos —-
ra'zzl j^-
wr ~1
et la sommé £ devra j^'tendre'à toutes les racines réelles et positives de 1 équation $>:(// y^i ) = o , y compris la racine n = o, pour laquelle on ne devra prendre, cependant, que la moitié du terme correspondant.
[ / 1 •] Quand on fait hzzzti y /.— i , et que l’on remet et - 4 * à la place de b et b’, la fonction i‘h qui entre dans <ph et 4 ,h, devient
* (» V~) — - 2 -^sin - a[( k—k )sit, ~-y -ijtçô j ,~] v ~;
ensuite , à cat.se de~r — ill’équation ^(« |/Z^) = 0> d'où Ion tire toutes les valeurs de n, devient aussi
ni•
(" cos —1-/3' sin ^±- )J[(A-— Â) sin
ni f< l n ni
COS
cos-
hl\
- n sin
n-ltylàn ’■ „/
SI
-sjn—- — o ;
et si l’on appelle N le premier membre de cette équation, et qu’on fasse - V — i <p ( ti ]/— i ) = Q ( pp aura Q z=z .
L expression de peut s écrire sous cette autre forme :
+ h = (A-fS’) /> + <phfK : »'fy dy,
en faisant, pour abréger,
P=zxklhfl ('*’—‘- h ’)fyJy+e hl 'i{—h))/"' ^’f'ydy
-+- e- hl ' $/; J~*' eJ'y dy.
Cette quantité P restera la même, quand on y mettra —h à la place de -t-/// de plus, dans le cas de h = ±nY- T, on a <ph~o\ donc, a cause de b — ——-, on aura
j_ [4 („/_,) vczt)] = [p cos sin ^L] p ,
2 0 H»*C 7 )-|V— nY —1)] =z \_ n cos-- ''^T^ -*-/ 3 'sin —P ;
la valeur de ru deviendra par conséquent
. 0 / « «(/-+-/') \ nr
cos —v-1“ p sin———-Jcos —7-
[n sin , ' -
— P' CO- Vin ” r 1
p tUî> . 1 sin
et H ne restera plus qu a former la valeur de P qui répond à //=/; Or, nous aurons alors
p=~ F 1 /' " n •>'Pr ™ 'v/■ ' {>-{)■
et en remettant (es fonctions F {«y) et F'{uy) à la place de fy et f'y, et faisant ay^r dans la première intégrale définie, et a'y=r' dans les deux autres, il vient
sl " T . FU ,
+ 7N*‘7^T«‘r]/,"*Hf-f'W,
expression qui ne contient plus que des quantités qui sont censées XIX. e Cahier.
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connues, puisque les fonctions Fr et F'r sont données, d’après l’état initial des deux parties de la sphère, dans les limites des intégrations auxquelles elles sont soumises. Ainsi, au moyen de 1 équation (m) , nous connaîtrons maintenant, pour un instant donné, la température de tel point que nous voudrons de la couche extérieure : les températures des points du noyau dépendent des quantités p et q, sur lesquelles nous allons opérer comme sur les quantités p et q.
[72.] La valeur de l’intégrale fy d y s’obtiendra en
faisant fr—g-^z Y - 1 dans p et //=£ — zY-i dans q ; en retranchant le second résultat du premier, et prenant ensuite la limite, par rapport à g, de la différence que l’on aura obtenue : or, cette différence s’évanouit en même temps que g, excepté pour les valeurs de z qui rendent nul le dénominateur des expressions p et q, lesquelles valeurs seront tirées de l’équation
sin b z. q> (z V~) — 0 »
et rendront, au contraire, infinie la différence en question, OU la valeur de fy dy. Comme cette équation se décompose en deux
autres, savoir :
<P (Z Y— T) — o , sin — o ,
nous aurons successivement égard aux racines de chacune d’elles.
i.° La première équation est la même que relativement à la couche extérieure ; en continuant donc de désigner par n une racine positive de l’équation (1), par z une quantité infiniment petite, ainsi que g, et faisant z — n "d” Z > nous aurons > par rapport à cette racine quelconque n ,
r 00 — zryCT
J-c o £ fy^y =
4(-" V~t)]g c os ^.--+-[4(«r /r »)-*-4 (—”
quantité qui se change, d’après le n.° précédent, en celle-ci :
f°o f -v/= fmJ - ^ s,n " cos ~r~
J—OO ' 2^ + Z
On conclut de là
/ oo
-oo cos zy • fy dy — o ,
.„i. nl' ni'
r oo . , . <r # Sin —;-h n cos —^
/ sin 7 y .fy d y — -2- --f_ *[ p #
J-oo t/ J' ' 2(g‘-hz’‘) — (Ti
substituant ces valeurs dans celle de ru du n.° 68, et effectuant l’intégration relative à z ', on aura, pour la partie de ru qui répond aux racines de l'équation (1) ,
(2> sin-
ru — — S ■
P . r n —7T sin — e~ Q a
la somme S s étendant à toutes les valeurs positives de n, y compris n o, pour laquelle on ne prendra que la moitié du terme correspondant.
2.° Soit / un nombre entier quelconque; toutes les racines de l’équation sin = o seront de la forme Z = ~f, supposant donc i positif ou égal à zéro, Z ' une quantité infiniment petite, positive ou négative, et prenant z = H- i, on aura, relativement à l’une quelconque de ces racines,
f °° e Z> ^ 1 fy dy — - i f* • ai-ry f ,
J -oo 7 l J 0 Sin - f y dy
j iHnr 1 ^) — 4 ] cos [4 vri)
— ^)lsin-ÜI-i/—I e a cosi »
v yj a r, /<■<> ,—w
On aura en même temps
9[^r > / ~)=4^Vcos Ivr COS Agi -h/ 3' sin-~ tj—),
+ (-^f y~) (_ j *./—) = 8 /— [-£iL C0S ?Ml±a
h- / 3 'sm^±il](/' sin dy
i . ai tt rb" . a‘nry n , \
— cos/vrsin —r- J %t sin y dy},
•f(- J-V=ï)-*- ^(—~V~)= 8^^ sin —
_ / 3 ' cos - ^y» ) />^y> ^
. O/* • a i -r / a i 7r a'nrl /-t- i' )
H— O kl'K COS / TT COS y— 7 — COS --—T - : —
a \ l al
-h/ 3' sin «n^/V J y:
et si l’on substitue ces valeurs dans l’équation précédente, on trouve
‘ fydy = o;
ce qui montre que les termes de la valeur de ru qui répondent aux racines de l’équation sin — o, se détruisent en totalité; en sorte que féquation (n) exprime la valeur entière de cette quantité.
II résulte de toute cette analyse que les formules (m) et (n) renferment la solution complète du problème que nous nous étions proposé de résoudre, puisqu elles font connaître a un instant quelconque les températures de tous les points, soit de la couche extérieure, soit du noyau, et qu'elles ne contiennent que des quantités données, ou calculables d après d’autres quantités données.
[73.] On vérifie sans difficulté que chaque terme des valeurs de ru et ru satisfait séparément à toutes les conditions du problème, c’est-à-dire, à toutes les équations du n.° 67. En effet, ces termes sont de la forme :
mathématique.
ra
'—(/feos-^l-t-Æsin-^-), , ru== Csin ^ e —‘
A, B, C, étant des coefficiens indépendans de r et / • et i • r inspection , on voit qu’ils satisfont aux équations au^ dMfa^ !
1 " Ju Sec0nd ordre - « à la condition r« = o. quand r=o On peut aussi les représenter par 1 u
- T li’ « .lu Üiül) JÇ
1 « cos-
■ (» sin ^ r) - — £' œs ) sin ,
e n ^' , . ni' \
c -- /& sin 1
ceutÏZT J" 5 rUn f danS raUtre > k m ™e fonction de r sous «, uand 1 CSt CV,dent < ï u ’ iIs satisfo « à la condition ru' —ru
valeurs * (î) ’ *" ? -Situant ces
trouve “ ' “ r = l après les différenciations, on
cos -
^ —Æ . n l —7— sin —
ncos ~?—H /3 sin
sin
ni
a . / 3 'cos-^-j^o.
face, il vient CqUati0n de Condition "»«*« à la sur-
T ( sin — (/ t .iI.. CO s _ cos JLii-t-f) s . n (n -^) _
équation identique, quand on y f a i t r =
II nest pas non plus difficile d#> c’a* r
(n) saccorilem ave. «Ile, du , prteta, lo „ qoc
de la sphère que nous considérons sont formées de la même matière. Pour ce cas , on a k' =zk , a ' =. a, / 3 ' a (/3 — 7 —— ) • et si f°n fait 11 — a f, l’équation (1) devient
/cos y» (/-+-/' ) 4 - (/3 --^_L_-)sin /(/-f-/')— 0 ;
ce qui coïncide avec l’équation (h) du n.° 6 2, en observant que maintenant le rayon de la sphère homogène est représenté par l-\~l\ En vertu de cette équation, les deux formules (m) et (n) se réduisent à une seule, qui comprendra toutes les valeurs de r, depuis rzzzo jusqu’à r = / -t- V, et sera
ru =-njTTT sin/(/-t-n
— I P ( /-+- /') - I ) cos / ( / + /') ] e —‘*‘ .
d’ailleurs on aura
N = akl f[f eos/(/-h/')-h(/ 3 'L- sin /(/H-/'.)],
<2 = — =AI f(M')[0cosf (/-+-/') — / sin /(/■+•/')];
l’équation qui sert à déterminer f donnera
sin f (/ -f-/') — cos ( /H- /') =
substituant ces valeurs et celle de Q dans l’expression de ru, elle devient
ru = -y.. „ . -«Vf»
*»[t+OlfiV-* : ÏT= i)->-t>V+t V Psw fr- e
L’expression de la quantité P se réduit à
P = —~ L -f[™?r'-Fr’dr'— si nfr.F/dr';
nous aurons donc enfin
rf _ 2 +
+f i slr >/ r . F' r dr 'j sin j>r.e a tJ> ;
et si Ion fait attention que, dans le cas actuel, la valeur initiale de ru est représentée par Fr, depuis r=o jusqu’à r=z/, et par F'r depuis r—I jusqu a r J~\-l , on voit que cette expression de ru coïncide avec celle qui se rapporte à la sphère homogène d’un rayon égal à / -H /' (n.° 6 2 ).
On vérifiera de même que l’équation (m) coïncide avec la formule relative à une sphère homogène d’un rayon /', quand on fait 1 — o, et
I équation (n) avec la formule qui se rapporte à une sphère homogène d’un rayon l, lorsqu’on suppose V o.
j [ 74 -] Après ces diverses vérifications, qu’il n’était pas inutile de faire, nous allons appliquer les équations (m) et (n) au cas où il s’agit d’une sphère d’un très-petit diamètre, en sorte que les deux parties I et /' de son rayon soient des lignes d’une très-petite longueur, ou mieux, que les produits (21 et (3 F soient de très-petites fractions.
On satisfera, dans ce cas, a J équation (I), au moyen d’une valeur de
II telle que ~~ et -^-seront aussi de très-petites quantités; et si l’on substitue dans cette équation, à la place du sinus et du cosinus de
et r-, leurs développemens suivant les puissances de ces quantités, et pour (2 ' sa valeur, on trouvera, pour la valeur approchée de cette racine ,
en observant que k (2 ~y (n.° 67). Pour abréger, nous conserverons la lettre n pour la représenter; Ja valeur approchée de Q, qui lui correspond, sera
{f( ûn f r '- Fr ' jr '
et en même temps celle de P se réduira à
r' F r'dr'.
Les autres racines de l’équation ( 1 ) seront toutes très-grandes par rapport à celle que nous considérons ; par conséquent, les séries qui expriment les valeurs de ru et ru se réduiront bientôt au seul terme qui répond à cette racine; et, au bout d’un temps très-court, on aura, à très-peu près,
U “ (-/. r ' Fr ' dr ' r ' F'r'dr'}
en négligeant, dans le coefficient de l’exponentielle e~ , les quantités du meme ordre que fil et fi l . A partir de cette époque, la température sera donc sensiblement la même pour tous les points de la sphère, et, le temps continuant a croître par degrés égaux, elle décroîtra en ptogression géométrique, ainsi quil arrive dans le cas de l’homogénéité
Si l’on observe que k = a' c, k’ =a'‘ c 1 (n.° 6 y), la valeur de « x pourra s’écrire ainsi :
en la substituant dans 1 expression de u et u r , nous aurons
3 r J o r ' Fr ' dr ' 3 c 'f l r 1 ' r ' F ' r dr>
où l’on peut voir que le coefficient de l’exponentielle n’est autre chose que la moyenne des températures initiales, calculée en ayant égard à la différence de chaleur spécifique du noyau et de la couche extérieure. En observant les abaissemens successifs de température, à partir de I instant où ils se font en progression géométrique , on en conclura la valeur de «\ qui se trouvera ainsi déterminée par l’expérience;
dailleurs les quantités c t c',1,1 et y étant aussi connues, on pourra calculer cette même valeur à priori ; comparant donc entre elles ces deux valeurs de n z , il en résultera une vérification curieuse de la théorie de la chaleur.
[75.] Au reste, cette expression de u et u est comprise dans une formule générale qui s applique à un corps de très-petites dimensions, quelle que soit sa forme, et quel que soit aussi le nombre des parties hétérogènes dont il est composé et des espaces vides qu’il peut renfermer. En effet, à raison de la petitesse de son volume, on peut admettre que tous les points d’un tel corps acquièrent en général, dans un trèscourt intervalle de temps, des températures égales entre elles, et que la quantité totale de chaleur qu’il perd avant de parvenir à cet état est très-petite, et peut être négligée. Cela étant, désignons par v la température de ce corps au bout du temps t, compté à partir de l’instant où elle est devenue sensiblement uniforme ; soit g la quantité de chaleur qu’il faut communiquer au corps entier , pour élever d’une unité la température de toutes ses parties; soit g', celle qu’il émettrait au dehors pendant l’unité de temps, si sa température surpassait d’une unité celle du milieu environnant, qui sera supposée égale à zéro, comme précédemment : l’accroissement de chaleur du corps, correspondant à la différentielle de sa température, sera égal à g dv ; la quantité de chaleur qu'il perdra par le rayonnement pendant l’instant dt, aura pour valeur g ' vdt ; ces deux quantités devant donc être égales et de signes contraires, on aura l’équation
e d v h- g ' v d t ~ o; d’où l'on tire , en intégrant,
v = Ae • ;
A étant la constante arbitraire. Pour la déterminer , appelons C la quantité de chaleur primitivement communiquée au corps entier , et qi>i XIX. e Cahier. S
pouvait être distribuée d’une manière quelconque entre ses parties ; comme nous faisons abstraction de la portion de cette chaleur qui pourra setre perdue avant que la température ait atteint funiformité, il en résulte que C sera encore la quantité de chaleur du corps qui répond à / —o; mais, à un instant quelconque, cette quantité est exprimée par ev : en faisant donc f=o, on aura
ev = A e = C et A — — .
Dans le cas de la sphère hétérogène que nous venons de considérer, nous aurons, d’après les notations du n.° précédent,
C = 4 vrcr Fr dr' H- J^ +l r F r r dr ',
e ' zzz 4 (/ -4- /)* y ;
* et au moyen de ces valeurs , celle de v coïncide avec l’expression de u et u que nous avons déduite de notre analyse générale.
Dans le cas de la sphère creuse dont il a été question dans le n.° 66 , nous aurons
C={-Kcf^{y + *.)'fydy, ,= H» ,
e' = 4vry (a -f- l'y ;
d’où il résultera également la formule que nous avons trouvée pour ce cas particulier.
s. VIII.
Distribution de la Chaleur dans un Parallélépipède rectangle homogène.
[76.] Ce nouveau cas n’est qu’une extension facile de celui que
flous avons considéré dans le §. second ; c est pourquoi nous indiquerons très succinctement les calculs qui s’y rapportent. Nous désignerons par *’ *’ X • Ies trois coordonnées rectangulaires d’un point quelconque de ce parallélépipède, et par u la température qui a lieu en ce point au bout du temps /; l’équation différentielle d’où dépendra la valeur de u en fonction de t, x, x, x, sera (n.° 46)
du x
fd’u
dt a 1
[dx*
^ dx '* H
la constante a représentant, comme précédemment, le rapport — de
la conductibilité à la chaleur spécifique. On sait que l’intégrale complète de cette équation, sous forme finie, est (*)
U -*V* ffj e e e f {x -f- icLaVt, x —f- 2 cl a Y t ,
20L "à Yt) d cl dcL d<t' ;
/indiquant la fonction arbitraire, et les intégrales définies étant prises epuis 00 jusqu’à -hoo. En faisant t= o, on aura u — f( Y , x', x") ; cette fonction sera donc donnée d’après l’état initial du parallélépipède, pour toutes les valeurs de a-, x , x , qui répondent à des points de ce corps; mais pour d’autres valeurs des variables, celles de la fonction / devront être déterminées au moyen des équations particulières aux six faces du parallélépipède.
Pour former ces équations, nous prendrons les axes des coordonnées perpen icu aires aux faces , et nous placerons leur origine au centre, cest à dire, à 1 intersection des diagonales qui vont d’un angle solide à un autre. Supposons de plus que ies deux faces perpendiculaires aux axes des x, des x, des x , répondent respectivement à y-t- /
x ~ l ’ x — — 1 • de manière que 21 , 2 ï et il" soient les longueurs des trois côtés adjacens à un même angle. Supposons aussi le corps placé dans un milieu dont la température est constante et égale
H Nouveaux Mémoires de l’Académie des sciences, année 1818, page ,4..
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à zéro : pour plus de généralité, i’intensité du rayonnement variera d’une face à une autre, mais seulement elle sera ia même dans toute Ietendue d’une même face; relativement à celle qui répond à x=h-/, nous désignerons par y la mesure de cette intensité, telle qu’elle a été définie dans le n.° 3 ; et nous représenterons cette même quantité par y,, y , y/, y", y", par rapport aux cinq autres faces correspondantes à x=z — l, *'=z-f-/\ x"= — /". Enfin,
nous ferons y = k[ 3 , y t =kfi /t y' = k/. 3', y/==Aj8/, y"—kfi", y "zzz k/ 3 " ; les six équations demandées seront (n.° 8)
-h /3 u — o , quand x zz: -4- / ;
-/ 3 7 k = o , quand x zz: — / ;
-^7-h- / 3 ' z/ zz: o , quand x / zz -4- V ;
- (2>' u = o , quand x'zz — /' ;
—H /3" u zz o , quand x'zz -4- /";
- / 3 ” u—o, quand x /A zz — /".
Cela posé, en ayant égard aux deux premières équations, on transformera, comme dans les n. oS 16 — 19, l’intégrale relative à et, en une somme X dont tous les termes ne contiendront plus que des intégrales prises seulement depuis —/ jusqu a -4-/. Si Ion met ces intégrales en évidence dans l’expression du terme général de cette série, on aura
-icictYt, x'-^-zcialYt, x"-\~idcL"Yt) da ~
X [cos x '-4 -zaaïYt, x" -4- 2rf<t" //) dy
-^y^/Sin f? -/(y, x-+- 2 .a<YYt, x"-4-2 a* Yt) d
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quelles que soient d’ailleurs les valeurs des deux variables .v*- h la «/ Yt et x" ■+■ 2 a et Y t : les expressions de X , X t et R seront
X — [((ifi-f) cos 2 //—(/3-H/3 ) /sin 2 //—/3/3 y — /] cos /.v
H- (/3 — /3) /sin /* ,
^ = [(Æ/3— f) cos — {fi -4-/3)/sin 2 //-+-/3/3-4-/‘]sin/*
Z 3 ,)/ COS / AC
/? = [/3-4-/3 / -f-2 /(/3/3 y —Z 1 )] cos 2 // — [2 -I- 2 /(/3-h /3 y )]sin 2 // ;
et fa somme S s’étendra à toutes les racines positives de l’équation
{fi fi, — /*) sin 2 / /-4-(/3-I-/3) /cos 2 // = o , (p)
y compris la racine / = o, pour laquelle on 11 e prendra que la moitié du terme correspondant.
De même, en ayant égard à la troisième et à la quatrième équation (o), on transformera l’intégrale relative à de telle sorte que l’on aura
~7vf-ao e /(/ ' -v'H- 2 a a,' Yt, x" H- zœ au" Yt) d cl =
2 ' cos y ' x "~*~ 2û<t " /*) <iy
pour toutes les valeurs des variables y et x"-hzaa," Vt : les expressions de X, X ê et R se déduiront de celles de X, X / et R, en y mettant P ’ A ’ l et / ® la place de /3, /3 , / et / ; et la somme S' s’étendra à toutes les valeurs positives de /, tirées de l’équation
(^'/3/— /‘) sin 2 /'/-^ (£'_*_£')/cosa/y — o, (p’)
en ne prenant toutefois que la moitié du terme qui répond à/ = o.
Enfin, on transformera de la même manière l’intégrale relative à et”, au moyen des deux dernières équations (o) ; et, quelles que soient les
valeurs de y et y , on aura
-77/.^, e * f{y> y > x-+-2a<t" Ÿt)dal' =
s " ['5*'. f-i " cos f"y" •/(/' /> /) </'
•+■ sin /"/'•/(/< y - y") <//] .
les expressions de A"', AT/ et /?" se de'duiront de celles de X, X, et R, en y mettant fi", fi", 1 “ et / à la place de fi, fi,, l et f ; et la somme S" s’étendra à toutes les valeurs positives de y\ tirées de l’équation
(£" ) sin 2 /' (fi"-hfi" i ) / cosif / — O , (p")
en y comprenant /"= o, et ne prenant que la moitié du terme correspondant à cette valeur.
Maintenant, il sera facile de former l’expression de l’intégrale triple qui représente la valeur de u : par des substitutions qui s’effectueront immédiatement, on trouvera
u — S 2 7 X /// [ X X' X cos f y cos f y cos f" y"
—H XjX X sin y y cos y ^ cos y H— X X t X" cos y y sin y y cos y" y" -\-X X' X\os y y cos y y sin y y"X f X[X" sin // sin y y cos yy' -f- xpcxyui yy cos /y sin y"y"-t-X X t ' X " cos yy sin // sin y"y"
AT, sin//sin//sin// j --- f(y>y,y)dydyAy" ;
formule dont il est facile de saisir la composition , et qui n’est trèscompliquée qu’à raison de la grande généralité que nous avons conservée à la question : les intégrales sont prises depuis y=z —/, y —— ï, y ——f f jusqu’à /— -f-/, y 1', y" — ; et entre ces limites,
la fonction f[y, y’, y ) est donnée par l’état initial du parallélépipède.
En faisant les constantes fi, 0 ,, fi', Sec., ou plusieurs d’entre elles, milles ou infinies, on déduira de cette formule générale, les formules particulières qui se rapportent aux principaux cas du problème : si l’on fait, par exemple, ces six constantes infinies, on aura la valeur de u relative à un parallélépipède dont les six faces sont entretenues constamment à la température zéro ; et par une considération semblable à celle du n.° 32, on pourra étendre cette formule au cas où chaque face est entretenue à une température donnée, qui 11e sera pas la même pour toutes les faces, et qui variera même, si l’on veut, d’un point à un autre de la même face. Mais nous n’effectuerons pas ces calculs , qui ne présentent d’autre difficulté que la longueur des formules, et auxquels nous ne voyons d’ailleurs aucune application utile.
[ 77 .] Ces six constantes /3, 0 /( fi', & c., ayant des valeurs quelconques, supposons que les dimensions du parallélépipède soient trèspetites, en sorte que /, / , , soient de très-petites lignes, et fil,
P>, 1 . (i V, &c., de très-petites fractions. On satisfera à l’équation (p) par une valeur de 2 l f également très-petite, et l’on aura immédiatement, pour cette valeur approchée , z! f = Les valeurs
approchées de X, X, et R qui répondent à cette racine, seront
X= — 2f , X / = (/2 - fi) J> t R — _4,y.
et Ion aura de meme
2/y=/2'- + -/3 / 1 x'=-2/\ x;={&-£)y, R ‘ = _ 4r/ , ; 2/y=/3"-H3/' -r=- 2 /-, x"={&"-£;)/, jr—- 4 r/\
De plus, au bout d’un temps très-court, la somme triple 2 £'X" qui représente la valeur de u. se réduira sensiblement au seul terme qui répond à ces racines des équations (p), (p') et (p"), lesquelles sont trèspetites par rapport à toutes les autres ; donc, en s’en tenant à ce terme unique, et formant la valeur approchée de son coefficient, nous aurons, à très-peu près,
a — Trrrffff0» y ■ y") J y dy df -,
où l’on a fait, pour abréger,
~TF j — n >
ou, ce qui est la même chose,
à cause de a zz:-^—, a / 3 y ru , &c.
En appliquant la formule du n.° 75 au cas actuel, on aura
2=8 It f c, C = c ffff {y, y, y" ) dy dy dy ;
et la valeur de v coïncidera, comme cela doit être, avec la valeur cédente de u.
addition
Au Mémoire précédent, et au Mémoire sur la manière d’exprimer les Fonctions par des Séries de Quantités périodiques (') ;
Par M. POISSON.
Dans ces deux Mémoires, les quantités périodiques suivant lesquelles on a développé des fonctions ou des portions de fonctions arbitraires ont toujours été simplement des sinus et des cosinus d’arcs proportionnels a la variable; mais, dans d’autres questions, les géomètres ont fait usage de séries ordonnées suivant des quantités périodiques , d’une nature plus compliquée, et qui sont elles-mêmes déjà composées de sinus et de cosinus : je veux parler de ces quantités remarquables , dont la composition et les propriétés sont bien connues, et qui se présentent particulièrement, dans les développemens des attractions des sphéroïdes’ Les séries de cette espèce et celles dont nous venons de faire un si fréquent emploi, ayant entre elles une parfaite analogie, nous avons pensé que l’exposition des formules relatives à cet autre mode de développement , ne paraîtrait pas déplacée à la suite des deux Mémoires precédens; et c’est ce qui a donné lieu à cette Addition.
[l.] Soient p et a, deux quantités plus petites que l’unité; faisons ( I - 2 ^ + a .‘)~ 7 = fi *
et développons cette quantité f suivant les puissances ascendantes de
(*) XVIII.* Cahier de ce Journal, page 417,
XIX* Cahier.
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<t : nous aurons une série de cette forme ,
ÿ — P Q —|— et P , —f- et Z 5 , —H et 3 P^ H— et 4 P^ H— Scc, \
Po, Pm P Z i &c., étant des fonctions rationnelles et entières de p, dont il sera facile de former les valeurs. On aura toujours P Q z=i 1 ; tous les autres coefficiens deviendront égaux à l’unité, quand on fera p=zz-\-i , et alternativement égaux à — 1 et à-H 1 , dans le cas de 1 > de
plus, on démontre aisément que chacune de ces quantités sera comprise entre — 1 et -H 1 , tant que-/? restera entre ces mêmes limites; ainsi, par l’hypothèse de ct< 1 , la série précédente sera toujours con¬
vergente.
Nous pouvons regarder p comme étant le cosinus d un certain angle f/,, et faire
p cos pc z=z cos 0 cos G ' -+- sin 0 sin 9 ' cos ( ^ — 4 / ) *
G, G 7 , et *[/, étant des angles ou des arcs donnés ; ^ sera alors le troisième côté d’un triangle sphérique, dans lequel 6 et G seront les deux autres côtés, et ^ — .v|/ l’angle opposé à ce côté \l\ et, d’après cela, ,a ne pourra être nul et p égal à l’unité, qu’autant qu’on aura àla-fois ^j/- y o et G —G 7 .
Si l’on substitue cette valeur de p dans les coefficiens de la série précédente, ils deviendront des fonctions des quatre angles G, G , ^ et <*|/, symétriques par rapport à 0 et G 7 et par rapport à ^ et ^ » or > en ne considérant que ô et ^ comme variables , faisant cos G zz: q, et désignant par n un nombre entier et positif quelconque, on démontre que le terme général P n de cette suite de coefficiens doit satisfaire à l’équation aux différences partielles du second oçdre :
En outre , cette quantité P u sera une fonction rationnelle et entière, du degré n, des trois quantités q, ]/1— q 1, sin ]/1 — q* cos ^ ; mais elle ne sera pas la fonction la plus générale de cette espèce qui satis-
fasse a cette équation. En général, nous désignerons par Y, une fonciou quelconque rat ionnell e et entière, du degré », des trois quantités
l/i y*sin^, ]/i—.^cos-l, pouvant d’ailleurs contenir des constantes arbitraires, et satisfaisant à l’équation
et de cette manière P n ne sera plus qu’un cas particulier de cette fonction r„.
La forme la plus générale de Y. et la forme particulière de P, sont connues ; mais ces fonctions jouissent de propriétés qui se démontrent et s énoncent indépendamment de leur composition, et qui suffiront à objet que nous proposons (*). Si «' est un nombre entier et positif, et que Z„< soit une quantité de la même nature que Y„ et du degré
" , on démontré , d’après ia seule considération de l’équation précédente , que l’on aura
f f Y. Z„. s in 8 dô d^ — o ,
tant que » et n seront deux nombres différens ; les intégrales étant prises depuis 0 = o et + = o, jusqu’à 0 = tr et -| = 2 et ^ désignant, à l’ordinaire, la demi-circonférence pour le rayon égal à l’unité. Lorsqu on a « =», l’intégrale double n’est plus égale à zéro; et dans ce cas, si l’une des deux fonctions quelconques Z, et est la fonction particulière P,, on aura sous une forme très-simple la valeur de cette intégrale. On démontre, en effet, que, les limites étant toujours 0 = 0, 4 = 0, 0 =vr et 4 =27r , on a
ff Y„ P n sin 0 0 J 4, = Al Xl . .
(*) Po»r tom ce que nous supposons connu relativement à ces quantités, on peut en
Z7o u *r*‘ ’ ’ chap ' 11 ’ et Ies E ~ ie Calcul v ‘
Y'„ représentant ce que devient Y n , quand on y remplace les variables 0 et 4 P ar les angles 0 ' et 4 ' qui entrent dans P n et ont été regardés comme des constantes dans cette intégration.
[2.] Cela posé, ces propriétés des fonctions Y n et P n fournissent le moyen de développer une fonction de 4 et 0 en série de quantités de la nature de Y„, et d’exprimer tous les termes de cette série par des intégrales définies. En effet, soit / ( 0 , 4 ) une fonction donnée de 0 et -vp ; admettons d’abord que cette fonction soit susceptible d un développement de cette nature, et faisons en conséquence
f ( 0, 4 ) —— Yo H— Y i —t— Y % H— E 3 H— &c. > ou, pour abréger,
2 indiquant une somme qui s’étend à toutes les valeurs entières et positives de n, depuis v — o jusqu’à «1=00. Multiplions cette équation par P„ sin 0 </0 et intégrons ensuite ses deux membres entre les limites précédentes: tous les termes du second membre disparaîtront, excepté celui qui répond à l’indice ti de P„, et nous aurons
///(A. +) P ‘ sinUU^ = 4^f--
Donc, en échangeant entre elles les lettres 0 et 0 ', 4 et 4 ' » ce C I U * changera Y' n en Y n et ne changera rien à P„, on aura
Y. = V) P, sin fl' dV d\',
et par conséquent
/(A. =lV S 7 /t 2 "^ 1 )P'f{p,\')smV dV d\'. (.)
ou, ce qui est la même chose,
H- 5 4') sin 0' dV d\'.
Ce procédé est, comme on voit, parfaitement semblable à celui que difFérens géomètres ont employé , pour développer line fonction en série de sinus ou de cosinus d’arcs multiples de la variable, lorsqu’on sait d’avance , par la nature de cette fonction , quelle est susceptible d’un tel développement; mais il serait insuffisant, et les formules auxquelles il conduit ne seraient pas convenablement démontrées, si la fonction était arbitraire, et qu’elle pût être continue ou discontinue; et il est évident qu’on ne saurait fixer, par ce moyen , l’étendue des valeurs des variables pour lesquelles ces formules auraient lieu, ni les restrictions auxquelles la fonction devrait être assujettie. C’est pourquoi nous allons considérer directement le second membre de l’équation (i), et chercher, par les mêmes principes qui nous ont dirigés dans les Mémoires précédens, à déterminer ce que cette formule représente pour chaque valeur donnée de 0 et de 4^.
[3.] Désignons, comme plus haut, par et une quantité plus petite que 1 unité, mais qui en puisse différer d’aussi peu qu’on voudra ; et soit
X — - ff (> D o-H 3 / ? ,ot-t- 5 / ? 2 ot , -t- 7 ^ 3 -h.&c.)/( 0 ', ;
le second membre de l’équation (1) sera la limite de cette quantité X, par rapport à 1 — et, ou ce que devient X quand on y fait 1 —<*, —o, ou <t— 1. En différenciant, par rapport à et, la valeur de j> du 11. 0 1, on aura
*77* — P, - 4 - 2 <t P x -h 3 et 1 P } -f. 4 et 3 P+ -h &c. ; d’où l’on conclut
et, comme on suppose et < 1, cette série est convergente, ou ne peut manquer de le devenir en la prolongeant suffisamment; elle est donc
la vraie valeur de la quantité' / -H2ct dLL. ; réciproquement on peut mettre cette quantité à sa place dans X, ce qui donne
x tt )/( ô '* 4 ') si " fi ' w d\'-,
et en substituant pour j> sa valeur, et effectuant la différenciation relative à ce, il vient
( i — a 2 ) / ( 8*, 4' ) sin 8* ( I — 2. a. p -t- cl 2 ) T
Lorsque la fonction / sera donnée, et qu’il sera possible d’effectuer la double intégration, on aura la limite demandée, en faisant ce = 1 dans X, après ces intégrations; mais il s’agit d’obtenir cette limite sans connaître la fonction arbitraire désignée par f
Pour cela, j’observe que le coefficient de d W d sous le double signe //, devient infiniment petit en même temps que 1— cl, excepté lorsque la valeur de p diffère infiniment peu de l’unité, ce qui rend aussi le dénominateur de ce coefficient infiniment petit; or, d’après les limites des intégrales, les valeurs de 0 ' et 4/ s’étendent depuis 6 — o et 4/ = o jusqu’à 6 ~ 7 r et 4 ^ = 27r; si donc on suppose aussi 0 > o et < 7r , et 4^ > o et <27r, on ne pourra avoir p rzz 1 , à moins qu’on n’ait 6 = 0 et 4 / (n.° 1); donc, en faisant 0'=0-f-//, 4/ ==4 •+- k, il suffira d’étendre les intégrales à des valeurs infini-* ment petites, positives ou négatives, de h et k, pour avoir la partie de l’intégrale double qui peut ne pas devenir infiniment petite ou nulle en même temps que la différence 1 — et. En traitant les nouvelles variables h et k comme des quantités infiniment petites, nous aurons
1 — />= 1 — cos6cos6—sin 0sin 0'cos(4 /—sin *6.
Soit, de plus, g une quantité positive et infiniment petite, et faisons 1 — cLZ=zg; nous aurons aussi
( 1 — et ) / ( 0 7 , 4 // ) s * n 6 ' = ^ gf (0,4') s ^ n ^ >
i — 2 cl p H- cl — g' -h h x k 1 sin 1 G ; d’où il résulte
Y _ / ( 8 , 4 ) ç ç gs\n$dkdh #
~ T J ( g* ~H A 1 *+* A* sin* 9 ) 1
et maintenant les intégrations seront faciles à exécuter.
Commençons d’abord par l’intégrale relative à k. Comme elle est infiniment petite ou nulle pour toutes les valeurs finies de fa variable» on peut, pour plus de facilité, la prendre, sans en altérer la valeur, depuis kzzz — oo jusqu’à A = -|-oo; alors, si l’on fait
k sin ô = k! -[/g* -+- h 1 y sin G d k = j/ g 1 -h- h x d k',
les limites relatives à k' seront encore k! =— oo et A' = -H oo , et l’on aura
/(•> + ) r gdh
, 4- ) r gdh r dk' _ /( 9>40 Ç gdh
à cause de
-oo dk'
J-oo (n-A'O*
L'intégrale relative à h est égale à tt, lorsqu’on regarde g comme une quantité positive, et qu’on la fait égale à zéro après l’intégration ; car, en désignant par £ une quantité positive quelconque, et intégrant depuis k — — jusqu’à h — -f- <b, on a
/•5^V= 2a rc(,ang = f ):
quantité égale à vr, dans le cas de g-=zo. Nous aurons donc enfin
pour la limite de X, relative à la différence i — et, qu’il s’agissait de trouver.
Concluons donc de là que l’équation ( i ) a lieu lors même que la
fonction /(0, ^/) est entièrement arbitraire, continue ou discontinue; mais , en lui donnant cette généralité, il faut observer quelle ne subsiste nécessairement que pour les valeurs de G>o et <7r, et de 4 > 0 et < 2 7r, et que hors de ces limites, le second membre de cette équation n’a plus, en général, aucun rapport avec les valeurs de/( 0 , 4 )- D’après ce qui précède, on pourra aussi écrire cette équation sous la forme :
( I — 2ap -t- * 2 ) *
a, étant une indéterminée , qu’on supposera plus petite que l’unité dans les intégrations , et qu’on fera égale à i , après quelles seront effectuées.
[ 4 *] Voyons maintenant ce que devient la limite de X, lorsqu’on donne à ô ou 4 l’une de ces valeurs extrêmes, 0 = o ou 0 = 7r , 4 = o ou 4 = 27 r.
Si l'on a 4 = °, il y aura deux valeurs, 4 — ° et 4 // “ z::27r > qui, prises avec 0' = 0, rendront la quantité p égale à l’unité : pour avoir la valeur complète de la limite demandée , on devra donc faire successivement 4 — ^ et 4 — 27r "^"^ ; ma * s > comme la variable 4" doit toujours être positive et ne pas dépasser 2 7r, on devra, dans le premier cas , n’attribuer à k que des valeurs positives , et, dans le second, ne lui donner que des valeurs négatives ; donc, dans le premier cas, il faudra intégrer seulement depuis k'=o jusqu à kzzzoo, et, dans le second, depuis A' = — oo jusqu’à A'= o ; ce qui réduira, dans chaque cas, l’intégrale relative à k!, à la moitié de sa valeur précédente. Il résulte de là que, pour la valeur particulière 4 — 0 » limite de X sera
et l’on verra, par le même raisonnement, quelle sera encore la même pour l’autre valeur entière 4 = 2 #7r - Ainsi , aux deux extrémités de l’intervalle des valeurs de 4 P our lesquelles l’équation (2) subsiste,
cette formule donne la demi-somme des valeurs correspondantes de au lieu de donner chacune de ces valeurs; par conséquent 1 équation (2) ne convient aux valeurs extrêmes = o et ^,
qu’autant quon suppose /( ô, o)= /( 0 , 2 7r ).
Dans le cas de 0 = o, on a /?—cos 6 ' ; l’expression de X se décompose en deux intégrales simples, et devient
mais, quelle que soit et, on a
( r — tt 1 ) sin V dV ( I — 2 <t cos 0' H- a 1 ) *
( I — a* ) sin 0' 0'
( I — a a cos 0' a 1 ) j
: V ( I — 2. cl cos f
constante ;
la quantité contenue sous le radical est un carré parfait aux deux limites ® — 0 et ô =7r de l’intégrale, et les valeurs correspondantes de la racine sont ±(1 —et) et zh(i-H(t) ; donc, ce radical devant être une quantité positive dans toute l’étendue de l’intégration, il faudra prendre * I ^ *1 1& limite ô —,, et 1 — et a la limite à cause que et est
supposée plus petite que l’unité; par conséquent, en passant à l’intégrale définie, on aura
(1 — a 1 ) sin 0* d 8*
( I — 2 et COS 0' -H * 2 ) *
et il en résultera
Dans le cas de ô = 7 r, on trouvera de même
et ces valeurs étant indépendantes de a., elles sont aussi celles de la limite de A pour G=o et fl= 7 r. On voit donc que, pour ces valeurs extrêmes de ô, la formule {2) ne donne pas les valeurs correspondantes flo d,) XIX.‘' Cahier. y
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et/(•*•, de la fonction./(6, ^), et quelle donne alors la moyenne des valeurs de cette fonction depuis ^=o jusqua 4 ' = 2 ' 7r > en sorte que l’équation (2) ne subsistera, pour 6cr:o et pour 6 vr, que dans le cas particulier où la variable ^ disparaîtra de la fonction /(°> 4 / )> en donnant à 8 ces valeurs; c’est-à-dire, dans le cas où/(o,^) et f (' 7 Cy seront des quantités constantes.
Observons, quoique ce ne soit pas la supposition qu’on a faite, que si ce était positive et > 1 , ü faudrait prendre cc-i pour la valeur du radical à la limite 8'=o de l’intégrale relative à 8' ; on aurait donc alors
( 1 — a.' ) sin 8 ' d§' _
( i—2 a cos B'-ha 1 )*
I — a 1 et ( 1 -4- et )
I — a 1 et (a — I )
et, par conséquent, -2 pour la valeur de cette intégrale correspondante à a. = 1 ; ce qui nous montre que cette limite est difféiente , se on qu’avant de faire la différence 1— =t égaie à zéro, on la regarde comme positive, ou qu’on la suppose négative. Au reste, on peut aussi obtenir directement ces deux valeurs différentes de la limite, en suivant la méthode du n.° précédent. En effet, soit g une quantité positive, et faisons 1 — et = dr g; lorsque g sera devenue infiniment petite, il faudra que la variable 8' le soit aussi, pour que l’intégrale ait une valeur finie ; traitant donc g et 9 ' comme des quantités infiniment petites, l’intégrale précédente deviendra
±igVdV _ _f_ /2_ 2 e \
en la prenant de manière quelle s’évanouisse avec 8' : or, cette valeur se réduit à ± 2, quand on y fait g tout-à-fait égale à zéro.
[5.] Lorsque/ (8, ne renfermera qu’une seule des deux variables 6 et 4", la formule (2) ne représentera plus qu’une fonction d’une seule quantité; et, en effectuant l’intégration correspondante à la variable manquante, cette fonction sera exprimée par une intégrale simple,
comme par les formules des Mémoires précédens. Supposons , par
relative^' ^ ^ , SC reduise à / 4 ' : P ollr faciliter l’intégration
JZrl Z^T- ZIT\ ^ ^
fl= . . ’ P , C ~° * 9 - ^ ; ,e P Ius commode sera de prendre
1 aura a orsp sin 6 cos (4'—-jO > et l’équation (2) deviendra
/4'=-jV ff -(_!.-«■) sin V fV
JJ [ 1 — 2 . CL sin 6 ' COS ( 4 —^')^_ a ajr
Je fais 9 ' = s t + /, étant une variable infiniment petite, posi-
reur U et egat ; V '- iePre, ; drai ’ *" C °" S >-e, sin 9 ' = f au nLé- . , ’ SIn9 — h au dénominateur, sous le signe//; mettant
de plus ^unité à ia place de * cos (/-/'), dans le ternie q ui aura h' pour facteur, il vient " 1 allra
[r— 2acos(4._4’) + „.^./,,] 4 '
depuis “ mme J" S 16 n ’° 3 * S’étendre i'intégrale relative à h,
deputs h -00 ;usqua /} = _,_ oo- a f orSi en faisant
h — K l/i — 2 a. cos (4- — Ÿ)- 4 -a.‘ , les limites relatives à // seront encore ± 00, et nous aurons
/J,=Z— / JT _ ( I —«*)/•(.' < /•! ■' r- co ,/*■
Wo I -2a cos ^
“ 1 1'" '* « <pk 4 on en»,,
f\ = --/ 2T -li_ r«*)/4-'-
* 1 — 2acos(4,_ +')-+-«* ’
formule qui représentera f\ depuis 4, = o jusqu’à X= 27r et oui
s appliquera à ces limites mêmes, si les valeurs correspondantes de la fonction sont égalés entre elles.
En développant la quantité soumise à l’intégration, suivant les puissaijces de et, et faisant ensuite <t = i, 0 n aura 1
/ étant un nombre entier positif, et la somme S s’étendant à toutes les valeurs de /, depuis i zz i jusqua i — oo. Si nous désignons par l une ligne donnée, que nous fassions
et que nous conservions la lettre/*pour indiquer la fonction arbitraire, cette formule deviendra
fx — dx H- —JZ'j [ s cos (x — x) — j-\f x dx :
elle aura lieu pour toutes les valeurs de x , depuis x z=z—/ jusqu’à *=-+-/, y compris ces deux valeurs extrêmes, si l’on a //=/(—/)• Ce résultat coïncide avec celui qu’on déduit de la valeur de u, trouvée dans le n.° 4 ° du mémoire précédent, lorsqu’on y fait t = o, et que l’on observe qu’on a alors uz=zfx.
[ 6 .] Pour indiquer une application des diverses formules que nous venons d’obtenir, supposons que x, y, £, soient les trois cordonnées rectangulaires d’un point quelconque M, et qu’on veuille exprimer en série de quantités périodiques, une fonction arbitraire de ces trois variables , pour tous les points M compris dans l’intérieur ou à la surface d’une sphère d’un rayon donné et représenté par /. On transportera d’abord l’origine de ces coordonnées au centre de la sphère; puis on les transformera en coordonnées polaires ; de sorte que r étant le rayon vecteur du point M, fl l’angle que ce rayon fait avec l’axe des £, et 4 / l’angle compris entre sa projection sur le plan des x, y, et l’axe des x, on aura
1 zzz r cos 0 , y — r sin 0 sin 4 / » x r sin 0 cos 4 '*
La fonction f[x,y, %) se changera donc en une autre fonction de r, 0 et 4 /, que nous représenterons par f (r, 0 , 4 /)î les valeurs de ces nouvelles
variables s’étendront depuis 4=o, 0=o, r=o, jusqu’à ^=z-r, &=v, r ' !’ et cette fonction satisfera évidemment aux conditions du n.° 4,
relatives aux valeurs extrêmes 0 =o et 0=7r, ^ = 0 et 4,— 2 7r. Au moyen de l’équation (I ), on pourra donc représenter/(r, 0,4), p0U r toutes les valeurs de 0 et 4., y compris leurs valeurs extrêmes ; et, quant à la fonction f(r, 0', •>(/), qui entrera sous le double signe // dans cette formule, on l'exprimera depuis r=o jusqu’à r=I, au moyen de l’une des formules du Mémoire précédent, en choisissant celle qui satisfera aux conditions qu’on voudra remplir, par rapport aux extrémités r=o et r=l. Ainsi, par la combinaison de ces deux formules, le problème proposé se trouvera complètement résolu.
Si l’on voulait représenter la fonction f(x, y, z ), pour tous les points compris dans l’intérieur ou à la surface d’un ellipsoïde, dont les demi-axes fussent al, bl et cl, l étant une ligne donnée, et a, b, c, trois nombres aussi donnés , on ramènerait immédiatement ce problème au précédent, en faisant
Z—cr cosfl, y = brsinûsin4-, x — ar sin S cos 4 ;
car ces valeurs satisferont à l’équation de la surface de l’ellipsoïde rap portée à ses axes principaux, savoir:
et pour tous les points compris dans son intérieur et à sa surface, les variables 0 et 4. s’étendront, comme dans le cas précédent, depuis T —o, 0 —o, 4 - 1 = 0 , jusqu’à r=l, 0 = 7r, \—z-7r.
Lorsque le rayon / sera supposé infini, la fonction donnée se trou vera représentée pour tous les points de l’espace. Dans ce cas, on aura daprès l’équation (17) (n.« 35 du Mémoire précédent) ,
-rff* 1 " a r sin « r> •/( 6 ', 4 -') dr da.
pour toutes les valeurs positives de r; les intégrales étant prises depuis <2 — 0> r — o, jusqu’à a — oo, r = oo. Substituant cette valeur dans notre équation (i), il vient
/(r, 04)= ^ £//(« + 1 )PJ( 0 , 0', 40 Sin0' J'4'
s > 0 4 ) sin tfrsin ar sin 9 ' dr da r/0 d\ ;
et cette formule représentera , pour tous les points de l’espace, une fonction entièrement arbitraire de leurs trois coordonnées , ce qui sera peut-être utile dans quelques occasions. On voit qu’elle est très-compliquée; mais on doit cependant remarquer quelle ne comporte que des intégrales quadruples, tandis que l’on serait conduit à une intégrale sextuple, si l’on cherchait à exprimer la même quantité en fonction des coordonnées rectangulaires y, en étendant la formule (to) (*), au cas de trois variables.
Il est sans doute inutile d’ajouter que s’il s’agissait de représenter une fonction des deux coordonnées x et y seulement, pour tous les points d’un cercle, d’une ellipse, ou d’un plan indéfini, ces questions se résoudraient comme les précédentes, avec cette seule différence qu il faudrait employer l’équation (3) à la place de la formule (1).
[7.] Reprenons encore l’intégrale double que nous avons considérée plus haut (n.° 3 ), et faisons
( 1 —2a/7-ha 2 /
Nous en déduirons
-2 cl-
*+ ir s'z* ( I — a*)/((T, 4/) sin
d * JJ* (1 —
en vertu de l’équation (2), on aura donc
(*) XVIII. e Cahier de ce Journal, page 429.
u “ H2ct ’7T = 4 ^/t 0 ’ 40» (4)
pour la valeur particulière etrz 1. Par d’autres considérations, Lagrange est parvenu à un résultat de la meme nature, mais qui ne semble pas s’accorder avec celui-ci : en changeant les notations dont il a fait usage, dans celles que nous avons employées, il a trouvé (*)
également pour ce — 1. Il s’agit d’expliquer et de faire disparaître la contradiction apparente de ces deux équations.
Pour cela, il faut remarquer que Lagrange suppose qu’avant de faire ce = 1 , on regardait cette quantité comme positive et > 1, tandis que nous supposons qu’on la regardait comme positive et < 1 ; or, dans ces deux hypothèses, u exprime deux fonctions différentes de et : les valeurs de ces deux fonctions coïncident pour et = 1 ; mais il n’en est pas de même à I égard des valeurs correspondantes de ; et c’est ce qui donne lieu a la différence que présentent les deux équations.
En effet, lorsque la fonction /(G, 40 est telle qu’on peut effectuer sous forme finie les intégrations qui sont indiquées dans la valeur de u , la différence des deux fonctions que u représente , se manifeste en ce qu a la limite G — o , pour laquelle on a pzzz. I , il faut prendre, pour la valeur de(i — 2 & p -h c t ‘ ) * » 1 — dans le cas de et < 1, et, au contraire, et 1 dans le cas de et> t , afin que ce radical exprime toujours une quantité positive. Si l’on suppose, par exemple, que /(®. 4') so ^ une constante c, on trouvera, avec cette attention, u = 4 tt, dans le cas de <t < 1 , et u= -iü-, dans le cas de
et > r ; et Ion peut vérifier que, pour et— 1 , la première valeur satisfait à I équation (4), et la seconde à l’équation (5). Mais les intégra-
(*) XV. e Cahier de ce Journal, page 66.
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tions étant impossibles, en général, ia différence entre les deux fonctions que u représente, résulte de ce que, pour réduire cette quantité en série convergente, il faut la développer suivant les puissances ascendantes ou descendantes de et, selon qu’on a <t <i ou ct> i. Dans la première supposition, on aura donc
U='LffP n f[V,'\,')<t' l dVd\\
*—=■£//» P „/ (fl', 4/ ) a.” </6' d\'-,
et en faisant <t = 1, et substituant ces valeurs dans féquation ( 4 ) » elle se changera dans 1 a formule (1). Et de même, dans la supposition de ot > 1 , on aura
le coefficient P „ étant le même que dans le premier cas : de là on déduira
et en faisant <t—\ , et mettant ensuite ces valeurs dans l’équation (5), elle se changera également dans l’équation (1). On voit donc que ces deux formules (4) et (5) s’accordent parfaitement entre elles, et ne sont autre chose que la même équation (1), présentée sous deux formes différentes.
Au reste, la différence des deux valeurs de , correspondantes
à ct=i et aux mêmes angles 0 et provient de celle qui existe entre les attractions d’une couche homogène d’une très-petite épaisseur, sur deux points situés sur la même normale , l’un à sa surface extérieure et l’autre à sa surface intérieure; et l’on peut voir, dans mon premier Mémoire sur la distribution de ïélectricité a la surface des corps conducteurs (*), que, /(0, ^ ) étant l’épaisseur de 1a couche qui sépare
U) Mémoires de la 1." Classe de l’Institut; 1811, I. ,e Partie.
ces Jeux points, l’excès de l’une de ces forces sur l’autre, dans le sens de la normale est égal à 4 vr/(ô, +) , £omme „ résuhe de fa CQm _ paraison des équations (.4) et (5).
[ 8.] Le développement d’une fonction de 0 et 1 en une série de la forme :
■+■ y < ■+- y, •+■ y, ■+■ 8cc.,
a été souvent utile pour résoudre des questions très-importantes ; et il y en a même dont la solution serait au moins très-difficile à trouver sans le secours de cette transformation. On l’effectue sans peine, lorsque a fonction donnée est une fonction rationnelle et entière des trois quantités cos A sinôsin^ et sin flcos^, comme le sont tous les termes de cette ser.e (*) ; mais dans le cas d’une fonction qui n’est pas de cette forme, on a elevé quelques doutes sur la légitimité de ce développement : or l’analyse précédente nous semble très-propre à les dissiper tous; et l’équation (i) prouve qu’il est toujours possible, du moins tant quon ne veut représenter les valeurs de la fonction arbitraire que dans une certaine étendue des valeurs de ses deux variables.
L’utilité des développement de cette nature vient sur-tout des propriétés dont leurs termes jouissent, et qui sont comprises dans les équations (b) et (c) citées plus haut ( n.» t ). La première se démontre facilement au moyen de 1 équation (a) (**), à laquelle doivent satisfaire les quantités de la nature de Y et qui sert à leur définition ; mais equa ion (c) piesente plus de difficulté; et il n’est pas inutile d’observer que notre équation (,) ayant été démontrée directement, elle peut à son tour, servira démontrer cette équation (c), lorsque l’équation (b)
est supposée connue. En effet, en vertu de cette dernière formule s ion prend '
(*) Mécanique céleste, tome II, page 4 ^ (**) Ibid . tome II, page 31 .
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le second membre de l’équation (i) se réduira au seul terme qui répond à l’indice n , et l’on aura
ff'Ptt Y'n sirf ô' dV d\' = 2 - n A — Yn\
ce qui n’est autre chose que la formule (c), en y changeant 6 en 6 , J, en y et réciproquement.
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