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SUIVI
OuoiQUE toute figure plane puisse être décompçsée en triangles j» et que par con^^^^^^^t la Géométrie à deux dimensions , puisée à la rigueur être ramenée à la Trigonométrie rectiligne sefule ; comme il faut encore lier ces triangles les uns aux autres pour en forhièc la .'chaîne , il y a long-temps qu'on a reconnu l'avantage qu'il, y. aurait à considérer un point de plus } c'est-à-dire , la relation qui existe entre les distdinoe? i:espeotives de quatre poiats quelconque^ pris dans un mêjne plan. De même ^ dans la Géométrie aiik trois dimensions , quoique tout solide ou poljèdre puisse être ^^bomposâ en pjramides triangulaires , et que par conséquent ^ , la; théorie; àe ces pyramide soit fondamentale : comme il, faut encore; lier les unes aux autres ces pyramides ^ qui ont; chacune quatre, sommets oii anglô^ solides v il est à propos , pour cotnpléisr cette th^ofie # ^e ebnsîdérer, la relatipn. qui existe entre Jes distanoes vespbotives de cinq pcfiçts pris dans l'espace» Ces. dislanqes. entre le^ 'points ciwpar^d, deux à (deux, sont ai|.;i^om^re de ^frycjbde <^s dix quan^tij^Si neuf q^idlconque^ étant conques^il est'évîdeni que 'la
âUiàw^ fi^p, ^tifitmwie , et peut. s'expr4nter en Taleurs des it^uf
autres. C^est ce problème que je me suis propose de résoudre. Pour y parvenir j je^s^s £\)i\^ de traiter, plusieurs autres questions préliminaires , ii, pairn^i ^s ^quf stij^iis , il en ^et t qui sont trèsintéressantes par elles-mêmes : principalement celle d'exprimer en valeurs des seules arêtes d'une pjramide triangulaire , toutes les pigrt^es qui entrent dans la construction de cette pyramide^ savoir^ les angles que forment ces arêtes^ soit entre elles, soit avec les fitcea*, ceux qui sont compris entre tea mêmes faces;; la perpendiculftire abaissée de chacun des sommets sur la base opposée, le solide de la pjramide, le rajon de la sphère cîroonscïite , celui de la sphère inscrite , etc. ; d'oùr suit la solution de ce problème fondamental de la Géométrie aux trois dimensions , et qui répond au problème général de la Trigonométrie ordinaire dans là Géo« métrie plane.
r Pamd toutes Tes qmanlîté& qui enfrem dans la consirucHou, d^unc -pyramide triangulaire , six quelconques étant données suffisantes pour que le reste soit déterminé ^ trouifer toutes les autres.
Les applications les plus essentielles de ce problème sujQSraient seules pour £Dunûr la matière d'un grand ouvrage, et cet ouvrage $erait in fiji imejit utile : mais [e ne wHy arrête ici, qu*autant que cela, m'est nécessaire, pour arriver au but que je me suis propesé*
J^ai trouvé que plusîefrrs deé problències réonis^ dànS cet Opuscule y
avaient déjà été réeekispar d*airtre^, partioolièrement par Euler
dana divers Mémoires iiuf^imés parmi ceux de ^Académie de
FéCersbourg, par Lagrange dan^ceux de l'Académie de Berlin pour
Para 1775, et par l'abbé de Gua dans ceux de Paris pour l'an 1785 j
mais je n -ai cooservé de ces problèmes^ que le très-petit nombre de
ceux qui m'étaient absolument indispensables potff ne paa rompre
rensemblede mon travail , efr je le» ai traités conformément à mon
but^ qm était tout différent de celui de ces iHustires géomètres^ Le
Mémeice de Lagrange renfernie les recherches les plus étendues ;
mais: il'ne tend point, comme je le fais ici, à trouver Pexpreission
explÂ^e de foutes les parties Âe la pjranride en valeurs dM seules
«réfes;, et son objet n'est pas de résoudre le problème général énc&cé
ei-^gsus; mai» de faire connaître ^ en apf^quant à la p7rami4e
(5.) Télégante méthode des projections ou des coordonnées ^ l'étendue des ressources d'une analjse habilement employée.
J'ai résolu tous mes problèmes par la méthode des triangles ^ c*est-à-dire ^ par la seule Trigoooméfrie , tant rectiligae que sphériqué i cependant pai cru que i pour compléter mou tnvA^ , il convenait de montrer en peu de mots^ comment cette nétiboda peut se lier avec celle des projections , ce qui me donne lieu de résoudre d'une nianière nouvelle et qui m*a para fi>rt ^mple , le problème général de la transformation des coordonnées dans l'espace^ c'est-à-dire > em supposant que les six coordonnées-^ tant anciennes que nouvelles j fassent entre elles des angles quelconques^
Afin de ne pas oUiger le lecteur de reeouicir à d'antres ovHnrages^ ] 'ai donné au commencement , sous forme de lemmes ^ 4]iiel(iue8 formules trigonométriques familières^ dont j'avais besoin.
Je termine cet écrit par un Essai sur la Théorie des transversales , sujefrque j'ai déjà traité ailleurs > mais avec moins de précision. J'ai profité des réflexions qu'ont ajoutées à ce que j'avais déjà dit sur cela , plusieurs savans^ principalement Servois j professeur de mathématiques aux Écoles d'Artillerie à Metz , dans son intérêt saut petit ouvrage intitulé : Solutions peu çonniies de dif^ers problèmes de Géométrie'-pratique.
t • Si dans un triangle rectHigne ^juelconque , on nommé A » B > C, les trois angles j a, h^ c, les côté3 respectivement opposés « on aura les formules suivantes :
a* sin A = -^ V^(2a*^*-|-aa*iî*-f-âiVî»^^0<*^6*— ^J*);
3^. La p^iyendBcidvnl abaissée de Tangie A\ ='— ^(aa'i' -|-aaV-j-a JV— a^— Ô*— -C*) } sur le côté opposé. |
4*. L'aire du triang. ss \ ^(jia^b^ + aa V -|- aô'c^ -* a* — i< — c* ) î
circo98Cnt« J "^ V (aa*6* -f- a^c^f^-^ a6*c»— a*— b^ — c*) ^
Ç<>. Le rayon du cercle \ , g ^/ (a+R-^c)tg+c— &) (* + c-— a)'
ia^erlr*:/
H*K \ — : — ïTïT^ï — ' — }
d. Si dans tin triangle sphérique quelconque ; on nomme A j B> C> les trois angles; a^ ^^ o^ les côtés respectivement opposés # on aura les formules suivantes :
A cos a— cosfc . C09 c 1* cosA:^-» , I . -;
cosA + cofiB.cosC V.. . . .-. COS a = . p « ^ 1
sinD.ainC ^
3^ Le sinus de Tare abaissé per-} pendiculairement de f angle >=-: — V^(i-cod'a-coA*i-ca8*c+AC08â«cosi;008c)*> A 0nr le côté oppoaé. 3 "^
. S. Si trois apgles quelconques A , B^ C, valent ensemble quatre droits ou la circonférence entière : et de même ^ si l'un d'eux , .comme A ^ se trouve égal à la somme ou à la différence des deux .autres ; on aura toujours la formule suivante , symétrique entre les cosinus des trois angles
I — cos' A — cos'B -7 cps'C + 3C0S A • cos B • cos C = o;
.Si les trois angles A^ B^ C^ valent ensemble deux droits seule* 'tnent> comme par exemple > les trois angles d'un triangle^ ce sera la formule suivante qui aura lieu ,
I — cos*A — cos*B — cos'C — ^cos A . cos B • cos C s o.
Enfin si les trois angles A^ B^ C> ne valent ensemble qu^an seul angle droite on aura
I •» sin'A — « sin'B •» sin'G — - 2sin A • sinB • sin C =: o»
Remarque*
4* n m'arrivera souvent de désigner Tangle compris entre deux
m. 1. droites partant d'un même point comme ABj AC> de la manière
suivante^ AB AC« Cette expression indique' en même temps les
(5) directions des lignes de A vers B et de A vers C ^ si au contraire
on voulait exprimer l'angle que fait la direction AB avec la di*
jrection contraire à AC , on écrirait AB CA en mettant le C avant Vkf et cet angle serait évidemment le supplément du premier. Si Ton voulait exprimer l'angle formé par les deux directions contraires
& AB^ AC> on écrirait BA CA^ et cet angle redeviendrait Ainsi
le même que AB AC.
La même notation a lieu à l'égard des droites qui ne se coupent pas, même lorsqu'elles ne sont pas dans un même plan. Alors on fio. entend par l'angle qu'elles forment, celui qui serait compris entre deux autres droites respectivement parallèles aux premières et partant d'un même point. Ainsi AB, CD , étant les directions de deux droites quelconques menées dans l'espace, AB CD sera l'angle compris entre ces deux directions , BA DC l'anglp formé par le^
directions opposées, et AB UC ou BA CD, l'angle formé par l'une de ces directions et la direction opposée à celle de l'antre droite.
Si l'on désigne l'une de ces droites par m, par exemple, et
Tàutre par n , l'angle compris entre elles sera exprimé par m n, mais cette expression ne distingue pas cet angle de son supplément.
Enfin si deux surfaces planes sont désignées l'une par M, p«r exemple , et l'autre par N , l'angle qu'elles formeront entre elles
sera exprimé par M N, ainsi des autres.
Cette notation est très-commode, parceqn'elle aide à retrouver facilement les parties de la figure auxquelles se rapportent les expressions qui entrent dans une formule.
PROBLEME I
5. U £ S six droites qui joignent deux à deux quatre . points pris dans un même plan; cinq quelconques étant données p trout^er la sixième exprimée en valeurs des cinq autres.
pio. 3. Solution. Soient B^ C^ D, E, les quatre points proposés : sùppo^
sant donc que cinq des six droites BC^ CD^ BD^ BE^ CE^ DE^ soient données > il s'agit de trouver la sixième exprimée en valeiurs des cinq autres»
Je fais ^ pour abréger , .
BGsm, CDa»», lEDsszp, BEs=y, CE=r, DEss=^«
Cela posé ^ puisque des trois angles CBD , CBE > DBS^ il J en a un qui est la somme des deux autres ^ nous aurons par le lemme m,
I — co8*CBD — cos^CBE — cos'DBE 4- a cos CBD . cos CBE . coaDHÉ =^0 (A)
Or par Je lenraie i nous savons les trois équations suivantes :
CO»CBD=r= '"^+P'~"'
cosCBE=2l±^) (B)
cos DB£
Substituant ces valeurs des cosinus dans l'équation (A) qu'on vient de trouver > exécutant les opérations indiquées et réduisant j on aura la formule suivante , qui satisfait à la question proposée
~ /iV^ ^m'f^q^ ^p^q^r^ -^p^n^r^
cette formule exprime la relation existante entre les distances res« pectives de quatre points quelconques pris sur un même plan; ou ^ ce qui est la même chose, entre les quatre côtés et les deux diagonales de tout quadrilatère plan. Elle est , comme on le voit , sjmétrique entre les six quantités m y n, p, q, r, s'y et comme chacune d'elleajtie s'y trouve élevée qu'au carré et à la quatrième puissance y Téquation se résoudra toujours comme celles du second degré p ce quHl fallait trouptr^
ÂD", BC, CD, DE
Du pied E de cette perpendiculaire je mène aux angles B, C^ D,
de la base les trois droites £B, £C, ED, qui sont les éloignemens de perpendkmle , et |e fais pour abréger :
i\ Les trois arêtes qui partent du sommet
Âbs=:f, ÂBzsg, ÂCssh', Si*, Les trois côtés de la base respectivement opposé» à ces arête*
S*. Les trois éloignemens de perpendicule
Eèssq, ÊC^r, f^sss.
(8) 4*. La hauteur cherchée
Cela posé, comme î*ai conservé pour le quadrilatère BCDE, le^ mêmes dénominations que celles que j*avais adoptée; dans le problème précédent pour le quadrilatère BCDE {Jig. 5) j la formule (C) de ce problème I sera applicable au cas présent. Or les trois triangles rectangles ABE, ACE, ADE, donnent pour éliminer de cette formulé les quantités q , r , s , qui ne doivent point se trouver dans la valeur de x, les trois équations suivantes^
Substituant donc ces valeurs de g*, r*, s* ^ dans la formule (C) du problème précédent, nous aurons la formule suivante qui satis^ fait à la question proposée.
~ m^n'f^ — m^n*g* — rn'f^g* — w/ »A*
~ nYg^ ~ '^V*^* ^pY^* — ;^y*A* = (A)
ce qu'il fallait ironiser ^
COROLLAIRE I
7. Puisque la formule (A) contient les sept quantités m, n, p, /,g,h,x'yil est évident qu'elle résout cette question plus générale:
Parmi les quantités suivantes , savoir , les six arêtes d'une pyramide triangulaire et sa hauteur au-dessus de Vune des faces $ six quelconques étant données ^ troui^er la septième^
COROLLAIRE 11
8. Si Ton suppose que les trois arêtes montantes f, g, h^ soient égales entre elles ^ la formule se réduira à
Çf*^x^){2m^n^+2n^j?^'+'2n''p^'^m^^n^*^p^)^m*nY;=:>o,.. .ÇS)
(9) ict ^tfiî c«t <î*ainenrs facUe d'appcrcevoîr î car/* —a:* étant égal ii s% k r* et i, g* , k cause de /= gszzh'i s , r, ç , seront trois rajons du cercle circonscrit k la Jbase BCD. Or par le lemme I^ on a en effet
•équation qui revient au même que la formule (B)^ à cause de
Si l'on supposait aussi les trois c6tés m^n^pf àela base égaux «ntre eux, la formule (B) se réduirait à
et «nfin û l'on suppose ^s: m, on aura
c^est le cas du tétraèdre régulier^
PROBLÊME IIL
9* Troui^er la solidité d^une pyramide triangulaire tn valeurs de ses six arêtes.
Solution. Soient , comme dans le prol)lème pricédent i
9n$ n, p^lds trois côtés ou arêtes de la base , .
Jr 1 ^, A, les trois arêtes montantes respectivement opposées^ or. « • . ..^ «' la hauteur de la pjranûde au-dessus de la base BCD ^ S« .••••. « la solidité cherchée*
Le solide ou volume d'une pyramide étant égal an produit de la base par le tiers de la hauteur ^ nous aurons
Or par le lemme 1, on a
Substituant cette valeur de BCD dans l'équation précédente «
Itérant ensuite fout an oarré > puis substituant dans le résultat Ta valeur de ^^ tirée de la fornnde (A) du problème précédent , on aura la formule suivante qui satis&it à la question proposée ^
i?^ qu^il fallait iroui^er^
10. Puisque là formule (A) contient les sept quantités w, », py f} gf ^> Sj-il est évident qu'elle résout cette question plus générale.
Parmi les sept quantités suivantes ; sa4Joir , les six arêtes d^une pyramide triangulaire et le solide de cette pyramide , six quelconques étant données > trouer la septième.^
C; ORQLIi AIR B I^IV
11. Si l'on, suppose que les trpis arêtes montantes^y, gr^p soient égales entre eUes > fa formule se réduira à
Si l'en suppose au^si les trois c6tés m, n,pyàe lu base* égaux entre eux , la formule (B) se réduira h
^^i6.S^:^ Sf^m^-^m^'y ^. . (€)
et enfin si Ton suppose y=:77t , ce q\n est le cas- du tétraèdre fiégplier^ on aura«
PROBLÈME IV
11. Exprimer le rayon de la sphère circonscrite à unepyrarmdc triangulaire , en valeurs de ces six arêtes.
Solution. Soient 5 comme dans les problèmes précédens^
m, p , n, les trois côtés ou arêtes de la base ; no. i.
f» g9 h^^^^ trois arêtes montantes respectivement opposées;
S le solide de la pyramide;
R le rajon cherché de la sphire circonscrite.
Si du centre de cette sphère on imagine des droites menées aux quatre angles solides de la pjramide , ces droites qui seront ellesmêmes autant de rayons ^ partageront cette pyramide en quatre autres , dont on trouvera la solidité chacune en particulier par la formule (B) du problème précédent (ii). Ajoutant donc ces quatre . «olidités partielles^ et égalant leur somme à la solidité entière « donnée par la formule (A) du même problème > on aura > réduction faite après un long calcul ^ la formule suivante ^ qui satisfait à la question proposé»
4R*(/*/W 4-my*-î-^/r* 4- n^g^^h^p^'^p^Je *f- m»gr»A* -+- P^f^g^ 4- /î/^A' •+- m^n^p^
— ri^g^h* — p^g^h^ — m*/2y ' — ni^'f*
-j- in^p^g^h^ 4- :km^p'f^h^ -+- am^n\f^g^
— n^fi^gin^ — hY=:o (A)
ce qu* il fallait trouver.
CO ROL L A I R E I
i3« Puisque la formule (A) contient les sept quantités m, n, p^ ffgf^f^i il est évident qu'elle résout cette question plus générale :
Parmi les sept quantités suivantes ; savoir, les six arêtes d^unc pyramide triangulaire et le rayon de la sphère circonscrite $ six quelconques étant données , troui^er la septième.
(12) COROLLAIRE tù
f4 Si Pon suppose que toutes les arêtes de la pyramide soiene égales entre elles > ce qui est le cas du tétraëdre régulier^, et que m soit prise pour représenter Pune quelconque de ces arêtes , on aura
PROBLÈME V
i5fc Trouver le rayon de la sphère inscrite à une pyramide triangulaire , en valeurs des six arêtes.
Solution. Soient y comme' dans les problèmes précédens r
'>^' ^'Mf n» p f les trois côtés ou arêtes de la base j
f > g y^> 1^3 trois arêtes montantes respectivement opposées^
S».. ^- le solide de la pjrramid'e ;.
r.....^.. le rajon cherché de la sphère inscrite»*
Si du centre de cette sphère on imagine des droites menées auT quatre angles de la pjramide , ces^ droites partageront le solide ou volume de cette pjramide en quatre autres pjramides partielles^ qu'on trouvera chacune* en particulier , en multipliant sa. base par le tiers^ de sa hauteur , qui est le rayon cherché. Donc la pyramide proposée étant la somme de toutes eeapjramides partiellea^ oaaura
S=: Fr (BGD + ABC+ ABEr-f- ACD7 (A)
Mais par le lemiAe I^ on a chacune des aires BCD> ABC; ABD^ ACD , en valeurs des six arêtes de là pyramide r et par le problème JII (9) on a le solide S de la pyramide entière j.substi* tuant donc dans Téquation (A) toutes ces valeurs , nous aurons la £)rmule suivante >. qui satisfait à la question proposée :
— m*g*A*— n*^**— -p^g*— mVp*)y • • •^•'« -•^•'* •'• 'iL*-. . .'. ^. . ^. - -. - (B)
« quHl fallait trouver.
i6. Lagrange observe très«f>îen > qn^ind<^pendammené de la spb&re' inscrite^ il y en a quatre autres^ qui sont aussi bien qu'elle tangentes y chacune aux quatre faee» de la pjramide , mais qu'alors il j a toujours une de ces quatre faces qui n'est qu'extérieurement tangente à la sphère. Il est aisé, d'après cela^ de trouver le rajon de ces quatre nouvelles sphères; car il n*j a qu'à regarder comme négative celle des faces à laquelle la sphère est extérieurement tan-' gente , c^est-à-dire 9. donner successivement le signe -^ à chacun des radicaux qui les exprimentr Par exemple y si l'on veut trouver le rajon de la sphère qui touehe intérieurement les trois face» ABC, ABD, ACD, et extérieurement la face BCD, il n'y aura qu'à donner dans la formule précédente (B) le signe -^ au radical ^{jkm^n* + :xirCp^ + ^n^p^-^m^ — n^ — p^) qui exprime (lemme IJ quatre fois l'aire du triangle BCD , ainsi des autres*
eO-ROLLAIRB^ t^
17. Puisque la fbrmufe (B)r contient les sept quantités m, n, p^ S^S*^^ ^J ^ ^3* évident qu'elle résout cette question plus générale r
Parmi les sept quantités suivantes ; sat^oir , les sixarétes d'urre' pyramide triangulaire, et le rayon de la sphère inscrite i. sixfuelconques étant données > trouver^ ta septième^
cro A 0r.l1 AI R'B rn.
|Sl Si Pon suppose* que toutes Tes arê^tes dé fa^ pyramide soient égales entre elles , ce qui est le cas du tétraèdre régulier, et que' m soit prise pour représenter l'une quelconque de ce» arêtes^ ouaura
PROBLEME VI
-ig. J^xprimer en valeurs des six arêtes d*une pyramide trian^ gulaire , chacun des éloignemens de perpendicule } c^esUà^dire ^ la distance du pied de chacune de ses perpendiculaires, à chacuu des angles de la face sur laquelle elle tombe.
Solution. Soient/ comme dans les problèmes précédens ^
i^iG. 4. 7»> n, p, les trois côtés ou arêtes de la base;
fj S> ^9 ^^ ti*o^^^ arêtes montantes respectivement opposées; X la hauteur du sommet A au-dessus de la base BCD;
ÎB£ . ..... Péloignement de perpendicule qu^il s'agit de trouver.
Le triangle rectangle ABE donne BE = ^'* — a;'; substituant dans cette équation la valeur de a^ trouvée (6)^ on aura la iot^
mule suivante qui satisfait à la quisstion proposée,
BE Qim^n^ 4- 12m*/?* -f- ^n^p^ — m* — 72^ — ;?^ ) =5 3 m^p^g^ -|- g^m^n^ -j- g^n^p"" -^ m^^ — p^^
^ m^ny -4- m^p^h'^ + nf*h^ + P"/^^ — m^nf"" ^ m^n^^ — m/ »g^— m^J Vi* — - m»;?/ » — my^h"" — nf^^ — 7z*^A*
— nY^ — ;^ér*A» — /?y 'A* ..-.,..... - '(A)
Qe qu'il fallait troui^er.
COROLLAIRE
ao. Puisque la formule (A) contient les sept quantités m, n ,
Pfffg, h, BE, il est évident qu'elle résout cette question plut générale :
Parfni les sept quantités suivantes ; savoir, le^ six arêtes d^une pyramide triangulaire , et l'un quelconque des douze éloignemens de perpendicule; six quelconques étant données p trouver la sep* tième^ . .
PROBLEME VIT
•rr. Exprimer en valeurs des six arêtes d*une pyramide trian^gulairCy la distance du pied de chacune des perpendiculaires^ au(B trois côtés de la face sur laquelle elle tombe ^
Solution. Soient ^ comme dan»^ les- problèmes précédons ,-
^ % ^ 9 P y 1^ trois côtés ou' arêtes de la base.; fxg. S^
f f S> ^9 les trois arêtes montantes respectivement opposées; X la hauteur du sommet A au-dessus de la base BCD;
£F .•••*• la distance cherchée du pied £ de la perpendiculaire AE
au côté BG de la base opposée BCDr
Du sommet A je mène AF. Par le lemme I , j'ai la valeur de AF
qui est perpendiculaire à BC> et par le problème II (6), y'ai la
hauteur A£ ou x^ Substituant donc ces valeurs de AF et x danp Inéquation
EF'ss: AF'~ os*
que donne le' triangle rectangle AFE , nous aurons la formule fuivante qui satisfait à la question proposée,
'ef\ am V + anuY +^r^ — ^4 — ïi4 — j|4 ) ^^
O IV O L L- A^ F R
33. Puisque la fôrnmle (A) contient les-sepf quantités m , n, py
f^S^ ^> ^F; il ^^^ évident (pi*elLe résout cette question plus générale :
\ fes sept fuwifités sui^anusfsaiKriryl^'sixraP^is dfânc
pyramide triangulaire et la distance du pied de Pune quelconque des perpendiculaires à l'un des côtés de la hase opposée ; six quelconques étant données , trouuer la septième.
PROBLÈME VIII
a5. Exprimer en valeurs des six arêtes d'une pyramide trian-gulaire, la distance de chacun de ses sommets au centre de gravité de cette pyramide.
Solution. Soient , comme dans les problèmes précédens ^
^c. 4. ^i ^f p $ les trois çôtë^ ou arêtes de la base;
f y g y ^ $^^^ t^o\% arêtes montantes respectivement opposées;
y.. ».... la distance cbercfaée du sommet A par exemple > au
c^ntje de gravité*
Far les propriétés connues des centres de figmre ou de gravité^ le carré de la distance de ce point ii un autre point quelconque de l'espace > est égal & la somme des carrés des distances de cet autre point à tous ceux du sjstème ^ multipliée par le nombre total des points de ce même sjstème^ moins la somme des carrés des distances respectives de tous ces points comparés deux à deux^ le tout divisé par le carré du uombre total des points.
Or le nombre total des points du sjstème > c'est-à-dire des sommets^ est ici de quatre* Donc en prenant A pour le point de ^espace auquel on rappoitte tous ces points du sjstème y on aura
eu en réduisant
pe qu'il fallait trouver.
COROLLAIRE
«4' Puisque la formule (A^ contient les sept quantités m,n,p$
f^g^h^y\ il est évident qu'elle doone la solution de ce^tf e question^ plus générale :
Parmi les sept quantités siumnies } savoir , les six arêtes d^une pyramide triangulaire et la distance de Pun quelconque de ses sommets à son centre de gratuités six quelconques ^iani dann^fs, , trouf^er la septième*
PROBLÈME IX
25. Exprimer en valeurs des arêtes d'une pyramide triangu^ laire , tous les angles formés par ces arêtes , deux à deux , aux quatre sommets de cette pyramide.
Solution. Soient^ comme dans les problèmes précédens ^
m, n, p les trois côtés ou arêtes de la base ; - ^ ^^^ ^
fy g^ h les trois arêtes montantes respectivement opposées j
BAC OM gh^ Tun des angles cherchés.
Cet angle étant Pun de ceux du triangle ABC > dont les trois côtés ' sont donnés^ se trouvera immédiatement par le lemme I^ sans que ^ les aiétesy^ ^fPt entrent dans sa valeur >; et.l!on aura
et ainsi de chacun des onze autres angles du même genre qu2 entrent ' dans la construction de la pjratnide»^ Ce qiCU fallait tràw^èr^ r/^
a6. La formule précédente donne ^ en Rappliquant auccessive^-
ment aux trois angles du sommet A f les trois équations suivantes :
Ajoutant ensemble toutes 068 «quanpns. on aiirft., ,. ' .< ht
(rS)
Si V.otL compô»: celle éqiiatio9.avec 1a formule du pfcblème précèdent^ et qu'on retranche l'une de l'autre^ on auifa
1 6v» =/• + g» + A» +'sifg cç>e/g + afh cos/)i + agh cosg'h (D)
ce qui donne -la solution ^e oce [Problème.
Parmi les sept quantités suiç'antes ; savoir y les trois arêtes qui partent du même ^sommet dans une. pyramide triangulaire , les trois angles compris entre ces arêtes deux à deux, et la distance de ce sommet au centre de gratuité de la pyramide ; six quelconques étant données ^' trouver là septième^
PROBLÈME X
37. Exprimer en valeurs des six arStés d*une pyramide trian'^ gulaire^ l'angle formé par celles de ces arêtes qui sont respectiçemeht opposées deux à deux ; c'est-à-dire ( vu qu'elles ne sont pas dans un même plan), V angle que ferait auec Vûne déciles , la droite menée parallèlement à Pautfç^ dis l'un quelconque des points de la premier^.
Solution. Je garde led dénômin^ations du problème précédent :
910. 4. 1^^ arêtes respectivement opposées étaut ^ et n^ h et p , f et m*,
proposoû3>-nbus y par ^exemple; detrouver Tangle formé par g et n ,
c'est-à^(lire,PaAgle4]Qe formerait av^c £ ou AB, yne djroite menée
du point-B.paraUéliçsitiént à n ou CD> aAgle que^ ^'aprës la notation
expliquée (4) , je désigne pfir AB CD ou g n. Pour rendre la figure plus nette , traçons-la de nouveau (fig. 6)
avec ta parallèle dont nous Venons de parler^ et soit BO cette
parallèle au côté CD.
Concevons une surface sphériqué qui. ait son centre au point Bj
Yw. 6. ^' 9^^ <cit tencontrée pdr lés droites 'BA* , BO , > BD , BC , aux |f points a, o, d, c, respectivement* \Jt\ ^n8X]ui, contiennent ces
droites deux à deux , formeront sur cette surface sphériqué ^ un triangle sphériqueT Wo \ qui aura àVec le premiier àcd , un angle
cf^nppuA ca4^i>la4>o6éi piur k lenune II, le^deux tuftpgjba sphé*
(«9) riques ode f aco ^ donneront les deux valeurs suivantes pour le cosinus de l'angle acd qui leur est commun :
, COSOtl—- COSOC.GOSClf
• OOS<ak?asac ' . air.J.^' '
nntfc.sinca
, oos ao — cos oc. cosro
COS tiCd sss : ■ ;
âin oc. smco '
égalant ces deux valeurs i et réduisant^ .on. aura (cos ao — cos ac • cos co) sin cdzis. (cos oii^— cos ar . cos crf) sin co . . . .(A) mais il est évident que ac =: ABC ^ co^ OBC = supp. BCD / cd = CBD , ad = ABD.
Or touà ces angles sont connus et faciles à exprimer en valenra des arêtes de la pyramide; il n'y a donc plus rien d'inconnu dans Téquation précédente (A)> que Tare cherché ao qui est la mesura
de l'angle cherché BÂ^CD ou g\.
L'équation précédente devient donc^ ...
( cos/^/i 4- cos ABC . cos BCD ) sin CBD =a (éosABD— cosÀBC.cosCBD)«mBCD. (B)
d^où l'on tire cos^ n par une équation du premier degré en valeurs de ABC^ BCDj CBD^ ABC. Mais puisque noua voulons avoir cette inconnujd. en valeurs de9 arêtes seules de la pyramide , il faut cheroher ces angles en valeurs des arêtes. Or;^ par le lemme I# nous avons ( fig* 3 )
CosBCD=: ^'+"'""P^ ;
HP
cos CBD
m» 4- p» ^ n* amp
sin CM) ==•,—■ l/CaWn'+awV'H-an'jti*—»!*— «*—;?<). Substituant donc ces valeurs dans l'équistîott (B), et fàisiDat di»*
paraître les dénomînafeurs , nous aurons là formule suivante qui satisfait à la question proposée ,
agn co%g ni=:,h''+p* — /• — m*.. . • •. (C)
ce qu* il /allait irou^en
, a8. Puisque la formule (C) contient les sept quantités suivantes^
^9^ 9 Pfff gf^fS ^i il ^^^ évident qu'elle résout cette question plus générale ;
: Parmi les sept quantités suivantes ; savoir, les six arêtes d^une pyramide triangulaire, etVun quelconque des trois angles formés par deux des arêtes opposées ; six quelconques étant données i iroui^er la septième
COROLLAIRE II
!2g. Si Pon applique la formule (C) aux autres arêtes respectivement opposées m yf, etp, h} on aura> y compris la formule (C} elle-même , les trois équations suivantes :
a/mcûs/7n=^ + /2* — A» — ;^ } ......(D)
nhp cos h p =y* -H m^'^g^ — »*
Ajoutant ensemble ces trois équations , et réduisant^ on aura cetta formule sjmétrique assez remarquable
fmQQSjm-^gncosg n^hpcosh pzszo (E)
COROLLAIRE III
So. On peut observer en passant , que si Von suppose égale k
,_^ 3^ zéro la hauteur de la pjramide , lé point A tombera sur le point E,
et que parconséquent cette .pjramide deviendra un quadrilatère
plan, sans que les formules (D) cessent de lui être applicables*
Or ces formules deviexoient
^ms cosm ^ = 9* + n* — r*
anq cos n (Jz=zt* ^p* — 5* — //i» /....... ^ .. . (F)
^;7r cos p r = 5* + m*-— ç^*
Ces formules peuvent être très-utiles dans la résolution du quadriiatère plan. La dermère> par exemple^ donne la solution de ce problème :
Connaissant les quatre côtés d'un quadrilatère plan et V angle compris entre les deux diagonales y troui^er ces deux diagonales. Car les inconnues sont ici;?, r) et pour les obtenir , il n*j a qu'à combiner cette dernière des équations (F) avec la formule (C) du problème I (5).
On résoudrait de même cette autre question :
Connaissant Paire d'un quadrilatère plan et ses quatre côtés i iroui^er ses deux diagonales.
En effet, Paire de ce quadrilatère est, comme Pon sait, la moitié du produit des diagonales multiplié par le sinus de Tangle
compris; c'est-à-dire , \prsinp r. Nommant donc a cette aire
donnée, nous aurons ipr^mp r:=:ay divisant cette équation par la dernière des formules (F) , on aura
-— i^, ou cotpr=z—^—^ .
sm p r ^
Or on connaît toutes les quantités qui entrent dans le dernier
membre de cette équation. On connaîtra donc Tanglé p r , et le problème reviendra à celui dont nous venons dlndiquer la solution*
PIC
Solution. Soient^ comme dans les problèmes précédens^
5 m^ n , p , les trois côtés ou arêtes de la base^ ff g 9 h , \es trois arêtes montantes respectivement opposées ;
X la hauteur A£ du sommet A au-dessus de la base BCD \
AFE est érideminent Tangle que forment entre elles les deux
faces ABC^ BCD^ dont Tintersection est BC> et par conséquent l'un de ceux qu'il faut trouver.
Or le triangle rectangle AFE donne sin AFE ;=; _ , ou
AF
sin AFE . ÂF = x.
Mais le problème II (6) donne a;, et le lemme I donne AF ; substituant donc leurs valeurs dans Téquation précédente^ on aura la formule suivante , qui satisfait à la question proposée y
— 7»*»^*— mWg*--^*/^g»— m^^— TO*/i»/^— myA»— n*^
— nyA»^p*g»A»_p«^A») = o ^ . . . (A)
ce qu'il fallait trouver.
COROLLAIRE
Ss. Puisque la formule (A) contient les sept . quantités m^ H} pi f,g, h , AFE , il est évident qu'elle résout cette question plus générale : . .
Parmi tes sept çuanùit^s suit^antes ; sat^oir, les six arêtes itunc pj^ramide triangulaire , et runquelconque des six angles compris entre les faces deux à deux ; six quelconques étant données $ trouver la septième.
PROBLÈME Xir.
35. Exprimer en valeurs des six arêtes d^une pyramide tnin' gulaire, les douze angles d'inclinaison de ces arêtes sur Ict, faces.
Solution. Je garde les dénominations du problème précédent; et je me propose de trouver , par exemple , Pangle ABE qui est "*• ^
celui de llnclinaison de Tarète AB sur la face BCD.
AE X
J*ai évidemment sin ABE = -z=- == — ; substituant dans cette
AB S équation pour x sa valeur donnée par la formule (A) du problème II (6) , nous aurons la formule suivante , qui satisfait à la question proposée :
sin^ ABE .gf* (am*/ï*-|-aw*;^-|-3«>* — m* — rt^ — p^)
—nY^ --n^h* —P^g^h* —P^h'f^ s= O (A)
ce quHl fallait irout^er.
COROLLAIRE
54. Puisque la formule (A) contient les sept quantités m, n^ Pyffgfh^ ABEj il est évident qu'elle résout cette question |4tt$ générale :
Parmi les sept quantités suivantes ; sauoir, les six arêtes â^une pyramide triangulaire , et l'angle d'inclinaison de Vune quel* conque des arêtes sur Vune des faces qu'elle rencontre ; six quel* conques étant données, trouver la septième*
PROBLÈME XIII
55. Exprimer en valeurs des six arêtes if une pyramide trian'gulaire , les douze angles que font ces arêtes aî^eo les perpen* diculaires adjacentes.
Solution. Je garde les dénomination» précédentes ^ et jenoe pro-pose .de trouver ^ par exemple, l'angle BAE> qui est celui que
forme l'arête AB avec la pwpexidiculaire adjacente A£»
J'ai évidemment cosBAE=:=::=-»
AB e
Substituant dans cette équation pour x, $Si Talenr donnée par la formule (A) du problème II (6) ^ nous aurons la formule suivante, qui satisfait à la question proposée ,
cos* BAE .g^(2m*n*+2m*p^'^2n^p* — ^w^— »♦—;>♦)
ce qu^ il fallait trouver»
COROLLAIRE
36. Puisque la formule (A) contient les sept quantités m^ nj p,f, g, h, BAE} il est évident qu'elle résout .cette question plus générale :
Parmi les sept quantités saillantes , savoir les si^ arêtes (Tune pyramide triangulaire , et Vun quelconque des douze angles qiic forment les perpendiculaires ai^ec les arêtes adjacentes, six quelconques étant données, troui^er la septième.
PROBLÈME XIV
Zq. 'Exprimer en valeurs des six arêtes d^une pyramide trîanr gulaire, les angles formés par chacune des perpendiculaires ayec les trois faces adjacentes.
' Solution. Je conserve les dénominations précédentes ^ et je me wa. 5. propose, par exemple, de trouver Tangle FAE formé par la per- '
pendiculaire A£ avec la face adjacente ABC*
J'ai évidemment cosFA£s=:=.
AF
(a5) Substituant donc dans cette équation la valeur de AE, ou â? tirée de
réquation (A) du problème II (6) , et celle de AF donnée par le lemme I, nous aurons la formule suivante, qui satisfait à la question proposée,
ec ijii il fallait troui^§r.
COROLLAIRZ* .
38. Puisque la formule (A) contient les sept quantités m^ n ^ P, f fi g 9 f^ê FA£> il est évident qu'elle risout eette question plut générale;
Parmi les sept ^uantit/s suît^antes, sat^eir, Iss six arêtes. d*une pyramide triangulaire ^ et Vun quelconque des douze angles formés par les perpendiculaires et les faces adjacentes ^ si^ ^quelconques étant données ^ trouper la septième»
PROBLîlME JLY.
Sg. Exprimer en valeurs des six arêtes d^une pyramide triant gulaire ., tous les angles que forment entre eux les éloignemens de perpendicule.
Solution. Je eonsenre les dénoniinations précédentes^ et je me
propose de trouver, par e9;emple , Tangle BEC, compris entre les "^ *•
deuik éloignen^ns de peipendiculeEB, £C»
Par. le lemmte j-^ nous avons
( à6 ) mais k cause des (riangles rectaDgled ABE; ACE^ on a
BE=^— a:S CE=A*~ji;% et de plus on a BC?=m j donc 1-équation précédente devient
ccBEC= St+':^^^ (A)
formule tlans laquelle^ pour avoir l'inconnue cosBEC exprimée en valeurs des six arêtes, il n'j a plus qu'à substituer pour op sa valeur donnée par la formule (A) du problème II (6) ^ ce quHt fallait trout^er.
COROLLAIRS*
4o. Puisque ce problème donne la relation des sept quantités ^9 ^f P^ff gf ^f BEC 9 il est évident qu'il résout cette question plus générale:
' Parmi les sept quantités suwantes , savoir f les six arêtes d'une pyramide triangulaire > et V angle compris entre deux quel* conques des éloignemens de perpendicule ^ six quelconques étant êonnées, trouver la septième é
ipROBLÈME XVI.
4i* Trouver en valeurs des six arûes d'une pyramide trian^ gulaire, la plus courte distance de deux quelconques des arêtes opposées, c'est-à-dire, la droite qui est en même temps perpen^ dtculaire à Tune et à Fautre*
Solution. Je gardé les dénomijaation^ des problèmes précédens>
et je me propose de trourer, par exemple^ la plus courte distante
vi«. 5. dï3 ,A!B à' CD ou de g k n^
»o. 6. HeprencMis ta figure 6, qui nous a déjà servi à trouver Fangla gn, compris entre les deux droites dont nous chercbons^ maintenant la distance» Puisque^ par hjpothèse , BO est parallèle à
CD> le plan ABO sera aussi "parallèle à kk même droite CD> et par conséquent^ k distance châchée est la même que celle d'u»
point quelconque de la droite CD , par exemple du point C, k ce plan ABO»
Cela posé, j'abaisse du point C une perpendiculaire Cu sur BO9
et je mène Au) CBAz^ sera donc une pyramide triangulaire qui, en prenant C pour sommet > aura pour base ABu, et il est évident que la distance cherchée n'est autre chose que la hauteur de cette pjramide. Or nous avons (6) une formule qui nous donne la hau« teur d'une pyramide triangulaire en valeurs de ses arêtes. Il n*y a donc qu'à chercher d'abord les six arêtes de la pyramide CBAup en valeurs des six arêtes de la pyramide proposée ABCD ) et les substituer dans la formule dont nous venons de parler.
Or^ parmi les six arêtes cherchées de la pyramide CBAu, il y
en a déjà trois de connues, savoir, AB, AC^ BC, qui lui sont communes avec la pyramide proposée.
Quant aux arêtes Cu, Bu, on les a par la proportionnalité des sinus avec les côtés, dans le triangle rectiligne BCu, qui donne
0^=BC.sinCBO;sfiC.sinBCD et Bâs--BC.c^^ il
reste donc à trouver Au.
Mais par le lemme I, nous avons dans le triangle ABit
Â«*= S+ Bâ*— . 3S»B« . C08 AB%
Or AB est donnée; BÛ vient d'être trouvée, et ABO est préei-
sèment l'angle AB CD, ou gn trouvé dans le problème pré-cèdent.
Nous avons donc tout ce qu'il faut pour appliquer à la hauteur cherchée de la pyramide CBAz^ la formule trouvée (6)j car, d'après ce qui vient d'être dit, on aura, conime il suit > les six arêtes de cette pyramide en valçun des six arêtes de la proposée (figo 5 et 6). "^^ "^ ^
AB=g, AC=A, BC = m b1I=— (p*— m»— n»)
De ees six arêtes, toutes exprimée» en valeurs des données, le» trois AB, ^u. Au sont les côtés de la base AB^^, et les trois
^B^B^ ^K*^^M mmÊ^im^
autres Ci/, AC, BC sont les arêtes montantes, c'est-à-dire, partant du sommet C et respectivement opposées à ces côtés. Donc, pour appliquer au cas présent la formule trouvée (6) , il n'jr a
qu'à y substituer AB pour m, "Bu pour n. Au pour p, ,Çu
pour/i AC pourgr et. BC pour Aj c'est-à-dire , mettre dan» eette formule, au )ieu de m, n^p^f^g, h, les quantités trouvées ci-dessus (A) pour AB, Bu, Au^ Cu, AC, BC, respec* iiveinest; et alor» ^ exprimera par une équation du deuxième degré sans second terme, et en valeurs de» six arêtes de la pyramide proposée, I9 hauteur cherchée deC, au-dessus de la base AC2/, de la nouvelle pyramide CA'Bu, ou, ce qui revient au
même , la plu» coniie distance des arêtes opposées AB , CD de la pyramide proposée , dont les trois arêtes à la base sont m , »,7?, et le» triH» arête» montante» rcspectivemeat opposée» sont f^ g^ hy ce qu'il fallait trouver.
COROLLAIRE
4^. Puisque ee preUfrme donne la relation de ce» sept quantités m, n, p ,ff g, h y distance de ^ à n, il est évident qu'il résout cette question plus g^érale; , ,
Parmi ces sept quantités , sauoîr, les six arêtes d'une pyra* mide triangulaire, eu la distance de deux quelconques des arêtes
opposées, six quelconques étant données, trouver la septième.
ï>ROBLÈME XVI I.
'45. Exprimer en valeurs des six arêtes (Tune pyramide tfîan-' gulaire, V angle formé par les deux rayons de la sphère cir^ conscriùe , menés aux extrémités d^une même arête.
Solution. Je garde les dénominations précédentes, et je me propose de trouver, par exemple, Pangle compris entre les rayons menés du centre de la, sphère circonscrite , aux extrémités B , C
de Taré te BC ou m. pio. 4.
Soit m' l'angle clierclié. Le triangle formé par les deux rajons en question et le côté SC étant isoscèle, nous aurons par la preou&re formule du lemme i , cos ttj' = 7^ ou
a(i — cos/ii')R* =.m" (A),
Substituant dans cette équation la valeur de R* donnée par la fonnule (A) du problème lY (10), nous aurons
ce çu*il /allait trouver»
COROLLAIRE
44- Puisque la formule (A) contient les sept quantités m, n, p 9/9 g» h, ni y il est étident qu'elle donne la solution de cette question plus générale:
Parmi les sept quantités suivantes, saifoir, les six arêtes
^uné pyramide triangulaire y et Vun quelconque des angles
formés au centre de la sphère Circonscrite , par les rayons
jnenés aux quatre sommets de la pyranude ^ six quelconques
étant données , troiu^er la septième.
PROBLÈME XVIII
45. Parmi toutes les^ quantités qui entrent dans la construC" tion d'une pyramide triangulaire, six quelconques étant don-' nées, suffisantes pour que le reste soit déterminé, troui^er toutes les autres*
Solution. J'observe d'abord que les six données doivent être en effet suffisantes pour que tout le reste soit déterminé} car si^ par exemple^ on donnait six angles seulement^ il est évident qu*bn ne pourrait déterminer la valeur absolue des arêtes, mais seulement leurs rapports, puisque toutes les pyramides semblables ont les mêmes angles* Il en serait de même , si des six choses données, il s'en trouvait quatre appartenantes à un même triangle sôit rectiligne, soit sphérique, puisque trois d'entre elles suffisant pour déterminer la quatrième, c'est en effet comme si Ton ne donnait que trois de ces quantités , au lieu de quatre*
Cela posé, qu'on cherche par les formules trouvées dans les problèmes précédens chacune des six données , en valeurs des six arêtes j qu'ensuite , considérant ces six arêtes comme les incon* nues, on tire la valeur de chacune d'elles en données j il n'jaura plus , pour avoir en valeurs de ces mêmes données, chacune des autres quantités qui entrent dans la construction de la pyramide^ qu'à substituer dans l'expression que par les problèmes précédens^ on a de cette autre quantité en valeurs des arêtes, l'expression qu'on vient de trouver de chacune de celles-ci en valeurs des données) ce quHl fallait trouver.
Remarque.
éfi. Si l'on voulait se borner à rechercher la relation qui existe entre les quantités angulaitîes de la pjramide , cinq de ces quan* tités suffiraient pour trouver toutes les autres. Par exemple , si parmi les six angles que forment les faces deux k deux , on en connaît cinq, il est évident que le sixième sera déterminé ( qu'ensuite avec ces six angles on aura par )a seconde formule du l^mme ii^ tpus ceux que forment les arêtes entre elles à chacyui
( 50 des sommets; puis par la troisième formule du même lemme^ tou9 ceux que forment les arêtes avec les faces.
Ainsi > de même que nous avons exprimé foutes les parties, tant linéaires qu'angulaires de la pyramide , en valeurs de ses six arêtes; DOU8 pourrions nous proposer d'exprimer toutes ses parties angulaires seulement , en valeurs des six angles compris entre les faces deux à deux ; pourvu toutefois ^qu'on ait commencé par établir l'équation de condition qui lie entre eux ces six angles , puisqu'il suffit de cinq d'entre eux pour que le sixième soit déterminé.
47* Au lieu des six angles formés par les Ëices deux à deux i nous pourrions prendre pour données , six autres angles quelconques : par exemple, ceux que forment deux à deux au centre de la sphère circonscrite > les rayons menés de ce centre aux quatre sommets de la pyramide *y pourvu que Ton commençât encore par établir l'équation de condition qui lie tous ces angles entre eux.
Cette équation serait facile à trouver dans le cas présent , d'après le problème XY II ; car par la formule (A) de ce problème , nous avons
m' s= aR* ( I — cosm')*
Far conséquent , en nQmmant de même n',p\^, V^f, les angles fermés respectivement par les deux rayons qui aboutissent aux extrémités des arêtes n^p, g, h,/', nous aurons les six équations suivantes :
= aR'(i -
= aR»(i-
-co«»')
= aR»(i-
-cosp')
= aR'(i-
"CM g')
= aR*(i-
— cosh')
= aR*(i-
Donc si dans toutes les formules trouvées par la série des proUèmes donnés, on substitue pour les quantités m*, n%p^,g*, h%/^, qui expriment les carrés des six arêtes , leurs valeurs qu'on vient de trouver (B) , on aura l'expression de chacune des quantités du système^ en valeurs du seul rayon R de la sphère circonscrite.
(Sa)
et des six angles formés au centre par les rayons menés aux quatresommets de la sphère. Mais comme cela fait sept quantités , et qu'il ne xloit y avoir que six données ^ il faut faire disparaître un de ces six aijgles par Téquatiôn de condition qui les lie entre eux; il reste donc à trouver cette équation de condition.
. Gela sera facile en reprenant la formule (A) du problème IV (i a), car si Ton j substitue les valeurs trouvées ci*dessus (B) de m^, /z% p*, f^^ g^, h^\ il est visible que toute l'équation se trouvera , après la substitution^ divisible par R'} donc celle qui restera sera une simple équation de relation entre les six angles 772% vl^ p'ff'^ ^9 ^^i et c'est ce que l'on cherche. Mais puisque toute l'équation doit être divisible par R^ il est évident qu'on abrégera l'opération en supposant R = i j c'est-à-dire, en substituant simplement au lieu des quantités m*, ^^ 9 p^ y ^ y h^^f"^ ^ celles-ci, 2(1 — cos/w'), 3(1 — cos w') , 2 ( I — cos ;?' ) , 2(1— cos^') , 2(1 — cos /i') ; 2(1— -cos/') ce qui étant exécuté donnera ^ réduction faite ^
+co8^/îi'cosy-f-co8*/i'co8*g'-fcoj^co8*A'-J-aco8in'cos7i'coÉy/ + a cosm'cosg^cosA' -^- a cosn'cosh^cosf, -|- a coag' cosh'cosf^ —a cosnif CO8 n.' cosf cosg^ — a cos m' cosf cosj/ cos K -^a cos fil coi ffcoap' 00s A' rs o. . . • » • . < 1 . ^ « . . » (C) '
Telle est l'équation de condition qui, avec les six trouvées (B); donne le mojen d*exprimer en valeur du rajon R et de cinq quelconques, des angles m\ n' , p'yf 9^ y h' , toutes les quantités du tjstème.
S'il ne s'agit que d'avoir les quantités angulaires; comme alors H doit disparaître, il sera plutôt fait, comme ci-dessus, de supposer R = I. Cest de la relation de ces diverses quantités angulaires seulement , que nous allons maintenant nous occuper ; après quoi, nous viendrons à notre question principale qui consiste, suivant le titre de ce Mémoire , à trouver la relation existante entre les distances de cinq points quelconques pris à volonté dans l'espace.
PROBLEME XIX
4^. Des six arcs de grands cercles qui joignent deux àdeu» quatre points quelconques pris sur la surface d^une sphère , cinq quelconques étant donnés y trouver le sixième.
Solution. Soient B, C»D>E> les quatre points proposés sur la fig. s. surface de la sphère 5 BC, BI>, BE, CD , CE, DE, les six arcs de grands ceï'cles qui joignent ces points deux à deux^, il en résultera le quadrilatère sphérique BCDE, dont les quatre côtés sont BC, CD, DE, fi£^ et les 4îagonales BD, CE, et il s^agit 4e troiwer la relation qui existe entre ces côtés et ces diagonales»
' ^Rappellerai arcs opposés ceux qui n^ont point d'extrémités eommunes : - ainsi )es six arcs du quadrilatère sont opposés deux à deux ; savoir, le côté BG au côté DE , le côté CD au côté BE , et la diagonale BD à la diagonale CE; oiais on peut considérer dans tout quadrilatère les jcôtés comme diagonales , et les diagonales conune côtés. Ainsi nous dirons en général que les côtés son£ opposés deux à deux^ et cela devra s'entendre aussi des diagonales.
Observons , en passant , deux choses : premièrement , que des trois arcs BC , CD , BD qui forment, par exemple , le triangle sphérique BCD , il n'y en a point qui soient opposés entre eux ; mais qu'ils ^ont tous respectivement opposés chacun àehacun def trois arcs s, q, r, qui partent du quatrième angle £ ; et la mémo chose a lieu pour chacun des autres triangles JUEID, CBE, CDE^ qui ont leurs sommets aux angles du quadrilatère* Secondement^ que si du centre A de la surface sphérique sur laquelle .est trac^i^to-^ le quadrilatère, on imagine des rajons menés aux quatre angles B , C, D, E, ceux de ces rs^rons qxû embrasseront l'un des arcs^ seront Pun et l'autre différens des deux rajons qui embrasseront l'autre arc *, au lieu que lorsqu'il s'agit d'arcs qui ne sont pas opposés, il jr a parmi les rayons qui les embrassent, un de ces rayons qui appartient en même temps aux deux arcs , et l'on voit que ces quatre rajrons forment les quatre arêtes d'une pyramide quadrân-
g^laixp ,. d9^ts ^«quelle nou9 appellerons foces oj^osées , celles qui
sont comprises Tune entre deux quelconques de ces quatre rayons > l'autre entre les âeut autres , sans qu'il j ait aucun de ces rajrons commun à l'une et à l'autre. Ainsi il jr a au sommet d^une pyra« ramide quadrangulaire ABCDE ^ six faces qui sont opposées deux à deuxj savoir, AfiC et At)É; ACD et ABËj ABD et ACE.
D'après ces éclaivcissemens > nous allons re{Mrendre la solution de. viG, 7. notre problème. Soient donc dans le quadrilatère considéré BCDE,
^» ^3 Pf 1^^ t^^'i^ ^<^ o^ côtés BC, CD> BD, de l'un quelconque.
des quatre triangles qui ont leurs sommets aux angles du quadrilatère •
#, q^tf leKS trois arcs ou côtés £D, £B, EC, respectivement
opposés aux premières*
Far le lemme m (3) , nous avons entre les (rois angles qui o&t leur sommetau points, par exemple; sayoir, CBE, CBD , DBE,* dont l'un est la somme des deux autres : nous avons, dis-je^ Téquation suivante :
a — co*CBË--ci08»C]^^coB*BDE + flCosCBE.côsCBÏ).C08lJBE£ïO. . . * . . W
Mais, fe lemme 11 (a) aious donne pour trom^ef les angles qui entrent dans cette fornmle,'les trois autres équations
cos CBE
cosr— edS7n«co8(A ■
cos it— • CÛ8 m . C08J
•COI DBE » '^'"T'^P""??!
Substituant c€a valeurs drat l'équation précédente (A), on aura,» après avoir fait disparaître les dénominateurs, et multiplié paff lin*m.sin*/7«sin*^, l'équation suivante.: .
. sin'm . 8in^ . ésfq — 8m*p (cos ?*— Côsm.c^os ç)* •^rin^ç (cosn — cosm. cosp)*— 8in*m (cos j— cosp.cos 7)*
-|*'â(^08r^C08m«C0S9)(C08ll— C087ll.C08p)(C0SX— 'C08p.COS9)=:0 * • • (Q
n ne s^agit donc, plus ^e d^é£Fectu6r les opérations, indiquées,' «t de Biettre ensuite ila plaœ de ûuVtij fàsfp^ ûs^q^ )taie« ««Valeurs
inespeciiVeSi i— ^ cos*/« i t — cos*;i , i — co**^ j alon on obtiwdrt la formule suivante qui satisfait à la question proposée ^ *
I — co8^» •- C08»» — coa^ — C08*^ — cosV — cos*.* •+• co8*iif « co^s •+• coâ*n . co^-ç + cos^ . co«*r •f- â cosm . C09/I • coep + acosm . coe^ « cosr 4* A C08 n . cosr .coes -^ a coap., cosç . cq»«.
— <âCOSm.C08n.COf</.C08^— aC087ll.C09p.C08r.C08J
r— âeôftTt.cosp.cosf.cosrrco.l •••••• (JOy
ce quHl fallait trouucrm
n est à remarquer que dans cette formulé il n'entre que les
cosinus des arcs proposés ^ et que chacun d'eux ne s*j trouve élevé
qu'au carrée d'oik il suit que l'équation à résoudre n'est jamais
que du second degré. Cette formule revient au même que celle
qui a déjà été trouvée (47) > comme cela doit être évidemment»
PROBLÈME XX
49- Hm six angles que forment entre elles deux à deux les quatre arêtes qui partent du sommet d^une pyramide quadran» gulaire^ cinq quelconques étant donnés , ttous>er le sixième^
Soluiion. Soit A le sommet de la pjramide qûadraagnlaire n^.%
proposée » BCDE sa base , AB , AC > AD , AE , les quatre arêtes tqui partent du sommet.- Ces quatre - arêtes prises deux à deux^ forment, évidemment six angles, et la question est de trouver l'un quelconque de ces angles lorsque les cinq autres sont donnés*
Prenons A pour le centre d'une sphère , et supposons que les quatre arêtes de la pjrramide aillent rencontrer la surface de cette sphère aux points K, C, D"^, "E, respectivement. Joignons ces points deux il deux par un arc de grand cercle; il en résultera visible* ment un quadrilatère sphérique KCD'£% dont les quatre côrés ^t les demr diagonales sont p):!écisément les mesures respectives des •ix angles que nous avons à considérert Donc nous pouvons appU*
^ùer à ces six angles la formule (D) du probl&me précédent ^ c'eslr à-dire que si nous faisons (4) >
AE AD = * , AE AB = 7 , AC AE = r ,
on aura la formule suivante qui satisfait à la question proposée ,
f .^ cos*m — co8*n — cos^ — cos^^ — cosV — cosV
+ C08*77l . COS*^ + C0S*71 . COS'Ç + COS^ . COflV
-|- 2 cos m . cos n . cosp -f- a cos m . cos q . cos r "^
-^ a cos n . cos r . cos 5 >-f- â cos p . cos q . cos j — âcosm. cosn . cos q . cos^ — - âcosm. cosp . cosr . cos^ ^-âCo8n.cosp.cosqf.co8r = o (A)
^(ce qu^il fallait trout^er.
II ne faut pas oublier d'observer que les trois angles s , q ^ r, sont respectivement opposés aux trois premiers m , n, p ^ conformément à Texplication qui a été donnée dans le problème précédent.
So. Des skt angles que forment entre elles deux à deux quatre 'droites menées d'un point pris à volonté dans V espace , suivant
è des directions quelconques } cinq quelconques étant donnés ^
"trouver le sixième.
' Solution. Les quatre droites proposées peuvent ^e considérées comme les quatre arêtes d'une pjramidé quadrangulaire ^ réunies au point pris à volonté dans l'espace > on peut donc appliquer aux six angles que ces droites forment entre elles la formule (A) du .problème précédent \ c'est-à-dire ^ que si ayant désigné ces quatre FiG. 8. droites par y^^j ^> ^> nous faisons (4)
/^As=m, /T/ss», f g=:p,flz=zs, g^l^q^ jC^t^=zr^
s y q , ry étant les trois angles respectivement opposés anx premiers ijifnypy on aura là formtile suivante qui satisfaite la question
pio. 8|
proposée #
-^- cos't» . co^s + co8*n . cos^q •+" cos^ . co»V •>}• â cosm . .C08 h . cosp •4' ^ cosin . cos(/ • cosr -^ 9 cos 1» • C08 r • cos 5 -)- a cos p . cos q • cos ^ —ficoam.cosn.cos^.cos^—acosm, cosp. cosr «co8f — âco8 n.cosp.cos^éCosrca o • ••« • (A)
ce quHl fallait iroui^ùt.
Soit ABCD la projection d*un quadrilatère gauclie quelconque ] et soient m^ ti, q ^ s, p, r^ les six àdgies fofftiés par les côtés de ^Îm.
ce quadrilatère gauche deux à deux , AB , CD , représentant les
deux côtés opposés } AD , BC ^ les deux autres ; de manière que 771 est Tangle compï'is entre les côtés représentés en projection par
AB , AD ; ^l'angle compris entre les côtés respectivement opposés aux premiers; n VangXe compris entre les côtés représentés par
BA , BC j ç l'angle compris entre les côtés respectivement opposés
à ceux-ci; 7" l'angle compris entre les côtés représentés par AB,
'CD, où plutôt à cause que les droites ^ne sont pai dans le même
plan , Tangle compris entre AB et une autre droite menée d'ua
-point quelconque de celle-ci parallèlement à CD#
Cela posé > pat l'un des angles du quadrilatère gauche > par exemple , par celui dont la projection est D^ j'imagine deux droites
DF", D£^, respeètivemént parallèles à BA, BC; et je désigne
les quatre directions DA> DC^ DE' , HF' jH^ises en partant 4u point D par g, />/", Aj il est visible qu'on aura
g h=:m, h^fz=:n, g^l=ç,/^lz=:s^/'g=isup.p^ h / = sup.r*
Or les quatre directions g* ^ ^ f ff ^f partant d'un même point, la formule trouvée ci-dessus est applicable aux six angles
mettant donè pour ces angles leuTO valeurs m, n, q^ s, 8lip./>^ sup.r, on adra à cause decossup.)[;s=;— -cos/>, cos sup.rss— cosr, la
Maî§ la formule trouvée (5o) est applicable aux Ht angles ukt ; ûki^, tktf , ukx , ikx , ukx , formés par les quatre droites qui partent du point A^ et dont les trois derniers sont prespectivemeut opposés aux trois premiers*, donc pour appliquer la même formula
aux six angles A^AD, BA^C, ED^EC, C^CD, DA^C,
FA Fp qui sont les supplémens des premiers^ il n'y a qu'à changeif'
\t signe des cosinus } c'est-à-dire que si l'on nomme
m, rij p ,\e% trois angles AB AD^ BA BC^ ED £C; s, q,r, les trois angles CbIcD, DA^bC, FA^D,
respectivement opposés aux trois premiers p <m aura lit formule suivante qui satinait à la question proposée ^
1 — C08*?îl — C08*n — C08*/l — • C08*f — COSV — €08*^ -f- C08*m • C06*^ + C08*/l . cot^q + C08^ . cosV
— flcosm , cosn , cosp — « ùcosm . cosç . cpâi' •^ a cos n • C08 r • coss — a cosp . co8 q . cos s 9»flco87ii.Q08n,co8qf.cosj— acosm.cosp.cosr.cos^ •-aco8m.co8yi.co8f .cosrs o. • « •(A}
ce quHl fallait ttoui^er.
COROLLAIRS*
5S. Il €st .évident que U même formule s^applique aux six angles formés par les quatre faces de la pyramide qnadrangulaira. qui a son >SQmmeit dii dcentre de la surface sphérique sur laquelle Qst tracé le quadrilatère BGDE ^ .et dont les quatre aiètes coupent cette surface sphériquç aux points B^ C^ D^E} ca^r les six angles que forment ejitre elles deux à deux ces faces prolongées ^ ne sont autre chose évidemment que les angles jmèmes du quadrilatère (|ue nous veupM (1^ considérer.
PROBLÈME XXI y.
54* De ces êix choses , sat^oir , les trois angles que forment e9itre elles les arêtes qui se réunissent au sommet d'une pyra^ rnide triangulaire ^ et les trois autres angles que forment ces méme^ arêtes auec la base de cette pyramide^ cinq quelconques étant données^ trouver la sixième •
Solution. Concevons du sommet de la pyramide une perpendi» culaire sur la base^ il est évident que les trois angles que formera cette perpendiculaire avec les arêtes au sommet^ seront les cornplémens respectifs des angles formés par ces mêmes arêtes avec la base. Donp la formule trouvée (So) est applicable au cas pré* tent, en substituant pour «ces trois angles les sinus aux cosinus-; e^est«à«dire , que si V^a désigne les trois arêtes p^tf, g , h, la base par L , le quart de la circonférence par ^r ; et qu'on fasse
.jgh=;;m, hf=n, fg:=rp, fh^^S t gX:=sq , h\z=^r,
les angles qull faudra substituer dans la formule (A) (5o) & Ig place de m^n^p, s, q,r jrespectivemeat , seront
ou> ce qui revient au même^ il faudra substituer dans cette fi)r« 4nule f an Ueu des quantités t *
cosm^ cos/ï^ cos;7j ;cps^^ cos^^ çqsr^
les quantités suivantes
«osm^ eosf2> cos;ey^ cos(4r-«^)^ cos(4r— ^^ cos(4r«»r);
par cette substitution y on obtiendra la formule suivante ^ qui satisfait à la question proposée »,
1 — 0Q9*m -r-cûs*» — cctf'p -^«ip*^ — 4ÎiiV — «înV -5I- cos^/ji . va^s -^ sin'n . ,m^q + ros^ .. »mV «f- acbsm . co8;t . cosp -f- oeos 7» . sin i/ • sin r -f- âCQàn . sinr . sini -^ iicos/7 . Askq . sinir >— ^osm . cosn» aii^^ . sinf — Acosm . cosp . sin nainf ^— '5icos7i.co6p-«8kif «lixirsso. ••«••••• «•...• (A)
M qvCH fallait trouikri ^:^
PROBLÈME XXV
55. De ces six choses , savoir , les trois angles formés tm sommet 4*une pyramide triangulaire f par les arêtes qui sy réu* nissent , chacune at^ec la face qui lui est opposée, et les trois angles que forme auec ces mêmfis faces une droite qui trauer^serait la pyramide sidyant une direction quelconque ; . de ces six choses, dis-je^ cinq quelconques étant données p trouver la sixième.
Solution. Far le commet de la pyramide , pimagiDe une droite parallèle à la transversale. proposée. Cette droite fera par conséquent avec les faces de la pyramide , les mêmes angles que la transversale elle-même* Hais si.de. plus ^ par le même sommet^ nous imaginons trois droites respectivement perpendiculaires. à ce» faces ^ il est évident que ces droites feront avec la parallèle ci-dessus, des angles qui. seront complémens de ceux que cette parallèle fait avec les mêmes faces. Donc si l'on, désigne les trois arêtes par f 9 §9 h, les faces respectivement apposées ^ ces arêtes au sommet de la pjraraîde par F^ G^ H, la droite menée parallèlement à la transversale par L, et énfînle quart de circonférence par nxr} il arrivera que les angles formés pait^^cette parallèle et le» droites élevées perpendiculairement aux faces F ^ G ^ H ^ seront respectivement
w— wL F> «-^LOj «r-^L H;
pareillement les angles formés par ces perpendiculaires aux faces V et.l^ arêtes qui. leur sont respectivement opposées , seront les com« plémens de ceux que ces mêmes arêtes et ces mêmes faces font entre elles.
Donc ces trois perpendiculaires et la parallèle à la transversale^ sont quatre droites partant d'un même point , et formant entre elles deux à deux les six angles suivans^ dont les trois demierf sont respectivement opposés aux trois premiers ,
/ar— yV, v^g^G, ^— A"^, * — L F, as-— L G, or— L H. Donc la formule trouvée (5o) est applicable i.^ess|;x atij^ea ;, .Q*e|tr.
à-dire, que si Ton wppose
yV = m, /'G=7i, h^—p, if^^s, l''g=:^, iTïL^r,
il n'j aura qu*à substituer dans la formule, au lieu des quantités m, ri, p, s, q,r,\e complément de chacune d'elles, ou , ce qui revient au même, le sinus de chacune d'elles à son cosinus. Cette substitution donnera la formule suivante qui satisfait à la question proposée /
-f fiin^i» . sia^s + sin»» , «in^^f + «in^p . abV «f- dsiUTit . sinil . sinp -f" i^JiiiLfn . daq^, énr ^ âmn ^ànr ^ tins «-f* A<m^ • nn? • 8la4 «—flèiiim.flinn.sinf.âii^-— a^7n.8mp;.8inr*8in^
ûc quHl fallait trouver»
Bemarque»
56. Nous poornons facilement pousser plus loin le nombre de ces questions , et nous livrer aux applications dont elles sont susceptibles; mais ce serait perdre de vue notre objet priqcipal, qui est de reehericlier la relation qui existe entre Ips distances respectives de cinq points quelccmques pris dans Tesp^ice» C'est ce don^ nous allons nous occuper dans le problèine suivant. Mais je Ae^ puis quitter ce qui regarde la pyraoïide triangulaire, sans souhaiter encore qu'on fasse par elle, pour la Géométrie aqx trois dimeijsions, ce qu'on a fait pour la Géométrie plane, par la résolution du triangle dans tous les cas possibles* Nous avons bien dpnpé ci-dessus (45) la solution du problème général; mais nous n'avons fiait, à propnement parler , que mettre ce problème en équations, de même qufon met le problème général de la Trigonométrie ordinaire en équations , en exprimant toutes les parties du triangle en valeurs de trois seulement d*entre elles, comme par exemple les trois côtés; maitf il s'agit ensuite de développer ces équation^ primitiv.es, pour les appliquer à chaque problème particulier ,* et leur donner la forme la plus avantageuse pour le càlctil desT nombre i i^rdinaires /st celui des logarithnies. De même ici, nous avons bien
exprimé touted les parties de la pyramide triangulaire en valeurs de ses six arêtes seulement ^ mais il y a im travail immense à faire , pour que de ces. formules primitives on puisse passer immédiatement A la résolution soit algébrique > soit numéricjue delà pjratnide dans tous les cas particuliers ; ef c'est ce travail qui serait infiniment utile.
5j. J'observerai > en terminant ce qui regarde cette matière^ que dans presque toutes les formules trouvées se rencontrent certaines classes de quantités dont ^ pour abréger les calculs, on peut représenter la somme par une seule lettre. Considérons ^ par exemple , la formule (A) du problème IV (i^)^ les six premiers termes du facteur qui multiplie 4^* , ne sont autre chose que la somme des produits de la 4^ puissance de chacune des arêtes, par le carré de l'arête opposée :. ainsi nous pouvons représenter cette somme par une seule lettre M, et employer Tune pour l'autre dans toutes les autres formules où elle peut se rencontrer.
De même , les quatre terqies qui suivent , composent la somme des produits des carrés, des trois arêtes qui forment les côtés de chacun dés quatre triangles , qui sont les bases de la pyramide ; ainsi nous pouvons, une fois pour toutes, prendre N pour représenter cette somme connue*
Les douze termes suivans composent la somfttie des produits des éarrés^des arêtes, multipliées trois par trois, en les prenaht consécutivement, de manière qu'il y en ait deux d'opposées dans chacun des produits : ainsi nous pouvons représenter dans toutes les fo^ ihules où elle entrera , «ette quantité conxlue, par O.
Les trois termes qui suivent composent le double de la somme des produits des carrés dés arêtes prises quatre à quatre, de ma- Dière quQ ces quatre arêtes soient opposées deux à deux». Ainsi nous pouvons représenter cette somme connue^ par P.
Enfin , les trois derniers termes composent fa somme des produits ^es quatrièmes puissances des arêtes opposées deux à deux; ainsi nous pouvons exprimer cette somme connue , par Q.
, Ces dénominations une fois adoptées, la formule en question pourra s'exprimer ainsi :
De tnème ^ la formule (A) du problème II (6) pourra s'exprimer ainsi :
a;* (am^n^ 4- ^m^p^ 4- %n^p^ —• m* — »* — f>*)
De même encore > la formule (A) du problème Ttl (g) pourra s'exprimer ainsi :
i6.S* + M-|-N — = ..(Cj
T1 en sera de même de la plupart des autres fornlutes trouvées jusc{u'au n"" 4^ , qui ne sont guères que des combinaisons de ces mêmes quantités M^ N^ 0,T , Q. Par ce moyeu on pourra faire des rapprochemens curieux entre ces diverses formules. Par exemple^ en combinemt la première des formules précédentes avec la troisième j on aura cette relation entre les quatre quantités P ,
ainsi des autres.
Puisque nous at'ons
Si dans ces dernières équations non» mettons pour^ g^ h,m,n,pi leurs valeur» respectives trouvées (47) $ nous auront
Q =; i6R»((i — cos my (i — cos/0' + (1 — cos/)»( 1 — ces rt^)*
-f- (i — cos A') (i — cos;/^)*)
P s=::a. 16^(1— cos n')(i — coSf/)(i— cos^)(i— cosV) + (»— cosm') (i —cos;/) (t — cos/') (1 —008//) + (ï — cos??*') (1 —cos»') (1 —cos/') (i — cos^\
Substituut ce» valeurs de Q et de P dans la formule précédente (D)^ et divisant tout par 16R* ; nous aurons la formule suivante^ qui donne la solidité delà pjramide en valeur du rayon de la sphère
circonscrite , et des six angles formés au centre , par les rajrons menés de ce centre à chacun des sommets de la pyramide.
S=^R' t/((i ^co8m0*(i — cos/7-h(i ^co$gy(i —cosnO* •4- (ï "^ cos h'y(i — cos^* — a.(i — cos n') (i — cos;?') (i — cosg^) (i — cosA') — 3 .(i — cosm') (i —cosp') (i — cos/') (i — cosh")
— a.(i— cosm') (i— cos7z')(i— cos/')(i— cosg^))ot(E). PROBLÈME XXVL
58. Des dix droites qui joignent deux à deux cinq points quelconques pris dans l* espace, neuf quelconques étant données-^ trout^er.la dipcième.
no. 8. Solution. Soient A > B ^ C ^ D , E , les cinq points proposés > et les ayant joints deux à deux par des droites ^ désignons ^ pour abréger ^ ces dix droites comme il suit ;
BEœy, CE=r,DE=5:i.
Je prends maintenant Tun quelconque des cinq points proposés , Ki par exemple ^ pour centre d'une surface sphérique d'uu rayôA quelconque ^ et je prolonge les quatre droites ou arêtes qui partent du point A i jusquà la rencontre de cette surface sphérique^ en B', C, ly, E'} enfin je joina les quatre points B', C, D', Ê', deux à deux ^ par six grands arcs de cercle , que je désigne comme il suit:
Fc=î)7/, CU^ri, ^iy±tLp\ D'E'sc^', B'E's?^^, 0^=^: Cela posfS , nowi avQps (48) entre les six arps /n'^ nl^ p', s', (/, f ^
(47) réquation suivante :
-f-acosm' . cosn' . co8p\ + acosm' . cosç' . cos/ -f-fl cos n' . cos / . cos / + a cos // . cos ç' . cos / — ficosTii'.cosii'.cos^.cos/— scosTii'.cosp'.cos/.cos/ — acosn' •cos/y'.cosç'.cos/zso. ••...•• (A)
Mais puisque les arcs m% n\ etc. sont les mesures des angles BACv CAD^ etc. nous aurons par ïe lenune i les six équations suivantes :
cos m
Substituant toutes ces valeurs dans Téquation précédente (A); réduisant tout au même dénominateur i^f'^^hH^, et effaçant le8 termes qui se détruisent ^ o|i obtiendra ^ après un calcul fort long^ mais qui n'a point de difficultés^ la formule symétrique suivante entre les dix quantités ou arêtes y^ ff^^>h^i^fP>9>^}^>^^ qui résout le problème proposée
fty 4-/*/»* +/y
— -aA*/»*^» "'lif^m^q* —tif^m^r* --2f*ç^r* — ^l*m*^
— :il*m*p* —'al*T^p* '^9m*fH* — awy"»** — am*/*â*
—an*g*^ —2Tt^g^q* -^an*l'ç* '■^as^g'h^ — 3s*g*m*
— a5*A»TO' — a^'/i* ~a^A*«* ^àq^f'n'' -^ ^r*f*^
— 2r*g*p' —2r^/*p* — tp*h*l^ -—ap^h^r^ — ayp<^/*
•~'4g*h*m*s*'^4/*g'p*r'^4g'l*nY'^4g'n^^s^^4fh'nY -*-4A*/»;>*r*— 4AV*^V— 4/'/*iny— 4/m*^/'— 4/»m*/iy
^^h*n*p^—'3g^hYr'—'^f'^mrn*—3/*gYs'—3g*l'm*r*
-— sg'l'p^s* —if-ffnfp^— tif*h*r*s^~- it^]hnf<^-~uh*l^n*s^
'^af^l^n^r*^3/'l*pY—^^*nYs*^amYr'^-'m*pYr' 4- a^»fe»«V 4- ag»ft*/iY4-a/w*/i*y*i*4- ag*A»r*«»4-ag»A*)?*i*
4- n^hY^ 4-2/'é^OT*i*4-a/'g»/7ïV4- :tf^g^nY+ W'*''* 4-3/Vv*â* -Ka/^yV ■+-;tg*rmrnr'^!ig^rmV+3g*l*nY 4- ig^^n^r* 4- 2g*l*nY-h3g*lY'^ -i^ig'rnW^'^ag^tn'T*^ 4-3^rt»^V4.a^»«Yr*4-a/o^n*/>V4-a^;?»r*^*4-a/"«AVii»^ 4- 2f'h'n^ç*-i- a/'h^fs^-{- a/*/t*y*r'4- ^fh*pY+ ^f^hYr* 4- ah^I^m^i^-i- ih'l'mY+»h^l*nY+ ah'l'nY^ ah^lY^ 4- ah'lYq' 4- aA*»iy**4.a/i*OT»^i*î^a/i*»»9^*»4-a/t*W;^^' 4- 2hYr*s* 4- ^hY<f*r*-^ ^f*Pnfn^-^f*î^rte<^-\'ixfH^niti^
4- if^l^mY'¥^f'^nY'{'3f*lY'* 4-a/"w*«Y4.a/OTV** 'hqf'm^r^s''^a/myT*-^2/*nYi^-h3/Y9*'''-j'!il'm*nY 'ir^l*ni*nY+il*mY^+^mYr*+»l*nYf-jr^i^n,Yt*^Q- .- • (A)
^;& gt^U fallait trouver.
Remarque.
59. Quoique cette formule qui a i5o fermes, paroisse d'abord fort compliquée , elle est symétrique et assujétie à une loi facile à saisir» Car^ i*. les quinze premiers termes composent la somme des produits de^^^uatriëmes puissances des arêtes opposées deux a deux-, c'est-à-dire, de celles qui n'ont pas d'extrémités communes* Soit cette somme s= F»
' s"". Les trente termes qui suivent composant deux fois la somme des produits de la quatrième puissance de chacune des arêtes , par le produit des carrés des arêtes qui lui sont opposées , prises deux à deux. Soit cette somme = G.
3% Les dix termes suivans composant quatre fois la somme des produits du carré de chacune des arêtes , par le produit du carré de chacune des trois arêtes opposées , c*est-à-dire qui n'ont point d'extrémité commune avec elle. Soit cette somme = H.
4''» Les quinze termes suivans composent deux fois la somme des produits des carrés des quatre côtés de chacun des quadrilatères gauches qui entrent dans la construction de la pyramide. Soit cette somme. « =: K«
S''. Enfin les soixante derniers termes composent deux fois la somme des produits des carrés des quatre arêtes qui formeraient le contour d'un pentagone gauche , dont on aurait retranché un côté. Par exemple, ABCDEA exprime le contour d'un pentagone
gauche dont les côtés successifs sont AB , BC , CD , . DE , E A ;
qu'on ôte l'un quelconque de ces côtés , par exemple CD , il restera
les quatre côtés AB, BC, DE, AE, ou ^, m, ^, / : or le double du produit des carrés de ces quatre quantités est a^*/*m*5*, qui se trouve être le 14^™» terme des soixante de cette dernière classe. Soit cette somme = L, la formule (A) pourra donc s'exprimer simplement comme il suit :
Cette formule extrêmement remarquable , et qui fait particulièrement l'objet de ce Mémoire , donne la solution d'une mui-
titude de questions difficiles. Par exemple , celles-ci : quatre points étant donnés dans l'espace , trouver un cinquième point dont les distances aux quatre premiers soient en raisons données^ ou qui aient entre elles telle autre relation donnée j et cette autre , quatre sphères étant données dans l'espace^ en trouver une cinquième qui soit tangente aux quatre autres, ou qui en retranche des arcs donnés^ etc.
COROLLAIRE I
6o. Si des cinq points considérés dans l'espace , on suppose que quatre soient les sommets d'une pjramide triangulaire^ et que le cinquième soit le centre de la sphère circonscrite , on trouvera par la formule précédente le rajron de cette sphère. Car supposon&> par exemple > que E soit le centre, et que les quatre, autres points A ^ B ^ C , D , soient les sommets de la pjramide circons-
crite ; les droites £A , EB , EC / ED , seront donc égales entre elles et au rayon cherché. Ainsi, désignant ce rajon par R, il ny aura qu'à substituer dans la formule précédente, R à la place de chacune des quantités Ij ç , r , s ^^ et Téi^uation qui en résul* tera, donnera R en valeurs des six arêtes ^y*^^, h, m , n, p ^ de la pyramide» Cette opération donnera la ibf*mule suivante ^ qui s'accorde avec celle que nous avions déjà trouvée par le pro^» blême IV (la) ,
— 7i*^*/i» —p^g^h"" —m^n^'f^' — my/* ^n^h^ —^m''p*h'''--^m'f*h^—p'f^h^}
— .my^^ — ^/24~ /l^;7^ = G. (A)
COROLLAIRE II
6i. On peut, par le corollaire précédent, trouver la relation qui existe entre les distances respectives de cinq points quelconques pris sur une ndême surface sphérique. Car supposons que les citfq,
points Â^B^C^D^E^ soient tous dans une même sqrface sphérique dont le rayon soit R. .L'équation (A) trouvée dans le problème précédent, donnera la valeur de R en //i, w, py/tS^^j "^«^î* puisque par hypothèse , E est aussi sur la surface sphérique y une pareille équation doit eùster en substituant aux arêtes y, gy ti, les arêtes s , q , r respectivement. Egalant donc les deux valeurs de R* tirées de chacune de ces équations > on aura la relation qui doit exister entre les 9 arêtes m , n^ p ^ f, g^h , s , q , r , pour que les cinq points proposés se trouvent tous sur une même surface sphérique ; et par la même raison , une semblable relation existe entre les distances m, n^p,/, gfhySyqyTyly prises neuf à neuf, de toutes les manières possibles, ce qui fait en tout 10 relations de même nature que la précédente.
PROBLÊME XXVIL
62. Connaissant les distances respectiues de cinq points quel'^ conques pris dans V.espace , trouver V angle d'inclinaison de la droite qui passe par deux quelconques de ces points , sur le plan qui contient les trois autres.
Solution. Supposons que les cinq points donnés soient A f B,C, D,E, et qu'il s'agisse de trouver l'angle d'inclinaison fia. 10.' de la droite qui passe par A et B sur le plan qui contient les trois autres, C , D , E. De chacun des points A> B, j'abaisse une per« pendiculaire sur le plan CDE , et pjar ces deux perpendiculaires )*imagine un plan. Ce plan sera donc perpendicu^ire au plan CDE, et contiendra la droite qui doit passer par A et B. Soient donc
Aa , B^ , les perpendiculaires abaissées des points A , B , sur le plan CDEj menons par a et ^ une droite indéfinie qui représfsn-
fera évidemment le plan CDE, et prolongeons AB jusqu'à la rencontre de cette droite au point K ; il est clair que l'angle KKa est précisément l'angle cherché. Cela po^é , du point B je mène
Ba' perpendiculaire à Aa: Tangle ABa' est le même que Tangb
AKa ) donc nous aurons
sm AK^ = ^=7 , ou sm AKa = — = — .
AB AB
(50 Mais en considérant A comme le sommet d'une pyramide qui
a pour base CDE , il est facile d'en trouver la hauteur Aa par la formule trouvée (6) j et pareillement , en considérant B comme le sommet d*une pyramide qui a aussi pour base CDE ^ on aura
par la même formule la hauteur ^h.
De plus, les distances respectives des cinq points A, B, C, D, E,
étant toutes données par hypothèse, la droite AB est connue» Donc dans Téquation trouvée ci-dessus ,
sm AKa r= — = — ,
AB
toutes les quantités qui entrent dans le second membre sont connues \ donc le premier membre sin AK(Z est aussi connu. Ce qiûil fallait trout^er.
Si des dix droites qui joignent deux à deux les cinq points A, B, C, D, E, on n'en connaissait que neuf, il faudrait commencer par chercher la dixième (58) , et la question se réduirait ensuite à celle qu'on vient de résoudre.
PROBLEME XXVIII
63. Connaissant les distances respectives de six points quel" conques pris dans V espace , trouver V angle que forment entre eux les deux plans qui contiennent y le premier trois quelconques des six points proposés , le second les trois autres. .
FiGii. Solution. Soient A, B, C, M> N, P, les six points proposés, et qu'il s'agisse de trouver Tangle compris entre le plan qui contient les trois premiers A, B, C, et celui qui contient les trois autres M, N , P.
Imaginons de chacun des points A, B, C, contenus dans le premier plan , une perpendiculaire abaissée sur le second. Puisque les distances respectives de tous les points proposés sont données par hypothèse , ces perpendiculaires seront faciles à trouver ; cac
si Ton conçoit du point A, par exemple , les droites AM, ÀN>
AP, il en résultera une pyramide triangulaire , dont les six arêtes seront données , et dont la hauteur , à partir du point A , est précisément la perpendiculaire qu'il s'agit de trouver.
Maintenant , imaginons AB prolongée j^usqu'à la rencontre de deux plans ABC , MNP , et par les pieds des perpendiculaires abaissées des points A et B sur le plan MNP , concevoiis aussi
une droite : elle ira rencontrer AB dans l'intersection des plans ABC, MNP , et ces droites formeront avec les perpendiculaires ci-dessus ^ des triangles rectangles semblables , dans lesquels on
connaît, i*. les deux perpendiculaires, a**, la distance AB de leur sommet. On trouvera donc facilement les autres côtés de ces triangles par cette proportion : la diflFérence de ces deux perpendiculaires est à AB comme la perpendiculaire abaissée du point !Q est à la distance du point B , au point où AB rencontre le plan MNP.
Far une opération semblable , on trouvera la distance du même
point B, au point où la droite AC rencontrera ce même plaû
MNP : ainsi ces deux droites AB, AC , prolongées jusqu'à l'intersection des plans ABC, MNP, et cette intersection elle-même, formeront un triangle rectiligne dans lequel on connaîtra les deux
côtés pris sur les directions de AB et AC avec l'angle compris au sommet B de ce triangle. On aura donc par le lemme i, la perpendiculaire abaissée de ce point B qui est son sommet sur sa base qui est l'intersection de deux plans ; et commet la perpendiculaire abaissée du point B sur le plan MNP est aussi, connue,. on aura, en joignant les pieds de ces deux perpendiculaires,, un trianglp rectangle , dont on connaîtra rhjpoténuse et un petit côté; etpa^ conséquent on trouvera sans difficulté l'angle opposé à ce petit côté, et cet angle est précisément l'angle compris entre les deux plans ABC, MNP j cç qu'il fullait tromper.
PROBLEME XXIX
64. CTh système quelconque de points étant proposé dans V espace , et connaissant les distances de chacun d^eux à trois autres points fixes pris à volonté, pour seruir de termes de comparaison; trouver les droites qui joignent tous les points du système deux à deux f les angles que forment ces droites entre elles , ceux que forment ces mêmes droites ai^ec les plans qui contiennent ces points trois à trois , les angles formés par ces plans entre eux f la perpendiculaire abaissée de chacun des points du système sur la droite qui enjoint deux autres quelconques, ou sur le plan qui en contient trois , la plus courte distance de deux quelconques de ces mêmes droites j etc.
Solution. CoDsidérons d'abord la distance de deux quelconques d'entre les points du système proposé. Puisqu'on connaît les distances de chacun de ces points^ aux trois points fixes qui ont été choisis dans l'espace pour servir de termes de comparaison^ et dont les distances sont données^ il j aura neuf données parmi les dix droites qui joignent ces cinq points deux à deuxj donc (58) on aura la dixième!^ c'est-à-dire la distance cherdhée des deux points pro-* posés. En appliquant la même solution à tous les points du système ^ris deux à deux^ on aura donc déjà toutes les distances cherchées entre ces mêmes points. Maintenant^ pour trouver les angles formés par ces droites^ il n'j a qu'à considérer les points trois à trois; 'Car les droites qui les joignent formeront un triangle, dont les côtés seront tbonnus par ce qui vient d'être dit; donc on aura chacun des angles par le lemme i. Voilà pour les droites qui ont une 'extrémité tomniune : quant à celles qui ne se rencontrent pas, il faut joindre leurs extrémités deux à deux, en les considérant comme les quatre sommets d'une pyramide triangulaire dont ces droites sont deux arêtes opposées , et alors on. aura l'angle qu'elles forment (27). Puis (40 on trouvera la plus courte distance de ces mêmes droites.
Pour trouver la perpendiculaire abaissée de l'un quelconque des points du système sur la droite qui joint deux des autres ^ il
suffit d^appliquer la formule 5 du leraine i au triangle qui a son sommet au point d'où doit partir la perpendiculaire , et dont la base est la droite comprise entre les deux autres ; les trois points de ce triangle étant connus par ce qui a été dit ci-dessus.
Pour avoir la perpendiculaire abaissée de Vnn qpelconi^ue des points du sjstème sur le plan qui en contient trois autres y il fa^t considérer ces quatre points comme les quatre sommets d'une pjramîde triangulaire , dont les six arêtes sont connues par ce qqi a été dit ci-dessus , et alors la perpendiculaire cherchée n'est autre chose que la hauteur de cette même pyramide considérée comme ajant son sommet au point proposé.
Enfin on trouve (5i et suiv.) les angles que forment les droites avec les plans , et ceux que forment les plans entre eux : ainsi le problème proposé est entièrement résolu ; ce qu'il fallait irùui^pr.
PROBLEME XXX
65. Un système quelconque de points étant proposé dans /'«pace , connaissant la distance de chacun d^eux à un autre point quelconque pris pour terme de comparaison ^ distance que je nomme rayon vecteur y et connaissant de plus les angles que fait ce rayon vecteur a^ec deux axes quelconques fixes partant de ce point central qui a été pris pour terme de comparaison , trouver les droitçs qui joignent tous les points du système pro^ posé deux à deux y les angles que forment ces droites entre elles, etc. comme dans le problème précédent.
Solution. Comparons deux à deux tous ces rayons vecteurs avec les deux axes fixes y cela fera quatre droites partant du même points et ces quatre droites formeront six angles parmi lesquels il y en a cinq de connus par hypothèse j le seul qui ne Test pas y étant celui qui est compris entre les deux rayons vecteurs. Or cet angle se trouve par le problème XXI (5o) ; on aura donc ainsi tous les rayons vecteurs donnés pat hypothèse y et tous les angles formés par ces rayons vecteurs deux à deux ; donc , par le lemme i ^ on aura les distances de tous les points du système deux à deux^ et le reste s^achevera comme dans le problème précédent. Ce quHl fallait trouver.
PROBLÈME XXXI
66. Une pyramide triangulaire étant rapportée à trois plans quelconques perpendiculaires entre eux , exprimer toutes les parties y tant linéaires qu'angulaires de cette pyramide y en va^ leurs des douze coordonnées qui répondent à ses quatre sommets.
Solution. Je conserve les dénominations des problèmes II et siûvans, et de plus je nomme
a y d y cC y Ics coordounées du point A> à l'égard des trois plan»
rectangulaires \ h y V y V y Ics trols coordonnées du point B^ c y c' y d y les troîs coordonnées du point C > dy d! y d" y Ics tfois coordonnées du point D«
Cela posé y il est clair que le carré d'une droite quelconque menée dans l'espace y étant toujours égal à la somme des carrés de ses projections sur trois axes quelconques rectangulaires y nous aurons
n- ^zÇ^c-^-^dy^lc'-
p^^id^by^aa^
h^ =:(c— ««)"^-(c'- Substituant donc toutes ces valeurs de m^y n^y p^yf^y ^^ A* dan^ les formules trouvées qui expriment toutes les parties de la pyramide en valeurs de ses seules arêtes^ on aura Texpression de ce"^ mêmes quantités en valeurs des coordonnées des quatre sommets A^ B, C> D. CV qu'il fallait trouver.
Remarque^
67. Ce qu'on vient de dire de la pyramide, s'applique à uri polyèdre quelconque, c'est-à-dire, qu'on peut résoudïe de la mêtue manière cette question plus généralet
-cy
-cry
^y + (df-
a'y+id'-
( «7 ) Un polyèdre quelconque étant rapporté à trois plans quel-conques perpendiculaires entre eux, exprimer toutes ses parties p tant linéaires qu^ angulaires en valeurs des coordonnées , qui ré" pondent aux sommets de tous ses angles solides.
£a effet , il est clair qu'on trouvera d'abord les carrés des distances respectives de tous ses sommets^ deux à deux^ en ajoutant les trois carrés des différences de leurs coordonnées correspondantes; puisque ces différences ne sont autre chose que les projections de la distance cherchée sur les trois axes^ et que le carré d^une droite quelconque est évidemment égal à la somme des carrés de ses projections sur trois axes quelconques perpendiculaires entre eux.
On aura donc ainsi les distances respectives de tous les points du sjstème proposé ^ exprimées en valeurs des coordonnées de ces mêmes points. Après quoi^ pour avoir tout le reste ^ on achèvera comme dans le problème XXIX (64 )•
Par là on établit la liaison qui existe entre la méthode des triangles et celle des projections ou coordonnées. Chacune de ces méthodes a des avantages qui lui sont propres : en suivant la première y on exprime directement toutes les parties du système proposé en valeurs de quelques-unes seulement d'entre elles , suffisantes pour que tout le reste soit déterminé > ce qui donne le moyen de changer à volonté les données^ en les prenant toujours parmi les élémens mêmes de la figure proposée* ^
Dans la méthode des projections au contraire y on commence par exprimer toutes les quantités du sjstème en valeurs des coordonnées^ ce qui s'opère par des méthodes générales très-ingénieuses; mais ensuite il faut éliminer toutes ces coordonnées qui ne sont y à proprement parler, que des quantités auxiliaires, pour y substituer les élémens mêmes de la figure. On ne peut donc , dans ce cas, regarderie problème comme résolu, que lorsque l'élimination de ces coordonnées est opérée , et c'est dans cette élimination principalement que consiste la difficulté de cette méthode, parcequ'il se trouve plus d'Inconnues à éliminer, qu'il n'y a d'équatipns fournies ; desorte qu'il faut des artifices particuliers d'analyse pour faire disparaître les inconnues, et trouver la relation qui existe
cotre le» seuls élémens propres de la figure proposée, au niojen des conditions arbitraires qui doivent suppléer aux conditions prescrites.
Par exemple, dans le cas de la pjramide, il faut seulement six données, que nous avons supposées être les six arêtes, et partant de là , nous sommes parvenus à trouver toutes les autres quantités du sjstème en valeurs de ces six arêtes.
Suivant la méthode des protections , au contraire , on^ considère d'abord comme connues les douze coordonnées des quatre som« mets -, mais comme il faut les éliminer toutes, et qu'on n'a pourtant que six données, qui sont les six arêtes , on supplée aux six autres données qui manquent , par six conditions arbitraires , fondées sur ce que les plans rectangulaires auxquels on rapporte le sjstème, étant pris à volonté, on est maître de fixer où Ton veut l'origine des trois axes et leurs trois directions. Ainsi , il faut exprimer ces six conditions arbitraires par six nouvelles équations qui, combinées avec les six arêtes, donneront le mojen d'éliminer les douze coordonnées. C'est dans l'art de conduire , de la manière la plus simple,, ce calcul suivant les circonstances, que consistent les ressources de la méthode féconde des projections. On voit qu'elle est fondée essentiellement sur l'art de changer le sjstème des coordonnées , afin de pouvoir choisir l'origine et les directions des axes le plus favorablement possible à l'objet qu'on a en vue. C'est pour cette raison que je me suis occupé ici du problème important de la transformation des axes pris dans sa plus grande généralité, sans cependant déplacer l'origine des coordonnées , parcequ'on sait que pour transporter cette origine où l'on veut, il n'y a autre chose à faire; que d'ajouter une constante arbitraire à chacune d'elles»
PROBLÈME XXXII
65. lia position tPun point étant déterminée dans r espace par trois coordonnées quelconques , faisant entre elles des angles^ donnés, on propose de changer les directions de ces coordonnées, supposant que Von connaisse V angle que fait chacune des nou^ velles coordonnées auec chacune des anciennes^
(59) Solution. Soit M le point proposé dont la position soit déter-ne.». minée dans l'espace par les trois coordonnées
qu*on suppose données ^ et faisant entre elles les angles aussi donnés^
PAQ=:a:'y, VKR^x\, QAR =y'z...(A).
Maintenant , l'origine A des coordonnées restant la même ^ soient les trois nouvelles coordonnées du même point M
Â^ = ajS ,Âï=y, a7 = z' (B)
formant chacune avec les premières > les angles donnés ,
ph¥=:x\\ pAQ:=/'x', pJkRzz^raf (C)
çAPzrzoTy, qAQ=:yy, çAR=:zy (D)
rAP^oTz', rAQ=^''z% rAR = z'V (E)
Il s*agit donc de trouver les premières coordonnées à:^ y, z, en valeurs des nouvelles :xf, y^z' , et des <}ouze angles que iious v^^ nous d'énumérer»
J'observe d'abord , que des trois angles marqués (C)^ il suffit d'en connaître deux quelconques pour que le troisième soit déterminé» Ainsi , lorsqu'il est dit dans l'énoncé du problème , que ces trois angles sont donnés , on entend seulement > que deux d'entre eux ayant été donnés immédiatement , le troisième a été déterminé en valeurs des donnés , par ce qu'on nomme une équation de cori-dition. Cette équation de condition est facile à trouver j car les quatre droites o^, y , z, x' forment entre elles six angles
X y p X Zy y Zf x x % y. x ^ z •* j
dont les trois premiers et deux d'entre les derniers ^ont donnés par hjpothèse. Donc on peut leur appliquer la formule trouvée (âo), en faisant
X y=:mj X z:=zn, y zr=z.p ^ x x ^^r^y x=zq^ z x z=zs...(F) Il en est de même des trais angles marqués (D)^ il suffit que deut
(6o) soient connus > pour que le troisième soit détermine par la même formule, en faisant
Enfin , il en est de même encore des trois angles marqués (E) , auxquels on appliquera la même formule en faisant
X y;=sm, X zzs^n^ y Z'=^j)y x zzszr^y *=7> z z:=s*f
on a donc d'abord , pour déterminer réellement tous les angles supposés donnés dans Ténoncé du problème , mais qui ne le sont qu'implicitement, les trois équations de condition suivantes :
1 — CÙS^X y — C08*X s ^ C08*^ z — * C08*X X — C08^ X — C08*2 of
-j- co9*xy . cos*£ X + corx z.cos^y x + cos*^ s • cot^x x
*t- â 008 X ^ . C08 X 2 . C08^ % + ACOS X ^ . C08^ X . CCS X X
-f flCOSX S . COSX oi . C0S2 j/ -f" fiC08^ X . C08^ af . C08 2 X^
.— âC08X^.C08X S.C08^ X.C0S2 X — aC08X Jf.C08^ «.C08X X.C08S X
— aco8x «.co8^ 2.008^ y .COSX y^ = o (K)
1 — C08*X y — C08*X ft — 008*^ z — COS*X y — C08*Jf y — C08*« y
+ COrX y . €08*» y-j-C08*X s • C08*y y +C08^ 2 . C08*X y , A A A. A A. A^
+ fl COSX y . COSX 2 . cosy z + acosx y . cosx y . cos y y 4-flco8x Z . COSX y . cosa y + a cosy z . cosy y . cos 2 y
— acosxy.cosx «.cosy y .coszy — ùcosxy.cosy z.cosxy .coszy
— acosx 2.co8jr a.cosxy .cosy y =0 (L)
1 — co8*x y — C08*x 2 — cos*y z — C08*x z — cos'y ^ — cos* a z'
+ coè'x y . co8*z »' -f"CO^^ * • cos*y * + co8*y z . co8*x af *t- acosx y . cos x a . cosy « -|- a cosx y . cosx z . cosy a' *^ acos X a . cosx z . cosa a + a cosy a • cosy a . cos a a
«—acosxy.cosx a. cosy a^cosa a — acosx y. cosy a. cosx a .cosa a'
— acosx a.cosy a, cosy a'. cos» a' = Q (M)
Maintenant que tous les angles marqués ci«dessus (A)^ (B), (C), (D) , (E) sont connus , il nous reste à trouver les preaùères coor* données x, y, z, en valeurs de ces angles connus j et des trois nouvelles coordonnées x\ y, :£.
Pour cela^ j'achève les deux parallélipipèdes APQRSMT^ 'KpqrslAt y le premier ^ construit sur les premières coordonnées ^^y y^y prises pour arêtes partant du point A : le second^ construit sur les nouvelles coordonnées x' ^ y' ^ z' également prises pour arêtes du même point A } ces deux parallélipipèdes ayant par conséquent
pour diagonale commune le rajon vecteur AM«
Or la seule inspection delà figure démontre que APTM/;7A est un
hexagone gauche dont les trois premiers côtés AP^ PT^ TM^ sont
les anciennes coordonnées x , z\ y\ et les trois autres hp s pt ,
iHy sont les nouvelles coordonnées o:^^ s^ , y y et que de plus les angles formés par ces droites deux à deux , sont ceux que font
entre elles à l'origine A, les six arêtes AP> AQ > AR^ Ap ,
Aç, Ar.
Mais on sait que dans tout polygone plan pu gauche j chacun des côtés est égal à la somme de tous les autres multipliés, chacun par le cosinus de l'angle qu'il forme avec le premier. Appliquant
donc ce principe successivement à chacun des côtés AP , TM ,
PT^ (m X, y, z, de l'hexagone gauche AJPTMtpAj on aura les trois équations suivantes :
a:==a/co8x x^+y cosx j/+a'co8x »'— ^cosx^ — acosx « V
y zzzafcosy a/ +j/co8y y'+a'cosy »'— xcos^ x^^zcosy z V-'-C^)
2 = 0; C08» or -f-y cosa y +« C08Z * — xcos» x^^ycosz y )
équations qui ne renferment plus que les trois anciennes coordonnées y les trois nouvelles y et les neuf angles , ou immédiatement donnés ou déterminés par les équations de condition ci-dessus.
Pour embrasser le problème de la transformation des coordonnées dans toute sa généralité^ il faut résoudre ces trois équations^ afin d'en tirer les valeurs de Xy y, Z) ces équations étant toutes
du premier degré, l'opération n'est pas difficile j car si nous faisdns pour abréger >
008 0?^=^, cosx z = c, X cosj; ar +y cosxy -fz'cosa; ii -zizà
cosy a?=c, cosjf zssg', a/cosy x^ +y cos^'y + a' cosj^'^' = A > (P)
C08» a: = r, cos«3^ = ft, afcosz x +y cos«y +«'cosa *'=m
On aura par la méthode ordinaire des éliaunations ^ les trois équations suivantes qui satisfont à La question proposée ,
^ c hk «f- ftffm ■^— dgk -^bh ^^ cm ^ d " cek -j- bgi "^ gk -^ be ''■^ ci + ï _
^ cem «f- gJt — chi — gm — & >»f- A f ^^
" cek + 6gi "* g^ — be --^ ci -^ i £ '*• V
_ &ft + ^^t "^ ftgyn— fcft — * rf t + m ""^ ccA -|- 6gi — gk — <. ^0 — a -|- 1
Ctf quHl fallait trouver.
COROLLAIRE I
69. SiPon voulait connaître les trois angles txTy ^ cxf z\ yz'^ que forment entre eux les nouveaux axes deux à deux, il nV aurait qu'à considérer les six axes x, y , z y x\ y^ z' quatre à quatre , en prenant deux des anciens et deux des nouveaux ) et comme des six angles que formeraient ces quatre droites 9 il j en aurait cinq de donnés, le sixième se trouverait par la formule
du problème XXI (5o) ; par exemple , Pangle x' y se trouvera en combinant ces quatre axes
^^yi^'fff OM x,z,x\y, ou y^zjx'.yy
d*où Pon tire (5o) les trois formules suivantes , dont chacune donne
Tangle cherché x' y. Ainsi Ton choisira parmi ces trois valeurs équivalentes entre elles , celle qui conviendra le midux ^ suivant les circonstances :
1 — cos*x y — cos*x X — *• cos*^ a;' — cos^x y — cos^ y — cos* x y
+ C08*X^ . COÎi^X y + C08*X X . COS'y J^ + C08^ X . cos*xjr
4" acos X j^ . cos XX.. cos j^ x + a cos x y . cos j^ y . cos x y -f-aco8xx^. cosxy . côsx^y' + accJayj:'. co8yy' . cosxy'
— flcosx ycosx x.cosy y xcfsx y *--flcosaî y.cosy x^.^osx y.GOsx y
— acosx X .CQsy x .coayf y .cosxy =©....... (R)
i «. co8*x » — ^ coâ*x af — coé?» x' — co^af y -^ coa^ y — co8*x y -f- C08*x 2 . C08*x y + co8*x X . COS*» y + cos*;b x . cos*x y -f-aco8 X 2 . cos a? x • cos.2 x «4* ^ coes x x . cos z y . cosx y +flco»xy' . cosx x^ • cosx y ^ acosx x' . eoas y . cosx y
—a cosx z.cosx x'.cosa y'.cosx y'«— .flcosx z.eosx af ,cûsœ y ,eosxy
— flCOSX X .COS£ X .C082 y .COSX y = o (S)
1 — cosy z — cosy x — cos*» x — cos*a y — co8*x y — cosy y + cos^ z . Qos^xy + Gos^ x^ . co8^ y + coô** x' . CÔS^ y' + acosy z . cosy x . cos a x + a cosy x . cos « y . cosy y -f-acosy a/ . cosy y . cosx y' -|- acoszx^. cos a y . cosx y — acosy z.cosy x'. cos z y. cosx y'— a cosy x^.cosx a/.cosa y xoay y •— acosy z.cosa af .cosy y^cosxTy z=z o » (T)
COROLLAIRE II
70. Si les trois premières coordonnées étaient rectangulaires f comme on le suppose ordinairement > on aurait évidemment
cosa:y=o, cosx zz=Of cosy z = oj
ainsi les termes affectés du signe négatif dans les formules (N^ disparaîtraient^ et ces formules se réduiraient aux suivantes :
X s= a;'cos« a/^y^cosx y-f- z'coso: zf
y = aîcosy aï'+ycosy j^H-^cosj^ ;j' ^ ••...»• . «(U^*
* s; a:^cosz od^y'coiz y^ z'co9Z £
Les équations de condition (K), (L), (M) trouvées ci-dessus st réduiraient à celles-ci :
cos'o: af^ cos*^ 0?'+ cos*z a?' = i
ço$*x y+ cos*^ y-f- co8*z y = I f 0^)$
COS*X z'4- COS^ Z'^- C08*Z z' = I
et enfin les équations (R)^ (S), (T), combinées entre elles et
appliquées de même successivement aux autres angles x x^^ j^» se réduiraient aux trois suivantes :
co8xry=co«a: a:'.cosxy-j- cosy j/.coty y-j-coax a/.co&cy co8arà'=cosx a/.cosx »'+co«y af .cosy *'-f- cow j/.coss y /• • • 'C^)* cosyVss C05X y .coax »'+ co?y y «coay z'+ com y . cos* »'
COROLLAIRE III
71. Si au lieu de connaître les angles xy^ x z, y z i que forment entre eux les trois premiers axes^ on connaissait les angles que forment entre eux les plans Axy , Axzy Ayz , qui contiennent deux à deux les arêtes partant du point A^ angles que j'exprime (4) comme il suit :
Axy Axz, Axy Ayz, Axz Ayz, il n*j aurait qu'à prendre les formules données par le lemme 11^
cos^ y = . j \ A ^ -^-^ — "^
amAxy Axz . ânAxy Ayz
coso: z = etc»
cosj zs:etc*
et Von substituerait ces valeurs de cosx y, cobx z, cos^z^dans les formules trouvées ci-dessus^ ce qui donnerait toujours les va* leurs des anciennes coordonnées en valeurs des nouvelles et d*angle8 connus» ^
SUR
I. J'APPELLE transversale une ligne droite ou courbe qui tra« verse d'une manière quelconque un système d'autres lignes , soiC droites^ soit courbes } ou même un système de plans ou de sur« faces courbes. Mais je ne parlerai dans cet Essai que des transversales droites et circulaires.
La théorie des transversales est curieuse par elle-même ^ et fournit souvent des démonstrations et des solutions très-élégantes ^ daos des questions compliquées. La simplicité et la fécondité ^e ses principes semblerait lui donner le droit d'être admise dans les élémens ordinaires de Géométrie.
3. Au fond^ cette théorie est la même que celle des coordonnées } car si Ton suppose que MOM' soit une courbe rapportée à deux FXG. x.
axes AP, AQ , dont l'origine est au point A, que AP , PM soient, les coordonnées du point M > et que par le même point M ,
on mène entre les axes une transversale quelconque pMq sous un angle donné A;7M-, les deux triangles semblables pVlH, phq
. (66) donneront
donc en nommant x, y les coordonnées AP, PM du point décrivant M; œ', y , les parties correspondantes pM, çM de la transversale; a, b, les angles donnés PAa, Apç , les équation» précédentes deviendront
/ sin 6 , sinfa + i)
r=:y -: , Xr=,X V-^— ^î
*^ -^ sin a ' sin a ^
d^où Ton voit qu'en substituant pour les coordonnées x y y dan» réquation de la courbe MoM% leurs valeurs ci-dessus^ on aura une éqxiation du même degré entre x\y \ c'est-à-dire^ entre les
portions M;?^ My^ de la transversale pMWq.
Ainsi la théorie des transversales n'est, à proprement parler, que la théorie des coordonnées qui j au lieu de faire un angle , sont prises sur une même droite , ce qui paraît être un degré de simplification ; puisque d'ailleurs le degré de Téquation ne hausse pas y et qu'on peut changer Torigine et la direction des transversales, conune on change l'origine et la direction des coordonnées»
THÉORÈME I
3. Si tes trois côtés d*un triangle au leurs prolongemens sont coupés par une transi^ersaîe quelconque indéfinie > il y aura sur la direction de chacun des côtés du triangle y deux segmens formés par la transversale, et tels que le produit de trois d* entre eux y n^ ayant aucune extrémité commune y est toujours égal au produit des trois autres.
Démonstration. Soit ABC le triangle proposé, abc la transver*
3 4et5. Il
sale menée dans le plan de ce triangle , et coupant les côtés BC>.
AC , AB , ou leurs prolongemens respectivement en a , h y c\ il y aura sur la direction de chacun de ces côtés ou sur son prolongement , deux segmens formés par la transversale, c'est-àrdire.
Fie. 1,
deux portions comprises entre cette transversale et les angles placés sur cette direction ; savoir :
A^, Bc sur AB; Ab, Cb sur AC; Ba, Ca sur BC.
Il s*agit donc de prouver que le produit A^.Bc^.Ca , qui a pour facteurs les trois segmens Ab , "Bc, Ca , non contigus^ ou qui n'ont point d'extrémités communes ^ est égal au produit Ac, Ba,
Cb, des trois autres segmens Ac , Ba, Cb, qui sont également non contigus entre eux.
Or par le sommet de Pun quelconque des angles du triangle proposé , comme B , soit menée une parallèle au côté opposé
AC> et qui rencontre en k la transversale*
Les deux triangles semblables Abc, Bkc , d'une part^ et de l'autre^ les deux triangles semblables Cab, Bak donnent les deux proportions suivantes :
Ab l Ac y. BkiBc , CâiCb ::Bâ\Bk.
Multipliant ces deux proportions , et effaçant les termes qui se détruisent 9 on a* en égalant le produit des extrêmes au produit des mojens,
A^ . Bc . Ca == Âc • Bâ . C^ • (A)
ce qu'il fallait démontrer.
On voit que la même démonstration a lieu ^ soit que la transversale coupe l'aire même du triangle^ ou qu'elle passe au dehors.
Ce théorème qui doit être regardé comme le principe fondamental de toute la théorie des transversales, est susceptible d'une très-grande généralisation : car il, s'étend, comme on le verra par les théorèmes qui suivent , à tous les polygones soit plans , soit gauches , et même aux polygones sphériques»
COROLLAIRE I
4. Les trois côti^s du triangle et la transversale peuvent être regardés comme les quatre côtés d'un quadrilatère BCbc, et chacun des côtés de ce quadrilatère peut être pris à son tour pour trans^ versale^ à l'égard du triangle formé par les trois autres prolongés jusqu'à leurs rencontres respectives : ce qui donnera par la même raison , les quatre équations suivantes , parmi lesquelles est comprise la formule (Â) trouvée ci-dessus :
Ab . Bc . Ca = Ac . Ba • Cb
AB . C & • a c = AC . Bc . ab , .^jx Ac . BC . ab :=: AB . Ca . bc
AC • Ba ^ bc :=: Ab . BC • ac
Mais il faut remarquer que ces quatre équations se réduisent & trois essentiellement différentes : car si , par exemple > on multiplie ensemble les trois premières ^ on aura la quatrième»
COROLLAIRE II
5. Si Ton multiplie Pnoe par l'autre la première et la troisième des équations (B) ^ et qu'on efface les termes qui se détruisent > on aura
BC . Bc . Z^A . ^a = ^C . *c . BA • Ba (C)
ou
BC .Bc\bC .bc :: BA. Ba : bA . ba (D)
c'est-à-dire^ que dans le quadrilatère BC^ç, le produit des deux
côtés BC , Bc , adjacens à l'un des angles comme B , est am
produit des deux côtés bC , bc , adjacens à l^angle opposé b,
comme le produit des segmens BA, Ba, interceptés sur les premiers, depuis l^angle B d'où ils partent , jusqu'aux directions des deux autres prolongés au besoin , est au produit des segmens.
bA, ba, interceptés depuis Taogle ^ d*oii ils parlent^ jusqu^aux directioDS des deux premiers.
Remarque.
6. On obtient une formule de même nature en multipliant deux k deux les autres équations (B) du corollaire précédent; et comme la même démonstration a lieu , quelle que soit la disposition respective des quatre points B, C, b , c, tant qu'ils ne sortent pas du même plan , nous pouvons prendre ici le nom de quadrilatère , dans un sens plus étendu qu'on ne le fait ordinairement.
Nous entendons donc par quadrilatère en général^ l'assemblage de quatre lignes droites qui joignent quatre points pris à volonté sur im plan , en les prenant dans quel ordre on veut^ puis passant du premier au second^ du second au troisième^ du troisième au quatrième et du quatrième au premier; d'où il est aisé de voir que les quadrilatères peuvent être de trois formes différentes , savoir^ le quadrilatère ordinaire ïiCbc(ûg. 2), que je nomme quadrilatère de la première espèce; le quadrilatère à angle rentrant BCbc (fig. 5), que je nomme quadrilatère de la seconde espèce, et le quadrilatère HCbc (fig. 5) , qui a la forme de deux triangles opposés par le sommet ^ et que je nomme quadrilatère de la troisième espèce.
Chacun de ces quadrilatères^ considéré séparément^ s'appelle quadrilatère simple; mais la figure qui résulte de leur assemblage, et qu'on obtient évidemment , en prolongeant tous les côtés d'un quadrilatère simple quelconque, jusqu'à leurs rencontres respec-* tives; cette figure, dis-je, se nomme quadrilatère complet.
Le quadrilatère complet ABFCGDA est donc formé des trois ^^^ ^ quadrilatères simples ABCD , AFCG , BFDG : les diagonales de cbacun d'eux sont les droites qui joignent le premier angle avec le troisième, et le second avec le quatrième. Ainsi les deux diagonales du quadrilatère ABCD de la première espèce sont AC , BD y celles du quadrilatère AFCG de la deuxième espèce sont AC, FG, et celles du quadrilatère BFDG de la troisième espèce sont BD , FG ; ces six diagonales se réduisent , comme on
le voit, aux trois AC, BD, FG; d'où il suit que le quadrilatère simple a seulement deux diagonales, mais que le quadrilatère complet en a trois. Les points h, k, l indiquent les trois intersections de ces diagonales prises deux à deux, et cette figure a des propriétés infiniment remarquables, comme on Ta déjà vu par le théorème précédent, et comme on le verra encore dans ce qui doit suivre*
THÉORÈME IL
7. Si tous les côtés d'un polygone plan, ou leurs prolongemens^ sont coupés par une transversale quelconque indéfinie, il y aura sur chacun de ces côtés , ou sur son prolongement, deux seg^ mens formés par la transversale , tels que le produit de tous ceux de ces segmens qui n'ont point d'extrémités communes sera égal au produit de tous les autres, et chacun de ces produits aura autant de facteurs qu'il y a de côtés au polygone.
ne. 7* Démonstration^ Soit, par exemple, le pentagone ABCDEj
coupé par la transversale mnpqr : je dis qu'on aura
Km . B/2 . Cr . Yip . Ey = Kq . Bm . Cn .Dr.Ep,
équation à deux termes, dans laquelle on voit que chacun d'eux est composé de cinq facteurs^ nombre égal à celui des côtés du poljgone , et tels que tous ceux de ces facteurs qui entrent dan» le même terme n'ont point d'extréqiités communes, puisqu'on effet aucune des dix lettres A, B , C, D, E, m, n, p, q, r, s, ty qui désignent les extrémités de ces segmens^ ne se trouve deux fois dans le même membre.
Pour démontrer cette proposition , de Pun quelconque des angles
du polygone, comme A, menons des diagonales AC, AD , à tous les autres, et prolongeons , tant ces diagonales que les côtés du polygone , jusqu'à la transversale en m, n, p, q, r, s, t. Cela posé^ par le théorème premier, les triang1e$ ABC, ACD, AED^ considérés séparément comme coupés par la transversale proposée^ donneront
( 70 Am.B/? . C^ = A^ . Bm. C/î
A^.Cr.^D/ = A/.C^..Dr
A t .Dp .Eq :=s Aq .D t.Ep.
Multipliant ensemble toutes ces équations et effaçant les termes qui se détruisent^ nous aurons
Am.Bn.Cr.Dp.Eç^siAq.Bm.Cn.Dr.Ep (A),
ce qiûil fallait prouver.
Ce théorème est une généralisation du tbéor&me premier et un cas particulier du suivant.
THEOREME II L
8, Si tous les côtés d'un polygone gauche, ou leurs prolon^ gemens, sont coupés par un plan que j'appellerai transversal, il y aura sur chacun de ses côtés ou sur son prolongement , deux segmens formés par le plan transversal, tels que le pro* duit de tous ceux de ces segmens qui n^ont point d^ extrémités 'communes, sera égal au produit de tous les autres , et chacun de ces produits aura autant de facteurs qiûil y a de côtés au polygone.
Démonstration. En regardait mnpqrst non comme une droite, nc^» mais comme le plan transversal dont il s'agit^ projeté sur un autre plan qui lui soit perpendiculaire, le raisonnement sera absolument le même que celui qui a été fait dans la démonstration du théorème précédent, et l'on trouvera pareillement
Am.Bn.Cr,T)p.Eq=iAq.Bm.Cn.Dr.Ep (A),
ce quHl fallait prouver.
Il faut remarquer que dans cette formule, Am, Bn, Cr, etc. expriment les segmens même formés sur les côtés du polygone
(70 gaucbe proposé, et non pas leurs simples projections sur le plan perpendiculaire au plan transversal.
Le théorème suivant montre que cette théorie s'étend au cas où la transversale est une ligne circulaire.
THÉORÈME IV
9* Si tous les côtés d'un polygone plan quelconque sont cou* pés par uriè transi^ersale circulaire, c'est-à-dire, s* ils sont tous ^ ou leurs prolongemens , rencontrés par la circonférence d*ùn cercle, cette circonférence coupant chacun des côtés en deux points , déterminera sur chacun d'eux quatre segmens entre elle et les angles qui terminent ce côté* Or de tous ces segmens, le produit de la moitié pris pour facteurs , sera égal au produit de tous les autres, en les prenant tous de manière qu'il n'en entre jamais deux dans le même produit qui aient pour extré'* mité un même point de la circonférence.
Fie ^ Démonstration. Je me bornerai à démontrer cette proposition sur le triangle^ te même raisonnement étant applicable à tout autre polygone. Soit donc ABC le triangle proposé, dont le côté
BC soit rencontré ^n a, a' , par la transversale circulaire , la
côté AC tfx h, V, et le côté AB en c, d, desorle que, par
exemple, les quatre segmens formés sur AB parla circonférence,
seront Ac, Kd , B^, làd\ il s'agit donc de prouver qu'on doit avoir
A^. AA'.Bc.Bc'.Ca.Ca' = Ac. Ac'.Ba.Ba'.C^.Cô' (A).
Or cette proposition est facile à-appercevoîr, car parla propriété des, sécantes au cercle, on a les trois équations suivantes:
Ab.Kb'^Kc.PLd, Bc.Bc' = Bû.Ba', Ca.Cd — Cb.Cb'.
Multipliant ensemble ces trois équations, on aura la formule (A), ce qu'il fallait prouver.
COROLLAIRE
10. II est aise de voir que la même démonsiration aurait lieu pour tout autre poljgone que le triangle^ et qu'elle serait appli-^ cable également, en la modifiant comme au théorème III, si ce poljgonè, au lieu d*ètre plan, était gauche, en supposant qu'alors tous les côtés fussent coupés par une surface sphérique, tenant lieu du plan transversal dont il a été question dans ce théorème III.
L'ellipse pouvant être considérée comme une projection du cercle, il est aisé de lui appliquer la proposition précédente, puisque les projections des parties d^une même droite sont entre elles en même rapport que ces parties elles-mêmes; d'où il suit que le rapport des deux membres de Téquation (A) étant i pour le cerclé, doit rester i pour l'ellipse.
Cette proposition' a lien également pour foutes les autres sections coniques, et lorsque le poljgone est gauche, elle s'applique aux surfaces formées par la révolution de ces courbes autour de leur axe.
Mais cette même proposition est susceptible d'une beaucoup plus grande généralité, car elle s'étend à toutes les courbes géométriques prises pour transversales lorsque le polygone est plaiy,' et à toutes les surfaces dont les sections faites par des plans quelconques sont des courbes géométriques , lorsque le poljgone est gauche. Mais mon intention étant de ne m'occuper ici que des transversales droites et circulaires , je me borne à indiquer Ciet objets, sur lesquels on peut consulter ma Géométrie de position*
THÉORÊMEV.
^ 1 1 • Si par un point quelconque pris dans le plan d*un triangle ^ on mène sur chacun des côtés une transs^ersale qui passe par Vangle opposé , on obtiendra sur chacun de ces côtés deux seg-» mens , tels que le produit de trois d^entrc eux n^ ayant aucune extrémité commune > siéra égal au produit des trois autres.
lO
(74) FI6. 9, Démonstration. Soit ABC le triangle proposé > D le point pris
à volonté dans le plan de ce triangle ; Aa ^ B^ , Ce les droites menées de ce point sur les côtés BC , AC. , AB , en passant par les sommets A ^ B , C > des angles respectiyement opposés. On
obtiendra sur le côté BC, les deux segmens ha, Qa, sur le côté
AC les deux segmens Ab , C6 , et enfin sur le côté AB les deux
segmens Ac , B^ ; il s*agit donc de prouver que le produit Ca
des trois segmens Ab , Bc , Ca, non contigus, ou quin^)nt point d'extrémités communes , est égal au produit des trois autres segmens qui sont également non contigusj c'est-à-dire, qu'on a
Ab . Bc • Ca ae= Ac . Ba • Cbm
Considérons 9 par exemple, les deux triangles AaB, AaC, coupés
respectivement par les transversales Co, B^} ils dkmQeront par le théorème I,
Ac . BC . aD = AD . Bc . Ac;
Multipliant ces deux proportions, et effarant les termes qui se détruisent, on a
A? . Bc . Ca s± Ac . Ba . C? (A)
ce çu* il fallait démontrer.
Cette proposition a également lieu comme on le voit , soit qu6 le point D d'où partent les trois transversales , soit pris sur l'aire même du triangle , soit qu'il soit pris au dehors.
THÉORÈME VI
^ 12. Dans tout quadrilatère complet ayant ses trois diagonales f. chacune déciles est coupée par les deujs autres en segmens proportionnels.
(75) Soit ABFCGDA le quadrilatère complet proposé , arec ses dia* fio. &
gonales AC^ BD , FG, qui se coupent respectivement enl, k,hi il s'agit donc de prouver , que l'une quelconque d'entre elles j
eomme AC , par exemple , est coupée en / et en A ^ de manière
que les tegmens A/> Cl, formés par Tune d'entre elles BD^ font
entre eux comme les segmens Ah, Ch , déterminés par l'autre
FG sur la même première diagonale AC , c'est«à-dire qu'on a
Â/ : C7 :: Ahi'Ch.
Pour cela , je considère le triangle ABC , qui a pour ses som«
mets , trois de ceux du quadrilatère simple ABCD , dont AC est la diagonale. Ce triangle étant coupé par trois transversales par* tant d'un même point D pris dans son plan et passant par ses trois angles^ nous devons avoir par le théorème précédent.
A/ . CG . BFaxC/ . BG . AF.
d'un autre côté , ce même triangle coupé par la transversale KFG qui ne passe par aucun de ses angles , donne , en vertu du théorème I,
AF. CA .BG= BF .ÂA .CG
Multipliant ces deux équations l'uue par l'autre , et effaçant les termes qui se détruisent , nous aurons
Â/.CA=ÂÂ.C7 (A),
ou Â7 : C7 :: UiiCh (B)
ee qu'il fallait démontrer.
Par la même raison , nous aurons pour chacune des deux autres diagonales BD , FG du quadrilatère complet ABFCGD ,
B/ : D/ :: Bk : Dk ,
Fk : Gk :: FA : GA.
( 76 ) corollaire;
riG. 6. i5. Si par le point k on imagine une nouvelle franstersale /tBV'D', qui coupe les droites AF, AA, AG , respectivement aux points m, V , D' , la partie B'D' de cette transversale , interceptée entre les côtés AB> AD du quadrilatère ^ sera coupée, de
même que BD , en segmens proportionnels, par \ti points k^ V \ c'est-à-dire qu'on aura
BY : D / :: B'A : D A
car si Ton conçoit les droites GB% FD' elles formeront avec les
droites AB', AD', un nouveau quadrilatère AB'CD', qui aura
les mêmes propriétés que le quadrilatère ABCD. Or B'D' et FG
sont évidemment deux de ses diagonales j donc F G devra être coupée en segmens proportionnels par les deux autres. Donc , puisque Pune de ces autres diagonales passe par le point k , l'autre passera par le point }i\ donc cette autre diagonale se confondra avec
AC pomr sa direction *, c'est-à-dire, que l'angle C du nouveau
quadrilatère tombe sur la droite AC } donc , conformément aa théorème , on a réellement
BY : DY :: B'A : Dà : (C)
On voit , par ce qui vient d'être dit , que le point C se trouvant sur AC , il doit en être de même , quelle que soit la position de la transversale AB'D' ; et que parconséqUent la droite hh sera le lieu de tous les points C , C', etc. déterminés par le croir sèment des droites menées des points F^ G, aux points D', B^
THÉORÈME VII
ne. II. 14. Si une droite quelconque BD est coupée aux points h, i, en segmens proportionnels , je dis que si d'un autre point quel-^
(77) conque A de Pespaee ; on mène aux quatre points de dwision
B, D , b, d, quatre droites AB , AD ^ Ah, Ad; toute autre
transversale B'D' , menée entre les droites - AB , AD , sera
coupée, comme la première BD, en segmens proportionnels par
tes droites Ah, Aé.
Démonstration, Par hypothèse , nous avons
Bb : Bd :: D^ : Bd.
Or les triangles BÂ&> BAd*^ DAb, DAd, donnent
smA6B ainAoB sinA6D smAdD
Substituant ces yaleurs de Bb, Bd, Db, Vd, dans la proportion précédente , et réduisant; on aura
sînBAô: sinBArf :: sinDAi: sinDAr/ r-.(A)
Donc réciprQquement ^ si cette relation a lieu entre les quatre
angles BAb , BAd, DAb : DA^^ la droite BD sera nécessairement coupée aux points b,d,en segmens proportionnels ^ puisque si cela n'était pas^ il faudrait pour que cela fât , prendre le point d plus près ou plus loin du point D , les trois points B, b,D restant les mêmes. Mais alors la relation des angles ne serait plus la même ;
donc^ puisqu'on la suppose donnée , la droite BD est réellement coupée en segmens proportionnels aux points B^ D»
Or ce que )e viens de dire de la droite BD^ peul se dire
également de toute autre droite B'D^ ^ donc cette droite B'D' est aussi coupée en segmens proportionnels aux points b^ , d' y ce qu'il fallait démontrer.
COROLLAIRE I
i5. On doit remarquer que la démonstration précédente est composée de deux parties qui forment deux propositions distinctes très-remarquables Tune et Tautre. La première est que &i une
droite Bï> étàtit Coapëe en segiAens proportionnels aux points b, d, on mène d'un point quelconque Adc l'espace , les qualre droites
AB, AD j A^ , Ad, les angles foraiés au point anrofit la relation suivante :
sin BA* : sin BArf :: sin DAft : sin DAd (A)
La seconde est que réciproquement ^ si quatre droites partant d'un même point A ^ et tracées dans un même plan , forment entre elles des angles qui aient la relation dont on vient de parler ,
toute droite comoae BD ou B'D' ^ tirée entre les cètés ÂB , AD
de Tangle BAD , sera coupée par les deux autres A^ ^ A^ en segmens proportionnels*
COROLLAIRS II.
i6. La proportion B^ : Bd :: T>b : Dd donne, en renversant les termesj
'^idB :: *D : ?B.. . . • (B)
* c*ést-à-dire que si une droite BD est divisée en segmens proportionnels aux points b, d) réciproquement db sera coupée en segmens proportionnels aux points D , B.
D*€Ù il suit> d'après ce qui vient d*être dit> qu'on aura aussi sin bAD : sin^AB .:: sia BAD : sin ^AB. ..... (C)
COROLLAIRE III
Nous avons vu par le corollaire du théorème VI, que la
»iG. 6. droite VU , menée entre AB, AD , et passant par le point k, est coupée en segmens proportionnels aux points k et ï. Nous pouvons maintenant généraliser cette proposition ; car si l'on mène
la droite A A , et que par un point quelconque o de cette droite ,
on mène une transversale on^n j la droite mn sera coupée en segmens proportionnels aux points o, p\ c'est-à-dire , qu'on aura
jno : mp :: no : np (D)
ce qui est évident par le tbéorèaie VIT; puisque la droife Vg comprise entre les niêmes droites AV, AG^ que la droite mn
est coupée en segmens proportionnels par les droites AA, Ah ^ qui coupent l'autre aux points o^ p.
• * • THÉORÈME VJÏI.
i8. Si Von coupe un qurnàrilatère simple çuelconçue par une transuersale ; la portion de cette transversale interceptée entre les deux diagonales ^ sera coupée en segmens proportionnels par les deux droites menées du point d'intersection de ces deux dia* gonales , aux deux points de concours des çâtés opposés du quadrilatère.
Démonstration. Soit ABCD le qoadriUtëie simple proposé ^ tio. 1%.
AC p BD seront ses deux diagonales ^ K leur point de concours , '
F le point de concours des côtés opposés AB> CD du quadrilatère proposé, et enfin C le point dQ colicoiitfs des 4:ôtés oppûisés'
AD , BC du mime quadrilatère. Il s*agit donc de prouver que
toute transversale mn , menée entre ces deux diagonales > sera coupée en segnkens proportionnels par l#s points p, q ^ pu elle '
est coupée par les droites KG^ KF^ menées du point dlntersection K des diagonales, aux points d'intersection G, F des côtés opposés du quadrilatère; c'est-à-dire , qu'on doit avoir
mp : mq :: np : nq.
Considérons le quadrilatère complet GDAKBCG : ses trois diagonales seront KG , CD , AB j et •par le théorème VI , chacune d'elles est coupée par les deux autres en segmens propordonnels. Appliquant donc ce principe à la diagonale AB , il se trouvera
que cette droite AB comprise entre les droites KA^ KB, sera coupée aux points a et F ^ en segmens proportionnels par les deux
autres droites KG^ KF partant du même point Kj donc par le *
(8o) 4kiorëme. VII^ toute autre transversale^ comme mn ^ comprise entre les deux premières KA^ Kfi^ sera de même divisée par les deux autres KG^ KF en segmens proportiomiels. Or cette trans* Versale mn est rencontrée par ces dernières en p et ^ : donc on a
mp : mq :: np : nq (A)
ce qu'il fallait prouver.
THÉORÈME IX
ig. Si une même droite sert d* intersection commune à quatre /s^^^^*^ phinS^ différensy et qu* ayant mené à volonté entre deux de ces^ plans une transversale indéfinie -, cette transversale se trout^e coupée par les deux autres plans en segmens proportionnels ; toute autre transt^ersale menée entre les deux premiers plans , sera coupée aussi par les deux autres en segmens proportionnels.
. Démonstration. Supposons que tout le système soit représenté ^ projection , sur un plan perpendiculaire à la droite qui sert d'intersection aux quatre plans proposés. Que A soit la projection
ric.i3.de cette intersection commune AB^ AD^ Au, Axl, celles des-
quatre plans proposés , BD la droite qui , par hypothèse étant
menée entre les deux plans AB, AD , est coupée en segmens pro«
portionnels aux points b, d, par ]es deux autres; enfin B'D' une
autre transversale quelconque comprise entre les plans AB, AD^ et rencontrée par les deux autres en b', d'. Il s'agit donc de prouver qu'on doit toujours avoir
Bb' : Bd' :: Db' : Dd".
Je mène la droite Bid, et par les droites Bd, B'd, j'imagine un plan qui ira couper la droite A en un point quelconque. Quel que soit ce point , la droite ^B'D' .sera (i4) coupée en segmens pro« portionnels aux points b', d. Maintenant^ imaginons par les deux
droites Bfd, B'd' , un nouveau plan qui coupera encore l'inter-*
C8i) section comMtine A ^^ ^^ point quelconque. Quel t{ue soit ce' point,
la droite B'D" étant > comme on vient de le voir, coupée en seg-*
mens proportionnels aux points If, d\ Pautre B'D' sera également coupée en segmens proportionnels aux points V ^ d \ donc on aura
B'Z^'iRf :: D'A' : D'^ (A)
Ce qiCU fallait proiwer»
COROLLAIRE
20« Il suit de là évidemment > que si quatre plans quelconques AB^ Ab, AD, Ad ajant une intersection commune A > la relation des angles qu'ils forment entre eux , est
sinBAd : sinBA^ :: sinDA3 : sinDA^.
La même relation existera entre les angles formés par les inter* sections de ces quatre plans avec un cinquième plan quelconque»
THÉORÈME X
' ai. Si dun point quelconque A pris hors d^une droite BK ^vr«*>4*
m^gm^^^^m ^fmmm^m^ mmmf^^mamm^ ^ma^immti^m
on mène à cette ligne tant d'autres droites AB , AC, AD, AE
qu^on voudra, et qu^ ayant mené du point K une transversale Kh^ qui coupe toutes ces droites partant du point A en b, c, à, e,
on trace les diagonales Bc, Ch, Cd, De, etc. de tous les qua* drilatères BCoh, CDdc, BDdh, etc.; je dis que tous les points de croisement m> n^ p^ etc., des diagonales de chacun de ces quadrilatères , seront dans une même droite qui passera par le point K.
Démonstration. Prenons^ par exemple^ le point m ; la droite ISjn est l'une des diagonales du quadrilatère complet KcdmBCK^
et les deux autres sont 'Bb , Ce. Or par le théorème YI, chacune
de ces trois diagonales est coupée par les deux autres en segmens
proportionnels ; donc si la droite Km coupe Bb en K' , les points A et K^ couperont cette droite B3 en segmens proportionnels. Donc
par le théorème VU, chacune des autres droites Ce, Drf, Ee ,.
sera pareillement coupée par la même droite Km, en segmens proportionnels.
Mais par la même raison, la droite K/z doit couper de même
toutes les droites B6 , Ce , Dd, 'Ee en segmens . proportionnels ; ainsi des autres, comme/?, etc.
Donc toutes les droites Km , Kn , Kp ne forment qu'une seule et même droite partant du point K. Ce <juHl fallait proui^er.
PIC
THEOREME XI.
, âa. Si d'un point quelconque irf pris hors d^un plan représenté
par la droite BK , on mène à ce plan tant de droites jiB, AC,'
AD , AE qu*on voudra ; et qu'ayant mené un plan transversal
représenté par hK , et dont r intersection aùec le premier soit représentée par le point K , lequel coupe les lignes menées du point A aux points b> c, d, é; on trace dans chacun des qua^ drilatères BCch , CDAq, BDàh, etc. qui en résulteront, les deux
diagonales Bc , Cb ; Cà, De, etCé Je dis que tous les /oints de croisement m, u, p de ces diagonales , se tr outrer ont dans un même plan , qui passera par la ligne d'intersection K des deux
plans BK, hK.
\ Démonstration. Par Tintersectioa K et le point de croisement m, jUmagine un pjan ^ et )e suppose que ce plan coupe, sni^vant la
droite Km, celui qui contient les droites Afi^ AC; il ^^ clair, > par le théorème Y J, que %ïK' e^t le poifit.d^'intecsection' de cette droite
'^.m avec 'Bb, cettç dernièriQ 36 sera Qoupée par les points A| K\ en segmens proportionnels. Donci par le théorè,m.e VITI, toutes les
«litres droites C^, D^, £^, interceptées entc^ les deux plan? KB, Jib',
seront coupées de même en segmens proportionnels par le plan KK' et le point A.
Mais^ par la mêfne raison^ le plan cjui passe par Tintersection
K et le point n, coupe avec ]e point A toutes ces droites Tàb, Qc ^
Dd, lEe, en segmens proportionnels. Ainsi des autres, comme p, etc.
Donc les plans qui passent par l'intersection K et par chacun des points m , n, p, ne sont qu'un seul et même plan. Ce qu'il fallait prouver.
THÉORÈMEXII.
â5. Si chacune des arêtes qui partent du sommet A d'une no. is. pyramide triangulaire ABCD , on prend à volonté un point m , n, p, pour former le triangle mnp sur la surface extérieure de
cette pyramide, et qu'ayant imaginé les diagonales Bn, Cm, Cp,
Da, Dm, Bp, on mène encore par le sommet A et les points de
croisement f Lf ^ B', C , les transi^ersales Aa,, A^ , Ab^. Je dis
que ,
i"*. Les transversales Vsl, Baf, Ca.', se croiseront toutes en un m^me point A' dfi la base.
a*. Les quatre transversales AA! , BB , CC , DU se croî'seront aussi toutes en un même point K de l'espace.
5*. Le plan qui passera par les trois points h' , Cf, Lf, et lés deux autres plans BCD, h, c, d, auront tous trois une inter*section commune.
Démonstration. Par le théorème Y > les trois triangles ABC , ACD , ABD , coupés cfaadun par trois transversales partant de ses angles , et se croisant en un même point D^, B^, G, donnent ces trois équations
Am . Ha . Cn =: An . B/ti • C0,
A n 4 Ca' . Dp z=. Ap . Qn . Da', Ap . Da*. Bwï = A/71 . D;^ . Ba*.
Multipliant foutes ces équations^ et effaçant les termes qui se détruisent^ on aura
3a . Ca' • Da" = Ca . Da^ . Ba';
équation quî^ par le même théorème^ prouve que les trois transversales Day Ba^ Ça" , se croisent toutes en un même point A'; 'Ce qui est la première partie de la proposition que nous avons à démontrer.
Maintenant j menons AA^ Cette droite est donc tout-à-la-fois
dans les trois plans ADa^ ABa^ ACa^ Donc^ puisque Aa passe
par le point de croisement D' de Cm et 3n , la droite DD^ sera
dans le même plan qui contient AA% et par conséquent la coupera pn un point. Par un semblable raisonnement^ on prouvera que les
quatre droites AA', BB', CC, T>D', se coupent toutes deux à deux.
Donc la droite CO, par exemple ^ qui n'est pas dans le plan ADa^
où sont contenues AA', DD', les coupe cependant Pune et l'autre; ce qui ne peut avoir lieu> sans qu'elle passe par leur point de
croisement. Donc les quatre droites AA', BB', CC, DD', se croisent trois à trois dans un même point : donc elles se croisent toutes quatre au même point. Ce qui est la seconde partie de la proposition que nous avons à démontrer.
Puisque le point B' est^ par bjpothèse^ le point de croisement
des droites imaginées Cp^ Dri} si par ce point B' et le point de
concours des droites CD , np , on conçoit une transversale ^ elle
coupera (12) avec le point A^ chacune des droites Cn y Dp en segmens proportionnels. Pareillement , la transversale menée par
C et par le point de croisement des lignes imaginées Bp, Dm, cou-
pera avec le point A , chacune des droites 3m, Dp , en segmens
proportionnels. Donc le plan qui contient B'^ C , et le point où Dp est coupée par A et parles transversales mentionnées ci-^dessus^ en segmens proportionnels , passe par les points de concours des droites
CD et np , BD et mp , . et par conséquent par l'intersection corn-
tntiDe des plans BCD y mnp. On prouvera de même que le point D' est contenu dans le même plan; donc le plan qui contient B^ Ct Jy et les deux autres plans BCD^ mnp , ont la même intersection. Ce gui restait à démontrer.
Il est à remarquer que la même démonstration a lieu soit que les points m j n , p se trouvent placés sur les arêtes mêmes de la pyramide , soit qu*ils se trouvent sur le prolongement de ces arêtes au-delà des points D^ C , D; alors le point K peut se trouver hors de la pyramide. Ainsi A^B^C^D^K peuvent être consi» dérés comme cinq points quelconques pris à volonté dans l'espace , auxquels on peut appliquer ^ en les prenant quatre à quatre, dans un ordre quelconque^ tout ce qui vient d'être dit de la pjramide ABCD.
Les points af, j8', y, où se rencontrent respectivement les côtés
correspondans BC et mn , BD et mp , CD et np des triangles BCD, mnp, sont évidemment tous trois dans rintersection de ces deux plans, et par conséquent toujours en ligne droite, quelques
angles que fassent entre elles les trois arêtes AB, AC^ AD; donc
si Ton conçoit que AC se rapproche insensiblement du plan ABD jusqu'à se trouver tracée dans ce plan même, les trois points ctf , /3', y ne cesseront pas , pour cela, d'être en ligne droite; d'où suit qu'en général, si d'un point quelconque A , on mène dans
un même plan trois droites quelconques AB, AC, AD ,.et qu'on fasse deux triangles BCD , mnp , qui aient chacun ses trois angles sur ces trois droites partant du point A, ou sur leurs prolongemens soit d'un côté, soit de loutre, les trois pointa de concours a', ^', yf des côtés correspondans de ces triangles , seront toujours en ligne droite.
Far la même raison , on voit que les trois arêtes AB, AC, AD; étant supposées dans un même plan , et qu'ayant mené les diagO'*
nalesB/2, Cm, Cp, Dn, Bp, Dm; les points de croisement de ces
diagonales soient D', B', C ; les trois droites DD' , BB', CC, devront se croiser toutes en un même point K.
Remarque.
24^ La théorie des transversales droites que nous vecons d'exposer^ 8*étend facilement aux transversales sphériques; c'est-à-dire^ que tout ce que nous avons dit des poljgones plans ^ s'étend aux polygones formés d'arcs de grand cercle, tracés sur une sphère, en substituant les. sinus de ces arcs aux côtés des poljgones plans.
riG. 17. Par exemple , si un triangle sphérique ABC est coupé par un arc de grand cercle transversal abc qui les rencontre tous trois, chacun des arcs AB, AC, BC, sera coupé en deux segmens, et le produit des sinus de trois de ces segmens sera égal au produit des sinus des trois autres , en les prenant de manière que ces segmens n'aient point d'extrémités communes ^ c'est-à-dire, qu'on
aura
sin Ac • sinBa • sin Cb ss sin AB . sinBc . sin Ca (A)
En effet , par la proportionnalité des sinus des angles avec les sinus des côtés dans les triangles sphériques, les triangles Acb, Bac, Cab, donnent
sinA^ : sinA& :: sin^ : sine; sinBa : sin Bc :: sine : sina^ sin Cb : sin Ca :: sina : sin^.
Multipliant ces trois équations, et effaçant les termes qui se détruisent, on aura la formule (A) qu'il fallait démontrer.
riG.18. 2S. Pareillement, si sur l'aire d'un triangle sphérique ABC, on prend un point D, et que par ce point on mène trois arcs de grand cercle Aa, Bb, Ce, qui passent par les angles, ces arcs couperont les côtés du triangle en deux segmens chacun, et le produit de trois de ces côtés non adjacens sera égal au produit des trois autres } c'est-à-dire, qu'on aura
sin Ae • sinBa • sînC^ = sin A& • sin Ca • sinBc (B)
tiQ. 19. 26. De même encore , si l'on a un quadrilatère sphérique ABCD , et qu'on trace ses trois diagonales AB, CD, FG, on trouvera
(87) que chacune de ces diagonales est coupée par les deux autres en segmens , dont les sinus seront proportionnels : c'est-à-dire , par exemple > qu'en désiguant par / et A les points ^'intersection de la diagonale AC par les deux autres BDj GF^ on aura
sinÂ/ : sinÂ^ :; sinC/ : sinCh. (C).
Je ne crois pas qu'après tout ce qui a été dit sur les transversales rectilignes> il soit nécessaire d^entrer dans le détail de là démonstration de cette proposition, ni de pousser plus loin l'analogie entre la théorie de ces transversales rectilignes avec les transversales sphériques : c'est pourquoi j'abandonne ces conséquences il la sagacité du lecteur.
CONCLUSION
N 27. Tels sont les principes généraux de la théorie des transversales : je me bornerai ici à indiquer quelques-unes des applications dont elle est susceptible.
Soient A, B, C, les centres de trois cercles tracés dans un mêmepi^.a^^ plan. Concevons qu'on mène des droites qui touchent ces cercles deux à deux extérieuvement ^ et soient a, /;> c > les points où ces tangentes coupent les lignes des centres prolongées; c'est-à-dire^
que a soit le point ou la ligne des centres BC est rencontrée par la tangente extérieure aux cercles B, G; ainsi des autres. Je dis que les trois points a^ ^^ (?, se trouveront nécessairement en ligne droite y ainsi que Monge l'a trouvé par des considérations purement géométriques , relatives à la Géométrie aux trois dimensions. Car si l'on nomme A, B, C, les raj^ons de cercles de mêmes dé-
nominations y il est clair que les distances B^z ^ Qa y seront proportionnelles aux rajons B, Cj ainsi des autres. Donc nous aurons ces trois proportions
A : B :: Ac : Bc, B : C :: Bâ : Ca,
(88) Multipliant ces trois proportions ^ et réduisant > on a
ce qui , en vertu du théorème I ^ ne peut avoir lieu j sans que les trois points a, b,c , soient en ligne droite.
Considérons maintenant les tangentes intérieures. Soient a', V, d les points où ces tangentes coupent respectivement les lignes des centres. Nous aurons > comme ci-dessus ,
A : B :: "a? : b7, B : C :: Ba^ : "ô?, C : A :: C6^ : Â^.
Multipliant ces trois proportions, et réduisant j on a
Â6^ . bJ' . Câ^=Â? . B^ . Cy }
ce qui^ en vertu du théorème Y, prouve que si Ton mène les trois transversales Ko! ^ B^% Qd ^ elles se croiseront toutes en un même point D.
Puisque d'une part^ nous avons A : B :: Ac : B^? ^^
et de Pautre A : B :: A? : B? ,
nous aurons Ac : Bc :: Ac' : Bc%
Donc la droite AB est divisée en segmens proportionnels par les points Cy d\ ce qui, en vertu du théorème VI, prouve que les points'a', V, c , sont en ligne droite ; et il en est ainsi, par la même raison^ des trois points d, d b, et d, b', a.
On peut appliquer la même théorie au cas où les trois cercles proposés se trouveraient sur la surface d^une même sphère: il suffit^ pour cela , d'entendre alors des arcs de grand cercle , ce que nous venons de dire des lignes droites.
Fio.ai. Q&. Soient A,B,C, D,les centres de quatre sphères. Concevons que ces sphères soient enveloppées extérieurement deux à deux par des surfaces coniques tangentes) il en résultera six cônes
(89) AiSétens. Or je dis que les sommets m, n, p, ç,r, s , de ces six cônes, se trouveront fous dans un même plan. Car soient A^ B, C, D , les rayons des quatre sphères de mêmes dénominations ; nous aurons évidemment ces six proportions
A : B :: Am : Bm, B : C :: B^ : Cn, C : D :: Ç? : Vp, D : A :: Di/ : Ay.
Multipliant ces quatre portions , et réduisant, on aura
Am • B/z • C/7 • D^ = Aç . Bm .Cn.Dp'f
ce qui , en vertu du théorème III , prouve que les quatre points mf'^fPp Çf qui terminent les segmens des côtés du quadrilatère gauche ABCD , sont dans un même plan ; et la même démonstration s'applique à tous les points m,n, p, ç, r,s, pris quatre i quatre. Donc tous ces points sont dans un même plan } et de plus, il sont trois à trois dans la même droite, puisqull est évident, par exemple, que les trois points m, n, r, sont nécessairement placée sur Tintersection du plan général dont nous venons de parler^ et du plan du triangle ABC.
Considérons maintenant les points m',n^,p% /, t{, /, où sont placés les sommets des cônes; qui envelopperaient intérieurement les sphères deux à deux.
. Les quatre points A,B,C,D> pourront être considérés cçmme les quatre sommets d'une pjramide triangulaire; et en considérant chacune de ses bases, on aura pour le triangle ABC, par exemple.
' Kwl . B/î' . C/ = A/ • Bm' . Cp'i
Ce qui » pair le théorème VI , prouve que si Ton imagine les trois
transversales Kii^ B/, C/n', ces trois transversales se croiseront en un même point. Il en sera de même des ttois autres fàceS de la pjramide. Donc par le théorème XII, si Ton joint chacmi des sommets au ;poipt de concours des trois transversales de la base
(90 ) opposée 9 les quatre nouvelles transversales se croiseront en un même point de Pcspace.
Les droites AB^ BC^ CA> se trouvent coupées chacune en segmens proportionnels, par les points tti, ni \ n, ri \r ^ r'j d'où il suit, qu'en vertu du théorème XI, les trois points m, 7z> r, sont dans un même plan avec les trois points jfy q\ s' \ ainsi des autres, rtc.ax ^Q. Soit ABC un triangle quelconque inscrit dans un cercle: par chacun des sommets je mène une tangente que je prolonge jusqu'à la rencontre des côtés opposa en a> &, c, je dis que les trois points a y b, c, sont nécessairement cq ligne droite.
En effet, le triangle ABa donne AB : Ba :: sin ÂaB : sinBAa; et le triangle ACa donne. • • Ca : AC :: sinCÂa : sin AaC.
Multipliant ces deux proportions ^ et observant que AaB est la même chose que AaC ) que de plus , sin BAa s= sin C et sin Qka
= sinB, on aura AB.Ctf:AC.Ba::sinB:8inC.
Pareillement, nous devons avoir.. CA.B£?:CB.Ac ::sinA:sinB^ et BC.Â^:BA. C^:: sinCrsin A,
Multipliant ces trois proportiœis , et effaçant les termes qui se détruisent, il viendra entre les six segmens des côtés du triangle A£C^ réqiiatiôn suiranjte :
A^ . Bë. Câ s=:Âc . Ba . CF;
ce qui, en vertu du théor&me I> ne peut avoir lien> sans que
les trms points a,b, c ne soient en ligne droite.
m. a3. 3o. Soit le quadrilatère inscrit ABCD î je prolonge les côtés
opposés ÂB , œ, iusqtfà leur rencontre en m , les autres côtés
opposés ÂD, BC, jusqu'à leur rencontre en 9,^ et je mène par
les extrémités de Tune deS diagonales ,' comme AC', les tangentes
^pj> C/?J je di? ?iue les troî? points W; n,py sont en ligne. droite.
En jeffét, considéirons , par exemple j le friangle CDr, dont un
' côté CD passe par m , un autre Dr par tî ^ et le Itoisième Cr par ;?•
ï^e triangle ÂmD donne AD : Dm II sin AmD : sinDAm;
et le triangle BmC Cm : BC :: sinCBm : sînB/TzC.
Le triangle ACp donne AC : Cp i: sin ApC ; sin CAp ,
et le trianglb Arp rp : Ar :: sin rAp : sin A;ir.
Le triangle CDn donne Dn : CD :: sin DC/i : sin D/2C ;
et le triangle Cm. . . . T Cr : r» :: sin Cnr : sin /iCr.
Multipliant toutes ces proportions , et observant pour réduire , que sin A/tîD =sîn BmC, sin ApC = sin A;?r, sin Cnrzss sinD/iC j sin D Am =5: sin DC/^ , sin CB//1 = sin CAp.
Que de plus, AD : BC :: sinrA;? : sinnCr. On aura
AC . Cr • Cm . rp . Dn = CD . Ar • Dm . Cp . rn£. . . . (A) Mais ÂC : CD :; sin ADC : sin CAD ,
Cr : Âr :: sin CAD : sin ACr.
Donc, puisque sinACr= sinADCj l'un de ces angles étant supplér ment de l'autre > on a
ÂC.Cr=:CD..Âr.
Divisant Téquation (A) par celle-ci , il restera
Cm . rp . Dn = Dm . Cp .rn • . (B)
équation entre les segmens du triangle CDr, laquelle, en vertu du théorème I , ne peut avoir lieu, sans que les trois points m, n, p, ne soient en ligne droite j ce quHl fallait prouuer.
Puisque le point de concours des tangentes qui passent par les
extrémités A, C de la diagonale AC, se trouve sur la droite mn \ lé point de concours des tsmgentes qui passent par les extrémités
B, D, de l'autre diagonale BD> doit, par la même raison, se
trouver aussi sur cette droite mn. Donc les quatre points tti^ Uy p^q 9 sont tous placés sur une même ligne droite*
YXG
De p1u8> )e dis que la droite mn, comprise entre les points de concours des côtés opposés du quadrilatère inscrit ^ est coupée en segmens proportionnels par les points de concours /^^ q^ des côtés
opposés du quadrilatère circonscrit ^ et réciproquement > pq est coupée en segmens proportionnels par les points m, Wj car le
quadrilatère circonscrit^^/ a pour ses trois diagonales/*/! y gl, pq* Donc (13) chacune d'elles est coupée par les deux autres en segmens proportionnels y mais par la même raison que myUyp y q sont en ligne droite > fyky h y n sont aussi en ligne droite y ainsi
que les quatre points l, k, gy m; donc les diagonalesy/i ^ /g,
passent respectivement par les points rtyin'y donc pq est réellement coupée en segmens proportionnels par ces points m y n y et réciproquement (16) mn est coupée en segmens proportionnels par les points py q.
Par les mêmes raisons > les autres diagonales fhy gl sont coupées chacune en segmens proportionnels j la première y par les points A^ 7z^ la seconde par les points k, m.
Nous pourrions conclure encore ^ i"" que les diagonales du quadrilatère inscrit et celles du quadrilatère circonscrit se croisent toutes quatre au même point Aj a"", que si de ce point A on abaisse
une perpendiculaire sur mn y cette droite passera par le centre du cercle , de même que celles qu'on mènerait du point m perpendiculairement k/h y et du point n perpendiculairement à gl-y ^''. que le rayon du cercle est moyenne proportionnelle entre sa distance au
point A et sa distance à mriy etc. ; mais ces détails curieux nous mèneraient trop loin. J'observerai seulement que si du point ;ï ^ par
exemple y on xqène deux droites ns y ns' aux points où la circonférence est coupée par ml y ces deux droites seront nécessairement tangentes à cette circonférence > puisque ce point n est placé suir
la droite pq des e:)ctrémités de laquelle partent les droites pA y pC }
qB, qDy et. que les cordes AC^ BD j ss' y se croisent toutes au même point A.
a4. 3i. SoitThexagone ABCDEF inscrit au cercle, je prolonge les
côtés Opposés AB^ £D , jusqu'à ce qu'ils se rencontrent au point m}
les côtés opposés BC> EF^ jusqu'à ce qu'ils se rencontrent au
point n ; et les côtés opposés CD , AF , jusqu'à ce qu'ils se rencontrent au point /?} je dis que les trois points m, n^ p sont eii ligne droite.
En effet , je considère , par exemple ^ le triangle DEr ^ doni
un des côtés DE passe par le point m ^ un autre Ar passe par
le point n / et le troisième Dr par le point p. Je mène de plus les
diagonales FB, FC, FD , FË, etc. Cela posé , ^^
■ ■ ■ ■ ■ ■ le triangles BmE donne BE : mE :: sinBmE : sin TziBEy
et le triangle A/nD inD : AD :: sinmAD : sin AmD,
Le triangle B/zE donne... .^.. /z£ : BE :: sin /zBE : ^in B/zE^
et le triangle Cnr Cr : nr :: sin Cnr : slri nCr. .
Le triangle ADp donne...... AD: D/> :: sinA;7D : sin/^ADy
et le triangle ¥pr rp l rF :: sin rFp : sin rpF.
Multipliant ensemble toutes ces proportions , en observant que
sin B/7i£ =s: sin AmD > sin B/»E = sin C/?r ^ sin ApJi :;&£ sin f/i^F }
que de plus, Cr : rF :: sin CFr : sînFCrj qu'enfin, eh prenant i pour le diamètre du cercle, nous avons '
sinmBE = ÂË, sin toAD = BD, siniiBE = CE, sinnCr sb BD, siii;7ADs=DF,8m rFp =ÂË, «in CFr =aGp> «inFCrssDF.
Nous aurons
mD . nE . /j7 = mE • nr . D/; j
équation entre Içs segmens des xôtés du triangle DEr, laquelle ne peut avinr lieu en vertu du. ^éorème 1, sans que les trois points m, n, p ne soient en ligne; droite.
Soit encore ABCDEF u& heiagone inscrit au cerclé *, et parriG.d5. chacun desanglqs Aj B, C,;P> E, F, ç[ienons une tangente pour .former l'hexagone circonscrit abcdefi je dis que les trois diagonales
ad y be p éf At cet hexagone circonscrit^ se croiseront toutes en un Qiêoie point K.
En effet, je prolonge les cotés opposés IbC , Te de Phexagone Inscrit jusqu'à leur rencontre au point /ij de ce point ti, je mène
des droites ns , ns' , aux points dUntersection delà diagonale ^^ Ces droite? seront tangentes. à la circonférence; car en prolongeant
cd,fe jusqu'à leur rencontre en h, etcb,/a jusqu^à leur rencontre
en g, on a le quadrilatère circonscrit cgfh ; donc (5o) ^, In? , sont tangentes à la circonférence. On prouvera de même qu'en
riG. 04 prolongeant AF , CD jusqu'à leur rencontre en p , les droites ^* menées de ce point p , aux points d'intersection t, ^ de la diagonale be avec la circonférence , doivent être tangentes à cette
^circonférence ; et pareillement enfin ^ en prolongeant AB , DE jusqu'à leur rencoiitre au point m, les droites menées de ce point m
artsx points u^u' d'intersection de la diagonale ad avec la circon^ férence , doivent aussi être tangentes à la même circonférence.
Mais les trois points m , n, p sont en ligne droite (5i) j donc
Tes trois droites ss\ tf, ud se croisent toutes en un même point. DonCj puisqu'elles se confondent respectivement pour leurs direc*
^■^^^^MM ^mmm^m^^m ^^t^m^^^^
tions avec les diagonales yc> be, adàe l'hexagone circonscrit , ces diagonales se croisent toutes en un même point } ce qu'il fallait démontrer.
Cette proposition qui s'étend^ ainsi que les précédentes^ à toutes les sections coniques , est due à Brianchon , qui en a tiré de trèsbelles conséquences. ( Voyez son Mémoire dans le 1 3' cahier du Journal de l'École Polytechnique , tome VI. )
Il est aisé de voir y d'après ce qui a é\é dit précédeomient sur l'application de la théorie des transversales aux poljgones sphériquesj que tottt ce qui vient d'être démontré dans* cette conclusion, s'étend aux figures tracées âùr l'a tu^face d^unè sphère quelGOnque> 260 stdb^tî^oant les girands'arcs de caiiclie aiix traA^VeTjsales rectiligaes.
Leâ^ mêmes propriétés ont lieu égàleoient pour toutes les sectioi» coniques, ainsi qu'on l'a observé ci-dessuis^^ ef il su£Bt ^ ^ùos ^en
(95) convaincre^ de remarquer que ces courbes peuvent toutes être consi* dérées comme Tombre du cercle déterqunée par un point lumineux ^ et portée sur des plans di£Péremment inclinés. Or une droite qui est tangente à une courbe ^ doit également lui rester tangente sur Tombre de la ûg^irp ; et par l'article i4> il est évident que les droites coupées en segmens proportionnels sur la figure^ doivent ]*ètre également sur son ombre. On sent donc quel développement il est possibje de doQiïqpr 4 la théorie dei ^nmsymrsqies) nji^.mms avons voulu nous borner ici à en exposer les principes.
DITES NÉGATIVES
Je crois avoir donné dans ma Géométrie de position^ la véritable théorie des expressions algébriques^ appelées communément quantités négatives. Comme il était question alors de combattre une opinion ancienne sur la nature de ces quantités^ j'ai dû entrer dans beaucoup de détails ; mais plusieurs savans du premier ordre ont pensé que cet objet étant rempli^ il serait maintenant utile d'écarter de la discussion tout ce qui ne serait pas entièrement élémentaire^ en me bornant à Texposé le plus simple et le plus court possible de ma théorie; c'est ce qui m'a déterminé k composer cette Digres* sion abrégée : je Pai jointe ici par forme de supplément^ n*ajant pas en ce moment occasion de la publier avec des sujets auxquels elle soit plus analogue*
i« La nature des quantités dites négatives a toujours été lespjet d'une des principales difficultés métaphysiques de l'analyse.
Les opérations de l'Algèbre conduisent à chaque instant à des expressions de formes négatives. Que signifient ces expressions ? Voilà ce qu'il faut savoir.
Il est clair d'abord que les quantités absolues sont les seules dont on puisse se former une idée nette } les signes »j- et *--- dont elles sont précédées^ indiquent seulement les opérations qu'on doit faire sur elles. Ainsi les expressions ^a, -^ b, sont des formes algébriques complexes , qui n'expriment ni simplement une quantité , ni simplement une opération , mais la réunion de Tune et de Tautre. On ne peut donc ^ sans altérer l'évidence qui doit faire
(97) la base des vérités mathématîqaes , confondre ces expressions avec celles qui doivent représenter de simples quantités. Cependant -f-^ pouvant être regardé comme étant la même chose o -4- a ou a , onpeut ne faire aucune distinction entre les quantités dites positives et les quantités absolues ^ et la difficulté ne regarde réellement que les quantités dites négatives.
21 • n j a des personnes qui regardent les quantités négatives isolée*, comme moindres que o; mais cette opinion ne paraît nullement goutenable \ car pour obtenir une pareille quantité ^ il faudrait pouvoir ôter quelque chose de rien » ce qui est absurde*
De plus> comment admettre que le produit de deux facteur* donnés puisse être moindre que celui de deux autres facteurs donnés^ plus petits que les premiers , chacun à chacun ? C'est cependant ce qui arriverait en multipliant > par exemple^ — 4 par — 5, s'il était vrai que --" 4 ^^ "^ ^ fussent chacune moindre que o ; puisque leur produit 30 serait plus grand que celui de ces deux autres facteurs 3,5^ chacun plus grand que o, et dont le produit n'est que 6.
Enfin , puisqu'on est en droit de négliger dans un calcul le$ quantités nulles , à plus forte raison devrait-on pouvoir négliger celles qui sont moindres que rien : or tout le monde ^it qu'oa commettrait des erreurs capitales j si on négligeait les quantité* négatives.
3. D'autres personnes disent que les quantités négatives isoléei se difi^rent des quantités positives ^ qu'en ce qu'elle^ sont prise* •dans un sens contraire*
Mais d'abord , ces personnes n'expliquent point-i^e qu'elles entendent en général par quantités prises en sens contraire les unes des autres. Elles disent bien ^ par exemple , qu'une créance et une dette sont deux quantités prises en sens contraire l'une de l'autre , et qu'ainsi une dette peut être dite une créance négative. Elles disent qu'une ordonnée prise à droite de l'axe des abscisse^ et une ordonnée prise à gauche ^ sont deux quantités prises en sens contraire l'une de l'antre ^ et qu'ainsi une ordonnée à gauche peut être considérée comme une ordonnée à droite prise négatif Vement. Mais indépendamment de l'obscurité attachée à de pc^v
reilleï expressions j ce ne sont là que des exemples particuliers «
(98) qui n^expUqnent point ' ce qu*on doit entendre g^néiralenlient par deux quantités prises en sens contraire Tune de l'aubre.
De plus, les règles que. l'on établit sur cette notion vague se trouvent sans cesse en défaut^ même dans les cas particuliers dont nous venons de parler. Je me bornerai ici à un seul exemple , celui de la sécante d'un arc plus grand que la demi-circonférence ^ et moindre que les trois quarts. Cette sécante , d'après les règles dont nous venons de parler > devrait être positive , puisqu'elle se confond ^ tant pour sa grandeur que .pour sa direction ^ avec la sécante d'un arc moindre que le quart de circonférence j que tout le monde reconnaît pour positive. Or il est constant^ dans la théorie même de ceux qui soutiennent l'opinion dont il s'agit y que cette sécante d'un arc plus grand que la demi-circonférence ^ et moindre qu« les trois quarts^ doit être négative. C'est donc une contradiction manifeste ^ et cette opinion est au^si inadmissible que la première;
D'ailleurs^ si les quantités dites négatives étaient de véritables quantités, pourquoi, lorsqu'on multiplie les unes par les autres, les négatives auraient-elles le privilège de donner leur signe au produit ? Pourquoi ne pourrait^on tirer la racine carrée des unes aussi bien que des autres ? Là racine carrée d'une créance serait une quantité réelle, et la racine carrée d'une dette serait une quantité absurde : la racine carrée d'une ordonnée prise à droite de l'axe serait réelle, et celle de l'ordonnée à gauche serait imaginaire; et qui plus est, comme on est maître de fixer le côté des ordonnées positives, on pourrait rendre à volonté possible et impossible une même chose ; on ^urrait , par la magie des signes , donner l'existence à ce qui ne peut pas être, et rendre impossible ce qui existe : certes , les géomètres ne se sont jamais douté qu'ils eussent en main un pareil pouvoir*
4^ D'autres personnes enÇn , sans discuter la nature des quantité négatives isolées, se sont attachées à justifier l'emploi qu'on en ÎBÏt, ta montrant qu:e les résultats qu'on obtient par elles , sont toujours (conformes à ceux qu''on obtient par la seule synthèse, ou par d'autres fyrocédës de calcul qui dispensent de faire usage de ces quantités irégatives. On doit regarder leur travail comme d'autant plus
(99) précieux, qu'il n'est pas d'autre manière de constater ribfaillibiUt^ des résultats fournis par l'analjse* Mais ce que je me propose ici est différent ; mon but n'étant pas de rechercher comment on pourrait se passer de Temploi des quantités dites négatives, mais de savoir en quoi consiste la nature de ces mêmes quantités , lorsqu'on ea fait usage. Tel est l'objet des remarques suivantes*
5« L'expression de quantité négatiue se prend en Algèbre dans deux acceptions très-différentes. '
Suivant la première acception , quantité négative signifie simplement toute quantité qui est affectée du signe — -•
Suivant la seconde , quantité négaiiùe signifié toute quantiti^ qui se trouvé affectée du signe contraire à celui qu'elle devrait avoir.
. Par exemple , dans la formule connue
cos(a-f- A) = cosa cos 3 -~ sin a sin h (A)
le dernier terme est négatif suivant la première acception* Tant que a y b et a -f: ^ ^^^ moindres chacun que le quart de circonférence j ce même terme reste an contraire positif, suivant la seconde acception , parceque le signe — > dont il est affecté , est le vrai signe qu'il doit avoir en effet , pour que l'équation soi^; exacte. Mais si Tangle a^h ^ par exemple , devient plus grand que le quart de circonférence , la formule sera pour lors fautive ; car en cherchant directement par sjnthèse , la formule qui conr vient à ce nouveau cas, on trouve
ces (a + ^) s= ^in a sin^ — oosa ces &. 4.\ (B)
Donc si Pou veut regarder la première formule comme applicable encore à ce cas-ci, il faudra j considérer le premier terme cos(a»f-^)i comme portant un signe contraire à celui qu'il devrait avoir j puisqu'en effet en changeant Iq signe de ce terme, on a ^ — - cos ( a -{« 6) =: cos a cos & — » sin a sin ^ > (formule qui en transposant les termes, revient à la- formule (B) qui est la véritable pour le cas présent. Ainsi, en considérant cette première formule (A) comme applicable au cas où a + 6 est plus grand que le quart de circonférence j ces (a •-}- ^J y est a&cté dsi sign^
( lOO )
contraire à celoi qu'il devrait avoir , et se trouve parconséquent une quantité négatwe suivant la seconde acception > quoiqu'elle soit positive suivant la première.
On voit par là que ces deux classes de quantités diffèrent essentiellement l'une de l'autre j puisqu'une même quantité peut se trouver positive suivant la première acception , et négative selon l'autre} ou négative selon la première, et positive selon la seconde : qu'une simple transposition rend positive celle qui était négative suivant la première acception , tandis que suivant la seconde ^ elle restera toujours négative malgré la transposition^ parcequ'elle ne cessera pas pour cela d'être aflfectée du signe contraire à celui qu'elle devrait avoir. Il n'est donc pas étonnant qu'une même expression appliquée indistinctement à deux choses si difiiSrentes^ répande l'obscurité sur le sujet dont il s'agit*
6. Pour éviter cet inconvénient, réservons l'expression de quan^ tîtés négatwes à celles qui sont en effet réellement affectées du signe — * ; et celles qui se trouvent affectées d'un signe contraire à celui qu'elles devraient avoir, nommons-les quantités ini^erses par opposition à celles dont le signe est tel qu'il doit être , et que nous nommerons quantités directes.
On dit f par exemple ^ qu'une dette est une créance négative i cela signifie que si dans un calcul ^ on prend une dette pour une créance, ou une créance pour une dette, la quantité algébrique qu'on aura prise pour représenter la somme à payer ou à recevoir, se trouvera affectée du signe contraire à celui qu'elle devrait avoir, et qu'elle aurait eu réellement si l'on ne s'était pas trompé.
En effet , soit x cette quantité à payer ou à recevoir par une certaine personne , A la fortune de cette personne , B ce qu'elle posséderait , abstraction faite de sa dette ou de sa créance x.
Si cette somme x est une créance , il est clair qu'on aura
As=:B--H^^ ou âi = A-— B; si au contraire x est uiie dette , on aura
A = B — or, ou a:s=B — Aj donc si l'on a supposé par erreur que x étoit une créance > tandis
que c'était nue dette > ou une dette tandis que c'était une créance , on aura mis dans le calcul A — B au lieu de B— * A ^ ou A — B au lieu de — (A — B) , ou a? au lieu de — a?j c'est-à-dire^ que dans tout le cours du calcul , x se trouvera affectée du signe contraire à celui qu'elle devrait avoir , et qu'elle aurait réellenoieat si elle représentait ce qu'elle doit représenter en eJSTet»
7* De même^ si dans un calcul d'application d'Algèbre k la Géo-: métrie ^ on suppose par erreur que telle ordonnée est placée k la droite de l'axe des abscisses^ tandis qu'elle est réellement placée à la gauche^ le signe dont se trouvera affectée la lettre alphabétique prise pour représenter cette ordonnée^ sera contraire à celui qu'elle devrait avoir , et qu'elle aurait réellement si l'on ne s'était pas trompé sur la position de cette ordonnée j ainsi cette lettre alphabétique exprimera une quantité inverse.
effet, soit BB' Taxe des abscisses , pM l'ordonnée qui est
à gauche , tandis qu'on l'avait jugée à droite en pm\ Menons
au-delà du point M un nouvel axe FF' parallèle au premier qui soit rencontré en />' par l'ordonnée , et nommons a la distance arbitraire de ces deux axes, y l'ordonnée dont il s'agit, et z la distance de son extrémité , M ou M' un nouvel axe.
Si Tordonnée est réellement Wp , on aura
TiSfp =:Mp' --^ pp\ ou^ = ;r — a.
Si au contraire l'ordonnée est M;; , on aura
Donc si l'on a supposé, par erreur ou autrement, que l'ordonnée
était à droite , c'est-à-dire Wp , tandis qu'elle était réellement à
gauche, c'est-à-dire Mp , on aura mis dans le calcul Mp au lieu
deM;7, ouz — a au lieu de a— -z, ouz— aaulieu de— (z-«-^î), c'est-à-dire qu'on aura donné ky lin signe contraire à celui qu'elle devait avoir ; donc cette quantité j' sera de celles que j'ai nommées quantités inverses.
8* On peut roîr par là que le principe fondamental de f ouf e la théorie des quantités inverses , est celui-ci : Toute quantité int^erse peut être considérée comme la différence de deux quantités directes dont laplus grande aété prise pour laplus petite, etréciproquement.
En e£fet > dans le premier exemple ci-dessus^ x est inverse et porte le signe contraire à celui qu'elle devrait avoir , puisqu'on l*a supposé A — B, tandis qu'il est réellement B — A ; c*est-à-dire , que des deux quantités > A^ B » dont x est la différence > A a été supposée la plus grande > tandis qu'elle se trouve en e£Pet la plus petite.
De même ^ dans le second exemple ^ y est inverse y et porte le signe contraire à celui qu'il devrait avoir ^ parcequ'on l'a supposé z — a y tandis qu'il est réellement a — z ; c'est-à-dire^ que des deux quantités a^ z, dont j" est la différence > la plus grande a été prise pour la moindre.
En général^ soit p une quantité inverse quelconque, et faisons pzszm-^n. Puisque p est inverse par hypothèse ^ il est affecté du signe contraire à celui qu'il devrait avoir j c'est-à-dire ^ qu^oa a mis dans le calcul p au lieu de — /? , ou m —« 72 au lieu de 7z — « m : on 4 donc supposé m'^n, tandis que réellement on a n <Cm'y c'est-à-dire que des deux quantités, m , n, dont p est la différence^ la plus grande n a été prise pour la plus petite^ et la petite m a été prise pour la plus grande.
9* C'est dans ce sens qu'on doit entendre ce principe connu et important j savoir^ que toute quantité variable qui^ de positive qu'elle était, devient négative et réciproquement , passe nécessairement par ou par 00 • Cela signifia que toute quantité variable qui de directe devient inverse , ou qui d'inverse redevient directe» passe nécessairement par o ou par 00 • En effet, pour que des deux quantités^, n, la plus grande devienne la plus petite, il faut qu'elles passent l'une et l'autre par l'état d'égalité, et que par conséquent leur différence m — /i ou n — m devienne o. Donc^ puisque/? est cette différence , il faut aussi qu'elle passe par o pour devenir inverse
ou — p. Maiis si p devient — /? • - deviendra aussi ; donc •
deviendra aussi inverse } donc en devenant inverse^ elle passera
( io3 )
par 00 '• Appliquons toute cette théorie à quelques nouveaux exemples.
10. Le cosinus d'ua angle obtus est une quantité inverse ^ on négatÎTe suivant la seconde acception dont nous ayons parlé; parce que le système primitif, celui auquel on le rapporte ^ et sur lequel les raisonnemens ont été établis ^ est celui dans lequel tous les angles considérés, sont moindres que le quart de circonférence^ ce qui, 'suppose le cosinus même égal au rayon moins le sinus rerse , et par conséquent le rayon plus grand que le sinus verse j mais lors^ que l*angle est obtus, c'est au contraire le sinus verse qui est plus grand que le rayon. Donc alors le cosinus est la différence de deux autres quantités dont la plus grande a été supposée la plus petite. Donc le cosinus de l'angle obtus est ce que j'ai appelé une quantité inverse.
Voilà pourquoi, en prenant la formule primitive cos = i •— sin ver, il faut y changer le signe dont cos est affecté , pour que cette formule lui devienne applicable: c'est-à-dire, écrire — cos = i ^^ sin ver , ou cos = sin ver — -* i , qui est la vraie formule coiivtknable au cas dont il s'agit. De même^ ainsi qu'on l'a vu plus liant, a et 6 étant deux angles dont la somme a -f-^ est moindre que le quart de circonférence \ on a cos (a H** ^)^= cos a cos 6 — sin a sin h. Mais si a -f- d surpasse le quart de circonférence , cos ( ^ + 6 ) deviendra inverse , puisqu'elle est la différence de deux quantités, i et' sin ver (iz + 3), dont la première a été prise pour la plus grande dans la formule primitive, tandis qu'elle est la plus petite dans le cas présent. Cos (^ + 3) se troukre donc affectée du signe contraire à celui qu'elle devrait avoir \ c^est-àdire, que U véritable foromle, pour le cas présent, est
*^cos(^*f-3)sscos^ico8 3 -**sÊnasia 3, ou fos(a^^&) = 8ina sin ^~ ooBixcosfr.
Et Ton doit rémarquer que, conibnnément à ce qui a été dit ci-dessus, au moment où cos (cr-f-3) change ainsi de signe ou devient inverse , elle passe évidemment par o.
De même , on a par les formules primitives^ tang a =
eoaa
sin a smafi— sinvera) sin a — sin a. sin ver a
ou taivgtf= ; = ^ — : rr^= • ; — : r-j
'^ 1— sinvera (i — sinvera)* i — 2 sin ver a + sm ver'a
sin a sma.sinvera
ou t^"g <? ^^^^ mm».-^ .
1 •<- a sin ver a + sin Ycr*a i — û râ ver a -f- sin ver*a
(io4>
Cela poséi fant que a sera moindre que le quart de cireonfé*» rence> i sera plus grand que sinvera, et par conséquent, le pre'« mier ternoie du second membre sera plus grand que l'autre : donc tang a restera constamment directe. Mais si a devient obtus y alors on aura sinversa> i. Donc tang a se trouvera la différence de deux quantités , dont la plus grande a été supposée la plus petite^ donc tang a deviendra inverse , ou négative suivant la seconde acception dont nous avons parlé ; c'est-à-dire , que la véritable
Ml .A sin u ( sin ver a — i ) ^^ i
formule pour ce cas , est tang a = . . — • Cela n em-
pêche pas que l'on ait toujours tang a s^îllLf ^ parce que dans
cette équation , tang ^ et cos a deviennent Pune et l'autre inverses à - la* fois > de manière que pour y appliquer la formule , il faut changer le signe de l'une et de l'autre, ce qui donne
. an a . sin a
— tang a s= • ou tanga = — - ;
et l'on doit remarquer, qu'au moment où tang a change de signe,
elle passe par oo , puisqu'elle est toujours - — , et que cos a passe .par o , comme on Ta vu ci-dessus»
Pareillement encore , on a dans le système primitif,
» 1 1 1— sînvera i nnyera ,
cos a i— sinvera (i— sînvera)* (i— sinvera)* (i— sin ver a)**
Or tant que a sera moindre que le quart de circonférence, le premier terme du second membre sera plus grand que l'autre , et la formule aura lieu sans modification : mais si a devient plus grand d'une demi-cireonférence , sin ver a sera plus grand que i ; donc séca se trouvera être la difi^érence de deux quantités dont la plus petite aura été prise pour la plus grande > donc elle sera inverse , donc elle portera un signe contraire à celui qu'elle devrait avoir. Donc la vraie formule , dans ce cas , aéra
séca
sinvera I
"(sinvera— i)* (sin ver a— i)* '
ce qui n'empêche pas qu'on ait toujours séc a es -—f parcequ^alors
cos a'
( ïo5 ) êéc a et cos a deviennent l'une et l'autre inrerses en même tempt»
Il est à remarquer^ comme on Ta déjà dit, que cet exemple^ si facile à expliquer dans notre théorie , détruit entièrement l'opinion de ceux qui disent que les quantités négatives ne sont autre chose que des quantités ordinaires , prises en sens opposé à celles qu'on nomme positives.
11. Mais on peut demander à quoi bon introduire dans le calcul^ des quantités affectées d*un faux signe > et s*il ne serait pas plus simple de donner tout de suite à chacune d'elles le signe qui lui convient.
Je réponds d^abord^ qu'on j est souvent obligé j car si l'on cherche^ par eicemple, Tordonnce d'une courbe, sans savoir la région dans laquelle elle se trouve \ il faut bien commencer par supposer qu'elle se trouve dans telle ou telle région ; et si Ton se trompe dans dette hjpotfaèse, on trouve bien la valeur absolue de l'ordonnée en question^ mais (7) affectée du signe contraire à celui qu'elle devrait avoir. Il y a par conséquent erreur dans le résultat j mais cette erreur est facile à corriger , sans qu'il soit nécessaire de recommencer le calcul, puisqu'il n'y a qu'à prendre cette ordonnée dans la région opposée à celle où l'on avait jugé qu'elle devait se trouver*
De même, si l'on cherche le cosinus d'un angle qu'on croit être siigu, et que cependant on trouve pour ce cosinus une valeur né« gative, c'est une preuve qu*on s'est trompé sur le côlé du centre où on l'a supposé placé (10) , et que l'angle eftt obtus; mais comme on n'en a pas moins trouvé la valeur absolue de son cosinus , on en conclut que l'angle cherché est le supplément de celui qu'on avait cru devoir remplir les conditions du problème.
12. Il arrive souvent ainsi que, quoiqu'on se soit trompé dans la mise en équation , la solution n'en est pas moins utile , parceque l'erreur est facile à rectifier, sans qu'il soit besoin de recommencer le calcul; mais souvent aussi, on est obligé de le refaire sur de nouvelles hypothèses ; car on ne peut se flatter d'avoir ob* tenu une véritable solution , que lorsqu'on est parvenu à trouver pour l'inconnue une valeur positive, puisqu'il n'y a en effet que les valeurs positives qui soient véritablement intelligibles , et que toute>s les autres axmoncent nécessairement une incompatibiÛlé
entre les conditions données et les bjpotlièses sur lesquelles on a établi le raisonnement. Il faut donc changer ces hypothèses ou modifier les conditions du problème jusqu'à ce qu'on ait une valeur positive pour l'inconnue* Si l'équation a plusieurs racines, les unes positives^ les autres négatives» il n'j a jamais que les premières qui puissent être prises pour de véritables solutions. Il faut appliquer à chacune des autres en particulier, ce qu'on a dit de la valeur négative de la racine lorsqu'elle est seule. Quelquefois même il arrive que ces raciaes sont absolument insignifiantes, et ne peuvent être considérées que comme de simples formes algébriques , qui ont été introduites dans le calcul par les transformations auxquelles Téquation s'est trouvée soumise dans le cours des opérations.
i3. Nous venons de voir qu'on est souvent obligé d'emplojer dans le calcul, des quantités affectées du signe contraire à celui qu'elles devraient avoir; quantités que nous avons nommées inverses: mais il est un autre motif qui déterminerait aies employer^ quand même on n^jr serait pas obligé ; c^est l'avantage qu'elle^ procurent de pouvoir représenter par une seule et même formule ^ un système variable de quantités , dans tous les états où il peut se trouver. Ainsi , par exemple , sans ce moyen il faudrait quatre équations difiFérentes pour représenter les quatre régions d'une courbe plane divisée par ses deux axes, et il en faudrait huit pour représenter une surface courbe; au lieu qu'en admettant les quantités inverses, la même équation sert pour les huit régions, en se réservant de changer à la fin du calcul le signe des quantités inverses ou affectées d'un faux signe, qui pourraient se trouver encore dans le résultat. Ainsi , par exemple , quoique les formules
sin ( a -|- 3 ) = sin a cos ^ -+- sin A cos a ; cos ( a -f- i ) = cosa cos 3 — sin a sin h ,
ne soient exactes que pouif le premier quart de la circonférence ; on les regarde comme applicables à tous les cas possibles ; sauf à changer, suivant l'exigence des cas à la fin du calcul , le signe des cosinus des angles plus grands que le quart de circonférence ou plutôt, c'est par les signes mêmes dont les termes se trouvent affectés à la fiji du calcul > qu'on juge si les angles appartiennent
( I07 ) comme on Tavait supposé , ou s'ils n'appartiennent pas au premier quart de la circonférence.
14. Tout ce que j'ai dit jusqu'à présent ne regarde encore que les quantités inverses faussement appelées quantités n^atives , puisque cette expression ne peut naturellement convenir qu'à celles qui sont réellement affectées du signe --*^ tandis que les quantités inverses se trouvent tantôt affectées du signe 4* et tantôt du signe — •
Les quantités négatives proprement dites ^ dont il reste à parler^ ne donnent lieu à aucune difficulté , lorsqu'elles sont précédées de quantités positives plus grandes qu'elles j mais lorsque par l'effet d'une transposition > ou d'une autre transformation quelconque algébrique y on arrive à une quantité négative de cette espèce , isolée ou précédée d'une quantité positive moindre qu'elle^ ou en généra] à une pbrase algébrique qui indique des opérations inexécutables^ on doit regarder cette phrase comme une simple forme qui n'a aucune signification réelle par elle«mème , mais qui renferme néanmoins implicitement les rapports cherchés entre les quantités qui y entrent. Ce qu'il j a d'absurde ou d'inintelligible dans une pareille expression , étant censé amené par une trans« formation j doit disparaître par d'autres transformations; et c'est seulement lorsqu'on l'aura ramenée à une forme explicite, c'està-dire où toutes les opérations indiquées se trouveront possibles, que l'on pourra faire des applications utiles de cette formule ; jusque-là, on doit la regarder comme mise transitoirement sous une forme non significative , dans la seule vue de faciliter et d'abréger les opérations du calcul. C'est par la synthèse seule qu'on démontre les règles des signes en algèbre , c'est-à-dire , qu'on ne saurait les établir autrement que sur des expressions significatives ; on ne prouve pas que ^-ax — 1 = — a^, mais on prouve que •f-ax(B — ô) est aB — aô , en supposant B> Aj c'est ensuite par pure analogie, qu'en supposant B<è, ou même B=o, on en conclut que +ax— ^ = — ai, et qu'on étend ainsi cette règle algébrique à toute fonction significative ou non.
Les quantités simplement négatives doivent à cet égard être considérées comme les quantités imaginaires elles-mêmes ; c'està-dire , comme de simples formes algébriques, les dernières n'étant que les racines carrées des premières : si celles-ci étaient possibles ,
( io8 ) il n*y aurait anenne raison pour que les autres ne le fussent pas, car toute quantité effective doit avoir sa racine carrée; et si elle n'en a pas , c'est une preuve qu'elle est elle-même une quantité absurde : les unes et les autres ne diffèrent, à proprement parler^ que par leurs différens degrés d'absurdité.
l5« Voilà pourquoi c'est un travail important que celui des savans , qui se sont attachés à montrer que les résultats auxquels on est conduit par Temploi de ces formes insignifiantes en ellesmêmes, ne diffèrent jamais de ceux qu'on obtient par d'autres tournures de calcul qui n'exigent pas qu'on s'en serve. Mais loin d'en conclure , qu'il faut rejeter les méthodes analytiques où l'on en fait usage; on prouve , par cette conformité même de résultats^ l'avantage de ces méthodes ^ qui sont en général beaucoup plus courtes et plus faciles que celles qu'on pourrait leur substituer.
C'est même , à proprement parler , dans la faculté qu'on a d 'employer en analyse ces formes négatives et imaginaires, que consiste le véritable caractère de cette science , et son avantage sur la sjo^ thèse qui n'a pas la même faculté : celle-ci est restreinte par la nature de ses procédés, elle ne peut jamais perdre de vue son objet ; il faut que cet objet s'offre toujours à l'esprit réel et net ^ ainsi que tous les rapprochemens et toutes les combinaisons qu'on en fait. Elle ne peut donc employer des quantités absurdes , rai* sonner sur des opérations non exécutables. Si elle fait usage de signes , c'est seulement pour aider l'imagination et la mémoire y mais ces signes ne peuvent jamais être pour elle que de simples abréviations.
L'analyse au contraire a d'abord tous les moyens de la synthèse;: et de plus, elle admet dans ses combinaisons des objets qui n'existeni pas; elle les représente par des symboles, aussi bien que ce qui esfc effectif: elle mélange les êtres réels avec les êtres de raison ;> puis, par des transformations méthodiques, elle parvient à éliminer ou chasser ces derniers du calcul^ après s'en être servi eomme d'auxiliaires. Alors ce qu'il y avait d'inintelligible disparaît ,.et il ne reste que ce qu'une synthèse subtile aurait sans doute pu fsiire découvrir : mais ce résultat, on l'a obtenu par une voie plus courte^ plus facile , et presque par pur mécanisme , lorsqu'il eût fallu de grands efforts pour y parvenir autrement» Tel est l'avaatage de
( 109) Tanalyse sur la synthèse , et toute autre distinction entre Tune et Tautre paraît absolument illusoire.
Par la synthèse , dît-on , on cherche h passer du connu a l'ln« connu ; au lieu que dans l'analjse on regarde comme connu ce qui ne l'est pas. Cela veut dire qu'en synthèse on cherche à exprimer tout de suite les inconnues en valeurs des données; et qu'en analyse au contraire , on commence souvent par exprimer les données en valeurs des inconnues^ pour revenir ensuite à Texpression de cellesci en valeurs des autres , à l'aide de transformations algébriques.
i6. Mais cette distinction adoptie assez généralement sans qu'on Tait approfondie , n'a rien de réel : il n'y a qu'à ouvrir tous les ouvrages d'une synthèse délicate^ et l'on verra que le procédé qu'on attribue ici exclusivement à l'analyse , est également celui de la synthèse ; que dans l'une aussi bien que dans l'autre^ on raisonne sur les quantités inconnues comme si elles étaient données , et que la vraie , la seule différence consiste , non en ce que l'une emploie des signes algébriques^ et l'autre non^ car l'une et l'autre en font usage , mais uniquement dans la nature des transformations algébriques qui suivent la mise en équation ; cette mise en équation appartenant elle-même exclusivement à la synthèse. Mais celle-ci ne peut se permettre , sans manquer à son essence , une transformation qui laisserait quelque quantité négative isolée dans un membre , ou qui indiquerait une opération non exécutable ; tandis que ces sortes de transformations sont très • familières & l'analyse, et sont pour elle une source féconde de découvertes^ auxquelles la synthèse ne peut arriver que par des moyens longs et pénibles.
De tout ce qui vient d'être dit ^ je conclus
!•. Qu'il n'existe de véritables quantités que celles qu'on nomme quantités absolues, auxquelles cependant on peut assimiler celles qu'on nomme quantités positii^es.
a"*. Que l'expression de quantités négatit^es est prise par lesalgé* bristes dans deux acceptions essentiellement différentes^ dont Tune s'applique aux quantités affectées du signe — y et l'autre aux quantités affectées du signe contraire à celui qu'elles devraient avoir*
(no)
5% Que pour éviter l'amphibologie et Tobscurîté qui peuvent résulter de cette double acception , il convient d'employer deux dénominations di£férentes , pour désigner ce qu'on appelle ordinairement quantités négatives, en réservant l'expression de quan* tités négatii^es proprement dites , aux quantités affectées du signe — , et en nommant^ par exemple^ quantités inverses celles qui se trouvent affectées du signe contraire à celui qu'elles devraient avoir.
4**. Que les quantités négatives proprement dites isolées , sont d^s êtres aussi absurdes que les quantités imaginaires elles-mêmes , qui ne sont autre chose que les racines carrées des premières -, que les unes et les autres sont de pures formes algébriques qu'on emploie dans le calcul par simple analogie , comme si c'étaient de véritables quantités.
5*". Que le calcul ne devient significatif que lorsque par la suite des transformations opérées^ on est parvenu à un résultat explicite, c'est-à-dire dans lequel toutes les quantités qui j entrent sont des quantités absolues , et où les signes n'indiquent plus aucune opération qui ne soit exécutable*
&. Que c'est cet emploi des quantités négatives et imaginaires dans le calcul, qui constitue proprement ce qu'on nomme analyse, qui la distingue essentiellement de ce qu'on nomme synthèse , et qui seule -donne à la première un si grand avantage sur l'autre»
y"". Que les quantités appelées ci-dessus inverses, annoncent toujours dans le calcul une erreur commise et une incompatibilité entre les conditions du problème et les hypothèses qu'on a faites pour la mise en équation.
8*. Que pour rectifier celte erreur , il faut nécessairement apporter quelques modifications, soit aux conditions, soit aux hypothèses, jusqu'à ce qu'il ne se trouve plus aucune contradiction entre elles ni par conséquent aucunes quantités inverses dans le résultat du calcul.
c^. Que pour opérer ces modifications, on peut attendre le résultat du calcul , parcequ'alors il arrive souvent que ces modifications s'y trouvent indiquées d'une manière assez simple, pour qu'on soit dispensé de recommencer le calcul.
(m) 10*. Que foute quantité inverse est la différence de deux aufres quantités directes et dont la plus grande a été supposée la plus petite dans la mise en équation^ et réciproquement.
II''. Que c'est dans cette dernière acception seulement^ et non dans celles des quantités négatives proprement dites:, qu^il faut entendre . ce principe connu , que toute quantité qui de positive devient négative ou réciproquement , passe nécessairement par o ou par 00 •
* 12*. Qu'enfin cette distinction des quantités appelée» communément négatives en quantités négatives proprement dites et quantités ini^erses y ne change rien aux procédés ordinaires du calcul, mais qu'elle fait simplement disparaître les contradictions et Pobscurité , qui résultent nécessairement de l'application d'une même dénomination à deux choses essentiellement différentes.
FIN
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Corrections et Observations.
Page 9 j avant le problème II/, On a omis ici un problème gui j trouvait naturellement sa place ; c'est celui-ci : Les six arêtes d'une pyramide triûngU' lûiré étant données , trouver la valeur d'une droite menée de son sommet à l'un guelconque des points de sa base supposé, donné. Je me contenterai d'indiquer ici la solution.
Puisque le point de la base est donné , on connaît sa distance à deux quelconques des angles de cette base ; et parconséquent, ks sommets de ces deux angles , celui de la pyramide et le point donné , sont les quatte sommets d'une pyramide trian-' gulaire, dont on connaît ciaq arêtes^ le sixième étant la droite cher.chée. Cela posé^ par le problème II, on a l'expression de la hauteur de cette pyramide en valeurs de ces six arêtes. Égalant donc cette bauteur à celle delà pyramide pro-* posée , on aura une équation qui ne renfermera plus que les huit données ^ ef Tinconnue qui est la distance cherchée.
Page: iS , lignes a et 3.* il faut transporter à Ja fin de la Idgae a le crochet, de parenthèse qui est à la fin de la ligne 3.
Page 17 y ligne 18 .- au lieu du signe -f- qui sépare les deux termes de la formule , mettez le signe =.
Page iSy lignes ao et aa .* au lieu de AB, mettez BA.
Page 19, ligne 11 , effacez le mot cherché.
Page in y à la fin , on a omis d'ajouter que la formule , quoique du quatrième degré , peut toujours se résoudre comme celle du second ; attendu que les puissances impaires de l'inconnue ne s'y trouvent pas.
Page 49 > ligne 3 de la fin.- au lieu de 4H, lisez — 4^.
Page 80, ligne ^: au lieu de points^ lisez plans.
Page 83^ ligne lo: après si^ lisez sur.
Jbid. ligne 9 de la fin : au lieu de b, c, d, lisez bcd.
Page lOfl^ ligne ai; au lieu de n^m, lisez n^m*
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BERTRAND. Développement nouveau de. la partie <?Iementaîrc des Matltfmatîqaes. Genève, 1778, a voL 111-4. Sîfr' BEUDAIVÏ. Essai d:un Cours eénéral pt élénientaire des Sciences physiques , in-8., i8i5, t fr. 5o c BEXON. APPLICATION DE LA THEORIE DE LA LEGISLATION PENALE , ou Code de la Sûretë publique et particulière , rédigé en Projet pour les Etats de Sa Majemé le Ro» de BaTÎère, dédie à Sa Majesté , et imprimé arec son autorisation, un vol. in-fol. , 1807. 3()* fr BEZQUT. COURS COMPLET DE MATHÉMATIQUES à Tunge de Ifl Mana«, de rAitîUerie et des Élèret de' 1 i^ole Polytechnique, en 6 Tol. îii-8., édition rjvue /et augmentée par MM. Reyuand, Examinateur des CandidaU de 1 Ecole Polytechnique ; Garnier , ex-professeur à TEcole Polytechnique, et de Rosseï , Membre de ITnsiitut. ao fr. Chaque volume se vend séparément t savoir: • • , . ARITHMETIQUE, AVEC DES NOTES fort étendues, et des Tables de Logarithmes, etc., par Retnaud, huitième édition , 1816, I vol. in-8. 3 fr
GEOMETRIE .AVEC DES NOTES fort étendues, par Retkàuo , i8ia. 5 f/
•>— ALGEBRE DE BEZOUT et Application de cette science à TArithmétique et à la Géométrie. NoOTeik édition, avec des Notes fort étendues, par Ret If AU D, in-8., 181 a. 5 fr
^MJÈCANIOUE '*^» -• ' '. ...i -, .- ^ . ... ^ '/•
ou
Rosseï. _ _ . , , ^,^,
Toi. in-8. , avec 10 planches. «^ ' «^ 7 ^6 f rT
Cette édition du Cours de It^athétnatiques de Be^put est la plus correcte et la plus complète de toutes celles qui ont paru jusqu'à ce jour. '
BICQUILLEY. Du Calcul des Probabilités^ m-S. a fr. 5oc.
JîIOT, Membre de l'Institut, etc. TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE D'ASTRONOMIE PHYSIQUE, destiné à l'enseignement dans les Lycées, etc., 3 vol. in-8., 1810. a5 f r.
—ESSAI DE GÉOMÉTRIE ANAI^YTIQUEappirq.anîCourbesetauïSurftiCesdusccond ordre, in-8. 5«éd.i8i3. 5f. Soc
PHYSIOUE MÈCANIOTE de l-ischcr, tradiiite de Tallemand, in-8. a« édition, f8i3. 6 fr.
-^— TAB LES BAROMÉTRIQUES portatives , doAnant la différence de niveau par une simple soustraction , in-8. i fr. 5o c.
'—^ Essai sur l^hisioire générale des Sciences pendant la révolution, in-8. * i fr. Soc.
- — Traité de Phj-sique, i yo\, in-S. , 1^16, , 4o fr..
BLAVIER. Nouveau Barreme, ou Çoniptes faits, en livres, sous et francs , suivi d'un Barr^me pour les Mesnres, in-$. 7 fr.
BOILEAU et AUDIBERT. BARRÊME GÉ^iERAL, ou Comptes faits de tout ce qui concerne les nouveaux poids, * mesures et monnaies de la France, etc. ; un vol. de 4^ P^R^^^^ in-8., broché, i8o3. 6 fr.
5^ fr.
revues, augmentées el publiée»
la fr.
... . , * r8o8, a vol. in-8., 1810. la fr.
Saggio sulla Storia eenerale délie Matematiche, prima edizione italiana, con riflessioni ed aggiunte di Grcgoria Fontana. Milano, 4 ▼o'* in-8., or. , i5 fr.
BOUCHARLAT , Professeur de Mathématiques transcendantes aux Ecoles militaires , Docteur ès-Sciences, etc. THÉORIE DES COURBES ET DES SURFACES DU SECOND ORDRE, précédée des principes fondamenuux delà Géométrie analytinue, seconde édit. , ansmentéc, in-S. • , . 5 f r.
•-^ ÉLÉ,MEN8 DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET DE CALCUL INTÉGRAL, ia 8. , 1814. 4 fr. So c.
ELEMENS DE MECANIQUE, in-8., 181S. 6 fr.
BOUCHER. Institution au Droit maritime ^ etc., Ouvrage utile aux marins, BCffodans, etc. , etc., i vol. in'4* id fr.
BOUCHESEICHE. 2V<><iOR^ élémentaires de Géographie; Ouvrage qui a été jugé propre k l'Inatruction pnbliquey. quatrième édition, considérablement augmentée, iu'ia, i8c^. air. 5o c.
BUUILLON'LAQtiANGE. Manuel d'un Cours de Chimie ^ on Pnncipes théoriques et pratiques de cette science, avec 7 tableaux , a3 ^{^ÉBches , et la série des expériences faites à l'École Polytechnique, 3 vol. m-8. , 5* édition. ao fr.r
■■' Manuel du Pharmacien, , in-8. > seconde édition. 6 fr. 5o c.
BOURDON. THÈSE DE MECANIQUE qui a été soutenue 1^ 9 Mars 181 1 devant la Faculté des Sciences de Paris, suivie du Programme de la Thèse d'Astrooomie qui a été soutenue le aS Mars 181 1 , devant la môme Faculté , in-4* 3 fr. So c.
BREISLACK. Introduction à Ut Géologie f traduite de ritalicn par Bernard, i vd. in-8., i8fa. 7 fr.
BRISSON. Pesanteur spécifique des Corps. Ouvrage utile k l'Histoire natureile, aut Arts et an Commerce, i vol. in-4<
» «vec planches. . iS fc
■ ' ■ ■ ' Dictionnaire raisonné de Physique, 6 vol. in-6. ,et atlas in-4. 36 fr.
»Aiw TkT »i_ m^.^ij i_ ^.__v-.! — j__ t' : — numéi îques d'un degré quelconque , d'après laquelle tout
ux premières rèsles de l'arithmétique , in-4> , 1007. 5 fr.^
France , on vol. in-8. , nouvelle édition. 4 '^* ^^ ^*
BCJQUOY. Exposition d'un nouveau principe de Dynamique, in4«» i8i5. a fr. 5o c-
BURqKHARDT, Membre de l'Institut et du Bureau des Longitudes de France. TABLE, DES DIVISEURS POUR
TOUS LES NOMBRES DU 1", a« et 3« MILLION, avec les Nombres premiers qui s'y trouvent, i vol. grand
in-4., papi«îr vélin, 1817. 36 f».
NotA. Chaque million se vend séparément, savoir: le i^r million iS fr. , et les a* et 3« million, chacun la fr.
•*— TABLES DE LA LUNE, Ouvrage faisant partie des Tables astronomiques publiées par le Bureau des Longitudes,
■ in-4., '^'^' ^ ' ^ ^^*
CAGNOLL TRAITÉ DB TRIGONOMETRIE, trad. de Tiialien ptr M. Chompré, deuxième édition, revue et con-
sid<Tablement augmentée, in-4., ^^^' '2 î^'
CANARD. Traité élémentaire du Calcul des inéquations^ in-8.., 1808. , ^ ^ 6 fr.
C ARNOT , Membre de l'Institut et de la Légion-d'Honneur. GÉOMÉTRIE DE POSITION , in-4, . papl« ▼^'« » «^- J,^'*
— — Idem , grand papier vélin. • j « • • ji
— Mémoire sur la relation qui existe entre les distances respectives de cinq poinu quelconques pris dans 1 espace, suivi d uift Essai sur la théorie des Transversales, iD-4.» 1806. . ^ /*'•
~r DE LA DÉFENSE DES PLACES FORTES, Ouvrage composé par ordre du Gouvernement, pour l'mslrocuon to Élèves du Corps du Génie, a« édition , i8u , in-8. • ^ J""*
— Le même Ouvrage , troisième édition , considérableraen.t pn«n. , un vol. in-4. avec 1 1 pi. très bien gravées , 181a. a4 fr. DP LA CORRELATION DES FIGURES DÉ GÉOMÉTRIE. Parij^, an o, in-8., grand papier. 3 fr.
REFLEXIONS SUR LA MÉTAPHYSIQUE DU CALCUL INFINITESIMAL, seconde édit. , i8i3. 3 fj. So c.
"•^-Exposé de sa conduite politique , depuis \e i«' juillet i8i4i in-^»» i8t5. 1 "• ^V*
CARTE BOTANIQUE de la Méthode naturelle de JûSsieu , in-8. , et 4 tableaux, format adantîque. o f r.
CHAMBON-DE-MDNTAUX. Traité de la Fièvre maligne simple, etdes Fièvres compliquées de malignité, 4 v. in-îa. 10 fr. CHANTREAU. Histoire de Ftance abrégée et claonologiqne, depuis la prcoière expédition d^ Q^nlois )Qsqa en septembre i«o8,etc.,avd.in^. , '^ ^'
iBoo. • ' 7 fr. 5o c.
-CHOMP^. Mtfthode la plus paturelle et la plus.simDle. p'jA^geî^cc Mire , m-8..> i8i3. i fr. a5 è.
CHORON, Correspondant de l'Institut. 3tETHODK ELEMENTAIRE DE COMPOSITION, oii les préceptes sont soutemu d'un grand nombre d^ezemples très ckirs et fort (îteoclus , et h l'aide de laquelle on peut apprendra soi-même à corn* poser tootc espèce de Mnsiquie ; traduite de Tallemand de Atbrcchtsberser (J. Geoi^.) , Organiste de la Cour de Vienne , etc. , et enrichie d'tine Introduction et d^un grand nombre de Notcsi , par A. Choron , a vol. in-8. , dont un de Musique , i8i4* :3 fr«
CHRISTIAN. DES IMPOSITIONS et de leur influence sur Fludustrie agricole , manufacturière et commerciale , et sur la
J'^J??l^?LP'*M*ff5AJiîr?'i.!^l4u^' . «, afr. Soc.
^ . -, Gamicr,
CONDILLAC. Langue des C^cnls, in-8. 5 fr.
■ Le même ouvrage, a vol. in-ia. ' 4 fr*
*— Grammaire française , 1 vol. in- 1 a. ^^ afr.
CONDORCET. JEssâïBur l'application de l'Analyse aux probabilités des décisions rendues .H la pluralité des rois, 1 t. in-^* t5 fr. ' Moyen d'apprendre a compter sûrement et avec facilite 5 Ouvrage posthume, deuxième édition , in-ia. i fr. 5o c.
CONNALSSANCE DES TEMS à Tnsage des Astronomes et des Navigateurs , publiée par le Bureau des Longitudes do France, pour Tannée 181 7, avec Additions, broché. 6 fr.
i fr.
fr.
fr.
4 fr.
On peut se procurer la Collection complète ondes années séparées de cet Ouvrage ^ depuis ij6ojusgu*à ce jour,
[«ORDIER (Edmond), Institutenr. VAhcUlc française y^viA» m-8. 6 fr.
— Mémorial de Théodore , in-9, i fr. a5 c.
"^■^ Prépararibn à Pétude de la Mythologie fmjS. 3 i9io, 3 fr.
COTT^. Mémoire sur la Météorologie, a vol. in->4. a5 fr.
TARtE DU JOUÏINAL DE PHYSIQUE, un vol. în-f 4 fr.
COUSIN. TRAITÉ ELEMENTAIRE de TAnalyse mathémacique ou d'Algèbre , in-8. 4 fr. 5o c. TRillTE DU CALCUL DIFFTERENTIEL et intégral, 9 vol. in-4. , 6 pi.
ai fr.
B'ABRE^. PRINCIPES MATHÉMATIQUES de feu Josepb-Anastase da Cunha, Professeur à rUniversité de Coimiwe
(comprenant ceux de T Arithmétique , de la Géomrtrie, de TAIgèbre, de son application h la Géométrie, et du Calcul
différentiel et intégral ), traités d'une manière cntièiement nouvelle , traduits littéralement du portugais, in-^. , 1816. 5 fr. D^ARCON. De la force militaire considétix dans ses rapports conservateuis, un vol. in-8; 3' fr.
DAUBÉ. Essai dTdéologîe , in-8. ^ *r ^^
D'AU BUISSON. Mémoire sur les Basaltes delà Saxe, in-8. , 3 fr.
DAULNOY. Calcul des Intérêts de toutes les sommes h tous les unx, et pour tous les jours de Tannée , etc. i fr. 80 c. DÉFENSE ITANCONE et des Départemens romains, le Tronto, le Musone et le Meuuro , par le général Moimiep, aux
années 7 et 8, a vol. in-8. 10 fr.
DELAISTRE , ancien Professeur k l'École Militaire de Paris. Encyclopédie de P Ingénieur , ou Dictionnaire des Ponts
et Chaussées, 3 vol. in-8. , avec on vol. de pi. , in-i* > i8ia. io fr.
DELAMBRE, Secrétaire perpétuel de Tlnstitut, Membre de la Légion-d'Honnenr, Trésorier de l'Université royaie de
France, etc. TRATrE COMPLET D'ASTRONOMIE THÉORIQUE ET PRATIQUE, 3v. in-4., avec agpL, 18 14. 60 fr.
Nota. Cet ouvrage est sans contredit le meilleur Traité d'Astronomie et le plus complet qui ait encore paru ^ il remplace celui de Lalande qui est épuisé. , , .
Abrégé du même Ouvrage, ou LEÇONS ÉLÉMENTAIRES D'ASTRONOMIE THÉORIQUE ET PRATIQUE
données au Collège de France, un vol.* in-8.. avec t4 planch. , 181 3. 10 fr.
MÉTHODES AN ALYTIQU ES pour le détermination d'un arc du M«'ridien. Paris , an 7 , in-4. 6 fr.
TABLES ASTRONOMIQUES publiées jpar le Bureau des Longitudes de France. Première partie. Ti^Ues do Soleil
Longitudes de France ; nouvelles TaUes de 'Jupiter et de
TABLES ASTRONOMIQUES du Bureau des Longitudes théorie de M. Laplace et la totalité des observations faites depuis '*"
TABLES DE LA LUNE {voyez BURCKHARDT. )
: Bas^ du Système métrique , 3 vol. in-4, ( P^orez BORDA. ) ^ 66 fr,
DELAMÉTHF:RIE, Professeur au CoUége de France, Rédacteur du Journal de Phpique, etc. CONSIDÉRATIONS
SUR LES ETRES ORGANISÉS, a va. in.8. . la fr.
•^— DE LA PERFECTIBILn^É et de la dégénércBcence des Êtres organisés, formant le tome 3« dés Considéra tioni
sur les Êtres or8:tnisés , 1 vol. in-8. 6 fr.
DE LA NATURE DES ETRES EXISTANS , i vol. in-8. 6 fr.
: LEÇONS DE MINERALOGIE données au Collège de France, a vol. in-8. , 1812. 14 fr.
LEÇONS DE GÉOLOGIE données au Collège de France, 3 vol. in-8., 1816. 18 fr.
DELAPrISF^. Méthode nout*elte pour trçtcer les Cadrans Solaires , in-8, 178T. 8 fr.
DFXAU. DECOUVERTE DE LhJNITE et généralité de principe , dMdée et d'exposition de la Science des Nombres,
son application positive et régulière & TAlg^^e , li la Géométrie, etc. , in-8. ^ 3 fr.
DELUC. TRAI'lî; Eli;MENTA|RE DE GEOLOGIE , ia-8. , 1800. DEPARCIEUX. Traité de Trigonométrie et ile Gnomonique ,, m'a. , 1741. DESTUTT-TRACY, Pair de France, Membre de l'Institut. ELEMENS D'IDEOLOGIE, 4 ▼ol. ia^
Chac^ue volume se vend séparément , savoir :
— IDEOLOGIE proprement dite , in-8. , î« édition.
GRAMMAIRE, in^.
LOGIQUE , in.8. _^ . . •« ,
TRAITE DE LA VOLONTÉ ET DE SES EFFETS , 4* et 5« Parties, inS., i8i5.
■PRlNaPES LOGIQUES, ou Recueil de fait» relatifs k l'intelliccr
..w-*^*-^ Ma^^M.y/%jM^, w« 4.v^u«... «* a«.*- .^...... « . ...«^Jiccncc humaine, in-8., 1817.
DEVELEÏ. ÈLEMENS DE GEOMETRIE, avec. figures , seconde édition , in-8., 1816. -APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GEOMETRIE , in.4. , 1816. Physique d'Emile, iQ-8. (Et autres ombrages du même Auteur,)
5fr.
aa fr.
5 fr.
5fr.
6fr.
6fr,
afr.
6fr.
t ▼ol. i
Versaillea. GRAMMAIRE PHILOSOPHIQUE, on la M^âphyûque , la Logiqae en un seul corps de doctrine , a yol. m-8. ^ (r.
—Traité du Sty|« , a vol. in-8. , , tf fr.
lONIS-DU-SEJOUR. TRAITÉ DES MOUVEMENS APPARENS DES CORPS CÉLESTES, a vol. H1-4. & fr.
DICTIONNAmE DE L»ACADÊMIE FRANÇAISE, a vol. in-4, dcmî*i« ^hion. 36 fr.
DIEUDOKNÉ-THIÉBAULT, Proriseur du Lyccç de ^ " ^
NAVIGA- TION, OuTirageapRronT^parrinstitntdeFrance, etmisàlanortifc de tous lcsNaviEat.«i8o8,in-4-, avec fig.et tableaux, ao fr.
TRAITES^ ELEMENTAIRES DE CALCUL DIFFERENTIEL ET DE CALCUL INTÉGRAL , iudcpendans de
tontes notions de anantilës infinitésimales et de limites; Ouvrage mis à la portent des Commcnçans , et où se trouvent plusieurs nouTellct tJiéories et me'tbodes fort simplifiées d'inc^rations, ayec des appLcations utiles'aux progrès des Sciences exactes, a vol. in-8. 16 fr.
DUCHATELET. Principet mathématiques de la Philosophie naturelle, a vol. in-4« ai fr.
DUCREST. faites nouvelles sur les Courans deau, la Navigation intérieure et la Marine, in-8., i8o3. 4 fr*
DUFRESNE. Barréme, on Comptes faits, pour les achats et ventes d''eau-dç-viè ,jn-8. a fr. 5o c.
DUPIN, Capitaine du Génie maritime, etc. DÉVELOPPEMENS DE GÉOMÉTRIE^ avec des appHcatipns & la subilité des vaisseaux, aux déIJais et remblais, au défilement, à Toptique, etc., pour faire suite à jLA GEOMETRIE DESCRIPTIVE et è la Géométrie analytique de M. MONGE, in-4., avec planch. , i8i3. i5 fr.
■ ESS'VIS SLR DEMQSTUÈINES et sur son éloauenee, contenant une trafluçtion des Hurangnes pour Olynthe, avec le texte en r«çard ; des considérations sur les beautés aes pensées et du style de TOrateur athénien, in-b., 1814* 4 ^'>
Du rétablissement de P Académie de Marine y in-Q. , i8i5. ^ i fr. 5o c.
-^^^^ Tableau , de P Architecture navale militaire, analyse, etc., in-4-, i8i5. i fr. 5o c,
DUPUIS. MEMOIRE EXPLICATIF DU ZODIAQUE chronoiotnque et mythologique y Ouvrage contenant'le tahlcao comparatif des maisons de la LuT)e chez les différens peuples deTOnent, in-j., 1800. 6 &.
DUPIJIS. ANALYSE RAISOINNEE DE L'ORIGINE DE TOUS LES CULTES, on Religion universeUe ; sur Toavrage publié en l'an III, vol. in-8. ... 3 fr.
X)URAND. Statique élémentaire , on Essai sur IVtat géographique, physique et politique de la Suisse j Ouvrage consacotf à Finstruction de la jeune&sc, 4 ^^^ in-8. J2 fr.
DUTENS. Analyse raisonnée des principes fondamentaux de TEîconomîe politique , in-8. S fr.
DU VAL-LEROY. Élément de Nauieation, in-8. 6 fr,
DUVILLARD. RECHERCHES SURIrS RENTES, les Emprunts, etc., in-i. 6 fr.
— — - ANALYSE ET TABLEAU de Tinfiuence de la petite vérole sur la mortalité à chaque âge, et de celle qiflin présvr- ,vadf tel que la vaccine peut avoir sur la population et la lougéviié , 1806, in-4. '^ ^f*
lajoge de Pluresse, nouv. édit , fig. , in-ia. i fr. 5o c.
£loge de ^affaire, par Labarpe, in-8. I fr. 5o C-
£ULt:R. ELEWENS D'ALCfÈBRE, noov. édit., ^807, a vol. in-S. la fr.
" Cette édit. est la meilleure et la plus complète qui ait encore paru. La première partie contient T Analyse déterminée, cerne et augmentée de Notes par M. Garnicr. La deuxième paitie contient l'Analyse indéterminée, revue et augmentée dt Notes par M. Lagrançc. Sénateur, Membre de l'Institut, eir.
— LETTRES AUNE PRINCESSE_ D'ALLEMAGNE, sur divera su je isjdjcPhysigue et de Philosophie, nouv. édit.» conforme à l'édition origi * '
ri^otes par M. Labey , ex-, neuf dit Cicéro gros-ceil - " Et papier vélin, dont on a tiré quelques exempla
•— — >Introauctio in Analysin infini torum , a vol. in-4* ^ ^^
J?/ tous les autres Ouvrages de cet Auteur.
rique; auquel on a joint des Rechcrclies sur les"!l^erre8 australes de Drake, et un Examen critique du Voyage d« Roggeween , avec Cartes et Figures; par P. C. Clâkbt Fleuribu, Membre de l'Institut national des Sciences et des Arts, et du Bureau des Longitudes, etc., 4*^01. in-4., 1809. 4^ ^^*
—-—Le même Ouvrage, 5 vol. in-8., avec Adas in-i- a5 fr»
— -^ Application du Système métrique et décimal ii l'Hydrographie et aux Calculs de Navigation , in-4* ^ ff •
FLORE NATURELLE ET ECONOMIQUE DES PLANTES QUI CROISSENT AUX ENVIRONS DE PARIS, au nombre de plus de 400 genres et de i4oo espèces, contenant l'énuméraiion de ces Plantes, rangées suivant le système d« Jussieu, et par ordre alphabétique, leurs noms triviaux, leurs synonymies françaises, leurs descriptions, les endroits oii so trouvent les plus rares : a« édit. , augmentée de la Flore naturelle et de a4 planches soigneusement gravées j par une Société de Naturalistes, a vol. in-8. 10 fr.
FOURCROY. TABLEAUX SYNOFflQUES DE CHIMIE, jn-fol, cari. o fc.
Analyse chimique de l'Eau sulfureuse d'Enghien, pour servir à l'histoire des eaux sulfureuses en général, in-8. 5 fr.
FRANÇAIS , Piofeiseur à Metz. Alémoire sur le mouvement de rotation d'un corps solide autour de son centre de masse, in-J., i8i3. a fr 5o c.
FRANCUINI. Mémoires snr l'intégration des Equations différentielles, in-4« i fr. 5oc*
FRANCCEUR, Professeur de la Faculté des Sciences de Paris, Examinateur des Candidats de l'Ecole Polytechnique, etc.
jo. COURS COMPLET DE MATHEMATIQUES PURES, dédié à S. M. Alexandre 1er, Empereur àe toutes les Rubsies; Ouvrage destiné aux Elèves des Ecoles Normale et Polytechnique, et aux Candidats qui se préparent & y ^tr« admis, avol.. in-^. , avec planches. i5 fr.
a». TRAITÉ ELEMENTAIRE DE MÉCANIQUE , à l^usage des Lycées , etc. , i» édit. , in-8. r (V.
3». ELÉMENS DE STATIQUE, io-8, , o j ; ^ 1 ^^^
4<>. URANOGRAPHIE, ou TRAITE ÉLÉMENTAIRE D'ASTRONOMIE, k l'usage des personnes pen versées dans les Mathématiques, accompagné de Planisphères, i vol. in-8. 7 fr.
FULTON. (Robert) Recherches sur les moyens de perfectionner les Canaux de navigation, et sur les nombreux avan* taees des pttits Canaux, etc., avec le Supplément. 7 fr. 5o c.
FUnGENSEN. (Urbain) Horloger. Principes généraux de l'exacte mesure du temps par les Horloges, etc. Copen- ^ bague, i8o5, i vol. in-i», 4vec atlas de 19 planches. 3o fr.
GARNIER , ex-Profraseur a l'Ecole Polytechnique , Docteur de la Faculté des Sciences de T Université, Professeur da MaOïématiques à l'Ecole royale militaire. COURS COMPLET DE M^VIIIÉMATIQUES , comprenant les Oi)vrages
tout Age , deuxième édition , in*^., 1808. \ aXr. 5oc«
'Ecole Polytechnique, troisième édition, 1811 ,' In*^., revue, con-igée et augmentée, « • • 5 fr.
feAANIER. S». Suite db Cet £i^iiuns;^«patëe. ANALYSE" ALOÉBAIQUE', à^rreditlôii, considffrablcmétiî kû^m. ;
i« GEOMETRIE ANALYTIQUE, ou ApiiHcaiîon' de rAI^te à la'Ge'omënrie, «ecoédo édition, revue et an^mcntce». UDYol.in^.avecflol., i8ft3. ' , •• ;e: >. (, 5 fr. 5o c,
- -^- '«« ^« • . ^ir,/-k»«»:v«t«*»7. . . « « •• j» «.li.. - « Théorèmes,. et delà «onalnic-
5 fr.
Polygonométrie et da levé des
2«rLEéONS' DE STÀTIQÎJEii fi^sage des A^pira'ns \ l'ÉcoTe Poïytecf inique, un- toI. în-8. , avec la pi. , i8ii. 5 fr. o, LEÇONS DE CALCUL DIFFEREISTIEL, 3e «tliiion, unvol. iit-8., avec 4pL, i8ii. 7 &..
9«. LEÇOWS DE CALCUL INTÉGRAL, un vol. in-8., sivcc pi. j,i8ia. . ' ' . . . ' ^"^•
10®. Dtscuxsiqn det Racines des Equations détermirfées du premier degr^ à {Ausieurs inconaties, cl élimination euUra deax équatK>ns de degrés qaelconqiies h deuik ineonhnes, deiixr^'iue é(!itian. ' i fr. Bac*
G AUSS. RECHERCHES ARITHMETIQUES, ti»aduiic« par M. Poule iDclîste, Elève de l'Ecole Polytechnique , et Pœ-s fesseur de Mathtknatiquesii Orléan*, 1 vei.-in-^., 180^. ' • •> ^ 18 fr^
GIRARD, Ingénieur en chef des Ponts et Ciiau^^ces, Direrteur du Catinl de POnrcq et des Eaux de Paris. RE- CHERCHES EXPÉRIMENTALES SUR L'EAU ET LE VKNT comidérés comroe torces motrice^, applicables aiiat moulin» et autres machines à mouvement circulaire, traduit de Tanglais de' Smeaton , in-4t y avec planches, ibio. o fr.
.' Traité analytique de la résistance des Solides , et desSolides dVgale résistanee,. in-),' i3 fr.
GIRAUDEAU. IjO. Banque rendue facile aux principales nations de rÈurope, suivie d^un nou.veau Traité de l'achat et d« la vente des matières d'or et d'argent , avec l'An de tenir les Livres en parties doubles f 1793, in-4* >5 fr.
— — Ae Flambeau des Comptoirs, contemint toutes les ëcriturei et opérations de Commerce de terre, de mer et de Bauauc , nouvi-lle édition, corrigée et auem., 1707, in-il. • ' ' . O fr.
GIROD-CHANTRAN^. ESSAI SUR LA GEOGRAPHIE PHYSIQUE, le dimat et Thistoira natui«Ue du département
' du Doub8,.avol. in-8. 10 fr.
GOUDIN (Œuvrcs.de M. B. ); contenant im Traité sur les propriétés communes li toutes les Courbes, un Mémoire sur les éclipses de Soleil, nouvelle édition, io-4- 7 fr. Soc.
GRA&SET-SAINT-SAUVEUR; L'ANTIQUE ROME, on Description historique et pittoresque de tout ce qui ccncem» le peuple romain, dans ses costumes civils ,militaFres et religieux, dans ses mœurs publiques et privées, depuis Romulo» jusqu'à A"SU''^ Ouvrage orné de 5o portraits, i vol. in>^. \i fr.
«—^MUSÉUM DE LA JEUNESSE, ou Tablean historique de»Scicntes etdesArts; Ouvrage onfé de gravures coloiiées, représeni de la N<
GUYOT
HACHETTE, cxProfesseorà l'Ecole Polytechnique. PROGRAMME D'UN COURS DE PHYSIQUE, on Précis des Leçons sur les principaux phénomènes de la naturc,*et sur quelques applications des Mathématiques à la Physique, in-8., 1809. 5 fr. to c.
•^-— Traité des Surfaces du second degré y in-8. , i8i3. 4 ^* So c.
^--^Traité élémentaire des Machines , 1 vol: in-4' y avec 08 pi., i8tt. ao fr.
Correspondance sur P Ecole Polytechnique , premier Tolnme, contenant lo Numéros, in-8. la fr.
HASSIi
HATCl _ _
LES piFFÉRENS ALLIAGES DË'L'OR, leur pesanteur spécifique . etc., traduites de l'anglais parLerat, Contrôienr du monnoyage à Paris, avec des Notes par G nytoR-Morveau, etc., in-4» gfr.
HAUY, Mnnbrc de l'Institut et de la Legion-d Honneur. Traité élémentaire de Physique, a toI. in-8., pap. vélin (le papier ordinaire est épuisé). , 33 fr.
•'---.TABLEAU COMPARATIF DES RÉSULTATS DE LA CRISTALLOGRAPHIE et de l'Analyse chimique, relativement h lu clasbifîcation des Minéraux, vol. in-B. 5 l'r. 5o c.
— — Traité de Alinvrnlogie^ 4 ^^'* *"^' •t atlas. QG fr.
— hissai d'une théorie sur la structure des Cristaux, în-8. 4 fr*
HERBIN-DE-HALLE. DES BOIS PROPRES AU SERVICE DES ARSENAUX DE LA MARINE ET DE LA
GUERRE „ rtc. , in 8. o fr.
TRAITÉ DU CUBAGE DES BOIS, etc., nn vol. in-ia 5 fr.
HISTOIRE DES INSECTES NUISIBLES ET UTILES A L'HOMME, aux bestiaux, à l'agriculture, an jardinage et
aox art9, avec la méthode de détruire les nuisibles et de multiplier les utiks, cinquième édit. , a vol. in-ia. 4 ^^'
HISTOIRE DES PRISONS DE PARIS et des Départemens, contenant des Mémoires rares et précieux j le tout pour servir
* à l'Histoire de la Révolution française, 4 ▼ol. in-ia ornés de 8 ligures, 1797. 19 fr.
HOMASSEI^ Elivc gagnant maîtrise, et ex-Chef des Teinturês de la Manufacture royale des Gobelins. C(^RS THÉOorrintr i?t' DnATirSni? cnn r^Awi* r\c» r a TBTwrnDi? cie r aiiv-d ^^ij" m .. fabriaue d'indienne en
faites sur les végétaux 1-8.^ nouv. édit. 5fr.
( Cet Ouvrage est le plus pratique et le meilleur qui ait encore paru sur la Teinture. } JAN'I'ET. Traité élémentaire de Mécanique ^ in-8. 6 fr.
JANVIER. ( Antide) Manuel Chronométrique , ou précis de ce qui concerne le Tems, ses divisions, ses mesures, leurs usages, in-i8., iig., i8i5. - ^ ' 3 fr.
I Essai sur les Horloges publiques .etc. . în-8. 3 fr.
JOURNAL DE L'ECOtE POLYTECHNIQUE, par MM. Lagrange , Laplace, Monge, Prony, Fonicroy, Berthojlct» - Vauquelin, Lacroix, Hachette , Poisson , Sganziu, Gruyton-Morveau , Barruel, Legendre, Haiiy, Malus. «•— La Collection jusqu'à la fin de i8id contient seize Cahiers in-4. renfermés en quinze, avec des planches j elle comprend les 1er, ae, 3e, fe, 5e, 6e, 7», 8e, 10e, ii«, la», i3«, 14e, 15», i6« et 17e Cahiers. g6 fr. ■ Chaque Cahier séparé se vend , 6 fr.
»— Excepté les i4« et 17e Cahiers, qa?on vend, • 9 fr.
— Et le i6e, ^ 7 fr. Nota. Il n'existe pas de q« Cahier; on prend la Théorie des Fonctions analytiquesde Lagrange pour former ce o* Cahier.
JOURNAL DE PHYSIQUE. DE CHIMIE, D'HISTOIRE NATURELLE et dJAru, 83 vol. in-4., «vec pi., etc.
( f^oy» k la un du Catalogue. ) , looo fr.
KRAMP, Professeur de Mathématiques. Etémens tP Arithmétique unit^erselle , m-%., 1808. 7 fr.
■■ Élémens de Géométrie, in-8. , . 7 fr.
LACOUDRAYE. Théorie des P^ents et des Ondes, m-S. ' ^ rt. » ^ n^ W : » ?fr?
LACROIX, Menbre de l?Jja«titu(.ec4e UJL^n-^U^qfinear^ ProC^fsenr. aa GoU^, roTtl de Frao/ct/» etc. COVBS-^QMr
PLET DE MATHÉMATIQUES à l'usage de rËcole centrale des Qualre.1>iacioiu ; OurtMo «dopi^ par le Gourememcni
MOT les Ljpèëea, ËQolefl «QO>i»deiii^, Collèges y etc., 9, Tol^iia^. . ., . .'5d£c^ 5oc,
Cbaqae ▼oloiiYe s^ rend S45parëmeqt, savQ^^^^ . ' '» *'
afr.
Afr?
HaITÏ'Il^^ TW^Oîtoî^'hiPE; RÇCTU-IGNÇ et SPHÉRIQUE, et d'Application d'iu
«ébre à la Géométrie, 6«ëdit..,i8i3.' , i fr.
COMPLIPMEKT, DES #4^ENSiy^Gi:BI^ ,13e. ëdi^ . Ifr^
Sfr.
*éiudicr
et d'enseigner les, inatttemaugaes, i:TO|« m-o., aF ^(1^4, idio^ ... 5fr.
TRAITÉ ÉfcÉMENTAIRE DU CALCUL Df» PROBABIUTES, in^., i8i6. 5 fr.
( Ce Cours de Mathëmatiqoes , le plus complet qui,cxisie , est guiériiiemeni aaoptc dans Tinstruction publîqae. )
—-TRAITE COMPLET DU CALCUJL DIFFEUElNTlEL ET IINTEGRAL, a« édition, revue et cbnsidcraUemeni
augmentée , tome I et II , in-4« 4^ fr.
fje tome il, qui vient de paraître , te vend séparément, ao fr.
. Nota. Il reste encore des exemplaires du. t^^ia^ème volni^e de la première édition île cet QuTrage, contenant on Tiaité
des Différences^ et dos Séries, et qui peut compléter ledit Ouvrage, en attendant que la seconde édition de ce troisième
volume soit imprimée; il se ycnd sépaiemu^lU» // i5 fr.
LAGRANGE, Membre de Tlnstitut et du Bureau des Longitudes de France, etc. MÉCANIQUE ANALYTIQUE, dout.
édji. , revue et oonaidérabltmeni ougm^utée par TAuteur, a vol. in-i*» iSn et i8i5. 36 fr.
TH^RIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES, contenant les principes du Calcul différeiitiel , dégagés de ct>u(e
considération d'infiniment petits, ti'évailpiiisffrfis, dé limite» et de fluxions, et réduite k A' Analyse algeUiques des quantités finies, nonv. édit., revue et ajugmeniée par rAiueuri in-4.y i8i3. i5 fr. — LEÇONS SUR LE CALCUL LJES FONCTIONS , nçuv. édii. , revue , corrigée ot augmentée, in-8. , i8o6. 6 fr. 5o c. DE 'LA RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES de tous les degitfs, avec des Notes sar plusi<
usieurs points de la théorie des Equatidns algébriques, iDr4*> i8o8, nouvelle édition, revue, corrigée et considérablement augmentée j Ouvrase adopté par Pyniversiteipour l'enaeéiniemen<id«na le^ Lycées. la fr.
LAGIVIYE. MANUEL DE TRIGONOMETRIE PRATIQUE, revu par les Professeun du Cadastre, MM. Reynaod,^ Haros .Plausol et Boxoo , et augmenté dei Tables de^ Logaruhmes h l'usage des It^énienrs du Cadastre ^ i v. in-8. 7 fr.
LA HAflPE. Mêlante , on la ^BeligieuAe^ inM& i fr. 5o c;
LALANDE. TABLES DÈS LOGARITHMES pour les nombres, et les 9inus„ etc. , revues par M. REYNAUD, Examinateur des Candidats de l'Ecole Polytechnique , précédées de la Trigonométrie analytique, par le même , i vol. in-i8. a fr. 5o c*
^-'^^^ Abrégé de Navigation historique , t&éoriqw ei pratique, avec des Tables horaires pour connaître le temps vrai par la hauteur do soleil et des étoi'es dans tous les temps de l'année, etc., in-^- ai^fr.
— HJ&TOIAE CÉLESTE FRANÇAISE, in^. i5 fr.
. BIBLIOGRAPHIE ASTRONOMIQUE, in-f 3ofr.
LANGLET-DUI^RESNOY. PriRci>e5<&/'ifû<oire, pourTédocatioa de la jeunesse , etc., 1760,6 vol. petit in-8. iSfr. LANS et BETANCQURT* Essaisur laxomo^sition, de$ Machines , .tn-4. , avec la pbnch., 1808. i? fr.
LAPLACE, Pair de France, Grand-Officier de la Légion-fl'Hoimeor , Membre de l'Institut et du Bureau des Longitudes
de France, etc. TRAITE D^ MÉGANIQUE CELESTE, 4.V0I. in*f , avec trois Sgpplémens. 66 fr.
*»-Le quatrième volume de cet Ouvrage, qui contient de plus la Théorie de l'Action capillaire et un Supplément faisant suite an dijtiènie livre de la BAéoaoiquei:étestQ,.«e ¥(Qd'tépan;iiient. ai fr..
— «^Chaqne Supplément séparément. 3 fr. 5o c.
— EXPOSITION DU SYSTÈME DU MON DE , 4« édit , revue et nugra. , 10-4. , 18 13 , avec le portrait de l'Auteur. 1 5 fr..
— Le ipéme Ouvraee , a vol. in-8. .sans portrait. ' . la fr. «—THEORIE ANALYTIQUE DES PRORABILITÉS, M-, seconde édition, 1814, avec un Supplément imprimé
en 1810. . " ao fr.
«-—ESSAI PHILOSOPHIQUE SUR LES PROBABILITES, troisième édit., in-8., i8f6. , 3 fr.
LAROCHEFGUCAULT.LlXNCO]URT.Va¥*gc dans les Etats-Uuisd'Amériquc, faiucn i795,96,07/8vol in^. ^îr. LASSALE. HYDROGRAPHIE DÉMONTRÉE et appliquée à .toutes les parties du pUotage, à l'usage des Élevai ou
Aspirans de li^ Marine mtliuire ou marchande , in-8. 6 fr.
LASUITE. Elémens d' Arithmétique j în-8. _ ^ afr. 5oc.
-Vîllaine. NOUVEAU TRAITÉ GÉOMÉTRIQUE
_ , „ ^ , mesure des terrains et au levé des plans et nivellement f
troisième édit. , revue et augmentée, a vol. in-8. ,' 181 1 , avec a5 planches. ^ la &•
C'est sans contredit le meilleur Traité d'Arpentage et le plus complet aui ait encore para.
LEFRANÇOIS. ESSAIS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE, becojide édit. , revue et augmentée, i vol. în-8. a fr. 5o c.
LEGENDRE , Meml>re de rinstittit et de fa Lék^ion^'Honncur. ESSAI SUR LA THÉORIE DES NOMBRES) deuxième] édit. , revue et considérablement augmentée , i vol. in-j. , avec le Supplément imprimé en 1816. ai fr.'
*— Le Supplément se vend séparément. 3 fr*
— ^ Nouvelle méthode pour la détermination des Orbites des Comète», avec un Supplément contenant divers perfectionncmens de ces méthodes, et leur application aux deux Comètes de i8o5, 1806, in-4. 6 f r.
— — Exercices de Calcul intégral sur divers, qrdrps de Transcendantes , avec quatre Supplémens, in-4* 4^ ir..
•^— Les quatre Supplémens, imprimés en i8i5 ef 1816, ae vendent séparémen t, a6 i'r.
— Elémens de Géométrie ^ în-8. 6 IV.
LEGENDRE (Arithméticien). L'Arithmétique en sa perfection, mise en pratique selon l'usage des Pinancieis, Banquiers, etc., 1 vol. in-ia, 1806. 3 fr*.
Cet Onvrace n*est Das da même auteur que les précédens.
7» fr,
4 fr.
avec des firagnens lires de ses manuscrits ap«
a fr. 5o c.
^ ^ tout ce qui est nécesaiire pour bien connaître et
pour régler les Pendoles elles Moutres, li^ description des pièces d'Horlogerie les plus utiles^ etc^ volume in-4'» <^^^ 17 planches, 1767. a4 ^'
cLEPILEUR*l>'APLl€ttrt"; Z'^^rt de ktlTe^Htufe dés fils et ^lofrc» Je coton,' in-t^/ ' î^ ifr. 8o>.
LISES, Professeur de PhTïitfbe aa Lyc^e Cbarlettiftgnb, àPotis, ^ic.. HISTOIRE PUlliOSOPHIQtJE DES PROGRÈS - DE LA PHYSIQUE ,4 wJ. »ii-«.i^i8iiw i6f4. • \ , " ' . i . ■ ao fr.
.«-»!-• Le quatrième vol 11 me, qui vient.dc paraître, se vend séparément.' ' * .1 ., 6 fr.
i— TRAITÉ COMPLET ET ÉLÉMÉWTAIRÊ DE PH YSIQlJE/scctmdc édition ^teVttCjCoilpigée et coittidérablemifet
augmentée, 3 vol* in-8. «vec fig. , i8i3. t 18 fr.
INoTÂ, Tous les Journaux et les Savans en général ont fait le plus grand éloge de ces deux Ouvrages. LIDONNE. Tables de tous tes Diuiseurt des nombres calculés depuis un jusqu'il cent deux tniUc^ in4(., 1808. 6 fr.
MAINË-BIRAN. INFLUENCE DE L'HABITUDE sur la faeolté de ))enscr^ ouvrage qui a remporte le nnk sur cette
?ucsiion proposée par la Classe des Sciences morales et politiques de Tlnstitut national :Deicnniner quelle est rfnfhienc^ de liabitode sur la ^ulté de penser, où, en d^autres têtues, faire voir refil'i ^e |>roduit, sur cfiaeune de nés focalK's imeilectaelles, la f^ccfuente rmtition des m^es opérations, i toL ïhSm- .j i j 5 fr.
MAÏRAN. TRAITE DE L'AtfRORE BORÉALE, in-4. i4 fr.
MAIRE et BOSUOVISCH. Vo^oge astronomique et fiéographiqiw, in-4. ^ ' '^ ^'■'
MAiNlLlUS. Astrono)nicon, lïbri qainque, édit. Pi^igré, a vol. in-8. . * •• la fr.
M AkkÇHAHï), ^ofage, eus. (ViiyetFLEiMlEV).
MARÉCHAL (le) de poche, qni apprend comment il faut traiter un Cheval eu voyage, et quels sont les accidens ordinaires qui peuvent lui firriver en route , etc. , in-18 , avec figures. a i'r. 5o -c. MASCHERONL Géométrie du pompas, în-8. - 7 fi^ ,-.4^ PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE résolus de différentes manières , traduit de ritolicn , vol. in.8. i fr. MAUDRU. ELE^1ENS RAISONNES DE LA LANGUE RUSSE, ou principes généraux de laGcammaire appliqués i.à la Langue russe, a vol. in-S. * • *a fr- '^^T' IVout^eau Système de Leeture, % vol. in-8. et allas. % P ^*" .-' — ElUémens raisonnes de Lecture, h T usage des Ecoles pri'kntfkes , !»*8., $gnres. 1 fr. 5o c. ;ALiUDUIT. Ihttoébietion aux Seciioits coniifuet, pour sen» de suite aux Eiémens de Géométrie de M. Rivard, iu-8. 3 fr.
. (Et antres Ouvrages du mémo Autenr.) - * .' ^
MEMOIRE sur la Trigonométrie spbérique. et son application à la ooafeccion des Cartes marines et géograpbitjues, par ^n Officier de TÉut-MaJor de l'Armée dn Rhin. > fr.
MÉMOIRES de Tlnstitut de France. ( Collection complète ).
MILLOT. Tableau de l'Histoire romaine ; Ouvrage postb^dnie , orné de 48 figures qui en représentent les traiu les plus ih-
téressans, un vol. in-folio, papier velin , figures avant la lettre, cartonné. 36 fr.
MISSIESS Y, Vice-Amiral. Installation des ^aisseaux , in-^., figures. ai fr.
.— — Arrimage des f^disseauûr, in-4. » ^6* li fr.
MOLLET. GNOMOMQUE GRAPHIQUE, ou Méthode elénncmaft» de TRACER LES CADRANS SOLAIRES suc
3ir. a5c.
^APPLIC ATION DE L'ATS A LYSE A LA GÉOMÉTRIE, à l'usage de l'EooIe Polytechnique, in-4;, 4* ^<*' ï%?9' ï^^- ^oc-
— GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, Leçons données aux Ecoles Normales, nouv. édit., avec un SUPPLEMENT par M. Hachette^ in-4. 9 1811, 35 pi. * t5 fr.
*-— Le Supplément h la Géométrie descriptive, par M. Hachette , t vol. îb4*9 "^^^ " planches, se vend séparément* 6 fr. •'•^— Description de l^ Art de fabriquer les Canons j in-^,, û^^ ' ' a4 ff •
MONRO. Traité d'Ostcologie^ traduit de l'anglais, a vol. grand in-folio » cartonnés. 4^ ^^*
MOl^KOY. Architecture pratique, in'9, •. • 5 fr.
MON TEIRO-DA-ROCHA , Commandeur de TOrdre du Christ, Directeur de l'Observatoire de TUniversité de Coimbre, etc.
des Mathématiques ; les contestations ani se sont élevées entre les Mathématiciens, et les principaux traits de la vie dès plus célèbres. Nouvelle édition, considéraolcment augmentée, et prolongée jusqu'à l'époque actuelle , achevée et publiée par Jérôme de Lalande, 4 vol. in-4., ^^^^ %• ' - ^ f^*
r^E W'IX)N. Arithmétique universelle , traduite en français par M. Beaudeux , avec des Notes explicatives , a vol. in-4; >
14 planches. ' * 18 fr.
^--^Opuscula mathematica, 3 vol. in-4. * 3^ fr*
NIEUPORT. Mélanges Mathématiques , a vol. in-4. ^\ fr*
JYouvelle théorie des Parallèles , avec un Appendice contenant la manière de perfectionner la Théorie des ParaUèlcs ,
de A. M. Lcgendre,, in-8. . , . a fr.
ŒUVRES DE FRERET, de l'Académid des Inscriptions et^élles-Lettres , nouvelle édit., oii Ton a réuni tousses Oa*
vrages, ao vol. petit in-ia. ao fr.
ŒUVRES DE PLUTARQUE, traduites par M. Amiot^-avcc des Notes de MM. Brottier et Vauvillrcrs ; nouv. édit.,
revue, --' - ' ^ • ' ' ^' ' ' ^^ — ** ^i^--— -êr _ • ? « «. 'j.
figures PAJOT- PARISOT.
in-J., 1810. ' i5 fr.
PERSON. RECUEIL DE MÉCANIQUE et description des Machines relatives &• l'Agriculture et aux Ans, etc., i vol.
în-4. , avec 18 planches^ ♦ 10 fr.
POISSON, Membre àe rinstitut. Professeur de Matbématitraes h l'École^ PolyterlinîqQe et à la Faculté des Sciences de
Paris, et Membre adjoint du Bureau des Longitudes. TRAITÉ DE MÉCANIQUE, a vol. in-8. de plus de 5oo pages
chacun , avec 8 planches, 181 1. I9 ft»
(Ce Traité de Mécanique, le plus complet qui existe, a été adopté par l'Ecole Polytechnique pour l'instruction des Élèves. Il renferme, en ontre , ki aotîoûf de Statique élémentaire qu'on exige des Candidau qui se acstiueat pour ladite Ecole ou pour
POMMIÉS. MAIVUEL DE L'INGÉNIt^UR DU CAD^TJUE^aoD^^MmlfieQimaisMmM^tb^rffpiesécpmigtiMiitUM aux Géomhtcei'.to! dièfs.et à leur* cpIlabor^Ktin, pour fixéqutor U. leyé général du pkiif 4tb communes du HQvanme, conformément aux Instructions du Ministre des Fmances^ sur le Cadastre dcFfance {.précède d'un Traité de Itigonométric rectiliçne, par A. A. Reynaud, I. vol. in-4.,.*8o8. laTf.
P0ATALI8 iSs. Du deuoir deJtffUtàHtn; de bien considérer le caractère et le génie de clracme siècle , in*8. a fr,
POqLETrDELISLE, Professeur de Madiémaiiqhcs au Lycée à Orléans. APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GEOMETRIE, in-S., 1806. ^ 4fr.5o2.
-i- RECHERCHES ARITHMÉTIQUES , imd. dn latin de Gauss , m-4. ^ ,8 iv.
Précis d'une nout^elle Méthode pour réduire à de simples Procédés analytiques la démonstration des principauté Théorèmes de Géométrie , in*4* • ^ 3 fr«
PUISSAIST, Chef de BauiiJlnn.an Corps royal A^ Ingénienrs^Géographes, TRAITE DE GÉODÉSIE , on Exposition des Méthodes astronomiques et irigonomcU'iques , appliquées, soit à la mesure de la Terre, soit à la confection du canevas des Cartes et de!^ Plans, i vol. in-4- ♦ a*'cc 8 pfanches, i8o5. - 13 «
TRAITE DE TOPOGRAPHIE,!)' AH PEINT AGE ET DE KIVELLEMKNT, avec deux Supplémcns contenant
la théorie de la Projection des Caries , in-^. ; Ouvrage adopté par rUni>H^rsite, pour renseignement dans les Lycées. 16 fr. Les deux Suppicmens au Traité de lopographie, contenant ifi Théorie do la Pcioiectioa des Carfes; se vendent séparément, j ^_; *_!_■ t^.^j. - . 6 fr.
PLAKS, in-8., 1809, . ^ . . . 6fr.5oc.
—-TRAITÉ DE LA SPHÈRE ET DU CALENDRIER de RI VARD, 7» édition, augmentée des Notes ckM. Puissant
in-8. , 1816. , 4 fr!
PU JOIJLX. Z>conj^e P^rsiV/MC de l'Ecole Polytnch?iiqi<e,in'S. , 5 fr. 5otî
QUARTIER DE RÉDUCTION < nom^eau) à l^usage de4 Marins, augmenté d'une Instruction abc^éesur la manière
de s'en servir; grand Tableau in-4/ > ^^* ^^^" Çc^^^» i8i4* Prix de la douzaine en feuilles, 5 fr.
• EAMATlJEL«^tfct<^uena(/a/&, in-4* > Avec plancb« . i 3o f ri
• KAMOND, Membre de Tlnsiitut, etc. Mémoire sur la formule barométrique delà Mécanique céleste, et Tes disposition»
de l'atmosphère qui en modifient les propriétés , etc., in-4*f 181 1* la fr
RAYMOND. LËlTRE A M. VIU<OT£AU , touchant ses vues snr la possibilité et rutilitédime théorie exacte des principes
naturels de la Musique, etc. 4 fr.
«—.ESSAI SUR LA DÉTERMINATION de« bases physico-mathématiques de l'Art musical, etc., in-8. a fr.
REBOUL. I^Toles et Additions aux trois premières sections du Traité de Navigatiion de Beaout., ii^. 3 fr.
Jiecueil dé Tablés utites à Ik Ifauigation, Vaduic d« Tanglaiê de Norie, par Violaine, in^, i8i5. ofr!
. ÎO Ir.
, nouvelle édition. 1 gros vol. in-ia.' afr. Soc. COURS DE MATHÉMATIQUES, comprenant les Ouvrage» sucvans, qui se 1 vendent chacun séparûacntj savoir : .
ALGÈBRE , af section , in-8. , 1810. 5 fr
40. TRIGONOMÉTRIE ANALYTIQUE, précédée de la Théorie des Logarithmes, et suivie des TABLES DES LO- GARITHMES des Nombres et des Lignes trigooométriqnes de Lalaude, ietc. , iii-i8. 1 a fr. 5o c. 5^. Arithmétique à l'usage des Ingénieurs du Cadastre, iii-8. . 5 fr. 6*>- Manuel de l'Ingénieur du Cadastre^ par MM. Pommîés et Reynaud, in*-4* il fr. 9». TVfltté <i'^r;?«/»ltf^e de Lagrive, avec les Notes de Reynaud, in-8. ^ fr,
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ROSAZ. Élémens théoriaues et pratiques du Calcul des Changes étrangers, etc. , t vol. grand în-8. , i8oq. 6 f^.
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— LA LIJCINIADE, poème en ^ chants, snr PAlt des Accouchemens , in-ia. i fr. 5o c. SAINT-MARTIN. ECCE HOMO, vol. in-ia. 1 fr. 5o c. -r— LE NOUVEL HOMME. ( Nons ne ponvons nous lire que, dans Dieu Inî-méme, et nons comprendre que dans sa propie
splendeur. iTcce ^omo, page 19), vol. m-8.^ . 4 ^r.
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