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Mémoire sur la résistance des fluides avec la solution du problème balistique
En reproduisant aujourd’hui le Mémoire de Lambert sur la résistance des^uides, et la théorie du mouvement des projectiles, comme un document important pour servir à l’histoire de la balistique et comme un travail qui mérite encore detre consulté, malgré l’avancement de la science; il ne sera peut-être pas inutile (pour expliquer à
vr
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quelques-uns de nos lecteurs les tournures étrangères que l’on y remarque) que l’auteur, quoique : . né d’un père français, avait vu le jour et avait constamment vécu en Allemagne ; enfin qu’il n’a écrit . son Mémoire en français, pour l’insérer parmi ceux de l’Académie royale de Berlin, que pour se conformer au règlement qui régissait alors cette académie.
Nous ajouterons que nous avons cru devoir faire disparaître les plus choquantes de ces tournures étrangères, et principalement celles qui au- ■
raient rendu la lecture du Mémoire ou trop péni-
ble, ou même parfois inintelligible aux personnes qui ne connaissent pas l’allemand. On a été, toutefois, le plus sobre possible dans ces changements de rédaction, et on ne lésa faits d’ailleurs que lorsque l’on n’avaifcabsolument aucun doute sur la pensée de l’auteur. 1 ouïes les fois que 1 inter- . . prélation adoptée a paru pouvoir être contestée, on a mieux aimé laisser subsister 1 expression, en ajoutant une note, pour indiquer le sens dans le- -, quel on croit qu’il convient de l’entendre. -
PAR LAMBERT
§ 1. La théorie du mouvement des corps dans un milieu résistant est un de ces sujets dont la physique nous présente un grand nombre. Elle est d'une utilité manifeste, puisque la perfection de l’art de jeter les bombes en dépend. Elle est compliquée dans ses principes, puisque les milieux étant supposés fluides, il faudrait avoir égard au mouvement de chaque particule du fluide dont on cherche la résistance. Et si, eu ne considérant que la somme des particules , on parvient à découvrir une loi, sinon exacte à toute rigueur, du moins tolérable en ce qu’elle ne s’écarte pas considérablement de l’expérience , on est encore bien éloigné du but auquel on seproposede parvenir. Il s’agit d’y appliquer le calcul, afin d’en tirer des formules simples et facilement applicables : difficulté
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qu’il n’est pas si facile de surmonter. En outre, quand même on pourrait la vaincre, il s’agirait encore de vérifier , par des expériences, les conséquences et les règles que le calcul nous fournit. Car les principes, employés pour cet effet, n’étant vrais qu’à peu près ou en gros, on couçt risque que ce qu’on en déduit mathématiquement, ne s’éloigne encore davantage de la parfaite précision à laquelle il faudrait pouvoir parvenir.
§ 2. Je ne retracerai pas ici l’histoire de ce qu’on afait à cet égard. On saitqu’un corps pesant, projeté obliquement dans un espace vide d’air, avec une vitesse quelconque, parcourt une parabole, et qu’il affecte, pour ainsi dire, de parcourir cette courbe dans l’air même, dès qu’il ne se meut pas avec une très-grande vitesse, et que sa gravité spécifique surpasse celle de l’air plusieurs centaines de fois. En effet, vu le peu de densité de l’air, il est aisé d’en conclure , que la résistance ne saurait être fort grande dans ces cas. Mais comme cette résistance s’augmente en raison du carré de la vitesse , ou peut-être dans un rapport plus grand encore , elle devient très-grande dans le cas où la vitesse égale celle des bombes et des boulets de canon. De là vient que les règles qu’on donne pour les jets paraboliques, ne sont d’aucun usage pour l’artillerie , et que , si elles ont quelque élégance , on ne peut les considérer que comme des propriétés remarquables des paraboles. 11 est certainement dommage qu’on ne puisse les y employer, et qu’il faille y substituer des formules, qui n’offrent que des quantités logarithmiques , circulaires ou transcendantes , telles que l’on est obligé de s’estimer heureux, quand on peut parvenir à les exprimer par de
suites infinies, quelque peu convergentes. On peut juger des difficultés que l’on rencontre dans ces recherches , quand on sait que Newton , après avoir donné les principes et les règles pour les cas les plus simples , a renoncé à la solution du problème principal ; que feu Jean Bernoulli n’a donné cette solution que sous la condition de concetsis quadraturis ; et que M. Euler, au lieu de présenter des formules intégrales, s’est contenté d’une approximation , en substituant des lignes droites aux petites parties de l’arc que la bombe parcourt, remplaçant ainsi la véritable courbe par une espèce de polygone , dont on peut déterminer la longueur et la position de chaque côté , du moins à très-peu près.
§ 3. A ces difficultés qu’offre le calcul , se joignent celles qu’on rencontre dans l’établissement des principes et dans la manière de les examiner par des expériences. On est assez généralement d’accord pour admettre que la résistance est proportionnelle au carré des vitesses ; mais on ne l’est pas de même sur la question de savoir s’il faut prendre le carré double ou simple, et si pour les grandes vitesses, il ne faut pas encore y joindre le rapport du cube , du bi-carré , ou de quelques puissances plus élevées de la vitesse. S’il était facile de faire et de varier les expériences de toutes les façons qu’on pourrait souhaiter , cette difficulté serait bientôt levée. On n’aurait qu’à exprimer l’effet de la résistance par une suite , qui procédât suivant toutes les puissances de la vitesse, et à en déterminer les coefficients ; par ce moyen, on aurait cet effet tel qu’il est dû à l’ensemble des causes qui peuvent y concouru’, et il ne resterait plus à surmonter que les difficultés et les embarras du calcul.
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§ ô. Mais ces sortes d’expériences ne sont nullement faciles à faire. On a fait tomber des boules et des vessies fort légères du haut dîune tour, et observé le temps de la chute. Ce temps et la hauteur étant donnés, ainsi que le volume et le poids de la boule, on en a déduit le coefficient , qui divise ou multiplie le carré de la vitesse. Mais cette vitesse n’étant pas fort grande , on reste en doute de savoir si pour des vitesses plus considérables, ce seul coefficient suffit Les expériences faites à Saint- Pétersbourg ne décident point cette question ; dans ces expériences, on a tiré à différentes charges un boulet de canon disposé verticalement , et l’on a compté les secondes de temps , que le boulet employait à monter et à descendre. Ce temps ne pouvait donner tout au plus que la vitesse initiale ; encore pour la trouver , fallut-il supposer, que la résistance de l’air suit le carré des vitesses. Si l'on avait pu observer séparément le temps de la montée, celui de la chute et la hauteur à laquelle le boulet parvenait, il y aurait eu moyen de vérifier, si le carré de la vitesse suffit, ou bien s’il faut employer le cube, le bi-carré, etc. Peut-être pourrait-on refaire cette expérience , en élevant un mortier verticalement , et ne le chargeant que d’un boulet de bois ou d’une autre matière fort légère , sur laquelle la résistance de l’air eût plus de prise. Mais l’expérience qui fut faite ici le 15 juin de l’année passée aurait beaucoup plus d’avantage , si elle était refaite avec plus de soin, et si l’on arrangeait d’avance les préparatifs qu'elle exige. Comme, par son moyen, l’on peut déterminerautantde points que l’on veut, de la courbe parcourue par la bombe, il serait ensuite facile d’en déduire le temps et la vitesse pour chaque point de cette courbe. Il serait même possible de faire en sorte qu’un
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certain nombre de ces expériences étant faites, on en pflt immédiatement déduire des tables à l’usage des bombardiers. Car chaque courbe déterminée de cette façon tiendrait lieu de toutes celles où la bombe , sous un moindre angle d’élévation, aurait eu un degré déterminé de vitesse.
§ 5. Ces remarques préliminaires font voir, à peu près , où nous en sommes , et qu’il n’est pas si hors de propos de reprendre , depuis les premiers commencements, la théorie dont il est ici question. Une autre raison encore me détermine à le faire; c’est qu’en employant les m6mes lettres dans tous les calculs que je vais exposer, on se trouvera mieux en état de faire la comparaison des différents cas que cette théorie présente et de voir jusqu’où ceux qui sont plus compliqués peuvent se réduire aux plus simples. Je tâcherai de rendre cette comparaison plus facile en ne me bornant pas simplement à donner des formules algébriques , mais en les traduisant, en outre, en langage ordinaire, toutes les fois qu’elles auront quelque élégance susceptible d’une semblable traduction, ou que je pourrai les raccourcir et les simplilier jusqu’à leur donner cette élégance.
§ 6. Soit donc AB (fig. 1") une ligne droite , suivant laquelle se meuve un corps sphérique. Soit G la vitesse initiale en A ; supposons que le corps au bout du temps = t soit parvenu en P, et que la vitesse qui lui reste à ce moment soit = c ; représentons enfin par x l’espace parcouru AP. La vitesse en P étant = c, le corps pourrait parcourir dans un temps infiniment petit dr, l’espace P< 7 . Mais comme il est retardé par la résistance du milieu, il ne parcourt en effet que l’espace P y, qui sera par
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conséquent == dx. Or , l’effet de la retardation , qui est — pif — ddx , est proportionnel au carré de la vitesse. Car, pour aller du plus simple au plus composé, je m’en tiendrai à cette hypothèse , dans les premiers calculs que je vais proposer. Nous aurons donc — ddx go cc, et pour réduire cette analogie en une égalité , nous introduirons un coefficient a , tel que l’on ait
— ddx = ccdr 1 : a.
-ici rtiin; * i * i : . ..
§ 7. Je remarquerai d’abord que cette équation se réduit à des nombres absolus, quand on fixe les unités auxquelles les lettres x, c, r, se rapportent. J’exprimerai donc le temps r en secondes , les espaces parcourus x en pieds du Rhin ( 0“, 313,854 ) , et les vitesses e par les espaces qu’un corps mû uniformément avec ces vitesses pourrait parcourir en nne minute de temps. Cela posé , il s’ensuit que la lettre a représentera une ligne droite , et que par là même elle pourra être comparée avec le diamètre du corps dont il s’agit de calculer le mouvement La suite du calcul nous donnera lieu de la représenter encore de diverses autres façons.
§ 8. Reprenons donc l’équation
— ddx = ccdr* ; a,
nous pourrons exprimer l’espace ddx d’une manière différente en remarquant que l’on a_
-im i.b >,• : : tà V. I:
dx — edr,
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et partant
ddx = dcdr ;
substituant, nous avons
— de . dr — ccdr 1 : a,
ou bien
de dr
ce a ’
d’où l’on tire l’intégrale
La constante a : G est telle que *■ soit = 0 , lorsque c — G.
§ 9. Cette formule qui exprime la relation entre le temps et la vitesse, nous fait voir que cette relation est simplement réciproque , et que quand même la vitesse initiale G serait infinie, il ne faudrait qu’un temps fini a : c = r, pour qu’elle devînt aussi petite que l’on voudrait On voit donc, ainsi que nous l’avons remarqué précédemment, que la résistanse du milieu n'est nullement une chose dont on puisse faire abstraction , sans s’assurer préalablement de la quantité de son effet.
§ 10. L’équalion trouvée
de Ut
ce a
se change sans pciuc en
de cd t dv
ce qui donne l’intégrale
Cette formule, qui exprime la relation entre la vitesse et l’espace parcouru, fait voir que la vitesse décroît en progression géométrique, lorsque l’espace parcouru croît en progression arithmétique. On aurait pu commencer le calcul par cette considération ; car le corps parcourant l’espace dx rencontre constamment le même nombre d’obstacles , quand on suppose cet espace partout égal ou constant; et chaque obstacle lui ôte d’autant plus de sa vitesse, que cette vitesse est plus grande. On déduit également cette proportion des formules qu’on donne pour le choc des corps, quand on considère le fluide ou le milieu résistant comme un assemblage de petits globules, ainsi que l’a fait M. Jean Bernoulli, dans sa Dissertation sur le mouvement, etc.
§ 11, Il nous reste encore à trouver la relation entre le temps et l’espace parcouru. Elle se déduit aisément des deux formules intégrales trouvées :
Car la première donne
d’où l’on tire et
eu prenant
§ 12. Il serait à souhaiter qu’on pût imaginer des expériences propres à vérifier les formules que uous vc-
nous de trouver. Elles ne renferment d’autre indéterminée que la lettre a , qui divise le carré des vitesses dans les formules différentielles, et qui, dans la formule intégrale, devient encore significative d’une autre façon. Car dans celle du § 8 :
elle désigne la vitesse , que le corps , après avoir commencé à se mouvoir avec une vitesse infinie , conserve encore après la première seconde de temps. Au contraire dans la formule du § 10 :
la lettre a dénote la sous-tangente de la logarithmique, dont les ordonnées représentent la vitesse du corps pour chaque point de l’espace parcouru. Dans ce cas, cette lettre est la mesure absolue de la force de la résistance, puisqu’elle exprime l’espace que le corps pourrait parcourir, si la vitesse continuait de décroître dans chaque petit espace dx de la même quantité , dont elle a diminué dans le premier espace dx.
§13. Mais, comme le mouvement horizontal rectiligne s’altère subitement par la pesanteur, il n’y a pas moyen de s’en tenir à ces formules ; toutefois en introduisant dans le calcul l’action de la gravité , il s’agit d’abord d’en trouver d’autres pour le cas où le corps
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monte ou tombe suivant une ligne verticale. Ce ca6 est encore assez simple, parce que le mouvement restant rectiligne, on évite l’embarras qui naît du changement de direction qui a lieu continuellement dans le mouvement oblique. Je vais donc examiner ce cas et le faire de sorte qu’on puisse parvenir à le comparer avec le précédent, et à définir la valeur de la lettre a par une espèce de théorie aussi bien que par des expériences.
§ 14. Soit donc la verticale AB ( flg. 2) ; nous supposerons que le corps commence à tomber en A , et qu’après r secondes de temps, il se trouve en P, de sorte que l’espace parcouru soit AP = x. Soit c, la vitesse en P. Cette vitesse croîtra par l’action de la gravité , et diminuera, au contraire, par la résistance du milieu. Il s’agit d’évaluer l’un et l’autre de ces deux effets pendant le temps dr, dans lequel le corps continue de tomber par le petit espace P p = dx. Je remarquerai, en conséquence, que l’effet de résistance se détermine par la formule du § 10
de dx
car on a de — cdx : a. Au contraire l’effet de la gravité se trouve , en cherchant la hauteur par laquelle un corps doit tomber dans le vide pour acquérir la vitesse c, nommant donc f g l’espace de la chute d’un corps , qui répond à une seconde de temps , la lettre g sera de 31 | pieds du Rhin (9”,8079) (1) dans le vide; mais.
(1) La valeur de y, à la latitude de Paris, est de 9“, 80879.
dans un fluide, il faudra la diminuer dans le môme rapport que le poids du corps y diminue. Or , les lois de la gravité nous fournissent la formule
c = va 9i >
d’où l’on lire la différentielle
de — gdt ; \mjI,
ou bien
posons donc
= dx.
on aura l’effet ou l’accélération duc à la gravité
Et, eu soustrayant de cet effet celui qui est dû à la résistance, on aura l’accroissement de la vitesse
cdx
ce qui donne
cdc dx
ga — cc a ’
et partant l’intégrale
D’où l’on voit, que c ne saurait devenir plus grand que la racine carrée de ag, et que , par conséquent , cette racine n’est autre chose que la vitesse terminale, celle à laquelle le corps pourrait parvenir, si la chute se continuait à l’infini.
Nous nommerons cette vitesse C , et l’on voit qu’elle est la moyenne proportionnelle entre g et a.
§ 15. En reprenant l’équation
dx cdc
a ag — cc’
nous la transformerons en
de dx dr
ag — cc ac a
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ce qui donne l’intégrale
ou bien
= log
\'ag -j- c \jag — c
d’où l’on tire réciproquement
e iTC :a — i
§ 16. Égalant enfin cette quantité à celle que nous avons trouvée ci-dessus (§ 14) ,
nous en tirerons
e rC : a — e * : ° -j- y , e îi : a — 1 ,
et réciproquement
ae m ! • — c rC : 0 * 4 " *" ' *•
§ 17. Voilà donc toutes les formules dont on pourra avoir besoin pour déterminer le temps ou l’espace, ou la vitesse d’un corps qui tombe dans un milieu résistant. Pour trouver des formules applicables aux cas où le corps est lancé verticalement de bas en haut, il suffira de remarquer que, dans ces cas, la gravité et la résistance contribuent l’une et l’autre à diminuer la vitesse.
En revenant donc à ces deux effets déterminés dans le § 14 > il suffira de les faire l’un et l’autre soustractifs , et nous aurons en accentuant la lettre c.
,, __ gdx c'dx ~c‘ a
Mais, avant que de passer à l’intégration de cette équation , nous la comparerons à celle que nous avions trouvée pour la descente (§ 14) , et qui est
^ gdx cdx
Ces deux équations se transforment facilement dans les deux suivantes :
acdc = agdx — ccdx , ac'dc' — agdx -f- c'c'dx ;
donc, en soustrayant l’une de l’autre, on aura ac'dc' — ocdc = (cV -f- cc)dx.
et partant
dx c'dc' — cdc
a c'c -}- cc
Équation , qui exprime la hanteur x par les deux vitesses c, c, qui lui répondent : elle ne semble pas fitre intégrable. Mais nous allons d’abord voir qu’on peut lui substituer la suivante :
dx _ c'dc' cdc
a c'c' cc'
§ 18. Eeprenons pour cet effet les deux équations
. , qdx , c‘dx
de — —, ,
^ qdx cdx
nous en tirerons aisément
dx cdc c' dc'
a cuj — cc ag -j- c'c’’
et partant
agede -J- c'c'cdc = agc'dc — ccc dc' ,
ce qui donne
c'ccdc ccc dc = ag(cdc‘ — cdc) ; d’où l’on déduit l’intégrale
c’c'cc = agc c' — agcc, agcc
ag — cc
agcc'
CC — - i , , •
ag + ce
Ces équations font voir que la vitesse du corps en montant étant donnée, on trouve immédiatement la vitesse qu’il a en retombant au même point de la hauteur P. Soit AD (/tg. 3) la vitesse terminale C (§ 14) ; AB, la vitesse en montant; la perpendiculaire AE du triangle rectaugle DAB sera la vitesse en descendant.
§ 19. L’équation trouvée
c'c'cc = agc':' — agcc
se change en
ag cc c e ’
d’où l’on tire la différentielle
de de’
ecc c'c'c’’
ou bien
ccc'dc' cc'cdc
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Or, en ajoutant de part et d'autre c'dc ' — cdc, on obtient (1)
c'dc' — cdc — c'dc' -f-
c i ddc’ c'c’cdc
c‘c‘ TT
— cdc,
ce qui donne
c’dc' cdc c'dc’ — cdc
c'c’ cc c’c ' — cc
dx
d’où l’on tire
dx de' de
§ 20. Cette formule est assez remarquable en ce qu’elle nous met en état de comparer le mouvement vertical d’un corps avec son mouvement horizontal , car la vitesse initiale c est à la vitesse qu’il a en retombant, dans le môme rapport que si le corps, dans le même milieu résistant, avait parcouru la droite AP = x (§ 10). On en tire facilement la conséquence que, dans le cas, où le corps monte et retombe, l’action de la gravité ne fftit que redoubler le chemin parcouru et changer la direction du mouvement.
§ 21. Mais revenons maintenant à l’équation différentielle
c'dx
. . ... — — — — — -rcr-
(1) Il faut retrancher de part et d’autre la quantité c'dd — cdc ou bien : ajouter de part et d’autre cdc — - detd.
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que nous avons trouvée (§ 17) pour le cas où le corps monte. Elle se transforme en
c'dc' dx
ag -)- c'c' « '
d’où nous tirons l’intégrale
ax , ag 4- c'c'
— — log H ,
a ag
et réciproquement
§ 22. Or, nous avions, (§ li) pour la chute,
donc on a
x ; a = log-,
li>
tout comme dans le paragraphe 19.
§ 23. La même équation
ddd ‘ dx
ag + dd a
nous donne
dd
dx dr
ag -)- dd da a *
dont l'intégrale est
tC . d
— = arctang -,
et réciproquement
d rC
- = tang arc — .
§ 1 h. Après avoir trouvé le temps de la montée et celui do la descente , proposons-nous d’en exprimer la somme de la manière la plus simple possible, par la vitesse d, avec laquelle le corps commence à monter. Faisons d’abord la tangente
- = cot 20,
ou bien
tang a*,
et l’équation du (§ 18 )
C Cdd
CC — GG + de' '
étant changée en
cc dd ; CC
CC i -|- dd C CC
se transformera en
ce _ cot 30 * CC eoséc 20*
= cos 20* ;
d’où l'on tire
- sa COS 2*.
Mais le temps de la descente est (§ 15) a K i — d : C ’
ce qui donne
3rC . 1 cos 3 “
I » I WJ J» . „
log !— = log COt a * ,
a ° 1 — cos 2 * °
et partaut
rC
a = log cot*.
Au contraire, le temps de la montée étant (§ 23)
rC d
— = arc tang - ,
nous aurons, en posant * = 3,1415926
par conséquent, la somme de l’un et de l’autre temps étant exprimée par T , on aura
T — (î* — 2* -f-logcot •) p,
Ca
Il est presque superflu d’avertir que , dans cette formule, il faut prendre les logarithmes hyperboliques, et le rayou du cercle égal à l’unité.
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§ 25. Comparons encore le temps de la montée avec la hauteur à laquelle le corps parvient avant que de retomber. Pour cela nous avons (§§ 23-21)
d : C = tang arc — ,
d’où nous tirons
- = logsécarc— , a a
et, puisqu’on a (§§ 24-23)
d . . rC
= cot a* = tang arc — ,
ta O-
on aura
- = log coséc 3é(.
Donc le même arc 2», qui est tel que cot 2« = c’ : C, suffît pour trouver, d’une manière fort facile, et la hauteur x, et la somme des temps de la montée et de la descente , ou bien chacun séparément.
On trouvera facilement que, dans le triangle ADB (ftg. 3), cet arc 2» est l’angle B, et que, en même temps que l’on a 1
d J C — cot a*,
on a aussi
c ; d = sin 2 * et e ; C === cbsi«, • :
puisqu’eu faisant
AD = C
AB = d,
on a
AE = c (§ 18).
§ 26. Nous allons maintenant déterminer la valeur de la lettre a, que nous avons employée dans tout le calcul , et que nous emploierons encore dans les suivants. La remarque que nous avons faite au paragraphe IA , que la vitesse terminale d’un corps tombant est la racine carrée de ag , ou qu’on a
ag = CC,
nous met en état de comparer cette vitesse et la résistance qui lui est due avec l’action de la gravité, action représentée par la lettre g, qui exprime la vitesse qu’un corps tombant dans le vide acquerrait dans la première seconde de temps, si sa gravité était égale à celle qu’il a, lorsqu'il est plongé dans le fluide (§ l/j). Il est clair que si la vitesse terminale C pouvait être trouvée immédiatement par des eipéricnces, on n’aurait qu’à diviser son carré CC par g, et l’on trouverait la valeur de la lettrea , sansavoir besoin d’entrer dans d’autres recherches. Mais comme un corps tombant n’acquiert cette vitesse que lorsqu’il tombe d’une hauteur infinie dans le même milieu , l’expérience dont il s’agît n’est pas faisable. Cependant, quand on connaît à peu près cette vitesse, il ne serait pas impossible de lancer le corps de haut en bas, avec une force qui lui donnât dès l’abord une vitesse à peu près égale, et il est clair que le corps, en continuant de tomber, s’approcherait davantage encore de la vitesse C, que l’on cherche.
§ 27. Mais nous pourrons nous y prendre de diverses «utres manières. Je remarque, en conséquence, que le temps et le lieu ne changeant rien dans les choses , la résistance et son effet restent les mêmes , soit que ce soit le corps qui se meuve dans le milieu résistant, soit que le milieu lui-même se meuve contre le corps en repos ; il est clair qu’en employant une certaine force, ou pourra retenir le corps de manière à ce que le mouvement du milieu ne l’entraîne point, et qu’il y aura un équilibre tel que , pour peu qu’on relâche de cette force , le corps commencera à être entraîné. En substituant à cette force un poids qui lui soit égal , nous pourrons estimer l’effort du fluide par celui de la pesanteur.
§ 28. Afin de rendre cette comparaison moins compliquée, nous supposerons la vitesse du fluide, ou du milieu résistant, égale à celle que le corps acquerrait en tombant dans le milieu d’une hauteur infinie. Cette vitesse est telle , que si le corps est poussé en bas avec une force qui la lui procure, elle n’est ni augmentée par l’action de la gravité, ni diminuée par la résistance du milieu dans lequel le corps tombe, et que, par conséquent, l’action de la gravité est parfaitement égale à celle de la résistance.
§ 29. Soit maintenant CDE ( fi g. 4) un tuyau recourbé et ouvert en C et E, de sorte que l’une et l’autre ouverture soient égales.
Supposons que par le canal AB il tombe continuellement une colonne d’eau , ou du fluide résistant, sur l'ouverture C, on sait qu’elle remplira le tuyau CDE jusqu’à la hauteur E, qui est de niveau avec B. La colouneBC,
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en tombant, acquiert une vitesse que nons appellerons C,
et qui répond à la hauteur BC, en sorte que BC =
Or, quel que soit l’effort dû à cette vitesse , il est clair que le simple poids de la colonne DE y maintient l’équilibre. Cet équilibre aura lieu de quelque manière que le poids soit appliqué. Il suffit que sa réaction soit directement opposée à l’action de la colonne BC, ou que, si elle ne l'est pas, ou ne l’est pas tout à fait, on en tienne compte.
§ 30. Supposons donc un levier horizontal appuyé sur P, et chargé des deux cylindres égaux CD, le levier restera en équilibre. Qu’il tombe maintenant sur C une colonne d’eau, ou du fluide résistaut, ni plus ni moins large que ne l’est le cylindre , il est clair que , pour ne point voir l’équilibre détruit, il faudra contrebalancer l’action de cette colonne par un poids E, et ce poids sera égal à celui de toute la colonne B , en tant que sa hauteur est CB et la base égale à celle du cylindre C.
§ 31. Mais si , au lieu du cylindre C , on avait placé en C une boule , l’action de la colonne BC y aurait eu moins de prise , puisque la boule l’aurait fendue plus facilement. La théorie de la percussion oblique nous fait voir que , dans ce cas, le poids E qui contrebalance l’action de la colonne BC se réduit à la moitié, et que, par conséquent, il est égal à celui de la colonne CF , dont la hauteur est = | BC , et la base égale à la surface du grand cercle de la boule.
§ 32. Voilà donc l’action du fluide comparée à celle de la gravité. Nous avons vu , ci-dessus , que l’une et J’autre
sont épies dans le cas Où la vitesse du fluide en G est la même que celle que le corps acquerrait dans ce fluide en tombant d’une hauteur inlinie , si son poids ou sa gravité n’était point diminuée par celle du fluide. Si donc cette vitesse est == G, et qu’on fasse y = 31 \ pieds du Rhin (9 m ,8079) (1) , c’est-à-dire épi à la gravité absolue du
corps, la hauteur de la colonne CB sera = , et
partant, CF = ££ = £(§26).
De la sorte, une colonne de fluide, dont la hauteur est £ , et la base égale à la surface du grand cercle de la
boule qui s’y meut; cette colonne, dis-je, est du même poids que la boule. Or, ce poids étant donné, nous pourrons nous en servir pour déterminer la valeur de a.
§ 33. Soit P le poids de la boule, P : D celui d’un globe du fluide d’un égal volume, la densité ou gravité spécifique du globe étant posée D est plus grande que celle du fluide. Soit, en outre, le demi-diamètre de la boule=r, nous aurons le poids d’un cylindre du fluide circonscrit à la boule =3 P : 2 D. Le nombre de ces cylindres dans la colonne J a fera = a : 8 r ; par conséquent leur poids = 3aP : 46 Dr. Or, ce poids étant égal à celui de la boule , nous aurons
3aP *. i6rD = P ;
d’où l’on tire la valeur de la lettre
a — ~rD.
(4) Voir là note du g 1 4: w * ' ■ —
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Cette valeur se définit donc en chaque cas par le demidiamètre de la boule , et par le rapport de la gravité spécifique de la boule et du fluide.
§ 34. Cependant, comme il est ordinairement plus aisé de connaître le poids de la boule que sa gravité spécifique, bien que celle-ci puisse s’en déduire, dès que l’on connaît le diamètre , afin d’abréger ce calcul , nous déterminerons en nombres absolus le poids d’une boule d’eau du môme diamètre. Supposons donc qu’un pied cubique d’eau, mesure de Paris, pèse 70 livres poids de marc ( qu’un décimètre cube d’eau pèse 1 kilogramme) , le pied cubique, mesure du Rhin (un cube de 0 m , 313854 de côté), dont nous nous servirons dans ce discours, ne pèsera que 63 ^ liv. (31 k ,083). Si donc nous prenons pour base une boule d’eau , dont le diamètre soit d’un pied de Rhin, ces63 -J livres seront encore diminuées dans le rapport de 21 à 11. De là nous aurons le poids de cette boule
= 63j = 33t livres, poids de marc (16 k ,281). Si
donc le poids et le diamètre d’une boule quelconque sont donnés, on la réduira aisément à une boule dont le diamètre serait d’un pied du Rhin , et on en trouvera le poids en observant qu’il faut l’augmenter ou le diminuer en raison du cube des diamètres. Ce poids ainsi trouvé, on le comparera avec les 33 i livres (10 k ,281 ) , que pèse une boule d’eau d’un diamètre égal à un pied du Rhin , et l’on trouvera par là le rapport entre la gravité spécifique de la boule et celle de l’eau. Or, le rapport de la gravité de l’eau à celle des autres fluides étant connu, on changera ce rapport de la boule solide à la boule d’eau dans celui de la boule solide à celle de tel fluide que l’on
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voudra. Nous pourrions ainsi trouver une règle analogue pour l’air, si sa densité n’était pas extrêmement variable. Communément on regarde l'air comme environ 850 fois plus léger que l’eau. Ce rapport réduirait le poids d’une boule d’air, dont le diamètre serait " < 33 i 2
d’un pied de Rhin à — - liv. ou — - liv. ,
Il y a cependant des cas où l’air est plus pesant, comine il y en a nombre d’autres où il est plus léger que ce rapport ne le donne. De la table des hauteurs barométriques répondant aux élévations au-dessus de la mer, que j’ai donnée dans le Traité des propriétés re~ marquablcs de la roule de la lumière par les airs , etc., et qui est tirée immédiatement des observations faites sur les Pyrénées, il résulte que depuis la surface de la mer, où le baromètre est de 28 pouces de Paris (0 m ,760), il faut s’élever de 73 -J- toises (142 m ,9), pour que le baromètre s’abaisse d’un demi-pouce (0 ,n ,01354). Or, ces 73 * toises font 10,500 demi-pouces, et partant, le vifargent est 10,569 fois plus pesant que l’air. Divisant donc le nombre par 14, nous aurons 754 pour le rapport entre la gravité spécilique de l’eau et celle de Pair (1) , ce qui
fl) Il y aurait plusieurs choses à dire sur ce calcul de la densité de Pair à la surface de la mer, d’après la variation de hauteur du baromètre en s’élevant à une hauteur donnée dans l’atmosphère. Nous ne ferous que les indiquer. 1° Lambert suppose que la pression de Pair ne dépend que de sou poids ; 2° il suppose sa densité uniforme sur toute la iiau-
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fait voir que l’air est quelquefois plus dense que ne le donne le rapport dont nous avons parlé au commencement de ce paragraphe. Mais il y a plus : il pourra être plus dense par une autre raison encore , car la densité trouvée répond à la hauteur du baromètre de 28 pouces (0 m ,760). Or, cette hauteur peut aller jusqu’à 29 pouces (0 m ,785) , et même au delà. Ceci diminue encore le nombre 754, en raison de 29 à 28 (ou de 785 à 760) , de sorte que l’eau ne sera que 728 fois plus pesante que l’air comprimé par une colonne de 29 pouces de mercure (1). Ensuite je remarquerai que les observations dont je tire ce résultat, ont été faites aux mois de février et de mars, et dans un climat qui approche celui de l’Italie, de sorte que le thermomètre n’y aura été que fort peu au-dessous de la tem-
teur de 73* j (143 m ), puisqu’il regarde le chiffre 154 auquel il arrive, comme exprimant la densité de l’air au bas de cette hauteur; 3° il attribue une valeur trop forte à la densité du mercure, qui n’est que de 13,558 à la température de 0 degré, laquelle ainsi qu’on le voit plus loin, est inférieure à celle des observations. Cette erreur lui fait trouver une densité trop forte aussi pour l’air atmosphérique.
(1) Ces évaluations vagues se ressentent de l’état peu avancé de la physique au milieu du xviu* siècle. Au temps de Lambert on n’avait encore aucune donnée exacte sur le coefficient de la dilatation des gaz par la chaleur, et par conséquent sur l'influence de la température sur leur densité. Aujourd’hui rien ne serait plus aisé que de calculer la densité D de l’air à une température voulue t, en la supposant connue et égale à D', à toute autre température t', ou réciproquement de calculer cette dernière en supposant la première connue, en négligeant toutefois l’influence de la température sur l’état de saturation de l’air
pérature (1). Ce qui fait que , dans les climats plus froids, le nombre 728 devra encore être diminué d’un 12« ou 10* parties (2), et par là il sera réduit à 650, de sorte que dans les pays du Nord , à la surface de la mer , et le baromètre étant à 20 pouces de Paris (0"*,785) , comme cela arrive pendant les plus grands froids, la pesanteur de l’eau n'excéderait que 650 fois celle de l’air.
§ 35. Au contraire , pendant l’été , et le baromètre n’étant qu’à 27 i pouces (0 ra ,744) de hauteur, le nombre 754 devra être augmenté dans le rapport de 27 j à 28 (ou de 744 à 760) , ce qui donne 782 ; et , en outre, d’une 10* partie par rapport à la chaleur, ce qui le change en
par la vapeur qui peut s’y trouver. Ou a en effet entre les 4 quantités D, D', t, ï, la relation
D î 4" OjOoS^ôt
D' i -j- o,oo
formule dans laquelle les températures t et é sont exprimées en degrés de l’échelle centrigrade, et doivent être pris avec le signe -f- au-dessus de 0°, et avec le signe — au-dessous. Soit t = -f- 15, t' = — 15, on aurait dans ces hypothèses
d’où D = o,8q3 , D',
(1) Le mot température n’avait évidemment pas, dans la pensée de Lambert, la signiûcation qu’on lui attribue aujourd’hui ; on pense qu’il signifiait ce que l’on entend ordinairement par les mots chaleur tempérée ou température ordinaire, température moyenne.
(2) Voir la note (2) du présent S.
860. Nous voyons de là que la variation de la densité de l’air peut aller depuis 650 jusqu’à 860. 11 est clair que ce changement influera assez considérablement sur la résistance que l’air oppose à des corps mus avec autant de vitesse que les boulets de canon et les bombes.
§ 36. Tout ceci ne regarde encore qne l’air tel qu’il est à la surface de la mer, et même indépendamment des variations qui peuvent résulter de l’humidité et des vapeurs dout l’air est toujours plus ou moins chargé. Voyons ce qui en sera pour des endroits plus élevés ; et pour avoir un nombre rond , prenons une élévation de 1000 toises (2000 mètres) au-dessus de la mer, en supposant que le baromètre à la mer reste à une hauteur moyenne de 28 pouces (0 m 760) , et que le thermomètre se trouve à la température (1).
A cette hauteur de 1000 toises (2000 mètres) , une variation d'uneligne (0 m ,0023) dans la hauteur du baromètre répond à une élévation de 16 f toises (Sl-jOôi), ou de 14170 lignes (14170 fois 0" n ,00226) ; de sorte quel’airyest 14170 fois plus léger que le vif-argent, et par conséquent
1M70 __ f 0 j s pj ug jgg er q ue j >eau . au ij eu q ue
sous les mêmes conditions, il n’était que 754 fois plus léger à la surface de la mer. On voit, par là , que pour déterminer exactement la valeur de la lettre a, il faut avoir égard à toutes les circonstances dont nous venons d’indiquer l’effet et l’influence , et qu’il est à propos de peser l’air, dans les cas où l’on veut s’assurer, à toute
(1) Voir la note (3) du § 54.
(2) Voir la note (1) du § 34.
rigueur, des effets de la résistance qu’il oppose aux corps qui s’y meuvent avec des vitesses considérables. Nous avons vu ci-dessus, que cette lettre exprime la valeur de la sous-tangente d’une logarithmique, dont les ordonnées représentent les vitesses et leur décroissement (§ 10, 19, 20) , et qu’ainsi elle est l’exposant (1) de la progression géométrique suivant laquelle ces vitesses décroissent. Je remarquerai encore, comme en passant, que feu M. Musschenbrock a donné une table des différentes pesanteurs de l’air, telles qu’elles avaient été observées par divers physiciens. On verra , par ce que je viens de dire , comment il est possible qu’il s’y trouve des résultats fort différents entre eux , et que quelques-unes des déterminations doivent être censées moins exactes que les autres.
§ 37. Je vais maintenant rapporter les expériences qui ont été faites à Londres sur la tour de l’église de Saint- Paul (2). M. Ilawksbèe, ayant fait faire des globes de verre creux, fort légers, les laissa tomber du haut de cette tour, et fit observer le temps de la chute. La hauteur était de 220 pieds de Londres (67 m ,052), ce qui revient à 213,6 pieds du Rhin , le baromètre se trouvait à 29^ de pouces, mesure de Londres (0 m ,75i), ce qui revient à 27 pouces h -J lignes , mesure de Paris;
(1) Le mot exposant employé par Lambert ne doit pas être pris dans la signification précise qu’il a aujourd’hui. On pourrait le rendre ici par le mot symbole, ou par ceux de terme général.
(2) Ces expériences sont de 1710. Elles sont déjà rapportées dans la 2° édition des Principes de la philosophie naturelle, de Neivton, qui lui aussi les a calculées pour comparer sa théorie à l’expérience.
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et enfin le thermomètre était 60 degrés au-dessus du terme de congélation, ce qui marque, généralement parlant, une chaleur d’été (1) ; et par l’une et l’autre raison nous pourrons nous en tenir à l’estimation du § 35, et supposer que pendant ces expériences l’air a été, ü trèspeu près, 850 fois plus léger que l’eau. Voici maintenant les expériences :
TEMPS
grains.
pouces.
secondes.
5 io
Les poids sont exprimés en grains, dont une once pèse A80 , ou une livre 7680 (2). Et M. Hawksbée observe que le temps de la chute est généralement trop grand d’environ ^ de seconde, à cause d’un inconvénient qu’il y avait en observant.
(1) Ces expériences, en effet, ont été faites le 9 juin 1710, et l’on peut très-bien admettre la température de 60°F au dessus du terme de la congélation, ou de 0 oc, ,ce qui répond à 33\3 C \ (2) Ici l’on pense que Lambert a commis une inad-
UÉMOlnE Sl’R LES ELUDES.
§ 38. Pour appliquer le calcul ù ces expériences , déterminons d'abord la \aleur de la lettre a, eu fonction du poids et du diamètre des boules. Soit le demi-diamètre = r , le rapport du diamètre à la circonférence = 1 ?r; celui de la pesanteur de l’air à celle de l’eau
= 1 : 850; elle poids d’un pied cubique d’eau, mesure du Rhin = 63 J liv. (le poids de 1 décimètre cube d’eau
= lkil.) ; le poids d’un pied cubique d’air sera = liv.
(le poids de 1 décimètre cube d’air sera = -—'=111,176647);
et le poids d’une boule d’air , dont le demi-diamètre est
d’un pied du Rhin sera = * l ~~^- = 0.3130 liv. (le
poids d’une houle d’air de 1 décimètre de rayon sera
* * 850 = kil.); et le demi-diaiuètre étant en
général = r pieds , le poids de la boule d’air sera = 0,313. rrr liv. (0,00493 r* kil., en prenant le décimètre pour unité linéaire).
g 39. Or par le § 33, le poids de la boule elle-même étant P, celui de la boule d’air d’un volume égal est = P : D ; d’où nous aurons
vertancc eu attribuant la valeur de 7,680 grains k la livre anglaise dont l’ouce vaut 480 grains; car cette livre (la livre troy) ne comporte que 12 onces et, partant, que 5,760 grains ; celte livre valant d’ailleurs 0 k ,3731 , cela donne pour poids de
1 grain 0"-, 647,743.
(ou
^ • D = o,5i5 . j- s (P k ; D = o,oo493u ï déchu.),
^ = ** • (o»3i5. » J ) (D — P k ; o,oo49Jr’),
„ 16 _ iG. P p
o o . g3g . rr ' ’ 1 rr •
a = -=-rD == — -j = 1081,8 -= , à 0,0147»’* 1 r* *
P étant exprimé en kilogrammes et r en décimètres.)
§ 40 . Mais on a ( § 14 )
CC = ag
9 = 5 i ! pieds du Rliiu (9", 8079) (1);
donc on aura
CC = 532, 6o5 . - = ^ 2 . , D,
rr 5
(ou bien , en prenant le décimètre pour unité de longueur et le kilogramme pour unité de poids,
C* = y ÿ-r.D= 523 ,o 88 rD=io 8 i, 8 ^= 10610, 18G.Î
D’où l’on voit , que la vitesse terminale est en raison réciproque du diamètre de la boule, et en raison directe de la racine carrée de son poids. Il convient de remar-
( 1 ) Voir la note de la page 11 .
quer qu’on faisant £ = 31 J pieds ( 9 m ,8079 ) , je laisse à cette quantité la valeur qu’elle aurait dans le vide. Il aurait fallu la diminuer dans le rapport de P : (D — 1). Mais les boules ayant été pesées dans l’air , c’est-à-dire dans le milieu résistant, cette diminution se trouve déjà dans la valeur de a, qui est = 17,043 P : rr (ou en mesures métriques 1081,8 ^ donc le produit ag = CC
est tel qu’il doit être (§§ là, 26). Pu reste le rapport P ; (I) — 1) ne différant que fort peu de l’unité, on voit bien que nous aurions pu en faire abstraction.
§ 41. Appliquons maintenant les rapports ainsi trouvés à la troisième expérience de M. Ilaivksbée, et nous au-
rons:l°lepoidsdelabouleP=^^=liv.-^-g liv. (P =
599 grains = 38 grammes, 8). 2° Le diamètre 2 r = 5,1 pouces de Londres (0 m ,1295) = pieds du Rhin ; enfin la hauteur de la chute = x = 213,6 pieds du Rhin (67 n, ,05). D’où nous trouvons i
= 50,678 pieds ,
CC — ag — 958,69 pieds carrés.
(La formule a = 1081,8 ^ du§ 39 donne « = 99,8847,
et la formule C* = 10610, 186 du §40devient98l9,19 qui donne C = 99,092).
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§ h' 2 . Ces données suffisent pour trouver le temps de la chute par la formule du § 16 .
>tC
car on aura
: 8 = e z : ° -j- \ c îx ■ a — i ;
(ou par les mesures métriques
ce qui fait que nous pourrons réduire cette équation à
gTC : o = ae * ; a.
d’où nous aurons
iG : a = log 2 + X : a; r = — 1 * 3 - -(-
Ci Ci
Mais on a
log a = 0,693,
d’où nous tirons T = 7 J secondes; mais l’expérience a donné pour ce temps 8 — i = 7 ^ secondes. Donc la différence n’est que de — seconde, c’est-à-dire si petite qu’elle n’a pu être observée (1).
( 1 ) En refaisant le calcul de r avec les valeurs de - et de c
trouvées précédemment par les mesures métriques, on a t= 7", àG au lieu de 7",75 que trouve Lambert; l'accord avec l’expérience n’est donc plus tout à fait aussi satisfaisant qu’il l’avait obtenu.
§ A3. Cel exemple est le seul que j’aie calculé ; on voit, parla table du § 37, que les cinq autres expériences ne sauraient donner des différences notables. Toutes les boules étaient à peu près d’un même diamètre, et la différence qui se trouvait entre leur poids répond au plus ou moins de temps que les boules employaient à tomber , puisque ce temps suivait à très-peu près le rapport des racines carrées du poids, en croissant ou décroissant en raison inverse de ces racines.
§ hh. M. Desaguliers a fait sur la même tour des expériences analogues aux précédentes en laissant tomber de la hauteur de 272 pieds de Londres (82 m ,90A) des vessies de porc, des boules de papier et des boules de verre, et observant le temps de la chute, il a répété les expériences faites avec les vessies et les boules de papier ; voici l’ensemble de ses résultats (1) :
(1) Les expériences de Desaguliers ont été faites en 1719, et sont rapportées dans la 3° édition originale du livre des Principes , etc., de Newton, ainsi que dans les transactions philosophiques de la société royale de Londres, u° 362.
DIASItlTRES
pouces.
GIO
Boules de \errc.
29 lu
§ 45. Je ne prendrai de ces expériences que la cinquième pour y appliquer le calcul. On voit que la durée de la chute y était très-considérable, et que l’expérience répétée s’accorde très-bien avec la première, ce qui fait voir que la vessie dont il s’agit était fort ronde et régu-
lière. Nous avons donc
21 ■ = — pieds du Rhin (o“,i3a) ,
P = ** vres (G*^ 21 ) •
JOOÜ
a; = 26a pieds du Rhin (82“,;)); d’où nous tirons
5,»i33 piedsx ; a == 5i . 34
ryA=x:«-f !og2==5l,24-fo,G9==5j,[)3r==:2l" ( 1 ).
Ce qui s’accorde, à | de seconde près, avec l’expérience répétée qui donne le temps de 21 La première le donne de 21 -, mais il semble que l’air a été plus pesant qu’il ne le fut dans les expériences de M. Jlmvksbéc , qui les fit pendant l’été et lorsque le baromètre était fort bas. J’ignore si M. Dcsagulicrs a observé le baromètre et le thermomètre, mais je suis fort porté à croire qu’il aurait trouvé l’état de l’air différent. En conséquence, j’ai encore calculé la septième de ces expérien-
(1) Eu appliquant à cet exemple la formule a =1,081, 8
du § 39, on trouve avec les valeurs métriques des données
a =15,913 décimètres; ^ = 52,098; r = 21", 26 ; ce qui est
exactement d’accord avec le résultat de l’expérience répétée, et se rapproche plus du résultat de la première expérience que ne fait le résultat du calcul de Lambert.
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ccs, el je trouve le temps de la descente de 0 — secondes (1). il. Dcsaguliers l’a observé la première fois de 7 J, la seconde de (3 ’ secondes. Le terme moyen est 6,8 secondes et surpasse le temps trouvé par le calcul d’une ± partie, au lieu que dans l’exemple précédent cette différence, qui est = 21 ~ — 21 = est d’une ^ partie. Quoi qu’il en soit, ces différences sont si petites qu’il ne vaut pas la peine de s’y arrêter, et nous avons tout lieu d’en conclure que la manière dont nous avons déterminé la valeur de la lettre a, s’accorde très-exactement avec les expériences, et qu’on peut s’en servir en toute sûreté, du moins pour tous les cas où la vitesse n’est pas fort considérable. Je vais , en conséquence, appliquer le calcul à un cas qui arrive très-souvent, et qui excite la curiosité même des personnes qui n’étudient ni la physique ni ccs sortes de calculs.
§ 46. On sait que la pluie tombe des nuées. Leur hauteur est assez variable, et il eu est de même de la grosseur des gouttes. Si donc on demande quelle est la vitesse de ces gouttes en arrivant à terre, et combien de
(1) Pour ce calcul il faut faire P= 1320 grains=0 k ,0855U2,
r = 2po, 55 = 0 d “, 647687; d’où 0 = 219,985; X - = 4,4754,
r=6"7 comme Lambert. Le calcul de l’expérience n° 6 ne conduit pas à un accord tout à fait aussi satisfaisant avec l’expérience, car ou a pour ce cas P =1800 grains = 0 k , 116594; r=2po,75=
G98486; d’où a = 258,628; - = 3,207 ; t = 6"31 au
lieu de 6", 50, ou de 6",75 données par l’observalion.
temps elles emploient à tomber : la question ne saurait se décider en nombres d’une manière absolue. Je rais donc prendre quelque terme moyen. Je ne donnerai à la hauteur des nuées que 5000 pieds (1569™, 27). Elles sont quelquefois plus basses, et particulièrement en hiver; mais aussi, en revanche, les trouve-t-on au-dessus des plus hautes montagnes , et la neige permanente au haut des Cordillières nous fait voir que les nuées peuvent s’élever au delà de 20,000 pieds (6277 m ) au-dessus de la mer. Quoi qu’il en soit, il y a encore une autre raison qui rend cette supposition superflue, c’est que le froid excessif qui règne dans les grandes hauteurs y change toujours les nuées en flocons de neige. En nous en tenant donc à la hauteur de 5000 pieds (1569 m ,27), je supposerai le diamètre d’une goutte de pluie égal à une ligne de pied du Rhin ( 0“,00218 ), et, en prenant un terme moyen , je supposerai la densité de l’air 850 fois plus petite que celle de l’eau. I)e là nous aurons
i(> ,, 85 o. îG ,
T rü = 28875 =* ,a ’ 74î
Ainsi la plus grande vitesse que celte goutte peut acquérir en tombant , n’est que 22 f pieds (6». 86) par seconde, et ne s’agrandit qu’en raison de la racine carrée du diamètre; de sorte que si le diamètre n’est que de f de ligne (0*, 000545) , cette vitesse sera encore de 11 pieds par seconde (3”, 45). Pour trouver maintenant le temps «le la chute nous aurons
ce qui donne
Ainsi une goutte de 1 ligne (Î^IS) de diamètre, en tombant de la hauteur de 5000 pieds (1569 mètres) emploiera 3'49' pour cette descente. En tombant uniformément avec la vitesse terminale de 22,18 pieds (6*, 36) par seconde, elle emploierait 225,4 secondes de temps ; et sans la résistance de l’air et tombant par la seule action de la gravité , elle ferait le chemin en 18 secondes de temps.
§ 47. Appliquons le même calcul à une dragée de fer del ligne, mesure du Rhin, (2 ra ®,18) de diamètre. Le fer est 7,645 fois plus pesant que l’eau ; et la valeur de la lettre a croît en raison de la pesanteur spécifique; en multipliant donc les 15,74 pieds (49 ,! ",413) que nous venons de trouver pour cette quantité dans le cas d’une goutte d’eau du même volume, par 7,645, nous aurons, pour cette dragée de fer.
(1) En refaisant tous ces calculs sur les mêmes données exprimées en mesures métriques, on a r= 0 d. ni. , 01 09 ; F) = 850;
a — — rD=49d.m.,413;C=09d.m.,61C>; x'~ =517,582; J a
t — ^ — {— log Nep 2 ^ y / 1 = 225”91 ou 3'4G*.
C = \ag = Ci ,54* (49 2 ' i ’'"i-»85)^
La plus grande vitesse que cette dragée peut acquérir en tombant dans un air 850 fois plus léger que l’eau , n’est donc que de 61 J pieds du Rhin (49 ,n | par seconde; et quand môme elle serait jetée horizontalement avec une vitesse infinie , cette vitesse diminuerait si rapidement, qu’au bout de la première seconde de temps elle ne serait plus que de 120 ’ pieds (37“ ~) par seconde, en continuant de décroître en raison réciproque du temps , de sorte qu’au bout de la deuxième seconde, elle serait réduite à moitié, etc. (g 9,12).
g 48. Il ne sera pas plus difficile d’appliquer ce calcul aux boules de savon. On sait qu’elles ne tombent presque point du tout. Supposons, par exemple, une goutte d’eau savonneuse de 2"“,18) de diamètre, étendue en une boule de deux pouces de diamètre. Par là son volume devient 24 * 13824 fois plus grand. Ce qui fait que
l’air renfermé dans la boule pèsera = 16 fois plus
que l’eau. Donc la pesanteur spécifique de toute la boule sera D = 77 .
Et le diamètre étant 2 p° = | pied (52 mm ,3) , on aura
T * TB
Et comme dans ce cas, on a g = — — . 31 J =-^-
(5'*°, 769), on aura CC = = ce qui donne, à
très-peu près, C = = 11 pouces ( 0”,-288 ) qui est la
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plus grande vitesse que la boule pourra acquérir en tombant.
§ 49. Après ces divers exemples , où la vitesse des corps tombants était peu considérable , j’en vais rapporter qjielques-uns où elle est beaucoup plus grande. M. Sulzer ayant vu les difficultés que MM. Bobins et Euler opposaient à l’hypothèse de la résistance exactement proportionnelle au carré des vitesses, entreprit d’examiner le résultat que donnent les calculs de M. Euler , par des expériences simplifiées au point qu’on pflt répondre de toutes les circonstances qui y influent, avantage dont ne jouissent pas celles de M. Bobins. Mais, sans m’arrêter ici ù cet examen , je me bornerai h rapporter les expériences de M. Sulzer, afin dé pouvoir ensuite y appliquer le calcul, et faire voir qu’on aurait pu en prédire les effets, en admettant simplement le principe de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse.
§ 50. M. Sulzer ayant adapté à la boîte d’un fusil à vent un tube de verre de près de 12 pieds (3”, 766) de longueur, le remplit de vif-argent, en sorte qu’en comprimant l’air renfermé dans la boîte, la hauteur de la colonne de mercure dans ce tube lui indiquât exactement le degré d’élasticité de cet air comprimé. II chargea ensuite le fusil d’une balle de plomb, dont le diamètre était de 3 | lignes du pied du Rhin (7 m,n ,992), et ayant donné au fusil une position verticale, il lâcha le coup, et observa le temps que la balle employait à monter et à descendre. Cette expérience fut répétée cinq fois pour différents degrés d’élasticité de l’air comprimé ; en voici les résultats tels qu’ils ont été observés :
Hauteur du mercure.
Pi. du Rh. Mèlr.
Temps de la numide et de la descente.
T = 12 ’ secondes
Je remarquerai d’abord, que pour avoir l’entier degré de l’élasticité de l’air comprimé, il faut ajouter à ccs colonnes de mercure le poids de l’atmosphère, ou la hauteur du baromètre, que nous pouvons supposer avoir été de 2,45 pieds du Rhin (0”, 769), parce que M. Sulzer me dit qu’il avait fait ces expériences à Berlin , au mois de juin , par un des plus beaux jours d’été. J’ajoute ces circonstances, parce qu’il en résulte aussi , que pour déterminer la résistance de l’air, nous pourrons nous en tenir (d’après le § 35) à une densité de l’air 850 fois moindre que celle de l’eau.
§ 51. Pour tirer parti de ces expériences, il faût avant toutes choses, déterminer la vitesse avec laquelle la balle a été tirée. Ce calcul demande encore d’autres données. M. Sulzer y a pourvu en nous donnant exactement les mesures qu’il a prises à cet effet.
Les voici toutes en pieds du Rhin et ses parties décimales. La capacité de la boîte = 0,00677 pieds cubes ( 0 dmc ,2093 ) = *; la base du canon = 0,000532 pieds
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carrés 00524) = p ; la longueur... = 2,5833 pieds ( 8 J -"',20 ) = y ; le diamètre de la balle == 0,02540 pieds (0 d, “, 0799072) = J' ; l’aire de son graud cercle = 0,000508 pieds carrés (0' lim i,005014) = ( .
Le rapport de la pesanteur spécifique du mercure à celle du plomb = 1,2378 = m (1). Enfin je poserai la hauteur du baromètre de 2,45 pieds (0 m ,769) = a.
§ 52. De là il suit que l’élasticité de l’air comprimé dans la boîte est égale à une colonne de mercure haute de ( f -)- a) pieds. Cette colonne étant changée en une colonne de plomh du même poids, la hauteur de celle-ci sera = (/"-(-a ) m pieds; d’où il suit qu’elle surpassait
ji"> if + A ) (2) fois le poids de la boule de plomb dont
le fusil était chargé, et qu’elle mit en mouvement par sa pression. Si donc la pression de la gravité est prise pour unité, la force accélératrice de l’air comprimé dans la
boîte sera = ^ (/"-f- a).
(1) Ce rapport est trop fort, car même en prenant 13,598 pour la densité du mercure (qui est celle qu’il a à 0°), et 11,352 seulement pour celle du plomb, on a m = 1,1978.
(2) Soit p la densité absolue dit plomb, puisque la hauteur de la colonne de plomb est a) m, son poids sera J ni 1 ( f -J- a ) mp ; le poids de la balle est d’ailleurs J *<î* p ; d’où l’on
voit que le rapport de ces deux quantités est en effet
§ 53. Cette force diminue en raison réciproque de l’espace. Supposons qu’elle ait poussé la balle dans le canon du fusil jusqu’à la distance = £, la densité de l’air comprimé dans la boite sera diminuée dans le rapport
r+Ts 5
et sa force accélératrice sera par conséquent réduite à
3 mf*
Or cette force doit non-seulement pousser la balle, mais encore tout le poids de l’air extérieur, qui, étant égal à
une colonne de mercure égale à x sera = ~^r , quantité constante dont la force accélératrice de l’air comprimé doit être diminuée. Elle n’agira donc efficacement qu’avec la quantité ou portion
3 mf* 3 wu
(1) Il s’est probablement glissé ici une faute dans l’impression du mémoire de Lambert ; car il est aisé de voir qu il faut
(2) Conséquemment à la note précédente il faut lire
{« + fit) * s '
§ 5A. Soit maintenant > la hauteur de laquelle un corps doit tomber dans le vide pour acquérir la vitesse que la balle a acquiert à la distauce de sorte que cette vitesse soit = y'7 , et nous aurons, par les lois de la mécanique,
^ _ 5«m ( /~ — (- a) dj
2*^ -J- 2jS <!£ -ü ’
d’où l’on tire l’intégrale pour toute la longueur du canon de fusil :
§ 55. Remarquons ici, en passant, que la hauteur ,, aussi bien que la différentielle d , peut devenir = 0. Dans ce dernier cas elle offre un maximum qui aura lieu lorsque
(1) Ici encore il paraît s’être glissé une faute dans l’impression du Mémoire de Lambert, car l'équation
. Zamff 4- a) amx
dt — O = r-H — 1 r; r-
2 *S -}- ’lS
donne simplement
résultat qui, mis sous la forme
veut dire que la longueur de maximum de vitesse est telle que
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ce qui veut dire que la vitesse de la boule croîtra jusqu’à cequ’on donne au canon de fusil une longueur telle, que l’air comprimé de la boîte, se dilatant dans toute la longueur du canon, ait alors une densité égale à celle de l’air extérieur. On voit par cette équation que cette plus grande longueur du canon est en raison directede l’élasticité de l’air comprimé dans la boîte, et en raison inverse de l’élasticité de l’air extérieur.
Le premier cas où la hauteur » devient = 0, a lieu lorsque la compression de l’air enfermé dans la boîte est si petite, que la force accélératrice qui en résulte , ne saurait pousser la boule que jusqu’au bout du canon du fusil. Car dans ce cas elle n’en sortira pas, mais l’air extérieur gagnant le dessus, joint au propre poids de la balle , la fera rentrer, en lui faisant faire des oscillations qui iront en s’affaiblissant jusqu’à ce qu’elle s’arrête là où, par son propre poids joint à celui de l’air extérieur, elle tienne en équilibre l’air qui reste dans la boîte. Ceci toutefois suppose que la balle remplit exactement le canon du fusil ; car, si elle était plus petite elle retomberait entièrement, etc.
§ 56. Mais revenons a notre calcul.
Nous n’aurons pour cet effet qu’à substituer aux lettres «, <®> y> fi a» les valeurs que nous donnent les expériences
la capacité de l’âme du canon qui lui correspond est à la capacité de la boîte qui renfermait l’air comprimé, comme la hauteur de la colonne de mercure, mesurant la pression initiale de cet air, est à celle qui mesure la pression atmosphérique.
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de M. Stilzer, et nous aurons
o,ao3o, o, 18483 ,
4Gi,5G,
et enfin
d où I on voit, que si f n était que de ^ ^ ou environ J pied, c’est-à-dire si l’élasticité de l’air comprimé dans la boîte n’excédait celle de l’air extérieur que de 3 pouces de mercure, la balle ne sortirait point du fusil, mais retomberait dans la boîte.
Pv _
log (. + Ç) =
5mA _ a/ “
$■■«(•+?)- *5rH' + -) “
(1) En effectuant tous les calculs indiqués sur les valeurs des
. Py
données exprimées en mesures métriques, on tronve — = 0,2053; log ( 1 ) = 0,1867282; ^ = 1465,2;
~ log (i -j- ^ ^ =1332,7 ; 1465,2 — 1332,7 = 1325; v = 173,302 /— 132,5 ; d où v = 0 quand f = =
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§ 57. Substituons maintenant dans la dernière de ces équations les valeurs de la lettre f (§ 50), et nous aurons les hauteurs
v = i 5 i 6 pieds (475", 8),
§ 58. Or pour trouver la vitesse initiale t de la balle, on n’aura qu’à multiplier ces valeurs de » par 2 g = 62 J pieds (10 m ,6l58) (2) , et prendre les racines cari ées des produits. Mais, avant que d’en venir là, cherchons encore la valeur de la lettre C, ou de la plus grande vitesse que ja balle peut acquérir en tombant dans l’air, tel qu’il était dans ces expériences. Cet air étant 850 fois plus léger que l’eau, et l’eau 11,3 fois plus légère que le plomb, il s’ensuit que la balle avait
fois plus de densité que l’air. On aura donc D — 9350.
0",076, c’est-à-dire quand la hauteur de la colonne de mercure soutenue par la force élastique de l’air comprimé (en outre de la pression atmosphérique) n’est que de 76 millimètres , ou de ~ environ de ce qu'est en moyenne la pression atmosphérique au niveau de la mer.
(1) En effectuant les substitutions dans notre propre résultat, nous trouvons, pour les cinq expériences, les nombres respectifs ci-après : 480", 7; 463", 6; 342", 5; 256", 1; 115", 2.
(2) Voir la note dn § 14, d’après laquelle il faudrait, à la latitude de Paris, mettre pour 2 g 10",GI8.
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Ensuite nous avons le demi -diamètre de la balle
r = ^ pieds (0 dm , 0399582). Ces deux nombres étant
substitués dans la formule du § 33,
nous donnent
a5ga
^•oC'oo" 1 » 266 )s
de là
loga = 2 , 8026893 , logg = 1 , 4948000 ,
I°S a 9 = 4.2975393 = logCC (§ 26), loge = 2 , 1487696.0 = 140 , 85,
logÿ = 1,3078393,
§ 59. De là nous aurons les nombres suivants ( § 24) ;
log vg.
logv 2 Dÿ = logc'
iog^ = !ogcot 2 »
ce que donne encore
5* — iu
log cot u .
log COS 2*1.
§ 60. Or , ces logarithmes étant tabulaires , il faut les multiplier par log 10 = 2,30258 pour les changer en hyperboliques.
Et, par la même raison , il faut multiplier les degrés
(ï* " ”) par la longueur d’un degré , qui est = 0 , 01745 , etc.
Mais les formules des §§ 24-25,
T = ^ * — a» -|- logcota'j x = a logcoséc 2*,
demandent encore qu’on multiplie tous les log cot *> par 7 ,, que nous avons trouvé être égal à
VJ
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et les logarithmes coséc 2* par
De là, en multipliant d’abord ces multiplicateurs, il suffira de multiplier les degrés ( | » — 2 « ) par 0,07864, et les log cot» par 10,378, pour avoir les temps de la montée et de la descente , et partant les sommes ; et enfin les logarithmes coséc 2 « par 1462, pour avoir les hauteurs x, ce qui donnera :
TEMPS CALCULÉS
Temps
Montée.
Descente
Somme.
observés.
DitTér'*.
Hauteur.
5 ,ii
it .90
+ Ti
io
§ 61. Je regarde ces différences de temps comme milles. Car les degrés d’élasticité de l’air comprimé dans la boîte différaient trop peu entre eux pour qu’ils eussent dû produire une différence d’une ~ seconde dans le temps. Nous voyons que la seconde, la troisième et la quatrième observation diffèrent chacune de la suivante d’une seconde entière, et que pour produire cette différence, celle de l’élasticité a dû être de près de deux pieds (0 ,n ,628) de mercure (§ 50). Mais la première et la seconde expérience ne différaient que d’un tiers de pied (O™, 104), ce qui ne pourra produire qu’une jj partie de seconde de différence daus le temps ; quantité trop minime pour
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avoir pu être observée, quoiqu’elle ail pu porter l’observateur à compter pour la première observation une demi-seconde de plus. On peut juger de la même manière des ’ de seconde , dont la dernière expérience diffère du calcul. De la sorte, ces expériences sont telles, qu’au lieu de changer la moindre chose nu principe de la résistance proportionnelle au carré des vitesses, elles le confirment autant qu’on peut le souhaiter. Les vitesses, dans les deux premières expériences surtout , étaient telles que si la balle avait été tirée horizontalement avec une vitesse infinie, elle aurait été réduite à cette vitesse après la deuxième seconde de temps (§ 12, 9). M. Sut zer, d’après les raisons assez plausibles que donne il/. Euler, a joint au carré des vitesses une petite fonction de leur carré. On peut voir dans son Mémoire, que les deux dernières expériences se trouvant assez conformes aux résultats de son calcul, les deux premières, dans lesquelles ce bicarré se trouve considérablement plus grand, diffèrent au delà d’une seconde, et par conséquent de la dixième partie du temps entier.
§ 62. Déterminons encore pour la première de ces expériences le temps que la balle aurait employé à monter et à descendre dans le vide , et dans un air dont la résistance aurait été double de ce qu’elle a été en effet. Le temps pour le vide se trouve aisément; car il est
égal à 2 c' : g, et par conséquent = — 19,7 se-
condes.
Au contraire dans un air, dont la résistance serait double, la valeur de la lettre a se réduit à la moitié de ce que nous avons trouvé , ou à 317, là pieds (99 ra ,Gl7).
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On aura donc
loga = 2,5016593, logÿ == i, 49485 oo, log ag — 3,9965093 — logCC, logC = 1, 9982546; donc C= 99, 60 pieds ( 3 i“, 260}, loga — 1 0068093,
donc
De là nous. aurons
logC = 1,9982562, loge' = 2,4882896,
loge' : C = 0,4900334 = log cot 3*,
log cot* = O ,8019258.
Ce logarithme, étant changé en logarithme hyperbolique, devient
et l’arc (i *• — 2 *) étant converti en parties décimales du rayon, donne
Or, l’un et l’autre de ces nombres doivent encore être
multipliés par e' : C = 3,187, pour avoir
le temps de la montée = 4 ",o«> de la descente = 5 , 8 g.
Temps T... . =9 , 90 .
Nous voyons de là que le temps décroît de manière que la densité de l’air étant représentée par les abscisses, et le temps T par les ordonnées d’une courbe , cette courbe devient asymptotique , et que les temps décroissent plus lentement que ne croissent les densités, etc.; caron a pour la
densité T = 19 . y,
■ — 1 • • • « « • = I2)Oj
La hauteur x diffère également. Elle est :
x = a log coscc a» (§ 25).
Or, le logarithme tabulaire de coséc 2 « est=0,51 19665, et en le multipliant par
il donne
2,3o358 a — ?3i , x — 384,3 ; de sorte qu’on a pour la
densité = 0 x = i5iG,
= 384, etc. ;
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d’où ii résulte que les hauteurs décroissent plus vite que les temps.
§ 63. Jusqu’ici nous avons considéré le cas où le milieu résistant est en repos. Il ne sera pas inutile de donner aussi quelque attention à ceux où il est en mouvement.
Nous supposerons ce mouvement rectiligne et uniforme, et ,,pour commencer par le cas le plus simple, nous le regarderons comme étant directement opposé à celui du corps qui se meut.
Soit donc AB (fig. 1) la droite suivant laquelle un corps sphérique se meuve de A vers B , de sorte qu’après un temps = t, il ait parcouru l’espace AP = x.
Soit C sa vitesse en P.
Avec cette vitesse, le corps pourrait parcourir, dans le temps d r l’espace P q , s’il n’était retardé par la résistance et l’action du fluide. Le fluide se mouvant de B vers A, avec une vitesse que nous nommons y, la vitesse relative du corps sera = y + c; et c’est du carré de cette vitesse que dépend l’effet de la résistance, ou le retardement pq = — ddx ; nous aurons donc
-- ddx — (c - f- y) i dr' ; a;
mais on a
dx = c.dr, ddx = de. dr.
Donc, en substituant cette valeur , nous aurons
— de — (c -f y)\fr : a, de dr
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et l’intégrale, en faisant la vitesse initiale
de sorte que le temps est en raison réciproque de la vitesse relative
§ 64. L’équation
se change en
de dr
ede edr dv
ce qui donne l’intégrale
_ = lm; G 4* y _ v > y
et en exprimant la vitesse c par sa valeur en temps, l’on aura
ï_*(i£±jI + 1 )_e.
Dans ces formules yr est l’espace que le milieu parcourt dans le temps r, et, au contraire,
est l’espace que le corps aurait parcouru, si, en supposant le fluide en repos, le corps avait eu la vitesse initiale G 4" y (§ 11). Ainsi l’espace est la différence de ces deux
SUR LA RÉSISTANCE DES FLUIDES. Cl
espaces, ou bien, en transposant les termes de cette équation , nous aurons la suivante :
dont l’un et l’autre membre dénotent l’espace relatif ou la distance du globe à une particule du fluide emportée par le fluide.
§ 65. L’équation que nous venons de trouver, pour l’espace parcouru , nous présente un maximum , ce qui fait voir qu’un globe poussé contre le torrent du fluide avec une vitesse quelconque est ralenti , en sorte qu’après avoir parcouru un certain espace , sa vitesse devient = 0, et qu’il commence à être entraîné par le fluide. Pour en trouver le temps , nous n’aurons qu’à faire c = 0 dans l’équation
a c-j-y G-f-i’ et elle se change en
Par exemple, dans la première expérience de M. Sulzer, nous avions la vitesse initiale de la balle= 307,8 (96 m ,60), et la valeur de la lettre a = 634,9. On aura donc
y 3oj,8 -f- y
Supposons la vitesse du vent égale 60 pieds par seconde (18 m ,83),etii se trouvera que le temps r n’est que de 8,85
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secondes, de sorte que celte balle étant tirée horizontalement avec une vitesse de 307,8 pieds (9G m ,G) , et contre un vent dont la vitesse est de 60 pieds (18'",8) , rebroussera chemin en moins de 9 secoudcs , et ne fera seulement que 618 pieds (194 mètres) de chemin.
§ 66. Pour accommoder les formules que nous venons de trouver, au cas où le mouvement du fluide suit la même direction que le corps qui s’y meut, nous n’aurons qu’à prendre la lettre y négativement , ce qui donne
Ces formules auront lieu , lorsque la vitesse initiale du corps sera plus grande que celle du fluide dans lequel il se meut; si, au contraire, le fluide sc meut plus vite, on aura les formules suivantes :
§ 67. Ce qui donne pour le cas où le mouvement du
corps commence par le repos
§ 68. Cette dernière formule se construit de la manière suivante.
tr Ayant tiré à angle droit les lignes AB , RT (fîg. 6) , on fait
AB = AT = a.
Et l’on fait passer par le point B une logarithmique EBM, dont la sous-tangente AT soit égale à a, et qui ait RT pour axe. Après avoir ensuite tiré BT prolongée vers Q , et BP parallèle à RT, on prend PM — T y , et l’on aura MQ = x. En effet , on a
AR = BP = PQ = olog^,
RM = a -j- ry,
RP = PQ — alog— l l,. Ty
PM = ty;
donc
Si donc les temps croissent comme PM , les espaces 1 missent comme MQ.
g 09. L’équation
étant résolue en une suite, nous donne
acc , aac’ .
2 yy ' 5y‘ ‘
3 ac'
-f* etc. (1).
Si donc la vitesse du fluide est incomparablement plus grande que celle du corps et que le fluide soit fort rare, il suffira de garder le premier lerme de cette suite, puisque les suivants s’évanouissent. On aura donc
x — ■ — . cc.
2yy
La lettre a dépend de la densité du fluide. Ainsi , dans l'hypothèse qui fait dépendre la pesanteur des corps du mouvement d’un semblable fluide, le rapport
a : 2 yy
(1) En général onalogy = y — 1 — ^ j -f
(X=±)‘_ (JL=±y + etc.; d’où log
x~. r-, -f ïï si — 71 Tï + etc. üonc - — 4-
2 (y— c) 3(y — cy U{y — c)* a '
— etc. Or
2 (y- c) 1 * * 3 (y— c)* _r ft(y-c)* ** v * V* (y - c)*
+ + eiC '{y - cÿ = y r + !?+**'’
(y —cy
, 2 ac J . Sac 4 .
= 7 + etc. Donc x = — + ypr+ + etc.
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se définit par la loi de la chute des corps , car on a
d’où l’on tire
ry»
ry ; « = 3 1 £ pieds.
§ 70. Mais, sans nous arrêter à ces recherches, passons à considérer le mouvement d’un corps sphérique dans un milieu qui se meut dans une direction oblique, et qui, par conséquent , non-seulement altère la vitesse du corps, mais en change en même temps la direction.
§ 71. Soit donc AB ( flg . 7) la direction du mouvement du fluide que nous supposons avoir lieu de À vers B avec une vitesse AF. Soit AEM la courbe que le corps parcourt, de sorte qu’en A, sa direction soit perpendiculaire à celle du fluide. Supposons la vitesse en A=AG, et, achevant le rectangle AFHG, tirons la diagonale Ail et faisons
AF = y,
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ag =
CA »u : moi r, K
§ 72. La vitesse du fluide étant supposée constante et parallèle, nous transférerons AF en MN et, ayant tiré la tangente MQ, nous ferons MQ = c , de sorte que les droites MN, MQ représentent respectivement les direc- . tions et les vitesses du fluide et du corps qui s’y meuvent. Comme l’effet reste le même; soit que le fluide pousse de N vers M ou que le corps soit poussé de M vers N en achevant le parallélogramme NMQP, et tirant la diagonale PM, cette diagonale représentera la direction et la vitesse qui naissent de la composition des deux mouvements du corps, de même que la direction suivant laquelle le corps est détourné de sa route. Soit P p l’effet qui en résulte pendant le temps dt, et nous n’aurons qu’à transférer P p en Qq, en gardant la môme direction. De cette manière, le corps au lieu de se mouvoir suivant la direction tangentielle MQ, se meut eu réalité par le petit arc M 7 .
§ 73. Cet effet se résout facilement en deux autres, parallèles et perpendiculaires à la direction NM. Prolongeant PQ en r, et abaissant sur Qr la perpendiculaire i/r, tirons encore MS parallèle, et Mm , rqs perpendiculaires à AB, et faisons
on aura
Am = x, mM = y.
MS — dx ,
Qr = -f- ddx 9 Sr = dy, rq — — ddy,
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Nommons encore 4 la vitesse suivant MS; et 7 , celle qui a lieu suivant SQ; ces quantités se mettront en équations de la manière suivante.
§ 74. La diagonale MP exprimant la vitesse , nous avons d’abord
Pp = Qq = PM* : a.
Cette équation se résout dans les deux suivantes
AG ; HG = MR : RP
D’où il suit que la direction de la diagouale MP ou Qf/D qui est celle de la force composée , reste partout la même, ou qu’elle est partout parallèle à Ail.
§ 75. Ayant donc trouvé
Cette équation étant multipliée par dt se change en
ce qui donne
d JL-
et partant, l’intégrale
ou bien
C’est-à-dire que le temps employé par le corps à parcourir l’arc AM est la somme du temps que le fluide emploie pour parcourir l’abscisse Am et de celui que le corps
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emploierait , si avec la vitesse qu’il a en A , il avait à parcourir l’ordonnée »iM.
§ 76. Mais reveuons à nos équations différentielles et iutroduisons-y l’angle HAG (dont nous venons de voir qu’il est constant). En conséquence nous aurons pour les ordonnées
PM = MR séc 4> = rfy séc 4>,
et partant
— rfrfy
rfy»
ttCO»4' *
Mais on a
qdl =. dy, dqdt — ddy,
ce qui donne
— dq.dt =
q'dl * a co s 4* *
dq lit
qq a cos 4'*
dont l’intégrale est
a cos 4' q Q Qq
Ensuite la même équation
dq rff
qq fl COS 4'
nous donne
dq _ qdt rfy
y <i cos 'l' a cos 4* ’
dont l’intégrale est
a cos ^
et de là, en exprimant q en fonction de t.
a cos 4*
loe (‘ +ÏSTf)-
a cosi}'
§ 77. De la même manière nous avons pour les abscisses
ddx PM (yrff — dx)
ydi — dx a a sin 4* ’
mais on a
kdt — dx, dkdt — ddx.
Ces valeurs étant substituées, il vient
(y - k)'dt a sin ■J'
— = dk
dt d/c
a siu 'l' (y — A)* *
dont l'intégrale est
a Sill 4 y mm k y '
g 78. Ensuite l’équation
dt dk
a sin 4 (ÿ — if)*
se change en
kdt _ kdk dx
a sin 4 (y — k)' a sin 4 ’
d’où l’on tire l’intégrale
= log (- -| .
a sin 4 \ y / ' y — k
§ 70. Enfin nous avons (§ 75)
t = ? 4. Jf y h Q*
ce qui donne
ou bien
Q; =*= x cot 4 "H y — ù cos4(c v : ac “* v — î) (§ 70) ; Jonc on a
x = a sin 4 (e " c “‘ y — >) — y tang 4»
J1ÉV0IÜK
OU
a sia 4>
£ 1/ : a co s
faisant
a eus 4*
AT = AB = RP = i (fo 6), AR = BP = y ; a cos 4'»
il viendra
QM =
a sin 4/ '
Donc BP, de môme que BQ, est proportionnelle h y et QM à x.
§ 80. Cette construction fait voir comment la courbe AME ( fig . 7) se construit aisément au moyen d’une logarithmique. Il en résulte pareillement que la branche AME n’est point asymptotique, mais bien celle qui s’étend de l’autre côté de la ligne AB, et qu’en général la courbe AME n’est autre chose qu’urre logarithmique placée obliquement.
§ 81. Quoique depuis le point A, le mouvement du fluide commence à accélérer celui du corps, l’effet de la résistance ne laisse pas cependant de l’emporter encore , et le corps doit continuer de se mouvoir vers E ivant que ces deux effets se contre-balancent. L’équation (§ 75)
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nous conduit le plus facilement à trouver le point où cela arrive. Elle se change en
q — Q — A cot 4- ;
d’où l’on obtient le carré de la vitesse tangentielle c* — q' - {- A* = A’ -j- Q* — aQA cot 4 1 -f- A’ cot 4^ ;
et en prenant les différentielles
o — ede = k — Q cotij/ -|- A cot 4'% ce qui donne
k = Qsin^cos^, q — Qsin^*, c — Qsin •4'»
donc
q — c sin -J/, k = ccos4'-
Ainsi le point où la vitesse tangentielle recommence à croître se trouve là où la diagonale PM est perpendiculaire sur la courbe. L’équation (g 76)
y = acos4 , log^
nous fournira l’ordonnée répondant à ce point, si nous y substituons la valeur
— = coséc 4' 1 '/
que nous venons de trouver. Cette ordonnée sera donc
y = a cos \J/ . 2 log coséc 4%
§ 82. Après les deux cas que nous venons de considérer, nous passerons à examiner quelques-uns de ceux où il se trouve un équilibre entre l’action de la pesanteur et celle du fluide, dont le mouvement tend à entraîner un corps qui s’y trouve. A l’exception des fontaines jaillissantes , il n’y a guère de cas où un fluide se meuve de bas en haut dans un sens opposé à celui de la pesanteur. Dans ce cas l’équilibre aura lieu lorsqu’on aura
CC = agi
c’est-à-dire là où la vitesse du fluide est la même que celle que la boule acquerrait en tombant dans ce fluide d’une hauteur infinie. Si donc on met sur le tuyau d’une fontaine qui lance ses eaux verticalement , une boule dont la pesanteur spécifique surpasse celle de l’eau, et dont le diamètre soit plus petit , ou du moins ne soit pas plus grand que celui de l’ouverture du tuyau, cette boule sera toujours poussée à une certaine hauteur , où elle restera comme suspendue en équilibre, et ce point sera celui où l’on aura
Il est cependant possible que ce point ne se trouve pas, et cela arrivera toutes les fois que la vitesse initiale du jet d’eau ne sera pas aussi grande que la vitesse C, ou que la racine carrée de ag.
§ 83. Si le mouvement du fluide est horizontal, suivant
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la direction AB ( flg 8 ), et qu’on y suspende une boule plus pesante B à un fil BC, l’action du fluide empêchera la boule d’être (1) dans une position inclinée BC dans laquelle la boule restera en équilibre. Il y a longtemps qu’on s’est servi de ce moyen pour déterminer la vitesse du fluide. Ainsi je ne rapporterai ce cas nouveau que pour en exprimer les formules par les mêmes lettres ' dont je me suis servi dans les calculs exposés ci-dessus. Soit donc la vitesse du fluide = c , son action sur la boule sera cc dr 1 : a — BM. Mais la boule ne pouvant se mouvoir que dans une direction perpendiculaire au fil BC, uous décomposerons cette action en MP et PB. Faisant donc l’angle BCA = p, nous aurons l’action suivant MP = ccdr* cos p : a. Au contraire l’action de la gravité est = gdr* = BC , et elle doit pareillement être décomposée en GQ et QB ; on aura donc GQ = grf» 1 sin p. De là nous aurons, en posant CB = 1,
CCdr' COS p , , , .
— - — ÿrfr’smp = c/ap.
Or dans le cas de l’équilibre nous avons dd<p = 0, il vient donc
cc = ar/tangp = CCtangp;
ce qui fait voir que toutes les fois que l’angle <p est de 45 degrés, la vitesse c ést C, et jyir conséquent la même que celle que la boule acquiert en tombant dans ce fluide d’une hauteur infinie.
(1) On pense qu’il y a lieu d’insérer ici les trois mots: autrement que dans, qu’ou suppose avoir été omis à l’impression.
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§ 84. Si l’on veut se servir de ce moyen pour déterminer la vitesse du vent, il sera bon d’avoir égard à différentes circonstances qui peuvent en assurer le succès. Je remarque d’abord que la lettre a est variable, puisqu’elle dépend de la densité de l’air , de sorte que l’on a (g 33)
Nous avons déjà vu ci-dessus comment la densité de l’air varie, et de quelle manière il faut l’estimer en employant le baromètre et le thermomètre. Mais comme la lettre a dépend aussi du diamètre de la boule et de sa pesanteur spécifique, il convient de déterminer ces deux points de façon que les angles < p ne soient ni trop grands ni trop petits. Supposons, par exemple, que l’angle <p =45 degrés doive répondre ü la vitesse du vent de 100 pieds du ltliin (31 m ,385) par seconde , quand la densité de l’air est 850 fois moins grande que celle de l’eau. Nous aurons, pour ce cas, C = 100, et partant
CC =i z ag — îoooo,
îoooo _ . , , _
a = — — j- = oao pieds (iooViod);
Ol J
donc
3ao == rü,
rD = Go pieds (i 8”, 83 1 ).
Moyennant cette équation , la pesanteur spécifique de la boule étant donnée , on en trouve le demi-diamètre r. Supposons , par exemple , que la boule soit d’un bois
léger dont la pesanteur spécifique ne dépasse celle de l’air que 600 fois, uous aurons ± pieds (0”,0313). On diminuera ce demi-diamètre en prenant une boule spécifiquement plus pesante ou en se contentant d’une vitesse C moins grande ; car on voit que l’on a en général
_ 30] r “ îOL)'
§ 85. Si, au lieu d’une boule, on ne suspend qu’une règle ou un corps parallélipipédique, l’effet de l’action du fluide se calcule autrement. Que le poids en soit = P, le poids d’un volume égal du fluide =P : D, l’épaisseur = h, et nous aurons (g 31, J2)
CG = ag = 2 ghü.
g 86. Ensuite l’action du fluide est également
MB = — dr'i a
mais le plan BC étant oblique, cette action sera moindre dans le rapport du sinus d’incidence, puisque la quantité du fluide diminue dans ce rapport: Cette action est encore moindre à cause de l’obliquité d’incidence qui en diminue l’efficacité; de sorte que nous avons
MP
CCdr'
COSip*,
et partant
Ccdr' 1 COS 0*
MP = QG = — gdr* sin tp = ddq>.
Or, pour le cas de l’équilibre, on add<p = 0; donc on aura
- cos?» 5 = g sin ç, ag sin a
cc — — — — = CC lang <a séc a.
COS Ç* or r
§ 87. Si ce plan n’est point suspendu ou mobile autour du point fixe C, le calcul se fait encore d’une autre manière. Soit CE (fîg 9) le plan ; AB la direction du mouvement du fluide ; c sa vitesse. Soit BN l’action du fluide qui résulterait si son mouvement était perpendiculaire au plan, on aura alors
BN = c - dr\ a
Mais cette action est diminuée en raison de BN à MB, puisqu’un plan oblique est exposé à une moindre quantité du fluide. Elle est encore diminuée dans le rapport de MB à MP, parce que l’obliquité d’incidence en diminue la force. Enfin cette action MP se décompose en PR et PQ, de sorte qu’il n’y a que cette dernière qui s’oppose à celle de la gravité. Faisant donc l’angle EBF = <f, nous aurons
_ Ccdr* ,
PQ = cos «’ sm
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Soit l’action de la gravité = BG = gdr*, on aura
— .dT’.cosffl’.sin® — gdr' = ddx.
Dans le cas de l’équilibre ddx est égal à zéro, donc on a ce = ay ; cos p’siup.
Si donc la vitesse du fluide est telle que le demande cette équation, le plan EC ne montera ni ne tombera, mais se mouvra horizontalement avec une vitesse duc à la partie de l’action du fluide = PR = *
c - dT'ùnç'.
g 88. Cette dernière équation nous offre un maximum, car la lettre a dépendant du poids du plan, on peut la considérer comme variable. 11 s’agit donc de définir les angles 4>, où ce poids peut être le plus grand possible, en gardant la même vitesse du fluide. D’après cela on a
ce
a = - sinç (i — sin <p*) ,
da — o = - (dsinç — 5sin<p’.dsin tf>) ,
sin <p* = =;
mais on a, en général,
i — asiiif’ = cos2<p;
donc on aura
uÉMOinr
as.-
COS 3 P = J
ce qui donne l’angle <p = 70”,32, si donc l’angle EBF est de 70 J degrés, le plan EC pourra avoir le plus grand poids possible. Mais si le poids est moins grand, il est clair qu’on aura le choix de faire l’angle <p plus grand ou plus petit que 70 j degrés, et qu’on trouvera toujours un angle tel que le plan ne pourra ni tomber ni descendre. On n’aura pour cet effet qu’à résoudre l’équation
, ag CC, sin<p — siu<p 3 = = — ,
et n’en retenir que les racines positives, c'est-à-dire qu’on fera
3CC y5
■iCC
= COStr,
et l’on aura les trois racines
Entre ces trois racines, il y en a toujours une plus grande quel et qui par là même ne saurait avoir lieu, puisque les sinus ne sont jamais plus grands que le rayon. Or l’angle w est toujours plus grand que 90 degrés; donc j»> 30°
et ~ tv -f- 120 ° > 150°. De là, cos (i w -f- 120 °) > .
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Ainsi la valeur de cos (t w + 120°) est non-seulement négative mais en même temps aussi plus grande que le rayon. Les deux racines seront donc i/| cos j iv et
tv — 120°). Du reste, il convient de remarquer
que tout ceci n’a lieu que lorsque le plan EC n’a point encore reçu de mouvement; car, dès qu’il se meut, le calcul doit être fait autrement, puisqu’il faudra considérer ce qui s’y trouve de relatif.
§ 89. Passons maintenant à considérer (fl g. 10) le cas où une boule jetée obliquement dans un milieu résistant est exposée eu même temps à la résistance du milieu et à l’action de la gravité. Soit CAB la courbe qu’elle parcourt, AF la droite verticale qui passe par le sommet de celte courbe, EAQ la droite horizontale qui passe par le même sommet A. Supposons que la boule, après avoir passé par A, parvienne au point M, et que sa vitesse en ce dernier point soit = e; en vertu de cette vitesse, ellepourraitparcourir l’espace M q dans le temps rfr, mais la résistance la retardant, ell ; ne parvient qu’en », et l’action de la gravité fait qu'elle se trouve réellement en m. Nommons
AP = x, PQ = NM = dx,
MP — y, N <7 = rfy,
l’arc AM = », Mm = rf»,
l’angle PMT =
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Faisons encore la vitesse horizontale = k, la vitesse verticale = q, de sorte que l’on ait
cdv — dt, kdr = dx, qdr = dy,
et l’on aura
k' + v* = c\ k = csiixp, y n c cos ç.
§ 90. Cela posé, il s’agit de déterminer la diminution des vitesses c, k, q. Je remarque en conséquence que la vitesse tangenlielle c s’altère par la résistance aussi bien que
par l’action de la pesanteur. Le premier effet sera —
parce qu’il est en raison de la vitesse même et en celle de l’espace parcouru. Cet effet influe proportionnellement sur les vitesses horizontales et verticales, de sorte qu’il
sera pour la verticale = — = —, pour l’horizon -
talc = — = ; or, la gravité agissant verticalement
n’altère point la vitesse horizontale. Nous aurons donc
cdx kdr
ce qui donne
dv a
Nommant G la vitesse au sommet A , nous aurons l’intégrale
.St donc les parties de l'arc croissent en progression arithmétique, lesvitesses horizontales décroissent enprogression géométrique, ou bien le logarithme de la vitesse horizontale est toujours en raison de l'arc parcouru par la boule.
Cette proposition est fort analogue à celles que nous avons trouvées pour le mouvement horizontal et pour la chute des corps dans un milieu résistant (§ 10, 19 et 20).
§ 91. La gravité agissant verticalement augmente la vitesse verticale d’une partie = gdr = gdy\ q ; on aura donc
§ 92. Enfin, cet effet de la gravité étant =jtwi, il n’augmente l’arc parcouru que de la partie cosip, on
aura donc
gdy. cos p cdt ^
g 93. Mais on a
dy : q = dv c; donc, en substituant, il viendra
qdt cdt ,
cos® = de -,
et partant
d t dr de
ac a ag cos p — ce’
§ 94. La formule du § 91
gdy edy _ , q a
donne pareillement
dy dr dg dq
aq o ag — cq ag — ce cos q
§ 95. Enfin nous aurons aussi (§90)
d i dr dk
ac j« ck ’
de sorte que le temps dr s’exprime par les vitesses de trois manières différentes, en ce que l’on a
dr dk de d g
~a ~ kc ag cos p — ce ag — cccosp’
En comparant ces formules avec celles que nous avons trouvées pour le mouvement horizontal, et pour la chute des corps dans un milieu résistant (§ 8 et 15) , on trouvera aisément de quelle manière elles en diffèrent. Elles sont d’une même forme, mais plus embarrassantes, puisqu’il s’y trouve, ou l’angle p, ou deux vitesses c, k, q à la fois, et c’est l’unique cause qui les rend plus intraitables.
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§ 96. Reprenons cependant l’équation
de dg
ag cos <p — ce ag — ce cos <p’
elle se transformera en celle-ci :
c co s ç — q\
donc il viendra
ede dg
agq — c l ag — cq’
ce qui donne
ag{cdc — qdq) = qc'dc — C l q\
mais on a
ede — qdq = kdk.
Donc on aura
agkdk = (qdc — cdq)cc,
ou bien
agkdk qdc — edg /c\
ccqq ~~ qq ~ \q)'
Mais
c l q = 1 ; cosip,
c = sin ç : k t i : g = lang : k
donc en substituant il vient
agkdk sin * tang p
et partant
agdk cos<p* . 1
é s sin p'‘ cos p
dont l’intégrale est
d cos p dp
tin <p‘ sin<p J ’
ag cos p
kk siu<p’
log tang - <p + const.
La constante est = agi GG; donc on aura
^ VG* + G*(cosip ; sin p' — log tang * p) ’ ou bien
G v'C* : G’ — |— cos ç> ; sin p ' — log tang ‘ p ’
§ 97. Or, la quantité cos p : sin <p* — log tang | pest la longueur d’un arc parabolique, depuis le sommet de la parabole jusqu’au point où elle s’incline vers son axe sous un angle = p, et le paramètre de cette parabole doit être pris = â. Si on prend sur cette parabole, de l’autre côté du sommet, un arc = C* : G J , on déterminera le point où l’inclinaison de la parabole vers son axe est la même que celle de l’asymptote EF vers la verticale FAD, de sorte qu’en comptant l’arc parabolique depuis ce point, et représentant par/> sa longueur, jusqu’au point où son inclinaison est = <p, on aura
§ 98. Mais nous avons vu (§ 90) que l’on a
donc, en substituant la valeur de k, il viendra
= lo s| + ï'ogP-
Ayant construit une parabole eab dont le paramètre soit = A, et dont l’axe ad soit parallède à AD, tirez une tangente fc parallèle h l’asymptote FE et une autre nu parallèle à la tangente MT, et vous aurez
A * , , , arc eam
r, = - = log arc cam — log arc ain = log ,
Mo arcom
k \ arc nui
G yarceawi
§ 99. Nous avons trouvé (§ 90, 96) cdx
— = — Uk, a
at/dk dp
Id sin p' '
De là, il suit
mais on a
gcdx dp
sin p
c =s I; l sin p ;
donc, en substituant, on aura
gdx dp ,
= r- 5 -, = d col p ,
k‘ sin p x
gdx =a k'.dcol p ;
et de là
MÉMuint:
gdy — k' cul fil col 0 , yclt = k' coséc <pd cot <p,
= gdr — kdeovp.
Or, la vitesse horizontale étant donnée par une fonction de l’angle <p , on n’aura qu’à la substituer dans ces formules pour avoir des équations différentielles entre x, y, t et <p.
§ 100. Mais ces équations étant peu traitables, nous remarquerons que le paramètre de la parabole eam étant posé = 4, et l’angle gmt = <f > , on aura
- ns = d col p,
col 0(1 cot ç.
Nous avons de plus ( § 98)
ain
eam
Donc , en substituant ces valeurs dans les formules du § 99 , il viendra
2 gdx
am
eam
ns,
igdr = G
2 gdy — G* .
am
mn.
eam
Et par ces formules i! sera facile de construire des lignes courbes dont les espaces représentent les valeurs x, y, r , car les arcs am, eam, se déterminant par les angles <p, on n’aura qu’à faire les ordonnées
am
eam
qh = G J ~ , ' V eam
G* . — , eam
et on aura les espaces des courbes construites de cette façon :
a\iq = 2 gx, allhq — 2ÿr, al.lx ss 2gy.
Ces trois courbes approchent d’autant plus de lignes droites parallèles à aq et <ta, que la résistance est moins grande ; et si elle est = 0 , on aura, au lieu de ces courbes des droites parallèles à aq, ax dont, par conséquent, les espaces sont proportionnels aux ordonnées et aux abscisses de la parabole eam; ce qui veut dire que la route de la boule sera parabolique.
§ 101. Lorsque l’abscisse aA commence à être extrêmement grande , la longueur de l’arc am ne différera plus beaucoup de ax, et par conséquent il croîtra, à très-peu près, en raison du carré de l’ordonnée xm — aq. Ainsi l’ordonnée qi décroît encore plus fortement qu’en raison
réciproque de l'abscisse aq. H s’ensuit que l’espace aliq que nous avons trouvé être égal à 2 gx a une grandeur finie, quand même on prend l’abscisse aq infinie. Nous pouvons conclure de Ht que la courbe CAM a non-seulement l’asymptote oblique EF, piais encore que son autre branche AB a aussi une asymptote dont la position est verticale. Car x ne devient un maximum que lorsque q> est égal à 0.
§ 102. Puisqu’il n’y a pas moyen de trouver des formules intégrales finies pour les quantités x , y, T , j’ai essayé de les exprimer par des suites infinies dont du moins chaque terme pourrait être exprimé par des logarithmes ou par des fonctions circulaires. Je n’ai pu réussir que pour les abscisses x. Voici de quelle façon je m’y suis pris.
§ 103. Nommons s la cotangente de l’auglc ç, nous aurons
cot tp = 2 ,
tlz
et partant (§ 96)
aqik do , :
fj— = : — —, = dz. V i 4- 2*,
i-‘ shi <p» VI»
— a fdz y H- 22 -f- constante ;
fi
ce qui donne (§ 96)
G Vc‘ : G* -f 2 fdz y 7"+”^*
Mais on a (§ 99)
gdx — /i’dcot <p = k'dz;
donc, en substituant la valeur de k, il viendra
, CCdz
gdx = .
G* : G’ -f 2 fdz ^ î + zz
Cette fraction étant résolue en une série , on aura 9 ~ = dz— ~^dzfdz\j\~+ zz + ^-dz. {fdzy'i + zz)'
çvdz(fdz y i -f - ZZ Y etc.
Or, nommant les intégrales de chaque terme P, Q ,
R, S, etc. , et faisant
fdz\U -j- zz = r, et v i + zz = s,
on aura P = z.
HKUOIUK
T = zr‘ - |i*r* + 4^2 + -f I 2 ‘j r*
-(1 - , +^ + s* , )'+*(ra* + S&**
et l’on aura const + g; = P
+ #-‘T + etc.
Dans cette suite , les lettres P, Q, R, S, T, etc. , dépendent uniquement de l’angle <p, et par conséquent elles sont tout à fait indépendantes des vitesses et de la résistance du milieu. Nous voyons par là que les abscisses# s’expriment par une suite qui procède suivant les puissances paires des vitesses. Il est encore à remarquer que lorsque l’on veut avoir les abscisses x pour la branche AC., il faut prendre tous les termes de cette suite négativement Enlin , si l’on compte les abscisses à partir du sommet À , il faut que x devienne =0 lorsque 2 = 0 , ce qui sert à déterminer la constante qui sera par conséquent
const
aG* . 8. 3aG 3(7 + TaîT
Du reste , la suite que nous venons de trouver n’est convergente qu’autant que l’angle <p est plus grand que l’angle AFE.
§ 104. On trouvera de la même manière une suite
assez semblable pour le temps r. En eflet , on a ( § 99 , 103)
gdr — kd cot (p = kdz, k _ G : G
G V^G* I G* + ifdz V i + zz
donc, en substituant cette valeur de k,
gdr C dz * G
G V” C’ : G’ -j- ifdz V 1 +z'z
Cette formule étant réduite en une suite donne
dzfdz\ i + zz-\-
G* 2 . 4 * OC
dz(fdz\j\ zz ) 1 -f- etc.,
dont l’intégrale est const 4- fT = P —
aG’ n _i_ 4- 5 - G* n _ 8-5- 5G* aG* i 2 . 4 . G* 2 . 4 - OC*'
T — etc.
On peut faire sur cette série les mêmes remarques que sur celle qui exprime les abscisses x. Les lettres P, Q, R, S, T, etc. , ont la même valeur; la constante s’y détermine de la même manière ; enfin elle est convergente sousla mêmecondition.Mais, en comparant les deux suites ensemble, on voit que si la fraction G : C est assez petite pour que l’on puisse omettre le troisième terme et les suivants, on aura à très-peu près
G GG 2 G*’ v '
Mais x : G exprime le temps dans lequel l’espace x pourrait être parcouru avec la vitesse G ; faisant donc ce temps = t, on aura
§ 105. La suite différentielle qu’on pourrait trouver de la même manière pour l’élément dy, puisqu’on a
dy = zdx,
n’offre point de termes intégrables; et comme en général ces suites ne sont convergentes que pour certains cas, je ne m’y arrêterai pas plus longtemps, d’autant qu’elles n’expriment les quantités x, r, y, que par l’angle ç> ou par ses fonctions, et qu’elles ne pourraient conduire que d’une manière extrêmement prolixe et indirecte à déterminer la relation entre les ordonnées y et les abscisses x qu’il s’agit de chercher.
g 106. Nous avons trouvé au paragraphe 99.
gdt = fc’coséc^.rfcotp;
or, on a
— d col f = dtp coséc $>’;
donc on aura
— gdt = /,’ coséc çi'dipt
et partant
dt k % f osée tp 1
Sun LA RÉSISTANCE DES FLUIDES. 95
Mais d>: dtp est le rayon de courbure que nous nom* nierons R ; on aura donc
_ à*. coséc <p* c* coséc <p CG coséc <p* GGe~~ : *
g g g. cam g sin <p 5
Et en nommant P le rayon de courbure de la parabole eam au point m = f, nous aurons
2 g eam
car le paramètre de cette parabole étant = 4 , et l’angle
qmt = <p, le rayon de courbure répondant au petit arc ms sera = 2 coséc tp\ Et si la vitesse au point m est = c,
coséc ^
ce rayon de courbure sera pareillement = — -,
Ainsi le rayon de courbure au point M ne dépend que de la vitessec et de l’angle <p, et par conséquent il est le même, quelle que soit la résistance du milieu. J’en conclus que la courbe CAM peut être considérée comme composée de petits arcs de paraboles dont le paramètre change continuellement. On peut déduire de là, ou plutôt cette circonstance nous fait voir qu’on peut exprimer les ordonnées y par une suite qui procède suivant les puissances des abscisses. Voyons donc de quelle manière nous la déterminerons.
§ 107. En supposant les différentielles des abscisses dx constantes, les différentielles dy croîtront d’une quantité qui est due à l’action de la gravité, de sorte que l’on aura
ddg — ÿrfr* ;
mais on a
(t. x* = k'dr' ;
donc nous aurons
dx * ; ddy — k' ; g,
et partant
— (Py a dk — a dt
§ 108. Soit donc la suite
y = yx* -)- ix l -j- ix 4 -j- fuc % + fx* -j- <rx’ -f- «x*,-|- etc., et nous aurons
dy = (ayx -f 3Ar* -f 4 .x 1 -f 5*x 4 -f G(.x 5 -f ;,rx«
-j- 8ox’ -)- etc.) dx,
ddy — (ay -)- 6 /x -f i 2 »x’ -}- ao^tx 1 3o^x* -f- 4 a<rx*
•f 56»x‘ -J- etc.)dx’,
dddy = ( 6 / -j- a4«x -f- Go/tx* -)- iaopx* -f - 2 io<rx 4 -f- 536»x ! -)- etc.)dx',
^i= i+4v , ^ , + i 2 yJ'x ! -f-iG I y x'-fao^y x‘-fa 4 f y x‘-fa 8 <ry r’-fetc.
9^*i + 2 4 <Ji -jSGJ'f
rff
^ 6yctx 3 -f- 8yf x‘-|-ioy J M X s -f-i2yp X e -)- etc.
— ay‘ — I2y*«t -{-Si*
— a?yV
— îGy*.
Mais on a (§ lOâ)
- aclhj — dchj . d, ;
donc, en multipliant les deux suites trouvées pour ddy, et d,, et égalant le produit à la suite ~ adj\ on aura
i~ 53a +- 1 2 tax ■+■ Softax * ■+■ tk>(ax % + i oàraa; 4 -t- 1 68 mm: 5 4- + etc.
2y +Gl,r 4-i2f
-t-lGy*«
* *+4acr
-t- 4oy V +72 y3i 4- 48y/i + 27 ^ 3 — iayV| 4- aoy’^K •+• 2 yê'e
-f Goy *(i
+ 1 V,)yh<
-t-QGy» 1 +54«h — a4y 4 f +Goy«J' 4“72c^ s 73y 3 ^ * + a4y’f -t-3oy ift 4-lGyi’
-54yV*
% 109, En comparant donc les termes on aura
oa
u — ~ Uil
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i sa ?
Qy *
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_ j«_ i iy'* _ ay i ■4y >
î/ _|_ ?ïl‘ + 5l£.' 45y* __ 4v + 1 a8y*
7a 21a ya io5a 5i5a 5 5i5a*
— Jkl
io5a*
* 5yV üyJ* 9J 1 3y*^ y
4a 14a 7 a 5ti« 14a 3i5a*
3i5a* io5a*’
a» , y^f 5y j>* + 4yi* + <£^ _ ay% _ y*£*
9a ' 3a G a 9a sa 9a «a
ay
+ s-l + ctc -
g HO. Le coefficienty qui entre dans toutes les valeurs des autres Se détermine par les deux équations (§ 107)
dili/ g
(iP ~ P ’
— ^ = 2 y -j- 6/c -f- j au: 1 -f- ao ftx 3 -f* etc.
car, en posant a;=0, on doit avoir k = G; donc on au*’a
g CG ---=: ay,
§ 411. En considérant ces coefficients tels que nous ve-
nons de les déterminer, on voit qu’ils procèdent suivant les puissances impaires de y , et suivant les puissances alternativement paires et impaires de a. Cette circonstance fait que nous pourrons les exprimer d’une manière plus concise en y substituant d’autres lettres. Faisons pour cet effet
a x a — l, ay : a — 9 ,
de sorte que l’on ait
aq cc 2M * ~ GG = GG ’
toutes les substitutions et réductions faites, nous aurons
„ «= Jïl + JL*. . 4. +
_t ÜL v -f- ™ l*8i ” <ttj- ctc .
1 t|«u«ir» I ^•uiitn I , 11.24.»»’ 1
§ 112. Cette suite est assez remarquable. Nous voyons que la première ligne, qui n’est affectée que de ni, est la même suite que celle qui exprime le nombre par son logarithme, et que pour la compléter ou n’a qu’à y joindre les
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deux premiers termes. Nous aurons donc en faisant Y = « -f- m -\- mi.
= me + [t.
; 7 -f* etc. j -(-etc.
g H 3. Or, en faisant £=0, on a * =0, et partant Y =m. Ensuite le terme £ étant également multiplié par ni, il s’ensuit que ?» est la tangente d’un angle et nommément de celui d’une asymptote logarithmique dont l’équation est
me
.et qui, par conséquent, a une position oblique, de sorte qu’elle ressemble il la courbe AE de la septième ligure que nous avons déterminée ci-dessus (§80). Mais celte asymptote n’est pas celle de la courbe C.AB ; car puisque l’on
a (S Hl)
aW = GG*
et que l’angle AFE étant fait = 4-, l’on doit avoir (§ 06) ~ — cos 4> : sin 4> — log tang -4* = 0 .
Ou 2
Il s’ensuit que l’on a
cos 4^ , 1 .
2m = - — n — log tang -4-; sin -y 0 0 2
et que, partant, le paramètre de la parabole cab restant = 4 (g 97), on a
2 m = arc ne.
Mais l’arc i ne n’est égal à la tangente de l’angle fep que
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dans un seul cas; donc ce n’cst aussi que dans un seul cas que l’asymptote FE a la intime position ou la même inclinaison que l’asymptote logarithmique qu’exprime l’équation s — me x .
§ 11 h. La suite que nous venons de trouver ne commence à différer d’une suite logarithmique que dans la cinquième puissance de l’abscisse ç où il s’y joint encore un appendix, dont on ne connaît pas la loi de la progression des coefficients. On y voit les multiplicateurs 61, 67, etc., qui sont des nombres premiers, et par là même les plus intraitables de tous. Mais quoi qu’il en soit, il faut dire que c’est un avantage pour la pratique que cet appendix ne commence qu’à la cinquième puissance de £ ; car l’équation
l = sa; ; a
nous fait voir que % est presque toujours une fraction assez petite, à moins qu’on ne veuille déterminer les points de la courbe CAB qui sont très-proches des asymptotes. Cette circonstance favorable fait qu’on peut presque toujours omettre les termes | 5 et les suivants, d’autant plus que leurs diviseurs sont fort grands.
§ 115. Je remarquerai encore que la suite, telle que nous venons de la trouver, se rapporte à la branche de la courbe par laquelle le corps descend. Pour l’appliquer à l’autre branche par laquelle le corps monte, on n’a qu’à prendre l’abscisse | négative.
§ 116. Mais comme il est assez ordinaire de ne calculer que les cas où le corps retombe au niveau de l’endroit d’où il a été projeté, il sera plus convenable d’ex-
primer les abscisses | par les ordonnées *. Faisons, pour cet effet,
a ( ; m = «* = 4v î am, et prenons la suite
i = « -f* ai* -j- bi* ci* -f - 4- «' 4* ctc, «
les coefficients a, b, c, il, etc., se déterminent en substituant cette valeur de i dans la suite du § 111, en égalant les termes. Par là on trouvera
1 I^OIO '
7â(jo
i(ibo ’
et partant
6 ^ 3tt
mm 1 '20
I^ÜIO
4* etc.
§ 117. Cette suite est pareillement fort convergente. Elle donne la valeur de ? pour la branche par laquelle le corps descend. Pour l’autre branche il faut prendre i né-
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gative, ce qui peut se faire, parce que i est la racine carrée de hy \ am. On aura donc
mml
car celte abscisse se comptant en arrière, elle est par là même négative.
§ 118. Quand on ne cherche que le jet horizontal ou |a somme des deux abscisses , ?, la suite se réduit à la moitié des termes, et nous aurons
§ 119. Mais quelque convergentes que soient ces suites, elles ne servent que d’une manière fort vague à calculer le jet horizontal, sans nous indiquer directement les angles que fait la courbe avec les droites verticales ou horizontales. Je vais donc en chercher une autre qui dépende de l’angle d’élévation sous lequel le corps est projeté.
§ 120. Soit cet angle QAP {fis. 11), la ligne horizontale AB, la courbe que le mobile parcourt AMB. Tirons une ordonnée verticale quelconque QMB, et nommons
AP = x,
Exprimons le rapport entre x et y, par la suite
y — fix — yx' — tx x — ix x — f*V* — cic. , les deux premiers coefficients se détermineront aisément,
tOi MÉMomr.
car p sera la tangente de l’angle d’élévation QAP, de sorte
qu’on aura
p = tang QAP ;
et y sc définit par la vitesse horizontale en A que nous nommerons K ; car si l’on prend l’abscisse x infiniment petite, la quantité x : K dénotera le petit temps que le mobile emploierait à la parcourir , et le second terme yxx marquera l’espace par lequel le corps tomberait dans le même temps. Nous aurons donc, conformément aux lois de la pesanteur,
_ 5 xx
la « rrxr — yxx:
et partant
jooo _ g G4 KK - 3 ~KK
§ 121. Ces deux coefficients devaient être déterminés d ’a va nce,\ parce que tous les autres en dépendent. Afin donc de les déterminer, nous nous servirons de l’équation trouvée ci-dessus ( § 107 )
car on aura, en prenant les différentielles et posant dx constante,
dy — dx (p — ayo; — 5dx* — fox* , — 5^' — etc.)
— ddy — die' (ay -J- dix -j- 1 2 i.r 3 -f- 20 ftx' -f- etc.)
— d l ij zs dx' (G) -j-a4ir-|-6o/tr , -j-ctc.);
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d’où l’on aura :
$ = dx ( Z ± + * 2« 'y \ 2y 1 y
lyy
*-+ 5 zi
yy
yy
108 iW
*' -{-etc. j’
et. en posant 1 + as .= ««, on aura
1 ’ = dx (H-Z* « \ a «a
3/Sil
ecu
_j_^yy
ay’/3 5
Jl£ !
séc QAP, et Æ* — etc. y
1 _4yj8
_4rV
Lgalant donc les termes de ces deux suites, on aura
ce qui donne
j 3*y 3yS fit ()$£
l ota y 2yy’
ce qui donne
\ * 3aa
yyfi
3aa 3 «a ** i5«* i5 aa i5«mj
§ 122. Ces valeurs étant substituées, nous aurons
3**y 8yyfi 3y'
ay*0*\
«y , ai y /3»U — * yX — ~ ~ X •— —
8yyi3
i5aa
Dans cette suite on a ( § 120, 121) /3 = tang QAP,
« = séc QAI’,
ay 'fi 1 1 5ti«*
— etc.
iooo
v ~ üVkk*
Et par là, on voit que le premier terme de cette suite ne dépend que de l’angle d’élévation QAP, le second de la vitesse horizontale en A et de la gravité, et que les autres dépendent des deux premiers et de la résistance du milieu, puisque la lettre a entre dans la détermination des coefficients.
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g i28. Nommons maintenant la vitesse tangentielle en A, V, l’abscisse AQ, vu, l’angle d’élévation QAP, 0 , et nous aurons
x — w cosin 0,
K. = V cosin 0,
1000 séc «’ _ g séc a' ~64VV _ ~ aVV ’
/3x = w siu 0 .
Donc en substituant ces valeurs, on aura
y — w si il «
g.w* gw* gw *
a V* SaV» 6« J V*
ÿ’ro 1 sin 0
, vggtv* sin 0
i2rtV‘
* i5VV
(/ lt’ 5 COS 0 5
Voilà donc la suite qu’il s’agissait de trouver, et qui exprime l’ordonnée PM par l’abscisse AQ, la vitesse initiale V , l’angle d’élévation 0 , la gravité g, et l’effet de la résistance a.
§ 12 /i. Pour pouvoir comparer celte suite à celle que nous avons trouvée ci-dessus ( § 111) , nous y ferons des substitutions tout à fait analogues. Nommons donc
Ces valeurs étant substituées, nous aurons
»] —i sin « —
D’où l’on voilqu’on n’aura qu’à faire » = «pour que cette suite se change en celle du § 11 1 , et que ce n’est que cet angle qui la rend plus compliquée. En effet, on voit que Yappcndix, dont nous avons parlé au § 114, commence ici à la quatrième puissance de J , mais qu’il en disparaît dès qu'on fait o = ç>. .
mV
ml k
, sin « , 2 sin * m'i* + 2 . 3.4 _ 2737475 ^
cos » * m 1 4 !
§ 125. Cherchons maintenant la corde horizontale AC. L’ordonnée au point B étant égale à o , nous aurons
. ?u| wi|*
o = sin a = =— •
m’ sin«| !
De là, en faisant
2 sin
etc.
cos a i m , l k
2 sin a m
on aura
+ 3 + 3^ + 3^75 +etc.
wt si n ai | 1 a sin »m£‘
in
. COS a 1 7lli‘‘
Soit donc la suite
? = Ç + aÇ , + 6Ç ï 4-cÇ‘ + ctc.
Et, en substituant cette valeur dans la suite précédente, on aura
Ç = Ç+«Ç» + fcÇ’ + c 4‘_]_ctc.
-hrS' +
. m sin «Ç* mn sin *£*
+ àC
— jL m sin »Ç*
+ ïV»*‘COS »*Ç*.
Or, les termes étant égalés à o, on aura o = a -J- i ;
ce qui donne
dit)
i: f: moi ri:
fl= “3’
et partant
m siu a 5,i
= =r. H m siu »,
la 3b ' îa
Go
i=ç-;<'+|jÇ'
— etc.
m sin » Ç s ^ m sin
ta
— — m’ cos » 3 £*.
Go
Cette sniteestfortpeu convergente ; car, puisque l’on a
*. a sin « 4 VV sin * 4 VV sin »
’ m ag CC. ’
il faut que la vitesse initiale V soit considérablement plus petite que C, ou que l’angle d’élévation ne soit que de quelques degrés. Elle sera donc applicable aux coups de canon qui se tirent presque horizontalement ; si le canon est absolument horizontal, cette suite donne i — o, et en effet la corde AB est alors égale à o.
§ 126. Lorsqu’il ne s’agit que de construire la courbe, ou d’en calculer autant île points qu’il en faut pour une construction fort exacte, la suite trouvée au § 124 pourra C-tre employée de manière qu’elle sera très-convergente dans tous les cas. On prendra d’abord une abscisse initiale AQ = | qui soit assez petite pour qu’on n’ait besoin que des premiers termes de la suite du § 124. Or, l’angle QAP = a, étant donné, on trouvera l’ordonnée PM = », ensuite on prendra une seconde abscisse sur la tangente
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qM, et il est clair qu’on trouvera également l’ordonnée mp en employant l’angle </M p et la vitesse de la boule en M ; cet angle se trouve en ce que l’on a
d a : d (| cos *) = lang q M p.
En prenant donc les différences il viendra
tang q M p
dn
d| cos u
tang u —
cos «
a cos »
«■— • ^ - — ptc,
a. 3 cos a a. 3*4 cos u
, m » | * tang « a ?»*|* tang u m * cos » | *
On appliquera pareillement en m une nouvelle tangente, et, ayant trouvé l’angle qu’elle fait avec l’horizon, on déterminera un troisième point de cette courbe. On voit aisément qu’il convient de prendre toutes les abscisses égales, puisque, de cette manière, on n’aura d’autres substitutions à faire que celles des angles et des valeurs de m.
§ 127. Comme dans cette façon de procéder, on a le choix de prendre les abscisses aussi petites que l’on voudra , il sera bon de les prendre assez petites pour que, dans les deux suites qu’il faut employer (§ 124 et 120) les termes multipliés par m\ m * , etc. , puissent être omis, de sorte qu’on puisse faire
— etc. ,
Ht / fs ifs \
tang qMp = lang " ~ ~ [ l + ^ +~ + etc. j;
car, de cette manière , en faisant log t — / , nous aurons « = £ sin « m + m $ 4-
tang q M p = tang » + — r 7ZT~ e
° ' ' COS « 1 COS ai
as tang » -J- séc a m (i — c^).
g 128. La valeur de tn étant (§ 124)
oÿ CC
m 3?V — iW’
on voit qu’elle dépend des vitesses , et que par conséquent elle varie d’un point de la courbe à l’autre; mais ellese trouve aisément par les angles, moyennant la dernière équation que nous avons trouvée au § 96. Car si nous faisons l’arc parabolique
VS_ VS K 1 G’ V
Mais on a
K = V cos « ;
donc en substituant
et partant
cos «y C* a ^G*
de sorte que la vitesse G étant donnée, ou trouvée par la vitesse initiale, on trouvera la lettre m moyennant les angles.
§ 129. Sous la môine condition on trouvera facilement le temps que le corps a employé pour parcourir chacun de ces petits arcs, car on a en général
— ddy = gdr*.
Or, nous avons (g 127, 124)
i = — = m-f- (sin * -J - m) | — me*;
donc
= ( sin a -f- »i ) d\ — tn di,
a ddy ? ,,, aadr*
Et en prenant les racines carrées
rfr== v^- e rfî ’
dont l’intégrale est
-Vf (-"‘--HP’-')-
g 130. Mais si, sans omettre les termes multipliés par
mCvioire: sur lus fluides. 8
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m (g 127 ), oa veut employer l’expression générale du temps T , on trouve de la même manière qu’il est
_ JL .î. 1 _L ?l Ü -{- etc.)
uV V ^ 4 ^ *1 ~ >9* /
j». sin « £ * msin»É*
m* cos <*’ i ‘
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