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Note préliminaire.
Al la fin d'un petit mémoire sur la convergence de la série du binôme, inséré dans le second cabiet du cinquième tome du journal des mathématiques que je publie, où j'ai appliqué la méthode de d'Alembert à la série du binôme pour en juger la convergence, fai promis (pag. 196.) de traiter cet objet encore d'une autre manière directe, en opérant immédiatement sur Fexpression générale et identique du reste de la série, par une certaine méthode générale d*évahier les restes des séries, développées suivant les différences au lieu des différmitieHes; méthode qui s'applique au théorème général de Taylor d'une manière semblable A celle qu'a donnée Mr. Lag range pour l'évaluation des restes delà série particulière de Taytor et qui a été perfectionnée par Mr« Ampère*
Je veux m'acquitter ici de cette promesse. Mais comme il étoit nécessaire de présenter d'abord les dévéloppemens et théorèmes généraux mêmes dont on voulait faire mie application particulière, comme, aussi, la théorie des puissances elle même étoit presque inséparable de l'objet qu'on alloit traiter, et que d'un autre côté il se présentait ainsi une bonne occasion et un moyen facile de faire encore d'autres applications des principes fondamentaux, une fois qu'ils seraient établis, ce mémoire, destiné origi^ nairement n un objet très spécial, a reçu une beaucoup plus grande étendue, et enrf)rasse maintenant, comme applications des principes généraux qu'il présente, presque toute la théorie des puissances, des logarithmes, des quantités exponenti^es et fonctions angulaires, suivie des points principaux de la théorie des factorielles et facultés analytiques $ tout cela sui* vant les vues qui semblent être propres à ces objets.
Quant a la théorie des puissances, des logarithme^ et fonctions angulaires, on pourra être étonné, de me voir reprendre des objets traités tant de fois; mais on trouvera dans le mémoire même les raisons qui m'y
2 Note priHnUnaire,
ont engagé. On remarquera qu'effectivement la théorie ordinaire est encore très imparfisdte tant pour la rigueur des démonstrations que pour la conséquence^ et qu'elle n'est pas exen^te de lacunes ^ imperfections qui proTiennent^ à ce qu'il semble^ de la séparation et du morcellement d'objets qui ont une seule et même source, de l'omission de points essentiels, par exemple, de la recherche de la convergence des séries auxquelles on parvient, et de l'usage de procéder des cas particuliers aux cas généraux, au lieu de suivre la voie inverse. Daprcs ces motifs il ne semble pas inutile de reprendre ces objets, d'autant moins, qu'ils entrent dans les élémens, qui surtout doivent être bien établis et n'ofirir jamais de lacunes ni de démonstrations foibles.
U est vrai que si dans le mémoire présent on excepte quelques théorèmes et éclaircissemens généraux, et quelques théorèmes de la théorie des facultés analytiques, les résultats nouveaux qu'il contient ne sont qu'en très petit nombre; mais on y trouvera plusieurs vues nouvelles, ainsi que la pratique d'une méthode, qui seule me semble être propre a l'analyse et pour ainsi dire lui . appartenir comme innée. Ce ne sont donc pas les résultats, mais c'est surtout la méthode, a laquelle je prie le lecteur de vouloir bien accorder son attention. On en vwra les effets, et l'on trouvera que par son secours les difficultés que laisse la méthode ordinaire, peuvent effectivement être vaincues et les lacunes remplies.
Depuis un nombre d'années je prépare un traité d'analyse qui doit embrasser cette science dans toute son étendue et dans son état actuel. Un tel ouvrage me semble devoir devenir très utile à la science, et je le crois même d'une nécessité urgente; car la science analytique s'est, surtout dans ce demiw tems, tellement étendue et ramifiée, qu'il n'est presque plus possible a celui qui l'étudié d'en embrasser toutes les parties comme formant un ensemble. Le problème que je me suis proposé présente sans doute de très grandes di£Scultés. La seule collection des objeots nombreux qu'il embrasse en forme la moindre partie. H s'agit surtout du système, et pour cela il ne suffit pas de ranger les objets dans un ordre tel que les théorèmes et propositkms ne se rapportent jamais qu'aux théorèmes et propositions qui précèdent: il s'agit de suivre la liaison intime et naturelle des propositions jusqu'à leur origine, de rapproclier les objets qui ont la même soivce, et de fiiire voir, par la doctrine elle même, son onanisme et son développement naturel. Il s'agit de cette méthode non-^
I. Dèjiiniion et propriétés des puissances. J
arbitraire^ qui convient à Vohjety et cette méthode est le point le plus dffîcile dans une science^ et en même tems le plus essentiel. Les combinaisons de vérités connues, même pour en découvrir de nouvelles^ ne forment pour ainsi dire que la pratique delà science; la méthode en est Tesprit. Laseuie force d'invention a plus ou moins besoin du secours du hasard^ pour arriver à de nouvelles idées heureuses ^ qui puissent agrandir le domaine de l'analyse. La véritable méthode, savoir celle qui se tire de l'essence et de l'orga-nisme de la science elle même, est le moyen direct et sûr d'en franchir les bornes. Je sens donc fort bien l'immense diflîculté de ma tâche, et je n oublie pas que je puis être accusé de témérité, d'oser entreprendre un tel ouvrage. Mais je serai content, si mon essai contribuera au moins à encourager d'autres personnes, 'à suppléer ce que j'aurai peut être mani» que ou négligé.
J'ai parlé de mon entreprise parceque le mémoire présent peut être aussi regardé comme un échantillon du traité que j'ai en vue. C'est pourquoi je le présente sous la forme d'un cours élémentaire, plutôt que sous celle d'un mémoire destiné aux personnes consommées dans la science: H fera surtout voir par un exemple la méthode que je me propose de suivre.
J'entre en matière»
L Définition et propriétés des puissances.
On ne peut pas dire généralement qu'une puissance p. e. u^ est xm produit de y iacteurs égaux A u. Cette définition cesse déjà d'être bonne si j est une fraction, parcequ'on ne peut pas multiplier le nombre u p. e. 3^ ou 1^ fois par lui même. Il est vrai que, dans ce cas, on peut dire que les puissances sont les radnes du nombre u p. e. que u^ est le nombre qui, multiplié trois fois par lui même, donne Um Mais cette dernière définition n'est pas exacte ^i l'exposant y est un nombre irrationnel, puisqu'il n'existe pas de fraction qui puisse exprimer la valeur irrationndle de l'expôsmit. Ici on pourroit Picore recourir à l'approximation, mais elle n'offiriroit pas d'idée daire et précise de l'objet; et
4 ^ 2. fomu 1. et 2. L Définition et
A enfin rexposant est une quantité imaginaire^ Ti^proximation ne réus* nt pas [non plus.
Donc en allant des cas particruKers aux cas généraux , on ne parvient pas à quel€|ue définition générale et précise des puissances bonne pour les élémens#
n est plus naturel 9 et même il n'y a id^ pas plus que dans plusieurs cas de l'analyse, d^autre moyen que de supposer hypothétîquement les propriétés fondamentales d'une fonction encore inconnue , pour en tirer ses autres propriétés, son dé\[eIoppement en séries et son rapport avec d^autres quantités. Si en premier lieu on trouve que les résultats tirés dés propriétés supposées ne sont pas en contradiction entre eux, on sera sûr que la fonction supposée existe réellement; et si, en second lieu, Iqs résultats comddent dans les cas particuliers avec les expressions des puissances dans les mêmes cas, rien n'empêche de donner le nom de puissance a la fonction supposée. Le doute que la fonction supposée soit véritablement et précisément ce qu'on a coutume d'appeler puissance, n^est qu'apparent, car, en partant des cas particuliers pour pror; céder à la découverte des propriétés générales des puissances, on ne trouve pas ces propriétés, on ne fiout également que les supposer pas a pas. On fait au fond la même chose que nous faisons ici, mais avec un détour inutile et par une voie incertaine et exposée aux erreurs. La marche vraiment analytique, qui mène des expressions générales aux résultats particuliers, est la voie naturelle et sûre; tandis que la voie inverse n'est qu'une sorte d'induction, dont les résultats doiv^it être nécessairement plus ou moins incertains.
Supposons donc une fonction encore inconnue /(», y) des deux quantités £< et j, qui ait les propriétés: que si y varie d'une quantité arbitraire t^ les deux équations
2. f{f{Pyy\1c)^f{u,yk) ont lieu généralemeirt et pour toutes les valeurs de u^y et k.
Au lieu de la Botation peu commode de la dépendance de la quantité inconnue des élémens i/ et y au moyen de la lettre / nous pourrons
propriétés des puissances, • §• 3. form. 3. — 5. 5
Texprimer ainsi par la seule position des ëlémens eè nous ëorirons
u\u^= u^^ et
Ces deux équations exprimeront les propriétés fondamentales de la fonotion inconnue que noua supposons hypotfaétiquement et que nous appellerons arbitrairement puissance. L'élément u s'appellera racine^ l'autre élément y exposant, et nommément si l'on écrit
nous dirons que
u est la racine de la puissance z à exposant y^
y l'exposant de la puissance x de la racine u et
X la puissance de la racine u pour l'exposant y# On donne encore d'autres noms aux quantités u^ y y Zf savoir base, Ioga« rithme et logarithmande: nous en parlerons plus bas*
Nous ferons souvenir encore une fois que u^ n'escrime nullemait un produit de &cteurs ^aux exclusivement, ni quelque autre valeur d'une puissance dans un cas particulier, mais phitdt cette fonction inconnue sou» mise aux deux conditions exprimées par les équations (3. et 4.)* 1
n s'agit maintenant de tirer des propriétés générales (3. et 4.) les |
autres propriétés des puissances, pour en trouver les valeurs dans les cas particuliers» Mais il &ut que c^ se fasse sans recourir à autre diosç qu'?i ce que les équations (3» et 4») expriment^ et aux principes du calcul qui entrent dans les expressions mêmes*
Quant à ces principes, ce sont ceux de la théorie du positif et négatif et des quatre premières opérations: addition, multiplication et les inverses soustraction et divisian. Car le cas de la mult^lica« tion de deux puissances (éq« 3.^ est eelui de l'addition des exposans, et si k est négatif, on tombe dans la soustraction; le cas de l'élévation d'aune puissance à une autre est le cas de la multiplication des exposans, et si le nouvel exposant est une fraction, la division s'emploie. Il faut done que la théorie du positif et négatif, et e^e des quatre premièreà opérations, précèdent celle des^ puissances* Nous tes supposons établies^ eu nous reservant pour une autre occasioii l'essai des édairassemens qui peut-être seront néoessaires. Nous nous boruerans seidemmt & annoncer
6 §. 4. form. 6.— 10. /. Définition et
UA que k tiÈéond des quatre premfêres opérations peut être donnée dune manière semblable à celle dont on va se servir pour la thé<HÎe des puissances.
L Faisons j^ = 1 et Âr = 1 dans la seconde équation fondamentale (4.) elle donnera (u^y=u^'\ Mais, suivant la théorie de la multiplication, le produit 1.1 est 1; donc on a (2/^)'=i/^ Soit pour un moment u^=zWy réquation qu'on vient de trouver donne w^^=:ws donc en éorivant u au lieu de w, on a
Voilà le premier théorème tiré des équations fondamentales.
n. Soit dans la première équation fondamentale (3.) I: = et y = 1, elle donnera u^.v!'^=. û" ou bien, u étant = u^ (6.), u.u9=z u. De là on tire u^z=z — . Mais en vertu de la théorie de la multiplication, si le diviseur égale le dividende^ le quotient est l'unité, donc
7. u^ ^ U C'est le second théorème til*é des équations fondamentales.
m. SiqppoBons dais la première équatiim fondamentale (3.) /^ a— y, elle donne uy.i/-y=»î^=stt° et puisque a^'ssl (T.), uy.w^issi et pai* suite
Cest on troisième théorème tiré des équatieiis fondamentales. Puisqu*en
vertu de la tliéorie de la multiplication i/)".— ^s;-^ et en vertu de léqiia-
tion (8.) -j — uT^ on peut j ajouter comme corollaire
è ^ Uy uy étant ^ z
C'est fat quatrième ooipséqueiiee qu'offirent les équations fondamentales. Elle apprend <|ue la racine d'une puissance à exposMt quelconque peut élre regMdée cemme une puissance de la puissuice même, ayant pour exposant le quotient 1 divisé par l'cKposant prinûtif.
propriétés des puissances» §• 4. \/orm. 11# — 15« Tf
Puisqu'en vertu de la seconde ëqni^ion fondanmtele (4.) par ex.
(li/'y s=: w^' ^ y et 8Î dans T^quatîon ^lO.) on feît « = i^, on a pour corollaire: j,
U = uAy si 24^ = w
Y. Si dans la seconde ëquation fondamentale (4.) on lait u^ s= z, elle donne ;s^ s= u^K Mais en vertu de la première équation fondamentale (3.) on a tt^tty*=^l*+y*=:tt*(»•+y>, donc, w^* étant =«*, «*•«*= tt*^*+y>. Mais u.z:=u.u^y ou bien, 2/ étant 2=2/^(7.), u.z = u^.uy. Cela donne, en vertu de la première équation fondamentale (3.) u.zzzzu^^'^y d'où (uzY^(u"^yy. De là on tire (w ;s)* = 1/*^*+^^, (i/*+0* ^*ant égal a u^"^\ Mais nous avons trouvé plus haut w*^*+^> = 2i*.5*. Donc on a
u^ u^u^.... Unf = «î 2/* 2i
Voilà un dnquième théorème tiré des équations fondamentales. H fait voir que la puissance d'un produit des fonctions est égal au produit des puissances des facteurs prises avec le même exposant.
Si dans l'équation (12.) on écrit z"" au lieu de 2;, elle donne (2/ s")* = 2/* («")*, ou bien, parceqii'en vertu de la seconde équation fondamentale (4.) («")*=«"*, (2/««)* = /i*;5"^ Si dans cette équation on fiût /is= — 1 on a (2/«"*)*s=s2i*«^, Mais en vertu de Téquation (8.) ^^^=^~
et ;;r^s nr9 ^^^^ <^ ^ comme corollaire
Si tf et 2 représMiteat des jj^roduits de hateun quelconques , de twto que u=:»^».tt,....«« et zws *^Xt*f,,,,Zn9 l'équatk» (14-> ^ooae ?u,u.u,.,..uj)^^ (u,u.u,.,..u^l^ ^ ^^ ea vertu de (13.)
9 §. 5. form. 16. — 18. i. pjffiniiion et
VL Si dans la ^emière équaiiM fimdamentde (3.) les exposans yétk sont tous les deux égaux à Tunité^ Téquatioa donne u^. u^ s= i/'"^' = u^^y ou bien, ii' étant =sii {?•) u^sizu.u. Si dans l'équation (3.) on &it ^^2, k=^ty eUe donne u^u^z=:u\ eu bien, 2i* étant =ii.u et u^ssu^ u^zssUmUmU etc. Généralement, n étant un nombre entier, on aura 16. ù^ s=s u.u.u .... (n fiftcteurs)*
Ce sixième théorème, tiré des équations fondamentales, fait voir qu'une puissance à exposant entier n'est autre chose que le produit d'autant de facteurs égaux à la racine de la puissance qu'il j a d'unités dans l'exposant* Mais Si n'y a que le seul cas d'exposant entier dans lequd une puissance puisse être représentée par un produit des facteurs* Si l'exposant n'est pas un nombre entier, la décomposition de la puissance en facteurs, comme il est aisé de voir, n'a pas lieu. C'est donc aussi le seul cas d'exposant entier où la définition que les puissances soient des produits de facteurs, ne soit pas en défaut.
Soit dans l'équation (12.) zsst, elle donne (u.if=iu\i\ ou
bien, uA étant v,
u^zsu^A
Divisant cette équation par u\ on aura
Mais la valeur de 1^ n'est pas bornée ù être toujours l'unité; car si par ex. A = i, de sorte qu'en vertu de la première équation fondamentale l*.l* = l*.l^ = r = l, la quantité 1^ a les deux valeurs difiFérentes +1 et — 1, puisque les produits +1.-|-1 et — 1. — 1 sont également = 1 tous les deux. Si ^ = i, de sorte que lM^l* = l*.l*,l*3=:t* = l, la
quantité 1* a trois valeurs différentes, savoir + 1, ' ^^^ ^ et ——5 — —9
comme on le peut faire voir à l'aide de l'addition et de la multiplication seulement. Ces trois valeurs multipliées dhacune deux fois par elle même donnent également l'unité peur produit; et ainsi de suite.
Il suit de cette remarque, que la quantité u^ peut avoir également phis d'une valeur; car si cda n'étoit pas, la valeur de 1^, en vertu de l'équation (18.) ne pourrait être que l'unité dans tous les cas; résultat contraire a ce que nous venons de trouver.
propriet/s des puissances. }. 5» form* 19, 9
Nous ne disons pas que 1^ et u* auront toujours et nécessairement plus d'une valeur; nous faisons voir seulement qu'ils peuvent en avoir' plus d'une^ et cela suffit pour notre but.
Cela posé^ soient v^^ v^^ v^y • • • • les différentes valeurs que la
quantité u^ peut avoir ^ le quotient ^ représentera les quotiens suivants: 19, îii Hi Hi • . î!£ îii Î^L . îiî î!i ^ . pf ^
Nous dirons maintenqint en premier lieu^ que le nomlnre de^ valeurs de l'^ ne peut être moindre que celui des valeurs de u\ car^ supposé que u^ ait les n valeurs différentes v^y v^y v^y • p^. Vn^ les n quodens
—, —, -^, . ... — parmi ceux (ip.) qui tous, ^n vertu de l'équation (18.)
égalent 1\ donnent déjà n valeurs différentes pour cette dernière quantité.
Nous dirons en second lieu, que le nombre des valeurs de 1^ ne peut être plus grand que celui des valeurs de u^s car supposons, comme 01 -dessus, pour x^^ les n valeurs différaites v^j v^j v^'y . . • • v^ et pour l'^ les m valeurs 1,, I3, I3, • • • • 1^» ^ s'il ^t possible étant plus grand que /i, les m produits v^A^j v^A^y tJ^A^^ «••# t^fl^ parmi tous ceux qui en vertu de Téquation (17.) égalent z^, présenteroient déjà plus de valeurs que cette quantité ne doit en avoir suivant Tb/pothêse^
Donc 1^ ne peut avoir ni moins ni plus de valeurs que v^^j dono le nombre des valeurs de 1^ est égal u celui des valeurs de uK
Mais la même cbose ayant lieu pour une valeur quelconque de la bijase^ le nombre des valeurs de ft^ étant toujours ég^l A celui des valeurs de i^ c'est à dire à un même nombre pour une yaleur quelconque de du il suit de lu que le nombre d^s vjaleurs différences qu'une puissance peut avoir, ne peut dépendre de la valeur de la base. Mais, /excepté là base;, il n'existe pas d'autre quantité dans une puissance que l'eKposant; il faut donc que le nombre des valeurs diflBârentes ^'une puissance pent avdir^ dépende nécessairenxent de l'eicposfuit seuk Et en vertu de ce que nous avons démontré ci -dessus, ce nombre sera égal a celui des valeivs de 1^
Au reste, l'équation (17.) fSeSt voir que les différentes valeurs que la puissance u^ peut avoir, pourront être exprimées tentes pw u\ 1^ IhuiB cette expression le facteur u^ représente également toute valeur que eette quantité peut avoir. Si donc l'on adopte la notation \u\^ pour expimier
une Taleur dëterminëe qaekxm^iie p«nm oeDes ^i coro i eiuiflpt à la qoantité u\ on peut écrire
eà ]2i|^ représente indiflPéremment Tone on l'antre valeur de uK
La seconde équation fondamentale (4.) donne pour u^i^ / = ^9 21. (!»)* a= 1»*= (1*)».
Si /2 est un nombre entier positif^ la puissance 1% en vertu de (§• 4. TI.), est un produit de n facteurs égaux entre eux et à l'unité. La valeur de ce produit est toujours 1 , suivant la théorie de la multiplication, quel que soit n. C'est à dire 1" est toujours 1, n étant un nom-* bre entier positifi Si n est un nombre entier négatif, la valeur de l*" est encore 1 pour une valeur quelconque de n^ puisque en vertu de l'équation (8.) 1-^=-^. Si /i = 0, 1* ne cesse d'être 1, car en vertu de Téquati<m (7.) on a l^s 1. Donc si n est un nombre entier positif on négatif, ou bien zéro, 1" est toujours 1 pour un valeur quelconque de n^
En substituant cette valeur de V dans l'équation (21.) on a
Supposons maintenant le cas ou 1^ a plus d'une valeur, on voit que toutes les valeurs des puissances (1% (1*)% (1*)% .... (i^r*, (1*)"^, • . . . ne seront pas nécessair^nent égales mais au contraire elles seront différen-^ tes entre elles, car il n'y a que l'unité qui, muItipUée un nombre quelconque de fois par lui même, donne toujours la même quantité. Mais n étant arbitraire dans l'équation (22«)9 sous la seule condition d'être un nombre entier,;rexpression(l*)"représent«a toutes les quantités (1*)^ = 1, 1\ l^l*,
1*4M*, . • • . ^, jTTiEf FTîïTïX «» ïûême tems. Elle aura donc
nécessurement plusieurs valeurs différentes. Mais ces valeurs sœont précisément celles que 1* peut avoir, puisque cette quantité, en vertu de réquation (22.), s'exprime par (t*)\
On vent par là que les différentes valeurs que 1^ peut avoir, ont la propriété qu'on les trouve, ^piand on multiplie, ou divise continuelle» ment par elle même, une d'entre elles quelconque qui ne soit pas l'unité eUe même^ canune l'est par exemple celle (i}f.
prepHftéâ des puisêaneeâ. §• 7. form. 23« *— 25. H
Si donc »i une des différentes valeun quelconque de. 1^ qui ne soit pas 1) ces différentes valeurs seront
Parmi ces valeurs il se trouve nécessairement celle al =s 1, puûque n peut être également zéro^ quel que soit /i. Les autres sœont différentes entre elles et de 1»
Mais toutes les valeurs de 1^ ne sont différentes enfee elles ^ que dans le cas ou 72 iS: ne peut être un nombre entier positif ou négatif^ qud que soit n. Car à kn étoit entier on auroit (l^)**^ c'est à dire l^s=:l«
Si Ar est une fraction dont le dénominateur est m par ex* & = -7- ou 172
et X signifient des nombres entiers^ la puissance 1^ n'aura que A valeurs différentes^ savoir les valeurs
2A. U («*)% («*)% («*)% • • • • («*)^-^'- Car la valeur (a^Yy qui suit la dernière («0^^ n'est autee cbose qu»
IV = 1'»=: 1, C'est à dire la première des valeurs (24.)* Donc les valeurs (ajfc)^*=(ai)^(<»jt)',' (a*)^^=(«0^(»»)% • • • • qui suivent celle-ci égalent de nouveau les valeurs {aj^\ («j^* ^tc« et la même série des vft-
leurs (24.) recommence toujours* Les valeurs («it)^\ (p^iT^ •••• de (ai^ se trouveront également parmi ceUes de la série (24.) ^ car soient fi et 1^ des nombres entiers arbitraires et v<Cf^^ on a (a]^)^^=s((«j^^)^s= l^=i 1
aonc(ai)-^, ou bien 7^ (S.) =^^^=(«i)^*^% Idl'exposant ftA—vest^
\m nombre entier positif puisqu'on a supposé p<ftA; donc C**)"^ ^^ à dire («0^9 ^t une des quantités de la série (240« Donc la puissance 1^ n'a que X valeurs différentes entre elles dans le cas dont il s'agit.
Si^ pour abréger^ on écrit « au lieu de «j^ ou de 0^1 ^ on a a^ssi 1
on bien a^ — 1 s= 0« Puisquld X est un nombre entier^ la quantité a^ — 1 est ^visible par a — 1 et l'on tvoiir«
a^+a2-* + tf^.... + l
Mais a est diflférent de zéro^ de sorte que a — t n'est pas zéro^ donc
12 §• 8. form. 26, el 2/. /, Définition fi
a^ — 1 étant zero^ ^_. l'est également. Donc l'ëquation (25.) donne 26. !+« + «» + «« ...,+«^ s 0.
Cela fait voir que la somme de toutes les valeurs différentes d'une puis« sanee de l'unité à exposant fractionnaire est zéro*
Si X est un nombre premier ^ la quantité »^ — 1 n'est divisible que par a lui même^ moins l'unité; mais si A est un produit des nombres premiers p(fr ....y a,^ — 1 est également divisible par a — \y aP — 1, 9!^ — 1 • • • • ckP^ — 1 etc.. Car si par ex. h^spçr et a'' = (3, on a
a^— IrsttP^'-— 1 = ^^'"— 1 et «P— 1 = 0— Ij dono^^^ = Ç^.et
^'"— 1 est divisible par 3—1. Ontrouve^£j sa l+^+p*... . +3'*"', ou, ce qui est la même chose,
Sfais a,^ est toujours ssl et oT^ ne Test pas, donc «^ — 1 et ^^. sont zéro. Donc on a
l + «F+rt«p..., + «^"'*=r
Cela fait voir que si l'exposant k de la quantité 1^ est une fraction y dés nombres entiers m et X, non seidement la somme de toutes les valeurs t, Uy »\ a? ..•• oif- de 1^ sera zéro, mafa que les sommes des groupes de valeurs dont les exposans sont des multiples quelconques des facteurs du nombre \, s'fl 7 en a, le seront également Si par ex. A =6 on a non seulement
! + «+«• -f «• -fa* -fa'ss mais aussi
l + a»4.a* = et
Nous ne continuerons pas plus loin la recherche des propriétâi des puis»
sances de l'unité* dans le cas d'exposans fractionnaires.
Si k est un nombre irrationnel ou imaginaire, nk ne peut jamais être un nombre entier pour aucune valeur du nombre entier /?. Donc 1^ aura dans ce cas un nombre infini de valeurs diffiârentes «entre elles.
juaprieies des pmâsances. ^ §♦ 9, form. 28. — 32. 13
Les puissances de.l* à exposans eiitiws négatifs ne seront pas néoessai*'' rement égales dans oe cas aux puissances ù exposans entiers positifs.
Si A: est un nombre entier^ la quantité 1^ et aussi, en ywtu des écpiatiitais (17. et 18.) , la quantité u^ n'auront qu'une seule valeur*
La propriété des puissanoes de l'unité trouvée (§«6«) édairdt une oontradietiQn apparente de l'expression (13.) savoir
et de oeUe (17.)
qu'on en tire. La contradiction apparente consiste en ce que par ex. l'équation (28.) semble exprimer un beaucoup plus grand nombre de valeurs à droite qu'à gaucbe. Car si par ex. la quantité {u^u^u^ ... .)^ a X valeurs différentes, diacun des facteurs u\y u\^ u\ .... h droite en aura autant, et si le nombre des fiioteurs est m, il paraît qu'il j aura K^ valeurs à droite et seulement A à gauche, puisqu'on multipliant les facteurs à droite, leurs valeurs se combinent. Egalement l'équation (20.) semUe exprimer ïf videurs à droite et seidement A à gauche.
Considérons en premier lieu l'équation (29.) sous la forme (20.) savoir
ou \u}^ signifie une valeur quelconque déterminée de u^. Soit v^ une de ces valeurs, l'équation (30.), appliquée à cette valeur, donne les h valeurs suivantes de u^:
Mais il n'existe que les X valeurs v^^ v^^ v^j .... v^ àelà quantité u^; donc une valeur qudconque de cette quantité, autre que cdle t;, par ex. t;, ne peut être que parmi les valeurs (31.). Soit !;.«"*= t'a, l'équation (30.) appliquée A cette autre valent de u!" donnera
MUs tés produits «"".l, «"^.ûi, $r.a% .... a^.ct^, comme il est aisé de voir> ne donnent d'autres puissances de a que celles qui déjÀ sont comprises entre les puissanoes a**, a\ cl^ .... ol\ puisque a^=s 1. Doncl'exp r essi on (32.) donne précisément les mêmes valeurs de £»^que cdle (31.). Elles se sooeédent seulement dans un autre ordre* Il en est de même
14 )• 10« et a. fornu 33^ i. D/JinUion et
des résultats que donnent les autres valenn v^^ v^ .... Vi de u^ en y appliquant Tëquation (30.)» Donc en multipliant »^ par 1^ dans (29.)9 le nombre des résultats différents n'est nullement X* mais seulement X, de sorte que rëquation (20.) n'exprime pas plus de valeurs â droite qu'à gauche.
n en est de même de l'équation (28.)« Car nous venons de voir qu'à Taide de la multiplication par 1^ les X valeurs de u\^ u\y u\j . . . . peuvent être toujours réduites à une seule^ de swte que leur in^alité peut être toujours exprimée par celle des puissances de l\ Donc les résultats de la combinaison des différentes valeurs de ii^ , u\ .... que pro« dint la multiplication des facteurs, se réduisent toujours h ceux qu'offrent les puissances différentes de l^=:a« Mais ces résultats ne prés^itent que X valeurs différentes, puisque les puissances %% ol\ a% . . . . ah^ reparciBr sent toujours, quelles que soient les valeurs entières qu'on donne ii n. Donc le nombre des valeurs à droite dans l'équation (28.) n'est miU^Daent X% mais seulement X, et égal à celui des valeurs à gauche.
Puisque, en vertu du paragraphe précédent, les diffi&rentes valeurs
d'une puissance u^ peuvent être toujours exprimées par une seule valeur
déterminée de cette quantité, en la multipliant par les différentes valeurs
de 1*^, et que le choix de cette valeur détwminée est arbitraire, on pourra
partir par préférence des valeurs réelles de u\ s'il j en a. Donc en
écrivant
u» ts |tt|M
la notation \u\^ signifiera par préférence la valeur réelle de u\ si une telle valeur existe. Nous verrons plus bas les conditions de l'existence et de la non -existence des valeurs réelles des puissances.
Il y a encore à remarquer qu'en écrivant une seule lettre pour ex-primer une puissance, par ex. z au lieu de u7j comme nous l'avons fait plus haut ($. 4.), cette notation n'est pas incomplète. Il est vrai qu'il auroit &llu écrire u^ss z.l^ au lieu de z^sm^s mais ce qu'on teouve pour une valeur déterminée z de u^ aura lieu également pour toutes les autres valeurs de cette quantité, puisque le choix de la vdeor déterminée de la quantité est arbitraire. Si l'expression d'une piûssanoe par une seule lettre se trouve seulement h un des deux côtés d'une équation oomme
propritiis deâ puiêioneeê* §• 12. form. 34. 15
par ex. dans r^atkm (10« f • 4. IV. )^ et quTon Teidlle exprimer en mèine temps tous les r^ultants que l'ëquation puisse présenter, il n^ a qu'à
écrire z. 1^ au lieu de z. Cela donne dans l'équation (10.) ii asB(«»1^3=
^ . 1^* r ss i''. 1 ss ;&'', pour 21^ s= tfi de sorte que l'équation (10.) ne change pas de forme*
On voit, par ce qui précède, que tous les théorèmes sur les puissances que nous venons de trouver ont été tirés uniquement des deux équations fondamentales (3. et 4.) sans le moindre secours étranger, sans recourir au développement en séries, ni à l'approximation ou à l'induction» Nous n'avons eu besoin que de la théorie des quatre premières opérations: addition, soustraction, multiplication et division, qui, sdon la nature de l'objet, doivent précéder la théorie des puissances. Ce mode de développement senible être propre m comme ailleurs à la méthode qui convient seule h l'analyse et qui, dans cette science, comme nous l'avons remarqué plus haut, est non moins importante que les résultats eux mêmes.
Mais puisque de cette sorte tout est fondé sur les deux équations hypothétiques (3. et 4.), il faut encore voir si la coexistence des deux équations fondamentales ne peut point être révoquée en doute à cause de quelque contradiction.
La coexistence des deux équations fondamentales (3. et 4.) a été déjà légitimée a posteriori par ce que toutes les conclusions fondées sur les deux équations (3. et 4.) ne nous ont induit nulle part à quelque contradiction* Mais on peut encore prouver a priori, comme suit, que les deux équations (3. et 4.) subsistent l'une à côté de l'autre sans contra-
diction. En écrivant l + r^ au lieu de k dans l'expression (u^^ nous au-
ft rons (ù^ ^> Cela égale, en vertu de la prenûdre équatk>n fondamentale
(3.) Il Çuyy*(M^y et cette quantité, en vertu de la seconde équation fou-
ydamentale (4.) est égale h u^.u ysszuy.u^ ou bien, en vertu de la première équation fondamentale ^ale â ii^« Donc on a suivant les deux équations fondamentales (3* et 4.)
Si. (uT)*'hr a «y+i.
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Mais le même resdtat peut être tiré de la aeconde" équation fondamentale (3.) seule sans le seoours de la première. Car elle donne
(uyf y^su) yf^szu^K Hotc une des deux équations (3. été.)} applt* quée isolement à une puissance quelconque^ donne le même résultat quc^ les deux équations appliquées conjointement. H suit de lu que les deux équations ne pourront être en contradiction*
On pourrait donner encore une autre démonstration de la coexîstfflice des deux équations fondamentales , en tirant Tune de l'autre au mojen du passage ordinaire des cas particuliers aux expressions générales. En supposant Téquation (3.)^ on commenceroit par démontrer l'autre équation (4.) dans les cas ou j et A sont des nombres entiers; puis dans les cas où j et Âr sont fractionnaires^ et en passant des valeurs rationnelles aux valeurs irrationnelles par le mode ordinaire^ on arriveroit aux cas ou , les cxposans sont irrationnels. Mais ce procédé swoit embarrassant et impliqueroit une sorte d'induction ^ a cause du passage des cas particuliers aux expressions générales; de Tautre côté on ne toucberoit pas les expo* Bans imaginaires, et enfin on trouveroit que la démonstration, même dans son étendue limitée, ne réussit pas sans faire une seconde hypothèse^ savoir celle u^zzzuy de sorte qu'au fond on retomberoit dans l'inconvénient d avoir deux hypothèses au lieu d'une seule. Donc, puisque cette seconde voie n'offre que des pertes sans profit, et que d'ailleurs la coexistence des deux équations (3. et 4.) peut être justifiée parfaitement, comme nous lavons vu plus haut, les deux hypothèses, ou plutôt postulat a^ dont nous sonunes partis, semblent être préférables.
Avant de passer au développement des puissances en séries, desquelles les fcmctions angulaires pourront être tirées ioamédiii^ement^ nous entamerons la recherche des facultés analytiques, en suivant une marche analogue à celle que nous avons suivie pour les puissances. Après nous donnerons des séries générales de développement applicables également aux puissances, aux facultés et ù d'autres fonctions analytiques.
IL DeJbiUioH et propriiiiê desfac^iés analytiques. §• 13* 14* farm. 35. — 43. 17
IL Déiînition et propriétés des facultés analytiques*
En smirant h méthode que nous venons d^appliquw aux puissances, nous supposerons hjpothëtiquement des fonctions de trois démens u^ Xy y soumises aux conditions suivantes:
f(ii9afyy + fc)=^f(is,x,y).f{u+yXyXyk)y
36; f(ku,kx,y):=kyfCu,x,yl
Nous donnerons le nom de facultés analytiques à ces fonctions. Pukque la notation de la dépendance déterminée d'une fonction de ses éiémens par une lettre comme / n'est pas commode pour le calcul, et qu'au con» traire la juxtaposition est plus simple et plus convenable pour cela, nous exprimerons une faculté analytique, désignée ci «dessus par fi^yX^y), par (Uy+xy. La virgule placée entre les éiémens u et x indique que ces âémens ne doivent pas être simplement additionnés, mais [dutôt combinés suivant les règles que les équations fondamentales expriment implicitement. Cette notation adoptée, les équations fondam^itales des fiicultés analytiques (35^, 36., 37.) se présentât comme suit:
li' su
Biais ces équations expriment les propriétés caractéristiques des puissances, donc les puissances sont un eas particulier des iscultés, savoir cdui oà des trois éiémens n, x^ y celui x est zéro.
18 §• ^4. fomu 44* il. D^uêMoh «l propriétés
n. Soît dans la preimère ëquatioo fcmdamentale (38.)/ssl et kss 1, elle donne (^>+jp)*=(i/,+^)'(«^+«>+^)** Soît en second lieu ^=£2^ A:s=l jhms h même équation^ on aura
et en verta de oe qu'on vient de trouver
(u,+xr = (u,+xr(u+x,+xy(u+2x,+xy.
En continuant on trouve
(u, + xr^(u,+xy(u+x,+xy(u + 2x, + x)\u + 3x,+xy, et gënëralement
(u,+xr^iu,+xy(u + x,+xy(u+2x,+xy....(a + (m—i)x, + xy, m étant un nombre entier. Mais en vertu de la troisième équation fondamentale on a (f/9+jr)'s= ir^ (i^+a?,+flp)*=3ii+ar; (tt+2jF,+jp)*=tt+2jp... {u^(m — l)x,'\'xY zsz u + (m — i)x. Donc on a
44^ iu, + xy=:u(u+x)(u+2xXu^3x)....iu + (m—l)x)
pour le cas où m est un nombre entier.
Gela &it voir que dans les cas ou des trois élëmens u^ x, y celui j est un nombre entier^ les facultés analytiques seront des produits de facteurs ëquidifférents» Oi leur a donne dans ce cas le nom de factorielles.
ni, A cause de Panalo^ des facuhéi avec les puissances, et de leur accord dans un cas particulier, nous donnerons à leurs ëlëmens des noms analogues à ceux des é^mens des puissttices.
Des trois âémens ci, x, y d'une faculté (£/,+ xf nous nommerons le premier u, base, le seecmd Xy différemce et le troisème j, exposant»
Coût d \bl natation adoptée ci-dessus, ^e sera justifiée par le passage des facultés aux puissances^ daniT le cas d'iexposans enti ers. Nous avons mis l'exposant au côté droit de In base et on peu plus baut, comme dans les puissances. La diffiSrence a' été placée à côté de la base, et sur la même Kgne, parcequ'elle peut se combiner avec la base par la voie de l'addition, comme on le vdt dans tes factorielles. Elle a été séparée de la base par une virgule, pour indiquer qu'elle ne doit être ajoutée que sous qudques conditions*
d€S focuUis analytiques. }• 14. form, 45. — » 47. jg
On a aussi ooutume de désirer une ftcidté (^t'+^y par u^^^y ou la diflPërence est placée â côté de l'exposant; maïs 3 paroît être beaueoup plus naturel et conforme â fo nature de la fonction dont fl s'agit^ de placer la différmice à côté de la base^ parcequ'elle se combine bien avec die par la voie de l'addition ou de la soustraction ^ mais non pas avec l'exposant*" n est bien vrai que les notations dans les mathématiques sont arbitraires* mais elles n^ le sont pas absolument; elles ne le sont que jusqu'à de certaines limites tracées par les régies indispensables de la conséquence^ sans laquelle les mathématiques n'eodstent pas. Certerb conséquciice est tellement inséparable de cette science qu'il n'est pas permis de la néghger. même dans les points les moins essentiels. Et la notation n'est pas de ces points; elle est beaucoi^ plus iipportante qu^elle ne semble Têtre à la première vue. Les signes sont la langue des mathématiques et l'art de la notation est celui de cette Jangue. Qu^on nous pardonne cette remarque: elle est susceptible de nombreuses applications dans toutes les parties de l'analyBC.
IV. Si dans la seconde équation fondamentale <39.) l'exposant f est un nombre entier^ elle donne en vertu de (II. 44.) :
Cette équation est identique et &it voir que les trois équations fondameiv» taies n'impliquent point de contradiction dans le cas d'exposans entiers.
y. Soit dans la première équation fondamentale (38.) js=0 et *=1, elle donne («,+Jp)'= («,+Jp)*(w, + dr)* et en vertu de (40.) Il = (w, + xfu. De lÂ cm tire (//,+a?)'^s3 — ou biqp
La valeur d'une faculté quelconque est donc l'unité dans le cas ou l'cKposant est zéro.
YI. Ecrivons dans la première équation fondamentale (38.) -^y au lien de +/ et ^ au lieu deop, eUe donne (i/ri'a^)'== (2/,+Jp)'^(tt— ;yjr,+^)y. Cela donne en vertu de (46.)
xr
et ai l'on écrit — x an lien de +x,
TIL L'ezpreaôon (44.) fiât voir que, dam le cas d'expoMoat entier et positif, k Talemr d'une bcnité est zéro si la base l'est L'ex- {wession (47.) a^wnd qne, dans le même eas, mais l'exposant étant négatif, la vaienr de la foonlté n'est pas xéro, mais en vertn de (44.)
<Q>+^^= -rx.-(y-l);r.i(y-2)ar....-x > *» "«
jr)r
'x,2x,3x,4rx,,,» yx'
Nous verrons plus bas qudles scmt les valeurs des fiMadtés à ea^osans qndoonques dans le cas oà la base est zâro.
Tm. IS dans la prenûère équation fondamentale (38.) <m écrit y è la i^aoe de ^ et ^ â la place dé y, elle donne
donc on a («,+x)'(tf+^x,+apy = («,+x)y(tf+jx,+*)*, et de là
<2 (u+kx,+xy _ (K+jrx,+j)* (u,+xy Oh+W'
IX. Si dans b seconde éqoation (30.) <m fiik As=— et puis *«^, enedonne(l,+ ^y=:l(ii,+*y et(|^,+iy=l(ii,+x)rj donc
X. Multiplions réquation (54.) pw i
d09 faeuUtê muifyUfm$. §. 14» fùrm. 65. — 58. 21
(i.+i)^-*(f,+iy
(u,'\-xyssx^ 5 . Mais à dans la pramièire éqnatkm f<m«
damoDtale (38.) on fiât u s 1, « s= 1, yss— — 1, et Ars=jr, elle donne
substituant cette expression de (1, +l)'^(^, + 1)^ dans oeUe de (u,+xy d-de88uS| on trouve^
On voit par cette expression^ qu'une hcolté h base et différence quelcon^ ques, peut toujours être exprimée par deux autres hooHé» dcmt les bases et les différences sont l'unité; Donc toute faculté peut être réduite à d'autres de la dernière forme.
XI. Si dans la première équation fondamentale (38.) <hi lait z^ = ly
x = l et A = -J— 1, elle donne (l,+lf""^==(l,+l)^(l+r, + !)*"• Blab en vertu de la seconde équation fondamentale (39.) on a (t+y, + if ^^ss
Vm substituant cette expresâon dans celle (55.) on a
Cette expression peut être utile dans le cas où l'exposant y est infiniment grand. Dans ce caS) à cause de —^0, rexprescncm (56.) se rédiût a
et si jrssl) à
Les deux expressions (57. et 58*) n'oot lieu que dans le cas od y s oo»
22 $• 14. form. 59.-61. U. Défhmm tt profriété*
Xn. 1^ prenatôreëqaationf<Midttneiitale(S8.) donné (tf+/jr,-f>x)' aâs ^"* V ,v « Faisant r« = t;, cela 80 lëduit à
t;,+a.)»=<îîl±f
Cette formule sert à exprimar^ par deux facultés qin ont la même hase et la même difiPérence^ une autre faculté qui a la même di£Pérenod mais une autre base quelconque.
Xm. Si dans la seconde équation fondamentale (39.) on feit A = — , die donne (^> + "') = (^) i^^+^Y^ Mèk mk verta de la première équation fondamentale (38*) on a
ot de là
En substituant cela dans rCT^resnon do (— ,+u>) d* dessus et multipliant par (— ) , on trouve
A l'aide de œtte formule on pourra réduire une fiiculté à deux autres ayant mêmes bases et mêmes- différences mais de grandeur arbitraire.
ipy. Si dans l'expresMon (00.) oia&hv^uetxss. lo-f ^^jelle donne (u,+«0+Jk)^ as ^!£±^y(;vi2£)^L-^, ou bien, en mettant x à la place de itf, et réduisant:
u, + xf
Ces équations en vertu des réflexions semblables â celles ($. 5.) font voir^ qu'une faculté a plusieurs valeurs différentes, si la puissance de l'unité prise avec l'exposant de la faculté en a , et nommément le même nombre de valeurs que cette puissance elle même. £K donc on veut exprimer une des valeurs diflRSrentes qudconque de la Cfieulté, par ex. la valeur réelle, s'il 7 en a, par (£f, + Jp^|% on pourra écrire
w, + xy= |«/,+x|^i
et cette équation donnera toutes les valeurs diffi^ntes de la fimdté, à Taide des valeurs différentes de la puÎManee V de l'unité. On vmt encore par l'expression (65.) que le nombre des valeurs différentes d'une &culté dé* pend uniquement de l'exposant et non de la base ou de la «Kfférence*
Telles sont les es^pressîons prindpaux sw les facidtâi analytiques qui peuvent être tirés immédiatement de leurs équations fondamentales supposées hypotbétiquement. Au lien de la trcMsième équation (40.) on ponrroit peutêtre &ire l'bypothèse d'une autre équation plus générale, analogue à le seconde équation fondamentale des puissances {li^^szu^^ {^.\ savcMr de l'équation
«e. ((»,+x>+yxy)»= («,+»)^
qui, oomlHnëe «veo les deux premières équations (38. et 39.) doluiermtift troisième (ii,4-«)*sâ » et la ren^oeroit. Si ^ et ik «Mit des nombies
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entiers^ cette équation (66.) donnereit Texpreasion siûvante
«y. («,+xy*=«/(w+x)(z/+2«)..-.(j;£+(y— i)x)
(M+yx)(w+(y+i)»)...-(w+(2y— i)x) (z^+2yx)(z^+(2y+i)x).,..(«^+(3y— i)x)
(w+(A— i)yx) («/+((A:— i)y+i)x) .... («^+ityx),
Nous remettons la recherche de Tëquation (66.) et de ses applications à une autre occasion ef passons au développement des puissances et des iacultés en séries. Et pour exécuter ce développement, nous commencerons par donner les dévelo^^mras généraux des fonctions en sénés.
III. Formules générales de développement
le.
n y a des cas où les valeurs numériques d'une fonction, celles de ses élémens étant données, peuvent être calculées à l'aide des quatre premières opérations suivant les expressions des propriétés de la fonction, et il 7 a en d'autres, plus fréquents, où cela n'est pas possible. Les fonctions qu'on appelle entières et fractionnaires sont dans le premier cas. Les puissances et les facultés le sont également si leurs exposans sont des nombres entiers; car dans ce cas elles ne sont que des produits de facteurs égaux ou équidi£Férents, qui peuvent être calculés par la multiplication et l'addition seulement. Les puissances à exposans fractionnaires sont encore dans le premier cas si leur racines sont rationnelles. La. valeur numérique de toute autre puissance ou feculté ne peut être calculée immédiatement par les expressions en forme finie de leurs propriétés, ni par cdles qu'on en tire par la transformaticm*
Mais tout calcul numérique se réduit enfin à l'addition, soustraction, multiplication et division de nombres entiers, et il n'y a pas au fond d'autre opération pour les nombres. Donc si les valeurs numériques des fonctions ne peuvent pas être calculées immédiatement suivant les expressions de leurs propriétés, il n'y a d'autre moyeu que de transformer ces expressions en séries de termes composés seulement de fonctions rationnelles entières ou fractionnaires, propres à être calcula par les quatre piemières opérations. Ces séries seront toufours nécessidrement infinies.
de développement* §• 17. - 2S
car 81 elles ne l'étoient pu, les fonotioiis qu'eDes r^résentent seroien^ oomme dans le premier oas, rationnelles et calculables directement* Ma» puisqu'on ne peut pas calculer un nombre infini de termes, le calcul numérique de fonctions irrationnelles ne peut s'exécuter qu'approximativement, et il faut qua la série qui repr^ente la fonction soit convergente, c'est-à-dire, que la somme d'un nombre quelconque de ses premiers termes, diffère d'autant moins de la somme de la série totale, que le nombre des termes qu'on calcule est plus grand, que cette différence, ou bien le reste de la série, diminue au delà de toute quantité aussi petite qu'on voudra et qu'il soit zéro pour un nombre infinj de termes* I^a série sera d'autant plus utile que sa convergence sera plus rapide.
Le moyen généralement applicable au développement des fonctions en séries, est le même qui fait naître le calcul di£Pérentiel et intégral et le calcul des diflPârences* C'est de faire varier par la voie de l'addition ou soustraction les valeurs des élémens des fonctions et de calculer les variations qu'éprouvent par là les valeurs des fonctions elles mêmes. Les développemens propres pour cda s'exécutent suivant une formule générale, applicable u une fonction quelconque et semblable ft la série de Taylor qui en est un cas particulier. On pourroit l'appeler série générale de Tajlor* Elle est connue depuis longtems quant a sa forme qui est odle de la série de Newton. Mais la méthode ordinaire de la démontr» ne semble pas être rigoureuse; aussi négl]jge»,t-.on ordinairement l'expression finie du reste de la série et la recherche de sa converjgenoe* Il s'agit donc de compléter cela et de donner une démonstration rigoureuse de cette foi^ule. Son développement peut être exécuté par la voie des tsans^ formations purement identiques, qui par leur natjure sont exemptes de toute incertitude. L'idée principale de ces transformations se trouve dann les mémoires de Mr. Servois des années 1.805, 1809 et 18H Wr les prindpes du calcul di£Pérentiel. Nous partirons de cette idée en modifiant son application, surtout dans le cas des différentielles, pour lequel il y a des remarques essentieOes à faire et en complétait le développement de la série par l'expression du reste et par la recjierche de sa convergiencei
Soit Fx une foneti<m quelconque de x et A: une variation quéicon* que de l'élément âp, on pourra écrire identiquementc
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A'Fx + (Jk— 3«) AVx— 3aA
dé développement.
§. 17. form. 76.-78.
Continuant la même opération ^ on aura des résultats toujours semblables et dont la forme est aisée a saisir. Des formules (70. 73. 74. et 75.) et de celles qu'on en peut tirer, eu continuant le développement , on aura
- AFx . k—a. .
fx = 1 A/x,
A./-. = ^Iî+i:i^AV^.
A-Zx = ^^ + i^lllzl'lfL A-/X,
-^ (n— lj«^ (n — l)a " -^ '
A»-/x= .^ +*=iîf A"/a:.
no;
na
En substituant ces expressions, la seconde dans la première, la troisième dans le résultat etc., on aura
/F(jc+A:) = Fjc + X^/x,
lF(x+Jt) = Fx + -^AFa: + ^%:^A/ar,
JF(x+*) = fx+|afx+*(|^>a'Fx+ *^^-!;^^*-^«) avx,
etc., et génâralemoit, en restituant encore la valeur de fx (69.)
F(affÀ) = Fa: + -AFa: + fc^A«Fa:4-^^^=^^fc^A»F;r
A(ifc— <t)(A— 2«) .. .. (j^— n<t) .„fF(^e±Jç)—Fs\
Les coëfiBoiens de AFx, AWx ete, dans les termes de cette «ipreasion
— • • ^ • JSi pour abœgçr ou les de-
signe par (— )^ ^— ) (— ^ ,,, ., ©n peut ausn ëorire
28 {• 17. form. 79, —Si. Ul. Formules géiidrid*s
TeDe est la formule générale de développement qu'on peut appeler fformul<e générale de Tajlon EII9 est, comme on voit, semblable à la série de différences de Newton et applicable h une fonction quelcon^ que Fx pour la développer en série* Elle donne en même tems une ex* pressicm finie du reste de la série. 8i Ton désigne par R^ ce reste, savoir celui qui suit les n premiers termes de la série après le terme Fjp, on a
s« Hfi—») (k—2ei) ,,,, (h— net) 2.3 .... il
rF{x+k)^Fx\
La série, comme nous l'avons vu, a été trouvée par le seul moyen de tran9formations identiques. Son développement est donc établi de la manière la plus rigoureuse* La série est semblable à celle de BIr, Ser* vois, mais elle en diffère en quelque sorte, surtout par l'expression du reste, qui s'offire en même tems«
Quant à l'application de la caractéristique A à l'expression du reste, il y a à remarquer que toutes les fois qu'on écrit x-(-« au lieu de x il faut, en vertu de la règle adoptée pour le développemenA, mettre en même tems k — « au lieu de ky de sorte que x+Ar conserve la même valeur* On aura suivant cette règle par ex.
' ^ F{x^lc)—Fx _ F{x^iç)—F{x+a) F(x+fc)— Fa?
fc— a
[^ k h^Za k^a '^ k '
Si Ton vouloit développer l'expression du reste, on troovermt que tous lestermes de la série se détruisent, et eela doit arriver effectivement Il cause de l'identité de l'expression. Par ex. si l'on s'arrête au second terme de la série en écrivant
i<» âiveloppemmt. $.16. 20
on a
F^x+k) = Fx I *^^'>+«)-*^^ I *(*-«)g(jg+2«)--2ifc(*-«)fftH-«H-*(t-«)J'«
+ 2«* l fc— 2« '^ t-a ' k J'
et oda donne
cm bien OssO^ comme fl fisnit.
Bfais 3 n'y a nullement à cramdre que l'expression (TS.)) à oause de son identité^ soit moins un véritable développement^ qu'une transforma* tion vague dont tous les termes se détruisent mutuellement. Si les ter« mes de la série (78.) vont en diminuant , il y a déjà lieu de présumer qu'elle donnera approximativement la valeur de la quantité F(x 4*^) qu'elle exprime, et si l'on peut démontrer que le reste Rn est zéro pour n=soo^ la série sera oonvergente et donnera eflPectivement la véritable valeur de F(jr-f-^)* Ce seroit une erreur de soupçonner qu'une transformation iden« tique ne puisse fournir un développement réel. Au contraire 9 tout développement exact ne peut être qn'iuie transformation identique. Le déve« loppemeat d'une fonction en série convergente n'est jamais qu'une transformation identique de son expression en une autre composée de termes rationneb et déeroUnsants jusqu'à zéro et dont le reste, qui suit un nombre infim de termes, est zéro.
Lesquotiens :^^, ^^, ^^, .... des termes de la série gêné-
raie deTayIor(78.), si l'on y fait «asO, n'étant autre chose que les coëffioiens différentiels de la sëtie particulière deTajlor, a semble à la prcanîére vue, que cette demi^ série puisse être tirée inunediatement de la série générale, si l'on suppose que les faotorielies k(k — «), fcÇk—tt^k—ia) ....
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pour a= se réduisent aux puissances k% fâ^ k^ ...., car dans ce cas la
sérid (78.)> en X ëcrirant BFxy d*Fx, .... au lieu de , — r- • • • •
donne
F(x+k) ^ Fx-\-kdFx-{-^d*Fx-\-—^d*Fx
et c'est la série particulière de Taylor.
Cette réduction de la série générale (78.) à la série particulière se justifie complètement dans le cas où la série n'a qu'un nombre fini de termes^ car dans ce cas les factorielles k (^— a), h {k—x) (A— 2a), . • . . /r (/r— a) (âc— 2a) , , • • (k—ncC) se réduisent pour a =:0, sans le moindre doute, aux puissances lâylây.... k^\ Mais si la série se prolonge a l'infini, c'est- a-dire que n puisse être oc, on n'est pas sûr, que la fectorielle k(k — a)(k — 2 a) •,,.(/: — ncC) soit égale îi la puissance /:'*+', puisque la valeur du facteur k — na pourroit être quelque autre quantité que Ar, même ou zéro ou infini pour a = et ;i = oc. On ne peut donc tirer immédiatement la série particulière de Tajlor de la série générale dans tous les cas. Son développement a besoin plutôt encore de quelques autres réflexions, et d'autant plus que la série n'a effectivement lieu que sous certaines conditions.
Parmi les modes nombreux de développement qui existent de la série particulière de Taylor, celui que donne Lagrange dans la théorie des fonctions se distingue par sa clarté et sa généralité. Mais ce développement suppose bypothétiquement la forme de la série et sa convergence. Mr. Servois, dans les mémoires cités plus baut, donne un développement de la série sans faire ces hypothèses; mais dans son développement, les coëiBciens différentiels se présentent sous la forme de séries dont la convergence peut offrir des difficultés. Voici comment on peut démontrer la série particulière de Taylor uniquement a Taide des transformations identiques, et de sorte qu'en même tems les conditions de Texistence du développement se font voir.
A* Fx + * A»/«— 3 A
En continuant toujours la même opération, on aura, comme lee équa* tiens (83., 84., 85., 86.) le font voir;
Fa? +*/*»
A//^+a) ^ A'Fx , fc A Va?
Ay(x+a) _ A^Fx ■ k AVœ 2a' ~ 2.3a« ^^2.3 a^ '
A*/(JC+a) _ ATœ
1,2.3.... (n—l)»'^» 2.3....?ia'»^2.3..
AVar
If. Ces ëquations^ puisqu'elles sont identiques ^ subsistent sans au-
ciuie condition ni restriction. Quand on y fait âs = 0^ les quantités — — ^
A' Fa: A'Far . A/a? A'/a? A'/a? ., . - ^„^ ...f
-— TT— i — î— . . • . et — =^— • — T— 5 — T- • • • • 80 réduisent aux ooefa ' a' a ' a' ' a*
fioiens différentiels de divers ordres des fonctions Fx et fxy que nous désignerons par dFjp, d«Fa?, d^Fx • . • .; d/x, d*/^* ^Y^"? • • • • Sî maintenant /a?, o'^st-f^-dire ^C^+^b lffE (©9,) est tel, que /(*+«),
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éfetfll, Ay(^-t.a) ^^^ j^^^ j^ ^^^ j^ «5a0,ne différent pas de
fXy—^, — ^7—. ••.) les quantités ^ — , „i > jjr* — ••••
se réduisent également aux ooëiBdens différentieb d/v, B*fx^ S^fx*,,, et
/(r+ft) se réduit à /r. Donc soui cette oondition les équations
(88.) se réduisent à
/x s aFar -j- Iba/x,
a»/a? _ a» pjp , ta'/x
^ 2.3....(ji— 1) "" 2.3....n~2.3..„»»
Substituant oes expressions, la seconde dms la première^ la troiftième dans le résultat etc. on aura
F(x4-Jb) = Fx + kdFx+k*dfx,
F(x+Jfc) = Fx^kdFx'\-^d*Fx-{-YS*f«,
F(«+») = Fx+kdFx'{-^d*Fx+^d*Fx+^d*/x.
et «1 général, si l'on restitue encore l'expression de fx (69.)
d'Fx + ^"^^ a- /^(^4-*)-yx
••••+2. 3. ...«*' ^*+ot.t:s^ V ^ )'
C'est, comme on v<^, la saxe particulière de Taylor. L'expression du reste de la sâne, qui suit ses n premiers termes a^^és celui Fx et que nous avons déirîgné plus haut par K» , est ici
OÙ la notation d" veut ëSarey que dans le quotient ^ ^jf on doit
mettre jt+a au lieu de x et k — « au lieu de k^ puis retrandier du ré*
de déveiopptmenU
{. 18. y«)rm. 98. -«95.
saltet le qaùdent primitif^ fiedire « = dans la diffërenee et répéter n fois cette opëratioii.
m. Le développement que nous venons de faire de la série par«* ticuliére deTaylor s'exéoute^ comme on voi^ sealemeut à l'aide de transformations identiques. D est donc exempt de toute incertitude^ aussi bien que celui ci-dessus de la série générale de Taylor.
Mais en même tems il fait voir les conditions qui doivent être remplies si Ton veut que la série subsiste. Elles s'expriment par les équa« tiens suivantes:
A/(jp+«) _ A/a?
Ayx
A»/^ar+a)
A'fx
pour »s=0.
Puisque / (JP + «) —/x = A/jr, Af(x + *) — Ajx =r A«/x,
A'/Car + a)— A"/rs=Aya? etc., elles peuvent être aussi exprima par
{ Afx = '
A'fx
=: / poup a
A-fa
ou bien, ^ étant =Ô/a:, ^«ô«/ar, ^Ji^S'f^ etc. pour a = 0, par
/ adfx = 0,
§• 18. /orni^ge.— 99.
///• Formul9S génA'ales
lY. Les ëquations (04. et 05.) donnent les conditions de Texistence de
la série (9L) et elles les expriment par la quantité /a? s=s-^-^^t^^ • Mais on
peut les réduire aussi à d'autres qui se rapportent à la fonction Fx elle même* Les équations (76.) 9 en partant de la seconde, donnent
afœ = AFx +{k—a)Afx, X - A* Fa: , Ar — 2a A*/a?
A'/x _ A^Px Ar— 3a A'/jc a ~ 3a* "T 3" * a* '
AVx _ A^Fjc , Jk— 4a AYa:
A"-*/a? _ A'* Far ■ fc— na A"/x
Supposons que les équations (94.) ont lieu. Dans ce cas la sârte (01.) aura lieu également, parceque les équations (94.) exprinient les conditions de son existence. Substituant les équations (94.) dans celles (96.)
et supposant encore
afœ = pour a = 0,
on awa
/ AFx = ^
A^Fx
a A^Fx
A«Far
pour a = 0.
ou bien, ^ étant =0/*, ^^B^jx, ^^^B^fx .
«s=0) en réunissant (97. et 98.)
adFx =s eid*Fx Œs »d'Fx =
pour
x&'Fx =5
pour « 8s 0.
de divéloppemeni. }. 18. ^
Si 168 ^uii^ns (94.) n'avcûent pu lieu^ celles (97. et 98.X et par suite (99.) n'auMMent pas Heu noa plus, coniiiie on le voit par les équations (96. )• Donc les équations (09.) expriment les conditions de Texistence de la série (91.) et les équations de condition (95 •) sont mam«tenant réduites A d'autres où entre la fonction Fx. Voyous ce qu'elles donnent pour les coefficiens ôFx^ d^Fx etc.
y* La première des équations (99.) a toujours lieu, même àfx
étoit = oo; car puisque la quantité « n'entre pas dans fx s= > '^ J ,
on peut toujours la suf^oser telle, que »fx soit zéro, par ex. en suppo^
saut «= .^ va , on a afx^=:j- et «/r=sO, si /a? = oc. Afais les au*
\J30) JX
très équations (99.) demandent que les coefficiens différentiels ^Fx^ d^Fx .... ne soient pas infiniment grands; car su[^08ons dFxs=ioo pour a=iO,
oette quantité étant égale à on auroit = co pour « = 0, doue
AFx pourroit avoir une valeur finie et ne seroit pas nécessairement aséro, résultat contraire h la première des conditions (98.). Supposons S^Fxtszoo
pour a = 0, cette quantité étant égale à — r^ , on auroit — r— =^ «x pour «ssO, donc le serott également et non pas nécessairement zéro^
résultat contraire à la secondiB équation (98.) etc«
Les conditions (95.) ou bien (99.) se réduisent donc A ce que dFxp S*Fx etc. ne doivent pas être op. Donc la série particulière de Tajlor (91.) ne subsiste que dans les cas où les coefficiens différen* tiels dFx^ B^Fxj .... d'^Fx sont des quantités Hnies. Elle n'auroit pas lieu si quelques-uns de ces coëfiiciens ou un seul coefficient étoient infinis.
TL n y a encore A remarquer que la série partioidière de Tajler, si d'ailleurs les coeffidâis di£Pérentiels ôFx^ d^Fx.... ne sont pas des quantités infinies, peut subsister, même dans les cas on A: est infiniment grand. Car supposons la condition remplie ^e BFx^ B^Fx .... sont des quantités finies, les équations (99.) et par suite celles (97« et 98^) auront lieu» Mab si «FjpssO et AFx^sO laprraûère des équations (90.) donne OssO-}-(Ar — a)Afxy c'est- A- dire A/jr = pour une valeur quelconque
d^ Ar, et A pUis forte raison A/îr = si A = pp« Puis, A/jp et — ~
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étant zéro y la seconde des équations (96.) donne = 0+ — ^ — . '^ , donc — — est zéro pour une valeur quelconque de Ar et à plus forte raison -• = si A: = oo et ainsi de suite^ de sorte que toutes les équations de condition (04.) seront satisfaites également* Donc la série (01.) peut subsister^ même dans le cas ou A: est oo.
On voit que les conditions que nous venons de trouver pour l'existence et la validité de la série particulière de Ta yl or doivent nécessairement être ccmnues pour les a^lications de cette série* D'ailleurs la série n'est pas encore convergente si elle satisfait aux conditions (Y.). Ces conditions ne se rapportent qu'à son existence.
Ayant trouvé et démontré les séries que présente le développement d'une fonction quelconque en variant ses élémens^ il s'agit maintenant de juger la convergence de ces séries dans les cas définis^ c'est-à-dire de juger la valeur du reste de la néAe. Si cette valeur ne diminue pas en augmentant le nombre des termes et ne converge pas vers zéro^ la série est sans but.
Si la valeur du reste de la série pouvoit être trouvée exactentent^ on pourroit juger immédiatement sa convergence en faisant n^oo dans l'expression du reste. Si cda donnoit zéro pour la valeur du reste, la série swoit convwgente, et divergente dans le cas contraire. Mais il est évidenoonent incessible de trouver Texpression exacte et finie du reste, toutes les fois que la série est infinie: car si cela étoit possible, on auroit une expression finie de la fonction proposée et sa valeur cesseroit d'être exprimée approximativement par la série conmie le. demande Thypothèse, mais par un nombre fini de termes.
n faudra donc plutôt se contenter d'évaluw approximativement la valeur du reste, c'est-à-dire de trouver des limites dans lesquelles cette valeur doit être comprise.
On oonnoit les expressions des limites de la valeur du reste de la série particulière dç Taylor. Mr. Lagrange les a données par la voie des intégrales définies. Mr. Ampère a simplifié et perfectionné la recherche de ces Umites dans un mémoire inséré dans le 13^* cahiec du journal de l'école polytechnique, et a même étendu ses recherches aux
tf« développement. §. 20. form. 100. — 101 3|r
fenetions de plusieiin Tariables dans le 11- cahieF du IT^ toiQe des an» sales des mathématiques de Mr. Gergonne. Il ne nous reste. donc vA qu'entre prendre la redberohe des limites du reste de la série générale de Taylor/ Ces limites peuvent être trouvées de la manière suivante*
1. Soit <P(pryk) une fonction quelconque des deux quantitéa x et ky variables toutes les deux, mais soumises à la condition, que si par ex. a: varie de a, k varie en même tems de — «. Supposons aussi que <P{x^k) n'ait pas de valeurs imaginaires ni d'infinies, mais que toutes les valeurs de oette f osotion, pour les valeurs différentes de ses élémens (c et k^ depuis jt jus^'a ar + /r et depuis k jusqu'à 0, soient rédles et finies, de sorte que <P{Xyk\ dans l'étendue indiquée des élémens^ est une fonction continue.
Cela posé, faisons varier continuellement ar àe a, et en même tems, siuvant la condition ci-dessus, Ar de — «, on aura en faisant usage du signe A,
/y(jp+a, k — a) —9?(j(?, A:) = Aq>x,
l9î(a?+2a, A;— 2a)— y(a?+a, A;— a) =s Aç)(a?-f-a), 100. /y(a7+3a,A:— 3a) — y(a?+2a,*— 2a) = Ay(a7+2a)^
(9(a7+ma,A;— ma)— y(ap+(in--l)a,A;_(m— l)a) = Aç>(x+(jn— l;a).
La somme de ces équations est 101. 9)(a?+ma,A; — ma)— 9>(a?,A:) ss A9)jr? + Aç'(a?+a) + Ay(x-|-2a) ....
La quantité » étant arbitraire, on peut supposer ma^^^k. Cela donne, en divisant par /r,
jjg^ (pjx^lc, 0)— y(a?, k) _ Aya:+ Ay(jc+a)-t- Aq>{x'^2a\. . . . + AyCap+Çm— l)a) ^ k 7^a
Supposons
103. A9>a?+Av(ap+«) + ^9P(^2a)..;.4-A<îp(a:+Cm— l)a) = mA9(x+|wa^
l'expression (102.) se réduira à
KO)—<P(^fk) ^ A<P(x+fL(t) k a
Bfointenant l'expression (103.) fidt vonr que les quantités AÇsffy A9(a:+^)»
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A^(x+3«V ••••9 M>H qu'elles aient toutes le mâme ngne, soit que leun signes soient diflPérents^ ne peurent être, toutes en même tems, ni plus grandes ni plus petites que la quantité A^(dr + ;ca)^ car si cela étcM<^ la somme des m quantité A^x^ A<p(jp+ ^)> •••• seroit ou plus grande ou plus petite que m fois la quantité A^(x + M^) ^ ^^^ P^^ ëgale a ce multiple de A(P(jr -f- fta), comme le veut l'équation (103.). Donc^ toutes les quantitéi A(pjr9 A<p(jr -)-«), •••• ne pouvant êtra ^ales entre elles, il j en aura nécessairement parmi elles quelques unes de plus grandes et d autres plus petites que A(p(x + ii»). D(nqc la valeur de A<p{x + V^^) sera nécessttrement comprise entre celle de la pins grande et cdle de la plus pedte des quantités A ^jr, A<p(jp+«), A<p(ar4-2a), ..•• c'est-à-dire
entre la plus grande et la plus petite valeur de Atpx^ Donc aussi . ^'^ *^ 1
sera comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de — ^9 et,
-^y<^+^"^ étant égal A y(^+*.0^-y(^>*) , ^ valeur de cette dernière
quantité sera comprise entre la plus grande et la plus petite valeur que
— 2i? ou bien ^^' — puisse avoir pour les valeun différentes de j? et Ar,
depuis X jusqu^ù ar -f- Ar et d^uis k jusqu'A xéro*
n. La quantité « étant arbitraire, on peut la supposer zéro. Dans
ce cas la quantité —~ m réduit au coefficient différentiel d(px« Donc le
théorème que nous venons de trouver fait voir, dans ce cas particulier,-
que la valeur de ^ * ^— yv^i ^^ toujou» plus grande que la plus
petite, et plus petite que la plus grande valeur du coefficient différentiel d(Px, <Px étant une fonction continue de x depuis x jusqu^a x-f/r et dq^uis k jusqu'à 0« C'est le théorème deMr, Ampère, qu'il a démontré à l'endroit cité.
Nous allons maintenant appliquer le théorème général du paragraphe précédent à la série générale de Tajlor (78.).
L Mettons dans cette série A -{-a et k — a au Keu de ar et A et déduisons du résultat la série primitive, nous aurons, en désignant le reste de la série suivant (80«) par il,»:
dit div^pement. }, 21. form. 105. JQ
as: F<x+a)-^Px
+ '*-f:.-'°' A-i>,l+.)-*-^>AF»
^ (t-.Ut-2.)...^(t-..)' ^.^^ ,^_ Kt-.)'....»-(.-i ) . ^.p.
+ Alln
OU bien
= AFx
+ i:::^ A F(«+a) — .^^lÎAFa?— A Fjt T^ a a
(»;-«)(»:— 2tt)....(t— ni») _^._p^^ ^ „^ (fc-na)(t— «)(<:-2a)..4t--<it-l)a) ^, jj,^
(t-»Xt— 2<.)....(lt-(»-l)a) . , + AB.. 2.3....(.-.)^ ^ ''
c'est-ù-dîre = AFa?
+ ^Zlf!A«Fa?-AFar
. (t— g) (fc^2«). ♦♦.(*— n«) ^^ (*—«)(*—g«)'"«(*— («—<)«) A» F^
F(«+*) = T. + T,+ T. + r,.... + r„ + Jl
on a
et
donc en vertu de (105.)
II. Maintenant 110. Jï, =: ^('fc-«)(*-72«)-.-.(*->.«)^,/F(x+.)-Fg)
est une fonction de jr et Ar^ et le signe A dans son expression veut dire, que X doit être varié de a, et /r en même tems de — et. AR^ sera une fonction semblable. Donc les quantités £„ et AR^ seront déjà comparables aux fonctions <P{xyk) et A^{xyk) ($• 20. I.) en ce qui regarde leur composition. Elles leur seront con^arables en tous les points si la fonction £„ a la propriété de n'être ni infini ni imaginaire pour aucune valeur des élémens x et k depuis x jusqu'à x-^-k et depuis k jusqu'à zéro. Considérons d'abord un nombre fini de termes de la série (78.). Si micun de ces termes n'est ni infini ni imaginaire pour aucune valeur des élémens
âr et /t, c'est-à-dire si aucune des diflPérences — -— , — î-^.... — -.— , et Fx lui même ne l'est pas, la somme des termes sera dans le même cas; et si encore F^x-^-k) est réel et fini, le reste JR» sera nécessairement une
quantité finie et réelle également. Donc si aucune des quantités Fx, = — , .
r^> •••• '^n ^ d<>u kl série (78.), n étant d'abord supposée un nom*
bre fini, n'est ni infini ni imaginaire, le reste JR^ de la série sera une fonction de JET et Ar par&itemœt semblable à la fonction <P(x,k) ($• 20. I.) et l'cm pourra supposer
R^ = q>{x,k) = F(x + k) — Fx — '^AFx— ^^^~^^ A^Px
k(k—a)(k—2a)....(k — Cn^i)a) y,^„_ 2.o....na'*
et si dans cette équation on ùSt x^ssx-^k et /rssO^ elle donne
113. Rn = 9(a?+lt,0) = F(ar+lfc) — F(a?4-*) =: 0, les râleurs de toutes les quantités AFx^ Ù^Fxy • • • • Ù^Fx étant sup- (K>sées finies: donc en composant la quantité " ^ ' ' )~Vy^* ) p^i^^ ]g valeur actuelle JR» de (p(xyk) on voit que cette quantité est = — ^^^*
IV. Mais suivant le théorème ($• 20. L) la valeur de la quantité ^ ' l~^ ' est toujours comprise entre la plus grande et la plus
petite valeur de ^^tS^; donc la quantité v(-^^^.0)-v(a:^k) ^^^
eti Te
— ^jr dans le cas -actuel^ le théorème nous apprend que la valeur de
R jp est comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de
— 5^if"^ = — ~, ou bien| — entre la plus grande et la plus petite va*
leur de ——.
V. Cette dernière quantité est égale a ^î^ T^^^ (109.), donc la valeur de — est comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de
'-T~ "Hi^-i » OU, ce qui est la même chose^ B.^ Test entre la plus grande
et la plus petite valeur de (a + 1)^1^-1; ^im*x ^tant le pjremiœ t^rme du reste £. •
Donc nous venons de trouver le théorème suivant* Si dans la série générale de Tajlor (78.) les valeurs de toutes les quantités ^(a? + Af), Fx^ AFxy l^Fx^.... ÙTFx {n étant supposé
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d'^hord mi nombre fini) sont relies et finies pour toutes les valeurs des élémens x et k depuis ar jusqu'à x-^ k et depuis k jusqu'à zéro» la valeur du reste JR„ de la sërie^ qui suit le n"^ terme après le pre* mi» 9 est oomprise entre la plus grande et la plus petite valeur que son premier terme T^^ peut avoir pour les différentes valeurs des âémens x et Ar.
TI. Ce thëoréme suppose que le nombre des termes de la série qui précédait son reste est fini. Mais on peut fiiire voir que, sous les oonditions établies, le théorème a égalem^it lieu pour un nombre infini des t»me8.
Si les termes de la série vont en augmentant, elle est évidemment divergente et il n'est plus question du reste. Si les termes sont égaux entre eux, et de même signe, le théorème donne des limites infinies pour la valeur du reste, comme il le fisiut. Si les termes de la série sont de grandeur égale et de signes différents, la série n'exprime aucune quantité déterminée» H ne reste donc que le cas ou la valeur algébrique des termes de la série va en diminuant par termes ou par groupes de termes.
Si dans ce cas le théorème donne des limites finies pour la valeur du reste Rn qui suit un nombre fini de termes, cela fiedt voir que la va* leur de la série dans toute son étendue est finie, car £„ exprime la somme de tous les termes de la série â l'infini, qui suivent le rï^ après le premier. Donc aussi une partie quelconque de la série, à partir de son premier terme et allant même jusqu'à l'infini, aura une valeur finie, les termes ayant été supposés décroissants, ou par termes ou par groupes, et la partie ne pouvant être plus grande que le tout. La somme des termes qui précèdent le reste de la série aura donc toujours une valeur finie, même si l'on prend un nombre infini de termes. Mais la condition (n.) de l'exactitude du théorème veut que la somme des termes qui précédait le reste soit finie; donc le diéorème a également lieu pour la valeur du reste dans l'infini.
TH. Si la phis grande et la plus petite valeur du premier terme du reste dans l'infini, prises (n -f-1) fois, sont zéro toutes les deux, le reste de la série, qui suivant le théorème (Y.) est compris entre ces deux limites, le sera également. Donc la série sera convergente dans ce cas.
Tm. Puisque la série générale de Taylor (78.) se réduit à la série particulière du même nom (91.) quand on fait â( = sous condition
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qu'auoim ooefifident ^éteaûel ni le reste ne soient infinis (i.l8. Y.) et qae cette condition s'accorde avec celle de Texactitude du tii^rème des limî-^ tes du reste de la série générale ^ qu'aucun de ses termes ne doive être infiniment grand: le théorème aura lieu égalem^it pour la série particulière de Taylor et
la valeur du reste de cette série qui suit un nombre quelconque n de ses termes sera toujours comprise entre la plus grande et la plus petite valeur du premier terme du reste, pris (^+1) ^ok, sous condition qu'aucun coëfiGcient différentiel ne soit infini ni imaginaire et que la série aille en décroissant. Si ces bmites de la valeur du reste sont zéro dans l'infini, la série sera convergente»
Quant à la série générale de Taylor, il 7 a un cas particulier, ou le théorème des limites de la valeur du reste trouvé ci-dessus, ou plutôt la série éHe même, n'ont pas Geu si l'on prend à l'infini le reste et la série. Cest celui où toutes les différences AFx, A^Fjp, . . « « sont égales entre elles et à la fonction Fx, et altemativraient positives et négatives. Nous verrons plus bas un exemple de ce cas en traitant des facultés analytiques.
Dans le cas d'exception la série (78.) donne
, . X T, /-- ^ i Hk—a) k{k — a){k—2a) \ . _
114 F(ar+fc)==:Far(l-- + -^^ ^^, ^....j + fl».
Mais on a, comme on le verra plus bas dans le développement des puissances,
,« 1 f^ _y Hk-a) k(k-a)(k~!ia) ^ _ /i_ix|- 115. 1— — + --2Ï^i 273ï^ ....op-^l l) .
et (t — 1)" est zéro téÊt^ les fois que — >0; donc l'iéquaticm (114) se
réduit à ... «
F{œ + k) = JR
De sorte qM l'évaluation du reste B^ de la série par ses termes oesse d'avoir lieu dans l'infini, puisque la série, si on la continue à l'infini, n'existe plus.
Si l'on vouldt appliquer le théorème des limites du reste il. au cas actuel, en suf^osant nssoo, on trouveroît pour Umites du reste la plus
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graiide et la pins petite valeur que la quantité *^*^^y ^^^'^ni!"^^ ^^ peut avoir pour toutes les valeurs des âânens x et k depub x jusqu'il x + k et depuis k jusqu'à zéro. Mais la quantité *(fc--«ïy «) »^-|^-w«> ^
ooimne on le verra plus bas^ est zéro pour /z es co toutes les fois que —
ou bien k>Oi donc on trouveroit JSn^=iO pour /issoo et la série (114«) donneroit
F{x+k) = Far(l-|.+^Ç^^ ,.) ss (l-l)aFa
ce qui est évidemment faux. Mais l'application du théorème des limites du reste de la série n'a pas lieu ici^ puisque la série qui précède le reste est zéro pour une valeur quelconque de ^^ si ^ est ^0^ de sorte qu'au* cun terme pui pouvait servûr â l'évaluation du reste n'existe. On verra encore plus clairement la raison de cette exception dans la démonstration même du théorème des limites (§• 21.). En effet une des conditions de Texactitude de ce théorème^ comme le &it voir (§• 21. in.)# est^ que (pÇx'^'kyO) doit être zéro en supposant R^zss (p(xyk). Cette condition cesse d'être satisfaite dans le cas actuel^ car ici le reste J?» est la quantité FÇx-^-k) elle même^ qui n'est pas zéro en y mettant or -|- A: au lieu de X et au lieu de k^ mais plutôt invariablement F(a?-|~Ar). La condusion de ($e2L m) que <P(^ + A>0) est nul puisque tous les termes qui précèdent le reste se détruisent en mettant au lieu de k et x -^-k eu lieu de X excepté le premier terme qui donne ^(jf + At), de sorte F(j? + A)= F(x'^k)'^Rn et Rn=^Oy n'a pas non plus lieu ici^ puisque la série elle ïnême qui précède le reste est zéro et cesse d'exister.
n est vrai que la somme de la série (114.) qui précède le reste
R,, n'est zéro qu'autant que ^>0 ou bien A>0 et non pas dans le cas où
k=iO et x^^x-^ky qui est un de ceux qui se présentent dans l'évaluation des limites du reste. Dans ce cas on a (1 — 1)^=1 et Téquation (114.) donne F(x + k)^=sF(x + k) -f -Rn. Mais cette dernière équation donne R^ =±0. Donc le reste est nul dans ce cas, et cela s'accorde avec le théorème des limites; d'où l'on voit que ce théorème est loin d'être en dé&ut, même dans ce cas actuel. H cesse seulement ici d'être génératoment applicable.
de dtvdo]^emênt. §.23. /»rm. 118. — 120. 4S
La valeur du reste de la série est discontinue dans œ oas* En eflfet l'équation (114.) donne J7»s=F(jcr-{-A[) pour une valeur quelconque de k plus grande que zéro^ et £» =0 pour A[=:0.
D'ailleurs il n'y a qu^m seul cas^ celui de la nonexistenee de la série, ou bien de son indépendance des élémens x et k, où le théorème des limites du reste ne soit pas applicable. H l'est effectivement dans tout autre cas où les termes de la série qui précédent le reste dépendent des élémens variables x et k.
L'exc^tion de la régie n'a pas même lieu, si la série de dévdop* pement n'est pas infinie mais plutôt finie; dans ce cas la somme des termes qui précédent le reste n'est pas zéro, mab elle dépend de x et k; donc le théorème des limites y est applicable. Si l'on ne prend qu'une partie des termes de la série finie, le reste sera compris entre les limites du théorème* Ces limites se réduisent par elles mêmes à zéro à la fin de la série. L'exception, comme nous l'avons dit, n'a donc lieu que dans le seul cas où les différences AFxy A^Fxy A^Fx, . • . • ont des valeurs égales et des signes alternativement différents, et où la série est infinie. Dans ce cas le développement même de la série n'a pas lieu, et par cette raison le théorème des limites n'a lieu non plus ni pour un nombre infini ni pour un nombre fini des termes.
Les limites de la valeur du reste de la série gâiérate de Tajior trouvées (§• 21.) seront ordinairement assez éloignées l'une de l'autre, surtout à cause du coëfifident n+t dans l'expression (/s+l)'^n+>> lequel est infiniment grand pour izcssoo* Mais il existe des limites beaucoup plus resserrées qu'on trouve comme suit# L Nous avons vu plus haut que
All« + Î^T^. s (109.), ou bien
119. AJl. + ^*-"')^*~^"^--j*""""^ A'>»»Fx « a (105.) Cela donne
Soit M la plu* petite et iV la plus gmnde des valem» que la quantité
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A"+*Fjp
~ peut avoir pour les valeurs différentes de ar depuis x juaqu^A x-^-ky
de sorte que
l'ëgalité étant la limite pour la valeur des signes C> et < et y comprise^ on aura en vertu de (120.)
AH„ + îi^i^=^H|=^%-^^=^i»f
n. Mettons k-^ au «eu de k dans l'expression *(t-«X*-2«).^(*-n«)
et déduisons du résultat la quantité primitive, nous aurons
/k(k-a)ik- 2a)....(k-na) \ _ {k-a)i1c-2a){k-3tt) .... (k-(n+i)a) k(k-a){k-2a).... (k-na) ^\r~2:3rr...(n+i) f~ 2.3... .(n+l) 2. 3... .(«+!)
_ (k^a){k-2a)....ik— na), ..,..._ .v 2.3....(n+l) (fc-Cn+I)»-*)
donc
. / lfc()t— »)(fc— 2a)....(fc— »g)\ __ tt(k—«){k^2a)....(k—na) 12t. — ^^ 2.3. ...(«+!) /"" 2.3....n '
La quantité à droite dans cette expression est égale an facteurs de M et N dans (122. et 123.); donc ces denùàtes expressions peuvent être représentées par
OU bien 9 M et N étant des eonstantes sur lesquelles le signe A n'a point d'effet^ par
Dons ces expresnons les quantités ^, sous le signe A, suivent JR,. ne sont autre dkoae que la plus petite et la pius grande ydevr du preniiw terme
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7",^, du reste £„; oar ee terme est sinrant (78.)
»Fa?
et ilf et iV en rertù de (12L) sont la plus petite et la plus grande va-
leur de -— ;=i — f donc
131. y fe(^- ''2^,V^^1^, (^+ >»-^«) ^^ j3 p,„g g,^^^ ^^^ j3 y;^^^
in. Cela posë^ si^ dans la sërie (78.)^ les quantités F(ar + Ar) et Fx avec les /z + 1 premiers termes qui suivent Fx^ n étant un nombre fini, ne sont ni imaginaires ni infinies^le reste J?», comme il a été remarqué (§• 21. n.) ne sera également ni imaginaire ni infini; donc les quantités sous le signe A (127. et 128.) composées du reste S^ et de son premier terme T„^^ (130. et 131.) seront des fonctions de âcr et Ar ni imaginaires ni infinies pour aucune valeur de leurs élémens. Donc ces quantités seront parfiadtement semblables à la .fonction <P{xyk) supposée ($• 20.) et on pourra faire
,32. J,,_«*Ëz:î|^^|^ll^=£^ = <p.(x,«M
_ A *f*ir;|â=Miii
lY. Donc, en vertu de ce qui a été démontré ($.20.), la valeur de la quantité ^'^^"^ ' )—Vi\^f ) ^^^^ toujours comprise entre la plus
petite et la plus grande valeur de 42i^, et la quantité S^^f^+îiO)^^ entre la plus petite et la plus grande valeur de — ^*^^' \
Mais nous avons vu (§.21. III.) que Rny ea y mettant âr-f-A au Veu de or et au lieu de k^ se réduit à zéro. Il en est de même des
ces quantités ajant k pour fiu^eur. Dooo les quantités <PiQvy k) et (t>^(xy k)y (132. 133), en y mettant x-^k au lien de ^ et au lieu de k, se réduisent à zéro, et on a ^i(a?+^0)sO et 9^ix+k^0) = 0. Par là les
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— £ii^ et — y»^f'*l Bonc en vertu du th^rème ($.20.), que nous venons de diter, la quantité — ^'^^' - sera comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de ^^'^^'^^ et la quantîtë —^iJÙ. entre la plus
petite et la plus grande valeur de ^'^^ — ou bien — ^ff^^^ ' géra oom«* prise entre la plus petite et la plus grande valeur de A(p^(xyk) et — a(p^(œ,k) ^^^^ 1^ pi^ petite et la [4us grande valeur de A(p^(x,k).
T. Mais les quantitâiA^,(jr9^} et A(f>^(xjk)y comme le font voir (132. et 133.)9 ne sont autre chose que celles (127. et 128.)« Ces dernières quantités, comme le font voir les expressions (127. et 128.), ont la propriété de n'avoir, la première que des valeurs négatives, et la seconde que des valeurs positives. Donc aussi la plus petite et la plus grande valeur de A<p^(xyk) seront négatives en même tems et Ja plus petite et la plus grande valeur de A<p^{xyk) positives toutes les deux« En appliquant cette remarque au résultat (lY.) on en tire la conclusion que la
quantité — ^9A^' géra toujours négative, c'est-à-dire <;0 et la quttitité — ^''^'^'^^^^ toujours positive, c'est-à-dire >0« Donc les quantitéi
<P^(xyk) et <p^(xyk) auront nécessairement des signes diflPérents, c'està-dire, si l'une est ^•O, l'autre sera <C0.
Mais ces quantités, conmie le font voir les expressions (132. 133.), ne sont autre chose que les différences entre le reste R^ et la, plus petite et la plus grande valeur de son premier terme. Donc la valeur du reste est comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de son premier terme.
YI. On a supposé jusqu'ici que le nombre des termes qui précèdent le reste est fini (IIL), mais en vertu des réflexions (§.21. VI.) le résultat a lieu encore si même le nombre des termes est infini; donc on a le théorème suivant.
Si dans la série générale de Taylor (78.) les quantités F(x'^k) et Fx et tous les termes de la série qui suivent ne sont ni imaginaires ni infiifîs et vont en diminuant, la valeur du reste R^ qui suit les n
de ééveloppemenU §. 23. ' 49
f premieni termes après Fx est oon^rise entre les Taleurs de san pre«
mier terme 2.3:::.{n^i) '^72?+^- correspondantes à la
plus grande et à la plus petite valeur que peut avoir la quantité — ^qpï — pour les diflPérentes valeurs de x depuis x fusqu^à x-^k.
On voit que si dans l'infini oes valeurs du premier terme du reste Bn aont zéro toutes les deux^ le reste sera zéro également. Donc dans ce cas la série sera convergente^» Si les deux valeurs du premier terme du reste dans l'infini ne sont- pas nulles mais finies ou infinies et de même signe^ la série sera divergente.
yn. Puisque la démonstration de notre théorème a lieu pour une valeur quelconque de x^ et même pour « = 0^ qui est le cas de la série particulière deTajlor sous la condition ($• 18. YL)^ le théorème s'ap« pliquera également à cette série et il s'énoncera dans ce cas comme suit:
Si dans la série particulière de Taylor (91.) les quantités F(x+k) et Fx et tous les termes de la série qui suivent ne sont ni imagi-> naires ni infinis et vont en diminuaut^ la valeur du reste JR» qui suit les n prenners termes après Fx est comprise entre les valeurs de
son premier terme ^^ T'XTÎ^''**^^ ^ correspondent a la plus
grande et la plus petite valeur que peut avoir le coefficient diflférentiel ô'H-ij^^ pour les différstttes valeurs de x depuis x jusqu'à x-^-k.
Si dans l'infini ces valeurs du premier terme du reste Rn sont zéro toutes les deux^ le reste sera zéro égal^nent et la série sera convergepte* Si les deux valeurs du premier terme du reste dans rinfini ne sont pas zéro mais finies ou infinies et de même signe ^ la série sera divergente.
Le théorèpie général que pous v^noi^ de démontrer donne^ comme on voit 9 dans le pjss de la série particulière de Tajior le théorème de Lagrange démontré plus simplement par ftfr. Ampère A l'endroit cité.
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IV. Application des formules gënërales de développement
aux puissances.
Le secours de formules générales de dëyeloppement est n^essaire pour rëvaluatioD des valeurs des puissances dans les cas où la multiplicai» tien et l'addition ne suffisent pas seules à leur calcul immédiat suivant les fwmules fondamentales. Mail ce sont toujours les équations fondamentales d'oÂ il faut partir^ même en faisant usage des formules de déve« loppement.
Nous commencerons par une remarque préliminaire. Supposons la puissance
fl y aura trois quantités i/, jr et z, dont chacune dépend des deux autres. n j aura donc à calculer
!z par M et y^ y par z et «, u par y et «,
et puisque chaque élément peut être varié isolément, l'autre étant regardé comme inivariable, il y aura les six problèmes suivans:
!1. et 2. ealeuler z par u et jr en yariant u et y^ 3. et 4. calculer y par z et m en yariant x et u^ 5. et 6. calculer u par y et x en yariant y et z.
Mais ces six problèmes ^ comme on le verra, peuvent être réduits à un seul quant au développement, et les résultats des solutions des autres peuvent être trouvés par les équations fondamentales seules sans nouveau développement.
n sera naturel de choisir pour ftdre le développement nécessaire, le cas ou l'effet de la variation de l'élément regardé comme variable devient évident par les équations fondamentales elles mêmes. C'est celui ou Texposant varie. Car la première équation fondamentale (3.) exprime immédiatement la variation d'une puissance produite par celle de l'expo* sant. En effet, en variant y de k dans 2/ , on a immédiatement, en vertu de la première équation fondamentale, u^^^u^'.ii^ Donc nous partirons de ce cas là^ le second des cas (136.).
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Supposons donc
nr+lc) » Fy^±AFy+'^A'Py^ '^^'-%%-''^^ A'Fr
, k(k.a) (k-Qa) ....«:- (i,.1)a) a «g.. ■ * (fc-<y) O'-^ ) - • -^ (*-"«) a ,^ f (y+^)— M ••••"' 2,3....7Mr'» "^ ^^"^ 2.3..../W» ^ V % )'
Le signe A veut dire que dans la quantité devant laqueOe il est placé, l'élément variable doit être varié de la quantité «, et qu'après, la quantité primitive doit être déduite du résultat. Donc on a ici AFy c'est-à-dire F(y-\'tî) — Fy = uy-^ — «^ Mais en vertu de la première équation fondamentale des puissances (3.) on a «''**'!=«'',«", donc AFyzzsu'^.u" — «y on bien
y+* = „y+i.ur(»»— l)+i^|=;^(««~l
£ù écCC
, klk-a)(k-2a)....(k-(n-l)ff) „ ,„ . k(k-a)(k-2a) ....jk-na) ^J uT-J-^^ur ^ ••••"•■ 2.3....iia» "^^" ~*^ + 2.3... .na- ^ \~~F~/'
OU bien, 11^+* étant =»'.«* (3.),
, ]fc(A:-«) (fr-2a) . . . .(t- (n-l)g) /u»— 1^"1 . fc(ifc-«)(fc-2a)...,(* -?i«) >^, { ur{u*—i) \ •""^ 2.3.,».ii V~i'"/ l"^ ?.3...,n«» '^ i Â ;•
Mettons la sâie que nous Tenons <de tpouirer tous la fonne suivante, sous laquelle elle est encore identiquement la même chose.
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••••+2xr;l(^-«)(T-2)-(T-(»-»)>"-')']
+obl(è-«)(l-^)-(^-)A-(fiûi<^)
et émyons dans cette sârie u au Heu de u\ y au lieu de — et Ar au lieu
k de — « nous aurons a '
I4t iiT.w» = uy[l+jfc(u~l)+*S=lîl(u-i)«+î^^^
lr(fc-lXA:-2).>.,(A:-(n^l)) ,,,1 , k(k-i)(k-2) . . . . (k- n) j, ^ fur {u^-i)\ —•+ 2.3. ...n ^""^^ J"*" 2.3... .n ^ V fc /'
La transformation que nous venons de faire est évidemment praticable dans, tons les cas ou Ton donne une valeur finie A la quantitë arbitraire «9 mais elle ne Test pas dans le seul cas où l'on veut que a soit
téitOy car cette valeur de a donneroit dans (143.) u^=i 1^ — = oo et — = oo
de sorte que l'expression (143.) seroit indéfinie. Donc Texpression (144.) a Keu pour une valeur quelconcnie de a, excepté la seule valeur zéro. Donc aussi cette série est absolument aussi gâiérale que celle (142.)^ ex« eepté le seid cas « = 0«
Si l'on fait js=0, on a^ y étant = 1 (7.) 145. a»=l+;fc(ii-.i) + M=l^^
et si Ton suppose
l+xy^i+k,x+k,x''{'k,x'....+k,x^'{'(n
C'est là la formule connue du binôme^ mms dans la plus grande généralitë; car les quantités u et ky ou bien x et k, peuvent être tout ce qu'on voudra ^ réelles ou imaginaires, ou même infiniesy le développement de la formule n'étant fondé que sur des transformations iden* tiques qui ont lieu sans aucune condition. En même tems la formule (148.) présente l'expression du reste de la série.
Etant partis immédiatement des équations fondamentales et n'ayant fidt que des transformations identiques, la formule du binôme a été trotfvée seulement au moyen d'opérations purement élémentaires et d'un seol coup, sans pass» successivement des cas particuliers aux cas généraux, comme à l'ordinaire, sans faire aucime supposition hypothétique, comme par. exm celle de la forme de la série, et sans le seoouni de l'idée des infiniment^ petits ou des limites etc.
Cela est important pour les élémens, et cette première application des formules générales, posées solidement, poinra déjà faire sentir l'effet de cette méthode générale qui est seule, à ce qu'il semble, propre à la nature de l'analyse. On sait combien d'artifices il hxA pour le dévdoppement or* dinaire de la formule du binôme, pour lui donner quelque généralité, et] que néanmoins la démonstration n'en ne réussit pas rigoureusement dans tous les cas, par. ex. dans ceux des valeurs imaginaires de k base ou de Vexpo^ sant. La méthode générale fait évanouir toutes les difficultés, sans d'autres mojexuA que les plus élémentaires.
Si l'on n'aimoit pas à mettre les développemens généraux à la tête des élémens, comme cda devroit être effectivement, on pourroit aussi dé« montrer séparément, et avec une i^eur égale, la formule du binôme, en imitant le développem^it de la sâîe générale de Taylor pour ce cas particulier. On peut voir cela dans le petit mémoire inséré dans le }onrnal des mathématiques sous le No« 25« tome 4. cahier 3. page 305.
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II ft'agit mamtenant de la conrergence de la série (142.). La recherche en est indispensable^ car la série^ si elle ëtoit divergente^ ne seroit d'aucune utilité.
I. A la place de la série (142.)9 ^î P^^^ 1® moment on veut laisser de côté le cas a = Oy on peut mettre la série (144,) qui^ y étant supposé zéro^ donne la série du binôme^ et qui^ comme nous l'avons remarqué cidessus^ fait fonction de la série générale (142.) dans tous les cas^ excepté le seul cas « = 0.
Donc la recherche de la convergence de la série générale se réduit dabord à celle de la convergence de la série (144.)^ le cas cts=0 étant excepté.
IL Supposons rédles toutes les quantités qui entrent dans Texpression (144«). Dans ce cas le théorème de la convergence (§• 23. YI.) y sera applicable.
m. Suivant ce théorème la série sera convergente si ses termes ne sont pas infinis^ s'ils vont en décroissant et si du premier terme de son reste Un savoir du terme
w. ^ ''*~2!f ~!(;+if "'^ "'c
les valeurs qui correspondent â la plus grande et À la plus petite valeur que peut avoir la quantité
• ^^ = ur(u^ir^ (140.)
pour les valeurs différentes de y depuis y jusqu'à y-^hy sont zéro toutes les deux pour /i = cx).
lY. Mais le facteur uy, puisqu'il est o<Hnmun à tous les termes de la série (144.) à droite et à gauche^ et puisque par cette raison il n'influe pas sur la convergence de la série^ n'entre pas en calcul. Donc la série (144.) 9 le facteur u^ étant mis de côté, se réduit à celle du binôme proprem^it dite, savoir a
de dwéhppem^t au» jMSêonaeê. §• 26* form. 159> -— 155. 55
ou bien, 1 -f ^ étant mis A h place de u, à ceUe ci
l+x)» = l+*x + *<|i)a.HÎ^Î:^xV
et dans tous les cas ou cette série sera convergente^ la série (144.) le sera également, et même la série générale (142.) le sera, le seul cas « = excepté pour cette dernière.
y« La quantité uï étant effacée dans les expressions (149. et 150«), elles se réduisent à
Puisqu'ici la quantité y, qui est la seule variable, n'entre pas dans (154.)> on voit que les conditions de la convergence delà série (151« ou bien 152.) se réduisent à ce que ses termes ne doivent pas être infinis, qu'ils doivent aller en décroissant et que T^^^ (153.) doit être zéro pour /z = oo.
TI. On voit qu'aucim des n premiers termes de la série (151.), on de la série (152,), n étant fini, n'est infini, les quantités qui y entrent étant supposées finies* Donc la première des conditions de la convergence est remplie. Mais la seconde condition, que les termes doivent aller en décroissant, au moins vers l'infini, sera satisfaite d'elle même si le terme ^n^x est zéro pour n ss oo. Donc la recherche de la série (144.) se réduit en dernière analyse â cdUe de ce terme, et en vertu de ce qui a été dit plus haut, fl n'y a qu'à voir si
est zéro pour /z = oo, ou non.
YD. n 7 a quatre cas. La quantité x peut être ou zéro, ou ± 1, ou ^ 1, ou entre et 1. Les autres valeurs négatives de x rentrent dans oelles«ci, parcequ'il ne s'agit point du signe du terme Tn^^.
Premier cas^ x=:0.
YIIL Dans ce cas la formnle (152.) donne (1-1-0)^= 1 et il n'existe point de sérieu
56 §• 26. form. 156, — 148. IV, Afpiiciiiion du formulée çinéralti
Seoond eas^ jp=:Hkl« IX* Si dans ce cas ^= — 1, l'expression (155.) donne
et on voit que T^^rx n'est pas zéro pour n = oo. Donc la série (152.) qui exprime (1±1)"'* est diyergente.
X« Si Ar«< — 1^ la valeur absolue de 7^„^.i (155.) est encore plus grande que \. Donc la série (152.) en exprimant (l + l)r^^ k étant >1^ est encore divergente.
XI, Si /r> — 1, nous aurons la valeur de Ty^^ pour /ï = oo en appliquant A Texpreasion de cette quantité (155.) cette autre en SBtcultés (57.) savoir
x= (kw4r
qui a lieu pour ^ =s oo« En effet en mettant dans le numérateur de T^^^o i/=Ar^ jts= — 1, j^ = /2^1 et dans le dénominateur ii = l,y=s/i-f-I, /f = 1^ on a
c'est-à-dire
et cela donne T'^.bsO pour nscoo^ k étant supposé ^ — 1 ou bien A + 1>0.
D'après cela la série (152.) seroit toujours convergente si a? = ± 1 et A>> — 1; mais il y a ici à excepter le cas de (l — 1)^ si k est > — 1 et <;0. Car dans ce cas l'autre condition de la convergence de la séri^ qu'aucun terme ne doit être infini^ n'est pas satisfaite^ puisque dans ce cas (1 — 1)* est infini lui même. Donc l'expression de (1 — 1)'' par la série (152.) n'est convergente que dans le cas où Ar>>0; celle de (1 — Xf^ l'est toujours^ k étant >• — 1.
Xn. n 7 a encore les cas Ar = 0. Dans ce cas la série (152.) donne (l+x)*=t. Donc on a (1 + 1)^=1.
Troisième cas^ x^\m Xm. Supposons jr = 1 +^> on a en verta de (152.)
dt développement auso puisêances. §. 26» ^791, i59. ««- 162. $Sf
Cette s^rie. /2 étant un nombre entier^ finît par le terme '^V^^'^~^]''''^sf'.
car les coëfficiens de tous les termes suivants ont n — n = pour facteur et sont zëro par cette raison^ de sorte que la série donne la valeur complète de (l+«)'^=a?'*^. Maïs tous les termes de la série (159.) sont positifs, z «yant été supposé positif; donc la somme de la série est plus grande que chacun de ses termes^ Elle est donc par ex, plus grande que le terme
IM (n+i)n(7«-l),...fn-(m-l ))_ ^•o* • • • TU
Mais ce terme^ m étant supposé un nombre fini^ est évidement oo^ si l'on suppose /i = (x>. Donc le second facteur deT„^^ savoir (1 + ^)"^*, ou bien x^^y est une quantité infinie si ar>l et /i = oo,
XIV. Crfa posé, soit en premiw lieu Âr = — 1 ou k<^ — 1, nous avons vu (IX. et X.) que dans ce cas le premier facteur M^'-^y— 2). ...{k —nl
de Tj^^^ (155.) n'est pas nul; donc T„^^ dans le cas actuel n'est pas zéro pour nssoû, mais au contraire infini. Donc la série (152.) est diver* gente si ar>l et i= ou < — 1.
fi, ^»+»x^2.3....m{l,H-l)r
loi le nombre m est fini. Mais il peut être supposé toujours plus grand que /c + 1 et les facteurs /i -{- 1, «, /2 — 1, .... /z — (m — 1) peuvent être jugés égaux entre eux si a = 00. Donc op a T^^^'^O et même oc pour /i x= oc. Donc la iiétie (152.) x étant >1, est divergente dans le cas k>^ — 1. Donc ^lle est toujours divergente ni x^U
XVI. U fiMt cependant, excepter le cas JS: = 0. Dans ce cas on
a toujours <! + jp)' » 1.
58 $• 26, farm. 163* ti 164. IV. jàppUcaiion dti formulée générales
Quatrième cas, x^l et ^0.
XVn. On peut supposer dans ce cas jc= tt- 9 ^^ sorte que 3p^'= ^ ^^
où z est positif. Puisque (1 + ^)"^ est infini pour /zs=soo (XHI.)^ le fiM>* teur x""^^ de (155») sera zéro dans le cas actuel pour /i = oo.
XVin. Soit en premier lieu ^>— 1, Tautre facteur ^^^'*^i^"^\' ' * ' ^^7''^
de(155.)9 comme nous l'avons vu ci-dessus (XI.)^ est également seétopouir n^sszooy donc 7^^., est zëro si /r> — 1, et lai série (152.) est convergente dans ce cas.
XIX. Dans le cas Ar = on a toujours (l + jr)Ps=l
XX. Soit en second lieu k = — 1 ou < — 1. Supposons k = — 1 — t, t étant positif et au moins zéro. Substituant x^szl-\'Z et Ac = *— 1 — b dans (155.) on a
Ici le facteur — ~p- — ^ m étant assez considérable, sera <ri quds que soient f et «^ puisque mt; pourra toujours surpasser t« Les iaeteurs qui suivent ^ T^^ seront encore plus petits et iront toujours en diminuant. Biais d'après la remarque (Xm.) un produit d'un nombre infini de facteurs 9 chacun moindre que l'unité^ est déjà zéro. Donc le produit (163.) ou les facteurs sont <[ 1 et vont en diminuant le sera k plus forte raison^ si /2=soo. Donc 7]^, sera également zéro dans le cas actuel et la série (152.) sera convergente.
Elle sera donc toujours convergente dans le quatrième o«k
XXI. En nous résumant ^ nous pourrons énoncer comme suit ce que nous venons de trouver sur la convergence de la série du binôme
Cette série^ x étant réel^ est c^onvergente pour une valeur finie et réelle quelconque de l'exposant k si jr> — let< + l* Sîjrsss — I elle est convergente si ^]>0j «t « ^= + Ij elle Test si A> — 1. Si itrsO^ on a (1 + ^)^ = 1 pow une valeur quiconque de^r. La série est divergente pour toute autre valeur réelle de jp et Ar.
de dtveioppemtnt aux puissances. $• 27. 50
XXII. La recherche de la convergence de la séîe du bîndme présentée dans le paragraphe présent est ceUe qui a été annoncée dans le petit mémoire cité au commencement de la note préliminaire du membre présent^ oar^ comme on l'a wu, nous avons opéré immédiatement sur l'expresMon générale du reste de la série. Cette recherche est celle qui étoit destinée à être exclusivement Tdbjet de ce mémoire et qui Ta occasionné.
On peut voir d'ailleurs par la recherche du paragraphe présent et par celle du mémoire cité^ combien la théorie ordinaire du binôme^ quoique objet très élémentaire et traité souvent ^ est incomplète. Même on trouve présenté le théorème du Imiôme sans la moindre notice sur la convergence de la série qui elle même n'est pas démontrée rigoureusement pour une valeur quelconque de l'exposant, et pourtant la série n'est bonne à rien dans les cas où elle n'est pas convergente.
Nous avons vu ($. 25.) que la série (144.) embrasse de l'expression générale d'une puissance développée en série (142.) tous les cas que présentent les diflférentes valeurs de la quantité arbitraire a, excepté le seul cas a = 0. Mais, comme il est aisé de voir^ on tire également la série (1440 ^^ ^^^ (142.) en supposant a si. Donc tous les cas de l'expression (142.) auxquels donnent lieu les différentes valeurs de a, peuvent être envisagés comme réduits à deux seulement, savoir au cas ft = 1 et au cas « s= 0. Le premier embrasse tou9 les cas correspondants aux différentes valeurs finies quelconques de a. Le second cas subsiste isolément. Nous avons £Bdt dans le paragraphe précédent la recherche de la convergence de la série générale (142,) dans le premier ca»^, où elle se réduit a la néAe (144.) et donne la formule du binôme. Il nous reste donc a foire cette redierche pour le cas a = 0. Dans ce cas la série générale (142.) nous donnera les quantités dites exponentielles et les logarithmes* Nous commencerons par le développement même d'une puissance en série, sous ccmdition que la quantité arbitraire a du développement général des fonctions doit être supposée zéro,
I. Comme la série particulière de Taylor (91,) est coosa* crée essentiellement au cas où dans la série générale de Taj lor (78.) la quantité a est zéro, nous partirons de cette série partiquliè r e. En effet,
II
J. 27. form. 165. H 166.
W. application des formules gMerales
dans le dëveloppement général de la série (01 •) on a eu déjA ëgard aux conditions particulières de son existence; et si, dans un cas d'appKcation, au lieu de partir de la série particulière de Ta yl or (91.) on vouloit partir de la série générale (78.), il iaudroit qu'on répétât dans le dévelop* pement particulier ce qu'on a fait dans le développement général. Or par cette raison il vaut mieux de se servir de la série particulière (78*) dans les cas semblables au cas actuel. Cette série, quoique n'étant qu'un cas particulier de la série générale (78.), est particulièrement propre aux cas ou dans la série générale (78.) la quantité arbitraire a doit être supposée zéro.
n. Dans la série particuli^ deTaylor (91.) les quantités =—^^
— â^, — r^ , . . • • de la série générale se réduisent aux coëfiScients différentiels ôi>, 5»Fjr, d^Fy, ....
Dans le cas actuel d'une puissance i/^, on a
donc on a ici:
Ces expressions de dFy^ d^Fy^ ...• étimt substituées dans la série particulière de Taylor (91.) elle nous donnera dans le cas actud de» puissances:
« étant supposé zéro. Cette série, suivant les conditions de l'exist^ice de la série particulière de Taylor (91.) aura lieu, â aucun des coètficientS' différentiels dFy, d^Fy, .... (165.) n'est infini.
0& étant supposé partout égal â zéro.
de développement ovx puissances. §. 27. form. 167. — 173. 61
IIL Dans Texpression du cordent ^ffî'érmtîd
l!±f)H = |(2-x) + J^(4-3x)+^(6-5a.)....+jj^^(«+l-^^ et
Si dans ces expressions x est réel et ^0 et ^1 tous les termes à droite dans la première expression seront positifs et tous les termes à droite de la seconde^ excepté le premier terme Xy seront négatifs*
Donc la valeur de q ~ wra necessairemmit^O et <^> c'est-à-dire
^0 et ^ty X étant supposé <^le Donc^ u étant mis au lieu de 1 +^9 ^^
«•—1 trouve que la valeur de ^ i est >0 et <1, si a est >1 et <2*
Ma» la ri^ puissance d'une quantité comprise entre et 1^ et qui pour oda peut être représentée par 07-9 où z est^O^ est^ suivant oe qui a été démontré ($. 26. Xm. et XYI.) =0 pour nzszoo. Donc on a ici —Q—J 3s pour n s 00, M étant >1 et <2.
62 §• 27. forniu 174. — 177. IV. Application des formules gelnérales
V. Nous venons donc de trouver que des deux bcteinn u^ et
^l^l:zïy au coeffîdent différentiel d"Fj (167.) le premier n^ n'est pas
— ^ j y u étant ^ 1 et ^2^ ne Test pas non plus pour
ft = et pour aucune valeur de /z, mais au contraire qu'il est zéro pour ^ = oo« Donc les conditions de Texistence de la série ( 166.) seront sa« tisfaites et la série aura lieu d'abord pour toutes le valeurs de u entre 1 et 2 et pour une valeur quelconque de k.
YL Mais on peut faire voir que la série (166.) aura lieu également pour une valeur quelconque réelle et positive de u. En effet la série (166.) ayant lieu pour une valeur quelconque de Àc, ou peut écrire mk WL lieu de A: et my au lieu de y où m est tout ce qu'on voudra. La série subsistera encore et on aura
ii\ / " '*"2.3....n^ \ mk
U étant toujours entre I et 2. Cela posé^ mettons également mAc au lieu de k dans la sârie (145.) qui a lieu sans auoune condition^ elle nous don-> nera, U^^ étant = {ù^f
175. (m~J*= l+mA<ii-l) + — ^ — ^ (k-1)*....+ — i 2.3. ... n ^""^
De la on tire
et si Ton fait AcsO^
176. (îî!!!^Z:l =c m[(«—l) — î(«-l)*+i(ii— !)•.... + i-(tt-.l)\. ..] . Mais la série (145.) elle même donne
îiî±î==(„.lH*=Ll(„.l).+(îf(*±)(«.l)^...+ (±^^
et pour A[ =
de divflufppemeni aux fuUêanets* §• 28. form^ 178. -^ 182. 03
d<Hic on a en vertu des deux expressionB (176. et 177.) >
Ou pourra donc mettre dans la série (174»)^ qui a lieu indubitable* ment^ ^ — g — au Keu de ^•— ^ — y ©t oela donne
u«n^+«*«««r + fc.-l_u«-y+^^L-^j
Mais u ëtant>>l et ^2 et m arbitraire^ la puissance u^ peut avoir toute valeur réelle et positive qu'on voudra; donc en écrivant simplement u au lieu de u"^ dans (no.)^ on aura
OU maintenant u a une valeur quelconque réette et positive. Donc la sé« rie (166.) a lieu pour une valeur quelconque réelle et positive de Uy pour une valeur quelconque réelle de y ^^ P^^ ^^^ valeur quelconque réelle ou imaginaire de k.
Ayant trouvé les conditions de l'existence de la série (166. ou 180.) il s'agit maintenant de sa convergence*
L Si l'on veut supposer réelles toutes les quantités qui entrent dans la serie^ le théorème de la convergence (§• 23. TL) y sera applicable.
IL Suivant ce théorème la série sera convergrate si ses termes ne sont pas infinis^ s'ib vont en décroissant et si du premier terme de son reste R^ savoir du terme
*"• ^"+» - 2.3....(«+l) V^^/ les valeurs qui correspondent â la plus grande et à la plus petite valeur que peut avoir la quantité
d»JF> = urrL—JL
pour les valeurs diflEerentes de^ depuis y jusqu'à y+k sont zéro toutes les deux pour n ss oo.
64 {• 28. /orn». 183. — 186. IV. application tUs formules géaéraUt
m. Mais le facteur u''^ puisqu'il est commun à tous les termes de la série (180.) a droite et à gauche ^ et puisque par cette raison il ninflue pas sur la convergence de la série^ n'entre pas en calcul. Donc la série (180*) ^ le &cteur uy ayant été supprimé^ se réduit à
et dans tous les cas où cette série est convergente^ la série (180.) le sera également.
lY. La quantité uy étant eflPacée daoïi les expressions (181«etl82.) elles se réduisent a
e-Fj. = ^^^j
Mais puisque la quantité y^ qui est la seule variable , n'entre plus clans (185.)^ on voit que les conditions de la série (183. ou bien 180.) se réduisent a ce que ses termes ne doivent pas être infinis, qulls doivent aller en décroissant et que y„+x (184.) doit être zéro pour /i = oo.
y. On voit qu'aucun des n premiers termes de la série (183. ou 180.), n étant fini, n'est pas infini; les quantités qui y entrent, savoir u et
A, étant supposées finies, car nous avons trouvé que ^ est entre et
1 , si II est entre 1 et 2.^ et = m — ^ — pour une valeur quelconque positive W^ de u. Donc la première des conditions de la convergence de la série est satisfiadte. Mais la seconde condition, que les termes dmvent aller en décroissant ^ au moins vers l'infini, sera satisfaite d'elle même si le terme T^^ est zéro pour /i ss oo* Donc la recherche de la série (183. iHi liien 180.) se réduit en dernière analyse à celle de ce terme, et il n'y a qu'à voir si T„^ (1^4.) est zéro pour n^^oo ou non.
VI. Gomme — q— est toiijours une quantité finie, on peut supposer 186. k . 'L—t — X ou Â est fini. Par cela l'expression (184.) se réduit a
de développement aux puissances* J. 29. form, 187. et 188. 65
et il ne s'agit que de voir si la valeur absolue de cette quantité est zéro ou non pour nssooy K étant une quantité finie quelconque*
Vil. Supposons la valeur absolue de X plus grande que le nom« bre entier fi et plus petite que f( + l« Puis mettons T^^+i dans la fonne
On voit que dans cette expression le premier fecteur ^-x est
toujours une quantité finie. Le second facteur , ^ ^ A. ayant été supposé plus petit que fi+l> ^^ ^1* ^^ autres facteurs qui suivent sont encore plus petits. Donc 7),+, n'est pas plus grand que 5-5 • ("ZCt)
Mais -3JJ étant < 1, cette quantité peut être supposée =5 rn7-> où z est
positif; donc 71,+» n'est pas pkis grand que jy- — -• . .^ . a^+,l.^ . Mais en
vertu de ce qui a été démontré (§. 26. XIV et XVII.) m i ^\n+i-/4 ®st zéro pour /î = oo. Donc aussi 7^,+,^ le facteur g-^ de cette quantité étant
fini^ n'est pas plus grand que zéro pour /is=:oo. C'est-à-dire T^^ est zéro pour n = 009 K^ ou bien k et i^^ ayant des valeurs quelconques.
Donc la série (183.) ou bien celle (180.) est convergente dans tous les cas où ^ et A: ont des valeurs réelles ^elconijuies et 11 une valeur réelle positive quelconque.
Voyons ce que nous donne d'ailleurs la série (183.) dont qous venons d'examiner l'existence et la convergence.
I. Nous avons vu ($. 27. IVt) que si ii est entre 1 et 2^ la quantité îî^ est entre et 1^ et (J. 27. VI. 178.) que (^"')^— l _^î^z:^^ ^^ m peut être tout ce qu'on voudija. De lu on voit qu'en donpant ù m une
valeur convenable^ on peut &ire 77i.^^<*^8b 1* Donc aussi ^" ■ ^q~ peut être sst pour ime valeur convenable de o% ou bien de u, eaoi écrivant simplemrat u au lieu de ii*". Soit e la valeur encore inoomme de u pour
M §• 29. /bm. 189. ^ 193. ir. Applicaiion d€$ fwmulu générales
laqueUe ^ T =1, la série (183.) donne dans oe cas
Par cette série m^e on trouve sur le champ la valeur de e si Ton fait Arssl^ savoir
190. e==: l + 14--|- + 5^+j-^.... ==2,7182818286.... C'est la valeur de u pour laquelle — ^ — = h ^® ^^^^ que
II. Maintenant une puissance quelconque u^ peut être exprimée également par toute autre racine v^ si on lui donne un exposant convenable* En effets soit v"* bb ir^ on a
c=s uT s= c/<r
Si Ton donne une valeur déterminée à la racine d'une puissance^ de sorte que l'exposant seul suffise pour exprimer la valeur de la puissanoe^ on donne le nom de logarithme a Texposant et celui de basé a la radne. C'est la seule différence dans le sens des mots exposant et logarithme. La puissance elle même s'appelle aussi logarithmande. Si la base u est toujours la même pour une suite quelconque de logariffamandesy cette suite présente un système logarithmique^ et la racine commune aux puissances en est la base. Dans l'expression (192.) y est le logarithme du logarithmande z ayant u pour base, et en même tems my est le logarithme du même logarithmande z ayant v pour base. Si les loga« rithmes d'un système quelconque ont la quantité e (190.) pour base, c'està-dire la valeur de u qui donne " ~ =1, on les appelle naturels ou
hyperboliques. Les logarithmes sont ceux de Briggs, si leur base est le nombre 10. On voit que ceh ne diflfâre pas de ce qui est en usage. Bla» même par cette raison il étoit nécessaire de l'énoncer^ vu les diffi$rencea qu'ofl&e ce petite ménurire dans Im autres parties.
de développement aux puUêoncesm $• 29. form. 194, et 195. 67
IT. Quant ù la notation des logarithmes^ on les désigne ordinairement par leur nom abrégé log. Mais cette notation est évidemment in* romplète et vague toutes les fois que la base n'est pas déterminée une fois pou-* toutes, de sorte qu'elle ne varie pas dans tout le cours du calcuL Comme le terme logarithme ne désigne pas parfaitemmit la quantité qu'on a en vue sans l'énoncé de la base, parcequ'un nombre infini de logarithmes d'un même nombre est possible suivant les valeurs différentes de la base^ il est indispensablement nécessaire d'énoncer encore la valeur de la base supposée* Cela pourra se faire commodément et «mvenablement en mettant le signe de la base au dessus du mot log. par exemple en écrivant dans le cas (192.).
y = % my zzz^'z
car cette dernière notation n'est guéres consacrée à un autre objet et elle n'est pour ainsi dire qu'une abréviation de celle (194.)» Je me sers ordinairement de cette notation abrégée (195.); mais pour me rapprocher de l'usage ordinaire autant que l'objet parait le permettre, je ccmservarai ici la notation (194.). Il est vrai que celle-ci n'est pas généralement en usage non plus: ordinairement on n'écrit que le mot log. et dans les cas où l'obscurité devient trop grande, on énonce additionneÙement la base en mots. Mais cela n'est pas bien fait. U est vrai qu'enfin il est possible d'énoncer toute une formule algébrique par des mots au lieu de signes* Mais le signes valent mieux^ et comme on sait, même une partie considérable de la force de l'analjse lui est donnée par l'emploi de signes, mojen extrêmement propre et efficace de combiner les conclusions et les théorèmes, dont la composition au moyen de mots seuls, sans le secours de signes, ne seroit guère possible. Dans les cas où il ne s'agit que d'une seule et même base, on peut sans doute se dispenser de l'écrire, comme ^ par ex. et par comparaison, il n'est pas besoin dans un calcul analytique où n'entre qu'une seule variable, d'écrire cette variable dans les coë£S- •dens différentiels. Dans ces cas la notation ordinaire suffit. Mais si plusieurs bases entrent dans le calcul des logarithmes, il est nécessaire de les
es (• 20. fcmu 196« — 203. IV. ApjfiàtmUon d€s formulée géiUràUê
éoMmoeatf et œla se bât plus convenablement au moyen des signes qu'au moyen des mots*
Y. Si zssu^zssi/^ on tire des équations (104.)
log« = log«. — z — = log«t — ë
log u log u
Cela fait voir que pour trouver le logarithme d^une quantité quelconque x^ la base étant u, par celui de la même quantité pour la base v ou e^ il n'y a ^qu'à diviser ce dernier logarithme par celui de la nouvelle base^ tiré du système précédent des logarithmes. En partant des logarithmes
dits naturels, le multi^cateur —j- (203.) est le module du nouveau
log u vjntème, qui a u pour base.
Si z<^ est une nouvelle base, les équations (202.) donnent log(c/^) =
J^Iogtf et U^(u^^=xlogu, donc
de dévehppenunt aux puiêsanceê^
§. 29. ybrm. 204. — 210.
et cela fait voir que les logarithmes d'une même puissance quelconque u^ tirai des systèmes différents des logarithmes ^ sont en raison des logarithmes des bases t; et z^ des deux systèmes sans que l'exposant y y entre.
TI. Si Ton suppose u = 6*"^ e ëtant toujours la quantité (190.) on a
aOS. m s= log (jB^) = log M.
Mais u=i^ donne i^^ = (^'")^ ss é^\ Donc en vertu de (ISO.), en f met» tant mk au lieu de it.
i«+Ëii!):+2^....+i
En comparant cette formule à Texpresrion de u^ (183.) on voit que
= logu.
La formule (178«) donne le même résultat en y faisant ussze. En eflfet eOe donne dans ce cas ^— ^ — = m ■ ^ . Mais — g— =1 (191*) donc ^^-^^^ — ou bien — g— = /w, et puisque ms=logi/ (205«), — q" — log«, comme (208.),
On appelle séries exponentielles les séries semblables à cdles (207. et 189.). Elles sont, comme il a été démontré plus haut, convergentes pour une valeur quelconque de i et u»
yn. En mettant 1+x au lieu de u dans (208.) on a
Iog(l+jr) = x — îar»+|j?'— Jx*+fa^^...±-lJP
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Cette aeriè^ comme il a ^ démontre (f • 27. lY.) est d'abord oonvargeote dans les cas ou jp est ^0 et ^1. Mais eUe Test également si jp^O et
^ — 1. Car si x est négatif^ la série (210,) se réduit û log(l — ar) = — (^ + i^* + 7^ + l^**»-» + ~^»***7 ^^ maintenant a? est regardé comme posittf# La vdeur absolue du reste £„ de cette série qui suit le terme — ^> *^^^"^ *"~^bl4 v*^^»^"^^ ^* évidemment
plus grande que zéro et plus petite que -■5T(l+J"^+^«»-0=="-xî«Tzr'«
Cette seconde limite de la valeur du reste R^ est également zéro pour 71 =s oo si X'^i. Donc jR,» est zéro pour /i = oo et la série est couver-gente également dans lecasjr^Oet>' — 1. Donc elle est convergente si X tombe entre — 1 et + !•
V Icffl/
Puisqu'on vertu de (203.) pour toute autre base Vy logu s= — ^ on a
logy
X — fjc*+ ix^ — Jap*« • • • ± — ^« • •• 211. log(l+:r) =
logi;
On sait que les séries peu convergentes (210.) et (21 1.) qui donnent le logarithme de 1 + ^ peuvent être rendues plus convergentes de dilTérentes manières; mais nous ne nous y arrêterons pas.
Dans ce qui précède la quantité z de l'expression u^ = « a été ex« primée par y et u de deux manières différentes^ savoir par les séries (145. et 207.). Ces deux séries di£R$rentes^ exprimant une seule et même quantité 9 viennent des deux valeurs a=:l et a = que peut avoir la quantité arbitraire a dans le développement général des fonctions (78.)* De plus la quantité / de l'expression u^si^z a été exprimée en ii et « par la série (211.) y étant le logarithme de z pour la base ». Dans la série (211.) 1 +^ et t; prennent la place de z et u. Donc, des trois problèmes (135.) qui se présentent dans le devdoppement des puusances, il ne reste que le troisième, savoir d'exprimer, u par y et z. Mais la solution de ce problème n'exige pas de nouveau développement. Deu^ ^=^z
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on tire ustP" (lO.), de sorte que u peut être exprime en ;s et y au moyen des séries (145. et 207.).
Il 7 a encore à remarquer que les expressions des puissances que nous venons de présenter n'en donnent qu'une seule valeur. Pour avoir les autres^ s'il 7 en a ^ il n'y a suivant (§• 9.) qu'à multiplier les ex* pressions par la puissance de l'unité qui a le même exposant*
Maintenant nous venons aux fonctions angulaires qui particulièrement se rapportent aux puissances h expo s ans imaginaires. Nous en donnwcms le développement ^1 fidsant voir en même tems qu'il peut être exécuté k l'aide du développement génâml seul sans avoir recours aux considérations géométriques ni à d'autres considérations étranà l'objet.
V. Application de la série générale de développement
aux fonctions angulaires.
n n'7 a d'autre condition de Texistence de la série particulière de Ta7lor (91.) que celle qu'aucun des coëfiSdens différentiels qui jr entrent ne doit être infini; la quantité k de laquelle varie la variable X peut être tout ce qu'on voudra^ réelle ou imaginaire^ ou même infinie (à voir §• 18»). Donc aussi les séries que donne la série particulière <le Ta7lor9 si on l'explique aux puissances^ par ex. les séries (145. 180. 189.) auront lieu pour une valeur quelconque de A:^ réelle ou imaginaire (à voir $. 27. TI.). Ce n'est pas l'existence des séries^ c'est le théorème général (§. 21.) de la convergence des séries tirées du développement général 9 qui exige que toutes les quantités qui entrait dans ces séries soient réelles^ si l'on en veut juger la convergence.
Donc par ex. la série (189.) a lieu pour une valeur quelconque de ky même imaginaire et infinie^ et si l'on fait /c=±â?/* — l=^±i^> /" — 1 étant supposé = 1^ on a généralement
ziz. e- —1 2+2.3.4 2.3....6 ' * ••-2.3....2/I
*'V^ 2.3'*^2.3.4.5~2X:::7---*-2.3....(2ii+l)--7
smx.
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pour une Taleur quelconque de x. Mais le théorème de la conrergenoe ($• 21.) ne peut être applique à cette série, puisqu'il exige la réalité de toutes les quantités.
La série (212.) n'est pas d'ailleurs moins générale que si au lieu de la base e du système de logarithmes naturels on met une quantité quelconque Uy comme dans (207.) > ^^ ''"* ^^^^^ = ^*"" ri « = ^'", il n'y a qu'à écrire mx wl lieu de x pour avoir également l'expression de u-^ par la voie de la série (21 2«).
n s'agit maintenant de chercher les propriétés de l'expression (212.)« L Désignons la partie réelle de cette expression par cosjr et la partie imaginaire par iwax^ de sorte que
Nous invitons le lecteur à vouloir bien mettre id à coté les idées du cercle et des lignes géométriques qu'on a coutume d'attacher mix mots cos et sin. Nous aurions dioisi quelques autres signes pour les valeurs de séries (213. et 214.) si on avoit eu à craindre qu'on ne fit pas attention à l'invitation que nous venons de feîre« Il ne s'agit ici que des expressions purement analytiques, et si ces expressions donnent en même tems les valeurs de certaines quantité géométriques, c'est à la géométrie et non pas à l'analyse de feire voir cela. Nous sommes absolument indifférents à ce que signifient les séries (213. et 214.) en géométrie. Il seroit évidemment contraire à une bonne méthode de mêler la géométrie à l'analyse. La géométrie peut avoir besoin de l'analyse, mms elle ne peut jamais la précéder ni s'y mêler.
II. La somme de deux termes consécuti& de la série (213.) est et la somme de deux termes oonsécutifo de la sâie (214.)
^^ ±fx:r(2irp)«2'«+2)(2«+3)-*«).
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Puisque x a été suppose réel^ ar* et toujours positif^ c<Hiiine n. Donc le iaoteur (2n + i)(2n + 2)—:>^ de Texpression (215.) est positif si 2/2 + 1 = ou >ap, et le faoteur (2i2 + 2)(27i + 3)— -a?» de lexpressiou (216.) Test si 272 + 2= ou >>jr« Donc dans ces cas la somme de deux termes consëcutife dans les deux séries (213. et 214.) prend le signe de son premier terme. Mais les termes des sëries (213* et 214.) ont alter« nativement les mêmes signes et les exposans de x vont en croissant ; donc tous les couples de termes qui suivent ceuac (215. et 216.) ont les mêmes
signes. Donc aussi la somme de tous les termes dès celui yf^ dans (213.)
et des celui 5-5 — 7^rr7\ dans (214.), a? étant respectivement = ou <27i+l
et =:ou<<2/i + 2, ont les mêmes signes que ces premiers termes euxmêmes. C'est-à-dire les restes des séries (213. et 214,)ilg„^ «**•»-» ont les mêmes signes que leurs premiers termes dès 272 + 1 ss ou ;>jr dans (213.) et dès 272 + 2= ou >ar dans (214.)
m. Donc si Ton continue les séries jusqu'ù quelque terme positif dont l'exposant soit assez élevé pour donner 2/z + l= ou ]>;r dans la première et 2/2 + 2= ou ^x dans la seconde, les sommes de ces parties des séries seront nécessairement plus petites que les sommes des séries pri3es daiw toute leur étendue, les restes étant positif. Mais si on réunit encore les premiers termes des restes aux sommes des parties détachées des séries, de sorte que maintenant les premiers termes des restes soient néjgçtifs, les signes des termes allant toujours en alternant^ les sommes des parties détachées des séries seront nécessairement plus grandes que celles des séries entières, les nouveaux restes étant négatifs.
SI au contraire on continue d'abqrd les séries jusqu'à quelque terme négatif d'un exposant assez élevé pour donner 2/2 + 1 =s ou ^x dans la première et 2/2+2 = ou ^x dans In seconde, les sonunes de ces parties des séries seront, par des raisons semblables, plus grandes que les sommes des séries prises ^ans toute leur étendue, et plus petites si Ton réunit eiicore aux parties détachées des séries les prepiiers teimeai des restesr
D<mc les sonmMs des séries (213. et 214.) swont oomprises dans tous les cas entre celles des termes qui précèdent les restes R^,,^ et R^^^ , X étant respectivement = ou <C2/i+l et =s ou •<2/i+ 2, et celles des
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mémai tormes révam ans: premien tennes dm restes» Donc zéfo et les valeurs des pMnûen termes des restes seront des limites pour les valeurs des restes^ c'est-à-dire
217. Rw^ dans (213.) sera entre et ±2-5 2^5 2/2+1 ^tant = ou >jr, et
218. iî»,-.i dans (214.) sera entre et ± j-g (2n+i) ^ ^'^'^"^ *^* = ou> jr.
Les valeurs des restes des séries (213. et 214.) seront donc comprises entre celles des valeurs de leurs premiers termes qui ccMrrespondent aux plus grandes et plus petites valeurs de x depuis zéro jusqu'à x. Donc le théorème général sur la convergence des séries a lieu également ici.
IV. Si nzsoo les quantités ± =r-ô tt- ©t ± 0-5 7n — rT\f ^n vertu
de ce qui a été démontré ($• 28. yi.)^ seront zéro; donc dans ce cas les limites des valeurs des restes (217. et 218.) sont zéro toutes les deux. Donc les restes eux mêmes seront nuls. Et puisque 2/i-f-l et 272 + 2 peuvent être toujours plus grands que x, quelque grande que soit cette quantité 9 on voit que les séries (213. et 214.) seront toujours convei^entes pour une valeur quelconque de x.
T. Si jr<[l ou = I9 les expressions des restes (217. 218.) seront déjà applicables aux séries (213. 214.) dès leurs premiers termes^ puisque dans ce cas 2/2 + 1 et 2/2 + 2=: ou >> or même pour /is=0. Elles le seront â plus forte raison si des séries ou prend plus d'un terme. Donc, X étant supposé = 1 , on trouve que
219. CO8 i est entie i et 0, entre 1 et l--|=s$, entre 1— §= i et 1— 1+ ^ = J| etc. 820. sinl entreOetl, entreieti-^=i,eiitrei.^=^eti-^+5:^=:||Jetc.
Tl. Les expressions (217. et 218.) des limites des restes des séries (213. et 214.) font voir à la vérité que ces limites varient suivant la loi de continuité avec x en même téms; mais il n'est pas démontré par là que les restes eux-mêmes varient suivant cette même loi; et encore moins que tandis que par ex. x augmente^ les restes augmentent paiement; il se pourroit au contraire qu'ils allassent alternativement en crpissant et en diminuant. En e£Pet il seroit possible que Taugmentatioo des tœmes dont les signes sont égaux l'emportât alternativement
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8iir cette des termes à signes opposés* Il nous importe, comme oo le Terra par la suit^ de dëdder cette question^
Si X exprime un nombre fractionnaire ou irrationnel quelconque, positif et plus petit que x^ deux valeurs successives de x, si cette quantité va en augmentant, pourront être reprësentëes par A jet et x. Cela posé, la variation de la somme de deux termes consécutifs de la série (213.) swa
et celle de la somme de deux termes consécutifs de la série (214.)
- o:S.+3) u2.+2)ff.+3)a-»--)-'(.-i--)).
Supposons dans (221.) 1— A«^<it(l— O- Cela donne 1— X*'*+ X^»(l— A*) ^k(i—hr) et en divisant par 1— A*% comme cela est permis, 1 — V*
étant positif, 1 + X** — js;<^> ^^ ^^^^
Faisons semblablement 1— \**+»<;t,(l— ^•*^') dan» (222.)- C«l» donne 1 — X*"+' + A«»+'(l— A*)<;fc»(l— T^*"*') et en divisant par 1— X»^',
Puisque X est positif et <1, X»» et X*»+» sont <t, et 1+X est<l+X+X*....+X*^» < 1+ X + X*. . . . + X»" ; donc les sommes des termes à gauche dans (223. et 224.) seront moindres que 2 et <m satisfera axa. expressions (223. «t 224.) pour toutes les valeurs possibles de X et pour toutes les valeurs que -peut avoir n depuis 1 jusqu'à c», en supposant k et Art = 2. Donc on aura toujours
l-r+'<2(l^i*^ et
70 f. 32. fomu 227. et 228. K. AppUoaiion de la $^rU gMràte
Cda &it voir que dans (221.)
227. (2n+l)(2n+2)(l-A*")-ar«(l-A»"+»)>[(2n+l)(2ii+2)-2*»](l-.X-) et dans (222.)
Supposons ap</i+l dans (227.) on aura 2j?^<2/i* +4/1 + 2, donc (2/2 + l)(2/i + 2) étant =4/2« + 6/2 + 2, (2/2 + l)(2/2 + 2)— 2x*>0 pour toutes les valeurs de n depuis 1 jusqu'à l'infini.
Supposons jc=ou <C^+1 dans (228.), on aura 2j? = ou<2/i*+4/i+2, donc (2/2 + 2) (2/2 + 3) étant =4/2»+ IO/2 + 6, (2/2+ 2)(2« + 3)~2:r»>0 pour toutes les valeurs de n depuis jusqu'à l'infini.
Mais 1— X*" dans (227.) et 1— A»"+* dans (228.) sont également toujours ^0. Donc dans (227. et 228.) les quantités a droite^ et 11 plus forte raison celles a gauche, seront toujours positives, sauf les conditions énoncées par les valeurs de x et /2. Mais ces quantités sont les fac*
*«»" ^« 2.3....C2»+2) «* 2.3....(2n.+ 3) ^"^ *« expression» des variatiens de la somme de deux termes consécutifs des séries (213. 214) pré-sentées (221. 222.). Donc ces variations auront nécessairement les me-
mes signes que les quantités 2.3....(2«+2) «* 2.3....(2n+3) > «" ^'^"^ que les premiers des deux termes choisis. Et puisqu'il en est de même, et successivement toujours a plus forte raison, de tous les couples de termes qui suivent, et que les premiers termes de ce couples 01^ tous les mêmes signes, on voit que les sommes des variations de tous les termes des séries, dès les premiers termes des restes, auront les mêmes signes que ces pre-* miers termes eux mêmes, c'est-à-dire que les variations des restes des séries auront les mêmes signes que celles de leurs premiers termes. Donc les valeurs absolues des restes des séries augm^itent suivant la loi de continuité si les valeurs absolues de leurs premiers termes vont en croissant, et elles diminuent si les premiers termes vont en diminuant, sous condition que dans (213.) a: soit <;/2 + let dans (214.) x = ou </2+l. Sous cette condition le théorème aura lieu respectivement pour toutes les valeurs de n depuis 1 et depuis jusqu'à l'infini.
YII. Si âp est ^ ou as 1 on a X'^n +1 pour 12 = 1. Donc le théorème (VI.) sera applicable dans ce cas aux deux séries dès leurs premiers
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termm. Oa vmt donc que la diminution de eoêx va ^en croissant avec X en même tepis depuis xtssO jusqu'à x=^iy le seoond terme -j- de la 8ërie(213.) ëtant négatif. Donc si x augmente dq>uîs jusqu'à 1, le cosinus diminue depuis 1 jusqu'à une certaine quantité qui suivant (210.) est entre | et ||* Le sinus va en croissant avec x en même tems^ son premier terme étant positif. Six augmente depuis jusqu'à 1^ le sinus augmente depuis jusqu'à une certaine quantité qui suivant (220.) est entre i et iîè* D'ailleurs les variations du cosinus et du sinus, dont il s'agit, ont lieu en même tems avec celles de^^r, suivant la loi de continuité.
Ajant trouvé les propriété principales des séries (213. et 214.): voyons ce qu'on en peut tirer d'ailleurs.
I. En premier lieu il 7 a à observer que, puisque les séries (213. et 214.) ne donnent qu'une seule valeur de la quantité e=^(212.), il &ut pour avoir les autres valeurs, multipKer par 1^^ les quantités à droite dans (212.)* De là on tire les expressions complètes de e^^ savoir
s= eo&x^+wQx
Puisque les quantités cmx et smjcr, comme le font voir les expressions (213. et 214.), sont toujours réelles, de sorte que leurs quarrés ne peuvent être négBtâh pour aucune valeur de or, l'équation (231.) fait voir que ni cosa;^ ni sin^^ qe peut être plus grand que 1, c'est-à-dire que toutes les valeurs possibles de cosd? et celles de sind? sont comprises entre + 1 et — 1
m. En multipliant les équations (220. et 230.) par é^'^ =: l^^Ccos^HFisin/) elles donnent
232, ^±^i^) — l^*^^'^[co6«co8y±icMy8ÎB« + î«îiij^co8a?+«iii«aoy],
et en 7 mettant x — f au lieu de Xp
siB (j? — y) = sin ^ oos/ — oos jp »i y
Vf. Faisons changer mutuellement de place les quantités x et y daite (235. et 236.) on aura
cos(^ — x) = cosjr cosar + siu^ sinx,
sin(y — x) = sin^cosj? — cos^sbar.
En comparant ces expressions avec celles (235. et 236.) on voit que co8(y— ir) = cos(jp— y) et fàik(y—x)^—uxi{x—y) ou bien, en écrivant X au lieu de x — y,
sin 2 jr = 2sin j?cos;r
VIII. Comme en vertu de théorème (§.32. VI. VU.) (c'est ici que non» avon« besoin de ce théorème) dans le cas où * va en augmentant
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depuis jusqu'à Xy oosjcr diminue ^uÎTant la loi de la continuité depuis 1 jusqu'à une certaine quantité entre |=s=0,5 et i|=: 0^5416 ••••^ est sinjp augmente semblablement depuis jusqua une certaine quantité comprise entre |=:0,8333.«.. et t§^ = 0^84166. ...^ il j aura nécessairement une yaleur réelle de x entre et 1 pour laquelle f&ax est égal à cosjr. En effet si jet est zéro, coso? est plus grand que sinor^ savoir cosjp=sl et sinorsO, et si orsl, cosor est plus petit que sin^^ savoir cosjp entre 0,5 etO,5416.«.. et sinor entre 0,8333. ••• et 0,84166««.. donc puisque cosor peut avonr toutes les valeurs possibles depuis 1 jusqu'à une certaine valeur entre 0,5 et 0,5416.««. et sinor toutes les valeurs possibles depuis jusqu'à une certaine valeur entre 0,8333 ••• • et 0,84166 •••• pendant que x prend également toutes les valeurs possibles entre et 1, il y aura nécessair^nent quelque valeur de x entre et 1 qui donne omx sss tàax.
Désingnons par f « la valeur encore inconnue de Xy pour laqudle ainap s= cosor, on aura en vertu de (23L) 1 r=: sin x* + sinâ?" = 2fma^y donc en vertu des équations (243. 244.)
sîn(2/zar + a7) = sînjr
Les expressions analogues pour les valeurs négatives de ^p et y se trouvent à Taide des équations (237. et 238.).
Les expressions présentées dans le paragraphe précédent offrent connneon voit les principales formules trigonométriques ou plutôt goniométriques^ desquelles on tire sans difficulté les autres de ce genra.
Les formules (§. 33. 1. jusqu'à YII.) ont êb6 tirées seulement de à&ïx. CKpressions (220. et 230.) et en démontrant ces dernières, le développement de e-"" en série (212.) ne nous a servi que pour faire voir que la quantité e^"" est composée de deux parties, Tune réelle, Tautre imaginaire. La forme de la série (212.) n'est pas entrée dans le calcul des
expressions' (§.33. I YII.). Ce n'étoit qu'en ($.33. TIII.) où nous
avions besoin des résultats de la recherche des séries (213. et 214.), savoir pour fioâre voir qu'il existe une valeur de x telle que cosarssssinor, d'oà l'on a tiré les résultats de ($. 33. Ym.).
Au reste les expressions fondamentales de la goniométrie présentées (§• 33.) ont été trouvées par une voie purement analytique. On est parti de l'expression (212.), qui de son côté est sortie des transformations idra^ tiques. On n'a eu nulle part recours à la géométrie ni à d'autres théo^ rèmes et idées étrangères à ranalyse. Cela fait voir hi&a clairement que la théorie des fonctions angulaires n'est nullement du domaine de la géométrie mais purement de celui dé l'analyse aussi bien que la théorie des puissances ou des logarithmes. H est bien singulier qu'ordinairement on tire de la géométrie la théorie des fonctions angulaires. On pourroit procéder également et aveo le même droit pour les logarithmes. Mais c'est ce qu'on ne &it pas. Le logariUime naturel exprime, comme on sait, l'aire de l'hyperbole; c'est pourquoi on l'appelle logarithme hyperbolique* De l'hyperbole c'est l'aire qiu donne le logarithme, du cercla c'est l'arc qui offre les fonctions angulaires. On abandonne, comme il le
de développement aux fonetiom anguhnreê* §• 35. form. 259, —262» gl
faut le logarithme è Vmaiywèy mais on donne les fonctions angulaires à la géométrie sans la moindre raison. Cela est évidenmienf contraire â une bonne méthode. H est vrai que la géométrie participe aux résultats de la théorie des fonctions angulaires comme h celles des logarfthmes. Elle fait voir que le logarithme exprime effectivement Taure de Thyperbole, et c'est à elle de faire voir que si x représente un arc de cercle, les droites qu'on appelle sinus et cosinus dans la géométrie ont les mêmes rapports Â x qu'expriment les équations (213, et 214.). Mais pour cela il n'y a pas de raison pour tirer ces relations des théorèmes de la géométrie, ni pour le cercle ni pour Thyperbole.
Nous tirerons des expressions du ($. 33.) celles des différentes valeurs que peut avoir une puissance quelccmçpie de l'unité, parcequ'il j aura quelques remarques à faire, tant sur ces expressions que silr l'effet de la pluralité des valeurs des puissances.
Elevons à la puissance ni^'' les expressions (229. et 230.), nous aurons
cos2;27r + isîn2/2»)"* = l** = cos2/w/2w±/sîn2m/2ir
Puisqu'ici la quantité arbitraire n peut être un nombre entier quelconque, l'expression (262.) donne toutes les valeurs différentes que peut avoir la puissance 1"* de l'unité. La valemr étant également parmi les valeurs difiérentes du nombre /z, et cpsO étant 1, sinOczsO, une des valeurs différentes de 1"" est toujours l'unité. Cela s'accorde avec (^. 6.)<.
Maintenant il 7 a les remarques syivai)tes h fsâre sur les expressions qui précédent
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L L'ë^ation (26L) n'est pas complète pour tonte autre valeur de X que 2/2ir, si l'on veut que (cosor+isinar)"' exprime les différentes valeurs que peut avoir cette quantité. Car il ne se présente a gauche qu'une seule valeur pendant qu'à droite il y en a plusieurs». Mais Téqua» tion (262.) a été rendue complète par l'introduction faite du nombre arbi« traire n, même si Ton veut que la partie à gauche exprime toutes les valeurs qu'elle peut avoir; car le nombre des valeurs A gauche n'a pas été augmenté tandis que les différentes valeurs qui conviennent à l'exposant m ont été introduites dans la partie à droite. Dérailleurs il n'y a non plus a droite qu'une seule valeur pour chaque valeur déterminée de n» n n'en seroit pas ainsi pour toute autre valeur de x.
n. La défectuosité de l'équation (261.) tirée des équations (250. 260.) vi^it de ce que le facteur (cosjEr + isinar)"* dans (259.) ne peut être censé exprimer qu'une seule valeur de cette quantité ^ vu que l'autre îsdxyteur 1-"^ exprime déjà inclusivement la pluralité des valeurs* Cette restriction étant observée, l'équation (26L) est effectivement complète. Veut on qu'elle exprime en même tems toutes les valeurs que peut avoir la quantité (cosâ7 + i8injr)% il n'y a suivant (§«0«) qu'à multiplier à droite par V. Cela donne l'équation complète
e±^(:»4r) = i±'C*4y) (cosa? + i 8iD œ) (cos/ ±i sîny
Si au contraire on met or+J &u lieu de x dans (259.) on a
265. e±*('+y) = l±'^*'^^(coste+r)±»8ÎnC^+r))- En égalant les deux expressions (264. et 265.) on a généralement
266. {to%x±^iAax](cosy±i%ifiy) = cos(x4-^)iïSÎû(jr+J')' Maintenant si dans (263.) on substitue la valeur de 1 (262.) on trouve
267. (cosar+îsinor)'" = (cosmar±i $inïnar)(cos27;in^ + isîn2ïniiJt) et si à la partie droite de cette équation on applique celle (266.)^ on a
268- (cosap + isinor)'^ = eo%m{x^2nn) ±iûnm{x-{'2nn) oi\ maintenant la pluralité des valeurs est observée des deux côtés.
de développement aux fondions angulaires. §• 36. form. 269L — 273. 8$
On auroit eu précisément le même r&ultat en substituant ai? 4* 2^* au lieu de x dans (261.)» Cette substitution auroit été permise puisqu'on vertu de (257, et 258.) co8(ar+2/iir) = oosar et 9in(a;+2niF)z=zAïXy de f^orte que la substitution faite ^ les quantités^ à gaucbe conservent encore la même valeur.
in. En n<$gligeant la pluralité des valeurs des puissances on peut tomber dans plusieurs contradictions. Par es.. CM(s^2nif) et ûnOv-^-lnic) ayant les mêmes valeurs que jcobx et sinor^ les équations {229^ 230.) peu* vent être écrites icomme suit
e^'*"* ss l^^(co8(mJC+2«7i) + i8in(m«-f 2ii
Donc en égalant les expressions (271. et 272.) de la quantité e^^ on trouve
273. C08 (inx4-2m/i«) + isin(wia?-j-2/n7zii) = .co8(?îîa7+2/i^)+ i sin (ma?+2nn),
équation évidemment confa*adictoîre^
La ccmtradictioo vient de ce que la quantité eoBm(x'\'2nit) ± isïsïm{x'^2n'n) dans (271.) qui est jcelle à gauche dans (273.) ^siprime toutes les valeurs diffiérentesde la quantité {i>OB{x^2nv)±imk(x^2nv)y' (270.) qu'elle représente^ ou bien de celle (cos«r+ /sinjr)^ qui liu est égale, tandis qu'au contraire la quantité cos {mx'^2n^) + i sin (m jr 4- 2 /i «) dans (272.) qui est celle A droite dans (273.) n'exprime qu'une seule valeuri. Veut- on que la dernière représente également toutes les valeurs diffi^'entes qui existent^ on la multipliera par 1*^=5 cos2m/Z9r4:/siii2m/i7r (262)^ Cette, opération laite, les expressions (271. 272«), s'accorderont comme il est aisé de voir à l'aide de l'équation (2M.)y 2n% dans (272.) pouvant être supprimé sans changer la Tdeur de reii^resskMM
lY» Dans le cas â? = 2nic les expressions (229« ;230.)> savoir é^^z=zl±^(cosx±iAïx) présentent une diffiaulté particulière. Car dans ce cas on a cosarss cos2/iôr es 1 et 8in^ssaiii2/2w=0^ donc les ex-
84 $• ^- /'''^ ^'^** -^ ^^' ^' ApftiGaiion de la série générale
pressîoiis dtëe» se réduisent à
et cette expression à la première vue semble être contradictoire ^ car en prenant les puissances +2//2 7r'"^* de deux côtés on trouve
et cela est évidemment £biux# Cette difficulté pourra^ a ce qui! smible, ^re détruite également en faisant attention à la pluralité des valeurs*
En effet les expriessions e±**"^ et l-*^'^ ont la propriété de présenter ^ au moyen du nombre arbitraire n qui y entre ^ toutes les valeurs que peuvent avoir les quantités é^^^ et 1±"*^, car le facteur cosj? + /sinar de l'expression générale (229. 230.)^ si l'on j fait a:=z2niFy est toujours! pour une valeur quelconque de /z. Mais suivant la règle générale on a les valeurs différentes d'une puissance^ en multipliant une quelconque de ses valeurs^ par ex. la valeur réelle, s'il j en a^ par la puissance de l'unité, qui a pour exposant celui de la puissance même* Ici les quantités ^wiTT ^f. i±^7t ^^^ effectivement uûe valeur réelle, savoir celle qui correspond à b valeur zéro de /2. EUe est ^:=sV:=zt. Donc on peut, ou plutôt il faut exprimer é^=^^ et 1±»^ par tfM±«'"^ = 1 . 1±«''>^ et par lo^l±9inn^l^l±^nn^ j^ g^^^ quo l'équatîon (274.), en ayant égard a la pluralité des valeurs, ne veut dire autre chose que
et cette équation identique n'implique point de contradiction.
Voyons maintenant d'où peut venir Terreur qu'offire l'équation (275.) quB exprime la ±2i/29r"'^ puissance de l'expression (274.) ou (276.). L'équation (274.), dans la forme où elle est, n'exprime qu'une seule valeur des quantités ù droite et à gauche, savoir celle qui convient ù /z = 0, Si Ton veut qu'dle donne toutes les valeurs différentes, qui ont lieu, il lui faut donner la forme (ft76,). Mais elle laise indéterminées les autres valeurs dans cette forme, puisqu'dle est identique» Ces autres valeurs viennent au jour en prenant la puissance +2//z9r. Même l'équation (275.) n'est pas fiuitive dans le cas /isO, Elle ne Test que pour les autres valeurs de a et la raison en est, qu'elle n'exprime pas complètement toutes les valeurs qui existent* En effet on ne peut pas dire que
d±2tnn\±*in7c
de développement aux fonoiioris angulaires, §• 36. form. 278. .-^ 285. 85
mais au contraire on a
C'est ce qu'on voit par l'équation (276«) qui 1 ëtant originairement =e°» donne 1 . l^*^'' = é^. 1^*"^ = e**^ , et également par les expressions (229. 230.) qui, cosx + isinar étant I5 si Ton fait a?=s2n'n^ donnent également ^±«i«^— 1±^1 , Donc au lieu de (274.) il fout écrire (278.). Si de cette expression on prend la puissance ±2i/Z7r, ou plus généralement la puissance + 2iynt^ on trouve
279 ^— fay>g**— f^-^trTt* f±tàr7t
et cette expression, comme nous le verrons tout à l'heure, n'est pas con« tradictoire, si l'on a égard aux valeurs différentes de n et v.
En effet l'expression (262.), ayant lieu pour une valeur quelconque de m, donne, en faisant m^=±2iviFp
cos(+Unvn^) :=: 1 + ^ ^ ^ +L-^^+ ^^^ J^ +.... et
282. sin(±4inV7t^) = +iinV7i^ ^1 + ^—273—+ 2.3.4 +"*7 ' Cela donne en vertu de (280.)
Mais en vertu de (189.), en ne manquant pas de multqplier comme il feut par la puissance de l'unité, pour avoir toutes les valeurs qui peuvent avoir lieu, on a 284. ^-» = l---(l-4«v««+^iiirî!I'^(i^^^
et si l'on substitue la valeur de l^^"" (283.) dans cette équation, on a
et oela s'accorde avec (279.) de sorte qu'il n'y a plus de contradiction*
Yé La difiSculté, que dans ce qui précède l'équation (279.) semUe présenter par ce qu'elle a une quantité imaginaire è^ droite sans en avoir ù gauche, n'est qu'apparente. La puissance t^^^ à exposant imaginaire, qui j entre, n'offire point de quantkéa imaginaires; il feiudroit pour en pro-
86 §• 3^* form. 286. — 291. V. ^ppiication de la sMe générale
«Itiîre un exposant rëel des pinssanceg de Vwrnt^^ oamme le fait voir (262.). Toutes les valeurs de t^^^^^ suivant (283.)9 sont réelles; donc il n'y a pas dans (270.) des quantités imaginaires autres que oelles qui viennent de j-*i.r;r» p^^p ^^m* ^ L'équatîon (28a.) donne toutes les valeurs que t*"^*"^ peut avoir pour les valeurs diflPërentes de v* Si dans Téquation (279.) on ne fait attention qu'aux valeurs réelles de ^"''* pour les différentes valeurs de v^ elles peuvent être exprimées par
d'où l'on voit, qu'elles sont toutes entre 1 et 0, e^ étant 1 et er* =0. YI. L'équation (278.) semble présenter une autre diflîciilté. Car en développant la quantité e-^^ en série suivant (189.), il semble que sa valeur soit composée d'une partie réelle et d'une autre imaginaire, et cela seroit en contradiction avec ce que donne l'équation (283.), suivant laquelle la valeur de la quantité 1^'^'', égale à e^'^'' (283.), est toute réelle. Mais la difficulté n'est également qu'apparente. En effet en développant e-^"" suivant (189.), l'expression
n est pas complète. Pour la compléter SI faut la multiplier par 1-*'"'^ et cela donne
Pour mettre en évidence les diff^entes valeurs de e**'"*^ que cette é<{ua« tion présente, <m ne peut que séparer des autres la valeur réelle de ^i*'"^, pour la multiplier après par ii«*"\ Cette valeur réelle correspond à n =: 0, donc elle est 1, suivant (287.) et suivant rex[)ression e^^"" elle même, et ou a
ànKVi±V) j^ j±i*r(«Ji±0 j
de développement aux fonctions angulaires^ §« 36. Jcrm» 292. — 301. 87
Ici il vlj a pas de valeur tédle ni â droite ni à gaudie^ car toute» les va* leurs de n donnent des exposans imaginaires.
Si de (291.) on prend la puissance ±''''r(2y + 1), on a
292. e"^* ^"^-^^ ^'^±^^ j— j-7i«(tii±0 («y ±1) ^ f j\±i7r(«i^±0
et cela n'implique pas de contradiction. En effet ^ faisons jEr=:(2/i±l)ir dans (261.) 9 on aura
293* (— ir=cosm(2/2 + l>7r±i8inm(2n±l)7r;
donc si m=5s±/(2v + l)«^,
294. (- 1)±*«(«*'±0 _ cos + i;r'(2n + l)(2y±i) ±Î8În±t«»(2ii±l)(2v + 1).
Cela donne, en développant le cosinus et le sinus suivant (213. 214.)9
295. (-l)i-^*''i»> =l-irM2n±l)(2i^±l) + ^^'^^^^*>^^^^^J>!,,,, "ilsàn en vertu de (180.), en multipliant à droite par 1^, on a
Substituant (295.) dans (206.) le résultat s'accordera avec (202.).
YHI. Si dans (200.) on fiiit Ar = (2/z±|)«, on a suivant (257. 258. et 245. 246) cosx=0 et sinxss + 1 donc
Ici fl n'y a non plus de valeur rëelle ni h droite ni à gauche. Si d'abord on prend la seconde puissance de (297.) on a
Cette expression a la forme de celle (291.) d'où l'on voit qu'elle sera également exempte de contradiction*
Supposant ^ = (2/2±|)« (261.) on a
C99. {±if = cosm(27i±i)« ±îsiiim(2ii+ J)«,
donc si Ton fait m=5±ior(2i/ + i)
300. (+,)±'«^*'±*> = co8 + îfr*(2« + f)(2y + è)+ îwn±î;r>(27i + i)(2v± J).
Cela posé, si de (297.) on prend la puissance ±/'3r(2v±{), <mi a
e"""*<«*:tiK«i'±i) ^ j-w»(««+è>Cai'±à)/4.^)±«»(tr±à
^ §• 36. form. 302. — 312. V, Application de la $Me générale
Nais en vertu de (300. et 213. 214.) on a
302. (+Oi-^-±i)= i,^^(2n±l)(2i^±|)+^^'^^"^|>^^^^^>)\... et suivant (189.)| en multipliant par l\
303, ,-r» Can±i)(«.±i) ^ 4--M«n±iX..±« (l.;r-(2«±i)(2l^+i) + (^'<^^±p»^±T))' , . ^ ^) .
En substituant (302.) dans (303.) le résultat s'accordera avec (301.)
e^ =3 e-"*"^. l^^^'^Ccofix ± î sînx
et c'est Texpression des différentes valeurs de e**\
Si Ton veut se servir de l'expression (308.) de l-*' pour la sub* stituer dans (304.) on a
olJL e- s= (cosa? + »Mna?){l~2aP7i;j4"^-"-5 ' <j 3 ' +••••]•
C'est une autre expression complète de e^*\
de dév€loppem€nt aux fonctions angulaires. $• 37. form» 313. — 315. S9
Si dans (31L) ou fait a?=3=2/>« ooa ^i*^»^ — ^-♦'»'^\ i*»»^» ou bien 313. e^*''" = l-^«'''\e±«^^ Maïs suivant (279.), en y faisant nz=iVy on a
donc (312. et 313.) donnent
et cela s'accorde avec (274.).
X. On voit par les ^xemple8 (lY. YII. Y III.) combien il est né* cessaire, dans beaucoup de cas, d'avoir attention à la pluralité des valeurs des puissances, et de compléter leurs expressions par la multiplication d'une de leurs valeurs quelconque, par ex. de la valeur réelle, s'il y en a, par la même puissance de l'unité. Dans tous les cas ou il se peut agir de la pluralité des racines, il ne faut pas écrire simplement z/^, mais plutôt |i/p.l^, où \u\y désigne ime valeur déterminée de |tt|^ et par préférence la valeur réelle s'il en existe. Dans les cas ou il n'y a pas de valeur réelle, l'expression e^"*^ = cosjr + /sinj? remplace (^l^; car généralement la quantité e±'^ n'a pas de valeur réelle. Elle n'en a que dans le cas 07=2/2 tt, le seul où la partie imagîaaire ± / sin x est zéro. Pour toute autre valeur de œ cette partie imaginaire n'est pas zéro. Si jr = 272gr, la quantité e^"^ reprend une valeur réelle, savoir celle qui correspond a /isO dans son expression complète. Cette, valeur est ^^=1. Dans ce cas la fmme \u\^V de l'expression de la puissance repr^id sa placOf
Nous ne donnons ce que contient le paragraphe présent que comme un essai pour éclaircir les difficultés que les exposans imaginaires pré* sentent dans la théorie des puissances. Nous le soumettons, comme tout le reste du mémoire, aux lumières de ceux i|ui ont approfondi l'analyse*
Avant de quitter les fonctions angulaires il feut que nous disions un mot des expressions en forme de factorielles de coso? et sinjr par Xj ces expressions étant utiles dans la théorie des facidtés analytiques. Nous en donnerons le développement par un procédé très simple. Nous ferons précéder ce développement par celui de quelques autres formules qui s'y rapportent ordinairement et dont nous aurons bescun dans la suite.
00 §• 37. form. 316. — 321. V. Application de la sMt générale
I. En mettant âr+2/i«'^ n 4tant un nombre entier qudoonque^ au lieu de x dans (26L) et — au lieu de m^ on a
' 316. (cosor+ïSinJF)"* =s cos — = + i8m — =
006(â? + ^^*) ^ Bin(ar + 2^v) étant ëgaux à oosjt et sin;r« Si de oette expreasicm on prend la m""* puissance on a
a — I CO8 — ï- X 8in — i
Donc les quantités (320« et 321.) seront facteurs des quantités à gauche dans (318. et 319.)«
Mais les quantités (320. 321.) auront m valeurs diflPérentes^ ni plus ni moins. On les trouve en feisant /zssO^ 1, 2^ 3 •••. (m — 1). Les valeurs positives de n 9 qui suivent ^ ou les valeurs négatives qui précèdent^ ne donnent pas de nouvdles valeurs. Toutes ces valeurs des quantités (320. 321.) s»ont également diviseurs des quantités a droite et à gauche dans (318. 310.). Mais ces dernières quantités ne peuvent avoir plus de m diviseurs d'une dimension, a"" étant de la dimension m; donc les différentes valeurs des quantitéei (320. 321.) donneront tous les facteurs que les quantités (318. 319.) peuvent avoir.
Maintenant le produit des deux quantités à gauche dans (318. 310.) est
dt développement aux fonctions angulaires. §« 37. fatnu 322. -r 32$. Ql
on bien
o*"'~2a'"cosa? + l =r /^a«— 2acos^ + A
x(a--2acos^^ + A x(a--2acos^^^^ + iy
w / a o 2(m_l)v + j? , A X ( o — 2acos— ^ — ■ H 1 ]•
Le cosinus compris dans le dernier facteur à droite de cette expression est aussi
Celui de Pavant dernier facteur est
etc. Si m est impair^ le nombre m — 1 des fieicteurs qui suivent le premier est pair; donc dans ce cas l'expression (324.) peut être mise sous la forme
c*'*^2o~aos:r + t
= û' — 2ocos 1-1
X («•-2« co» ^^ + lVo'-2c C08 ^^ + 1)
X (a'-2c 00. ^-^^'±^+l)(«--2a cos^-^Z^
92 §« 37. form, 326. -~ 338. V. . Af^Uoatàim de la sAie s^Hérok
Si /n est pair le ImT &cteur à droite dans (324.) est
a»— 2acos2^^^i^+l = a» — 2aco8(«+-^)+l = a»+2a cos— +|;
les autres fecteors qui suivent le premier et dont le nombre est m — 2 peuvent être exprimés comme d- dessus. Donc dans le cas de m pair, ou a
. 326. c»*— 2o'"coBjp+l
= ^û«^2aoos^+lVc« + 2ûroos^ + A X (a'-2«co8^^^ + lVa«-2acos^^^+ A X («•-2acosi^ + lVfl--2«cosi^ + l)
Cela donne comme on voit le théorème de Moivre, dont celui de Cotes est un cas particulier.
n. Si dans les expressions d«dessus on met 1 au Ueu de a et 2 jr au lieu de ae, les formules (325. et 326.) prennent la forme
co82ar) = 2» (l — «>s
^ /. 4«+2ar\/, 4«— 2a?\
qui a Ueu dans le cas de m impair, et 328. 2(I-^co82«)=:2"'(l-co8^)(l+co8^)
dans le cas de m pair*
^9 développement aux foncUonê angulaires, $, 37. fomu 329. — 331.
oà
Mais comme 1— cos2jrs=28mâ:r' (231. et243.) et delà l+cos2^ = 2cosjEr'9 on voit que leB expressions ci -dessus 5 en extrayant la racine quarree^ senrëduiseni à
ma? = 2"'^ sm— sm — = — sm sm — - — sm
sm ^-^ — ' — sm-^--^ '
pour le cas d'un m impair^ et à
330* 8ui;rc= 2"" *cos— sm — sm — = — sm sm — sm .
• ••••sm=-^ — * — sm-
dans le cas de m pair.
Cesonti comme on voit^ les expressions du sinus d'un arc multiple par le sinus de l'are simple qu'Eu 1er a trouvées par une autre voie dans rintrod. in anal, inf, tom. I. cap. 14. §.240. On voit qu'elles se tirent immédiatemait du th^rème de Moivre.
m. Si l'on veut appliquer les expressions (329. 330.) au cas .r = 0^ il faut recourir à la formule (214.). Cette formule donne
ac*
donc pour jp ss 0>
SIPJC
Si donc on divise les expresMons (329. 330.) par sin — et <|u'eQSuite on fisMse jpssO, on trouve
et eo extrayant la racine quarrée^
94 §• 37. form. 332. — 337. V. ApplUmiion de la sMe g^nércde
ooA • * . 2^» , 3» . m — 1 m*
332. sm — 8in — un — ....tsm-^ — w s» -— ir pour m impair^ m m m 2m =yi * *■
ooo • ^ . 2flp . 3ir , m — 2 m^
333* 8in — sut — sm — ••••srn-Tr — « = -==; pour m pair. m m m 2m ^ '^ ^
Nous passons maintenant au développement de cosar et sinjr en factorielles.
TL C'est comme on sait le théorème de Cotés d'où l'on tire ordiniûrement les expressions de cos^r et sinor en forme de factorieUes. Euler par ex. {Introd. in. anal. inf. tom.I. cap. IX. $• 156*) les trouve à Taide de oe théorème. Biais > comme nous verrons , on peut aussi avoir ces expressions à l'aide d'un autre lemme et sans le secours du théorème de Cotés.
Soit fx une fonction quelconque rationnelle de x^ par ex*
a?;— a,apr'+«««r*— «•«r
Déduisant (335.) de (334.) on aura
336. fx = x«--arï— a, (a?'^^—^r')+«a(*'^—^r*)---- + «'--i («—*,). Mais de cette équation tous les termes de la partie à droite sont divisibles par X — x^ eiy la division iaite^ lé quotient sera une fonction rationnelle de x. Donc aussi fx sera nécessairement divisible par x — x^j et le quotient sera également une fonction rationnelle. Mais fx sera également divisible par x — x^y x — x^y .. •• x — x^. Donc toutes les n ^lantités X — jTj , X — x^y X — Xiy .... X — Xn scrout facteurs de/jr, et puisque cette quantité ne peut avoir plus de n facteurs^ on aura
fœ = {x — ap,)(a?— ara)(ap— ap,)....(« — a
pour une valeur quelconque de x.
Supposons exécutée la multiplication des facteurs (337.) il est aisé de voir, que le dernier ternie du produit qui ne contient pas Xj sera
ât dMloppenuni mm fomatuma mguhiMê. ^ Zf. firm. 3M. — 34i. té
±x, x^Xs • • • • jr^; donc eo verta de (334.) on a
33& X| X^ X^ • • • • Xm, ^^ On •
SuppoMiis iTmb: ly <m au» en divisant (337.) par ar. x^x^.. . . ar,= 1
Voila le lemme qu'il nous faut*
y. En vertu des expressions (213« 214.) oosâ? ek mix sont des fondions rationndies de Xy desquelles on sait d'aOleum que la prmniére est zéro pour
« = +i«, — Jn, +|5i, — i«, +i«, —Ju, ....
et la éeconde pour
» sa: 0, 4-*'» — ^» +2n, -»-2«, etc.;
donc on a en vertu du lemme (IV.)
OU bien
Ce sont oomme on voit les expressions oonnues de oosx et woïx en forme des faotoridles*
Nous passons maintenant â Tapplioation des formules générales de dévdc^pement des fonctions aux iacultës analytiques.
96 §.38. fotm. 342, — 344. J^L Applicatim des formules générales
VL Application des formules générales de développement des fonctions aux facultés analytiques.
Les formules générales de dëréloppemeiit des fonctions en séries seront surtout nécessaires au calcul des facultés analytiques dans les cas ou les valeurs n'en peuvent être trouvées par la multiplication et l'addition seules, n en est ici comme il en étoit des puissances et dans les autres cas semblables*
Ce seront toujours les propriétés fondamentales des facultés^ expriiiioes par les équations fondamentales (38, 39. 40.) d'où les développements doivent partir.
Supposons la faculté
ii,+;r)y= z
il y aura quatre quantités dont chaque fois une dépendra de trois autres ou pourra en être regardée comme fonction.
Donc on pourra demander de calculer
Îz par M, a? et ^,
y par «, or et «.
X par Uy y et z,
u pai jp, y et z,
et puisque ces calculs pourront être i)uts en varifint un des trois élémens, les deux autres étant regardés comme invariables^ il y aura douze problèmes ^ savoir:
/ 1, 2, 3 ; calculer z par m, ar et y en variant w ou or ou y,
^, ï 4, 5, 6 : calculer y par ii, x et * en variant u ou ce ou x,
\ 7, 8, 9 : calculer x par i#, y et x en yariaot i# on y ou «,
\10, 11, 12 : calculer u par x, y et « en variant x ou y ou z.
Tous ces calculs doivent être praticables par les équations fondamentales. Nous en entreprendrons les plus faciles et les plus utiles.
de dév^^i^pfmmd deêf&m^ms aaxfataMs aiafyHgwts. ^ 39.40* /orm«'M5. — 349, 97
Développement des facultés analytiques par la variation
de la base.
On a m pour l'application de la série générale de Tajrlor (78.)
tf, ^xY^ za Fu
et la série donne
••••+ 2.3. ...ncc^ -A(«.+^X
où par ex. A(ii, +;ry signifie (» + «>+Jr/— (i^,+a?y.
Si Texposant n'est pas un nombre entier^ la sâîe (346.) ne donne pas <u + iSr^ + xf sans le secours de fficultéi dons tous les termes. Msâ» si y est entier, il n'entre dans la série que des factorieUes, calculables par la multiplication seule.
La quantité » étant arbitraire, on peut la supposer un multiple quelconque de x. Cda donnera les séries les plus simples. Nous suppo-p serons a = — x et « ::;^ + jp»
Premier ci)S «(=?— >-jr, I. Dans ce cas on a
A(«, +xy = (w— or, +a:)y— (il
En mettant dans la première équatioQ fondament^ (38.) i^r^a^, 1 et y-^i au lieu de ii, y et Ar, elle donne (u — Xy +^/=(^ — ^9 +^)*(« — ^ +^> +^)^* ou bieu^ (£< — Xy -^xY étant i/-*-ar en vertu de la troisième équation (on^ damentale (40.)>
Mais en fidsant y — is^y^et Ar=l dans la première équation fondamen» taie, on a (u^-h^f ~(^y+a:f^\u'\-x(y — 1), +0?)* ou bien
349, (a, +xy = (u, +«r^ (i#— flp^-xr).
Digitizëd by
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fkbÊÛtauÉ (346. et 340.) dam (34t)i on tnme
A(«,4-*/s= — «y(ii,+»)y
n. Si dans (350.) on éerit f — 1 au Bea de / on a A(u, +xf^ = — x(y — f)(u,+xf^f et X et f étaat invariables, A( — xy{u,-^xf^) = +**/(/ — 1)(«>+«^)'~'> ^oi»c «n vertu de (350.)
351. A«(«,+af)'^ = +«»/(/- l>(i«,+»r*. On aura par la répétition du procédé :
et gén^lement:
Cela étant substitué ds«s (346.) et fttsaat attention que a a été supposé := — Xf on aura
tt, +«r* =r 7-rr -^-—-^^fk
(»+<7--l)ar)(u+(jr— .2)«)(« + Cr- 3)«) etc.
Si l'on substitue ce« expressions dans (353.) on aura
de d^vdù^ÊmmA dt^fmaiàùmM oMxfamiiés anàfyHqim. $« 40. farm. 3S7. — 359. 357. („+,,+,/«(.,+./[!+ -^+5^^:^^^^
k(k+af)(k+2x)y(y--l)(y-2)
^(Ar+arXA+2a:)....(fe4-(/»-l>r)y(r-l)(y-2)....(r^/i--l))- | ■*^ 2.3.«.«(«+(^-l)ar)(«+(^-2>p)....(«+(j.-«>F) J "r^-
Voila le prenÛMr développement d'une Ceteultë, la base était variée. La série (357.) est connue sous le nom de série du binôme des fiàoultés*
iy« La généralité des expressions des facultés ne diminue pas en mettant ses 1 ia base ou la différenoe. Car en vertu de la seconde équation fondamentale on a par ex. (î/^ -f- a?/ sss ^— , -^ijaf^et (u +i, + x^ ssr
(—H — j+V ^p ^ WM^ 9!^'^ ^'y • m^'^ éerire a et A au lieu de — et —
pour transformer les fecultâ» (c't+Arf et (z^ + ^^ + ^Z ^^ d'autres, dont les différences sont 1^ Si l'on veut restttuer la différence Xy il n'y a qu'à multiplier par x^ et qu'à écrire u et jic au lieu de ux et kx» Donc on peut supposer x:=t dans (35T»)« Gela donne
k(k-hlXk+2)r(y-i)(y-2) t- 2.3(«+^— l)(«Hh>-~2Xrfr--3)
Ar(/r+i)(A+2)..,.(A-H/»-i).r(r-i)(r-2)«..«(r-(^-i))1 . »
Cette oxpresûon est aussi générale que oelle (357.) Y. Si dans (357.) on feit « sO on a
35». („+.,=4,+,i^.a:(2-)(i)Vfc!^>(iy.....
C'est comme on voit le théorème du bintoie des puissances, eonune il doit être. En effet la fiàoulté (a+A,4-4r/ se réduit à la puissance u^ dans le cas x^O.
VI. Si dans (357.) on foit a s=dr, on a
100 h 40. form, 360. ^ 366. FI. jâ^OeaUm àtè fwnm^t gAOraUs
. k(k+x)(k+2x)...,(k+(n-^t)xy ] . „ •••••+" 2.3....^!?^ ^J + «-.
et en supposant x= — i,
ou bien
Vn. Dans le cas où l'exposant y est un nombre entier, on auroit pu tirer immédiatement l'expression (362.) des propriétés des coëlûdeo» binomiaux.
En effet, m étant on nombre entier qadoonque, on a
.. __ (»:-l)(fc— 2)....(t— (m— D) V«— x;,».,— 2.3....(m— 1}
donc
Ai — *,.... ±A
et (A-a âant =i*^^k^, «, «
i. (Jk_l,— 1)» — +(l,+l)"[t-*, + lr.— » ±*.I.
de div9UffmnÊmi dÊtfêaOMmê aux fmc^ §«4l./arm.M7,— 369. 101
Cela s'accorde comme on voit avec (362.)^ si dans cette demiâre formule on suppose /2s= un nombre entier»
Yin. La sërie (358«) ëtant génëralement peu convergente et peu utile dans le calcul en nombres^ si non dans le cas oà l'exposant est un nombre entier, nous remettrons la recherche de sa convergence à la con«tinuation prochaine de ce mémoire. Si l'exposant est un nombre entier, la série n'est pas infinie. Le nombre fini des termes, qu'elle a dans ce cas, donne exactement la valeur de la factorielle, et il ne s'agit pas de la convergence.
IX. Mais il se prétente encore ici un cas remarquable. C'est celui on II :=ar et qui donne les séries (360. 361. 362.). Dans ce cas ou a, comme le font voir les expressions (347. et 348.), {u — or, -^jr)^ss=0 et A(i/,+ar)' = — (1/, + ^)', donc A>,+^)'=:+(i/,+x)^, ù?(u,^xf -5 — {Uy'\'xf etc. c'est-à-dire que les différences de (u^+xf de divers ordres ont ici la même valeur absolue que la quantité primitive et les signes altemativemait positife et négatifs. C'est donc ici un exemple des cas donc nous avons parlé ($. 22.) et Si suit de ce qui y a été dit, que les formules (360. 361. 362.) n'ont pas lien dans le cas actuel, toutes les fois que l'exposant y n'est pas nn nombre entier. Elles n'ont lieu que si y est un nombre entier /2. En effet on voit par ex. dans (362.) que cette formule, le facteur 1— A:,+^«— *3» • • • ^t^nt =(1— 1)*=50, donne
(Je 1, — ly tsi pour une valeur quelconque positive de kp résultat
évidemment faux. La série (362.) n'existe pas, si jr n'est pas entier et au lieu d'une série développée on n'a dans ce cas que l'expression identique (a: + k,+xY = {x + k,+xy.
Second cas ds = -f-âr
I. Si dans la prenûère équation fondamentale des facultés (38.) on écrit 1 et j au lieu de ^ et ^ elle donne en vertu de (40.)
aer. iu,+xpy » »(«i+x, +.^7
et si dans la même équation <m fait Ar :s 1^ on a
tt+x,+x)^= («,+a.7Î±fî
donc A(i/, ^ar) élant dans le cas aotiiel « (i/+ar^ +^/-^(^» +^)^9 <>» a en Tertu de (369#)
., A(«,+x)^ « l«,+^)r(îî±rfï_l) = («,+x)y^.
!!• Ed mettant dans cette équation tf + o^ au lieu de u^ on a, A(e/+:r,+jp/=:(tf+a?,+flp)''-^, et en substituant (369.), A(a+x,+x/ = («, •f^)' '^„("l{iy^ A>nc en dëduiflant (370,) A («+a:, +jr) ^ A («» +a^)
Ëii continuant on trouf^e
iai-k,+xy^(u-\-x,+xr[u + fcy
. k(k-xXk-~Qx)„..(k-(n-i)x) y(y-l)....(y--(/i — 1)) "l "••"*" 2.3.... « (a+ar)(«+2a?),...(u+(/i— l^J"^ "*
Si dans cette expresnon on fint i/ssO et xsssl, on a
(t,+l)' » (l,+l)>^V[t,+*.(y-l).+t,(y-l).....+t»(7-l)-.J+«^> ou bien, (1, + irV étant (l, + l/ (38.),
377. (ft, +1/ = (1, + t/[Ar»+*,(r — l)»+*3(y~l]. .... + A:,(y-l)^l+/f« . TI. Si dans (373.) on feit u soirs — 1, on a
OU bien, en mettant k au lieu de k — 1 et avisant par (1, -f- 1/,
.... + âTJ—T^ y«J+«-
Puisque ^"^-^ ^t Texpreanoa du coefficient binonûal ky^ la série â droite
dans (370.) donne le dévdoppement de ce coefficient^ ofiéme pour le cas on l'exposant y n'est pas un nombre entier.
L'expression (377.) donne une autre expression de ce ooeffidest en y mettant — /r au Ueu de + ky savoir
Vn. Quant à la convergence des séries trouvées dans ce paragraphe» nous en remettamiB la reefaerche A une antre ooeasion de même que celle
Digitlzed by
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des sârîes du paragraphe pr^eédent et neos panevom au dérelopponent des fecultës par le moyen de la variation de l'exposant.
Développement des facultés analytiques par la variatioa
de l'exposant.
I. En variant l'exposant y dans (Uf+xy la série générale de Tajlor (78.) donne
381. («,+*r* = («,+^/+ ^((uy\-xf*'-^(u, + a;y) Mais on vertu de la première équation fondamentale (38,) on a
donc ici
383. j A*iu,+xy = (w,+*)^[(«+:>'ap, + «r-«(i.+^*,+«)«+ 1], et en substituant dans (381.)
iu,+a>y= !+*»((«, +*)'~l) + A.((«,+x)«-2(i/,-}-:t)'+l
+ *,((tf,+x)»^3(«, +*)« + 3(«,+a?)— 1)
+ *»((«» H-^)"~'».(«,+Jp)"-+«.(«,+ar)'-*....±l)+iî,.
II. Si dans l'expression (384.) on li^'t jp = et « as 1 eUe donne
386. z,r+* -s «''(1+A,(«—1) + Ar.(a— !)•... .+*„(« — l)»)4.1î„. C'est comme on voit la série dn binôme des poissmces (144.).
* d*d^vetoppemenf de* fonctions mx facultés analytiques. $. 43. /orm. 387. — 390. 106 Si dan» (384.) on Mt x = 0, a=zO, on a
C'est oomme on voit la série des quantités exponentielles (180.)*
in. Si dans (385«) on iait ussO^ toutes les feotorielles qui en* frent dans la série à droite, dbparoissent et les ooefifidens de k^^ k^, k^, .... seré duisent alternativement à -}"1 ^t — 1 ; donc la série (385.) donne dans ce cas
ar)»= t^k + k,^ky.... ±kn
La valeur de la série à droite est (1-~1)^ et cette cpiantké est tou«jours zéro, si At est positif. On voit de là, que la valeur d'une fiioulté analytique, dont la base est zéro, est toujours toutes les fois que l'exposant est positif, même s'il n'est pas un nombre entier» Cela complète le théorème (§. 13. YU.),
lYm Quant i\ la convergence de la série (385») nous en diflPérerons la recherche. La série est ordinairement peu convergente. Mais on trouve A sa place, en variant l'exposant, une autre, séria toujours oonvw« gente, en prenant les logarithmes des facultés* Nous donnerons l'analyse complète de cette série dans le paragraphe suivant.
L En prenant les logarithmes naturels ou hyperboliques ($•29. UI.) de Ui faculté (u^^xY et en variant l'exposant y, la série g^érale de Taylor donne
389. log(i/,+;rr* * Iog(«,+ary + ^(log(£/, +;r)'^~log(ir,+xy)
Si dans cette expresuon on fait ^ = et |a quantité arbitraire «= 1, on a, (w, +x)° étant 1 (46.) et de là log(«, +^^r= 0,
390., log(«, +x)» « A.Iog(«, +a:)'+*.(Iog(«,+*)'~2log(ii, +*)')
+ hOogiu, +«)'— 31eg(«, +*)* + aiog(a, +«)').... ....+ *,0og("» +a-)"'-«ilog(v, +x)"^+»,iog(«, +x)'^...,tn^, log(ii, +x)') +Rn.
II. Dans cette «xpressbn le pceimer terme du reste R^ V'» ^ooio'm terOM général, exprime tous les autres, est
f06 5- *3 form. 391. — 896* n. jtppîieation des formufes f^^n^ruiea
T^, = A,.+. pog(//, +;rr»— (/2 + 1).log(i/, +:r
Suivant (44.)| /i ëtant un nombre entier, on a
(M,4-a?)* = Il j(«,+x)*=r:«(tt+4?) 392. <(i*,+a?)» = tt(u+jc)(tt+2ar)
(i/, + a7)"+' — tt(M + a:)(tt+2x)-...(M + /ix)
donc
«tt. ( log (i/, + JC)" =: log u + log (« + x) + log (u + 2dp),
log(w,+^)'^*= logH + log(M+a:)+iog{u+2jF)....+log(u + »ar). Cela étant substitué dans (301 •) donne
3M. p^ =s log«+log(M+a;)+log(uH-2x) +log(u+na:)
~ (/. + 1), (logu4.1og(w4.«)+log(u4.2x) -f log(u+(«-l)«))
+ (/•+ I),(log« + log(u-f ^)+log(« + 2«) . . . . + log(«+(«~2)*))
+ (« 4-l)„-i(log M + log (u 4-a?))
±(ii + l), logu OU bira
logu(l-(»+l). +(«+!).- («4-0. '. ±f»+a
+ Iog(«+x)(l-(«+l).4.(n+l),-(«+l) ±(«+1).-.)
+ log C«+2x) (1 - (o+t ). + (n+l), - («+1) ± («4-1)-.)
+ log («+«37)
Mais en vertu de (365. $. 40. TH.) on a a— (n+1), = — »g,
il-(«+l),+(i.+l), ==+n, ,
[l-(n+l),+(«+l>,~(n+l),...;.±(«+l). = +», fc ±1,
d^ d^vttopptmeni des/onci^u aux facuUés analyiifp$es. {« 43* form. 3'97. — 400. 107
donc
au bien
£ift substituant cela, daus (300.) on trouve
Iog(*»,+ar)» = kJogu-^kMÇ^'^ + k^oo
C'est rexpresftion générale d'une faculté analytique trouvée par la vfr* riatîon de Texposaut»
m* n s'agît maintenant de «avoir u la série (399.) est couver* gente on non*
Suivant le théorème général de la convergence de la série générale de Taylof ($«2K) la série (399^) sera convergente, si aucun de ses termes n'est ni imaginaire ni infini^ et si les valeurs que prend le premier terme 71^-» ^" ^^^^ ^n pour la plus jgrande et la plus petite valeur de ^ ,^^^ depuis y jusqu'à y + ky «ont zéro toutes les deux pour tfss^oo.
Si Ton suppose réelles toutes les quantités qui entrent dans (399,)» x aucun terme de la série ne sera infini^ Donc les conditions de la ccmver* gence de la série se réduisent à celle, que les valeurs que prend T^^^ pour
la plus grande et la plus petite valeur de ^^^ ^ depuis y jusqu'à y + k doivent être zéro pour /i = oo«
Ici la çiantîte ^^^^ - est celle qui dans le premier terme du re»te M^ dans (389.) muItipKe ^^^'^^^^'^^^^^^^^ «avoir
on bien, la quantité arbitrairo a ayant* été, supposée =s 1,
108 }. 41 /bm. 401. -*- 4M. VL jâpfliotaion dm fùmmUê iéttét^lm
• • . . + log (il, + jp/-
Mais en vertu de la première équation fondamentale des facultés (38.) on a
donc^ en prenant les logarithmes^
+ log (« + xr, + «r+*- (n+1), log (u+oc^', +ar)»+ (n+1), log («+ay, +^)'^»
±(«+l)iilog(u+xr,+x)»
OU bien 1— (/J+l), + («+!).• •.. + ! étant =(1— 1)"+*=0,
403. A"+'FjK=:^log(«+arr,+xr+*-(''+i)i log(i*+xy,+a:r+(«+l) Jog(«+a:/,+:rr\...
± (n+l)« log(u+ay, +a:)«.
et il s'agît de la plus grande et de la plus petite valeur que cette quantité prend pour les différentes valeurs de y depuis y jusqu'à y+Ar^ ou ce qui est la même chose pour les différentes valeurs de £i depuis ui'xy jusqu'à 2/+<^(y+Ar).
Mais nous avons fait pltis haut y = 0. Donc il sagit de la plus grande et de la plus petite valeur que prend la quantité A"+^Fy (403.) pour les diflR^ntes valeurs de u depuis u jusqu'à u^^kx.
La valeur de A"+*Fy (403.) pour i/ssi/ est celle qui dans (391.) multiplie k^^^ et qui se réduit u celle (397.). Donc enfin il s'agit de con<noitre la valeur de T^^ (398.) pour les valeurs différentes de u depuis u jusqu'à u + kx et pour nzz^oo. Si cette valeur est zéro, la série (399.) sera convergente, et elle ne le sera pas si T^^ n'est pas zéro.
Vf. L'expression de -r^ r^résentée sous la forme (398.) a évidemment un nombre égal de iacteurs dans le numérateur et dans le déno« minateur du logarithmaude ; car le nombre des facteurs dont se compose le numérateur est l+^a + ^4***^ ^ ^^ ^^ facteurs du dénominateur est /i. + /is+/25.... et on a .
l + W^ + ^A = Wl +«!+'»*
puisque
n.+ii.— «....•±.ii«(l^l)r=sO
de dMtofffmmt de^f^waHam matfacuUés anatytifmê. $k 48. form. 40S. — 408. 160
Donc on peut aviser tous les logarithmandes deg termes de jp^' (397.) par une quantité quelconque, sans diminuer ni augmenter la valeur de ir^9 et au lieu de (397,) on peut écrire
^- ^ = 0«?^+'')-''.l'>g(:^+''-l)+''«'''«(^+"-2)...,±log|:
ou bien, si pour abréger on fait --•\'n-\-isssX,
406. ^ = log(A:-l)^«,log(i-2)+n,li)g(l— 3).... ±Iog(A— («+!)).
Mais par la même raison on peut divisor tous les logaridunandec de cette expression par Â. Donc on peut aussi ^ire
îog(i-|)-n,log(l-|.)+»,Iog(i— |:) — ±ïo«(l
Tous les logarithmandes de obtte expression seront ^0 ^ ^1 si A^n + 1, c'est-à-dire si — est positif, ou bien si u et x ont le même signe, DoDOf sous cette condition, on pourra développer tous les logarithmes de la sâ>ie (407.) suivant la formule (210. $. 29. YD.) qui, comme il jr a été démontré, est convergente dans les cas actuels. On trouve
, ^ 2\_ (2,, 2* , 2« , 2» .1 2», 1 2-+. v , (i 3\-. /3_Lx 3*. X 3'_L» 3* .13-1 3-+» \
1^4 «+1 /«fi , t ("fi)* . t (n4-t)' , . (»fnr
En substituant ces séries dans (407.) on a
110 h ^' ibrm. 409. — 411. yi. ^ppUation des /tmuiU$ gMrales
+ -i^(l-ii,2"+».,3"-«,4- + n»-,.n"i(«+l)")
ni
Ici les sëriM sli droite ^ comme il est msé de vcht^ expriment le« /i"^«* différences des nombres uaturek 1, 2, 3^ • • • » /z + 1 et de leur diffe* rentes puissances à Tinfini* Les valeurs de ces différences jusqu'à le (/i — 1)"** sont^ comme on sait^ zéro^ c'est-à-dire on a
_5±i = JL(l_;,^2" +11. 3" _n,4- Tnn^,n±(n + ir
tn+ljA
n est TTid qu'ici les séries à droite ne sont pas zéro; mais leurs râleurs seront nécessairement plus petites que oeUes de leurs derniers termes (n+l)»», (/i+l)'^S ('2+1)"*'» •••• c« toutes les difiérences de /i"^, (/» + !)*••, {n + 2)^** etc. puissances des nombres naturels 1, 2, 3, . . . . /i + l sont évidemment plus petites que la puissance du plus haut nombre elle méme^ puisqu'on les trouve toutes en soustrayant des nombril plus petits d«B nombres plus grands, et qu'elles sont d'ailleurs toutes positives. Donc
Ifli valeur absolue de -j^ ne pourra être plus grande que celle de la quantité
et dévetûppemtnt desfonMomê moif acuités anaîyti^m». §. 49. form. 415ti — » 415. 1 1 1
e*Mt-A*cBre de la quantité
\lfk\% cette quantité, de son côté^ n'est pas plus grande que
«a ±(^+l)-[.+"4î+(41)V(4iy....]=l("4î)---i:p
et cette dernière quantité est évidemment zéro pour nssoo^ ^^^j^ étant <1 siiifant rhypothése» Donc on a
Tn^i. = pour n =s cx
SOUS condition que o et â? ont des signes égaux et que k soit plus grand que — 1. Enfin, puisqu'on a également T^^^=zO pour une valeur quelconque de «, les deux valeurs de Ti+j (lîl,) qui déterminent la convergence de la série seront zéro en même tems, n étant supposé oo. Donc la série (399i) sera convergente sous les conditions que nous venons d'énoncer.
Y» Les logarithmes qui entrent dans la série (309.) ont été supposés de ceux qu'on appelle naturels ou hyperboliques. Mais puisque les termes de la série sans exception contiennent tous également des logarithmes, on pourra multiplier toute la série par le inodule de .tel autre sjrstême de logarithmes qu'on voudra. Mais par là les logarithmes naturels se réduisent à d'autres du nouveau système. Donc la série (399*) aura également lieu quel que soit le système d'où Ton tire les logarithmes qu'on veut introduire.
¥1. Le terme à gauche dans (309.) et le premier terme à droite peuvent être mis sous la forme
>og((^,+l)V) c= log(^,+l)Vifclogx et ifclog(^.*) « »log-^+fclog*.
112 §• *3. form. 416. — 420. VI. Af^icaiion des formulée générales
Cm fecteun des logaritbmandes de tous les autres termes à droHe, eomme nous l*ayoiis vu plus haut, peuvent f^tre divisa par x en haut et en bas^ sans changer par là la valeur des termes. L'effet de cette dernière opë«
ration est, .que partout -^ prend la place de i/ et 1 la place de x. Donc, ai au lieu de — on veut écrire \y Texpression (399«) se réduit A
log(X,+l)»=A>gX+Ar.log^+^,iog^+itJog2^||W
et cette expression , comme Ton voit par la manière dont la réduction de (399.) a été exécutée^ est aussi générale que celle (399.)*
Si Ton lait X = t dans (416.) on trouve
417. log(l, + l)* = Ar>g2 + A3iogî + *Jog?? + *5logHH.. .- + /?..
TU. Les coëiBciens de h^ dans (399. et 416.) n'étant autre chose que les différences (n — l)"** des logarithmes de i/-|-(/i— 1)jp, i4+(/2— 2)jr, ••. . il et de X+zi-^l^ ^+/l— 2, «...X, les séries (399. 416. et 417.) pour-* ront aussi être présentées sous la forme suivante
418, log(tt,+ar)* = itJogii + *.Alog(n+ar)+/r3Anog(i/+2x).... + Ar,A-»log(ii+(«-t)x^^
Iog(l,+l)» = *.AIog2 +*3AMog3 ^KA^no^n^R
On pourra très commodément calculer les logaritlimes des fecultéi suivant ces dernières expressions, car il n' j a qu*A prendre les différences successives des logarithmes des nombres u^ <^ + ^> <i + 2^> • • • • '^ + (^ ' — 1)^^ ou de cdles X, X+lj X+2, •••. A+'' — 1> o" Wen de 1, 2, 3,.... n et tt4es mult^lier par les ooefficiens binomiaux Ar^ A., Atj, •••• K.
ym. Il est vrai qu'en &isant le calcul de (1, + 1)* suivant la fornoaile (420.) on trouvera que la série n'est que peu convergente , puisque les différences des logarithmes des premiers nombres naturels 1, 2, 3 . • . •
de dévelçppement des fonctions fifix facuUés analytiques. §, 44. form. 421. : — 425. 113
ne Tont en diminuant que très lentement. Mais néanmoins ^ en partant de la série (419.)^ on pourra trourer le logarithme de la faculté (l^-f-l)^ par une expression aussi convergente qu'on voudra , car cette série sera très convergente si K est un nombre assez grand. Supposons donc qu'on ait ù calculer {h^ + 1)^ pour une valeur arbitraire assez grande de h^ la formule (52.) donnera^ en y fusant i^ = j?s=l^
et en Delà
faisant i-\-y =
on tire
ri. 4- 1^» s= rx.
Ici K est un nombre entier arbitraire^ Donc les quantités (1, +1)^^ et (1 + Âr, + 1)^' pourront être calciilées par la seule multîplicatioii. Donc ayant trouvé (X, -f- 1)^ par la série (419.) on aura sur le pbamp (1, + 1)*.
Expressions des fonctions angulaires par les facultés»
Ces expressions, que nous citerons comme du nombre de ces applications des facultés analytiques qui se préientent les premièreS| se tirent des équations (340. 341 p) comme suit.
Ces équations donnent
. (^— ;r)(27r— Jc )(37r^Jg) > > f > (?r+j:r)(2ir+jF)(37r+ar), > . >
4Jrj« smo? = Xf rj; — 5 7z — 5 ei
it 9 ^*ïï ^o*^ • . fi tV fZTf fO'ir f • . m
(^-^2jr)(37r~2a7)(5'jr— 207) • . . , (7r+2a7)(37r -f 2jrX5 ^-f 3^) — 4^3. QMX S5S 1 K ' , « — (.. .! w 7\ r — ^-^ — ^
donc^ en faisant usage de la notatipn des facultés.
424. ^inar^^ /^-^^tt^t-^t^^" Mais en vertu des expression (57. et 39.) on a
pour ^ ws oo.
114 §. 44. /om. 426. — 4W. n, ^plieatiMt dtt formules g^n^raUt
sinx
(1,+1) -(1,+1) 430. oosjr SB ■
(I,+l) »-*(l,+lf « î
Toila les expressions connues de sinx et cosjr par les facultés analytiques. On les tire^ comme on voit^ des équations fondamentales sans la moindre di£Sculté.
Puisque suivant la première équation fondamentale des facultés (38.)
l'expression de cosor (430.) peut aussi être présentée sous la forme:
431, oosjr = — ,
En vertu de 8in2x=:28mxcosar, w»x=z*^^ l'expression (430.) donne aussi
îr*=(l, + l
Application des expressions des fonctions angulaires par les facultés à un cas particulier de réquation (66. )•
Nous dcnmerons cette application qui se présente comme une des premières des expressions (§»44.)t
I. Dans le cas ou y est un nombre entier, l'équation (66»), en vertu de son déreloppemait (67.) ^ peut être écrite comme suit:
Mais toute faculté j>ouvant être réduite par l'équation (55.) a d'autres, dont la base et la différence sont l'unité, nous nous bornerons au cas oii u =: jtrzs U Dans ce cas Téquation (436.) donne
i,+i)'^(i,+ir
smirx
12 3 En faisant dans cette équation successivement jr = — , — , —.•••, elle donne
(i,+irf(i,+i)-^= «
8in-
un-
IIL Ces expressions pourront être appliquées aux facteurs du âé* nominateur de la partie A droite de Téquation (440.)»
de déudoppement des/onctûms aux f acuités analytiques* $• 45. form. 445»— 450. 117
Le nombre de ces facteurs^ excite le premier qm est Tunitë y est Y — 1. Dono si y est impair, ce nombre est pair et =^^-^; si j est pair, il est impair; dans ce cas celui au milieu est (l^-f-l)^=:«' (435.)
fy 2
et le nombre des autres facteurs est "^-^ — •
Donc le dénominateur de la partie à droite de l'ëquatîon (440.) en vertu de (444.) peiU être exprimé comme suit
M5. (i,+i)-7(i,+irF(i,+ir7.....(i,+ir^=-iî^.-^ «
sin — sin — An — jui^—t— ^
si y est impair, et
sin — sm — 8U1 — sm ^o
si Y ^st pair.
TI. Mais en vertu des équations (332. 333») on a
447. un — .sin- — »sin — .... a»n^=^-j-^^— = -^ Si ^ est impair, et
aîn-.8În^.8m?^....8Îni^!^=^ = ^ si y est pair
Donc les expressions (445. 446.), dont les facteurs û droite sont au nom* bre ^-g— dans la première, et an nomlMre de '^'Y' ^^^^ ^ seconde, donnent
(1,+ir r (l,+ir7(l,+l)-7....(l,+l)-'F = fL!-|l== Ë^ »i^ est impair, et
(l,+ir^(f,+iry(l,+ir^....(l,+ir/^ = ^^^-^^ = ^«ire«tpaîr; d*ou l'on voit, que quelque nombre «itier que soit y, pair ou impair, on a
l,+irT(i,+i)-7ci,+ir7 (i,+i
En substituant cette expression dans (440.) oa a
4«o. (iz+if^s -2:^(i,+i)»a+i)*~^ (1, +t)*" ^. . . . (1,+!)*"^.
lis i* 45. form. 45i. -^ 455* F7. Applieatim dtê formuttê générmle9
YoflA Fexpression d'une haûké (X^^Vf" dont l'exposant ^ir est ira multiple entier de k^ par le produit d'autres facultâi dont les exposans ne Gontiennent que h sum de fractions dépendantes de y.
Cette expression est celle que Mr. Legendre a trouvée par une autre voie dans son traité des fonctions elliptiques tom. 2. page 444. où l'expression Vue s'accorde avec notre (l>+l)^^^ comme on le voit par la formule 2. page 416« du même ouvrage. La formule de cet illustre au-* teur (page 444.) ^ écrite avec nos signes, est la suivante
l,+ir(l,+l) -(1,+ 1) -....(I,+ir-=(l,+ir(2irr
et cette expression^ eay écrivant Ar et j au lieu de x et n^ s'accorde par* faitement avec (450.). Cela ofire une preuve à posteriori de l'exactitude de la formule générale (66. ou 67. ou 436.) de laquelle nous sommes partis*
Y. Nous donnerons encore une autre démonstration de la formule (450.) sans le secours de la formule générale (436.). Elle sera la trmsième du théorème , celle de Mr. Legendre étant la première. ^^
Si fx et Çx désignent des fonctions quelconques de j: et quon* ait réquation
fx <px *
ou ot est une quantité cpielconque» qui peut aussi être zéro , on peut en couclurei comme on sait, qae (Px ne peut diffiSrcr defx que par un facteur ^ ind^endant de or, de sorte qu'on a
jr 3= AÇx
\L Cela posé, nous ferons remarquer qu'en vertu de la première équation fondamentale des facultés (38.) on a
(i,+i)^» = (t,+i/(i4.^-.+ir,
donc, (l+Ârj+l)""* en vertu de l'équation (47.) étant =b — -^ = — :
de développement des/onciionê aux facultés analytiques. §. 45* farm. 466. «— 480« 1 19
Cela donne^ en écriTant yk au lieu de k,
i)' (l,+l)'"î(l,+l)^^«»(l,+i)'"^ ^ (l,+l)'^jr
Dans cette équation le numérateur à gauche se tire prëdsement du déno« minateur en mettant dans ce dernier A:-) — au lieu de ^ A droite le nu* mérateur seroit également produit du dénominateur par cette même substitution, si le facteur y^^ n'y étoit pas.
Pour faire sortir exactement le numérateur à droite du dénomina*' teur par la substitution de /c-f* — &» lieu de k^ il n'y a qu'à multiplier A drcMte, en haut et en bas, par un facteur p s \f/k tel, qu'en y mettant
/r-| — au lieu de Ar, on ait — —<-—ssy'^. On voit sans pmne que ce
facteur sera de la forme
l^k = yy
ou |3 est une quantité indéterminée, indépendante de y, car en y mettant
h'\ — au lieu de &, on a
Donc en écrivant au lieu de l'équation (458.) celle d;
(1, + l)*"r(l, + l)*~f (1, + 1)*-7. ....(!, + 1)»- ^T^ ^^»-M __^ (1, + xfy
(1, + vf^.f^ (1, + vty^ '
120 §.45. /orm. 46!. -^ 464. VI. Application de$ formules générales
qui est identiquement la même chose^ on a une équation où les numérateurs à gauche et A droite m tirent précisément des dénominateurs en
mettant dans ces derniers k'{ — au lieu de k*
Donc cette équation sera prédsément dans le cas de 1 équation (453.) et le lemme (V.) y sera applicable.
Vn. Suivant ce lemme les dénominateurs à gauche et a droite, et par suite aussi les numérateurs, ne différeront l'iai de l'autre que par un facteur A indépendant de j; donc on aura
i,+ir^(i,+ir^,...(i,+ir^ = y-\A
Mais en vertu de Texpression (449.)> qu*on tire du théorème de Moîvre combiné avec le3 résultats que doime la théorie des acuités appliquée aux fonctions angulaires, sans le secours de la formule (436.)^ on a
donc la formule (462.) donne
Cela étant substitué 4ans (461.) donne
(1> +1)^(1, +l)*'"r(l,+l)*-f .,..(1,^1)*-^^ « (l+l/V-^^.Ë^ ou bien
Cest la formule de Mr. Legendre (450.) qu'il s'agissait de démontrer.
Nous terminerons ici ce mémoire, en nous réservant pour la suite la continuation des recherches cur les facultés analytiques. On sait que ces fonctions sont très utiles dans l'analyse et H est même probable, que de nouvelles applications remarquables et importantes, par ex. à la résolution des équations algébriques, en pourront encore être faites. Berlin au mois de Juin 1831.
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