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Note préliminaire.
A. la fin d'un petit mémoire sur la convergence de la série du binôme, inséré dans le second cahier du cinquième tome du journal des mathématiques que fe publie, où jai applicjné la méthode de d'Alembert ù la série du binôme pour on ju;;er la convergence, jai promis (pag. 196.) de traiter cet objet encore dune autre manière directe, en opérant immédiatement sur lexpression générale et identi<pi3 du reste de la série, par une certaine méthode générale dévaluer les restes des séries, dévolojipées suivant les diHerences au lieu des «iifférentielles; méthode qui s'applique au thé'orème général de Ta) lor d'une manière semblable à celle qu'a donnée Mr. Lag range pour 1 évaluation des restes de la série particulière de Ta) lor et qui a été perfectionnée par Mr. Ampère.
Je veux macquitter ici de cette promesse. Mais comme il étoit nécessaire de présenter d'abord les dévéloppemens et théorèmes généraux mêmes dont on voulait faire une ap[)Iication particulière, comme, aussi, la théorie des puissances elle mémo étoit presque inséparable de lobjet quon alloit traiter, et que dun autre côté il se présentait ainsi une bonne occasion et un moyen facile de faire encore d'autres applications des principes fondamentaux, une fois (piils seraient établis, ce mémoire, destiné originairement il un objet très spécial, a reçu une beaucouji plus grande étendue, et embrasse maintenant, comme applications des principes généraux qu il pré-sente, presfpie toute la théorie des |»uissances, des logarithmes, des cpiantités exponeiilielles et fonctions angulaires, suivie des points principaux de la théorie dos factorielles et facultés anal) ti<pies ; tout cela suivant les vues qui semblent être propres à ces objets.
Ouant à la théorie des puissances, des logarithmes et fonctions angiilaires, on pourra être étonné, de me voir reprendre des objets traités tant de fois: mais on trouvera dans le mémoire même les raisons qui m'y
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ont engagé. On remarquera qu'effectivement la théorie ordiîuaîre est encore très imparfaite tant pour la rigueur des démonstrations que pour la conséquence, et qu'elle n'est pas exempte de lacunes, imperfections qui proviennent, à ce qu'il semble, de la séparation et du morcellement d'objets qui ont une seule et même source, de l'omission de points essentiels, par exemple, de la recherche de la convergence des séries auxquelles on parvient, et de l'usage de procéder des cas particuliers aux cas généraux, au lieu de suivre la voie inverse. D'après ces motifs il ne semble pas inutile de reprendre ces objets, d'autant moins, tjuils entrent dans les élémens, qui surtout doivent être bien établis et n'offrir jamais de lacunes ni de démonstrations foibles.
Il est vrai que si dans le mémoire présent on excepte cpielques théorèmes et éclaircissemens généraux, et quelques théorèmes de la théorie des facultés analytiques, les résultats nouveaux qu'il contient ne sont qu'eu très petit nombre ; mais on y trouvera plusieurs vues nouvelles, ainsi que la pratique dune méthode , qui seule me semble être propre à l'analyse et pour ainsi dire lui appartenir comme innée. Ce ne sont donc pas les résultats, mais c'est surtout la méthode, à laquelle je prie le lecteur de vouloir bien accorder son attention. On eu verra les eff'ets, et l'on trouvera que par son secours les difficultés que laisse la méthode ordinaire, peuvent effectivement être vaincues et les lacunes remplies.
Depuis un nombre d'années je prépare un traité d'analyse qui doit embrasser cette science dans toute son étendue et dans sou état actuel. Un tel omTage me semble devoir devenir très utile à la science, et je le crois même d'une nécessité urgente; car la science analytique s'est, sm-tout dans ce dernier tems, tellement étendue et ramifiée, qu'il n'est presque plus possible à celui qui l'étudié d'en embrasser toutes les parties comme formant un ensemble. Le problème que je me suis proposé présente sans doute de très grandes difficultés. La seule collection des objects nombreux qu'il embrasse en forme la moindre partie. II s'agit surtout du système, et pour cela il ne suffit pas de ranger les objets dans un ordre tel que les tI)éorèmes et propositions ne se rapportent jamais qu'aux théorèmes et propositions qui précèdent: il s'agit de suivre la liaison intime et naturelle des propositions jusqu'à leur origine, de rapprocher les objets qui ont la même source, et de faire voir, par la doctrine elle même, son organisme et son développement naturel. Il s'agit de cette méthode non-
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arbitraire, qui convient à loljjef, et cette méthode est le point le plus difficile dans une science, et eu même tems le plus essentieL Les combinaisons de vérités connues, même pour eu découvrir de nouvelles, ne forment pour ainsi dire <[ue la praticjue delà science; la méthode eu est l'esprit. La seule force d invention a plus ou moins besoin du secours du hasard, pour arriver à de nouvelles idées heureuses, qui puissent agrandir le domaine de l'analyse. La véritable méthode, savoir celle qui se tire de l'essence et de l'organisme de la science elle même, est le moyen direct et sûr d'en franchir les bornes. Je sens donc fort bien l'immense difficulté de ma tâche, et je n'oublie pas que je puis être accusé de témérité, d'oser entreprendre un tel ouvrage. Mais je serai content, si mon essai coutribuera au moins à encourager d'autres personnes, ù suppléer ce que j'aurai peut être manqué ou négligé.
J'ai parlé de mon entreprise parceque le mémoire présent peut être aussi regardé comme un échantillon du traité que j'ai en vue. C'est pourquoi je le présente sous la l'orme d un cours élémentaire, plutôt que sous celle d'un mémoire destiné aux personnes consommées dans lu science : Il fera surtout voir par un exemple la méthode que je me propose de suivre.
J'entre en matière.
I. Définition et propriétés des puissances
Ou ne peut pas dire généralement cjuuiie puissance p. e. u^ est ini produit de )" facteurs égaux à u. Cette définition cesse déji'i d'être bonne si y est une fraction, [)arcequ'ou ne peut pas multiplier le nombre u p. e. y ou f fois par lui même. Il est vrai <pie, dans ce cas, on peut dire que les puissances sont les racines du nombre u p. e. que «* est le nombre qui, midtiplié trois fois par lui même, donne u. Mais cette dernière définition n'est pas exacte si l'exposant y est un nombre irrationnel, puisqu'il n'existe pas de fraction qui puisse exprimer la valeur irrationnelle de l'exposant. Ici on pourroit encore recourir à l'approximation, mais elle n'olfiuroit pas d'idée claire et précise de 1 objet; et
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si enfiu l'exposaut est une quantité imaginaire, l'approximation ne réussit pas [non plus.
Donc en allant des cas particuliers aux cas généraux, on ne parvient pas à quelque délînition générale et précise des puissances bonne pour les élémens.
Il est plus naturel, et même il n'y a ici, pas plus que dans plusieurs cas de l'analyse, d'autre moyen que de supposer In^pothétiquement les propriétés fondamentales d'une fonction encore inconnue, pour eu tirer ses autres propriétés, son développement en séries et son rapport avec d'autres quantités. Si en premier lieu ou trouve que les résultats tirés des propriétés supposées ne sont pas en contradiction entre eux, on sera sûr rjue la fonction supposée existe réellement; et si, en second lieu, les résultats coïncident dans les cas particuliers avec les expressions des puissances dans les mêmes cas, rien n'empêche de donner le nom de puissance à la fonction supposée. Le doute que la fonction supposée soit véritablement et précisément ce qu'on a coutume d'appeler puissance, n'est qu'apparent, car, en partant des cas particuliers pour procéder à la découverte des propriétés générales des puissances, on ne trouve pas ces propriétés, on ne fait également que les supposer pas à pas. On fait au fond la même chose que nous faisons ici, mais avec un détour inutile et par une voie incertaine et exposée aux erreurs. La marche vraiment analytique, qui mène des expressions générales aux résultats particuliers, est la voie naturelle et sûre ; tandis que la voie inverse n'est qu'une sorte d'inductiou, dont les résultats doivent êire iiécessairemeut plus ou moins incertains.
Supposons donc ime fonction encore inconnue f(u, y) des deux quantités u et y, qui ait les propriétés: que si y varie d'une quantité arbitraire k, les deux équatious
j), A') =f[u,yh
ont lieu généralement et pour toutes les valeurs de u, y et h.
Au lieu de la notation peu commode de la dépendance de la quantité inconnue des élémens u et j au moyeu de la lettre / nous pourrons
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l'exprimer aussi par la seule position des éiémens et nous écrii'ons
u^ = z, nous dirons que
u est la racine de la puissance z à exposant j, y l'exposant de la puissance z de la racine u et z la puissance de la racine u pour l'exposant y. On donne encore d'autres noms aux quantités u, j, c, savoir base, logarithme et logarithmande: nous en parlerons plus bas.
Nous ferons souvenir encore une fois que u'' n'exprime nullement im produit de facteurs égaux exclusîveiiient, ni quelque autre valeur d'une puissance dans un cas particulier, mais plutôt cette fonction inconnue soumise aux deux conditions exprimées par les équations (3. et 4.).
D s'agit maintenant de tirer des propriétés générales (3. et 4.) les autres propriétés des puissances, pour en trouver les valeurs dans les cas particuliers. Mais il faut que cela se fasse sans recourir à autre chose qu'à ce que les équations (3. et 4.) expriment, et aux principes du calcul qui entrent dans les expressions mêmes.
Quant à ces principes, ce sont ceux de la théorie du positif et négatif et des rpiatre premières opérations: addition, multiplication et les inverses soustraction et division. Car le cas de la multiplication de deux puissances (éq. 3.) est celui de l'addition des exposans, et si k ost négatif, on tombe dans la soustractiou ; le cas de l'élévation d'une puissance à mie autre est le cas de la multiplication des exposans, et si le nouvel exposant est une fraction, la division s'emploie. Il faut donc que la théorie du positif et négatif, et celle des quatre premières opérations, précèdent celle des puissances. Nous les supposons établies, en nous reservant pour ime autre occasion l'essai des éclaircissemens (jui peut-être seront nécessaires. Nous nous bornerons seulement ù annoncer
fj §, 4. form. 6. — 10. l. Définition et
ici que la théorie des quatre premières opérations peut être donnée dune manière semblable à celle dont on va se servir pour la théorie des puissances.
I. Faisons r = 1 et A = 1 dans la seconde équation fondamentale (4.) elle donnera («')*= tt'\ Mais, suivant la théorie de la multiplication, le produit 1.1 est 1; donc on a (u'y=u\ Soit pour un moment u'=w, réquation qu'on Aient de trouver donne w^=Wi donc en écrivant u au
lieu de w, ou a
Voilà le premier théorème tiré des étjxiations fondamentales.
n. Soit dans la première équation fondamentale ( 3. ) k = 0 et y = l, elle donnera u\u°=u' ou bien, u étant = «' (6.), u.u°=u. De là on tire «° = — . Mais en vertu de la théorie de la midh'plication, si le diviseur égale le dividende, le quotient est lunité, donc
C'est le second théorème tiré des écpiations fondamentales.
m. Supposons dans la première équation fondamentale (3.) /. = — r', elle donne u\ir^'= u^^= u" et puisque «" = 1 (7.), uy.u-y=l et par suite
Cest un troisième théorème tiré des équations fondamentales. Puisquen vertu de la théorie de la multiplication «>, — = — et en vertu de 1 équation (8.) —y = ""' on peut y ajouter comme corollaire
IV. Faisons u^ = z dans la seconde équation fondamentale , elle
donne z'^ = u''' et si l'on fait A = — , i> = «'j donc puisque u'-^u (6.)
on a
i'= u, u^ étant
C'est la quatrième conséquence qu'offrent les équations fondamentales. Elle apprend que la racine d une puissance à exposant quelconque peut être regardée comme une puissance de la puissance même, ayant pour exj>osant le quotient 1 divisé par l exposant primitif.
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Puisqueu vertu de la seconde équation fondcinientale (4.) par ex.
(iv^y = iu ■'', et si dans l'equatiou (10.) ou fait zr=.iv\ on a pour corollaire: jt
u. = Jx»', si u^' = lu
V. Si dans la seconde équation fondamentale (4.) ou fait u' = î, elle donne i^ = «^*. Mais en vertu de la première équation fondamentale (3.) on a w^^i'*=«*+^^ = «*t'+% donc, lù'' étant =c\ w^i' = «*^'+>\ Mais u.z=zii.u^', ou Lieu, u étant =«'(7.), u.z = u^.u\ Cela donne, en vertu de la première équation fondamentale (3.) u .z = i/^'+>^, d'où (uc)* =(«'+')*. De là on tire (u î)* = «^^'+", («'+'/ étant égal à u^^'+'\ Mais nous avons trouvé plus haut ii*''+''^ = i/*.c*. Donc on a
u„Y = ululu].. . .ul
Voilà lui cinquième théorème tiré des écjuations fondamentales. Il fait voir que la puissance d'un produit des fonctions est égal au produit des puissances des facteurs prises avec le même exposant.
Si dans lérjiiation (12.) on écrit s" au lieu de z, elle donne (uz''Y = u^{z")'', ou bien, parcequ'en vertu de la seconde équation fondamentale (4.) (s")* = x;''*, (uz"y' = u^z''^. Si dans cette équation on fait /i = — 1 on a (uc~')^=: u*s~*. Mais en vertu de l'équation (8.) =~' = —
et 5"* = — , donc on a comme corollaire
Si u et z représentent des produits de facteurs quelconrjues, de sorte que u=:.u^u^Uj^.. ..u^ et zz= z.z^z^. . . .z„, l'équation ( 14. ) donne
— — ^—^ ) = --^^ — ■ ^;-4- , donc en vertu de (13.)
Z^ Z2 Z:i , . , . z„ y (îi Z^Zi , . , . z„)
g §. 5. form. 16. — 18. /, Difjînition et
VI. Si dans la première équation fondamentale (3.) les exposans vetk sont tous les deux égaux à Tunité, l'équatiou donne u'. u^ = u'+' = u*, ou bien, u* étant =m (7.) u^=iu,u. Si dans l'équation (3.) on fait y— ï2, A^ = lj elle donne u'^u^=u^, ou bien, u* étant =u.u et o'=u, u^=.u.u,u etc. Généralement, n étant un nombre entier, on aura 16, w" î= « . w ...... (« facteiu-s).
Ce sixième théorème, tiré des équations fondamentales, fait voir quune puissance à exposant entier n'est autre chose que le produit d'autant de facteurs égaux à la racine de la puissance qu'il y a d'unités dans l'exposant. Mais il n'y a cpie le seul cas d'exposant entier dans lequel une puissance puisse être représentée par un produit des facteurs. Si l'exposant n'est pas un nombre entier, la décomposition de la puissance eu facteurs, comme il est aisé de voir, n'a pas lieu. C'est donc aussi le seul cas d'exposant entier où la définition que les puissances soient des produits de facteurs, ne soit pas en défaut.
Soit dans l'équation (12.) ^=1, elle donne («.1)* = ?/. 1^ ou bien, «.1 étant «,
Divisant cette équation par u*, on aura
ir
Mais la valeur de 1^ n'est pas bornée ù être toujours l'unité; car si par g^^ A: = i , de sorte qu'en vertu de la première équation fondamentale |i!^ 1^ := 1*. lî r= r = 1 , la quantité 1* a les deux valeurs di/Férentes +1 et —1, puisque les produits +1.4-1 et — 1. — 1 sont également =1 tous les deux. Si A: = i , de sorte que 1*. 1*. 1* = 1^ 1'. 1* = 1 ' = 1 , la
quantité 1* a trois valeurs différentes, savoir + 1, ^ et ,, ,
comme on le peut faire voir à l'aide de l'addition et de la multiplication seulement. Ces trois valeurs multipliées chacune deux fois par elle même donnent également l'unité pour produit; et ainsi de suite.
Il suit de cette remarcjue, que la quantité u^ peut avoir également plus dune valeur; car si cela n'étoit pas, la valeur de 1^, en vertu de léquation (18.) ne pourrait être que l'unité dans tous les cas: résultat contraire à ce que nous venons de trouver.
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Noxis ne disons pas que 1* et «* auront toujours et nécessairement plus d'une valeur; nous faisons voir seulement qu'ils peuvent en avoir plus d'une, et cela suffit pour notre but.
Cela posé, soient f^ , v^, f 3 , .... les différentes valeurs que la
quantité u* peut avoir, le quotient -j- représentera les quotiens suivants:
rx' tx' Vi' ' '•.' t'a' v^' ' ",' V,' v,> ' ®'^*
Nous dirons maintenant en premier lieu, que le nombre des valeurs de 1* ne peut être moindre que celui des valeurs de «*, car, supposé <pie u* ait les n valeurs différentes v^ , v^ , v^ , .... v„ , les n quotiens
— , —, ^, .... — parmi ceux (19.) qui tous, en vertu de l'équation (18.)
égalent 1*, donnent déjà n valeurs différentes pour cette dernière quantité.
Nous dirons en second lieu, que le nombre des valeurs de 1^ ne peut être plus grand que celui des valeurs de w*; car supposons, comme ci -dessus, pour u^ les n valeurs différentes v^, v^^ Vj, .... t'„ et pour 1* les m valeurs 1,, Ij, I3, .... 1„, m s'il est possible étant plus grand que n, les m produits fj.!,, l'i.!»? "^l'^ii •••• ^l'^m parmi tous ceux qui en vertu de l'équation (17.) égalent u^y présenteroient déjà plus de valeurs que cette quantité ne doit en avoir suivant l'hypothèse.
Donc 1* ne peut avoir ni moins ni plus de valeurs que u^j donc le nombre des valeiu-s de l'^ est égal à celui des valeurs de u^.
Mais la même chose a3'ant lieu pour une valeur cpjelconque de la base, le nombre des valeurs de u* étant toujours égal à celui des valeurs de 1* c'est à dire à un même nombre pour une valeur quelconque de u, il suit de là que le nombre des valeurs différentes qu'une puissance peut avoir, ne peut dépendre de la valeur de la base. Mais, excepté la base, il n'existe pas d'autre quantité dans une puissance tpie l'exposant; il faut donc que le nombre des valeurs différentes qu'une puissance peut avoir, dépende nécessairement de l'exposant seul. Et en vertu de ce que nous avons démontré ci -dessus, ce nombre sera égal à celui des valeurs de 1*.
Au reste, ré(|uation (17.) fait voir que les différentes valau-s que la puissance «* peut avoir, pourront être exprimées toutes par u*. 1*. Dans cette eNpression le facteur u^ représente également toute valeur que cette quantité peut avoir. Si donc 1 ou adopte la notation |//1* pour exprimer
10 §. 6. form. 20. — 22. I. Définition et
une valeur déterminée quelconque parmî celles qui conviennent ù la quantité u\ ou peut écrire
20. lwp= M*i* cil |«P représente indifféremment lune ou l'autre valeur de u*.
La seconde équation fondamentale (4.) donne pour « = 1 , j = «,
Si n est im nombre entier positif, la pinssance 1", en vertu de (§.4. VI.), est un produit de n facteurs égaux entre eux et à l'unité. La valeur de ce produit est toujours 1 , suivant la théorie de la multiplication, quel que soit n. C'est à dire 1" est toujours 1, n étant un nombre entier positif. Si « est un nombre entier négatif, la valeur de 1" est encore 1 pour ime valeur quelconque de «, puisque eu vertu de l'équation (8.) 1-" = "4 . Si n = 0, 1" ne cesse d'être 1 , car en vertu de l'équation (7.) on a 1"= 1. Donc si n est un nombre entier positif ou négatif, ou bien zéro, V est toujours 1 pour un valeur quelconque de n.
En substituant cette valeur de V dans l'équation (21.) on a
Supposons maintenant le cas où 1^ a plus d'une valeur, on voit que toutes les valeurs des puissances (1*)°, (1*)', (1*)% .... (lO"', (1')"', • • • • ne seront pas nécessairement égales mais au contraire elles seront différentes entre elles, car il n'y a que l'unité qui, multipliée un nombre quelconque de fois par lui même, donne toujours la même quantité. Mais n étant arbiti-aire dans l'équation (22.), sous la seule condition d'être un nombre entier,'rexpression(l*)" représentera toutes les quantités (1*)° = 1, 1\ iM*,
1*.1M*, .... ^, p^, jiyjrp .... en même tems. Elle aura donc nécessairement plusieurs valeurs différentes. 3Iais ces valeurs seront précisément celles que 1* peut avoir, puisque cette quantité, en vertu de l'équation (22.), s'exprime par (1^)".
On voit par là que les diff^érentes valeurs que 1* peut avoir, ont la propriété qu'on les trouve, quand on miJtiplie, ou divise continuellement par elle même, une d'entre elles quelcouffue qui ne soit pas l'unité elle même, comme l'est par exemple celle (1*)".
proprietis des puissances. 5- ^' form. 23. — 25. 1 1
Si donc «i une des difR-rentes valeurs quelconque de 1^ qui ne soit pas 1, ces diilérentes valeurs seront
Parmi ces valeurs il se trouve nécessairement celle ct.\ = 1, puisque n peut être également zéro, quel que soit n. Les autres seront dillérentes entre elles et de 1.
Mais toutes les valeurs de 1* ne sont différentes entre elles, que dans le cas où n k ne peut être un nombre entier positif ou négatif, quel que soit n. Car si kn étoit entier on auroit (1*)% c'est à dire i^"=\.
Si k est une fraction dont le dénominateiur est m par ex. k = -j- on m
et K signifient des nombres entiers, la puissauce T naura que K valeurs (liiFérentes, savoir les valeurs
Car la valeur («OS fpù suit la dernière («a)'"' nest autre chose que
(1*)^= (f) = 1""= 1, c'est à dire la première des valeurs (24.). Donc les valeurs («0'+' = («^y- («a)', («*)'+'= («a^ («i)% • ••• ff" suivent ceUe-ci égalent de nouveau les valeurs («0', («0^ etc. et la même série des va-
leurs (24.) recommence toujours. Les valeurs («i)""', («<)~* • • • • de («j)^ se trouveront également parmi celles de la série (24.), car soient ^ et y des nombres entiers arbiti-aires et v<C/*^j on a («i)"^'= ((«*)')''= 1"= 1
donc(ajir% ou bien 7^(8.) = fe >" = («*) "^~''' Ici l'exposant liK — v est, nu nombre entier positif puisqu'on a supposé vKifJi'h; donc (aj)" "*", c'est à dire («O""? est une des quantités de la série (24.). Donc la puissance 1^ na que K valeiu*s différentes entre elles dans le cas dont il s'agit.
Si, pour abréger, on écrit « au lieu de «j ou de «« , on a « = 1
ou bien a*— 1 = 0. Puisf]iiici A est un nombre entier, la quantité a} — i est (L\nsible par a. — 1 et Ion trouve
i=l = a2-» + «2-^ + aî-'.... + I
Mais £4 est différent de zéro, de sorte que «—1 nest pas zéro, doue
12 §, 8. fonn. 26. et 27. /. Définition et
jji I étant zéro, " ~i ^^^* également. Donc l'équation (25.) donne
Cela fait voir que la somme de toutes les valeurs différentes d'une puissance de l'unité à exposant fractionnaire est zéro.
Si K est un nombre premier, la quantité a} — 1 n'est divisible que par « lui même, moins l'unité; mais si A est un produit des nombres premiers pc/r . . . ., oi} — 1 est également divisible par « — 1, aP — 1, «<? — 1 .... «'"' — 1 etc. Car si par ex. A=/jç'/" et aP = |3, on a
a^_l=«r7^-l = P'-l et «^-1 = 3-1; donc^^ = |5j^, et
P"--— 1 est divisible par |3 — 1. On trouve ^^^ = i -|- (3 + 13^ . . . + P''"", ou, ce qui est la même chose,
— = 1 + aP4- a'P + -^av ~\
aP—l T^ I '
Mais «^ est toujours =1 et «^ ne l'est pas, donc «^ — 1 et ^^^^j sont
zâ*o. Donc on a
Cela fait voir que si l'exposant k de la quantité 1* est une fraction 4^ des nombres entiers m et h, non seulement la somme de toutes les valeurs 1, «, a% «^ . . • • «* tle 1* sera zéro, mais que les sommes des groupes de valeurs dont les exposans sont des multiples quelconques des facteurs du nombre K, s'il j en a, le seront également. Si par ex. A =6 on a non seulement
mais aussi
1_^«2 4. a* = 0 et
Nous ne continuerons pas plus loin la recherche des propriétés des puissances de l'unité dans le cas d'exposans fractionnaires.
Si k est un nombre irrationnel ou imaginaire, nk ne peut jamais être un nombre entier pour aucune valeur du nombre entier n. Donc 1* aura dans ce cas un nombre infini de valeurs différentes entre elles.
propri,;iés des puissances, §. 9. form. 28. — 32. 13
Les puissances de 1* à exposans entiers négatifs ue seront pas nécessairement égalos dans ce cas aux puissances à exposans entiers positifs.
Si k est im nombre entier, la quantité 1*, et aussi, en vertu des équations (17. et 18.), la quantité u' n'auront qu'une seule valeur.
La propriété des puissances de l'unité trouvée (§.6.) éclaircit une contradiction apparente de l'expression (13.) savoir
u^ i/j Mj ... .y = u\ iilul
et de ceUe (17.)
qu'on eu tire. La contradiction apparente consiste en ce que par ex. l'écjuation (28.) semble exprimer un beaucoup plus gi*and nombre de valeurs à droite qu'à gauche. Car si par ex. la cjuantité («i u^ «3 ....)* a A valeurs différentes, chacim des facteurs «^ , u^, u^ . . . . n droite en aura autant, et si le nombre des facteurs est m, il paraît qu'il y aura X"* valeurs à droite et seulement A à gauche, puisqu'on multipliant les facteurs à droite, leurs valeurs se combinent. Egalement l'équatiou (29.) semble exprimer \* valeurs à droite et seulement À à gauche.
Considérons en premier lieu l'équation (29.) sous la forme (20.) savoir
où |«1* signifie une valeur quelconcjue déterminée de u^. Soit f, une de ces valeurs, l'équation (30.), appliquée à cette valeur, donne les \ valeurs suivantes de «*:
M^rrr^.!, v^a, v^a^, v^a', .... v'a
Mais il n'existe que les A valeurs f 1 , v^ , i>i, .... v„ de la quantité u*; donc une valeur quelconque de cette quantité, autre que celle f, par ex, Vt ne peut être que parmi les valeurs (31.). Soit t;, «'"=fa, l'équation (30.) appliquée à cette autre valeiur de u* donnera
32. w*= (vjû!'")!, (v^a")», (u, «>")«*, (v^a")»* .... (v^a")»^
Mais les produits a". 1 , «*". « , a". «% .... es" . a^~', comme il est aisé de voir, ne donnent d'autres puissances de a que celles qui déjà sont comprises entre les puissances «% «',«*.... «^, puisque a^ = 1 . Donc l'expression (32.) donne précisément les mêmes valeurs de u^que celle (31.). Elles se succèdent seulement dans un autre ordre. Il en est de même
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des résultats que donnent les autres valeurs t;,, t»^ . . . . î^^ de «^ en j applicpiaut l'équation (30.). Donc en multipliant «* par l'^ dans (29.), le nombre des résultats différents n'est nullement >? mais seulement K, de sorte (lue réquation (29.) n'exprime pas plus de valeurs à droite qu'à gauche.
Il en est de même de léqnation (28.). Car nous venons de voir qu'à laide de la multiplication par 1^ les A valeiu-s de «*, u^, ul^ .... peuvent être toujours réduites à une seule, de sorte que leur inégalité peut être toujours exprimée par celle des puissances de 1*. Donc les résultats de la combinaison des différentes valeurs Aq u\, u\ .... que produit la multiplication des facteurs, se réduisent toujours à ceux qu'offrent les puissances différentes de 1^= «. Mais ces résultats ne présentent que A valeurs différentes, puisque les puissances a°, «', «%.... «^~^ reparoissent toujours, quelles que soient les valeurs entières qu'on domie à n. Donc le nombre des valeurs à droite dans l'équation (28.) n'est nullement A"*, mais seulement A, et égal à celui des valeurs à gauche.
Puisque, en vertu du paragraphe précédent, les différentes valeurs d'une puissance ii'" peuvent être toujours exprimées par une seule valeur déterminée de cette quantité, en la multipliant par les différentes valeurs de 1*, et que le choix de cette valeur déterminée est arbitraire, on pourra partir par préférence des valeiu-s réelles de ii''^ s'il y en a. Donc en écrivant
la notation |«p signifiera par préférence la valeur réelle de «*, si une telle valeur existe. Nous verrons plus bas les conditions de l'existence et de la non- existence des valeurs réelles des puissances.
Il y a encore à remarquer qu'en écrivant une seule lettre pour exprimer une puissance, par ex. z au lieu de u^, comme nous l'avons fait plus haut (§. 4.), cette notation n'est pas incomplète. Il est vrai qu'il auroit fallu écrire u^ =■ z,V au lieu de s ^ ii^i mais ce qu'on trouve pour une valeur déterminée z de v^ aura lieu également pour toutes les autres valeurs de cette quantité, puisque le choix de la valeur déterminée de la quantité est arbitraire. Si lexpression d'une puissance par une seule lettre se trouve seulement à un des deux côtés d'une équation conmie
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par ex. dans réquatîon (10. §. 4. IV.), et qu'on veuille exprimer en même temps tous les résultants que loquatiou puisse présenter, il n'y a qu'à
écrire z.V au lieu de z. Cela donne dans léquation (10.) u^=.{z,Vy =^
») . 1^' y = c> . 1 = z^y pour v> = Zf de sorte que l'i'quation (10.) ne change pas de forme.
On voit, par ce qui précède, que tous les théorèmes sur les puissances qiie nous venons de trouver ont été tirés imiqxiement des deux équations fondamentales (3. et 4.) sans le moindre secours étranger, sans recourir au développement en séries, ni à lapproximation ou à l'induction. Nous n'avons eu besoin que de la théorie des quatre premières opérations : addition, soustraction, multiplication et division, qui, selon la nature de l'objet, doivent précéder la théorie des puissances. Ce mode de développement semble être propre ici comme ailleurs à la méthode qiiî convient seule à l'analyse et qui, dems cette science, comme nous l'avons remarqué phis haut, est non moins importante que les résultats eux mêmes.
Mais puisque de cette sorte tout est fondé sur les deux écpiations hypothéticpies (3. et 4.), il faut encore voir si la coexistence des deux équations fondamentales ne peut point être révoquée en doute A cause de quelque contradiction.
La coexistence des deux équations fondamentales (3. et 4.) a été déjà légitimée a posteriori par ce que toutes les conclusions fondées sur les deux écpiations (3. et 4.) ne nous ont induit nulle part à quelque contradiction. Mais on peut encore prouver a priori, coimne suit, que les deux équations (3. et 4.) subsistent l'ime à côté de l'autre sans contra-
diction. En écrivant 1 -j au heu de k dans l'expression («")* nous au-
rons {u>') ^. Cela égale, en vertu de la première équation fondamentale
(3.) ù (u"'y,{u''y et cette quantité, en vertu de la seconde éfpiation fon-
damentale (4.) est égale à u'f .u ^ ■:=u^.u^ ou bien, en vertu de la première équation fondamentale égale ù W"^^. Donc on a suivant les deux équations fondamentales (3. et 4.)
y) r = aï+ï
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Mais le même résultat peut être tiré de la seconde équation fondamentale (3.) seule sans le secours de la première. Car elle donne
fitr'^^'^y=zu^^ y ''=«5'+*, Donc une des deux équations (3. et 4.), appliquée isolément à une puissance quelconque, donne le même résultat (fue les deux équations appliquées conjointement. Il suit de lu que les deux éciuations ne pourront être en contradiction.
On pourrait donner encore une autre démonstration de la coexistence des deux équations fondamentales, en tirant l'une de l'autre au moyen du passage ordinaire des cas particuliers aux expressions générales. En supposant l'équation (3.), on commenceroit par démontrer l'autre équation (4.) dans les cas où y et k sont des nombres entiers ; puis dans les cas où j et k sont fi-actionnaires , et en passant des valeurs rationnelles aux valeurs irrationnelles par le mode ordinaire, on arriveroit aux cas où les exposans sont irrationnels. Mais ce procédé seroit embarrassant et impliqueroit une sorte d'induction, à cause du passage des cas particuliers aux expressions générales; de l'autre côté on ne toucheroit pas les exposans imaginaires, et enfin on trouveroit que la démonstration, même dans son étendue limitée, ne réussit pas sans faire une seconde hypothèse, savoir celle II' z=Uf de sorte qu'au fond on retomberoit dans l'inconvénient d'avoir deux hypothèses au lieu dune seule. Donc, puisque cette seconde voie n'offre que des pertes sans profit, et que d'ailleurs la coexistence des deux équations (3. et 4.) peut être justifiée parfaitement, comme nous lavons vu plus haut, les deux h}-pothèses, ou plutôt postulat a, dont nous sommes partis, semblent être préférables.
Avant de passer au développement des puissances en séries, desquelles les fonctions angulaires pourront être tirées immédiatement, nous entamerons la recherche des facultés analytiques, en suivant une marche analogue à celle que nous avons suivie pour les puissances. Après nous donnerons des séries générales de développement applicables égale-, ment aux puissances, aux facultés et à d'autres fonctions analytiques.
//. Définition et propriétés des facuUcs analytiques. §. 13. 14. form. 35. — 43. 17
f{ku,kx,y)^ f^fi">^,y
Nous donnerons le nom de facultés analytiques à ces fonctions. Puis- «pie la notation de la dépendance déterminée dune fonction de ses élémens par une lettre comme / n'est pas commode pour le calcul, et qu'au contrcJre la juxtaposition est plus simple et plus convenable pour cela, nous exprimerons une faculté anal} tique, désignée ci -dessus par f(u,x,y), par (u, -f- a-y. La virgule placée entre les élémens u et x iiidi<iue que ces élémens ne doivent pas être simplement additionnés, mais plutôt combinés suivant les règles que les équations fondamentales expriment implicitement. Cette notation adoptée, les équations fondamentales des facultés analytiques (35., 36., 37.) se présentent comme suit:
A:;/ " = hy.u
Mais ces équations expriment les propriétés caractéristiques des puissances, donc les puissances sont un cas particulier des facultés, savoir celui où des trois élémens «, x, y celui x est zéro.
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IL Soit dans la première équation fondamentale (38.) j=:l ot k=t, elle donne (M, + af)* = (m, + a?)'(« + a-, + a-)'. Soit en second lion y =.2, k= 1 dans la même équation , on aura
(ui-xy = (u,^xT(u-i.2x, + x)% et en vertu de ce qu'on vient de trouver
(u, + xy = {u, J^xYiu^x,-}- xY {u^2x,-\-x) \ En continuant on trouve
(«, + a-r =(^/, + ^)•(« + a•, + ^)'(« + 2;r, + a•)'(^i + 3x,+^)', et généralement
(«, + o-r = («, + .r)' (m + X, +a-)' (« 4-2x, + ^)'. . . . (« + (m — 1)^, + o-V, m étant un nombre entier. Mais en vertu de la troisième équation fondamentale on a («,+a:)'=«; («+j?,-J-j7)'=M-j-jr; {u-\-2x,-{-xy=u-\-2x .. . {u-\-{m — l)ar, -|-a:)' = « + (m — l)x. Donc on a
u, + xT= u{u + x){u -\-2x){u -\-'ix) (u + (m — l):r
pour le cas où ni est un nombre entier.
Cela fait voir que dans les cas où des trois élémens u, x, y celui y est un nombre entier, les facultés analytiques seront des produits do facteurs é qui différents. On leur a donné dans ce cas le nom de factorielles.
III. A cause de l'analogie des facultés avec les puissances, et de leur accord dans un cas particulier, nous donnerons à leurs élémens des noms analogues à ceux des élémens des puissances.
Des trois élémens m, if , j d'une faculté {u^-^-xy nous nommerons
le premier «, base,
le second x, différence et
le troisème j, exposant.
Quant à la notation adoptée ci -dessus, elle sera justifiée par le passag;i des facultés aux puissances, dans le cas d'exposans enti ers. Nous avons mis l'exposant au côté droit de la base et un peu plus haut, comme dans les puissances. La différence a été placée à côté de la base, et sur la même ligne, parcequ'elle peut se combiner av^ec la base par la voie de l'addition, comme on le voit dans les factorielles. Elle a été séparée de la base i>ar une virgule, pour indiquer qu'elle ne doit être ajoutée tjue sous quelques conditions.
des fucuUès analytiques. l. 14. form. 45. 47.
On a aussi coutume de d<'s){:;ner une faculté («, +ar)'' par u^'^ où la différence est placée à côté de l'exposant; mais il paroît être beaucoup plus naturel et conforme à la nature de la fonction dont il s'agit, de placer la différence à côté de la base, parcequelle se combine bien avec elle par la voie de l'addition ou de la soustraction, mais non pas avec l'exposant. Il est bien vrai que les notations dans les mathématiques sont arbitraires mais elles ne le sont pas absolument; elles ne le sont que jusqu'à de certaines limites tracées par les règles indispensables de la conséquence sans laquelle les mathématiques n'existent pas. Certes la conséquence est tellement inséparable de cette science qu'il n'est pas permis de la né^Ii-'er même dans les points les moins essentiels. Et la notation n'est i)as de ces points; elle est beaucoup plus importante qu'elle ne semble l'être à la première vue. Les signes sont la langue des mathématiques et l'art de la notation est celui de cette langue, (luon nous pardonne cette remarque: elle est susceptible de nombreuses applications dans toutes les parties de 1 analjse.
IV. Si dans la seconde équation fondamentale (39.) l'exposant y est im nombre entier, elle donne en vertu de (II. 44,) :
45. l-u [ht + Ix) (ku + 2lx) .... {ku + (/— 1) kx) z= ky u {u-\-x) {ii^2x) .... (,,-f ( j—l)^). Cette écpiation est identique et fait voir que les trois équations fondamentales n'impliquent point de contradiction dans le cas d exposans entiers.
V. Soit dans la première équation fondamentale (38.) j = 0 et A = l, elle donne («, +x) '=(«/, -f-^r)" («, + x)' et eu vertu de (40.) u = (w, + a:)°«. De là on tire {u,-^x)°=— ou biea
u, + xy-y
Cela exprime une faculté à exposant négatif par une autre dont l'exposant est positif et de la même grandeur.
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Si dans (47.) on fait r = 1 , on a («, + x)~^ = , j — - et en
vertu de (40.)
et si l'on écrit — x au lieu de -{-cr,
VU- L'expression (44.) fait voir que, dans le cas d'exposant entier et positif, la valeur d'une faculté est zéro si la base l'est. L'expression (47.) apprend que, dans le même cas, mais l'exposant étant négatif, la valeur de la faculté n'est pas zéro, mais en vertu de (44.)
1_ —yx, — {y — l)x. — (y — 2)x — x'
(.0,+xr=_,,^ _,— ,,^_,„ ,,„ ::, ou bien
Nous verrons plus bas quelles sont les valeurs des facultés à exposans <]uelconques dans le cas où la base est zéro.
Vin. Si dans la première équation fondamentale (38.) on écrit y à la place de A et A: ù la place de y, elle donne
51. («, +37/+* = («, +xf {u, -{-kx, +ar)'' donc on a («, + a?)* {u-\-kx,-\- xy = (u, + xY (u ■\-y x, + xf, et de là 52 (it-^Jix,-\-x)y _ {u-\-yx,-\-xf
rX. Si dans la seconde équation (39.) on fait h = — et puis k — -y elle donne (l,+ ^'=~{u,-\-xy et (^, +17= ^ («,+a-)' ; donc
X. Multipb'ons l'équation (54.) par \— \ , nous aurons
des facultés analytiquns. §. 14. form. 55. — 58. 2|
(u,-\-xy^=x^ ;; • Mais si dans la première équation fon-
damentalo (38.) on fait u = 1, j? = 1, jr=ii— 1, et h=y, elle donne
(1,+1#""'"''= (l,+l)'~'(l + ^-l,+l) =(l, + l)^'~'(^,+l)'. En
substituant cette expression do (1, +1)^~'(-^, -f- 1^ dans celle de {u,-\-xf ci -dessus, on trouve
u,+x)y=a:y.^l^±lÇ
On voit par cette expression, qu'une faculté à Lase et différence quelconques, peut toujours être exprimée par deux autres facultés dont les bases et les différences sont l'unité. Donc toute faculté peut être réduite à d'autres de la dernière forme.
XI. Si dans la première équation fondamentale (38.) on fait u = \,
x=zl et A: = ^ — 1, eUe donne (1, + 1)^~'^''=(1, +iy(l+j,4- 1)^'"'.
Mais en vertu de la seconde éfjuation fondamentale (39.) on a (!+>•, + 1)~ ':=
{j-\-h + jY '/~\<îonc(I, + l/-'-'^=(l, + l)^(l + l, + lf "'./-. En substituant cette expression dans celle (55.) on a
(1, +1)^(1 + 1, + If ~\/--' 56. («, ^xf := ^-^ y- .
Cette expression peut être utile dans le cas où l'exposant y est infiniment
grand. Dans ce cas, à cause de — = 0, l'expression (56.) se réduit à
et si X = 1 , à
î/, + x/ = I^IlT^L
Cette formule sert ù exprimer, par deux facultés qui ont la même ! ase et la même différence, une autre faculté qui a la même différence mais une autre base quelconque.
XIII. Si dans la seconde équation fondamentale (39.) on fait A- = — , elle donne ^— , + lA = f — Y (u, + ^7 • ^^& en vertu de la première équation fondamentale (38.) on a
et de là
(wu . Y
{v,-\-xvY
En substituant cela dans l'expression de ^— , •\-vu^ ci - dessus et multipliant par (— ) , on trouve
A l'aide de cette formule on pourra réJuii-e une faculté à deux autres a) ant mêmes bases et mêmes diliérences mais de grandeur arbitraire.
XIV. Si dans l'expression (60.) on fait t» = a et x=zw-\-k, elle donne
{u,-\-xv-\-kf = ^"^H-^'V ('<. + ^')"t — !1_, ou bien, eu mettant x ù la place de li», et réxluisant:
-rzrxM + v
fl±4 = ir
Ces équations en vertu des réflexions semblables à celles (§. 5.) font voir, (fu'une faculté a plusieurs valeurs différentes, si la puissance de l'unité prise avec l'exposant de la faculté en a, et nommément le même nombre de valeurs que cette puissance elle même. Si donc on veut exprimer une des valeurs différentes quelconque de la faculté, par ex. la valeur réelle, s'il y en a, par |h, +•3^1'') on pourra écrire
ji,^xy= |7/,+x|''.i
et cette écpiation donnera toutes les valeurs différentes de la faculté, à laide des valeurs différentes de la puissance V de limité. On voit encore par l'expression (65.) que le nombre des valeurs différentes d'une faculté dépend uniquement de l'exposant et non de la base ou de la différence.
Telles sont les expressions principaux sur les facultés analytiques qui peuvent être tirés immédiatement de leurs é(]uations fondamentales supposées hypothétiquement. Au lieu de la troisième équation (40.) on pourroit peutêti-e faire Ihypothèse d'une autre équation plus générale, analogue à le seconde équation fondamentale des puissances (m'^)*=:u'^* (4.), savoir de réquatif)rj
66. ((w,+x, + yx)'')'= {u,-Vxf' (jui, combinée avec les deux premières équations (38. et 39.) donneroit lu troisième (a, -|-.r)'= u et la remplaceroit. Si y et k sont des nombres
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entiers, cette équation (66.) donneroit l'expression suivante
u,-{-xf=u{u-\-x){ui-2x)....(u + (y — i)x
(u-\-yx){zi + iy-{-i)x)....{u + (2y—i)x)
(z/ + 2yx)(7/ + (2y+i)x)....(z^ + (5y— i)x)
{ui-(k~i)yx){u-^{(/c—i)y-\.i)x) .... (w+Ayx).
Nous remettons la recherche de léquation (66.) et de ses applications à une autre occasion et passons au développement des puissances et des facultés en séries. Et pour exécuter ce développement, nous commencerons par donner les développemens généraux des fonctions en séries.
III. Formules générales de développement
Il y a des cas où les valeurs niunériques dune fonction, colles de ses élémens étant données, peuvent être calculées à laide des quatre premières opérations suivant les expressions des propriétés de la fonction, et il y a en d autres, plus fréquents, où cela n'est pas possible. Les fonctions «luon appelle entières et fractionnaires sont dans le premier cas. Les puissances et les facultés le sont également si leurs exposans sont des nombres entiers; car dans ce cas elles ne sont (pie des produits de facteurs égaux ou équidifférents, qui peuvent être calculés par la multiplication et l'addition seulement. Les puissances à exposans fractionnaires sont encore dans le premier cas si leur racines sont rationnelles. La valeur numérique de toute autre puissance ou faculté ne peut être calculée immédiatement par les expressions en forme finie de leurs propriétés, ni par celles tju'on en tire par la transformation.
Mais tout calcul numérique se réduit enfin à l'addition, soustraction, multiplication et division de nombres entiers, et il n'y a pas au fond dautre opération pour les nombres. Donc si les valeurs nimiériques des fonctions ne peuvent pas être calculées immédiatement suivant les expressions de leurs propriétés, il n'y a dautre moyeu que de transformer ces expressions en séries de termes composés seulement de fonctions rationnelles entières ou fractionnaires, propres à être calculés par les quatre premières opérations. Ces séries seront toujours nécessairement infinies,
de développement. §. 17. 25
car si elles ne l'étoicnt pas, les fonctions qu'elles représentent seroient, comme dans le premier cas, rationnelles et calculables directement. Mais puisrpi'on ne peut pas calculer un nombre infini de termes, le calcul numérique de fonctions irrationnelles ne peut s'exécuter qu'approximativement, et il faut que la série qui représente la fonction soit convergente, c'est- à -dire, que la somme d'un nombre quelconque de ses premiers termes, diffère d'autant moins de la somme de la série totale, que le nombre des termes qu'on calcule est plus grand, que cette différence, ou bien le reste de la série, diminue au delà de toute quantité aussi petite qu'on voudra et qu'il soit zéro pour un nombre infini de termes. La série sera dautant plus utile que sa convergence sera plus rapide.
Le moyen généralement applicable au développement des fonctions en séries, est le même qui fait naître le calcul difTérentiel et inti'gral et le calcul des différences. C'est de faire varier par la voie de l'addition ou soustraction les valeurs des élémens des fonctions et de calculer les variations qu'éprouvent par là les valeurs des fonctions elles mêmes. Les développemens propres pour cela s'exécutent suivant une formule générale, applicable à une fonction quelconque et semblable à la série de Taylor qui en est un cas particulier. On pourroit l'appeler série générale de Taylor. Elle est connue depuis longtems quant à sa forme qui est celle de la série de Newton. IMais la méthode ordinaire de la démontrer ne semble pas être rigoureuse; aussi néglige-t-on ordinairement Texpression finie du reste de la série et la recherche de sa conver^rence. Il s'a"it donc de compléter cela et de donner une démonstration rigoureuse de cette formule. Son développement p(!ut être exécuté par la voie dos transft)rmations purement identiques, qui par leur nature tout exemptes de toute incertitude. L'idée principale de ces transformations se trouve dans les mémoires de Mr. Servois des années 1805, 1809 et 1814 sur les principes du calcul différentiel. Nous partirons de cette idée en modifiant s{)n application , surtout dans le cas des différentielles, pour lequel il y a des remarcpies essentielles à faire et en complétant le développement de la série par l'expression du reste et par la rechercJie de sa conveî'gencc.
Soit Fx une fonction quelconque de a: et A: une \ ariatiou quelconque de l élément x, on pourra écrire identiquemeuti
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AFjc + (fc — «)A/ar — «/x
Mettons de nouveau a^ -\-x au lieu de x et A: — « au lieu de k dans cette dernière expression, elle donnera
0 = AF(x-\-a) + {k—2a)Af(cc-\-a) — af{x + a).
En déduisant l'expression (73.), on aura
0 =r AF(a:+«) —AFx -\- (k—2ct) A/(a:+ «) — (A:— 2«) A/r — a A/r — a(/(a:+a) — /x)
et en écrivant le signe des différences,
A'Fx + {k — 2a)AV^ — 2ttAfx
En mettant de nouveau (x-\-ci) à la place de x et A — « à la place de A dans la formule (74.) elle donnera
0 = A»F(a:+«)+(/L- — 3a)Ay(a7+«) — 2«A/(x + a).
Déduisant ce résultat de l'expression (74.) on aura
0 = A*F{x-{-a)-A''Fx-\-[k-3a)AV(xia]-{k-3a)Ayx~aA''fx-2a(Af(xia')-Afx). OU bien en mettant le signe A,
A'Fx-\-{k — 3a)AV^ — 3aAV
lie diLeloppement.
§. 17. form. 7G. — 78,
Continuant la mî'ine opération, on aura des résultats toujours semblables et dont la forme est aisée à saisir. Des formules (70. 73. 74. et 75.) et de celles qu'on en peut tirer, en continuant le développement, on aura
{F{x-{-k) = Fx-\-kfx
. . A'Fx.k—2a Afx = —^ r^ A" fa
AV
A'Fx , k — 3a
A'fx,
An,/- A"FX , k "« A „ /<
A^-^fx = -| -^ — A"fx.
JIX
na
En substituant ces expressions, la seconde dans la première, la troisième dans le résultat etc., on aura
(F{x + k) = Fx+kfx,
\Fix + kj = Fx-{-—AFx + ^ -Afx,
F'ar + A = Fx-\ AFx-\- \ 'A'Fx-] — ^ -A'fx,
I « 2u- 2 ce
etc. , et généralement, en restituant encore la valeiu* de /x (69.)
78. /■(x+/0 = /':r + AAFx + ^l^A^Fx + ^^^=^^ ^ ' ■' 'a. 2 a' 2 . ^cc^
k(k — a,)(k — 2a) . . . . (k — n x) ^„ /i^(37 + A) — Fx\
Les coefliciens de AFx, A^Fx etc. dans les termes de cette expression
sout — ,
. . Si pour abréger on les dé-
signe |)ar ^— j (— j f— j ...., on peut aussi écrire
28 5- 1~' fonn. 79. — Si. m. Formules gcncniles
F(x+k) = Fx + f^^ AFx + f^\ A'- Fx + f-\ A'Fx
Telle est la formule générale de développement qu'on peut appeler formule générale de Taylor. Elle est, comme ou voit, semblable » la série de différences de Newton et applicable à ime fonction quelconque Fx pour la développer en série. Elle donne en même tems une expression finie du reste de la série. Si Ion désigue |>ar R^ ce reste, savoir celui qui suit les n premiers termes de la série après le terme Fx, ou a
_ k(k — ct)(k—2a) (k—nci) fF(jc-^k) — Fx\
La s('rie, comme nous lavons vu, a été trouvée par le seul moyen de transformations identiques. Son développement est donc établi de la manière la plus rigoureuse. La série est semblable à celle de Mr. Serve is, mais elle en diffère en quelque sorte, surtout par l'expression du reste, qui s'offre eu même tems.
Quant à l'application de la caractéristique A à lexpression du reste, il y a à remarquer que toutes les fois qu'on écrit x-\-a au lieu de x il faut, en vertu de la règle adoptée pour le développement, mettre en même tems k — a. au lieu de /•:, de sorte que x-{-k conserve la même valeur. On aura suivant cette règle par ex,
■ F(ar+70— -F-^ _ F(ar+A-)— F(x + «) F(a-+A-)— Fj? i A ; r - r »
-Fx
\^.^F{x-\-k)—Fx _F{x-\-l<)-F{x-\-2ci) ^F{x-\-l<)-F{x-]-a) F(x+^-)f k k — '2a " k — a f k
Si Ion vouloit développer l'expression du reste, on trouveroit que tous les termes de la série se détruisent, et cela doit arriver effectivement à cause de l'identité de l'expression. Par ex. si l'on s'arrête au second terme de la série en écrivant
F{x-]rk) = Fx-{.— AFx-\ — ^^_^'A'Fa;-i ^, A^'
F(X-H)— F-TT
Je développement. §. 18. 29
oti a
, 7cFx-\-u)—kFjc k^k—ci)F:r~\-'^a—2k{k—u)Fyx-\-u]-\-k(k—ci)Fx F{x+k) _ l'x -\ ( ^_
k(k—a)(k—2a) ÏF(.T-{-k)—F(.r-\-2a) ^ F(j-4-A) — F. j7+«) ■ F(x+/0— Rr"! "^ 2a'' L k—2a " k— a "^ A: j '
et cela donne
/ k kik-a) ik-a,(k-2a\
OU Lien 0 = 0, comme il faut.
Mais il ny a millement à craindre que l'expression (78.), à cause de son identité, soit moins un véritable développement, qu'une transformation vague dont tous les termes se détruisent mutuellement. Si les termes de la série (78.) vont en diminuant, il y a déjà lieu de présmner qu'elle donnera approximativement la valeur de la quantité F (ar-f-Zr) qu'elle exprime, et si l'on peut démontrer que le reste i?„ est zéro pour n = X5, la série sera convergente et donnera effectivement la véritable valeur de F{x 4" fi)- Ce seroit une erreur de soupçonner cju'uue transformation identique ne puisse fournir un développement réel. Au contraire, tout développement exact ne peut être qu'une transformation identique. Le développement dune fonction en série convergente n'est jamais qu'une transformation identique de son expression en une autre composée de termes rationnels et décroissants jusqu'à zéro et dont le reste, qui suit un nombre infini de termes, est zéro.
Les quotiens , j — , — 5 — , . . . . des termes de la série générale de T a y 1 or (78.), si l'on y fait « = 0, n'étant autre cbose (]ue les coëfficiens différentiels de la série particulière de Ta y 1 or, il semble à la première vue, que cette dernière série ]>uisse être tirée immédiatement de la série générale, si l'on suppose (jue les factorielles /r(A- — a), k{k — a]{k — '2a) ....
•jQ ^. 18. form. 82. et 83. ii/. Formules générales
pour «=0 se réduisent aux puissances A:*, A^, A'' . . . ., car dans ce cas la
A Far A' Far série (78.), en j écrivant ^Fx, d^Fx, .... au lieu de , — f— • • ••
donne
F(x + t) = F:r + /.-^Fa7 + |-a'Fa; + ilè^F
et c'est la série particulière de Taylor.
Cette réduction de la série générale (78.) à la série particulière se justifie complètement daus le cas où la série n'a qu'un nombre fini de termes, car dans cccaslesfactorielles/^(A-«), k{k-a,)(k-2a), .... h (k-ci) {k-2ci) .... (k-na) se réduisent pour a = 0, sans le moindre doute, aux puissances A^, A-', .... A""*"'. 3Iais si la série se prolonge à l'infini, c'est-à-dire que n puisse être ce, on nest pas sûr, que la l'actorielle A (A — a) (A — 2 «).... (A — n a) soit égale ;\ la puissance A""''', puisque la valeur du l'acteur A — na. pourroit être quelque autre quantité que A, même ou zéro ou infijii pour a = 0 et n = ce. On ne peut donc tirer immédiatement la série particulière de Taylor de la série générale daus tous les cas. Son développement a besoin plutôt encore de quelques autres réflexions, et d'autant plus que la série n'a effectivement lieu que sous certaines conditions.
Parmi les modes nombreux de développement qui existent de la série particulière de Taylor, celui que donne Lag range dans la théorie des fonctions se distingue pai- sa clarté et sa généralité. ]Mais ce développement suppose hj-pothétiquement la forme de la série et sa convergence. ^i^. Servois, dans les mémoires cités plus haut, donne un développement de la série sans faire ces b3'pothèses; mais dans sou développement, les coëfficiens différentiels se présentent sous la forme de séries dont la
ionver"euce tient offrir des difficultés. Voici comment on peut démontrer - *
la série particulière de Taylor imiquement à l'aide des transformations
identiques, et de sorte cpi'en même tems les conditions de l'existence du
tléveloppemeut se font voir.
A'Fx + )tA»/^— 3Ay(a
En continuant toujours la même opération, ou aura, comme les équations (83., 84., 85., 86.) le font voir:
/ F(x + fr) = Fx -^Ifx,
+ fc
Afx
Af'x-\-cc) _ A'Fx k A^fx
za
Ayr-r + ft) _ A^Fx k AVx
On^
A'^fix -\-a) _ A" Fjc
A"fx
nu"
II. Ces équations, puisqu'elles sont identiques, suhsistent sans ati-
A Fx cune condition ni restriction. Ouand on y fait a = 0, les quantités — — ,
Afx A'-fx é'ffl ,,,, se réduisent aux coëf-
A'Fx A'Fx
et
ficiens différentiels de divers ordres des fonctions Fx et fxy que nous désignerons par dFxy ô^Fxf d^Fx ....; dfx, ô-fx, d^fx .... Si maintenant fx, cest-à-dire ^(^+^;> — ^^ (69.) est tel, que f(x+x),
§. 18. form. 89. — 92.
///. Formules générales
A/(ar+i^ ^'/^^,+f^... dans le cas de a = 0,ne différent pas de
/j.,-— — , -^^...., les quantités ^^ , ^, , ^^^^ ....
se réduisent également aux coëfficiens différentiels ô/r, S^fx, S^fx .... et
f(x-\-t!-) se réduit à /jc. Donc sous cette condition les équations
(88.) se réduisent à
( F(x+li) = Far + Ifx,
fx = dFx -{- TcBfx,
e^Fx . kS'^fx
Bfx =
a'/jT _ ?^Fx . Jcd^fx 2 ~ 2.3 "'" 2.3 »
^"-'/x _ S"Fx . kd"fx V 2.3 .... (n—l) ~ 2.3.... « "^ 2.3 .... « '
Substituant ces expressions, la seconde dans la première, la troisième dans le résultat etc. on aura
F(x + fc) .— Fx-\-këFx+k'dfx,
F(x+JO = Fx + kÔFx-\-^d'Fx-{.Çcr-fx,
F{x+K) = Fx-^kdFx + ^^B'Fx + ^ô'Px+^eV^.
et en général, si l'on restitue encore l'expression de fx (69.)
F{x -{-k) — Fx -\- k 8 Fx ■{- ^ B-Fx + :j^ ^' Fx
C'est, comme ou voit, la série particulière de Taylor. L'expression du reste de la série, qui suit ses n premiers termes après celui Fx et que nous avons désigné plus haut par if„ , est ici
q.> R _ ^'"•'' a" (F{x^^)-Fx\
où la notation 5" veut dire, que dans le quotient ~^-^ on doit
mettre x + a au lieu de .r et h. — a au lieu de A-, puis retrancher du ré-
de dtveluppemenl.
§. 18. form. 93. — 95.
sultat le quotient primitif, faire « = 0 dans la différence et répéter /t fois cette opération.
III. Le développoment que nous venons de faire de la série particulière deTaylor s'exécute, comme on voit, seulement à laide de transformations identicpies. Il est donc exempt de toute incertitude, aussi bien que celui ci -dessus de la série générale de Taylor.
Mais en môme tems il fait voir les conditions qui doivent être remplies si Ion veut que la série subsiste. Elles s'expriment par les équations suivantes:
Af(x-\-a) __ A/x a a
A''f(x-\-cc) __ A'-fx
pom* « = 0.
Puis<p.o /(-r + a) — /.r = Afx, A/(x + «) — Afjr = A'fx,
A.*/(-^ + «) — A^'fx-=A^fx etc., elles peuvent être aussi exprimées par
{ Afx = 0 '
A'fx
ou
Ci"-'
"ffT.
AV
pour a
, . Afx ,. . n /• A'fx . „ /. A^/x .,r
b,en, -^ étant =dfx, —^=d-fx, —i— = c'fx etc. pour
a = 0, par
( ctdfx = 0, « B^fx = 0, xPfx = 0,
§. 18. fovm. 96. — 99,
///. Formules scncrales
IV. Les équations (94. et 95.) donnent les conditions de lexisteuce Je
la série (91.) et elles les expriment par la quantité /j?=^ . Mais on
peut les réduire aussi à d'autres qui se rapportent à la fonction Fx elle même. Les équations (76.), en partant de la seconde, donnent
afx = AFx -\-ll- — a)A.fa; A^Fx . l- — 2a A^f.T
Afœ
*i. t-C- ^ ce-
A*Fj
l—ia A\f.'c
A"-'fx _ A^Fx l—na A"/x
Supposons que les équations (94.) ont lieu. Dans ce cas la série (9L) aura lieu également, parceque les équations (94.) expriment les conditions de son existence. Substituant les équations (94.) daus celles (96.) et supposant encore
afx = 0 pour
on aura
/ AFx = 0\
A^Fx a
\^Fx
A"Fx
pour Ci
A^Fx ^,, A'Fr
OU bien, -^ étant =Sfx, —^-=d\fx, — — =. o /jr-
« = 0, en réunissant (97. et 98.)
{ ccfx = 0)
udFx = 0
xd'Fx = 0
cid'Fx = 0
pour
ccd"Fx = 0 ,
pour a = 0.
de dcielopriemcnt. ^. 18. '-{i^
Si les équations (94.) navoient pas lieu, celles (97. et 98.), et par suite (99.) nauroient pas lieu non plus, comme on le voit par les équations (96.). Donc les écpiations (99.) expriment les conditions de l'existence de la série (91.) et les équations de condition (95.) sont maintenant réduites à d'autres où entre la fonction Fx. Voyous ce qu'elles donnent pour les cocificiens ôFjc, d^Fx etc.
V. La première des équations (99.) a toujours lieu , même si fx étoit = oo ; car puisque la quantité a n'entre pas dans fx = , ^^~'" ') ^^
on peut toujours la supposer telle, que ufx soit zéro, par ex. en suppo-
sant «==—- — j, on a afx = —- et afx = 0, sifx = x. Mais les au-
très équations (99.) demandent que les coeîflcieus différentiels c'/j-, b^Fx .... ue soient pas infiniment grands; car supposons b F x = oo pour « = 0,
cette quantité étant égale à ou auroit = c» pour a = 0, donc
AFx poiuToit avoir une valeur finie et ne seroit pas nécessairement zéro, résultat contraire ù la première des conditions (98.). Supposons è^Fx-=.<x,
pour a = 0, cette quantité étant égale u — ?— , ou auroit — j— = ce pour a = 0 , donc le seroit également et non pas nécessairement zéro,
résultat contraire à la seconde équation (98.) etc.
Les conditions (95.) ou Lien (99.) se réduisent donc A ce que 5Fx, c^Fx etc. ne doivent pas être oc. Doue la série particulière de Taylor (91.) ne siibsiste que dans les cas où les coéfficiens différentiels BFx, 8^Fx, .... B"Fx sont des quantités finies. Elle nauroit pas lieu si quelques - uns de ces coéfficiens ou un seul coL'fficient étoient infinis.
VL II y a encore ù remarquer que la série particulière de Taylor, si d'ailleurs les coéfficiens différentiels êFx, d^Fx.,.. ne sont pas des ([uantités infinies, peut subsister, même dans les cas où k est infiniment gi-and. Car supposons la condition remplie que S Fx, S^ Fx .... sont des tjuantités finies, les équations (99.) et par suite celles (97. et 98.) auront lieu. IMais si a Fx = 0 et A Fx = 0 la première des équations (96.) donne 0 = 0-j-(A; — a)Afx, c'est-à-dire A/x = 0 pour une valeur quelconque
de /f, et ù plus forte raison Z^f.r — 'O si A: = oc. Puis, A/ar et -^
36 5' ^*''- ^^^- t'ormules genJralei
étant zéro, la seconde des équations (96.) donne 0 = 0 -{- "^^— • — —y
^ ce
donc — - — est zéro pour une valeur quelconque de )i et à plus forte raison — — = 0 si ^ = ce et ainsi de suite, de sorte que toutes les écpia-
tions de condition (94.) seront satisfaites également. Donc la série (91.) peut subsister, même dans le cas ou k est oo.
On voit que les conditions que nous venons de trouver pour l'existence et la validité de la série particulière de Taylor doivent nécessairement être connues pour les applications de cette série. D'ailleurs la série n'est pas encore convergente si elle satisfait aux conditions (V.). Ces conditions ne se rapportent qu'à son existence.
Ayant trouvé et démontré les séries que présente le développement d'une fonction quelconfjue en variant ses élémens, il s'agit maintenant de juger la convergence de ces séries dans les cas définis, c'est-à-dire de juger la valeur du reste de la série. Si cette valeur ne diminue pas en augmentant le nombre des termes et ne converge pas vers zéro, la série est sans but.
Si la valeur du reste de la série pouvoit être trouvée exactement, on pourroit juger immédiatement sa convergence en faisant «= ?o dans l'expression du reste. Si cela donnoit zéro pour la valeur du reste, la série seroit convergente, et di^ ergente dans le cas contraire. Mais il est évidemment impossible de trouver l'expression exacte et finie du reste, toutes les fois que la série est infinie: car si cela étoit possible, on auroit une expression finie de la fonction proposée et sa valeur cesseroit d'être exprimée approximativement par la série comme le demande l'h^-pothèse, mais par un nombre fini de termes.
Il faudra donc plutôt se contenter d'évaluer approximativement la valeur du reste, c'est-à-dire de trouver des limites dans lesquelles cette valeur doit être comprise.
Oh connoît les expressions des limites de la râleur du reste de la série particulière de Taylor. Mr. Lagrange les a données par la voie des intégrales définies. Mr. Ampère a simplifié et perfectionné la recherche de ces limites dans un mémoire inséré dans le IS'"*" cahier du journal de l'école polytechnique, et a môme étendu ses recherches aux
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lonctions de plusieurs variables Jans le 11'"' cahier du 17"* tome des annales des mathématiques de Mr. Gergonne. Il ne nous reste donc ici quentre prendre la recherche des limites du reste de la série générale de Taylor. Ces limites peuvent être trouvées de la manière suivante.
20, 1. Soit (P(x,h) une fonction quelconque des deux quantités x et k, variables toutes les deux, mais soumises à la condition, que si par ex, X varie de a, k varie en même tems de — «. Supposons aussi que (p {x, k) n ait pas de valeurs imaginaires ni d infinies, mais que toutes les valeurs de cette fonction, pour les valeurs difi'éreutes de ses élémens x et k, depuis x jusqu'à x-\-k et depuis k jusqu'à 0, soient réelles et finies, de sorte que (p{x,k), dans retendue indiquée des élémens, est une fonction continue.
Cela posé, faisons varier continuellement a: de « et en même tems, suivant la condition ci- dessus, k de — «, on aura eu faisant usage du signe A,
f(f{œ-\-a. Te — a) —(f{x,h) = Acfce, \cf[cc-{-2a,k—2a) — cf(x-\-a, k~a) = A<p{x-{-a), 100. {y(x+3a, A-— 3a) — 9p(a: + 2f^, fc — 2a) = Afp[x-\-2c(),
rp{œ-\-ma, îc — ma) — (p{x-{-(m--i)ci,k — (m—i) a) =: A(p(,x-{-(m—l) a).
La somme de ces équations est
101. rf(x-[-ma,k—ma) — q>(a:,k) = A(fx-\-A(f(a:-\-a)-^A(p(x-{-2a) ....
La quantité a étant arbitraire , on peut supposer mci=i k. Cela donne?, en divisant par k,
ino fT(x-\-k,0)—tp(x,k) _ A(fx+Aci:(x-i-a')+Arf(x+2a).... + A(p(x-{-(m—Va) A: m a
Stipposons
103. A (px-{-Acp{x-\-a) + A(p (x-\-2a) . . . . + Acp{x-{-(m —1) a) = mAcp {x-{-uce),
l'expression (102.) se réduira à
Maintenant l'expression (103.) fait voir que les quantités A(px, A(p(j;-(-a),
vfi §. 21. III. l'orriiules générales
A(p(x-\-'2a), ...., soit quelles aient toutes le même signe, soit que leurs signes soient différents, ne peuvent être, toutes en même tenis, ni plus grandes ni plus petites que la quantité A(p(x -\- fia), car si cela étoit, la somme des m quantités A(px, A(p{3c-\- a,), .... seroit ou plus grande ou plus petite que m fois la quantité AÇ)(x -{- iJ.a,) et non pas égale à ce midtiple de A<p(x -\- fJLci)^ comme le veut l'équation (103.). Donc, toutes les quantités A (p a-, A(p(x -\- a,), .... ne pouvant être égales entre elles, il Y en aura nécessairement parmi elles quelques unes de plus grandes et d autres plus petites que AÇ)(x -\- iy.a,). Donc la valeur de A(p(x-\- }ict) sera nécessairement comprise entre celle de la plus grande et celle de la plus petite des quantités A (p a-, A(p{x-\-a), A(p{x-\-2a), .... c'est- à -dire
entre la plus grande et la plus petite valeur de Acpx. Donc aussi — '^^ — ^—
sera comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de — - — , et,
— ^— — étant e»al it -'— — ■ ; ^-^ -, la valeur de cette dernière
quantité sera comprise entre la plus grande et la plus petite valeur que
— ^ ou bien ^^ — ■ — puisse avoir pour les valeurs diiférentes de x et /c,
depuis X jusqu'à x-\- k et depuis k jusqu'à zéro.
II. La quantité a étant arbitraire, on peut la supposer zéro. Dans
ce cas la quantité — ^— se réduit au coefficient différentiel B(px. Donc le
théorème que nous venons de trouver fait voir, dans ce cas particulier,
qvie la valeur de — —^-^ — est toujours plus grande que la plus
petite, et plus petite que la plus grande valeur du coefficient différentiel c (p .T , Çx étant une fonction continue de x depuis x jusqu'à x- -\- h et depuis k jusqu'à 0. C'est le théorème de Mr. Ampère, qu'il a démontré à l'endroit cité.
tel»
Nous allons maintenant appliquer le théorème général du paragraphe précédent à la série générale de Taylor (78.).
I. Mettons dans cette série k-{-a. et h. — a au lieu de x et / et déduisons du résultat la série primitive, nous aurons, en désignant le reste de la série suivant (80.) par B„:
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0 = /•■(.T + «) — Pjc
(k — r()(k—2cc) k{k~a) ^ ^
(A-_a)(A- — 2«)Cfc — 3«) .,p, , , k(k — «){k — 2
•I.àcc'
A»F(a-+«)-"'" .,'.- ^'^^A'Fx
,{k-aHk-2a)....(l--na) k{k-a)....J.— (n-l)c. ^
^ 2.3... .net" "^ ^ '' 2.3....f,«'' "^ '^"
II. Maintenant
est une fonction de x et A-, et le signe A dans son expression veut dire, que X doit être varié de «, et A- en môme tems de — a,. Aiî„ sera une fonction semblable. Donc les (quantités R^ et AR„ seront déjà comparables aux fonctions (p(x,k) et A(p{x,k) (§.20. I.) en ce qui regarde leur composition. Elles leur seront comparables en tous les points si la fonction Rn a la propriété de n'être ni inGui ni imaginaire pour aucime valeur des élémens x et k depuis x jusqu'à a:* -j- A et depuis k jusqu'à zéro. Considérons d'abord un nombre fini de termes de la série (78.). Si aucun de ces termes n'est ni infini ni imaginaire ponr aucune valeur des élémens
, , . ^ , V . ■■ vrr' AFx A' Fx A'-Fa: ^
X et kt c est -cl -dire si aucune des diuerences , — j — .... — -, — , et
Fx lui même ne l'est pas, la somme des termes sera dans le même cas; et si encore F{x-{-k) est réel et fini, le reste R„ sera nécessairement luie
quantité finie et réelle également. Donc si aucune des quantités Fo-, ,
— ~ , . . . . — -^ — dans la série (78.), n étant d'abord supposée un nombre fini, n'est ni infini ni imaginaire, le reste R„ de la série sera une fonction de a: et A: parfaitement semblable à la fonction Ç{x,k) (§. 20. I.) et l'on pourra supposer
iî„ = (p(x,A
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III. Remar<i,iions d'abord qu'en écrivant dans lexpression du reste E„ , jc-^k au lieu de x, et dain-ès la condition, 0 au lieu de h, la valeur du reste se réduira à zéro. Eu eflet rex[)ression (78.) donne
11_>. R„ = (f{xA) = F(x + /0 — Fx — — AFx— ^"^,f7"^A'fx....
a lia
l(k^a)(k — 2tt)....{k—(n-l)cc)
et si dans cette équation on fait x = x -\- k et k = 0, elle donne
113. R„ = cf {x-\-k, 0) = Fix-^k) — F{xr\.k) = 0, les valeurs de toutes les rpianlités AFx, A^Fx, .... ATx étant sup-
posées limes: donc en composant la quantité -2-^^ — ■ pour la
valeur actuelle i?„ de Ç(x,k) on voit que cette fjuantlté est = — -^^^ —
TV. Mais suivant le théorème (§. 20. I.) la valeur de la (juantité
"^ ' — ^ — ^^* toujom-s comprise entre la plus grande et la plus
1 1 Afp(x,k) , , .^, cf(x4-k,0)—(p(x,k) ,
petite valeur de — -' ; donc la quantité ~ ■ — étant
— -^ dans le cas actuel, le théorème nous apprend que la valeur de
^ est comprise entre la plus grande et la plus petite valeur de
— — -^— - = ^ '", ou bien' — ^ entre la plus grande et la plus petite valeur de .
T. Cette dernière quantité est égale à -^^ /'„+, (109.), donc la
\ aleur de -77^ est comprise entre la plus gi-ande et la plus petite valeur de ^^-7— ^n+. > ou, ce qui est la même chose, if„ lest entre la plus grande
et la plus petite valeur de (n -\- 1) 7",.^, ; T„^^ étant le premier terme du reste Rn •
Donc nous venons de trouver le théorème suivant. Si dans la série générale de Taylor (78.) les valeurs de toutes les quantités F{x-{-k), Fx, AFx, A^Fx,.... A" /a: (« étant supposé
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dabord un nombro fini) sont réelles et finies pour toutes les valeurs des élémeus x et k dépuis x jusqu'à 3C -^ k et depuis k jusqu'à zéro, la valeur du reste R„ de la série, qui suit le n"" terme après le premier, est comprise entre la plus grande et la plus petite valeur (pie sou premier terme T„^^ peut avoir pour les différentes valeurs des élémens x et k.
VI. Ce théorème suppose que le nombre des termes de la série <p!i précèdent son reste est fini. I^lais on peut faire voir que, sous les conditions établies, le théorème a également lieu pour un nombre infini des termes.
Si les termes de la série vont en augmentant, elle est évidemment divergente et il n'est plus question du reste. Si les termes sont égaux entre eux, et de même signe, le théorème donne des limites infinies pour la valeur du reste, comme il le faut. Si les termes de la série sont de jgfandeur égale et de signes différents, la série n'exprime aucune quantité déterminée. Il ne reste donc que le cas où la valeur algébrique des termes de la série va en diminuant par termes ou par groupes de termes.
Si dans ce cas le théorème donne des limites finies pour la valeur du reste R„ qui suit un nombre fini de ternies, cela fait voir que la valeur de la série dans toute son étendue est finie , car i?„ exprime la sommo de tous les termes de la série à l'infini, qui suivent le /z""' après le premier. Donc aussi une partie quelconque de la série, à partir de son premier terme et allant même jusqu'à l'infini, aura une valeur finie, les termes ayant été supposés décroissants, ou par termes ou par groupes, et la partie ne pouvant être plus grande que le tout. La somme des termes qui précèdent le reste de la série aura donc toujours une valeur finie, même si l'on prend un nombre infini de termes. IMais la condition (n.) de l'exactitude du théorème veut que la somme des termes qui précèdent le reste soit finie; donc le théorème a également lieu pour la valeur du reste dans l'infini.
Yll. Si la plus grande et la plus petite valeur du premier terme du reste dans fiufini, prises (n -f 1) fois, sont zéro toutes les deux, le reste de la série, cpii suivant le théorème (V.) est compris entre ces deux limites, le sera également. Donc la série sera convergente dans ce cas.
\^IT. Piuscpie la série générale de Tavlor (78.) se réduit à la série particulière du même nom (91.) quand on fait a = 0 sous condition
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qu'aucuu coi'Tficieut difTéreutiel ni le reste ne soient infinis (§. 18. Y.) et que cette condition s'accorde avec celle de l'exactitude du théorème des limites du reste de la série ^('nérale, qu'aucun de ses termes ne doive être infiniment grand: le théorème aura lieu également pour la série particulière de Taylor et
la ^ aleur du reste de cette série qui suit nn nombre queIcon<iue n de ses termes sera toujours comprise entre la [tUis grande et la pUis petite valeur du premier terme du reste, pris (/2-f-l) fois, sous condition ([u'aucun coefficient différentiel ue soit infini ni imaginaire et que la série aille en décroissant. Si ces limites de la valeur du reste sont zéro dans l'infini, la série sera convergente.
Quant à la série générale de Taylor, il y a un cas particulier, où le théorème des limites de la valeur du reste trouvé ci-dessus, ou [ilutôt la série elle même, n'ont pas lieu si l'on prend à l'infini le reste et la série. C'est celui où toutes les différences AFx, A° F^r, .... sont égales entre elles et à la fonction Fœ, et alternativement positives et négatives. Nous verrous plus bas un exemple de ce cas en traitant des facultés analytiques.
Dans le cas d'exception la série (78.) donne
f;.+.) = f.(._i + '4^,=fl)-'2i^=lil). ...) + «.
Mais on a, comme on le verra plus bas dans le développement des puissances,
. l , k(f: — a) l(k — a^(ls—1c()
lie. 1 \- ., , — Tr-7-5 ■ . • • • ^ = (1 — 1
et (l — 1)" est zéro toutes les fois que — >0; donc 1 équation (114.) se
réduit ù
De sorte que l'évaluation du reste i?„ de la série par ses termes cesse d'avoir lieu dans l'infini, pui-sque la série, si on la continue à l'infini, nexiste plus.
Si Ion vouloit appliquer le théorème des limites du reste ^„ au eas actwel, en supposant n^x,, on trouveroit pour limites du reste la plus
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, 1 ,.,. MJc—a)(l-—'2a)....(k—na)j-
«i-aiule et la plus petite valeur que la quantité n— ^ ^^q:; J! x
peut avoir pour toutes les valeurs des élémens x et k depuis x jusqu'à
, , , - . ; • .\ f n/f • 1 .'i' fc(^' — «)''''' — 2œ) (k — net)
x-\-k et depuis k jusqu a zéro. Mais la quantité --^ ""^""-h >
comme on le verra plus bas, est zéro pour 72 = 00 toutes les fois que —
ou bien A-|>0; donc on trouveroit i?„ = 0 pour /z = ce et la série (114.) donneroit
F(x + A) = F^(l--i + ^l|=^^ ..) = (l_l)^Fx
ce qui est évidemment faux. 3Iais l'application du théorème des limites du reste de la série n'a pas lieu ici, puisque la série qui précède le reste est zéro pour une valeur quelconque de a-, si A: est >0, de sorte qu'aucun terme pui pomait servir à l'évaluation du reste n'existe. On verra encore plus clairement la raison de cette exception dans la démonstration même du théorème des limites (§.21.). En eflPet une des conditions de l'exactitude de ce théorème, comme le fait voir (§. 21. III.), est, que (p{x-\-k,0) doit être zéro en supposant R„ = (p{x,k). Cette condition cesse d être satisfaite dans le cas actuel, car ici le reste R„ est la quantité F(x-\-k) elle même, qui n'est pas zéro en y mettant x -{- k au lieu de jr et 0 au lieu de k, mais plutôt invariablement F(x-\-k). La conclusion de (§.21. III) que (p(x-\-k,0) est nul puisque tous les termes qui précèdent le reste se détruisent en mettant 0 au lieu de k et x -\- k au lieu de X excepté le premier terme qui donne F(x-\-k), de sorte F(x-{-k)^ 2r(_y_j_/.)-|_iî_ et B„=^0, n'a pas non plus lieu ici, puisque la série elle même qui précède le reste est zéro et cesse d'exister.
Il est vrai que la somme de la série (114.) qui précède le reste
R„ n'est zéro qu'autant cpie -^>0 ou bien A>0 et non pas dans le cas où
k=iO et x = x-\-k, qui est un de ceux qui se présentent dans l'évaluation des limites du reste. Dans ce cas ou a (1 — 1)" = 1 et l'équation (114.) donne F(x -{- k) = F{x -\- k) -{■ R„. 3Iais cette dernière équation donne R„ =0. Donc le reste est nul dans ce cas, et cela s'accorde axée le théorème des limites; d'où l'on voit que ce théorème est loin d'être en défaut, même dans ce cas actuel. Il cesse seulement ici d'être généralement applicable.
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La valeur du reste de la série est d i scout in ue dans ce cas. En effet réquatiim (114.) donne i?„ = F(.r4- A) pour une valeur (juelconque de A: plus grande que zéro, et M„=zO pour k = 0.
Bailleurs il n'y a (juuu seul cas, celui de la nouexistence de la série, ou bien de son indépendance des élémens a: et A-, où le théorème des limites du reste ne soit pas ai>plicable. Il l'est effectivement dans tout autre cas où les termes de la série qui précèdent le reste dépendent des élémens variables a: et k.
L'exception de la règle n"a pas même L'eu, si la série de développement n'est pas infinie mais plutôt finie ; dans ce cas la somme des termes (jui précèdent le reste n'est pas zéro, mais elle dépend de a; et k; donc le théorème des limites y est applicable. Si l'on ue prend qu'une partie dos termes de la série finie, le reste sera compris entre les limites du théori-me. Ces limites se réduisent par elles mêmes à zéro à la fin de la série. L'exception, comme nous l'avons dit, n'a donc lieu que dans le seul cas où les différences A Fa?, A'^Fx^ A^Fx, .... ont des valeurs égales et des signes alternativement différents, et où la série est infinie. Dans ce cas le développement même de la série n'a pas lieu, et par cette raison le théorème des limites n'a lieu non plus ni pour un nombre infini ni pour \\\\ nom!)re fini des termes.
Les limites de la valeur du reste de la série générale de Taylor trouvées (§. 21.) seront ordinairement assez éloignées l'une de l'autre^ surtout à cause du coefficient n-\-i dans l'expression {n-\-l)T„+^, lequel est infiniment grand pour « e= co. 3Iais il existe des limites beaucoup plus resserrées qu'on trouve comme suit. I. Xous avons w\ phis haut que
ARn-\-'^Tn
ou bien
119. A lî. -H ^^ - "^^ ^! - ' "^ • • • ■!' -^ A'-+' F. = 0. (105.) Cela donne
Soit M la plus petite et IV la plus grande des valeuus que la quantité
4g i. 23. Jorm. 121. — 128. 111. Fuimu'es ç^'/u'iales
^'' peut avoir pour les valeurs différentes de x- depuis x jus(|uri x -\- k,
de sorte que
A '=+' Fx 121. ii-^^— >3/<A',
légalité étaut la limite pour la valeur des signes > et <; et } comprise, on aura en vertu de (120.)
,23. AJ^. + °"^-''''^73;°^.„-"-"°'a->0.
IL Mettons A — « au lieu de ;t dans 1 expression :y-.- j-jTî "
et déduisons du résultat la (juantité primitive, nous aurons
/k{k-tt){k-'2cc)....{k-ria\ _ {k-a)[k-2a){k-3a) .... fA--(?; + l)«) kik-a){f,-'2a) .... (k-na) ^\-~2:37...[n-\-l) )- 2. 3. ...(«+!) 2.3.. ..(n+1)
donc
n{k — a){k — 2a)....{k — na)\ _ a (k — a) (fc— 2 «) . . . . (/.■ — « g) l'*^*- - - V 2.3....(.. + lj / - 2737";: •
La quantité s\ di-oite dans cette expression est égale au facteurs de 31 et N dans (122. et 123.); donc ces dernières expressions peuvent être représentées par
et
ARn-NA [-^ ^fc:^-ï
ou bien M et TV étaut des constantes sur lesquelles le signe A n'a point d'effet, par
et
Dans ces expressions les quantités qid, sous le signe A, suivent R„ ne sont autre chose que la plus petite et la plus grande valeur du premier terme
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T^^^ du reste i?,; car ce tenne est suivant (78.)
lOQ T _ ^^^■ — '" (/.■ — 2 «) . . . . A — n u) A''+' Fx
M -r—^ r^nr\ ^^^ ^* l""^ petite valeur de y„+, et
131. ZV^ — ; —^ 'ï~~ X-'u " — ®^*^ '^ P'"^ grande valeur de 7],+, .
III. Cela posé, si, dans la série (78.), les quantités F{x-\-k) et l'x avec les /2 + 1 premiers termes qui suivent Fx, n étant un nombre fini, ne sont ni imaginaires ni infinies, le reste i?, , comme il a été remarqué (§. 21. n.) ne sera également ni imaginaire ni infini; donc les quantités sous le signe A (127. et 128.) composées du reste i?„ et de son premier terme ^17+1 (130. et 131.) seront des fonctions de x et A- ni imaginaires ni infinies pour aucime valeur de leurs élémens. Donc ces quantités seront parfaiteliient semblables à la .fonction (p (x, A) supposée (§. 20.) et on pourra faire
,32. K - .« '.itz^^;.:f--Zi^ = ,, (., .) e.
,33. .,- .v^.I^»)£=M^^-ziiiO = ,.(,,,,
IV. Donc, eu vertu de ce qui a été démontré (§.20.), la valeur
Il t'i' q>Jx-\-k,Q) — w {x,ic) . . ..II
de la quantité ^^ — — -j_ — ^-^ sera toujours comprise entre la plus
j)etite et la plus grande valeur de "^ ' ^^' , et la quantité '^^ ^ i—'Pi^-, l
entre la plus petite et la plus grande valeur de — £j±-^—!..
Mais nous avons vu (§.21. ITT.) que R„, en y mettant x-{-k au lieu de X et 0 au lieu de A, se réduit à zéro. II en est de même des
,.,, j.jl-(k—a){k—2a). ..{k — na) ■,-k(k—cc){k — 2a)....(k—na)
(juantites M — Ç-i-„ / . . et iV -i i^- ——.- ,
^ 2.3.... (^4- Ij 2.3....(n+l) '
ces cjuautités a^aut A pour facteur. Donc les quantités cp, (.r, A) et (Pi{x,k), (132. 133), en y mettant x-\-k au lieu de x et 0 au lieu de A, se réduisent à zéro , et on a ip^ (a; + A, 0) ^ 0 et <pj {x + A, 0) = 0. Par là les
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quantités — ' — -^ et -^ ' ^ — ^-^ se réduisent ii
_q^j£jO ç^ _Ï2l£ii}. Donc en vertu du théorème (§.20.), que nous
venons de citer, la quantité — ^^' — ^^^^ comprise entre la plus petite
et la jilus grande valeur de ^ ^' et la quantité — ^' f^' entre la plus
petite et la plus grande valeur de — ^ ou bien ^-^ — ■ sera comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de A(p,{cc,h) et — a(f^[x. ,) gjj^j^.g [g pj^,g petite et la plus grande valeur de A cPj (ji-, A).
T. Mais les quantités A(p^{x, k) et A (p^ (x, k), comme le font voir (132. et 133.), ne sont autre chose que celles (127. et 128.). Ces dernières quantités, comme le font voir les expressions (127. et 128.), ont la propriété de n'avoir, la première que des valeurs négatives, et la seconde que des valeurs positives. Donc aussi la plus petite et la plus grande valeur de A(p^(x,k) seront négatives en même tems et la plus petite et la plus grande valeur de A<p^(x,k) positives toutes les deux. En appli- ([uant cette remarque au résultat (I^ .) on en tire la conclusion que la
quantité — ££i^j — ggra toujours négative, c" est-à-dire «ci^O et la quantlt^, — "'^^^^' toujours positive, cest-ù-dire >0. Donc les quantités
(Pi(.r, A') et (p^{x,k) auront nécessairement des signes différents, cestù-dire, si luue est >0, l'autre sera ^O.
Mais ces quantités, comme le font voir les expressions (132. 133.), ne sont axitre chose que les différences entre le reste B.„ et la plus petite et la plus grande valeur de son premier terme. Donc la valeur du reste est comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de son premier terme.
VI. On a supposé jusqu'ici que le nombre des termes qui précèdent le reste est fini (III.), mais en vertu des réflexions (§.21. W.) le ré-sultat a lieu encoi-e si même le nombre des termes est infini; donc on a le théorème suivant.
Si dans la série générale de Taylor (78.) les quantités F{x-\-k) et Fx et tous les termes de la série qui suivent ne sont ni imaginaires ni infinis et vont en diminuant, la valeur du reste iî„ qui suit les n
iU développement. J. l'3. 4q
premiers termes après Fa- est comprise entre les valeurs de son pre-
X- (A-— aVA— 2 «1 , . . . f A— ,T «) A''+' F.r
mier terme i>..j ....,„.i-n ■ ^^,+. correspondantes à la
plus grande et à la i)lus petite valeur que peut avoir la quantité — ^jfî — pour les différentes valeurs de x depuis x jusqu'à x-\-k.
On voit que si dans l'infini ces valeurs du premier terme du reste R„ sont zéro toutes les deux, le reste sera zéro également. Donc dans ce cas la série sera convergente. Si les deux valeurs du premier terme du reste dans l'infini ne sont pas nulles mais finies on mfinies et de même signe, la série sera divergente.
Vn. Puisque la démonstration de notre théwème a lieu pour une valeur «{uelconque de j", et nu-me pour « = 0, qui est le cas de la série particulière deTaylor sous la condition (§. 18. YL), le théorème s'appliquera également à cette série et il s'éuoncei-a dans ce cas comme suit:
Si dans la série particulière de Taylor (91.) les quantités F{x-\-k) et Fx et tous les termes de la série qui suivent ne sont ni imagiuaii'es ni infinis et vont en diminuant, la valeur du reste R^ qui suit les n premiers termes après Ix est comprise entre les valeurs de
son premier terme y^ . . . o""^^ Fj? qui correspondent à la plus
grande et la plus petite valeiu* que peut avoir le coefficient différentiel c*"+'Fx pour les différentes valeurs de x depuis x jusqnà x-^k.
Si dans l'infini ces valeurs du premier terme du reste iî„ sont zéro toutes les deux, le reste sera zéro également et la série sera convergente. Si les deux valeurs du premier terme du reste dans l'infini ne sont pas zéro mais finies ou infinies et de même signe, la série sera divergente.
Le théorème général que nous venons de démontrer donne, comme on voit, dans le cas de la série particulière de Ta} lor le théorème de Lagrange démontré plus simplement par Mr. Ampère à l'endroit cité.
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IV. Application des formules générales de développement
aux puissances.
Le secours de formules générales de développement est nécessaire pour l'évaluation des valeurs des puissances dans les cas où la multiplication et l'addition ne suffisent pas seules à leur calcul immédiat suivant ies formules fondamentales. IMais ce sont toujours les équations fondamentales doù il faut partir, même en faisant usage des formules de développement.
Nous commencerons par une remarque préliminaire.
Supposons la puissance
ivy = z
il y aura trois quantités «, y et z, dont chacune dépend des deux autres. E y aura donc à calculer
iz par u et y, y par z et ;/, u par y et ;:,
et puisque chaque élément peut être varié isolément, l'autre étant regardé comme invariable, il y aura les six problèmes suivans:
SI. et 2. calculer z par u et y en variant u et y, i«u. s 3. et 4. calculer y par z et u en variant z et u, \ 5. et 6. calculer u par y et :: en variant y et z.
Mais ces sis problèmes, comme ou le verra, peuvent être réduits à un seul cmant au développement, et les résultats des solutions des autres peuvent être trouvés par les équations fondamentales seules sans nouveau développement.
II sera naturel de choisir pour faire le développement nécessaire, le cas où l'effet de la variation de l'élément regardé comme variable devient évident par les équations fondamentales elles mêmes. C'est celui où l'exposant varie. Car la première équation fondamentale (3.) exprime immédiatement la variation dune puissance produite par celle de l'exposant. En effet, en variant j de /t dans ;^ , on a immédiatement, en \ ertii de la première équation fondamentale, u'+^ = u''.«*. Donc nous partirons de ce cas là, le second des cas (136.).
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Supposons donc
u-' = z==. Fy
u t'tant regarde' conimo invariable et y seul comme variable.
La variation de j étant A-, la série générale deTaylor (78.) nous donne ici
138. F{y-\- le) = Fy 4- — AFy + — jj^^r— ^ -^ ^ H 2:^c? '^ ^^ ' * ' •
, k{k-a' (k-2a) .... (A-- (n-l)ft) y,„j, fe (A-«) '•A-2ft) .... (k-m<) ^ JF(r+J.)—Fy\
Le signe A vent dire que dans la quantité devant laquelle il est placé, l'élément v^ariable doit être varié de la quantité ci, et qu'après, la quantité primitive doit être déduite du résultat. Donc on a ici AFj- c'est-à-dire i''(Y-\-ci) — Zj = «■*+" — u^'. Mais en vertu de la première équation fondamentale des puissances (3.) on a «'+" = ?/'.?/', donc AFy = u^ .u" — i/^ ou bien
AFy = jO{ii" — i
De là on trouve
/A''Fy = {u>+'' — uy){u" — i) = uy(u" — i)iu''—i) =(/)•(«« — 1)2, ^^ j A^Fy = („v+«_„.v^(„«_ij2 _ „;(•„« _t^(,,._i^î _ j,y(^,,cc_iy^
[A"Fy = (;<)+'' — «)■)(,<«— l)''--= i/>(h«— l)(u«— 1)"-'= w)(w« — 1)";
donc en vertu de (138.)
, A:(A--«)f/;--2K)....a--(«-l)K) ^ ^ ^„ , k (k-a) (k-2a) .... (A-7itt) ^ ^/,^+*_,,y'^ ■•••"'" 2.3. ...«a- "^^" ~^^ "»" 2.3....««'' "^ V k )'
ou bien, «>+*^ étant =uy.u^ (3.),
A-(A--ft)(A--2g :....( A- (w-l)cO Z'^^^X"] _i_ k{k-a)(k-'2u)....{k-na.) ,, ^,<v(,/— t)^^ ■ 2.3....n \ a )W 2.3. ...««" V k )'
Mettons la série que nous venons de trouver sous la forme sui\ante, soiis laquelle elle est encore i(Ienti<piement la même chose.
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m. M-(«-)"=o.-)-Ii+|("--')+j|(^i)y-')'+j^~(^i)(|-2)(»--i)-....
et écrivons dans cette série u au lieu de u". v au lieu de — et A: au lieu
de — , nous aiu'ons
'••'■*" 2.3....« ^"-^> p 273777:71 ^ \ fe )■
La transformation que nous venons de faire est évidemment praticable dans tous les cas oii Ton donne une valeur finie à la quantité ar- •bitraire «, mais elle ne lest pas dans le seul cas où l'on veut que a soit
zéro, car cette valeur de « donneroit dans (143.) «"= 1, -^= co et — = cx>
de sorte que l'expression (143.) seroit indéûnie. Donc l'expression (144.) a lieu pour ime valeur quelconque de a, excepté la seule valeur zéro. Donc aussi cette série est absolument aussi générale que celle (142.), excepté le seul cas « = 0.
Si Ion fait j = 0, on a, y° étant = 1 (7.)
•••• + iTàTT^Ji ^"-^^ + 2737777^^ ^ \~k~)
et si l'on suppose
xf = 1 + kx -j — ^— — x
k{k-i) (k--2) .... ik-(n-l)) „ , k{k-m-2)....{k-n) ^ /('J+.r)^-i\
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OU I)ion ciipore, si pour abrcger ou veut se servir de la notation des coelïiciens (79.),
148. (l+x)^ = l+A'.a-+A',x'+A-,x^...+Âr„x''+(/2+l)^,.^.AY^^ti\
C'est là la formule connue du binôme, mais dans la jilus grande griR-raliti' ; car les quautitc's u et k, ou bien j7 et k, peuvent être tout ce (pion voudra, réelles ou imaginaires, ou même infinies, le développement de la formule uétaut fondé que sur des transformations identiques qui ont L"eu sans aucune condition. Eu même tems la formule (148.) présente l'expression du reste de la série.
Etant partis immédiatement des équations fondamentales et n'ayant fait que des transformations identi(jues, la formule du binôme a été tromée seulement au moyen d'opérations purement élémentaires et d'im seul coup, sans passer successivement des cas particidiei-s aux cas généraux, comme à lordinaire, sans faire aucune supposition hypothétique, comme par. ex. celle de la forme de la série, et sans le secours de lidée des Liûnimentpetits ou des limites etc.
Cela est important pour les élémens, et cette première application des formules générales, posées solidement, pourra déjà fah'e sentir l'elFet de cette méthode générale qui est seule, à ce qu'il semble, propre à la nature de l'analyse. On sait combien d'artifices il faut pour le dé\ eîoppement ordinaire de la formule du binôme, pour lui donner quelque généralité, et, que néanmoms la démonsh-atiou n'en ne réussit pas rigoureusement dans tous les cas, par. ox. dans ceux des \ aleurs imaginaires de la base ou de l'exposant. La méthode générale fait évanouir toutes les difficultés, sans d'autres moyens que les plus élémentaires.
Si l'on naimoit pas à mettre les développemens généraux à la tête des élémens, comme cela devroit être efFectivement, on pourroit aussi démontrer séparément, et avec une rigueur égale, la formule du binôme, en imitant le développement de la série générale de Taylor pour ce cas peirticulier. On peut voir cela dans le petit mémoire inséré dans le journal des matliématiques sous le No. 25. tome 4. cahier 3. page 305.
54 §• 2G. Jtitm. 141'. — Ijl. IJ"^. AppHccidon des formules générales
II sagit maintenant de la convergence de la série (142.). La recherche en est indispensable, car la série, si elle ctoit divergente, ne seroit d'aucuue utilité.
I. A la place de la série (H2.), si pour le moment on veut laisser de côté le cas « = 0, on peut mettre la série (144.) qui, y étant supposé zéro, donne la série du binôme, et cfiii, comme nous lavons remarqué cidessus, fait fonction de la série générale (142.) dans tous les cas, excepté le seul cas a = 0.
Donc la recherche de la convergence de la série générale se réduit d abord à celle de la convergence de la série (144.), le cas «=U étant excepté.
II. Supposons réelles toutes les quantités qui entrent dans l'expression (144.). Dans ce cas le théorème de la convergence (§. 23. VI.) y sera applicable.
III. Suivant ce théorème la série sera convergente si ses termes ne sont pas infinis, s'ils vont en décroissant et si du premier terme de son reste li„ savoir du terme
les valeurs q»ii correspondent à la plus gi-ande et à la plus petite valeur que peut avoir la quantité
uy(u-ir
pour les valeurs différentes de y depuis y jusqu'à j + /r, sont zéro toutes les deux pour « = oc,
I\ . Mais le facteur u^, puisqu'il est commun à tous les termes <ie la série (144.) à droite et à gauche, et puisque par cette raison il n'in- Hue pas sur la convergence de la série, n'entre pas en calcul. Donc la série (144.), le facteur u^ étant mis de côté, se réduit à celle du binôme proprement dite, savoir à
i+;,(„-i)+ M|ll(,.i).+!i(i^(.-i,3...+^i^ilM
de développement aux puissances. j. 26. fonn. 102. — Ijj. j5
OU Lieu, 1 + Jf étant mis à la place de u, A celle; ci
et dans tous les cas où cette série sera conrergente, la série (144.) le sera également, et mr-me la série générale (142.) le sera, le seul cas « = 0 excepté pour cette dernière.
V. La quantité u^ étant effacée dans les expressions (149. et 150.), elles se réduisent à
r„^. = '^-^'^-'^■-^^iu^ir= Mic-m-2_)^.Ajç
A"+' Fy
Piuscpfici la quantité y, qui est la seule variable, n'entre pas dans (154.), on voit que les conditions de la convergence delà série (151. ou bien 152.) se réduisent à ce que ses termes ne doivent pas être iniuiis, qu'ils doivent aller en décroissant et que T„^j (153.) doit être zéro pour nz= oo.
VI. Ou voit qu'aucun des n premiers termes de la série (151.), ou de la série (152.), n étant fini, n'est infini, les quantités qui y entrent étant supposées finies. Donc la première des conditions de la convergence est remplie. Mais la seconde condition, que les termes doivent aller en décroissant, au moins vers linfiui, sera satisfaite d'elle même si le terme T„^i est zéro pour ns=oo. Donc la recherche de la série (144.) se réduit eu dernière analyse à celle de ce terme, et en vertu de ce tjui a été dit plus haut, il n'y a qu'à voir si
155 T^ - Hk-l)(k-2)....(k-n)
loD. y„+. _ 2. 3.. ..(« + !) ^ ^^-"^'^
est zéro pour n = oc, ou non.
VU. H y a quatre cas. La quantité x peut être ou zéro, ou + 1,' ou >1, ou entre 0 et 1. Les autres valeurs négatives de x rentrent dans celles-ci, parcequ'il ne s'agit point du signe du terme T„+^.
Premier cas, x = 0, nu. Dans ce cas la formule (152.) donne (1+0)*= 1 et il n'existe point de série.
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Second cas, ar= + I.
IX. .Si dans ce cas k= — 1, l'expression (155.) donne
et on voit que T„j^^ n'est pas zéro pour « = oc. Donc la série (152.) (jid exprime (1±1)~' est divergente.
X. Si k<i — 1, la valeur absolue de 7],^, (155.) est encore plus grande que 1. Donc la série (152.) en exprimant (1±1)~*, k étant >» 1, est encore divergente.
XI. Si /;> — 1, nous aurons la valem* de T„+, pour « == ^c en appliquant à I expression de cette quantité (155.) cette autre en facidtés (57.) savoir
qui a lieu pour j = oo. En effet en mettant dans le numérateur de /"„+,, li :=k, x = — 1 , j=n-^l et dans le dénominateur u = 1 , >- ^ « -j- 1, h = 1, on a
c'est-à-dire
et cela donne 7'„+, = 0 pour /? = cx, A étant supposé > — 1 ou Lien ^-fl>().
D après cela la série (152.) seroit toujours convergente si x= + 1 et /<->> — 1 : mais il y a ici à excepter le cas de (1 — 1)^, si k est >• — 1 et <;0. Car dans ce cas l'autre condition de la convergence de la série, qu'aucim terme ne doit être infini, n'est pas satisfaite, puisque dans ce cas (1 — 1)'" est infiii! lui même. Dojic l'expression de (1 — 1)*^ par la série (152.) n'est convergente que dans le cas où k'^0; celle de (l — 1)^ l'est toujours, k étant >■ — 1.
XII. Il y a encore les cas k = 0. Dans ce cas la série (152.) doiuie (1 + a^)* = 1. Donc on a (1 ± 1)° = 1.
Troisième cas, ar>»l.
XIII. Supposons x = l-\-z, on a en vertu de
c/e dtveloppemeni aux puissances. §. 26. Jorm, 159. — 162. 57
Cette série, n étant un nombre entier, fin i t par le terme " "~'^ '■■■•'■ -n
car les coefficiens de tous les termes suivants ont n — n :=0 pour facteur et sont zéro {tar cette raison, de sorte que la série donne la valeur complète de (l + :=)"+' =x'"'"'. Mais tous les termes de la série (159.) sont positifs, z ayant été supposé positif; donc la somme de la série est plus grande que chacun de ses termes. Elle est donc par ex. plus irrande ((ue le terme
160 (" + l)"("-l)---rn-(m-l)) „ z.o. , . . m
5Iais ce terme, m étant supposé un nombre fini, est évidement xj, si l'on suppose /2 = ce. Donc le second facteur de T„^, savoir ( I -f -)""*"', ou bien a-^"*"', est une quantité infinie si jr>l et /z = -c.
XIV. Cela posé, soit en premier L'eu A- ^ — 1 ou k<^ — 1, nous
avons vu (IX. et X.) que dans ce cas le premier facteur ' ' ""~ '} ~-~ ^^ZIZJ.
2.3.... {n-\-l) de T„+, (155.) nest pas nul: donc 7^^, dans le cas actuel nest pas zéro pour « = cc, mais au contraire infini. Donc la série (152.) e.«t divergente si .r>l et k= ou <[ — !•
XV. Soit en second lieu A
En appliquant à lexpressiou de T„^^ (155.) celle (157.) on a
comme le fait voir (158.). Mais x""^^ ou bien (1 + ^)"+', comme on la vu ci-dessus (XIII.) est plus «rand que '"+ '"~'., -•^"~^'"" — l^"-. / [go.), donc
Ifio T -^ ""— {n-\-\)n(n — \.-)....{n-{m-\))
"+'^2.3....m(i,-i-ir*-'- («-I-1/+' •
Ici le nombre m est fini. Mais il peut être supposé toujours plus «jrand «|ue Âr -{- 1 et les facteurs /z + 1, «, /z — 1, .... /z — [m — 1) peuvent être ju^és égaux entre eux si /z := oc. Donc on a ^„+,>0 et même oc pour /z = ^,
Donc la série (152.) x étant > J, est divergente dans le cas /5r>» — 1. Donc elle est toujours divergente si .r>l.
X^l. Il faut cependant excepter le cas k = 0. Dans «e cas ou a toujours ;.! -|-j:)° = l.
58 §• 26. form. 163. et 164. IV. Application des furmules géiuiales
Quati-Ième cas, ^f<^l et >>0.
XVII. On peut supposer dans ce cas x=^ t-j^ , de sorte que j?"+'= ■■ , ,^;
où z est positif. Puisque (l+i)""^' est înfuii pour /2 = xj (XIII.), le facteur x"^' de (155.) sera zéro dans le cas actuel pour « = co.
XVin. Soit en premier lieu A:> — t, lautre facteur \) i ~ (' li_ i )"
de (155.), comme nous l'avons vu ci-dessus (XL), est également zéro pour n=<x>, donc 7^,+, est zéro si A\> — 1, et la série (152.) est convergente dans ce cas.
XIX. Dans le cas ^^0 on a toujours
XX. Soit en second lieu k = — 1 ou <^ — 1. Supposons k = — 1 — s, f étant positif ft au moins zéro. Substituant x= i-\-z et Z: = — 1 — s dans (155.) on a
— l^z'2-\-2z'3-\-3z""vt-{-mz'in-\-l-\-[m-{-l):
Ici le facteur ^, — , m étant assez considérable, sera <[1 quels que
Tn-\-mz
soient s et z, puisque mz pourra toujours surpasser s. Les facteurs
qui suivent -^V"^. seront encore plus petits et iront toujours en ditni-
nuant. Mais d'après la remarque (XIII.) un produit dun nombre infini de facteurs, chacun moindre que lunité, est déjà zéro. Donc le produit (163.) où les facteurs sont «< 1 et vont en diminuant le sera à plus forte raison si n = oo. Donc T^^^ sera également zéro dans le cas actuel et la série (152.) sera convergente.
Elle sera donc toujours convergente dans le quatrième cas.
XXI. En nous résumant, nous pourrons énoncer comme suit ce que nous venons de trouver sur la convergence de la série du binôme
Cette série, x étant réel, est cjonvergente pour une valeur finie et réelle fjuelconque de l'exposant A si a->- — 1 et < + 1. Si a: = — 1 elle est convergente si k^Q, et si x=-}- 1, elle l'est si /f> — 1. Si A^ = 0, on a (l-|-a:)'^ = l pour luie valeur quelconque de x. Lia série est divergente pour toute autre valeur réelle de x et k.
de dtveloppcincJil niix puissances. {. 27, tn
XXn. La roclierche de la convergence de la série du binôme présentée dans le paragraphe présont est celle qui a été annoncée dans le jiotit ménjoire cité an commencement de la note préliminaire du mémoir(» i>résont, car, connue on l'a vu, nous avons opéré immédiatement sur 1 expression générale du reste de la série. Cette recherche est celle c|ui étoit destinée à être exclusivement l'objet de ce mémoire et «pii l'a occasionné.
On peut voir d'ailleurs par la recherche du paragraphe présent et par celle du mémoire cité, combien la théorie ordinaire du binôme, quoi- (jue objet très élémentaire et traité souvent, est incomplète. Même on trouve présenté le théorème du binôme sans la moindre notice sur la convergence de la série qui elle même u est pas démontrée H'^oureusement i>our une valeur quelcon<pie de l'exposant, et pourtant la série n'est boime à rien dans les cas où elle n'est pas convergente.
Nous avons vu (§. 25.) que la série (144.) embrasse de l'expression générale dune puissance développée en série (142.) tous les cas que présentent les différentes valeurs de la quantité arbitraire a, excepté le seul cas a = 0. Mais, comme îl est aisé de voir, on tire également la série (144.) de celle (142.) en supposant « = 1. Donc tous les cas de 1 expression (142.) auxfjuels donnent lieu les différentes valeurs de a. peuvent être en\isagés comme réduits à deux seulement, savoir au cas « = 1 et au cas a = 0. Le premier embrasse tous les cas correspondants aux diirérentes valeurs fmies quelconques de a. Le second cas subsiste isolément. Nous avons fait dans le paragraphe précédent la rechei-che de la convergence de la série générale (142.) dans le premier cas, où elle se réduit à la série (144.) et doime la formule du binê>me. Il nous reste <!onc à faire cette recherche pour le cas C4 = 0. Dans ce cas la série générale (142.) nous donnera les quantités dites exponentielles et les logarithmes. Nous commencerons par le développement même dune puissance en série, sous condition que la quantité arbitraire « du dé\eloppement général des fonctions doit être supposée zéro.
I. Comme la série particulière de Taylor (01.) est consacrée essentiolloment au cas où dans la série générale de Taylor (78.) la quantité « est zéro, nous partirons de cette série particulière. En effet
il 2
§. 27. fonn. 165. et 166.
ly. ^ppliculion des formules générales
dans lo développement général de la série (91.) on a eii déjà és^ard nnx conditions particulières de sou existence; et si, dans lui cas d'application, au lieu de partir de la série particulière de Taylor (91.) ou vouloit partir de la série générale (78.), il faudroit qu'on répétât dans le développement particulier ce qu'on a fait dans le développement général. Or par cette raison il vaut mieux de se servir de la série particulière (78.) dans les cas semblables au cas actuel. Cette série, quoique n'étant qu'un cas particulier de la série générale (78.), est particulièrement propre aux cas où dans la série générale (78.) la quantité arbitraire a. doit être supposée zéro»
II. Dans la série particulière de Taylor (91.) les quantités
AFr
— —-, — r-^ , . , , . de la série générale se réduisent aux coefficients dif-
férentiels dFy, d'Fy, B^Fy, .,..
Dans 1<> cas actuel d'une puissance ii^', ou a
a \ a /' Cl- \ u. n a^ \ a I ^
doue on a ici:
Vàh.
a. étant supposé partout égal à zéro.
Ces expressions de <9^'j, ^'^'jj •••• étant substituées dans la série particulière de Taylor (91.) elle nous donnera dans le cas actuel «le» puissances:
a étant supposé zéro. Cette série, sitivant les conditions de lexistence d«* la série particulière de Taylor (91.) aura lieu, si aucun des coefficients dittérentiols 5 /y, B'^Vy, »... (165.) n'est infini.
de développement nu.r puissances. j. 27. form. 16/. — 173. 6]
m. Dans loxpression tlii coefficient (llfit'fentiel
qui rcpre.soiite tous les autres, le facteur «■' n'est pas infini si les quantités « et y ne le sont pas. Il ne s'agit doue que de la valeur de l'autre facteur
l 1 pour a = 0 et « = oo,
x)^ = i+kx+!^^^œ-+ ^;^ •^'•-+ ^ 2!3....;z
De lu on tire. A- étant facteur commun de tous les termes à droite depuis celui A-jr jusfju'à l'infini
et en faisant k = 0,
170. '^"'"'^'''~^ = ar— |x» + |a:5— ia;* + fx'....±^x''....oo. Cette écjuation peut être présentée sous les deux formes suivantes
m. (l±£i!ll = £(2-.) + 3^(4-3x) + £:(6-5.).... + ^-^^(.^ et
Si dans ces expressions x est réel et ^ 0 et <^ 1 tous les termes à droite dans la première expression seront positifs et tous les termes ù droite de la seconde, excepté le premier terme x, seront négatifs.
Donc la valeur de ^ sera nécessairement >>0 et <Cjr, c'est-à-dire
]> 0 et <^ 1 , X étant supposé <[ 1 . Doue, u étant mis au lieu de I -{- ar, on
trouve que la valeur de — -^ — est >0 et <[l5 si u est > 1 et <^1.
Mais la ri^'- puissance d'une (juantité comprise entre 0 et 1, et qiii pour cela peut être représentée par r-^ , où z est > 0, est, suivant ce qui a été démontré (§. 26. XIII. et XVI.) = 0 pour n = ic. Donc on » ici
lu" iN"
r— 1 = 0 pour /! = X., a fiant >1 et
g2 §. 27. jorm. 174. — 177. IT'. application des formules ^enèiate^
V. Nous venons donc de trouver que des deux facteurs lû et ^"°~" j du coefficient différentiel 5" /y (167.) le premier li^ n'est pas
j , u étant > 1 et <^ 2, ne l'est pas non plus pour
« = 0 et pour aucune valeur de n , mais au contraire (pi'il est zéro pour « = oc. Donc les conditions de lexistence de la série ( 166.) seront satisfaites et la série aura lieu dabord pour toutes le valeurs de ii entre 1 et 2 et pour luie valeur quelconque de k.
VI. IMais on peut faire voir que la série (166.) aura lieu également pour une valeur quelconque réelle et positive de u. En effet la série (166.) ayant lieu pour inie valeur quelconque de /c, on peut écrire /// k au lieu de k ot m y au lieu de y oii /« est tout ce qu'on voudra. La série subsistera encore et on aura
1/4. „->+'"^ = „"" + m k (''^) u"'y + '-^ ('-^Tp^)' ""^ • • • •
. sTâr::;; \~ir) " • + ij:3::.T7; ' \ — ^l — ) '
« étant toujours entre 1 et 2. Cela posé, mettons également mk au lieu lie /.' dans la série (145.) qui a lieu sans aucune condition, elle nous donnera, «"'^ étant = (w'")*
1/5. (j/"'j*'=rl + 7(i7v(i(-ll t ;- [ii-l)^....+ -— ^ ("-1; •
l>e. là on tire
k L J ZtO J .o . . . . n J
et si l'on fait k = 0,
176. ^J!^!^—^ = ,„[(„_l)_|(«-l)^-f-i(„_l,\...+-i(M-l)\...]. Mais la série (145.) elle même donne
et pour k = 0
i)-i{u-if- + \(u-i)\...±l{u~i
de tUveloppeinent aux puissances. §. 28. fonn. 178. — 182. 63
(îonc OU a en vertu des deux expressious (176. et 177.)
On pourra donc mettre dans la s<?ne (174.), qui a lieu indubitablemont, — -i — au lieu de r/z.!^— - — , et cela donne
Mais u étant >1 et<C2 et m arbitraire, la puissance ù" peut avoir toute valeur réelle et positive qu'on voudra; donc en écrivant simplement u au lieu de «"" dans (179.), on aura
où maintenant u a une valeur quelconque réelle et positive. Donc la série (166.) a lieu pour ime valeur quelconque réelle et positive de u, pour une valem* quelconque réelle de y ^t pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de k,
Ayant trouvé les conditions de l'existence de la série (166. ou 180.) il s"agit maintenant de sa convergence.
I. Si Ion veut supposer réelles toutes les quantités qui entrent dans la série, le théorème de la convergence (§. 23. YI.) y sera aj>plicable.
II. Sui\ant ce théorème la série sera convergente si ses termes ne sont pas infinis, s'ils vont en décroissant et si du premier terme de sou reste R^ savoir du terme
les valeurs qui correspondent îi la plus grande et à la plus petite valeur que peut avoir la quantité
BTy = ù)Y— — j
pour les valeurs différentes Hey depuis y jusqu'A y-\-k sont zéro toutes les deux pour n = oo.
Q4 l- 28. foim, lb3. — 186. //'. AppUcaimn de& furmuti'S i^énciales
III. Mais le facteur lû, puisqiril est commun à tous les termes de la série (180.) à droite et à gauche, et puistjue par cette raison il n influe pas sur la convergence de la série, n'entre pas en calcul. Doue la série (180.), le facteur u> ayant été supprimé, se réduit à
et dans tous les cas où cette série est convergente, la série (180.) le sera également.
IV. La quantité W étant effacée dans les expressions (181. et 182.) elles se réduisent à
c-Fj = (^-^-j
Mais puisque la quantité y, (jui est la seule variable, neutre plus dans (185.), on voit que les conditions de la série (183. ou bien 180.) se rrduiseut i'i ce que ses termes ne doivent pas être inCnis, quils doivent aller eu décroissant et que 7"^+, (184.) doit être zéro pour /2 = ce.
V. On voit qu'aucun des n premiers termes de la série (183. ou 180.), n étant fmi, n'est pas infini; les quantités qui y entrent, savoir u et
k, étant supposées finies, car nous avons trouvé que " ~ est entre 0 et
u" — i 1 . si « est entre 1 et 2 , et =: m —^ — pour une valeur quelconque positive u" de u. Donc la première des conditions de la convergence de la série est satisfaite. Mais la seconde condition, que les termes doivent aller en décroissant, au moins vers l'infini, sera satisfaite d'elle même si le terme T'^., est zéro pour n = oû. Donc la recherche de la série (183. ou bien 180.) se réduit en dernière analyse ù celle de ce terme, et il n'y a <pi'à voir si T„+, (184.) est zéro pour n = » ou non.
VI. Comme '-^-tj — est toujours une quantité finie, on peut supj)0ser
186. l . '^-^ — A ou h est fini. Par cela l'expression (184.) se rédiut ù
de developpeineril aux puissances. y. 2'J. form, l!?/. et ISS. (j5
î^nJ-i ,-- — r^ r
.>.o....vn + l)
et il lie s'agit que de voir si la valeur absolue de cette quantité est zéro ou non pour /? = -o, K étant une (|uantité finie quelcontjue.
VII. Supposons la valeur absolue de A plus grande que le nombre entier y. et plus petite que ^ + 1. Puis mettons T„^^ dans la forme
joo r - J ^: i_ ^- ^
^ 2.3 — n f<+t ," + 2 fi-\-S n-\-i
On voit cjtie dans cette expression le premier facteur Tj-^r est
•C , o . , , . te
toujours une quantité finie. Le second facteur -^rj, K ayant été supposé plus petit que /"+ 1, est <!. Les autres facteurs qui suivent sont encore plus petits. Donc T^+, n'est pas plus grand que ^:^- . (-_!,)
Mais . ■ étant <[ 1, cette quantité peut être supposée = i^x", où z est
positif; donc T.+i uest pas |)Ius grand que :^ . „.._,,. Mais en
vertu de ce fpji a été démontré (§. 26. XIV et X^TI.) ^_^_^_^ est zéro
pour « = x;. Donc aussi J1.+,, le facteur ^^-^ de cette quantité étant
fini, n'est pas plus grand que zéro pour « =: 5c. Cest-A-dire T„^^ est zéro i>OHr /z = ?c, A, ou bien k et u, ayant des valeurs quelconques.
Donc la série (183.) ou bien celle (180.) est convergente dans tous les cas où y et k ont des valeiu*s réelles quelcou([ues et u une valeur réelle positive quelconque.
Voyons ce que nous donne d'ailleurs la série (183.) dont nous venons d'examiner l'existence et la convergence.
I. Nous avons vu ( §. 27. IV. ) que si u est entre 1 et 2, la qiian-
tité — ô~ ^st 6°*^''6 ^^ et 1, et (§. 27. VI. 178.) que ^^ — ^^ = '^ — a— j où
rn peut être tout ce qu'on voudra. De là on voit qu'en donnant à m une
valeur convenable, on peut faire '"•— ^ — = !• Donc aussi ^^ — Y) P^"*
être = t poiu* luie valeiir convenable de ù'", on bien de u, en écrivant simj)Ioment u au lieu de u'^. Soit e la valeur encore inconnue de u pour
66 ï- 29. fonn. 189. — 193. iK. Api>U(jation des, J'uimules ^c'ncralci
laquelle ^^-^^-=1, la série (183.) donne dans ce cas 189. c*= l + Ar + ^ + ,^-^+,^-^T-7 .... +
Par cette série même on trouve sur le champ la valeur de e si l'on fait ^ = 1, savoir
z = uy ■=. efy
Si l'on donne une valeur déterminée a la racine d'une puissanco, de sorte que l'exposant seul suffise pour exprimer la valeur de la puissance, on donne le nom de logarithme à l'exposant et celui de base à la racine. C'est la seule différence dans le sens des mots exposant et logarithme. La puissance elle même s'appelle aussi logarithmande. Si la base u est toujours la même pour ime suite quelconque de lôgarithmandes, cette suite présente un système logarithmique, et !a racine commime aux puissances en est la base. Dans l'expression (192.) y est le logarithme du logarithmande z ayant u pour base, et en même tems my est le logarithme du même logarithmande s ayant v pour base. Si les logarithmes d'un système quelconque ont la quantité e (190.) pour base, c'est-
ii-dire la valeur de u qui donne — -—=^\, ou les appelle naturels ou
hj'perboliques. Les logarithmes sont ceux de Briggs, si leur base est le nombre 10. On voit que cela ne diffère pas de ce qui est en usage. Mais même par cette raison il étoit nécessaire de l'énoncer, vu les diH'éreuces qu'offre ce petite mémoire dans les autres parties.
Jf divc'nitpemcnl .jkx puissances. J. 29. fonn. 194. et I9.j. 67
IV. Quant à la notation des logaritiimes, ou (es «k'siguc onlinairemcnt par leur nom abrégé log. Mais cette notation est évidemment incomplète et vagne tontes les fois que la base n'est pas déterminée une fois pour toutes, de sorte cjnellc ne varie pas dans tout le cours du calcul. Comme le terme logarithme ne désigne pas parfaitement la quantité f[u'on a en ww sans lenoncé de la base, parcequun nombre inCni de logarithmes d'un même nombre est possible suivant les valeurs différentes de la base, il est indispensablement nécessaire dénoncer encore la valeur de la base supposée. Cela pourra se faire commodément et convenablemont en mettant le signe de la base au dessus du mot log. par exemple en écrivant dans le cas (192.).
y = "z, my — 's
car cette dernière notation uest guères consacrée à un autre objet et elle n'est pour ainsi dire qu'une abréviation de celle (194.). Je me sers ordinairement de cette notation abrégée (195.); mais pour me rapprocher de l'usage ordinaire autant que l'objet paraît le permettre, je conserverai ici la notation (194.). Il est vrai que colle- ci n'est pas généralement en usage non plus : ordinairement on n'écrit que le mot log. et dans les cas où l'obscurité devient trop grande, on énonce additionnellement la base en mots. Mais cela n est pas bien fait. U est vrai qu'enfin il est possible dénoncer toute une formule algébrique par des mots au lieu de signes. Mais le signes valent mieux, et comme on sait, même une partie considérable de la force de l'analyse lui est donnée par l'emploi de signes, moyen extrêmement propre et efficace de combiner les conclusions et les théorèmes, dont la composition au moyen de mots seuls, sans le secours de signes, ne seroit guère possible. Dans les cas où il ne s'agit «jue d'une seule et même base, on peut sans doute se dispenser de lécrire, comme, par ex. et par comparaison, il n'est pas besoin dans un calcul analytique où n'entre qu'une spule variable, d'écrire cette variable dans les coëfficiens difTéi-cnticls. Dans ces cas la Tiotation ordiuaire suffit. Mais si plusieurs basus entrent dans le calcul ('es logarithmes, il est nécessaire de les
gg ^. 29. forvi, 196. — 203. IJ^. Application des formules ^l'nc'rales
énoncer, et cela se fait plus convenablement au moyen des signes quau moyen des mots.
lo«^ = log^.— — - = loge
log u log u
Cela fait voir que pour trouver le logaritbme d'une quantité quelconque s, la base étant u, par celui de la même quantité pour la base v oti e, il n'y a qu'à diviser ce dernier logarithme par celui de la nouvelle base, tiré du système précédent des logarithmes. En partant des logarithmes
dits naturels, le multiplicateur — ;r- (203.) est le module du nouv<^au
logw système, qui a u pour base.
Si w est ime nouvelle base, les équations (202.) donnent log («') = jlogw et log (z/>^)=y log w, donc
Je développement mix puissances. §. 29. form. 204. — 210. 69
et cela fait voir que les logarithmes d'une même puissance (juelconcfue u\ tirés des systèmes difTéreuts des logarilhmes, sont en raison des logarithmes des hases v et iv des deux systèmes sans que lexposant y y entre.
VI. Si Ion suppose u = e"', e étant toujours la fpiantité (190.) on a
log u
La formule (178.) donne le même résultat en y faisant u=e. En ell'et
elle donne dans ce cas ^— ^j — = 7;z ^ ~~ . 3Iais ~ = 1 (191.) donc
— j ou hien — r — = w, et puisque m=:logu (205.), — — = log m,
conmie (208.).
On appelle séries exponentielles les séries semblables à celles (207. et 189.). Elles sont, comme il a été démontré plus haut, convergentes pour une valeiu" quelconque de k et u.
VU. En mettant i-{-x au lieu de u dans (208.) on a
log(I+jrv = a-— ix'-{- ix'— Ij;' + ^x' ± -x
70 i- 30. Joim. m. 17'. ^4i,^:liiuUoii il fS formules ^eiitrules
Cette série, comme il a été démontré (§. 27. lY.) est d'abord convergente dans les cas où jr est >»0 et <; 1. Mais elle lest également si :r<;() et
> — 1. Car six est négatif, la série (210.) se réduit A log(l — x) =
— {x-\-\x^-\-^x^-\-lx*. ...-{■ — xi^ ) où maintenant x est regardé
comme positif. La valeur absolue du reste R„ de cette série qui suit le
terme — x , savoir B„ == — p^ ( 1 + jr — [- + x- -^ ) est évidemment
j)lus grande que zéro et plus petite que ^-r-r (\-\-x-\-x*.,..) = — r— . — — .
Cette seconde Umite de la valeur du reste R„ est également zéro pour n = oo si .r <; I . Donc R„ est zéro pour « = oc et la série est convergente également dans le cas jf<;0 et >■ — I. Donc elle est convergente si X tombe entre — 1 et +1.
Puisqu'en vertu de (203.) pour toute autre base v, log u = — ^ on a
logî^
log(l+-r
log V
On sait que les séries peu convergentes (210.) et (211.) qui donnent !e logarithme de î -j- x peuvent être rendues plus convergentes de diiiérentes manières; mais nous ne nous y arrêterons pas.
Dans ce qui précède la quantité z de 1 expression u>= s a été exprimée par y et u de deux manières différentes, savoir par les séries (145. et 207.). Ces deux séries différentes, exprimant une seule et même quantité , viennent des deux valeurs « = 1 et a = G que peut avoir la quantité arbitraire « dans le développement général des fonctions (78.). De plus la quantité y de l'expression u^ = z a été exi)rimée en « et c par la série (211.) v étant le logarithme de z pour la base u. Dans la série (211.) 1 -\- x et i) prennent la place de z et u. Donc, des trois problèmes (135.) qui se i)résentent dans le développement des puissances, il ne reste que le troisième, savoir d exprimer, u par y et z. Mai* la solution de ce problème n exige pas de nouveau développement. De u^ = z
df développement t/.'Jr puta^ancea. h. 31. fornx. 212. 71
OU tire ù = r' (10.), de sorto fjiio u peut être exprimé en s et j- au mo_ven des séries (145. et 207.).
Il y a encore ù remarquer que les ex[)ressious des puissances (jne nous venons de présenter n'en donnent quime seule valeur. Pour avoir les autres, sil j- eu a, il n'y a suivant (§. 9.) «luà multiplier les expressions par la puissance de l'unité qui a le même exposant.
Maintenant nous venons aux fonctions anj^ulaires (jui particulièrement se rapportent aux puissances ù exposaus imaginaires. Kous en donnerons le développement en faisant voir en même tems qu'il peut être exécuté à l'aide du développement général seul sans avoir recours aux considérations géométriques ni à d'autres considérations étrangères à l'objet.
V. Application de la série générale de développement
aux fonctions angulaires.
n n'y a d'autre condition de l'existence de la série particulière de Taylor (91.) que celle qu'aucun des coéfficiens dilTérontiels qui y entrent ne doit être infini ; la quantité k de laquelle varie la variable X peut être tout ce qu'on voudra, réelle ou imaginaire, ou même infinie (à voir §. 18.). Donc aussi les séries que donne la série particulière de Taylor, si on l'applique aux puissances, par ex. les séries (145. 180. 189.) auront lieu pour une valeur quelconque de A:, réelle ou imaginaire (à voir §. 27. YI.). Ce n'est pas l'existence des séries, c'est le thécjrènie général (§. 21.) de la convergence des séries tirées du développement général, qui exige que toutes les quantités qui entrent dans ces séries soient réelles, si f on en vent juger la convergence.
Donc par ex. la série (189.) a lieu pour une valeur quelconque de A-, même imaginaire et infiuie, et si l'on fait h-=.±_xyf — 1= +/x, /" — 1 étant supposé = /, on a généralement
212. ^" — 1 — 2 +2..i.4 :^.3....0-*"-2.3....2/2*- -'\^ 2. cJ ''",'.3.4.5 2.3.... 7 -2.3....(2«-f-l)
yn S 32. Jorni. 21o. -^ ~16. f'^. Applicalion de la Si'rie gene'iate
pour une valeur quelconque de .r. Mais le théorème de la convergence (S. 21.) ne peut être appliqué à cette série, puisqu'il exige la réalité de toutes les quantités.
La série (212.) nest pas d'ailleurs moins générale que si au lieu de la base € du système de logarithmes naturels on met uue quantité quelconque it , comme dans ( 207. ) , car u^'"" étant = f ±™^ si u = e", il n'y a qu'à écrire m x au lieu de x pour avoir également lexpression de u-" par la voie de la série (212.).
Il s'a<Mt maintenant de chercher les propriétés de lexpression (212.).
1. Désignons la partie réelle de cette expression par cosoc et la partie imaginaire par /sinx, de sorte que
i-è+ô:£^-ïïxb7----±2xSr-:T
Nous invitons le lecteur à vouloir hieu mettre ici à coté les idées (hi cercle et des lignes géométriques qu'on a coutume d attacher aux mots cos et sin. Nous aurions choisi quelques a^itres signes pour les valeurs de séries (213. et 214.) si ou avoit eu à craindre qu'on ne fît pas attention à l'invitation que nous venons de faire. Il ne s'agit ici (jue des expressions purement analytiques, et si ces expressions donnent en même Icms les valeurs de certaines quantités géométi-icjues , c'est à la géométrie et non pas à l'analyse de faire voir cela. Nous sommes absolimient indiliérents à ce que signifient les séries (213. et 214.) en géométrie. II seroit évidemment contraire à une bonne méthode de mêler la géométrie à ! analyse. La géométrie peut avoir besohi de 1 analyse, mais elle ne peut jamais la précéder ni s y mêler.
II. La somme de deux termes consécutifs de la série (213.) est
et la somme de deux termes consécutifs de la série (214.)
Sn+i
de développement aux /onctions angulaires. §. 32, 73
Puisque X a été supposé réel, x* et toujours positif, comme n. Donc le facteur (2« + l)(2/z + 2) — jf" de l'expression (215.) est positif si 2/2+ 1 = ou >jr, et le facteur (2/z + 2)(2« + 3) — x* de l'expression (216.) lest si 2/2-j-2= ou "^x. Donc dans ces cas la somme de deux termes consécutifs dans les deux séries (213. et 214.) prend le si<;ne de son premier terme. Mais les termes des séries (213. et 214.) ont alternati\ement les mêmes signes et les exposans de x vont en croissant ; donc tous les couples de termes qui suivent ceux (215. et 216.) ont les mêmes
siçnes. Donc aussi la somme de tous les termes dos celui —5 — — dans (213.) et dès celui . ^ ^ dans (214.), a: étant respectivement = ou <C 2/2 -f-1
et = ou <; 2 /2 -j- 2 , ont les mêmes signes que ces premiers termes euxmêmes. C'est-à-dire les restes des séries (213. et 214.)/?,„_j et ^j^, ont les mêmes signes que leurs premiers termes dès 2/i-j-l=ou>a: dans (213.) et dès 2/2 + 2= ou ^x dans (214.)
ni. Donc si l'on continue les séries jusqu'à queltpie terme positif dont l'exposant soit assez élevé pour donner 2/2+1= ou >j? dans la première et 2/2 + 2^ ou >jr dans la seconde, les sommes de ces parties des séries seront nécessairement plus petites que les sommes des séries prises dans toute leur étendue, les restes étant positifs. Mais si on réunit encore les premiers termes des restes aux sommes des par-f lies détachées des séries, de sorte que maintenant les premiers termes des restes soient négatifs, les signes des termes allant toujours eu alternant les sommes des parties détachées des séries seront nécessairement plus grandes que celles des séries entières, les nouveaux restes étant négatifs.
Si au contraire on continue d'abord les séries jusqu'à quelque terme négatif d'un exposant assez élevé pour donner 2/2+ 1 = ou ]]>^ dans la première et 1n-\-1 ■=. ou > jr dans la seconde , les sommes de ces parties des séries seront, par des raisons semblables, plus grandes que les sommes des séries prises dans toute leur étendue, et plus petites si l'on réunit encore aux parties détachées des séries les premiers termes des restes.
Donc les sommes des séries (213. et 214.) seront comprises dans tous les cas entre celles des termes ir.ii précèdent les restes R„, , et B. X étant respectivement =; ou -<2/2+l et = ou «<2/2 + 2, et celles des
74 §. 32. fonn. 217. — 220. F", application de la Strie gcncralc
mêmes termes réimis aux premiers termes des restes. Donc zéro et les râleurs des premiers termes des restes seront des limites pour les valeurs des restes, cest-à-dire
217. ^2n-2 tlans (213.) sera entre 0 et +;^ô —^ 2^+1 étant = ou >.r, et
218. R.n-i dans (214.) sera entre Oet+ ^ , 2/2+2 étant =: ou>..r.
Les valeurs des restes des séries (213. et 214.) seront donc comprises entre celles des valeurs de leurs premiers termes qui correspondent aux plus grandes et plus petites valeurs de x depuis zéro jusqu'à x. Donc le théorème général sur la convergence des séries a lieu également ici.
IV. Si /2 := 00 les quantités + j— ^ ?r— et + — -r; — --r — i— — , eu vertu
^ 2.6 zn — 2.0 (2«-l-lr
de ce qui a été démontré (§. 28. VI.), seront zéro; donc dans ce cas les limites des valeurs des restes (217. et 218.) sont zéro toutes les deux. Donc les restes eux mêmes seront nuls. Et puisque 2/2-j-l et 2« + 2 peuvent être toujours plus grands que x, quelque grande que soit cette quantité, ou voit que les séries (213. et 214.) seront toujours convergentes pour une valeur quelconque de x.
V. Si x<il ou = 1, les expressions des restes (217. 218.) seront déjà applicables aux séries (213. 214.) dès leurs premiers termes, puisque dans ce cas 2n-\-l et 2n-}-2 = ou'^x même pour n = 0. Elles le seront à plus forte raison si des séries on prend plus d'un terme. Donc, X étant supposé = 1 , on trouve que
219. cos lest entre 1 et 0, entre 1 etl— 1=:|, entre l—f= Jet 1— ï+i:r5 = || etc.
220. sinl eutreOetl, eutreletl-5^=^,entre 1-^ = 1-61 l-J^ + 5;^=||ietc.
"VI. Les expressions (217. et 218.) des limites des restes des séries (213. et 214.) font voir à la vérité que ces limites varient suivant la loi de continuité avec x eu même tems; mais il n'est pas démontré par là que les restes eux-mêmes varient suivant cette même loi; et encore moins que tandis q»ie par ex. x augmente, les restes augmentent également; il se pourroit au contraire qu'ils allassent alternativement en croissant et en diminuant. En effet il seroit possible que l'augmentation des termes dont les signes sont égaux l'emportât alternativement
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sur colle des teruies à signes opposés. Il nous ini[»orte, comme ou le verra par la suite, de décider cette «|uestion.
Si ^ exprime un nombre fractionnaire ou irrationnel quelconcpie, positif et plus petit (pie x, deux valeurs successives de x, si cette quantité va en augmentant, pourront être représentées par Kx et x. Cela posé, la variation de la somme de deux termes consécutifs de la série (213.) sera
= ., ., "^r, , ^.f(2/.H-l)(2»+2)(t-r)-ar'(l-;."'+')) Z.o {Zn-\-Z)
et celle de la somme de deux termes consécutifs de la série (214.)
222 V — (-l—A^+'i - fl_J"'+^\
Supposons dans (221.) 1— a"+"-<^(I— O- Cela donne 1— Â="+ A"'(l— A*) <;A'(1 — A'"; et en divisant par 1 — À", comme cela est permis, 1 — A*"
étant positif, l + X'" ~-^<Ck, ou bien
H-;L" ^-^^ 7iF=:<fi
Faisons semblal)lement 1— à^'"+'<A^,(1 — X'"+') dans (222.). Cela donne
1_X«^+' -|-À"+'(1— Â=)<A-, (1 — A"'+') et en divisant par 1— A*'-'+',
Puisque K est positif et<l-5 A" et A*"+' sont <1, et 1+A est<l+A+A'....+A'" '
< 1 + A + A- + A-" ; donc les sommes des termes à gauche dans (223. et
224.) seront moindres que 2 et on satisfera aux expressions (223. et 224.) I>()ur toutes les \aleurs possibles de A et pour toutes les valeurs que peut avoir n depuis 1 jusqu à x , en supposant A- et A» = 2. Donc ou aura toujours
et
76 5. 32. form. 227. et 228. V. application de la suie £cncrale
Cela fait voir que dans (221.)
227. (2« + l)(2n+2)Cl-A")-:r^(l-r^+^)>[(2n + l)(2n + 2)-2a^'](l-r-'') et dans (222.)
228. (2« + 2)(2«+3)(l— /."■+') — ar^(l-;."+')>[(2/î + 2)(2«+3)-2ar^](l-r'+').
Supposons x<Cn-{-i dans (227.) on aura 2jc'^<C2n^-{-4-n-{-'2, donc (2 «+1) (2/2 + 2) étant =4/2^ + 6« + 2, (2/2 + 1)(2« + 2)— 2:r^->0 pour toutes les valeurs de n depuis 1 jusqu'à l'iniiui.
Supposons .r=ou <C/2+l dans (228.), on aura 2j? = ou<C2n^-{-4rn-\-'2, donc (2/2 + 2) (2/2 + 3) étant = 4/2^-f IO/2 + 6, (2/2+ 2) (2/2 + 3) — 2^7'- >() pour toutes les valeurs de n depuis 0 jusqu'à l'infini.
Mais 1— A^" dans (227.) et 1— A"-"-<- dans (228.) sont également toujours ]>0. Donc dans (227. et 228.) les quantités à droite, et à plus forte raison celles à gauche, seront toujours positives, sauf les conditions énoncées par les valeurs de x et /?. Mais ces quantités sont les facteurs de ^r-^ —, — t" rr; et rrs — -rr, — r"5T d^ns les expressions des varia-
n-\-2) 2.0 (2«-|-oJ
tiens de la somme de deux termes consécutifs des séries (213. 214) présentées (221. 222.). Donc ces variations auront nécessairement les mè-
mes signes que les quantités 7^—5 — 7-^ et 7— r; ;-; — t-^t-, ou bien
que les premiers des deux termes choisis. Et puisqu'il en est de même, et successivement toujours à plus forte raison, de tous les couples de termes qui suivent, et que les premiers termes de ce couples ont tous les mêmes signes, on voit que les sommes des variations de tous les termes des séries, dès les premiers termes des restes, auront les mêmes signes que ces premiers termes eux mêmes, c'est-à-dire que les variations des restes des séries auront les mêmes signes que celles de leurs premiers termes. Donc les valeurs absolues des restes des séries augmentent suivant la loi de continuité si les valeurs absolues de leurs premiers termes vont en croissant, et elles diminuent si les premiers termes vont en diminuant, sous condition que dans (213.) x soit <^n-\-let dans (214.) a: = ou <Cn-\-i. Sous cette condition le théorème aura lieu respectivement pour toutes les valeurs de n depuis 1 et depuis 0 jusqu'à l'infini.
\TI. Si X est <; ou = 1 on a a:<C« + 1 pour n = 1. Donc le théorème 01') sera applicable dans ce cas aux deux séries dès leurs premiers
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termes. On voit donc que la diminution de ces a; va en croissant avec
X en m^'iue tems depuis a? = 0 jusqu'à x = i, le second tonne — ^^ '^ série (213.) étant négatif. Donc si x augmente depuis 0 jusqu'à 1, le cosinus diminue depuis 1 jusqu'à une certaine quantité qui suivant (219.) est entre 1 et î|. Le sinus va en croissant avec x en même tems, son premier terme étant positif. Si ic augmente depuis 0 jusqu'à 1, le sinus augmente depuis 0 jusquà une certaine quantité qui suivant (220.) est entre I- et -jî^' D'ailleurs les variations du cosinus et du sinus, dont il sagit, ont lieu en môme tems avec celles de a*, suivant la loi de continuité.
Ayant trouvé les propriétés principales des séries (213. et 214.): voyons ce qu'on en peut tirer d'ailleurs.
I. En premier lieu il y a à observer que, puisque les séries (213. et 214.) ne donnent qu'une seule valeur de la quantité £-""(212,), il faut pour avoir les autres valeurs, multiplier par 1-'-'^ les quantités à droite dans (212.). De là on tire les expressions complètes de e-"' savoir
e"""^ = 1~"^^ (cosjT — iûnx
n. En multipliant ces expressions l'une par l'autre, on a 231. 1 = cosx'+sinx'.
Puisque les quantités cosa? et sinjf, comme le font voir les expressions (213. et 214.), sont toujours réelles , de sorte que leurs quarrés ne peuvent être négatifs pour aucune valeur de ar, l'éqiiation (231.) fait voir que ni cosjr* ni siuor' ne peut être plus grand que 1, c'est-à-dire <{ue toutes les valeurs possibles de cosx et celles de sina? sont comprises entre -}- 1 et — 1
III. En multipb'aut les équations (229. et 230. ) par e~'^ = l"*"'''(cosj + / sinj) elles donnent
232. e*'-'^"?- =: l-'-^~''^[cosxcos^ + icosysinx + isIn7Cosx-}-sinxsin7], et en y mettant x — y au lieu de Xy
233. e-^"^-^^ = l=t'"(*-^î[cos(a; — r) + z-sin(x— j)J. En égalant les deux expressions de e-''''~>^ (232. et 233.) ou a 234. cosxcos7-j-sinxsin7 + z(cos7sinx — sin/cosx) = cos(x — /)iisin(x— /),
yo i, 53. form. 23Ô. — 244. ?". application de la xrie générale
et piiis(pie les parties réelles et les parties ima»inaires doivent être zéro
séparément,
sin (x — y) = sin x cosy — cosar siii y
IV. Faisons changer mntuellement de place les quantités .r et y dans (235. et 236.) on aura
cos(j — Jf) = cosj- cosx -j- sinj-sina",
sin ( j — x) =■ sin y cos x — cosj sin x.
En comparant ces expressions avec celles (235. et 236.) on voit fine cos(y~xj = cos(x — y) et siu(7 — x)^ — 8in(x — y) ou bien, en écrivant X au lieu de x — y,
sin 2x=: 2sinxco8x
VIII. Comme en vertu de théorème (§.32. VI. Vil.) (cest ici que nous a\ons besoin de ce théorème) dans le cas où r va en augmentant
d<r diveloppemeiit nnx Jonctions angulaires. §, 33. J'onn 245. — 254. 79
depuis l) jusquA 1, cosx dimiiiuo suivant la loi de la continuité depuis 1 jusqu à une certaine quantité entre | = 0,5 et ^| = 0,5416 ...., est sinx augmente semhlablement depuis 0 )ns(|u'A une certaine quantité comprise entre f = 0,.S333 . . . . et '§5^ = 0,84166 .. .., il y aura nécessairement une valeur réelle de x entre 0 et 1 pour laquelle sinx est égal à cos X. En effet si x est zéro, cosjr est plus grand que sinx, savoir cos.r=l et sinx = 0, et si x = i, cosx est plus petit que sinx, savoir cosx entre 0.5 et 0,5416.... et sinx eutre 0,8333.... et 0,tS4166.... donc puisijue cosx peut avoir toutes les valeurs possibles depuis 1 jusqu'à une certaine valeur entre 0,5 et 0,54l6.... et sinx toutes les valeurs possibles depuis 0 jusquà une certaine valeur eutre 0,8333.... et 0,84166.... pendant que x prend également toutes les valeurs possibles entre 0 et 1 , il y aura nécessairement quelque valeur de x entre 0 et 1 qui donne cos x = siu x.
Désingnons par 5^ la valeur eucore inconnue de x, pour laquelle sinx = cosx, on aura en vertu de (231.) 1 = sinx^ + sinx' = 2sinx% donc en >ertu des équations (243. 244.)
sin2.T
Puis mettant > =2 77 dans (239. 240.) on aura en vertu de (251. 252.) '253. cos(2^-f-ar) = cosarcos2jT — sii)xsiu2,T = cosx et 254. sia^2-'r-j-x) = sin x cos2-T-|-cosa: siu 2>t ^ siu x.
go J- 34. form. 255. — 258. V. yippUcation de la série gênerait
De là on tire entre autres, n étant un nombre entier quelconque,
sin {1nx-{-x)-= sin x
Les expressions analogues pour les valeurs négatives de x et j se trouvent à l'aide des équations (237. et 238.).
Les expressions présentées dans le paraj^raphe précédent offrent comme on A^oit les princi])ales formules trigonom étriqués ou plutôt gouiomé triques, desquelles on tire sans difficulté les autres de ce genre. Les formules (§. 33. I. jusqu'à VIL) ont été tirées seulement de deux expressions (229. et 230.) et en démontrant ces dernières, le développement de c-^ en série (212.) ne nous a servi que pour faire voir que la quantité «■-"" est composée de deux parties, l'iuie réelle, lautre imaginaire. La forme de la série (212.) n'est pas entrée dans le calcul des expressions (§.33. I...., Vil.). Ce nétoit qu'en (§.33. VIII.) où nous avions besoin des résultats de la recherche des séries (213. et 214.), savoir pour faire voir qu'il existe une valeur de x telle que cosje = sinjr, d'où l'on a tiré les résultats de (§. 33. VIII.).
Au reste les expressions fondamentales de la goniométrie présentées (§. 33.) ont été trouvées par une voie purement analytique. On est parti lie l'expression (212.), qui de son côté est sortie des transformations identiques. Ou n'a eu nulle part recours à la géométrie ni à d'autres théorèmes et idées étrangères à l'analyse. Cela fait voir bien clairement que la théorie des fonctions angulaires n'est nullement du domaine de la géométrie mais purement de celui de l'analyse aussi bien que la théorie des puissances ou des logarithmes. Il est bieu singulier qu'ordinairement on tire de la géométrie la théorie des fonctions angulaires. Ou pourroit procéder également et avec le même droit pour les logarithmes. Mais c'est ce qu'on ne fait pas. Le logaritlnne naturel exprime, comme on sait, l'aire de l'hj-perhole ; c'est pourquoi ou l'appelle logarithme hyperbolique. De l'hyperbole c'est l'aire qui donne le logarithme, du cercle c'est l'arc qui offre les fonctions angidaires. On abandonne, comme il lo
de dtveloppetnent aux fonctions angulaires. J. 35. form. 259. — 262. §1
faut le logarithme à l'analj'se, mais on donne les fonctions angulaires à la géométrie sans la moindre raison. Cela est évidemment contraire à une boiuie méthode. Il est vrai que la géométrie participe aux résultats de la théorie des fonctions angulaires comme à celles des logarithmes. Elle lait voir tpie le logarithme exprime effectivement faire de l'hj-jjerhoie , et c'est à elle de faire voir que si x représente un arc de cercle, les droites qu'on appelle sinus et cosinus dans la géométrie ont les mêmes rapports ù x qu'expriment les équations (213. et 214.). 3Iais pour cela il n'y a pas de raison pour tirer ces relations des théorèmes de la géométrie, ni pour le cercle ni pour l'hyperbole.
Nous tirerons des expressions du (§. 33.) celles des différentes \ aleui's (jue peut avoir une puissance quelconque de l'unité, parcequ'il y aura «juelques remarques à faire, tant sur ces expressions que sur l'effet de la pluralité des vale;irs des puissances.
Elevons ù la puissance w"* les expressions (229. et 230.), nous aurons
rkK.f\ +imx ^+imx r i ■ • \nt
JÔ\i. e~ z=z 1" (cosx + isina:)"'.
Mais si dans les mêmes expressions on écrit mx au lieu de x, ou trouve
260. e-""'* := 1~""'^ [cosmcc^is'mmx). En égalant les deux expressions (259. et 260.) de e-'""" on a
2GI. (cosar + î sinar)"' = cosmx + i siamx).
Si Ion fait x = '2n'n, on a 0080-= 1 et sinx=0 (255.256,). Donc dans ce cas léquation (261.) donne
cos3/2':r±/sin2/'?Tr)"'= r = cos5/w/2 7r±/sin2/w/2 7r
Puisquici la quantité arbitraire n peut être un nombre entier (juelcouque, lexpression (262.) donne tentes les valeurs différentes que peut a\()ir la puissance 1" de 1 unité. La valeur U étant également parmi les Aaleurs différentes du nombre n, et cosO étant 1, sinO = 0, une dos valeurs différentes de l'" est toujours l'unité. Cela s'accor<le avec (§. 6.).
Maintenant il j- a les remar<jues suivantes à faire sur le« expressions qui précèdent.
82 j- 36. foiJii. 263. — 26S. F". Application de lu Strie scm'/ale
I. L'équation (261.) nest pas complète pour toute autre valeur de X que 2 mt , si Ion veut que (cosx + isiojc)"' exprime les différentes valeurs que peut avoir cette quantité. Car il ne se présente à gauche qu'une seule valeur pendant qu'à droite il y en a plusieurs. Mais 1 équation (262.) a été rendue complète par l'introduction faite du nombre arbitraire n, même si l'on veut que la partie à gauche exprime toutes les valeurs quelle peut avoir; car le nombre des valeurs à gauche n'a pas été augmenté tandis que les différentes valeurs qui conviennent à l'exposant m ont été introduites dans la partie à droite. D'ailleurs il n'y a non plus à droite qu'ime seule valeur pour chaque valeur déterminée de n. Il n'en seroit pas ainsi pour toute autre valeur de x.
II. La «léfectuosité de l'équation (261.) tirée des étjitations (259. 260.) vient de ce que le facteur (cos or ±/sin or)"' dans (259.) ne peut être censé exprimer qu'une seule valeur de cette quantité, vu que fautre facteur 1±""^ exprime déjà inclusivement la pluralité des valeurs. Cette restriction étant observée, léquation (261.) est effectivement complète. Veut on (pi'elle exprime en môme tems toutes les valeurs que peut avoir la quantité (cosx + Zsinj")'", il n'y a suivant (§.9.) qu'à multiplier à droite par 1"". Cela donne l'équation complète
cos X + i sin x)'" = (cosmx ±is'mmx)l
Si dans (259.) on met y au lieu de x et qu'on multiplie le résultat [lar l'expression primitive, on trouve
264. e±'C-v+.'î = l-^*''">'(cusar + isIna-)(cos7+isiDy), Si au contraire on met x-\-y' au lieu de x dans (259.) on a
265. e±''^-^+>) = 1±''^^+'^ ^ (cos (ac -\-r) ±i sin (a'-\-r) . En égalant les deux expressions (264. et 265.) on a généralement
266. (cosJrii sinx) (cosj>'+ i sini) =: cos x-|-y) + i sin (a:-|-;)').
Maintenant si dans (263.) on substitue la \aleur de 1 (262.) on trouve
267. [co&sc^i shi or)'" =: (cosmx ^i &\iimjc)(çii^'2 ni rj n ^i &in'2mn n)
et .si à la partie droite de cotte équation on ai)[)li(|ue celle (266.), on a
268. (rosa:: + jsina?)'" = cosm x-\-'2nTi) +_i sinm ix-{-2n7r.) ou niauiîeiiant la pluralité des valeurs est observée des deux côtés.
de développement aux fonctions angulaires. §. 36. form. 269. — 273. 83
On auroit eu précisément le mc'mc résultat en substituant x-\-1n'R au lieu tlo X dans (261.). Cette substitution auroit été permise puistju'en vertu (le (257. et 258.) cos (x + 2 « tt) = cos a- et siu (x -|- 2 /2 -tt) ^ siu x, de sorte (jue la substitution faite, les quantités à gauche conservent encore la même valeur.
III. Eu néglij;eant la pluralité des ^•aleurs des puissances on peut tomber dans plusieurs contradictions. Pares. cos(x+2/2'7r) et %m.{x-\-1m{) a\ant les mêmes Aaleurs que cosx et sinx, les équations (229. 230.) peu- \ent être écrites comme suit
2G9. e-'" = l±'*(cos(x + 2nfi)+isin(x+2/i.T)).
Si de cette expression on prend la /w"" puissance on a
270. e-'^= l-""'(cos(x+2n.'T)+ isin(x+2/i;r))'" et cela en vertu de (261.) est la même chose que
271. e^'""" = 1-"" (cos m (x+ 2 « rr) + i sin m (x + 2 n «)). Mais si au lieu de cela on écrit mx au lieu de x dans (269.) on a
e-""^ r= 1-""" {cos(mJC-{-2n7T)±isiu[mx-\-2nny
Donc en égalant les expressions (271. et 272.) de la quantité é^'""", on trouve
273. cos(7nx-)-2m7i;i) + isin(7nx-|-2inn--i) = cos(jnx-\-2nsz)+isia{mx-i-2n}t), équation évidemment contradictoire.
La contradiction vient de ce que la quantité cos //2 (x + 2 /z w) + /sin/w(x-j-2/2 7r) dans (271.) qui est celle ù gauche dans (273.) exprime toutes les valeurs diUéreutes de la quantité (cos(x+2/2'7r)± /sin(x-)-2/27r))"' (270.) (|u"elle représente, ou bien de celle (cosx± isinx)" qui lui est égale, tandis qu au contraire la quantité cos (/// x -j- 2 n w) + ; sin (ttî x + 2 /z tt) dans (272.) qui est celle à droite dans (273.) n'exprime qu'une seide valeur. Veut -on que la dernière représente également toutes les valeurs différentes qui existent, on la multipliera par 1"" = cos2/72n'7r + /sin2m/2 7r (262). Cette opération faite, les expressions (271. 272.), s'accorderont comme il est aisé de voir à l'aide de l'équation (266.), 2«7r dans (272.) pouvant être supprimé sans changer la valeur de lexpression,
IV. Dans le cas x = 2/27r les expressions (229. 230.), savoir e^"= l-"(cosx + /sînx) présentent une difficulté particulière. Car dans ce cas ou a cosx= co8 2 «tt = 1 et sinx = sin2/2'7r = 0, donc les ex-
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pressions citées se réduisent à
et cette expression à la première vue semble être contradictoire, car en prenant les puissances +2/«7r'"" de deux côtés on trouve
et cela est évidemment faux. Cette difficulté pourra, à ce cpril semble, être détruite également eu faisant attention à la pluralité des valeurs.
En effet les expressions e--""^ et li"""^ ont la propriété de présenter, au moyen du nombre arbitraire n qui y entre, toutes les valeurs que peuvent avoir les quantités e-'"^ et 1-°'"^, car le facteur cosar + zsinx de l'expression générale (229. 230.), si Ton y fait a: = 2/2 7r, est toujours 1 pour une valeur quelconcpie de n. I^ïais suivant la règle générale on a les valeurs différentes d'une puissance, en midtipliant une quelconque de ses valeurs, par ex. la valeur réelle, s'il y en a, par la puissance de l'unité, qui a pour exposant celui de la puissance même. Ici les quantités ^+2W7t gj '^±2in7t Qjj^ effectivement une valeur réelle, savoir celle qui correspond à la valeur zéro de n. Elle est e°=l''=l. Donc on peut, ou plutôt il faut exprimer e±^""^ et 1±''"'' par e°. 1±='" = 1 . li""^ et par IM^""^ = 1 . 1^"'% de sorte que l'équation (274.), en ayant égard ù la pluralité des valeurs, ne veut dire autre chose que
et cette équation identique n'implique point de contradiction.
Voyons maintenant d'où peut venir l'erreur qu'offre l'équation (275.) qui exprime la ±'2in'n""' puissance de l'expression (274.) ou (276.). L'équation (274.), dans la forme où elle est, n'exprime qu'une seule valeur des quantités à droite et à gauche, savoir celle qui convient à n = 0. Si l'on veut qu'elle domie toutes les valeurs différentes, qui ont lieu, il lui faut donner la forme (276.). Mais elle laise indéterminées les autres valeurs dans cette forme, puisqu'elle est identique. Ces autres valeurs viennent au jour en prenant la puissance +2z/2'7r. Même l'équation (275.) n'est pas fautive dans le cas « = 0. Elle ne l'est que pour les autres valeurs de n et la raison en est, fpi'elle n'exprime pas complètement toutes les valeurs qui existent. En effet on ne peut pas dire que
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mais au contraire ou a
C'est ce «pion voit par l'équation (276.) qui 1 étant originairement = e", «lonue 1 . 1^*^" = e°. 1±"" = e^^" , et éj^aiement par les expressions (229. 230.) qui, cosj? + /sinj7 étant 1, si l'on fait x = 2n'K, donnent également e±3".-r._ i±î'"i^ Dqjjp jjj, jjgj, jg ^274.) il faut écrire (278.). Si de cette expression on prend la puissance ±2/«7r, ou plus généralement la puissance ±2iv'7r, on trouve
•>TQ g—tnyn- __ 1— 47ir.-t» |+SiVrt
et cette expression, comme nous le verrons tout à Them-e, n'est pas con» tiadictoire, si l'on a égard aux valeurs diiFérentes de n et v.
En effet l'expression (262.), ajant lieu pour une valeur quelconque de m, donne, en faisant m = ±2ivTr,
i^"--=i-4..^'+^'"7^)'-(i:ffi:4-^t"r
3Iais en vertu de (189.), en ne manquant pas de multiplier comme il faut par la puissance de l'unité, pour avoir toutes les valeurs qui peuvent avoir lieu, on a
28,. ,-.... = i--(i_4„..^+:iiL^i!!i:._(i^j^ )
et si l'on substitue la valeur de 1±^"'' (283.) dans cette équation, on a
et cela s'accorde avec (279.) de sorte qu'il n'y a plus de contradiction.
V. La difficulté, que dans ce qui précf'de l'équation (279.) sembla présenter par ce qu'elle a une quantité imaginaire à droite sans en avoir à gauche, n'est qu'apparente. La puissance 1-""^ à exposant îmaginairf, qui y entre, n'offre point de quantités imaginaires; il faudroit pour en pro-
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duire un exposant réel des puissances de limité, comme le fait voir (262.). Toutes les valeurs de l*^""^, suivant (283.), sont réelles; donc il n'y a pas dans (279.) des (juantités imaginaires autres que celles qui \aenneut de J-1...Î pour e-*"""". L'équation (283.) donne toutes les valeurs que li^'"" peut avoir pour les valeurs différentes de v. Si dans lécjuation (279.) on ne fait attention qu'aux valeurs réelles de e"*""' pour les différentes valeurs de ';, elles peuvent être exprimées par
d'où l'on voit, qu'elles sont toutes entre 1 et 0, e~° étant 1 et e~'^ =0. VI. L'équation (278.) semble présenter une autre difficulté. Car en développant la quantité e-""^ en série suivant (189.), il semble que sa valeur soit composée dune partie réelle et d'une autre imaginaire, et cela seroit en contradiction avec ce que donne l'équation (283.), suivant laquelle la valeur de la quantité 1±""^, égale à e^""'' (283.), est toute réelle. Mais la difficulté n'est également qu'apparente. En effet en développant e-^'"' suivant (189.), l'expression
n est pas complète. Pour la compléter il faut la multiplier par 1^»'"' et cela donne
Pour mettre en évidence les différentes valeurs de e-""" que cette équation présente, ou ne peut que séparer des autres la valeur réelle de e-^'"'^, pour la multiplier après par i±2'"'f. Cette valeur réelle correspond A n = 0, donc elle est 1, suivant (287.) et suivant l"ex]>ression e-""' elle même, et on a
C'est l'expression complète de e-'^"^, qui s'accorde avec (287.) Vil. Si dans l'expression générale
e-''"= l±'"(co8.T±.sinx
ou fait jr = (2« + l)7r, on a suivant (257. 258. et 247. 248,) cos.r = — 1 et sinx = 0, donc
oqi ±'-'»(2''±0 A±in(.2n±i) j
iin diveloppeineiil uujc Jonctions angt4laires. J. 36. form, 292. — 301. g7
Ici il ny a pas de valeur réelle ni à droite ni à gauche, car toutes les valeurs de n donnent des exposans imaginaires.
Si de (291.) on prend la puissance ±/'jr(2y + t), on a
et cela n'implique pas de contradiction. En elFet, faisons x = (2/2+I)'7r dans (261.), on aura
_!)-= cosm(2/2±l)7r + Jsin/w(2/2 + J)7r
donc si m = ±i(2v± 1) ■Jr,
294. (_ l)±'''^'"'±') = cos±in'(2n±i)(2v±i)±ism±i7i^(2n±i)(2v±l).
Cela donne, en développant le cosinus et le sinus suivant (213. 214.),
295. (_l)±-C-±') = i-^^^2n±i)i:2v±i) + ^.î^lS^tl^ï±}y)l..,. 3Iais en vertu de (189.), en muItipL'ant à droite par 1^, on a
29C. e-^'C^'-i'Jl^'i» = r-' '^"iOCî^+O (i-a^(2n±i){2v±l) + (^'(2"±l)a'»^±t))' )
Substituant (295.) dans (296.) le résidtat s accordera avec (292.).
VIII. Si dans (290.) on fait x = (2/2 + |)7r, on a suivant (257. 258. et 245. 246) cosj:-=0 et sina7 = ±l donc
f(«±iî __ ■^±^-l{2n±^^) _j_
Ici il n y a non plus de valeur réelle ni ù droite ni à gauche. Si (l'abord on prend la seconde puissance de (297.) on a 298. ç±'-i(-'''±') __ £±'-'>+0_ j
Cette expression a la forme de celle (291.) d'où Ton voit qu'elle sera également exempte de contradiction.
Supposant X = {2n±^)'ji (261.) on a
Î99. .+ ir = cosm(2n± f; ,t + i sin m(2 n + |) n,
donc si l'on fait m = ±i'7r(2'j ±i)
300. ^+i)±"(^'±i' = cos+iTi' {2n ±i){2v ±i) ±i sin±i n^ {2n±i){2v ±i).
C-ela ptKçé, si de (297.) on prend la puissance +iTv{'2v±l), «" a
3QJ ^-'•»»C2''+iK2t+4) __ |— 'M2''+i)C2'i»)/^j\±ii(9y±t)_
Qg §. 36. form. 302. — 312. V. ^application de la srrie générale
Mais en vertu de (300. et 213. 214.) on a et suivant (189.), en multipliant par 1*,
En substituant (302.) dans (303.) le résultat s'accordera avec (301.)
DL L'é<iuation générale
sm ±2ixnn = 2ixnn\l-{- ^ ^ ^^^Tl
donc suivant (305)
, „ , [2xnny {2xnnf ,{2xrn^'
Mais suivant (189.), eu mviltipliant par P, on a
_ix„-r/. « , (2xn7iy {2xn7lY , (2xn7Ty \ 309. e-^'"'^= l-'"""(i-2x7.;T + ^-^^— ! -^"3" + -2:3:^ • • " j *'
donc en substituant (308.) dans (309.) g-"-' = 1— "M^^^ et de là
En substituant cette expression dans (304.) on a
e- ^ = c~ '-'"'' . l"^^'" ^ (co£ X ± i sin X
et c'est 1 expression des différentes valeurs de e^'-\
Si l'on veut se sernr de 1 expression (308.) de 1-" pour hi substituer dans (304.) on a
312, e-^ = {cosx±isinx)\i — 2xn7i-] ^ —-9.3 T )■
C'est une autre expression complète de e^"".
d<: dcieloppement aux fonctions ans:ulaires, l. 37. form. 313. — 315. §9
SI daiis (311.) on fait x — lni: ou a e^^'"'^ = e-'"'^\ 1*"'^' ou Lien 31J. e =1 • e~ .
Î^Iais suivant (279.), on y faisant n = v, on a
ol+. e =1 1
donc (312. et 313.) donnent
ei
et cela s accorde arec (2/4.).
X. Ou Aoit par les exemples (TV. \n. Ylii.) combien il est nécessaire, dans Leaucoup de cas, d'avoir attention à la phn-alité des valeurs de.s puissances, et de compléter leurs expressions pai* la multiplication d'une de leurs valeurs quelconque, par ex. de la valeur réelle, sil y en a, par la mrme puissance de l'imité. Dans tous les cas oii il se peut agir de la pluralité des racines, il ne faut pas écrire smiplement u^, mais pltitôt |ù]^. i^, où \u\y désigne une valeur déterminée de \u\^ et par préférence la valeur réelle s'il en existe. Dans les cas où il n'y a pas de valeur réelle, l'expression e^"' = cosx + /sinx remplace \u\^; car généralement la «piantité e-"" n'a pas de valeur réelle. Elle n'en a que dans le cas jc = 2«7r, le seid où la partie imaginaire + / sin x est zéro. Pour toute autre valeur de .1- cette partie imaginaire n'est pas zéro. Si jt = 2 /z tt, la rpiantité e-"' reprend ime valeur réelle, savoir celle (piî correspond à n = 0 dans son expression complète. Cette valeur est 6"= 1. Dans ce cas la forme |w|' V de l'expression de la puissance reprend sa place.
Nous ne donnons ce que contient le paragra[)he présent que comme un essai pour éclaircir les difficultés que les exposans imaginaires présentent dans la théorie des puissances. Nous le soumettons, comme tout le reste du mémoire, aux lumières de ceux qui ont approfondi l'analyse.
Avant de quitter les fonctions angulaires il faut que nous disions un mot des expressions en forme de factorielles de cosjr et sinx par j-, ces expressions étant utiles dans la tliéorie des facultés analjiiques. Nous en donnerons le développement par un procédé très simple. Nous ferons précéder ce développement par celui de (juelques autres formules qui sy ra])portent ordinairement et dont nous aurons besoin dans la suite.
QQ §. 37. form. 316. — 321. V. Application de la strie générale
I. Eii mettant j7-{-2/2 7r, n étant un noinbre entier quelconque, au lieu de x dans (261.) et — au lieu de w, on a
oi/> / I ■ • \i x-{-2nn , , . a:-\-2n7t
olo. (cosar +1810 0?)"' = cos — + isin — ■
COS (x-^-^nni) et sîn (a? -}- 2 n w) étant égaux ù • cos j? et sin x.
Si de cette expression on prend la m"* puissance on a
„,~ ... / x-\-2nn . x-\-2n!T\"'
o — (cos-— C l-isiu— î^ ) et
\ m ni I
Î21. a— (cos— 3= isiu^ ).
Donc les quantités (320. et 321.) seront facteurs des quantités n gauche dans (318. et 319.).
Mais les quantités (320. 321.) auront m valeurs différentes, ni plus ni moins. On les trouve en faisant « = 0, 1, 2, 3 .... {ni — 1). Les valeurs positives de «, qui suivent, ou les valeurs négatives qui précèdent, ne donnent pas de nouvelles valeurs. Toutes ces valeurs des quantitt>s (320. 321.) seront également diviseurs des quantités à droite et à gauche dans (318. 319.). Mais ces dernières quantités ne peuvent avoir plus de m diviseurs d'une dimension, c'" étant de la dimension m; donc les différentes valeurs des quantités (320. 321.) donneront tous les facteurs <{ue les quantités (318. 319.) peuvent avoir.
Maintenant le produit des deux quantités ù gauche dans (318. 319.) est a»"* — a"'(cosac--}-7' sinar-f-cosar — isinx) -f- cosa?*-}" sin a?*
de diveloppemeni aux fondions angulaires. §. 37. form. 322. — 325. 91
OU bien
c="'— 2o"'cosx+ 1 = (a'— 2flcos— + 1 j
X /'«'_o„cos^:^±^ + A x(«'-l>«cosi^" + A
X fi"— 2g cos— ^^ -—^ h I ].
Le cosiiuis compris dans le dernier facteur à droite de cette expression est aussi
(2{m—r]n-\-cc\ / 2{m — \)7T-\-cr\ (271— x\
= '""'-K m ) = '^^H^'^ 7n ) = '""'K-ir-)-
Celui de l'avant dernier facteur est
(2{m — 2)n-\-x\ /„ 2(m — 2)7i-irx\ /4-t — .t\
= cos-( —:^) = cos(2^— i ^^^-^) = cos(-^— )
etc. Siw est impair, le nombre m — 1 des facteurs qui suivent le |>remier est pair; donc dans ce cas l'expression (324.) peut être mise sous la forme
r."' — 2c"'cosx+ 1 = c' — 2 c cos
x(«'-2«co8^^+ iV."_2«cos^-^+ A x(«=-2ccosi^+l)("^-2«cosi^'-^ I
X (.'~2a <.,s ^-^^i^;^^±£ + J V."-2g cos (^^^^
92 §. 37. form, 326. — 328. V. Application de la série ^iWiale
Si m est pair le | w'"" facteur à droite dans (324.) est
a» — 2acos""^"'"'^ + l = a^ — 2acos(!T; + — )+l = a='4-2a cos — 4-1r.i \ ' 7?i/ ' ' m ' ^
les autres facteurs qui suivent le premier et dont le nombre est m — 2 peuvent être exprimés comme ci- dessus. Donc dans le cas de Jn pair, ou a
c"-""— 2û'"cos.r
= U^_2ccos — 4- lVfl^ + 2ccos— + A X (^û°— 2 a cos ^""J"^ + \\ (a^ — 2a cos '^'^~'' + A x(«^-2«cosi^ + lVû^-2acosi^ + l)
X [or — 2acos^: -—^—-\-\ Jf c= — 2ccos^^ 1-1 j-
Cela donne comme on voit le théorème de Moivre, dont celui de Cotes est un cas [)articulier.
II. Si dans les expressions ci -dessus on met 1 au lieu de a et2x au lieu de x, les formules (325. et 326.) prennent la forme
ros2x) = 2"'(t — cos^) (l-f cos
x(t_cosii^-±-^)(i-co.ii^2-£)
X ^l_c.s -^ j^i-cos ;
dans le cas de w pair.
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Mais comme 1 ■ — cos2a7 = 2smx" (231. et 243.) et de là 1 -{- cos'iar = 2cosjr% ou voit que les expressions ci- dessus, en extrayant la ra<-ine fjuarrée, se réduisent à
,,„- . „__. . X . w-l-a: . TT — X . "211 -j-x . 'îi; — x
sin X = 2 ' cos — sm — sm sm sm ■ — sm
. |(m— 2)'7r + .r . |(w— 2)w— x sm ^^-^^ sm -
dans le cas de m pair.
Ce sont, comme on voit, les expressions du sinus d un arc multiple par le sinus de l'arc simple qu'Eu 1er a trouvées par une autre voie dans Vintrod. in anal. inf. tom. I. cap. 14. §. 240. Ou voit qu'elles se tiront immédiatement du théorème de 5îoivre.
ni. Si l'on veut appli<pier les expressions (329. 330.) au cas r = 0, il faut recourir à la formule (214.). Cette formule doune
.or . •''' _i_ ^
donc pour a: = 0,
sinx
sm —
Si donc on divise les expressions (329. 330.) par sin — et (|u ensuite on fasse x=-0, on trouve
"' = ''""' (^*" îl G'" ï)* G'" ï)' ir''^ ^~ ^)''
"■ = 2- (sin ^)' (sin ^y (sin ^)' (^^-^f^^)\
et eu extrayant la rauine qnarrée,
94 §• 37. form. 332. — 337. V. application de lu aâie ge/iciale
sm — sm — sm — ....sm-jr -71 = —-— pour m pair
Nous passons maintenant au dév^eloppement de cosx et sinx en lactorielies.
VI. Cest comme on sait le théorème de Cotés d'où l'on tire ordinairement les expressions de cosx et ûnx en forme de factorielles. Euler par ex. {Introd. in. anal. inf. tom.I. cap. IX. §.156.) les trouve à laide de ce théorème. Mais, comme nous verrons, on peut aussi avoir ces expressions à l'aide d'im autre lemme et sans le secoiu*s du théorème de Cotés.
Soit fx une fonction quelconque rationnelle de x, par ex,
fx = x"~a,x''-'-{-a^x''-'—a^x''-' ±a
Supposons qu'on sache d'ailleurs que la valeur de fx se réduit a zéro en donnant à x les n valeiu*s difl'érentes x^, ar^ , x^, .... x„, on aura, en faisant par ex. x = Xi,
33j. x, — a, a-, -\- a^sr^ — "3 ^, + a„ = U
Déduisant (335.) de (334.) on aura
336. f.r = x" — x" — aj (x"-' — x""') -}- o ^ (x"~' — x'[~^) + a„_, (x — ar- , ).
Mais de cette équation tous les termes de la partie A droite sont divisibles par X — a-j et, la division faite, le quotient sera une fonction rationnelle de .r. Donc aussi /.r sera nécessairement divisible par x — jf, , et le quotient sera également une fonction rationnelle. Mais fx sera éjjalement divisible par x — .r^, x — Xj, .... x — .r„. Donc toutes les n quantités :r — Xi , X — x^, X — X:,, .... X — x„ scront facteurs do/.r, et puisque cette (luantité ne peut avoir plus de n facteurs, on aura
cc^cCj X, . . . . x„ = On
Supposons o, ^ 1, on aura eu divisant (337.) par x, r^ Xj . . . . x„ = I 33«. /_(|_,)(^_.)(J_.) (^^_,).
Voila le iemme qu'il nous faut.
V. En vertu des expressions (213. 214.) cosx et sinx sont des fonctions rationnelles de x, desquelles ou sait d'ailleurs que la première est zéro pour
X = -\-in, —in, +in, — |.tc, -f J.i, _|n,
et la seconde pour
X = 0, +'T, — 7T, 4-2n, — 2n, etc.; donc on a en vertu du Iemme (IV.)
ou bien
sinx
Ce sont comme on voit les expressions connues de cosx et sinx en forme des factorielles.
Nous passons maintenant à lappUoation des formules générales de développement des fonctions aux facultés aualj titjues.
96 §. 38. form. 34'J. — 344. VI. Apidicaiion des formules gc'ncraJcs
VI. Application des formules générales de développement des fonctions aux facultés analytiques.
Les formules générales de développement des fonctions eu séries seront surtout nécessaires au calcul des facvJtés analytiques dans les cas où les valeurs n'en peuvent être trouvées par la multiplication et l'addition seules. Il en est ici comme il en étoit des puissances et dans les autres cas semblables.
Ce seront toujours les propriétés fondamentales des facultés, esj)rimées i)ar les équations fondaraientales (38. 39. 40.) doù les développements doivent partir.
Supposons la faculté
u, + xy = z
il y aura quatre quantités dont chaque fois une dépendra de' trois autre.? ou pourra en être regardée comme fonction.
Donc on pourra demander de calculer
/■ X par u, X et y,
343 \ ' ^'^' "' ^ ^^ *' \ X par u, y et i,
\ M par ac, y et i,
et puisque ces calculs pourront être faits en Miriaut un des trois élémens, les deux autres étant regardés comme invariables, il y aura douze problèmes, savoir:
/ 1, 2, 3 : calculer z. par u, ce et y en variant n (ni ;r on )■,
! 4 5 recalculer r par u, a- et s en variant \i ou ,r ou ;,
\ 7, 8, 9 : calculer x par «, y et i en variant u fiu y ou z,
( 10, 11, 12 : calculer v par x, y et z en variant .r ou y ou z. Tous ces calcids doivent être praticables par les équatioii.s iondamentales. Nous en entreprendrons les plus faciles et les plus utiles.
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Déreloppement des facultt's analjtiques par la variation
de la base.
On a ici pour l'application de la série générale de Taj lor (78.)
X. ,o .... na
, k(k-cc) .... (k-ncc) ^J{u-]-k, +.r/ - ju, +a-f ^ . _ ^
où par es. A(m, +j:-)- signifie (« + «,+ x/ — (//,+ jt/.
Si l'exposant n'est pas un nombre entier, la série (346.) ne donne pas (u -}- /.-, + -ï")* sans le secours de facultés dans tous les termes. Mais si j est entier, il n'entre dans la série que des factorielles, calculables par la midtiplication seule.
La quantité « étant arbitraire, on peut la supposer un multiple ({uelconque de x. Cela donnera les séries les plus simples. Nous supposerons a = — X et a = -J- ^«
Premier cas a = — x.
iu + k,+xf = (:,,+x)'|l
■i)x ' '2{u^{Y-i»{.uHy-2)x)
k(k+T)(H2x)Y(y-i)(y-'2) "f" 23{u+(y-i)x)iuHy-2)x)(u+(y-3)jr)
^(A-+.r)(A-+2x)....(A-+(»-l)x)jCr-l)(>-2)....()^-(/?-l))1 "^ 2.3..../.(«+(j-l)a-)(i/+(j-2)a7)....(i/+Cj-/z» J"^ "•
Voila le premier développement d'uue faculté, la base étant variée. La série (357.) est connue sous le nom de série du binôme des facultés.
r\'. La généralité des expressions des facultés ne diminue pas en mettant = 1 la base ou la différence. Car en vertu de la seconde écjua-
tion fondamentale on a par es. («, + xf =: f — , -|-1 j x'' et (u -\-k, -f- xy = (— -| — ^,+1) or'', de sorte qu'il n'y a cju'à écrire u et A au lieu de — et —
ix)ur transformer les facultés («, -J- A)' et (« + ^'5 + ^/ 6n d'autres , dont les difTérences sont 1. Si Ion veut restituer la différence x, il n'}" a qu'à multiplier par x^ et qu'à écrire u et A- au lieu de ux et k x. Donc on peut supposer x= i dans (357.). Cela donne
V. Si dans (357.) on fait x =0 on a
+''nii:;^"-'(jJh'''-
Cest comme on voit le théorème du binôme des puissances, comme il doit être. En effet la faculté (u -\- k, -{■ x)' se réduit à la puissance udans le cas x = 0.
N I. Si dans (357.) on fait u ■= x, on &
100 §• 40» form. 360. — 366. VI. uéppUcation des formules générâtes
et en supposant a7 = — 1,
• • • • Zl.
-1)...,k~{n-iT\
ou bien
iy = (-1/(1, +1/ [1-A;+A -^3 . . . . ±^.| + Rn
VII. Dans le cas où l'exposant y est un nombre entier, on aiiroit pu tirer immédiatement l'expression (362.) des propriétés des coiirficiens binomiaux.
En effet, m étant im nombre entier quelconcjiie , on a
_ (;,— l)(fc^2)....a--(m-l))(;.-m) (^ft — lj„ _ 2.3....(m— l)m *
\ic — i;m-i — 2.3. ...(«i—l) '
donc
fc_l,_l)" = ±{V,-\-if[\.-k,-^k^ — k^....±k
de di'veloppemeiU des fonctions aux faculu's analytiques. §. 41. form, 367. — 369. IQI
C ola saccorde comme on voit arec (362.), si dans cette dernière formule ou suppose fi = un nombre entier.
^ III. La série (358.) t'taut généralement peu convergente et peu utile dans le calcul en nombres, si non dans le cas où l'exposant est un nombre entier, nous remettrons la recherche de sa convergence à la continuation prochaine de ce mémoire. Si l'exposant est un nombre entier, la série n'est i)as infinie. Le nombre fini des termes, qu'elle a dans ce cas, donne exactement la valeur de la factorielle, et il ne s'agit pas de la convergence.
IX. Mais il se présente encore ici un cas remarquable. C'est celui où o = x et qui donne les séries (360. 361. 362.). Dans ce cas on a, comme le font voir les expressions (347. et 348.), (u — x,-\-xy = {) et A(u,+x)' = — («, + or-)'', donc A^ (u, + x)' = + («, -j- a^)', A'(u,-{-a;y = — (u,-\-xy etc. c'est-à-dire que les différences de (u,-\-xy de divers ordres ont ici la même valeur absolue que la cpiautité primitive et les signes alternativement positifs et négatifs. C'est donc ici un exemple des cas donc nous avons parlé (§. 22.) et il suit de ce qui y a été dit, que les formules (360. 361. 362.) n'ont pas lieu dans le cas actuel, toutes les fois que lexposant y n'est pas tm nombre entier. Elles n'ont lieu que si y est un nombre entier n. En effet on voit par ex. dans (362.) que cette formule, le facteur 1 — A'.-}-/rj — Aj . . . . étant = (1 — 1)*=0, donne (A — 1, — iy = 0 pour ime valeur quelconque positive de k, résultat évidemment faux. La série (362.) n'existe pas, si y n'est pas entier et au lieu dune série développée ou n'a dans ce cas que l'expression identique {x + k,-\-xf=ix-\-k,-^xf.
4L Second cas x = -\-x
I. Si dans la première écpiation fondamentale des facultés (38.) on écrit 1 et j' au lieu de y et k elle donne en vertu de (40.)
A{u,+xy = (u,+xyÇ^~-i
II. En mettant dans cette équation u-\- x au lieu de u, on a, A (u+x, -\-xy = (u-\-Xf +ar)'' -Ç-, et en substituant (369.), A(u+x, -{-xy == (u, +^y^'l^"^'^lf; donc en déduisant (370.) A (u-^x, ■i-x) — A(u, +x)
==(^ -^.r)T.I^(!i±2:£_l\ c'est-à-di
dire
Eu continuant on trouve
u{u-^x)[ii-\-x) etc.
m. Eu substituant les expressions trouvées des différences de («, + ^y de différents ordres dans (346.), et en même tems la valeur sup»' [)osée + .r de a, on aura
2 u(ii-tx)
k{k — x)ik — 2x) y(y^l)(y — 2)
IV. Elle donne pour u ^x= i
374. (/r + 1, + 1)'' = (1, + iy[l +k,y\-\-k,Y,-\^k,y,..., + k„yn] + R..
\ - Elle peut aussi être présentée sous la ibrme
•iv^ ' -I / . ^> C'^+J-)T , / ,k{k—x) .y(y — ') 375. ^u+k,+x) = 2 "+^y"^ 2 • u-{-x~
ùit d<fveloppemenl des fonctions aux facultés analytiques. §. 41. form. 376. — 380. \0'.i
Eii rcri\ aut y an lieu de 1 + 7 dans (367.) on a —^— = («-}- x, + r) .
donc
A'(A— .r)(/, — •2.r:'....(A— (/2— ï).r) y (v— 1). . ..(y — (/2 — 1)) ] Si dans cette expression ou fait u = 0 et x = l, on a
«>n biou, (1, + ly-'j- étant (l, + I)' (38.),
377. {k,+iy = (l, + mk',+L(y~ll+kiy-ll....+k..(y~l),..A+i!^' VI. Si dans (373.) on fait u = x = — 1, on a
a--,,-.r=(-i?,i.+.r[i-.,,+':ii±i',.-'-»d^±2n
'2.3....,, ou bien, en mettant k au b'eu de A- — 1 et divisant [)ar (1, + 1)',
^ ,/,-!)/,(/,+ DCA 4-2).... (A + z^- 2) 1 , p • • • • - 2.3..../^ •>'" J -T" ^'' •
Piiis<|ue — ^— — ^ est l'expression du coefficient binomîal Ay, la série à droite
dans (379.) donne le développement de ce coellicient, nn-'ine pour le cas on lexposant y nest i)as nu nombre entier.
L'expression (377.) donne une autre expression de ce coefficient en y mettant — A au lieu de -f- A, savoir
S80. 'A^ = (-„-[._i(^l)(^_„, + 'iI^':±l'„-,),....
A"II. (^)uant à la convergence des séries trouvées dans ce paragraphe. nous en remettrons ia recherche A une autre occasion de même <|ue ccili"
104 §• 42. form. 381. — 386. VI. Application des formules gc'nérales
(les séries du paragraphe précédent et nous passerons au développement des facultés par le moyen de la variation de l'exposant.
Développement des facultés anal)-tiques par la variation
de l'exposant.
1. En variant l'exposant y dans (u,-{-xy la série générale de ïaylor (78.) donne
x^^' = {u, ^xy\i+^ {{u + >■ X, + xy
-\-^^'^((u + yx, + xr-2(u+yx,+xr + l) ] + i?„ .
Si dans cette équation on fait / =r 0 et la quantité arbitraire « = 1 , elle donne
385. (u, +xf=l-\-k, ({u, + xy— 1) + A-, ((//, + ^T- 2 (^, + .r)' + 1)
+ k, {{u, + xY — 3 Ou + 07)' + 3 {u, + x) - 1)
II. Si dans l'expression (384.) on fait a- = 0 et a =: 1 elle donne
386. £/''+' = uy{l + k,(u — i)-^k,{u — ir.... + k„(u — iy)-{.R„. ^j'est comme on voit la série du binôme des puissances (144.).
de di'ieloppeinent cles/unclions aux facultés analytiques. J. 43. form. 3S7. — 300. 105 Si dans (384.) on fait .r = 0, a = 0, on a
C'est comme on voit la s»'rie des quantités exponentielles (180.).
III. Si dans (385.) on fait u = 0, toutes les factorielles qui entrent dans la série ù droite, disparoissent et les coëfficiens de A-,, k^, kj, .... seré duiseut alternativement ù -j-l et — 1; donc la série (385.) donne dans ce cas
xY = 1 — A. + A',— A:3 . . . . ± A
La valeur de la série à droite est (1 — 1)* et cette quantité est toujours zéro, si h est positif. On voit de là, que la valeur dune faculté analytique, dont la base est zéro, est toujours 0 toutes les fois cpie l'exposant est positif, même s'il n'est pas un nombre entier. Cela complète le théorème (§. 13. ^11.).
IV^. Quant à la convergence de la série (385.) nous eu différerons la recherche. La série est ordinairement peu convergente. Mais on trouve ù sa place, en variant l'exposant, une autre série toujours convergente, eu prenant les logarithmes des facultés. Nous donnerons l'analyse complète de cette série dans le paragraphe suivant.
I. En prenant les logarithmes naturels ou hyperboliques ( §. 29. m. ) de la faculté (Uy -j" -r)* et en variant l'exposant y, la série générale de Taylor donne
389. log(^, +a-)--'' = log(«, +x? + A(|og(„, -f .r)^^_Iog(^, + x)-)
+ ^— (log(//, + x)'''--2Iog(«, + xy+'' + log(,/,-h.ry)....+i?„.
Si dans cette exf)ression on fait y = 0 et la quantité arbitraire « :^ I^ on a, (u, +xY étant i (4G.) et de là log(u, +.r;"= 0,
390. log(y, +.r)* = A-.log(«, +^)'-fAr,Oog(«,+ -rr — 21og(«, -\-xy)
+ A-, Oog (tJ, + X)' — 3 log («, + x)^ + 3 log (//, -}- x)') . . . . ....+ A„(log(?/, -\-x)'—n,\og{u, +x)'-'+/?e'og(«, +x)'^'....±/?„., log(«,+x}')+i?,..
II. Dans cette expression le premier terme du reste E„ qui, commp terme générai, expnme tous les autres, est
106 5- ^^ form. 391. — 396. T^I. j4ppIicatioti clet fornnifes ^riit'ruitf
391 . r„+, = ;.-„+. pog ('f, + ^r+' — (^ + 1 ). log (^/, + x)"
+ ('^ + »). »og(^/, +^)"-^ . .. ± (« + 1), log(", + J-)']. Suivant (44.), n étant un nombre entier, ou a
u, +a^)' = u [u -f co, {u + 2 a
((/, +x)"'^' = u(u-{-r''[u-\-2.'c)....{u-{-n.T) donc
l0g(!/,4-^/ = 'oS"'
l0g(!/,-f-.r)=' = l0gI£ + l0g(7f + .T),
393. { log (i/, + Jr)' — log i( + log (« + ar) + log ^u -f 2x\
Cela étant substitué dans (391.) donne
394. -^- = log ,(+logr(,4-.T)4-log(î. + 2ar) -j- log („ -f „ .r)
— '." + i)i (logM4-log(« + J") + log(«4-2.r^ _|-log(«-f (7,_1).t))
-^ :■„_[- 1)^ (log,<4- log(» +a") + log (» + 2.t) . . . . -f Ing („ + (« _2).T )
+ (72 +!''„-, (log u + log {u 4- a-)) + 'Vî + l). logu
f\\ bien
:m. ^- = ]ogn(l-'n-\-l)^-\-{n-\-l\~-n+l\ + '.,+ ( .,)
+ log(./ + x) (l_f„ + l),+ f^+n,- n^[\ + rî+t).,-,)
-f iog(«+2^)(i — 1..+1 , + ("+t'.-'''+i;, ••.•±:''-}-i)..~.)
+ iHg („.f (7,— J )CC) (l— (n+l),)
+ log (u-\-nx)
M;«.s en vertu de (365. §. 40. YII. ) on a
Il _(„+!, _+(„+!), = 4-". .
39(i. Jl— (7,+ rj, + (7z+l),-(«+l\ =
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donc
T 397. ,^^' = loj,'(u + /?.r) — /2,Io-,'(w+(fl-l»4-/7joj;(«-|-(/2^2}jr)....±logM
ou Mea
En sul)Stitiiaut cela dans (390.) on trouve
log(,v,+x)^ = /„ log „ + /■-: !'.g (^"^ + A-Jog(i
C'est re\[)ressîon géiitTale d'une faculté analytique trouAée par la variation de lei-posaut.
III. Il s'agit niaiuteuaut do savoir si la série (399.) est convergente on non.
Suivant le théorème général de la convergence de la série générale de Taylor (§.21.) la série (399.) sera convergente, si aucun de ses termes n'est ni imaginaire ni infini, et si les valeurs que prend le premier terme T„^^ du reste i?„ pour la plus grande et la pius petite valeur <1g
— . ^ -^ depuis y jusqu'à 7 + A-, sont zéro toutes les deux pour n = rc.
Si l'on suppose réelles toutes les quantités qui entrent dans (399.), aucun ternie de la série ne sera infini. Donc les conditions de la convergence de la série se rédiusent à celle, que les valeurs <jue prend T„^^ pour
la i)lns grande et la plus petite valeur de — ;;:^ depuis y jusqu à y -f /r doiveut être zéro pour n = cx.
Ici la quantité — ^q:^^ est celle qui dans le premier terme du reste E,, dans (389.) multiplie — ^^ ,j-^
savoir
+ log [u, -i- x/
ou l)ieu, lu «juantîto arbitraire a. a3'aut été supposée = i .
108 §. 43, form. 401. — 404, VI. Ap^licaiion des formules généraicf
401. A''^'Fr = log („, +x7+"+' -(n+ 1). log (,/, +0.)'+' + („ 4- 1)^ log (,z, +:r; +"-... .
. . . . + log ((/, +077.
Mais en vertu de la première équation fondamentale des facultés (38.) on a
' („, 4- :ry +'■+' =(,/,+ x)'- (« + A-.r, + ccT+\
'(,/,+a-y+'' = (u,-\-œy{u + ky,+a:y,
{u, + 077+"- = {u, + x)^ (,, + le y, + x)'-'.
Jonc, en prenant les logarithmes,
A-'+'Fy = (l-(n+l), + (;.+l),....±t)log(».+x/
±(«+l)i log [u-i-xy, +Jt7)'
OU bien 1— («+lX + (/2 + l),....±l étant = (l— !)"+■ =0,
403. A'"+'ivr = log(u+a::,-,+x)''+'-("+l)x log(«+ar,-,+x)''+(«f 1)^ \og{u-\-xy,-\-x)'-\...
±{n + i)nloi{u-{-xy,-i-xy.
et il s'agit de la plus grande et de la plus petite valeur que cette quantité prend pour les différentes valeurs de y depuis y jusqu'à y-]-k, ou ce qui est la même chose pour les différentes valeurs de u depuis u+xy jusqu'à u-\-x(y-\-k).
Mais nous avons fait plus haut y = 0. Donc il sagit de la plus grande et de la plus petite valeur que prend la quantité A'"^'Fy (403.) pour les différentes valeurs de u depuis u jusqu'à u-{-kx.
La valeur de A''+'Fj (403.) pour « = « est celle qui dans (391.) multiplie A-„+i et qui se réduit à celle (397.). Donc enfin il s'agit de connoître la valeur de 7],+, (398.) pour les valeurs différentes de u depuis u jusqu'à u-\-kx et pour « = 00. Si cette valeur est zéro, la série (399.) sera convergente, et elle ne le sera pas si T„^^ n'est pas zéro.
IV. L'expression de —^ représentée sous la forme (398.) a évidemment un nombre égal de facteurs dans le numérateur et dans le dénominateur du logarithmande ; car le nombre des facteurs dout se compose le numérateur est 1 + n, + «*•••• > 6t celui des facteurs du dénominateur est n^-{-n.-\-n.-,..,. et on a
puisque
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Donc on peut diviser tous les logarithniandes des termes de -^
(397.) par une quantité quelcoutpie, sans diminuer ui augmenter la valeur de —^i et au lieu de (397.) on peut écrire
ou bien, si pour abréger on fait — + n -|- 1 = X,
406. ^^ = logfA— t)— n,I<)g(Â — 2)+n^loga— 3)....+Iog(;. — (n-f-l,).
Mais par la même raison on peut diviser tous les logaritbmandes de cette expression par K Donc on peut aussi écrire
*«'• lî; = ">s('-|)-''.'°?('-|)+"='°8('-4)--±'»."(<-4')-
Tous les logaritbmandes de cette expression seront ]>0 et <C1 si Â}>/2-}- 1, c'est- à -dire si — est positif, ou bien si u et x ont le même signe. Donc, sous cette condition, ou pourra développer tous les logaritbmes de la série (407.) sui\aut la formule (210. §. 29. ^TI.) qui, comme il y a été démontré, est convergente dans les cas actuels. On trouve
En stibstituant ces séries dans (407.) ou a
1 10 5- 43. form 409. — 411. /7. Application des formules g^ncruU-s 409. —t"-^ = 7 (^-".2 +n,3 -n,4 + /7^..n +«+1)
Ici les séries à droite, comme il est aisé de voir, expriment les ;.'■"*• diUV'reuces des nombres naturels 1, 2, 3, . . . , n-\- i et de leur dillerentes puissances à l'infini. Les valeurs de ces différences jusqu'à le {n — !)"'• sont, comme ou sait, zéro, c'est-à-dire ou a
pour toutes les valeurs de fx depuis 1 jusqu'à n — 1. Donc l'expression (409.) se réduit à
(n+lj/.
11 est vrai qu'ici les séries à droite ne sont pas zéro; mais leur» valetirs seront nécessairement plus petites îjuc; celles de leurs derniers termes (n+1)", («+1)'+', (/z+i)""^', ■••. car toutes les diiférences de //""", {n -j- 1)"**, (n-j- 2)""*' etc. puissances des nombres naturels ï, '2, '6, .. .. n-\- i sont évidemment plus petites que la puissance du plus liant nombre elle même, puisqu'on les trouve toutes en soustrayant <les nombres plus [)etit>t des nombres plus grands, et qu'elles sont d'ailleurs toutes positives. Donc
la Taleur abiiolue de -rr^ ue pourra être plus graiule que celle de ki quantité
ae oi-feloppemerii des fondions aux factiU^s analytiques. \. 43. form. 412 — 415. 1 1 1 c ost - i"; - (lire do la quantité
r„+i = 0 pour 71 = oo
sous condition que « et a- ont des signes égaux et que k soit plus grand que — 1. Enfin, puisqu'on a également T„j^^-=0 pour une valeur quelconque de «, les deux valeurs de T^n+i (III.) qni déterminent la convergence de la série seront zéro en même tems, n étant supposé -x). Donc la série (399.) sera convergente sous les conditioas que nous venons dénoncer.
V. Les logarithmes qui entrent dans la série (399.) ont été supposés de ceux qu'on appelle naturels ou hyperboliques. 3Iais puisque les termes de la série sans exception contiennent tous également des logarithmes, on pourra multiplier toute la série par le module de tel autre système de logarithmes qu'on voudra. 3Iais par là les logarithmes naturels se réduisent à d'autres du nouveau système. Donc la série (399.) aura également lieu quel que soit le système d'où l'on tire les logaritlune» qu'on veut introduire.
■NI. Le terme à gauche dans (399.) t-t le premier terme ù droite peuvent être mis sous la forme
■fli(> K 43. form. 416. — 420. ?T. Application des formules gcrii'inles
Ces facteurs des loi^arhli mandes de tous les autres termes à droite, comme nous l'avous vu [dus haut, peuvent vtve dhisés par x en haut et eu I)as, sans tlian<'er par là la valeur des termes. Lell'et de cette dernière opération est, que partout — prend la place de « et 1 la place de .r. Donc, si au lieu de — ou veut écrire A, loxpression (399.) se réduit à
416. log(A, + l/ = /nlogK+A%Jog-^+;,3log— -jy+Ar,log-^^--....
et cette expression, comme Ion voit par la manière dont la réduction de (399.) a été exécutée, est aussi générale que celle (399.). Si Ion fait K=l dans (416.) on trouve
417. log(l, + l)' = A'.log2 + A,log| + A-.logia + A'Jog|§5f .... + ^.•
VII. Les coiifficiens de A„ dans (399. et 416.) n'étant autre chose que les différences (n—1)""' des logarithmes de u-\-{n-l).r, u+^n-Qy, .... « et de X+^ — 1, ^ + " — 2, ....A, les séries (399. 416. et 417.) pourront aussi être présentées sous la forme suivante
log
= A-,AIog2 -fA3AMog3 -f- A, A"-'log«-f- i?„.
Ou pourra très commodément calculer les logarithmes des facultés suivant ces dernières expressions, car il n'y a (pià prendre les diflerences successives des logarithmes des nomhres u, u-{-x, r/ -f- 2.t, . . . , « -f (« l)-r, tm de celles h, K-\-l, ?. + '-', .... A + '2 — 1, ou bien de 1, 2,3,.... n et à les multiplier par les coëfficiens hinomiaux A^,, A^, A'., .... An .
Vni. 11 est vrai (juen faisaat le calcul de (1, + 1)^ suivant la formule (420.) ou trouvera que la série nest que peu convergente, puisque les différences des logarithmes des premiers nombres naturels 1, 2, 3
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ne vont en diniinuant que tri-s lentement. Mais néanmoins , en partant de la série (419.), on pourra trouver le logarithnio de !a faculté (1,+ l)*" par une expression aussi convergente qu'on voudra, car cette série sera très convergente si k est un nombre assez grand. Su|inosoiis donc qu'on ait à calculer (A, -\- 1)* pour une valeur arbitraire assez grande de A, la formule (52.) donnera, eu y faisant u =x= 1,
(i+A-. + iy ^(i+v. + ij*
et en faisant l-\-y = ?.,
De là on tire
«1. n, + ^y = (K, + if^i^r^^.
Ici 7, est un nombre entier arbitraire. Donc les quantités (I, + !)'"' et (1-|-/,, + 1)'""' pourront être calculées par la seule multiplication. Donc ayant trouvé (X, + 1)^ V^^ '^ ^'^'"'^ (419) on aura sur le cliamp (I, + 1)*.
Expressions des fonctions angulaires par les facultés,
Ces expressions, que nous citerons comme du nonjbre de ces applications des facultés analytiques qui se présentent Ips premières, se tirent des équations (340. 341,) comme suit.
Ces équations donnent
..,,, . (^— .rX^ÎTr— ^)(37r— j-:....(7v+.70(3ir + .x-\:37r+a-).... 4J2. smar = j. et
'ÎT,Z7[.0'7l....'7r.2'7t.^TV....
(w— 2.r)'37r— 2jr)v'5Tî— 2jr) .... r7r+3.r)(3ir -\-'2j:)(57i+'2x)....
41S. cosar = —T. ;^ -^ — z-
donc, en iiai.sant usage de la notation des facidtés,
?j-, + 2-7r)"(7r4- 2j-, + 2 7rr ( (7r,+2 7rr>, +2 7r)'" ~~ )
Mais en vertu des expression (57. et 39.) on a
cosj
Voila le-s expressions connues de siiiar et cosj" par les facultés aualyti- «jues. Ou les tire, couinie on voit, des équations foixlamenlales sans h\ inoindre difficulté.
Puisque suivant la première équation fondamentale des facultés (38,)
(i+ir^"^=ci,+ir^u,+ir^ «t (i,+ir^''^=(i,+ir'(i,+i)^r^
l'expression de cosa:- (430.) peut aussi être présentée sous la forme:
431, cosjc
a-, + i) Hh+if^
En vertti de sin2a:=2sin.rcosa', eosx = ;/".~^ l'expression (430.) donne aussi
432. cosx = "-+"t'''+'4 Si Ion fait x = ^it on a sinj?= 1, donc eu vertu de (429.)
et de là
Tii = (l,+ i
Aj)j)lîoa tion des expressions des fonctions angulaires par les facultés ù un cas particulier de léquation (66,).
Nous donnerons cette application cjui se présente comme une des premières des expressions (§. 44.).
I. Dans le cas où y est un nombre entier, l'équation (66.), en vertu de sou développement (67.), peut être écrite conmie suit:
436. {u,^xy'=={u,^yx)\u^x,+yx)\u + rv,+yT)K...{u + {y-\)x,-\-yxY.
Mais toute faculté pouvant être réduite par léquation (55.) A daulres, dont la base et la différence sont l'unité, nous nous bornerons au cas où « = .x-= 1. Dans ce cas Téquation (436.) donne
437. (I, + ly* = (1, +r)-^ (2, + ry (3, +.r)' • • • • (r, +.)f • En vertu de l'éfiuation (55.) on a
(1, + lV
(3^+,)^=/[ldll)^
ij, +}) = y j-— = y {i, + t) ,
donc, wi substituant ces expressions dans (437.), le nombre des fucteur.'i à droite étant )', ou a
§, 43. fonii. 439. -^ 444. 1^1. Application des formules ^cm-rah-s
ij+i; => T-_: j- T
(!,+!))' '.(1, + 1)^ '.(1, + !)''"' ....(1,+ ir
Dans celte expression les exposans des facultés à droite en haut et pu Las vont en croissant, et chaque exposant surj)asse celui qui le précède do la quantité — , Donc en mettant les facteurs datis l'ordre inverse, on a
±m fX , nv^_^ ^,.^(l,+l)\l, + '/"~(l,+l)'"^ (1, + 1)''V
i,-fir'(i,+i
SIUTT.r
En faisant dans cette équation successivement ar = — j —, --,..., elle donne
(i,+irr(i,-Hir V -
sin ■
ft
. 3?i' sin —
111. Ces expressions pourront être appUquées aux facteurs du dénominateur de la partie ù droite de l'équation (440.).
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Le uomhre de ces facteurs, excepté le premier qui est l'uiuté , est y — 1. Doue si y est impair, ce nombre est pair et ^=.'^-—^', si y est
pair, il est impair; dans ce cas celui au milieu est (l,+ l)"~' = 7r (435.) et le uombre des autres facteurs est ^^-- — .
Doue le <l(-iiominatour de la j)artio à droite de l'équation (440.) en \ertu de (444.) peut être exprimé comme suit
l,+l)-7(l,+ir?(I,+l)-7.....(l, + l)-T=-^.-JI-.-iL_
si Y est impair, et
sin — S(n — sin — Sln ■ ,
sin — sin — sin — sin -^-r
si )■ est pair.
TI. Mais en vertu des équations (3.32. 333.) on a
447, sin — .sin — , siu — .... sin ^^— ^ — - = ^^^rr Si y est nupair, et
j j j j tf^
448. sin — . sin — .sin — .... sin -^—^ = -j^T "I y est J)air.
y y y y ot~
Donc les expressions (445. 446.), dont les facteurs à droite sont au nombre •— ^ dans la première, et au nombre de— ;^ dans la seconde, donnent
(f, + l)"3^(I,+ir7(i,+if 7....(i,-j.i)"^ = !Ll_^=: (£f!)-l siy est impair^ H
(l. + t) ''(t, + l) r(i,+l) r....(l, + l) ^ = ^,r ^-^ s. j- est pair; d ou 1 on voit, que quelque nombre entier que soit y, pair ou impair, on a
449. l,+lf7(i,+ir7(i.+i)-7.....(l,4.irT = i^^Çl. Eu substituant cette expression dans (440.) on a
i_^(l,.|.l)*ri,^.l) *r(l,+l) )....(1,+1) y
11$ §• 45. form. 451. — 455. Vl. Applicaiion des formules géncralex
Voilà l'expression dune faculté (1,4-1)' <lont l'es [Misant y i est un multi|'le entier de h, pai* le produit d'autres facultés dont les exposans ne contiennent que h suivi de fractions dépendantes de y.
Cette expression est celle que IMr. Legendre a trouvée par une autre voie dans son traité des fonctions elliptiques tom. 2. page 444. où l'expression Yx s'accorde avec notre (1,-J-l) , coname on le voit par la lornnile 2. page 416. du même ouvrage. La formule de cet illustre auteur (page 444.), écrite avec nos signes, est la suivante
451. (l,+ lf"'(I, + ir'^^ (l,+lf~ "^ ". ...(i, + I)""'^^' = (1, f 1)""' (27r^ni-\
Si dans cette expression on met d'abord x-\ au lieu de x et qu'on
écrive les facteurs à gauche dans l'ordre inverse, elle se réduit ù
-h~nx
452. (l,+ ir(l,+l) "(1,4-1) ".... (1,4-1)' "=(l,-fl)"^(27r)-«-"
et cette expression, en j écrivant k et y au lieu de x et /?, s'accorde parlaitement avec (450.). Cela olTre une preuve n posteriori de l'exactitude (le la formule générale (66. ou 67. ou 436.) de laquelle nous sommes partis.
V. Nous donnerons encore une autre démonstration de la formule (450.) sans le secours de la formule générale (436.). Elle sera la troisième du théorème, celle de Mr. Legendre étant la première.
Si fx et Ox désignent des fonctions quelconques de x et qu'on ait l'équation
fx = AÇx
VI. Cela posé, nous ferons remarquer qu'en vertu de la première équation fondamentale des facultés (38.) on a
(i,+i)*-' = (1,-1-1/ (14-'., +ir',
donc, (1-|-A:,4-1) ' en vertu de l"é<uiatiuH (47.) é'.ant = j = — :
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C<^Ia donne, en écrivant yk au lieu de k,
En dinsaut (455.) i)ar (456.) ou a
oti bien
(1,+!)^ (I,+iy* '
Si flans cette expression on nuiltipHe à };auclie le numérateur et le déno" niiiiateur par (1,+t) ' (I, + I) '^....(1,+!) ^^ , on aura
Dans cette équation le numérateur à gauche se tire précisément du dénominateur en mettant dans ce dernier ^-| au lieu de h. A droite le nu-
mérateur seroit également produit du dénominateur par cette même substitution, si le facteur y~' ny éfoit pas.
Pour faire sortir exactement le numérateur à droite du dénominateur par la substitution de A'-] — - au lieu de k, il n'y a qu'à multiplier à droite, ea haut et en bas, par un facteur p=\pk tel, qu'en y mettant
A'-j-— au lieu de k, on ait — — '— = j-~\ On voit sans peine que ce
facteur sera de la forme
où {3 e.st une quantité indéterminée, indépendante de y, car en / mettant A -| au lieu de A , on a
Donc eii écrivant au lieu de l'équation (458.) celle ci;
(l,-hl)'~^(l,+ l/~^(l, + ])'~^ (1, + 1)*"'
_ (Ir+iyVlîll' ^ (1, + 1)-V^^ (1, + 1/-.^-^^-^'* (1, + !)^^'
Î20 s- 45. /orw. 461. — 4G4. VI. Application des formules f:cnc/ales
quî est identiquement la même chose, on a une équation où les nutnérateurs i'( gauche et à droite se tirent précisément des dénominateurs en mettaiit dans ces derniers A-j au lieu de k.
Donc cette équation sera précisément dans le cas de 1 équation (453.) et le lemme (V.) j sera applicable.
Y II. Suivant ce lemme les dénominateurs à gauche et à droite, ,et par suite aussi les numérateurs, ne différeront luu de l'autre que par uu facteur A indépendant de y; donc on aura
461. (1, +l)'(l,-f !)'"> (l.-j-l/^" ... .(1,+1)'~1" = '(l,-\-l'\^-'y'-\A. Faisant dans cette équation k = 0, elle donne
IMais eu ^ertu de lexpression (449.), quon tire du théorème de Mojvre combiné avec les résultats que donne la théorie des facultés appliquée aux fonctions angulaires, sans le secours de la formule (436.), ou a
(i,+i)-3-(i,+jr7....(i,-j-irT^ = ^'''' '
donc la forn)ule (462.) donne
Cela étant substitué dans (461.) donne
(l,+l)ni,+l)'~î"(l,+l)'~^....(l,+l)'~T' = (1+lf j--'.^^yjou bien 464. (1,+lf = _ZL_^(i^ +1)^(1, +i/-F(l,+l/-f..,(i,+l)*-T',
(2^) ^ C'est la formule de 3Ir. Legendre (450.) qu'il s'agissait de démontrer.
Nous terminerons ici ce mémoire, en nous réservant pour la suite la continuation des recherches cur les facultés analytiques. On sait que ces fonctions sont très utiles dans l'analyse et il est même probable, que de nouvelles applications remarquables et importantes, par ex. à la résolution des écpiations algébriques, en pourront encore être faites. Berlin au mois de Juin 1831.
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