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Dans un Mémoire inséré dans le Journal de Mathématiques pures et appliquees, 1"° série, t.IX, M. Bertrand a démontré que si deux courbes tracées sur une surface se coupent normalement, leurs secondes courbures géodésiques, aux points de leurs intersections, sont égales et de signes contraires. Le théorème de Monge, relatif aux lignes de courbure, en est, on le sait, une conséquence immédiate. Si, dans le théorème de M. Bertrand, on ajoute l'équation d’Euler, on a à peu près tout ce qu’il y a de plus remarquable et de plus général dans la théorie des surfaces.
Le premier est lié à la surface elle-même d’une manière plus intime, parce qu’il suppose son existence; il doit être placé en première ligne.
Quelque temps après la publication du travail de M. Bertrand, M. Ossian Bonnet a publié un Mémoire, devenu depuis classique; on y trouve, en effet, méthodiquement réuni tout ce qu’on connaissait jusqu'alors sur cette matière; les différents théorèmes sont démontrés avec une remarquable simplicité.
La thèse que j'ose présenter ici se rapporte aux deux Mémoires que je viens de citer.
Les résultats nouveaux sont peu nombreux, et, à vrai dire, je n’ai à mentionner que la méthode simple et directe, quelques applications intéressantes des théorèmes de M. Bertrand et d’Euler, et enfin une relation importante entre les courbures principales et leurs variations; cette relation, assez compliquée d’ailleurs, se rapporte à tout déplacement infiniment petit
(4) effectué sur la surface; elle est donc générale; en l’appliquant aux lignes de courbure, on trouve la première série des formules bien connues de M. Lamé.
L’angle de deux génératrices, voisines de la développable circonscrite à une surface suivant une courbe quelconque, doit, ce me semble, jouer un rôle fort important dans la théorie des surfaces. La valeur de la courbure géodésique, dont la considération est due à M. Liouville, est donnée d’une manière simple, en fonction de l'angle dont je viens de parler, et de l'angle que fait l'arc considéré avec la direction conjuguée. En égalant cette expression à zéro, on a pour les lignes géodésiques une équation dont l’interprétation géométrique n’est pas sans intérêt.
Considérons une surface quelconque (2), et traçons une ligne 7m, mm... ; menons par les points mr, m,,... les normales à la surface mO, m,0,,... (fig. 1); appelons d9 l'angle de deux normales consécutives et £d6 leur
Fig. 1.
plus courte distance OK : la droite KB est parallèle à Om, et le point B se trouve sur le plan tangent à la surface (Z) au point », en sorte que la
ligne mB est parallèle à OK; désignons par I l'angle ME et nous aurons
m,B = BK tang d0 = mB tangl;
posant | mO = BK — R,
OP 20 7 1e np i/ic
lire ie ni Col
PR ES DS
_et observant que l'angle 46 est infiniment petit, on aura R tang I = =:
Cette formule est due à M. Chasles, et elle fait voir que les normales à une surface gauche, tout le long d’une même génératrice, formentun paraboloïide hyperbolique.
Le triangle Brm, donne encore mm = ds = mB + mB—(840) + (Rd), ou bien
ds?
SDS: cu
Les deux formules que nous venons d'établir équivalent aux deux suivantes :
ds ds
(x) R= sil, B= 75 cos1.
Désignons maintenant par (Av), (Xopov) les angles que font avec les axes les droites mA, OK, nous aurons
3 de = dy ds 4 | cos re 0$p 7e + COS» 2:
see Le De IE [cos De Pur tu et Us Ce OS 1;
différentiant, il vient
PR +de HR RE (3) NS de FT ds ds
7 dé ds do ds dé ds
le 0
(Se dx : dcosu dy dcosv ge de ds
dcosk dx dcosu dy dcosn dz\d0 er de dd dd did
d9, est l’angle (OÉ, OK,), c’est-à-dire l'angle de deux génératrices voi-
(6) sines de la surface réciproque (*) de celle qui est formée par les normales n A, mÀ,,.…..; pour abréger nous appellerons celle-ci (K) et sa réciproque (T). Soit p le rayon de courbure au point 2, on aura
dx \ ? dy\ ? dz\ 21; p_L\æ/T\a Rem À
on sait que ce rayon fait avec les axes des angles dont les cosinus sont
dx dy dz d re d =: d ra Pas PE AS Mods té d cos À d cos À Il ; à quant aux quantités P CRE der RARES oo représentent, comme on
sait, les cosinus que font avec les axes les droites 00’, 0,0, ,..., KK, K,K,,..., ou les normales centrales de la surface (K) et de sa réciproque. On aura, par conséquent, en désignant par + l’angle que fait le rayon de courbure au point », avec la normale mA,
a aT 4€ COS LC 35 OS) e = © cosce ds TP Genus MT ER 28
dcos dx dcosyu dy, dcosy dz
# — dôse À d8 De Ed PES 05 À as Prec _) =“ sinosin] COS À Fr Lo k DA + Sr inosini, dcosh dx dcos us dr , deosw dr :
dede M0 di ERP À
La troisième de ces relations s'obtient en ayant égard au trièdre dont les arêtes sont le rayon de courbure au point m, et les deux droites mA, OK. Quant aux trois autres, elles ne présentent pas la moindre difficulté. È Remplacant les valeurs (4) dans les équations (3), j'obtiens i AE a sin EF, p ds
3 | REA 5 pe
(*) D’après M. Bour, nous appelons surface réciproque de (K) la surface formée par toutes les plus courtes distances des génératrices consécutives de (K). ,
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La première de ces formules représente la courbure de la section normale qui contient l'arc ds, la seconde donne la valeur de la courbure géodésique,
On a aussi
The Tu UE PRE Gaz ?
em ea) d0, + di
(6) | tango = TT À
Seconde courbure géodésique. — Par le point O je fais passer un plan perpendiculaire à Om; il coupera le plan m,mA suivant une droite PO, telle que
Ti KOP = 1.
Par le point K, j'abaisse sur le plan Omm, une perpendiculaire KP; pes 12.9 n 11? . , l'angle Pr,K = df, divisé par l'élément ds, constitue ce que M. Ossian Bonnet à nommé la seconde courbure géodésique. Les triangles KOP, KP», donnent KP = OKsinl = K m,df.
Or Km, est égal à R, car on a, dans le triangle KBm,, HA, —= — D;
donc, en remplaçant, dans la formule qui précède, OK par sa valeur £d0, on aura Rdf= Gsin1d0,
et ayant égard aux formules (1),
RO TT PRES Haba (7) ds =snls = cos] = ES
Nous mettrons plus tard la valeur de la seconde courbure géodésique sous la forme donnée pour la première fois par M. Bertrand.
Torsion géodésique. — Nous appellerons ainsi l'angle de deux plans normaux à la surface (Z), contenant les éléments consécutifs mm, , mm, , divisé par l'arc ds, Pour déterminer cette torsion, j'observe que l’angle de torsion
(8) géodésique Tds est égal à celui de deux droites PK et [lz,, cette dernière Me = menée perpendiculairement au plan Kzm,; or nous connaissons
déjà Km, car c'est le complément de se df que nous venons de déterminer;: et l'on a
cos (PK) —cosIid6.
ER ses Il suffit donc de connaître l'angle (PK, Er à puisque les trois droites I172,,
m,m;, m,K sont rectangulaires, et la somme des carrés des trois cosinus que PK fait avec ces trois droites est égale à l’unité. Menons donc par un point de l’espace trois droites m,U, m,m,, m,K parallèles successivement à mm, , m,m;, PK, et formons ensuite le triangle sphérique KU/, (fig. 2).
Fig. 2.
dans lequel on a, en nu par d= l'angle de contingence absolu de la courbe Les: ée,
ER 262 pairs 4 SF :
il s'ensuit se dede atdenerére caël Le ae. RTE Le
ÉTÉ
c'est-à-dire que la torsion géodésique et la seconde courbure géodésique sont égales pour les lignes géodésiques. On peut dire encore que la quantité cosI _ est la torsion absolue, puisque les plans osculateurs d’une ligne géodésique sont normaux à la surface.
Si la courbe »#m,7n,... était une ligne de courbure on aurait
COL 0, et, par conséquent,
Le — sin ©.
Nous verrons plus tard que T, est la courbure que M. Lamé appelle con-
Juguée en arc de la courbure principale.
La formule (8) permet de connaître l'intersection m»,E des deux plans normaux consécutifs. En effet, on peut mettre la formule (8) sous la forme
(Tds} = cos 140 + (40, + d1).
Les racines des trois termes qui figurent dans les deux membres de cette équation peuvent être considérées comme trois rotations, et Tds sera la résultante de deux autres, cosId9, (d8, + dI). Ces dernières s’effectuent autour des droites rectangulaires #2, K, m,m,, et la résultante autour de l'intersection commune de deux plans Amm,, A;m;m,; par conséquent, si l’on désigne par a l’angle que cette intersection fait avec A,m,, ou la normale à la surface au point considéré, on aura, d’après un théorème connu de la cinématique,
(9) tang à — _cosid0 d8, + di
On voit aisément que l'intersection dont nous parlons coïncide avec la normale à la surface, dans le cas d’une ligne de courbure, et avec la tangente à la courbe considérée, dans le cas d’une ligne géodésique.
En combinant la formule (9) avec la seconde des formules (6), on trouve sans difficulté =
(ro) tang &.tang o.tangI —1.
l'est l'angle que fait avec l’élément ds la tangente conjuguée, ou l’intersection de deux plans tangents consécutifs à la surface, suivant mm, m,..…
Je tire aussi des équations (8), (9),
| Tcos a = sin g =>
(15) l dé | Tsinaæ—cosI Aro)
D'après ces formules, la torsion géodésique, de même que la première courbure absolue de la ligne r2m,m,..., se décompose en deux courbures : l’une, est la première courbure géodésique, l’autre, est la seconde.
Torsion absolue. — Par le point K j'abaisse deux droites, KM, KN (fig. 1), perpendiculaires aux deux plans osculateurs consécutifs, c’est-à-dire aux plans (mm,m,), (mimsm,); leur angle do sera l’angle cherché. Or ces
droites sont toutes deux perpendiculaires à 72, m,; par conséquent elles se trouvent, avec Km,, sur un plan perpendiculaire à m,m,, et l’on aura
TS PERS do = m KM — m,KN.
m,KN est déjà connu, car le rayon de courbure au point 7 fait avec la normale à la surface, en ce point, un angle w; donc l’angle analogue pour le point 72, sera o + de, et nous aurons
KNm, = 90° — 9 — do.
Il suffit done de connaître l’angle KMm,. Pour cela, je fais passer par un point de l’espace trois droites, OA, OB, OC (fig. 3), parallèles successive
Fig. 3.
ment à mA, m,A,, KM, dans le triangle sphérique ABC. On aura
arc AB — d0, arc AC — 90° — ,
ÈS CAB
(1) par conséquent, cos CB — cos m, KM — sing — coss cos 146.
Mais en développant l'expression cos [(90° — ) + cos[d5], et négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier, on trouve
cos[(go°— ) + cos1d9] = sine — coss cosI1d8,
É Æ et l'expression de l'angle du deviendra j do = de + cosid5, à puisque l’on a : 3 pme — 4 + coS1d6. £ vor Désgrantpars 2 Ja torsion absolue de la courbe mm,m,..., nous aurons — | Don mem Sr CA D + ua) | tt El d = ae formule EL _ les hgnes de courbure, 4 7 hotel « | tie sic 'srpobafrl s L'd à pt biere vanenis ! 0 A ti Hi sbtoofrsarch rsrensenfs) __.
+ Ci animes aires 2e Mie: dir : PRE wres = : ets 3 ligne de courbure considérée devait être plane: on aurait 7 me 3 É Eh — x ()=c: à “72 DT. des | 4= const a Le. il RUE durs tn ÉTOILE ah ri | wbas ra) ù TE ce qui de a ere doit eouper la surfe Z :
= à nn La réciproque est vraie.
F--4. PT Eh © — -»
Rene | m: Éms | ef SEL
deux plans tangents consécutifs sont perpendiculaires à deux génératrices consécutives de la surface gauche (K). L’angle I est égal à celui de la génératrice de la surface développable en question avec la courbe z7m,m, ..… Élevons maintenant, aux points centraux O0, 0,,0,,... (f£g. 1), les normales 00/,0,0',,... à la surface gauche (K). Il est évident que ces normales sont successivement parallèles aux plans tangents à la surface (Z), et comme elles sont perpendiculaires à OK, O,K,,..., il s'ensuit qu'elles sont dirigées suivant les rayons de courbure de l'arrêt de rebroussement de la surface développable (D). Nous allons déterminer l’angle de deux normales consécutives 00’, 0,0", par exemple. J’observe, pour cela, que le plan tangent à la surface (K), au point central O, peut coïncider avec le plan tangent au point O, au moyen de deux rotations, une autour de OK, égale à d0, et une autre autour de KO, , égale à d8,, et comme les droites OK, O,K se coupent perpendiculairement, il s'ensuit que la rotation totale sera exprimée par
(16) do? — d0? + d0:.
C’est précisément l’angle de deux rayons de courbure consécutifs de l’arrêt de rebroussement de la surface (D). La grandeur et la direction de la plus courte distance entre ces rayons de courbure se déterminent aussi assez facilement, car il est évident que la rotation totale d& s'effectuera autour d’une parallèle à cette distance; elle fera donc avec OK, ou bien avec la tangente à l'arrêt de rebroussement, un angle dont la tangente sera
do, do
La grandeur de la plus courte distance se déterminera en y projetant l'arc ds, de l'arrêt. Il vient __ dsd@, Van +de.
Le rapport dé, dO est susceptible d’une autre interprétation géométrique que je vais faire connaître.
Considérons pour cela les trois plans tangents à la surface (Z) aux points M, m, m,; leurs intersections détermineront un point u de l'arrêt de rebroussement dont nous venons de parler. Proposons-nous de déterminer
AS DES Sais
À LR NS DOS LEE) RS
la distance um — R°. Le triangle wmm,, dans lequel on a
mu.m = dû, mm = ds,
mimp.= |], donne
(17) R° sin I
Pac: LP et, ayant égard aux équations (1), (16) R=R-—-
Cette formule fait voir que la droite 10 ( fig. 4) fait avec mu un angle pré-
Fig. 4.
cisément égal à O, celui de la plus courte distance de deux rayons de courbure voisins de l’arrêt pu,,..., avec pu.
Supposons maintenant que la courbe mm,m... est une ligne de courbure, on aura COS = 0, Site t, dl — 0;
et les formules (17), (>) donnent
— — 1 ou (19) Re do ie
On voit donc que la courbure géodésique est égale à la conjuguée en arc de la courbure principale = P LA
On déduira des formules précédentes
SIN
Pour trouver alors la valeur de dû do,
il faut recourir à la formule (0); elle donne en effet
dO tango ———.
Comme la formule (17) joue un rôle important dans la théorie des lignes tracées sur une surface, j'en donnerai une seconde démonstration.
X, Y, Z étant les coordonnées courantes, l’équation du plan tangent au point (x y z) sera
(æ) (X—x)cosÀ +(Y—7y)cosu +(Z—z)cosy — 0.
Différentions deux fois consécutivement, en considérant X, Y, Z comme constantes; il vient
(X— x) dcosi+(Y—7y) dcosu +(Z— z)dcosy — 0, (8) (X— x) d'cosi+(Y—y)d'cosu+(Z— 2)d'cosy— dsdbsint.
J'ai remplacé cos dx + cosudy + cosvdz — 0, dcosidx + deosudy+ deosydz= dsd6sinI.
Les trois équations (x), (5) donneront les coordonnées du point , on aura ensuite
RE —(X — x) (VE PPT ZE EGP,
Je dis maintenant que X—x. Y—y L—3z I = dét. | cosÀ COS ue. cosy | — 0.
d'cosk d'cosu d’cosy
we — SR
En effet, on a, en ayant égard aux notations précédentes,
dcosy deosu COS À — cos AO COSV dcosÀ deosy
PP SAGE GENE Tin
COS Ho — COSY
dceosy dcosà
COSY% — COS À do (Sur)
et en différentiant,
d0 dcosÀ — cosy d'cosy — cosy d’cosu, dôdcosu,— cosy d’cosÀ — cosà d’cosv, d0 dcosy, = cos} d?cosu— cos y d'cosà.
Les seconds membres de ces trois dernières équations sont précisément les coefficients des éléments (X— x), (Y— y), (Z—z), dans le développement du déterminant r; on aura, par conséquent,
M = dede [x — a) M 07 — 7) 0e (7 dE]
et sont les R, ? 4
La quantité qui figure entre les crochets est nulle, car
; dcosÀ Es cosinus des angles que fait #4 avecles axes, et 10 .., sont les quantités
analogues pour la-normale centrale. Donc HE.
Élevons maintenant Le déterminant IT au carré et développons : il vient
Re’ o ds dO sinI I°— dét. | o I — d0?
dsdOsini—d®@ d0+ d0d0?
—R°(d0+ d0? d0)—R°240— de? ds? sin’I — o.
Je me suis servi des équations bien connues
cosÀ d’cosÀ + cosud?cosu + cosyd?cosy = — dE; (dcosA} + (d'cosu) + (d'cosv)} = d0+ d0d0*.
(16) L'équation précédente donne définitivement asr4} R sdb: sin].
C'est, comme on voit, l'équation (17).
Cherchons encore la plus courte distance (e) de deux génératrices VOI— sines de la surface (x) formée par toutes les normales centrales O0’, 0,0... Il suffit pour cela de projeter sur cette distance les deux lignes (fig. 1) rectangulaires OK, O,K, ; nous avons déjà désigné OK par f d6, nous désignerons aussi KO, par &d0,; les deux droites OK, O,K font avec la distance cherchée des angles dont les tangentes sont
do, de, AOC donc MBA = xd0.
(21) ET de + di
pour que « soit nul, il faut que l’on ait
(22) Bd6 — xd6? —0.
C’est la condition nécessaire et suffisante pour que la ligne de striction d'une surface gauche soit une ligne de courbure.
On déduira aussi de la formule précédente le théorème suivant : les rayons de courbure d’une courbe à double courbure ne peuvent jamais se rencontrer. Les inflexions simples sont évidemment exceptées.
La considération de la surface (x) ne me paraît pas sans intérêt, et Je vais donner encore un de ses éléments en fonction de «, fB, d6, d6,,..., (jig.x). La ligne de striction O, O,, O,,..., fait avec la génératrice »2,0, un angle px,
tel que
Bd tangu ==, ia
Il s'ensuit que la plus courte distance 00, entre les normales centrales 00’, 0,0", fait avec la ligne de striction un angle m,, tel que
u, = 180°— arc tang DU arc tang ie : &d6, 46,” d’où
TT er 7 TN
PR A NRC 2"
(47) En désignant maintenant par & la distance du point O au point central O’ de la surface (x), la formule de M. Chasles que nous avons démontrée au commencement, jointe à la formule (23), donnera
«+ B) d0 dO, (24) R — ER ayant A, on déterminera sans difficulté la distance de deux génératrices voisines de la surface réciproque de (x), car cette distance est da, puisque la ligne de striction 00,0... est une trajectoire orthogonale de (7).
La formule (24) fait voir que la ligne de striction de deux surfaces (K) et (T) sera en même temps ligne de striction de la surface (x), si l'on a
(25) æ+fB—o.
On peut rendre explicite la propriété de ces surfaces. En effet, par les génératrices OK, O,K, menons deux plans tangents aux surfaces (K}), (T), et supposons que les deux points de contact soient à égales distances du point central K commun aux deux surfaces : on aura, d’après la formule de M. Chasles,
tangI — T tangl, — = d'où tangl « angl, 6° et ayant égard à la formule (25), I —- I, == O,
ce qui prouve que les deux plans tangents doivent être également inclinés sur le plan tangent au point central. |
D’après la classification des surfaces gauches, donnée par M. Bour, on peut exprimer cette propriété de la surface (K) en disant que la surface (K) et sa réciproque doivent être de la même espèce.
IE
En général, on donne une surface par une relation entre les coordonnées de ces points par rapport à trois axes rectangulaires. Soit
sÆ=F(#x, 7) cette relation, et posons, suivant l'habitude,
(LRO: LÉ LR RO pe ET GE À dy? He dy dx ” ete
les cosinus que fait avec les axes la normale à la surface en un point quelconque sont
ÉD Vi+p'+q?
au. | COL = ———— "?
Vi +p'#+4 COSY — S | Vi+p+ Je tire de là COSY Se COS q’ COUT cos p ee COSY
Différentiant, il vient
1 7-4 YVBOS” ire dq cosy d cosy — cosy dcosu — mn
| cos’À dq— qdp
A dcos H'éoex = SP n _ P4g— gap
(A) BOB TRUE CUS LL OCS P' (pdq — qdp) 1+p—q cosy d'eosÀ — cosà d'tos p = — Cos’y dp = Me 2 1+p+ q
élevant au carré ces trois relations, et ayant égard à l’équation
cosAdcosÀ+ cosu dcosu + cosy dcosv = 6, j'obtiens
(æ) des doter dose re Rs ndee[paiqdn}, Ë (1 + pi+q}
pe 5. rite if rt te
(19) Divisant maintenant chacune des relations (A) par la racine carrée de celle que je viens d'écrire, on trouve
DER Er nn Es " : dq à È d0 Ydp+ dg® + (pdqg—qdp} neo en dE0S AL pdq— qdp ; 4 d0 Yap’+dg"+{(pdg— qdp} A NC RER di Eu ru .
# d0 Vdp:+dg+(pdg—qdp}
Or les quantités qui figurent dans les premiers membres de ces équations sont les cosinus des angles que fait avec les axes la plus courte distance
‘entre deux normales voisines ; donc
dq COS À —= =) Vdp®+ dg°+(pdq — qdp} — dp (B) COS Lo — , Vap® + dg +(pdq — qdp} COSY = pdg—qdp
Vdp'+ dg*+{(pdq—qdp}
De ces équations je tire de nouveau
cos _ pdg—qdp COTE FR COS Lo dp
cos dg
COS dq
COS% pdq— qdp'
dad?p — dpd’?
indien cos deospe= Pi q né P 1) cosy,
co À d COS 20 — COS ps COS = — op se T cos’,
dqd? p — dpd?q)
F COS? %; (pdq — qdp}
cos, d cos À, — COS COS % —= q{
élevant au carré après avoir remplacé cos lo... par leurs valeurs (B), on D
(20) trouve (*) (dgd’p— dpd?q) dp° + dg®+(pdq — qdp)
(8) d0,— ÿdcosii + dcosui + dcosv? — VIH pi+g:.
Au moyen des formules qui précèdent, on déterminera sans la moindre difficulté les valeurs des différentielles Zcos), dcosu., dcosv, dcos},, dcosus, d'eosv,; voici ces valeurs :
PE ol
dcosÀ — (24 pig i (C) dcosu — pgdp—(i+p')dq, G+p+g) dcosy — RCE,
Ge ar
— [pqdq —(q +1) dp] (dpd?q— UE
dcosh = (ap? ds + (pdg — qdpÿŸ 2q — dqd!
dcos = — [rqdp=—{(i+ p°)dg](dpd q se p), (D) [dp?+ dqg*+(pdq — qdp} IE / 2q — dad?
déosy = 2e PEP 464) (Cha dqéip), | [dp?+ dg® + (pdg — qdpY
On tire aisément de ces équations
dcosk dcosm _ dceosn dô,
dcosi dcosu dcosy — d0
Ces relations ont été déjà données par M. Serret (**), et il est évident qu’on peut encore énoncer, dans le cas actuel, tous les théorèmes que cet éminent géomètre en a déduits.
Les équations (E) se transforment ainsi
dcosk, __ dcosk dcosm deosp dcosn _ dcosv DO, db LU A0 0 CO Te] RENOMUOS
elles font voir que la normale à la surface gauche (K) au point central
(*) La méthode dont je me suis servi pour déterminer 40, d0, pourra aussi servir à la détermination de l’angle de contingence et de torsion des lignes à double courbure. (**) Notes ajoutées à la Géométrie de Monge,
| RQ AL M SN AS RCE
coïncide avec la normale au même point de la réciproque (T). C'est à une proposition qu’on ne pouvait pas admettre à priort.
Remplaçons maintenant, dans les équations (2) et (4), dcos à, deosu,…., par leurs valeurs (C), (D), 1l vient
Len ou] [pqdq —(1+q")dp| dx + [pgdp—\ 1+ p')dq] dy —(pdp+ qdq)dz + pi+ gi [(dp?+ dg"(pdg — gdp}}}
dqdx — dpdy + (pdq— qdp)dz
ai
cos] ds — ÿ [dp* + dg® + (pdq — qdp}
Pour exprimer les différents éléments 1, dû, d8,,..., en fonction des courbures principales et de leurs variations, supposons que l'origine et l'axe de z coincident avec le point "2 et la normale à la surface en ce point, on aura, Comme On Salt,
Les équations (F) prennent ainsi la forme
jHihe dx? dy dx dy?
PUR Te 25 TT d0 dx?. dy! dy dx cos] À Fe (F +) (rt) x Posant æ 7 C0, il vient HEC ; ; sin = LOS e2sina COS à — ésin?«,
d0 : 5 cosi TES (cos’æ — sin?x)— (r — t)sinæcosæx.
Si, dans la seconde, on change & en 90° + «, le second membre changera de signe seulement, et l’on a ainsi le théorème de M. Bertrand. Faisons la même substitution dans la première, il vient
2 200 : \ sin] —- — — rsin?o + 25 sin « COS æ — ÉCOS’ a ;
donc
et, en ayant égard à l'équation (5)
I I _ _ = Tr {, É cose), S G cor) j
ce qui prouve que la somme de deux courbures de sections normales et faisant entre elles un angle de 00 degrés est constante pour chaque point de la surface et égale à la somme de deux courbures principales. Ce théorème
est du à M": Sophie Germain (*).
Prenons maintenant les plans des deux sections principales pour plans
z Li Le coordonnés: onaura, pK étant les deux courbures, [l 2
et les équations précédentes deviennent
| ainr ee = (052 sin'a ds R, R; Et, d0 I I £ | cos = — (Rx) CoSa sin.
En comparant la première avec l'équation (5), on verra que c’est la célèbre équation de Clairaut; la seconde équation (H) a été découverte par M. Bertrand ; on en déduit sans peine
d® costa sin’x
mé CR oh
" tang Ï — Rcos'a + Risin?æ : 7 (R—R)cosesinæ
I devient nul pour
(2 Pr
remplaçant cette valeur à la première équation (K), on trouve
(L) sie ne RR; Cette formule est due à M. Ossian Bonnet.
Les équations (H), (5), donnent
COS’& sin?æ KR, FR;
ee (*) Journal de Crelle ; 1831
(M) = cos — ? P
(23) 1 s'ensuit que pour une même valeur de « le second membre reste constant, quel que soit +, ou = de là le théorème de Meusnier. Appelant : la courbure
de la section normale, on aura
(N) | R C0Sp =
la valeur de la torsion géodésique prend la forme
P T? — R—K) AC y cir2 k ste QE :
(P) (& R,) cos asinta + sing
pour les lignes géodésiques, on aura I I Ÿ (R) =(i-s) sin & COS &.
Comme on voit, elle ne change que de signe pour les lignes géodésiques qui se coupent normalement ; par conséquent, deux lignes géodésiques se coupant normalement ont leurs secondes courbures absolues égales et de signe contraire. La même formule (R) fait voir que tangl s’annule pour
SiNæ—0, Où COSx—0o.
Donc les lignes géodésiques tangentes aux lignes des courbures présentent aux points de contact une simple inflexion.
# LA do 5 Le maximum de la valeur générale de cos I 7, correspond à
| A 43% On s’en assurera aisément. y Je passe maintenant au calcul de d8,.
On a d’abord > dp = rdx + sdy, dq = sdx + tdy.
ve
Pour trouver d?p, d?q, il faut différentier les équations ci-dessus; ds, étant l’arc, posons be
PRE PA NE EEE
( 24 ) d’où dp r'COSa + s COS B dg scosa+tcosB”
et en différentiant,
DIE Ps (SCOSa + 1COSP} —(scosa + tcos6) d(rcosa + scosB) a
— (rcosa + scosf) d'(scosa + tcosB).
Effectuant les différentiations indiquées, réduisant et ayant égard à l'équation
dqg® = (scosa + tcosB) ds!,
on trouve dg d'p dpd'q d'cosB d COS 2 ;u5p2 | dut de dr = (eo EE — OS SRE) (on) (V) | k dr JS ae , ds dt ? LL 2 + COS? dus an o B Re + COS a cosf a Le
Supposons maintenant que l’axe de z, l’origine etles plans coordonnés (xz), (yz), coïncident successivement avec le point considéré, la normale et les plans de deux sections principales, nous aurons alors
de d=
dr dr R, R,
di FES
UE EE RG :
dus d=
ds ds R R ds = — dy 2"! LE are d Do le dy Lis dx qi
la formule (6) prend d’abord la forme
_ dqd°p — dpd’q FRET ea Li
(25) et comme on a d0? = dp? + dg, il s'ensuit d6,d0?— dq d°p — dp d?q.
La quantité cosf dcosa — cosadcosi
= 9 Vd cosæ + dcosB? + dcosy
représente, comme on sait, le cosinus de l’angle que fait l'axe de z avec une perpendiculaire à deux tangentes consécutives, c’est-à-dire l'axe du plan osculateur, on aura donc, d’après les suppositions précédentes,
cosf AT COS x does —-" sino — courbure géodésique. ds: ds, P
En remplaçant les valeurs ci-dessus dans la formule (V), on trouve après quelques réductions bien simples
1 d0, /sin?« Le P-/dt +00, RGO RER RE (
Le de (Q){ —cos'æsinæ san | sryene so a R: dx R, dx R; dy R, dy
I I I I d— d— d=— de ee on cos’a | = ou ie = —— — —— — = —— — ——— @& |: Heu \E FR; dx R, dy R, dx ds représente l'arc considéré. Nous avons d’ailleurs remplacé cos B par sin &. La valeur (Q) de d9, est générale, c’est-à-dire elle s’applique à un point quelconque de la surface considérée, et suivant une direction également arbitraire, pour les lignes de courbure on doit faire tour à tour TE 0, C0 0 ire t, H=0, LAS E SINn«=0; on obtient ainsi les deux équations suivantes
bd: “dr R
°R_ dû, K—x)
dy = dx ( R; 3
c’est-à-dire :
La variation d’une courbure, suivant l’arc normal à son plan, est égale au produit de sa conjuguée en arc par son excès sur sa conjuguée en surface (LAMÉ).
Pour les surfaces développables, la formule (Q) prend une forme bien simple; on a en effet, dans ce cas,
Br 22 donc 1 dû, TUE nee Rd rh
« est l’angle que fait l’élément ds avec la génératrice.
Surfaces orthogonales. — Considérons d’abord deux surfaces (A), (B) se coupant suivant une ligne (e) sous un angle v ; en désignant par (à, 1, v), (4, pu, v,) les cosinus des angles que font avec les axes les normales MN, MN, aux deux surfaces en un point M dela ligne (€), nous aurons
Fig. 5.
SUR
(a) COS À COS À; + COS 14 COS lu + COSY COS, = COS U,
et en différentiant,
dcosÀ dcos To)
Etre dôn (cos dé, + COS pu dé, + COS dé,
. dcosÀ dcosu. dcosi\ _ + dé (eos TEA + cosu TBE + cos» dés )=—sinvd.
d6,, d9, sont les angles des normales voisines suivant (e). Pour trouver les quantités qui figurent entre parenthèses, je mène par le point M ( Jig. 5)
: (27) deux droites MK, MK, parallèles successivement aux deux normales centrales des surfaces gauches formées par les normales MN,..., MN,,...; les trièdres MNTK,, MN, TK donnent successivement, MT étant la tangente à (e),
dcosÀ dcosu: dcosy k cos NMK, — cosÀ do + cos dû + cosy dé —Cosisinv,
dcosÀ dcos pu MÉCOBT re cos NMK, — cosÀ ie + COS —7 A + COS». » EU cos] sinv;
remplaçant dans l’équation précédente, on trouve
(6) dOcosl + dOncos LL =— dv.
Donc la somme des secondes courbures géodésiques des surfaces (A), (B), le long de leurs intersections communes, est égale à la variation de leur angle pris négativement et divisé par ds. Si l’angle v était constant, on aurait (y) dO,cosI+ d0,cosl = 0;
si de plus on avait cos I = 0,
c’est-à-dire si la courbe (e) était une ligne de courbure sur l’une des deux surfaces, on devrait avoir de plus
cos Eh = 0.
Il s'ensuit que la courbe (e) doit être aussi une ligne de courbure de l’autre surface (*).
La réciproque est vraie ; en effet, les équations
cos —0o, cosi = 0 entrainent la suivante ID —0:
TT
(*) Si les deux surfaces se coupaient orthogonalement, on aurait encore l’équation (y) et rien de plus; c’est-à-dire, si l’on a vu — 90°,
il ne faut pas en conclure que les deux surfaces se coupent suivant une ligne de courbure. Cette observation paraîtra peut-être étrange, mais j’ai rencontré récemment une Note de M. Finck (Journal de M. Liowville, t. IX, 1"° série, p. 400) dans laquelle cette erreur s’est glissée.
(28) Cherchons maintenant le rayon de courbure de (e); en désignant par ABC ‘es angles que fait la tangente MT avec les axes, on aura
Sin y COS À — COS p4 COS y, — COS y COS Lu, Sin v CosB — cos v cos À — cos cos, Sinu COS C — cos À cos — cosy cos À, ;
différentiant, il vient
sin udcos A+-cos A dsinv—(rosudcosr,—cosydcos )— (cosy deosy—cosy, dcosu), sinvdcosB+cosBdsinv—{cosydcosi,—cosÀdcos v,)—(cos v, dcos —cosà, dcos »), sin v dcosC+cosCdsinu—(cosdcos la— cos udcosÀ)}—(cos}, deosu—cosu.dcos)).
Il s’agit maintenant d'élever au carré ces équations, puis de les ajouter ; on à
(cosudcosy; — cosyd cosy) (cos md cosy — cosy, dcosu) + (cos y deos1 — cosAd.cos »,) (cos », d cos À — cos, d cosy) + (cos Adcosu—cosu d cos x) (cos, d'cosu—cosudcos}) — (cos À cos À + cosy COS pu + COS y cosy) X (d cosAd cosk + d'cosu dcosu, + d'cosyd cosy.) = cos'v (d cos\d cos}, + d'cosu dcosy, + dcosy dcosy,):
le trièdre KMK, donne aussi
d'cosà dcosk + d'cosu dcosu:+ d'cosy dcosy, = —d60, d6(sintsintl, + cosI cos, cos uv);
élevant au carré les équations précédentes et ajoutant, on trouve sin’v do? + cos’udu?— d0?(1— cos’I Sin?) + d08 (1— cos’I, sin’) + 240,468 (sin I sin I, + cos cosI, COS u).
On a posé d'cos A+ d cos B:+ dcos C? — de;
éliminant dv entre l'équation précédente et (B), on trouve sans difficulté
sin?v d'p° = d62 sin°1 + d08 Sin? IL, + 2 40, dôpsinlsinI, cos.
PC . 1 Ïï . :
Désignons maintenant par . les courbures de deux sections faites aux (l
deux surfaces (A), (B) par les deux plans tangents aux surfaces (B), (A);
(29 ) la première (5) donnera
dAr…. 1 ns — 7 Sin 1 = = cos p — — sin v,
ds p P
d'Or re RUE nee 008 (0) sin
, 0 Pur L', donc l’équation précédente donnera, - étant le rayon de courbure de (e),
ES © er
I I == —+——2— 0c0sF :
ra
P° P: PP
F est l’angle des deux plans tangents aux deux surfaces au point M. Ce résultat constitue le théorème de Hachette.
Imaginons maintenant trois familles p, p,, p, des surfaces orthogonales ; désignons par s, s,, s, les courbes intersections de ces surfaces, nous aurons, comme précédemment,
(d0 cos I: + (d0 cos L)* — 0, (48 cosIŸ + (d6 cos} —0, (d6 cosI}"+ (40 cos If = 0; l'indice supérieur indique la surface et l'indice inférieur l'arc. D’après le théorème de M. Bertrand, nous devons avoir aussi (d8 cos1} + (d0 cos 0 (d0 cos I" + (49 cos DS;
(d9 cosI}* + (40 COST} — 0; j'en conclus
(d0 cos1Ÿi=—0, Î
ce qui prouve que chacune des courbes s, s,, s, est ligne de courbure des
surfaces sur lesquelles elle se trouve : c'est le théorème bien connu de M. Ch.
Dupin.
Considérons maintenant l'arc ds, intersection de deux surfaces conju— guées p,, p2, et menons tout le long de cet arc les normales à la surface PE
. . ; | 7 I I on aura ainsi une surface développable ; nous désignerons PAP la pre- 4 !
( 350) mière et la seconde courbure de l’arête de rebroussement de cette développable ; l'accent des lettres p, r correspond à l'arc et l'indice à la surface. Les six courbures principales du système seront désignées par la lettre R affectée aussi d’un accent et d’un indice.
Cela étant posé, on aura
I I I I Rn p : Rr DR’?
Es l 1 1 I (e) A nl A NE em I I L I
RD Nr pK
Il suffit de démontrer une quelconque de ces relations, les autres en sont équivalentes.
Appliquons pour cela la formule (17) à la ligne de courbure s de la surface p,, elle devient I do,
Rire de:
ou bien, en désignant par do l'arc de l'arête de rebroussement qui correspond à la ligne de courbure considérée,
RS do.
R de &°
MAIS On à
donc
On peut énoncer les équations (e) comme il suit : Le rapport d’une cour-
bure à sa conjuguée en are est égal au rapport de la première à la seconde
courbure de l’arête de rebroussement de la surface développable considérée.
On voit que dans les formules (+) il n’entre que le rapport d’une courbure à sa conjuguée en are, et ce rapport entre dans deux formules différentes; on peut donc l'éliminer, on aura ainsi les trois relations sui-
D agFst nor
Fe e Cie 39 pus À
ai it
on
HAE
(31) vantes : 1 ul = j lila PP:
Li Feel I r'r, pipi 2 T JL re P'P Désignons maintenant par g, d Ya Tr Ou Go les premières et secondes A courbures absolues des arcs $, 4, 82, ON aura les six relations suivantes : Li I 1 TE Fe TRACE MEN 2 DE LUE ? ds q ds ” Ro” _R ds q ds — Rgo”’ 6 ddl. sidi où the DE cn = AK) DM. ter ee EN ee CRT FHANTETS F R, ds qi Bi ge R' ds g ds TRgo qe I Le NA 14 1 ee 1 4 De UPS L4 1 97 1 I st NUE | q2 15, ETS R' ds, 2 ds: R” 40: A Mo LS Eieftef, là seconde (5) combinée avec (17 ) donne, pour la ligne de cour- ; ; roi HUE #2 PET HEC 2 bre erE Sr 4 * | ñ D TIRE TPE vtr b ï ANG an GE ent ep FASEUTE È d D —Snmp—= =» À FUI fn HIT sise "D Lait | V2 OM LEGO" Le PINEÉUENNE 21 R : c #1 LS -TSAS : : PET re sé 2% z De e TÉL x 2 AAN DRE r } “tirs Hu HOTELS ANNE els Suis | INSEE : si 36 tit: +93 cédé Pi
Nous allons appliquer les résultats précédents à quelques exemples. Surfaces à aire minima. — Je prends d’abord la première (H) :
dO __ cos'a sine
Faisons dans cette équation
B, LR = il vient | NS
pour les lignes asymptotiques, on doit avoir
APà « 49 y . | Ê à Sn IT =—o, Si
done à | à = 24 — 90°, = ER
DIRES sé LE Æ Ê 712 hyrs3 io {1 Ê ] EF 5 f fi " I » ce qui prouve que dans une surface à aire minima les lignes asymptotiques
particulier pour la surface gauche qui jouit de cette propriété , les lignes aSymptotiques coupent orthogonalement les génératrices rectilignes, et les _ lignes de courbure coupent ces génératrices à 45 degrés. Ce sont là les pro #00
| LEE + priétés bien connues de l’hélicoïde à directrice rectiligne. 4 POSTE à NU 5 2 = Sas _ ER LE À ANR PRE C x M à —: Fa première deséquaionsff) dévient 2; 0, pe { rl RE | de PT re | | er | USER 5 TRE
RP ON RE RAC
(35) p est le rayon de courbure de l'arc considéré, et R° à la même signification que dans la formule (17). Pour les lignes asymptotiques le terme en sin] doit s’éliminer.
Cherchons maintenant les surfaces qui ont leurs deux courbures égales et de même signe : on doit avoir R:=R;, et la seconde (H) devient cos I “A — 0!
ds \ elle se décompose en deux, DO
cos I — 0, 14 La seconde représente un plan, et la première fait voir que toute ligne tracée sur la surface est une ligne de courbure; la surface est donc une sphère.
Les formules précédentes se prêtent de la manière la plus avantageuse à l'étude de la courbure des lignes sphériques; il faut faire partout
A0, Sin, TCosi 0;
la courbure géodésique prend la forme
RS RE ail sin a et ayant égard à la formule (17), sin 6 - — :
Q p TE CE A R°
Cette formule se traduit par une construction géométrique bien simple :
Par le centre de la sphère abaissons une perpendiculaire au plan osculateur de la courbe sphérique, et soit x Ta trace de cette perpendiculaire sur le plan tangent à la sphère au point #» de la courbe, la distance »#p sera le rayon de courbure géodésique R°. Le point 1 appartient à l’arête de rebroussement de la développable, circonscerite à la sphère suivant la courbe considérée.
Les première et seconde courbures sont données par les formules simples
I I , NE cos o He dé
le rayon de la sphère est supposé égal à l'unité.
(54) On peut éliminer o des équations précédentes; 1l vient
Pere
cette équation est due à M. Serret.
J'indique rapidement les propriétés de la développable circonscrite à une sphère.
L’arête de rebroussement est une ligne géodésique d’un cône (C).
Ce cône est la surface rectifiante de l’arête de rebroussement, c’est le lieu des centres de courbure de la développable circonscrite (*).
Si l’on fait rouler un plan sur le cône (C), et que l’on trace sur le plan une droite (K) à une distance du sommet R égale au rayon de la sphère (2), le lieu des droites (K) sera la développable circonscrite.
Le sommet du cône (C) est au centre de la sphère (2).
Enfin, comme on le sait du reste, les sphères concentriques de (2) coupent la surface développable sous un angle constant; les lignes d’intersection sont par conséquent des lignes de courbure.
Sutface dont un rayon de courbure est constant. — Posons = Const, il vient d— d= AN TU dx dy
La formule (Q) devient
CA sinæ . cos'a + Me : 1 GET ; 1 ET | 4: ue Cha RR bETER = COS‘ Rue dy Pi ,
et, pour les lignes de courbure,
re d6, sc dé, dy ds D Hebdo.
Ce sont les équations de M. Lamé.
(*) On appelle surface rectifiante d’une courbe gauche (A) l'enveloppe des plans menés par les
angeniss normalement à. ses rayons de courbure: il suit de là : 1° Que toute surface développable est rectifiante de ‘toutes ses lignes géodésiques ;
2° Que les centres de courbure d’une surface développable sont situés sur la surface rectifiante de son arête de rebroussement ;
3° Que si l’on fait rouler un plan sur une surface développable (II), les lignes tracées sur le plan engendreront des surfaces développables dont les centres de courbure seront situés sur 1. Toutes ces propriétés sont comprises implicitement dans les ;principes de la (Géométrie de Monge.
La seconde fait voir que la conjuguée en are de la courbure constante est nulle ; il s'ensuit que la développable circonscrite suivant la ligne de courbure correspondante est un cylindre de révolution.
Ces lignes de courbure sont, par conséquent, des cercles de rayon con- Stant. Elles sont aussi des lignes géodésiques (*).
Les surfaces canaux sont, comme l’on sait, l'enveloppe d’une sphère mobile et de rayon Constant; mais elles sont aussi susceptibles d’un autre mode de génération qui fait mieux saisir leur nature, et permet d'étudier plus facilement leurs propriétés. En effet, traçons sur un plan une circonférence, puis faisons rouler ce plan sur une surface développable; il est
évident que la circonférence engendrera une surface canal.
Cela permet de calculer immédiatement son volume, car on sait qu'il doit ere égal au produit de la surface génératrice par le chemin que parcourt son centre de gravité; il en est de même de sa surface. Le second système des lignes de courbure est évidemment composé par les courbes que décrivent, pendant le mouvement, les différents points de la circonférence mobile. On comprend dès lors que si l’on trace sur le plan mobile la transformée de l’arête de rebroussement de la surface développable, les distances d'un point quelconque de la circonférence génératrice aux tangentes de l’arête transformée représenteront les rayons de courbure de la ligne de courbure décrite par ce point pendant le mouvement.
Surface d’égale courbure. — On doit avoir
(*) Une ligne géodésique plane est aussi ligne de courbure, mais une ligne de courbure plane nest point une ligne géodésique, et il faut encore que son plan coupe normalement la surface (Jacogr). .. s
Faisons rouler le plan d’une courbe quelconque (c) sur une surface développable (A) : la courbe (c) engendrera une surface (K) dont les lignes de courbure de l’un des systèmes seront les courbes (c); ces lignes sont aussi géodésiques sur {K). Les lignes décrites dans l’espace pendant le mouvement par les différents points de (c) constituent le second système des lignes de courbure de la surface (K).
Ces surfaces correspondent au cas où l'équation des lignes géodésiques
do + d\ = 9 “té se décompose ainsi 4020, Ml —S:
elles font voir que la développable circonscrite, suivant la ligne géodésique, est un cylindre, et la
courbe de contact une hélice ex général. Comme second exemple on peut considérer les surfaces gauches. Les génératrices rectilignes sont en même temps géodésiques et asymptotiques. -
se (3% ) L’équation (L) donne, par conséquent,
Cette Fe de À . se rapporte à la valeur
tans dame R”
et par conséquent aux lignes asymptotiques, si Les deux courbures prinei— pales de la surface sont de signe contraire.
Prenons maintenant la formule qui donne la évortdé courbure d’une FETE courbe | TO OETR Fr Es = Es TT Een e
ds AS Er £ ; y jp
et comme on a pour les lignes asymptotiques
BOSTE Sy 000) | done Ne TE de ; I rie d0° cel “+ és FT ds RRY | , , à J Cette équation fait voir qu' en 10 tout po x
seconde courbure de la ligne asym) totique 6 à
proportionnelle entre les deux courbures du vid > Pour les surfaces d Coa cc 2 seconde So des Hs as mp=
ses BBD y cart dat: SR De pes PIS UE
; es doi - Atn: L Aa. £ ; Hire ei MAT SE 2 æ
Lie
(37) D cherai les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes et les plans de l’un des systèmes parallèles.
On sait que ces surfaces sont engendrées par une courbe plane, pendant que son plan roule sans glisser sur un cylindre ; il est clair que ce mouvement se réduit au glissement d’un plan (P) sur un plan (Q) fixe.
Les formules de transformation de coordonnées sont dans le cas actuel :
À OR mn É CSG vi Sin, D (à) Y=n+xsSinat+yicos«x, Ée- Z —Z. ; k
RE Le centre instantané sera donné par les équations
2 ‘ : £ pass PAT there ‘de Ce pie Est ; $ te —asine peus 0
Z PES à Ke É NES : HA re j.
0E ES Fe in SAT STE
_ 1 LT
TS D section. | eme
(38 ) les équations dé la méridienne génératrice. ne 2 np 2 #1) pi leu valeurs (à), il vient | ta nn
ne pn=(x—Et)tange,
L’élimination de «, £, n, entre les équations (c), (s), (r), donnera
l’équation de la surface cherchée. Je ne pense pas qu'il soit nécessaire de
particulariser davantage la question.
_ Surface tangente aux normales d’un hélicoide à plan directeur. — La recherche de la surface touchée par toutes les normales d’une surface donnée se simplifie considérablement dans le cas des surfaces gauches, car on sait que les normales, le long d’une génératrice, forment un paraboloïde hyperbolique. Le caleul suivant se rapporte à FAne à plan directeur :
F y ETC 1 ) £, — LS
Le EL:
(vu). 1 x —“arctang = —A;
les équations de la FRE sont
57089001 LE fruit
push am one Al Pr
- Es) “oups na à Magali Fà Der jnatigh ci DA
SET AOC
CERN EN NT M 7 V7 TE
{ 39 ) d’où, en ayant égard à l’équation (v),
,—X+YA CRT es AT ?
EX VA der TRE par conséquent, sd RCE NAS) RAD ab EPP a
Remplaçant +, y dans l’une des équations (v), on trouve (XHYA)J(AX—Y)=C(A +1) (Z— 5).
Cette équation représente un paraboloïde hyperbolique normal à l'hélicoide. Son enveloppe est évidemment la surface cherchée. Je différentie par rapport à À :il vient, en ayant égard à l'équation (v),
Ces (XHYA)X+(XA—Y)Y——C+2CA(Z—2).
La surface est donc représentée par les équations
A(X2— V2) + (A— 1) XY = C{Z — CiangA)(1 + Aï), (o X2 Yi 2AYX + C = 2CA(Z — CtangA),
Ces équations représentent aussi, pour une même valeur de À, la courbe de contact de l’hyperboloïde (y) avec la surface (w).
En éliminant le terme (Z — CtangA) des équations précédentes, on trouve
Ÿ 4 A = HR Re De = IS
Elle représente une hyperbole équilatère, mais dont la forme est indépendante de A; car en chassant XY, on trouve
VX? = CC
Il s’ensuit que si l’on prend, sur les normales menées le long d'une génératrice, les centres de courbure, on formera une courbe dont la projection horizontale sera une hyperbole équilatère dont l'axe sera égal au coefficient de distribution des plans tangents de l’hélicoide.
( 40 ) “à Les formules précédentes serviront aussi à déterminer le rayon de cour- | bure. Voici sa valeur : | =
KR 40 ÆXx0 R est le rayon de courbure et X la tite du point considéré au PRE 4 | central, ete. | cs Lignes asymptotiques. — Elles sont représentées par l'équation 160 ge 402 | de . st (æ) | | à 7 sinl=o; < 4 : l'équation (6) fournira en même enof | leur première courbure | É é S ; a 7 # sr: ee de, cu, £ ta : ; 4 1 né ; vi h (Bd 34554 À ra SRE AAA om RER l À ri 4 CU ÉTTe NT. — Dre
Ta: CPE MAS RE ET œ 278 If 1 ET, ur Le IS ES
(x, ) se décompose comme il suit: | Ge
En) HS D ES 0 0, pet | n4 1e : ;
F c té EE AU 7 Mitch : LE EP
La première est comprise. dans la seconde. En elt, si dans l'équation (r)on
fn 1BÈES es
ss ES Ni 4 di PES ti SE RE
(4x) Si dans les équations (1) on suppose sin] — 0,
on déduit R—o.
Donc : les lignes asymptotiques d’une surface (2) sont les lignes de striction des surfaces gauches (K) formées par les normales à la surface (2), suivant ses asymptotiques.
Une asymptotique de la surface (2) est une ligne géodésique de la surface (K).
Si l’on prend un point » sur une asymptotique et qu'on mène un plan (P) normal à la surface, et contenant la tangente à l’asymptotique en ce point, la projection de cette ligne sur le plan (P) présentera au point » une inflexion.
La surface réciproque de (K) est développable, elle touche la surface (2), et la courbe de contact est son arête de rebroussement.
Chacune des propriétés précédentes est caractéristique.
Les équations (,), en passant aux coordonnées ordinaires, deviennent (F)
dp°+ dg+(pdg — qdp)= 0, [pgdg —{1 + g°) dp] dx +{[pqdp — (1 + p°)dq]dy —\(pdp + qdq)dz.
La première représente, comme on sait, une surface développable. La seconde, en y remplaçant dz, dp, dq par leurs valeurs et réduisant,
devient _ dy: SANTE ee DR EE — = 0.
dE RES T C’est sous cette forme que M. Dupin l’a donnée pour la première fois. La réalité de ses racinés exige que l’on ait
c’est-à-dire il faut que l’indicatrice soit hyperbolique, et alors les deux lignes asymptotiques seront dirigées suivant les asymptotes.
Comme application, je chercherai les surfaces de révolution dont les Man asymptotiques sont des loxodromies. Les méridiennes de ces surfaces ont une remarquable propriété.
On doit avoir d’après la formule (2)
LE const nee
(42) R;, R, étant les deux rayons de courbure; c'est-à-dire le rayon de courbure et la normale, relativement à l’axe de révolution, de la méridienne. On sait qu'il est possible d'obtenir les équations de ces courbes en termes finis toutes les fois que la constante est un nombre entier; mais je prends la for- | mule bien connue de Savary, relative aux RARE des courbes planes,
sé,
Cr |
Re — an = cos (+ +N FR=N rv)
Je di à 5 que dans cette formule R,, R sont les rayons de courbure des
Es PERRET és ES
, MB, et comme nous + supposerons dE hgne
vue
courbes DES ee aie 6) MS
Re: Hasbivi nbdos in. AAA asie RER | env ra Bi RTE À gi L38 respire D DAT AEE LENS SR
ET | | R',, R’ sont les rayons de courbure de l'enveloppe PS et de l'enveloppée LR | PA; PE étant une ligne droite aussi, on aura À
sol RE an cp e œyrril 4 à£ sys pure INT ap Ai, PES LS 232
M, à de cuis D te Qétr
EN RE
(43) Il s’ : . R R’ , S ensuIl que SI N est constant, N sera aussi constant, et ces deux rapports sont évidemment les mêmes que le rapport F — const. Les méridiennes
cherchées jouissent donc de la propriété suivante. Si l’on fait rouler une courbe, pour laquelle on a
R; — —= const.,
sur une ligne droite, l'enveloppe de son axe ou de sa directrice sera une courbe pour laquelle on aura
R, — Const. a me
D’après cela, l'enveloppe de la directrice d’une parabole est une chainette,
la directrice d’une chaïnette enveloppera un point, le point donnera un
cercle, un diamètre du cercle enveloppera une cycloïde, et ainsi de suite. Lignes géodésiques. — Leur équation générale est
dl d6, —=10:
Elle exprime que si l’on développe sur un plan la développable circonscrite suivant une ligne géodésique, cette ligne se transformera après le dévelop pement à une ligne droite. En effet, soit AB (fig. 7) la transformée de l'a-
Fig. 7.
rête de rebroussement, FG la transformée de la ligne géodésique : le triangle GDE donne |
I+ dI1+ d6, =1I, ou
Il y a une classe de surfaces pour lesquelles l'équation des lignes géodésiques se met sous une forme qui pourrait être utile dans certaines cireonstances; les deux systèmes (S), (S,) des lignes de courbure de ces surfaces sont planes, et les plans de l’un des systèmes (S,) sont parallèles ( /g. 8 ).
Fig. 8.
fs} PF
: | A he A
Désignons par À l’angle qu'une ligne quelconque CD tracée sur la surface fait avec les lignes (S,); par B, £, B” les angles que fait avec les axes la tangente à CD au point M, et par 7, y, y’ les angles de la tangente MT avec les mêmes axes; nous aurons
cosy” —0o, cos8 cosy + cosB’cosy — cosA.
L’axe de z est supposé perpendiculaire aux plans des lignes (S, ). Différentions la seconde des équations précédentes; il vient
(w) cosBdcosy+cos£’ dcosy'+ cosy dcosB + cosy’ dcosB— — sin A YA. On démontrera sans la moindre difficulté les équations suivantes :
cosB dcosy + cosB' dcosy —sinA cosuda, cosy dcosB + cosy’ dcosB’ —sinA sinodr;
da est l'angle de deux tangentes voisines analogues à MT, da est l'angle de contingence de la courbe CD, x est l’angle que fait le plan tangent au point M avec le plan des (xy); enfin + est l’angle du rayon de courbure avec la normale à la surface au point M. L’équation (w) prend la forme
et pour les lignes géodésiques
à dax dA COSU TE +
Cette équation s'intègre dans le cas us surfaces de révolution : l'intégrale a été donnée par Clairaut.
Vu et approuvé. |; - Le 26 novembre 1864.
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DÉDUITE DU MOUVEMENT D'UN SYSTÈME INVARIABLE
fe
La théorie de la déformation des surfaces réglées a été donnée par Minding et MM. Ossian Bonnet et Bour.
En partant de considérations complétement différentes, j'ai réussi à établir une nouvelle théorie.
Voici l’idée que j'ai développée :
Quand un système invariable est en mouvement, sous certaines conditions, il y a à chaque instant une suite de points dont la vitesse est nulle. Le lieu de ces points est une ligne droite, qu’on appelle axe instantané; les lieux de ces axes, dans l’espace fixe et dans le système mobile, forment deux surfaces réglées, applicables l’une sur l’autre, sans extension ni déchirure.
L'histoire de l'axe instantané a été faite par M. Chasles, avec une précision frappante, dans un beau Mémoire inséré dans les Comptes rendus de l’Academie, t. LI et LIL: je n’ai donc rien à dire sur cette partie. Mais en ce qui concerne l'importance du sujet, on me permettra de citer les lignes par lesquelles ce beau Mémoire se termine :
Je reviendrai dans d'autres communications sur ces matières, susceptibles d'applications nombreuses, même dans la théorie des courbes et des surfaces. el qui me paraissent devoir prendre un jour de l'importance dans la Géométrie générale. à bn Re
Je suis heureux d’avoir pu réaliser en partie les prévisions de l’illustre Géomètre.
Considérons un système d’axes rectangulaires en mouvement, et soient :
a, a’, a”,b,.., les cosinus des angles que font ces axes avec des axes fixes arbitrairement choisis! ;
£, n, &, les coordonnées de l’origine mobile relativement aux axes fixes :
(x, 715), (æyz), les coordonnées d’un point quelconque ; nous aurons à
chaque instant x=Ët+ra+ymb +zc,
(1) Fy=n+ad +yb +zc, z=6+aa+yb"+z,c!
Les cosinus @&, b,... vérifient, comme on sait, les relations suivantes
a+at+at=1:, a+ ab! +a"6"—=0, (2) bæbr+b"—=1, bc+bc +b"c"—0, c+c?+c=1, Céa+c'# +c'a =0o.
Les points dont les déplacements sont nuls à chaque instant sont donnés par les équations
DEAR de ni de + 2 de
d0 ! db ‘ dû ‘ 40 4 dn da! db' dc’ (3) 20 SD No PQ dû da’ db! dc”
Do 00 Ne + Te —
8 est une variable indépendante dont nous préciserons plus tard la signification.
Les équations (2) donnent ad + bb +ec —o, ad'a"+ b'b"+c'c"—0,
+ aa +b'b+c"c—o, et en différentiant,
Le ue SU Re d d0 d0 d9 dO d0
SE LA 3 LR es a ER *'LAS vs d0 dO d0 Fo d0 do 4 a da j CLS dc” , da db' dc
c! = EE Ty À Dane 7
QE EG NC ES Qu
(49 ) En ayant égard à ces équations on trouve aisément
a b C da dé de 0 WE dô dû db ra à (EURE A da’ db" de’ = Ke — d0 dû dd SUR Dr ADD LES 0:
a”! b’ ce’ da” db” de” : — ( [0] d0 d0 do | d'
mais on sait que
Dec (4) PIB CRE EE a! b’ c’ donc da db de d0 d0 dô da db! dc!
da’ db’ dc’ dû dû d6
Cette dernière équation fait voir que les équations (3) ne sont compatibles qu’autant que l’on a
: dE dn de (6) CSP De LCOSRE EE Gusy ee 6,
COS À, COSp., COsy étant proportionnels aux coefficients des éléments d’une même ligne verticale dans le développement du déterminant (5). On s’assurera aisément que À, p, v représentent les angles de l’axe instantané avec les axes fixes. L’équation (6) exprime donc que le déplacement de l’origine, ou d’un point quelconque du système en mouvement, doit être perpendiculaire à l'axe instantané.
Multiplions les équations (3) par a, a’, a”, et ajoutons : il vient dé db:S 208 460 2 db A TT + da do sd TER
de . der ae’. da , da! RUE + 2: ET da T)+2 (a+ a RP AA )=0:
les équations (2) donnent
HS NES UNS PRIT T Re Ts d0 d0 d0 d0 d0 d0 nd à op lee lot ee 5788 ART ha ce LUE LS dO d0 d0 dO d0 d6 à da ae da! Lbr da” F: de a de! » dc” 27 (7) d0 d0 d0 d0 d0 6) de 4 DER ER d0 dO de 6 db db' db" b T0 br HE" a 0, | ae RE EUR At ES d0 dO d0
L'équation précédente se mettra donc sous la forme
Gi Lu AP RER, 4 — 0) do dû PF EP Et) Cire
Désignons par R la distance de l'origine (Eng) à l'axe instantané, par &,, f5, 7: les angles que fait avec les axes mobiles la direction de son déplacement, et posons
(8) d=prger,
on aura, comme on sait,
dE , dn UC a ta ST Ie Re Aro
dé , dn HÉOLOS dE dn dé
f LÉCrOPE | ES LE AT (er PAR Tone 75 — CR COSY»
OR cosB,,
et l’équation précédente se mettra sous la forme
QR COS + Fi — 42 — 9; de même on aura à QR cosfi + pz — rx —0,
QR cos y: + qæi— pYi= 0.
Si l’on remplace à ces équations &,,ÿ,,3, par leurs valeurs en fonction de
(51) æyz, tirées des équations (1), on aura les équations de l'axe instantané par rapport aux axes fixes. Il vient
| OR cosa +r[b( (x—E)+b'(y—n)+b"(3—6)] —qie(x —E)+c(yr—n+c"(z—E6)]=0, OR cos Bi + p[c(x —E)+ c'(y—n) +e”(z—6)] (40/ — r[a(x—Ë)+a (y n)+a"(z2—6)]—=0, OR cos y + qgla(x —EË)+ a'(y—n)+a(2—6)] pit CAN De eh 0.
Désignons par &, B, y les angles du déplacement de l’origine avec les axes fixes, nous aurons
cosa — a COS a, + b cos, + c cosy:, (12) cos 8 — a’ cosa, + b' cosB, + c’ cos y:,
cos y — a” cos a + b”cosB, + c’ cosy.
Multipliant maintenant les équations (10) par a, b, c, et RRELTE il vient, après quelques simplifications évidentes,
RQ cosa + (2 — &)(pa' + qb'+rc')—(y—n)(pa"+qb"+rc")—= 0 RO cosB+(x—{C)(pa +qb + re )—(z —6)(pa + qb'+ re )— 0, RQ cosy +(y7—n)(pa”+ qb’+ rc") — (x —E)(pa + gb +re }—=o
Quuv) (A pv.) étant les angles que l’axe instantané fait avec les axes fixes et
mobiles, on à Qcosk=p, QcosÀ— ap +bq +er, Qcosm=g, Qcosu—ap+bq+c'r, Qcosv.=r, Qcos y —=a"p+b'q+ cr.
Remplaçant ces valeurs dans les équations de l’axe instantané, on les mettra sous la forme définitive que voici :
R cos a; + COS Yi — COS pu Zi — 0, (Zn) R cosf + cos À, — COST — 0, R COS y: + COS pu X, — COS À Vi 0.
Rcosa+(y —n)cosy — (z—C)cosup = o, (2) RcosB + (3 —E)cosA— (x —EË)cos v —0, R cos y +(æ —Ë)cosu —(y—n)cos À = 0.
Les trois premières se rapportent à la surface lieu des axes ; instantanés dans le système mobile, et les trois suivantes à la surface fixe.
(52) Pour abréger le langage nous dirons souvent la surface (3,,) ou (3) pour indiquer la surface représentée par les équations précédentes. rot On peut remarquer que les 1 tie (2») représentent une surface gauche quelconque, et toutes les fois qu’on aura en fonction d’une variable indépen-
dante les valeurs de cos}, cosp,.…cosæ,.….R, on pourra mettre les équations de la surface sous cette forme symétrique.
IX
Les cosinus cos}, cosp.,.…, cos},,.…, abc, et les rotations Nage sont ee par des relations qui nous seront utiles. | On a d’abord
COS = & COSÀ + 4’ COSp + d’ COS », 7 cos — b cosÀ + b' cos + b' cos», COS —c COSÀ +c’ cosy + c” cosy, cos} — a COS + b COS + € COS,
Se su ! cos + cosy, + c’ cos», cos » Fri oo cosn. |
, Pr th Ya se À ÿ
Différentiant Les trois no on re 2
"OT ME PTiC LA
VE 1 CS ES 2 A e : } Fr :
yet 294 20 0e AE dpetartaus 9291: 2HQES East ina se Perl à
dcosÀ dcosi Mu de ue _ dcosy,
ETS RCE Le à 0, Te LT buse de To + cosu dcosu _ ,dcosk . dcosy db! dé DE PT LE TU SF" b do. Éer ra + RER a cos La do # COSy; FTÉ Es 4
dcosy
co RE
PASSE TERRE TR TP CPR MERE P TRE RENTE
PP RP Te
Tr”
(53) et de même
b dcosÀ b dcosps un deosy dcosu,
k& aan de. CSST CRE dcosA _ ,dcosu ,dcosy dcosy, DNS MA NUIT db
Ed
Ajoutant ces équations, après les avoir carrées, on obtient (14) d'cosk + d cosu? + d cosy? = d cos}? + dcos ui+ d'cosv?— de.
On voit que l’angle de deux génératrices voisines de la surface (2) est égal à l'angle de deux génératrices voisines de la surface (2;). C'est cet angle infiniment petit que je choisis pour variable indépendante, et je la conserverai jusqu'à la fin.
La perpendiculaire commune à deux génératrices voisines de la surface(>;) fait avec les axes fixes des angles dont les cosinus sont
d cosy dcosp COS} — cos pr T0 40 ”?
4 AE dcosà 1 20057 GR SN do ?
en OUT dcosu. dcosÀ RSS do do . de même, en désignant par À°,n°,v° les angles de cette droite avec les axes 4 mobiles, on aura | [ à dcosy, dcosp.
COS Àf — COS me or Lee 3 (15) COSU? — COS ee — OS EEE F dcosu: dcosx.
CES — = COSy? — COS À To COS — T7
Les quantités Le sont les cosinus des angles que fait la normale aux
deux surfaces au point central ; on a en effet
, dCosÀ , dos dcosn cosÀ! go +Cosu T0 “Gone == 0 d cos, dcosp dcos y,
cos À qu ecosunes res D PET OX OR TES
(54) Multiplions maintenant les équations (15) par a, b,c et ajoutons, il viendra
; dcosi 7 COM Ut deostu acosÀ° + bcosu? + ccosy! = | cos To b d'cosr, cos» T0 c RE DE dcosÀ , dcosu , 4 COS :
aCoSÀ + a COSu + 4 COSYy, AE do do , ; : deosÀ , dcosu , cosy — | bcosÀ+ b'cosu + b”cosy, Er (tee 76 ra re b n ; < ,dcosi dcos tr y, dcosy_ cCOSÀ + c'COSu + c'COSY, CT TEE dé ( Dim Lg COS COS COS»
ALU dcosA dcosu dcosy ak bise D eut a: b"54e K K, K;
Les quantités K, K,, K, vérifient les équations
aK + a’ K,+a’K;:—a, bK + D'K, + L'K;— b, cK+c'K, +c’K:—c; d’où K—1:, K;=0, K:—0; donc COSÀ _ COSp COSy dcos] dcosu dcosr d6 46-1000
acos}t + bcosu! + ccosvi —
dcosy cos ue Ë — Cou ge COSU TS == COS À =
Un calcul analogue à celui que je viens de faire donnera
VE 0 (4 0 NA H6) | cosu—a cos À? + b' cos ui + c’ COS v', | cosy = «”/cosà° + b'cosui + c”’cos vf.
(55) Posons maintenant Et — cosM’, 2e — cosM\, ARE — cos N°, ses ÆCOBN};,
les équations (12), (13), (16) se transforment évidemment aux suivantes :
| a —=cosÀcos À + cos L' cos L° + cos À° cos À’,
b — cosà cosu. + cos L' cos M} + cos À COS,
e —= cos À cosv, + cos L° cos N° + cos À cosv{,
a! = cosp.cos À, + cos M° cos L? + cosu°cos À?,
(17) b' — cosp.cosp.+ cos M° cos M} + cosu°cosu, c' — cos.cos », + cos M? cos N° + cos u°cos v;,
1 — cos y cosÀ, + cos N° cos L? + cos y’ cos À,
b'— cosy cosp. + cos N° cos M? + cos » cosu",
| c"— cosy cos », + cos N° cos N° + cos » cos 1.
Différentions les trois équations (16), il vient dcos X = a dcosà°+b dcosu? + e dcos y} + cos da + cosu: db + cos y! de,
1 d cosp= a’ d cos \f + b'dcospi+ c'd cos vi + cos À? da’ + cosu? db' + cos y! dc", d cos v= a”d cos X° + b’dcosp + c'd cos v} + cos}! da” + cos ui db” + cos y} de”.
Multipliant par a, a’, a”, et ajoutant, il vient
D. d'cosk + (rcosui— q cosvi)d6,
4 ad cos + a’ d cos p° + a” d cos — d cosA?+(cos mi cosy, —cosv!cosm)Q 6, ”
. d cosÀ + Q dcosÀ.
L On aura encore deux équations que voici :
bd cosk + bd cosu+ bd cosy = dcosp;EQd cosy, ed cos} + c'd cosu°+ c”d cosw= d cos vi + Qd cosy, ;
élevant au carré ces équations et ajoutant, on trouve
(dy —(d9°?+ (Qd0ÿ +20 (dcosyuid cos pi+ d cos}? d cosÀ, + d cosy; d cosy:).
Nous ayons posé (d cos} } + (d cosut} + (d cosy} — (d®), (dcosX}+ (dcosu?} + (d cosy°}— (46°.
On comprend que d0°, 46° représentent les angles des génératrices voisines des deux surfaces réciproques de (2m) et (3). Mais nous avons démontré dans le Mémoire précédent que
d.cosX; dcosh + d cos p° d'cos b—+ d'cos y? dcosy = d6° dr, donc
c’est l'équation que je devais établir.
J’observe que Q n’entre dans la question que comme une constante arbitraire; en effet, AVE équivaut à pdp + pdq + rdr —0,
et cette relation exprime que l’axe instantané est à chaque instant perpendiculaire à la normale au point central de la surface (3, ); par conséquent, elle ne peut pas être considérée comme une condition distincte. L’équation (18) nous sera fort utile dans la suite. Elle exprime qu'il est possible de choisir à volonté le cône directeur dé la surface déformée (Bou) Je passe aux éléments p, q, r,.…, a, b,c,.…… Je différentie les équations (>) : il vient
Ce ee D , ®b" dbda db'da db” da” _ dr PART Pod en fe ge ca de à 16°
b d’e he dc d?c" dbde db'dc' db”dc’ > 45
EAU ADS D dt AU TT QE =) ça, da L çn al, dade …_ da'de' L da’ de” dq.
PIE PIE de ‘de d&® dE de (19) aa Pa À pr AA AA ER:
PIE PCE d8. de de © qe 8 LE gg 0 + prb drap he Labs dE PIE dé 5,46 À de de —°?
d’e d?c! d'e" de: ne de? de”? “à de Maëtan + qe 0:
NE PRE, T
Je dis maintenant que
en effet, a a baux bi de de d9 dO
a a a bou 305 de dc’ dc" dô d0 dd d’où et de même
de dé act
dû dû dû AMIE ET NO 1 000 br hisht "5? ONU UO
= er, O0
de” (A (/4 d0 PRE Pal A 4
ROME: 0) CRE Rare se À a re
nd de
de" gear |,
dP ae cd 1”
HA RNUR RES "ss, as dés 7
UD REE 2AT CAR eme Pire
De ces trois relations on peut tirer la formule bien connue
1 da + da?+ da”? + db?+ db'?+ db"°+ de?+ de" + dc’?
Les trois relations C c' c? a! a” Dao! b” da dé da” d di dv de de de a>) Ldës dé de: |=r}\h dede. d0.|=p}, | d8 d0 db dvd de dé, dé" da dé da d0 d0 d8 dû d0 d@ d'Or dO ee do
(58) se démontrent sans difficulté; en effet, ré
aa al au EE I r —q db db' db’ ! (4 FE er Le. dt RO CHE TITIE dl VC OR he 0 — Co) do dû do P
Multiplions ces relations deux à deux : il vient, en développant les déter-
minants Dooqs,
da db : da-.db EN das db" dÔ 46 46 46! do 48 PP db de db de! db" de” dô dô d0 do 46 de 1” del dede ar
dû 46 | 46 dû * 40 dé — 7:
Avec ces éléments nous pouvons calculer le déterminant
da da dæ#|
“a £ AU 4e 46 |
L L 4 # L) CERN TP ET EE TRE EE
ME dar het +
Enfin on a
RAR dar d'a dr dq a Na lt" a 7
LDC U:D" db dr d = b ! 7 0 SH MES . 4, RARES NET 2 ap LS) de de de ||?" Ge Po. 175 peut d'e d?c' d?c” dq DDR ES, :
D lie ddn an ras 2
D OU peNpET n+q+r(er+)
lr2 la?
Here ge) ++ (ep)
dr dp dq dr dp\el:] dq +(7 +9) (R+a (x a+ pr)+ + (r1—%5) (ar de) (PR)
Mais, en développant le déterminant (26), on trouve
g+r)e+p}p+g)—rp(p+r)—pio(p +) gr (g +) — 2 p°qr? — 0.
Ajoutant cette expression à la précédente, développant les produits des trois facteurs qui restent et simplifiant, il vient
da?
(P+r) Ta
d dr?
dq dr dr dp dp dq +296 do Pac do PTd6 dt
— ; dq dr \?
= CE ++ T)+ +(r5 Page)
Or,ona
Différentiant, il vient
dcosk __1 dp _ p da do OC do ©: db’ dcospi __ 1 dq dQ
(60 ) Élevons au carré ces équations et sommons :
dh° "lg" | dr” dQ:
T7 dd d® LT
On a aussi dp dq dr 0 —P d0 140 "46
Remplaçant dans l'équation précédente, on trouve définitivement (27) Q ——Q".
Il est bon d'observer que si la variable indépendante était quelconque d?, on aurait
(28) De UN
dus?
Q, étant le résultat qu'on obtiendrait én remplaçant dans Q, au lieu de d9, dt.
Je donnerai encore les éléments nécessaires pour évaluer le déterminant
da d'a d'a
d® dE dF d'b ,:d:b'adib?
9) K= ae do a | des fc RE?
2 46 dë
La seconde (21) et la quatrième (19), différentiées, donnent
da d'a, da d'&, da d'a. dg dr
d6 48 * 40 de TT 'd6 dd. Td0 dé’ aa dsa 3 de 4 da d'a da d'a da” d'a”\ PPT dû dé * dû dû d0 d6
De ces deux équations, je tire d'a Us As Pol Be. FE D Te
et de même
db db ,, db dp dr
a LT + bd CIRE + b" Et =—3(r%+rre) Le de de QU he (ou,
dés OV 40 Ut dde
D! PORN 2 Li LL. A F æ Lis ont, DS 4 PRET ENS de Votes Gulli, née 1 ie è \ # x
PA - pe push à
ARE DE
PET 2 Ge de
___ (dde, dd, dbd'e
=—p|(36 do t dû de ‘dé dé ep Ho;
d'où db de db’ d’c' db” d’c”’ rue dQ
d6 dt du de | dé dl dô
Un calcul analogue donnera | ae dehd'a! pde” da GRR ad caor Edo lér Van de) de dé
de dé Um db Tr. ts 227 dp Jo de t do de | dû de 26
db de db, de db
(31) dc
So ge de du + de du P# 1%6 da dé tdar de 2. da" idee ; dp do de Md0 de de dm | M7 |.d0 db
os +
La première (19); différentiée, donne — ! —— ——— — —— — —— ————’ apte ge td ae *?\dé de 46 d8 + 40
db d'a, dbda, db" d'a" _ dr +75 do À do dé * d0 dé d®”
d‘b d°b’ AD" * (% d°b da. .d'b}- da
Je DpL RAT en er"
(62) et, d’après les équations qui précèdent,
d°b Ar at 080": dE dpi dq ÉreR PT eee rt. ou Dre di 0
On aura de même
dc dc! Cm TN dq dr ie 7 — pO? es —— Pons Re TU > A0 US D CNE d'or Là PL A AN | ; dr dp te de + = de 12 +2PTg tra 3 3 À! 3 a" 2 dr (32) Po. per cs tee a Tan Pres D IE TUE da , da’ RPG OT L dq dp De N° an CUT — ge + +2p TG +07 d°b , db 0) d'p .dq.
2 Q? CAMES de de PS0 | jet No dt dd
Si lon multiplie maintenant le déterminant (K) avec
GENE VU bb ie Es, CCE C7
les éléments du déterminant produit seront les premiers membres des équations précédentes; en le développant, on déterminera sa valeur.
Il y a encore trois équations qui me seront nécessaires plus tard. Pour
; ee SE k da db dc cela, je multiplie les trois équations (12) par Tù dd de’ et j'ajoute; le
second membre s’annule évidemment, et l’on aura l’une des trois équations suivantes :
| cos “ + cos ê + COS y de 6 ‘45 F1 g6 os
da db e (43: COSÀ T7 + COSpu 7 + COSY 2 — 0,
€ 3, da” 0 s c 122 OS ‘40 + C SAT", VUE: Sert,
Je passe maintenant aux surfaces (Z;), (Z,), et d’ abioud,; Je dis qu’elles se touchent à chaque instant tout le long de la génératrice commune.
Sa a ua
SRE PNA IS PE URI
LEE Seau RS PLREX
TE PARQUET OR D ERA
(63) Pour le démontrer, je prends sur cette génératrice un point
[(XYZ)(KY:2:)},
et à partir de ce point deux ares ds, ds,, se trouvant respectivement sur les surfaces en question, et faisant des angles , w,, avec la génératrice commune. Ceci étant fait, l'équation
(34) (Rcosa, + y.cosv, — z.cosu)dX, +(Rcosf, + z,cosÀ — x,cosv.) dY, jé +(R cos y, + x,cosu — yicos À )dZ, — 0
représente le plan tangent à la surface (3,,) au point (X, Y,2Z,), c’est-à-dire
à un point quelconque de la génératrice. L’équation du plan tangent à la
surface (2;) sera aussi
— z)cosu]dX E— x)cosv]dY n—7)cosÀ]dZ — 0.
( (35) + [RcosB+(Ë6 —z)cos1 —(
+ [Rcosy +(Ë—zxr)cosu—
Différentions maintenant les équations (3;), (3) : il vient
dRcosa. + Y,d cosy, —Z;dcosu, = cost dZ, — cosv,dY;, dRcosB, + Z.dcosà, —X,dcosv, = cosy, dX, — cosidZ,, dRcosy, + Xidcosp—Y,dcosk = coskdY, — cos dX;,
(36) dRcosa—cosydn+cosudé—(n—Y)dcosy+(6—Z)dcosu=—tcosudZ—cosydY, dRcosB—cosÀdt+cosydé—(6—7)d cos1Æ+{(E—X)dcosy—cosvdX— cosAdZ, dRcosy—cosudé+cosidn—(£+X)dcosu+(n—Y)dcos1= cosAdY—cosudX. Posons
T = a( cosy. dZ.—cosv,dY;)+b(cosv. dX,—cosidZ,)+c(cosà dY,—cosudX,), T=a(Y,d cosy, —Z.dcosp)+ b(Z dcos À, —X,dcosy,)+ c(Xdcosu.— Y, dcosà,), = adR cosa, + bdR cosf, + cdR cosy. :
En multipliant les trois premières (36) par a, b, c successivement et ajoutant, on aura, d’après les notations précédentes,
T=T HT
éme est:
Les expressions de T, T,, T, se transforment comme il suit : LC
a cos dXi a acosÀ+ d'cosu + 4"COSy dx, | 2} T=|6 cosm dY, |—=|b bcosi+b'cosu+b"cosv dY, | : 7 e cos” dZ ce ccosi+ecosu+c”’cosy dZ | {
—|b b! D’ |cosÀ cosu cosv
UNS ARR AN UP l b
; : al + a { a" pe dX, ;” = | 0 HO ÆPE= AY,
Les valeurs de #,..., d, L,,..., sont déterminées par les équations | À | dl +clh+clk=dh;. Le. {vs | 4
AN Ed Ah, 0 a Les à
bib hd, ESP
te X She En PEN heros Ur Er | Se
on en tire ex Ni£e eue: ; | re ax +b dY+ 6 a. k =, FT) RES
| = Op PA Z : _ 7e COCO Det ME
A L ns Pa } : Fra DS
- a 3 F ; done ds ÿ "y pa à MÉTIER ce SEE + 5, ? np , &* ei : Se us ex Sa = as ns) Ko cop cosy RS D RÉEESERS : à PRE É be l dl, L, J à ”
ou DA don PV LES
sal \
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il vient dR cosa— adR cos a; + bd R cosB, + cd R cos y, + R cos « da + Rcosf,db+Rcosy:de,
dR cosB— a dR cosa, + b'dR cosB, + c'dR cosy, +R cos & da’ + Rcos£; db + R cosy: dc’,
dR cosy = a”dR cosa, + b’dR cosB, + c'AR cosy, + R cos a, da” + RcosB,db"—+ R cosy, dc”.
Multipliant respectivement par a, a', a” et ajoutant,
adR cos « + a'dR cos6 + a’dR cosy — dR cos + R cos, (adb + a'db'+ «"db”")+R cosy, (adc + a’ dc! + a”de”) = dR cos, + (cosB, cosy, — cos y; cosu:) RO dE,
et de même
bdR cosa + b'dR cosB + b’dR cosy = dR cosB.+ (cosy: cosÀ — cos cosy.) RO dO, cdR cosa+ c'dR cosB + c’dR cosy = dRcosy, +(cosacosu— cosBcosA)RO 6.
Multipliant les trois dernières par &, b, c et ajoutant, on trouvera, par un artifice que nous avons fait plusieurs fois,
T:= adR cosa + bdR cos6,+cdR cos y, = dR cosa—(cosB cosy —cosycos u)QRd6.
Assemblons tous les termes que nous venons de trouver, il vient
dR cos « — {cos 8 cosy — cos y cosu) ROdO +(y—n)dcosy —(z—6) dcosu = cosp(a’dX,+ b'dY, + c’dZ;) — cosv (a dX, + b'd'Y;+ c'dZ,).
Or on a
dn =RQ cosGd0, dé=RQ cosyd8, donc cos y dn — cos pu dé —(cos y cos 6 — cosucos y) RO dO,
et l'équation ci-dessus se met sous la forme
dR cos «— cosvdn+cosudé+(n—y)dcosy—(£—z)dcosu — cos u(a’dX;+ b'dY + c'dZ;)— cosy (a dX; + b'AY + c'dZ,).
On aura également S
dRcosB— cos dé + cosydE+(E—z)dcosÀ—(E — x)dcos» — cosy(adX,+ bdY, + cdZ,;) — cos À (a’dX,+ b'dY,+ c'dZ:),
dR cos y — cos dE — cos kdn +(EË—x)dcosÀ—(n—7y)d cos À — cos À(a'dX,+ b'dY,+ c'dZ,) — cos p(adX,+ bdY, + ca).
De ces trois équations et des équations (23;), je tire les trois suivantes :
cosydY—cosudZ=cosy(a'dX,+b'dY;+c'dZ;)—cosp(a"dX;+b"dY;+c"d2;), (38){ cosAdZ—cosydX=cos}(a’dX;,+b"dY,+c"d7,)—cosy(adX;, +bdY,+ cd2Z,), cosudX—cosdY=—cosu{adX, + bdY;+ cdZ,)—cosA(a' dX,+b'dY,+c'd2;);
elles prouvent que les deux équations (34) et (35) ne représentent qu'un plan, et que, par conséquent, les deux surfaces (3;) et (3,) se touchent à chaque instant tout le long de la génératrice commune.
Désignant par L, M, N, L,, M,, N,, les cosinus des angles que font les normales aux surfaces (2;) et (3,,) au point considéré, avec les axes respectifs, on aura
/ ds sin® cos L —cosydY— cos .dZ, ds sino cos M— cosAdZ — cosydX, ds sino cos N — cosudX— cos AdY,
(39) ds, sin o, cos L — cos y(a' dX,+b'dY,+c'dZ,)— cosu(a"dX,+ b"dY,+c"dZ,),
ds, sin @, cos M — cos? (a”dX,+b"dY,+c"dZ,)—cosy (adX,+ bdY,+ cdZ;), | ds, sine, cos N =cosu(adX, +bdY, +cdZ,) — eosà (a dX,+b'dY,+c'a7,),
d’où (40) ds sin o — ds, sinv,, et si de plus
DUT
c’est-à-dire si l’on rapporte les surfaces (2;) et (Z,,) au même système des coordonnées, on aura ds = d5s;;
il s'ensuit que les surfaces en question s'appliquent l’une sur l’autre sans extension ni rétrécissement.
On aurait pu démontrer ce théorème dès le commencement, mais en
(67) entrant ensuite dans les détails on serait obligé d'établir toutes les formules qui précèdent; voici la démonstration indépendante de ces formules :
Considérons un mouvement régi par l'équation (6). Soient À, A4, deux génératrices voisines sur la surface mobile, et y, Aj leurs correspondantes sur la surface fixe.
[y a eu un moment où la génératrice À, a coincidé avec la génératrice A}, et la surface X,, a tourné autour de (A,,, À); immédiatement après ce moment, la génératrice A}, a coincidé avec la génératrice A}, et la surface (3,,) a tourné autour de (A! A); mais pour qu'elle commence à tourner autour de (An, A), il faut qu'elle cesse de tourner autour de (A,,, À); il s'ensuit qu'à l'instant compris entre les deux rotations les génératrices A,, A» coincidaient exactement avec les génératrices A, Af; on déduit de là : |
1° Que l'angle de deux génératrices infiniment voisines de la surface est égal à l'angle de deux génératrices correspondantes de la surface >;
2° Que les plus courtes distances de ces génératrices sont égales, et il en est de même de deux surfaces réciproques ;
3° Que les surfaces 27, 2, 8e touchent à chaque instant tout le long d’une même génératrice ; 4° Que ces surfaces s’appliquent l’une sur l’autre.
Je vais démontrer encore que les valeurs de (æ, y, z), (x,, y,, 2,), qui vérifient l'équation
dx'+ dy + dz'= dx? + dy!+ dz!,
vérifient aussi les équations (r) quand l'équation (6) existe. En effet, différentions les équations (1), il vient
dx = dé + adx, + bdy; + cdz, + xida + y, db + zde, dy = d'n + a'dx; + b'dy,+ c'dz, + x, da + y,db' + z,de", dz = dé + a"dx;+ b'dy,+ c'dz,+ xida" + y,db" + z,de”.
Mulüpliant par cos), cos, cos y, ajoutant et ayant égard aux équations (6), (12), (33), on trouve
cos dx + cos pdy + cosydz = (a cos À + a cosu + 4” cos y) dæ,
+(b cos + b'cos + b' cos y) dy+(e cos À + c' cos p + c” cos v) dz; = COS v, dx, + cos p dyi + cos v,dz;; de là | | ds cos @ = ds,cos p,, donc, etc.
On voit, d'après ce qui précède, quels sont les éléments qui varient pendant la déformation.
Une surface réglée est complétement déterminée quand on connait :
1° La plus courte distance da, des génératrices voisines;
2° Leur angle d0;
3 Les éléments analogues d0°, dax de sa surface réciproque.
En effet, prenons un point O sur une droite A, par ce point élevons une perpendiculaire sur À, et prenons sur cette perpendiculaire une longueur 00,= da,; par le point O, menons une droite A, faisant un angle dô avec À, et par le même point prenons sur A, une distance 0,0, égale à du; menons enfin O,K perpendiculaire à 0,0, et faisant un angle d9® avec 00; en continuant ainsi de proche en proche, on construira toute la surface, mais si un des quatre éléments que nous avons mentionnés était inconnu, la construction précédente ne pourrait pas se faire, et la surface serait indéterminée.
Des éléments da, da,, d9, 40°, les trois premiers restent invariables pendant la déformation; le quatrième, en ayant égard à ce que nous avons dit sur l'équation (18), reste complétement indéterminé.
La marche à suivre, pour déterminer une surface réglée applicable à une surface réglée donnée, est, d’après ce qui précède, évidente.
Supposons qu'on se donne la surface fixe, on aura par cela même Îles cosinus cos À, cos 4, cos en fonction de 8; on se donnera ensuite arbitrairement C0s À, COSU,, cos v,, et au moyen des simples différentiations on déterminera cos}, cos L°..., cos À°..., cosu®...; remplaçant ces valeurs dans les équations (17), on aura a, b, e,.… en fonction de; la surface fixe fera encore connaître cos &, cos B, cos y, et par conséquent cos &,, cos f,, cos 74. Ayant toutes ces valeurs, on peut procéder à l'intégration des équations (6), (9); ces équations, en éliminant R, donnent
DÉIREUN eodé Cosæ CosB cosy cos À dE + cos udn + cos y dë — 0.
Après avoir déterminé £, n, 6 en fonction de 9, on remplacera a, b, c,.., æ, y, 2, €, n, & dans les équations (1) ou dans les équations (3,), et l'on aura ainsi les équations de la surface cherchée; si l’on remplace dans (2,), il faut déterminer d'avance R; voici sa valeur :
dE? dr df:
2 de Rg ” dë6f Gis
am | dé
( 69 ) Ligne de striction, surface réciproque de (5,,). — L'équation
(R cos «+ z, cos Lu 9,008 ») cos A+ (R cos B, + x, cos v,— 2, cos À) cos tn
+ (R cos y. + yicos À — x, c0s y) cos y! = o
représente le plan tangent au point central O de la surface (3,,). On s’assurera aussi aisément que l'équation
(dR cosB,+ x, d cosy, — z,d cosA,) cosu? + (dR cosa + z,dcospi—y,dcosy,) cos!
+ (dR cosy. + ydcosÀ— xd cosu)cosyi= 0
représente un plan passant par le point central O et perpendiculaire à Ja génératrice; ces deux équations représentent, par conséquent, la ligne sur laquelle se mesure la plus courte distance de deux génératrices voisines, c'est-à-dire la surface réciproque. Si l’on joint à ces équations les (5,,), on aura la ligne de striction de la surface (3,,).
Contour apparent de la surface (3,,) relativement à l'origine mobile, — Multiplions les équations (3,) par æ,,y,, 3, et ajoutons,. il vient
æ\ COS œi + Yi COS: + 3, COS y, = 0,
Cette équation représente un plan passant par l'origine et l'axe instantané; l'enveloppe de ce plan sera le cône circonserit à la surface (Z,); on a ainsi
x, dcosa + id cos + zdcosyi= 0.
En éliminant 8 entre les deux dernières équations, on aura l'équation du cône circonscrit ; elle représentera aussi le contour apparent.
Nous allons appliquer les résultats précédents à quelques cas simples.
Et d’abord cherchons la surface à plan directeur applicable à l’hyperboloide de révolution. Cet exemple a été déjà donné par M. Ossian Bonnet, et je ne l'aurais pas donné de nouveau, s’il n’était pas susceptible d’une géné ralisation. #
Les équations de la surface sont
æ, = R cos y — vsin 9 sin v, 7 = R sin v+wvsin 9 cos v, Zi + V.CUS 0
R est le rayon du cercle de gorge et + l’angle constant des génératrices
rectilignes avec l’axe de l’hyperboloïde. De ces équations, on tire
cosk ——sinpsinv, cos Li = —cosu, cos À! = cos 9 sin u,
COS fu — Sin pCOSv, cos M}=——sinu, cosp}—— cos cos v. COS y, — COSY, rosN= dE cos y! — sin 9, d®— 0, dO—sinpdu, d60=cose du,
et pour la surface cherchée,
EE
cos À = cos{vsine), cos} —o, cos L'— — sin(usino), cosu— sin(using), cosu—o, cosM— cos(u sine), COS y = 0, cos = +, COS N?—= 0: Re:
Les valeurs de a, b, c,.…, se calculent sans la moindre difficulté : on trouve
: ET” 4 ; e: st cad . : 203 "1 . * ü ; & —— sin 9 sin y cos (v sin 9) + cos v sin (v sin @), b — sin cos cos (v sin ©) + sin v sin (v sin 9), j cz :cospcos(vsinop), … 4 n h
a = —sin 9 sin v sin (v sin p)— cos v cos(v sin®), <a oo b=. Hs deu Ant sie v cos (v sin ®), | 4 fe (pit HSADT pi jus +9 AUS
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In l’hyperboloïde, décrit une ligne droite. Les équations de la surface cherchée sont 3—=tangp——R0O+(,, R+(x+A)sin0—(y—B)cos0.
On reconnait sans peine que toutes les génératrices touchent un cylindre de révolution; la courbe de contact ou la ligne de striction de la surface est donnée par les équations
æ=—Rsin0+A,
yY= Rcos0 +B,
jus Rouge tang ©
Voici maintenant la généralisation dont j'ai parlé plus haut.
Considérons un cylindre droit (P) (Æg. 1) à section orthogonale quelconque (S), et traçons sur ce cylindre une hélice AB, faisant un angle g=mm,pavec les génératrices rectilignes.
La surface réglée à plan directeur, dont les génératrices perpendiculaires aux génératrices du cylindre la touchent suivant l’hélice AB, est applicable sur la surface gauche dont les génératrices touchent le cylindre suivant une section orthogonale (S) et font un angle + avec ses génératrices droites. Pour le démontrer, partageons l’hélice AB et la section orthogonale S en
parties égales, Mhis ==. , = MM, —=.;.=4ds,
et menons par tous les points #m,,..., MM,,.... les génératrices de deux surfaces dont 1l vient d’être question: il est évident que la plus courte distance de deux génératrices voisines de la surface gauche qui touchent le cylindre (S) suivant est
M% = ds cos o ;
l'élément analogue pour l’autre surface sera aussi
m, p = ds cos ©.
La plus courte distance des génératrices de leurs réciproques seront, pour la première surface, Mk — dssino,
et pour la seconde également mp = ds sin ©.
Il reste à démontrer que les angles des génératrices voisines, pris respectivement dans l’une et dans l’autre surface, sont égaux.
Appelons p le rayon de courbure de la section orthogonale (S); il est évident que l'angle des génératrices voisines dans la surface qui touche le cylindre suivant l’hélice, est d0 = cs :
Or, si l’on mène par le point R, intersection de deux tangentes, aux points M, M, de la section orthogonale (S), deux droites parallèles aux deux génératrices MN, M,N, de la première surface, on verra, sans difficulté, que leur
angle est également
FLE
Il s'ensuit que les deux surfaces dont nous parlons s'appliquent dans toutes leurs parties.
Courbes décrites par les différents points du système. — 11 suffit de remplacer dans les équations (1) a, b,c,.... £,n, €, par leurs valeurs en fonction de 6, puis d'éliminer cette variable; les équations résultant de l'élimination représenteront les courbes décrites par les points (æ,,ÿ4, 2).
Avant de passer à un autre exemple, je remarquerai que les formules données pour la surface gauche de révolution restent les mêmes, toutes les fois que la surface donnée étant à plan directeur, la déformée admet pour cône directeur un cône de révolution. Du reste, on peut éliminer complétement de la question les neuf cosinus, a, b,c,..., et les remplacer par trois variables indépendantes seulement; ces variables sont, comme on sait, l’angle que fait l'axe de z fixe avec l’axe de z, mobile, l’angle des deux plans æy, æ, z,, et enfin l’angle que fait la trace du plan æ, y, mobile axecl’axe Ox fixe : ensuite, au lieu de se donner le cône directeur de la surface cherchée, on se donnera deux relations entre les trois variables que je viens de mentionner.
Conoides. — Les équations de ces surfaces sont
Vi =tang0.x:, A F (0).
Les génératrices de la surface déformée seront évidemment perpendiculaires aux plans osculateurs de sa ligne de striction ; la seconde courbure de cette ligne sera par conséquent
I Lhatid
T7 F(6) da
Le s\ I . ’
Si l’on se donne encore la première courbure cette ligne sera complétement déterminée et la surface déformée sera le lieu de ses binormales. On peut se donner la condition
es K = const.
Alors, comme l’a démontré M. Bertrand, la courbe ligne de striction de la surface déformée sera une hélice tracée sur un cylindre à section orthogonale arbitraire. La surface déformée admettra dans ce cas un cône directeur de révolution.
La perpendiculaire au plan, passant par l’axe instantané et l’origine mobile fera avec les axes mobiles des angles dont les cosinus sont
cos ——sin0, cosB,—cosé, cosy —=0,
et avec les axes fixes cos &« — — sin V1 + K°6,
cos B ——cos V1 + K°6, COS y — 0,
d’où, en ayant égard aux équations (9)
— — sin V1 + K°0,
d = cos ÿ1 + K°6, d
(CEA Les valeurs de Q et R sont évidemment
0e R=z—F(6), donc Êe 2 CD Ces équations représentent la développante de la section orthogonale du cylindre sur laquelle on doit tracer l’hélice, ligne de striction de la surface déformée. En voici un exemple particulier :
Posons
an La
To KE (0)cosV + K°0.
Lppni ed — 2 F(0)sinyr + K 0,
F(8)= A6, on aura
RE Ca 0 sin Vi + K° 0 + tee cos VER ) + const., K Vi+K V1 + K!
A —— I CHiEs E= — _- 0 cos V1 + K? 0 — ——— sin VI 0) + constante. ; Re V Vi+K?
Elles représentent, comme l’on sait, une développante de cercle.
Les trois axes mobiles engendrent, pendant le mouvement, trois surfaces gauches, dont l'intersection commune est la courbe décrite par l’origine. On peut déterminer le mouvement de manière que les surfaces engendrées par les axes Ox,, Oy, soient réciproques l’une de l’autre, celle qui est engendrée en Oz, étant dès lors le lieu des normales centrales. Désignons à cet effet par dm, dm, les angles infiniment petits que font Ox,, Oy, avec leurs positions infiniment voisines, et par dn l'angle analogue pour Oz,; nous devons avoir
dn° = dm’ + dm, et d’après les équations (21),
da + da" + da"= (q + r?)d0?, db? + db"? + db" —(p° + r')d0?, de? + de’? + dc”! = (p° + qg°)d6?;
(K) r—0,...dm=q00, 04m = pd0.
La première fait voir que l’axe instantané doit être constamment parallèle au plan des x, , y,; mais, d’un autre côté, il doit se trouver sur un plan perpendiculaire à la courbe décrite par l’origine : donc la surface à déformer est un conoïde dont la ligne de striction est l’axe de Oz,. Un plan perpendiculaire à la ligne de striction de la surface engendrée par l’axe O x, fait
(75) avec Ox, Oy, des angles dont les cosinus sont
da, do?
COSÂA—= ————, COSU—= — Vda+ da:
Vda + da:
Ce sont les cosinus des angles que fait l’axe instantané avec Ox,, Oy,. Les équations (K) donnent aussi
dm dm?
COS À — Os Vdm? + dm? Vdm: + dm?
done da: Se dm. da dm
press CEE 1% He Fi. ?
Vdæ+ da Vdm+dm Vdæ+da Vdm'+ dm?
équivalant toutes deux à d'adm = d'a dm.
Nous avons déjà rencontré cette équation dans le premier Mémoire. Elle fait voir que la ligne de striction de la surface engendrée par Ox, ou O y, est une ligne de courbure.
D’après ce qui précède, il est facile d'indiquer le mode de génération des surfaces réglées dont les lignes de striction sont aussi des lignes de courbure.
Faisons rouler un conoïde quelconque sur une surface réglée applicable sur le conoïde; une génératrice quelconque engendrera une surface dont la ligne de striction sera aussi ligne de courbure.
Variation de la courbure pendant la déformaunon.—Soit AB (fig. 2) une ligne tracée sur la surface réglée (3,); p, p,, p: les angles que la tangente DT fait
Fig. 2.
avec les axes, et ® l’angle sous lequel AB coupe les génératrices rectilignes de la surface. On doit avoir
COS À COS p + COS lu COS pi + COS 1 COS F1 = COS P,
(76 } et, en dant
cos À, PER + cos pd COS pi + COS vd cos p, + cos p d cos À + prit cos À à + cos pd cosy, = — sin ® d®.
DR étant la direction du rayon de courbure, le trièdre DRGC donne & ds dise cos Àd COS p + cos pd COS p + COS y d COS Pr — fs cos k — F sin ® sin ®;
_g est l'angle que fait la direction du rayon de courbure avec la normale à la surface au point considéré. Désignons enfin par 1 l’inelinaison du plan tangent au point D sur le plan tangent au point central O, on aura :
cos æ d cos À + cos Bd cos pu + COS y d cos = - sin ® sin I 46. à
Remplaçant ces valeurs dans la formule précédente, on trouve
7 dO d® x (q) | FRERE A : | < Le Pour les lignes géodésiques, on a | pri 2 . ? sin 9 —0 1 Fi D: pour la ligne de striction, E cu | e ê Sin 0; 4 et pour les trajectoires de ne rectilignes à je 46110 0ue.0ù 4
Te.
Il s’ensuit 0 si une ligne quelconque, tracée sur la surface réglée (2, ), jouit de deux quelconques des propriétés mentionnées ci-dessus, elle pis — aussi de la troisième. Ce théorème est dù à M. Ossian Bonnet. Fo : L'équation DES de ses in ie RE
DR RARE NAME AT
ASIN Ru GE Pis ds,”
at a eu
EN DUT RO Ti
dZ ES. LES" LEE y ŒZ
Het ds ds, OR AR
ds dis Différentions, il vient |
EX = XL dV,, d'u }dofdx, da | dY, db, az de) ds. ©, ds: ds; Et ds? P ds, \ ds, d0 Aide. dO ds, dô ]” BY ER, y d'A dt {dx dar hd deg ide) do de ds: dns dada 40 ds :d0 di dd)” NE, d
d’X, pr 2Y, 2, d0 fdX; da, dY: db". d2, de” re ds? "x ds? LS ds? ads. ‘ds, dû de. a0 | ds: 5)?
et en mulüpliant par a, a’, a” et ajoutant,
Dix dit 0 dB dax ra d6
ex CDS AIN Rte dE Q ds® ds ds — ds: Pr PEN SA QU 7e
see ds. !
et deux autres encore que ŸO1CI :
dx ta" di L SX: d7Z: TX — d0 e ds? #i ds! ee di Tee. (LE cos 7, — Te con) re dx, (Ode, d'P CR ARE de on ed Goes de di. D D Rob de Orona LAS 1 T ire = | — ES Æ cos L, (Se COS 7 CO ls} Hd, dZ, dX, I COS M (Te COST cos ») sn
/ d'X, E.cosN,— ee cos cos ) :
et les équations précédentes prendront la forme
dx d?Y d'Z'u "dx, da .
Re Von MER Nr Te —+ ) Fs 70 î er HO br ds Æ Q cos L, ds Sin ® dx d'Y 1227 = 2U8Y, dO .
2 = ! " co — —+ , a i ER 1»
(r) { b RQ LA b Le dr À Q cos M + sin ® c > + c! Re Æ Q cos N, sin ®,.
MES ls? ds? ds? ds,
Soient g, q, 2 les angles que fait avec les axes fixes une droite située sur le plan tangent à la surface et au point considéré: o, 6, © les angles de la même ligne avec les axes mobiles : multipliant les équations précédentes Par COSg, COSg,, CoSg:, ajoutant et ayant égard à la relation
cos q cos L, + cos qi cos M, + cos g, cos N, — 0,
on trouve PALAU" Nue az cos : + COS FX! 0 LR, ct : a me S Er FN C C : COS g: :
LS D Ga BGs ds? “! ds LÉCLSS
Désignons par p, p, les rayons de courbure des courbes considérées, et par v, v, les angles qu’elles font avec la ligne (pp, p:); l’équation précédente
se mettra sous la forme :
COSu Cosu,
p Pi
ce qui prouve que la projection de la courbure, d’une courbe quelconque tracée sur la surface, sur une droite située sur le plan tangent ne varie pas pendant la déformation.
La courbure géodésique ne varie pas non plus.
Élevons au carré les équations (r), et ajoutons, il vient
Û 5 2 d 0° Gi “ FE p° +—Q ds sin ®, | dors d?X, dY° dZ + ll ll Se 207 sin ®Ÿ, (cos L, HA? + cos M, Fes + cos N, se ) ;
et en appelant & l’angle du rayon de courbure avec la normale à la surface (3,,) au point considéré,
I EL) I ,d0? ‘he 1 d0 * (s) Ph dr Sin Pi Æ 20 27e sin di cos ç.
Pour les lignes géodésiques, on a
COSp—= 7,
édit à ne ii 55 fifi oh à
RÉ , elle s'applique aussi en section normale. Pour les lignes asymptotiques, on :
COS — 0, et l'équation (s) devient 1 ' CARE — = — + Q:—— sin’; p° Pi ds’
si de plus la ligne asymptotique coupait orthogonalement les génératrices rectilignes, on aurait
PSE, + 0: É CT Les angles des deux normales voisines, avant et après la déformation, sont liés par une relation analogue à (s); différentions pour cela les équations
cos L— a cos L, + b cos M, + c cos N,,
CosM — a’ cos L, + b’ cos M, + c’cos N,,
cos N — a” cosL, + b”’cosM, + c” cos N;:
il vient d'cos L=a dcos L;+b dcosM,+c dcos N,+ cos L,da + cosM, db +cosN,de , d cosM— a’ d cos L,+ b’ dcosM, + c' d'cos N,+ cos EL, da! + cos M, db" + cosN, de’, d cos N = a”d cos L, + b’dcos M, + c’d cos N,+ cos L, da” + cos M, db” + cos N, dc”.
Multipliant ces équations par aa’a” et ajoutant, on trouve comme précédemment
ad cos L + b’dcosM + a” d cos N = d ços L; H(cos v, cos M, — cos u, cos M) 0 d6, bd cos L + b'dcos M + b’d cos N = d cosM, (cos À cos N,— cos L, cos », }0 46, cd-cos L + c'd cos M + cd cosN = d'cosN, H(cos y. cos L, — cos à, cos M,)Q 456;
carrant et ajoutant,
df® = df?+Q:d0 + 2df,d0 Q cos V.
Nous avons posé
d'cos L?+ d'cos M? + d cos N° — df?,
d'cos L? + d'cos M? + dcos Ni — df;
( 80 ) 5 & cos V est déterminé par l’équation n.
dcosL, dcosM dcosN, D
CSV =] Go Li. cosMi, =. cos Nu
cos À, COS fu, cos | FL
- / / | ES > Élevant au carré et développant, on trouve 2 sin V = cos À dcos L cosy Loos M à 05 y ALES ARR | S Re SR Fe V est l'angle de la plus courte distance des normales voisines avec la géné- 3 ratrice rectiligne passant au point considéré. | EX , Vu et approuvé. KÈ Le 26 novembre 1864. De
Le Doyen DE LA FacuLTé Des SCIENCES, <a
s es MILNE EDWARDS. HER
Permis d'imprimer.
‘57e Le 26 noveinbre 1864. | | ee Le Vics-Recreur DE L'ACADÉMIE DE Pans, : s | =:
; ne net Æ 2ek* is de: —— LE: NE Re ERRATA. Pda Lt Ed pr CM 7: 1
35 | .(d [data es | As nié |
0 eq om mm Re ee ee ee eee ep ed esere ses eemeemms marS
ERRATA
; _— Page 8, ligne 3, au lieu de déjà PKm, lisez PK mi. ; A8 ER A Page 8, ligne 6, au lieu de l'angle (FR, TR lisez (ok, ra
D - Page 10, ligne 12, au lieu de avec K m;, lisez avec Km. Page 10, ligne r7, au lieu de KNm,, lisez NK mi.
tic Page 29, ligne 19, au lieu de tango = Li lisez tang'a« —— .
Page 28, ligne 17, au lieu de le trièdre KMK,, lisez 1e trièdre KMK,T. Page 29, ligne 3, au lieu de cos(u—), lisez cos qi. | Page 31, lignes 12, 14,18, faites précéder du RER — les seconds HonbE des
équations qui Sy ie TE
Se 36, ligne #4, au lieu de range =" pe FT lisez tango —— la
Page 73, ligne 21, au lidide, cosf = cos ÿr- K6, lisez cos8— c0sYTFICE, . k We ; HUE ren | | : Pa Re ue a
PAT k x NES k 5, au lieu tie nes À Fe, lisez -
Dm LE Get. 1090 ;19 pe tesé ot BW 5 CT us ane ae ; : ; ; . |
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