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J'ai publié en i837 un Essai sur le tirage des voitures et sur le frottement de seconde espèce. Le secrétaire de la commission des Annales a bien voulu rendre compte de cet ouvrage , avec une bienveillance dont je regrette de ne pouvoir plus le remercier publiquement aujourd'hui. Depuis cette époque , M. Morin a présenté à FÂcadémie des sciences des expériences sur le même sujet. Le travail de cet expérimentateur a été l'objet d'un rapport favorable ,. dans lequel il a été fait mentioi^ de mes recherches antérieures en ces termes :
« Un jeune ingénieur français, M. Dupuit , a publié, en i8'37 un travail étendu sur la même question. Il est le premier qui ait mis en évidence par une série d'expé* riences, l'influence du diamètre des roues sur le tirage; mais comme il n'a pu employer que les dynamomètres ordinaires , la loi qu'il donne et qui rendrait ce tirage en . raison inverse de la racine quarrée du diamètre des roues» ne nous parait pas devoir être préférée à celle qui résulte des expériences de M. Morin , c'est-à-dire à la simple raison inverse du diamètre, loi que Coulomb avait déjà donnée pour le roulement des cylindres de bois. »
En rapprochant les résultats de M. Morin de ceux que j'ai publiés, on reconnaît qu'ils ne diffèrent pas seulement sur cette question des diamètres , mais sur toutes les circonstances qui font varier le tirage ^ telles que la largeur de la bande , la vitesse , la- suspension et enfin pac
le chiffre même de rintensilé de pette résistance sur les
diverses natures de chaussées.
Lors de mes premières expériences , quand j'apportais dans lappréciation des résultats, l'impartialité toute naturelle h celui qui aborde une question pour la première fois , ce fut avec regret que je les vis en contradiction avec ceux de Coulomb ; craignant de m'étre trompé , je multipliai les expériences , j'en fis varier les circonstances autant qu'il me fut possible , et ne cédai qu'à l'évidence des faits ; car ce serait une erreur de croire , qu'il y a besoin d'instruments bien précis pour juger la question principale qui nous divise M. Morin et moi. On peut en effet la ramener à ces termes: le tirage d'une voiture ayant des roues de 2 mètres de rayon étant de 1 00 kilogrammes, lorsqu'on lui substituera des roues de o'^.So, ce tirage deviendra-t-il de 4oo kilogrammes , comme le veut la loi de Coulomb , confirmée par M. Morin , ou de 200 kilogrammes seulement, suivantla loi que j'ai donnée. Or, je le demande, lorsqu'il ne s'agit que de distinguer 200 kilogrammes de 4oo kilogrammes , le dynamomètre ordinaire dont je me suis servi n'est-il pas bien suffi^nt? et en choisissant des diamètres qui varient dans un plus grand rapport, on peut obtenir des différences encore plus tranchées , et c'est précisément ce que j'ai fait. Ce n'est donc que lorsque je fus certain de l'exactitude de mes résultats , que je me suis mis en contradiction avec Coulomb. Les expériences de M. Morin et l'assentiment que leur a donné TAcadémie ne m'ont prouvé qu'une chose : la nécessité de compléter mon premier travail , puisque , après l'avoir lu , on pouvait encore conserver des doutes.
Sur ma demande , l'administration a bien voulu me placer dans une position qui me permit de me livrer tout entier aux expériences et aux recherches que je croirais devoir faire; elle a mis à ma disposition les sommes que j'ai demandées, pendant que des moyens analogues étaient fournis à M. Morin. Enfin la commission du roulage fut
invitée à contrôler et Térifier les résultats qui lui seraient soumis. J'ai cru devoir rappeler ces ciroonstances , parce qu'elles me fournissent l'oceasion de faire connaître la protection éclairée que M. le sous-«ecrétarre d'état des travaux publics a bien voulu aeoorder à ces recherches , et qu'elles sont une preuve de l'importance des questions qu'elles avaient pour but de résoudre.
Ce travail d'expériences et de recherches a duré près d'un an ; je l'ai résumé dans un mémoire que j'ai adressé à l'administration et à TAcadémie des sciences. J'en extrais aujourd'hui la partie relative au tirage des voitures ' et au frottement de roulement.
^ Mon travail eût été incomplet si je n'y avais ajouté vn examen de celui de M. Morin; me trouvant en contradiction non-seulement avec lui , mais avec Coulomb , mais avec le savant rédacteur du rappcH't fait à l'Académie des sciences sur toutes ces questions, il ne m'était permis de négliger aucun des moyens qui étaient à ma disposition pour combattre des autorités si imposantes.
PREHIÈRE PARTIE. — * EXPÉRIEUCES.
Avant de parler de mes nouvelles expériences , qu'on* me permette de jeter un coup d'ceil rapide sur celtes que j'ai publiées en 1837 , et envers lesquelles l'Académie a été peut-être un peu trop sévère en disant : qu'on n^avait jusqu'à présent^ sur ce sujet , que des obsen^ations faites sans grande précision , et présentées sans conséquences bien établies.
Après une étude de toutes les circonstances qui peuvent rendre les oscillations du d;ynamomètre plus régulières , et par conséquent leur observation plus facile , j ai cherché d'abord l'influence de la pression sur le tirage. Des voitures à deux roues, chargées de poids de plus en plus considérables , m'ont donné les tirages correspondant à chaque pression. Çn représentant graphiquement tous les résultats, j'ai eu des points qui, pour chaque voilure,
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sont vernisse placer tout près d'une ligne droite, tantôt au-dessus, tantôt au-dessous. En rassemblant ainsi quatrevingt-deux expériences , j'ai fait voir que pour cinq seulement Terreur est de 7^ , et que pour les soixante dix-sept autres elle est au-dessous de ;;^. Le principe de la proportionnalité du tirage à la pression se trouve donc établi d'une manière incontestable , et comme sur ce seul point je me trouve d'accord avec mes contradicteurs , je ne m'y arrêterai pas davantage.
Je dois cependant faire observer , parce que c'est une remarque qui porte sur tout l'ensemble de mon travail , qu'une fois cette propriété démontrée , on peut donner à l'q^servation du simple dynamomètre un degré d'exactitude pour ainsi dire indéfini. Si pour déterminer le tirage d'une voiture, on ne se contente plus de chercher le tirage correspondant à une certaine pression , mais une série de tirages correspondant à une série de pressions , on obtient ainsi des chiffres dont la moyenne s'approche d autant plus de la vérité qu'ils sont plus nombreux , et obtenus dans des limites plus étendues. Or, c'est précisément ainsi que j'ai opéré. Lorsque je dis que le tirage de telle bande , de tel diamètre, de telle vitesse, est de o.o3 par exemple, ce chiffre n'est pas le résultat d'une expérience isolée , c'est la moyenne de dix ou douze expériences , dans lesquelles on a fait varier la pression entre des limites trèsétendues en fournissant aux erreurs le plus de chances possible pour se compenser, Ce chiffre a donc un graud degré d'exactitude , et on peut en avoir une mesure en le comparant avecles chiffres élémentaires dont il est déduit. Au reste le meilleur procédé d'expérimentation est sans contredit celui qui a donné les résultats les plus exacts ; ce sont eux que nous allons justifier maintenant.
En expérimentant le tirage de voitures montées sur des roues de diamètres différents J'ai trouvé des chiffres dont la comparaison m'a conduit à conclure que le tirage était en raison inverse de la racine quarrée.
Soient : 0, e', , des chiffres de tirage correspondant aux diamètres D, I>, D", on aura , si la loi est exacte :
d'où
tirage pour i*".oo de diamètre.
Dans le cas où le tirage serait suivant la simple raison inverse , on aurait
eD = e'D' = e"D" = =
tirage pour i°».oo de diamètre.
Or, voici une série d'expériences citée dans notre Essai.
DIAMITRIS
met.
RAPPORT
du tirage à la pression
o.oSqo 0.0373 0.0393 0.0276 0.0266
MSMB RAPPORT
pour i™.oo de diamètre.
Loi de la 1/
Loi de la iK puissance
en
On voit que dans Tbypothèse de la loi de la racine quarrée tous» les nombres qui doivent être égaux sont compris entre 34 et 87 ; tour à tour plus forts et plus faibles que la moyenne ; dans l'hypotbèse de la loi inverse du diamètre, ils sont compris entre 3o et 5o allant de l'un à l'autre d'une manière régulière.
Notre Essai contient six autres séries d'expériences faites tant sur les empierrements que sur le pavé ; ellef^résentent les mêmes résultats. Nous nous bornerons à y renvoyer ; nousne pourrions que répéter surchacuned'elles ce quenous venons de dire ici. Les diamètres parcourant une échelle
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variée et étendue, nous n'avons donc pas hésité, malgré lautorité de Coulomb , à admettre que la résistance au roulement était en raisqn inverse de la racihe quarrée des diamètres. Ce célèbre physicien n'avait opéré que sur des cylindres de bois roulant sur des traverses de bois ; il nous parut intéressant d'essayer si la différence que nous trouvions tenait à la grandeur des diamètres ou à la nature des surfaces. Nous répétâmes donc nos expériences sur de petits diamètres variant de 6 millimètres à 6 centimètres; mais au lieu de les tirer avec un dynamomètre comme nous avions fait pour les roues , au lieu de leur imprimer un mouvement à l'aide de poids comme avait fait Coulomb, nous les laissâmes rouler le long d'un plan incliné d'une hauteur déterminée et achever leur course sur un plan horizontal. En appelant e la résistance éprouvée , s l'espace parcouru , on a évidemment :
En multipliapt les cbifires de tirage trouvés par les racines quarrées des diamètres ou par les diamètres euxmêmes, on a demémç un moy^n de vérification pour les deux lois *.
BB8ISTANCB Éprouvée pour le diamètre de i™.oo.
IVATURB
ao
00147 • oiS'i 0.0145 o.oiîo o.oi47
Loi de la
1» puissance
Qooa4 0.0037 o.oo3o o.oo36
Les chiffres des deux dernières colonnes donnent, comme on le voit , des résultats semblables à ceux que nous trouvions tout à l'heure avec le dynamomètre ; mais comme ici les diamètres varient dans un rapport décuple, ces
résultats sont devenus plus saillants. Le produit 0k D n'éprouve que de légères variations. Ces variations sont alternatives; elles ne sont pas les mêmes dans les d,eiix séries y ce qui prouve qu'elles ne tiennent pas au dia<mètre; le produit eD , au contraire^ bien loin d'él;re constant, suit la variation des diamètres d'une manière régulière.
Dansla i'®série,on a successiveineivt 14» i5, 17, ai, aa, a5, 34, 37. Dans la a« 12, 14, 19, 24, 27, 3o, 36.
Et cela doit être ainsi , car ces chiffres ne sojut que le pro^ duit de la quantité constante :
oI/D = p , par V^ = pKD
ils doivent donc croître eux-mômes dans le rapport des racines quarrées des diamètres. En présence de pareils résultats, il ne m'était pas permis d'admettre la loi de Coulomb, et en examinant les détails de son expérience, il ne m'a pas été difficile de trouver les causes de son er-
reur, que je crois avoir suffisamment expliquées daus mon Essai. Les expériences que je vieAs de résumer prouvent non-seulement que le frottement de roulement est en raison inverse des diamètres ; mais , faites avec des cylindres de divers poids , de diverses longueurs sur des plans de diverses hauteurs , elles démontrent les quatre lois à l'aide desquelles on peut évaluer cette résistance dans tous les cas possibles.
Le frottement déroulement est : proportionnel à la prèssion ; indépendant âe la largeur du contact; indépendant de la vitesse ; en raison inverse de la racine quarrée du rayon.
Je croyais , par mes nombreuses expériences , avoir placé ces principes hors de discussion. Aussi ai-je été étonné de voir l'Académie citer encore les expériences de Coulomb à l'appui de celles de M. Morin , et donner la préférence aux résultats de ce dernier expérimentateur sur ceux que j'avais donnés antérieurement.
On m'objectait que je m'élais servi d'un simple dynamomètre, et on ne faisait pas attention à la manière dont je l'avais employé. On passait sous silence les expériences que j'avais faites sur les petits diamètres qui les confirmaient sous tous les rapports ; on n'a voulu voir que les dynamomètres perfectionnés de M. Morin.
Pour ne laisser aucune objection possible à mes adversaires , grâce aux moyens qui ont été mis à ma disposition , j'ai fait depuis le rapport de l'Académie, des expériences en grand dans le genre de celles que j'avais faites en petit ; PI. 24, y%. I , j'ai fixé plusieurs paires de roues à Teurs essieux et je les ai laissées rouler, du haut d'un plan inincliné , sur divers terrains , des empierrements , de la terre, etc., etc. Voici les résultats qu'elles m'ont donnés :
(a) Touleicearannont «xactanunt )■ mime Ii^aar de bandst.
(i)CHraDeE nul tnnrnéH uatiient anr t« lol ; le> 7". 00 à 8^.00 prèi du p1«n>tai«Dtp)u>hDnudcipit loite de la pluie de la veille, ce qui lait que Ici petitti roues IrauTaienl un terrain niof ennement plui tirant que les grandei.
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Ces expériences répétées un grand nombre de fois ont toujours donné les mêmes résultats, c'est-à-dire des chiffres variant dans le même rapport. Je crois inutile de les citer. Ceux-ci nous paraissent suffire pour démontrer i" que la loi inverse de la racine quarrée est rigoureusement exacte. Sans doute les coefficients relatifs à cette dernière loi ne sont pas rigoureusement égaux, cela tient à ce que chaque diamètre ne parcourt pas exactement le même terrain , aux imperfections des roues qui ne sont , ni rigoureusement cylindriques, ni rigoureusement perpendiculaires aux essieux ; enfin à la résistance de Tair qui se fait plus sentir sur les grandes roues que sur les petites , surtout lorsqu'elles sont légères. Ainsi dans cette expérience où il nous avait été imposé d'avoir plusieurs roues d'un même poids, depuis o*. 10 jusqu'à i^.ôo, on conçoit que ces dernières devaient éprouver une résistance beaucoup plus considérable , c'est ce qui explique pourquoi les derniers coefficients sont un peu plus forts que les autres. Quant à ceux de la loi de Coulomb et de M. Morin , on voit cette progreission ascendante que nous avons signalée plus haut se manifester dans toutes les expériences sans aucune anomalie. On passe d'une manière régulière du simple au triple , quand le diamètre passe lui-même du simple au décuple. Nous avons expliqué, en effet, tout à l'heure, qu'il résultait de la loi de la racine quarrée que la divergence de ces chiffres devait elle-^même être soumise à cette loi.
ff ous ne concevrions pas qu^on put hésiter en présence des chiffres que nous venons de présenter ; les conséquences que nous en avons déduites en dérivent d'une manière trop immédiate ; on ne pourrait tout au plus faire d'objections que ccmtre le système même d'expérimentation. C'est dans ce but que nous croyons devoir prévenir quelques-unes de celles qui pourraient être faites.
Les roues en tombant du plan incliné ont une vitesse
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qui dépend de la hauteur de la chute ^ de leur moniient d'mertie; cette viteste diminue peu k peu avec la distance , et bientôt les roues s'arrêtent. Voilà donc des espaces inégaux parcourus avec des vitesses variables. Si donc la résistance du terrain est une fonction de la vitessse, on peut craindre au premier abord que la Idngueur de ces espaces ne soit altérée de manière à eq^péch^ la loi exacte des diamètres , qui a lirâ daas le mouvjMiettt uniforme , de se manifester dans^ ce mouvement varié. Mais il est facile de prouver par le calcui que, quelle qiM soit l'influence de la vitesse sur la résistance du terrain, les espaces parcourus par divers diamètres sont toujours entre eux dans le même rapport.
Supposons, en effet, la résistance représentée par une fonction de la vhesse :
/(») Les coefficients a^by e,d.,,,,ue vârtdnt que d'un terrain à un autre | M. Morin supposé , page 56 de son mémoire,
— 5 — I ) » f(^) étant la relation cherchée entre le rayon et le tirage.
Sftâeût : K' le momentf dlnéf tie de la rame pris par rapport au pctetdë dontact (pôuf un cj^indfé K'::^: } M).
V^ là vite^sie du CeMtè de la r orfle auba^ du plan indKité ;
P te pdids de la totie ;
k Ist hât^eur du plàii incliité.
L'éqttatioti dtr mouvement dé fa rôtie sur le plan horizontal sera :
Ott
a+èV+cV-f •" K' 7(K)
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Pour avoir l'espace parcouru S jusqu'au moment où la roue s'arrête , il suffit d'intégrer depuis V=V Jusqu'à V= o il vient ainsi :
a+bY+cT... K' /(R)
L'intégration du premier membre donnera nécessairement tine F (a, i, c, J Vj, c'est-à-dire une constante
pour un même terrain et une même chute ; la vitesse V. est en effet donnée par l'équation :
K'V' = 2PA
Or, ^ est une fraction constante pour des corps sem-
blables. Ainsi on arrivera nécessairement, en faisant passer toutes les constantes dans le second membre , à :
et par conséquent :
A ne variant qu'avec le terrain et la vitesse V». Donc , si la résistance du terrain dépendait d'une manière quelconque de la vitesse , cette influence n'aurait d'autre résultat que d'abréger tous les espaces dans un même rapport, et n'empêcherait pas, par conséquent, de reconnaître si ces espaces croissent dans le rapport soit des diamètres soit des racines quarrées.
Les expériences sur les plans inclinés non-seulement sont indépendantes de l'influence que la vitesse pourrait avoir sur la résistance du terrain, mais elles peuvent servir à démontrer que cette influence n'existe pas. En effet , comme nous venons de le voir, la constante Â dépend de
la vitesse V^ qui a lieu au bas du plan. Par etemple, clans la relation donnée par M. Morm I , J.^ — I on aurait :
la relation donnée par M. Morin ( . ^ j
= /rR) — ( - — ^
^=/»>fi^i-j-^y.+^v
Si donc , en faisant varier la hauteur h du plan , on trouve des espaces proportionnels à cette quantité, on en conclura que b est nul. Car, sans cela , les termes qui con-
/âP tiennent V, = V -^, ^ troubleraient nécessairement cette
proportion. Or, si on remonte à la description que nous avons donnée dans notre Essai des expériences sur les petits cylindres , on verra que par la manière dont elles étaient faites, nous employions des pians de toute hauteur, ce qui ne troublait nullement le rapport qui existait entre les espaces. Enfin nous avons fait une expérience sur les grands diamètres avec deux hauteurs de chute diflTérentes , et voici les résultats observés.
atelier central des ponts à bascule, 3 octobre , devant la commission
du roulage.
I8PACB8 PABCOURUS.
o Sommcf
(a) Les chiffres de chute ii^i.oo sont ceux cités plus haut , page i3.
(b) Nous avons déjà dit que sur 7 à 8"».oo à partir du pied du plan incliné le frottement était accri^ par suite de la pluie de la veille.
En examinant les chifires de ce tnbleau on reconnaît que les espaces parcourus parles petits diamètres se trou-
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vent assez bien en proportion des hauteurs de chute; ceux parcourus par les grands dépassent un peu dans la chute o^'.So la moitié de l'espace relatif à la chute l'^.oo. En consultant la colonne des poids , on se rendra compte de cette légère anomalie. Nous avons déjà fait observer précédemment que, dans la chute l'^.oo, les grands diamètres pour lesquels on nous avait astreint à avoir le même pcA^s que pour les petits, étaient restés un peu eu arrière à cause de la résistance de l'air. Dans la chute o" . 5o,cette résistance se trouvant dittiinuée de moitié à peu près , les grands diamètres doivent naturellement aller au delà de la moitié de l'espace parcouru précédemment. En résumé, on voit qu'au lieu de trouver 91 '^ .a 5 pour la somme des espaces relatifs à la chute o'^.So , on trouve I o4<95* Ces nombres se trouvant renfermés dans les limites des erreurs possibles de ce genre d'expérimentation , on peut en conclure que la résistance au roulement est indé- ' pendante de la vitesse.
On a objecté au système d'expérimentation au moyen de plans inclinés que les cylindres abandonnés à euxmêmes déviaient delà ligne droite ; qu'il y avait des chocs, des glissements, etc., etc., qui rendaient le système complètement défectueux. Nous pourrions dire d'abord que lorsqu'on tire une voiture ordinaire au moyen d*un dynamomètre, les roues n'étant pas guidées, il s'en faut que leur tracé soit une ligne droite ; que dans les expériences de Coulomb queM.Morin a depuis répétées, les cylindres sont aussi abandonnés à eux-mêmes et doivent dévier s'ils ne sont pas parfaitement cylindriques. Mais il nous semble que cette objection n'est pas sérieuse et que les résultats mêmes des expériences la réfutent complètement.
Ainsi , vous avez des cylindres qui devraient parcourir , suivant la loi de M. Morin , des longuedi^ de lo'^.oo, 20". 00, 4^-<w>» 60^.00, 8o".oo, i4o**.oo, i6o"'.oo, et qui , parce qu'il y a des chocs, des glisse
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méats, des dériatioBS, vont parcourir, non pas des espaces irré^liers , mais inversement proportionnels aux racines quarrées de ces quantités. Vous opérez en f[;rand , avec desrooes de voitures, telles qu'on les trouve dans le commerce » et par conséquent asseï; inéjgales » comme dans les deux premières expériences citées plus haut; vous opères avec des appareils spéciaux e|;par conséquent précis y comme dans les deux demièrèi expériences de l'atelier central des ponts à bascule ; vous faites ensuite des expériences en petit afvec des cylindres de hois et de fer, et vous avea toujours le même résultat. Jamais la roue qui doit parcourir 160*^.00, suivant la loi de M. Morin, n*en parcourra 170 ou iSoou lao ou même 80*". 00; vous la verrez toujours s'arrêter près des 4o*'-oo que lui assigne la loi de la racine quarrée. Il n'y a donc pas le moindre glissement dans ces expériences. Les déviations en sont elles-iiiémes une preuve. Lorsque les deux roues fixées sur le même essieu n'ont pas rigoureusement le même îriHamètte, elles décrivent un arc de cercle tel que chacune d*elles pliroouft u|i' espace proportionnel à son diamètre. n y aurait glissement au contraire si on les obligeait à aller en ligne droite. Le système d'expérimentation au moyen des plaiis^iAelinés nous paraît donc à l'abri de toute critique. C'est celui que nous préférons , surtout lorsqu'il y a controverse, parce' que le résultat fixe et précis se présente immédiatement à l'observateur sans avoir besoin d'être dégligé des causes étrangères qui peuvent en altérer l'etaetitude; il n'y a rien ici , ni frottementii l'essieu à retrancher, ni pression a évaluer. Tout se déduit d'une longueur qui peut être constatée d^une manière authentique et sur laquelle il est impossible de commettre la moindre erreur. Cependant nous n'avons voulu négliger aucun lÉiOyen de connaître la vérité, et, sur l'invitation de la commission du roulage, nous avons expérimenté aveciesdyna^ niomètres de M. Morin,
Nous avons placé les dynamomètres que Tadministra tien de l'École polytechnique a bien voulu nous confier, à Yar* rière d'une voiture spéciale sur laquelle s'opérait directement la traction. La voiture à expérimenter était attachée à celle-ci, au moyen de l'anneau du dynamomètre; de sorte que cet instrument n'éprouvait que le tirage de cette dernière voiture* Cette disposition présente plusieurs avantages important» : elle permet d'expérimenter toute espèce de voitures sans monter et démonter le dynamomètre , ce qui est essentiel pour les routes où les circonstances atmosphériques font varier le tirage d'une manière assez sensible pour que des expériences faites à de trop grands intervalles de temps ne soient plus comparables; elle permet de prendre ^ pour la transmission du mouvement ^es roues aux dynamomètres , toutes les précautions nécessaires pour qu'elle soit continue et régulière; enfin, elle rend le calcul du tirage plus facile et moins sujet à erreur, parce que c'est le même coefficient qui sert dans toutes les expériences. C'est, au reste, une disposition analogue à celle adoptée , dans des expériences sur le tirage des chemins de fer, par M. Clapeyron , qui a été le premier à réaliser l'idée ingénieuse de M. Poncelet , d'après laquelle sont construits ces instruments.
Les expériences que nous allons rapporter ont été faites avec le dynamomètre à compteur, que nous préférons , parce que ses indications ne laissent rien a l'ar*bitraire des évaluations de l'observateur ; le dynamomètre à style exige, pour l'évaluation du tirage, une opération très-longue et sujette à erreur. D'après le rapport qui existait entre les dimensions des diverses parties au moyen desquelles s'opérait la transmission de mouvement, le coefficient par lequel le nombre de tours de roulette devait
être multiplié, pour expérimenter le tirage, était — - —
(e espace parcouru). Nous avons vérifié ce résultat en fai-
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saiil marcher le dynamomètre avec un écartement artificiel du ressort , et nous avons trouvé ce chiffre parfaitement exact.
Nous nous sommes servi, dans nos expériences » d^un corps de voitures a quatre roues , auquel nous avons adapté successivement des roues de trois diamètres différents : o'".34, o^'.Qî, i'^.qB ; le rapport du plus grand au plus petit diamètre était assez considérable pour que l'influence de cette dimension de la roue se manifestât d'une manière tranchée et décisive.
Pour chaque diamètre nous avons parcouru exactement le même terrain, 56*.oo en allant, 5o™.oo en revenant , sur une partie de route horizontale ; ce qui nous permettait de vérifier l'exactitude de l'expérience par l'égalité du nombre de tours de roulette à l'aller et au retour.
Chaque diamètre est expérimenté sous deux pressions différentes , ce qui fournit encore un moyen d'apprécier l'exactitude de l'expérience par la comparaison des coefficients du tirage qui doivent être les mêmes pour chaque diamètre.
Yoici maintenant tes données nécessaires au calcul des expériences :
Poids du chariot sans roues 3o5 kilog.
Poids des quatre roues de l'^.gS.
de o"*.92.
de o'".34- Diamètre moyen du moyeu.
Coefficient du frottement à l'essieu évalué. . o'°.oi2
foir le tableau pages aa tt 33.
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Pour reconnaître si le tirage est en raison inverse de la racine quarrée du diamètre ^ ou simplement en raison inverse du diamètre , il n'y a qu'à comparer les chiffres des deux dernières colonnes.
Dans l'hypothèse de la loi de la racine quarrée ,
Les chiffres de la i^ expérience. . . o.o54 0046 o.o4^
Ceux de la 7.^ expérience. . • o.o39 o.o33 0.037
Ceux de la 3^ expérience. . • 0.067 o.oSa o.o43
devraient être égaux entre eux. Or, on voit qu'à quelques légères différences près , cette égalité se trouve dans chacune des expériences.
Dans l'hypothèse de la loi de Coulomb confirmée par M. Morin, les chiffres correspondants qui doivent être égaux sont :
1'® expérience. . .
a* expérience. . .
o.oa3
o.oôs
3« expérience. . .
c est-à-diire que dans chaque expéiience il y a une erreur de plus de cent pour cent , toujours dans le même sens du plus grand au plus petit diamètre.
Nous n'insisterons pas davantage sur ces résultats; nous ne pourrions rien dire de plus concluant que les chiffres que nous venons de rapprocher.
Si ou objectait qu'enprenant o. 12 pour coefficient du frottement à l'essieu , nous avons fait une part trop large à cette résistance , nous n'aurions même pas besoin de remonter aux explications que nous avons données dans notre mémoire pour démontrer que ce coefficient est plutôt trop faible que trop fort. D'après la manière dont les données des expériences avaient été choisies, cette résistance y joue un rôle trop secondaire pour qu'elle puisse altérer les résultats d'une manière sensible. Ainsi , en calculant la troisième expérience qui est la plus inexacte , dans l'hypothèse du coefficient o.o5 pour frottement à l'essieu,
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comme Ta fait M. Morin, on trouverait pour les chiffres qui doivent être égaux :
Loi de la racine quarrée 0.064 o.o55 o.o5o
Loi de Coulomb et de M. Morio. 0.037 o.o5a 0.070
Les premiers chiffres sont un peu moins exacts que tout à Theure^ il est vrai, et il en doit être ainsi , si , comme nous le pensons , le coefficient o.o5 est trop faible ; mais on reconnaît encore parfaitement l'influence du diamètre , tandis que les seconds restent tellement divergents qu'il est impossible d'en conclure autre chose sinon que l'hypothèse dont on est parti est complètement fausse.
Les instruments dynamométriques de M. Morin ne sont donc pas venus donner un démenti ni aux simples dynamomètres, ni aux plans inclinés ; il y a dans ces trois systèmt^s d'expériences , dont un grand nombre de résultats sont authentiques, un accord auquel il nous paraît difficile de refuser sa conviction. Cependant nous allons puiser des preuves nouvelles et au moins aussi concluantes dans des considérations analytiques qui vont lier entre elles toutes les propriétés ^u frottement de roulement et établir une théorie rigoureuse de cette résistance.
DIT DE SECONDE ESPÈCE
Avant d'entrer dans l'examen de la nature et des causes du frottement de roulement , il est indispensable d'avoir une idée exacte et précise sur l'intensité et la position de cette force. Je ne considérerai ici que le cas particulier le plus simple, celui d'un cercle ou d'une roue roulant sur un plan avec une vitesse uniforme. Le cas général d'un corps quelconque roulant et glissant à la fois d'un mouvement varié s'en déduit facilement.
C'est un fait incontestable d'expérience qu'on peut faire roulier une roue d'un poids ^tfig. 2, d'un mouvement uniforme sur uh plan horizontal à l'aide d'une force T appli-
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quée à son centre. Puisque le mouvement est uniforme ^ toutes les forces qui a^ssent sur le corps doivent se faire équilibre ; il en résulte que dans l'étendue du contact, les molécules du plan et du corps réagissent , de manière à donner une résultante inclinée S égale et directement opposée à celle des forces T et P. Décomposons cette résul«tante en deux forces. Tune horizontale F, l'autre verticale, l'équilibre du c^iitrede gravité nous doxmera :
Quant à la force verticale, elle devra être évidemment égale à P ; de plus , pour que le corps ne tourne pas , il faudra qu'on ait, en appelante la distance Mm delà résultante au rayon vertical R , et A la hauteur de M au-dessus de m, et prenant les moments par rapport au point fil :
TT
or, le rapport — , c'est-à-^ire , le coefficient de frottement
de roulement est toujours assez petit par rapport à l'unité pour qu'on puisse négliger son quarré. Prenons , en effet , une surface molle sur laquelle il ait une valeur relative assez grande , celle des routes par exemple. On a vu que ,
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pour une voiture ordinaire , on avait — = q.o3. On aurait
donc :
Terreur ne serait pas d^un demi-millième , et de plus cette erreur ne changerait pas d'importance avec renfoncement de la roue sur le terrain , car elle ne dépend que
du rapport r^ que l'expérience a démontré invariable. On
peut donc écrire :
D'après cette équation on voit que la résistance au roulement n'est autre choM que la résultante verticale des réactions moléculaires qui otit lieu daiksTétenduedu eontaût , nécessairement égale à la pression, multipliée par sa distance au rayon vertical et divisée par ce rayon. Il ne faudrait pas confondre cette résistance avec la force F. On a bien ici , il est vrai :
mais c'est une circonstance particulière du cas que nous avtHM considéré. C'est là , au reste ^ une erreur théorique jqu'ont commise presque tous ceux qui se sont occupés de cette résistance ; nous venons de voir, en effet , que fat hauteur h de cette force était un infiniment petit qu'on pouvait négliger* Or, il ne faut pas perdre de vue que le oerde en s'avançant tourne autour du point -de contact. Cette hauteur h étant le bras de levier de la force F par rapport àl'ajEe instantané de rotation , cette dernière ne saurait donc avoir aucun leffet pOur avancer ou retarder le corps ; tUe change d'aiilenrs , Suivant les cas^ d'intensité et de di rectîon , comikie oa va le voir dans les" exemples suivants :
Supposons qu^à une dislance e du centre , fig. 3 , il y ait un frottement J^p\ comme celui de Tessieu sur \é moyeu et agissant en sens inv^^e sur ces deux parties. Il est clair qu'on aura encore les deux équations suivantes :
Pour qu'il n'y ait pas translation du centre de gravité :
F=T Pour qu'il n'y ait pas rotation :
d'où ^ ^
Voilà donc cette force horizontale F égale , non-seulement à la résistance du plan , mais à celle de l'essieu ^ c'est-à-dire au frottement de roulement qui a lieu à la bande de la roue augmenté du frottement de glissement qui a lieu à l'essieu.
Appliquons maintenant à la bande de la roue, fig- 4* un autre frottement comme celui d,u frein à enrayer^ et représentons par/^'p" cette nouvelle résistance. Les mêmes raisonnements nous conduiront aux équations :
Cette force F s'est donc encore accrue de cette nouvelle résistance ajoutée à la bande, et elle continuerait de croître ainsi avec toutes celles qui viendraient s'opposer à la rotation de la roue; cependant , cet accroissement aurait une limite F'P égale au frottement de première espèce , à partir de laquelle la roue glisserait sans tourner.
Supposons maintenant, fig. 5, que la roue, au lieu d'être mise en mouvement par une force horizontale T, le soit par un couple dont on pourra transformer les forces de manière que le bras de levier soit le rayon. Pour que l^équilibre subsiste , il faut que la réaction de
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terrain ne donne lieu qu'à une force verticale P agissant à une distance ^ telle qu'on ait :
P^ ^R=P^ - d'où y =-^
dans ce cas, la composante horizontale est complètement nulle. De sorte que, dans le mouvement uniforme de cette roue, le terrain n>st poussé ni en avant ni en arrière ; il n'est que comprimé. Une locomotive s'avançant seule d'un mouvement uniforme réaliserait cette hypothèse.
Le moteur étant toujours un couple (9, — 9)^ fiS' ^9 supposons la roue retenue en arrière par un tirage qui sera, par exemple, le tirage d'un convoi de waggons. Il est évident que, pour l'équilibre , il faut que la force F agisse maintenant dans le sens du mouvement et soit égale à 9 , pourvu toutefois que d ne dépasse pas F'P, auquel cas la roue glisserait sans avancer.
Dans tous les cas que nous venons de considérer» la ré-
sistance du terrain est toujours mesurée par P -^ • G est
toujours la force verticale égale h la pression agissant à une distance 9 en avant de la normale 3 la force horizontale est variable depuis o jusqu'à F'P et agit tantôt en avant , tantôt en arrière.
Supposons maintenant que le plan sur lequel roule la roue, fig. 7, fasse un angle a avec l'horizon ; la direction du mouvement étant toujours horizontale , la force F agira transversalement au plan de la roue et fera un angle p avep luî^Onaura:
Fcos.î5 = T = P^
F sia. p = P sin. a
F = V/P' sin.' a + T' . tang. p = sin. a-
F = Pv/sîh.*a + —
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Lorsque le frottement de roulexneat est fort petit , on voit que Tangle a du plan incliné peut erottre presque jusqu'à F', angle du frottement, sans que pour cela le cylindre descende le long de ce plan. Cest ce qu'il est facile de vérifier par Teipérience. Un cylindre poussé ou tiré horizontalement en travers d'un plan incliné roide, sans descendre, quelle que soit l'inclinaison de ce plan (audessous de F ) , tandis qu'un cube qui ne peut que glisser descendra dans les mêmes circonstances. C'est , au -reste, une «cpérience qui se présente tovis les jours aux yeux « dans les rues de Paris; on voit les voitures se mouvoir en ligne droite sur le revers de chaussées trés-inçlinées tandis que les traîneaux tombent sans cesse dans les ruisseaux. Ainsi , dans les chemins de fer, la surélévaticm des rails ( toujours bien au«dessous de ce qu'il faudrait pour incliner les essieux suivant l'angle du frottement) ne peut avoir pour effet de jeter le convoi sur le rail inférieur. Si les roues étaient enrayées , tous les waggons descendraient ."au contraire , immédiatement.
Lorsque le tirage devient oblique au plan de la roue , des effets analogues se produisent ; la nme ne cesse de se ttioavoir dans son pian qu'autant que h eomposanto du tirage qui lui est perpendiculaire approcbe de F'P (*).
Noué n'avcms pas l'intention d'examiner ici touii )es cas particuliers du mouvement des roues ; noosavpuf voala\, seulement, faire voir que dans ce mouvement la résistance ii la rotation n'était pas une force située dans le plan sur lequel la roue se meut ; mais au contraire une fovce perpendiculaire à ce plan , égale à la pression agissant à une ilistiince 9 <\e la normale ; tandis que la force située dans le
plan horizontal est variable, d'intensité depuis o j usqu'a F'P,
(*) A l'aide de ces considérations , on pent ractifier «ne erreur qui «e trouve dans Tartide de M. Ilavier sur le monvement oniforme des fraggons (i« semestre i834) « et que noof aToni laissée sabstster dans la #)bte QW nons av^Mis re|Mrîs les calculs de ce savant inipénienr.
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et de direction , pouyant agir dans tous les sens autour du point de contact, même dans le sens du mouvement.
La résistance au roulement se trouvant déterminée d'une manière précise, on va voir que de la propriété d'être proportionnelle à la pression résultent de suite des conséquences importantes. En efiet, puisque l'expression
T =P^ est proportionnelle à P, il s'ensuit que •=- est une
quantité constante dans une même roue ; si vous admettez de plus, comme M. Morin, qu'elle est en raison inverse du diamètre» il faudra en conclure que 9 est une quantité constante dans toutes les roues ; or, cette quantité ^ est une quantité finie ; ainsi lorsque vous trouvez pour une roue de
2"*. 00 de diamètre un tirage — = o.o3 , vous en conclurez
que 9 est égal à o'^.oS'. Or, la résistance des réactions mole* culaires qui ont lieu au contact passe nécessairement dans rétendue du contact ; la loi supposée ne peut donc être vraie pour le rayon o'^.oB; elle ne peut même pas être vraie pour le rayon égal à o^.oG, car non-seulement la résultante né peut pas passer à l'extrémité du contact , mais il faut que le- contact en avant de la normale soit bien plus grand que a^, puisque les réactions moléculaires vont en croissant Vers la normale et en décroissant vers l'extrémité du contact. En jetant les yeux sur la fig. 8, on voit de suite que mn:^ Mm ou ^, donc Mn >> a^. Ainsi , voilà l'absurdité poiissée jusqu'au diamètre o".iapour le cas que nous avons pris pour exemple. La loi des diamètres telle que l'a donnée M. Morin lie peut donc pas exister d'une manière continue.
Il en est de même de l'influence de la largeur de la bande. Nous venons de voir que de la proportionnalité du tirage à la pression il en résultait nécessairement que la quantité tétait constante dans un même cercle , pour des pressions diverses. Ainsi , si on partage la largeur L
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d'une roue en zones dl^ dans chacune de ces zones la ré-=-
sultante dp des réactions moléculaires passera toujours à la même distance ^ de la normale ; or, toutes ces forces parallèles situées sur une même ligne s'ajouteront entre elles et auront une résultante égale à P et située à la distance i, puisqu'elles sont toutes situées à cette distance ; la largeur L ne change donc ni l'intensité de cette résultante , ni sa distance à la normale ; elle n'en modifie donc pas l'énergie.
Ainsi les principes les plus élémentaires de la géométrie et de la statique suffisent pour démontrer que dès que le tirage est proportionnel k la pression^ il est indépendant de la largeur de la bande (ce qui se voit du reste à priori), enfin qu'il ne peut être en raison inverse du diamètre. En ajoutant à ces premières notions quelques considérations d'un ordre plus élevé, on est conduit directement aux lois du frottement de seconde espèce telles que nous les onV données nos expériences. ^
La propriété physique des corps solides de se contracter et de se dilater sous l'influence des divers degrés de chaleur, conduit à les considérer comme un assemblage de molécules tenues respectivement en équilibre par )es diverses forces qui agissent sur elles. Si une force queU conque P vient presser la molécule a de la surface . fig, 9, l'équilibre qui existait antérieurement sera troublé , et la molécule a va se mouvoir dans le sens de la force P; mais ce mouvement , en rapprochant et en écartant cette molécule des molécules voisines, augmente les forces répulsives et attractives auxquelles elle se trouve soumise , de sorte qu'il s'établit bientôt un autre équilibre en a,, .7%. 10; par conséquent il existe dans cette position une réaction S égale et contraire à la force P. Supprimons maintenant la force P, y%. ii; l'équilibre sera troublé encore une fois et la molécule tendra h revenir dans la direction de la force S. Si le corps était parfaitement élastique, elle préviendrai t jusqu'à sa première position en a , mais cela
n'aura pas lieu généralement , parce que la contraction altère et la disposition des molécules et l'intensité des forces qui agissent sur elles; de sorte que la molécule comprimée ne reviendra qu'en a^, fig. 12. Nous appelons c' la contraction instantanée £ui\ et « la dépression définitive aa^ Ces deux quantités dépendent l'une de l'autre suivant une relation que nous ne connaissons pas. On peut donc écrire 8=:7 (•'). En résumé, toute compression instantanée d'une molécule est toujours suivie d'une détente qui ne peut être nulle et qui n'est jamais égale à la dépression pour les corps qui ne sont pas parfaitement élastiques.
Examinons maintenant la manière dont l'intensité de la réaction varie suivant la profondeur z de l'enfoncement : tant qu'elle enfonce , cette réaction S dépend du degré de ce déplacement par rapport à la position primitive ; mais quand cette molécule revient , sa réaction se trouve dépendre de sa distance à sa position définitive ou de retour, de sorte qu'en repassant par les mêmes points, la réaction n'a pas la même valeur. Pour exprimer son intensité d'une manière uniforme , nous dirons que, dans la compression comme dans la détente , la réaction est fonction de la distance à la position de retour ou ,
f[z — <p (2) ] dans la compression f[z — 9 (g') ] dans la détente
Si nous nous sommes étendu sur ces notions élémentaires de la constitution des corps solides, c'est que déjà on a essayé de les introduire dans le calcul , et qu'elles ont conduit à des résultats contraires à ceux auxquels nous allons arriver, ou plutôt à des résultats incomplets. Dans ces calculs on n'a eu égard qu'à la compression des molécules ; on a négligé l'effet de la détente. Or , comme on vient de le voir , dès que la compression n'est pas indéfinie , dès qu'il s'établit une positioii d'équilibre sous une pression , il faut qu^il y ait détente quand cette pression
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cesse. De plus on avait introduit dans ces calculs des byf'pothèses sur la relation qui existe entre la résistance et l'enfoncement, qui pouvaient laisser du doute sur les résultats. On va voir que toutes les lois du frottement de seconde espèce peuvent se déduire d'une formule générale qui établit entre elles des relations indépendantes de toute bypotbèse. Soient douc^ fig. i3 :
I la compression définitive du terrain ou frayé = ^ (s') ; •' la compression instantanée maximum con^pondant à la normale ;
\ la longueur du contact en arrière === ^ 2R (t'' — e]
>' là longueur du contact en avant = k aRi' P le poidii de la roue ;
L la largeur de la bande où longueur du cylindre ;
^ l'ordonnée de la tranche que nous considérons dans le
cylindre (nous n'aurons égard que plus tard à cette
variable) ; ,
«r l'abscisse d'uti point du cerde dans le contact ; s! son enfoncement au-dessous du plan primitif pour la
partie antérieure du contact; z 8(ni enfoncement au-dessous du frayé pou)r là partie
postérieure du contact.
E<n appelant/*,^, F, F,, ;ç,... des fonctions diflérentes , on aura évidemment
c'est-à-dire que la somme des réactions verticales des molécules dans l'étendue du contact est égale à la pression du cylindre sur le plan.
Les molécules situées en avant du contact s'oppoaient à la rotation avec une énergie mtesurée T^xf{z') xd3^\ eelies situées en arrière favorisent cette dotation avéd une énergie mesurée par f,{z) xdx. Prenons la différeatce
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des moments , et cherchons la distance S de la résultante P à la normale , nous aurons
Ces deux éif Ufittiottd détendbineraient tiécessairement 9 si les d^erses fonctions que nous avons introduites dans le calcul étaient elles-mêmes déterminées , et on déduirait les propriétés du frottement de roulement , de l'équation
C'est la marche qui a été suivie jusqu'à présent par ceux qui se sont occupés de cette question. On faisait des hypothèses sur les fonctions que ïious avons désignées par/*, et on en tirait des propriétés correspondantes du frottement de roulement ( wyez le Mémoire de Gersttier , p. 1 2 , les Annales des ponts et chaussées , 1 83ft , !i* sem. y p. 1 84 )• De plu» , les deux équations qui remplaçaient celles que nous venons de poser, étaient incomplètes ; elles ne te«naient pas compte de la réaction en arrière du contact, de sorte que leurs résultats n'auraient pu conduire à la vérité , quand bien mèAie les hypdthèses eussent été exactes. Il y a plus, c'est que les propriétés du frottement ne dépendaient de ces hypothèses que par suite de teiXe erreur de calcul , ou plutât de principe, ainsi qu'on va le voir tout à l'heure.
Mettons maintenant dans les intégrales les valeurs de z tirées de l'équation du cfercl^, en y négligeant toutefois les quarrés e"et (s' — t)', ceqUi revient à assimiler le cercle à une parabole dans l'étendue du contact : nous aurons
Posons -j = u dans la première intégrale , — z= u dans la seconde ,
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il viendra :
P = LV (/[•'(i-i*')]rfu + >i/.[«'(i-i*'),.'lrftt
Mettant pour X' et l leurs valeurs, remarquant que les intégrales .prises entre o et i ne contiennent plus a, mais seulement «', il vient ^
P=l/ïïfL.F(0
Ces mêmes transformations dans l'équation des moments
donnent
d'où on tire
pi=T=L.F(0
Cette dernière équation eût pu être écrite immédiatement, car , comme M. Coriolis Ta fait voir dans l'article que nous avons cité plus haut , le tirage n'est autre chose que le travail perdu dans le sol par le passage de la roue. Ainsi, dans toute la largeur du frayé, ces molécules ont été comprimées jusqu'en •'; il y a là donc nécessairement une déperdition de force vive égale à LF (•').
Maintenant , de la valeur de P = Lk^aR.F (e') , on tirera et mettant cette valeur dans celle de T , on obtiendra
qui doit représenter le tirage dans toutes les hypothèses possibles. Au lieu de faire une hypothèse, il est plus rationnel d'emprunter à l'expérience une quelconque des propriétés de cette résistance. Or, celle d'être proportionnelle à la pression est, à ce qu'il nous semble , hors de discussion; car, quand bien même les expérimentateurs ne se seraient pas trouvés d'accord sur ce point,
c'est un fait de pratique trop connu pour qu'il soit permis d'en douter. En introduisant cette propriété dans la formule ci-dessus, elle devient en appelant p une constante,
ce qui est l-eipression générale du frottement de roulement 9 telle que nous l'avons déduite de nos nombreuses expériences. On pourrait de même supposer, dans lequation générale, que le tirage est indépendant de la largeur delà bandç ou en raison inverse de la racine quarrée du rayon, et on arriverait toujours à la même équation ; c'est-à-dire, que ces propriétés sont réciproques et ne peuv^t exister Tune sans l'autre, et peuvent être déduites da l'analyse même. Avant d'aller plusloin, qu'il nous soit permis de faire remarquer que nos expériences nous ont donné précisément , non pas une de ces lois, mais toutes ; ne résulte-t-il pas de cet accord une confirmation réciproque qui rejaillit des expériences sur la théorie et delà théorie sur les expériences ? Ne peut-on pas dire que nos expériences sont exactes , parce qu'elles sont d'accord avec la théorie , et que notre théorie est exacte , parce qu'elle est d'accord avec l'expérience ?
Les calculs que nous venons de faire supposent implicitement que la réaction d'une molécule déplacée n'est fonction que de son déplacement. C'est là une hypothèse admise dans beaucoup de théories physiques et confirmée par l'expérience. Dans la théorie de la résistance des solides, par exemple, non-seulement cette hypothèse est admise , mais on y admet encore que cette résistanœ est proportionnelle à la première puissance du déplacement. Cette loi a même une telle influence sur les résultats, qu'ils seraient entièrement changés, si on admettait par exemple que la réaction est proportionnelle au qu£^rré ou au cube des déplacements ; à plus forte raison seraient-ils-
houlefersés , dans le cas où on supposerait que la réaction d'une molécule déplacée dans un solide , dépend de la tîtesse de son déplacement, de la forme de ce solide et de sa ^^position dans le solide. Peut-être pourrions-nous dire que dkns cette hypothèse la théorie de la résistance des solides dépassierait la portée de l'analyse et même de Texpérience, du moins nous ne concevrions pas comment on pourrait établir entre les résultats une liaison qui pût servir de règle à des cas non expérimentés. Les résultats, au contraire, de la théorie du frottement de roulement, que nous venons de donner résistent à toutes ces hypothèses ; c'est ce qu'on peut reconnaître par un evmen détaillé des formules.
Nous avons dit que la réaction d'une molécule déplacée était une fonction de sa distance à sa position de retour, de sorte qu'au point plus bas t/L^fig. i4 , cette résistance était fonction de / — « ; en avant de ce point elle sera donc fonction d'une ordonnée s^ comprise entre le cercle et une courbe inconnue que nous pourrons représenter dans l'étendue du contact par une parabole ayant c pour flèche , de manière qu'on aura :
la réaction en arrière sera une fonction de l'ordonnée z , qui s arrête à la distance c
écrivons maintenant que ces réactions dépendent, en outre y de la position / qu'elles occupent dans le cylindre par rapport à sa longueur L ; de cette longueur L ; du rayon R ; de la vitesse V du mouvement ; nous aurons
en intégrant par rapport à y , puis faisant les tranitformations désignées ci-dessus , on arrivera à l'équation suivante
on obtiendra de même par l'équation des moments :
P*«aR . f. l/(i'— f)(t— u'), L, R, Y)udu en divisant ces équations Tune par l'autre , on arrivera à
\/[(«-0{i-'*'),L,R,V]rf«-
== constante.
Or, il est facile de reconnaître que la division des deux intégrales doit toujours se réduire à un nombre , quelle que soit la fonction yi On peut en effet l'ordonner par rapport aux puissances de (•' — e) (i — m*) ,
A(8'_e)(i-^u«)-f B(.'—er(i—u'r +•€(«'— t)»(i—uM'
A, B, G... étant dçs fonctions de L, R, y.
Il est clair d'abord que dans le cas où on supposerait la résistance proportionnelle à une puissance m quelconque de déplacement , ce qui avait semblé à Gerstner être l'bypothëse la plus large possible, on aurait
I («' — ir(i— uTa^ \ii—u^Tudu
i (,'— g)«(i--u«rc?i4 V(i— i**rrfi*
Jo Jo
c'est-à-dire une fonction du nombre m facile à calculer. .
Dans le cas où la résistance serait proportionnelle à plu- '* sieurs puissances de la variable , mais où les coefficients
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qui cQDliennent R , L, Y, pourraient se séparer de manière qu'on eût:
J^ résultat serait encore rigoureusement le même. En6n, le cas général d'une fonction quelconque peut se ramener aux précédents , en observant qu'on peut négliger dans le développement des fonctions le quarré et les puissances V supérieures de (•' — t). Les valeurs de P el de P^ , en effec-
tuant l'intégration , peuvent se mettre sous la forme
P*=2R.c.[fA(i' — .) + iB (•' — !)' + -;€(•' — .)•...]
On reconnaît facilement alors que les termes qui contiennent (c' — s)* peuvent être négligés par rapport au premier terme A («' — e). On peut même conserver le quarré et ne négliger que la troisième puissance , et on va voir que le résultat sera encore à fort peu de chose près le même , car les coefficients de A et de B , dans les deux fonctions , étant à peu près dans le même rapport , la division peut s'efiectuer. On a , en effet :
Or , la fraction entre parenthèses se confond à peu près avec l'unité. En conservant les infiniment petits du second ordre , les résultats ne se trouvent donc pas sensiblement différents de ce qu'ils sont lorsqu'on ne conserve que les premières puissances.
Cette discussion analytique , à laquelle j'ai cru devoir me livrer pour répondre à des objections qui m ont été faites , va d'ailleurs être éclaircie par une démonstration géométrique des propriétés du frottement de roulement ,
^•j) et quia l'avantage d'être élémentaire.
'^ J»:. '^ Représentons la réaction maximum qui a lieu sous la
normale,)!^. 14? par Tordosnée BM:r=:(e' — e). Elle sera alors exprimée par A («' — s) à ce point , et entre M et A , en avant de la normale , par l'ordonnée fin comjirise entre le cercle et une courbe inconnue que nous pouvons ass)-<> miler à une parabole; le triangle mixtiligne BMA' reprér» senteradonc la résultante des réactions en avant de ]a normale ; de même, ABM représentera la résultante des réactions en arrière. Il n'y a donc qu'à ajouter leurs surfaces pour avoir la résultante des réactions verticales. On a
P=: -;AL (a'— •) {\ + V) = \kh l>aR («' — «)( k7-f KTZ^
Prenons de même la difiérence des moments de la résultante en avant et de la résultante en arrière , ou le centre de gravité des deux, triangles mixtilignes, nous aurons, en se rappelant que le centre de gravité du segment parabolique est aux -3- de la base :
■ p^= iAL(i'— •} (r — r) =5 ^AL . 2R («'- e)«
d'où
Tï=Ç=iAL.2(.'— f)« et
Les quantités c'et c varient avec là charge pour une même roue. Il est bien- évident que plus la charge augmente , plus la roue enfonce, plus le frayé est profond : le rapport
-^ ne peut donc être constant qu'à la condition
on a donc :
Pl/iR
équation semblable à celle que nous avons déduite plus haut de considérations purement analytiques et dont on peut tirer les mêmes conséquences pour les propriétés du tirage.
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Cette démonstration fait voir le rôle tout à fait secondaire que joue dans les propriétés du frottement la loi delà réaction des molécules. Cette loi » si elle était connue, ne servirait qu'à déterminer rigoureusement la courbe Bn'A'. Or» on sait qu'elle est tangente à l'horizontale en B et qu elle passe par le point A'; de plus f , ou la flèche de cette courbe , est un infiniment petit du second ordre par rapport à la longueur V, de sorte que, quelque soit le tracé de cette courbe , il est bien évident que la surface da trianj^e BMA' ne saurait subir que des variations insignifiantes et à plus forte raison la position de son centre de gravité. Dans les calculs de Gerstner et dans ceux de M. Goriolis , les propriétés du frottement de roulement dérivent > au contraire, uniquement de cette loi. Lorsqu'on n'admet pas de réaction en arrière , ou plutôt lorsqu'on omet cette réaction , car on n'est pas libre de l'admettre ou de ne pas l'admettre , on a les équations suivantes dana le cas général :
P = LÏ/3Rk7"nA4' + rkBt" ]
T = L.a.'[-;Ai'+iB.'> ]
et les relations entre T, P, L se trouvent tout à fait déterminées par l'élimination de / entre les deux équations. Ainsi , dans le cas où on suppose la réaction proportionnelle à la première puissance de l'enfoncement , ces équations se réduisent à :
P=4ALe'^
T=iLA8''
d'où on tire
C'est à ces calculs que le rapporteur de la commission de l'Académie faisait allusion dans ce passage du rapport :
BOUTK. TIBAGE DES VO1T0RES. 4?
« Qn peut remarquer que par des Goosidérations théo* rique^', basées sur Thypothèse que le sol de \a route résiste en chaque point, en raison directe de l'enfoncement , on trouve cpie }e tirage est proportionnel à la puissance ^ du chargi^qoent et en raison inverse de la puissance | du dia» mètre !^ roues. Cas exposants difièneut assez peu de Tunité qu'on, doit leur substituer , d'après les expériences de M .i^Qpn pour ne pas donner de présomption défavo^ ra^le ^ux résultats de ses observations. »
Dès que l'Académie se contentait d'une coïnddenee aussi imparfaite entre les expériences et la théorie qu'elle invoquait , j'aurais pu faire observer que la puissance ^ que zQjEis e^^périences donnaient au rayon s'approchait encore pins de la puissance f de la théorie que la puissance i qui ressortait des expériences de Coulomb et de M. Morin ; j'^m'aip encore pu faire remarquer que» même dans cette tb^^rie, basée siur des hypothèses incomplètes, il n'en résultait pas moins , en mettant dans la valeur de T celle de / tirée de celle de P, l'équation générale obligée
=■■' (li^)
Que si donc 9 par condescendance pour des expériences qui se présentaient avec de grandes garanties d'exactitude,
on voulait bien admettre P à la place de P^ , on ne pou-
vait pas, à la place de R^ , mettre R' , c'est-à-dire diminuer un exposant et augmenter l'autre; car leur rapport dans cette théorie devait être égal à 2, et on lé faisait égal à i. Les différentes manières dont nous avons présenté la question jusqu'à présent , doivent avoir fait voir que cette loi des diamètres tient uniquement à la relation qui existe dans le cercle entre les flèches e' et un petit arc V
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Cette loi des diamètres tient donc à une propriété géométrique et non pas à une propriété mécanique des forces qui relient entre elles les molécules des corps.
La formule générale que nous venons de rappeler donne la relation que la géométrie établit nécessairement entre les quantités T, P» L , R , non-seulement dans la réalité, mais dans toutes les hypothèses. Ainsi dans le cas où le tirage serait en raison inv^se de la loi des diaimètres , comme l'ont supposé Coulomh et M. Morin, on aurait nécessairement •
EL aLR
Ainsi » dans ce cas , le tirage serait proportionnel an quarréde la pression. Or, en vérité, il n'est pas besoin d'expériences pour démontrer qu'il n'en peut être ainsi. Si , en doublant la charge , il fallait mettre quatre dievanx au lieu de deux ; vingt-cinq chevaux au lieu de cinq quand on passe de là charrette ordinaire du cultivateur qui porte i 200 kilogrammes à la charrette du roulage qui en porte 6 000, il y a longtemps que cette propriété serait connue. Il en est de même de la largeur de la bande ; si en la doublant le tirage diminuait de moitié , c'eut été une disposition par trop avantageuse pour qu'e}le fût restée si longtemps ignorée , et , certes y jamais le législateur n'aurait eu besoin d'avoir recours aux lois pour la prescrire. Si Tindustrie du roulage a toujours cherdié à augmenter ses chargements et à diminuer ses bandes , c'est qu'elle savait , préalablement à toute expérience scienti<fique,que le tirage était proportionnel à la charge et indépendant de la largeur des bandes ; que , par conséquent , plus ell<e chargeait ses voitures et diminuait ses bandes , plus elle augmentait le poids utile transporté. Nous avons fait voir, dans notre Essai , que cette industrie a été plus loin et qu elle a résolu le problème du diamètre de manière à se donner toujours le minimum de tirage.
Les propriétés *que BOUS avons démontrées par Texpérience et parla théorie Tétaient donc déjà par les usages duroula^e; et il en est à peu près de même dans toutes les ancienne» industries. Il est bien rare qu'à l'aide de nombreux tâtonnements , le hasard ne fasse pas rencontrer à la longue les procédés les plus économiques et les plus avantageux , et que lorsque la science vient à s'en occuper, elle n'ait plus qu'à les constater et à les expliquer.
Ainsi , par e;xemple , dans l'hypothèse de la Ipi de la raison inverse des diamètres, l'usage de ces camions à petites rotte« , dont on se sert pour transporter les ballots de roulage à domicile , serait inexplicable. Leur» roues , en effet, n'ont que o'°^.4o à o^^.So et quelquefois moins , c'est-à-dire que le tirage de ces camions devrait être quatre fois plus considérable que celui des voitures Ordinaires de roulage. On sait que^ sur les voitures, on ne donne ordinairement à tirer à un cheval que i ooo à 1 200 kilogrammes ; sur un camion, il ne devrait donc tirer que a5o à 3oo kilogrammes. Or, le poids seul du camion est beaucoup plus considérable. Celui qui servait à nos expériences pesait, avec des roues de o'''.34, 38o kilogrammes. Si la loi de Coulomb était exacte, il serait donc impossible d'y ajouter la moindre charge, puisqu'on n'y attelle qu'un cheval ; et cependant ne les rencontre-ton pas tous les jours avec des charges considérables ; il faut donc nécessairement que le tirage ne croisse pas aussi rapideiâent que le diamètre diminue.
Le^ calculs que nous venons de faire supposaient qu'il n'y avait d'altération que dans la surface sur laquelle la rotation s'opère , que la roue conservait exactement sa courbure, ou que du môin» sa flexion pouvait être négligée par rapport à celle du terrain , comme dans le cas des roues et des routes ordinaires. On peut se demander si les propriétés que nous avons démontrées restent les mêmes lorsqu'il n'en est pas ainsi , c'est-à-dire lorsque les duretés
46 MéMOIRBS ET DOCUMENTS.
des deux surfaces sont peu difiérentes , comme sur les ohemins ie fer.
Appelonè , fig^ i5, e' la compresAion maximuni instantanée de la roue » e la cdmpreSkion définitive. En conservant tontes les notations précédentes , on aura :
En considérant eil^uite tes i^ctiôlis des molécules du terfain coitaprimé, la inéme série de raisonnements conduira h dès équations semblables à ceUes que nous avons posées pins haut; seulement les équations contiendront à là fois •' et t'. On aura
P = Lk^F(«',c')
Mais en appliquant le même calcul aux réactions du cercle comprimé qui fout équilibre à celles du sol sur lequel il roule, on arrivera à des équations de la forme
lÈn. divisant les deux valeurs de P l'une par Taûtre, on
aura
qui donnera la valeur de é en c', e' =siJl (s'). En la mettant dans la valeur de P et ^^ <» élimine e' et on arrive k des équations semblables à celles que nous avons établies plus haut 9 d'où découlent les mêmes conséquences. Ainsi ^-les propriétés que nous avons énoncées conviennent au cas où lé plan et le corps roulants sont Tun et l'autre compressibles.
Reprenons maintenant les formules que nous avoil» posées plus haut :
eh lès miiltipliânt par V^iS , on eii Conclut
c'est-à-dire qijie dans un même cerclé lÀ différence entre le eœitabt en avant et le contact en arrière est » quelle que soit la charge , une quantité constante | $ qu'on peut trèsbien exprimer au moyen du coefficient du tirage. Ainsi, sur une route ordinaire, avec des roues de 2"'.oo, cette difierence, pour uq tirage de o.o3 serait de o°*.o8. On aurait donc : X'sso.oS-f-^- Vl>o.o8» d'où •'>>o.oo32. Enfin on tire delà seconde équation
.= !p(V/?"-lp)
tous œs résultats se présentent sous une forme qui parait £iusse au premier coup d'œil. La difiérence l'-^lue peut pas être constante , puisqu'il est bien évident qu'on peut charger le cercle de manière que son contact avec le terrain soit plus petit qu'une quantité donnée , 0*^.08 par exemple, et que son enfoncement soi t moindre que o™.oo32 ; de plus 8 ne peut être nul qu'avec <' et ne peut pas se présenter sous une forme négative. Il est facile d'ei^pliquer la cause de ces espèces d'anomalies ; elles tiennent évidemment à ce que Iliypo^hèée ou la propriété dont on est parti , du tirage proportionnel à la pression , n^êst pas rigoureusement exacte, surtout pour des pressions trèsfaibles qui ne donnent lieu qu'à des contacts infiniment petits. Alors , en effet , la résultante ne peut plus passer à la diHahce ^ de k normale; elle s'en approche rapidement à partir d'une certaine limite et finit par se confondre avec elle pour Une pression o , de sorte que le tirage doit dimi-
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nuer alors plus rapidement que )a pression. Ainsi , le calcul indique d'une manière rigoureuse que les lois trouvées par Texpérience ne peuvent être des lois absolues et sans limites.
Nous n'exposons ces. considérations que pour justifier nos formules. Le cercle prés de la normale étant à peu près parallèle au plan , le contact augmente rapidement d'abord avec la pression, et il serait impossible de réaliser par Texpérience les cas que nous venons de considérer, puisqu'il faudrait avoir de très-grands cercles dont les poids fussent très-petits.
Ainsi les lois déduites de nos expériences et de nos formules ne sont /sous le point de vue mathématique , que des approximations qui ne peuvent être substituées aux lois réelles, qu'entre les limites où la propriété qui leur sert de base est elle-ipéme vraie. Tant que le tirage sera proportioxmel à la pression , l'influence de la bande sera nulle, et celle du rayon sera mesurée par sa racine quarrée. Mais si jamais on parvenait à trouver cette relation d'une manière rigoureuse, les formules générales quenousavons posées plus haut, donneraient immédiatement les relations de la bande et du diamètre, correspondant à cette nouvelle propriété.
Les équations précédentes donnent les valeurs de ^ et de c en fonction de P , L , R , T.
On a , en effet :
P= ; |/^ . L(K^+ k7i:;)A(«'— e) T=iL«A(t'— e) •
.=|p(I/r-îp)
Cette valeur de e mise dans les deux premières, donnera celle de «' en fonction de P ou de T, d'où on déduira celle de s en fonction des mêmes quantités. On voit , conime nous l'avions déjà fait remarquer, que l'enfoncement
instantané i* , et le frayé définitif < ne dépendent que de
On peut, au reste , avoir des valeurs approchées de ces quantités sous une forme simple qui permet de juger de l'influence des diverses dimensions* de la roue. Dans la valeur de • on peut négliger } p par rapport à ^/^ , et écrire
équation qui est d'autant plus exacte que « est plus grand par rapport à p ou par rapport à e , car la valeur exacte de c peut se mettre aussi sous la forme
•. = tp(|/7+|/7ir;)
Or t' — f , qui est la quantité dont la molécule revient après l'enfoncement instantané difière , peu de «', surtout pour
les corps élastiques , de manière que l^-\^ l^s — s diffère peu aussi.de 2^^
Cette équation fait voir que le frayé est proportionnel à la racine quarrée de l'enfoncement instantané. Ainsi , pour produire une impression double, il faut produire un enfoncement instantané quadruple.
Cette relation entre e et «' que nous avons déduite des propriétés du frottement de roulement et dont on pourrait réciproquement les déduire, peut trouver des applications ou des vérifications dans des questions mécaniques qui paraissent, au premier coup d'œil , étrangères à cette résistance, telles que celles des laminoirs , du battage des monnaies , du choc des corps , etc. , etc.
£n faisant dans la valeur de P la simplification que nous venons d'indiquer dans celle de s, on en tire
Il résulteldeces équations que rempreinte ou enfoncement définitif est proportionnelle à la racine cubique de la pression , en raison inverse de la racine cubique de la^largeur de la bande et de la puissance | du rayon. On peut encore mettre f et / sous la forme
c'est-à-dire que l'empreinte est proportionnelle à la racine cubique du tirage. Ces équations peuvent trouver une application utile dans la question de la police du roulage.
Les équations ci-dessus font voir comment la résistance au roulement
dépend de la flexibilité et de l'élasticité du corps. En effet, la constante ^ à pour expression
Aiiisi , poui^ qu'il j ait résistance, il faut que Ttin des deux corps soit compressible , c'est-à-dire , que éùivî un poids donné , les molécules fléchissent d^une certaine quantité «'; il faut, de pliis, qu^ilsné soient pas parfaite-^ ment élsfstiqtiés , c'est-à-dire que les molécules flécbies ne reviennent pas à leur première position , lorsque le poids est enlevé, mais restent à une certaine distance c Ces deux quantités étant données pour un certain poids y on en déduirait immédiatement le coefficient de roulement. Ainsi , le frottement dé seconde espèce ii'est pas une propriété particulière des surfaces , et distincte de la compressibflité et de l'élasticité; elle n'en est qu'une conséquence tellement immédiate que lorsqu'on a la mesure de ces deux propriétés pour ufn corps , on a auMsi celle de la résistance
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aU: roulement. Ainsi chaque surface peut être définie par rapport au frottement de seconde espèce par deux coefficients y dont on peut déduire la valeur de cette résistance , lorsqu'on la mettra en contact avec d autres surfaces définies de la même manière.
En effet, appelons «^ , b^ , pa * 1^^ compressions et résistances de la surface A, sous une roue compressible ;
«6 > *'» 9 P6 ) 1^5 mêmes quantités pour une surface B, on aura entre ces quantités les deux relations
Lorsqu'on fera rouler la surface A sur la surface B , la résultante p^t de ces deux résistances se déduira par un calcul analogue à celui que nous avons fait plus haut , et on trouvera
On voit que si on connaissait, pour chaque surface , les deux quantités s et t', on en conclurait immédiatement la résistance résultante. Il est impossible , il est vrai , de déterminer directement ces deux quantités par Texpérience (du moins nous n'en voyons pas maintenant le moyen); mais on peut facilement déterminer les quantités p^ , p^ ?
et les rapports — q^i peuvejcit les remplacer. Supposons
que les deux surfaces mises en contact soient les mêmes , on aura
Ainsi la résistance p^ d'un cyUndre sur un plan incom-
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pressibie est égale à la résistance de ce cylindre sur une
surface de même nature divisée par K a. Les coefficients Pa > Pb pourront donc s'obtenir facilement parTexpérience. Faisons maintenant rouler ces cylindres A, B sur un plan M pris pour plan commun de comparaison , nous aurons
Pam — i
k'?rp: y/^^
^""^7+7^ %/iïT
Ces deux équations nous donnent immédiatement les
rapporte -p , -7^ en fonction de p^ , p^, p^ et p^^; divi-
sant ces deux rapports l'un par l'autre , on en tirera ~ ,
en fonction des mêmes quantités et en mettant ces valeurs dans celle de p^^» on déterminera cette quantité. On voit que si on connaissait pour diverses surfaces A , B, G, D, etc. , leur résistance au roulement sur elles-mêmes et leur résistance au roulement sur une autre surface M , prise pour terme de comparaison , on en pourrait déduire les résistances de deux quelconques des surfaces prises deux à deux , A avec B , A avec G , B avec G , etc. , etc. G'est là une propriété remarquable du frottement de roulement , et qui le distingue du frottement de glissement , dont les divers coeffîciente ne présentent entre eux aucune relation, de manière que si on a vingt surfaces, il faut 190 coefficiente pour déterminer les divers frottements de glissement qui résulteront des combinaisons deux à deux de ces surfaces , tandis que 4o suffiront pour le frottement de roulement.
Nous n'avons considéré jusqu'à présent qu'un cylindre roulant sur un plan, mais il est clair que , puisque les propriétés du frottement de roulement sont indépendantes de la largeur de la bande , elles s'étendent à tous les corps de forme quelconque , pourvu qu'on puisse négliger dans la largeur du contact, les variations de courbure des sections parallèles à celle qui passe par la normale et la direction de la vitesse.
En effet, la distance de la réaction à la normale
p 9= I >-^ $ ue dépend pas de la pression, elle ne dépend
que du rayon R. Ainsi, quelle que soit la répartition de la pression entre toutes ces sections , la fraction de la résultante située dans cette section est toujours à la même distance 9 de la normale. On peut donc appliquer les mêmes formules aux sphères , aux ellipsoïdes, etc.
Considérons maintenant le cas plus général de deux corps à courbures quelconques , fig. i6 , roulant l'un sur l'autre. Par la normale et par la direction de la vitesse, faisons passer un plan qui coupera les deux corps suivant deux courbes tangentes auxquelles nous pourrons substituer, dans l'étendue du contact , leurs cercles osculateurs dont les rayons seront R, R,. En supposant un enfoncement maximum et une impression ou frayé sur l'une des surfaces , nous arriverons aux mêmes équations que pour le cas du plan , et nous en tirerons aussi
n sufiBt de substituer dans cette équation des valeurs de V et "k pour résoudre la question. Or, en appelantyia flèche de l'arc sous-tendu par la demi-corde /, dans le cercle R,, on a, en considérant cette dernière corde dans* }es deux cercles
/ s= |/2R(t'— /) et V= I/^IRJÇ
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à'où
Qn aura dé même et par conséquent
Si le tirage est proportionnel à la preation» S doit être inva^riablejK' — Ki' — i = constante =s {p, donc
( 4- pour les surfaces convexes , -r- pour les surfaces concaves convexes ).
Telle est la formule générale qui déterminera la position de la résultante ou pression, par rapp<Mrtà la normale en fonction des rayons de courbure des surfaces ei| contact ; le mouvement des deux corps roulant Tun sur l'autre se trouve donc complètement déterminé 9 pui$qu on connaît l'intensité , le point d'application et la direction de la force retardatrice qui agit sur eux.
Cette formule peut recevoir des applications nombreuses dans l'étude des macbines ; les excentriques, les axes tournant sur des galets y les^'transmissions de mouvement qui se font d'une roue à l'autre sans engrenage , etc. , etc. ; présentent des mouvements analogues à ceux que nous venons de considérer , et la formule ci-dessus peut donner les dispositions les plus avantageuses à adopter pour diminuer la résistance ; nous nous bornerons ici à en faire l'application à quelques circonstances particulières que présentent les routes.
La surface des routes en empierrementjoi'est pas rigou-
reusement plane, les roues parcourent une ligne sensiblement ondulée ; de sorte que la surface avec laquelle elles se trouvent en contact est tantôt concave, tantôt convexe. Voyons quelle est l'influence de cette circonstance sur le tirage. Appelons ô le tirage sur la ligne droite , ^ sur la ligne ondulée, R le rayon de la roue , R celui du terrain , Qous aurons pour les concavité^ :
pour les convexités :
Si on donne à R, diverses valeurs , par rapport à R , on déduira de ces formules les tirages correspondants :
COlfCAYITKS.
GONYBXÏTSS.
M0TBNIIB8.
R. = aR R, = 3R
Bx = 4B B, = 5R R, =:ioR
i.aad i.i5fl i.iad I .o53d
i.iad i.oâd i.oad i.oi5d 1 .0049
On voit que les flaches ont pour etiet d'augmenter le tirage dans un assez grand rapport , lorsque leur courbure est très^prononcée , et que leur influence se fait d'autant plus sentir que les roues sont plus grandes. C'est un résultat assez remarquable , et qui parait en contradiction avec la propriété ordinaire du diamètre , de diminuer le tirage, mais qui s'explique facilement lorsqu'on se reporte aux causes du. tirage ; le contact, en effet, s'allonge d'autant plus que la roue est plus grande , ce qui éloigne la résultante des réactions moléculaires. Au reste, ce désavantage
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dt ia grande roue n est que relatif et né peut aller jusqu'à faire qu'il n'y ait plus d'avantage à l'augmenter. En effet , R, étant plus grand que R, l'expression
Y/- ^ RR^— fi'
diminuera toujours avec R ; mais elle ne diminuera plus dans le rapport des racines quarrées comme sur le plan. Supposons par exemple
R, = !à"'.oo pour R = o.5o, on aura g'= i.i5p , pourR = i.oo ô'œsjb.
Ainsi dans ce cas, en passant du rayon i.oo au rayon o.5o y le tirage n'augmente plus que dans le rapport de i à i.i5 au lieu de i à 1.41 > comme cela aurait lieu sur la ligne droite. A mesure que R, augmente , le diamètre reprend son avantage , et son influence s'approche de la loi de la racine quarrée.
Les Saches se raccordent avec le terrain par àes parties convexes; mais en jetant un coup-d'œ^ sur le tableau précédent, on reconnaîtra que la convexité diminue beaucoup moins le tirage que la concavité ne l'augmente. De sorte que si on suppose une ligne ondulée , composée des mêmes courbes concaves et convexes ,Jîg. 17 > le tirage sur cette ligne sera toujours beaucoup plus considérable que sur la ligne droite; la différence sera 'd'autant plus sensible que les diamètres seront plus grands. Si le rayon des ondulations est 10 fois plus grand que celui de la roue^ Taugmentation de tirage n'est que de 0.004^9 c'est-à-dire, presque imperceptible. Les Saches qu'on trouve à la sur&ce des empierrements , ont des profondeurs très-variables ; cependant , il est rare qu'on en tolère de plus de o°'.o4 à o™o5. Si la partie concave a i™.oo de longueur , on en conclura queson rayon est de 3"^.oo environ. Alorsle tirage sera sensiblement augmenté dans le passage de cette flache (de |
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environ suivant le tableau ci-dessus). Mais si, à profondeur égale , la flache a *a°>.oo de longueur, R, devient lam.So , et l'augmentation de tirage est tout à fait insignifiante (4 pour ioo),doi^t il faudrait déduire encore la diminution qui résulte des parties convexes du raccordement). Il faut conclure de Ui que les flacbes courtes et profondes peuvent avoir un effet sensible sur l'augmentation du tirage; mais lorsqu'elles , s'allongent de manière à avoir 2™.oo de longueur pour une profondeur de oi°.o4> la route n'est gi^re moins roulante que si elle était parfaitement unie. Or, c'est précisément ce qui a lieu sur les routes bien entretenues ; en les parcourant après une pluie , on reconnaît que leur surface n'est qu'une suite de dépressions ; mais comme ces dépressions sont allongées , elles ne nuisent nullement au tirage ; il n'y a que celles qui sont courtes , qui ont la forme de trous qu'il est essentiel de prévenir et de boucber. Quant aux autres, on peut attendre le moment convenable sans que le roulage ait à en souffrir. Or, c'est là un des grands principes de l'entretien des routes.
Nous ne ferons pas d'autre application de la formule générale que nous avons établie plus haut ; nous n'avons cité celle-ci que comme un exemple de l'importance pratique des recherches théoriques auxquelles nous nous sommes livré. Nous avons voulu faire voir qu'il n'était pas question ici d'abstractions purement théoriques , mais au contraire des principes généraux dont la pratique la plus ordinaire pouvait avoir journellement besoin.
Toutes les propriétés du frottement de seconde espèce peuvent se résumer ainsi :
Lorsque deux corps de forme quelconque roulent l'un sur l'autre, la résultante des réactions moléculaires est toujours égale à la pression des deux cj^rps , parallèle aux normales , dans le plan qui passe paj/ ces normales et. la direction de la vitesse , à une distance de ces normales qui est proportionnelle à la racine quarrée du rapport du pro-
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duit des rayons de courbure des surfacea en contact , à leur somme ou à leur différence, suivant que les deux corps sont convexes ou que l'un d'eux est ooncaye.
L'intensité , la direction et la position de cette résis* tance se trouvant ainsi déterminées , on peut déduire, dans tous les cas possibles , les effets qu'elle peut produire , des règles ordinaires de la mécanique.
TROISIÈME PARTIE. — EXAMEN DES EXPÊRIEHCES DE M. MORIH
Les propriétés du tirage , que je crois avoir démontrées dans ce mémoire , se trouvant en contradiction avec celles de M. Morin sur presque tous les points, je dois nécessairement expliquer à quoi tient cette différence dans les résultats. L^cadémie l'avait attribuée à la plus grande précision des instruments employés par M. Morin ; je vais tAcber de faire voir , en examinant aussi succinctement qu'il me sera possible le travail publié par cet expérimentateur, que c'est ailleurs qu'il faut en cbercber la cause.
Influence du diamètre. — Pour déterminer l'influence du diamètre sur le tirage , M. Morin a fait quatre sériefr d'expériences sur des terrains de natures différentes. La première (page i5) a lieu sur un empierrement avec un affût de siège monté tour à tour sur des roues de i". lo, i"*.56 et a".o5.
. Le diamètre 1°". lo dcmne , sur une lon£;ueur de 3oo°'.oo de la route , les tirages suivants :
Idl.
kil.
kil.
A quoi tiennent les différences considérables qu'on remarque entre ces cbiffres? elles vont jusqu'à 28 pour 100. Est-ce à l'inexactitude de l'instrument? est-ce à la différence du terrain 7 ou , comme nous le pensons , à ces deux causes à la fois? C'est ce que M. Morin n'a pas expliqué^
et Ce qui cependant méritait de Tétrç pour donner tmmé-r diatement la mesure de la confiance qu'on devait ayoir dans les ré|alU|ts obtenus par son procédé d'expérimentation. EUi. prenant la moyenne entiN9 tous ces chiffre^ f^t son Rapport ayec la pression, on obtient p. 0241 pour coefficient du tirage. En faisant la même opération pour les autres diamètres , on obtient les résultats suivants :
Dîamètref . < Coefficients du tira^.
o.oa4i 0.0146
A Tinspection de ce% chiffres, on ne voit pas pourquoi M. Morin en a conclu que le tirage était en raison inverse du diamètre , car s'il en eût été ainsi , en passant du diamètre i^.io à i^'.SG, le coefficient aurait dû descendre de 241 à 170. Orpl est descendu à i46. Du diamètre i^.Sâ k n^.oS , il aurait dû descendre de 146 à 11 i. Or, il ne descend qu^à i35, c'est-à-dire que le diamètre i^.SG et le diamètre 2"*.o5 donnent le même tirage à peu près. Puisque M. Morin avait à sa disposition des instruments exacts et précis , il devait conclure : que du diamètre I™. 10 au diamètre i^'.BB le tirage diminuait dans un plus grand rapport que celui dés diamètres , mais qu'au delà de cette limite la diminution devenait insensible. C'était la seule conclusion que lui permettaient ses expériences. Au liieu de cela , M. Morin a cherché à vérifier la loi de Coulomb qu'il s'était posée d'avance. Comme on Ta vu y en multipliant les nombres ci-dessus trouvés par les rayons correspondants, ils doivent devenir égaux si cette loi est exacte. Voici ce que donne cette opération.
Coefficients qui doivent être égaux
Diamèlre5.
avec la loi de la première pnitsance.
l"».IO
O.Ol32
(on trouvera: dans le mémoire de M. Morin les nombres i34, if4> v3^< Gela tient à des erreurs de calcul dans les
MÉMOIRES ET IK>GIIMENT
expériences 6, i4, i5, 16, 17, 18; 19, y, et dans la pre* mière et dans la troisième moyennes ).
Pour admettre la loi de Coulomb et de M. Morin, ilfaut regarder 1 3a, 1149 iSg» comme des nombres égaux. Ainsi, après avoir pris des moyennes entre des nombres quf devraient être égaux et qui diffèrent entre eux de a8 pour 100, ces moyennes diffèrent encore entre elles de ao pour 100. Je ne vois , certes, pas là un degré d'exactitude supérieur h celui du simple dynamomètre, et ne puis partager la confiance des commissaires de l'Académie dans les résultats de M. Morin {*). Mais en admettant même l'exactitude de ces chiffres , il y a des objections si graves à faire au système d expérimentation qui les a fournis qu'ils n'en devraient pas moins être rejetés.
Les voitures soumises aux expériences sont des voitures à quatre roues, et on suppose que pour ces voitures le tirage ne dépend pas de la répartition de la charge. Nos expériences à ce sujet, bien incomplètes il est vrai, sembleraient prouver que les roues de derrière d'une voiture à quatre roues ont un coefficient de tirage moindre que les roues de devant, c'est ce qui s'explique facilement parce qu^elles profitent du frayé ouvert par les premières. Il y a plus , c'est que les expériences de M. Morin , celles du camion que nous allons examiner tout à l'heure, tendraient aussi à le prouver; car elles font voir que plus la charge porte sur Tarrière-train , plus le tirage diminue. S'il en était ainsi , on voit que les expériences de M. Morin ne pourraient être bien concluantes , car les divers diamètres n'ont pas été éprouvés avec les mêmes répartitions de charge.
Le tirage des voitures accusé par le dynamomètre n'est
(*) « En lisant son mémoire on y reconnaît cette manière exacte de procéder qu'on a déjà en lien de distinguer dans ses travaux précédents,, et l'on acquiert une grande confiance dans les résultats de ses observa* tions. » (Rapport à l'Institut sur le mémoire de M. Morin.)
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pas seulement la résistance du terrain dont il est ici question y mais cette résistance augmentée du frottement à l'essieu. Pour obtenir la première , il faut donc déduire du résultat immédiat Teffort employé à vaincre ce frottement. Or, M. Morin n'a pas fait d'expériences spéciales pour connaître Tintensité de cette résistance ; il s'est borné à emprunter à des expériences qu'il a faites sur les axes de rotation des macbines, le coei&cient de o.o5 qu'elles lui ont donné. Or^ y a-t-il parité dans les circonstances ? Lés axes des macbines fixes sont exactement cylindriques, tournent dans des paliers parfaitement dressés et sont disposés de manière à être toujours graissés. Peut-être, à la rigueur, ce cbiSre pourrait-il convenir aux essieux de waggon9 placés à peu près dans les mêmes circonstances (*); mais l'essieu ordinaire d'une voiture est fixe ; c'est lui qui fait tourner le moyeu dans lequel il est logé, ce qui fait remonter continuellement le graissage ; le moyeu et l'essieu sont coniques et inclinés à Tborizon ; la roue va frotter tantôt contre Técrou qui termine l'essieu , tantôt contre la rondelle placée le long du corps de la voiture. Voilà bien des causes de résistances qui n'existent pas pour Taxe d'une machine fixe , d'un volant par exemple , et dont M. Morin n'a pas tenu compte. Nous avions adopté dans nos expériences le coefficient o. 12 et nous pensons que s'il est un peu fort pour les essieux de diligences, il est plutôt faible pour les voitures, du genre des chariots d'artillerie. Enfin, on doit observer que M. Morin , entraîné sans doute par la dénomination ordinaire de frottement à l'essieu , a pris les dimensions de la fusée même de l'essieu C*)^ au lieu de prendre celles du moyeu , qui , dans le cas des voitures
(*) M. Virla a trouvé poar les essieux de divers wag^gons du chemin de fer de Cherbourg les coefficients suivants : 0.043 , o*o55 , 0.089 f o. 108 ^ o. 16 , o.aoQ. {^Annedes des ponts et chaussées , i835 i*'' semestre. )
(**) Voir page 8 du mémoire de M. Morin , où il appelle p' et p'' les rayons moyens des fusées des essieux de devant et de derrière.
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ordinaires, mesurent réellement l'espace parcouru par cette résistance ; or, dans les grosses Toitures le moyeu « toujours, au moins, o*.oi de jeu à l'essieu. En faisant ces diverses corrections dans les résultats de M. Morin, ▼oici les coefficients auxquels on arrive dans les deux hypothèses de la loi de Coulomb ou de celle de la racine quarrée :
Dummu.
met.
l.IO
COIFFICIINTI QUI DOlTBIfT mi ÎOAUI^.
Loi de Coulomb.
o.ooSi o.oii3
Loido U|/
o.oioo
o.oiia
Les chifires de la dernière colcmne sont à peu près aussi exacts que ceux de la seconde. L'erreur y est eacorvde 36 pour ioo , il est vrai , mais une erreur de 36 pour 100 n'est pas pour M. Morin une raison de ne pas condnre (Mcwr pages 3o et 3f , expériences 83-97, des coefficients qui varient entre eux de 5o pour 100 et que M. Morm H- hésite pas à considérer comme égaux entre eux). Quant à nous, nous dirons : des erreurs de 36 et de 26 pour iùo ne prouvent ni la loi de Coulomb, ni la loi de la racine quarrée : elles ne prouvent que l'inexactitude des expériences qui fournissent de pareils écarts, et cette inexactitude, il nous sera facile de l'expliquer par une circonstance qoî a échappé à i'attection dé MM. les commissaires , car elle n'eût pas manqué de leur faire rejeter tous ces résultats sans autre examen ultérieur.
En effet , en jetant un coup d'oeil sur la colonne des espaces parcourus et sur celle des pentes , on reconnaît bien vite que les trois diamètres dont on vient de comparer ici les tirages n'ont pas roulé sur le même terrain. Ainsi, les roues de i^.io n'ont parcouru que 300". 00 de Ion-
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gueur; celles de i"'.56, i 895"" .00 , etdaas ces 1 SgS'^.ao lefl3oo'*.cM> parcourus par les premières ne sont pas même compris ; ^ifin, les roues de a^.oS ont parcouru 3 SoS'^.ob, dans lesquels ne sont compris ni les Soo'^.oo des premières roues » ni les i 896". 00 des secondes. Or, quy a-t-il d'étonnant à ce que des expériences ainsi faites ne donnent pas des résultats précis? la route soumi^ aux expériences n'était pas homogène , car les mêmes diamètres donnent des tirages qui varient entre eux de 28 pour 100 {voir les expériences 3 et 5), et les diamètres différents donnent des tirages égaux {uoir les expériences 12 et 1 4). Pour arriver à des résultats exacts ou du moins comparables, c'était une condition indispensable que de prendre le même terrain pour les diamètres à comparer. £n changeant ainsi de terrain à chaque diamètre, on obtient des tirages différents , mais on ne sait pas si cette différence doit être attribuée au diamètre ou au terrain. Les résul* tatsde semblables expériences ne peuvent donc fournir aucun renseignement utile. Cependant la loi des diamè* très est tellement saillante qu'elle serait sortie de ces ex^ périences même , si elles avaient été plus nombreuses et surtout si les diamètres comparés avaient varié dans un plas grand rapport. Mais celui qui avait été choisi , à peine de I à a > ne mettait pas entre les deux lois une différence telle que la vérité put se faire jour à travers toutes les causes d'erreur qui se trouvaient accumulées dans le système d'expérimentation .
Les objections que nous venons de présenter contre cette expérience se reproduisent avec plus de force encore contre la Suivante faite avec les mêmes diamètres, sur un rechar-^ gement de gravier de o°'.o4 à o'^.oS. Il n'est personne qui ne sache que sur une pareille surface , le tirage est excessivement variable , non-seulement d'un point à un autre , mais d'un moment à l'autre ; car il suffit qu'une seule voiture ait passé pour que celle qui la suit dans la même
piste éprouve uti tirage beaucoup moindre. Or, ici , nonseulement M. Morin n'a pas expérimenté les divers diamètres sur le même emplacement , mais l'intervalle entre ces expériences a été assez considérable pour que la couche de cailloux fût plus ou moins épaisse sous les roues {uoir la colonne d'observations). Enfin , les diverses épreuves n'ont pas été faites avec la même vitesse, et quoique M. Morin admette que sur un rechargement de gravier la vitesse n'a aucune influence sur le tirage, ce résultat paraîtra assez -extraordinaire pour être révoqué en doute jusqu'à ce qu'il soit mieux établi. Ces rechargements de cailloux si mobiles sont d'ailleurs des surfaces tout à fait exceptionnelles qui ne présentent autune analogie avec les surfaces unies et homogènes des empierrements, et qui pourraient avoir des propriétés tout h fait distinctes et même variables suivant les formes, les dimensions et le mélange des cailloux dont elles sont composées. On ne pourrait donc rien conclure d'expériences qui seraient rigoureusement faites pour d'autres surfaces. Or, pour opérer rigoureusement , il aurait fallu employer des voitures à deux roues, car ici on ne saurait contester la différence de tirage qui doit exister entre l'avant- train et l'arrière-train; il aurait fallu que le poids de ces voitures f&t le même car il est très-possible que le tirage ne soit pas proportionnel à la pression ; il aurait fallu employer des diamètres très*différents et les faire rouler non-seulement sur le même terrain , mais avoir soin à chaque passage de rétablir le sol dans le même état, en effaçant les frayés ; enfin , il aurait fallu que la vitesse fût toujours la même. Or, aucune de ces précautions n'a été prise! Quelle condusion sera-t-il donc permis de tirer de ces résultats ?
Passons aux expériences faites avec un camion à roues inégales sur un gazon humide. M. Morin fait varier la charge entre les trains et compare les tirages d'après les diamètres: les roues ont ô'".8i et i^'.sS de hauteur. On
conçoit qu'avec d'aussi petites différeuces ou plutôt un rapport si près de l'unité , il faille avoir un système d'expérimentation bien préeis pour que les résultats présentent ; quelque garantie de certitude. Ceux que donne M. Morin sont résumés par les trois chiffres suivants qui devraient être égaux si la loi inverse du diamètre était exacte, 0.0249, o.oa34) 0.0280. Il y aurait ici une erreur à corriger en faveur de la loi de M. Morin ; le chiffre 0.0284 doit être remplacé par 0.0243, et l'écart du plus grand au plus petit coefficient serait un peu diminué. Mais malheureusement dans les neuf expériences que résument ces trois moyennes , il y a neuf erreurs de calcul assez considérables. M. Morin a pris pour chiffres de la pression sur le terrain celui de la pression sur les essieux , de sorte que le poids des roues se trouve complètement omis. En rectifiant ces erreurs , voici ce qu'on trouve :
coiFFiciBirrs
erronés
donnés par M. Morin.
coirriciiNTs rectifiés.
COBPFIGIINTS
dans l'bjpothèse de la loi de la |/
o.oa49
o.oa34 pour a43 o.oaSo
o.oaaa o.oai6 o.oa56
o.oSia o.o3oo o.o382
Ainsi,, erreur de 17 pour 100 dans la loi de M. Morin , erreur de 24 pour 1 00 dans la loi de la racine quarrée ! ... et qu'on remarque que nous n'avons corrigé ni le coefficient du frottement à l'essieu , ni l'effet de l'inclinaison du tirage qui , dans ces expériences , diminue la charge des essieux de l'avant-train , et enfin qu' il s'agit de diamètres très-peu différents, d'un gazon humide où le frayé devrait être assez prononcé pour que le tirage de Tarrière-train fût sensiblement plus faible que celui de l'avant-train. En effet j si on met ces coefficients en regard de la répartition des pressions , on trouve :
PItttUOlIt.
Avaht- train.
kU.
Arrière-fcrain.
kU.
coiFnciiinrt qui doÎYént être égaux.
Loi de la première puissance.
o.oa56 0.0a 16
Loi de la ^
o.o38a oe3i9 o.o3oo
Ce§ chiffres ne semblent-ils pas prouTer, au contraire , que plus la charge porte sur les roues de derrière , plus le tirage est faible , puisque pour une même charge totale on fait descendre le coefficient de a 56 à 21a ou de 38a à3oo« Or, s'il en est ainsi, les voitures à quatre roues ne peuvent pas servir à des expériences sur le tirage tant qu'on ne connattra pas la loi de diminution de tirage de l'avant à l'arrière-train , diminution indépendante de celle du diamètre^puisqueles chiffres ci-dessus ont déjà subi la correction due à cette circonstance.
Ainsi , en corrigeant les neuf erreurs dé calcul de ces neuf expériences , les coefficients viennent tomber entre les deuxlois^ et il suffirait de la moindre correotimi sur le frottement à l'essieu pour les porter du côté dm ïa loi de la racine quarrée , et lorsqu'on en discute les résultats , on voit qu'ils tendent à prouver l'inexactitude du systàsiiè d'expérimentation dont ils sont tirés.
Nous arrivons maintenant aux dernières sériée d'expériences faites sur le pavé d^ Paris avec un ckariôt siiài^ pendu des messageries. Ici , \^ nature de la haussée est dure ^ et par conséquent le nombre de» trains ne peut guère influer sur le tirage.; elle est aussi homogène., etdVfiUéûh» les divers diamètres ont été éprouvés sur le mèviè eiii]^* cément; les essieux mieut assemblés et mieàs fifMCés doivent donner un frottement qui s'approli^he davatatsigë de l'intensité que lui a attribuée M. Morin. Les résullili^
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obtenus , o.oi 17 et 0.0 1 15 , sont d*une concordance presque parfaite ; ces expériences sembleraient donc devoir échapper à toutes les observations que nous venons de faire. Malheureusement ces quatre expériences Contiennent encore quatre erreurs de calcul qui en altèrent complètement les résultats. Dap^Ies deux premières, 4^ et 4^9 l'erreur est légère , elle n'est que de i4^^*9 sur la pression totale; Mais comme l'expérience a ^eu sur une forte pente, il. s'ensuit que l'effort employé à vaincre la gravité doit être augmenté de i44 X o.oi856c=: 2^.67^ et par oOùséquent le tirage diminué d'autant. Dans les deux expérieneeâ' suivantes , l'erreur est beaucoup plus ccmsidéraÛe. Le produit SSS&'^.gpar o. i856 n'est que 62^.»8au lieu de 69^.23, de sorte qu'en rectifiant les chiffres on arrive aux coefficients suivants :
COlCrVlCIKHTS
erronés donnés par M. Morin.
eouncinrTs rectifiés.
GOBFP^cnirrs
daQ# la loi
dela^
Petits diamètres. .
Gnlndsdiamètreé. .
a.oiia
o.oi53 0.0149
Yoilà donc la loi de la racine quarrée démontrée par lès expériences mêmes de M. Morin. Nâfus vèrions d'examiner endettai toutes celles qu'il a faites sur cette piîopriétédu diàïEiètre. On voit qu'elles se composent : i^d'uné expériente è tir un empierrement dont les résultats 'trèédiscordants entre eux né: peuvent être admis parcie ^ue les divers diamètres n'ont pas roulé sur le même terrain; â<> d'une expérience sur un rechargement de cailloux'à laquelle on peut faire la même objection , et de plus de né pouvoir être applicable à d'autres circonstances ; 3*" d'une expériiénce faite sur un pré dont les résultats une fols corrigés des erreurs de calcul qu'ils contiennent laissent
la question indécise $ 4*' ^^i^^ ^'péi^®'^^® ^^i* 1® pavé de
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Paris qui, après une rectification semblable, vient confirmer la loi de la racine quarrée.
Ayant de passer à Texamen des expériences sur les autres propriétés des roues , qu'il me soit permis de faire une observation sur les nombreuses erreurs de calcul que je viens de signaler. Mous venons de parcourir quarantequatre expériences seulement , et voilà déjà vingt et un* résultats erronés. Ces quarante-quatre expériences se trouvent résumées par onze cbifires moyens. En retranchant les trois cbifires qui appartiennent au rechargonent de gravier, surface tout à fait exceptionnelle , il ne reste pour conclure que huit cbifires. Eb bien , sur ces chiffires , il n'y en a qu'un d'exact , les sept autres sont faux , et ici nous ne parlons pas d'erreurs de principe ou de tbéorie ; sous ce rapport , tous les cbifires de M. Morin sont faux pour nous ; nous parlons d'erreurs de calcul , d'addition, de soustraction, etc., sur lesquelles il n'y a pas de discussion possible. Cette circonstance expliquera peut-être jusqu'à un certain point la manière dont le travail de M. Morin a été apprécié par l'Académie. Pour découvrir toutes ces erreurs matérielles il fallait un temps et une patience qu'on ne pouvait demander à des^ personnes occupées par tant de travaux divers. M. Morin , depuis longtemps connu à l'Académie, présentait des cbifires ; on devait les supposer exacts. Mais en doit*-il être de même aujourd'hui ? Ces erreurs si nombreuses ne jettent-elles pas des doutes sur tous les autres résultats? car on doit observer que les appareils dynamométriques de M. Morin ne donnent pas immédiatement le tirage, comme une balance donne le poids d'un corps. Elles ne donnent qu'une longue bande de papier sur laquelle est tracée une courbe à ondulations irrégulières dont il. faut déduire l'ordonnée moyenne. Or, pour cela , il faut faire une addition de plusieurs centaines de nombres de trois cbifires (on sait que de toutes les opérations la plus sujette
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è erreur est l'addition ) , puis , pour avoir la pente dix terrain sur lequel on opère afin de déduire Tefiort du à la gravité , il faut avoir deux cotes de nivellement , faire une soustraction et une division et affecter le résultat d'un signe , positif si on monte , négatif, si on descend. Toutes ces opérations sont sujettes à erreur; mais comme M. Morin n'en donne que les résultats, il n'y a pas de vérification possible. Or, nous le demandons , lorsque , dans les opérations les plus simples, celles qui résultent des chiffres produits dans les tableaux, on découvre tant d'erreurs , n'est-il pas bien probable qu'il doit s'en être glissé quelques-unes dans les opérations préliminaires plus nombreuses et plus compliquées?
Influence de la pression, — M. Morin n'a pas fait d'expériences spéciales pour démontrer que le tirage est proportionnel à la pression; il croit pouvoir tirer cetteconclusion des expériences sur le camion que nous venons d'examiner, expériences dans lesquelles la pression sur chaque train a varié, quoique les diamètres restassent les mêmes. Nous pourrions faire observer que , dans ces expériences, il n'y a que la répartition de ia charge surles trains qui varie , que la charge totale restant constante les résultats ne peuvent être que fort peu concluants, que ces résultats supposent que l'influence du diamètreest mesurée par la première puissance , que par conséquent si on les évaluait dans l'hypothèse de la loi de la racine ' quarrée, on arriverait à une conclusion contraire; mais on doit se rappeler que ces neuf expériences du camion contiennent neuf erreurs de calcul assez considérables. Les conclusions de M. Morin reposant sur des chiffres erronés, toute discussion de principe devient inutile; c'est aux règles de l'arithmétique à en faire justice. Nous ne pourrions donc que recommencer les calculs que nous ayons faits plus haut.
Cependant nous ne pouvons nous empêcher de faire
observer que , pour une loi aussi importante que celle de Tinfluence de la pression , il y avait de la part de M. Morin une certaine hardiesse à expérimenter sur une seule surface et sur une surface aussi exceptionnelle que du^azon humide, puis à en étendre les résultats à toutes les sur&ces comme le pavé , les empierrements , les rechargements de cailloux, les sables, etc., etc.
Quoi qu'il en soit , nous ne contestons pas le. principe , nous disons seulement qu'il ne résulte pas des expériences de M. Morin.
Influence de la largeur de la jante. — Les expérience» sur l'influence de la largeur de la jante ont été faites a?ec un appareil particulier. Un arbre en fonte était disposé de manière à tourner sur des disques concentriques qui lui étaient adaptés. En mettant plusieurs de ces disques, qui avaient o.o45 d'épaisseur, à côtelés uns des^autres, on avait des jantes de o.o45, de 0.09, de o.i35, etc.^ de largeur. Ainsi cet appareil permettait de varier cette dimension à volonté; mais il présentait, à notre avis, un inconvénient très-grave pour la propriété quon .voulait étudier ; c'est que le poids de l'appareil variait avec la largeur de la jante, et qu'il était impossible de faire dans les^ résultats la part de Tinfluence de raugmentatioai de pression et celle de l'augmentation de largeur de jante. Car il faut bien remarquer que dès que la largeur de la jante a une influence sur le tirage , celui-ci ne peut plus être proportionnel à la pression. Nous en avons donné plusieurs démonstrations dans la première partie de ce mémoire , et cela se voit du reste à priori , puisque si k largeur de la bande diminue le tirage , ce ne peut être que parce qu'elle diminue la pression relative. En effet, supposons que l'appareil monté tour à tour avec un disque et avec deux disques donne les résultats suivants (expériences de 1 à 7 de M. Morin , page a4) :
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il sera tout à fait inexact d'en conclure que l'augmentation de la largeur de la jante a diminué le tirage de ^4 à ao, et que le tirage est resté proportionnel aux pressions. En effet, dans la seconde expérience , on peut diviser en deux parties égales la pression sur les deux disques de o'*.o45 qui seront alors chargés chacun de 667^.5. Or, d'après la première expérience , le tirage de ces deux disques de 0.045 de largeur devrait être
b.ot]t43 X 667.5 -f- 0.024^ X 667.5 = 3a3 kilog.
tandis qu'il n'est d'après la seconde que de 267 kilog. Il y a là une contradiction évidente entre les deux principes. Pour les concilier, il faut absolument admettre qbe le tirage ne reste pas proportionnel à la pression quand la largeur de la bande le diminue. Or, dans toutes ses expériences sur la largeur des jantes, M. Morin ayant simultanément admis ces deux principes, les résultats et le$ formules qu'il en a tirés sont nécessairement erronés. Nous nous croyons donc dispensé d'en faire un examen détaillé. Au reste, cet examen serait sans intérêt puisque M. Morin ii^ttribue à la bande d'influence sensible que sur les sables et les terrains mous , et qu'il est d'accord avec nous pour Içs empierrements. Nous dirons mêîne qu'il l'est aussi po^ir le pavé ; car, quoiqu'il annonce dans le texte que , sur cette surface , la largeur de la bande n'a pas d'influence sur les empierrements , on trouve un ré-, sultat tout opposé quand on remonte aux expériences (uoir pages 3o et 3 1). On y lit , en effet, leà chiffres suivants ;.
Largeurs de bande, o^.oo o".i35 o".a6
Tirages.
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G(f n'est pas tout, dans les expériences sur la bande •,i35, M. Morin prévient avec raison que rexcës de tirage de deux expériences élémentaires tient à la différence de vitesse; en retranchant ces expériences et en faisant la même correction sur celles de la bande de o.a6, où se trouve évidemment un coefficient erroné, on arrive à cette conclusion :
Largeurs de bande.
».OQO
Tirages.
o.oyi
c est-il -dire que sur le pavé la largeur de la bande a une influence très-pronoucée , précisément le contraire de oe qu'annonce M. Morin. (J'ai expliqué dans mon Essai comment une large bande faisait disparaître les inégalités du pavé par rapport au mouvement du centre de gravité, et comment cette propriété se conciliait avec la proportionnalité de la pression.)
Sans remonter aux considérations théoriques données
plus haut , qui font voir que lorsque -^ est constant, la
quantité ^est invariable , quelle que soit la répartition de la charge , qu'il me soit permis de faire observer que si , sur les surfaces unies 9 le frottement n'était pas indépendant de la largeur du contact , il serait impossible d'en étudier les propriétés. Il s'en faut bien , en effet , que le contact apparent soit égal au contact réel ; f^est ce qu'on reconnaît en plaçant entre son œil et le jour un cylindre bien dressé le long d'une règle. On voit alors qu'il n'y a que sur certains- points de la longueur du contact que la lumière est interceptée et que , par conséquent , il y a contact réel. Ainsi , un cylindre de o.p5 a souvent autant de longueur de contact qu'un cylindre de o 10. On peut bien , il est vrai ^ au moyen d'une forte pression , avoir un contact de toute la longueur de l'arête du cylindre , mais alors on aura évidemment des pressions différentes
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dans toutes les sections et qui changeront d'intensité au fur et à mesure que le cylindre roulera, parce que les iné«« •' galités de ses arêtes et du plan se trouveront dans uo autre ordre. Or, si on admet que le tirage soit toujours proportionnel à la pression , le tirage total ne changera pas , puisqu'il sera toujours lïi somme de
^P, + ^P» + ^Pb = Hp,+P.+P3 )
et qu'on a toujours
Sans cette propriété, non-^euleiheut les cylindres de longueurs différentes donneraient des .tirages différents , mais même ceux de longueur égale , parce que la répartition de la charge ne s'y ferait pas de la même manière et varierait même avec cette charge. Ainsi y le tirage varierait à chaque, instant et échapperait à toute espèce de calcul.
Ces considérations s'appliquent encore mieux aux voitures et aux routes. Lorsque ces dernières sont bonnes , le contact est bien loin d'avoir la largeur de la bande à cause de sa forme arrondie et des légères aspérités de la route ; et je ne vois pas comment on pourrait évaluer la largeur du contact réel, le seul qui puisse avoir une influence sur les résultats.
Influence de la vitesse, — Je n'entrerai pas non plus dans l'examen détaillé des expériences faites par M. Morin sur l'influence de la vitesse. Jai surabondamment démontré que son système d'expérimentation l'a conduit à de nombreuses erreurs sur des propriétés saillantes; comment espérer de saisir, avec ce système, de légères influences? et puis, qu'on remarque que les chiffres de M. Mcpin sont tous afiéctés de l'erreur commise sur la loi des diamètres :. voilà donc une première correction' à faire. 11 faut en faire souvent une seconde pour la largeur de la bande; mais avant tout d'abord il faut corriger les
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erreurs de calcul suivant les règles de rarithmëtique , et malheureusement ces erreurs sont assez nombreuses. Ainsi , les trente expériences faites par M. Morin sur le pavé de Paris (pag. 54 et 55) renferment toutes des erreurs plus ou moins considérables. Si nous y ajoutions encore une correction pour le coefficient du frottement h l'essieu , on voit que nous arriverions à des résultats qui ne présenteraient plus aucune espèce de rapport avec ceux de M. Morin.
Quant à l'influence de Tinclinaison delà ligne de tirage sur l'intensité de cette* résistance , c'est une propriété qui dérive immédiatement du parallélogramme des forces et qui , par conséquent , échappe à toute discussion.
Observations sur les chiffres du tirage donnés par M, Morin, — M. Morin a résumé ses expériences dans un tableau général qui donne sur les diverses espèces de chaussée les chiffres du tirage de plusieurs voitures en usage. Ces chiffres ont la plus haute importance pratique, puisqu'ils sont destinés à faire connaître le rang que doivent occuper les routes dans les divers moyens de transport et les voitures les plus avantageuses à y employer. Or, de ces chiffres et de tous ceux que nous venons d'examiner, il ressort une conséquence toute nouvelle et dé la plus haute importance : c'est que jusqu'aux expériences de M. Morin on s'était complètement trompé sur l'intensité du tirage des routes. Jusqu'à présent les évaluations n'étaient jamais descendues au-dessous de /- , c' èst-k-dire dé 2o kilogrammes par tonne; il faUait, pour arriver à un pareil résultat, les meilleures routes et les plus grandes roues. Nous n'avons jamais trouvé dans nos expériences au-dessous de a3 et de sa kilogrammes. Eh bien! M. Morin, sur une route uu peu caillouteuse, pour un Chariot ayant des roues de i*".56 , trouve moins de ^ , moins de i4 kilogrammes! Si cette expérience avec laquelle les antres expériences de M. Morin sont d'accord est exacte ,^
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on peut en tirer des conséquences aussi extraorâinaîres^ qu'importantes :
I* Gonune le travail journalier qu'on peut demander à on dieval , déterminé par des expériences de manège dans lesquelles on a fait soulever des poids, est reconnu être de 3o à 4^ kilogrammes , il s'ensuit que le roulage , qui met ordinairement un cheval par tonne, pourrait facilement en supprimer la moitié , nous pourrions même dire les deux tiers, car ce tirage de i4 kilogrammes pour des roues de i''.56 de dliamètre moyen, se réduit à lo kilogrammes pour des roues de ^"'.oo, suivant la loi de M. Morin; il va sans dire qu'on suppose les penles des routes corrigées en conséquence.
a*" Puisque le roulage peut n'avoir qu'un tirage de lo kilogrammes par tonne sur les routes en empierrement, il s'ensuit que les chemins de fer sur lesquels le tirage est encore de 5 kilogrammes "réduisent à peine les frais de traction de moitié au lieu de |, comme on l'avait cru jusqu'à présent. Rien même ne serait si facile que d'avoir sur les routes ordinaires à peu près le même tirage que sur les chemins de fer. Il suffirait d'exécuter la chaussée en pavés de Metz sur lequel le tirage n'est, suivant M. Morin , pour des roues de i™.56, que de ~ ; sur cette surface, des roues de trinqueballe résoudraient ce problème.
Je n'ai pas besoin d'insister sur l'importance et l'opportunité de là solution de toutes ces questions. Il s'agit y en effet , de l'avenir des chemins de »fier. Si les chiffres de M. Morin sont exacts , jamais ces nouvelles voies ne pourront soutenir la concurrence des routes ordinaires ; jamais l'économie dans les frais de traction ne pourra couvrir les dépenses de frais de construction. Dans un moment oÀ tant d'entreprises de cette nature vont commencer, la solution de cette question d'intensité de tirage est doue de la plus haute importance, et nous ne concevrions pas qu'on put se dispenser de la résoudre. Nous ne nous dissimu-
Ions pas non plus sa gravité par rapport aux travaux de M. Morin; jusqu'ici nous n'avons attaqué que les conséquences qu il a tirées des résultats de ses expériences, en les reclifian.t quelquefois lorsque nous y avons trouvé des erreurs , mais nous sommes toujours parti des données immédiates de ses expériences.
Maintenant nous dirons que ces données mêmes ne sont pas exactes, que les dynamomètres de M. Morin donnent -', quand il faudrait avoir ^ et même ^. Qu'on parcoure, en eflet, les colonnes de ses tableaux, et on trouvera partout des résultats aussi inexplicables sous le rapport de Imtensi té ; cependant la vérification est bien facile : si le tirage n'est que de ^^ pour un cbariot d artillerie avec des roues de i^'.SG , quon le place sur une.pen^ de o™.oi4 et qu'on voie si la pente suffit pour le faire descendre une fois lancé; que si cette pente ne suffit pas, qu'on répète l'expérience sur des pentes plus fortes, et on sera bien vite convaincu qu'il n'y a pas de voitures et pas de route en empierrement sur lesquelles on puisse obtenir un mouvement spontané, à moins d'une pente de o.oa, c'est-à-dire du cinquantième. Aux expériences de M. Morin nous pouvons opposer toutes celles qui sont contenues jans notre Essai , enfin , celles que nous avons faites depuis avec les plans inclinés , et que nous avons citées au commencement dece mémoire. Sur une partie de roule parfaite nous avons obtenu pour coefficient du frottement à la bande
Roues de i^.ôS « 1/57 0.0173
i^,Si 1/64 0.0167
Qu'on ajoute mainteoant le frottement à l'essieu , en ne prenant pour coefficient que o.o5 et o.io pour rapport des diamètres , on aura à ajouter aux nombres ci-dessus o.oo5 , et ils deviendront o.oa23 et 0.0207, c'est-à-dire plus du cinquantième. Or, ces expériences de plan incliné nous paraissent inattaquables sous le rapport de l'exactitude , et on voit qu'elles viennent confirmer celles du
Simple dyDamomètre dont nous nous étions servi d'aboid. Nous disons donc que tous les tirages attribués par M. Morin aux routes sont trop faibles , et que Terreur à cet égard est souvent de 5o pour loo ; il nous semble que, dans l'intérêt de l'avenir des chemins de fer, cette question devrait être éclaircie et décidée.
L'examen que nous venons de faire du travail de IVI. Morin nous semble démontrer qu il n'est pas de nature à infirmer nos résultats que nous résumerons ainsi :
Résumé.
Sur les routes en empierrement et sur les surfaces unies en général :
Le tirage est proportionnel à la pression ,
indépendant de la largeur de la bande , en raison inverse de la racine quarrée du diamètre , indépendant de la vitesse. ^
Les règles delà statique démontrent que le frottement de roulement n'est que la réaction verticale des molécules comprimées au contact , qui , à l'état de repos , passe par le-rajon vertical ; et dans le mouvement , en avant d'une certaine quantité <^, d'où dépend l'énergie de cette résistance.
En analysant le phénomène de cette réaction , on arrive à conclure que, quelles que soient les forces qui relient entre elles les molécules, des corps et les rappellent à la position dont on les écarte , on a toujours pour un cylindre qui roule sur un plan entre le tirage , la longueur du cylindre , son poids et son rayon , la relation
= LF { :
relation à laquelle satisfont les propriétés déduites de nos
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expériences dont Tune suffit pour déterminer .la fonc tion F, de manière qu'elle se réduit à
la constante p qui ne varie qu'avec les surfaces exprime elle-même une relation entre la compressibilité de la surface et son élasticité. Lorsqu'on connaît l'enfûtoèmeot instantané / qui a lieu sous l'influence d'une pression , et l'empreinte < qu'elle laisse sur la surface après son passage , on déduit p de l'équation
'pi
Il existe donc entre le frottement de roulement , la compressibilité et l'élasticité d'une surface , des relations directes qui permettent de les déduire les unes des antres, jfinsi on a avec l'équation ci-dessus :
,=7l>T f'=7'P^TF
II suit de là que deux coe£3cients suffisent pour déterminer une surface par rapport à ses propriétés de roulement avec toutes les autres , et que si on avait pour toutes les surfaces ces deux coefficients , on pourrait par le calcul déterminer le frottement qui résulterait de leur combinaison deux à deux. On peut , au reste, obtenir ces coefficients en faisant rouler chaque surÉice sur elle-même , ensuite sur une autre prise ^our terme de comparaison.
Lorsqu'on considère deux surfaces courbes roulant Tune sur l'autre, la réaction qui a lieu au pointjde contact passe à une distance de la normale commune , exprimée par •
^=ipv'— ^
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1BD appelant R et R, les rayons de courbure des seclions Élites dans la direction de la vitesse.
Cette force étant connue d'ijptensité ; de direction et de position , on peut résoudre tous les problèmes que peut présenter le calcul du frottement de roulement, par les règles ordinaires de la mécanique.
P, S. Depuis qoe ce mémoire a été adressé à la commission des Annales des ponts et chaussées (jain 1841 ), M. Morih a publié .une seconde édition revue et considérablement augmentée de ses expériences sur Je tirage des voitures et sur les effets destructeurs quelles exercent sur les routes. Nous aurons Toccâsion de nous occuper de cette publication en traitant la question de la police du roulage; en attendant, nous n'y ayons rien tu qai fut de nature à modifier le contenu de ce mémoire.
(Septembre 184a •)
.^^•«ii^kJiAft ■ ■ if^% -^V
PARIS. — IMPRIMBRIB DE FA1N ET THUNOT , iMPaiMEoas DB L'umviasiT^ royale ob' raAMCB»
Ru» Racine, 9S, près de l*0<lêo&.
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