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CHAPITRE PREMIER
IV«nvelleB numnleH générales exprimant le» flérommiloii* d'Hne pièce Oéclile, dont la ligne moyenne eHt une coarbe plane. — Réclproelté de» déplacements,
g 1«. — Hypothèses .
Nous admettrons que les sections normales ù la ligne moyenne,
planes avant la flexion, restent planes après, et nous supposerons
établie la formule connue :
qui résulte immédiatement de cette hypothèse.
Nous admettrons également le principe de la superposition des effets élastiques des forces extérieures, et, comme corollaire, celui de la proportionnalité des forces et des déformRtions correspondantes. ''
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§ 2. — Définitions.
Les différentes espèces de liaisons auxquelles une poutre, droite ou courbe, peut être soumise, sont les suivantes :
1" Un point de la poutre, pris dans le plan de flexion, est assujetti à demeurer sur une droite de ce plan : c'est le cas du repos libre ;
2" Un point est assujetti à rester entièrement fixe : c'est le cas d'une articulation;
3" Une section est astreinte à conserver une position invariable : c'est le cas d'un encastremmt.
La flexion étant plane, le nombre des conditions générales d'équilibre se réduit à trois, qui se traduisent par deux équations de projection et une équation de moments.
On reconnaît facilement que les forces de liaison, ou réactions, sont calculables par ces équations, dans les deux hypothèses suivantes :
1" Système de liaisons A" 4. — Un point de la poutre est assujetti à rester entièrement fixe, tandis qu'un autre point est astreint à demeurer sur une droite donnée du plan de flexion ;
2" Système de liaisons N" 2. — Une section est assujettie à conserver une position invariable.
Dès qu'une liaison vient s'ajouter à celles de l'un ou de l'autre système, les forces équivalant aux liaisons ne sont plus indépendantes des déformations élastiques. Mais si l'on remplace cette liaison supplémentaire par la force capable d'en tenir lieu, les autres liaisons redeviennent indépendantes des déformations et les forces correspondantes sont alors calculables par les équations générales d'équilibre.
Nous appellerons les liaisons des systèmes N°^ 1 et 2 liaisons indépendantes de l'élasticité. Toute liaison supplémentaire sera dite dépendante de l'élasticité ou surabondante,
§ a. — Travail accompli pendant la déformation.
Sur une pièce supposée sans poids., astreinte ou non à des liaisons surabondantes, appliquons des forces quelconques, situées
dans le plan de la ligne moyenne. Imaginons que, partant de la valeur initiale zéro, les intensités de ces forces aillent en croissant progressivement jusqu'à des valeurs fmales données; les forces intérieures développées dans la pièce croîtront en même temps, de la valeur zéro jusqu'à des valeurs correspondant à l'état d'équilibre définitif.
Pendant ce mouvement, les forces extérieures directement appliquées et les forces intérieures ont accompli des travaux dont la somme est nulle en vertu du principe des forces vives, puisque les molécules sont parties de l'état de repos pour parvenir à un nouvel état de repos et que les travaux des forces de liaison sont nuls en raison de la nature purement géométrique de ces liaisons.
Calculons en premier lieu les travaux des forces intérieures.
Soient à un instant donné, pendant la déformation, RdS, R,dS, les composantes perpendiculaire et parallèle à la section M N, de la force intérieure agissant sur un élément superficiel dS situé à une distance v du centre de gravité de cette section ((>g. 4).
Évaluons d'abord le travail des efforts longitudinaux R rfS.
Appelons ds l'épaisseur de la tranche infiniment petite MNPQ, mesurée avant toute déformation ; c'est aussi la longueur de la fibre pm de section transversale dS.
A l'instant considéré, cette longueur s'est accrue d'une quantité a (rfs), liée à la valeur de R correspondante par la formule connue :
a(rfs)
dans laquelle E désigne le coefficient d'élasticité de la matière dans le sens longitudinal des fibres.
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La flexion continuant, R s'accroît de sa différentielle dRy tandis que l'allongement A(rfs) s'accroît de sa différentielle cl[i(ds)]; il en résulte pour la ûhte pm de section dS, un travail élémeotaire exprimé par :
R dS X d[x(ds)] ^RdSxd{^ds\ = B.dsi^ ds
= ^^dSd.
Pour la flexion complète, c'est-à-dire depuis l'instant où R part de la valeur zéro, jusqu'au moment où il atteint la valeur finale R, le travail a pour expression :
Four passer de là au travail développé dans toute la tranche
M N P Q, il suffit de remplacer R par sa valeur — = ^-, et
d'inlégrer la fonction obtenue dans toute l'étendue de la section, ce qui donne :
t / ' t /«M NV „
M» , N' \ = Y''''(eT + ës
car I vHS=l, j vdS=0, j dS=S.
Enfin, pour toute la poutre AB, le travail des efforts intérieurs longitudinaux a pour expression :
l'intégrale portant sur toute l'étendue de la poutre
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On établit d'une manière analogue que le travail des efforts intérieurs R, dS, transversaux à la pièce, est donné par la formule :
dans laquelle T représente l'effort tranchant et G le coefficient d'élasticité de la matière dans le sens transversai aux fibres.
Le travail total des efforts intérieurs a finalement pour valeur absolue :
2 / l,EI "•" ES "
nw)
Si maintenant nous représentons par 6 le travail total des forces extérieures pendant la déformation, nous pouvons poser la formule fondamentale :
^-T / (-Ër + -Ës- + w)''^ = "'
ou
en remarquant que les forces intérieures étant résistantes, leur travail est négatif.
S 4. — Déplacement du point d'application d'une loroe extérieure, pendant la déformation.
En un point D de la poutre AB (fig. 2), appliquons une force extérieure, dont l'intensité, — ainsi qu'il a été dit plus haut, — est d'abord nulle et croît progressivement jusqu'à une Fig. 2.
Simite donnée.
JEn vertu du principe de la superposition, admis dès le début :
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f° Le déplacement DD' du point D est rectiligne ;
2" Il est, à chaque instant de la déformation, proportionnel à l'intensité F de la force extérieure au même instant, et il en est de même, par suite, de la projection DD" de ce déplacement sur la direction de la force F; en sorte qu'on peut poser :
DD" = i F, X étant un coefficient constant représentant la valeur de la projection du déplacement du point D, sous l'action d'une force de môme direction et du même sens que F, mais égale à l'unité.
Lorsqu'à partir de l'instant considéré, F s'accroît de sa différentielle dV, DD" s'accroît de sa différentielle: d(DD") = d(iF) = IdF, et le travail élémentaire accompli par F a pour expression : FxdF = XFdF.
Le travail total delà force F, depuis l'instant où elle commence à agir en parlant de la valeur zéro, jusqu'à l'instant où elle atteint la valeur F, est donné par la formule :
d'où, en verta de l'équation (1) :
= / lF(iF = -i XF';
quation (1) :
Or, X F est égal à la projection sur F du déplacement total du point D, sous l'action de la force F, projection que nous représenterons par l et qui, dès lors, est exprimée par :
(2 bis) l r=
— F / VeI ^" ES "^"GS"/ '
dans laquelle H, N, T sont les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants produits par la force F,
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s s. — Angl« décrit pendant la déformation par nne section à laquelle est appliqué on couple extérieur, dont l'axe est dirigé perpandloulairement au plan de la ligne moyenne.
Soit G l'intensité de ce couple qui, ayant à l'origine de la déformation la valeur zéro, crott jusqu'à une valeur finale que nous représenterons également par C.
L'angle DaD' (fig. 3) dont, à un instant donné, a tourné la section D, est proportionnel à la valeur de C j^ au même instant; de sorte qu'on peut poser : D aB' = y C, y étant un coefficient constant, représentant le déplacement angulaire de la section D sous l'action d'un couple de même sens que C, mais égal à l'unité.
Le travail élémentaire développé par le couple, lorsqu'il passe de la valeur C à celle C -\- dC, est ;
Cd(DaD') = Cd(TC)=: yCdC; et le travail total, depuis l'instant où le couple commence à agir, jusqu'à l'instant où il atteint la valeur finale G, est donné par la formule :
f vC* = -|-yC?;
d'où, en vertu de (1) :
(3) ïC'= /
Or, l'angle total g, dont le couple C a fait tourner la section D, est égal à Y C ; il est donc exprimé par la formule :
rail 1 / /M' , N" , T' \ ,
dans laquelle M, N, T représentent les moments fléchissants, tenaioDS longitudinales et efforts tranchants produits par le couple G.
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§ 6. — Déplacement d'nn point quelconque d'une poutre soumise en un de ses points à l'actioii d'une force extérieure, — Premier théorème de réciprocité .
Considérons d'abord deux forces appliquées en deux points (1) el (2i et dont les intensités, infiniment petites au début, croissent jusqu'à des valeurs finales données. Soient, à un instant déterminé, (!'), {2'), les positions des points (1) et (2); F,, Fj, les valeurs correspondantes des deux forces (fig. 4).
Le déplacement (1) (!') est la résultante des déplacements que prendrait le point (1 ) si les forces F, et Fj agissaient successivement sur la poutre (principe de la superposition desefl'ets élastiques); la projection (!) (l'')de ce chemin est donc la somme algébrique des projections de ces mêmes d<;p lacements. D'ailleurs, ces dernières projections sont proportionnelles aux intensités F, et F^ des forces à l'instant considéré. On peut donc poser :
où X,, Xj sont des coefficients ayant les significations suivantes :
A^ est le déplacement qu'une force égale à l'unité, de mèrae direction et de même sens que F^, imprimerait à son point d'application (1), ce déplacement étant estimé suivant la direction même de cette force.
Xj est le déplacement qu'une force égale à l'unité, appliquée au point (2) et ayant même direction et même sens que Fj, imprimerait au point (1) de la poutre, ce déplacement étant estimé suivant la direction de la force F,.
Il est bien entendu que les déplacements ^^,'^^ sont comptés positivement s'ils sont de même sens que F, , et négativement dans le cas contraire. ^
bvGoot^lc
Si on désigne par X^, X^, des coefficients (*) de même nature relatifs au point (2), on peut poser de même que précédemment :
(è) . (2.2") = >; F, + xl F,.
Les deux relations (a) et (b) s'appliquent à tout instant de la déformation.
Les travaux élémentaires produits par les forces P, et Fj , lorsquelles s'accroissent de leurs différentielles d¥,, dF.^, et que par suite les déplacements projetés (1.1"), (2.2") s'accroissent également de leurs différentielles ^(1.1"), (/(â.S"), ont pour expressions, aux inliniment petits du second ordre près :
F,d{iA") = F,{X[ dF, -f \l dF,) = x\ F, dF, + xj F, dF,. Pi<i{2.2'') = F, (ïj dF,-\-X^ dF,) = >.l F, dF, -|- xj F, dF^.
Le travail total accompli pendant toute la durée de la déformation, c'est-à-dire depuis l'instant où les forces partent d'une valeur initiale inûniment petite jusqu'à celui où elles atteignent les valeurs finales F, et F„ est l'intégrale de la somme des travaux élémentaires, prise entre les limites F, = F, = et F, = F„ F, = F.J ; ou :
= I l' F, JF, + / x; F, dF, + I \
F, dY,+ I >;F,(ir,
= -J i) F, 4 j- », F, + », / F, dF, -)- », / F, tJo,o kJo,o
L'intégration par partie donne;
/Fj (/F, - F, Fj — Jf, dF,.
Substituant dans l'expression de %'.
(c) ^=ix;F;-t-4x;Fj+x;F,F,-u(x;-x;) / f,<
(*) Le coe£ficient X porto touj ou i-s en indice le nunnîro ou la lettre qui désigne le point dont il représente le déplacement, et, en exposant, le numéro ou la lettre qui désigne le poiot d'application de la force d'intensité 1 produisant ce déplacement.
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Or, le travail des forces extérieures est également donné par la formole (1) :
'=1 j (ST + EB + Gsr-
dans laquelle M, N, T sont les moments fléchissants; -tensions longitudinales et efforts tranchants développés par les forces F, et Fj agissant simultanément.
Ce travail est donc indépendant de la toi de variation des forces extérieures pendant la déformation, c'est-à-dire de la manière dont ces forces sont passées de leurs valeurs initiales infiniment petites à leurs valeurs finales F, et F,, Or l'int^rale que renferme encore la formule (c) dépend nécessairement de cette loi de variation; il faut donc que cette intégrale disparaisse, — ce qui nécessite:
(d) {x\ — >.[) = 0, ou x] = X*.
En se rappelant ce que représentent X, et Xj.on peut traduire cette égalité comme suit ;
Premier théorème de BÉciPROcrrÉ. — Qu'tme pmtre soit, ou non, assujettie à des liaisons stirabondantes , si une force égale à l'unité, appliquée en un point (1), suivant une direction F„ imprime à un point (2) ufi déplacement dont la projection sur une direction F, a une txdeur de X , réciproquement, une force égale à l'unité, appliquée au point (2), suioant la direction F„ imprime au point (1) un déplacement dont kl projection X^ sur F, est égale à Xj.
"Les trois relations (c), (1) et (d) permettent d'écrire :
Gela posé, soient H„ N,, T,, les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants que produirait la force F, agissant seule; Mj, N,, T,, les mêmes éléments correspondant à la lorce Fj ; on a :
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De plus, la fonnule (2) du § 4 donne :
fa) j',', = j [Ëi + Ei + âïh.
,_ 1 / /M' nI ^<~jI \ËT + Es
, 1 / [m] nJ t|\
^■=¥j Iët + ES + G^r'-
Effectuant dans l'équation (e) les substitutions qu'autorisent les formules (f), (g), (k), il vient, après réductions:
Dans cette relation, faisons F, ^ 1 ; soient \x, v, s, tes valeurs que prennent alors Mj, Nj, T,; nous obtenons :
Or, X^F, est la projection sur la direction F^ du déplacement que prend le point (2) lorsque la force F, agit seule sur la poutre,; c'est la quantité cherchée que nous représenterons par l ; d'où :
(4 bis)
Cette formule exprime que, pour calculer le déplacement suivant une direction donnée, d'un point quelconque d'une poutre déformée par une force F,, on devra d'abord déterminer les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants M,, N„ T,, produits en chaque point de la poutre par la force F, ; puis appliquer au point dont on veut connaître le déplacement une force ausnliaire égale à l'unité et ayant la direction suivant laquelle on se propose d'évaluer le déplacement; calculer ensuite, en chaque point de la poutre, les moment fléchissant, tension longitudinale
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et effort tranchant auxiliaires ^, v, fl, correspondant à cette force; enfin, former l'intégrale indiquée ci-dessus, qu'on étendra d'une extrémité à l'autre de la poutre.
§ 7. — Déplacement d'un polat quelconque d'une poutre sounùse à l'action d'un couple agissant sur une section donnée.— Second théorème de réciprocité.
Soient D, la section d'application du couple (f.g. S), et (2) le point dont nous nous proposons d'évaluer le déplacement en pro-
jection sur une direction arbitrairement choisie A. Pour y parvenir, appliquons au point (2) une force ayant la direction A, et le sens suivant lequel les déplacements projetés sur A seront comptés positivement.
Sous l'action du couple et de la force ainsi définis, que nous supposerons agir avec des intensités allant en croissant depuis des valeurs initiales zéro, jusqu'à des valeurs données, les points (i) et (2) et les seclions correspondantes se déplacent.
Soient, à un instant quelconque de la déformation, C, l'intensité du couple. Fi celle de la force, (1') et (2) les positions des points (1) et (2), D;, D; celles des sections D, et Dj.
Le déplacement linéaire du point (2) et le déplacement angulaire de la section D, sont les résultantes des déplacements que prendraient respectivement ce point et cette section si le couple C, et la force F^ agissaient successivement sur la poutre. (Principe de -la superposition des effets élastiques.) Ces derniers déplace-
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ments sont proportionnels aux intensités des efforts, — forces ou couples, — qui les produisent. On peut donc écrire à l'instant considéré :
les coefficients i et -j- ayant les significations suivantes:
ij est le déplacement, en projection sur la direction A, qu'un couple égal à l'unité, appliqué en Dj, imprimerait au point (2) ;
\^ est le déplacement de même nature qu'imprimerait au même point, une force égale à l'unité, appliquée en (2) el ayant la direction de A, ou, ce qui est la- même chose, de Fj ;
Y, est le déplacement angulaire qu'un couple égal à l'unité, appliqué à la section Di, imprimerait à cette même section;
Y, est le déplacement de même -nature qu'imprimerait à la même section une force égale à l'unité, ayant la direction de A et appliquée en (2).
Les deux relations précédentes s'appliquent à tout instant de la déformation. Les travaux élémentaires produits par le couple et la force, lorsqu'ils passent des valeurs Cj et Fj à celles G, -|- dC,, Fj -j- dFj, ont pour expressions :
Fj(i(2.2') = xjF,rfC, 4- XjFjdFî, C, d[\),aD[) = y\C, dC^ + yJc, dF^.
Le travail total accompli pendant la durée de la déformation, depuis l'instant où le couple et la force ont des intensités nulles jusqu'à l'instant où ils atteignent respectivement les valeurs finales C, et Fj, est l'int^ale de la somme des travaux élémentaires prise entre les limites C, = Fj = et C, =: C„ F^ = F^, ou :
/*C„F, /^C„Fî
® = I ^! F; + â ïl c; + x; / F, dC. + \ c, dF,.
*Jo,0 K/0,0
L'intégration par partie donne :
JFj dC, — C, Fj —Je, dFj.
■izcdbïCooglc
D'où, en substituant :
(") ® = 5 ^IK +'tiA+ »;c,F, + (il - j;) / cjF,.
tJo,o Or, le travail des forces extérieures est également donné par la formule (1) :
dans laquelle M, N, T, sont les moments fléchissants, tensions longitudinales et eflbrts tranchants développés par le couple G, et la force F^ agissant simultanément.
Ce travail est donc indépendant de la loi suivant laquelle les efforts C, et Fj ont varié pendant la déformation, depuis leurs valeurs initiales zéro, jusqu'à leurs valeurs finales C, et F,. Or, l'intégrale que renferme encore la formule (c) dépend nécessairement de cette loi de variation ; il faut donc que cette intégrale disparaisse ; — ce qui nécessite :
Gette égalité se traduit immédiatement comme suit:
Second THÉoitËHE de réciprocité. — Qu'une poutre soit, ou non, assujettie à des liaisons surabondantes, si un couple égale à l'unité, appliqué à une section /), imprime à un point (2) un déplacement linéaire dont la projection sur une direction à a mw valeur >^, réciproquement, une force égale à l'unité, appliquée au point (2) suivant la direction A, imprime à la section Û, un déplacement angulaire (*) t,. précisément égal à A^.
Les trois relations (c), (I) et {d] permettent d'écrire:
2 / l,EI + ES"
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Cela posé, soient M„ N„ Tj, les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants que produirait le couple C, agissant seul; M», N„ Tj, les éléments similaires correspondant à la force F^; on a:
(f) M = M, -I- Mî ; N = N. + Nï ; T = T, + Ti.. De plus les formules (2) du § 4 et (3) du § 5 donnent :
Effectuant dans la formule (e) les substitutions qu'autorisent les relations (/), (g), (h), il vient, après réductions:
„, / Vm, , N,N, , T,T,\,
(juatiou, faisons Fj ^ 1 ; soient n, v, ilors H„ Ni, Tj ; nous obtenons ;
Dans cette équation, faisons Fj ^ 1 ; soient n, v, 6, les valeurs que prennent alors H„ N^, T^ ; nous obtenons ;
Or, >*C, est la projection, sur la direction A, du déplacement linéaire imprimé au point (2) par le couple C, agissant seul sur ta section D, ; c'est la quantité cherchée, que nous représenterons pai' l^; d'où :
{8 bis)
Les formules (4 bis) et (5 bis) expriment que, pour calculer le
déplacement suivant une direction donnée A, d'un point quel-
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conque- d'une poutre défonnéc, soit par une fm-ce Fj, soit par un couple C,, appliqués à un point ou à une section quelconque, on devra d'abord déterminer les moments tléchissants, tensions longiludinaleg et efforts tranchants produits en chaque point de la ligne moyenne soit par la force F„ soit par le couple C„ puis appliquer au point dont on cherche le déplacement, une force auxiliaire égale à l'unité, dirigée suivant A, et évaluer, pour chaque point de la ligne moyenne, les moment fléchissant, tension longitudinale et efforl tranchant auxiliaires, correspondant à cette force, et enfin former les intégrales indiquées par les formules dont il s'agit.
g g. — PREMIÈRE FORMULE GÉNÉRALE. — Déplacement d'un point quelconque d'une poutre soumise à l'action simultanée de plu- BieuTB eUortB extérieurs, — lorces ou couples.
Soient F,, C^, Cj, F^, les forces et les couples agissant sur la
poutre; (M., N., T„), (M^, Nj, T^), (Mg, N,, T3), (M^, N,, T,), etc.. les moments fléchissants, tensions longitudinales et efl'orts tranchants produits en unpointquelconquede la poutre par chacun de ces efforts.
Le déplacement total, suivant une direction arbitrairement choisie, d'un point donné de la poutre est exprimé, en vertu des équations (ibis) et (5 bis) et du principe de superposition, par la formule :
^= / (-irf +¥s +G^)'^« + / ("ir+w+ifs)
= / f (M.-HM, + ...)^. (N.-f-N,-^...)v (T.-HT,-f-.)6 -1 / [ El + ES ^ GS J'"''
dans laquelle, ainsi qu'il a été dit plus haut, [n., v, 6 sont les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants auxiliaires correspondant à une force auxiliaire égale à l'unité, appliquée au point dont on cherche le déplacement et ayant la direction suivant laquelle on veut évaluer ce déplacement, Si on désigne par M, N, T, les moments fléchissants, tensions
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longitudinales et efforts tranchants produits par l'action simul'
tanée des efforts F,, C,, C,, F, , on a:
et l'expression du déplacement cherché devient :
= / (ËT + ËÎ + Gsr-
C'est la première formule fondamentale que nous nous proposions d'étïiblir.
§ 10. — Déplaoanwnt angnleire d'une section quelconque d'une poutre dittnmée par une force extérieure appliquée en un point donné.
Les formules (d) et {k) du § 7 donnent :
Si, dans cette relation, on fait C, ^ 1, et si l'on désigne par n, ï, 9, les valeurs correspondantes que prennent Mj, N,, T„ on obtient :
Le produit y^, représente précisément l'angle g dont on a tourné la section D^ {^. 5), pendant la déformation produite par la force Fj appliquée au point (2) ; on a donc :
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s 11. — Déplacement angulaire d'une section quelconque d'une poutre déformée par un couple extérieur, appliqué à une Béotien donnée. — Troisième théorème de réciprocité.
En répétant l'analyse suivie déjà deux fois (§g 6 et 7), on arrive aisément aux formules ci-après :
dans lesquelles:
C, et C, sont deux couples respectivement appliqués aux sections D.etDîC/îff. 6J; M,,N„T, sont les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants développés par le couple Cl agissant seul; Mj, Nj, T,, les mêmes éléments cor- *'"'■ **■ respondant au couple Cj ;
T ' le déplacement angulaire qu'un couple égîil à l'unité,
appliqué en Dj, imprimerait à la section D^ ; y* le déplacement angulaire qu'un couple égal à l'unité, appliqué à la section Dj, imprimerait à la section b^.
La formule (o) se traduit comme suit:
Troisiëhe théorème de réciprocité. — Qu'une poutre soit, ou non, assujettie à des liaisons surabondantes, st un couple égal à l'unité, appliqué à une section />, imprime à une autre section D^ un déplac^tnml angulaire y^, réciproquement, un couple égal à l'unité, appliqué à la section />,, imprime à la section i), «n déplacement angulaire y^ prédsém&it égal à y^.
Quant à la formule (fc), si on y fait C, — 1 , et si on désigne
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par [t, V, 9, les valeurs que prennent alors M, , N, , T, , on obtient :
t y'C, représente l'ang léformation produite [
I ~ / VeI ^ ES
Or, le produit Y C, représente l'angle 9 dont a tourné la section D, pendant ta déformation produite par le couple Ci; on a donc:
§ 12. — SECOPTOE FORMULE GÊÎSÉRALE. - Déplacement angulaire d'une section cfuelconqiie d'une poutre soumise à l'action simultanée de plusieurs efforts extérieurs, — forces on couples.
En partant des formules (ô^**) et {V'), et en appliquant de la même manière qu'au § 9, le principe de la superposition des effets élastiques, on trouve pour expression du déplacement angulaire (g) d'une section quelconque :
Dans cette formule, M, N, T, sont les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants développés par les efforts, — forces et couples, — simultanément appliqués ; j*, v, 6, sont les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants produits par an couple auxiUaire, égal à l'unité, appliqué à la section dont on cherche le déplacement, et dans le sens positif dudit déplacement.
S 13. — Sur l'application des formules générales aux pièces assujetties à des liaisons surabondantes.
Soit une pièce astreinte à des liaisons surabondantes et soumise à l'action de forces données. Proposons-nous de calculer, par
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exemple, la projection l du déplacement d'un point D de cette pièce, sur une direction A arbitrairement choisie. Supposons que les moments fléchissants, tensions longitudinales et eflbrts tranchants M, N, T, soient connus.
Nous pouvons procéder de deux manières différentes:
1° Appliquer directement la formule générale (A.) du § 9, ce qui nécessite la détermination préalable des termes fi, v, 6, c'està-dire des moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts lianchants que développerïiit, dans la pièce considérée, une force auxiliaire égale à l'unité, appliquée en D et ayant la direction A ; ces éléments dépendent de t'élasticité de la pièce et des liaisons surabondantes;
2° Kendre d'aboixl libre la pièce en remplaçant les liaisons surabondantes par des forces capables d'en tenir lieu, — ce qui ne change pas la valeur des t£nnes M, N, T, — puis appliquer la formule (A) dans laquelle fi, v, e désignent alors les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants que produirait dans la pièce considérée, dépouillée de ses liaisons surabondantes, une force auxiliaire égale à l'unité, appliquée en D et ayant la direction A ; ces éléments sont indépendants de l'élasticité de la pièce et des liaisons surabondantes; nous les représenterons par (*.', v', e'.
Il suit de là que le déplacement cherché est exprimé indistinctement par l'une ou l'autre des formules suivantes :
et (A„,)
E1 + ES
Gs;
dans lesquelles M, N, T ont les mêmes valeurs, et où les quantités auxiliaires [i, v, 9 d'une part, j^', v', 9' d'autre part, résultent; les premières, de l'application de la force auxiliaire définie plus haut, à la pièce donnée astreinte à ses liaisons surtibondatites; les secondes, de l'application de la même force à la pièce donnée dépoiiillM de ses liaisons surabondantes.
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Ce résultat, paradoxal au premier abord, s'expliquo aiséou comme suit:
Exprimons les quantités auxiliaires (a, v, 9. en fonction de («,', v , a'.
Commençons par le moment fx.
Soient L„ L^,..., L„, les points ou les sections de la pièce astreints aux liaisons surabondantes.
On sait qu'on peut toujours rendre libre la pièce par la suppression des liaisons surabondantes, à la condition d'appliquer aux points ou sections L,, L,i,..., L„, des forces (ou des couples) de liaison, ou réactions, s'opposant à tout déplacement de ces points ou sections, incompatible avec lesditos liaisons. Soient f„ f^.... /!,, les valeurs des forces ou des couples de liaison développés par la force auxiliaire.
Dès lors, la pièce est libre sous l'action simultanée de la force auxiliaire et des forces de liaison /i, f^.... f„.
Chacune de ces forces, considérée comme agissant isolément, donne lieu, en tout point de la poutre rendue libre, k un moment fléchissant, savoir :
La force attxiliaire produit un moment qui n'est autre que celui désigné précédemment par (*'; les forces /",, f^,... f„, développent des moments que nous représenterons par [*,/"!, |*j /",,,.., [*„/"„, — en désignant par (<,, t^j,..., (ji„, les moments fléchissants que produiraient respectivement des forces égales à l'unité, et ayant mêmes points d'application et mêmes directions et sens que /i,
Or, le moment total, produit par la force auxiliaire et les forces /■• AvM A> agissant simultanément sur la poutre rendue libre, est ^1 au moment fléchissant produit par la force auxiliaire seule agissant sur la poutre astreinte aux liaisons surabondantes, moment que nous avons désigné par [jl ; on a donc :
(/, = (*' 4- i>.,f,-^i^tft~\--... + (*„/;. ;
On établirait de même les deux relations de même forme suivantes, relatives aux tensions longitudinales et aux efforts tranchants :
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£n substituant ces expressions de [i,v, e, dans la formule (A), il vient :
, / /Mu , Nv , T9\ , / /Ma' , Nv' , Te-'i . ,
, I /Mp., , Nv, , Te,\ , , I , / /Mf. , N., , Te.\ .
'^' / (•Ër-+Eï+ïïi)*+--+'^ / (ÊT+Frf-Gsr-
M, N, T représentant les moments fléchissante, tensions longitu- Jinales et efforts tranchants produits par les forces extérieures, en chaque point de la pièce astreinte à ses liaisons surabondantes,
[mtégrale / ^^•4.^+^jdsn
'est autre chose que l'ex-
pression du déplacement que lesdites forces extérieures impriment au point ou à la section L, , suivant la direction de /l , et cela en vertu de la formule générale (A). Or, ce déplacement est nul en raison de la liaison même du point ou de la section L, . Les intégrales suivantes sont nulles pour le même motif; il vient donc finalement, les forces f,, /"î..../™ n'étant pas infinies:
*Jk %Jk
ce qui montre bien que l'on peut faire usage de la formule générale exprimant les déplacements linéaires, soit sous la forme (A), soit sous la forme (A&15).
Même démonstration, en ce qui concerne la formule générale (B) des déplacements angulaires.
Remarque importante. — Soit encore une pièce astreinte à des liaisons en nombre quelconque.
Nous venons d'établir que, pour le calcul des quantités auxiliaires n, V, 9, on pouvait considérer la pièce comme astreinte seulement aux liaisons indépendantes de l'élasticité.
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Or it y a, en générai, plusieurs manièreg différentes de ramener la pièce à cet état (*). A chacune d'elles répond évidemment un système particulier de valeurs de |«, v, 6, et par suite une forme également particulière, soit de laformule(A), soit de la formule (B).
Ces formules renferment donc implicitement autant d'expressions différentes des déformations que les liaisons de la pièce peuvent former de groupes différents de liaisons indépendantes de Vélastidté.
Dans les applications, nous mettrons à profit cette remarque importante en choisissant, parmi les systèmes de liaisons indépendantes de l'élasticité, celui qui conduira aux calculs les plus simples.
S 14. — Identité des formules générales (A) et (B).
Il faut remarquer que c'est par une formule unique (A) que sont exprimés les déplacements d'un point d'une poutre de forme quelconque, quelles que soient les directions arbitrairement choisies pour estimer ces déplacements.
11 y a plus, l'expression (B) du déplacement angulaire d'une section quelconque se présente sous la même forme. Toutefois, les termes ix, v, s ne paraissent pas, au premier abord, avoir la même signification dans les deux formules (A) et (B) ; dans la première, ils désignent les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants produits par une force auxiliaire égale à l'unité, appliquée au point dont on cherche le déplacement et ayant la direction et le sens suivant lesquels on veut estimer ce déplacement ; dans la seconde, ils désignent les éléments de même nature, correspondant à un couple auxiliaire égal à l'unité, appliqué à la section dont on cherche le déplacement angulaire et ayant le sens considéré comme positif pour la mesure dudit déplacement.
E) Soit, par exemple, ud arc encastré à ses deni extrÈmilés A et B. D -çteox considérer comme indépenâantes de l'étasticité les liaisons en vertu desquelles la section A est astreinte à rester fixe de position (système n' S, § î), et par snîle comme ■nrabondanie» celles qui imposent la fixité de la section 6.
Oq peut encore considérer comme indépendantes de l'étasticLté les liaisons eo Tertu dMqaelles: 1* un point quelconque (j) de la Hection A est astreint 6 rester abDolnnaiit fiie ; 3° un point quelconque (S) de la section B est assujetti à demeurer sur une droite W (i) W de direction arbitrairement choisie (système n' 1 - E 3); et par suite comme mrabondanles les autres liaisons, qui imposent : 1* l'invariabilité de la situation angulaire de» sections A et B, ï- la tiiW de poaition du point (î) sur la droKe WW,
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Mais, en se rappelant qu'un couple n'est autre diose qu'une force infiniment petite agissant suivant la droite à l'infini du plan de ce couple, on voit que les deux expressions (A) et (B) constituent en réalité une seule et unique formule.
S 15. — Simplification des formules générales, dans le cas ot l'on néglige les défonoations de l'ordre de la tension longitudinale et de l'effort tranchant.
Dans cette hypothèse, le second et le troisième termes des formules (A) et (li) disparaissent et l'on obtient les deux expressions approchées suivantes :
dans lesquelles les lettres conservent les significations indiquées précédemment.
§ 16. — Corollaires des théorèmes de réciprocité.
On déduit immédiatement des deux premiers théorèmes de réciprocité les corollaires suivants :
Corollaire du premier théorème. — Qu'une poutre soil, ou non, astreinte à des liaisons surabondantes, si une force appliquée à un point (i), suivant une direction A,, imprime à un pu%nt (2) un déplacement de direction A,, une force appliquée au point (2), peipendieutairement à i,, imprime au point (1) un déplacement perpendtatlaire à ta direction i,.
Gorollaibk du second théorème. — Qu'une poutre soit, ou non, astreinte à des liaisons surabondantes, si yn couple appliqué à une seotion D, imprime à un point (2) un déplacement linéaire suivant uw direction A,, une force appliquée en (2), perpendiculairement ài„ n'imprime aucun déplacetnmt angulaire à la sectimt Z*,.
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Exteiuian de» formule* générBie* et des théorèmea de réciprocité anx pièce* a^iuil pour ligne moyenne une courbe gaache et aonmlsea à de* force* qnelconQHe* (*),
S 17. — HypoUièses et définltlona.
Le solide, dont nous nous proposons d'étudier les déformations, a pour ligne moyenne une courbe gauche quelconque. II est engendré par une figure plane, dont le centre de gravité décrit la courbe gauche et dont le plan est constamment normal à cette courbe ; cette figure peut, d'ailleurs, changer de forme et de dimensions pendant le mouvement, mais d'une manière continue.
Des forces quelconques sollicitent cette pièce et y déterminent des déformations et des efforts intérieurs.
Nous supposerons connues les formules exprimant les forces intérieures de flexion, de torsion, de tension et de cisaillement, en une section transversale quelconque, en fonction des forces extérieures agissant à droite de cette section.
Nous admettrons, comme précédemment, le principe de la superposition des effets élastiques des forces.
D'autre part, nous dirons encore que les liaisons auxquelles une pièce est astreinte sont indépendantes de l'élasticité lorsque les forces de liaison, ou réactions, correspondantes seront calculables par l'application directe des six conditions générales d'équilibre ; et nous appellerons toute liaison supplémentaire surcAondante ou dépendante de l'élasticité.
On reconnaît facilement, par exemple, que les systèmes de liaisons suivants sont indépendants de l'élasticité.
i° Une section de la poutre est astreinte à tourner autour d'un axe fixe situé dans son plan, tandis qu'un autre point quelconque de la poutre est assujetti à demeurer sur un plan fixe.
2" Une section de la poutre est astreinte à conserver une position invariable.
('} L'analyse à suivre pourèlablir les formules et les (héoràmes relatUs aux défurmatiom des pièces dont il s'agit étani identiquement celle exposée su chapitre I", aous serons très breiU, nous bornant i indiquer les calculs uécosaires.
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g 18. — Travail accompli pendant la déformation.
En reprenant le raisonnement du § 3, on voit que la somme des travaux des forces extérieures et intérieures est nulle pour la durée de la déformatioQ.
Calculons d'abord le travail de ces dernières.
Soient :
MN, PQ, deux sections infiniment voisines, normales en G et en G' à la ligne moyenne oi», qui est une courbé gauche (/ig. 7J.
PM
Ge , la tangente à la courbe gauche.
G^ , G; , les axes principaux d'inertie de la section M N.
Les actions sur la portion de la pièce située à droite de la section MN peuvent être remplacées par leur résultante de translation appliquée en G et par un couple résultant dont l'axe passe par G; soient N, T , T^ , les composantes de la résultante de translation suivant les directions normales Gç , Gn , Gi; ; soient Mj , IL , Mç , les composantes du couple résultant suivant les mêmes axes.
Désignons enfin parR^ , R , Rç , les composantes de l'effort intérieur R rapporté à l'unité de surface, en un élément dS défini par les coordonnées i^ et il. On sait que ces trois composantes
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sont liées aux quantités N, T^, T^ , M^, M^, Mj ,
par les rela-
lions suivantes :
dans lesquelles I^ , L , I^ , sont les moments d'inertiede la section par rapport aux trois axes rectangulaires Ge , Gi , Gï .
Si on désigne par ds l'épaisseur de la tranche infiniment mince M N P Q, et par E et G les coefficients d'élasticité dans le sens longitudinal et dans le sens transversal, le travail des forces intérieures pour la flbre de base dS et de longueur ds est:
— ^dSds-\--^-^dSds+^ -^dSds,
en vertu de la formule (a) du § 3.
Pour obtenir le travail produit dans toute la tranche HNPQ, il suffit de remplacer R^ , R,^ , R, par leurs valeurs indiquées plus haut, et d'intégrer la fonction obtenue, pour toute l'étendue de la section MN; on trouve, en développant les carrés et groupant les termes :
(1* + î') MJ
.S + ^ffi
'«+*fe^'"«-2Ëg7''"s
Les cinq derniers termes du développement sont nuls, car :
Ç TidS = 0, ft.dS =0, fy;ZdS = 0, puisque G est le
centre de gravité de la section et que les axes des n et desj i^ en sont les axes principaux d'inertie.
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Quant aux six premiers termes, ils se simplifient en remarquant que :
L'expression du travail dans la tranche H N P Q se réduit à :
Et enfin le travail de déformation, ou des forces intérieures, est, pour toute la poutre, égal à l'intégrale de l'expression précédente, étendue d'une extrémité à l'autre de la poutre.
En désignant par 6 le travail ïiccompli par les forces extérieures, pendant la déformation, on peut donc écrire, en vertu de ce que nous avons dit au début de ce paragraphe, et en remarquant que le travail des forces intérieures est négatif:
~T / VGÏ^ + ËTJ + Ëi^ + ËS+GS + GS/
S 18. — Ddplaoement du point d'application d'une force extérieure, pendant la déformation.
Soit F la force extérieure appliquée à un point D, et X la projection sur la direction de cette force, du déplacement qu'imprimerait au point D une force égale à l'unité et ayant même direction et même sens que F.
L'expression du travail de la force P conserve la forme indiquée au paragraphe 4, c'est-à-dire ;
d'où, en vertu de (1') (2') X F»
D,j.,.db,Googlc
Et par suite te déplacement cherché l =: X F est exprimé par la formule :
T / IffT, + et; + ii; + Es + 6S +&§;■''
dans laquelle M^, M , T^ sont les moments, tensions et
efforts tranchants produits dans les diverses sections de la poutre par la force F.
- Déplacement angulaire d'un* seoUon A laqndle eet appliqué on oouple extérlenr qadoonqoe.
Comme il est d'usée, nous représenterons le couple et le déplacement angulaire, ou rotation, par leurs axes.
Le couple appliqué àla section Df/^.SJa d'abord une intensité nulle et croît progressivement jusqu'à une valeur finale donnée; en même
temps, la rotation croît / "-A
aussi, et, en vertu du principe de superposition:
1° L'axe de cette rotation pw. s.
conserve constamment la mâme direction ;
%" A chaque instant de la déformation, la valeur de la rotation, c'est-à-dire la longueur DE de son axe représentatif, est proportionnelle à l'intensité G du oiuple au même instant; il en est de même, par suite, de la projection D E' de ceUe rotation sur l'axe du couple (•), — en sorte qu'on peut poser :
DE' = yC , Y étant la projection sur l'axe du couple, de la rotation qu'imprimerait à la section D un couple de même direction et de même sens que C, mais d'intensité 1.
Gela posé, on sait que le travail d'un couple, pour un dépla-
(*) Ainii qnll mt d'usage, la prcgectioa de la grandeu
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oement do rotation, est égat ao produit du couple par la projection de l'axe de la rotation sur l'axe du couple.
Par conséquent, lorsque, à partir de l'instant considéré, C s'accroît de dC, et que par suite la rotation projetée DE' = tC s'accroît de d (DE') := d (yC) = y dC, le travail élémentaire accompli a pour expression :
Cd(yC) = YC dC.
Le travail total du couple G, depuis l'instant où il commenœ à agir, en partant de la valeur zéro, jusqu'à l'instant où il atteint sa valeur finale G, est donné par la formule :
= / ,C<iC=-|-
'équation (!') (§ 18) :
YCdC= -^ tO ; d'où, en vertu de l'équation (!') (g 18) :
Or Y C est égal à la projection de l'axe de la rotation totale de la section D sur Taxe du couple C qui produit cette rotation ; nous représenterons cette projection par g et nous aurons :
dans cette expression M^, T^, sont les moments, tensions et
efforts tranchants produits dans les diverses sections de la poutre par le couple C,
§31. — Thioràmes de réciprocité. — Formulas générales.
La marche à suivre pour établir les théorèmes et les formules générales applicables aux pièces dont la ligne moyenne est gauche, est identiquement celle exposée aux paragraphes 6 et suivants pour les pièces dont ta ligne moyenne est plane. Afin d'abréger, nous laisserons au lecteur le soin de reprendre les calculs.
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La démonstration. que aous avons donnée des théorèmes de réciprocité pour les pièces planes est fondée seulement sur le principe de la superposition des effets élastiques des forces, et sur ce que le travail des forces intérieures, pendant la déformation complète, ne dépend que des valeurs finales des forces extérieures.
Ces deux principes régissent encore les pièces qui nous occupent : le premier est effectivement bien connu; quant au second, il résulte immédiatement de la relation (1') du § 18.
On comprend donc, sans qu'il soit nécessaire d'en reprendre la démonstration, que les théorèmes de réciprocité s'étendent aux pièces dont la ligne moyenne est gauche.
Ces théorèmes, ainsi généralisés, peuvent s'énoncer' comme suit :
Qu'une pièce, ayant pour ligne moyenne une courbe plane ou une courbe gauche, soit, ou non, astreinte à des lieàsons gurcJ)ondantes :
4° Si une force égale à l'unité, apj^iquée à un point (4) suivant une directioti \, imprime à un point (S) un déplacement dont la projection sur une direction \ a une vaieur X^ , réciproquement, une force égale à l'unité, appliquée au point (S) suivmt la direction A,, imprime au point (4) un déplacement dont la projection X, sur 4, es( égale à X^,
2" Si un couple égal à l'unité, et dont Caxe a une direciion ^^, appliqué à une section D, , imprime à un point (2) un déplacement linéaire dont la projection sur une direction \ a une valoir X^ , réâproquemefU, une force égale à Funité, appliquée au point (2) suivant la direciion \, imprime à la section i>, un déplacement de rotation qui, reporté sur l'axe représentatif, a pour projection t ^ sur i, la même valeur X ^•
3° Si un coi^le égal à l'imité et dont l'axe a une direction A,, appliqué à une section D^, imprime à une autre section D^ un déplacement de rotation qui, reporté sur l'axe représentatif, a pour projeclim\ sur une direction A,, une valeur y ^ , récipro(piement, un couple égal à l'unité, appliqué à la section />, et dont Vaaie est dirigé suivant \, imprime à la section D, un dèpkuxmerU de rotation qui, reporté sur l'aœe représentatif, a pour projection y sur A, la même valeur y ^ .
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En ce qui concerne les formules générales, on conçoit qu'elles doivent se présenter sous la même forme que celles du chapitre I; il suffit, à cet effet, de comparer les relations ^i) (2) et (3) des §§ 3, 4 et S à celles de mêmes numéros des §§ 18, i9 et 20. On trouve d'ailleurs, en effectuant les calculs, les deux formules générales suivantes exprimant les déplacements linéaires et angulaires :
Dans ces formules, M^ N . . . . , T^'représentent les moments,
tensions longitudinales et efforts tranchants développés par les efforts, — forces ou couples — ^ssant sur la poutre :
f»,, , V, s. désignent :
i° Dans la formule (A'), les moments, tensions longitudinales et efforts tranchants produits par une force auxiliaire égale à l'unité, appliquée au point dont on cherche le déplacement et ayant la direction suivant laquelle on veut évaluer ce déplacement;
îfi Dans la formule (B'), les éléments de même nature produits par un couple auxilitàre, appliqué à la section dont on cherche le déplacement de rotation et ayant pour direction de son axe la direction suivant laquelle on veut évaluer la rotation (*).
g 22. — Remarques mr les ttwmules générales.
Les indications données au § 13, relativement à l'emploi des formules (A) et (B) pour le calcul des déformations des pièces astreintes à des liaisons suratwndantes, subsistent encore ici ; c'està-dire que pour la détermination des termes auxiliaires i^^ ,
V , 9„ on pourra faire abstraction des liaisons surabondantes
et considérer par conséquent la pièce comme absolument libre;
e dirtctio» signifie diltr-
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il en résultera une grande simplification, puisque ces termes dô^ viendront indépendants de l'élasticité.
Il est essentiel de remarquer, comme au § 13, que les fottnules {A') et {B') renferment implicitenumt autant d'expressions différentes des déformations que les liaisons de la pièce peuvent former de groupes différents de liaisons tndépendantei de Véiasticilé.
L'observation du § 14, relative à l'identité des formules générales (A) et (B), reste exacte pour celles (A') et (B') du § 21.
§ 23. — SimpUfioatlon des formules générale* dans le cas où l'on néglige les délonnations de l'ordre de la tension longitudinale et de l'ettort tranchant.
Dans cette hypothèse, les trois derniers termes des formules (A') et (B') disparaissent et on obtient les deux expression approchées suivantes :
dans chacune desquelles les lettres conservent les significations indiquées précédemment.
S 24. — Corollaires des théorèmes de réoiprocité.
On déduit immédiatement des théorèmes de réciprocité les corollaires suivants :
Qu'une pièce, ayant pour ligne moyenne une courbe plane ou une courbe gauche, soit, ou non, astreinte à des liaisons surabondantes ;
4° Si une force appliquée à un point (1), suivant une direction i,, imprime à un point (2) un déplacement de direction A, , «ne force appliquée en (2) perpendiculairemeta à Aj, imprime au point (1) «n déplacement perpendiculaire à \.
a» Si tm couple appliqué à une section D,, et dont raax a une dtreo-
DigiLizedbyGoOglc
tùm &„ imprime à va point (2) un d^tacemeat linéaire de dtredt'onAj, une force appliquée au point (2), pa-pendiatlairemeiU à ^, tmprtme à la section D, un déplacement de rotation dont l'aae est perpendiculaire à A..
3" Si un couple appliqué à une section D, , et dont Paxe a une direction A, , infime à une section Dj un déplacement de rotation dont taxe a une direction A,, un couple t^liqué à la section D,, et dont l'axe est perpendiculaire à &,, imprime à la section D, un déplacement de rotation dont l'axe est perpendiculaire à L,.
ExIeBKlon dea fomvie* générales «t des tbéorèmea de réciprocité avx construction* élastlqMC*.
I 25. - HypothèMB et définitions.
Les constructions que nous envisageons sont supposées constituées par des pièces de la nature de celles étudiées aux cha* pitres l^' et II, réunies entre elles, soit par des assemblages, soit par des articulations ou des rotules. Elles sont soumises à des forces extérieures quelconques.
Dans le cas où les moments, les tensions longitudinales et les efforts tranchants produits par ces forces, dans les sections des différentes pièces, pourront être calculés directement, sans faire intervenir l'élasticité, nous dirons que la construction n'est astreinte qu'à des liaisons indépendantes de l'élasticité.
Dans le cas contraire, nous appellerons surabondantes toutes les liaisons qu'il faudrait supprimer pour rentrer dans la première hypothèse, c'est-à-dire pour que les liaisons restantes soient indépendantes de l'élasticité.
Les liaisons surabondantes peuvent être, soit ea:térieures , soit inWrieures.
Elles sont extérieures, lorsqu'elles ont lieu entre des points, lignes, ou sections, appartenant à des pièces de la construction et des points, lignes, ou surfaces^ extérieurs à la construction pro-
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prement dite. Elles sont réalisées au moyen de rotules, d'appuis, d'encastrements, etc.
Elles sont intérieures, lorsqu'elles ont Heu entre des points, lignes ou sections appartenant à certaines pièces de la constraction et des points, lignes ou sections appartenant à d'autres pièces de la construction.
Par exemple : Étant donnée une construction astreinte seulement à des liaisons indépendantes de l'élasticité et comportant une articulation à l'intersection de trois de ses pièces A, OB, OC (^g. 9), si on remplace cette articulation par un assemblage, celui-ci impose entre ces trois pièces de nouvelles liaisons qui sont à la fois intérieures et surabondantes.
Par exemple encore : Si, dans la même construction, ou ajoute une barre supplémentaire AC, cette pièce établit entre les points A et C de nouvelles liaisons qui sont à la fois intérieures et surabondantes. On dit, en outre, dans ce cas, que la pièce A G est ellemême surabondante.
Nous supposerons expressément que, pendant la déformation, les liaisons que les assemblages établissent ontre les pièces de U construction ne sont pas modifiées par les efforts que ces assemblages peuvent avoir à supporter ; par exemple, il ne devra se produire aucun glissement entre dès pièces serrées entre elles.
Nous supposerons également que le jeu des articulations s'effectue sans frottement et qu'aucun arc-boutement n'est possible.
Il résulte de ces hypothèses que les déformations de la construction ne dépendent que de l'élasticité des pièces et des assemblages, et qu'en conséquence, le principe de la superposition des effets élastiques, applicable à chaque élément du système, pris isolément, s'étend à l'ensemble de la construction.
g 26. — Travail aooompU pendant la déformation.
En appliquant le théorème du travail, comme nous l'avons déjà l'ait aux chapitres I^'' et II. on reconnaît que, pendant toute défor-
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mation, la somme des travaux des forces extérieures et des forces intérieures, ou élastiques, est nulle.
D'ailleurs, le travail de ces dernières est, pour chaque pièce du système, exprimé par la formule (1), et, plus généralement par la formule (i) (§ 3 et § 18); le travail total des forces intérieures est donc, pour la construction entière j que nous supposerons composée de n pièces, telles que AB :
ES >" GS ^ GS
Par conséquent, en négligeant le travail des forces élastiques dans les assemblages, relativement à celui beaucoup plus important accompli dans les pièces proprement dites, on a :
m ^=1 I (iS + ET + ll + il + l + i^
6 représentant le travail des forces extérieures.
§ 27. — Théorèmes de réoiproclU. — Formules générales.
Les travaux accomplis pendant la déformation par une force F appliquée à un point, ou par un couple C agissant sur une section d'une pièce quelconque de la construction, conservent évidemment les expressions établies aux §§ 4 et 5 et rappelées aux §§ 19 et 20 ;
Ces deux formules et l'équation (1") sont, concurremment avec le principe de la superposition des effets élastiques des forces, le fondement de l'analyse à suivre pour établir les théorèmes de réciprocité et les formules générales dans le cas des constructions élastiques. Cette analyse est d'ailleurs identique à celle développée au chapitre I*"" et résumée au chapitre II ; les calculs à faire
sont simplement modifiés par l'introduction du signe V devant
DiglizedbyGoOglc
les intégrales, ainsi qiie ie montre la comparaison des équations (1) et (!'). Nous pouvons donc énoncer immédiatement les résultats auxquels on parvient.
Théorèmes de réciprocité. — Étant donné un système composé d'une pièce élastique unique, ayant pour ligne moyenne une courbe plane ou gauche, ou d'un nombre quelconque de pièces de cette espèce, arbitrairement disposées dans l'espace et assemblées ou articulées etUre eUes. ce système pouvant d'aiUeurs être ou non assujetti à des liaisons surc^ndantes extérieures ou intérieures :
i° Si une force égale à l'unité et de direction ^^ , appliquée à un 'poinl(i) d'une pièce quelconque, imprime à un point (2), appartenant à la même pièce ou à une autre pièce, un déjdacement dont la projection sur une direction Aj a pour valeur X^, réciproquement, une force égale à Funité, appliquée au point (%) suivant la direction i^, imprime au point (i) un déplacement dont la projection >î sur la direction A, est égale à Xj (•).
3" 5» on couple égal à l'unité, et dont l'axe a une direction i,, appliquée une sectionD, d'une pièce quelconque, imprime à un point (2), appartenant à la même pièce ou à une autre pièce, un déplacemeiU linéaire dont la projection sur un« direction a.j a une valeur XJ, réciproquement, une force égale à l'unité, appliquée au point (2) suivant la direction A^, imprime à la section D, un déplacement de rotation qui, reporté sur l'axe représentatif, a pour projection yÎ sur i,, la même valeur Xj.
3° Si un couple égal à l'unité et dont l'axe a une direction A,, appliqué à une section D, d'une pièce qudconque, imprime à une section Dj , appartenant à la même pièce ou à une autre pièce, un déplacement de rotation qui, reporté sur Vaxe représentatif, a pour projection sur wne direction A, ut.evnleur f\,réciproquement, un coupleégalà Vunitè, appliqué à la section D,, et dont Caxe est dirigé suivant i^, imprime à la sec-
(■) Ce premier théorème a été établi par M. le professeur Krohn (Voir le Génie Civil, Quméi-o au 21 septembre 1885], en ce qui concerne eaxiusivemeni les déplacements des nœuds des systèmes élasliques librement dilatables, composés de barres ret:tiligDes articulées entre elles.
Notre savant et honoré mallre, M. Maurice Lévy, a donné une nouvelle démonstra'ion du théorème de Krohn dans les additions à son beau Mémoire sur la recherche des tentions dam tot systèmes de barrf» éltaliques et sur tes systèmes qui, à tolame égal de matiire,
rmde rétittanee possible , présenté à PAcadémie en 1ST3, additions seconde édition de son ^rand Traité de Slatitiue graphique (1888).
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(ton D, un déplacement de rotation qui, reporté fur l'axe représentatif, a pour projection y' sur A,, la même vtUturyl (**)■
Formules générales. — Dans le cas le plus général possible, où les pièces de la construction sont à double courbure ou bien, tout en ayant pour lignes moyennes des courbes planes, subissent des déformations non parallèles aux plans de ces lignes moyennes, les formules exprimant les déplacements linéaires et de rotation sont les suivantes :
Dans ces formules, M^, . . . . , N, , Tj représentent les moments, tensions longitudinales et efforts tranchants développés dans les sections transversales des pièces par les forces agissant surla construclion.
[*(,(*,, , V, , e, désignent :
i° Dans la formule (A"), les moments, tensions et efforts tranchants produits dans les sections transversales des pièces par une force auxiliaire égale à l'unité, appliquée au pointdont on cherche le déplacement et ayant la direction suivant laquelle on veut évaluer ce déplacement.
2" Dans la formule (B"), les éléments de même nature produits par on couple auxiliaire, appliqué à la section transversale dont on cherche le déplacement de rotation et ayant pour direction de son axe la direction suivant laquelle on veut évaluer la rotation.
(") Ces Iroia Ihéorèmee sont le fondement d'une méthode çénèrale de recherche des HgTies iTinfluence dans les Ronstructioos Élastiques astreintes i des lisiaons surabondantes. tin lescombinanl avec i^eilains tracés résultant des formules générales, on peut démonirer que, quelles que soient les liaisons surabondantes auiquelles une conslruc^on est aseujeltie, les lignes d'influi'nce des forces de liaison, ou réâclioDS des appuis, sont des curbes /itnicuJaim, faciles à déterminer, et dont nous donnerons la construction notammeatpour les arcs et les poutres continues (U* Paillcj-Cetlepropositiona ètéénoncée pour la première fois, par M Maurice Lévy, en ce qui concerne i-pecialcment la Poussée
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Dans le cas d'une construction composée de pièces dont les lignes moyennes sont planes avant la déformation et restent ttdicsaprès, les termes M^, M^, T , s'annulent et on a simplement :
' =i / (Il + ê
en remplaçant les notations M^ , et Tç par M et T.
Ces équations sont de même forme que celles (A) et (B) du chapitre I■^
§ 28. — Sur l'application dan toimules géniralea aux constmotions assujettlea 4 des lialwms BurabondanteB, soit extérieures, soit intérieures.
On démontrerait, comme il a été fait au § 13 et rappelé au § 22, que, pour le calcul des termes auxiliaires |ij,,.. v,... 9^ des formules (A") et (B*) et de ceux fi, V, e, des formules (A,) et (B,'), on peut supposer la construction dépouillée de ses liaisons surabondantes extérieures.
Nous allons établir qu'on peut également, pour ce calcul, considérer la construction
sons surabondantes intérieures.
Afin de simplifier les formules entrant dans la démonstration, nous supposerons que la construction est composée de pièces dont les lignes moyennes sont toutes situées dans un
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même plan, et que les forces extérieures quelconques qui la sollicitent sont situées dans ce plan ; dans ces conditions, les déplacements des divers points de chaque pièce ont lieu parallèlement à ce plan et les formules exprimant ces déplacements sont celles (AO, (B^-
D'autre part, pour fixer les idées, nous supposerons que les liaisonssurabondantes inférieures sont dues notamment à la présence d'une pièce surabondante PR, assemilée en P et en R. (Fig- iO.)
Proposons-nous de calculer, par exemple, le déplacement d'un point H quelconque, suivant une direction i, arbitrairement choisie, en supposant connus les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants M, N, T, que les forces données produisent en toutes les sections transversales des pièces. Ce déplacement est exprimé par la formule :
dans laquelle jx, v, 6, sont les moments, tensions et efforts tranchants que produirait dans les pièces de la construction une force auxiliaire égale à l'unité, appliquée en H, et dirigée suivant A.
Cela posé, comparons la construction considérée à celle qui serait obtenue en supprimant la pièce surabondante PR, ou, ce qui revient au même, en coupant cette pièce suivant une section transversale K quelconque. Désignons par (a) la première construction, par (p) la seconde.
Sous l'action des forces extérieures, il se développe dans la section K de la pièce P R de la construction (a) des efforts intérieurs équivalents à une force et à un couple : soient F et C cette force et ce couple, considérés comme actions de la partie de barre RK sur la partie PK. Si, à la construction (p) on applique, outre les forces extérieures données, 1" une force F et un couple C à l'extrémité K du tronçon PK; ^ une force — F et un couple — C à l'extrémité K' du tronçon RK', il est clair que les moments fléchissants, les tensions longitudinales, les efforts tranchants et les déformations qui en résulteront seront exactement les mêmes dans ladite construction que dans celle {«) : en particulier, le déplace- '
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ment du point H sera le même, et les deux extrémités de tronçons K et K' resteront en contact dans la construction (p).
De même, sous l'action de la force auxiliaire, il se développe, dans la section K de la barre PR de la construction (a), des forces intérieures réductibles à une force F, et à un couple C,. Si, à la construction (p) on applique, outre la force auxiliaire, 1° une force F, et un couple C, à l'extrémité K du tronçon PK; 2" une force — F, et un couple — Ci, à l'extrémité K' du tronçon RK', les moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants en qui résulteront seront les mêmes dans la construction (p) que dans celle (2); leurs valeurs seront donc ji, v, 9.
Or, en toute section des pièces de (p), les moments, tensions et efforts tranchants sont respectivement les sommes des quantités de môme nature produites en cette section, par la force auxiliaire et par les efforts F,, G,, — F,, — C, , appliqués où il a été dit plus haut. Soient fi, y', o' celles de ces quantités qui correspondent à la force auxiliaire; soient, de plus, (*p , Vp , 8^ ; [»g,v j. ,9ç ; f*_p , v_j, , e_j. ; n_j, ,v_j,, 6_^ , les moments, tensions et efforts tranchants que produiraient respectivement des forces et des couples égaux à l'unité et ayant mêmes directions et mêmes sens que F,, G,, — F,, — C,. On a, dès lors, en chaque section des différentes barres :
(* = (*' + ^,t\ + f'c.Ct + l^-K.^"' + I^-c.^'. V = V' + VpF. H- v^C. + v_^F. + y..^C..
Substituant ces valeurs dans l'expression (A,") du déplacement du point H, il vient :
y {-w'+Tw+iâ)''
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Or, la première somme de la parenthèse que multiplie F„ renferme les produits des moments, tensions et efforts tranchants que développeraient les forces extérieures et les efforts F,, C„ — F,, — C, , dans la construction (p), par les moments , tensions et efforts tranchants i^^, Vp , 9^ , que développerait une force égale à l'unité, appliquée à l'extrémité K du tronçon de barre PK et ayant même direction et même sens que F,. Cette somme représente donc le déplacement imprimé au point K par les forces extérieures et les efforts F,, C,, — F,, — C,, déplacement estimé suivant la direction de F,.
De même, la seconde somme de cette parenthèse représente le déplacement du point K' dû à ces mêmes forces et estimé suivant la direction — F,.
Or, nous avons vu précédemment que dans la déformation de la construction {p) les deux extrémités K et K' des tronçons PK et RK' restaient en contact. Il s'ensuit que les déplacements des points K et K' sont les mêmes et que, par suite, le déplacement de K' estimé suivant — F, est égal et de signe contraire à celui de K estimé suivant -\- F,, Leur somme, c'est-à-dire la parenthèse dont F, est facteur, est donc nulle.
On démontrerait de même que la parenthèse qui multiplie C, est nulle, par la considération des déplacements angulaires et en se fondant sur ce que, dans la déformation de la construction (p), les deux sections extrêmes K et K' restent en coïncidence.
DigiLizedbyGoOglc
La formule du déplacement du point H ae réduit donc finalement à :
Par conséquent, au lieu de faire entrer dans la formule (A,*) les quantités atixiliaires f*, v, 9, on peut y introduire celles fi, v', ô', correspondant à l'action de la force auxiliaire sur la construction (p), c'est-à-dire sur la construction (a) donnée, dépouillée des liaisons surabondantes intérieures dues à la présence de la pièce surabondante PR.
La démonstration qui précède s'étend à toutes les pièces et liaisons surabondantes intérieures.
Nous avons ('itabli préc^emment la même proposition en ce qui concerne les liaisons surabondantes extérieures.
On peut donc faire abstraction des liaisons surabondantes tant extérieures cçi'inlérieures pour la détermination des quantités auxiliaires (X, V, 6, qui sont dès lors indépendantes de l'élasticité et, par suite, calculables par les procédés de la statique.
U faut remarquer que, dans la formule qui précède, les termes v^, v', â' n'existent que pour les pièces non surabondantes; il en est
de même des produits M f>', N v', T S' ; la somme V ne concerne
donc que les pièces en question, dont nous représenterons le nombre par p ; le déplacement l ne dépend donc pas, explicitement du moins, des moments fléchissants, tensions longitudinales et efforts tranchants développés par les forces extérieures dans les {n-f) pièces snrabondantes, et la formule qui l'exprime doit être écrite comme suit :
ïjh
T ES
II va de soi que la démonstration que nous venons de donner s'applique également aux constructions dont les pièces sont situées dans des plans différents, ou même ont pour lignes moyennes des
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courbes gauches. Et la formule (A') du déplacement liatiaire devient :
On établirait de même que les formules (B,) et (B') des déplacements de rotation se transforment en les suivantes :
»=2. / (ët + ës + gsJ*-
^Ij^ ( <^+ it+-E\= +ËS +-U + W *
dans lesquelles |x', v', 9', (*',... v',.- ^'r sont les moments, tensions et efforts tranchants développés par un couple auxiliaire égal à l'unité, appliqué à la section dont on cherche le déplacement de rotition et ayant son axe dirigé parallèlement à la direction suivant laquelle on veut eslimer la rotation.
II est essentiel de remarquer enfm, comme nous l'avons déjà fait au § 13, que les formules générales qui précèdent renferment implicitemmt autant d'expressions différentes des déform(Uions que Its liaisons, tant extérieures qu'intérieures, auœqudles la construction est assujettie, peuvent former de groupes différents de liaisons indépeu' dantes de V élasticité.
% 29. — Application aux constructions oomposéeB de barres reotUignes.
Nous admettrons, — et cette hypothèse est ordinairement remplie dans la pratique, — que les lignes moyennes, ou axes de figure des bari-es qui ont un assemblage commun, concourent en un même point, ou nœud, de cet assemblage.
On pourra généralement, pour le calcul des quantités auxiliaires [»,,... V,. . Oç , ou pi, V, 9, remplacer les assemblages par
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des rotules placées aux nœuds (*) et, en outre, supprimer les barres surabondantes, ce qui a pour effet de faire disparaître les liaisons surabondantes intérieures.
Cela posé, si on se propose de calculer le déplacement d'un nceud quelconque, les termes k . . . v . , e ou [*, v, 0, des formules (A") ou (A",) répondront à l'application à ce nœud d'une force auxiliaire égale à l'unité. Or les barres de la construction modilîée par In suppression des liaisons surabondantes étant rectiligoes et articulées à leurs extrémités, la force auxiliaire n'y produit aucun moment, ni aucun effort tranchant; par suite, les termes j*. , [»,, , p.. , 6,, , e^ , ou j^ et d, sont nuls, et les formules (A") et (A,') se réduisent, l'une et l'autre, à la forme très simple :
puisque la tension longitudinale auxiliaire est constante tout le long d'une même barre.
Si on suppose en outre, — ce qui a lieu ordinairement, — que les forces extérieures sont appliquées seulement aux nœuds de la construction, et que chaque barre présente une section constante, (A'") devient, en représentant par s la longueur d'une barre :
g 30. — Corollaires des théorèmes de réciprocité.
Il est clair que les théorèmes de réciprocité, relatifs aux constructions élastiques, admettent les trois mêmes corollaires que les théorèmes concernant les pièces pleines. (Voir au § 24 l'énoncé de ces corollaires.)
(*) Il suffit pour cela qu'aprce le remplacement des assâmblages par des rotules, la forme géométrique de la cous^ruction reale détenoioée.
NOTE Sur le Théorème des Dérivées du Travail.
Nous allons moDtrerque le théorème des dérivéesdu travail, dû à l'ingénieur italien Castigliano, est une conséquence particulière des formules générales établies précédemment.
Pour simplifier, nous considérerons une pièce ayant pour ligne moyenne une courbe plane et sollicitée par des forces situées dans le plan de cette courbe. Le mode de démonstration que nous allons employer conviendrait d'ailleurs à une ptère ayant pour ligne moyenne une courbe gauche, ou à une construction élastique quelconque.
Soient F„ F, Fp F„ , les forces extérieures données.
Appliquons la formule (A) au calcul du déplacement du point d'application de la force F,, estimé suivant la direction de cette force. Désignons respectivement par :
Ml, M,... Mp... M„ les moments fléchissants, N„ N,... N;,... N„, les tensions longitudinales, T„ T.... Tp... T«,les efforts tranchants,
que produirait dans la pièce chacune des forces données agissant seule ; et par :
les éléments de même nature que produiraient respectivement des forces ^Ics à l'unité, ayant mêmes points d'application, mêmes directions et
^^^.^ ^..8 que F„ F». . . Fp. . . F,.
On a entre ces quantités les relations suivantes :
M, = ft F.
En désignant par M, N, T, le moment fléchissant, la tension longitudinale et l'effort tranchant produits en' une section quelconque de la pièce par les forces données agissant simultanément, on a :
(M = M,+ ... M, + ... M. = ftF, + ... f,F, + ... f.F.
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D'autre part, le déplacement cherché a pour expression, t formule (A) :
En différentiant les équations (1) par rapport à Fp, il vient ; ,„ dM <JN " ,
'" 3f7 "= i"" If; - "'■ 5Ë7 - *'
Substituant dans {%). on a :
'= / f "3F7 ^^ ''-dF; \ds.
J \ El + ES + GS /
„ dm 1^ j M-
IJF, 2 <(F, 1 El
El et, par analogie :
.. (iN
ES ~ 2 Par suite, l prend pour expression
El '
ES
1 dM-
2 <(F, El
iF, ■
GS
^ ES ^ GS ' j
Cette dernière intégrale représente, d'après la formule (l)du chapitre premier, le travail % accompli par les forces extérieures pendant la défo^ mation, on a donc finalement:
Donc :
Théorème des dérivées du travail. — Élanl donnée vme pièce ou une wastruction élasligue soumise à des forces quelconques, le déplacement dtt point d'application d'une quelcoTtque de ces forces, estimé suivant la
direction de celte force, est égal à la dérivée partielle, par rapport à celle force, du travail accompli par tes forces extérieures, pendant la déformation.
On remarquera que les formules des chapitres 1. Il et III sont beaucoup plus générales que le théorème des dérivées du travail. Effectivement, ce dernier ne fait connidtre que les déplacements de points tout à fait particuliers, ceux d'application des forces extérieures ; et encore ces déplacemenls sont-ils évalués en projection sur des directions également particulières, celles des forces extérieures. Les formules (A"), (B"), au contraire, donnent les déplacements linéaires, ou de rotation, d'un point ou d'une section quelconque, estimés suivant des directions arbitrairement choisies.
Il faut ajouter, en outre, que l'application de ces formules est plus rapide que celle du théorème des dérivées du travail .
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it définitions. — 18. TravaU aci I. Déplacement du point d'apphcatioo d'ai a déformation. — 30. Déplacement angulaire d'une section à laquelle ei appliqué un couple eitérieur quelconque. — 21. Théorémesde réciprocité. — Formules générales. — £t. Remarques aur les formules générales. — 23. Sim-
SliQcation dea formules générales dans le cas où l'on n^lige les déformations e l'ordre de la tension longitudinale et de l'effort tranchant. — 24. Corollaires des théorèmes de réciprocité.
Chapithe III
Extension des formules générales et des Ihéorémes de réciprocité aittc consfruc-
tions élastitptet
25- Eypothèaea et définitions. — 26. Travail accompli pendant la déformation. — 27. Théorèmes de réciprocité. — Formules générales, — ■ 28. Sur l'application dcFi formules générales aux constructions aasujetties k des liaisons surabondantea, Mit eitérieures, soit intérieures. — 29. Application aux constructions composées de barres rectilignes. — 30. Corollaires des théorèmes de réciprocité.
Note Sut le théorème dti dérivées du Travail
CHAPITRE PREMIER
BKpreaalOBa aymlMklIqaea et eonslraoHoB des déformatloiui des plèceM A Obre* moyennes plane».
§ 31. — Indications préliminaires.
Nous allons transformer les formules générales simplifiées (A,) et (B,) {§ IS, 1™ partie) (*) en ayantégard à la nature des liaisons auxquelles la pièce considérée est soumise.
Pour plus de généralité, nous supposerons qu'il y a des liaisons surabondantes. On sait que, dans ce cas, pour le calcul des quantités fi, V et e qui entrent dans les formules (A) et (B), on peut supprimer les liaisons surabondantes, c'est-à-dire ramener la pièce à n'être plus astreinte qu'à des liaisons indépendantes de l'élasticité, et qu'on est généralement maître du choix de ces dernières parmi toutes les liaisons existantes (§ 13).
DigiLizedbyGoOglc
Cette considération conduit à distinguer, suivant que les liaisons indépendantes de l'élasticité appartiennent à l'un ou à l'autre des systèmes définis au § 2, savoir :
4" Système. — Un point de la poutre est assujetti à rester entièrement fixe, tandis qu'un autre point est astreint à demeurer sur une droite donnée du plan de flexion ;
2* Système. — Une section est assujettie à conserver une position invariable.
I 32. — Expressions symboliques des détonaations dans le cas où !«■ liaisons itul^>etiâant«B ds rélastloltA sont du premier système.
Soient AB la pièce &onnée{^g. 4), F le point assujetti à rester fixe, E le point astreint à demeurer sur une droite fixe WW'C).
Soient également deux axes, l'un ox parallèle à WW'.l'autre oj perpendiculaire.
'■ [Les forces agissant sur la poutre sont quelconques, mais situées
dansle plan de la ligne moyenne. Elles déterminent en chaque point
un moment fléchissant que noua représenterons par M.
Définitions. — Imaginons qu'ayant supprimé ces forces et les
liaisons surabondantes, nous appliquions en tous les éléments di
M de la ligne moyenne, des efforts ^tifs pr ds perpendiculaires à WW
(' ) La figura n^ représenle que le systAme des liaisons iadépendaDtes de l'élasticiiè.
et dirigés dans le sens des y positifs, ou en sens contraire, suivant . que M est positif ou négatif.
Nous appellerons réactions fictives, les réactions que ceux des efforts fictifs répartis entre les points E et F déterminent en ces points, abstraction faite des forces fictives agissant sur les parties de poutre AE et FB, ou, autrement dit, en supposant ces deux parties supprimées.
Théorème I. — Êlant donnée une jÀèce.de Urjne moyenne AB, soumise à des forces qui y développait des moments fléchissants M, et astreinte à des liaisons quelconques mais telles qu'on peut, par la suppression des liaisons surabondantes, la ramener à n'être plus assujettie qu'au premier système de liaisons indépendantes de l'élastiaté (point F fixe et point E assujetti à demeurer sur une droite WW), — si, ayant rapporté cette pièce à deux axes de coort/onnecs, l'un ox parallèle à WW, l'autre oy perpendiculaire, on (^Uque aux divers éléments dsde la ligne moyenne,
M des forces fictives ^ ds perpendiculaires à W W et dirigées dans te
sens des y positifs ou en sens inverse, suivant que M est lui-même positif ou négatif :
(A). — En tout point C situé entre A. et F :
4° La somme des moments par rapport à C, des forces fictives réparties entre C et F et de la réaction fictive en F, représente, en grandeur et en signe, le déplaamenl (l'\ du point G estime suivant l'axe des y.
De sorte que si l'on convientde représenter cette somme de mo- - rfs, ou a
I) (1,1= MI H
i^ Si on fait tourner de 90 degrés dans le sens rétrograde (sens inverse de la rotation des aiguilles d'une montre) les forces fictives réparties entre Cet F, y compris la réaction fictive en F, la somme des moments de ces forces par rapport à C, représente, en grande\ir et en signe,
[*] La lettre placée en indice représente le point par rapport auquel les momenla sont pris ; les deux lettres supérieures désigneot les limites de la zone sur laquellle agisseot ceUee des forces fictÏTesdunt illhut prendre les moments; le trait qui surmonte la lettre Findique que la réaction fictive en F fait panie des dites forces tictivea.
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le déptaeement (/,^ du poira G estimé suivantFaxedesx; en sorte qu'on peut écrire
3" La somme algébrique des forces fictives réparties etUre C et F, y compris la réaction fictive en F, représente, engrandeur et au signeprès, le déplacement angulaire g^. de la section transverside tpti contient U poàU C ; et nous écrivons
c.F M (UI) 9^=~T^dsO.
(B). — En tout point G situé entre B et Ë ;
/" La somme des moments par rapport à C, (/es foroes fictives répartiet erUre Get^,etde la réaction fictive en E, représente, en grandeur et ou signe près , le déplacement du point G estimé suivant l'axe des y ; et l'on a
(1 bis) (Q^ = — MY ^ ds.
S^ Si on fait tourner de 90 degrés dans le sens rétrograde, les foras fictives réparties entre G ef E, y compris la réaction fictive en E, la somme des momerds de ces forces par rapport à G, représente, en grandeur et au si^ près, le déplacement du point C estimé suivant faxe des x; oui
donc
(ilbis) {l.\ = - MX^ds.
3" La somme (Ugélyri^ des forces fictives réparties entre C e( E, y compris la réaction fictive en E, représentey en grandeur et en signe, It déplacement angulaire de la section transversale qui contient le point C ; p.n sorte qu'on a
(mWi) ?c= T ^ds.
Nous ne justifierons que la partie (A) du théorème ; la partie (B) se démontre d'ailleurs de la même manière.
i forées avec un effort tranchant d*as nae
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Pour simplifier les calculs, nous ferons passer l'axe des y par le point E avant déformation, et celui des x par le point fixe F. a représentera ratfâcisse du point F et 6 l'ordonnée du point E.
Démonstration du 1° de la partie (A) dd théorème. — Appliquons la formule (A,) (§ 13, 1" partie) à l'évaluation du déplacement (I^) .
Dans cette formule, M désigne le moment fléchissant produit par les forces directement appliquées, en chaque point de la ligne moyenne de la pièce astreinte à toutes ses liaisons ; [x est le moment fléchissantqueproduirait, en chaque point de la pièce supposée assujettie seulement aux liaisons indépendantes de l'élasticité, une force auxiliaire égale à l'unité, appliquée en C, dirigée parallèlement à of/ et dans le sens des y positifs.
Pour le calcul de ;*, il y a lieu de distinguer suivant que C se trouve entre A et E ou entre E et F (fig. 4).
{a.) — Le point C «st sittté entre A ef E. — Soient § et «] ses coordonnées par rapport 9,ox etoy.
Le moment (* a les valeurs suivantes :
En tout point {ety) situé entre A et C : [* = ;
— — CetE:ti = « — S;
— — B et F : u =: — - (a — «)
— ■— F et B : iJL = 0.
D'où
au
Le premier terme de cette formule représente la somme des moments par rapport à C des forces fictives réparties entre C
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et F, et le second le moment de la réaction fictive en F. On a doue bien, dans le cas où le point C est situé entre A et E,
(b). — Le point Ceslsitvé entre E et F. — Dans ce cas, le moment (* a pour valeurs :
En tout point (xy) situé entre A et E : [ji = 0;
a~\ — — EetC:!ii= x;
F et B : 1* = 0.
i'.X= Bi*= / s{ — ^V+ -ir( — —V
ou
/ Mifc , „ , „ / Mife »
(«> (',)c= / ir'^^-s'-c-s / -ËTî-
Le premier terme de cette formulereprésente la somme des moments par rapport à C des forces fictives réparties entre C et F, et le second, le moment de la réaction fictive en F ; ce qui justifie le i" du théorème.
Déhonstr&tion du â° DE LA PARTIE (A) DU THÉORÈHE. — Appliquons la formule (A,) à l'évaluation du déplacement (/^) . Dans ce cas, (a
désigne le moment fléchissant que produirait, en chaque point de la pièce supposée assujettie seulement aux liaisons indépendantes de l'élasticité, une force auxiliaire égale à l'unité, appliquée en G, dirigée parallèlement k ox et dans le sens des œ positifs.
Four le calcul de |jl, il faut encore distinguer suivant que C se trouve entre A et E ou entre E et F.
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(a) — Z« point G est entre A. et E. — Dans cette hypothèse, le moment ^ a les Valeurs suivantes :
En tout point (xy) tUué entre A et G : h- = 0;
— — CetE: |*t=r, — y;
— -- E et F ; ji = 1) — y — -a;;
— — F et B : p = 0.
Par suite
I Mdsfi f M<fc, , / M*»
('.X= / Ër*'-"'-" / KTâ-
e 90» dan ictive en
/ Mo
Or, si l'on fait tourner de 90° dans le sens rétrograde les forces Mds fictives -pj- et la réaction fictive en F envisagée au 1" du théorème,
, ,, .1 Mdsx .. ,
laquelle a pour expression I -pr- - , on voit que le premier
terme de la formule (6) représente la somme des moments par rapport à C de celles de ces forces qui sont réparties entre C etF et que le second est égal au moment par rapport à C de la réaction fictive en F.
Le S" du théorème est donc démontré paur le cas oii la point C est entre A et E.
(b) Le point C est entre E ci F. — Dans cette hypothèse, on a : '
En tout point (xy) situé entre A et E : j* — 0;
— — EetC:(*=— 2(t;
— — - CetF:[i^-^a; + (7i— y);
— — F et B : ji = 0.
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Par c(»iséquent.
ou
relation qui conduit à la même eonclusion que précédemment.
Démonstration dd 3° de la partie (A) m théorème. — Appliquons
la formule (B,) (§ 15, \"' partie) au calcul du déplacement g^. Dans cette formule, ^jl désigne le moment fléchissant que produirait, en chaque point de la pièce supposée assujettie seulement aux liaisons indépendantes de l'élasticité, un couple auxiliaire égal à l'unité, appliqué à la section G.
n faut, comme précédemment, distinguer suivant que C se trouve entre A et E ou entre E et F.
(a) Le foifU G eal entre A «( E.
Dans ce cas, le moment i* a pour valeurs :
En tout point (œy) situé entre A et C : i* = ;
— — CetE:(i = — 1;
- - EetF:(* = -l+^;
— — F et B : I* = 0.
Donc
M(> , / Udê , i iidi , i îâdtx
Ër*= / --Er+ / --Ër+ / -mi
ou
,, \ i Mdt i tlibœ
[tJc t/E ]
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La première intégrale de la parenthèse représente la somme algébrique desforces fictives-pj- réparties entre G et F, et la seconde, avec son signe, est égale à la réaction fictive en F.
Le 3° du théorème est donc démontré pour le cas où le point G se trouve entre A et E.
(b). — Le poitU C se trouve entre E et F.
Dans cette hypothèse, les valeurs de i* sont les suivantes :
En tout point {xy) situé entre A et E ; (* = 0.
— — E et G : !J^ = J
— — CetF:(x = ^ — i.
— — F et B : ix = 0.
Par conséquent,
/»B ne /*F /»p
/ Mfi , 1 Udê X , t iida X • i ^
9c= I Ër'^= / -wà+ I -ËTâ-- j 1
«/a *A *Jc t/c
9 le cal oîi G est entre A et £
\ i \Ldê i \ Sc = -\ j "ET- / 1
Mdt
ou, comme dans le cal oîi G est entre A et E,
(c) î'c = -j I -ET- / -M"â
GoROLLAlHE. — Pour déte} miner le déplacement (Tun point quiconque G, suixxml une direction arbitrairement choisie ox" (fig. 1, p. 4), faisant m. angle a avec WW, e'eit-à-dire avec ox, on opérera de la manière sidvante:
(A) — Si le jÀinl G est situé entre A eï F, on «mènera ies forces fictives réparties entre C-et F, ainsi que la réaction fictive en F, à être poroj/ètes à ox', au moyen rfVne rotation rétrograde d^un cmgle {90' — a) (Oitour de leurs point» d^application respectifs, et on prendra la somme des moments de- ces forces par r(:^)port au point G; ce qui peut se traduire par la formule
(B) — Si le point G est situé entre B et E, on amènera, comme précé~
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demment, les forces Clives réparties entre C et E, amsi que la réattioit fictive en E, d être parallèles à ox", et on prendra par rapport ou potnJ G, la somme des moments de ces forces, dont on changera le signe; ce qui peut se traduire par la formule
('.•X=-ifl-^*,
Nous ne ferons la démonstration que pour le cas (A). On a évidemment
D'ailleurs, (l) et (Q sont exprimés, quelle que soit la position
de C sur AF, par les formules (a) et (b) établies plus haut. En substituant dans la relation qui précède, il vient
» + H COS a -|- X sin a — y C08 a)
Or, si on désigne par;»",!/", les coordenoées courantes d'un point quelconque de la ligne moyenne et par ^'i tj", les coordonnées du point C, relativement aux axes rectangulaires ox", oy", on a :
x" =X COS a -|- y sin a ; 5" = S COS a + t, sin f,
y" = — a; sin a + y COS a; ^" = — £ sin « + -ricosa;
Donc
nmedesi
s entre C
Cette expression représente précisément la somme des momenfs
Mds par rapport à C, des forces fictives -^r- réparties entre C et F, et
de la réaction fictive en F, laquelle a pour valeur I -ttï- - *'
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dont le bras de levier est (osina+Tj'), — étant entendu que ces forces et cette réaction fictives sont supposées avoir été rendues parallèles à œ".
Nota. — Le théorème qui précède et son corollaire sont indépendants de la direction deWWqui peut, par exemple, coïncider avec la droite E F.
S 33. — ExpresBUnUBymboliqoaadeadéformatiotudiuiB le oas oft les liaisons indépendantes de l'élastlolté sont du second a rstème.
Théorème II. — Etant donnée une pièce de ligne moyenne AB {flg. 2), soumise à des forces qui y développent des moments fléchissants M, et astreinte à des liaisons quetcimques mais telles qu'on peut, par la suppression des licûsons surabondantes, la ramener à n'élreplus assujettie qu'au second système de liaisons indépendantes de l'élasticilé (') (SetAîon E encastrée), — si, ayant rapporté celle pièce à deux axes i-ectangulaïres quelconques ox et oy, on applique aux divers éléments dsde la ligne moyenne,
des forces fictives -^ ds, parailèles àoyet dirigées dans le sens des y positifs, ou en sens inverse, stâvtmt que M est positif ou négatif :
Fig^2
(A). — Kn tout point C situé entre \ 0I E:
i° La somme des moments par rapport à C, des forces fclives réparties entre C et E, représente, €n grandeur et en signe, le déplacement (l ^ du point G estimé suivant la direction oy ; de sorte qu'on a
IV
c rppr^enle que \ee liaisons indépendanlos <le l'élaslicité.
DigiLizedbyGoOglc
Sfi Sion fait tourner de 90» dans le sens rétrograde ks forces fictim réparties entre G et E, la somme des momeats de ces forces par rapport à G représente, en grandeur et en signe, le dêptaoement (l) Ai point G, estimé suivatU taxe des x; et l'on a par suite
IV M
(VWs) (VI 6m)
Nous n'établirons que la partie (A) du théorème ; la partie (B) se démontre d'ailleurs de la même manière.
Démonstration dd i' de la partie (A) hv théorème. — Appliquons la formule (A,) (§15,1 " partie) à l'évaluation du déplacement (^ .
Dans ce cas, |* désigne le moment fléchissant que produirait, eo chaque point de lapièce supposée assujettie seulement aux liaisons indépendantes de l'élasticité, une force auxiliaire égale àl'unité, appliquée en G, dirigée parallèlement à oy et dans le sens desypositifs.
Soient 5 et *] les coordonnées du point G par rapport aux axes ox etoy.
Le moment (t a les valeurs suivantes :
En tout point (ccj/) situé entre A et C : i* = 0;
— — CplE:(t = cc — ï;
^ — E et B : (i = 0.
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expression qui représente bien la somme des moments, par rapport à C, des efforts Actifs -ï;^ répartis entre GetE.
Oéhonstbation du %" DE LA PARTIE (A.) DGTfltoiiÈiiE. — Appliquons encore la formule (A,) à l'évaluation du déplacement (/ ) . Dans
ce cas, la force auxiliaire est dirigée parallèlement à oa: et dans le sens des x positifs. On a par suite ; En tout point {xy) situé entre A et G : (i = 0.
— — GetE : |* = -«i — y.
— — B et B : (i. = 0.
D'où
Cette expression représente bien la somme des moments, par rapport à G, des forces fictives réparties entre C et E, ces forces étant supposées avoir été rendues parallèles à ox, par une rotation rétrograde d'un angle de 90* autour de leurs points d'application
Démonstration du 3" de la partie (A) du théorème. — Calculons par la formule (B,) (§ 15, 1" partie) le déplacement angulaire g . [:Ldésigae, dans ce ci^, le moment ûéobissant que produirait en chaque point de la ligne moyenne, un couple auxiliaire positif, d'intensité 1, appliqué à la section C. On a par suite :
En tout point (ity) situé entre A et G :[/.=: 0.
— — CetE:|ji = — 1.
/Mj* . [ Uds
formule qui jastifie l'énoncé.
n Ce 3* rënilte d'ailleurs immédiatemeot du 1*, paiaque, U direetioa îles t: <h[uiée« étant trbilraire, on peut changer ox sd o]f et rédproquemeat.
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34. — ConstraoUon d«s dtiormatloiui dans le cas où les ii«<«*™t Indépendantes de l'élasticité sont du premier système.
Soit AB la pièce donnée (fig. 4, pi. 200), assujettie à des liaisons quelconques mais telles que, par la suppression des liaisons surabondantes, on peut la ramener à n'être plus astreinte qu'aux liaisons du premier système, savoir : point F entièrement ûxe et point E assujetti à rester sur une droite donnée WW.
Des forces agissent sur cette pièce et déterminent des moments fléchissants M que nous supposons connus, et des déplacements élastiques que nous nous proposons de construire.
l" Déplacements linéaires ly perpendiculaires à WW. — Divisons la ligne moyenne de la pièce-en un certain nombre de parties As égales entre elles, assez petites pour que, dans chacune d'elles, le moment fléchissant M ainsi que les quantités E et I puissent être considérés comme constants. Au milieu de chaque division, appliquons un effort fictif parallèle à oy, ayant pour intensité ~pn~ As et
dirigé dans le sens des y positifs ou en sens inverse, suivant que M est positif ou négatif. SoienH, 2, 10, 11, ces efforts (*).
Traçons-en le polygone qui se réduit à une droite aefb; avec une distance polaire B arbitraire, que nous convenons de portera gauche ou à droite dn polygone des forces suivant qu'elle est positive ou négative, construisons le polygone funiculaire correspondant AEFB ; menons à ce polygone la ligne de fermeture E F qui le coupe en ses points d'intersection avec les ordonnées des points E et F. Enfin, par le pôle P du polygone des forces, contluisons une parallèle PQ à E F .
En vertu d'une propriété connue des polygones funiculaires, les lignes /"Q et Qe représentent respectivement les réactions fictives Rp et Rp, que développent en F et en E les forces fictives 4, 5. . 8, 9, réparties entre E et F, abstraction faite des forces fictives appliquées sur AE et sur FB.
Cela posé, d'après une autre propriété également connue, le
moment par rapport à un point C quelconque, situé entre A et F,
M des forces fictives -pj- As réparties entre C et F, et de la réaction
(*) Sur la figure, leaefforls ficUfe portent iea mAmea luméros que leure points d'apjdi-
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fictive enF, est égal, en grandeur et en signe, au produit de la distance polaire B par le segment c G intercepté par le polygone funiculaire et par sa ligne de fermeture sur l'ordonnée du point C, — étant entendu que la distance polaire B est lue sur l'épure à
l'échelle des efforts fictifs -p|- As, que le segment c G est lu à l'échelle des longueurs, et qu'il est affecté du signe + ou du signe — suivant que G est au-dessous ou au-dessus de a b .
Or, en vertu du théorème I(§32) et à lasubstitution près des efforts fictifs élémentaires -pj-As à ceux infiniment petits -r^ds, le moment dont il s'agit est égal au déplacement (/) du point G, estimé suivant l'axe des y. Donc
On démontrerait de la même manière que cette relation est encore vraie lorsque le point G est situé entre F et B.
2* Déplacements linéaires l^ parallèles à WW. — Faisons tourner de 90° dans le sens rétrograde, les efforts fictifs 1,2, ... H , ainsi que les réactions fictives Rp et Rg ; le polygone de ces forces et les rayons polaires correspondants tournent du même angle ; aux nouvelles positions l',2', . . . 11', de ces efforts, répond un nouveau polygone funiculaire A^F^B^. Par le point F^ correspondant au point F, menons une parallèle Fji^ à P'Q'.
D'après une propriété déjà invoquée, le moment par rapport à un point C quelconque, situé entre A et F, des forces fictives réparties entre C et F et de la réaction fictive en F est égal au produit de la distance polaire B par le segment cj:^ intercepté par le polygone funiculaire et la ligue F^o^ sur l'abscisse du point G.
Or, en vertu du 2odu théorèmeI(§ 32) et à la substitution près des
efforts fictifs élémentaires -^ A» à ceux infiniment petits -fît- ds,
ce moment est égal au déplacement (/ ) du point G, estimé sui-
^ 'g vaut la direction ox ou WW. Donc
(■(,). =îBxc^C,
étant entendu que la distance polaire B est lue sur l'épure à l'échelle des efforts fictifs, que le segment cjl^ est lu à l'échelle
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des longueurs, et qu'il est affecté du signe + ou du signe — , suivant que C^ est à droite ou à gauche de FJ)^.
On démontrerait de même que cette relation est vraie quand le point G est situé entre F et B.
3" Déplacements angulaires g. — Soient deux axes de coordonnées Qx, parallèle à WW, Qy, perpendiculaire. Par le point (1, 2), extrémité de l'effort fictif 1 et origine de l'effort 2, menons une parallèle à Qx, dont nous ne conservons que la partie comprise entre les lignes d'action de ces efforts. En répétant la même construction pour les points (2,3), (3,4) etc..., on obtient un diagramme dont une ordonnée quelconque c^G,,correspondanteàun
M point G situé entre A et F, lue à l'échelle des -^ As, représente
la somme algébrique, changée de signe, des efforts fictifs répartis
entre G et F et de la réaction fictive en F.
Or, cette somme changée de signe est égale, d'après le 3° du théorème I, à la rotation g^ de la section G. Donc
9c = ^^.- On vérifierait d'une manière analogue que cette formule s'applique encore au cas où le point C est situé entre F et B (').
4" Déplacements linéaires suivant une direction quelconque ox" faisant un angle a avec ox. — Amenons les forces fictives 1,2 ... H, et les réactions fictives R^, R^, à être parallèles à ox' par une rotation rétrograde d'un angle (90°— a)par rapport à leur direction première qui est celle de oy. La figure Pe/'lourne du même angle ; soit P'e*/* sa nouvelle position.
Traçons le polygone funiculaire Â^ B^ correspondant, puis pîir le point F^ correspondant à F menons une parallèle F^^ àP'Q".
On reconnaît aisément, en se fondant sur une propriété déjà utilisée et sur le corollaire du théorème I, que l'on a, en un point C quelconque,
(*) On se rend /acilement compte (lu'il est plus eiact de remplacer lé diagranlme qui vient d'être défini, par une courbe continue partant de A^pour aboutir en B^ et coupant les cdlés da diagramme en leurs points d'intersection avec les ordonnées des points de division de lu ligne moyeonei
§ 35. — Construction des déformations dans le oas où les liaisons indépendantes de l'élasticité sont du second système.
Soit AB la pièce donnée (fig. 2, pi. 200), assujettie à des liaisons quelconques mais telles que, par la suppression des liaisons surabondantes, on peut la ramener à n'être plus astreinte qu'au second système de liaisons indépendantes de l'élasticité, savoir : section E assujettie à rester absolument fixe.
Des forces agissent sur celte pièce et y déterminent des moments fléchissants M que nous supposons connus, et des déplacements que nous nous proposons de construire.
1" Déplacements litiéaires (l) estimés suivant tme direction oy arbitrairement choisie. — Divisons la ligne moyenne en un certain nombre de parties As, égales entre elles. .4u centre de chaque division appliquons un effort fictif-^ As, parallèle à oy, dirigé
dans le sens des y positifs si M est positif, ou en sens inverse dans le cas contraire. Soient 1, 2 12, ces efforts.
Traçons-en le polygone ab. Prenons un pôle quelconque P ; soit B la distance polaire correspondante que nous convenons de regarder comme positive ou comme négative, suivant que P est à gauche ou à droite de ofc.
Puis, traçons le polygone funiculaire A B relatif aux efforts 1,2, ... 12 et au pôleP. Enfin, prolongeons, suivant o 6 ,1e côté de ce polygone qui est compris entre les forces fictives 4 et 5 contigufis à l'encastrement.
D'après une propriété connue, le moment par rapport à un point C quelconque, situé entre AetE, des forces fictives réparties entre C etE, est égal, en grandeur et en signe, au produit de la distance polaire B par le segment c G intercepté sur l'ordonnée du point C par le polygone funiculaire et la droite a 6 .
Or, en vertu du théorènle II {§ 33), ce moment est égal au déplacement du point estimé suivant oy. Donc
étant bien entendu que B est lu sur l'épure à l'échelle des efforts actifs -Frï- As, que le segment c^G^ est lu à l'échelle des longueurs
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et qu'il est affecté du signe + ou du signe — , suivant que C est situé au-dessous ou au-dessus de 06.
Même démonstration pour un point C situé entre E et B.
2" Déplacements angulaires. — Soient deux axes de coordonnées : l'un o,Xi perpendiculaire à oy et mené par le point (4, 5) contigu aux efforts fictifs 4 et S situés de part et d'autre de E; l'autre o,y, parallèle à oy.
Par le point (1,2), extrémité de l'effort fictif 1 et origine de l'effort 2, menons une parallèle à Oja;,, dont nous ne conservons que la partie comprise entre les lignes d'action de ces efforts. Répétons la même construction pour les points (2,3) (3,4) , . . etc. Nous obtenons ainsi un diagramme dont une ordonnée quelconque c^C, correspondant à un point G situé entre A et E, représente, à l'échelle des efforts fictifs, la somme algébrique changée de signe des efforts fictifs répartis entre G et E.
Or, en vertu du 3° du théorème II, cette somme changée de signe est égale au déplacement angulaire de la section G. Donc :
Même démonstration pour un point G' situé entre E et B.
§ 36. — Remarques but la construction des déformations.
Lorsque la pièce considérée est d'élasticité constante, et c'est le cas usuel, au lieu d'effectuer les constructions des §§ 34 et 3S
M en partant d'efforts fictifs égaux à-pr- as, il est commode d'opérer sur des efforts proportionnels à ceux-ci et ayant la valeur générale
dans laquelle fi et I^ sont des constantes.
n est un nombre quelconque.
I^ est le moment d'inertie d'une section arbitrairement choisie , la plus forte ou la plus faible par exemple.
M étant en général connu sous forme d'une ligne déterminée
/il \
par une épure, on obtiendra facilement la quantité M I n '" ) par
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,Dgés en M I n "" 1 ,
la construction d'une quatrième proportionnelle entre la ligne en question, etdeuxautres lignes représentant-I^ et là une échelle convenablement choisie.
Les efforts fictifs -^ As étant changés en M | n " ) , c'est-à-dire
El multipliés par le facteur constant — r^, les résultats des épures
sont eux-mêmes multipliés par ce facteur ; d'où il suit que B Xf'^C , B X cjO^ et c^G^ (§§ 34 et 3S) ne représentent plus les quantités Qy) ' (y ^^ ^c ""^^^ ^^ mêmes quantités affectées du facteur constant en question. On a donc :
^'■'c El • * " ^'•'c El ' ' ^^ El^ ' ''
étant toujours entendu que les lignes c C et c^G^ sont lues sur l'épure à l'échelle des longueurs, tandis que B et cjl^ sont lues à l'échelle des efforts fictifs employés, qui est précisément celle des moments M, puisque n est un nombre sans dimension et ■— un rapport.
PREMIÈRE SECTION
For>oes extéi*Ieui-es flx.es.
I 37. — Méthode de détermination directe dn moment fléchissant et des composantes, suivant deux directions rectangulaires quelconques, de la résultante de translation des forces intérieures en une section arbitrairement choisie. — Centre fixe de la travée. — Centres correspondants à une section.
Soit AB l'arc soumis à des forces extérieures quelconques, mais situées dans son plan, G le centre de gravité de la section consi-
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dérée ((îg. 3). Les forces intérieures développées dans cetlt section, considérées comme actions du tronçon BC sur le tronçoi AC, sont réductibles à un couple dont Taxe a pour valeur le mo ment de flexion M en C, et à une force dont nous désignerons pa
X et Y les composantes suivant deux directions rectangulaires C
et Cy arbitrairement choisies.
Ce sont les trois quantités M,X et Y que nous nous proposons < déterminer.
Imaginons qu'on coupe l'arc suivant la section C : les dei tronçons AC, BC vont se déformer et leurs extrémités respectiv (1) et (2) ne resteront pas en contact. Si maintenant nous appi quons i" à l'extrémité (■!) du tronçon AC un couple -|- M et d forces -f- X et -|- Y, 2° à l'extrémité (2) du tronçon BC un coup — M et des forces — X et — Y, ces six efforts agissant, en tant qi forces extérieures, sur 1^ deux tronçons, auront pour effet ( ramener en coïncidence les extrémités (1) et (2) et, par suite, ( rendre à Tare la forme qu'il affectait avant la coupure.
De là, résulte la méthode suivante pour la détermination de ] X et Y : on coupera l'arc en G, puis on calculera les déplacemer linéaires et angulaires absolus des extrémités (1) et (2) des tronço ainsi formés, sous l'actioa des forces extérieures données, et ( en déduira les déplacements relcUifs de ces extrémités. Cela fa on appliquerai" à l'extrémité {■!), des efforts inconnus + M,-|-X + Y, 2" à l'extrémité (2), des efforts — M, — X et — Y, égaux et co traires aux premiers. Enfin, on déterminera ces efforts en expi
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mant que lea déplacements linéaire et angulaire relatifs par eux imprimés aux extrémités (1) et (2), sont égaux et Contraires à ceux produits par les forces extérieures.
Soient :
g' (i'^) , (/' ) le déplacement angulaire absolu et les déplacements
linéaires absolus en projection sur Cx et sur Gy, imprimés à la section (1) par celles des forces extérieures qui agissent sur le tronçon A (4) supposé séparé du reste de l'arc ; 3' ' Q'x) 'Q'y) ' ^®^ déplacements similaires de la section (2), produits par celles des forces extérieures qui agissent sur le tronçon B (2).
Les déplacements, sous l'action des forces extérieures, de l'extrémité (2) relativement à l'extrémité (1), ont pour valeurs :
Soient de même :
9" ' (^"i) ' (^"u) '^ déplacement angulaire absolu et les déplacements linéaires absolus estimés suivant Ca et Cy, qu'imprimeraient à l'extrémité (1) les efforts -|- M, -f- X, + Y, agissant seuls sur le tronçon A (1) supposé détaché du reste de la poutre ;
s' ' C^"<o) ' Q"v) ^^^ déplacements similaires qu'imprimeraient, à rextrémité (2) du tronçon B (2), les efforts — M, — X, — Y, y appliqués.
Les déplacements, sous l'action simultanée de -|- M, -j- X, -|- Y, — M, — X, — Y, de l'extrémité (2) relativement à celle (1), ont pour valeurs :
D'après ce qui a été dit précédemment, on doit poser :
w UQ,-V.), + ('■.).-('■!), = »■
Les déplacements entrant dans les équations (a) sont directement calculables par les formules données au théorème du § 33. Si, d'une manière générale, on désigne par M' les moments fléchissants produits par les forces extérieures données, dans les deux tronçons A(l) et B(2^ supposés indéoendants l'un de l'autre, et par
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M" les moments fléchissants produits, soit dans le tronçon A par les efforts -j- M, + X, -j- Y agissant seuls, soit dans le tron B (2) par les efforts — M, — X, — Y agissant seuls, on a :
D'où :
ml
et l'on trouverait de même;
— ?Ëî'^' (Q--(Q=^
Ëï"
Or, le moment fléchissant produit en un point quelconque du tronçon A (1), par les efforts -|- M, -|- X, -|- Y appliqués en a pour valeur
U-\-Xy — Yx, et le moment fléchissant développé en tout point (xy) du troi B (2), par les efforts — M, — X, — "î appliqués en (2),con3er même expression.
On a donc, tout le long de l'arc AB,
M" = M + Xj/ - Yx.
Substituant cette valeur de M" dans les formules (c), il viei
A.B ïj *.B Y A.B y
M \ C'.), - {'■.), = *^ ir * + *? if * - «^ ET ''
A.B u *-^ X« *'^ Va:
('".)r('".),= ¥ m* + ^^^-'J-si"-
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Dès lors, les équations (o) deviennent à cause de (6) et de (c*), en supprimant le facteur constant -??-:
- ds + r" ^ <fo + V ^ (/î - *r ^ dï = ;
G * C i Ci
Je' ci c 1
ci ci ci
Ces équations expriment :
La première, que la somme algébrique des efforts flctifè parallèles -j— <fe, -j- ds, — j2- ds, j— ds, est nulle ;
La seconde, que si l'on donne à ces efforts une direction commune parallèle à Gx, la somme de leurs moments par rapport au point G est nulle ;
Jja troisième, que si on leur donne une direction parallèle à Cy, la somme de leurs moments par rapport à G est nulle.
n s'ensuit que ces forces fictives sont en équilibre astatique.
Il en est de même de leurs résultantes respectives, que nous désignerons par S, F', F", F", et qui ont pour valeurs :
'" = X / I ds—Xf", F"'=— Y / ^ds = — Y?'",
en posant
et en désignant par 6 une longueur arbitrairement cboisie, dont l'introduction n'a d'autre but que de mettre en évidence, dans
l'expression de F, le quotient (-^) qui représente une force, au
lieu de la quantité M qui est un moment.
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,tion des trois dernières résultantes F,
nt les centres des forces fictives parallé
out le long de l'arc : i° —r- ds, îf—^ '. revient au même, des forces fictives s -j- ds, 3" -p ds, qui sont proportionnel
ts centres ifig. 3, p. 22).
.danle des forces extérieures agiss
îxe, quelle que soit la section C que 1 ; forces fictives -p ds, auxquelles il con i d'ic ni d'y. Nous l'appellerons centre fx
' varient de position lorsqu'on considère
puisque les valeurs -j- ds, -p ds des foi
[tiennent j: et y. Nous les appellerons cen
lion C.
pplication u de la résultante S, qui esi
M' fs parallèles -p ds, sa position dépend
;es extérieures appliquées à l'arc, puis Les forces extérieures. Nous l'appellei
t déterminé, ainsi que nous l'iiidiquei
centres o', o", o'" et les valeurs des ii lents iodépendauts des forces extérieure
et une section C donnés ;
ntre variable u et la valeur de la résulU
rendants des forces extérieures.
ves F', F", F'", inconnues d'intensité, i
îs o', o", o'", connus, et la résultante fie
et appliquée au centre variable u, ég iquilibre asiatique, comme il a été dit |
• variable w aux centres o' o" et
D,a,.,zeclbyG00g[c
soient p', p", p™ les points d'intersection de ces lignes avec les côtés du triangle o' o" o'", respectivement opposés aux sommets o', o' et o'". On a, en vertu de la condition d'équilibre sus-indiquée,
Sxp''o, + F''xpV = 0, fi'où \ F" = -S ^, Sxp'"<o + F"'xp"'o"'-0; / F'"=3 — S-^;
et, à cause des trois dernières relations (d),
1 M=_i;^îJî s,
I 9 po
Ces expressions font connaître les quantités cherchées M, X et Y.
g, 38. — GouBtruotiotts auxquelles donne lien l'application de la méthode.
Construction des centbes o', 0°, 0" et des intégrales ?', ç' ET ç"'. — ■ Le centre fixe o' de la travée est le centre des forces flc-
parallèles (-p rfsi, appliquées à chaque élément ds de la
ligne moyenne de l'arc; on le déterminera donc par les règles (le la composition des forces parallèles; voici comment :
Divisons la ligne moyenne en un certain nombre de parties égales de longueur As (fig. 4). Pour la recherche qui nous occupe,
les forces infiniment petites \—^<is 1 peuvent être approximativement remplacées par des forces finies égales à l-p As I, appliquées aux milieux des éléments As.
tives 1
Soient, comme au % 36, n un nombre quelconque et I„ le moment d'inertie d'une section arbitrairement choisie de l'arc.
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Les quantités n, I„ et A« étant des constantes, on peut remplacer les forces fictives i-j— As J par des forces égales ù
et (jui leur sont proportionnelles.
Cela posé, traçons le polygone ab de ces forces considérées d'abord comme parallèles à l'axe des y; puis par un pôle P, de distance polaire B arbitrairement choisie, menons les rayons du
ff
pss:.
yy
in
Il '
polygone des forces; enfin, traçons le polygone funiculaire correspondant et prolongeons-en les côtés extrêmes jusqu'à leur point d'intersection </' .
En vertu d'une propriété connue, la parallèle à l'axe des j/, menée par ce point, passe par le centre des forces parallèles considérées, c'est-à-dire par le centre fixe o' de la travée.
Si maintenant on fait tourner toutes ces forces de 90° autour de leurs points d'application respectifs, de manière à les amener à être parallèles à l'axe des x, et qu'on trace le nouveau polygone
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funiculaire correspondant ('), puis qu'enfin on mène une parallèle à l'axe des x par le point d'intersection gi des côtés extrêmes de ce polygone funiculaire, le point de concours de cette droite et de la parallèle à l'axe des y précédemment déterminée est le centre fixe o' cherché.
La longueur totale du polygone des forces b — t — , c'est-àdire de la droite ab, représente, à l'échelle des longueurs, la quantité suivante, que nous désignerons par *' :
d'où l'on pourrait tirer ?'; mais il est inutile de dégager cette quantité, ainsi que.nous le verrons plus loin.
Les centres o" et o"' correspondants à la section C et les quantités f" et ç" se déterminent de la même manière que le centre fixe o' et que la quantité ç'. Les forces fictives parallèles à faire intervenir dans les épures ont respectivement pour valeurs
— Im — 1„
y — j — et X — j —
Les longueurs totales des polygones de ces forces représentent, à l'échelle des longueurs, les quantités suivantes, que nous désignerons par *' et 4'"
ïiis I 1 nis '
(*) 11 faot obserrer que ]fi» eûtes de ce polygone fuDicalaire sont respectivement perpendiculiures à ceux de mêmes rangs da polygone funiculaire précëdemmeat déterminé ^on nliJisera celle remarque pour le construire, ce qui évitera le tracé d'un nouteau polygone des forces.
nifl f I n4«
REM4RQCE. — Telle que nous venons de l'indiquer, la détermination des centres o', o", o'" exige, dans le cas le plus complexe où l'arc n'a pas d'axe de symétrie, la construction de six polygones
funiculaires. Onpeutéri- |
ter le tracé d'un c polygones.
En effet, supposons qu'on ait déterminé, au moyen de cinq polygones funiculaires, les centres o' et o" et la parallèle rf à l'axe des y sur laquelle doit se trouver le centre o'" (fig. 5).
Soient fc", d'), {c", d"), (c'", d") les coordonnées des centres»',
o", o'" par rapport aux axes Ga: et Cy. Le théorème des moments
appliqué aux forces fictives parallèles donne
Celte relation conduit à la construction suivante : joindre o' C,
mener par o' une parallèle o'n à Gy ; par l'intersection n de cette
parallèle avec o'C, mener à Gx une parallèle qui coupe la droite
g'" au centre o"" cherché.
Construction du ckmthe variable u et de l'intégrale S
On commencera par chercher les valeurs des moments fléchissants M' que les forces extérieures données produiraient dans les deux tronçons A (1), B (2) de l'arc supposé coupé suivant la sec*
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tion C, c'est-à-dire au point (1, 2). Ces moments sont statiquement déterminés, puisque chaque tronçon n'est assujetti à aucune liaison surabondante. On les obtiendra donc facilement, soit par un calcul simple, soit par un tracé d'ailleurs connu (*).
Ceci fait, la construction du centre variable in s'effectuera absolument comme celle des centres o', o" et o'"; les forces fictives
[larallèles à considérer dans l'épure sont égales à M' ■ — i
La longueur totale du polygone correspondant à ces forces représente la quantité suivante que nous désignerons par S :
nAj f I nA s
Détermination des inconnues —r- , X et Y. — Dans les équations (1) (page 27) remplaçons ç', <?", ç'" et S par les quantités *', *", *'" et s qui, en vertu des formules (2), (3), (4) et (5), leur sont proportionnelles; il vient :
(1 bis)
<[>', ■&", 4>"' étant, d'après ce qui précède, des sommes de quantités i 1 i
de la forme 6 — -i — , y — r—, ^ — , — , doivent être regardés comme des longueurs, puisque 6, y, x sont également des Ion-
gxieurs et que les éléments— y— sont des rapports sans dimen&on.
(')Si, dans ce tracé qui, dans le cas où. les forces eitérieures données sont parallèles. eoneisle en la construction d'un polygone funiculaire correspondant A ces forces, on prena pour distance oolairc une longueur égale sur l'épure il A mètres, pour échelle des forces une fraction -y et pour échelle des longueuri unefraction -r onobtient les moments H
1 l'échelle — = ^ ■ m Aft
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C'est donc à l'échelle des longueurs qu'on devra lire sur l'épure les grandeurs des droites qui représentent *', "!>" et *'".
De même, S étant la somme des quantités M' — ~- doit être
considéré comme un moment, puisque les M' sont également des moments. C'est donc à l'échelle des moments qu'on devra lire sur l'épure la grandeur de la droite qui représente S.
Quant kp'iù,p'tù,p"'iù, p'o', p'o", p"'o'", ce sont des longueurs qu'on relèvera comme telles sur l'épure.
Après avoir lu sur les épures toutes les quantités dont nous venons de parler, il suffira de les substituer dans les formules (1 his) pour obtenir les inconnues cherchées.
Une fois M, X et Y connus, les moments fléchissants, les tensions longitudinales et les efforts tranchants produits par les forces extérieures données, dans l'arc encastré à ses deux extrémites, se détermineront en fonction de ces forces et des quantités M, X et Y, par les seuls procédés de la statique. Il n'y a pas lieu d'insister sur ce point. .
% 39.— Détermination directe da moment fléchissant, de la tension longitudinale et da l'effort tranchant en une section arbitrairement choisie.
On remarquera qu'on est absolument maître de la direction à donner aux deux axes rectangulaires Cx et Gy, auxquels on doit rapporter la ligne moyenne de l'arc. On peut, en particulier, mener Gx tangentiellement à la ligne moyenne au point G et Cy normalement.
Dans ce cas, les composantes X et Y deviennent, la première, la tension longitudinale, la seconde, l'efi'ort tranchant en C.
La méthode que nous venons* d'exposer fournit donc le moyen de déterminer directement le moment fléchissant, la tension longitudinale et l'effort tranchant produits dans une section arbitrairement choisie de l'arc, par des forces quelconques situées dans le plan de la ligne moyenne.
I 40. — Détermination directe des réactions aox encaatroneDts.
La méthode indiquée plus haut s'applique à n'importe quelle section de l'arc; si on choisit, par exemple, l'une des seclious
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encastrées A ou B, on obtiendra direotement le moment d'encastrement et les composantes, suivant telles directions rectangulaires qu'on voudra, de la réaction totale de l'encastrement. .
DEUXIEME SECTION
Obax*Kes mobiles. — 1-iieiï.ea d'inaueiioe.
S 41. — Indioationa préUxolnairas.
La détermination des effets produits par le passage d'un convoi, sur une construction quelconque, se ramène au tracé de certaines lignes, dites lignes d'influence, et dont la définition ressort des indications suivantes.
Considérons, par exemple, un arc AB de forme quelconque, encastré ou articulé à ses extrémités (fig. S). Une charge P le par-
court. A toute position D de cette charge correspond' une valeur déterminée de la poussée ; portons-la en ordonnée sur la verticale du point D, à partir d'une horizontale quelconque UU', prise pour axe des abscisses ; soit E l'extrémité de cette ordonnée : le lieu des points E est la ligne ^influence de la poussée.
De même, à chaque position de la charge mobile répondent, en une section G arbitrairement choisie, des valeurs déterminées du moment fléchissant M et des composantes X et Y de la résultante de translation des efforts intérieurs en cette section ; si on porte ces valeurs en ordonnées, ainsi que nous venons de l'indiquer
pour la poussée, on obtient trois points dont les lieux sont respectivement les lignes d'influence des quantités M, X et Y, afférentes à la section C.
Nous exposerons dans ce chapitre une méthode de construction des lignes d'influence relatives aux arcs encastrés aux naissances, lignes qu'on utilisera conformément aux règles générales indiquées par M. Maurice Lévy (Statique graphique, II" partie, page 39), pour la détermination des effets produits par le passage d'un convoi quelconque donné.
S 42. — E^iresiloiu nonvelles du moment fléchiiBant H at des oompokantoB X et T de la riBultante de tranalation des lorces IntérieureB développées en une section C arbitrairement choisis.
Dans les équations (a) du § 37, effectuons les substitutions qu'autorisent les formules {c") du même paragraphe, et chassons le dénominateur constant E ; il vient :
Les trois premiers termes de la première des équations précédentes représentent la somme algébrique des forces parallèles
-p ds, — p di et j— ds, appliquées tout le long de l'arc.
Les trois premiers termes de la seconde équation représentent la somme des moments, par rapport au point C(fig. 3, p. 22), de ces mêmes forces, supposées dirigées parallèlement à l'axe Go; et dans le sens de G vers x ou en sens contraire, suivant qu'elles sont positives ou négatives.
Les trois premiers termes de la troisième équation représentent la somme des moments par rapport à G desdites forces, supposées dirigées parallèlement à Taxe Cy et dans le sens positif ou dans le sens négatif de cet axe, suivant qu'elles sont positives ou négatives.
Nous avons désigné au § 37 par F', F", F'" les intensité» des
M X« YiF résultantes respectives des forces fictives -pds, -Y-ds, T~às,
et nous avons appelé centres les points d'application o', o', o'" de ces résultantes.
Soient (c'id'), [c'^d"), {c"',d") les coordonnées de ces centres par rapport aux axes ùc et Cy,
En remplaçant dans les éijuations (/"), les forces fictives et leurs moments, en fonction de leurs résultantes et des moments de ces résultantes, on obtient
I F-+F'' + F"' = +E(ff;-9'^),
^) j dr + d-F" + a"¥"= + E [Q'\- {Q;\,
( cT- + c"F' + (TF" = — E [(''Jj — (^,\].
Résolvant en F', F' et F'", il vient
_-E[(g.-(^.i.>wH-ii[(''.),-(''.).](.i--^H-ii(»'.-^.)yf-»-.f)
Mr=
-E[i'.i,-(g.>-c>E[(v.-(g,](j-^.^Ey.-«'.)(,/f-c-,n
Le dénominateur commun A de ces formules a pour expression
[1111 (i) A = c'c' c'" =c'd"-f-c"rf"'4-c'"d — c'rf'" — c" (£' — €■" d'.
Or, on vérifie aisément, par des considérations géométriques, que W A = ± 2 X Surface o' o' o™.
Le signe -|- correspond au cas où les pointa o' o" o'" sont tellement disposés que le sens du cheminement o' o" o'" soit celui de la rotation des aiguilles d'une montre ifig. 7), et le signe — correspond au cas contraire {fig. S),
.Par les points o', o", o"', menons des parallèles à Taxe des y jusqu'à leurs intersections q', q", q'", avec les côtés opposés du triangle o', o", o'", prolongés s'il est nécessaire.
Une quelconque de ces parallèles sera considérée comme positive lorsqu'un mobile la parcourant de l'extrémité- portant la lettre o à celle portant la lettre q, se dirigera dans le sens des y
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positif, et comme sens des y
) lorsque ce mobile se dirigera dans le
L'examen des figures {7) et (8) montre immédiatement qu'eu égard â la convention qui précède, on a
2 X surface o'o'o"" — =t (c" — d") x o'q' = ± (c"'— c") x o'q" = ±(c'— c')xo'V.
les signes -j- correspondant au cas où les points o'o'o'" sont situés de telle manière que le sens du cheminement o'o''o"' soit celui des aiguilles d'une montre, et les signes — correspondant au cas contraire.
En rapprochant les égalités (j) et (ft), il vient {/) ^ = (c'— c") X o'q' — if'— c') X o'q" = ((/— c") X o'"q'", quel que soit le sens du cheminement o'o'o'".
Substituons ces expressions de A dans les formules (A) et remplaçons en même temps F', F* et F* par leurs valeurs données par les relations (d) du § 37 ; nous obtenons après réductions
/ („rt,-ï=^i[(g-(f,),]+^[(g,-(g,]+£^B[^,--i,',].
(6) (oY)T-x=-4(g,-(g,]+iESE[(',).-('.),]+i^EK,-i',].
Ces formules font connaître les valeurs du moment fléchissant M et des composantes X et Y, suivant deux directions rectangulaires arbitrairement choisies, de la résultante des forces intérieures en la section C, en fonction des constantes de l'arc et dss
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déplacements que prendraient, sous raction des forces extérieures données, les sections extrêmes (i) et (2) des tronçons A (1) et B (2) de l'arc supposé coupé en C.
Oa remarquera que les équations (6) restent exactes lorsque les déplacements précités sont le résultat de dilatations ou de contractions produites par des variations de température.
] 43. — Expressioiui dn moment fléohls>ant et des oompountea horizontale et vertloale de la réaultante de tranalatltm de* eticarte Intéiieura produits en nne eeotion donnée de l'aro, par
d'ane charge mobile. — Lee efforts flctUs ^-^ — di, ~1* dt. — Théorème relatU a
Soit P la charge mobile ; nous nous proposons de déterminer le moment fléchissant M et les composantes horizontale et verticale X et Y de la résultante des efforts intérieurs développés par la charge P, en une section G arbitrairement choisie (fig. 9)
Les directions attribuées aux composantesXetYimposent celles des axes Ca; et Cy auxquels il convient, comme précédemment, de rapporter la ligne moyenne de l'arc : Ca; sera donc horizontal et Cy vertical.
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Appliquons à U détermination de M, X et Y les formules finales (6) du § 42.
A cet effet, calculons les termes inconnus (O (l'^\ g' des
seconds membres, c'est-à-dire les déplacements linéaires et angulaires absolus que les forces extérieures, qui se réduisent ici au poids mobile, imprimeraient aux sections (1) et (2) des tronçons A (1) et B (2) de l'arc supposé coupé en G.
n y a lieu de distinguer suivant que la charge mobile se trouve sur le tronçon B (2) ou, au contraire, sur le tronçon A {1).
1" La charge mobile se trouve sur le tronçon B (2).
Soit, à un instant donné, D le point d'application de la charge mobile P sur le tronçon considéré.
Lé tronçon A (1 ) ne supportant aucune charge n'est pas déformé, en sorte que
Il reste à calculer (l'^\ /l'\ et g', déplacements linéaires et
angulaire produits en (2) par le poids P appliqué en D, et que nous représenterons aussi par (ly* , fiy et j" , pour rentrer dans un
système de notations déjà usité (1™ partie).
En vertu du premier théorème de réciprocité (§ 6), le déplacement horizontal iiy*, produit en (2) par la charge P appliquée en
D, est égal au déplacement vertical il y qu'imprimerait au point
D une force horizontale égale à -]- P, appliquée à l'extrémité (2) du tronçon B (2); c'est-à-dire que
Or, cette force horizontale -|- P développerait, en chaque point (xy) du tronçon B (2), ou BG, un moment fléchissant égal à — Py. Par conséquent, on a, d'après la formule (IV) du § 33,
Donc finalement
De même, et toujours en vertu du premier théorème de réciprocité, le déplacement vertical {ly, produit en (2) par la charge
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P appliquée en D, est égal au déplacement vertical (l V qu'imprimerait au point D une force verticale + P, appliquée à l'extrémité (2) du tronçon B (2) ; c'est-à-dire que
Or, cette force verticale -f- P développerait, en chaque point {xy) du tronçon B (2), ou BG, un moment fléchissant égal à -f- Pœ; par suite, d'après la formule (IV) du § 33,
Donc enfin
* iS D i
En vertu du second théorème de réciprocité (§ 7), le déplacement angulaire g , imprimé à la section (S) par la charge P appliquée en D, est égal au déplacement vertical (ly qu'imprimerait au
point D un couple égal à -+- P, appliqué à la section extrême (2) du tronçon B (2) ; c'est-à-dire que
Or, ce couple + P produirait, en chaque point {sy) du tronçon B (2), ou BG, un moment fléchissant égal à — P ; par conséquent, d'après la formule (IV) du § 33,
Donc finalement
2° La charge mobile ge trouve sur le tronçon À (1). Dans cette hypothèse le tronçon B (2) n'est pas déformé, en sorte que
(Q , (l'y\ et g' se calculent par la méthode qui vient d'être suivie pour l'évaluation des déplacements (''),('!) et g' de l'extré-,
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mité (2) du tronçon B (2), lorsque c'est ce dernier qui porte la charge mobile. On trouve :
D étant toujours le point d'application de la charge.
En portant successivement dans les équations (6) du § 42, les valeurs simultanées des déplacements, données 1» par les formules (o), (6), (c), (d), ^0 par les formules (o'), (6% {c'), {d'), on a :
i" Lorsque la cftorj^ mobile se trouve sur la partie d'arc B (2), ou BG.
(.,),X = PJf7[i, 5 L^ J_,
2" iors^ /fl cAflrje moWte «(nwve sur ta partie d'arc A (1), ou AC— (ort,-j = -PJir7[i, ! La_ J_,
(-(.-0,-Y^-PJ7[y--<'''-'^^,^+/'''-'''^^- Posons
c-if-
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— M — 1" Lorsque la charge mobile se trouve sur la partie d'arc BC :
(o'q") »■ X = p jf r Li- J,,
_ (0-,-) ,- Y = F Jf 7«-p- A.
^ Lorsque la charge mobile se trouve sur la partie d'arc A G :
(V { (oY)?'x=-p jfV^^^rf*. ■
-(d''f)f-"Y — -PM7^-^dt.
Si l'on regarde z', z' et i" comme des ordonnées répondant aux abscisses at, on voit que les équations (8) représentent trois droites :
La première passe par les centres o' et o'" (fig. 9), car son équation est satisfaite : 1" si on y fait x=c', a' = d* ; 2° si on y fait X = c", z' = (f"; Et on vérifie de même que la seconde passe par les centres o' et «'", tandis que la troisième passe par o' et o'.
Par suite, {y — a'), (y — z'), (y — a"') sont les segments d'ordonnées, — autrement dit de verticales, — compris respectivement entre les droites o'o"', o'o'", o'o" et la ligne moyenne de l'are, ces segments étant comptés positivement pour les tronçons de ligne moyenne situés au-dessous de ces droites et négativement pour ceux situés au-dessus.
Dès lors, en remarquant que les quantités (oY), ("'î'), {«"'q'"), il ?', f" et b sont des constantes pour la section C considérée, et en se rappelant que D désigne le point d'application de la charge mobile, on traduit immédiatement comme suit les équations (9) et (9'):
Théorâhk I. — Élani donnés un arc AB encastré à ses extrémités, parcouru par une dutrge mobile, et une section transversale G arbitrcU- Ttmtnt choisie, si on applique successivement des forces fictives verticales,
1° tllL ds, 2° ?^~* - ds, S» y .— — ds, tout le long de la ligne
tnoyenne, — les quantités y — z', y — s', y — s"" étant respectivement
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— Ailes segments de verticales compris eatre la dite ligne et les côtés û'oî", o'o"', o'o" du triangle formé par le centre fixe o' de la travée et les centres o" et o"" correspondants à la sedion C :
i" — (a) La somme des moments, par rapport à un point qtielconque D
situé entre la section G et la retombée B , des forces fùiives ^— ? — ds
réparties entre cepoint et le point B, est proportionnelle au moment
fléchissant que la charge mobile produit en G lorsqu'elle passe en D.
(b) La somme des moments, par rapport à un point quelconque D
situé entre la section C et la retombée A, des forces fictives ^— s — ds
r^rties entre ce point et le point A, est proportionnelle au moment fléchissant que la charge mobile produit m C lorsqu'elle passe en D.
S** — (a) La somme des moments, par rapport à un point quelconque D
situé entre la section Cet la retombée B, des forces fictives ^—s — ds
réparties entre ce point et le poita B, es( proportionnelle à la composante horizotUtde de la résultatde des efforts intérieurs développés d(ms la section G lorsque la charge mobile passe en D.
(b) La somme des moments, par rapport à un pinnt quelconque D
st(«^ entre la section Cet la retombée A, des forces fictives "—r — ds
réparties entre ce point et le point A, est proportiormelle à la composante borizontaie de la résultante des efforts intériews dév^oppés dans la section G lorsque la charge mobile passe en D.
3° — Les propositions (a) et (b) s'appliquent également aux forces
fictives ^—j — ds, et à la composante verticale de la résultante des
efforts intérieurs dévdoppés dans la section G par le passage de la diarge mobile.
En se référant à une propriété connue des courbes funiculaires et à la définition des lignes d'influence, on transforme comme suit le théorème qui précède :
Théobéub II. — Etant donnés un arc encastré à ses deux es^émités, parcouru par une charge mobile, et une section lransvers(Ue C arbitrairement choisie, si on applique successivement des forces fictives verticales
- ds, 2° ~ — î — ds, 3° -^—s — ds, tout le long de la ligne
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moyenne de fore, {y—s% y — s', y— V" étant les segments de verticales précédemment définis), qu'avec des dialanoes pdaires orbi- Iraires on otmttruise les trois courbes funiadatres correspondantes, qu'on ti^e des tangetUes aux deux extrémités de chacune de ces courbes et qu'on arrête ces tangentes à la verticale du point C :
Les segments de verticales compris entre chacune de ces courbes funiculaires et les tangentes y relatives sont respectivement proportimnds aux ordonnées des lignes d'influence du moment fléchissant et des composantes horizontale et verticale de la résultante de translation des efforts intérieurs développés dans la section C.
- Propriétés des oourbes tniUoulalras oomsponAantM aux
lorces tioUvei ->
Théorème I. — Les tangentes aux extrémités de la courbe fmiculaire
eorrespondante aux forces fxiives verticales -^—^ — ds , réparties tout le long
de Carc, se coupent sur la verticale du centre de gravité G de h section considérée.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la résultante des forces fictives en question, réparties tout le long de la ligne moyenne AB de l'arc, passe par le point 0, ou, par suite, que la somme des moments de ces forces par rapport à C soit nulle ; c'est-à-dire que
telle est l'égalité à vérifier.
Or, en chaque point (xy) de la ligne moyenne de l'arc, st' a pour valeur, d'après les équations (8) du § 43,
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Mais, ea vertu du théorème des momeuts,
puisque c" est l'abscisse du centre o"' des forces fictives parallèles yds réparties tout le long de l'arc.
Par conséquent
Or rf" étant l'ordonnée du centre o"' des forces fictives parallèles ? dfi, ona
Donc finalement
C'est précisément l'égalité qu'il s'agissait de vérifier.
Théorème II. — Les tangentes aux extrémitéi de la courbe faniatlaire
eorrespondante aux forces fictives verticaies ^—^ — ds, r^arties tout fe
long de l'arc, sont situées dans le prolongement Fune de l'autre, oa, autrement dit, coïncident avec la ligne de fermeture de cette courbe.
Cette proposition résulte immédiatement de ce çue les forces fictives en question sont en équilibre, ainsi que nous allons le montrer en vérifiant les deux égalités
(a) r'ti£:i,=o et r(y^é,y=o.
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En effet, en chaque point (œ^) de la ligne moyenne de l'arc, z' a pour valeur, d'après les équations (8) du § 43,
Qonc
r^ /»B rs
et
Ji'ic. i—d'" l X* , , e"'d' — c'd" / x.
Mais, en vertu du théorème des moments,
jid, = c'ji et j^d, = i-r'-d,.
puisque c' et c" sont les abscisses des points o et o', centres respeclife des forces fictives parallèles -=- et y ds réparties tout le long de l'arc.
Par suite
/"s". l (f-rf"^ , e"d!~€dr\ (^ds , f'ds
et
Or, d et rf" étant les ordonnées des centres o' et o"' des forces fictives parallèles -r et ■? ds, réparties tout le long de l'arc, on a
D,j.,.db,Googlc
donc floalemeot
XB /'b /»b /»b
Ce sont les égalités qu'il s'agissait de vérifier.
ScoLiE. — La première des équations (o) montre que k polygone des forces fictives verticales ^—^ — ds est fermé.
Théorème III. — Les tangeiUes aux extrémités de la courbe funiculaire correspondante aux forces fictives verticales^—: — ds,r^rties tout le long de l'arc, sont parallèles.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le premier et le dernier rayon polaire du polygone des forces fictives ^-^ — ds coïncident, ce qui nécessite que la somme algébrique de ces forces soit nulle, c'est-à-dire que
/ t^ds = 0, ou bien I Çds= 1 ^ds;
telle est l'égalité que nous allons vérifier.
En chaque point (sey) de la ligne moyenne de l'arc, i'" a pour valeur (équations (8) du § 43)
~ c'— c" "*" c'~c" Donc
Hais
rfs puisque c' est l'abscisse du centre o' des forces fictives -p réparties
tout le long de la ligne moyenne.
Or
puisque d' est l'ordoimee du centre o' des forces fictives -p. Donc eufln
Ce qui justiâe la proposition énoncée.
ScOLiE. — L'équation (6) montre que te polygone des forces *kHves verticales - — s — ds est fermé.
Tbéobèhe rv. — Les trois courbes fimiculaires correspondantes aux
forces ficlives^-^^^ds,^—, — dset^-^ — ds prisentenl des points
d'inflexion situés sur les xxrticales des points (finfersecfwn respectifs des trois droites 0*0", o'o'" et o'o' avec la ligne moyenne de l'arc.
Cette proposition résulte immédiatement de ce qu'en ces points (l'intersection les forces flct ves dont il s'agit s'annulent en changeant de signe.
I 45. ~ Construotiott des lignes d'influence du moment UéciûBsant et des compossntes horizontale et verticale de la résultante de translation des eUorta intérieurs développés en une section C arbitrairement choisie.
Le théorème II du § 43 ramène cette construction à celle de trois courbes funiculaires correspondantes aux forces fictives verticales ^T^ - ds, ^~r^ . ds et ^~!^ ds réparties tout le long de la
ligne moyenne de l'arc.
Divisons cette ligne moyenne en un certain nombre de parties
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As égales entre elles, As ayant la même valeur qu'au § 38 (Construc lion des centres).
Nous pouvons substituer, sans erreur appréciable, aux trois courbes funiculaires dont il s'agit, trois polygones funiculaires correspondants respectivement à des forces fictives élémentaires
finies "~ ■ As, ^-^ — As et ^^ — As, appliquées au milieu de
chaque élément As de ligne moyenne.
De plus, il convient d'affecter ces forces fictives du coefficient
.constant ~- déjà employé dans la détermination des centres et
des quantités <f\ ç" et ç" (§ 38), — c'est-à-dire de leur attribuer les valeurs suivantes :
df — s')—, (ff— «")-|- et (y — a-)—.
Traçons f^j/. 3, pi. 200j les trois polygones de ces forces fictives, lesquels se réduisent à trois droites, en ayant soin de commencer par l'extrémité Ade l'arc; puis choisissons, sur les horizontales menées par les origines a', a", a'" de ces polygones, des pôles p',/»', y" dont les distances polaires B', B", B", pour l'instant arbitraires, seront regardées comme positives ou comme négatives, suivant que les pôles seront à gauche ou à droite des polygones des forces; enfin, construisons les polygones funiculaires correspondants a'C'b', a'Cfe', a"C'"b'", dont nous faisons coïncider respectivement les premiers côtés avec les horizontales UiU',, UjDi, îlaU's, et dont nous prolongeons les premiers et les derniers côtés jusqu'à la verticale du point C.
Ces polygones funiculaires ont pour limites, lorsqu'on fait décroître indéfiniment As, les courbes funiculaires des*^— r — ds, S— — ds et ^^— T— ^ > lesquelles jouissent des propriétés énoncées au § 44 (théorèmes I, II et Hî).
Donc:l°lederniercôtét'c'du polygone funiculaire correspondant
n^ aux forces fictives {y — z') — r— , coupera U,U, en un point & situé
sur la verticale du point C : 2» le dernier côté b"c" du polygone
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avec UjUi et fermera par conséquent le polygone ; 3° le dernier côté b"'d" du polygone funiculaire correspondant aux forces fictives
{j; — 3*") —T- sera parallèle à UjU*,. Ce sont là des vérifications de
l'exacritude des constructions.
Désignons par K'H', K'H" et K"'H'" les segments de la verticale d'un point quelconque D de l'arc, interceptés respectivement par ces trois polygones et leurs côtés extrêmes, prolongés jusqu'à la verticale du point C, segments que nous regarderons comme positifs ou négatifs, suivant que les points H seront au-dessous ou audessus des points K; on a, en vertu d'une propriété connue des polygones funiculaires :
En tout point D silui^ dnns la partie d'arc BC :
-|-Jfriy-5')^ = B'xK'H',
-|-Jfr(ï-3")~ = B"'xK''H",
+ K7{y-z-") '^ =B"XK"'H'
En tout point D situé dans la partie d'arc AC :
Jfr(//-3')-^=B'xK'H',
-MYlU-^')
— M Y (ij-s-") -j- =B"'xK"'ir",
étant entendu que les segments de verticales sont lus à Téclielle des longueurs, et les distances polaires à l'échelle des forces fictives employées, qui est celle des longueurs, puisque lesquantités y — s') V — s' 5 y — '" sont des longueurs, que n est un nombre
sans dimension et que -p est un rapport.
En multipliant les deux membres de chacune des relations pré- , «As -, ,
cédentes par le facteur constant
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+xr'-/^ 7'b-xk'h-,
Jf7»7°'4.-"j'"B'xKTr,
+ irrï^' 4«= ^B'xK-H-,
ï>-"'i,-'^'B-XK-H-,
-^°MY''-/i. "f'B-xK-H".
Par suite, à cause des équations (9) et (9') du § 43, et à la substitution près des forces fictives élémentaires flniea aux forces fictives infiniment petites, on a, en un point quelconque D de Tare, c'est-à-dire pour toute position de la charge mobile V, nÂt^
6 li/q),
En remplaçant p', ?" et ç'" par leurs valeurs tirées des relations (2), (8) et (4) (lu §38, il vient
M PxB'„
(oY)^'
Cela posé, désignons par P, B*, ÔY, ^', K'H', etc. les longueurs brutes, — abstraction faite de toute écbelle, — des lignes qui sur l'épure représentent les quantités P, B', o'q', *', K'H', etc...
Soient, en outre, j 1 échelle des forces et y l'échelle des Ion* gueurs.
On a
- B' X /, o'q' ^ o'q' X /) K'H'^K^x/,etc..<
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En substituant ces valeura dans les trois équations précédentes nous obtenons
Or, on peut toujours prendre pour distances polaires B', B',B" des longueurs données par les formules
auquel cas les équations précédentes se réduisent, à
MrsKÏPx/; X=:KÏÏrx/", Y=ïrH^X/";
et l'on peut dire, dès lors, que les segments de verticales K'H', K"!!" et K^H", correspondants aux polygones funiculaires tracés avec les distances polaires ci-dessus, représentent, à Féchelle des forces, les
quantités-r-, X et Y (*), ou encore qu'ils sont égaux aux ordonnées
des lignes d'mfltance des dites quantités.
Par suite, si l'on porte ces segments en ordonnées, à partir des droites horizontales UiUi, UjUj, UjUâ, choisies comme axes des abaciases, les lieux des extrémités de ces ordonnées seront les lignes d'influence cherchées.
En raison de la position que nous avons eu soin de donner aux premiers côtés des polygones funiculaires, cette opération se trouve toute faite pour les parties o'C et a"'G" des lignes d'influence de
'-r et de Y, qui correspondent à la partie d'arcAC,etelleest complètement réalisée pour la totalité de la ligne d'influence de X.
On remarquera qu'en ce qui concerne la ligne d'influence de Y, l'opération en question se réduit à transporter parallèlement à elle' luème la partie 0"'b'" du polygone funiculaire des efforts fictif
{y — ' s'") — j— 1 située à droite de la verticale de G, de manière à
(*) Dus ta figure 3 (pi. 200J, on a pris 5*= + '° 1> , de sorte que PïP" représante P — YetUffli -hT.
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amener le côté exti'éme de droite de ce polygone en coïncidence avec U3U3 ; la translation a donc lieu d'une quantité égale à la distance verticale des côtés extrêmes (•). -
Quant à la ligne d'influence de X, il résulte de ce qui précède qu'elle se confond avec le polvgone funiculaire des efforts fictifs
Nota. — Il est facile de tracer directement, — c'esl-â-dire sans effectuer le report des segments tels que K'H', — la portion
b'fi' de la ligne d'influence de la quantité-r- ; à cet efl'et, on
constroira à part un polygone de celles des forces fictives
{y — =')-r <^'ont les points d'application sont sur la portion d'arc
ijB; soit y'iP', ce polygone. Puis on prendra un pôle p\, de de distance B', sur l'horizontale de l'extrémité g',. Enfin, ou tracera le polygone funiculaire correspondant, en commençant par la droite et en ayant soin de faire coïncider le côté extrême (le droite avec l'horizontale U.U',. Ce polygone funiculaire sera précisément la partie de ligne d'influence b'iC cherchée.
Résumé des constructions à effectuer -pour déterminer les lignes à influence du moment fléchissant et des composantes horizontale et verticale de ta résultante des efforts intérieurs développés en une sectiou G arbitrairement choisie.
1" Construire les quantités"*', W, 5^, ainsi que le centre fixe 0' de la travée et les centres 0" et «'"correspondants à la section C (§ 38); joindre ces centres et mener les lignes o'q', o'q" et o'V" (§ 42^
2° Tracer trois polygones funiculaires, de distances polaires p = E2f , g7^(gag: p^K^g^, correspondants i
des efl'orts fictifs verticaux ayant respectivement pour intensités 1 1 1
(y — 3') —r-< {y — z") —r-' {y— s'") -ï-> n et U ayant les valeurs
(•) n esi ftcile d» démontrer que cette dislaoce verticale représente la charge P â l'échelle des forces.
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déjà employées pour là construction des quantités"*^,*","*" et des centres o', o" et o'".
S"» Ramener les ordonnées de ces polygones, comptées à partir des côtés extrêmes prolongés jusqu'à la verticale de 0, à avoir leurs pieds sur les axes U,U;, UjUâ, Ualli.
§ 46. — Lignes d'Influence des quantités H, X et T oorrcspoudantes aux diverses seotions de l'arc.
Lorsqu'on aura constniit, ainsi qu'il vient d'être dit, les ligues d'influence relatives à une section C quelconque de l'arc, on utilisera les résultats obtenus, pour simpliiier très notablement les constructions similaires à effectuer pour la détermination des lignes d'influence relatives à d'autres sections arbitrairement choisies.
Nous allons établir en effet : -
1° Que les centres o" et o"" relatifs à la section G étant connus, on en tire immédiatement ceux o''t,o'"i, relatifsàune autre section C, arbitrairement choisie ;
2° Oue les deux polygones funiculaires des efforts fictifs
fî/i — ^l) — I — ei(yi~'^T) — i — t polygones dont se déduisent les
lignes d'influence des quantités X et Y relatives à la section G,, sont identiques à ceux des efforts fictifs'
{y—z") -^^ et {y— 3'") — p- ,
construits pour la section C, et qu'en conséquence il n'y a lieu (l'effectuer, pour la section G,, que le seul tracé du polygone î\Xr
uiculaire des efforts fictifs (y, — ^\) — j — > polygone qui fait connaître la ligne d'influence du moment fléchissant en la dite section.
Propriétés relatives aux centres o" es o'" correspondants
AUX DIVERSES SECnONS DE l'ARC {')
Théor&he I. — Lorsque le centre de gravité C décrit la ligne moyenne
{'j Voir la Note 1. — Propriétés 4et dro^ qui joignent tes eeatrei.
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(lé l'arCf en entraînant d'un mouvement de tran^tion les aœs de ooordonnées CxetCy :
i" Les centres o' et o'" correspondants décrivait datœ droite» issues du centre fixe o' de la travée ; autrement dit, les côtés o'o' et t/o'" du triangle des centres restent fixes, tandis qw le troisième d'o'" se déplace;
2° La sitiMtion du point C étant supposée rapportée à deux axes de coordonnées ^xes, Vun o'x' horizontd, raittre c'y' vertical {(ig. 40, p. 468), les distances o'o" et o'o'" varient en raison inverte : ta première,de l'ordonnée, la seconde, de l'abscisse du centre de gravité de la section mobile ;
3° Les produits {o'q")^" et {o"'q'")^'" restent constants ;
4° Lesproduits (e" — c')^" et(c"' — e')ç"' restent également conslar^{').
l" — Les points o" et o'" sont respectivement les centres des forces
fictives parallèles -■;- ds et -,- ds, dont les valeurs dépendent de
la position du point C, origine des'coordonnées a; et y.
Les coordonnées de o" et de o"' par rapport à Cx et Ci/ sont données par les formules :
Convenons maintenant de regarder la fibre moyenne AB de l'arc comme une ligne matérielle dont le poids de chaque élément ds
ds serait égal à -
ClLa nature de la questioD qui fïiit l'objelde ce cbapitre exige que le point C toit prit aur ta ligne moyenne de l'arc. Haii 11 tant remarquer que lei quatre pn^MMitioni ci-deasus ont un caractère purement géométrique et qu'elles restent vraies, km mËme que le point C, considéré alors seulement comme origine des cootdonoéos Cx et Cy, le déplace dans le plan de la ligne moyenne sans Être assujetti A rester sur cette ligne.
On remarquer* ana^i qu'elles sont encors applicables lonqu les axes Ca et Cy, au lieu d'être, l'un horizontal, t'aulre vertical, ont des directions rectangulaires quelconques; dans ce cas, les axes oV et o'y' du iadoiteot^tre menés perallèleiiMiit à Caeti (^,
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Le poiat o' est le centre de gravité de cette ligne. Les dénominateurs des expressions de c', d", </" et d" représentent les moments de la dite ligne pesante par rapport aux deux plans, l'un horizon' tal, l'autre vertical, qui ont pour traces Gr et Gj/ sur le plan de la ligne moyenne ; les numérateurs en représentent les moments du second ordre par rapport aux mêmes plans.
Désignons par a;' et y" les coordonnées d'un point quelconque de la ligne moyenne relativement aux axes o'x' et o'y' parallèles à Cœ et à Cy et passant par le centre de gravité o'. On a, d'après les propriétés connues des moments du premier et du second ordre,
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où c' et (f sont les coordonnées de o' par rapport aux axes Gx et Cy. En substituant ces yaleurs dans les formules (o), il vient
int
Tîî ■ " - Tii!— l- 715-
en posant
A', B' et C sont des constantes indépendantes de la position du point C, puisque les axes de coordonnées ox" et oy' sont fixes.
Si on désigne par 7", B" et y"", 5'" les coordonnées des centres 0* et 0"' par rapport aux axes o'x' et o'y', les relations (b) donnent, eu égard aux formules connues de changement de coordonnées,
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D'où
l'on tire
Ces équations ont pour seconds membres des quantités constantes. Si on y regarde les î et les f comme lés coordonnées courantes des points o" et o'", elles représentent deux droites passant par l'origine o' des coordonnées.
Donc, lorsque le point C décrit la ligne moyenne de l'arc, les lieux des centres o" et o" correspondants à ce point, sont deux droites (').
2° — Les coordonnées des centres o" et o'", correspondants à une section C quelconque, prises par rapport aux axes o'x', o'y', sont lionnéesparles formules ((f). De même, les coordonnées ï'',i3",)T'"( ?'", des centres 0° et o"', correspondants à une autre section C, arbitrairement choisie, ont pour expressions :
où c, et d", sont les coordonnées du centre fixe o' par rapport aux axes G,ar, et G,y^ parallèles à Ca: et à Gy (^g. iO, p. S5J. Des formules (rf) et de celles ci-dessus on déduit
et, en vertu de la propriété projective des rapports,
Or, si on désigne par Ç, i) et Ç,, >], les coordonnées des points C et C, relativement aux axes oV et o'y', on a
c' = — ï, (f = — n, c'^ = — l, iP^ = — -ï\^; d'où, finalement,
7ô\ ~ "V ^ ôv^ ~ X' Ces relations justifient le 2« du théorème.
C) Oa démoDlKnit bellement que la droite ûie o'o'" est la liçnt de fermtiure de rare et que, par snite, la courba funiculaire des forces Active» — - — d] est la ligne de pauttét de U. Haurice Lévj.
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3" — Nous allons montrer maintenant que les produits {o'<f)<f'' et {o'"9")ç"' sont constants, quelle que soU la position du point G
(f' et ç'" ont pour expressions (fonnules (e), § 37)
ou, puisque c' et d' sont les coordonnées du centre fixe o' relativement aux axes Cx et Cj/, et que ce point est le centre des forces
D'autre part, les droites o'o'", o'o", dont lea coefficients angulaires sont les seconds membres des formules (e), ont pour équations, par rapport aux axes Cx et Cy,
et les ordonnées r"q", r"Y" de ces droites, répondant respectivement aux abscisses c° et c'", ont dès lors pour valeurs
Remplaçons (d'— d"), (c"— c'), {c^—d") et (c"— c'), par leurs valeurs tirées des fonnules (6) ; nous obtenons
oY = (-B-+-£l)-^,
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Les relations (3) et (j) donnent, pour les produits (fi'q')^' et
(û"'9")ç'", les valeurs suivantes
qui sont des constantes, ainsi que nous l'avions anaoacé.
4° — U reste à démontrer enfin que les valeurs des produits (c' — &)^'' et {d" — c')f sont indépendantes de la position du point C. Les équations (fc) donnent
Multipliant membre à membre ces deux relations x,\ les deux équations {g) on obtient, pour (c* — c')ç' et (c' — c')?", les valeurs suivantes
et {c"-Oç'" = A'' / ^= I ™ds,
qui sont constantes.
Étant donnés le centre fixe 0' de la travée et les centres 0" et 0* corresrokdants a une section g, constbuiite les centres 0* et o'" corilbsi>ondants a une autre section c^ arbltitalhesent choisie.
D'après le i" du théorème précédent, o'et o'I'se trouvent sur les droites fixes o'o" et o'o'" connues; on a de plus, en vertu du 2" dudit théorème [formules (/)],
Ces relations conduisent immédiatement à la construction suivante (fig. 40, page 55).
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Projeter C et C, sur o'a;' et sur o'y' pour déterminer les coordonnées de ces points, savoir ;
Ç = o'e, ■ 5, = oV„ y; = o'f, r^ = o'fi ; puis tirer o''f^ et par f mener à cette ligne une parallèle qui coupe o'o" au point o", cherché.
Enfin, tirer o"'«, et par e mener à cette droite une parallèle qui rencontre o'o'" au point o"', cherché.
Remarque. — 8i le point C, vient en E ou en F, sur l'axe o'x', son ordonnée nj, s'annule, et la première des formules (/) donne alors o'o"^ — « ; o", est donc rejeté à l'infini sur o'o", et la droite o"',»", devient une parallèle menée par o"', à o'o".
Si C, vient en G sur l'axe o'y\ son abscisse Si s'annule, et la seconde des formules (e) donne alors o'o"', — c© ; o"\ est donc rejeté à l'inflni sur o'o'", et la droite o''^o"'^ devient la parallèle menée par
Les lignes b'influencb des quantités M, X et Y afférentes a une
SECTION c, d'ailleurs QUELCONQUE, ÉTANT CONNUES, CONSTRUIRE LES LIGNES DE HÉHE NATURE AFFÉRENTES A UNE AUTRE SECTION G, ABBI- TRAIREHEKT CHOISIE.
Théorème II. — Les polygones funiculaires des efforts ficlifs
correspondanfs à la section C, aj-bitrairement choisie, sont respectivement identiques à ceux des efforts fictifs
correspondants à la section C.
En effet:
1° Ces polygones correspondent à des efforts fictifs égaux, car, les droites o'o"', et o'o'", d'une part, o'o", et o'o", d'autre part, coïncidant entre elles (1° du théorème précédent), on a : y, — s", — y — s" et i/,— s'", = y—z'" ; ^
2" ils ont respectivement mêmes distances polaires (B", = B", B'",=B'"), ainsi qu'il résulte immédiatement des expressions, xle
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ces distances, données au § 4S (page 5i), et du 3" du théorème précédent en vertu duquel on a
{o\q\)f\ = (o'q")'?'' et {0,"'g"',)?'". = {o""?"')?"'. OU, d'après les relations (3) et (4) du § 38,
(o",q",)*"i = {o'(f)^" et (o'",/',)*'", = (o"'ç"')*'".
Conséquences. — 1'^ Les lignes d'infiuenee de la composante X sont les mêmes pour toutes les sections de l'arc et se confondent avec h polygone
funiculaire des (i/ — z") — j — tracé pour la section C.
En effet, pour toute section C, par exemple, la ligne d'influence lie X n'est autre chose que le polygone funiculaire des effoi-ts fic-
tifs (j/,-=\) -
Ihéorème précédent, ce polvgone est identique au polygone funi-
ciilaire des (y — s") — : — relatif à la section C.
â" Les lignes d'influence delaeomposante Y reltUives aux diverses sections (k l'arc se déduisent toutes du seul polygone funiculaire des efforts fictifs
(,'/ — j"') — î — relatif à la seclioji C.
Il résulte, en effet, immédiatement du théorème précédent et de la construction indiquée au § 45 qu'il suffira; pour obtenir la ligne d'influence de Y afl'érente à une section Gj arbitrairement choisie, de transporter parallèlement à elle-même, dans le scDs vertical, la partie du polygone funiculaire o'"C"'è'" (PI. 200,
Pg. 5) des (y — s'") — p-r, située à droite de la verticale du centre
de gravité C, de cette section, — l'amplitude de cette translation étant égale à la distance verticale des côtés extrêmes parallèles de ce polygone.
La ligne d'influence cherchée se composera de la partie non déplacée et de la partie déplacée occupant sa nouvelle position.
On pourra effectuer, une fois pour toutes,en «'",6'"„ la translation de la totalité du polygone funiculaire. Alors, pour une section C^
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quelconque, la ligne d'influence de Y sera formée : i" de la partie oTC'^ du polygone non déplacé, située à gauche de la verticale de C», 2" de la partie (G'i'), b'", du polygone déplacé, située à droite de cette verticale.
ConcLUSiON. — En résumé, après avoir déterminé par les méthodes indiquées aux §§ 38 et 4S, le centre fixe o' de la travée, les centres o" et o" correspondants à une section C arbitrairement choisie (*), les polygones funiculaires des efforts fictifs
et, par suite, les lignes d'influence des quantités M, X et Y, correspondantes à la dite section, on se trouve connaître la ligne d'influence de X relative à toute autre section G„ puisque cette ligne est la même pour toutes les sections ; et il sufflt :
i° Pour obtenir ta ligne dinflumce de Y relative à toute autre section G„ d'efi'ectuer la translation du polygone funiculaire des
{y '—s'") — m — indiquée plus haut.
2" Pour déterminer la Hgnt d'influence de M relative à une section C, quelconque, de construire les centres o', et o"\ correspondants à cette section, ainsi qu'il a été indiqué au présent paragraphe, de tirer o",©",, — ce qui fait connaître les segments de verticales
{y\ — s'i) et. pal" suite, les efforts fictifs (y, — z\)- — p— , — enfin,
de tracer un polygone funiculaire de ces efi'orls qui fournit la ligne d'influence cherchée {§ 43).
% 4ï. ■-" Cas partiotdier où l'arc «st d« ofamotUM «ymétTititto par rapport & la verticale du mlliatt ds la corde.
Dans cette hypothèse, les constructions indiquées précédemment se simplifient, ainsi que nous allons le montrer brièveiùent.
C) Oapeat,p>r exemple, cboisiiuna des sections d'eiica*ti«iiietit, A ouB; lesquuitllés U, X et Y correspondantes tatA alors, la première, le momeot d'encastrement, les detix antres, les comp08«ntes horizontale et verticale delà résctluide l'encas^ement con«dëré.
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Centre fixe de la travée et centres correspondants a une SEcnon
i° Le centre fixe o' de la travée et le centre o" correspondant à une section quelconque, sont situés sur la verticale du milieu de la corde (fig. tl), car ces points sont respectivement les centres
des forces fictives parallèles —s— et -S- ds qui, — lorsqu'elles
sont dirigées verticalement, — sont deux à deux symétriques par rapport à la verticale dont il s'agit.
fp Le centre o'" relatif à une section G quelconque, se trouve sur l'horizontale du centre fixe o' de la travée.
En effet, par rapport aux axes o'a:' et o'y', l'ordonnée du centreo"* correspondant à la section G, est donnée par la dernière des formules (d) {§ 46, p, B6):
ac'y'
ds
Or oy étant un axe de symétrie de la ligne moyenne considérée comme une ligne matérielle dont le poids de chaque
d' élément de longueur ds aurait pour valeur-:
ils=o,
par suite S'" = o.
0*" se trouve donc sur l'horizontale o'a;' du centre fixe de la travée.
Il résulte de ce qui précède que les droites o'o' et d'o"" coïnci^ dent respectivement avec les axes o'y' et o'a;', et que les lignes o'ç', o"}', o'V", considérées dans le cas général, deviennent respectivement t o'q' = o'o', o"q" = o'o' et o'"q"' == <x> ,
La détermination du centre fixe o* de la travée n'exige que le
As tracé d un seul polygone funiculaire, — cBlui des efforts fietifs-j^, ou
tnieilx b — p- j dirigés horizontalement^ puisqu'oû Sait que ée tJentté
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se trouve sur la verticale du milieu de la corde de l'arc. En raison de la symétrie, le tracé pourra ne porter que sur les forces fictives correspondantes à une moitié seulement de l'arc.
De même, la détermination du centre o" correspondant à une section C arbitrairement choisie, n'exigera que le tracé d'un seul
polygone funiculaire, celui des forces (îctives horizontales 4 As,
ou mieux y — j— ; le tracé pourra ne porter que sur une moitié de, i'arc.
Enfin, la construction du centre o" correspondant à cette section ne nécessitera que le tracé du seul polygone funiculaire des forces
fictives verticales-T As, ou mieux a;— r— , puisqu'on sait que ce centre est situé sur l'horizontale o'x'-:
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LIGNES d'influence DES QUANTITÉS M, X ET Y, COSRESPONDANTEâ A UNE SECTION C ARBITRAIREMENT CHOISIE.
ia construction des lignes d'influence des quantités M et X reste exactement celle indiquée pour le cas général de l'arc dissymétrique (§45).
Il faut remarquer que, dans le cas particulier qui nous oc-
cupe, le polygone funiculaire des efforts fictifs (y —-=")— p, —
et par suite la ligne d'influence de X, qui se confond avec lui, — est symétrique par rapport à la verticale du milieu de la corde de l'arc, parce qu'en raison de l'horizontalité de la droite o'o"", les
efforts fictifs (y — z") — p sont deux à deux symétriques par rapport à cette verticale.
Quant à la règle donnée dans le cas générât pour le tracé de la ligne d'influence de Y, elle est en défaut loi-sque l'arc est symétrique.
En effet, le polygone funiculaire d'où, d'après ce ti'acé, on doit déduire cette ligne d'influence, correspond à des forces fictives
verticales ayant pour valeur générale {y — s'") — p, où (y — ='")
représente les portions de verticales comprises entre la ligne moyenne de l'arc et la droite do" ; or, ici, cette droite se confond avec l'axe vertical de symétrie de l'arc ; donc les segments y — s'",
etpar suite les forces fictives (*/ — s'")— p, sont infinis. Pour la
même raison, la longueur o"'(f' est infinie, et il en est de même de la distance polaire B'" qui lui est proportionnelle (§ 45).
Les forces et la distance polaire étant infinies, le polygone funiculaire correspondant est indéterminé. La construction générale est donc illusoire lorsque l'arc est symétrique.
Reprenons les deux dernières formules des groupes (7) et (7') du § 43 (p. 40) :
i= Lorsque la charge mobile se trouve sur la partis d'arc BC ." - (d" — d')x -\- c'd" — c"d' "1 (fc
(a)-{o"'Ol''"Y = PiBrU
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(a-) ^(o'"q"'y'Y = -PMj\y-
2^ Lorsque la charge mobile êe trouve sw- la partie d'arc AC ;
_ (d' — d')x + Cd" — c'tfl dji c' — c" \l'
Dans le cas où l'arc est symétrique, les centres o' et o" étant situés sur la verticale de symétrie, on a
c' ^ c" ; <l'où c' — c" =: 0.
D'autre part o'"cf" est inQni, ainsi qu'il vient d'être dit. Donc, d' étant essentiellement différent de d", les formules précédentes se présentent 30U9 la forme illusQÎre
» = ûe.
Pour lever l'indétermination, chassons le dénominateur </ — c' et remplaçons le produit io"'q'") (c' — c") par sa valeur résultant des formules {/) et (») du § 42, savoir ;
{o'"q"'){c' — c') ^ c'd" -\- c"rf" -|- c'"d' — c'd" — c"df — c"'d" ; puis, tenons compte de l'égalité c'^ c" et enfm supprimons la quantité {d" — d') qui apparaît alors en facteur commun ; il vient :
(a,) - {c- - c'") 9"' Y = P JfV (X - c-) -^.
(o',) _ (c- — c"')?"' "^——PMYix- c') "Y"
Posons
(ft) s'" =:X — c'.
D'où :
/" Lorsque la charge mobile se trouve sur la partie d'arc BG ;
(1) _ (c' _ (f) f- Y=PM7Â— ds.
2" Lorsque la charge mobile se U'oave sur la partie d'arc AG : (!') — (c- — C-") /' Y = — P MtA^ de.
En regardant x etz'" comme des coordonnées courantes, l'équation (!») représente une droite mn {/ig. H, p. 64) faisant un angle de + 45° avec la partie positive Ga; de l'axe des x, et passant par le point d'iatei-section ( de cet axe avec la verticale de symétrie de l'arc.
En comparant les relations (1) et (!') avec les troisièmes équations de chacun des groupes (9) et (9') du § 43, on voit qu'elles n'eu différent que par la substitution des quantités (c'—'c'") et s" à celles {o"'<i"} et {y — z'"). Par conséquent les deux théorèmes du § 43, énoncés pour l'arc dissymétrique, restent vrais pour l'arc symé-
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trique, à la condition de substituer aux efforts fictifs "
efforts fictifs égaux à y ds, s"' représentant l'ordonnée de la droite qui vient d'être définie.
La construction de la ligne d'influence de Y est donc ramenée au tracé d'une courbe funiculaire correspondante à des efforts flctife
verticaux -j ds.
On démontrerait comme au § 44 que les tangentes aux extrémités de cette courbe sont parallèles.
Pratiquement on la remplacera par un polygone funiculaire
correspondant à des efforts fictifs s'" —j—, polygone quel'on construira conformément aux indications données au § 45 pour le
tracé du polygone funiculaire des (y — x)'" —^. Si on a soin de prendre pour distance polaire une longueur
les segments de verticales compris entre ce polygone et ses côtés extrêmes parallèles, prolongés jusqu'à la verticale du point C, seront égaux aux ordonnées de la ligne d'influence de Y qu'on obtiendra alors par une translation partielle dudit polygone (§ 45) .
LIGNES d'INFUIRNCE DES QUANTITÉS M, X ET Y CORRESPONDANTES AUX DIVERSES SECTIONS DE l'arc
Les indications données pour le cas général, au § 46, s'appliquent encore lorsque l'arc est de structure symétrique, sous la seule condition de remplacer dans le Théorèmp, II et dans la Condui \
ston, les forces fictives (y — ='")— p- par celles s'"— p envisagées cidessus, et les produits {o"'((") ?'" et {o"q"') *'" par ceux (c' — c'") ç'" et (c' — c'") *■". Nous nous bornerons donc à renvoyer à ce paragraphe.
Nousferonsremarquer, toutefois, que la construction des centres
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o', eto'", correspondants à une section Ci, — étant donnés ceux o" et o'" correspondants à une section C, — doit être modifiée, parce que les droites o'o" et o'o'" coïncident respectivement avec o'x' et o'jf. Nous nous appuierons encore sur les relations (/) du § 46
if)
qui conduisent immédiatement à la construction suivante f^j. /3J:
Paro' mener une divergente quelconque qui coupe Ca? en fc et C,aT| en ft,, tirer «"A, et par k mener à cette ligne une parallèle qui rencontre o'y' au point o", cherché.
De même, par o' mener une divergente quelconque qui coupe ijtj en l et C,j/, en i„ tirer o"7, et par l mener à cette droite une parallèle qui rencontre o'x' au point o'", cherché.
jf 48. — Ligne dlnfiuence de la tension élastique par unité de surface, développéeenun point donné d'une libre arbitrairement choisie O-
Proposons-npu9 de déterminer la ligne d'influence de la tension élastique rapportée à l'unité de surface, développée dans une libre quelconque donnée de l'arc, à la rencontre d'une section C arbitrairement choisie.
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Soient : v la distance de cette flbre au centre de gravité de la section, distMice qui est positive ou négative, suivant que la flbre considérée est située au-dessous ou au-dessus de la ligne moyenne ; I^ le moment d'inertie et p le rayon de giration de cette section autour d'un axe horizontal passant par le centre de gravité; S^ l'aire de la section; a l'angle de la partie descendante de la normale en C à la ligne moyenne, avec la verticale descendante de C, — angle qui est positif ou négatif, suivant qu'il est situé à gauche ou à droite de cette verticale.
I<a force élastique dont il s'agit a pour expression connue vM N
Nj
Mais
on a,
d'autre
part,
donc,
cos a + Y sin
sin "ST
On pourrait déterminer d'abord les lignes d'influence des quantités M, X et Y afférentes à la section G, et en déduire, par la construction plusieurs fois répétée de l'expression (a), autant de points qu'on voudrait de la ligne d'influence de R ; mais cette marche serait assez laborieuse.
Nous allons montrer comment on peut tracer directement la ligne d'influence de R sans passer par l'intermédiaire des lignes d'influence de M, de X et de Y.
Reprenons les équations (9) et (9') du § 43; tirons-en M, X et Y, et substituons dans (a) ; il vient, en groupant les termes et en introduisant certains coeflScients constants sous le signe S7
i" Lorsque te point tTapplication D de la charge mobile se trouve sur la partie d'arc BC :
(6) R=-^ifr
vb l , 1 . , . t
p' -^(57)? {oq)f ^ (oq)f
2" Lorsque le point d'appiication D de la charge mobile se trouve sur h partie d'arc AC :
— COStt , . ,. . s 4-81Dar^
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les équations (6) et {(/) deviennent dès lors
— +sins
-. Jf7-2
'-ds,
(0 9 ) ?7 P fvb ^, 1 1 , . 1 \ tV ï - z j
(oq)î ("9 )f ' D I
Gela posé, si oo regarde Z comme une ordonnée courante, l'équation (c) est celle d'une droite rapportée aux axes Car et Cy, puisque z', s" et s'" sont des fonctions linéaires en x données par les équations (8) du § 43, lesquelles représentent les trois côtés du triangle formé par le centre fixe o' de la travée et par les centres o" et o'" correspondants à la section G. Soit s( cette droite (/ig.iS).
Dès lors, dans les relations ('fc,) et ("è',), (y — Z) représente les segments de verticales interceptés par la droite (c) et la ligne moyenne de l'arc ; ces segments sont positifs pour les points de la ligne moyenne situés au-dessous de la droite (c) et négatifs pour les autres.
Si on remarque que les coefficients des termes en MT sont
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constaQtB pour la section et la fibre considérées, on conclut immédiatement des équations (6,) et (6',) que :
Théorème I. — Etant d<mn^s un arc AB emxisiré à ses extrémités, parcouru par une char<)e mobile P, et une fibre quelconque de cet arc rencontrée par une section G arbitrairement choisie, si on applique, tout le long
de la ligne moyenne de tare, des forces fictives verticales ^—j — ds, (y — Z)
désignant les segments de verticales compris entre la ligne moyenne et la droite (c) ;
/" La somme des moments par rapport à un point quelconque D de la ligne moyenne, sifurf entre la section C à la retombée B, des forces
Clives ^— î — ds réparties entre D et B, es* proportionnelle à la tension
élastique ^par unité de surface, produite d(ms la fibre considérée à la rencontre de la section C, à l'instant où la charge mobile passe en D ,
2° La somme des moments par rapport à un- point q^ielconque G de la ligne moyenne, situé entre la section G et la retombée A, des forces fictives réparties entre D et A, est proportionnelle à la tension élastique R par anilé de surface, produite dans la fibre considérée à la rencontre de la sec-' lion G, à l'instant où la charge mobile passe en D.
En se reportant à une propriété connue des courbes funiculaires et à la définition des lignes d'influence , on transfonne comme suit le théorème qui p
Théorème II. — Etcmt dontm un arc encastré à ses deux extrémités, parcouru par une charge mobile P, et une fibre quelconque de cet arc rencontrée par une section C arbitrairement choisie, si on applique, toiU le
long de la ligne moyenne de l'arc, des forces fictives^—r — ds, <]u'avecxine
dislmce polaire arbitraire on construise la courbe funimdaire corre^tond(o^e, qu'on mène des tangentes aux extrémités de cette courbe et qu'on les limite à la verticale du point G :
tes segments de verticales comprts entre cette courbe et les deux tangentes, sont proportionnels aux ordotmées de la ligne d'infiuense de la temon élastique R par unité de surface, produite dans la fibre- considérée à k rencontre de la section G .
Des considérations qui précèdent, il résulte que la déterminalion des ordonnées de la ligne d'influence de la tension R nécœsite seulement :
1' La construction de la droite (c) ; ' ' *
DigiLizedbyGoOglc
2° Le tra;'.é d une courbe funiculaire correspondante aux efforts fictifs verticaux ■— — Js.
Voici comment ces opérations peuvent être effectuées : 1" Construction de la droite (c) ('). — Supposons qu'on ait déterminé, conformément aux indications, du § 38, les longueurs *', *", *'", le centre fixe o' de la travée et les centres o' et o" correspondants à la section C.
Dans l'équation (c) remplaçons?', 9", ç™ par les quantités *', *", *", qui leur sont respectivement proportionnelles, en vertu des formules (2), (3) et (4) du § 38 ; il vient, en posant
„ yb 1 g cos a .. ein a
~ p' (oY)*" ~ (oV)*" "~ {o"'î"')*"' '
Considérons maintenant les trois points d'intersection respectifs m', m" et m'" des droites o"o", o'o'" et oV, avec une verticale quelconquef^^. t3); appliquons en ces points trois forces parallèles d'intensités égales à k, k" et k'". Le centre s de ces forces parallèles appartient à la droite (c) ; en effet, dirigeons-les horizontalement et prenons-en les moments par rapport au plan horizontal dont la trace sur le plan de la ligne moyenne est Gr ; on a, en désignant par Z l'ordonnée du point s,
k's'+ k'z'-\- k-"z'' = (A'-l- k'-\~ k") Z ; c'est précisément ta relation (1;,).
Pour déterminer géométriquement le point s, formons, à une échelle quelconque, un polygone des forces horizontales k", k' elk"', en ayant égard à leurs signes ; puis, avec une distance polaire arbitraire, traçons le polygone funiculaire correspondant; l'horizontale menée par le point de concours des côtés extrêmes de ce polygone funiculaire, est la ligne d'action de la résultante(/t'+/c'-j-fc'") et coupe, par conséquent, la verticale m'nt'rti'" au point s cherché.
On répétera celte construction relativement aux points d'intersection «', n" etn'" des trois droites o"o"', û'o'" et û'o' avec une autre viirticale, en utilisant d'ailleurs le même polygone des forces; on obtiendra ainsi un second point ( de la droite (c) qui sera dès lors connue.
On pourra choisir comme verticales celles des points A et B.
n théorème qui fournit ud autre mode de cQnatrwiioii
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Sf> Tracé de la courbe funicalairedes efforts fictifsverticaiia;^—^ — ds. —
On divisera la ligne moyenne de l'arc en un certain nombre de parties As égales entre elles (') et ou substituera à la courbe funiculaire dont il s'agit, un polygone funiculaire correspon-
dant à des efforts fictifs finis (y — Z) — p , ainsi qu'il a déjà été fait
au § A5.
Dans les équations (6,) et (6',), remplaçons ?', / et ç" par leurs valeurs tirées de (2) (3) et (4) du § 38, et introduisons les efforts
fictife finis (i/— Z)^; il vient
,, . _ P /tô 1 COB a , sin a \ "iB. , „, n
Remarquons que -r, cosa etsin a sont des quantités sans dimen- P sion, tandis que {o'q'), {o"q"), {o"'q'"),'^', *" et*'" sont des longueui-s; on peut donc poser, en désignant par m et m' deux longueurs, dont l'une peut être choisie arbitrairement,
.^ vb i cos a sin a
' 7"^ (oY) *■"(""«")*" ' {^WÏ^
Posons en outre (e) -|- = p;
p représente par conséquent la charge F rapportée à l'unité de section transversale S^.
D'autre part, si, avec une distance polaire arbitraire B, on trace
un polygone funiculaire des efforts fictifs (y — Z) — p" et qu'on en prolonge les cùtés extrêmes jusqu'à la verticale du point G, on a,
(*) Le nombre des divisions doit élre \e même que celui adoplé pour la c dea centres et des loDgneurt 4', »' et »' ^ 38).
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eo désignant par KH le segment de la verticale d'un point quelconque D de l'arc, intercepté par le polygone et les prolongements des côtés extrêmes :
4" Si le point D est situé sur la partie d'arc BG,
(/) + if r (ï -
2" Si le point D est situé sur la partie d'arc ÂC,
(i?) - Jjr 0/ - Z) — - = B X KH.
Les équations (&,) et {b\) deviennent, l'une et l'autre, à cause de (d),(e),(rtel(5),
(t.) H = -t^li, X KH,
quelle que soit la position du point d'application D de la charge
mobile.
Si nous désignons maintenant par -7- l'échelle des forces et par -j-
l'échelle des longueurs, on a, conformément aux notationsdu§ 4Ei :
p^pXA B — Bxi, Tn = mx/, m'=Wx/, KH — KÏÏxi; d'où, en substituant dans (d,),
iK)
H = /^.^4xKH)f.
Si, enfin, dans le tracé du polygone funiculaire des (y — Z) —f-, on a eu soin de prendre comme distance polaire, la valeur
on a (&,) R ^ KH X /■ ;
et l'on peut dire, par conséquent, que, dans ces conditions, l'un quelconque des segments de verticales, tel que KH, représente, à l'échelle des forces, la valeur que prend R lorsque la charge mobile P passe à l'aplomb de ce segment, ou, autrement dit, que les seg-
O Voir au a' 4 de la Hott I, una eipressloD plus simple de "HT
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menls IHÎ sont égaux aux ordoonées de la ligne d'influence de R, En portant ces ordonnées à partir d'une horizontale quelconque
UU', choisie comme axe des abscisses, on aura la ligne d'influence
en question.
On simplifiera cette dernière opération en ayant soin de diriger
horizontalement le premier rayon polaire du polygone des forces
fictives (y — Z) -j— , et de faire coïncider avec UU' le premier côté
du polygone funiculaire correspondant, ainsi que nous l'avons déjà indiqué pour la construction des lignes d'influence de M, de X et de Y (§ 45).
Cas PARTiCDLiER on l'arc est de structure sïmétrkjue par rapport
A LA VERTICALE DC UILIEU DE LA CORDE
Dans ce cas, les valeurs de M et de X à substituer dans la formule (a), sont encore données par les équations des groupes (9) et (9') (tu § 43, mais celle de Y est fournie par les équations (1) et (!') du g 47 (page 66).
En. suivant la marche précédemment exposée, et en conservant les mêmes notations que ci-dessus, on arrive aux équations suivantes:
p / vb 1 rot a \ DA n
(fr'O R = — g-f-T-X-rrrnïT- ,. nlj MYi!/-Z,)^' S, \ p* (o'q') <>' {o"q") *7 D I
analogues à celles (6j) et (6'i), et où
^ _ tv + tv + rv- , y + f + r ' •' ''■ - h'+k- + r ^ *■ + r • É', A' et ft'" ayant pour valeurs
p' (oY)*' ' (o'g")*"' {c'-c'")*'"'
L'équation (c^) représente une droite ; pour la construire, on déterminera d'abord la droite qui aurait pour équation
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le indiquée dans le cas général pour la droi: :tipliera les ordonnées par le rapport dekf + k'
posera
cos «
m X ïm'
ne distance polaire B = — = — , on tracera un P
ro «les efforts fictifs verticaux {y — Z,) — p (
les cùtés extrêmes jusi^u'à la verticale du po; Is de verticales, inlerecptés par ce polygone ■ ^, ?^n>Qt êiiaiix aux onioDiiéesde la ligne d'infli ;i il'-s Imfs tiirile de construire.
1.-* i'iiviins (lit plus haut, il sera avantageux à ili^me;nl; le premier rayon polaire du polygoii'
^1 A-^. f;ure foîncider avec UU'le côté correspoi
- fi *M f:\n\r que la méthode que nous venons firt'.-rminiilion des lignes d'influence des i Ht applicable à la recherche de la ligne d'infli ; té pouvant être exprimée par une fonctioDlin fjultanées de M, de X et de Y.
'employer, par exemple, pour la coustruclio:
nce de la tension longitudinale N (') et de 1' n une section C quelconque, lesquels sont do
N =: X C08 a + Y sin a , T — — X sin a + Y cos a .
'1.4 membres sont des fonctions linéaires en ry/*!(ficients de M ont la valeur particulière 0.
V l. MKlIalre II.
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TROISIEME SECTION EJTets des vax*latIons de tompératttre.
Proposons-nous de déterminer le moment fléchissant M elles composantes X et Y de la résultante de translation des forces élastiques développées, en une section quelconque G de l'arc, par une variation de température de (• à partir de celle du montage.
Nous nous servirons des équations (6) du § 42 (page 36).
Choisissons pour direction de X celle de la corde AB de l'arc, ce qui nous conduit à mener l'axe Gr parallèle à cette corde et Cy perpendiculaire (/ig. 44). Supposons que le centre fixe o' de la travée et les centres o' et o'" correspondants à la section C et à ces directions d'axes, aient été déterminés par la méthode connue.
Les déplacements linéaires et angulaires qui entrent dans les seconds membres des équations (6) précitées, sont ceux que prendraient, par l'effet des variations de température, les extrémités (1) et (2) des deux tronçons A(l) et B(2) de l'arc supposé coupé suivant la section C.
Ces tronçons étant libres, se déforment en restant géométriquement semblables à eux-mêmes, et on a, en désignant par « le coefficient de dilatation du métal, par x^^ et x^ les abscisses des
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extrémités de l'arc, et par y^ — y^ l'ordonnée commune des dit
extrémités,
(iy, = — atXs, (/'„), ^ — aly^ , g\ = 0, {l\\ — — alx^ , (l'y), = — aiyA ■ g'i = 0, t étant supposé positif dans le cas d'une élévation de températu et négatif dans le cas d'un abaissement.
Substituons dans les équations (6), en tenant compte des rel lions j/gi^y^ et iFg — x^:=a, où a représente la longueur de corde de l'arc ; il vient
M ËaiO
ioq') ?'
(o'YO 9" '
Ces formules résolvent le problème posé.
Conséquences. — Onsaitqueles produits (o"^")ç" et ((f'9'")?'"^'^stei constants, lorsque le poinlGdécrit laligne moyenne de l'arc etqii les axes Cx et Gy se déplacent parallèlement à eux-mêmes. Il e résulte que X et Y sont constants pour toutes les sections de l'arc M seul varie. Ce résultat était d'ailleurs évident a priori.
Gomme on peut, en particulier, prendre la section G à l'encastrt ment B de l'arc, on voit que X et Y sont aussi les composantes d la réaction totale en cet encastrement.
Cette réaction totale ne passe pas par le centre de gravité de 1 section B, puisque l'arc n'est pas articulé ; représentons-la par
Théorème. — Les lignes d'action des réactions totales développées au encaslrefitmts de l'arc par une variation de température, coïncident aui la droite o' o'" (').
Nous ne ferons la démonstration que pour l'encastrement I Considérons toujours une section quelconque G et les axes Ca; * Ct/ définis plus haut.
Soit K le point d'intersection de C^ avec la ligne d'action de î représentons par Ç l'ordonnée GK.
F étant la seule force agissant à droite de G, et X et Y en étai les composantes parallèles aux axes , le moment fléchissant J en G, a pour expression
(d) M = - Xï ;
(') Voir au a° 1 de la Note I, nne transformation de ce théorème.
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d'où, à cause de {a) et de (b),
OU, en remplaçant (oY) et {o"g") P^i" leurs valeur tirées des relations {l) du § 42, et ç' et ç* par leurs expressions (e) du § 37 :
i.ion,le centre des long de l'arc, on a
Mais o' étant, par définition, le centre des forces fictives paral-
ds
lèles y- appliquées tout le long de l'arc, on a
puisque d' est l'ordonnée de ce centre.
Par conséquent
On vérifie aisément, d'autre part, que c''d' = c' d", car
d' = iZî , d!" = <à
D,j.,.db,Googlc
On peut donc écrire la valeur de i; sous la forme c"'d' — t^àr
Or, si dans l'équation de la droite o'o"', qui est la seconde du groupe (8) du § 43, on fait a; — 0, on trouve, pour l'ordonnée à l'origine de cette droite, la valeur
qui est précisément celle de X,.
D'où l'on conclut que le point K appartenant par hypothèse à la ligne d'action de F, se trouve sur la droite n'o'" .
On démontrerait de la même manière, par la considération d'une antre section C, qu'un autre point quelconque de cette ligne d'action 96 trouve encore sur o'o"'.
la. ligne F coïncide donc avec o'o"" .
Conclusion. De ce qui précède, il résulte que la détermination des quantités M, X et Y, afférentes à toutes les sections de l'arc, pourra être effectuée comme suit :
On construira le centre fixe o' de la travée, puis les centres o' et o'" correspondants à une section C arbitrairement choisie (les axes Ca; et Ci/ ayant bien entendu les directions indiquées plus haut) et, en même temps, les quantités corrélatives *', *"et *"(§ 38).
La droite o'o'" sera la ligne d'action commune des résultantes des réactions aux encastrements ; ce sera, en particulier, celle de la résultante F à l'encastrement de droite B.
On calculera ensuite la composante X par la formule (6) cidessus, en remplaçant (o"?') P^^" sa valeur mesurée sur l'épure à l'échelle des longueurs et ip'par sa valeur exprimée, en fonction de la longueur *", par la formule (3) du § 38, savoir :
nis _^ .
tp' = ^ — *■.
La direction de F étant dès lors connue, ainsi que l'intensité de sa composante X parallèle à la corde de l'arc, la valeur de la composante Y s'ensuivra, soit par une construction géométrique d'ailleurs évidente, soit par la formule
Y =: X tang 9, où 9 est l'angle de o"»'" avec la corde de l'arc.
Ces valeurs de X et de Y sont les mêmes pour toutes les sections de l'arc.
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Quant au moment fléchissant M en une section C quelconque, il sera donné par la formule (d)
M = — Xi: , dans laquelle ï représente le segment de perpendiculaire à la corde AB de l'arc, compris entre le point C et la ligne o'o'", segment qui sera regardé comme positif si C est au-dessus de o'o'", et comme négatif dans le cas contraire.
Cas particulier ou l'arc est de structure symétrique par rapport A LA perpendiculaire ÉLEVÉE SUR LE HILIEU DE LA CORDE. —
Dans cette hypothèse, on a vu (§ 47) que la droite o'o' se confondait avec la perpendiculaire menée sur le milieu de la corde; par suite, o"'q"' est infini, et la composante Y est, dès lors, nulle en vertu de la formule (c), dont le numérateur a une valeur finie et dont le terme f'" n'est pas nul.
La réaction totale F à l'encastrement de droite se réduit donc à X ; elle est, par conséquent, parallèle à la corde AB de l'arc. Ce résultat était d'ailleurs évident a priori, puisque, dans le cas particulier dont il s'agit, la droite o'o'", qui est précisément la ligne d'action de F, est parallèle à AB {§ 47).
CHAPITRE III
POOTBE DBOm GOHTIMDE. - POUTRE OBOITE ENCASTRÉE CHARGES MOBILES {*)
de* eOtort» tranchanl» et des réactions des appui*.
CSO. — Rappel de propriétés connueB. —Hypothèses et Définitions.
Principe de la superposition des effets des forces et des dénivellations DES appuis. — Si une pièce dont la ligne moyenne est rectiligne avant toute déformation élastique, est posée sur un certain nombre d'appuis qui ne sont pas de niveau et si elle est, en outre, soumise à des charges quelconques, « le moment fléchissant et
[') L'élude des effets produits |iar des cliaraes fixes ajaaC fail l'objet d'un Mémoire
■pK'kàaol {Calcul despmilre» continues. UéOiom pénérale analytique et méthode graphique. — Bulletin de la Société des Ingêuieurs civils de septembre 1385, aous db reviendrons pas ici sur cette question.
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9 l'efFort tranchant qui se produisent en un point quelconque, » sous l'influence simultanée de c*s charges et des dénivellations » des appuis, s'obtiennent en faisant la somme :
» \° De ceux que chaque force agissant seule produirait, toutes » les autres étant supprimées et, de plus, tous les appuis étant » supposés de niveau ;
9 2" De ceux qui se produiraient s'il n'agissait aucune force, » par la seule influence des difi'érences de niveau des appuis {'). »
Dans la recherche des lignes d'influence, nous supposerons toujours que les appuis sont de niveau,
Lorsque, en réalité, il n'en sera pas ainsi, il suffira, en vertu du principe précédent, d'ajouter au moment fléchissant et à l'elTort tranchant, développés en un point quelconque sous l'action de la charge mobile, les quantités de même nature résultant des dénivellations des appuis.
Nous renvoyons d'ailleurs aux ouvrages classiques pour l'étude de ces dernières quantités.
Convention relative aux signes. — Les positions des différents points de la poutre, avant et après la déformation élastique, seront rapportées, dans chaque travée, à l'horizontale des appuis comme axe des 3;, et à la verticale de l'appui de gauche de la travée comme axe des y ; le sens des x positifs sera celui de la gauche vers la droite ; le sens des y positifs sera celui de la verticale descendante.
Il résulte de là qu'un segmeut donné de la droite des appuis devra être considéré comme positif ou comme négatif, suivant qu'il sera parcouru de la gauche vers la droite ou de la droite vers la gauche.
Les forces verticales seront affectées du signe -j- ou du signe — suivant qu'elles seront descendantes ou ascendantes.
Eniîn, quand nous rapporterons un diagramme ou une courbe quelconque, à une horizontale comme axe des abscisses et à une verticale comme axe des ordonnées, le sens des abscisses positives sera celui de la gauche vers la droite, et le sens des ordonnées positives sera celui de la verticale descendante.
Points trisecteurs. — Résultantes trisectrices. — Si, en
chaque point d'une travée quelconque , celle / par exemple, on applique une force fictive verticale , ayant pour inten- (•) Maurice Lévj. — Statique graphique : II' partie, p. 167.
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e A. de la travée (fig. 43), la ligne d'action delà résultantfi de
ii Ai_
te...
Fig.15
ces forces est dite verticale trisectrice de droite, et le point d'intersec- 'ion g de cette ligne avec A A^ est le point trisecteur de droite
La résultante des forces fictives yds, que nous appellerons résultante trisectrice de droite, a pour valeur
et l'abscisse du point trisecteur de droite est égale à
de droi
De même, si on applique, tout le long de la travée, des forces fictives verticales ^—s — dss, la ligne d'action de leur résultante est
dite «erftcoie irisecirim de gatt(^ et le point d'intersection g'i de cette ligne avec A À est le point trisecteur de gauche.
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La résultante de ces forces fictives, que nous appellerons résultante trisectrice de gauche, a pour valeur
et l'abscisse du point trisecteur de gauche est égale à
ur de gauche
Xîz
ConstnuÀion des verticales trisectrices e( des valeurs des résultantes trisectrices. — Considérons, par exemple, la verticale trisectrice de gauche de la travée de rang i.
Si l'on trace une courbe funiculaire correspondante aux efforts Q—x) fictifs verticaux — î — dx, répartis tout le long de la travée, les
tangentes aux extrémités de cette courbe se couperont en un point de la résultante des dites forces fictives, c'est-à-dire sur la verticale trisectrice de gauche.
Pratiquement, on opérera conformément aux indications données au § 38 pour la construction des centres de l'arc encastré : on divisera la travée en un certain nombre de parties Ax égales entre elles (*), au milieu de chacune desquelles on appliquera un efi'ort
fictif égal à (/( — x^-j~ {x étant l'abscisse du point milieu de la
division considérée, I le moment d'inertie de la section de la poutre en ce point, 1„ le moment d'inertie d'une section arbitrairement choisie, etn un nombre quelconque); puis, partant du point Aj_,, on tracera un polygone de ces efforts (^. 46), lequel se réduit à une droite ^i_fi^_^; enfin, avec une distance polaire quelconque, on construira le polygone funiculaire correspondant.
(') Pour la simplicité des déterminations uHérienrea, 11 conTiendra de choisir, pour la longueur Ax, une commune mesure des portées de toutes les travées de la poutre. Celte commane mesure eiisle en sénéral, car il ast d'usage de conatituer les poutres continues de panneaux d'égale largeur. ^ sera doac égal soit â la largeur totale d'un panneau, soit à une partie aliqnote de cette larfeur.
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Les côtés extrêmes de ce polygone se couperont en un point y appartenant à la verticale trisectrice cherchée.
ngi6
La verticale trisectrice de droite se construira de la mémo ma-
nière, mais en partant d'efforts fictifs égaux à x—r- . Nous représenterons par W^ la longueur A(_^a;_ , du polygone des efforts fictifs fl. — ^Vt" 0'> ^^^^ 6st égale à -
L, n^" I il, (l.—x)
* ^^' ' l nAx ^ I
OU, à la substitution près de l'intégrale
; I — ï — ctràlas I n^K — ^ I
('] Oa remarquera que V^ est une longueur; en effet, les efforts flctlb dont celle qauitité représente la somme, sont des loag:neiirB, puisque n est no nombrs et y un
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De même, la longueur T^ du polygone des forces fictives a: -=est égale à
* nia;
Des deux formules qui précèdent on tire les valeurs suivantes
des résultantes trisectrices «ij et -l-^ :
FoTERS on Points fixes. — Si la partie d'une poutre Â^Aj, à appuis de niveau, comprise entre un appui quelconque A . et l'un des appuis extrêmes, ne supporte aucune charge, quelles que soient les
„ Diagramme
Fig.l7
charges agissant sur le restant de la poutre, — c'est-à-dire quelle que soit la valeur du moment fléchissant sur l'appui Aj, — le dia-
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gramme des moments fléchissants, dans la partie non chargée, est uEe ligne polygonale concave dont les sommets se trouvent sur les verticales des appuis, alternativement au-dessus et au-dessous desdits appuis, et dont les côtés coupent la droite A^A„ une fois dans chaque travée, en des points dits Points fixes ou Foyers.
Suivant que la partie non chargée estconliguëà l'appui extrême de droite, ou au contraire à l'appui extrême de gauche, les foyers correspondants se trouvent dans la moitié de droite de chaque travée (diagramme I, fig. il), ou au contraire dans la moitié de gauche (diagramme II).
Dans le premier cas, ils portent le nom de foyers de droite, dans le second, celui de foyers de gauche.
Il y a donc dans toute travée, celle l^ par exemple, deux foyers, l'un de droite F^, l'autre de gauche F^ {fig. 48).
fi\
Fi Ail ipi.,
Fi„ :Af.,
Ui
Vi ! Ui.,
Fitf.l8
Nous définirons la position de ces points par leurs distances , essentiellement positives W; et v^^ u^ et v'., aux appuis de la travée à laquelle ils appartiennent.
il résulte de ce qui précède et de l'examen du diagramme I f^j. 41), que si la partie de poutre A^A^ est vide de charges, le moment fléchissant en un point quelconque E d'abscisse x, apparteaant à une travée de rang m>fr, est donné, en fonction du moment Mj sur l'appui A^^., par l'expression
(1) M=M,XPt+,xp,_^,X X?„-ix\ — .
dans laquelle
en convenant de supprimer les facteurs p quand le point E est dans la travée du rang ft -|- 1 .
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Si, au contraire, c'est la partie A^A^ qui est vide de charges, (diagramme II) le moment fléchiœant en un point quelconque E d'abscisse x, appartenant à une travée de rang i<;ft-|-l, est donné par la formule
(2) M = M,xp;xp',_,X fVi><-V^'
dans laquelle
en convenant de supprimer les facteurs p quand le point E est dans la travée de rang k.
Rappelons enfin que les distances des foyers de droite de deux travées consécutives aux appuis des dites travées sont liées entre elles par la relation suivante {*) :
(* .^ / El ^",+,',,,/ Êi "^^
Si on remplace dans le premier terme u. par l^ — w^, il vient
(En changeant « et w en u' et v', on obtient les relations analogues
relatives aux foyers de gauche.) D'auti'e part, le foyer de droite de la travée de rive droite et le
foyer de gauche de la travée de rive gauche sont connus a priori;
en efi'et :
Si la poutre repose librement sur ses appuis extrêmes, les foyers
en question coïncident avec ces appuis, en sorte qu'on a : w„ = /„
Si elle est encastrée à ses extrémités, le foyer de droite de la travée de rive droite comcide avec le point trisecteur de droite de cette travée, et le foyer de gauche de la travée de rive gauche coïncide avec le point trisecteur de gauche de cette travée, en sorte qu'on a : w„=A„_^g'„, u\ — A^^.
(*) Maurice l^rj, Stattgiie gmpKiitve : 11* partie, p. 803.
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La détennination dea foyers de droite s'effectue au moyen de l'équation (3 bis) où l'on fait successivement i = n — 1 , n — 2, etc. .. 1 , et oii l'on introduit les valeurs de u„ indiquées précédemment.
Même marche pour les foyers de gauche.
Cesdéterminations peuvent également être faites très rapidement par des constructions géométriques simples. Nous renvoyons à ce sujet à la Statique graphique de M. Maurice Lévy et à notre travail précédent sur les Poutres continues, que nous avons déjà cités.
GoMPOsAKTEs Acx FOYERS. — Décomposous la résultante trisectrice de gauche ^\ de la travée de rang t, en deux forces parallèles appUquées, l'une à l'appui de gauche Aj_^, l'autre au foyer de gauche F',, {fig. 46, page 8S).
Nous appellerons cette seconde force Corï^>ostatte au foyer de gauche, et nous la représentons par t:\.
En effectuant une décomposition similaire relativement à la résultante trisectrice de droite, à l'appui de droite A., et au foyer de droite F,., on obtient la Composante au foyer de droite.
Si on prend les moments autour du point A^_^ , on voit que la composante au foyer de gauche a pour valeur
On li-ouve de même, pour expression de la composante au foyer
de droite,
Pratiquement, au lieu de faire porter les décompositions sur les
résultantes ^\ et -(/;, nous opérerons sur les quantités connues
"P j etTj,quinediffèrentdecesrésultantesqueparlefacteurcoastant
-r— Iformules (c') et (c), pages 85 et 86] ; de sorte qu'en posant
V I i nix • " ' ' nia: '
on aura
n'^== ' ' J et n. = -^—^ — ■■{*}
(*) Il faut remarqner que, V, ^ V^ élaot des bmgueun, lea quaniitég tl^ et 11^ soot
^KaletueQt des k
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— go- Ce sont ces dernières quantités qu'il importe de connaître pour la suite.
Voici comment on peut les construire : pour lîxer les idées, considérons celle n'i; menons {fig. 46, page 88) la droite F'(0,._|, et par g\ conduisons-lui une parallèle qui coupe la verticale K^_^a^_^ en un point h^_^ ; on a
A. .g'.XK .a. , A .)7',xV'i
quantité cherchée.
Nota. — Dans l'exposé qui va suivre, nous supposerons déterminés les points Irisecteurs, les foyers et la composante au foyer de gauche de chaque travée.
I 51 . — ExpreeBions âa moment fléchissant et de l'eifort tranchant produits en une section «{nelconque par des charges données. — Centre Uxe d'une travée; centre correspondant à une section.
Soit C le centre de gravité de la section considérée {fig. 19). Les forces intérieures ou élastiques, développées dans cette section, considérées comme actions du tronçon A^C sur le tronçon A.fi, sont réductibles à un couple dont l'axe a pour valeur le moment de flexionM et à une force égale à l'effort tranchantT, en C.
Imaginons qu'on coupe la poutre suivant la section C ; les deux tronçons AjjC, A^C vont se déformer et leurs extrémités respectives (1) et (2) ne resteront pas en contact. Si maintenant nous appliquons : 1° à l'extrémité (1) du tronçon Â^C, un couple +M et une force -|-T, 2° à l'extrémité (2) du tronçon A^^C, un couple — M et une force — T, ces quatre efforts, agissant en tant que forces extérieures sur les deux tronçons, auront pour effet de ramener en coïncidence les extré.mités (i) et (2), et par suite de rendre à l'ensemble de la poutre la forme qu'elle affectait avant la coupure.
De là, résulte la méthode suivante pour la détermination de M et de T : on coupera la poutre en C, puis on calculera les déplacements linéaires et angulaires absolus des extrémités (1) et (2) des tronçons ainsi formés, sous l'action des forces extérieures données, et on en déduira les déplacements relatifs de ces extrémités. Gela
fïùt, Où appliquera: 1' à l'extrémité (1), des efforts inconnus + M, -|-T; 2" à l'extrémité {2),des efforts — M, — T, égaux et contraires
A-T Ai. Ak-t Ak-i G
T:j^rT
Ak.l Am^ Am An X -I- M ^ — f^ ^^'
Jt..iJfa.
V FigM
aux premiers. Enfin, on déterminera ces efforts en exprimant que les déplacements linéaire et angulaire relatifs, par eux imprimés aux extrémités (1) et (2), sont égaux et contraires à ceux produits par les forces extérieures.
Soient :
Si' Q']v^^^ déplacements angulaire et linéaire absolus imprimés à la section (1) par celles des forces extérieures qui agissent sur le tronçon A^ (1) supposé séparé du reste de la poutre;
Sî' V )»' l^s déplacements de même nature de la section (2),"produits par celles des forces extérieures qui agissent sur le tronçon A. (2).
Les déplacements, sous l'action des forces extérieures, de l'extrémité (2) reUUivemmt à l'extrémité (1), ont pour valeurs :
^.-!l\' {''.),-('■,),■ Soient, de même :
ff , fi) jlesdéplacemenlsangulaireetlinéaireabsûlusqu'impriraeraient à l'extrémité (1) les efforts -f- M, -t-T agissant seuls sur le tronçon \{i), supposé détaché du reste de la poutre ;
g , U] ..les déplacements similaires qu'imprimeraient à l'extrémité (2) du tronçon A^ (2) les efforts — M, — T, y appliqués.
Les déplacements, sous l'action de + M, +T, — M, — T, de l'extrémité (2), relativement à celle (1), ont pour valeurs:
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D'après ce qui a été dit précédemment, on a l /, — 9', + »', — s", = 0.
Calculons, au moyen des formules (I) et (III) du § 32, les déplacements o, g , [l j , [M .Dans l'application de ces formules, nous considérerons comme liaisons indépendantes de l'élasticilé celles qui imposent : l^dans le tronçon A„ (1), la iîxité des points A.fc_,, Aj_,, dans le sens vertical; 2° dans le tronçon A^ (2), la fixité des points A^, K^ . Nous avons, en conséquence, en désigEsnl d'une manière générale par M" les moments fléchissant produits soit dans le tronçon A^ (1) par les efi'ons +M, -|- T agissant seuls, soit dans le tronçon A„ (2) par les efforts — M, — T agissant ; seuls :
«).=-'/ îi"»' ro.=+*/s*
d'où :
Désignons par ji," le moment fléchissant que produirait, soit en un pointquelconque du tronçon A^(l), uneouple+1 appliquée l'extrémité (i) de ce tronçon, soit en, un point quelconque du tronçon A„ (2), un couple — 1 appliqué à l'extrémité (2) de ce tronçon, et par [*■■■ les quantités similaires correspondant, soit à l'application d'un effort vertical + 1 en (1), soit à l'application d'uD effort vertical — 1 en (2) ; on a
d'où :
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Les diagrammes des moments n" et iJ sont représentés respectivement par les figures 4 et 5 (PI. 201).
Soient a et 6 les distances essentidlement positives du point G aux appuis A^^_, et A^.
Dans la partie en porle-à-faux A^ (1) du tronçon A^ (1), le moment t*" est constant et égal à -|- 1, tandis que le moment jjt^, nul au point (1), croit linéairement jusqu'en Aj^_^, oùilatteint la valeur + a.
Dans la partie A,^ A^,, qui est vide de charges, les diagrammes des moments (x" et [i' sont des lignes polygonales concaves, dont les sommets se trouvent sur les verticales des appuis et dont les côtés coupent les travées en leurs foyers de gauche (§ 50. — Foyers m P(mts fixes).
Dans la partie en porte-à-faux A^ (2) du tronçon A„ (2), le moment [(." est encore constant et égal à -|- i, tandis que le moment \J, nul au point (2), décroît linéairement jusqu'au point d'appui Aj, où sa valeur est — 6.
Dans la partie A^ A^^, ^tii est vide de charges, les diagrammes des moments ja" et \J sont des lignes polygonales concaves, dont les sommets se trouvent sur les verticales des appuis et dont les côtés coupent les travées en leurs foyers de droite.
Gela posé, remarquons que les expressions
qui entrent dans les formules (b), représentent les résultantes res
Aj(_, et Aj,|, et des réactions fictives correspondantes en A,^_j Âjj^ ; tandis que les expressions
XI ^da;, M Y
représentent les sommes des moments de ces mêmes efforts rapport au point G, ou, ce qui revient au même, les moments leurs résultantes.
Soient ;
îti f'kt '®s valeurs respectives des résultantes en question ;
îdbyGoogk'
0^, 0\, les points d'intersection de leurs lignes d'action avec la droite \gA.^, points que nous appellerons : le premier, cenire fixe de la travée; le second, centre correspondant au point G;
Cj, c'j, les abscisses de ces centres relativeraentau point C pris pour origine, abscisses mesurées positivement de G vers A^, négativement de G vers Â^.
On a
cl * cl *
MT ^ dx=co^< ULY ^(ir=:cV ;
cl ** ci **
et les formules (fc) deviennent dès lors ^^.^ U-,-/,=(-t.M-,.T)i,
Ces expressions substituées dans les équations (o) donnent ».M + j',T=E(s;-s;), V." + «'/. T = - E ( (f )^ - (f y .
D'où l'on tire
\ '^ fi -«.)'•.
Ces formules font connaître M et T en fonction des déplacements linéaires et angulaires que les forces extérieures imprimeraient aux sections extrême3'(l) et (2) des tronçons A^ (1) et A^ (2) de la poutre supposée coupée en C.
Avant de les appliquer au cas d'une charge mobile, nous allons étudier les propriétés des centres et calculer les valeurs des produits («/^ — cAçj et ^c'^ — c*)?'*-
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g 52 — Propriétés fit détermination des Centres.
Lehhe . — T) représentant les ordonnées du diagramme (orme : 4° dans une travée de rang k, arbitrairement choisie (Qg. 6, pi. 201), par une divergente qttelconque A^_ B^ issue de [appui de gauche A,^_^ et limitée à son point d'intersection avec la verticale de l'appui de droite Aj ; 2° dans la travée de rang k-\-i, par une droite joignant ce point d'intersection au foyer de droite F^ , de celte travée, et prolongée jusqu'à la verticale de Vappui de droite de la dite ti'avée :
Si on applique, tout le long de ces deux travées, des efforts fictifs
dével(^pent sur l'appui A.^, de la travée de rang k-\-i supposée indépendante de celle de rang k, passe par le foyer de droite de la travée de rangk.
Le foyer de gauche de la travée de rang k jouit de la même propriété relativement à la résultante des efforts fictifs correspondant à un diagramme analogue au précédent, et formé, dans la travée de rang k, d'une div^gmte issue de l'appui de droite Aj, et dans la travée de rang k — 1 d'une droite passant par le foyer de gauche ^f._^ de ladite travée.
Nous ne diminuerons en rien la généralité de la démonstration en dirigeant la divergente A^_,\, de manière que
En un élément dx, d'abscisse x, de la travée l^, la force fictive
1 xdx
En un élément analogue de la travée l^_^_^, elle est égale à 1 « , ,— œ
La réaction fictive en A^^ s'obtient en prenant les moments, par rapport à A^, des forces fictives agissant dans la travée l^^^; elle a pour expression
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Enfin , la résultante s^ des forces fictives réparties entre Aj_, et A^^, ainsi que de la réaction fictive en ce dernier point, a pour valeur
" 'Jo I V» ".+. • l|,^Jo «.+■ I
=i / L-i-_L_ rKl.-^)('...-»)^,.
Cherchons l'abscisse Ç du point d'application de cette résultante relativement au point d'appui A^ considéré comme origine ; à cet effet, prenons les moments par rapport à ce dernier point. On a, en remarquant que la somme des moments des forces fictives réparties sur la travée /^^, et de la réaction fictive en A^^, est nulle,
OU , en remplaçant e^ par sa valeur,
1 /=^%-a:) )ar sa valeur.
En groupant les intégrales qui ont mêmes limites, on peul mettre cette équation sous la forme suivante :
1 A±4dJi]^+^_ riï
La racine de cette équation en Ç est — «^ ; effectivement, si on y fait Ç = — tîj, il vient, en observant que /^ — (î^= u^,
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qui n'est autre que la relation connue (3) du § 50, où l'on aurait
remplacé i par k et supprimé le facteur constant-.
On a donc bien
ce qui justifie le lemme énoncé.
Théorème I. — Le centre fixe 0^ de la travée divise dans le même rapport la longueur de la travée et la distance focale F^F^. Le point 0^ est, par définition, le centre des forces fictives
verticales ydx, réparties dans les trois travées l^_^ , i^, 1^^^, et des réactions fictives correspondantes en Aj_j et en A.^,,.
Le diagramme des quantités [a" est représenté à la planche 201 ifg. 4).
Une ordonnée quelconque de ce diagramme est égale à la somme des ordonnées correspondantes des deux diagrammes Ai_,BjBj_^, et A^Bj_,B^_j,(^(/.4ou^g.6,pl.201),défimsaulemme
On peut donc, pour la détermination du point 0^, remplacer
niers diagrammes.
Or, la résultante des forces fictives répondant au diagramme Aj_^BjBj_|_| est, d'après le lemme, appliiiuée au foyer de droite ^\ et elle a pour valeur, en vertu des relations (d) et (e),
forces fictives réf e au foyer de gauci
De même, celle des forces fictives répondant au diagramme ^t''*-i^ft-i ®^* appliquée au foyer de gauche F ^ et elle a pour valeur
Oj est donc le point d'application de la résultante y^ de tj^ et de V' en sorte qu'on a, en regardant comme positives les longueurs
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mesurées à partir de 0^ dans le sens O^A^ et comme négatives celles mesurées dans le sens O^A^ ,
ou, à cause de (f) et de (g) ,
OjF; ~ «; Ai_if; ~ "^ f;a»_i'
ou enfin, ,„, O.F>_ O.F.+ F.A. _ 0.A,
^ ' o^f; ~ o^f; + f^a»., ~ o^Aj., '
ce qu'il fallait démontrer.
CowsTRucTioN DU CENTRE DK L\ TRAVÉE. — La relation (k) conduit immédiatement à la construction suivante (fig. 6, pi. 201 j :
Porter.en ordonnées, F^H^ — u^, F^'H^ — u^, en sens inverse l'une de l'autre ; tirer H^H^. Le point d'intersection de cette ligne avec ^k-i^k ^^^ '® centre cherché.
Remarque. — La position du centre de la travée est indépendante : de celle de la section G dont on cherche le moment fléchissant | et l'effort tranchant ; d'où la dénomination de cen(re ^^Ê.
Théorème 11. — Le rapport aitharmoniqae de la division de quùtrt \ points formée par les deux foyers F^, F^., par le centre fixe 0^ de (a travée l^ et par le centre 0^ correspondant à un point G arbitrairement choisi dam celle travée, est égal au rapport des deux segments en b- (fuels ce point partage la travée. j
Le centre 0^ correspondant au point G est, par définition, le centre des forces fictives verticales ^ dx, réparties dans les trois | travées consécutives l,^_^, l^, /^ , ,, et des réactions fictives en h.,^ etenAj_j.|. '
Le diagramme des i** est représenté à la planche 201 (fig. S}.
Une ordonnée quelconque de ce diagramme est égale à la j somme algébrique des ordonnées correspondantes des deux diagrammes Aj^,BjB^_i_^ et A^Bj^jB^_j. I
D'autte part, une ordonnée quelconque du diagramme Aj_,Bjlt',^| est égale à l'ordonnée cori'espondante du diagramme Aj^jB^B,^, j (pg. 6, pi. 201 j, amplifiée dans le rapport de -" fe à + 1, puisjjue A^B'^ = — 6 et que à,Bj = + 1. j
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Ue même, une ordonnée quelconque du diagramme A^Bj_|Bj_j (fg. 5} est égale à l'ordonnée correspondante du diagramme \Bj_,Bj_j (fig. 6), amplifiée dans le rapport de -f- a à + 1 , puisque A^_,B)j_| ^-^ael que A^_|B^^ — -|- 1.
On peut dès lors, pour la détermination du centre 0^, remplacer les forces fictives ydr, correspondant au diagramme BJj_jBj_jBjBJ^^i (fig. 5j, parcelles répondant aux deux diagrammes Aj_^BjB^^j et A^Bj_,Bj_j (fig .6), multipliées respectivement par — i et par -4- a.
Ces dernières et les réactions fictives correspondantes en A^^, d'une part, et en A^_^ d'autre part, peuvent elles-mêmes être remplacées par leurs résultantes, lesquelles, en vertu du lemme, sont appliquées en Fj et en F^, et ont pour valeurs
— ÔEj et + °E*i puisque t^ et e^^ sont les résultantes des forces fictives correspondant aux diagrammes Aj^^B^B^,^ et AjBj_|Bj_,, non amplifiés.
0^ (fig. 1) est donc le point d'application de la résultante Tj des forces — frs^ et -f- a^i^ ; on a par conséquent O^F» _ at\ OÏFÎ ~ éT. ' Ou, à cause de (A), ,. o;F» o 0,Ft_ CAw 0.F,
^' ojF;~ 6^o»f;^ ga» o,f;'
ea ayant égard à la convention relatives aux signes. Cette dernière relation donne
o\t^ OjF; ga»_,
ce qui justifie le théorème.
Henajg-quK — L'énoncé qui précède peut être transformé en le suivant :
ie rapport anharmontque de la dmsion de çtiûire points formée par les (îetuc appuis de la tfac^, par le centre fixe 0^, et par le centre 0| correspondant à un point G arbitrairement dtoisi dans cette travée,
.db^CoOglc':
est égal au rapport des distoMXS du pMnt t\ aux deux foyers F^, F^; — cest-A-dire que
OjA^i^ 0,A_ ~CWJ En effet, la relation (l') peut s'écrire
o;f, CA_ 0,F,
ou, en titinsfonnant le premier membre, d'après la figure 7 (planche 2(H),
0;A,X CF^ + F,A, (0,Aj — F^Aj— CF^) 0/,
^ 0La^.xcf:+fx , (0.a^,-f:a^, -ce') = ox'
OU encore
O'A xCF +FA XOC OF
lm\ î-i ^-^ — * *
D'autre part, on a, en vertu du théorème I,
^k\ *^*^* FA^~5^' ou
F^A^xO^C O^P^
Les deux premières fractions des relations (m) et (n) sont donc égales entre elles; en les retranchant terme à terme, il vient : O'A xCF^ OF
o;a^,xcf;"
cf = Ef
ou enfin
puisque
(Ihéorhnt I) OF
OjF ~ OjA, '
*''* '•ÂH^'ôÂT^Ef;'
qm est la relation que nous nous proposions d'établir.
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Détermination du centre 0'^ correspondant a vu point G. De l'équation (I) on tire, en y faisant
Cette formule fait connaître la position du centre cherché en fonction de certaines constantes de la travée, qui sont la distance focale
FjFj et le rapport tt-tt = ; , et en fonction du rapport
-KT- qui définit la position du point G.
Discutgwn. — Supposons que le point G se trouve d'abord en Aj_j et qu'il se déplace vers A^.
1" Quand G est en ki^, on a GA^, = et par suite F^O^ = F^F^; le centre 0]^ coïncide donc avec le foyer de droite F^.
Lorsque G avance vers F^, le rapport p . augmente en valeur
absolue ; F^O^ augmente, et par suite le centre 0]^ se rapproche deA,.
2° Lorsque G passe au foyer de gauche F^, on a
d'ailleurs la relation (A) donne
Substituant dans l'expression de Vfi\, il vient FF, FF. X F'A
CA^_, = 0^Â^_, , GA
d'autre part (fc') donne
Substituant ces valeurs dans l'expression de F^O)^ , il vient F^O; = + » .
En résumé, tandis que le point G se déplace de l'appui de gauche au foyer de gauche, le centre correspondant 0^ se déplace du foyer de droite à l'appui de droite, et pendant que C passe du foyer de gauche au centre fixe 0^, de la travée, le centre 0\ s'éloigne à l'infini dans la direction de A^ .
En continuant la discussion, on reconnaît qu'au moment où le point C franchit le centre 0^ de la travée, le centre 0^ passe brusquement à l'infmi dans la direction de Â^, ; puis, tandis que C marche vers le foyer de droite, le centre 0^ se rapproche de l'appui de gauche qu'il atteint, lorsque C arrive au foyer de droite ; enfin G, continuant à cheminer vers l'appui de droite, Oj s'avance vers le foyer de gauche, où il parvient en toéme temps que G atteint l'appui de droite.
g 53. — Détenoinatlon des Taleors des produits (c]^— c^^^t ^
Valeur dd produit (c'^ — Cj)?^- — ^ous avons vu précédemment (§ S2) que fj était la résultante des forces fictives parallèles s^ et e^, appliquées respectivement au foyer de droite et au foyer de gauche de la travée {fig. 6, pi. 201); donc
D'autre part, e^ et ï^ sont données par les formules {/) el (s) du § 32, savoir :
ri» rk
qui, en vertu des relations (o') et (6') du § 50, p. 84, deviennent :
En substituant ces valeurs de e^ et de s^ dans l'expression de fj^, il vient
(c, ft~ ^177 ■
Mais le théorème I du § 52 donne
d'où l'on tire
Substituant dans l'expression (c) de ?j , il vient 1 VÀx+i,
Or la seconde fraction de cette formule représente précisément la valeur de la composante au foyer de gauche de la travée de rang k considérée [§ 50, p. 89, équation (e')]; donc
m ,.=gL.X..(.).
Enfin, remarquons que la longueur 0^0)^ est égale, en grandeur et en signe, à {c\ — c^), à la condition, bien entendu, de compter positivement cette longueur lorsque 0^ est à droite de Oj, et négativement dans le cas contraire; on a donc' 00'
Valeur du produit (c^ — f^t^v'k- — ^^ moment de la Tésullante /îclive Çj par rapport au centre fixe O^de la travée (c'est-àrdire le pro-
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duit (c'i^ — c^ ^'ii) est indépmdant de la position du point G. — Eq effet, nous avons vu (§ 62) que <f\ est la résultante des forces fictives — 6êj et + 0^1 appliquées respectivement en F^ et en F^ (yîj. 7, pi. 201); sa valeur est donc
Son point d'application est 0'^ .
En prenant les moments par rapport à 0^, il vient, en regardant les bras de leviei-s comme positifs dans le sens O^A^ et comme négatifs dans le sens O^A^ :
(A) 0^0'^ X ?; = + a <;^ X O^F; — te^ X O^F,^ .
Mais Oj et un point de la résultante des forces fictives ~\- s^ et + sj appliquées respectivement en F^ et en F^ ; par conséquent
Tirant de cette équation la valeur de s^ x O^F^ et substituant dans la relation (b), il vient
Si on remplace &'^ par sa valeur en fonction de il-^, par la seconde formule (6), on a
ou, en remarquant, comme plus haut, que
A,_.ff',Xf^ 0^0^= c' — c^ et que — -. = Tt' :
quantité constante, ainsi que nous l'avions annoncé.
g 54.— Expressions du moment fléchissant et de l'etfort tranchant pi^uitB en une section quelconque par le passage d'une charge mobile, — Les efforts fictifs ^ dx, ^ dtc.— Théorèmefondamental relatif aux lignes dinfluence.
Revenons aux formules finales (4) du (§ 51) et calculons les tei-mes inconnus des seconds membres, c'est-à-dire les déplace-
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mesls angulaires et linéaires que tes forces extérieures, qui se réduisent ici à la charge mobile, imprimeraient aux sections (1) et (2) des deux tronçons kj^i), A^(2) de la poutre supposée coupée en G (fig. 49, p. 91).
Il y a lieu de distinguer suivant que la charge mobile se trouve sur le tronçon (2)A^ou,au contraire,8urle tronçon Ajj(l).
\° hk CHARGE MOBILE SE TROUVE SUR LE TRONÇON (2)Â^.
Soit, à un instant donné, D le point d'application de la charge mobile P sur le tronçon {2)Â„ considéré.
Le tronçon kj^i) ne supportant aucune charge n'est pas déformé, et l'on a
n reste à calculer ij^ et (Q , déplacements angulaire et linéaire produits en (2) par le poids P appliqué en D, et que nous représenterons maintenant par g^^ , (IJ* , pour rentrer dans un système de notation déjà employé (/" Sortie).
En vertu du second théorème de réciprocité {§ 7), le déplacement angulaire g^ imprimé à la section (2) par la charge P appliquée en D, est égal au déplacement vertical (i\^ qu'imprimerait au point D, un couple -|- P agissant sur l'extrémité (2) du tronçon (2)A^ ; en sorte que
De même, en vertu du premier théorème de réciprocité (§ 6), le déplacement vertical (1)° produit en (2) par la charge P appliquée en D, est égal au déplacement vertical (Q* qu'imprimerait au point D une force verticale -|- P appliquée à l'extréraité (2) du tronçon (2)A^ ; en sorte que
Nous sommes maintenant ramenés à calculer les déplacements verticaux (jy et (['y ; nous nuus servirons à cet effet des formules du § 32. Il faut, au préalable, détenniner les moments fléchissants produits par le couple + P et par la force -|- P.
Le couple + P, appliqué à la section (2), développe dans le tronçon (2) A^ des moments fléchissants que nous désignerons (l'une manière générale par s'.
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Dans la partie à porle-à-faux (2)Aj, {^g. 8, pi. 201) le moment est constant et a pour valeur (d) 3'=i — P;
puis, à partir du point A^, les travées n'étant pas chargées, les moments varient suivant les ordonnées de lignes droites qui passent par les foyers de droite (§ SO), et l'on a en vertu de la formule (1) (§ 50) ; En un point quelconque de la travée A^A^ , ^ ;
Mft+)
En un point quelconque de la travée A„,_,A^ :
if) ;î'=-Pxp,^^ X p.^^x p„_. x*— — ;
X étant l'abscisse du point considéré, mesurée à partir de l'appui ■ de gauche de la travée où se trouve ce point.
D'autre part, la force verticale -|- P, appliquée en (2), produit dans le tronçon (2)A^des moments fléchissants que nous représenterons d'une manière générale par s". Dans la partie en porteà-Eaux {2)Aj (fig. 9, pi. âOl), le moment, nul au point (2), croit linéairement jusqu'en A^oii ilatteint la valeur -}-P6,' puis, dans les travées AjA^ etc... non chargées, il varie encore linéairement en s'annulant en chaque foyer de droite. On a donc : En un point quelconque de la partie en porte-à-faux (2)A^ :
(g) '■ = +fi,
Ç étant l'abscisse du point considéré, mesurée à partir du point (2] pris pour origine.
En un point quelconque de la travée A^Â^._|_, :
En un point quelconque de ta travée A^_| A^ :
(i) 2"=+p&xpj^,xp^.x ?^-,x-^ — ;
X ayant la même signification que plus haut.
Les moments s' et s" étant connus, nous pouvons maintenant calculer les déplacements (Q* , (J'y par la formule (!) du § 32- Il faut se rappeler que dans l'application de cette formule,
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nous dévoua rameser la pièce à n'être soumiae qu'à des liaisons indépendantes de l'élasticité et que noua aommea maitrea du choix de ces dernières parmi toutea les liaiaona existantes.
Si le point D, dont nous cherchons les déplacements, est situé dans la partie de poutre (2)Aj, nous coosidérerons comme liaiaona indépendantes de l'élasticité celles qui imposent la flxité des points Aj et Aj_^, , et nous écrirons en conséquence :
formules qu'en vue des calculs aubaéquents, nous mettrons sous la forme suivante :
^■'d d iil D bl ^ ' D D m D m
Si le point D est situé dans une travée quelconque, placée à droite du point d'appui A^, celle A^_,A^ par exemple, nous considérerons comme liaisons indépendantes de l'élasticité celles qui imposent la flxité des points A^_, et A„ ; nous aurons par suite
W (r)' =M7^dx; (Q' = MT^dx.
^ *^D a Cil ^ " D D iil
En adjoignant à chacun des deux groupes d'équations (m) et (n) celles (a) (b) et (c) qui précèdent, on obtient, par substitution dans les formules (4) du § 51, et en tenant compte des relations (!)Bt(6)du583;
Lorsque le point D est dans la partie de poutre (2) A^ :
o'MT-dx + c KY YdiL + jn-^dx+ XYrfdx
XY ' , dx+ HT -^ du
MY^dx+ MY ^dx+c^MY-rdx+c, MY y''*
D 1 Il 1 ' D t D 1
o,F,xit;
MY =-^iii:+ MY Y^-dx
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Lorsque le point D est dons une travée quelconque située à droite à point Aj, celle ^„_f^„ par exemple :
O*,»,' »-*-3'' "^'■^cz' + s"
c- MY -^dx -^ XT ^dx Jf F -î— dx
MT^dx + o,M7^dx
OiF;xii; o»Fixir;
Or, les valeurs de s' et de s" dans les intervalles (2) A^, A^A^^, ^m-Am ^^^^ données par les formules (d) (e) (/) (g) (h) (l).
En substituant ces vateurs dans les expressions précédentes de M et de T, il vient :
Lorsque le point D est dons la partie de poutre (2) A^ :
ro
M _ D I ' p «.ti X I
I OA o,o;x.;
lorsque le point D fs( dans _tjiw (rowic quelconque située à draile de Aj, celle ^,„_,^^ par exemple :
Jf7(4-<!;)f,„Xf„X =^f— '^^^xf*
,„, I oA= ^ o.oix^;
*5'-('-«.)fwXf.+ix ^^f— iXT^n*"
2° LA CHARGE MOBILE SE TROUVE SUR LE TRONÇON A^ (i).
En suivant identiquement la même marcIie que dans l'iiypotbèse précédente, en arrive aux résultats suivants ;
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Lorsque te point D est dans ta partie de poutre (1) Aj,_ :
MI
lorsque le poirU D e«t dans une travée quelconque située à gmtdie it A^_,, celle Â(_jAj par exemjAe :
^^'"«'(Xl
Jfr'-(«+«.)pLiXfUx...
o»F' X Tt;
Ces formules établies, construisons les diagrammes suivants : 1" Par le centre 0^ correspondant au point C {{ig. 40, pi. 20i), menons une droite faisant un angle égal à -j- 45" avec la ligne Â^A^, et limitons-la à ses intersections 3'^_|, a^, avec les verticales des appuis An_|, A^ ; puis, à partir du point a^, traçons la ligne brisée x[ a'^^^ «^.^.j , dont les côtés passent par les foyers
rte droite des travées situées à droite de A^, et dont les sommets se trouvent sur les verticales des appuis ; enfin, à partir
du point aj_,, traçons la ligne brisée aj_, a'f._^ aj^^ , dont les
côtés passent par les foyers de gauche des travées situées à gauche (le A^_^,Nous désignerons, d'une manière générale, parsi une ordonnée quelconque de ce diagramme ;
2» Par le centre fixe 0^ de la travée {fig. 4i, pi. 20i), menons une droite faisant un angle égal à — 45** avec A^A^ et limitons-la à ses intersections «j^, a^, avec les verticales des appuis Â^_, et Aj ; puis, à partir des points â[_^ et a^, achevons la construction du diagramme, comme il a été dit au 1°. Nous désignerons, d'une manière générale, par Sj une ordonnée quelconque de
bvGoot^Ic
Les ordonnées it et Zj ont les valeurs suivantes : En tm fmint quelconque de. la travée Â^_^Aj;
En tm point quelconque de la travée A^A^ , , :
£n un point guefcon^ de ia travée ^„^_^^„ ■
3, = {b-e,)f,^,Xfi^X X(>^X-ïj— ;
.En tm point ^Iconque de la travée Aj_jAj_| :
(g + cJfcUi — »^) _ (ii + e.)(ii;i_, — l) ,
'■■" «U ' '■ «Li '
iïn un po»n( quelconque de la travée kf_ik. :
«'( — œ »i = {" + <)p»-|Xp„x Xf,_, X— — 1
». = -{« + «.) pLi X pUx Xpi+iX -^-j —
Ces expressions différentes de s, et de 3j entrentdans les formules (7), (8), (9) et (10); si on introduit zi et ïj dans les dites formules, il vient :
Lorsque le point D se trouve dons la partie de poutre (2) Aj !
j, XT ^dx MY 4dx
/Tblsj ™ p P >- T p P t
Lorsque le point D $e trouve dans une Irtlvi^ ^uefcon^ située i droite de \, celle A,^, A^ par exemple :
«r^'ii nr'-f-dx
(gbi.) _ïï__pj; ! , T = P-!— !
OA o.o;x.t; o,f;x.;'
lorsque h point D se trouve dans (a portte de powfre (i) A^^ i
,1 SY ^ dç irr 4* dx
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Lorsque le point D se trouve daas une travée quelconque située à
gauche de A^_|, celle A^|Aj par exemple :
MT 4dx MT 9 dx
Eu se rappelant que D désigne toujours le point d'application de la charge mobile, on traduit comme suit, les formules qui précèdent :
Théorème 1. — Etant données une poutre coiUinue parcourue par une charge mobile, et une section C arbitrairemeni choisie dans une tracée quelconque Aj_,Aj, si on applique successivement des efforts fictifs verticaux i" y dx, 2" -j- dx, tout le long de celle poutre, et qu'on
considère les i-éactions fictives correspondantes, développées aux extrémités de chaque travée supposée séparée du reste de la poutre et repoimi librement sur ses appuis, — z, et Sj étant les ordonnées des diagrammes polygonaux précédemmetU définis :
A. — {i°) la somme des moments, — par rapport à un point quelconque T) appartenant aune travée A. ^_^k^ située à droite de celle
Aj Aj, — des forces fictives Y dx réparties enti-e ce point et l'appui A^,
et de la réaction fictive en cet appui, est proportionnelle au moment ^dûsiant que la charge mobile produit au point G lorsqu'elle passe enD.
(â°) La somme dts moments, — par rt^port à un poitU quiconque D appartenant à une travée A^^A^ située à gauche de celte A^.^ A^, —
(les forces fictives y dx réparties entre ce point et l'appui A,_,, et de
ia réadxon fictive m cet appui, est proportionnelle au moment fléchissant que la charge moitTe produit au point G lorsqu'elle passe en D.
(3") La somme des moments, — par rapport à un point quelconque D appartenant au ^onçon de ù^avée GA^, — des forces fictives
-T tir répai-tiés entre ce point et Cappui de droite A^j^^ de la travée
fidjacenfe à ce trohçon, et de la réaction fictive en cet appui, est pro^ poTiionnelle au marnent fléàùssant que la charge mobile produit au poihJ G lorsqu'elle passe en D:
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{k") La somme des moments, — par rapport à un point quelconque D appartenant au tronçon de travée CAj_,, — des forces fictives -j dx réparties entre ce point et l'appui de gauche À.,^_^ de la travée adjacente à ce tronçon, et de la réaction fictive en cet appui, est proportùmnelle ou moment fléthissani qut la charge mobile produit au point G lorsqu'elle passe en D.
B, — Les quatre propositions qtù précèdetU s'appliquent également
aux forces Rétives -=- dx et aux efforts tranchants développés au point li
par la charge mobile.
Les {i") et (2°) peuvent encore être énoncés de la manière suivante :
Le momerU fléchisf(mt fictif développé par les forces fictives -4 dx, en
un point quelconque D d'une travée située soit à droite, soit à gauche de celle A^._ ^A^, — la dite travée étant consiiérée comme séparée da reste de la poutre et comme reposant librement sur ses appuis, — est proportionnel aumoment fléchissant que la charge nuAile produit en C lorsqu'elle passe en D,
En se référant à des propriétés connues des courbes funiculaires et à la définition des lignes d'influence, on transforme comme suit, le théorème qui précède.
Théorème II. — Éttmt données une poutre continue parcoui'ue par une charge mobile, et un« section C arbitrairement choisie dans une travée quelconque Aj_,Aj, si oh applique successivement des efforts
fictifs 4" -s- dx, â° -y dx, tout le long de la poutre, — x, et s^ étanA
les ordonnées des diagrammes polygonaux précédemjnent définis, — qu'avec des distances polaires arbitraires, on construise les deux courbes ftmiculaires respectivement relatives à ces efforts, qu'on leur mène des lignes de fermeture correspondantfs à diacune des travées autres que celle Aj_^Aj, et qu'enfin on prolonge jusqu'à la verticale du point C ks ligtKS defermeture afférentes aux travées conliguës à celle A^^^ Aj. Les segments de verticales, compris entre chacune de ces courbes et les lignes de fermeture y relatives, sont respectivement proportionnels oui ordoitnées des lignes d'influence du moment fléchissant et de f effort tranfMnt dévekppés dans ht section C.
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{ 05. — Prt^riétés des oonrbas fiudoiilaires oorreBpcoulantes aux sihnta fictUs^ dm «t -^dx
Théorème î. — Dœis la courbe fvnicuiaire des zi dx, les lignes de
fermeUav correspondanies aux travées adjacentes à celle Aj_^Aj mi se trouve le point G, fie coupent tur la verticale de ce pmnt. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la résultante de»
réactions flctivesen ces appuis, passe par le point G; ou, parsuite, que la somuie des moments de ces forces par rapport à C soit nulle.
Fiff.2Û
Une ordonnée quelconque du diagramme des x (ix\_ t\_ x\ *'*+() if^- ^^)i 6st égale à la somme algébrique ig[ -}->!* des ordonnées correspondantes des diagrammes *'t_,iï'i_,Aj et z\.
(a) ^(te=^dx+^dj;.
Or, en vertu du lemme du § B2, la résultante des efforts fictife
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!^ da; et de la réaction fictive corresporidante en Aj_j est appliquée en F^; elle a pour valeur
be même, la résultaate des efforts fictifs y lir et de laréaction fictive correspondante en Aj , , est appliquée enF^, et elle a pour valeur
puisque A^a^ = O^A^.
Mais il résulte de la relation (a) que la résultante des efforts fictifs J. dx et des réactions fictives correspondantes en A^^, et en A^ . ^, est la même que celle des forces fictives
0A-tX«i «* o;a^x«..
La condition nécessaire et suffisante pour que cette résultante passe en C est :
o;A,xe» _— cf;
ou, à cause de l'équation (A) (§ 52, p. 98),
o;a, o,f;_ce; o;a^_,^ô^~cë;'
Cette relation n'est autre que celle (p) démontrée au para' graphe 52, p. iOO; la condition ci-dessus est donc satis^te, ce qui justifie l'énoncé.
TnÉoitiENE II. — Dans la courbe funiculaire des ~ dx, les lignesàt fermeture correspondantes aux traoéet adjacentes à ceOe A^_,A^ 9Ù se troutse le point G, sont paraMts.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il y ait coïncidence entre le premier et le dernier rayon polaire du polygone des forces formé : 1" de la réaction fictive en A^ , ,, 2" des forces
fictives * dx réparties entre A^ . ^ et Aj_j, 3" de la réaction fie*
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live enAj_,; ou, par suite, que la résultante t nulle.
ces «ffoïts soit
Une ordonnée quelconque du diagramme des z^ (*"jt_,«'i_,»t *'*+,) (fis- ^0 ^* égale à la somme algébrique i)\+% des ordonnées correspondante des diagrammes »'t_ j«'j _ , A^ et «'it+,«ÏA,j_ , ; on a donc
(a) lî<tc=Iïda.+Ilï<ir.
Or, la résultante des efforts fictifs -p (£r et de la réaction fictive en Aj_,, a pour valeur
puisque A^_,a'^._, = — O^Aj_,.
De même, la résultante des efforts fictifs ^ da: et de la réaction
Sctive en A^ . ^, a pour valeur
— O^A^Xï^, puisque -*-»** "^ — *-*ji^*-
correspondantes en Aj_j et A^, ^, a donc pour expression (6) - O^A^_,Xe'^-0,A^X V
Uais, d'autre part, (A) et (bf) (§ §2) donnent
u OA-,'
"H — Oj,A^,Xe;— 0AX*»=0'
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La résultante exprimée par la formule (6) est donc nulle ; ce qu'il fallait démontrer.
z Théorème III. — Dans les courbes fumadaires des -r dx et des ;
Y dx, les lignes de fermeture ccrî-espondantes aux travées qui précédent
celle Aj_ Aj où se trouve le point G, sont en ligne droite; il en est de même des lignes de fermeture correspondantes aux trtKées gui suivent ceUe Aj_,Aj,
Revenons aux calculs du § 54.
Pour déterminer les déplacements entrant dans les expressions (4) {§ 31) de M et de T, nous avons dû supposer les deux tronçons de poutre Â^^C, CA^, privés de leurs liaisons surabondantes. Dans le c^ où le point D d'application de la charge P se trouve dans une travée quelconque A^_^A^, située à droite de celle Aj_,Aj où est le point C, nous avons considéré comme indépendantes de l'élasticité les liaisons qui imposent la fixité des pointa A„., etA„.
Or, d'après une remarque déjà plusieurs fois renouvelée, nous savons qu'on peut également regarder comme telles, les liaisons qui imposent la fixité de deux appuis quelconques, ceux A^ et A, par exemple. Dans cette hypothèse, les formules finales i(8 bis) du § 84, deviennent :
MT^dx XY^dx
(»'") ÔÂ='' 0.0-.X.-. ■ '^-^ O.F-.X.-. -
n résulte de ces expressions et de propriétés connues des courbes funiculaires que :
Si, avec des distances polaires arbitraires, on trace les deux
courbes funiculaires des jdx et des — dr, et qu'on leur mené
des lignes de fermeture les coupant respectivement en leurs pointS' d'intersection avec les verticales des appuis Aj^ et A„, les segments de verticales, compris entre ces courbes et ces lignes de fermeture, 9ont proportionnels aux ordonnées des portions des lignes d'influence du moment fléchissant et de l'eflbrt tranchant en C, afférentes à la partie de poutre AjA„.
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En comparant la construction qui vientd'être indiquée, à celle donnée au théorème II du paragraphe 54, on voit que la première ne diffère de la seconde que par la substitution d'une ligne de fermeture unique aux Lignes de fermeture partielles répondant à chaque travée.
Ces deux constructions devant nécessairement donner les mêmes résultats, il faut que la ligne de fermeture unique coïncide avec les lignes de fermeture partielles qui, par conséquent, sont en ligne droite.
Même démonstration en ce qui concerne les lignes de fermeture partielles correspondantes aux travées situées à gauche de celle Aj_^Aj.
Corollaire. — En rapprochant les théorèmes I et II, du théorème III, on voit immédiatement que :
lignes de fermeture iks travées qui précMent celle l^ où se trouve le point G considéré, S" par les ligms de fermeture des travées qui suivent cette dernière, se coupmt s»r la v^ticaie du point G.
aur précédentes sont parallèles.
Remarque. — Les portions de la courbe funiculaire des -^ (te,
correspondantes à deux travées adjacentes quelconques /„_, el '„,, se raccordent tangentiellement sur la verticale de l'appui A^^ commun à ces travées, puisque dans le polygone des forces
travée I est en même temps le premier rayon polaire des forces fictives de la travée l^^.
La même remarque s'applique à la courbe funiculaire des
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) tm- ~- Cmstruoticai dea lignes dlnflnenoa du Moment fléohie- ■ant et de l'EUort tranchant déTsloppéa en une section C srbltralrement choisie dans une travée l^ quelconque.
Le théorèiQd II du § 54 ramène cette constructioQ à celle des deux courbes funiculaires correspondantes aux forces fictives ver-
ticales y dœ et -r-dx réparties tout le long de la ligne moyenne
de la poutre.
Nous opérerons conformément aux indications données au § 45 pour les tracés analogues relatif à l'arc encastré.
La ligne moyenne de la poutre continue a été précédemment divisée en un certain nombre de parties Aœ, égales entre elles, pour la détermination des verticales trisectrices (§ KO).
Conservons cette division et, aux milieux des éléments A»,
il, li„
appliquons des forces fictives verticales s^ -— et a^ -=-• descendantes ou ascendantes suivant que les z^ ou les 2, sont positife ou négatifs (PI. 201, Fig. i% à 49).
Gela fait, avec des distances polaires B^ et B^ , positives ou négatives, et d'ailleurs pour l'instant arbitraires, traçons les deux polygones de ces forces fictives (fig. 4B et 4A et pg. 41 et 48) {*), en ayant soin de commencer par l'extrémité A„ de la poutre et de placer' les pôles à gauche, ou adroite, des verticales choisies pour porter bout à bout les forces fictives, suivant que B^ et B^ sont positifs ou négatifs ; construisons les deux polygones funiculaires y relatifs a^ H, 0^, C, m.... {fig. 4S) {") et a\ Hj a'^ C, *\ Hj et^ (fig. 49) ; menons-leur des lignes de fermeture correspondantes aux travées autres que celle l^ qui contient la section C; enfin, prolongeons les lignes de fermeture des travées f^,, et ijj^ jusqu'à la verticale du point G.
Ces polygones funiculaires ont pour limites, lorsque A»
(*) Pour M pas Borcharger les figures, chacna de cee pohrgoaes a àté idodé en deu parties, et toutes les forces fictives n'y ont pas été représentées.
d'indiquer
D.-,:cdbïC00gIC
décroit indéfiniment, tes deux courbes funiculaires des -j dx e>t
Donc :
1' Dana chacun des polygones &d question, les lignes de fermeture des travées qui précèd«it celle l^ doivent former une seule lignedroite; celles des' travées qui suivent /^ doivent former uiie autre droite.
2" Dans le polygone funiculaire des s^ -=- » ces deux droites
doivent se couper sur la verticale de C au point c . (Cette vérification n'apparaît pas sur la figure iS, la partie du polygone
funiculaire des «i ^_ cowespondante aux travées qui Buivenl celle
Ij n ayant pas été tracée.) Dans !è polygone des « ^ les droites
en question (a'^ c^ et «'_ y,) doivent être parallèles. Ce sont là des vérifications de l'exactitude des tracés. Cela posé, soient K^H^ , K^H, , les segmente interceptés sur la verticale d'un point quelconque D par chacun des polygones fuaicuiaires et par les lignes de fermeture correspondantes. Par des considérations identiques à celles exposées au § 45 pour l'are encastré, on établirait, en partant des équations fondamentales {7 bis) (8 bis) (9 bis) et (10 bis) du § 54, que, lorsque la charge mobile passe en D, le moment fléchissant M et l'efi'ort \ dans la section C sont donnés par les relations nia: ^ M, _ X"^ '
Bij; _ -f— X B,
'r. = PX o>.x.-. x'^^-
(*} Od remarqnen que H, élaot nn raonieat MO^^^ \
D,(,.,:edbïG(>OgIC
En remplaçant la composante au foyer de gauche «'^ par : valenr tirée de la formule
qui est celle if) du § SO (page 89), à la substitution près de l'indice k à l'indice t, il vient :
M„ PxB,
PxB,
Soient maintenant P,B,, B,, Ô^;, Ô/^,l!„Tfi, et"^,leslongueurs brutes, abstraction faite de toute échelle, des lignes qui, sur l'épure, représentent les quantités désignées par ces lettres
et j celle dee longueurs ; on a :
p=Px/; b,=b;xi, b,=b,x(, o,o;=ôp;xi, o,F,=ô^xl, n;=n;xi, k,h,=k;h^xI, K,H,= ïyÇxi,' et en substituant dans les deux équations ci-dessus, on obtient :
M. ( PxB, \
OA \o.o;xn; 'V / PXB, — ^\
Or, on peut toujours prendre pour distances polaires, les valeurs suivantes :
âôlxïï'.
- ô^LxB; (») ''==-^^'
auquel cas les relations précédentes se réduisent à
(«) ôX''^'^''^''
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et l'on peut dire, dès lors, que les segments de verticales K^H^ et KjHj, correspondants aux polygones funiculaires tracés avec les dislances polïiires sus-indiquées, représentent, à l'échelle des forces, les
K quantités jrp-j- et T^,, ou encore qu ils sont égaux aux ordonnées
des lignes d'influence desdites quantités.
Par suite, si on les porte en ordonnées à partir de deux horizontales U|U', et UjU'j choisies comme axes des abscisses, on obtiendra les lignes d'influence cherchées aEfli^Gfi^a^ et a'ïi^a'^fi^ C\a\a\ (fig. 43 et 49).
Remarque I. — Au lieu de construire en une seule fois le poly- -1„
gone funiculaire des forces fictives s^ —pi pour toute la poutre,
on pourra procéder travée par travée, ce qui aura l'avantage de rendre les traces plus clairs et d'éviter qu'ils ne sortent des limites de l'épure.
On tracera donc autant de polygones des forces fictives et autant de polygones funiculaires qu'il y a de travées, en ayant soin de tenir compte de ce que le dernier côté du polygone funiculaire correspondant à une travée et le premier côté du polygone funiculaire de la travée suivante doivent être en ligne droite, ainsi qu'il résulte de la remarque finale du § 55.
Il sera également commode de faire en sorte que les lignes de fermeture des polygones funiculaires successifs, lesquelles doivent être en ligne droite, coïncident avec l'axe horizontalU U' auquel on rapporte la ligne d'influence ; ces polygones funiculaires constitueront alors la ligne d'influence cherchée ellemême, et l'on aura évité le report d'ordonnées indiqué plus haut.
Pour cela, on construira, avec un pôle quelconque de distance polaire B^ , un polygone funiculaire d'essai des forces fictives
ï, -p, pour la première travée A_, A^ seulement ; la ligne de fermeture de ce polygone sera en général oblique ; on corrigera la position du pôle, suivant une règle connue, de manière à ramener ladite ligne de fermeture à être horizontale ; puis on retracera le polygone funicul^e en question, en partant du point de
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U,U'j situé sur !a verticale de l'appui A^ ; !e dernier côté de ce polygone coupera U|U',9ur la verticale deA^ et fera connaître ladirec-
tion à donner au premier côté du polygone funiculaire des -^ *,
correspondant à la travée suivante A, A,. On construira ce nouveau polygone, dont le dernier côté coupera U,U', sur la verticale de Aj. On continuera ainsi, de travée en travée, jusqu'à la verticale de la section G, relativement à laquelle on cherche la ligne d'influence du moment fléchissant M.
On obtiendra, de la sorte, toute la portion de laligne d'influence de M, correspondante à la partie de poutre A^ G.
On construira de la même manière, la portion de la ligne d'in- Quence qui correspond à la partie de poutre CA„, en partant de la dernière travée A^^, A^, au lieu de la première A^A , et en allant de travée en travée jusqu'à la verticale de C.
Il est clair qu'au lieu de commencer les tracés par tes deux travées de rive, on peut commencer par deux, travées quelconques A,._,A( et A,,,_|A^, situées, l'une avant, l'autre après la travée A^__, A^ qui contient le point C.
Ainsi, on construira le polygone funiculaire des forces fictives
-1„ ï, -p pour la travée \_,k^, par exemple ; et on corrigera la position de la ligne de fermeture de ce polygone de manière à la faire coïncider avec l'horizontale UjU,'. En prolongeant respectivement le premier et le dernier côté dudit polygone, à gauche de la verticale de l'appui Aj_^ et à droite de la verticale de l'appui Aj. ou aura le dernier côté du polygone funiculaire correspondant à la travée A(_jÂ,_, et le premier côté du polygone funiculaire correspondant à la travée A^A^^. On pourra dès lors tracer ces derniers polygones, et on continuera ainsi, de proche en proche, d'une part en allant de la travée A;_,A(_^ à la travée de rive A^A,, et d'autre part en allant de la travée A,A^ jusqu'à la section C. On obtiendra ainsi la partie de la ligne d'influence afférente à la partief de poutre A^ C.
Une construction semblable, faite en partant de la travée A^ ^
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A^, fera connaître la partie de la ligne d'influence afférente à la partie de poutre C A^.
Les indications qui précèdent s'appliquent aussi au polygone
funiculaire des forces fictives x^ -s—, c'est-à-dire à la ligne d'influence de l'effort tranchant.
Remarode II. — Lorsque la section C dont on cherche les lignes d'influence, se trouve entre les foyers F^ et F^, le centre 0^ correspondant est situé en dehors de la Gravée, et il est d'autant plus éloigné, soit dans la direction Aj_^ A^, soit dans celle Âj^^, qne le point C est plus rapproché du centre âxe 0,^ de la travée ; il est rejeté à l'infini positif ou négatif lorsque G coïncide avec 0^ (§ S2, p. 101 : Discussion.).
n en résulte que, pour certaines positions de la section G, entre les foyers, la longueur 0^0|^ est très grande 0^.32, p. 124); il en est de même, par suite, de la distance polaire B, , d'après la
formule (a) (page lîO), et des efforts flctife x^ — r- , d'après la construction même du diagramme des z,.
Le polygone de ces efforts fictifs peut alors prendre des dimensions incompatibles avec celles de l'épure.
On obvie à cet inconvénient en apportant aux tracés sus-indiqués la modification suivante qui s'applique, d'ailleurs, quelle que soit la position du point C dans la travée.
Remarquons qu'on ne modifie en rien le polygone funiculaire
des efforts fictife x^ -y- , en multipliant par un même coefficient lesdils efforts fictifs et la distance polaire B^. Attribuons à ce coefficient la valeur q-q<', X étant une longueur arbitrairement choisie ; les efforts fictif à considérer deviennent alors
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— iu'-
en posant
tandis que la distance polaire prend la valeur "P
if)
D'après(e), e^ ets^ sont proportionnels; les côtés du diagramme des z\ coupent donc A^^A^ aux mêmes points que les côtés correspondants de celui "des z,, savoir : aux foyers de gauche des travées qui précédeut celle i^, aux foyere de droite des travées qui suivent /^, et enfin au point 0^ pour le côté répondant à la travée Z^.
Dès lors, pour tracer le diagramme des z'^, il sufBt d'en connaître une seule ordonnée. Calculons celle dont le pied est au centre fixe 0^ de la travée l^ ; en ce point on a
(',)o,= -OA, puisque le côté a\___ ^x'^àa diagramme des z^ fait un angle égal à — ■4S degrés avec A^A^et passe par OJ^. Donc, en vertu de (e),
D'où la construction suivante {fig. 22) :
\ Am
Fig.,22
Porter en ordonnée O^S^ =^X, au-dessus de A,A^; joindre
S(0^ : la partie aï_, «^ de cette droite est le côté du diagramme des ï'j, qui correspond à la travée l^ ; enfin, achever le diagramme, en partant dés points a^_| et «^ comme il a été indiqué pour le diagramme des s^.
Résumé des opérations à effectuer, pour déterminer les lignes d'in-
^uence du moment fléchissant M ( ou plus exactement de (a qtionfité , |
et de l'effort tranchant T pioduits en une section C arbitrairement choisie dans une travée l,^ , par k passage d'une charge mobik P.
La construction des verticales trisectrices, des foyers, et des longueurs telles que 1IJ_, qui représentent les composantes aux foyers de gauche, étant préalablement faite, on devra :
1" Déterminer le centre fixe 0^ de la travée, et le centre 0'^ correspondant au point C(§ 52), puis les diagrammes polygonaux des !,(ou des s'^^ et des z^ qui s'ensuivent immédiatement (§ S4).
2° Tracer deux polygones funiculaires de distances polaires
U K s Kl ^,, U' Kl
L5(oub;:.:
respoûdants à des efforts fictifs verticaux, égaux respectivement à i / 1 \ 1
îj — j— I ou s^ — j— / et a Sj— T- , — net 1^^ ayant les valeurs déjà
employées pour la construction des verticales trisectrices et des longueurs telles que ïl',^. Mener à ces polygones des lignes de fermeture correspondantes aux travées autres que celle l^, et prolonger jusqu'à la verticale du point C, les lignes de fermeture des i celle /. .
3" Ramener les ordonnées de ces polygones, mesurées à partir de leurs lignes de fermeture , à avoir leurs pieds sur les axes l'iU'j et UjU'^; joindre les extrémités de ces ordonnées par des droites, ou mieux par des lignes courbes, ce qui donne les lignes d'influence cherchées.
Ou bien, la détermination: 1° étant effectuée, construire les polygones funiculaires du 2", conformémeut aux indications de la remarque I du.présent paragraphe, ce qui supprime l'opération 3".
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s 57. — Zdgnw d'influsno* dn marnant fUohlaunt «i d* l'«tfort tranchant, ralativas anx dUtérentes MOtlais d'nna même travée.
Supposons qu'on ait déterminé, comme il vient d'être dit, les lignes d'influence du moment fléchissant et de l'effort tranchant, relatives à une section C de la travée /».
Nous allons montrer comment les constructions faites à cet effet doivent être utilisées, pour simplifier les constructions similaires à effectuer pour la détermination des lignes d'influence correspondantes à une autre section quelconque C de la même travée.
1" LœwEs d'influence de l'effort tranchant
Théorème. — Le 'polygone funiculaire d'où se déduit la ligne tf mfluence de l'effort tranchant reiatitx à une section G quelœnque d'une travée l^^, est identique au polygone de même nature correspondant à la section G située dans la même travée.
i" Ces polygones correspondent aux efforts fictifs a, — j — qui
ne changent pas de valeur quand on passe de la section G à la section G', puisque le point 0^ qui déflnit le diagramme de s^, est fixe dans la travée ;
2" Leur distance polaire est la même, en vertu de la formule (b) (§ ^)i l^i' Q^ contient que des constantes.
Ils sont donc identiques.
Par conséquent, un seul polygone funiculaire, celui des forces
fictives 2, — j—. fait connaître les ordonnées des lignes d'influence
de l'effort tranchant, relatives aux différentes sections d'une même travée /j.
Conformément aux indications du § 66, on devra, pour chaque section considérée, prolonger les lignes de fermeture des travées 'j _ , et ij , , jusqu'à la verticale de cette section.
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Il résulte de ce qui précède que, pour toutes les secti<HiB d'une même travée, les parties des ligues d'influence de Te&rt traucbaiit, situées eu dehors de ladite travée, sotot identiques.
2° Lignes d'influence du moment fléchissant A — Parties de la ligne (finfiuenee situées en dehors de la tnwée /^.
Théok£me. — Les ordonnées correspondantes à une même abscisse, tles Ugnes d'influence relatives à deux sections G et C de la travée Ij^, sont entre elles:
1° Pour la partie de ces lignes située à gautAe de la travée l,^, comme les distances du foyer de droite F^ de cette travée aux sections GetC ;
2° Pour la partie de ces lignes située à droite de la travée l^, comme les distances du foyer de gauche F'^ de cette travée aux sections C et C.
La charge esl à gauche de
CoBsidérons d'abord les portions de lignes d'influence situées à gauche de la travée l^.
Quand la charge mobile se trouve sur la partie de poutre A.^^./^ , le diagramme représentatif des moments fléchissants dans la travée ij est, à chaque instant, une droite qui passe par le foyer de droite de ladite travée (fig. S3) et qui pivote autour de ce point, tandis que la charge se déplace (§ 50. Foyers). On a donc, en désignant par Mg et M^, les valeurs simultanées du moment fléchissant en CetenC,
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Cette proportion ayant lieu quelle que soit la position de la charge mobile sur la partie de poutre A^A^._|, on en conclut que, dans cette région, les ordonnées correspondantes des lignes d'influence du moment fléchissant en C et du moment
F.C fléchissant en C, sont entre elles dans le rapport constant iwr-
On démontrerait de même que, quand la charge mobile se trouve à droite de la travée ij, on a (fig. S4)
et que, par suite, dans la région A^A^^, les ordonnées des lignes d'influence du moment fléchissant en C et du moment fléchissant
F.C en G, sont entre elles dans le rapport constant ^nv-
GoNSÉQUENCK. — La partie de ligne d'influence du moment fléchissant en C, située à gauche de /^, se déduira de la partie correspondante de la ligne d'influence du moment fléchissant en C,
par la réduction ou l'amplification des ordonnées de cette der-
F.C nière, dans le rapport ^rp-.
De même, la partie de la ligne d'influence du moment fléchissant en C, située à droite de l^, se déduira de la partie correspondante de la ligne d'influence du moment fléchissant en G, par la réduction, ou l'amplification, des ordonnées de cette dernière,
dans le rapport y-rr-
Il est sous-entendu que les rapports en question sont susceptibles d'un signe : ils sont positifs si C et C sont d'un même côté de Fj, oudeF^; ils sont négatifs si C et C sont de part et d'autre de Fj, ou de F^.
B. — • Partie de là ligne d'influence du moment fléckiasant, située dans la travée i^..
Pour la détermination de cette partie de la ligne d'influence du moment fléchissant en C, on appliquera la méthode générale indiquée pour la section C et complétée par la remarque I
On cherchera le centre correspondant à la section G' et on
IM
tracera le côté du diagramme des b^ (ou de celui des a'\ situé dans la travée /^.
Puis on construira successivement les deux tronçons de ligne d'influence, situés dans les parties de travée Aj^G et A^C, en se fondant sur ce que :
1" Ces tronçons sont deux segments d'un polygone funiculaire
de distance polaire B, = m. ■ I ou B, = — =-= 1, cotres-
pondant aux forces fictives s, — p ou s\ —p ;
2° Ces tronçons respectife doivent (§ 55. — jRemar(pie finale) se raccorder tangentiellement avec les parties de ligne d'influence situées à gauche 'et à droite de la travée l^, parties qui ont été déterminées précédemment.
I 58. — Lignes d'tullaenoe du moment fléchissant, relatives à certaines sections remarquables.
La connaissance de la ligne d'influence du moment fléchissant en une section donnée, résulte immédiatement de celle du diagramme des z, (ou des a'J correspondant à cette section.
Nous allons passer en revue certaines sections remarquables, pour lesquelles les diagrammes en question présentent quelques particularités.
LIGNE d'influence DU MOMENT FLÉCHISSANT EN UN APPUI QUELCONQUE DONNÉ.
Soit l'appui Aj_,.
Nous pouvons, à volonté, considérer la section Aj_j comme appartenant à la travée i^_, ou à celle l^ {"). •
Regardons-la, d'abord, comme faisant partie de cette dernière. Alore, le centre Oj, qui lui correspond, coïncide avec le foyer dedroîteFjde la travée (j(§52. — /h'scusston). Le diagramme des» est, en conséquence, celui représenté en traits pleins sur la figure 20 de la planche 202.
(*) Cette section peut, en effet, tire priga immidUtemeat à gaucbe ou immédiabonenl à droMe de l'appai.
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La distance polaire à adopter pour le tracé du poï^one fuaioulaire 1 _
des forces fictives s^ -p est dans ce cas : B, = — ^= -[ § 56,
p. iâO, — formule (o)).
Le diagramme des s' qu'on peut également employer, est indiqué sur la même figure, en traits poinlillés ; la distance polaire à prendre, pour construire le polygone funiculaire des forces fictives
«; ~, a pour valeur B; = ^~^iS i§ 86; P- <24- formule (/)].
Si nous considérons, au contraire, la section Aj_j comme appartenant à la travée l^_^, le diagramme des s^ est celui en traits pleins de la figure 21 (pi. 202) et la distance polaire à adopter pour le tracé du polygone des forces fictives y relatives, est égale
Le diagramme des s\, qu'on peut également utiliser, est indiqué en traits pointillés (fig. 21), et la distance polaire à prendre
pour le tracé du polygone fïiniculaire des forces fixitives g\ -p
LIGNE d'influence DU HOHENT FLÉCHISSANT EN UN FOYER QUELCONQUE,
Considérons fe foyer'de gauche T^ de la travée t^.
Le centre correspondant au point F^ est l'appui de droite A^ de la travée; le diagramme des z^ est donc celui de la figure 22, {pi. 202).
Ce diagramme se confond avec A^^A^ dans la partie de poutre
(') On remarquera que celle distance polaire est négative, carO^_jF|j_| est négalif, puisque P' _ est à gauche de _ ^.
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située à droite de la travée Z^. Les efforts fictifs a^ . sont
par conséquent nuls dans cette partie, et il en résulte :
i° Que dans le polygone funiculaire des 2, iL_ la ligne de
fermeture de la travée l,^ , ligne qui, d'après les indications du § 56, doit être prolongée jusqu'à la verticale de la section considérée Tf., se confond avec le dernier côté du dit polygone funiculaire;
2° que dans la partie A^A^ de la poutre, la ligne d'influence cherchée se confond avec l'horizontale U U' à laquelle on la rapporte."
Ce dernier résultat était évident à priori, puisqu'on sait que toute charge agissant à droite de la travée {^ ne détermine aucun moment fléchissant au foyer de gauche de cette travée.
La distance polaire à prendre pour le tracé du polygone funiculaire est, dans le cas considéré, égale à -_ -*.
LIGNE d'influence Di; MOMENT FLÉCHISSANT AU CKNTBK FIXE d'cHE TRAVÉE QUELCONQUE.
Considérons, par exemple, le centre fixe 0^^ de la travée l^.
Quand la section C dont on cherche la ligne d'influence vient en Oj, le centre 0\ correspondant à cette section s'éloigD£ a l'inâni positif ou négatif sur A,A^ (§ 52. — Diseuseion).
Par suite, le c6ié a[_^ a.\ du diagramme des z,, qui s'obtient en menant par Oj^ une droite faisant un angle de 4S° avec A^A,,, est fejeté à l'infini; les côtés dudit diagramme, appartenant aux travées qui précèdent celle /^ , coïncident alors avec les verticales des foyers de gauche de ces travées, tandis que les côtés appartenant aux travées qui suivent celle l^. coïncident avec les verticales des foyers de droite.
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— 43Î — Donc les 2, sont infinis, et il en est de même des forces
OjO;xn\
De plus, la distance polaire B, = = , à prendre pour le
tracé du polygone funiculaire des s — p , est inSnie , puisque OjO'j est infini.
La construction générale de la ligue d'influence du moment fléchissant au moyen du diagramme des s,, devient donc illusoire pour les sections des centres fixes des travées.
Il faut alors avoir recours aux forces fictives s,' -j— et à 1»
T XÏÏ^ distance polaire *t = p *
Le diagramme des z'^ est celui représenté à la figure 33(pt. âû2). Le côté qui correspond à la travée i^, est parallèle à A^Â^, puisque C^ est rejeté à l'infini.
g 68. — Sur qa«lqa«8 propriétés des lignes d'inilceiu».
ThÉOBÈHE. — La ligne d'influence de Ceffort tnmdiant, relative à une section arbitrairement choisie d'une travée /^, présente un point (Ttnflearion dans chaque travée de la poutre.
Ces points sont situés :
Dans la travée l^, sur la verticaîe du cenh-e fixe 0^ de cette travée; dans les travées qui précèdent l^, sur les verticales des foyers de gaw^e; dans les travées qui suivetU l^, sur les verticales des foyers de droite.
Ce théorème résulte immédiatement de ce qu'aux foyers et au
changeant de signe.
On voit de même que :
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Théobëhe n. — La ligne iTmfluence du moment (léchMsant en. une section quelconque d'une travée l^, présente toujours on point d'infkœion dans chacune des autres travées; ces points sont situés sttr les verticorles des foyers de gauche des b-avées qui précèdent i^, et sur les verticales des foyers de droite des travées qui suivent l^.
De plus, si la sedtm est située entre ks foyers de la travée /^, il n'y ajamaisdepointd'inflexiondanscettetravie;si,aucontr(àre,ellee8tsiiuieen dehors des foyers, Uy a toujours un pomt d'inflexion dans latravéeli^, et ce point est situé sur la verticale du centre 0'^ correspondant à la section.
Exception. — Lorsque les travées de rive reposent librement sur les appuis extrêmes, le foyer de gauche de la travée l^ et le foyer de droite de la travée i„ coïncident respectivement avec A.^ et A^; dans ces travées, les lignes d'influence du moment fléchissant et de l'effort tranchant, relatives à une section quelconque G d'une travée l^, ne présentent pas de point d'inflexion, puisque, les diagrammes des s^ et des a^ ne se continuant pas à gauche de A^, et à
à droite de A^, les efforts fictifs s^ —j- et a,— j- ne changent pas de signe en ces pointa, — bien qu'ils s'y annulent.
S 60. — Lignes d'iuCueaice do moment fléchissant et de reUort tranchant, relatives à ime section arbitrairement choisie d'une travAe de rive.
11 y a lieu de distinguer suivant que la poutre continue est
encastrée ou, au contraire, repose librement sur ses appuis
extrêmes.
i° Poutre continue encastrée sur ses appuis extrêmes.
Dans ce cas, la méthode générale de déterminatloQ des lignes
d'influence, indiquée précédemment pour une section quelconque,
appartenant à une travée de rang k, s'applique sans restriction
aux diverses sections des travées de rive(»).
(') On TérjSeni foeitemeni que les lignes de fermeture des courbes funicnlaireB dce
~dai et des -pdc, menées solvant la méthode générale dans h trtvée qui précèdf! (ou
qui mit) eelle de rang k, doi?eal £tre rempliicéc», quand il s'agit d'une section de U travée de rive gauche (ou droite), par les tangentes aux eitrémités de gauche (on de droite) de cœ ooutres.
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2° Poutre contikue reposant librement sur ses appuis extr^ues.
Dans cette hypothèse, la mélhode générale est en défaut.
En effet, cette méthode est fondée sur la considération des déplacements élastiques que prendraient, sous l'action de la charge mobile, les extrémités (1) et (2) des deux tronçons A^ (i) et (3) A., obtenus en coupant la poutre suivant la section transversale relativement à laquelle on cherche les lignes d'influence (§§ M et 54),
Or, si on effectue cette coupure en un point G d'une travée de rive, — la travée /„ pour fixer les idées (fig. 25), — l'un des tron-
Fitf.£5
çons formés, celui (2)A^, ne possède d'autre liaison que la fixité de
son extrémité A^, ce qui est insuffisant pour en détenniner la position dans l'espace. On ne saurait, par conséquent, y appliquer la charge mobile et considérer les déplacemenis élastiques correspondants de son extrémité (2).
La méthode générale est donc bien en défaut.
Nous y suppléerons en déduisant les lignes d'influence cherchées, de celle du moment fléchissant M,^, sur l'appui A^_^.
Celle-ci se construit par la méthode générale, en considérant la section A^i comme appartenant à la travée l^_^. Supposons-la tracée ; ses ordonnées représentent, non pas précisément le moment
M„_, , mais le quotient -tj — r — ,
Soient, pour une position donnée de la chaîne mobile, M le moment fléchissant et T l'effort tranchant en C. Les quantités M,_, M et T varient simultanément lorsque la charge se déplace.
Rendons libre la travée l^ : à cet effet, séparons-la du reste de la poutre et, à chaque instant, appliquons à sa section d'appui A.^^_^ un couple — M^^j égal et contraire au couple de flexion M^_|.
Dès lors, quand la charge mobile se trouve sur la partie de poutre A|jA,^_j, la travée /^ n'est sollicitée que par un seul effort
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directement appliqué, le couple -— M,^^^ ; et on a, par conséquent,
(a) M = M^Xy, (b) T==^
QuandlachargemobilePestsur la travée l^, celle-ci est soumise aux efforts — ^n~i ^t P ; on a, par suite, en vertu du principe de
la superposition des effets des forces,
en désignant par M' et T' le moment fléchissant et l'effort tranchant que produirait, en C, la charge mobile agissant sur la travée l^ supposée appuyée librement à ses extrémités.
Introduisons dans les relationsprécédentes, la longueurO^jA^.p ea les écrivant comme suit :
Quand la charge mobile se trouve sur la partie de poutre A^
(M TXn
Quand la charge mobile se trouve sur la travée (^ ; " '. X.-, , M' '.
(''' fTT— Xï=(r-Â— +
_,A._, ft~0._,A._, 0„,A
\ Ces équations conduisent aux constructions suivantes :
i° Ligne d'influence du moment fléchissant. — Au lieu de considérer
dans les calculs de résistance relatifs à une poutre continue, le
I moment fléchissant M dans une section donnée C, on peut envi-
: sager la quantité proportionnelle (jr — r — xf/ïl'i^ooi'S représenterons par A.
C'est la ligne d'influence de A que nous allons construire.
On remarquera qu'au point de vue de l'homogénéité, M est du premier degré par rapport aux forces et du premier degré aussi par rapport aux longueurs, tandis que 0^_|A„_,,/„ et b sont des longueurs ; A doit donc être regardé comme une force.
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SoH (ftg. ft$, pi. 202) a^a,^ra^j..., la ligne d'influence connue, de la quuitité^? — j — . j
La formule (a') montre que, dans la partie de poutre \^^,, \
cette ligne est précisément la ligne d'influence cherchée, qui se i
trouve ainsi toute tracée. :
Dans la travée l^, la ligne d'influence de A s'obtiendra, en vertu j
de (c'), par addition algébrique des ordonnées de la courbe connue ' ObÎ"*»-) ^* ^^^ ordonnées correspondantes de la ligne d'influence
de la quantité tt — r — x r-, ligne qui se détermine comme suit :
M' est, par définition, le moment fléchissant qui serait produit en G, par la charge mobile agitant sur la travée t^, si celle-ci reposait librement sur ses appuis ; on sait que la ligne d'influence : de ce moment fléchissant se compose de deux droites o„_,y et %f, qui se coupent sur la verticale de C en un point dont l'ordonnée |
Pot '
cyspourvaleur — -7 — Par conséquent, la ligne d'influence de la \
quantité Q — r — Xt- proportionnelle à M', se compose aussi de
deux droites 0,^,6 et 0^6 telles que 1
1 L Pab 1 /, a ■
•^ ^ ô::>z; =^ »■ = " X ^ câ::; ^ »■ = ~ '' (5;::?;::
Si maintenant on porte a,^_,w ^ 0„_,A^j_ et si on élève en w une perpendiculaire wo sur U,U',, on voit immédiatement, par la considération des triangles semblables o„_,c6 et o„_,(w, qne MO = — P, à condition, bien entendu, de lire la longueur ui à l'échelle des forces.
Par conséquent, pour construire la ligne d'influence o,_,to,de !
d'élever en u, une ordonnée ms représentant — P à l'échelle des forces, de tirer ■o„_,3, de prendre l'intersection 6 de cette Ugne avec la verticale de C et enfin de mener o^e.
De ce qui précède, il résulte qu'en un point quelconque m de ia travée de rive/^, l'ordonnée de la ligne d'influence de A est
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égale à la somme algébrique' ntp +m«, dont les deux termes sont à présent connus.
Pratiquement, au lieu de construire le diagramme a„_,Oa^, ou en construira le symétrique «,_,0'o^ pai" rapport à U,U,' ; de sorte qu'en tout point m on aura s'jj = mp — ms' ~mp~\-ms; ei les segments de verticales compris entre le diagramme a^_j6'o^etla courbe a„_,p «„ seront, par conséquent, égaux aux ordonnées correspondantes de la ligne d'influence de la quantité A.
On ramènera ces segments de verticales à avoir leurs pieds, tels que s', sur l'axe U|U,'; le lieu dô leurs extrémités sera la ligne d'influence cherchée.
Remarque I. — Lorsque la section G considérée décrit la travée l^, la courbe ajt a„__/ (!„_,■■•■ ne change pas, il en est de même de la droite o„_,5'; la droite a^6' seule se déplace en pivotant autour de a^.
La courbe en question et la droite o„_,t', tracées une fois pour toutes, font donc connaître immédiatement les lignes d'influence de la quïmtité A, relatives aux différentes sections de la travée de rive.
Ainsi, pour une section G, par exemple (fig. 24, pi. 202 ), la ligne
M, r d'influence de la quantité y relative A, = jr j — ^ îT ^ composera, dans la partie de poutre A^^^A^^, de la courbe o„_,''a„_j
(fig. iS). -
Quant à la partie de cette ligne d'influence située dans la travée /„, il suflira, pour en obtenir les ordonnées, de prendre le point d'intersection 6^ de la verticale de C, avec la droite flxeo„_,o' et de joindre ajt\ : les segments de verticales compris entre le diagramme a^^a^^^ ainsi formé et la courbe oj'o„_,, seront les ordonnées cherchées. On pourra, si on le veut, rapporter ces ordonnées à l'axe U,tJ,'.
Remarque II. — Il résulte des constructions indiquées précédemment que si la section G vient en A^, la ligne d'influence de
la quantité A = j=j j X~r" reste déterminée; mais alors
6 = 0, et par suite, M = o. Les ordonnées de la ligne d'influence du moment fléchissant en A^ sont donc nulles, d'après les tracés, comme cela doit être d'ailleurs.
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8° Ligne cTinfiwaee de Veffart trtmehani. — Par analogie avec ce que nous avons fait pour le moment fléchissant, au lieu de considérer l'efifort tranchant T en la section C donnée, nous considérerons la quantité proportionnelle T;? T — , que nous représente-
rons par 6.
On remarquera que, i, et 0^_^A^_, étant des longueurs et T une force, 9 doit être regardé comme une force.
Soit, comme précédemment ^^gf. as, pi. 202), a^a„_,ra_,_j
M_, la ligne d'influence connue, de la quantité ,. ■ ■■ ; — .
La formule (6') montre que, dans la partie de poutre kj^^^_^, cette ligne est précisément la ligne d'influence de la quantité 6, qui se trouve ainsi toute tracée.
Dans la travée /„, la ligne d'influence de 9 est, en vertu de ((f), la somme algébrique des ordonnées de la courbe connue ajt a^_^ et des ordonnées correspondantes de la ligne d'influence de la
/ quantité T' ^=7 j — , ligne qui se détermine comme suit :
T' est l'effort tranchant qui serait produit en G, par la charge mobile agissant sur la travée /„, si celle-ci reposait librement sur ses appuis; on sait que la ligne d'influence de cet effort tranchant se compose de deux droites parallèles o„_,p et a^l, limitées à la verticale de G et dont les prolongements déterminent sur les verticales de A^ et de k„_^ deux longueurs o.^-^„ et o„_^-t„_, représentant, en valeur absolue, le poids P à l'échelle des forces. Par
conséquent, la ligne d'influence de la quantité T' jr — ^ — proportionnelle à T' se compose aussi de deux droites parallèles fl„_,6 et 0^8, dont les prolongements rencontrent les verticales des appuis A^ et A^_, en deux points e^ et e„_,, tels que l'on ait, en tenant compte des signes conventionnels des ordonnées,
Si maintenant on porte o„_,w = 0^_,A^_, et si on élève en u une perpendiculaire ws sur U.U,', on voit par la considération de» triangles semblables a„_,o„e, et fl„_,w que «<T = — P,
la longueur ut? étant lue à l'échelle des forces.
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La droite %^fi àe la figure â6 est donc la même que celle a,„i6 de la figure 28; la droite a„8 lui est parallèle.
Gela posé, on voit qu'en tout point m de la travée de rive t^, situé à gauche de G, l'ordonnée de la ligne d'influence de 9 est égale à la somme algébrique mp -\- m$, et qu'en tout point m, situé à droite de G, l'ordonnée en question est égale à la somme algébrique m^p, -|- ffljS,.
Pratiquement, au lieu de construire le diagramme a, _, 6 S o„, on en construira le symétrique o^_,8'8'(i„ par rapport à UjU',, de sorte que les segments de verticales compris entre ce second diagramme et la courbe a^ _,p% seront égaux aux ordonnées correspondantes de la ligne d'influence de la quantité 9.
On ramènera les segments de verticales à avoir leurs pieds tels que s' et «^ , sur l'axe UjD', ; le lieu de leurs extrémités sera la ligne d'influence cherchée.
Semargue. — La courbe fl„po„_,ro,_,.--. et les droites «„_,«', et a„e^_^ sont indépendantes de la position de la section G dans la travée de rive. Elles font donc connaître les lignes d'influence de la quantité 9 relatives aux difierentes sections de cette travée.
S 61. — Lignes dinniunoe des réaaUoiu des «ppols.
On pourrait déterminer directement les lignes d'influence des réactions des appuis, mais il est aussi simple de les déduire des lignes d'influence des efforts tranchants.
Soient, pour une position quelconque de la charge mobile, Y^ la réaction de l'appui A^, T,^ l'effort tranchant dans la section. située immédiatement à gauche de Aj,etTj l'effort tranchant dans la section située immédiatement à droite, on a
d'où
Donc:
Les ordonnées de la ligne d'influence de la réaction d'un appui Aj s'obtiendront par différence entre les ordonnées de la ligne d'influence de l'effort tranchant T^ et les ordonnées correspondantes de la ligne d'influence de l'effort tranchant r„.
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§ 62, — Cas partlonltor oft la pontr* conUaoe est de ■•otion oonstanta.
Ce cas particulier est caractérisé par la relation
(1) ï = I„ = constante .
L'introduction de cette condition dans la méthode générale conduit à quelques simplifications que nous allons indiquer brièvement.
Les formules (6} et (6') du § 50- montrent que les points trisecteurs divisent alors les travées en trois parties égales.
D'autre part, la formule (o'} du même paragraphe donne, pour valeur de la résultante trisectrice de gauche d'une travée de rang k quelconque,
Par suite, la composante au foyer de gauche de la môme travée |§ 50, fonnule (e')] a pour valeur
'^' "•= — s; — = 6îir;
Quant aux forces fictives s, — r- et s^ —r—, considérées au § 56
pour le trace des polygones funiculaires qui font connaître les lignes d'influence de M et de T en une section donnée, elles pren-
nent les valeurs simples a, - et s, -.
K,H, et KjHj désignant toujours les segments de verticales compris entre ces polygones funiculaires et leurs lignes de fermeture convenablement menées, on a, comme au § 56 (p. 119),
XB.
= Px ^
Ou, à cause de (i) et de (2),
M. _ 6nto<PxB, ,,^„ 5Â 0.0: X S "^ '
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En remplaçant, comme au § Sô, les quantités qui entrent dans ces fonnules par leurs expressions en fonction des longueurs brutes qui les représentent sur l'épure et des valeurs des échelles adoptées, il vient
M, 6nïœûIPx'B,
5Â° jo;x?._ x'^-''-xf-
Ces relations montrent que pour que les segments K,H, et KjHj
représentent ■r—' ®* "^c ^ l'échelle des forces, c'est-à-dire soient
égaux aux ordonnées des lignes d'influence cherchées, il suffit de prendre des distances polaires égales à
"6nÂœ%P' *"~6nïâwrp*
Remarque. — Dans une poutre continue de section constante, tes lignes d'influence du moment fléchissant et de l'effort tranchant se composent de branches de paraboles du troisième degré. (*)
Cette proposition résulte immédiatement de ce que, I étant constant, les intensités des forces fictives y dx et-»' (ic sont des fonctions linéaires des abscisses des points d'application de ces forces.
g 63. — Foutre à une seule travée, encastrée horizontalement à ■es extrémités.
Lehhe. — La poutre à une seule tra^e, encastrée horizontalement à ses deux extrÉmitéSj pmit être considérée comme la forme Unùte d'une poutre continue horizonttde à trois travées dont les longueurs des travées de rive tenderU vers zéro .
Soit une poutre à trois travées Â_,AjA,A5 (fig. 36, p. 142/ Imaginons que les deux points d'appuis extrêmes A_, et A» se rapprochent indéfiniment des points d'appuis intermédiaires A^ et A,. A la limite, la ligne moyenne de la poutre a deux points confondus en Ag et deux points confondus en A, avec l'horizontale AgA, ; autrement dit, elle est tangente en A, et en A| avec cette droite. La poutre satisfait dès lors à la définition de la poutre encastrée, ce qui justifie la proposition énoncée.
(*) naiula eu particnlier où latection conaiijèrée coincide avec le centre- Aie de U travée, les deni EraDches de parabole qui constituent U partie de la ligne d'InDuene* da moment fléctaiesant comprise dans celle travée, unt du secoad dtgré seulemeot.
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Ce iemme nous autorise à applique^ à la poutre encastrée les théorèmes démontrés pour la poutre continue, en introduisant dans ces théorèmes la condition caractéristique limite dela = limite delji= (').
t^ Vr-
-ii-~
Foyers. — Cherchons d'abord la position du foyer de gauche de la poutre encastrée. A cet effet, appliquons la formule 3 Ws du § 80 aux deux travées t, et /, de la poutre continue A_,A,, en accentuant les lettres u et «, puisqu'il s'agit des foyers de gauche, et en tenant compte de ce que wj = /„, puisque le foyer de gauche de la travée de rive t^ comcide avec l'appui A_, ; il vient
■x)dx
i r'' °{h~(e)xdsc i r^' xjl, -
IV. " "^'J
'î, j Kl "^ r, / El
Pour passer de la poutre continue à la poutre encastrée, il faut faire tendre /« vers zéro ; la valeur de t^ correspondante déterminera le foyer de gauche Vi de la poutre encastrée A<Ai-
5 déduire île cdle fc
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Si on fait k^O dans réquation (1), le premiar terme du pre' mier me^Lb^e et le premier terme du second sa présentent sous
la fbime illusoire ^. Levons ces iadéterminationa en appliquant
la règle de L'Hospital.
Pour le calcul du premier terme du premier membre, on a successivement
/ '(/„ —a!)ccda:
,«, Jç / (/. — x)x \ I xdx_ I xdx
^ ' dl, ~\ El /x=i/' j El ~ I El '
Pour I<i = 0, les dérivées premières (2) et (3) s'annulent, en
sorte que leur quotient se présente sous la forme ^. For
mens donc les dérivées secondes ; il vient
d» / °ih — x)xdx
El
El'
La vraie valeur du premier lenne du premier membre de (1) est par couséquent
Un calcul analogue au précédent montrerait que le premierterme du second membre est également nul.
Dès lops, l'équation [i) résolue par rapport à «î donne, en supprimant le coefficient d'élasticité constant E,
/' {h-xjd.
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Cette expression est précisément celle del'absciase qq point trisecteur de gauche de la travée l, [| 60, formule (b')]. Donc
Le foyer de gaadie de la poutre ertcastrée coHnàde avec le point triaeeteur de gauche.
De même :
Le foyer de droite cainàde avec le point iri«cfeur de droite.
Composante ad foter de gauche. — Le foyer de gauche coïncidant avec le point trisecteur de gauche, la composante au foyerde gauche e^ égale à la résultante triaectrice de gauche ; en sorte que
IdX.
GenTHE FIXE 0, ET CENTRE 0', CORRESPONDAin- A UNE SECTION C DO NNéK.
— Ces. points satisfont aux théorèmes I et H du §52 qui en déterminent la position.
DiAGRAHMES DES 3, ET DES Zj, — Ces diagrammes se réduisent à deux droites a^aj et a^'a',' (fig. S6), faisant avec A^Ai un angle de 450 dans le sens indiqué au §54et passant respectivement par 01 et par 0,.
Théorèmes relatifs aux lignes d'influence. — Examinons ce que devient le théorème II du § 54.
Quand les longueurs destravées de rive A_,A, et A,Aj adjacentes à celle AoA,, tendent vers zéro, les lignes de fermeture menées
dans ces travées aux courbes funiculaires des y dœ et des y ete ont
à la limite deux points confondus avec ces courbes, aux extrémités desquelles elles sont alors tangentes.
Donc :
Étant dotmées une poutre Â^Âj encastrée horizontalement à ses deux extrémités, parcourue par une chia-ge mobile, et une section C arbitrairement choisie, si on applique suecesiioement des efforts fictifs verticaux
1" -jdiT, 2" -ràx, tout le long de lapoutre, — z^ et z, étant les ordonnées des droites «',»[ et »'â'1, précédemment définies, — qu'avec des dit' tanoes arbitraires polaires on constrràae les deux courbes funulairet
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respectivement rdatives à cex efforts, qu'on mène les tangentes attS, extrémités de ces courbes et qu'on limite ces tangentes à la verticale de la section G :
Les segments de verticales compris entre chacune de ces courbes c( ks tangentes y relatives sont re^aectivement proportionnels ava ordonnées des lignes d'influence du moment fléchissant et de l'effort tr^fndtavt développés dans la section G.
On voit immédiatement que les théorèmes I et II du § 55 pren- Dent la forme suivante dans le cas de la poutre encastrée :
1" Les tangentes aux extrémités de la courbe funiculaire des ■— dx se coupent sur la verticale de la section G.
2" Les tangentes aux extrémités de la courbe funiculaire des -pda; soii( parallèles.
CowsTRUCTioN DES LIGNES d'influence. — La constructioû des lignes d'influence s'efi'ectuera conformément aux indications du § 56. Toutefois, les lignes de fermeture des polygones funiculaires
il, il.
des forces Actives s, -^ et Sj -s- seront remplacées par les prolongements des côtés extrêmes de ces polygones, ainsi qu'il résulte des deux théorèmes qui précèdent.
Les distances polaires à adopter sont, en vertu des formules (a) et (b) du § 56,
(6) B.=. '^ et B.= "^ V
puisque, pour la poutre encastrée, iti = +î et que par suite !!,' = ¥
Cas PARTICDLIER on LA POUTRE EST DE SECTION CONSTANTE.
Les foyers qui coïncident avec les points trisecteurs divisent alors la poutre en trois parties égales. Par suite, le centre fixe 0, est au milieu de la portée, puisqu'il divise dans le même rapport la longueur l, de la travée et la distance focale (flg. 27, p. \4&).
La relation anharmonique (f ) du § 52
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se réduit
ici à
puisque
Cette proportion peut s'écrire 0;0| + 0,F,
d'après la figure,
CO,+0,A
mais
doue
-co, + i
o;o. - ^ CO. + *^
o;o, X CO, — ■
0) CO, X o.o; = ^.
Cette formule conduit à une construction très simple du ceotre 0! correspondant à la section C (/ig. STJ) :
De F, comme centre, avec un rayon égal à F,'F, = F,A, = 4, décrivons une demi-circonférence qui coupe en un point G !a verticale du centre fixe 0,. On a
(o.G)' = p;o,xo,A, = I X X = ^
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— Ail — L'équation (7) devient donc
CO, X 0,0; ï= (0,G)".
Il en résulte que, pour déterminer le centre 0,' correspondant à une section C, il suffit de joindre GG et de mener à cette droite une perpendiculaire en G, qui coupe A^, au point 0', cherché.
Les forces fictives à considérer pour la construction des lignes
d'influence ont pour valeurs -z, et -2., comme dans le cas de la ^ n n
poutre continue de section constante ; et les distances polaires à
adopter ont pour valeurs, en vertu des formules (3) du § 62,
SnAarP puisque dans la poutre encastrée
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A SES DEUX EXTRÉMITÉS
Propriétés des droites qnl Joignent les centres.
1. — Théorème. — Lafbre moyenne de l'arc étant considérée comme une ligne matérielle dont le poids rapporté à l'unité de longueur serait, en
chaque point, égal à r^, si le point G décrit celle ligne en entraînant d'un
mouvement de h^ntlalion deux axes rectangulaires quetcontfues Gx et Gy:
i" Les droites fixes o'o" et o'o'" correspondant à ces directions (taxes (§ 46. — Théorèiùe I), sont les diamètres respectivement conjugués aux cordes parallèles à t'acee des x et aux cordes parallèles à l'axe des y, par rapport à l'ellipse centrale d'inertie de ta fibre moyenne ;
t" La droite mobile o"o"' est constamment l'antipolaire du point mobile G, par rapport à la dite ellipse, à condition toutefois de prmdre pour longuwrs du grand axe et du petit axe de celle-ci, les rayons de giration principaux de la fibre moyenne.
Soient u' et v' les coordonnées courantes des trois droites o'o", o'o" et o'o'", par rapport â deux axes oV et oy parallèles à Ga; et â Cy i^pl. 200, pg. 3). (Nous réservons les notations a;' et y' pour désigner les coordonnées d'un point quelconque de la ligne moyenne par rapport à ces mêmes axes.)
(t'.S'), (y'", 5'") désignant, comme au § 46, les coordonnées des centres o" et o'" relativement à o'x' et o'y', les équations des droites dont il s'agit sont les suivantes :
(o-o") î^" = S'"-S' «'—y' y"'— y' ' Remplaçons y'.S'',y'"<S"', par leurs valeurs {d) du § 46 (p. 56); il vient :
(1) (o'o") B'tt' — C*v' = 0,
(2) {o'o'") Cw' — A''u' = 0,
(3) ' {o"o"') «'(B'V— C'»cr) + «'(A'V— CV) + C"— A"B" = Û. où:
I ds I ds I d>
Jk i/A Jk
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Cela posé, d'après la théorie des coniques d'inertie, l'équation de l'ellipse centrale de la fibre moyenne considérée comme ligne pesante, est, relativement aux ases rectangulaires oV, o'/ qui passent par le centre de gravité o' de cette ligne,
où A'',B'',C'' sont des constantes ayant les valeurs indiquées ci-dessus.
A' et B' sonif les rayons de giration de la ligne moyenne pesante respectivement autour des axes o'y' et o'a;'.
D' est une constante arbitraire dont nous fixerons plus tard la valeur.
Cette ellipse, rapportée à ses axes de symétrie, c'est-à-dire aux axes principaux d'inertie que nous désignerons par o'v. et o'y, a pour équation
(6) f{'<i,v) = B'W -f AV — D" = 0,
où A et B sont les rayons de giration principaux et où D'' a la même valeur que ci-dessus.
A et B sont liés â A',B' et C par la relation C* — A'>B" = — A'B', puisque la quantité caractéristique d'une courbe du second ordre est un invariant.
Ainsi qu'il est d'usage, attribuons à la constante arbitraire D'* la valeur
D" = A'B> = A"B'» — C; les équatioHS (5) et (6) de l'ellipse d'inertie deviennent
es bU) f (u',v') = B'*»*" + A''u'» — 2C'u't>' + G" — A''B'',
{6 bis) f(u,v) ~ B"u» -f- A'v' - A»B» =: 0,
et les longueurs des demi-axes de symétrie de l'ellipse centrale sont alors égales aux rayons de giration principaux A et B.
L'équation du diamètre de l'ellipse (5 bis), conjugué aux cordes parallèles â o'x' est
Celle du diamètre cooji^é aux cordée parallèles à oy est
(8) ' I /■; = 0, ou A'%' - C"w' = 0.
Ces équations sont précisément celles (i) et (2) des droites [o'o') et ao'"), ce qui démontre la première partie du théorème.
L'équation de la polaire d'un point quelconque (ujtj) par rapport à l'ellipse (S bis), est, en coordonnées homogènes,
|»r.;+|"T, + |<'f.;=0, dans laquelle C = ([ = 1 ;
u- (B"«; - cvi) 4- v' (A''f; — g^iî,) + c* — a'»b'' ^ o.
L'antipolaire du point {^,v',) étant la droite symétrique de la polaire par rapport au centre o' de l'ellipse, son équation est
(9) «' (B'»u; — G'»i;;) -I- V- (A'%: — CV) — (C* — A''B'') =
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Les coordonnées du point o' sont c' et tf par rapport aux axes Cx et Cy ; celles du point G par rapport aux axes o'x' et oy, sont donc égales à { — c') et ( — d') ; substituant ces dernières coordonnées à cellee u| et v', dans (9), il vient, pour équation de l'antipolaire de C,
w' {B'»c' — C'd') + v' {A'*d' — Ce') + C* — A''B'' = 0.
Cette équation est précisément celle de o'o", ce qui justi&e le 2° du théorème.
On peut encore énoncer le théorème qui précède sous la forme suivante :
Les droites o'o", o'o"' et o''o'" sont respectivement les antipolairea i" du point à l'infini de Gx, 2° du point à l'infini de Cy, 3' du point C, par rapport à l'ellipse cenlraie d'inertie de la fibre moyenne.
En effet o'o", par exemple, étant le diamètre conjugué aux cordes parallèles à Gt, par rapport à, l'ellipse centrale, peut être regardé comme l'antipolaire du point à l'inAni de Gx.
CoBOLLAiBE I. — Le» centres o" et o'" sont retpedivement (es antipôles des axes Cr et Cy par rapport à l'ellipse centrale d'inertie de la fibre moyenne.
Le point o", par exemple, est bien l'antipôle de Cx, puisqu'il appartient à la fois à o'o", qui est l'antipolaire du point à l'inflni de la droite Cr, et à o"»"' qui est l'antipolaire du point C de cette même droite.
COROLLAiRi n, — Lorsque k point G décrit la ligne moyenne de l'are, la droite mobile o'o'" enveloppe la courbe antipolaire réciproque de ladite ligne moyenne par rapport à l'elUpsc centrale d'inertie.
Remarque. — Si la ligne moyenne est une branche de conique (ellipse, cercle, hyperbole, parabole), l'enveloppe de la droite mobile o''o"' est vm ellipse.
On sait, en effet, que la polaire réciproque d'une conique8,par rapport à une conique S, est une autre conique S', laquelle est une ellipse lorsque le centre de la conique S est situé à l'intérieur de la conique S. II en est de même de l'antipolaire réciproque, qui est la courbe symétrique de la polaire réciproque S' par rapport au centre de la conique S.
Ici, la conique S est la ligne moyenne de l'arc ; la conique S est l'ellipse centrale d'inertie dont le centre est toujours situé à l'intérieur de la ligne moyenne.
Théorème relatif à la droite (cj ntlliBée au S tô pour la détermination de la ligne d'influence de la tension élastique par unité de Burface développée en un point donné d'une libre arbitrairement ohoisie.
2. Définitiow. — Soient: G le centre de gravité d'une section normale quelconque (PI. 200, fig. 3) ; F l'intersection de la flbre considérée avec cette section ; v la distance CP, positive si F œt au-dessous de C, nég^ve
dans le cas contraire ; f le rayon de gîration de la section autour d'un axe horizontal passant par C.
Construisons un point J tel gue
CF X CJ = — p» ; ou, en représentant par l la distance GJ, qui sera regardée comme positive ou comme négatÎTe suivant que J sera au-dessous ou au-dessusdeC,
(10) vXl = — p*.
On voit que J n'est autre chcee que le transformé du point F par rayont vecteurs réciproques, le point C étant Je pôle de transformation.
Noua appellerons le point J point réciproque de F.
Pour le déterminer géométriquemeut, il suffit de porter sur la tangente en G â ta ligne moyeane Cs = p, de joindre F8 et de mener par 9 une perpendiculaire A Fft, laquelle rencontre FC au point J cherché. (*)
Thëohëhe . — La droite (c) uUlitée au § 48 pour la détermination de ia ligne ^influence de ta tension élastique par unité de surface développée en un point F quelconque d'une fibre donnée, est Panlipolaire du point réciproque de F, par rapporta tellipie cerUràle d'inertie de la fibr« moyenne.
L'équation de la droite (c), ou fa (Jig. 3 — PI. 200), rapportée aux axes Gj; et Gy, est {§ 48)
— X , , ,, , 3 — coeot - . „ .. j; ,; 3" -f Bina ___-^a"'
"^^ ^-'~Tb i i , . i
^ -|- sin a
Transformons-la, en y remplaçant les produits (oV )?', {o"?")?', o'"q"')^'", par leurs valeurs en fonction des paramétres A'', B'', C'' de l'^lipse centrale d'inertie de la ligne moyenne.
Le second et le troisième produits sont donnés par \e& formules (k) du \ 46 (page 59), savoir ;
D'autre part, on a [§ 37, page 23, formule (e) (12) -'- ■'"''*■
!e 23, formu
/\da
déplus, o'q' est l'ordonnée à l'origine de la droiteo''o'" rapportée aux axes o'x' et o'y', droite qui est représentée par l'équation (3) (n* 1) ; cette équation donne
Portons cesvaleurs (H), (li) et (13) dans l'équation de la droite (c) {') La constTOEtion n'«t pas indiqué* snr U figure 3— Pl-JOO.
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vient en supprimant les acteurs communs
en remplaçant -g par sa valeur — 7 tirée de (10),
— (A''rf' — CV) 5' + \'*l cas a s" -i- C'f sin g z*" ''''' — _ (A'^rf — C'cO + A'«ï cos a + Ci sin 1 Cherchons maintenant ce que devient l'équation de la droite fc^ quand on la rapporte aux deux axes o'x', o'y' parallèles à Cx et fi Cy et passant par le centre use 0'.
Soit V une ordonnée quelconque de la droite (c^ relativement à ces nouveaux axes, on a
Z = V -j- d', puisque d' e«t l'ordonnée du centre o' par rapport aux anciens axœ Ca: elCy.
D'autre part y désigne une ordonnée quelconque de la droite o'd" relativement aux axes Cœ et Cy, tandis que nous avons désigné {n° i) par w' et «' les coordonnées d'un point quelconque de cette droite relativement aux axes o'x et o'y. On a donc
a' = 1/ -1- (f, ou, en tirant t/ de l'équation (3) de o"©"' {n" 4),
, (A"B'' — C'*) — (BV — C'V) u' , ,
De même z" désigne une ordonnée quelconque de la droite o'o'" relativement aux axes O et Cy ; en effectuant la même transformation que pour s', il vient,'en tenant compte de l'équation (2) de o'o'".
Enfin, on trouve également, en utilisant l'équation (1) de o'o',
Substituant les valeurs ci-dessus de Z, a', s" et a'" dans l'équation fc'J, il vient, après réductions,
_ [— B'' (c' + t sin g) -f G" {d' — l cas a)] u' + A"B" — G" _ ''' ■* A" (d' — ( cos «) — C» (C + ( sin a)
ou
w' [B" {c' -1- ( sin a) — G" (d' — ( cos a)] -}- V [A-* {d' — ( C08 a) — C (c' -f / sin «)] + C* — A"B'> = ; telle est l'équation de la droite (c) rapportée aux axes «V et o'y'.
Or, si on l'eprésente, par w'j et v'^ les coordonnées du point réciproque J, par rapport à ces mêmes axes, on a
c' 4- ' sin a = — m'j, (f — I cos a = — v'j. {*)
C) n convient de rappela" que a déueiie (^ t8l l'angle de la partie descendante de normale en C à la hgne moyenne avec la verticale descendante du point C, et que cet angle est regardé comme positif s'il est ailué à gauche de cette verticale et comme négatif Hans le cas contraire.
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L'équation de la droite (c) peut donc finalement s'écrire u' (B'^u'j - C'Vj) + V (A'%'j — C'»Uj) — {C* — A''B'») - 0.
En rapprochant cette équation, de l'équation générale (9) (n' 1} de l'antipolaire d'un point quelconque (i^,v',) par rapport à l'ellipse centrale d'inertie de la flhre moyenne, on voit immédiatement que, u' et Vêtant les coordonnées courantes, elle représente l'antipolaire du point (u'j,«/), c'est-â-dire du point réciproque J; — ce qui démontre le théorème énoncé.
Corollaire I. — Les droites (c) à tUilUer pour la détermination des lignes ^influence des tensions élastiques par unité de surface développées aux divers points, tels que F, d'une section transversale dojinée, de centre de gravité C, concourent en un mime point, qui est l'anlipOle de la normale en G à la ligne moyenne par rapport d l'ellipse centrale d'inertie de cette ligne.
En effet, les points réciproques J des points F de la section étant situés sur une ligne droite, qui est la normale en G à la ligne moyenne, les antipolaires (c) correspondantes passent, en vertu d'un théorème connu, par l'antipôle de cette droite.
Corollaire II. — Ligne Hnfliience de ta tension longitwUnaie totale relative à une section donnée.
Il résulte de la formule de définition (10) que le point réciproque du centre de gravite C d'une section donnée, est le point à l'infini de la normale en G à la ligne moyenne. La droite (c), à employer pour la construction de la ligne d'inlluence de la tension élastique par unite de surface en G, est, en vertu du théorème précédent, l'antipolaire de ce point à l'infini, c'est-à-dire le diamfitre de l'ellipse centrale d'inertie conjugué à la direction de la normale en C â la ligne moyenne.
D'autre part, N représentant la tension longitudinale totale relative à la section de centre de gravité G, la tension élastique par unité de sur^ face en C, a pour expression
Ira quantités N et R sont, par conséquent, proportionnelles, et il en est de même des ordonnées corrspondantee de leurs lignes d'influence.
Donc :
Étant donnée une section, de centre de gravité C, si on applique tout le
long de la ligne moyenne de l'arc des forces fictives verticales — - — ds, —
( y — z ) désignant les segments de verlieales compris entre la ligne moyenne et le diamètre de l'ellipse centrale Sinertie conjugué à la direction de ta normale en G à la dite ligne moyenne, — qu'avec une distance polaire convenablement choisie on trace la courbe funiculaire correspondante à ces efforts, qu'on mène les tangentes aux extrémités de cette courbe, et qu'on limite ces tangentes à ta verticale de G : les segments de verticales com~ pris entre cette courbe fumculaire et ces tangentes, sont égaux aux ordonnées de la ligne d'influence de la tension longitudinale totale relative à la section considérée.
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Remabqce. — Le théorème qui précède et ses deux corollaires ont éié démontrés pour le cas le plus complexe où l'arc est de structure dissymétrique. Ces propositions restent vraies dans le cas particulier où l'arc est symétrique par rapport â la verticale du milieu de la corde.
Remarque sur l'application des ttaterèmes qui précèdent.
3. — Toutes les fois qu'on se proposera de tracer les lignes d'influence de M, de X, de Y, ou de R, pour plusieurs sections et pour plusieurs ûbres de l'arc, il sera avantageux de construire d'abord l'ellipse centrale d'inertie de la fibre moyenne ; puis de déterminer les droites o"o'", o'o'", o'n", ou (c), en s'appuyant sur les théorèmes que nous venons d'énoncer.
La construction de l'ellipse centrale d'inertie s'effectue conformément à des règles connues.
Cette opération est en général assez simple, parce que dans la majorité des cas, l'arc admet un axe de symétrie ; de sorte qu'après avoir cherché la situation du centre o' sur cet axe, on connaît la position des deux axes de l'ellipse centrale, dont il ne reste plus à déterminer que la grandeur.
Quant aux droites o''o'", o'o'",o'o"ei (c), les propriétés élémentaires de l'ellipse en fournissent la détermination.
Expression simple de la distanoe polaire à ad^ter pour la construction des lignes d'inauenœ des tensions élastiques par unité de surface.
4. — Les considérations qui précèdent permettent de donner à la distance polaire B, à prendre pour le tracé de la ligne d'influence de la tension élastique R en un point d'une fibre quelconque, une expression plus simple et plus facile à calculer ou à construire, que celle indiquée au § 48.
Nous avons vu â ce paragraphe qu'on devait adopter
le produit m x m' étant d'ailleurs tiré de la relation (rf) du même paragraphe, savoir :
1 "* s^ 1 cos a sin a
^ ' mxin' ~ p» (oY)*' ~~ (o"?')*' {o"'q)"' *"'
Remplaçons dans cette relation *', *", *'", en fonction de 9', ç", ?*" ; il vient
1 ni* yvb 1 cos a , sin tt "]
remplaçons-y également (o'q')?'» {""ï")?"» ("'"9"')?'" P*^ leurs valeurs
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fournies par (11), (12) et (13) du n" 2, et— par — -; nous obtenons, après quelques transformations simples
m xm =
A'*(d' — / cos a) — C''(c' 4- ï sin a) nia
Or, si on calcule l'ordonnée à l'origine o'Q (PI. 200, Jï^. 3) de 1 droite (c) ou te rapportée aux axes o'af et o'y', en faisant «' ^ dans i'éqiiation (c") du n" 2, on trouve
^ A"(rf — ( cos d) — C'"(c' -I- ( sin «)
On peut par suite écrire
nA« Mais (§ 38, formule 2)
, / I - 6^'*'^'nis I I •
donc
W» , ni*
En substituant dans l'expression de B, on a finalement
Dans cette formule ïj retp"sont des quantités connues; olj^et *' se lisent sur l'épure.
Cette nouvelle expression de B est plus simple que celle du § 48, puisqu'elle n'exige pas le calcul du produit m X m' au moyen de la relation (d).
HstuaQDE. -~ Elle reste exacte dans le cas particulier où l'arc est de structure symétrique par rapport à la verticale du milieu de la corde.
RBmarqae sur les valeurs des loroes fictives et des distances polalns & employer pour la construction des lignes d'in-
5. — Considérons, pour fixer les idées, la ligne d'influence du laornent fléchissant M développé en une section C.
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La dislance polaire à employer et les forces fictives i appliquer am milieux tels que F (fig. 28) des diYisions is de la ligne moyenne de l'arc, ont pour expressions {§ i5)
Par o' et par F, menons des parallèles o% et FG, à une direction arbitrairement choisie ; on a
o'g; _ G.F , oV ~ GF '
ce rapport est indépendant de la position du point G sar la ligne moyenne : désignons-le far y.
D'après une propriété connue des polygones funiculaires, nous ne changerons rien au polygone d'où se déduit la ligne d'influence de M,
en multipliant la dislance polaire B' et les forces Actives GF x —r-' par le fact«uf constant y, c'est-à-dire en leur attribuant les valeurs
_____ 1, Il
K=:Xï£x"J=i!^' et GFx!L:x% = g,FxV.
P o'?' . P . . I (jF 1
qui ne diSërent des valeurs primitives, que par la substitution des lignes parallèles o'q^ et G„F, de direction arbitrairement choisie, aux lignes verticales </ct et GP.
On pourra, en particulier, remplacer, dans les expressions de la distance polaire et des forces fictives, les segmenta de verticales o'ç' et GF, par les longueurs des perpendiculaires abaissées de o' et de G sur o"»'". Cette substitution sera avantageuse, au point de vue de l'exactitude matérielle des constructions, toutes les fois que la droite o"o'" fera un angle assez aigu avec la verticale.
La même remarque s'applique aux dis^nces polaires et aux forces fictives à considérer pour la détermination des lignes d'influence de X, de Y, de R et de N.
6. — Les lignes d'influence dont nous nous sommes occupés jusqu'à présent sont relatives à une charge verticale P.
On peut généraliser la définition des lignes d'influence en considérant une force d'intensité P (fig. 28, p. 136), de direction donnée A, se déplaçant parallèlement à elle-même, tandis que son point d'application D décrit la ligne moyenne de l'arc.
La ligne d'influence d'un effort élastique d'espèce quelconque, développé en une section G (moment fléchissant, composante horizontale ou verticale de la résultante des tensions élastiques, etc.) est alors le lieu des points H^ obtenus en projetant ortbogonalement les points d'application D de la force mobile, sur un axe UiUJ perpendiculaire à la direction A, et en portant en ordonnées, à partir des pointa K, ainsi déterminés, des longueurs K,H, représentant les valeurs correspondantes de l'effort
Cela posé, remarquons que, dans la théorie des lignes d'influence relatives à une charge verticale, noua n'avons imposé aucune corrélation entre la forme géométrique de l'arc et la direction de la verticale. Les résultats de cette théorie sont donc applicables aux lignes d'influence relatives à une force de direction A arbitrairement choisie.
11 est sous^ntendu que les axes Ga: et Gy, précédemment considérés, doivent alors être remplacés par deux axes Cx, et Gp, respectivement perpendiculaire et parallèle à A, et que les forces fictives verticales doivent être remplacées par des forces parallèles à A.
Enfin, il résulte des directions données aux nouveaux axes, que les
s^ments de verticales, tels que y — s', y — z" qui entrent dans les
valeurs des forces fictives, et ceux tels que o'q', o"q" , qui entrent dans
les valeurs des distances polaires B', B",..., doivent être remplacés par
des segments^, — z\, yi — z'\ o'çj, o'ç',' mesurés sur des parallèles
Toutefois, la remarque du n" 5 montre que cette dernière condition n'est pas indispensable et qu'on peut mesurer les segments en question sur des parallèles à une direction arbitrairement choisie.
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Théor^b. — i" Les difjërentt polygones funiculaires d'où se déduisent le» lignes i^infiuence du momeat fléchissant en une section C, relatives è des foi-ces de directions A différentes, peuvent Sire tracés en conservant det valeurs constantes aux forces fictives et à la distance polaire. Les lignes daction des forces fictives changent seules, en pivotant autour de leurt points d'application respectifs, de manière à être constamment parallèles à A;
2° La même proposition s'applique aux polygones fumeataires d'oii se déduisent tes lignes d'influence de la tension éiastigue par unité de surface en un point donné d'une fibre de l'arc, et à ceux tfoù, se déduisent les lignes d'inflitence de la tension longitudinale totale en une section donnée.
Nous ne démontrerons que le 1" ; le 2" se justifierait de la même
La position de la droite o'o'", antipolaire de C par rapport à l'ellipse . centrale d'inertie de la ligne moyenne, est indépendante de la direction A de la force mobile.
D'autre part, — ainsi que nous l'avons fait remarquer plus haut, — nous sommes maîtres, pour le tracé de chacune des courbes funiculaires considérées, de la direction suivant laquelle doivent être mesurés les segments de droites, tels que GjF et o'gô. qui entrent dans les valeurs
GoF Xn et . " - — — des forces fictives et de la distance polaire à
adopter.
Nous pouvons, par conséquent, mesurer ces segments suivant une direction unique pour tous les polygones funiculaires. Les longueurs GoF et o'q'g sont dès lors constantes, à cause de la fixité de o''o"' ; et il en est de même des valeurs des forces fictives et de la distance polaire cor-
respoodantes aux difl'érents polygones, puisque — , *' et P sont des quantités invariables-
Théorème ralatll aaz Tarlationa d« températnre.
7. — La ligne d'action commune des réactions développées aux encastrements par une variation de température, coïncide avec le diamètre de VelUpse centrale d'inertie de la fibre moyenne, conjugué à la directÎM perpendieulaire à ta corde de l'arc.
Cette proposition résulte immédiatement du rapprochement du théorème du § 49 et de celui du n" 1 de la présente note.
GoHOLLAiBB. — Si l'arc admet un axe. de symétrie, la ligne d^acHon commune des réactiotis aux enaistrements coïncide avec l'axe de l'el^pf centrale perpendiculaire à cet axe de symétrie.
EXTENSION AUX 8Y8TÈME8 RÉTICULAIRES {•) HFS THÉORÈMES ET DES TRACÉS RELATIFS AUX PIÈCES PLEINES
Tous les résultats éDODcés daas ceUe seconde partie, pour les pièces pleines, s'étendent aux systèmes réticulaires plans, astreints aux mêmes
sujétions. L'analyse à suivre est, dans son ensemble, identique à celle que nous avons exposée ; elle doit toutefois être précédée d'une transformation des formules du chapitre III (t" partie) au moyen du théorème de Ritter, relatif aux tensions dans les barres des systèmes articulés.
Ne pouvant entrer dans le détail des démonstrations, sans dépasser les limites qui nous sont imposées pour ce Mémoire, nous nous bornerons à indiquer brièvement comment cette extension doit être entendue.
Dans l'étude des pièces pleines, c'est aux divers points de la ligne moyenne que nous avons appliqué, tantôt des forces données, tantôt des forces fictives. C'est aussi à ces points que nous avons rapporté les moments fléchissants M produits par les forces extérieures et les quantités MX, SI Y et T, relatives aux forces fictives.
Dans les systèmes réticulaires, la ligne moyenne n'existe plus, et on doit la remplacer par une série de points isolés qui sont les nœitds de la construction. C'est à ces nœuds que nous appliquerons, tantôt des forces données, tantôt des forces fictives, et c'est à eux que nous rapporterons les moments fléchissants M et les quantités MX, MY et T,
Tandis que, dans les pièces pleines, les forces fictives étaient infiniment petites et en nombre fini, dans les systèmes réticulaires, elles sont finies à la fois en intensité et en nombre.
Dans les pièces pleines, le rapport infiniment petit y (ou— pour les
poutres droites) qui entre toujours dans l'expression des forces fictives, est une constante spécifique de chaque point, ou mieux, de chaque élément ds {ou dx) de la ligne moyenne. Dans les systèmes réticulaires.
a pour valeur
F~SA»' où h est la distance du nœud à la barre opp(»ée, s la longueur et S la
section de cette barre.
On remarquera qu'au point de vue de l'homogénéité, F est du troisième d^ré par rapport aux longueurs.
Gela posé, la règle pour passer des propriétés des pièces pleines à celles des systèmes réticulaires est la suivante :
(*) Un tystème réticulaire eat on réseau de barres rectiligoe» articulas entre elles et rurmaDt une série de triaaglea jiulsposéa. Cette dénominatioa est empraotée A il. Maurice Lévy.
DigiLizedbyGoOglc
fout les résultats (théorèmes et ctmstruetwns géométriqttes) indicés pour les piècet pleines, s'étendent aux systèmes rélicalaires astreints aux mêmes sujétions, par la substituHen :
]" De la série de points isoléx formée par les nœuds, à la série de points in/inimcnt voisins, quieoiulitue la ligne moyenne;
2° Des constantes spécifiques = = ^r^ à celles ■=- et — ;
3" De sommes à un nombre fini de termes, aux sommes intégrales. Voici les applications principales de celte règle :
I. — Conatruotion des délortnaticoui élastiques
Considérons, pour fixer les idées, un système réticulaire astreint à dM liaisons quelconques mais telles que, par la suppression des liaisons surabondantes, on peut le ramener à n'être plus assujetti qu'au premier système de liaisons indépendantes de l'élasticité (nœud F fixe et nœud E assujetti à demeurer sur une droite WW donnée).
Proposons-nous, par exemple, de déterminer graphiquement le déplacement {ly)c d'un nœud quelconque C, estimé suivant une direction oy perpendiculaire à WW', les moments fléchissants M développa en chaque nœud par les forces extérieures et par les réactions, étant supposés connus.
Le problème similaire a été résolu pour une pièce pleine, au para- | graphe 34,
En s'y reportant, on voit, par application de la règle qui précède, qu'il faut considérer aux difl'éreots nœuds, des forces fictives égalesà i Ms ESA''
arbitraire, le polygone funiculaire correspondant ; enfin, tirer une ligne j de fermeture E^F„ passant par les points d'intersection de ce polygone | avec les parallèles à oy menées par les nœuds E et F,
Si on désigne alors par c^Q, les segments interceptés, par le polygone et la ligne de fermeture, sur la parallèle à oy menée par le nœud G, le 1 déplacement cherché a pour expression I
(1) (Wc-Bxc,C„
B étant lu sur l'épure à l'échelle des efforts fictife, et cfiv, à l'échelle des longueurs.
Les autres constructions indiquées aux paragraphes 34 et 35, s'étendent de la même manière aux systèmes réticulaires.
Ifota. — La remarque du § 36 s'applique aux système» réticulaires composés de barres d'élasticité constante : au lieu d'opérer, comme pj*-
sur. des efforts proportionnels à ceux-ci et ayant pour valeur générale
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où n et P„ sont des constantes ; n est un nombre quelconque ; r„ est l'inverse de la constante spéciâque d'un nœud arbitrairement choisi, la plus grande ou la plus petite, par exemple.
On montrerait, comme au § 36, que l'expression (1) du déplacement (/y)c doit alors être remplacée par la suivante :
(«. = =5-Bxc,C.
n. — Aro rétfoulalre encastré à hs deux extrémités.
On dit qu'une extrémité d'un arc réticulaire est encastrée, lorsque la nœud extréme-A d'extrados ou d'intrados, est astreinte rester fixe, tandis que le nœud extrême A' d'intrados ou d'extrados, est assujetti A demeurer sur la droite AA' fixe dans l'espace. Il en résulte que la barre extrême AA' a une situation angulaire invariable et qu'une de ses extrémités est fixe, mais que sa longueur peut varier avec les inlensités des forces agissant sur l'arc.
Nous désignerons respectivement par les lettres A et B, les nœuds fixes des extrémités encastrées de gauche et de droite de l'arc.
La droite AB sera la corde de l'arc.
i" Forces extérieures fixss
Des forces extérieures quelconques sont appliquées aux nœuds d'un arc réticulaire encastré. On peut se proposer de déterminer le moment fléchissant M en un nœud quelconque C, ainsi que les composantes rectangulaires X et Y de la résultante de translation des forces élastiques développées dans la stction transversale passant par ce nœud et rencontrant la barre opposée.
Le problème analogue a été traité pour l'arc plein, au chapitre II (§§37 et 38).
En s'y référant, on voit que, dans le cas de l'arc réticulaire, le centre fixe o' est le centre de forces fictives parallèles =, appliquées aux diffépents nœuds.
Les centres o" et o'" correspondants au nœud C, sont les centres de
forces fictives parallèles^ et =, agissant en chaque nœud, — a; et y dé-
sigaant les coordonnées des nœuds, par rapport à deux axes rectangulaires Cx et Cy passant par G et parallèles aux directions suivant lesquelles on veut évaluer les composantes Xet Y.
Le centre variable u est le centre de forces fictives parallèles -=- , appliquées â chaque nœud, — M représentant les moments fléchissants que développeraient, aux nœuds, les forces extérieures données, si l'arc était scindé en deux tronçons-par une section transversale rencontrant le lumid C et la barre opposée A ce nœud.
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Les intégrales ?', f', f", S devienneot des sommes ayant pour expressions
?' = 2r' ^"^ 2r' ?'"=2dr' ^ = 2dT'
A et B étant les nœuds extrêmes de l'arc.
Enfin, lesineonnues -^, X et Y sont encore exprimées par les formules finales (1) du § 37.
Remarque. — Pour la détennination des centres o', o", o"*, <o et des sommes ?', f', 9™, S, il sera avantageux de remplacer, — par analogie
avec ce qui a été feit au § 38, — les forces fictives —, j;, — et -=-,par
b -=-, y — p— , aï — =- et M' — =-, n et T^ étant les constantes déflaies
plus haut. (Corutruction des déformations élastiques. — Nota.}
*', *", *'" et S représentant les longueurs des polygones de ces forces fictives, les inconnues seront alors données par les formules (1 61s) du § 38.
2" Chaugeb mobiles. — Lignes D'iKn-DERCE.
Dans le cas des pièces pleines, nous avons défini les lignes d'influence, en considérant une chaîne mobile P dont le point d'application décrivait la ligne moyenne. Dans le cas des systèmes réticulaires, les forces extérieures n'agissant, par hypothèse, que sur ies nœuds, nous supposerons que le point d'application de la charge mobile P se transporte brusquement d'un nœud à l'autre, en passant alternativement de l'extrados â l'intrados et de l'intrados â l'extrados, c'est-à-dire en suivant le contour brisé des barres dites de remplissage. On voit, dès lors, que les lignes d'influence qui, dans les pièces pleines, étaient des courbes continues, se rèdui8ent,"en réalité, dans les systèmes réticulaires, à une série de points isolés correspondants aux nœuds. Quoi qu'il en soit, nous appellerons ligne d'influence dans les systèmes réticulaires, le polygone formé en joignant ces points deux â deux, dans l'ordre qui correspond au cheminement sus-indiqué du point d'application de la charge P C").
(*) En &it, U charge mobile ne peut passer alternativement de l'eitrados fl IHntradoB, einsi que nous le Bupposooa poor faciliter lathéoriei elle agit constamment, soit sur l'extrados, lorsque te tablier est au-dessus de l'arc, soit sur l'iatradoa, lorsqu'il est suspendu à l'arc ; elle peut également, et c'est le cas où le tablier est à mi-hauteur de l'arc, agir sur t'eitrados, dans le voisinage des retombées, et sur l'intrados, dans la région dn sommet. Il faut remarquer enfln qu'elle peut, dans son cheminement réel, n'avoir d'action que sur une partie seulement des nœuds de l'extrados ou de l'iotrados.
Quoi qu'il en soit, ayant construit, par la mélbode que nous allons indiquer, la ligne d'inâueuce répondant au cheminement théorique de la charge mobile, on pourra lonionrs ne conserver ensuite que les sommets de c«tte ligne, qui correspondent à ceux des nœuds o£i la cbargn peut eD'eclivement (Ire appliquée.
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Cela posé, le théorème fondamenta! Il dn § 13 se transforme en le suivant :
Étant donnés un arc rétieulaire encastré à ses deux extrémités, un nœud quelconque G, et une charge mobile P parcourant cet arc en passant alternativement d'un nœud d'extrados à un nœud d'intrados et inversement,
si on applique successivement des forces fictives verticales 1" ^— — — , 2°
— = — , 3" — - — , aux divers nœuds de l'arc (y — s', y — z', y — z'"
étant respectivement les longueurs des segments de verticales compris entre ces nœuds et les côtés o"o'", o'o'", o'o" du triangle formé par le centre fixe o' de l'arc et par les centres o" et o'" correspondants au nœud C) , qu'avec des distances polaires arbitraires, on construise les trois polygones funiculaires correspondants à ces trois espèces de forces, en suivant l'ordre du cheminement de ta charge mobile, qu'enfin on prolonge les côtés extrêmes de ces polygones jusqu'à la verticale du nœud G:
Les segments de verticales, compris entre chacun de ces polygones et leurs côtés extrêmes prolongés, sont respectivement proportionnels aux ordonnées des lignes d'influence du motnent fléchissant au nceud G, et des composantes horizontale et verticale de ta résultante de translation des forces élastiques, développées dans la section transversale passant par le nœud G et rencontrant la barre opposée.
Les théorèmes I, II et III du § 44 s'appliquent aux polygones funiculaires ci-dessus, les côtés extrêmes de ces polygones remplaçant, bien entendu, les tangentes considérées dans ces théorèmes.
La construction des lignes d'influence s'effectuera conformément aux indications du §45:
On attribuera aux forces Actives les valeurs
ir. ir„ ir,
(y — -zO-p-. fe— ■3)-p-, (y — ^ ^~r~'
n etr ^ étant les constantes définies précédemment (Construction des déformations élastiques. — Nota) ; et on prendra des distancés polaires
afin d'obtenir à l'échelle des forces, les ordonnées des lignes d'influence cherchées.
Dans ces formules *', *", *"" représentent les quantités définies plus haut. (Forces extérieures fixes. — Remarque.}
Nous croyons inutile d'entrer dans plus de détails et d'indiquer ce que deviennent les théorèmes et les constructions des§ 46 et 47, l'application de la règle de transformation ne présentant aucune difHculté.
Nous n'insisterons pas davantage sur les théorèmes et les indications des n" i, 3, 5 et 6 de la Nota I ; nous ferons seulement remarquer que
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l'ellipse centrale d'inertie corresponil alors aux nœuds de l'arc, considérés comme formant un système de points matériels dont le poids, variable
( 1 d'un ncBud à l'autre, a pour expression générale ^r; ou =■- (*)
3" Effets des vahiations db température.
Tout ce qui a été dit au § 49 ainsi qu'au n' 7 de la Note I, s'applîqu* Â l'arc réticulaire ; la corde AB = a est alors la droite de jonction des nœuds fixes A et B des extrémités encastrées,
III. Poutre continne rétioalciire
Nous ne foisons aucune hypothèse sur la hauteur de la poutre, qui peut être constante ou variable, mais nous supposons expressément que les nœuds d'appui sont de niveau.
Charges moeurs. — Lignes d'influence.
L'extension à la poutre continue réticulaire, des définitions des points trisecleurs, des résultantes trisectrices, des foyers et des composant?* aux foyers (§ 30), s'effectue aisément au moyen de la règle de transformation donnée plus haut. Nous ne nous y arrêterons donc pas, renvoyant, d'ailleurs, pour des indications détaillées sur les foyers, à la Statique graphique de M. Maurice Lévy (IV° Partie. — Chapitre IX).
Le centre fixe 0^ d'une travée i^ et le centre OJ, correspondant à un nœud C satisfont aux théorèmes I et II du § 52, qui en font connaître la position.
(*) Par des cansidératioDS aoslogaes à celles du g 48 et du n* 2 de la Hôte I, on déduit la propoeitioD auivaote, du théorème foodaneatal qui précède ;
; détignant le» tegmenu de vertioale* comprU entre tes mêuds de rare et Panl^iotaire du sommet S opposé à une barre quelconque MN, par rapport à l'eUipae centrale d'inertie
dé/inie plus haut, — appliquons à ces nœuds àes forces fictives verticalts-j; , traçons avec une distance polaire ^elconque, le polygone funiculaire correspondant, enfin prolongeo. les côtés extrêmes de ce polygone soit jusqu'à la verticale du s> jusqu'aux verticales des nœuds M et N, suivant çtM MN est u rieur ou bien une barre de remplissage:
Les segments de verticales, compris entre ce polygone funiculaire et ses eûtes sctrémts prolongés, sont proportionnels aux ordonnées delà ligne <f influence de la tension élastùpa totale dans la barre UN.
ÏT
Dans l'épure, on attribuera ani forces fictives la Taleur générale — ; et, pour qut
nr
la coastmclioa fourDieie à féchetle des forces les ordonnées de la ligne d'influence, on
prendra une dislance polaire égale à = — X-:-, — h désignant la distance du
Bomnet S à la barre UN, o'Q le segment de rerticale compris entre lecenlreHie o'de l'arc et rantipolaire de S, et b la longueur d^â employée pour la détermination de $'.
On démontre facilement que les prolongements des eàtés extrêmes du polygone funicU' laire ci-des»ut se coupent toujours sur la verticale du sommet S.
(Pour la définition du sommet opposé à une barre d'un ayatème réticulaire, Toir la Statique graiMqu» de 11. Maurice Lévy. — § 303.)
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Ces points déterminés, nous pouvons, comme dans le cas de la poutre
pleine, construire les deux diagrammes polygonaux des«ietdes8,(§S4).
he théorème fondamental II du § 54 prend, dès lors, la forme suivante.
Étant donnés une poutre continue réiiculaire, un nœud G arbitrairement choisi dans une travée quelconque Ajj_ ^ A^^ , e( une charge mobile P par' courant cette poutre en pastunt alternativement d'un nœud inférieur à un nœud supérieur et inversement, si on applique succesHvemenl des efforts
fictifs 1» ~, 2° ~, aux divers nœuds de ta poutre (z, et a, étant les or-
données des diagrammes polygonaux sus^mentionnés, correspondantes à ces nœuds), qu'avec des distances polaires arbitraires on construise les deux polygones funictUaires respectivement relatifs à ces efforts, qu'on leur mène des lignes de fermeture correspondantes à chacune des travées autres que celle Aj _ , Aj , e( qu'enfin on prolonge jusqu'à la verticale du weud G les lignes de fermeture afférentes aux travées contiguës à celle A„ _ , A^ ;
Les segments de verticales compris entre chacun de ces polygones funiculaire et les lignes de fermeture y relatives, sont respectivement proportionnels aux ordonnées des lignes d'influence du moment fléchissant au nœud Cet de l'effort tranchant développé dans la section transversale passant par ce TUEud et rencontrant la barre opposée.
Les propriétés énoncées au g 55 s'appliffuent aux polygones funiculaires ci-dessus.
La construction des lignes d'influence s'effectuera conformément aux indications du § 56 :
On attribuera aux efforts fictif les valeurs
»,-r-, et ^.-p-.
n et r„ étant les constantes définies précédemment (Conslruclion des déformations élastiques. — Nota) ; et on prendra pour distances polaires les longueurs données par les formules (a) et (bj du § 56, afin d'ohtenir à l'échelle des forces les ordonnées des lignes d'influence cherchées.
On étendrait de la même manière, aux poutres réticulaires, les propositions et les constnictions géométriques des §§ 57, 58, 60, 61, 62, relatives à la poutre continue pleine, et celles du § 63 relatives à la poutre pleine à une seule travée, encastrée à ses deux extrémités.
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CHAPITRE I
Expi-eaiotu tymbotigua et conslrvction det déjoimationt de» pièce* à fibra
moyeunet filanea 3
31. Indications préliminaires. — 3S, Expressions symboliques des déformatioDS dans le cas où les Laisons iodépcndantesderélasticitâ sont du premier systéote. — 33. Eipressions symboliques des déformations dans le cas où les liaisons indépendantes de Ma ati cité sont du second système. — 34. Construction des déTorraations dans le cas où les liaisons indépendantes de l'élasticité soDt du premier système. -~ 35. Construction des déformations dans le cas où les liaisons indépendantes de l'élasticité sont du second syslèoie. — 36. Remarques sur la construction des déplacements.
CHAPITRE II
Arc enoaatré à eaa deux extrémités (*>.
Première *ec(ion.
Forées extérieure» flxtt 21
37. Méthode de détermination directe da moment Bédiissant et des composantes, suivant deux directions rectangulaires quelconques, de la résultante de translation des forces intérieures en une section arbitrairement choisie. — Centre fiie de la travée — Centres correspondants à une section. — 38. Conslrucdon» BUiquelles donne lieu l'application de la méthode.— 39. Détermination directe du moment fléchissant, de la tension longitudinale et de l'etTort tranchant en une section arbitrairement choisie. — 40. Détermination directe des réactions
Deuxième section.
Cfiargei rnobikt. — Ligriet d'iJijîuence
41. Indications préliminaires. — 42, Expressions nouvelles dn moment fléchissant et des compoaanies de la résultante de translation des forces intérieures développées en une section arbitrairement choisie. — 43. Expressions du moment Déchissant et des composantes horizontale et verticale de la réaultanle de translation des efforts intérieurs produits en une section donnée de l'arc par
le passaged'une charge mobile. —Les efforts fictif -
^—: — ds. — Théorème fondamental relatif aux lignes d'influencck — 44. Propriétés des courbea funiculaires correspondantes aux forces Actives. ^—1 — de, ^--! — ds, ^'— j — dt. — 46. Conslructioa des lignes d'influence dn moment Qéchisunt et des composantes boriiontale et verticale d» la résultante de translation des efforts intérieurs développés dans une section
(*) En ce qui concerne l'arc artiimlé aux deiac extrémités, l'application des formules symboliques et des théorèmes de réciprocité permet de retrouver des résultats connus par ailleurs. Elle donne notamment une nouvelle démonstration du beau théorème de H. Maurice Lévy sur la ligne depouaie. Ce D'est pas ici le lien de traiter ce si^et.
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arbitrairement choiiie.— 46. Ligne* d'inflnence des quantités H, X etYcorrespondintes aux diverses sectioiu de l'arc.— 47. Cas particulier où l'are eat de Blructnre aymétrique par rapport i la verticale du milieu de la corde. — 48. Ligae d'iofiaence de la tensioa élastique par unité de surface, développée en an point donné d'une fibre arbitrairement choisie.
TroitiétM Mcfton.
Eff^ <kt variationt de température
CHAPITRE m
Poatr* droit» oontloue. — Poutre drolto enoaatr4«.
Charget moUlei.— Lignet tfin/Iueni» du moment ftédiiisant el de Veffbrt trcmchanl. 50. Rappel de propriétés connues. — Hypothèses et définitions. — 51. Expressions du moment fléchissant et de t'eftort tranchant produits en une aection quelconque par des chargea données. — Centre ftie d'une travée. — Centre correspondant i une section.— 53. Propriétés et détermination des centres.- 53. Dèlermination dea valeurs des produits (■£' —c\ip et (C — o \ 9',— 64. Eipres-
sions du moment Béchiasaot et de l'effort tranchant produits en une section
quelconque par le passage d'une charge mobile. — Les efforts Actifs y dos,
Y dx. — Théorème fondamental relatif aux lignes d'influence.— 55. Propriétés
des courbes funiculairea correspondantes aux efforts fictifs -j dm cl j dx. ~ 56. Construction des lignes d'influence dn moment fléchissant et de l'effort tranchant développés dans une section arbitrairement choisie d'une travée quelconque.— 57. Lignes d'influence du moment fléchissant et de l'effort tranchant, relatives aux différentes sections d'une même travée. ^ 5S. Lignes d'influence du moment fléchissant relatives à certaines sections remarquables.— 59. Sur quelques propiSétés des lignes d'influence. — 60. Lignes d'influence du moment tléchissant et de l'effort tranchant relatives à une section arbitrairement choisie d'une travée de rive. — 61. Lignes d'Influence des réactions des appuis. — 62. Cas particulier où la poutre continue est de section conslanle.— 63. Poutre à une seule travée encastrée horizontalement A ses extrémités.
NOTE I
Sur quelque* propriétét retaUvei à Parc enciatré à set deux ertrémité*
i.Propriétésdesdroitesquijoignent les centres.— 2. Théorème relatif à la droite (c) ntilisée au §48 pour la détermination delaligne d'influence de la tension élastique par unité de surface, développée en un point donné d'une fibre arbitrairement choisie. — 3. Remarque sur l'application des théorèmes qui précédent. — 4. Expression simple de la dislance polaire d adopter pour la construction des lignes d'inQuence des tensions élastiques par unité de surface.— 5. Remarqje sur les valeurs des forces Actives et des distaaces polaires à employer pour la construction des lignes d'influence. — 6. Généralisation des théorèmes sur les lignes d'influence ; lignes d'influence relatives à des forces de directions différentes. — 7. Théorème relatif aux variations de température.
NOTE n
Exleiuton aux lyttémei rétteulaire» de* iiiéorémet et det traeét rebtHft uwe piècti
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