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EXPOSITION
I . Lorsqu'on applique les formules de la Géométrie analytique à la solution de divers problèmes, de ceux de Mécanique par exemple, on éprouve souvent le besoin d'en avoir l'interprétation détaillée, et de connaître, pour ainsi dire, toutes les raisons géométriques de leur composition. Cette connaissance n'intéresse pas moins la Géométrie pure, car elle conduit ordinairement aux démonstrations les plus simples et les plus directes de ces formules et des théorèmes dont elles sont l'expression, en même temps qu'elle fixe complètement leur sens.
f ) Les lignes courbes non comprises ^ans un même plan ont été successivement étudiées par Clairaut (Recherches sur les courbes à double courbure, in-4**> '73i)j qui a fait adopter le nom sous lequel on les désigne ordinairement (déjà employé par Pi tôt dans un Mémoire sur la quadrature
J'ai eu à faire une étude de ce genre sur les principales formules de la théorie des lignes courbes non planes, à l'occasion de recherches sur l'équilibre des verges élastiques. J'en présente le résultat dans la première partie de ce Mémoire. Je ramène surtout les démonstrations à des considérations de projections, soit de lignes, soit d'aires infinitésimales formées sur les éléments consécutifs de ces courbes. Cette considération me paraît féconde, et j'en donne, parla suite, plusieurs autres applications.
Dans une Note renvoyée à la fin du Mémoire (Note 1), j'appelle l'attention sur quelques particularités qui intéressent la mécanique des solides, et qui peuvent en même temps servir à fixer la terminologie relative aux deux affections principales des lignes dans l'espace, dérivant des inclinaisons mu-
d* une courbe j Acad., 1724)9 et qui a donné les équations ou expressions des projections de ces courbes, de leurs tangentes, de leurs normales , de leur arc , etc.; par Monge [Mémoire sur les dévc- * loppées, les rayons de rourbure, etc., présenté en 1771 et inséré au tome X, 1785, des Savants étrangers, ainsi que dans son Application dé l 'analyse à la géométrie) , qui a donné les équations et expressions da plan normal, du centre et du rayon dit de première courbure, des développées, des droites dites pçlaires et de la surface développable formée par leur ensemble , du centre de la sphère osculatnce, enfin un caractère pour reconnaître les points de '\imple inflexion, où la seconde courbure est nulle , et ceux de double inflexion, où c*est la première courbure qui s'anéantit ; par Tinseau [Solution de quelques problèmes relatifs à la théorie des surfaces courbes et des courbes à double courbure, présenté en 1 7749 Savants étrangers, tome IX, de 1 780), qui a considéré , le premier, le plan osculateur et la surface des tangentes d'une courbe donnée ; par Lacroix [Calcul différentiel)^ qui a rendu, le premier, les formules symétriques en y introduisant les différentielles des trois coordonnées ; par Lancret , ingénieur des Ponts et Chaussées, mort à trente-trois ans en 1807 [Mémoire sur les courbes à double , courbure, lu le 26 avril 1802 et inséré en i8o5 au iomtlàe!& Savants étrangers deTInstitut; Mémoire sur les développoïdes, inséré au tome H du même Journal) , qui a donné Fexpression de ce qu'on appelle la seconde courbure, en faisant voir qu'elle est indépendante de la première, et que l'angle infinitésimal qui en dépend est celui des éléments plans consécutifs de la surface développable formée par les tangentes à la courbe ; qui a donné la position des génératrices de la surface rectifiante formée par des plans perpendiculaires aux rayons de courbure , les inclinaisons mutuelles de ces plans ; par MM. Cauchy, I*îavier, Duhamel, qui, dans leurs cours à l'École Polytechnique (publiés en 1826, en i84o> en i84i) » ont simplifié les calculs ou généralisé les formules. On peut encore citer M. Vallée [Géométrie descriptive, 1819), auquel plusieurs remarques importantes sont dues; M. Th. Olivier [De la courbure et de la flexion d'une courbe à double courbure, 28 mars i835, 24* cahier du Journal de l'École Polytech' nique) y qui a donné des expressions générales pour Phélice et pour la sphère osculatrices, et démontré que l'on ne peut pas obtenir, en général , avec une hélice^ un contact d'un ordre supérieur à celui du cercle osculateur; enfip l'illustre Fourier^ qui a communiqué verbalement à Lancret une propriété intéressante, mais souvent mal énoncée (conune Ta remarqué M. Transon, Bulletin de la Société philomatique, 3 août i844> ou journal l'Institut), de Paréte de rebroussement de la surface polaire.
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tuelles de leurs éléments et de celles de leurs plans osculateurs successifs. Les noms,de^xion, de torsion, qui leur sont donnés par quelques auteurs, me paraissent devoir être rejetés comme susceptibles d'amener de la confusion et de méprises, car ces mots désigneront souvent tout autre chose, dans la statique des verges courbes, que les deux affections en question, ou que les changements qu'elles éprouvent. Les expressions /^remîèr^ et seconde courbure n'ont pas ces inconvénients," mais elles en ont d'autres qui déterminent plusieurs auteurs à les repousser; aussi je propose aux géomètres un mot nouveau pour la deuxième affection, en réservant pour la première celui de courbure.
Dans la seconde partie, je déduis analytiquement, des formules de la première, d'abord quelques résultats dus à Lancret, puis un certain nombre de théorèmes et de résultats nouveaux. Les calculs relatifs aux lignes courbes dans l'espace, et aux surfaces qui ont avec elles des rapports intimes, se présentent ordinairement avec une très-grande complication, et Lancret semble reculer (*) devant le développement de l'un d'eux, effectué depuis d'une manière heureuse par Navier (**). Tous ces calculs deviennent faciles, même dans le cas général où l'oil fait varier la différentielle de l'arc comme les autres, au moyen d'un certain choix de notations abréviatives qui. répondent géométriquement à quelque chose, et en se faisant d'avance un tableau de formules de transformation et de réduction. Je donne dans une Note (Note II à la fin) ce tableau, facile à dresser, mais fort utile. Il me sert à donner des expressions simples des coordonnées du centre de la sphère osculatrice, pour lesquelles on n'avait encore que les formules compliquées de Monge (***), et des expressions nouvelles, très-simples aussi, du rayon de cette sphère ainsi que de l'angle qu'il fait avec le rayon de courbure. Je domie encore une expression simple de la plus courte distance de deux rayons de courbure consécutifs, un théorème sur la position des points où ]?k petite ligne qui la mesure coupe ces rayons, et qui, par leur ensemble, forment la courbe de gorge ou de striction de la surface gauche composée
(*) Art. XI de son pœmier Mémoire.
(**) Leçons d'Analyse, 2!è^.
(***) Mémoire sur les défeloppées, etc.. XXIV.
avec les rayons de courbure. Ces points sont aussi des centres* de courbure de la surface développable appelée rectifiante par Lancret, et qui contient elle-même tous les centres de courbure de la surface développable. formée par l'ensemble des tangentes à la courbe donnée. Je donne aussi les équations des génératrices rectilignes de la surface rectifiante, qui sont les axes de cônes osculateurs à la surface des tangentes; les angles que ces droites forment deux à deux, la position des points oii elles se rencontrent, les longueurs et les directions des éléments de la courbe des centres de courbure, de la courbe des centres de la sphère osculatrice, appelée par Lancret désfehppéepar le plan (*) , de F arête de rebroussement de la surface rectifiante, etc. Dans la troisième partie, qui peut être lue séparément, je donne des démonstrations simples et purement géométriques des résultats obtenus analy-
tiquement dans la deuxième. Plusieurs formules du tableau sont aussi vérifiées et interprétées géométriquement à la fin de la Note II.
PREMIÈRE PARTIE
Démonstration des formules fondamentales . Définitions et notations.
2. Une ligne tracée dans l'espace n'a, en général, ses éléments successifs ni dans la même direction, ni dans le même plan. Il y a inclinaison mutuelle, non-seulement des éléments, mais encore des plans que forment les éléments pris deux à deux.
Soient donc M, M', M'', M'^ une suite de points de cette courbe non plane; * x^ y^z les coordonnées du premier; X -\- dx, y 4- dy^ z -\- dz celles du second, etc.; ds = \/dx'-hdy'-{~dz* l'élément MM';
(*) Je ne m'occuperai pas des développées par le fil, qui ont été suffisamment étudiées ; on sait que la courbe des centres de courbure d'uneiigne non plane n'est pas une de ses développées.
— l'angle infiniment petit de deux éléments consécutifs MM', M'M'^, ou, ce
qui revient au même, des deux tangentes menées aux points M, M' dont la distance est ds\ angle qui doit bien être proportionnel à ds si la courbe est continue, quand, le point M restant fixe, le point infiniment
voisin M' varie, et qui peut être, en conséquence, exprimé par le rap-
port de ds à une ligne finie p ;
— l'angle, aussi infiniment petit et proportionnel à ds^ du plan MM' M'' de
ces deux éléments, et du plan M'M'^^M'^, ou Tangle des deux plans osculateurs à la courbe, aux points M et M'. ' On peut déterminer, de la manière simple qui suit, les deux afiëctions
~ 5. ^ de la courbe non plane , et les autres particularités relatives à son
point M, en fonction des différentielles des coordonnées de ce point.
3. Construisons un parallélogramme infinitésimal MM'M'^'N [PL I, Jig. i ) sur les deux premiers éléments MM^ M' M", et cherchons les aires de ses projections sur les trois plans coordonnés.
Comme les deux côtés MM', MN adjacents en M ont pour projections sur les trois axes, le premier dx^ dy^ dz^ l'autre dx + rf^x, dy^d^y^ dz-+-d^z. on aura •
pour les projections de la petite diagqnale M'N sur les mêmes axes.
Soit mnini^n la projection du parallélogramme MM'M^N sur le plan xy^ par exemple. Son aire, que nous (cherchons, est la même que celle d'un autre parallélogramme mnlnp construit sur le. côté mnl et sur la petite diagonale m'n; elle est, par4:)onséquent, égale à la différence de celles de deux autres parallélogrammes /7/^^^, mrrîrq formés sur des lignes égales et parallèles à mm\ et sur les deux projections m'r = d^Xy tn = d'^y de rrin^ parallèlement aux X et aux j; car, si Ton ajoute, au premier /^/^rgr de ceux-ci^ le petit triangle mqp^ et si Ton. retranche le triangle égal mV/^, on a précisément la somme du second parallélogramme mm'rq et de celui mm'np^ dont ?îOus voulons avoir Taire. Les deux parallélogrammes /?/îr</, mrrirq^ dont* on vient de voir que celui-ci est la différence, ont respectivement pour aires dxd^yy et dyd^x^ puisque l'on peut prendre leurs petits côtés pour leurs bases. Donc la projection, sur le plan xy^ du parallélogramme MM'M^N des
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deux éléments consécutifs de la courbe , a pour superficie
±:{dxd^y — dyd^x).
On aura de même
± {dyd^ z — dzdy) , ± {dzd^ x — dxd^ z)
pour les projections de ce parallélogramme infinitésimal sur les deux autres plans coordonnés yz et zx.
Les signes hors des parenthèses ne peuvent être déterminés qu'autant que Ton a choisi, entre les deux faces opposées du parallélogramme MM' M" N, celle dont on veut avoir les projections, et que l'on a fixé aussi la situation respective des coordonnées a;, y^ z. Supposons, comme à l'ordinaire, qu'en se plaçant à l'origine, dans l'angle trièdre des trois demi-axes positifs, on voie, sur le plan ay, le demi-axe des x à gauche et celui des j à droite, et, sur les deux autres plans, y à gauche et z à droite, z à gauche et ^ à droite. Le premier des trois binômes entre parenthèses aura constamment une valeur positive lorsqu'en se plaçant en m sur la projection mninl^n dont ce binôme donne l'aire, et à l'intérieur de l'angle trièdre, on verra non à sa gauche et mn à sa droite; on le voit sur la figure, qui représente le cas où les quatre différentielles dx^ dy^ d^x^ d^y soçt positives, et l'on peut s'en assurer ,.si l'on veut, pour tous les autres cas, en faisant tourner mnim'^n de toutes les manières possibles autour A^m sur son plan. Semblable chose peut être dite des deux autres binômes entre parenthèses, quels que soient, du reste, les signes et les rapports de grandeur des différentielles qui y entrent.
Supposons donc' que Vaire du paraUélogramme MM'M'^N non projeté soit constamment prise du côté de son plan, oîi [•on voit à gauche le premier élément MM', et à droite la parallèle MN au second élément, en se plaçant en M, les trois binômes entre parenthèses auront des valeurs positives quand une normale au plan, élevée de ce côté-là, se projettera positivement sur les trois axes, c'est-à-dire précisément dans- le cas oii les trois projections de l'aire sur les plans coordonnés seront positives.
H faut, par conséquent, prendre toujours les trois signes supérieurs.
Faisons donc
Hyd^ z—dzdy = X , dzd* x — dxd' 2 = Y, dxd^ — dyd' x=Z.
X, Y, Z sont les aires du parallélogramme des deux éléments MM', M'M'^ pris comme on vient de dire et projeté successivement sur les trois plans coordonnés.
L'aire du parallélogramme non projeté a pour expression
mais elle est égale aussi au produit de deux côtés contigus et du sinus de Tangle compris, ou à
ds.ds. — y
à cela près d'une quantité du quatrième ordre et négligeable. Donc on a, pour déterminer p, la formule
(1) • — = v/x»Tï^+z*,
où Ton prend le radical avec le signe H-, parce que ds et p sont toujours supposés positifs .
On a aussi, pour les cosinus des angles que fait le plan du parallélogramme, c'est-à-dire le plan osculateur en M, avec les trois plans coordonnés, les trois projections X, Y, Z divisées par Taire non projetée. Ces cosinus sont donc
/ \ • pX pY pZ
^^' ds*' ds*' ds''
ou
^ ' v/X«-+.Y*-f-Z'' VX»-f-Y* + Z«' VX«-hY* + Z»' .
expressions qui représentent aussi les cosinus des angles faits avec les axes des 0?, /, z par une normale au plan osctilateur, élevée en M du côté de ce plan où les cosinus ont les mêmes signes que les binômes X, Y, Z, c'est-àdire du côté où l'on voit, en s'adossant à la normale, l'élément ds à gauche d'une parallèle à l'élément suivant, menée'par M, ou du coté où l'on mit la ' convexité h gauche et la concavité, à droite de Vêlement MM' de la courbe, en se plaçant enM. - ^
S. La considération du même parallélogramme peut fournir, d'une manière simple, une autre formule donnant p.
Projetons, comme a f^it Navier, sa petite diagonale successivement sur vin de ses côtés et sur une perpendiculaire à ce côté, menée dans son plan. La première projection sera d^s^ diflférence entre les -longueurs dsy ds -\- d^s
des deux côtés; la seconde sera — , produit d'un des côtés par le sinus —
de leur angle. La somme des carrés de ces deux projections sera égale au carré d^x^ -+- d^y^ -+- rf^z^ de la diagonale. Donc
ds
6. L'angle — des tangentes menées en deux points dont la distance est rf>,
est aussi l'angle des normales à la courbe aux mêmes points, menées l'une et l'autre dans le plan des deux tangentes; ces deux normales doivent, par conséquent, aller se rencontrer à la distance p. Donc la ligne que nous avons appelée p est la longueur du rayon du cercle osculateur de la courbe au point M, et la direction de ce rayon est celle de la normale en M menée dans le plan osculateur.
On peut voir facilement que cette direction est celle de la petite perpendiculaire dont nous avons parlé au numéro précédent; mais, pour l'obtenir simplement, il vaut mieux prolonger les deux côtés MM', MN du parallélogramme, de manière à les rendre égaux à l'unité de longueur, ou mener, comme a fait encore Navier, par un point quelconque tel que M, deuk droites égales à l'unité et respectivement parallèles aux deux tangentes en M et M'.
Puisque dXydy^ 6k;sontles projections de la petite ligne positive MM'= ds^ les projections de la première droite, ou les cosinus des angles que fait, avec les demi-axes positifs des a;, j, z, la demi-tangente en M menée du côté MM', sont
/p;\ dx dy dz
^ ' ds ds ds
I>es projections de la seconde droite seront
//.x dx j dx ' dy j dr dz ^ j dz
Donc, si l'on joint les extrémités de ces deux droites égales à l'unité, on aura une ligne infiniment petite qui , supposée tirée, de la première à la
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seconde, a, pour projections sur les a:, j, z,
(7) '^ST' ^f' ^^î
mais la longueur de cette petite ligne est —, puisqu'elle mesure l'angle des
deux droites, et sa direction est celle du rayon de courbure, puisqu'elle est parallèle à la normale comprise dans le plan de deux tangentes consécutives. Donc les cosinus des angles que le rayon de courbure en M supposé tiré de M -vers le centre fait avec les demi-axes positifs des a?, j, 2, sont les
quotients de (7) par —, ou
^ * ds ds ds ds ds ds '*
ds
et Ton a, pour déterminer p, ou l'angle de contingence —, cette troisième formule
<9) ^=v/(W^P¥nW"'
(*) Il n'est pas inutile de discuter ici une autre démonstration que plusieurs géomètres donnent de cette expression (9) de l'angle infiniment petit de deux tangentes consécutives. Ils la déduisent de la formule qui exprime le cosinus de Tangle de deux droites par la somme de trois produits deux à deux des six angles que ces droites font avec trois axes rectangulaires. Mais cette formule générale donne zéro pour Tangle quand on y met les cosinus (5)
, . dx dy dz
des angles de la tangente en M , et ceux (6)
fb) dx ,dx dr dy dz ,dz
ds ds ds ds ds ds
des angles de la tangente en M'; car on a
et, par suite, en diiïérentiant ,
ds ds ds ds ds ds '
ce qui réduit rigoureusement à Tunité le second membre de la formule générale en question , tandis
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que l'on aurait pu déduire analytiquement, ainsi que celle (4), de celle (i), comme on le verra au tableau de la Note II [formules (n) et (o)] .
7. L'angle — de deux plans osculateurs consécutifs peut s'obtenir comme
nous venons d'obtenir Tangle de contingence, en menant par le point M, du côté oii Ton voit le rayon de courbure à droite de MM' en se plaçant en M (n® 4), deux droites égales à l'unité et normales respectivement à ces deux
plans. La petite ligne qui joindra leurs extrémités mesurera leur angle — ?
et, en égalant son carré à la somme de ceux de ses trois projections, déter-
(|if on devrait avoir Tunité plus on infiniment petit du second ordre. Aussi , pour en tirer quelque chose , les uns, au nombre desquels est Poisson (Méc, 2*édit., Introd., 18), prennent pour les cosinus des angles de la seconde tangente, non les expressions (b), mais des développements tels que
— -hd— ^\d^—y tirés de la série de Taylor et poussés jusqu'aux difféi^entielles secondes ; et,
après la substitution dans la formule générale du cosinus, ils réduisent son second membre au moyen de réquation (c) et de sa différentielle (d) ; puis ils éliminent les différentielles secondes au moyen de réquation qui résulte d'une nouvelle difFérentiation de celle-ci, ce qui fournit finalement une expression de l'angle cherché en substituant d'abord à son cosinus l'unité moins le double du carré du sinus de la moitié.
Les autres , pour arriver à ce double c^rré , prennent pour bonnes les expressions (a), (b) des cosinus des angles formés avec les coordonnées par les deux tangentes, sans chercher à rendre celles-ci plus exactes par l'addition de termes d'ordre supérieur; mais c^est l'équation différentielle (d) dont ils ne se contentent pas et qu'ils complètent en y ajoutant les infiniment petits du second ordre qui ré-
sultent de la substitution de -7- -f- rf ~- à la place de — -, etc., dans l'équation (c).
as as as
Je ne viens pas contester absolument la rigueur de ces deux méthodes; mais, si Ton peut les légitimer, elles me paraissent toujours peu satisfaisantes , indirectes , ou tout au moins difficiles à reti*ouver, car on ne se rappelle pas aisément comment on doit regarder comme inexactes, tantôt les expressions (b) des cosinus de la tangente en M', tantôt l'équation (d) qui résulte de la différcntiation d'une équation exacte.
Aussi je crois qu'il est préférable de regarder la formule ordinaire du cosinus de l'angle de deux droites données de position par rapport à trois axes , comme se prêtant mal au cas où cet angle est infiniment petit, et d y substituer, comme plus simples, les considérations géométriques mêmes qui servent à démontrer cette formule connue. Ces considérations, celles, du moins, dont on se sert aujourd'hui généralement, sont celles des projections de lignes droites et brisées, presque toujours aussi faciles à retenir que les formules auxquelles elles conduisent.
C'est ce que Navier a fait (Leçons d* Analyse, n® 287) pour le cas qui nous occupe ; le raisonnement qui nous a conduit à la formule (9) n'est même guère que la reproduction du sien , et je pense qu'ilconvient de l'adopter à l'exclusion des autres dont nous venons de parler.
minées comme on a fait tout à l'heure , on aura
On verra à la Note II [formules {s')j{g^)] le développement du calcul de cette expression fait par Navier, et auquel Lancret avait suppléé par des considérations indirectes; mais on l'évite, ainsi que l'ambiguïté des signes, en donnant aux deux normales des longueurs numériquement égales, non à l'unité, mais aux aires respectives des deux parallélogrammes consécutifs MM' M'', M'M'^M''', et en formant un nouveau parallélogramme sur les deux lignes ainsi mesurées. Comme les angles qu'elles font avec les trois demiaxes positifs ^, /, 5; sont les mêmes que ceux que les plans osculateurs font avec les côtés positifs des plans jrzj zx, xy^ les projections de la première ligne sur les .r, les j, les z seront
celles de la seconde seront
X-hrfX, Y-hrfY, Z-hrfZ
Donc, d'après ce qu'on a vu (n** 5), les trois projections du parallélogramme qu'elles forment seront, sur les plans /z, zx^ay,
YdZ — ZdY, ZdX — XdZ, XdY — YdX;
mais YdZ — T^dY = Y {dxd^y — dyd^x) — Z{dzd^x — dxd^z) revient à dx (Yd^y 4- Zd^z -+- Xd^x) , parce que Xdx -+- Ydy H- Zdz = o. Les deux autres projections reviennent au même trinôme entre parenthèses Xd^x -H Yd^jr h- Zd^z^ multiplié successivement par df et dz. Observons aussi que ces trois mêmes produits de dxj dy, dz par le trinôme peuvent être regardés comme les projections, sur les axes des Xy j, 2, d'une perpendiculaire au plan du parallélogramme, numériquement égale à son aire et élevée de M dans le sens où Ton voit son premier côté à gauche du second en se plaçant au point M (n° 4) . Cette perpendiculaire n'est autre chose qu'une portion de la tangente à la courbe en M, dont nous savons qu'une autre portion MM'= ds a pcfUr projections ctr, rf^, cfo. Sa longueur, ou l'aire
du parallélogl'amme, est donc
ds{Xd'x-^Yd'y^Zd'z),
et cette expression aura, comme on voit, une valeur positive ou une valeur négative, selon qu'en se plaçant sur la demi-tangente MM' on apercevra à gauche la normale au plan osculateur en M, et à droite celle au plan en M^ ou réciproquement.
D'une autre part, l'aire non projetée de notre parallélogramme, dont les
deux côtés contigus ont des longueurs — , -^-+-rf. — et comprennent Tangle— , est
d.s^ ds
Égalant ces deux expressions, on obtient celle
qui donnera, non-seulement la grandeur, mais encore le sens de la deuxième affection de la courbe.
- n'aura pas toujours le signe -H, comme -; il sera positif (avec le numé-
rateur trinôme) lorsqu'en s' adossant à la demi-tangente MM' prolongée et regardant les deux plans osculateui*s du côté de M où sont les rayons de courbure, on verra à sa gauche le plan mené en M et à sa droite celui mené
en M'; et - sera négatif dans le cas contraire.
8. On peut démontrer cette formule d'une manière plus directe en considérant . géométriquement les deux parallélogrammes consécutifs MM'M'', M'M"M'" {fig. 2) formés sur les éléments de la courbe. Si du point M'", appartenant au plan du second, on abaisse une perpendiculaire sur le plan du premier et une perpendiculaire sur leur intersection conmiune , qui est M' M" prolongée, le quotient de la première perpendiculaire par fa
seconde sera le sinus — du petit angle de leurs deux plans. La seconde per-
pendiculaire, celle qui est abaissée sur l'intersection, est égale au troisième élément M'' M"^ multiplié par l'angle infiniment petit qu'il forme avec le se-
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cond élément prolongé; sa longueur est
•I ^ as —y
à cela près de quantités du troisième et du quatrième ordre que nous négligeons . Quant à la première perpendiculaire, qui mesure la distance du sommet M''' du deuxième parallélogramme au plan MM' M''' du premier, nous obtiendrons facilement sa longueur en construisant un troisième parallélogramme MQRQ' sur les lignes MQ, MQ' égales et paraDèles respectivement aux deux diagonales M'N, M'^N'des deux autres. La petite diagonale QQ' de ce nouveau parallélogramme aura d^x^ d^y, d^z pour projections sur les trois axes coordonnés, car les projections de M'N, M'^N'sont d^x^ d^y, d^z et d^x-^d^x, d^y + d^y^ d^z -f- d^z. Cette même nouvelle diagonale QQ' aura pour projection, sur une normale au plan MM'M'', précisément la distance de N' ou de M'" à ce plan. Donc, d'après les expressions (2) des trois cosinus des angles de la normale au plan osculateur MM'M'', on a, pour la longueur cherchée de la première perpendiculaire.
En la divisant par la seconde perpendiculaire dont nous avons trouvé la longueur égale à ds—^ nous devons obtenir, avons-nous dit, le petit sinus—. Donc
OU la formule déjà trouvée ( ii ) , dont le second membre est positif lorsque M'^ ou Q', est en avant du plan du tableau pris pour plan de MM'M''.
9. Observons que la petite perpendiculaire (12) est la hauteur d'un parallélipipède formé sur les trois éléments consécutifs MM', M' M'', M'^M"', en prenant pour sa base le premier parallélogramme MM'M'^N. Gomme la super-
ficie de cette base est — (n® 4) , on voit que le trinôme
• xd'x -H Ydy + Td'z, ou, ce qui est la même chose, le sextinôme
dxd-yd^z — dxd^zd^y + dyd^zd^x — dyd^xd^z -h dzd^xdy — dzd^yd\x
représente le volume de ce parallélipipède infinitésimal dont les angles plans aigus sont —, dont les angles dièdres aigus sont —, et qui, par conséquent,
ds* I
étant divisé par le carré du parallélogramme — , donne ~. On pouvait déduire ce résultat d'un théorème de Lagrange sur le volume de la pyramide {*) , ou de cette simple remarque, que le parallélipipède en question est équivalent à celui qui a la même base MM'^FN, avec une arête égale et parallèle à QQ', et que celui-ci équivaut à la somme de trois autres ayant la même arête, et pour bases les projections X, Y, Z de sa base.
10. La considération des cures ou aréoles de contingence ou de courbure, formées sur les éléments consécutif des lignes courbes, peut faciliter la solution de plusieurs problèmes de Géométrie ou de Mécanique. Donnons-en deux exemples (**).
i*". Supposons qu'on veuille avoir l'expression du rayon de courbure lorsque les coordonnées ^, j, z sont rapportées à des axes obliques. Les trois aires, ou les projections obliques du parallélogramme du n*^ 5 sur les trois plans /z, zx^ xy, ne seront pas les binômes désignés par X, Y, Z (n® 4),
mais il est facile de voir qu'elles seront
X sin/z, Y sin ar, Z sin xy.
L'aire non projetée sera mesurée par la diagonale d'un parallélipipède fonné avec trois lignes perpendiculaires aux plans coordonnés, et proportionnelles aux aires projetées. Donc
fis
1 __ / X^sin^jz H- Y" sîn* zx+ Z'sin* xy V -f- 2 YZ sin zx sin xy cos (zx^ xy) H-aZX si
sinxysinjz cos(xy^yz)'\-7XYsinyzsm zx cos (jz^ zx).
On donne une autre forme à cette expression en remplaçant les cosinus des angles des plans coordonnés par leurs expressions, données par une formule de trigonométrie sphérique, en fonction des seuls angles des axes, c'est-à-
dire en mettant cos jz — cos zx cos o^y-au lieu de sin zx sin o^ cos (zx^xy).
{*) Académie de Berlin, 1773, Nouvelle solution du problême du mouvement de rotation, i4; ou bien, voye^ Cauchy, Leçons sur les applications du Calcul infinitésimal, p. 29. {^) On en trouvera d'autres ci-après, troisième partie, et fin de la Note de la deuxième partie.
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Il en résulte, en remplaçant sin^yz par i — cos* jz, etc. :
p \ -en
+ Z* + 2 YZ cosjz + 2ZX cos zx + 2XY cos or^' (X cos jz + Y cos zx 4- Z cos J^)*.
2**. Supposons (en revenant aux coordonnées rectangulaires) qu'ime verge élastique soit encastrée quelque part, en sorte que l'élément MM' de sa courbe d'axe soit maintenu fixe, tandis que le reste change de position. On demande de déterminer, sur la section normale à l'élément suivant M' M'^, la direction de la ligne dite des fibres invariables, qui est l'intersection des plans normaux aux deux directions successives de M'M'^, considérées avant et après le changement.
Soient ^ la caractéristique des changements éprouvés, et M'' {fig. 3) la nouvelle position du point M''. Prolongeons l'élément fixe MM' d'une longueur M'P égale à la sienne. Le petit triangle M'PM", égal à la moitié du parallélogramme qui serait construit sur MM', M' M", aura pour projections sur les trois plans coordonnés { X, {Y, ~Z comme nous avons vu, et les projections de M'PM^ seront 1 (X -t- <^ X) , i ( Y + ^ Y) , | (Z -f- i^Z) . Mais la projection du second triangle, sur un plan quelconque, est égale à la projection du premier, plus les projections des deux autres triangles M'M"M"^, PM" M'j qui forment avec eux un tétraèdre complet ; et le dernier est infiniment petit par rapport à l'autre, puisque VW^V1A\ sont du second ordre, tandis que M' M", M'M'^ sont du premier ordre. Donc la projection dePM"M''j peut être négligée, et le petit triangle M' M" M^^ a pour projections {cTX, {<r Y, I J'Z sur les trois plans coordonnés.
Mais l'intersection, dont nous cherchons la direction, est une perpendi-
culaire commune à M' M", M'M"^, et par conséquent, au .plan du petit triangle dont nous venons de parler. Donc les cosinus des angles de cette droite avec les trois axes coordonnés a:, j, z sont
3X ^Y dZ
^/ST+àYy+Jzj' s/^X* + oY' + âZ'' v^âX' + JY'H-dZ''
On ne peut arriver analytiquement à ces expressions que par de longs calculs. 11. La démonstration géométrique, donnéç au n**5, des expressions des
projections d'un parallélogramme infinitésimal^ s'applique à des parallélogrammes finis, et aussi à des triangles quelconques.
Soient x\y\z et x" ^ y^\ z" les projections de deux des cotés d'un triangle sur les trois 'axes rectangulaires (disposés comme on a dit n** 5); les projections du double de son aire sur les trois plans que ces axes déterminent sont
pourvu qu'en se plaçant sur cette aire au sommet commun, on voie le premier côté à gauche et le second à droite; car, sinon, les projections seraient ces trois binômes pris avec des signes contraires.
De ce théorème, donné, je crois, pour la première fois par Monge (*), et qui peut être démontré de plusieurs autres manières (**) , on déduit beaucoup de conséquences.
Par exemple, si les deux côtés du triangle sont égaux à l'unité, on obtient les trois binômes ci-dessus pour les cosinus des angles feiits, avec les trois axes, par ime perpendiculaire commune à deux lignes droites faisant avec les mêmes axes, dans le sens où on les suppose tirées, des angles dont les cosinus sont x\y\ z' pour la première droite, et x" ^y" ^ z^' pour la seconde droite, cette perpendiculaire étant tirée elle-même dans le sens convenable pour qu'en s'y adossant on voie la première des deux lignes à gauche de la seconde.
Nous en ferons plusieurs fois usage dans la deuxième partie.
12. Définitions et notations. — Par les motifs que je développe dans une Noti {***), j'appellerai, dans la suite de ce Mémoire :
fis
Angle de courbure , l'inclinaison mutuelle — des tangentes à une courbe
en deux points indéfiniment voisins dont la distante MM' est ds toujours positive, et dont le premier M a pour coordonnées a?, j, z;
ds
Angle de cambrure y l'inclinaison — des plans osculateurs aux mêmes points;
(*) Essai d'application de l'analyse, etc., Journal de l'École Polytechnique, xv" cahier, 1809. (**) fort mal de M. Liodville, t. IX, p. 3i i . (♦♦*) Note I , à la fin du Mémoire.
Courbure dinpointM y V affection- de la courbe, ou le petit angle des tan-
gentes rapporté à l'unité de distance de ce point M de la courbe à un autre qui s*en rapproche indéfiniment (p est toujours positif);
Cambrure, l'affection analogue - au même point (v peut être négatif);
Rayon de courbure, rayon de cambrure, les longueurs p et f, dont la première est le rayon du cercle osculateur à la courbe, ou la distance du point M au centre de courbure.
Nous appellerons aussi rayon de courbure, quand il s'agira de direction et non de grandeur, la droite indéfinie qui joint ces deux points, ou la normale à la courbe, comprise dans son plan osculateur, et supposée tirée de M A ers le centre;
Binormale, celle des normales qui est perpendiculaire au plan osculateur. Cette ligne, que l'on est obligé de considérer très-souvent aussi, et à laquelle il n'a pas encore été' donné de nom, est, en effet, normale à deux éléments consécutifs à la fois, tandis que les autres normales à la courbe ne le sont qu'à \xn seul de ses éléments; on la suppose tirée coînme il a été dit à la fin dun^4n. •
Nous appellerons encore , avec Monge et Lancret ,
Droite polaire, l'intersection de deux plans normaux infiniment voisins, ou la perpendiculaire au plan osculateur, menée par le centre de courbure;
Surface polaire, la surface développable formée par l'ensemble des droites polaires;
Sphère osculatrice, la sphère ayant un contact du troisième ordre avec la courbe donnée au point jM : son centre est à l'intersection de deux droites polaires , ou de trois plans normaux , et la suite des centres des sphères forme \ arête de rebroussement de la surface polaire, ou cette ligne que Lancret a appelée la dés^eloppée par le plan;
^) On pourrait appeler aussi pemormale cette normale , qui Test en quelque sorte plus que les autres. Je l'aurais appelée simplement normale principale, sans faire un mot nouveau, si je n'avais craint la confusion, car cette dernière dénomination (qui lui conviendrait) est déjà employée, dans plusieurs écrits, pour désigner la direction du rayon de courbure , peu utilement à mon avis.
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Rayon de cette splwve, quand il s'agira de direction , la droite indéfinie qui va du point M à son centre;
Surface des éléments^ surfaxie des tangentes, la surface développable. formée par Tensemble des éléments de la courbe, prolongés indéfiniment, ou la surface engendrée par le mouvement de son plan osculateur;
Surface rectifiante, la surface engendrée par la suite des plans rectifiants qui sont menés, par chaque point de la courbe, perpendiculairement au rayon de courbure correspondant; Lancret l'a appelée ainsi parce que, dans son développement, la courbe donnée de^dent rectiligne : c'est la dé^^eloppée (Monge, XLI) de la surface des tangentes, comme on verra plus loin;
Droite rectifiante, ou simplement rectifiante en M, une des génératrices de cette surface, ou l'intersection de deux plans rectifiants consécutifs. Cette droite joue un rôle important, moins comme charnière de rectification de la courbe que comme perpendiculaire commune aux directions de deux rayons de courbure consécutifs, et comme lieu de centres de courbure de la surface des tangentes, ou axe du cône droit qui lui est osculateur sufvant la tangente en M. [Voyez la troisième partie.) Nous la supposerons toujours
tirée de M, de manière qu'en s*y adossant on voie à gauche le rayon de courbure en M, et, à droite, une parallèle au rayon de courbure en M', menée par M.
Nous nommerons :
H, l'angle que fait la rectifiante avec la tangente à la courbe en M;
I, l'angle (complément de H quand H est aigu) de la même droite avec la binormale;
L, la longueur de cette droite jusqu'à sa rencontre avec la droite analogue relative au point M', ou la distance, au point M, du point correspondant de V arête de rebroussement de la surface rectifiante;
R, la longueur du rayon de la sphère osculatrice;
ds . . .
— » l'angle infiniment petit de deux rayons de courbure consécutife, ou
des deux plans rectifiants qui leur sont perpendiculaires : nous l'appellerons quelquefois angle de courbure et cambrure composées {ji est toujours supposé positif);
?, w, ^, les coordonnées courantes, hors de la courbe donnée.
Outre les abréviations du n"* 4 :
djd^z — dzd'y = X, dzcPx — djcd^z = Y, dxd^y — dyd'x = Z,
nous ferons quelquefois j dyd'^z — cP%dy = X' , d^zd^x — d'xd'z = Y' , (Pxdy — d'fd'x = 7! ,
et .
d^^'^4-d^cP^=K. d^d^^—d^<p^=r,, rf^f^f-c;$^^=z;.
ds ils as ds * ' as as as as ' ' as as as as
DEUXIÈME PARTIE
Démonstration analytique de diverses formules et de divers t/iéorèmes relatifs aux courbes dans V espace^ ainsi qu'aux lignes et aux surfaces qui ont avec elles des rapports intimes.
15. Angle^de courbure et cambrure composées . Formules de réduction de tous les calculs. — Cet angle est, avons-nous dit, celui que font entre elles les direptions des deux rayons de courbure en deux points M, M'
infiniment voisins. Nous l'avons appelé — ? ds étant la distance MM .
Cherchons-en la valeur.
Les cosinus des angles faits avec les trois axes des x^ j, 2 , par le rayon de courbure en M, sont [formule (8) du nP 6]
^dx ^dy jdz
ds ds ds
Ceux des angles faits par le rayon de courbure en M' sont les ti-ois mêmes quantités augmentées de leurs différentielles respectives.
Donc , d'après le raisonnement du n*" 6, qui a conduit à la forhiule (9), on aura, pour Tangle infinitésimal cherché,
,fix\' / ,dr\^ / jdz
liO MEMOIRE
Si , pour le rayon de courbure p, on met une de ses valeurs , tirées des formules ( i ) , (4) , (9) de la première partie , on est conduit à un calcul qui prend un développement excessif, surtout si [comme il faut bien le faire pour conserver la généralité] on fiait varier ct^ ainsi que les autres différentielles. On peut, après une longue analyse, ne pas apercevoir eftcore comment arriver à un résultat simple , et faire entrer la cambrure - 7 dont l'angle
-— doit cependant dépendre.
CM
Cherchons d'autres expressions de --• On y parvient facilement par des
considérations tout à fait analogues à celles qui ont été employées aux n°'5,
4, 5, 6, pour déterminer —
Menons , en effet, par un point quelconque , des parallèles aux deux rayons de courbure en M, M', et dans le sens où ces rayons sont euxmêmes tirés de la courbe aux centres de courbure (n*^ 12) : portons sur elles des longueurs égales, non pas à l'unité, mais à
ds f ds jds
— et hd —
Les projections de la première sur les trois axes seront, d'après ce qui a été démontré au n** 6,
j dx j dy jdz as as as
Celles de la seconde seront [d'après un raisomiement semblable]
Donc la diagonale du parallélogranune formé sur ces deux petites lignes aura pour projections, sur les axes coordonnés ^, /, z,
as ds as •
Et les projections, sur les trois plans jr;, zx^ xy^ de Taire de ce parallélogramme infinitésimal, prise du côté de son plan où l'on voit à gauche la
parallèle au premier rayon en se plaçant au point d'où on les a menées, seront (n" 5)
as as ds as
et deux autres quantités analogues , c'est-à-dire ce que nous avons désigné (n"* 12) par ,
li'aire non projetée sera la racine carrée de la somme de ces quantités ; et elle doit être égale au produit — ( — >rd — \ des deux côtés adjacents, mul-
tiplié par l'angle infiniment petit —9 qu'ils font entre eux. Donc, en supprimant une quantité du quatrième ordre , on a
Si l'on projette successivement la diagonale du même parallélogramme, sur un de ses côtés , et sur une perpendiculaire menée dans son plan , comme on a Êdt au n^ 5, on aura
jds ^ ds ds
d— et — — .pour les deux projections; d'où, pour déterminer— ? cette troisième for-
mule , analogue à celle (4) , qui donne — > de même que celles ( 1 5) , ( 1 6) sont analogues à (9) et à (i) :
.(■7) %-^/i^W^^^WWWW-
Mais si l'on essaye de développer les formules (16), (17) que nous venons d'obtenir, on tombe dans une complication aussi grande qu'en développant celle (i 5), et l'on peut rester longtemps sans entrevoir le moyen de simplifier les résultats.
Cette difficulté , qui se présente dans presque toutes les recherches ana-
lytiques sur les propriétés générales des courbes dans L'espace , cesse enGn pour celui qui en a fait un très-grand nombre. Il remarque que certaines combinaisons qui se présentent très-souvent, sont réductibles à d'autres, et,' pourvu qu'il consulte fréquemment les formules de réduction qu'il a déjà trouvées, il finit par amener ses résultats à des formes simples et inattendues. Je crois donc faire une chose utile en donnant à part, dans une Note (*), un tableau des formules de transformation et de réduction que fournit la combinaison des expressions données dans la première partie , et qui servent à rendre praticables les divers calculs qui peuvent se présenter. J'ai été dans le cas de faire usage de presque toutes , et j'y renverrai souvent dans ce qui va suivre. On y verra qu'en laissant ds en dénominateur sous dx ^ dy, dzj on rend les calculs presque aussi simples lorsqu'on le suppose variable que lorsqu'on le suppose constant. On y verra aussi que c'est par les formules nowelles, désignées (/') à ce tableau, savoir :
dxds*\ ^;/ I /-y dyds^\ rjt i ( rv dzds^
que l'on introduit le plus ordinairement la ligne v dans les résultats pour
les simplifier.
En se servant des formules (j/), (m'), (/) {voir le tableau) qui sont des conséquences des trois (/') qu'on vient d!écrire, on réduit les trois expressions ( 1 5) , ( 1 6) , (17) ci-dessus à
^ — /^ ^ (,8)/ ^-Vp' + .»
14. Droite rectifiante, et plan rectifiant. — La droite menée par le point M, perpendiculairement aux directions des deux rayons de courbure en M et M', est nécessairement normale au plan du petit parallélogramme considéré au numéro précédent ^ et dont l'aire a X', , Y', , % pour projections sur les trois plans coordonnés.
(*) Note II à ia fin du Mémoire, à voir avant ce qui va suivre.
Les cosinus des angles que fait, avec les demi-axes positifs des ^', j, 2, cette droite rectifiante supposée tirée comme on a dit aux n*** 12, 13, sont donc proportionnels à
et de mêmes signes que ces trois quantités.
On arrive au même résultat, sauf la distinction du signe, en considérant la rectifiante comme T intersection de deux plans rectifiants consécutifs. Le plan rectifiant en M est perpendiculaire au rayon de courbure au même point; comme les cosinus des angles de ce rayon avec les trois axes sont
proportionnels à rf ^ ? ^'d^^'J^ T équation du plan sera
Le plan rectifiant au point suivant M^ de la courbe aura pour équation ce que devient celle-ci en y mettant x -{- dx^ y -\- dy, s-f-^fzàla place de
ot, j, z, ou
(Ç-.-&)(<i^+<fg)
Prises ensemble, ces deux équations représentent l'intersection. La seconde équation, appliquée ainsi aux points communs des deux plans, peut être simplifiée au moyen de la première, et l'on peut y supprimer aussi le trinôme
/j[y d'V dz
dxd 2". 4- ^X^'Js "*" ^^^ds^ ^"^ ^^* ^^ ^ [Note II, form. (h)] et le trinôme
dvd^ V -h djrd^ ^ H- dzd^ ^ , qui est infiniment petit de l'ordre supérieur à
ce qui reste. On a ainsi pour l'équation qui, avec celle (i9)*, détermine l'intersection des deux plans :
Eliminant — x, n — j, Ç — jsavec (19) on a, pour la droite rectifiante en
M, ces équations plus simples et conformes à ce qu'on vient de trouver:
Les cosinus des angles de cette droite, tirée comme on a dit tout à l'heure, avec les trois demi-axes positifs des .r, j, z sont donc, en regardant le radical comme positif,
(^^) v^x'/-hY;^4-z;'' s/x'/+y]'+Zs'' \/x;»+y;^+Z/
qui peuvent s'écrire^ d'après l'expression (i6) , en regardant a comme toujours positif,
' p»ax; p'^y; p«^z;
ou encore, d'après les formules (/'), (mf) du tableau de la Note II, et • l'expression (i8) de—, en regardant également le nouveau radical comme positif,
I pX I rf.r I pX i dx 1 pY 1 dy i pZ i dz
/ ,x pds^ x> ds p ds^ V ds ods^ v ds pds^ x, ds («4) ^ / =- 1 ' ^ . , ■ y •
La première de ces expressions (24), qu'on peut considérer comme celle du • cosinus de l'angle fait avec le plan jrz par im plan perpendiculaire à la droite
/ • / ûX dx
rectifiante, étant comparée avec celles ^^ et ^ (n*** 5 et 6) des cosinus des
angles que font le plan osculateur et le plan normal en M avec le même plan coordonné jz, montre que, si «ft», st, a désignent ces trois angles finis, ou, généralement, ceux que font avec un plan quelconque, respectivement le
plan du petit angle — (parallèle aux deux rayons de courbure consécutif^,
ds
le plan de la courbure ou du petit angle — (le plan osculateur), et le plan
de la cambrure ou du petit angle — (le plan normal), on a, entre ces trois
angles finis et ces trois angles infinitésimaux, la relation
ds ^ ds ds
— cos A, = — cos fit H cos a.
qui montre, ainsi que celle ^ = 1 -+- ^^ de la fin du numéro précédent, que V inclinaison mutuelle des rayons de courbure consécutifs est [conformément au nom que nous lui avons donné) une sorte de résultante des petits angles de courbure et de cambrure, composés comme des forces, ou plutôt comme des aires, tant pour la grandeur que pour la direction.
15. Angles de la rectifiante avec la tangente et avec lu binormale. — On obtiendra les cosinus de ces angles H et I en ajoutant ensemble les exprès-
dx dv dz pX pY pZ
sions (24), multipliées respectivement par ^' ^ ' ^' ®* P®'' ^' 3?' 3?" On a ainsi, au moyen des formules (g-), (w), (^r) du tableau de la Note II,
cosH = -, cosl = ---
Ce sont les deux projections, sur la tangente et sur la binormale, de l'unité portée sur la rectifiante qui se trouve dans leur plan, et dont ces expressions fixent complètement la direction et le sens. La première change de signe avec V , et la seconde a toujours le signe H- , en sorte que l'angle H, toujours positif, est tantôt aigu, tantôt obtus, selon que ,> est positif ou négatif; et l'angle I, toujours aigu, est positif ou négatif dans les mêmes cas. On a sinH = cosI dans l'un comme dans l'autre cas. Donc on a ces expressions,
oh le radical est toujours positif:
(25)tangH = -, cosH=^ = — ^i===, sinH=cosI=- =
J > Slllâl— WUO— — /
{26) ciH = cos*Hc?^=-sin'Heie = ^rfy=-ii^4-
Et la droite rectifiante se construit en portant sur la tangente en M une longueur égale à p, à partir de M et du côté de M' ou du côté opposé, suivant que ,> est positif ou négatif, puis élevant, à l'extrémité, une perpendiculaire ^'une longueur » au plan osculateur, du même côté que la binormale (n~ 4, 12), et joignant M à l'extrémité de cette perpendiculaire. Ce théorème est encore de Lancret, sauf la distinction des signes et des sens. Il nous servira, à la troisième partie, à décrire deux cônes osculateurs de la courbe
et de la surface de ses tangentes. •
16. Angle de deux droites rectifiantes consécutives. — Diaprés le raisonnement du n® 6, et d'après les expressions (22), le carré de ce petit angle doit être
donc, d'après la formule («") du tableau delà Note II, et les expressions (aS), (26), cet angle a pour valeur
(V) ^. = dH.
Il est nul lorsque Tangle H, ou le rapport - de la courbure à la cam-
brure, est constant. Alors les diverses droites rectifiantes sont les arêtes d'un cylindre, et la courbe est une hélice à base quelconque, ou une courbe dont les tangentes font toutes le même angle avec un certain plan.
L'hélice à base circulaire, ayant même centre et même rayon de courbure, et même cambrure que la courbe donnée, est celle que l'on appelle oscula^ trice à celle-ci, au point M. La rectifiante est l'arête de son cylindre.
17. Arête de' rebroussement de la surface rectifiante. — Cherchons un point de cette arête. Il peut être considéré à volonté comme l'intersection des trois plans rectifiants en M, M', M", ou comme l'intersection des deux droites rectifiantes en M, M'.
L'équation du premier des trois plans est celle (19) du n*" 14. L'équation du second plan, combinée avec celle du premier, donne celle plus simple (20). Si l'on change, dans ces deux équations, x^ /, z en x-i-dx, J ^~ ^> ^ + dzy on aura deux autres équations qui appartiendront également au point commun des trois plans: la première, combinée avec (19), se
se simplifie aussi au moyen de (ao), et l'on peut, après l'avoir développée,
remplacer ^^^ jf +^^^-H^^^ ^par — -^ [formule {v) du tableau], et
supprimer les termes tels que dxd^ -j- qui sont infiniment petits par rapport aux autres. On a ainsi, pour déterminer les coordonnées ?, w, ^ du point de
rencontre des trois plans, les trois équations Elles donnent :
.f j^dx \f ji^X 1* j%^^ Mômedén. ^ Mèmedén.
La formule (£/^^) du tableau de la Note II donne la valeur du dénominateur
commun en fonction des deux affections - ? -• En la substituant, ces exprès* sions deviennent
(a8) e-,..= _i* .-y tlï^ Ç_, = _i!?i.
ds*d^ ds*d^ ds*d^
Cherchons maintenant les mêmes coordonnées ^^ »r, ^ en regardant le point auquel elles appartiennent comme l'intersection de droites rectifiantes. Combinons, pour cela, celles (21) de la droite en M :
avec celles qu'on en tire pour la droite suivante en mettant x-^dx^ f-^^fj z^ dz pour x,yy Zy et qui se réduisent, moyennant celles-ci, et en ayant égard à ce que Ton a [formule (/?') du tableau]
(et deux autres équations analogues) .
Nous obtenons ainsi ces deux valeurs pour Ç — x:
Ae — i" <t -y Ac — 5r ^ "T"
Zj d^Xi — Xi dis Xj é/ 1 i — ï f ûîX^
Elles s'accordent (parce que les deux droites se coupent) quand on met, pour les dénominateurs, leurs valeurs tirées du tableau [formules (g^O]^ ^^ ''^^ ^ les expressions (28) déjà trouvées.
En ajoutant les carrés de ^ — x^ w — /, ^ — z, on aurait le carré de la distance désignée par L (n^ 12) du point M de la courbe donnée, au point correspondant de Tarête de rebroussement de la surface rectifiante. Mais, pour éviter l'ambiguïté des signes, nous mettrons les expressions (28) sous la forme suivante, au moyen de celles (26), (26),
_d$ sinH p*^X; ds sin H p»^Y; ds sin H p'aZ;
^~^— ~5h"'""S^' ''~«>'=~5ïr""5^' ^~^ = ""rfH IT'
Les seconds facteurs sont les cosinus (28) des angles de la rectifiante avec les demi-axes coordonnés. Donc on a, sans ambiguïté,
/ \ -r ds sin H
distance qu'on doit porter, selon qu'elle est positive ou négative, sur la rectifiante prise dans son sens (n® 12) ou sur son prolongement en arrière
de M.
18. Courbure, et cambrure de cette arête. — Pour les calculer, il faut
d'abord avoir la longueiu: de l'élément de cette courbe répondant à ds. Différentions pour cela les équations (28), nous aurons
X' d^ = dx — dj-i '
expressions que la formule (y^) du tableau réduit à une autre forme ; en sorte qu'on a, pour les projections de l'élément sur les axes des x, j, s,
(3o) d^=-P^d^. dn=^-P^d±, dr^-Qd^i
"^ dP ''^* d^ ^ dP
OU — ^ d multiplié successivement par les trois cosinus (2 3) des angles
de la rectifiante avec les mêmes axes. Donc la longueur de l'élément est
/o \ p r ds I ,/fosin'H dCLsinU)
(3l) — ^d = -T— ûrf — Tû — == ■ . „ S
^ ^ A. ,j9 sinH an smH
et son sens est le même que celui de la rectifiante quand cette expression est positive.
Divisant successivement cette longueur par Tangle dH de deux tangentes consécutives à Tarête, qui sont les droites rectifiantes (n*^ 16), et par l'angle
— = — ;r-^ (n** 15) de deux plans osculateurs à cette même courbe, qui sont
les deux plans rectifiants de la courbe donnée en M et M', on obtient :
Pour le rayon de courbure de l'arête de rebroussement de la surface rectifiante.
et pour son rayon' de cambrure,
^^^^ ~d^''—o — ds
dp
19. Plus courte distance de deux rayons de courbure consécutifs de la courbe donnée. — Les rayons de courbure ne se rencontrent pas deux à deux comme les tangentes ou coftune les droites rectifiantes; ils forment une surface réglée gauche ou non développable. Cherchons la longueur infijiiment petite de la plus courte distance de deux rayons consécutifs et sa position.
Les rayons en M et en M' ont- respectivement pour équations
(34) Ir:^ ^'LriZ = i^il ,
jdx ydv jdz
a^ as as
(35\ g — (jg+^) _ n — {j^dy) ^ ti—(^Z'^dz)
^d^'^'^d^ ^i-^^i ^di-^'^dT
3o MEMOIRE
En appliquant à ces deux équations la formule connue f), on obtient, pour la plus courte distance, l'expression
X', dx + Yi dj+ ils dz
qui se réduit, au moyen des formules (m'), {ri) du tableau de la Note II, à
(36) - — . = ds cos H. .
Pour avoir les coordonnées du point où cette perpendiculaire commune rencontre l'un des deux rayons, le second par exemple, faisons passer par le premier un plan qui la contienne; le point où il coupera le second sera le point cherché. H est facile d'avoir l'équation de ce plan, car sa normale devra être à angle droit : i^ sur la perpendiculaire commune, et, par conséquent, sur la droite rectifiante, dont les angles avec les trois axes ont des cosinus proportionnels à X, , Y',^ Z', ; ^ sur le premier rayon, dont les angles ont
des cosinus proportionnels à rf^, d-^^ ^^*
Donc (n^ 11) l'équation de ce plan, qui passe par le point M, sera
(l_.)(Y;rfJ-z,4)+(»-r)(z,dJ-x;4)l_
Éliminant « — j, ^ — z entre cette équation et celles (35) du second rayon,
( ) En gênerai, si = — —- = et y- = — -—» = — -^ — sont les équations de
deux droites , leur plus courte distance est la distance d'un point quelconque de la première à un point quelconque de la seconde, projetée sur une troisième droite qui soit à angle droit sur toutes deux. Les cosinus des angles de celle-ci, avec les trois axes coordonnés, sont proportionnels à hd — cV^ ca' — ac', aA'— ha\ ainsi qu'il résulte du théorème cité n^ II. On a donc, pour la plus courte distance ,
V'(6c'— cb' Y 4- (cfl'— ac' Y + {û6'— ha* y
SUR LES LIGNES COURBES NON PLANES. 3l
on obtient, eu égard à ce que [formule (Â) du tableau] dyd -j dzd-^=i-j-^
Le second membre se réduit, au moyen des formules {m')^ (o^) du tableau, à , / t . ty ^t l'^ï^ peut, dans le preiftier, effacer dx au numérateur, et
d^ -1- au dénominateur. On a ainsi, pour les coordonnées ^, w, ^ du point où le rayon de courbure en M est le plus rapproché possible du suivant,
.dx ^dy ^dz
(37) ?-^=^-sr' ''-^=-p^*'-dr' ^-^=]?+7«-^îr'
et par conséquent, pour la distance de ce point au point M de la courbe.
(38) ^p-,33^, = psin»H;
et pour sa distance an centre de courbure,
(39) p^j^ = pcos»H.
Nous nous occuperons, à la troisième partie, de la courbe formée par l'ensemble de points semblables; nous nous bornerons ici à calculer la longueur de son élément ou de la distance des deux points ainsi placés sur le rayon de courbure en M et sur le rayon de courbure en M'; elle a, pour projections sur les trois axes, les longueurs de rff , dn^dl^ tirées des équations (87). On trouve, en se servant des formules (w') du tableau, et réduisant ensuite ce qui en provient avec le terme dxy
ipK idx ,dx
rf \ jy ds ûds^ vds ^ j 0%} " ds j r*^
(40) d%^——= / _ H-rfp^.-^-, c&,= .., <=...;
en sorte que le petit élément est l'hypoténuse d'un triangle rectangle formé sur la plus courte distance — , qui fait, avec les axes, les angles dont
les connus sont les expressions (24), et sur une petite ligne ^-i^fv portée
parallèlement à l'un des deux rayons (évidemment sur le second) . La longueur \d^^ -h rfw^ -f d^^ de ce petit élément est
20. Sphère osculatrice; son centre et son rayon. — Cherchons le rayon et la position du centre de cette sphère. Nous avons dit (n® 12) que ce centre se trouve à l'intersection de trois plans normaux consécutifs, ou, ce qui revient au même, à Tintersection de trois droites polaires consécutives.
L'équation du plan normal en M est
(? — x) dx -\- [m — j) dy H- (^ — z) dz = o.
Pour en déduire celle du plan normal en M', il suffit de changer ^, /, z en x-^-dx^ y-hdy^ z-+-dz^ ce qui donnera (^ — x — dx) [dx ■+- d^x)-^ . . .=0; comme il ne s'agit que d'avoir les points communs aux deux plans, on peut combiner cette nouvelle équation avec la première, de manière à la simplifier. On a ainsi, en supprimant les infiniment petits du troisième ordre,
(? — x) d^x 4~ (w — y) d-y H- (Ç — z) d^z = ds^.
Nous pouvons, sans poser l'équation du troisième plan, éliminer ^ — 5;, par exemple, entre celles-ci, ce qui nous donnera, pour l'une des équations de la droite polaire résultant de l'intersection des deux plans,
et changer, dans cette équation, a*, j, z en x-i-dx^ yA-dy^ z-hdzj pour avoir une équation de la droite polaire suivante. On obtient ainsi
(0 — .r) (Y-^dY) — {«—7) {K-i-dX) = dz(is'-hd{dzds^) — {Xdy—Ydx).
Le second membre, moyennant la formule (a') du tableau, qui change Xfij — Ydx en ds^d-^,se réduit à
dzds' -]- ^ d {ds'Y,
en sorte qu'en combinant cette équation avec la précédente, on obtient, pour la coordonnée ^ du centre de la sphère,
dz
(42) g — a: — xdY—YdX ~ Xd'x+Ydy + Zd'z'
On aurait pour n, ^ des formutes analogues, et ces expressions reviennent à celles de Monge (Mémoire cité de 1 77 1 , xxiv),
On ne pourrait en déduire le rayon R de la sphère osculatrice sans s'engager dans des calculs extrêmement compliqués; mais on simplifie ces expressions en remarquant que SXdsd^s — ds^ dX revient k — ^^^573» ^t ^^^ remplaçant le trinôme du dénominateur par sa valeur en fonction de la courbure et de la cambrure, valeur qui est -j^; elles deviennent ainsi
et elles sont susceptibles d'être transformées encore au moyen de celles f^g =_ e rf^ [(/) du tableau], d'où l'on tire la valeur de </ ^ et deux valeurs analogues pour rf^, d j^^œ^ax donne, en substituant,
djc dy j ^
(44) ^-^^p-dT-^-^'d?' '-^-P-dT^-dT-d?' ^-^-P ds -^ds ds^
Ces expressions donnent le moyen de déterminer géométriquement, d'une
jdx P ds
manière simple, le centre de la sphère osculatrice; en effet, -^ - et les deux autres quantités semblables sont les cosinus des angles que fait le rayon de courbure avec les trois axes des .r, /, z, tandis que ^^ et les deux autres
quantités semblables sont les cosinus des angles que fait la binormale (n^ 12) avec les mêmes axes. On voit que, si par le centre de courbure on élève sur le plan osculateur une perpendiculaire d'une longueur égale à
x.dp
l'extrémité de cette parallèle à la binormale, tirée dans son sens, sera le centre de la sphère osculatrice.
En ajoutant les carrés des expressions (44) ? on obtient le carré de l'hypoténuse du triangle rectangle construit sur cette ligne et sur le rayon de courbure, ou le carré du rayon R de la sphère osculatrice. On a donc cette expression simple (que l'on prend toujours positivement)
La tangente de l'angle formé par le rayon de la sphère avec le rayon de courbure est
Si l'on veut avoir le cosinus de l'angle formé même par le rayon R et parla perpendiculaire commune aux deux rayons de courbure , on n'a qu'à multiplier, deux à deux, les expressions (44) ^t les cosinus (2 4) des angles formés par la rectifiante avec les trois axes coordonnés, et qu'à ajouter les résultats divisés par R. On obtient ainsi, eu égard aux réductions résultant des formules (A) , (m) , [q) du tableau , pour ce cosinus ,
dp
(4?) /-^— - •-»- = »«»H.^ = sin H sin (R,p).
21. Lieu des centres des sphères osculatrices, ou arête de rebroussement de la surface polaire [appelée aussi développée par le plan]. — Pour
[*) Les expressions nouvelles (45) et (46) pourraient être déduites de celles moins simples que M. Oli vier a données dans son Mémoire du 24* cahier du Juurnal de l 'École Polytechnique, page 72.
avoir la longueur de F élément de cette courbe, répondant à l'élément ds de la courbe donnée, sans faire sur ces deux courbes aucune particularisation , il faut difFérentier les expressions (44) des coordonnées ^, n, ^du centre de la sphère osculatrice. On a ainsi, eu égard aux formules (/), (a') du tableau,
ce qui donne, pour l'élément dont ces trois quantités sont les projections,
quantité qui sera portée, si elle est positive, sur la droite polaire tirée dans le même sens que la binormale à laquelle cette droite est parallèle.
Si Ton veut avoir le rayon de courbure et le rayon de cambrure de cette même ligne courbe , il faut diviser l'élément, successivement, par l'angle des deux tangentes consécutives , et par l'angle des deux plans osculateurs consécutife.
Ces deux angles sont, respectivement, — et — ; en effet, comme l'a ob-
serve Fourier, les deux tangentes à la courbe dont nous nous occupons sont des droites perpendiculaires aux deux plans osculateurs à la courbe donnée, et font le même angle que ceux-ci ; et les deux plans osculateurs de cette même courbe, lieu des centres des sphères osculatrices, sont perpendiculaires aux deux tangentes à la courbe donnée, et font par conséquent le même angle que ces tangentes.
On a donc , pour le rayon de courbure de l'arête de rebroussement de la surface polaire,
(*) Il est facile d*avoir les coordonnées Xy ^'y ^ du centre de courbure de cette arête ; car, ainsi que Fa remarqué récemment M. Lemonnier [Nouv, Ann. de math, de MM. Terquem et Gérono , novembre i845y p. 61 1), son rayon de courbure est parallèle à celui de la courbe donnée, puisque son plan osculateur et son plan normal ne sont autre chose que le plan normal et un plan parallèle au plan osculateur de la courbe donnée. On a donc , d'après les expressions (44) y (49)>
dx dx dx
* ^m m^rilî^ / ». t m,jJm.\ i Jm tt J m. m^t m,. m. Ji m». I ri n
ds . t^ppX lu I sdùY ds ^dù pX v judù ^ ds . ^.
tis ds ds^ \b ds dsj ds ds df^ ds ds ds
et pour son rayon de cambrure,
Ce qui fait voir que la réciprocité , remarquée par Fourier, entre les deux angles de courbure et de cambrure de la courbe donnée, et de sa développée par le plan, ne s'étend pas à ces deux affections elles-mêmes , comme on Ta cru quelquefois {*). La courbure de la développée par le plan ne pourrait être égale à la cambrure de la courbe donnée, et réciproquement, qu'en des points isolés pour lesquels il y aurait égalité entre les longueurs des éléments correspondants dset^ds-hd %^ j des arcs de ces deux courbes , ce qui exigerait qu'on eût, en ces points,
22. Lieu des centres de courbure. — Soient Ç, >i, Ç^ les coordonnées du centre de courbure répondant au point M (j?, j, z); on a, d'après les expressions (8) ,
, dr jdjr dz
y ^ ds ^ ds c^ ^ ds
On peut, sans particulariser la courbe non plane donnée, trouver, au moyen de ces expressions, quelques propriétés de la ligne courbe de ces centres qui, comme on sait, n'en est point ime développée.
Si l'on difFérentie, on a, eu égard aux formules (w') du tableau de la Note II,
, dx
(5i) e/Ç = £— ^I^H-rfp'-^p' rfw = ..., rfÇ=...;
(*) M. Olivier, à la page 66 du Bfcmoire cité , dit très-bien que Ton ne saurait admettre que k rayon de courbure de Paréte de rebroussement soit le rayon de flexion (cambrure) de la courbe donnée ; et M. Abel Transon remarque, dans une communication faite le 3 août i844 à la Société philomatique (Journal / 'Institut)^ que , faute d'avoir fait la distinction entre l'angle infinitésimal de deux plans osculaleurs et Tafïectîon mesurée par le rapport entre l'arc élémentaire de la courbe et cet angle, Lancret est tombé dans une erreur, article IV, et surtout article VI de son premier Mémoire, lorsqu'il dit qu'en développant la surfÎEice polaire , l'arête de rebroussement devenue plane a pour courbure , en chaque point , la deuxième courbure de la courbe donnée, quoiqu'il ait très-4)ien aperçu , plus loin , que les longueurs des arcs ne sont pas les raicmes.
d'où, pour la longueur \d^^ + e/w* H- rf^^ de rélément de la courbe dont nous nous occupons,
Cet élément, qui est la ligne de jonction de deux centres de courbure consécutifs, est donc placé sur la surface polaire, et, par conséquent, dans le plan normal en M à la courbe donnée, et il est l'hypoténuse d'un triangle rectangle, dont l'un des cotés, porté sur le second rayon de courbure, est l'excès dp de ce rayon pH-c?p sur le premier p, et dont l'autre côté, porté sur la droite polaire répondant à M, a pour longueur
tds.
L'angle que la tangente à c^tte courbe fait avec la hinormale à la courbe donnée, qui est parallèle à la droite polaire, a pour cosinus le quotient de cette expression par la précédente, ou
en sorte que cet angle est égal à celui que fait le rayon de courbure avec le rayon de la sphère osculatrice.
Et l'angle formé par la même tangente à la courbe des centres de courbure avec le rayon de la sphère osculatrice, qu'elle va couper quelque part (puisque ces deux droites sont, l'une et l'autre, dans le plan normal à la courbe donnée) , a pour cosinus la somme des produits, deux à deux, des projections (44) du rayon de la sphère, et des projections (5i) de l'élément,
divisée par ce rayon R, et par cet élément — ? c'est-à-dire (53)-b?[(/-^+^-g)(''f'-^+^-g)+( X )+( )( )
sin a ( arc cos ^ j •
On trouverait de même, au moyen des expressions (24), (5i), (62), pour le cosinus de Tangle formé par la même tangente, avec la direction de la droite rectifiante, perpendiculaire commune aux deux rayons de courbure consécutifs , •
Ces divers résultats seront interprétés et démontrés géométriquement à la troisième partie. On voit que si nous y sommes arrivé analytiquement sans de longs calculs , c'est grâce à la précaution que nous avons prise de préparer d*avance un recueil (Note II) de formules de transformation et de réduction propre aux recherches sur les courbes dans l'espace.
TROISIÈME PARTIE
Démonstration géométrique des mêmes tfœorèmes, et de quelques autres .
25. Angle de deux rayons de courbure consécutifs. — Reportonsnous aux définitions et aux notations du n° 12, qui termine la première partie, sans plus nous occuper de la manière dont nous avions, aux numéros qui précédaient, exprimé en fonctions des différentielles des coordonnées
d'un point quelconque d'une courbe dans l'espace, les angles — ? — ? de
deux tangentes consécutives et de deux plans osculateurs consécutifs, en . des points M, M' de la courbe dont la distance infiniment petite est ds ; car, dans ce qui va suivre, nous ne ferons plus usage de coordonnées, et nous supposerons que les longueurs finies, désignées par p, t^, sont connues en chaque point de la courbe.
Cherchons à exprimer, au moyen de — ? — > l'angle, aussi infiniment pe-
tit, désigné par — > que forment ensemble les deux rayons de courbure aux points M, M'.
Soient trois éléments consécutifs MM', M'M'^ M'^M"' de la courbe {fig. 4)-
Appelons P le plan MM' M" des deux premiers, ou le plan osculateur en M, et P' le plan M'M'^M''' des deux derniers, ou le plan osculateur en M'.
Par le point de concours M' des deux pFcmiers éléments, menons trois droites :
I**. L'une M'G, dans le premier plan P, perpendiculairement au premier élément MM' : elle sera parallèle au rayon de courbure en M ;
2*". L'autre M'C dans le deuxième plan F, perpendiculairement au deuxième élément M'M" : ce sera le rayon de courbure en M' ;
3"*. La troisième M'B, dans le premier plan P, perpendiculairement au deuxième élément M' M''.
Celle-ci fera, avec la première MG, im angle — ? puisqu'elles sont perpendiculaires respectivement aux deux .premiers éléments, et situées dans leur plan P; et elle fera, avec la seconde M'C, un angle — > puisqu'elles sont comprises dans deux plans osculateurs consécutifs, et perpendiculaires à leur intersection commune; en sorte que leur angle est le même que celui des deux plans. Quant aux deux premières, leur angle sera celui des deux rayons de courbure. On a donc les angles
BM'C = -, BM'G' = -, GM'G'=^.
Ces trois angles infinitésimaux sont mesurés respectivement par les petites
lignes
BG, BC , ce ,
si l'on suppose que les trois droites, menées du point M', ont pour longueur l'unité.
Or, le petit triangle GBC, dont le plan peut être considéré comme perpendiculaire à l'une quelconque des trois droites, à la troisième M'B par exemple, est rectangle en B, puisque le plan BM'C, formé sur deux droites perpendiculaires au second élément M'M'^, est perpendiculaire au plan BM'G de la première et de la troisième droite, qui n'est autre chose que le plan P contenant cet élément M'M'^.
Donc
cg^'=bgVbc^\
4o MÉMOIRE
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ds^ ds* ds'
De plus, comme la petite base de la pyramide triangulaire MBCC^ est négligeable devant ses faces, et comme celles-ci ont pour aires les trois angles au
sommet ^? — » — ? ^^ voit que la projection du petit angle — sur un plan
quelconque est égale à la somme des projections des deux petits angles de
courbure et de cambrure — ? — sup le même plan.
Ces deux résultats, démontrés analytiquement aux n®' 13 et 14, motivent la dénomination d'angle de courbure et cambrure composées, que nous don-
ds
nons quelquefois à la rotation — du rayon de courbure, en raison de ce
qu'elle est comme la résultante des rotations — > — de la tangente et de la binormale.
24. Angle de la c^roàc rectifiante , perpendiculaire aux directions de deux rayons de courbure, as^ec la tangente. — Par les deux tangentes consécutives M*, M Y [fig^ 5), Élisons passer les deux plans dits rectifianJts, respectivement perpendiculaires aux plans osculateurs en M, M^ et, par conséquent, aux rayons de courbure aux mêmes points. Si, par un point h de leur intersection M&, qui est la rectifiante dont nous nous occupons, on abaisse des perpendiculaires bt^ bt' sur les tangentes M^, M^% elles seront perpendiculaires aussi aux plans osculateurs en M et en M'.
Donc on a leur angle
tbt' = ^.
Mais on a Fangle des deux tangentes
Si donc, sur la tangente, on a la longueur Mt ou M^^ = p, on aura la petite ligne m' = fl^, et la perpendiculaire tb = ^.
Donc on a, pour l'angle H que forme, avec la tangente, la rectifiante M'^
OU Mè , qui est la droite perpendiculaire aux directions de deux rayons de courbure consécutifs :
tangH=^
l'avons fait au n"" 14),
= — =—7 sinH = — , =— ?
comme on Ta démontré analytiquement au n° 15.
Ce théorème, et celui du numéro précédent, ont été démontrés par Lancret, d'une manière moins simple et moins directe, par des considérarations de trigonométrie sphérique et des développements de cosinus en série.
Es se vérifient mutuellement : car, d'après ce qu'on vient d'écrire, la perpendiculaire tkj abaissée de l'angle droit sur l'hypoténuse Mè, doit avoir
la longueur A; et, en efiet, le petit angle tkt' = -r> formé sur deux lignes
sensiblement perpendiculaires à l'intersection des deux plans rectifiants, est
bien l'angle que nous avons appelé — au numéro précédent.
25- Cônes osculateurs. — Les divers plans osculateurs de la courbe donnée forment, par leurs intersections mutuelles, une surface développable dont l'arête de rebroussement est cette courbe elle-même. Cette surface des tangentes ou des éléments prolongés de la courbe donnée a le rapport le plus intime possible avec elle; elle est aux courbes non planes ce que leur propre plan est aux courbes planes.
Tout plan rectifiant coupe normalement cette surface suivant une de ses génératrices rectilignes, et la surface rectifiante formée par les intersections des plana rectifiants consécutifs est sa déi^eloppée, comme l'a remarqué Lancret.
La surface rectifiante doit donc contenir tous les centres de courbure principale ou maximum de la surface des tangentes.
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C'est ce qu'on peut voir facilement. La courbure principale de la surface des tangentes est égale, au point t par exemple {fig- 5), à l'angle des deux plans osculateurs qui lui sont tangents suivant ses génératrices M^, M'^', divisé par l'élément t£ de sa section faite normalement à M^. Donc cette courbure est -, d'après cequ'ona vu au numéro précédent, et le point è, appartenant à la droite rectifiante Mè, est un centre de courbure principale de la surface des tangentes. La même chose se vérifierait pour tous les autres points de Wb et des autres droites dont l'ensemble forme la surface rectifiante.
Décrivons donc un cercle du point h comme centre, avec le rayon ht=^x,. Il sera osculateur, en ^, à la section de la surface des tangentes, faite par le plan qui le contient.
Si l'on imagine un cône oblique indéfini qui ait ce cercle pour base, et le point M de la courbe pour sommet, toute section circulaire de ce cône, faite perpendiculairement à son apothème Mf , donne le cercle de plus grande courbure de la surface des tangentes, au point où l'apothème est coupé. Gomme la section normale de plus petite courbure, au même point, est la ligne droite M^ elle-même, suivant laquelle le cône touche la surface, il résulte du théorème d'Euler sur le rapport des courbures des diverses sections normales passant par le même point d'une surface, et du théorème de Meusnier sur le rapport des courbures des sections obliques aux courbures des sections normales passant par la même tangente à une surface, que toute section plane du cône aura un contact du second ordre avec la section de la surface dont nous nous occupons, par le même plan.
Donc le cône oblique en question est osculateur à cette surface des tangentes à la courbe, dans toute l'étendue de la génératrice commune.
On peut encore imaginer un cône droit qui ait pour axe la droite rectifiante M6, et, comme l'autre, M^ pour apothème; il est également osculateur à la surface des tangentes, car le rayon kt de sa section circulaire, passant par le point t, est égal à t/cos {ktb)\ et, en vertu du théorème de Meusnier, t cos {ktb) est aussi le rayon de courbure de la section de cette surface, faite par le plan du même cercle. Mais ce cône droit ne donne pas, comme le cône oblique, les cercles de courbure principale de la surface des tangentes, car les sections perpendiculaires aux génératrices de celles-ci sont elliptiques.
Ces deux cônes ont trois points communs avec la courbe donnée, comme il est Ëicile de le prouver rigoureusement en posant leurs équations (*).
26. Théorème général sur les surfaces développables . — La section, soit du cône oblique, soit du cône droit du numéro précédent, par un plan perpendiculaire àson apothème et passant par son sommet, ou infiniment près de son sommet, a un rayon de courbure nul ou infiniment petit.
Donc la section de la surface développable des tangentes, et,- en général, de toute surface développable par un plan normal à l'arête de rebroussement, et même par tout plan ne passant pas par une de ses génératrices, possède, à la rencontre de cette courbe, un de ces points de rebroussement ou le rayon de courbure est zéro et ou la courbure est infinie.
Je ne me souviens pas d'avoir vu ce théorème énoncé nulle part.
27. Angle de deux droites rectifiantes. Arête de rebroussement de la surface rectifiante, — Soient, aux deux points M, M' de la courbe, MT, M'T' {fig. 6) les deux tangentes, et M/, WU! les deux droites rectifiantes qui se rencontrent en /; on aura, pour Tangle infinitésimal que ces deux droites
font l'une sur l'autre,
mW = /M'T — /MT.
Le second /MT des deux angles finis qui sont dans le second membre n'est autre chose que l'angle H; le premier /M'T est égal à /M'T', puisque le plan des deux tangentes peut être regardé comme perpendiculaire au plan de ces deux angles, et cet angle /M'T' est H -h d¥L. Donc on a, pour l'angle M/M' de deux droites rectifiantes consécutives,
M/M'=rfH,
comme nous l'avons trouvé analytiquement au n° 16.
{*) M. Olivier (Mémoire de Géométrie descriptive. Construction des points d'inflexion d*une courbe tiacée sur une surface développable, Journal de l'École Polytechnique , 22® cahier, note IH, p. 119- 1 20) parle de ces *dcux cônes osculateurs pour le cas de la surface des tangentes à Thélice, et montre ijif on a également des cônes droits osculateurs pour une surface développable quelconque, Monge avait déjà observe qu'une surface développable peut être regardée comme composée d'une infinité (Fôléments de surfaces conicpies dont les sommets sont consécutivement placés sur son arête de rebrous spment, et dont les axes sont les arêtes rectilignes de sa surface développée.
Une perpendiculaire MP', menée du point M sur la seconde droite rectifiante, a pour longueur MM' sin /MT, ou
ds sin H.
Donc, si L est la longueur M/, distance du point M de la courbe donnée au point correspondant de l'arête de rebroussement de la surface rectifiante, on a
ds sin H ,„ j ds sin H
comme nous l'avons trouvé analytiquement au n"" 17.
Si par le point / de l'arête de rebroussement on abaisse les perpendiculaires /T, /T, sur les tangentes MT, M'T', et si, par le point /' de la même arête, qui résulte de la rencontre de la droite rectifiante M'/' avec la suivante, on abaisse une perpendiculaire /'T' sur la seconde tangente, on a
IT = /T, = L sin H, /'T' = L sin H 4- rf (L sin H).
Donc, si dans le plan du trapèze T^ ll'V on mène Iq parallèle à TT', on aura
rf(LsinH) = r^ = //'sin(H + (^H);
■ d'où, en supprimant *é/H devant H,
jn j_ d (LsinH) .
sin H
expression de l'élément de l'arête de rebroussement que nous avons trouvée analytiquement au n° 18, et dont on déduit immédiatement le rayon de courbure et le rayon de cambrure de cette arête en la divisant successivement par fl?H, angle de ses deux tangentes, et par— = . angle de ses deux plans osculateurs en / et /'.
28. Plus courte distance d£s rayons de courbure consécutifs menés en M, M'. — Elle est égale à la ligne de jonction de deux points quelconques pris sur ces deux rayons, par exemple à la ligne MM' = ds, projetée sur une ligne perpendiculaire à tous deux. Or la droite rectifiante en M est à angle droit sur les directions des deux rayons, et elle fait, avec MM', l'angle H.
Donc la plus courte distance des deux rayons a pour longueur
ds cosH, ou
comme nous Tavons trouvé analytiquement au n*" 19.
29. Points ou chaque rayon de courbure passe le plus près du rayon suwant. — Ce sont les points tels que e {fig- 7) où la petite perpendiculaire commune es, qui mesure la plus courte distance, vient couper le premier rayon M^.
Pour en déterminer la position , menons par e une parallèle e P' au second rayon M'gCy, jusqu'à la rencontre, en P', de la droite rectifiante qui passe par M', et qui peut être regardée comme parallèle à eg. On a, pour l'angle des directions des deux rayons de courbure, comme on a vu ,
A p sinH
On a aussi la petite perpendiculaire ^V ^=id^ sm¥L . I^e triangle P'eM doime
Me — r-TT = dsmi H,
p sm H
d'oii, pour la distance du point e dont nous nous occupons au point M de Ja courbe,
Me= psin* H= û-r-- r-
On en déduit, pour la distance p — Me du même point e, au centre de courbure O,
Oe = û cos^ H = p -~-i'
Ces résultats, trouvés analytiquement au ïf 19, font voir que le point où un rayon passe le plus près du suivant est toujours compris entre la courbe et son centre de courbure, et quU partage cette distance, ou^le rayon de courbure proprement dit, en deux parties qui sont entre elles comme les carrés de la courbure et de la cambrure.
On a M'e = F^ == Me, à cela près d'une quantité infiniment petite d'ordre supérieur. Donc, si e' est, sur le second rayon, le point où il passe le plus près du rayon suivant, on a
se' = d.psin^ H;
d'oii, pour la petite ligne de jonction ee' des deux points analogues des deux rayons,
ee' = \/(rf^cosH)^-h(rf.psin^H)%
expression démontrée analytiquement au n"* 19.
On voit que l'élément ee' de la courbe formée par l'ensemble des points tels que e n'est pas généralement à angle droit sur les rayons de courbure ; il fait, avec eux, un angle fini dont la tangente est
dscosU.
d(p sin^H)
Il est facile de voir, soit par les formules, soit par des considérations géométriques, que le même élément fait, avec la tangente et avec la binorniale à la courbe donnée en M, des angles dont les cosinus sont respectivement
— -, cosil, — -, smH.
ee ^ ee
Mais les points e jouissent d'une autre propriété. Ils sont des centres de courbure principale de la surface rectifiante. En effet, les deux côtés égaux ^M, eï^ du triangle MeP' sont respectivement perpendiculaires aux deux plans rectifiants consécutifs, et le plan de ce triangle isocèle est perpendiculaire à la droite rectifiante M/; donc e e^t le centre de la courbure, en M, de la section de la surface faite perpendiculairement à sa génératrice rectiligne.
Si Ton joint chaque point e avec le point correspondant /de l'arête de rebroussem^nt de la surface rectifiante, la suite des droites e/, intersections de la suite des plans passant par chaque rayon de courbure et par la droite rectifiante correspondante, formera une surface dé veloppable, sur laquelle se
trouveront tous les centres de courbure principale de la surface rectifiante, et qui est à la surface rectifiante ce que celle-ci est à la surface des tangentes.
Si MI est une ligne menée perpendiculairement à la droite el^ on aura, en vertu d'une propriété de la perpepdiculaire, abaissée de l'angle droit de tout triangle rectangle sur l'hypoténuse,
m M« Mi P*«'»*H L'
Donc, en joignant Fl, on a, pour l'angle MIP' = ^^ , que font ensemble les deux plans tangents consécutifs de cette nouvelle surface, ou pour \ angle de cambrure de son arête de rebroussement,
Nous ne pousserons pas plus loin l'étude de cette surface, développée de développée de la surface des éléments prolongés de la courbe donnée .
50. Surface gauche des rayons de courbure. Surface gauche des binor-maies. Ligne de gorge ou de striction de ces deux^slirfaces , et de toute surface réglée. — Comme les rayons de courbure ne se rencontrent pas deux à deux , .ils font ensemble une surÊice réglée non développable, c'est-à-dire une surface gauche. ^
La ligne courbe, formée par la suite des points e {fg. 7), oii chaque génératrice rectiligne de cette surface gauche passe à la plus peti);e distance de la génératrice suivante , peut être appelée sa courbe de gorge ou de strietùm, car elle y joue le rôle du cercle de gorge d'un hyperboloide de révolution à une nappe, ou de la directrice rectiligne d'un conoîde, que M. Vallée appelle sa ligne de striction ou d'étranglement.
IjCs binor maies (n^ 12) à la courbe donnée font ensemble une autra surface gauche dont la gorge est cette courbe même, car la plus courte distance de deux de ses génératrices consécutives est l'élément même de la courbe donnée, qui se trouve compris entre elles.
Toute surface réglée a une courbe de gorge, et cette courbe fait, avec les génératrices rectilignes, des angles qui peuvent avoir toutes les grandeurs possibles.
Quand ces angles sont tous nuls, ou quand la gorge est tangente aux génératrices, la surface est développable, et la gorge n'est autre chose que son arête de rebroussement.
Quand ces angles sont tous droits, comme pour la surface des binormales dont nous venons de parler, on a un genre de surfaces réglées opposé, en quelque sorte, aux surfaces développables, ou occupant l'autre extrémité de l'échelle. On peut les appeler surfaces à gorge orthogonale {*).
51. Sphère osculatrice. — Soient MO = p, M'C = p -+- dp [fig- 8), les rayons de courbure aux points M, M' de la courbe donnée; OC, O'C les droites polaires y élevées par les centres de courbure 0,0', perpendiculairement aux deux plans osculateurs correspondants et dans le sens des binor-
(*) Toute surface réglée à gorge orthogonale peut , réciproquement , être considérée comme formée par l'ensemble des binormales à une courbe, qui est cette gorge même, car chaque génératrice est perpendiculaire à la fois sur deux éléments contigus. Si la gorge est une ligne droite , les génératrices peuvent être dirigées d'une inûnité de manières perpendiculairement à cette ligne, ce qui donne tous les conoïdes droits.
Une surface réglée est déterminée, comme on sait, quand on donne trois courbes directrices. Si Ton donne sa gorge, on n*a besoin que d'une autre directrice, pourvu , toutefois, que Ton donne aussi Tune de ses droites génératrices. En effet, si par un point M' pris sur la courbe de gorge infiniment près de celui M où elle est coupée par la génératrice donnée , on abaisse une perpendiculaire sur cette génératrice , ce sera la plus courte distance de cette droite à la génératrice en M' ; donc un plan mené par M' perpendiculairement à cette petite perpendiculaire coupera la seconde directrice donnée en un point qui , joint à M', donnera une deuxième génératrice, et l'on obtiendra ainsi successivement toutes les génératrices composant la surface.
Ne prévoyant pas que je puisse continuer des recherches sur ce sujet, qui me paraît intéressant, je crois devoir proposer ces questions, entre bçaucoup d'autres, aux géomètres qui s'occupent de la théorie des surfaces réglées: i® Sur la surface gauche formée par l'ensemble des rayons de courbure d'une courbe donnée , peut-on tracer une seconde courbe dont les génératrices de la surface soient aussi les rayons de courbure? 2^ Toute surface réglée peut-elle, pourvu qu'elle ne soit pas développable, être considérée comme formée par l'ensemble des rayons de courbure d'une certaine courbe? Où est cette courbe ? Et , s'il n'y a que certaines surfaces gauches qui jouissent de cette propriété , quels sont leurs autres caractères distinctifs ? 3° Quelles sont les surfaces réglées dont la gorge fait un angle constant avec les génératrices ; quelles sont celles dont la gorge est une ligne droite oblique aux génératrices? etc.
maies (n^ 12). Ces deux droites se rencontrent en G, centre de la sphère
ds
osculatrice, et Ton a leur angle OCCy = — ? puisqu'elles sont perpendiculaires aux plans osculateurs menés en M, M^
La partie QC du second rayon de courbure, comprise entre les deux droites polaires, a pour longueur rfp, puisque ces droites sont , ou perpendiculaires ou infiniment peu obliques aux deux rayons.
Donc on a, pour la distance finie QG ou OC du centre de courbure au centre de la sphère,
çyn ^ ^^9 .
ds ds ^
et le rayon de là sphère, MO, hypoténuse du triangle rectangle construit sur le rayon de courbure MO et sur cette droite polaire OC, a pour longueur
comme on Fa trouvé par l'analyse, au n^ 20, ainsi que l'expression
de l'angle qu'il &it avec le rayon de courbure.
La projection du rayon MG de la sphère osculatrice , sur la droite rectifiante, est égale à la somme des projections de MO, OG sur cette même droite; mais la projection de MO est nulle, puisque la droite rectifiante est perpendiculaire au rayon de courbure; donc, comme l'angle que fait avec la droite rectifiante la ligne OG, parallèle à la binormale, est
0Êm
H, on a, pour le cosinus de l'angle du rayon de la sphère^iavee la
droite rectifiante,
cos MGO sinH = sin H^ >
comme nous l'avons trouvé aussi au n^ 20.
52. Lieu des centres des sphères osculatrices . -^ Il est facile d'avoir la
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longueur de son élément CC' {fig- 8), distance des centres C, C des sphères osculatrices en M, M'. En effet, comme CCy == GQ, àcela près d'un infiniment petit du second ordre, on a T élément
■ ce = C'Cy - GQ = OQ -h [GOr _ GO) = OQ + rf ^.
H reste donc à déterminer la longueur de la petite portion OQ de la droite polaire, interceptée entre les deux rayons de courbure consécutif.
Pour cela, soient ^g la plus courte distance de ces deux rayons, et MP = ei la portion de la droite rectifiante M/, interceptée par une perpendiculaire M'P, menée de M' sur cette droite. Projetons le petit triangle MM'P en Om'p sur un plan parallèle au sien, mené par le point 0, et qui contiendra nécessairement la droite polaire OG, puisqu'il sera perpendiculaire au rayon de courbure MO. La ligne projetante Vp passe par l'extrémité g de la plus courte distance : donc le plan qui passe par M^P et par sa projection m'p^ passe aussi par le second rayon de courbure M'O'; et m'p prolongé doit passer par le point Q, où ce second rayon perce le plan sur lequel nous avons feit la projection.
L'angle QO/n' est droit, puisque la droite polaire est perpendiculaire à la direction derélémentMM'delacourbedonnée,etronaranglem'Oi?=H. Donc
O/? = ûîy cos H = OQ sinH;
d'où, pour la longueur cherchée,
OQ = ds -r^ = ^ds.
Et l'on a, pour l'élément de la courbe des centres des sphères, ou de l'arête de rebroussement de la surface polaire,
ca =tds + dA=.ds^^.
V ds ^dp
comme nous l'avons trouvé analytiquement au n<» 21.
55. Lieu des centres de courbure. — L'élément OO' {fig- 8) de cette courbe, ou la distance de deux centres de courbure consécutifs, est, d'après ce que nous venons de voir, Thypoténuse d'un triangle rectangle dont les
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deux côtés sont Donc on a
Cet élément y ou la tangente à la courbe des centres de courbure fait, avec la droite polaire en O, un angle 0'0C,dont le cosinus est
OO^ R
et qui est, par conséquent, égal à l'angle GMO, fait par le rayon de la sphère osculatrice avec le rayon de courbure.
Si Ton prolonge cette tangente ainsi que le rayon de la sphère osculatrice, jusqu'à leur rencontre en U, on obtient la grandeur de l'angle MUO qu'ils font ensemble, en remarquant que, comme l'angle MOG est droit, et .comme l'angle COU = CMO, on a
MUO = TT — cou — UCO = -w — CMO — [tt — (" — GMO ")],
ou
MUO = -— aGMO = --aarccost.
Enfin, comme la projection de l'élément OCy, qui joint deux points appartenant à deux rayons de courbure, sur leur perpendiculaire commune, doit avoir pour longueur la plus courte distance de ces rayons, on a, pour l'angle (yOp que iiiit la tangente à la courbe des centres de courbure avec la rectifiante,
Ces expressions avaient été données au n^ 22. On démontre simplement par des considérations géométriques, comme Ton voit, tous les résultats auxquels l'analyse avait conduit.
On peut démontrer géométriquement même toutes les formules de transformation de la Note II ; on en verra plusieurs exemples à la fin de cette Note.
NOTE I
Sur quelques particularités de Géométrie et de Mécanique^ relatives aux deux affections principales des lignes courbes non planes y et sur les dénominations à imposer à ces affections.
I. On sait que divers auteurs appellent angles de première courbure et de seconde courbure d'une courbe non plane , le petit angle — de deux tangentes , et le petit angle — de deux
plans osculateurs, en deux points infiniment voisins pris sur cette courbe^ première et 5econde courbure^ les fractions -9-9 c'est-à*dire les mêmes angles rapportés à l'unité de distance des deux points ; rayons de première et de seconde courbure, les lignes p et t^.
Mais d'autres auteurs , en aussi grand nombre que ceux-ci , appellent les quantités
-> -flexions y surtout quand il s'agit de la seconde; ou bien, celle-ci torsion, et courbure
la première seulement.
Examinons ces dénominations au point de vue de leur emploi dans les recherches de Géométrie et de Mécanique , et voyons s'il ne conviendrait pas d'en adopter d'autres.
n. Et, d'abord, convient-il de désigner par une lettre le dénominateur de la seconde aflection , comme celui p de la première (qui représente le rayon du cercle osculateur), ou ne pourrait-on pas, plutôt, prendre une lettre pour désigner, ou quelque ligne remarquable, telle que le rayon de la sphère osculatrice (voyez n°* 12, 20 ou 31), ou quelque angle comme celui de la tangente avec la rectifiante (n°' 12, 14 et 15 ou 24), et exprimer la deuxième affection en fonction de celle de ces deux quantités qu'on aurait ainsi choisie, au
lieu de l'appeler -?
A cette question , qui m'a été faite , je réponds que l'un ou l'autre est sans doute possible.
Soit R le rayon de la sphère osculatrice 5 - peut être remplacé (n^ 20t)u 31) par P
Soit H l'angle dont nous parlons, - peut ôtre remplacé {pP 15 ou 24) par • .
Mais on a rarement à considérer, dans les applications, la sphère osculatrice; on a, au contraire , à faire entrer fréquemment, dans les calculs, la deuxième affection ou l'angle de deux plans osculateurs consécutifs , ainsi que je l'ai éprouvé très-^oiy^ent en faisant des recherches sur Télat d'équilibre et sur la résistance des verges courbes fléchies et tordues : ce serait donc sacrifier la simplicité que de désigner la deuxième affection par une expression
telle que — ^
dssjï^^^P^
(*) Voir Introduction et n<> 12.
Quant à l'angle H de Lancret , il joue sans doute un rôle très-^important : c'est l'angle que fait, avec les arêtes de son cylindre, cette hélice osculatrice (n^i6) qui a les mêmes affections principales que la courbe en un point donné : c'est encore le demi-angle au ceiitre d'un cône droit (n^ 25) osculateur à la surface des éléments prolongés de la courbe donnée , et caractérisant], par conséquent, assez bien l'aiTection de cette courbe, qui résulte de ce que ses éléments successifs ne 'sont pas dans* un même plan. On voit, à la seconde partie du Mémoire, que l'introduction de cet angle, comme abréviation de
arc tang -9 rend plus simples un grand nombre de formules.
Néanmoins on a toujours à considérer cet angle bien plus rarement, dans les applications,
que cette deuxième affection - qui est tout à fait analogue à la courbure -: de plus , l'em*'
ploi habituel de ■ =^9 pour la désigner, aurait, comme celui de ^ « l'înconvé-
^ ptangH " ^ c&V'Snr^»
nient de masquer, en quelque sorte, une vérité démontrée par Lancret, et dont on ne saurait trop se pénétrer, savoir V indépendance complète des doux affections en question , dans toute courbe non plane.
Je pense donc qu'il faut conserver à la deuxième affection une désignation comme celle -
que nous lui avons donnée.
in. Mais que représente lagrandeur linéaire t? peut-on l'appeler rayon conmie la ligne p ?
Il serait sans doute inutile de chercher à placer, le long de la courbe donnée,, un cercle du rayon ^ : ce cercle ne pourrait jamais lui être que simplement tangent , et le seul cercle du rayon p peut avoir un contact plus intime avec elle. Le cercle du rayon v ne peut être, non plus, osculateur aux projections de la courbe, soit sur le plan normal, soit sur le plan tangent perpendiculaire au plan osculateur : il n'est pas , non plus , osculateur à sa dét^e^ loppée par le plan^ comme on l'a vu au n^ 21 .
Mais des cercles ayant pour rayon la ligne t. peuvent toujours être décrits utilement pour l'étude des propriétés de la courbe donnée. Nous venons de parler d'un cône droit osculateur (n^ 25), et à la courbe, et à cette surface qui a, avec elle , le rapport le plus intime, puisqu'elle résulte du prolongement indéfini de tous ses éléments : ce cône est en quelque sorte, pour la deuxième affection de la courbe , ce que le cercle osculateur est pour la première, car cette deuxième affection est comme empruntée à la surface en question. Or, un cône est caractérisé par la grandeur du rayon de sa lyise , prise à une distance déterminée de son sommet : si l'on prend, pour cette distance , la longueur connue p, qui est la seule unité de comparaison fournie par une première étude de la courbe donnée , on a , pour la base du cône droit osculateur, précisément un cercle d*un rayon i>.
Un pareil cercle peut être placé autrement , contre la surface développable dont nous parlons, de manière à caractériser directement son degré de courbure sans recourir au cône droit ci-dessus. En effet, les deux lignes de courbure de cette surface en un point quelconque sont, Tune sa génératrice rectiligne dont la courbure est nulle , l'autre sa section perpendiculaire à cette génératrice : le rayon de courbure de celle-ci varie proportion-
ment angulaire qu'elles ont fait Tune devant Tautre , rapporte à l'unité de leur distance ;
en sorte que si ds est cette distance , et si l'on appelle p le petit angle dont les points de
la seconde ont tourné deuant les points de la première, p est la grandeur de la torsion.
Cette grandeur serait bien égale au changement subi par l'affection - de Taxe , si , dans
le mouvement du fil , chaque section emportait avec elle le plan osculateur correspondant. Mais les choses ne se passent point ainsi. Les plans osculateurs ne sont pas invariablement liés aux sections : ils changent généralement de position par rapport aux droites
matérielles tracées sur elles ; d'où il suit que la torsion ^ dépend , non^ulement du mouvement des plans osculateurs les uns par rapport aux autres, mais aussi d'un autre élément sur TexisteMe dumiel j'ai déjà eu l'occasion d'attirer l'attention, et qui est le déplacement angulaire élUHpGLe ces plans sur les sections transversales correspondantes ('*'). On pourrait citer beaucoup d'exemples de cette différence , entre la grandeur de la torsion
-9 et le changement de gonfleur subi par - •, on en verra un au n? Yill ci-après (en note). On
peut aussi considérer la verge courbe du numéro précédent, dont les sections circulaires sont supposées tourner sur elles-mêmes, sans que son axe change ni de forme ni même de position (ce qui est très-réalisable au moyen de points fixes suffisamment nombreux , qui empêchent la verge de s'écarter à droite et à gauche, sans s'opposer à la rotation). Il est évident que si l'on fait plus tourner une des deux extrémités que l'autre, il y aura torsion, et, cependant
Faffection - n'aura changé nulle part. On peut encore prendre pour exemple un arc élastique horizontal invariablement encastré par un bout, et sollicité à l'autre par une force verticale. Le plan de cet arc se cambrera, ou , ce qui revient au même , l'arc cessera d être une courbe plane, et ses plans osculateurs deviendront ^ partout, inclinés sur l'horizon : cependant les points matériels de la section encastrée n'auront pas changé de place \ il faudra donc que la trace du plan osculatem* ait tourné sur cette section, etc.
Le mot de torsion, bien qu'habilement choisi pour exprimer la deuxième affection - des courbes non planes, doit donc être absolument exclu comme celui de flexion.
VI. J'avais pensé ( toujours pour désigner la deuxième affection - j au mot d^ inflexion, ou
à celui di infléchissement, en considération de ce que la projection d'une courbe non plane sur le plan tangent perpendiculaire à son plan osculateur en un point donné M, offre toujours une inflexion en M , et que cette inflexion disparaît quand la courbe devient plane,
ou quand - s'anéantit.
(*) Comptes rendus, 3o octobre et6 noT«mbre i843, t. XVII, p. 953 «t \Qfl% et i«' juillet i844, t. XIX, p. 4' *^47' Ce dépUcemeat y eit désigné par c, ainsi qu'à la note du ifi VIII ci-apr4i.
SUR LES LIGNES COURBES NON PLANES. — NOTE I. 5y
Mais l'inflexion disparaît aussi quand la courbure ou première affection - devient nulle ,
et , cependant, comme nous Terrons au n® YID, la deuxième affection - ne s'annulepas tou-
jours en même temps que la première* De plus , - n'ofire aucunement la mesure du degré de
Tinflexion plus ou moins prononcée , ou de la courbure naissante et plus ou moins rapide des deux parties de la courbe , de part et d'autre du point d'inflexion où la courbure absolue est nulle. Cette mesure est le produit de - par - > en sorte que l'une de ces deux quantités y influe autant que l'autre; V inflexion pourrait être extrêmement peu prononcée quoique - fût considérable , et réciproquement (*).
Les deux noms, dont je viens de parler en dernier lieu, ne conviennent donc pas non plus.
YII. Discutons actuellement la dénomination àe seconde courbure, appliquée à - 9 en appelant - première courbure.
Elle n'a pas les inconvénients que nous avons trouvés à plusieurs autres. Courbure se dit des surfaces comme des lignes , et peut désigner la déviation du plan comme la déviation de la ligne droite. La dénomination seconde courbure est analogique, et l'on peut regarder, j'en conviens, la première et la seconde courbure comme composant ensemble cette double courbure par laquelle on désigne ordinairement les lignes non planes.
Cependant, tant qu'il n'en aura pas été adopté d'autre pour désigner l'affection -, il y a
tout lieu de penser (et le passé y porte) que bon nombre de géomètres ne s'en contenteront
(*) £d efi«t , prenons k tan^enitt an point M pour axe des x, et le plan osculateor pour plan des sx^ en sorte que le plan sur lequel nous considérons la projection de la courbe soit oelui des jçy. On aura 4r = o, ds=zo, €U=zdxy et(no4), Z=:o; d'oà
ce qui montre bien qve, sur cette projection, M est un point d^nflexion (à moins que, par exception, il no soit un point de rebroussement). On a aussi X=o et (n^^* 4, 7)
d'où
Le degré de IHnflexion ou la rapidité du décroissement et de Taccroissement de la courbure, avant et après le point
d*Y où celle-ci est nulle, peut être regardé comme mesuré p«r -^-j-; il est donc égal, non à la deuxième alTeetion, mais
«u prodoit de toutes deux.
pas et y substitueront souvent quelque autre dénomination , ne fût-ce que pour le besoin d'une exposition ou d'ime démonstration. En effet, un numéro d'ordre ne fournit jamais qu*une désignation peu satisfaisante , et la dénomination seconde courbure ne particularise nullement ce qu'elle est destinée à exprimer: l'épi thète qui l'allonge, et dont la corrélative aura besoin d'être ajoutée sans cesse à la désignation de l'autre courbure, exigera plus d'une fois qu'on l'explique; car, premier et deuxième se disent le plus souvent de deux choses semblables dont on est dans le cas de parler successivement, et non de deux choses différentes, etc.
Mais l'expression de seconde courbure peut aussi donner lieu à des méprises, tant que l'on ne s'est pas complètement et invariablement imprimé dans l'esprit ce qui distingue cette affection de la première. On peut se figurer que ces deux courbures sont peut-être quelque chose de plus ou moins analogue aux deux courbures principales d'une surface, c'est-à-dîre une courbure maximum et une courbure minimum parmi celles des projections de la courbe sur ses divers plans tangents. Ce qui prête encore à cette erreur (grossière j'en conviens), c'est que, dans l'idée la plus naturelle à tout le monde, comme dans l'intention de Clairaut (*) et de Pitot, la dénomination courbe à
double courbure n'est nullement relative aux affections - et - dont une pareille courbe est
douée : elle exprime, simplement , qu'une ligne non plane, projetée sur deux plans orthogonaux, donne toujours deux courbes , ou, ce qui revient au même, qu'une pareille ligne parait toujours courbée, à quelque point de vue qu'on se place pour l'envisager, tandis qu'une ligne plane, vue d'un point de son propre plan, parait droite.
On peut donc se demander, quand on n*est pas encore bien pénétré de ce qui a rapport à ]a seconde courbure d'une ligne non plane , si ce ne serait point la courbure de la projection sur le plan tangent perpendiculaire au plan osculateur. J'avoue n'avoir été tout à fait désabusé, à ce sujet, que lorsque j'ai reconnu que la courbure de cette projection est zéro au point de tangence (numéro précédent), et que 1b première courbure, ou la courbure de la projection sur le plan osculateur, est, non pas une courbure maximum, mais bien la courbure totale en quelque sorte, ou la courbure résultante de celles des projections sur deux plans tangents orthogonaux quelconques (**).
(*) n Tai'i cru devoir appeler ces sortes de courbes courbes à double courbure, parce qu^elIes participAot de la courbure des deux couibes planes qui ea sont les projections. » Clairaut.
{**) En effet , si Ton prend la tangente au point M puur axe desx, et si ]*on appeHe p', p" les rayons do courbure des projections de la courbe sur les plans «x et x^, 6et ^ les angles que font les mêmes plans avjc le plan osculateur^
ona— =.Y, ---=Z, cos6=^,, cosy = e^;d^où
I T - II 1 t I
-: = - COS 6 , -s- = ^ COS V. — -+■ — — = — .•
On Toit que les courbures des projections sur les plans tangents orthogonaux se composent comme des forces, (héorèrae qui est un cas particulier de celui qni est démontré à la Note de M. Binet {Comptes rendus, t. XIX, p. 2i5), et qui peut se déduire aussi du théorème de Meusnlcr.
Alors , pourquoi appeler également courbure, en un point donné , une affection cjui ne donne aucune courbure aux diverses projections ou perspectives de la ligne donnée en ce même point?
Je pense donc que la dénomination seconde courbure'est impropre.
Cétait, dès 1819, l'opinion de M. Vallée. « Toutes les courbes possibles, dit ce géomètre ('*')) n'ont véritablement qu'une seule courbure en chacun de leurs points , et, sous ce rapport, les courbes planes ne diflerent des courbes à double courbure qu'en ce que les premières ont toutes leurs courbures dans un môme plan , et que le plan des courbures des dernières varie continuellement. »
Cette opinion , adoptée par M. Leroy, dans sa Géométrie descriptive (1842, n® 654), est
I • aussi celle de M. Olivier (**), et probablement de tous ceux qui ont désigné - par des mots
particuliers. M. Vallée propose de réformer, même, la dénomination de courbe à double courbure, car elle est, dit-il, « non-seulement longue, désagréable et embarrassante, mais w elle donne encore l'idée fausse et spécieuse de deux courbures qui n existent pas. »
Vni. Voici d'ailleurs une circonstance singulière où m'a conduit un problème de mécanique, mais qui est capable de se présenter aussi en géométrie : c'est celle d'une ligne droite, ou devenant telle dans un cas particulier, et pour laquelle, cependant, la prétendue seconde courbure a une valeur finie et déterminée.
Supposons qu'un problème conduise à une hélice circulaire ayant une longueur de spire 27ra constante, ou indépendante de l'angle f que ses éléments font avec le plan de sa base , angle dont la grandeur est supposée varier par hypothèse , suivant les cas particuliers.
Le rayon de la base , ou du cylindre droit que l'hélice enveloppe, sera a cosç, et l'on aura, pour les deux courbures ,
I cos «p I sin 9
Considérons ce que ces expressions deviennent pour les hypothèses extrêmes que l'on peut faire sur y.
Quand 9=0, le rayon de la base devient a, le rayon de courbure jo est = a aussi ; la
ligne t. est infinie , et raifection - est nulle. Et , en effet alors , l'hélice se réduit à une courbe
plane , savoir au cercle dont a est le rayon.
Mais supposons l'angle 9 droit, ouacos9=o. Le cercle de base est un point, clV hélice est
une ligne droite. On a p = 00, et la première courbure - est nulle, comme cela doit être 5
mais la deuxième courbure^ loin de s'anéantir, arrive à son maximum, et l'on a
V = la quantité finie a (***).
(*) Traité de Géométrie descriptive, chap. Ul , n® 670, p. 269.
("*) xxiT« cahior du Journal de VÉcole Poljrteckniijue, p. 65.
(**«) L'kélice dont nous venons de parler, ayant une spire 29ra et une inclinaison f sur le plan de sa base, est^
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Un pareil résultat ne doit pas surpendre; car, outre que l'on a, pour toute ligne droite, X = ô, Y =.0, Z = 0, ce qui donne [n° 7, formule (i i)]
il est bien évident, à priori , que tout plan passant par une ligne droite est osculateur à cette ligne ', d'où il suit que les angles formés par les plans osculateurs menés aux points successifs d'une droite ont des grandeurs absoltmient quelconques. Ce qui caractérise une ligne droite , c'est une première courbure nulle et une deuxième courbure arbitraire.
Si l'indétermination et l'arbitraire annoncés par le résultat -cessent dans quelques exemples, c'est parce que la droite se présente comme limite, ou cas extrême, d'une suite de courbes. Ainsi , pour la droite qui servirait de limite à des courbes planes , - serait nul ; pour celle
qui est la limite d'hélices ayant une spire constante et un diamètre décroissant, -devait
comme M. Wantzel Ta reconnu le premier, la courbe qu^aflecto une rerge primitivement droite, à section régnlière
et constante I invariablement encastrée par un bout et sollicitée à Pautre par des forces faisant un couple [Comptes
rendus, i5 juillet 1844» ^> XiX, p. i84)* La base du Thélice est parallèle au plan du couple, f est Tançle priaiitif de
Ett la verge avec ce plan , a représente -^ , h étant le moment du couple, E étant nn coefficient dépendant de VélasiicUé
de dilatation ou de flexion de la matière, et fi le moment d^inertie de la section transversale autour d^une droite quelconque menée dans son plan par son centre de gravité. Hjol flexion, telle que nous Tavons entendue à la fin du u^IV ci-dessus, est bien égale à la première aflection
I h cos a , , . ..
_ = —p — L dans cet exemple particulier.
Mais la torsion n'est point égale à la deuxième iijption ^ =. p'"^ j elle dépend d^un autre coefficient G, dit dV-
lasticité de glissement ou de torsion, dont le rapport avec £ varie suivant que la matière de la verge est plus ou moins fibreuse. Celte torsion a pour valeur dans le même exemple (même Note du Compte rendu)
A sin Ç3 E r
a G/A ~~ 'li^ -^
5 I quantité qui devient égale à ^ - quand la verge n'est point fibreuse, ou quand son élasticité est la même en tous sens.
Dans le cas gênerai , la torsion n'est pas même proportionnelle à ~\ c'est la quantité désignée par / -H i ^
t.^ étant la valeur primitive de v, et e étant le déplacement angulaire de la trace du plan osculateur sur la section. Et la flexion (même Note) est représentée, en général, par
• , /i co»e I
p^ étant la valeur primitive de p. Elle n^est égale à la variation de la première affection de la courbe d'axe quo
P Po lorsque l'angle désigné par s est nul.
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avoir nécessairement une valeur finie, car il faut, que le plan osculateur fasse toujours une
révolution à chaque spire ^ d'où il suit que - doit être égal à 27r divisé par la longueur de
la spire , qui se confond alors avec une portion déterminée de l'axe de l'hélice , et c'est aussi ce que nous avons trouvé.
Mais cela confirme que la dénomination de deuxième courbure, donnée à -, est impropre.
La ligne courbe, d'après la définition élémentaire, est celle qui u* est ni droite ni composée de lignes droites j et, réciproquement, ligne droite est celle qui n'est pas courbe ou qui n'a aucune courbure. Il convient donc, comme Ton voit, de domgjjm autre nom à l'af- \^ i ^^X*^ \
fection -.
On m'a dit, il est vrai, que le même reproche atteindrait tout autre nom emprunté à des propriétés que le langage ordinaire n'attribue pas à la ligne droite; ainsi , en prenant pour exemple les deux dénominations qui nous restent à examiner ci-après , on m'a demandé Qu'est-ce que serait une ligne droite gauche ou cambrée (*)? Je réponds qu'il sufiit évidemment que la dénomination choisie soit scientifiquement nouvelle pour que toute contradiction avec les éléments de géométrie disparaisse , et pour que l'inconvénient que peut présenter une certaine alliance de mots soit tout à fait nulle dans les cas rares où elle s'offrira.
Cherchons donc une dénomination pour - , à l'exclusion de celles de seconde courbure,
de torsion, dejlexion et i!! inflexion, ci-dessus examinées.
IX. 3 'ai pensé im instant à adopter gauchissement, à cause de l'expression de courbe gauche proposée par M. Vallée pour remplacer celle de courbe à double courbure.
Mais gauchissement est, comme flexion, torsion, un terme de mécanique plutôt que de géométrie \ il indique , ainsi que ces derniers , un changement survenu plutôt qu une affection , soit actuelle, soit antérieure , et il me parait utile de le réserver pour désigner (comme j'ai eu occasion de le faire) le degré de l'altération de surfaces primitivement planes , devetiues gauches.
D'ailleurs , l'alTection - appartient principalement, comme nous avons vu, à une certaine
surface développable et non à une surface gauche^ - ne doit donc pas être regardé comme
mesurant la quantité dont une surface , liée à la courbe donnée, est plus ou moins gauche, et le terme de gauchissement ne lui convient sous aucun rapport.
(*) M. TranBon,de qui est cette objection, ne voit, au demeurant, aucune diflTicuUé à Pemploi de la dénoniination nouvelle que je propose ci-après (Jouroal l'Institut, séance de la Société philomatique du 'i août i844) j seulement, suivant lui, celle de seconde courbure sufOrait , |>arce que courbure s^'appliquo à Pinclinaison mutuelle des éléments plans d^une surface comme à Pinclinaison mutuelle des éléments linéaires d^une ligne. Je répète que c^est eo partie pour éviter qu^on regarde les deux aflcctions principales d^une ligne comme analogues à ce qu'on appelle les deux courbures d'une surface, que je désire, comme M. Vallée et d''autres auteurs, un nom différent pour désigner la seconde.
X. Mais il existe un autre mot auquel on ne peut reprocher qu'un peu de dureté dans notre langue, et qui parait, du reste, tout à fait propre à remplir l'objet que nous nous proposons.
C'est le mot de cambrure.
Cambré s'emploie comme courbe, et Ton dit quelquefois qu'une pièce de bois se cambre, etc.^ mais, en général, ce mot s'applique plus aux surfaces qu'aux lignes, d'où il suit que si l'on appelle cambrure une affection d'une ligne courbe , il sera clair que cette aifection n'est point la courbure de cette ligne ou la quantité dont elle dévie de la ligne droite, mais ^ M qu'elle est plutôt la quantité dont quelque surface, composée avec ses éléments, dévie de la CfM'^^'^ surface plane, ou^pAjHlrest le d^ré de courbure de cette surface liée à la cotu^be donnée \
^ ^^ or, c'est bien là l'affection -, à laquelle nous cherchons un nom (n** III).
Bien plus , cambrure y d'après son étymologie, parait particulièrement propre à désigner précisément la courbure d'une surface déueloppable^ ou engendrée par un plan. Le mot latin caméra et surtout le mot grec dont il dérive signifient proprement voûte , arcade , chariot couvert (*) ] d'où il suit que cambrer veut dire transformer un plan en surface courbe , et c'est, en effet, son sens technologique en français.
XI. Je propose donc d'appeler exclusivement courbure y dans une ligne courbe, l'alFec-
tion -, nommée par quelques auteurs première courbure ou première flexion, et d'appeler
cambrure l'affection -, connue jusqu'à présent sous les noms de flexion, seconde flexion .
seconde courbure, torsion.
On voit que les deux dénominations ont une symétrie et une consonnance qui compenseront, pour l'oreille, la rudesse reprochée à la seconde; p sera le rayon de courbure, x^ le
rayon de cambrure \ — , angle de deux tangentes , sera l'angle de courbure ; — , angle de
deux plans osculateurs, sera l'angle de cambrure, etc.
On pourra appeler aussi cambrure d'une surface développable seulement, la plus grande courbure parmi celles de ses sections normales en un point donné, ou la courbure de la section perpendiculaire à sa génératrice rectiligne en ce même point.
On peut demander si l'on conservera , avec ces dénominations , celle de courbe à double courbure , ou si l'on dira plutôt courbe à cambrure, courbe cambrée. Je réponds que ce
changement est moins utile que l'adoption d'un nom nouveau pour l'aflection-; qu'il
parait , du reste , assez convenable. L'expression courbe cambrée ou à cambrure n'est pas plus choquante, je crois, que celle de courbe à double courbure, embarrassante et contenant une répétition qui répugne aux habitudes de notre langue ; mais rien n'obligera à s'en
{*) Dictionoairas de M. Planche et de M. Alexandre, au mot Kccfiapo:»
On lit, au Dictionnaire éty^mologique de M. de Roquefort, que caméra (d^où cameratio, cambrure) ne signifiait pafr d^abord une chambre en général ; il ne s^appliquait , dans Torigine, qu'eaux pièces voûtées.
servir toutes les fois que Ton aura à parler de pareilles courbes, car il suffira , en général , de les appeler des lignes non planes.
Xn. Résumons la discussion terminologique qui occupe la plus grande partie de cette Note.
Nous avons vu que les deux affections principales des lignes courbes consistant , Tune dans la quantité dont leurs éléments consécutifs s'écartent de la ligne droite, Tautre dans la quantité dont la succession de ces éléments s'écarte du plan , ont été appelées de différents noms par différents auteurs, sans qu'aucun de ces noms ait encore prévalu (n**I)-,
Que le nom de rayon peut très-bien être donné à l'une comme à l'autre des deux lon-
gueurs p, V, qui servent de dénominateurs aux mesures -, - de ces deux affections, car on
peut décrire utilement un cercle du rayon t^, si ce n'est le long de la courbe, au' moins le long de la surface formée par l'ensemble de ses éléments prolongés , pour caractériser le degré de courbure de cette surface, qui est cause que la deuxième affection de la courbe n'est pas nulle (n** lU) ;
Que les noms de flexion , de torsiop appartiennent à la Mécanique \ qu ils y désignent à peu près forcément, dans la théorie des verges élastiques courbes, d'autres quantités que
les affections - et -, et même que leurs cbangements de grandeur, en sorte qu'ils ne sau-
raient être employés en géométrie, pour désigner - , - , sans amener la confusion et perpé-
tuer des erreurs plus d'une fois conmiises Qk*^ IV, v); Que le degré de Yùiflexion plus ou moins prononcée qu'offre la projection d'une courbe
sur un plan perpendiculaire au plan de sa courbure , n'est pas proportionnel à - seul , en
sorte que le mot d'inflexion ne saurait non plus être employé pour cette quantité (n^ YI);
Que la dénomination seconde courburey quoique pouvant être meilleure, est repoussée par plusieurs géomètres pour des raisons bonnes aussi; qu'elle n'était pas dans la pensée des au^ teurs de l'expression courbe à double courbure^ qu'elle ne pourrait être regardée comme définitive , rien qu'à cause de sa forme ; qu'elle est sujette à tromper et à faire faire des recherches
en pure perte; que l'affection ~ n'entre pour rien dans la courbure, en un point donné ,
des diverses perspectives ou projections de la courbe; que la dénomination de seconde cour^ bure entraînerait une contradiction avec les définitions de la géométrie élémentaire, car il faudrait, dans plusieurs cas, attribuer une courbure à une ligne droite : ce dernier inconvénient disparaîtrait , comme les autres , en usant d'un mot nouveau*en géométrie , en supposant même que sa signification vulgaire fût analogue à celle de courbure (n*** VII, VIII); Que le mot gauchissement ne saurait convenir non plus (n*^ IX) ;
Enfin , que le mot cambrure, appliqué à l'affection - , parait réunir les conditions désirables; il désigne surtout, dans son acception usuelle et dans son acception étymologique,
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la courbure d'une surface formée en fléchissant un plan , en sorte qu'il s'applique bien aux courbures principales des surfaces développables, et, par conséquent, à cette affection des courbes non planes qui leur vient proprement de la surface formée par TensemUe de leurs éléments prolongés. Il est expressif , sans équivoque ni contradiction; sa symétrie avec courbure et sa précision compensent, dans le discours, la rudesse de prononciation qu'on peut lui reprocher (n^ X).
Je propose donc aux géomètres d'employer ce mot cambrure pour désigner l'affection des courbes non planes qui tient, en un point quelconque, à ce que la suite de leurs éléments forme différents plans plus ou moins inclinés les uns sur les autres , et d'appeler rayon de cambrure la longueur x^ , qui entre comme dénominateur dans l'expression de cette quantité.
NOTE II
Tableau de formules de transformation et de réduction de calculs relatifs à la
théorie des courbes non planes (*).
Soient posés , conformément à ce qui a été établi à la première partie ,
(a) sjda? -h ^' H-rfz* = £^^ radical positif),
lU}x -^Xd^y -Jt-ZdH _ I ^ ^ X'H-Y»-f-Z» ""»,'
Soient faits encore
{e) d^ydH — d'zd^y = X', d'zd*x — d^xd^z == Y', d'xd^y — dyd^x = Z',
ds ds ds ds ds ds ds ds
ds ds ds ds
On en tire les formules de transformation et de réduction suivantes , qu'il est bon d'avoir sous les yeux lorsqu'on se livre à des recherches analytiques sur les courbes non planes (les preuves de chaque formule, non indiquées dans le tableau même, sont renvoyées au
(♦) Voyez n^ 13 du texte.
bas des pages):
dx dx dy dy dz dz [^) W~^5"~^7~'^^"*"T ^d ^^ °' (résulte de la différentiation de g)y
(i) dxd^x -f- dydy -f- dzdH = dsd^s , (résulte de la différentiation de a),
, ,. dx dsd^x — dxd^s dy dsd^y — dyd^s dz dsd'z — dsd*s
^> ''dl = dP ' ''â = d? ' '^5? = d? '
,,. dy .àz dz dy X dz dx dx dz Y dx dy dy dv Z
ds ds ds ds ds"* ds ds ds ds ds"^ • ds ds ds ds ds"^
. , . V jds ds ds ds ds* ds ds ds ds ds^
\ds ds ds ds ds*
(Les formules {p"^ ci-après en donnent d'autres expressions) :
ft\ jt'.dx dsd^x r- dxd^s 7.d*s ,dx ,dy dz , ^ • » \
d^ [n) d*x* -f- dW* -f- d*z* — ^y = — , (/!*),
(/>) £fX = dydH — dzd^y, dX = dzd^x — dxd% dZ = dxd^y — dyd^x,
[q) Xd-x 4- YûTr + Zrf« = o, X//'x+T//'j + Z^/'z = o, Xrf^ 4- Yrf^+ Zrf ~= o,
ds fis ds
/ X ( XV'jt H- YWV- -h 7Jd*z = o, X'rf'x H- YW^^ + ZV/^2 = o,
I (^dx -H rfYrfr -t- dZilz = o, rfX^/^i -f- dYd^y + dld^zz=z o,
/ \ yr' j^ , ^' j^fy , r»t jdz ^, ,^^ ,r> ,.dy „, , dz
(il*) L'cqualion (n) résulte du développement de (m). En oflel,
ce qui , an moyen de {a) et de {i) , devient ds^ (d*x*-hd*j*-hd*z*—d*s*), (o*) En effet, au moyen de (/) , on a
(d'^\ H- d (^)*-H (^^)*= ^ [{dsd'x - <irrf^)« -H (Jjif «r - ^rd'sY -+- {dsd^z - did^s)* ]
«is» "^ rfj» ^ d? d? ' ^
ce qui , au moyen de (n), se réduit à — r-.
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(t) dxd^x -f- dyd^y -^dzdH= dsd^s , (/*),
ds^ ds^ (u) d^xd^x 4- dydy + d^zd^z =z d^sd^s H d — j (résulte de la différentiation de «),
i \ dx -dx djr f^dr dz ^dz ds^ / » i. j t • \
p) _ flfî_ 4- ^ <^>^ 4. ^rfi =: ^ , (resuite de h et o),
^ ds ds ds ds ds ds * p^
(x) d^xd-j- 4- dWd-f- -^ d^zd -^=1 —-1 (résulte dey, /, /i),
'^ dz ds ds p!^
(r) d^xd'~ ^ dWd^ ^ -^ d^zd^ -y = — rf-, (r )»
ds ds ds p p
(z) d -^d^-^-^d-^ rf»-~-}-r/-/ rf> Jz= — rf— , (résulte de la dilTérentiation de ^y),
^ "^ ds ds ds dz ds ds p
(fl'l Ydz — Zc(r = rf^rf ^> Zd:»^— XA = €/f^r/^, Xrfr — Ydlr = ds'd^, («' *),
^ ^ -^ ds dz '^ ds
dx ds ^ [h') Yd^z — Zd^f = ds^d^sd j- d;r (et deux autres équations semblables) (^' *)>
^ ' ds els p^ ds ds P ^* '^ P
(d') •Yrf' Ê "" ^' ^ "^ "" — rf— (et deux autres semblables) , [d' *),
,^r , ,r, , , / , j, , ., N f^ds^ , , / , , ,^\ '^•^<3^^ (et deux autres
i,) dYd^HZdjr = ds(dsH'.-d.d's)+— =dsd (ds'd-) +_^ ^^j^j^j^j ^^,.^^
,,, , ,,, , ,„ , ,ds^ ,dx Xds^ (et deux autres semblables, tirées de f"
(e'bis) dYdz^dZdjrz=p'd c/— -h— — . ^ , , / ,x
^ "^ "^ *^ p £W *' ci-après et de a , /)
(£*2 Bonite de la différentiation de (i), en ayant égard à (n).
ds / dt* 2dsd*t\ ds* 1 (/*) Résulte de (0 , (0, (0, W , et de ce que ^ ^J^ - -^ j = — d -.
(û'*) Car Yd« — Z4r = (<i»<i*Jr — <fc<f *«) <2g - (dcJ'r - Jj i'*) 4r = rf»* (4y*-^ ds*) — rfr (Jrdrv h- «««d»*)
qui , moyeunant {y) et {j) , se réduit à — <î'x — ; — dx — iî- = <2 — .
Y riz Z dr dx dxds^
(c^ ter) d-r-,'-, — ^t-.'-v- = rf* -t- -f- -; — r («* deux autres semblables], (ef ^er*),
^ ' di^ ds ds^ ds ds ds f ^ * \ n
(f ) Ui^x -h Trf »r H- Z^'« = ^ ' (résulte de c, d),
[g') YdZ^2dY=:dx^, 5WX — X£/Z = rfr^> XdY — YdX = dz^ , (g"*),
ds* (//) YZ' — ZY' =:d^x -y (et deux autres semblables)» (/*' *),
dxdyd^z — dxd^sdy -f- djd^zd^x — dyd'xdH + dzd^xdy —dzdyd^x
= Xd^x — rfXrf'x 4- Xfdx = Yrf»^ — c^Tûf »7 -f- T'^r = Zrf»« — dZd'z -h Z'ifo
(/') l = X'^ -f- T'rfr + Z'rfz =— (rfXi/»x 4- dYdy -+- rfZ^'z) = </»Xd:r ^d^Ydx-h d'Zdz
= Xd^x -h Yd^ H- Z£/»z = -y- , (résullede *, <?, p),
, ,, ^ „ ^^,, „,. «-.. ,v,, . «.,. (et de même pour les quatre au-
^•f i -^ -^ ^ 7 . très tnnômes semblables) (de W.),
dsdyd^z — dsd^zdy H- rfr^**' '^ — ^/^ *^^** + dzd^sdy — dzd^d^s ^ J \ ^. ,^ „ ^,. ^Z*- dxds^\ (et deux équations semblables
(«^ ter*) Car, en déTdoppant le premier membre ao moyen de {k bis) y on trouve
„<far.<ix*-+-i(r*-H<ii* dx (di ,.dx dy ,.dy dz ,.dt\
expreasion qui te réduit , an moyen dd {y) y à celle qu^oo a donnée.
{g*) Car Ydl^I^^Y{dxd*y-'d3rd*x)^Z{dtd*x-^dxdU)=idxÇyU*X'^Yd*r-^U^
ds* qai Be réduit à Ac -p au moyen de (/'), (q),
(V*)Car yZ'-ZY' = d«*(X4i«x-+-Yd»r-4-ZJU)-if»x(Xd«x-+.YdrV-+-Z<i«j),
dis' qui se réduit à d^x-p au moyen de (/'), (7).
en Car, d'aprôa (a), (/), (i), on a
Xdid»i-dXdid«5H-X'df*==X^-^-4-drd»xH-4ri!rH-Arf"«)-<'X(dxd*XH-4rdVH-df^
Xdj^* d^
expression qui se réduit à — p -+-dir-Y-, d^aptès («'),(/').
(r ) Ces formules importantes se démontrent en remarquant que , d'après (/) y (/) » (0 > C^)* 0° '^
OU
bien encore que X>=^ (4^'S-S^"g) = ^(4y^ -^^ S^^^^-^^^"^^^^^
= ~[(d*d!r — «^d«i) (d«d»j - dtd*s) - (dW«f - dfd'i) {dsd*y - 4rd'i = dsd^yd^z — dsd*9d*r-^4rd*9dU - dfd^sd^z -h dsd*sdV-:dsd^d' #,
en sorte que, d'aprôt (*') , on a Xi =s L ( Xh ) .
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(/!') . X; ^^ 4- y: ^+ Z: J = ^, ) (résultent de /', m, ^),
K) xx:+yy:h-zz:=^\
AV^ V ^^ ^^dy ds^ dx , dx ,dz ds' dy. ,dy , dz ds^ ,dz \
^'^ ^ ds ds ^^ ds ds ds p^ ds ds ds p' ds I (résultent
ds^ dx I ^® ^'y ^')i
{q') YZ^ — ZYi = -x'd-r (^' <1^"^ autres semblables), |
(/) Yi^-^— i^-r^ = — ^ — r^ (et deux autres semblables), ('*'*),
^ ' ds ds f ds ' '
/ /\ j pX j X p,<£r ,pY 9 jdf ,pZ p,</s , , . .
^ a^* JX' -f- Y' -f- Z* ** "^ ""^ V rtj rfj* t/ rtf ' '
P^È P^S P'^Jl ""^Z p' (^ ' ) "7^" ^ ~^ ;7 — ^ "^"~ ^^ ^ ^'' (^' ^^'^^ autres analogues s'obtiennent en développant),
d— rf^ d~
, ,x ,^ ^.^ pX ^x J ds pY" r/r 7 ^.f pZ dz .,^,
^ ^ ds uls^ p rty ï^rfj* p i/j «'OX* p
(tt' bis) c/' -— =r — I -^ \-4_4-rf — .cf-T- (et deux autres semblables , résultent de u' ),
^ ' ds ' p \x.ds^ p J ds p ds ^ ' ^
ds p* ds' p p ^ p p* \ds ds )
V^VY*+Z' (X'+Ï«+Z')i "^
expression qui se réduit , au moyen do (^] , à ^, (Ylfa — Zdf) , et , tu moyen de (a') , à — ^ J — .
(u'«) Car, d'après (/), (/'), (c') et (A),
4^5 ds*\' ds ' ds) ds*^ ds ds)^xMs\^ ds ds) ds' p* ^ vds ds
t (f'*) On obtient celte équation en déreloppant Je premier membre X', *-»-ïl '-f-Z'^ ' de (m'), comme nous avons
développé X'-f-lf*-t-Z* pour obtenir la formule (n) à laquelle {v') est analogue. On l'obtient encore en ajoutant les carrés des trois expressions (u' bis).
(y ) rfXrf ^ + dld^ + dZd ^ =- ^, {résulte dey, /'),
as as as p't,
fis as as as as €zs ? ? ils ^^
^ ' ds^ ds^ds' ds^ds' ds p't,'
(de V différendé et de z),
(de/, y,/'),
{h") dXd'^-^dYd^^^dZd^^ =z2d's^, (de/, r, y),
o^ cw a> p'fc V » ^ /
(A^ôw) ^ j^,^»^H.rf^..i/»$^-h£/^.rf'î^ = o, (se déduit de X-^m),
^ ^ rfy» c^j ds^ ds ds' ds ^ '
(c") X^>^ ^Yd'^-^Zd'^=z ds'd —, (de a" différentié et de 6" A%,
ûT^ Of d^y p*»-
. ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds
ox or of p^ «r p't>' p
ds^ ù V ds
(x'^) Cette formole, analogue à (o), se dédoit de (m') et peut encore s^obtenir en remarquant que
ds dt ds ds ds
d'où, il suit que le premier membre de (x') développé revient à
expression qui se réduit à d!»' ( -, + -, j an moyen de iy*) , si l'on &it attention que le premier terme est nul. {d"*) Car, en mettant pour x', , Y', ,. Z^ leurs Taleurs^i^/'') , on a
x' a»^^m' At^^^y'^ Wvj»*^ . vji*' 'zjt'^X ds*/dx,.dx dy .dy ds ^.ds\ ds ' di di p«\ df ds dsj p\ \ds ds ds ds ds ds /
ou, diaprés (c* ),(«'),
= ^'d^ — ~£.d — — — — d'' P* * tP' /»*t dj p ^ fi*^ X.'
(^*) Car, d'après (*'), on a dX -^-t-Xd JL =- ^d^; el l'on ^ dJL=:^ ^zd~
«* «r ». « ds* ds* p
.^„. e ds ds ds ds ds p't» . ds^ p* d!f* p* p' v
[g") y; dZ, — Z, rf Y, = -^d^* d~ (et deux autres équations analogues) , {g" *)y
dt pd—
.,„. X', p'X', X, ^L_ (^ ^^* autres analo-
P«X', p'Xi ,ds , , , ,
(/) dx—d - — ^ =— ^-T-r^ — (^* ^^"* autres analogues) , (/" *},
ds^ ds^ (/ " ) Xrf X -H YdY -f- ZrfZ = — d — , (de la différentiation de m\
(/^*) Car, d'après la mleup (/') de X, , on a
p* p^ fr as as p^
et , d^près la Taleur (e^) de iiX que Ton Tient d^éerire , les trois premiers termes se changent en
expression dont la seconde partie est nulle et dont k première est égale à —j-dc,d j-^ diaprés {d").
{h"*) Cette formule s'obtient, comme on a obtenu {s'), en ayant égard à (m'), (^} et (r"). *
( j"*) Car, d'après (/*), on a
— 4^ ^/jêVI p \ t,/ p* v\^ p' p* t./ '\ p* i, p* J)
^'"^ lT = ii (''^' + '^^' + ''2') - £t (X^X + YrfT 4- ZtfZ)», {/**),
(^") rfX» -^ rfY» 4- rfZ' = -^-h (rf— y, (de /" et r),
K) rfX ^ -h ./r, ' -f- rfZ; * = (rf^) V (rf^* y, (résulte de/"),
., X pX fifr A rfa? Y Z \
[o ) "— --c='---,a — — — «-T"» »ir;=»*M a-—-=... ï , , , ,
of' «tf^ f V as ds^ ds^ f (se tirent de r comme on en
p» ds'^dx' dt'^df ds^-^dz" '
T.Z ^dr ^dz Z X ^rfz.cfe X Y . .dx ,dy i _ ds^ds^^ ds ds ^ ds^ds' ds ds _ ds'ds* ds d s
' f dfdz dzdx dxdjr
Je joins à ce tableau celui des valeurs analytiques des quantités A, H) L, R dont on a donné les significations géométriques au n^ 12 , et qui figurent dans les formules des
(/••) Car, d'après (#'), on a
. p.dx (X*-hY«-+-Z«)dX~X.(X4X-hYiY-f-ZrfZ)
Ajoutant les trois équations semblables après les SToir éleTées an oarrè , on obtient , eu égard à (m) , (o) , Péquation (r) . {s"*) En eiTet, d'après {k), on a
/X\« /^dxy (dy ,dz ds.dyy /.dxy
ds*^dx*-dM*/My ds*--dx*-^4rW,4ry dsW.dry 4rdt,dy,ds = 5? y^di) ^ d? TO -^5?^^; "^SS ^57^57
expression qui, d'après (A), (o), se réduit à ^ — ^ ^»
(«"*) En efTet, en développant YZ-H(iM{V~<&'^'«) (<<«'*<— <2«^*i), et remplaçant dsd*s^Tdxd*X'i'tlyd*j^'i-dsd*g, et A» par d:r»-H4r»-+- A% on obUent, en réduisant,
- 4rdi (d V-H d V'-+- i V - d V) = - 4rds ^.
deuxième et troisième parties :
('*") * = ,- (radical positif) , 2. = 1 + 1 ,
[y") tangH = -9 sinH=- - — — y cosH =
</j sin H p^
(r'O A=: i/p» •+. (^ y (radical positif).
Toutes les formules du tableau sont susceptibles d'être interprétées et démontrées géométriquement. On en a vu des exemples au n° 13, où des considérations géométriques ont
conduit à trois expressions différentes du petit angle appelé -r? ce qui , en y ajoutant le rai-
as sonnement du n° 23, donnant directement la valeur de — ? fournit des démonstrations et
interprétations géométriques des fonnules (x'), (w), {y^Axx. tableau. En voici d'autres exemples :
1°. Si , sur les côtés M'C , M'C {^fig* 4) de la pyramide triangulaire considérée au n® 23,
on porte des longueurs — 9 \-d — ^ l'aire du triangle construit sur ces deux petites
lignes aura pour projections sur les trois plans coordonnés , d'après ce qu'on a vu n^ 13,
L'aire du triangle CM'C, ayant des côtés égaux à l'unité, sera à l'aire du précédent
comme i est à— J donc les projections de l'aire CMC sont
:^ds^^'' Ids'- '' 7.dê '
La face BM'C de la même pyramide a pour aire - — > et fait, avec les plans coordonnés ,
des angles dont les cosinus sont •
pX pY pZ
ds^'' ds^^ ds'
La face BM'C a pour aire ? et fait y avec les plans coordonnés , des angles dont les co-
sinns sont
dx ely dz ds ds ds
La projection de la grande face CMC, sur Fun quelconque de ces trois plans , est égale à la sonune des projections des deux autres faces, car la petite base de la pyramide est négligeable par rapport vax faces. Donc on a
^X.' — ~^-f- — — -flv =^f^-4--— S^t ^^P^ dsdz ds^ ' p ds^ »* ds ds'* ' p ds^ ^ ds ds"* * p ds^ i> ds
ce qui donne l'interpi-étation et la démonstration géométrique des formules (/'), les plus importantes peut-être du tableau, et dont l'établissement par l'analyse a été le plus difficile.
a^. Si l'on projette successivement la grande face de la pyramide sur les plans des deux petites faces , on obtient ces faces elles-mêmes. Donc on a
ds' ' ds'^ ds'^' ds^^ ds' ' ds^-^^'
ds' ' ds^ds' ' ds '^ ds' ds'^ t,'
c'est-à-dire les résultats (o'), (n) du tableau.
3**. LTiypoténuse CC (fig. 4) de la base de la pyramide a pour projections sur les trois axes, d'après ce qu'on a vu au n^ 13,
,dx ,dr .dz
^"di fis fds
ds . ds ds
Le côté CB du même triangle a pour longueur — 9 et sa direction est parallèle et opposée à celle de l'élément M IVf , en sorte que les cosinus des angles qu'il fait avec les trois axes coordonnés sont
dx df dz
ds ils ds
Le côté BC a pour longueur — et est parallèle à la binormale , en sorte qu'il fait , avec les trois axes, les angles dont les cosinus sont
pX pT pZ ds*^ ds*^ ds*'
c'est-à-dire les formules {p") du tableau. Elles ont de Tintérêt, parce que la petite ligne de jonction dont nous venons de déterminer les projections sur les trois axes coordonnés est parallèle au rayon de la sphère osculatrice. Il est curieux de voir que la direction de ce rayon , en un point quelconque, est donnée par le troisième côté d'un triangle fait sur deux lignes perpendiculaires aux plans osculateurs en ce point et en un autre très-voîsin, et proportionnelles aux courbures en ces deux mêmes points. Mais les considérations géométriques du n^ 31 font arriver plus facilement à la détermination de la position du centre de cette sphère.
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