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Mémoire sur les surfaces elastiques;
Les travaux des géomètres du dernier siècle ont porté la mécanique générale à un degré de perfection qui a fait regarder cette science comme terminée, et comme ne laissant plus à vaincre que des difficultés de calcul intégral, dans chaque problème particulier. Cependant il n’en est pas ainsi, et la mécanique présente encore plusieurs questions importantes , que l’on n’a pas su jusqu’ici assujétir au calcul : la théorie des surfaces élastiques, que je me propose de considérer dans ce Mémoire, en offre un exemple remarquable. Les équations différentielles de ces surfaces en équilibre, et à plus forte raison celles de leur mouvement, ne sont pas encore connues, si ce n est dans le cas particulier où il s’agit d une surface cylindrique, qui rentre alors dans la classe des lames élastiques ordinaires. Jacques Bernouilli est, comme on sait, le premier qui a donné l’équation d’équilibre de la lame élastique, en se fondant sur cette hypothèse, que l’élasticité, en chaque point, est une force normale à la courbe, dont le moment est proportionnel à l’angle de contingence, ou en raison inverse du rayon de courbure en ce point. Depuis ce grand géomètre, plusieurs autres, et principalement Euler et Daniel Bernouilli, ont publié un grand nombre de
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Mémoires sur les conditions d’équilibres des lignes élastiques ët sur les lois de leurs vibrations ; mais il n a paru que quelques Essais infructueux qui aient pour objet les surfaces élastiques, pliées à-la-fois en deux sens differents. Ainsi Euler a donné, dans les Mémoires de Petersbourg, des recherches sur le son des cloches, où il s est borné a considérer isolément les vibrations de chacun des anneaux circulaires dont une cloche est composée ; ce qui réduit la question à celle des simples lignes élastiques, et conduit d’ailleurs à des résultats qui ne sont nullement d accord avec 1 expérience. On trouve encore dans le même Recueil, annee 1788, un Mémoire d’un autre Jacques Bernouilli, écrit à l’occasion des expériences de M. Chladny sur les vibrations des plaques sonores. Ce géomètre considère une plaque rectangulaire comme composée de deux systèmes de lames parallèles aux côtés du rectangle, qui vibrent comme s’ils étaient collés l’un à l’autre, et sans se gêner mutuellement. En partant de cette supposition, qu Euler avait déjà faite relativement aux vibrations des tambours, M. Bernouilli forme 1 équation aux différences partielles qui doit servir à déterminer les petites oscillations de la plaque sonore ; puis il remarque lui-même que les conséquences qui s’en déduisent ne sont pas entièrement d’accord avec les expériences de M. Chladny; et, en effet, on verra dans mon Mémoire que cette équation 11’est pas la véritable, et quelle manque d’un terme que l’auteur ne pouvait pas trouver d apres son hypothèse.
11 y a environ cinq ans, l’Institut proposa pour sujet de prix, la théorie des vibrations des plaques sonores, vérifiée par la comparaison avec l’expérience ; mais depuis cette époque on n’a reçu qu’une seule pièce digne de l’attention de
la Classe. Au commencement de ce mémoire, l’auteur anonyme donne, sans démonstration et sans qu’on puisse savoir comment il y a été conduit, une équation fondamentale qui renferme le terme dont manquait celle de M. Bernouilli. A l’exemple de ce qu’Euler a fait par rapport à l’équation des lames vibrantes, l’auteur de la pièce satisfait à l’équation qu’ir a posée, par des intégrales particulières composées d’exponentielles, de sinus et de cosinus. Chacune de ces intégrales détermine une figure particulière de la plaque vibrante, qui présente un certain nombre et une certaine disposition de lignes nodales; le son que la plaque fait entendre dépend, en général, du nombre de ces lignes, et l’intégrale établit un rapport entre ce nombre et le son correspondant. L’auteur calcule, d’après ce rapport, le ton relatif à chaque figure; puis il compare le ton calculé à celui que donne l’expérience pour une figure semblable : il trouve un accord satisfaisant entre ces deux résultats, de sorte que l’équation fondamentale dont il est parti, et à laquelle nous parviendrons directement dans ce Mémoire, peut, dès-à-présent, être regardée comme vérifiée suffisamment par l’expérience. Cette comparaison est la partie de son travail qui a motivé la mention honorable de la Classe : elle porte sur un grand nombre d’expériences de M. Chladny,et sur beaucoup d’autres qui sont propres à l’auteur de la pièce que nous citons. Il y aurait une autre espèce de comparaison bien plus difficile à entreprendre, qui serait relative à la figure produite d’après une manière donnée de mettre la plaque en vibration. On pourrait aussi desirer que les résultats du calcul fussent déduits de l’intégrale générale, et non pas de quelques intégrales particulières de l’équation des
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plaques vibrantes : malheureusement cette équation ne peut s’intégrer sous forme finie, que par (les intégrales définies qui renferment des imaginaires; et si on les fait disparaître, ainsi que M. Plana y est parvenu dans le cas des simples lames, on tombe sur une équation si compliquée, qu’il paraît impossible d’en faire aucun usage.
Tels sont les seuls travaux sur les surfaces élastiques qui soient venus jusqu a-p résent à ma connaissance. Cette théorie est une de celles qui méritent le plus l’attention des géomètres, puisque d’une part elle se rattache à la mécanique générale, par la recherche des équations différentielles de l’équilibre et du mouvement, et que d’un autre côté elle comprend, comme application, une des branches les plus étendues et les plus curieuses de l’acoustique. C’est uniquement sous le premier de ces deux rapports que j’ai considéré la question dans le Mémoire que je communique aujourd’hui à la Classe,et où mon but principal a été de parvenir, sans aucune hypothèse, aux équations d’équilibre des surfaces élastiques dont tous les points sont sollicités par des forces données.
Ce Mémoire est divisé en deux paragraphes. Le premier est relatif aux surfaces flexibles et non élastiques dont M. Lagrange a déjà donné l’équation d’équilibre dans la seconde édition de la Mécanique analytique. Je parviens à la meme équation par un moyen différent, qui a l’avantage de montrer à quelle restriction particulière elle est subordonnée : elle suppose en effet chaque élément de la surface également tendu en tous sens ; condition qui n’est pas remplie dans un grand nombre de cas, et cjui serait, par exemple, impossible dans le cas d’une surface pesante et inéga-
lement épaisse. Pour résoudre la question complètement, il a fallu avoir égard à la différence des tensions qu éprouve un même élément dans deux sens différens ; on trouve alors des équations d’équilibre qui comprennent celles de la Mécanique analytique, mais qui sont plus générales et aussi beaucoup plus compliquées.
Dans le second paragraphe, je considère les surfaces élastiques, et je détermine, pour chacun de leurs points, l'expression des forces dues à l’élasticité. Cette qualité de la matière peut être attribuée à une force répulsive qui s’exerce entre les molécules des corps, et dont l’action ne s’étend qu à des distances insensibles; la fonction qui en représente la loi doit donc devenir nulle ou insensible, aussitôt que la variable qui représente les distances a cessé d'être extrêmement petite; or, on sait que de semblables fonctions disparaissent en général dans le calcul, et ne laissent, dans les résultats definitifs, que des intégrales totales ou des constantes arbitraires, qui sont des données de l’observation «-est ce qui arrive en effet dans la théorie des réfractions et mieux encore dans la théorie de l’action capillaire, l’une’ des plus belles applications de l'analyse à la phvsiqne qui soit due aux geometres. Il en est de même dans la question présente, et c est ce qui a permis d’exprimer les forces dues a élasticité de la surface, en quantités dépendantes uniquement de sa figure, tels que ses rayons de courbure et leurs différences partielles. Ces forces étant ainsi déterminées il m a ete facile de former l’équation d’équilibre de la surface e astique au moyen des équations trouvées dans le premier paragraphe. La même analyse aurait pu s’appliquer à des
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surlaces dont l’épaisseur varie suivant une loi quelconque : mais, pour ne pas compliquer la question, j’ai seulement considère le cas d’une épaisseur constante. L équation a laquelle je suis parvenu suppose en outre, que la surface dont il s’agit est naturellement plane; elle ne convient pas aux surfaces élastiques, telles que les cloches, par exemple, dont la forme naturelle est courbe ; la théorie qui m’a guidé ne saurait s’appliquer à ces surfaces, sans quelque modification dont je ne me suis pas occupé.
Par les principes connus de la mécanique, j’ai déduit de l’équation d’équilibre de la surface élastique, l’équation de son mouvement, et en admettant toutes les limitations que les géomètres ont adoptées dans les problèmes des cordes et des lames vibrantes, j’ai trouvé, pour les plaques vibrantes, une équation linéaire a quatre variables, qui ne différé pas essentiellement de celle du mémoire anonyme que j’ai cité plus haut.
Dans un autre Mémoire, j’appliquerai les mêmes considérations aux lignes élastiques, à simple ou a double courbure , d’une épaisseur constante ou variable suivant une loi donnée ; ce qui me conduira d’une manière directe et exempte d’hypothèse , non-seulement à leurs équations d’équilibre, mais aussi à l’expression des forces qu’on doit appliquer à leurs extrémités, pour les tenir fixes et balancer l’effet de l’élasticité.
§. I er .
Équation d’équilibre de la surf ace flexible et non élastique.
(i) Je considère une surface formée d'une matière parfaitement flexible, dénuée d’élasticité, et dont tous les points sont sollicités par des forces données. Je la suppose aussi inextensible, ou du moins très-peu extensible ; de manière que 1 extension qu elle peut subir n’altère pas sensiblement son épaisseur, laquelle peut d’ailleurs être constante ou variable d’un point à un autre de la surface. Les forces qui lui sont appliquées étant données, je me propose de trouver son équation d équilibré.
Pour cela, soient x, y, z , les coordonnées d’un point quelconque m de cette surface, rapportées à trois axes rectangulaires, choisis arbitrairement. Décomposons suivant ces axes, toutes les forces qui sollicitent ce point m, et désignons par X, Y, Z, les composantes dirigées respectivement suivant les coordonnées y, z, et tendantes à les augmenter. Si ces composantes proviennent de la pesanteur, ou d autres forces d’attraction ou de répulsion qui agissent sur tous les points de la matière dont la surface est composée elles seront alors proportionnelles à son épaisseur, et les quantités X, Y, Z, renfermeront, dans leurs valeurs, un acteur égal à (épaisseur qui répond au point m; elles en seront au contraire indépendantes, lorsqu’elles proviendront
ni. force extérieuie, telle que, par exemple, la pression a un Wuide sur la surface.
Partageons la surface en éléments infiniment petits, par
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des plans perpendiculaires à celui des x, y, les uns parallèles au plan des x, z, et les autres au plan des y, z : l élément qui répond au point m sera, comme on sait, exprimé par k dx dy, en faisant, pour abréger,
dy ■
et comme dans l’étendue de cet élément les quantités X, Y, Z sont censées constantes, il s’ensuit que les forces motrices qui lui sont appliquées, seront égalés a X, Y, Z, multipliées par k dx dy, ou à
X k dx dy, Y k dx dy, Z k dx dy.
Mais, outre ces forces, il en existe d’autres qui naissent de la liaison de l’élément que l’on considère avec ceux qui lui sont adjacents, et auxquelles il est nécessaire d’avoir égard.
En effet, dans l’état d’équilibre, chacun des éléments dont la surface est composée, est tendu par des forces inconnues, dirigées dans le plan même de l’élément, et qui agissent en sens contraires à ses extrémités opposées; ainsi les quatre côtés qui terminent l’élément quelconque k dx dy, sont tirés du dedans au dehors par des forces comprises dans le plan tangent au point m : nous les supposerons, de plus, perpendiculaires à ces côtés ; mais, pour embrasser tous les cas qui peuvent se présenter, nous n’établirons aucun rapport particulier entre les forces qui agissent sur deux côtés adjacents , c’est-à-dire, que nous regarderons chaque élément de la surface comme éprouvant deux tensions indépendantes l’une de l’autre; et, effectivement, on conçoit qu’un même
élément pourrait, par exemple, n’étre aucunement tendu dans un sens, et éprouver, au contraire, une tension considérable dans le sens perpendiculaire.
Cela posé, représentons par T, la force qui tire chaque point du coté parallèle au plan dey, z, et adjacent au point m; la longueur de ce côté est dy 1/7 + ?* ; la force totale qui le tire de dedans en dehors sera donc T dy \/ i + q \ Soient *1 Y •> les angles que fait sa direction avec les axes des x > y> z > ses composantes parallèles à ces axes seront
Tdyi/Y+ q '.co$. a, T dy\y i + y.cos.G , T dy \/T+fXOS. y ;
et elles agiront en sens contraire des coordonnées æ, y, z, cest-à-dire, quelles tendront à les diminuer. Or,en passant du coté que nous considérons a celui qui lui est opposé dans le même élément, la variable y reste la même, et la variable * se change a? + dx; ces quantités deviennent donc, relativement à ce second côté,
T dy l/T+7’. cos. a + dx dy . • cos •«)
J dx »
T dy \S 7 +f • oo s. 6 H- dx dy.
T dy l/TT? . cos. y + dx dy . ).
et comme ces trois forces agiront en sens contraire des précédentes, il s ensuit que 1 élément k dx,dy , sera tiré dans le sens des coordonnées x, y, z, par des forces
IO
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dx dy rf (' IV ■ + ?’•«»•«)
J dx 7
dx dyS Ii£Z^if2£d) )
^ dx 7
qui devront s’ajouter respectivement aux forces données.
X k dx dy y Y k dx dy , Z À* dx dy.
Représentons de même par T', la force qui tire en chacun de ses points le second coté adjacent au point m, lequel est parallèle au plan des x y z, et égal en longueur à dx\/ i h -p'y désignons aussi par «! , é', y, les angles que fait sa direction avec les axes des coordonnées : nous trouverons, par un raisonnement semblable au précédent, que l’élément k dx dy , est encore tiré par des forces agissantes dans le sens des coordonnées x, y, z, et respectivement égales à
dx dy . </( — vy ~ r + F'- cos - J)
Maintenant si l’on ajoute ensemble les forces qui tirent l’élément k dx dy , parallèlement au même axe et dans le même sens, il faudra, pour l’équilibre de cet élément, que les sommes soient égales à zéro; supprimant de plus le facteur commun dx dy y on aura les trois équations :
d { Tl/i + y 1 . COS. cl)
. d(T'l/T+p .cos. et') _
dx
djr *
d ( T 1/ 1 q. q* . COS. 6 )
. V/ i+p’ . cos. g')_
dx
+ dy
+ cos. y)
. d{T .cosy') _ _
dy —
qui- devront avoir lieu dans toute 1 etendue de la surface et qui seront ses équations d'équilibre.
(2) Pour les développer, il faut y substituer à la place de cos. a, cos. Ç >, cos. y, leurs valeurs, dont la détermination n’est plus qu’une simple question de géométrie.
Soient donc
les deux équations de la droite passant par le point m, suivant laquelle est dirigée la force T : x, y, z, sont les coordonnées variables des points de cette droite, et a et b, deux constantes inconnues qu’il s’agit de déterminer. La direction de la force T est comprise dans le plan tangent au point m, dont l’équation est
il faut donc que les deux équations précédentes satisfassent a celle-ci, ce qui donne cette première* équation de condition
1 —ap — b q = o.
De plus, la droite que nous considérons, est supposée perpendiculaire au côté de l’élément k dx dy, parallèle au plan des y, z, et la droite indéfinie qui est le prolongement de ce côté, a pour équations
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or, pour que ces deux côtes soient perpendiculaires l’un à l’autre, il fa£ qu’on ait
De cette seconde équation de condition, combinée avec la précédente, on tire *
parconséquent les équations de la direction de la force T, deviennent
. — Lzlî.
D’après les formules connues, les cosinus des angles a, £, y, que cette droite fait avec les axes des coordonnées, sont :
COS. a — — ,
nous aurons donc, en y substituant pour a et b leurs valeurs et désignant toujours le radical \/ i + p'-+. par k,
COS.olz =— cos. 6 = — T~ y - P
k kV'l+q
Onr trouvera de même pour les angles a, g', y , qui se rapportent à la direction de la force T,
, cos.ë^^L,
•r=rcte
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Je substitue ces valeurs dans les équations du numéro precedent; elles deviennent alors
doc dj -°’
d oc
d oc d y
Si Ion élimine les deux inconnues T et T' entre ces trois équations, il en restera une qui ne renfermera plus que les quantités données X, Y, Z, et les différences partielles de z,
LT.' réqUati ° n générale de surface flexible en équilibré. Ces mêmes équations serviront, en outre, à déterminer les deux tensions T et Tqu éprouvé un élément quelconque de cette surface, en fonctions des coordonnées
ïïst:r sp : nde r Les r,isuitats de «* SO nt
res-compl, q ues dans le cas général; mais, lorsqu’on suppose les deux tensions égales, on trouve pour la sur&J une equatmn fort simple qui mérite une attention particulière.
J: } So,t donc T = T : effectuant les différentiations indiq ees, et ajoutant les trois équations d’équilibre, après avoir
multiplié la première par la seconde par— g, la troisième pari, if vient
-r x -? y + J. [ (1 + f ) g _ Vf +( ,
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en observant que
dp _ c£_z_ dq _ dp_ _ d'z dq _d'z
di — dx' ’ dx dy dx dy 9 dy dy *
Si l’on combine ensemble successivement la première et la troisième, la seconde et la cinquième de ces mêmes équations , on trouve aussi
%'+Zp + ^=:o, Y + Z 9 + g = o;
et comme on a dz =p dx -+- q dy celles-ci donnent.
X dx H- Y dy -+- Z dz dT = o ; (a)
équation qui, à cause de l’indépendance des deux variables a; et y, remplace identiquement les deux précédentes. Or, cette équation présente deux cas distincts a examiner.
10 si la formule X dx + Y dy + Z dz est la différentielle exacte d’une fonction des trois variables x, y, z, regardées comme indépendantes, de sorte que l’on ait identiquement
X dx -+- Y dy -y Z dz = d .f (x f y y £ ) lequation (2) donnera alors
c étant la constante arbitraire. En substituant cette valeur de T dans l’équation (1), elle sera , aux différences partielles du second ordre, l’équation de la surface en équilibre.
2° Si cette formule n’est pas une différentielle à trois variables, il faudra déterminer z de manière quelle devienne une différentielle à deux variables, afin qu’on puisse satisfaire à 1 équation (2). La valeur de z devra donc remplir la condition exprimée par 1 équation
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d (X + Z p) _ rf(Y-f-Zg) t dj d x ’
par conséquent il faudra que celle-ci s’accorde avec l’équation (i); ce qui n’aura lieu que dans des cas très-particuliers. Donc, en général, il est impossible, dans le second cas, de satislajre à l’équation (2), par aucune valeur de l’inconnue T; mais il n’en faut pas conclure qu’alors l’équilibre de la surface flexible soit impossible : cela prouve seulement que la supposition T = T' 11’est pas permise; car, au moyen de deux tensions différentes, on peut toujours satisfaire complètement aux équations d’équilibre du numéro précédent.
( 4 ) La condition d’intégrabilité de la formule X d x -+- Y d y + Z dz,
n est pas la seule condition nécessaire pour qu’il soit permis de supposer T = T' ; il faut encore que cette hypothèse s’accorde avec les forces données, qui agissent aux extrémités libres de la surface , et qui déterminent les valeurs extrêmes des tensions T et T' : on devra donc examiner, dans chaque cas particulier, si cet accord a effectivement lieu ; mais il en résulte une condition relative à la direction des forces données que l’on peut énoncer d’une manière générale.
En effet, supposons que le point quelconque m appartienne au contour libre de la surface; soit ds, un élément de ce contour aboutissant à ce point ; menons par le même point, un plan parallèle au plan des y, z, et par l’autre extrémité de 1 élément ds, menons un second plan parallèle à celui des x, z; nous formerons de cette manière, dans le plan
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tangent à la surface, un triangle infiniment petit, dont l’un des côtés sera l’élément ds, et les deux autres seront, comme précédemment, dy \/ i + y et dx \/ i+/; or, les tensions extrêmes devront faire équilibre à la force donnée, qui tire aussi du dedans au dehors l’élément ds; et par conséquent elles devront être égales et contraires à ses composantes. Représentons donc par P ds cette force extérieure; dans l’état d’équilibre , sa direction sera nécessairement comprise dans le plan tangent au point m; mais elle pourra être perpendiculaire ou oblique par rapport au côté ds. Si elle est perpendiculaire, et qu’on la décompose en deux forces, qui soient aussi perpendiculaires aux deux autres côtés de notre triangle, on sait, par les éléments de la statique, que les composantes seront proportionnelles à ces côtés, et représentées par
P dy l /i + q' et P dx\/T+J* ;
par conséquent on aura dans ce cas T = T' = P. Mais, si la force P ds est oblique sur le côté ds, ses composantes, perpendiculaires aux deux autres côtés, ne seront plus proportionnelles à ces côtés, et les tensions extrêmes T et T', ne seront plus égales entre elles ; d’où nous pouvons conclure que l’hypothèse de T = T', dans toute l’étendue de la surface, exige que les forces appliquées à son contour libre, soient perpendiculaires en chaque point, à la direction de ce contour.
Il y a un cas particulier dont nous donnerons bientôt un exemple (n° 6), dans lequel la force P ds étant perpendiculaire au côté ds, les deux tensions T et T' ne sont cependant pas égales. Ce cas est celui où le côté ds se trouve parallèle à l’un des deux plans des x, z, ou des y, z; la dé-
composition de la force donnée n’a plus lieu comme nous venons de le supposer : cette force est alors égale à celle des deux tensions qui lui est directement opposée, et l’autre, qui lui est perpendiculaire, en est tout-à-fait indépendante.
On doit aussi remarquer que les parties du contour de la surface qui forment des lignes fixes et capables d’une résistance indéfinie, seront tirées en chacun de leurs points par la résultante des deux tensions T et T' qui s’y rapportent, laquelle force se trouvera détruite par ces lignes fixes, sans qu’il en résulte aucune condition particulière, relativement au rapport ou à la grandeur absolue des tensions extrêmes.
( 5 ) L’équation (1) coïncide avec cela que M. Lagrange a trouvée dune autre manière, dans la nouvelle édition de la Mécanique analytique (*); mais on voit, par notre analyse, qu elle est subordonnée à des hypothèses particulières qui 1 empêchent d’être l’équation générale de la surface flexible eiï équilibre. Nous allons néanmoins en faire l’application aux cas particuliers les plus remarquables.
i° Supposons qu’on ait X = o, Y = o, Z = o; de sorte que les points de la surface, excepté ceux de son contour, ne soient sollicités par aucune force donnée. L’équation (2) se réduira dans ce cas à c?T = o; ce qui montre que la tension T serà constante dans toute l’étendue de la surface. Il faudra donc que la force appliquée en chaque point de son contour libre, ne varie pas d’un point à un autre : cela ctant, la tension T sera égale à cette force constante, et 1 équation (1) de la surface en équilibre deviendra
équation qui est, comme on sait, celle de la surface dont faire est un minimum pour un contour donné.
2° Considérons une surface flexible qui recouvre un corps solide de forme quelconque, sur lequel elle^s’appuie dans tous ses points. Les forces X, Y, Z, seront alors égales aux composantes de la pression inconnue que la surface exerce sur le corps, au point dont les coordonnées sont x, y, z ; soit donc N çette pression; sa direction sera normale à la surface; par conséquent on aura pour ses composantes, suivant les axes des coordonnées,
_<7 N rj _ N
Substituant ces valeurs dans l’équation (2),, elle se réduit à d T = o; la tension est donc constante, et il faut, comme dans le cas précédent, que tous les points du contour libre soient tirés par des forces égales, tangentes à la surface, et perpendiculaires à ce contour.
L’équation (1) devient en même temps
T T / . s d* z d* z , . d* zl
lors donc que la surface du corps solide sera donnée par son équation, celle-ci fera connaître la pression qui a lieu en chaque point, ou plutôt, son rapport à la tension T. Le coefficient de T n’est autre chose, abstraction faite du signe, que
la somme - -+- , p et p' désignant les deux rayons de cour¬
bure principaux de la surface au point que l’on considère
dère ; il s’ensuit donc que cette somme exprime le rapport de la force N à la force T. Ainsi, par exemple, une surface flexible, étendue sur une sphère, exerce en chaque point une pression égale à la tension qu elle éprouve, divisée par le double du rayon de cette sphère.
3 ° Si la surface, au lieu d’être posée sur un corps solide, est pressée en tous ses points par un fluide pesant, ce cas sera le même que le précédent, avec cette différence que la pression N, au lieu d etre inconnue , sera donnée et dépendante de la densité et de la hauteur du fluide. Sa valeur sera de cette forme :
en supposant les ordonnées z verticales, et désignant par a et b deux coefficients constants. L’équation de la surface flexible en équilibre, deviendra donc
et si l’on observe que T est une quantité constante, on voit que cette équation coincide avec celle que M. Laplace a trouvée pour la surface capillaire concave ou convexe (*);d’oii il résulte que quand un liquide pesant s’abaisse ou s’élève dans nn tube capillaire, il prend la même forme qu’une surface flexible, pressée dans tous ses points par un fluide pesant.
4 ° Considérons enfin la surface pesante, et prenons l’axe des z vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur ; nous aurons alors X = o, Y = o, Z =gt, en désignant la gravité
> ) Théorie de 1 action capillaire, pag. 19.
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par g, et par e , 1 épaisseur de la surface. L équation (2) deviendra donc
g e dz 4 - dT = o ;
or, si s est variable, cette équation sera impossible, à moins que e ne soit fonction que de la seule variable z, c’est-àdire à moins que l’épaisseur ne soit constante dans toute l’étendue de chaque section horizontale de la surface ; d’où il résulte que dans le cas des surfaces pesantes inégalement épaisses, l’hypothèse des deux tensions égales que nous avons faite plus haut, n’est pas généralement permise. L’équation d’équilibre d’une pareille surface doit être déduite des formules du numéro 2 ; mais si e est constant , on aura , en intégrant l’équation précédente, et désignant par c la constante arbitraire
T =c — gt z;
et l’équation (1) deviendra dans ce cas
Cette équation d’équilibre de la surface pesante et également épaisse, doit comprendre l’équation ordinaire de la chaînette y qui s’en déduit, en effet, en y supposant z indépendante de l’une des deux variables x ou y, de y, par exemple. On a alors <7 = 0, et remettant de plus ^ à la place de p y cette équation devient
-h (c ge
\ d 2 z ' dx 2 H- dz 2
multipliant par dz et divisant par c — g ez, on a
g « d z t dzd'z c-gez+ dx 3 -j-dz' ° ’
l’intégration donne ensuite, d. étant la constante arbitraire,
c 1/ dx'-\- dz' = (c — gtz)dx;
et cette équation est celle de la chaînette, telle qu’on la trouve directement (*).
(6) Il est bon de remarquer que 1 équation de la chaînette est aussi comprise dans les équations d’équilibre du numéro 2,sans qu’on soit obligé, pour l’en déduire, desupposer les deux tensions T et T' égales entre elles. En effet, si 1 on a un rectangle formé, par exemple, d’une toile flexible et dune épaisseur constante, et qu’on le suspende en attachant par deux de ces côtés opposés, à deux droites hxes, horizontales, et parallèles, il est évident que cette toile formera une portion de cylindre horizontal, dont la section perpendiculaire à ses arêtes, sera une chaînette ordinaire.
C plus, il est aussi évident que cette surface n'éprouvera aucune tension dans le sens des arêtes horizontales, et que ses éléments en éprouveront seulement une dans le sens des sections perpendiculaires aux arêtes,laquelle variera d’un point a un autre d’une même sectionnais sera la même pour tous les points d’une même arête. La toile étant ainsi suspendue, on ne changera rien à sa figure, en appliquant aux extrémités de chaque arête des forces égales et contraires, dont les intensités varieront comme on-voudra. Alors la surface sera tendue par ses nouvelles forces dans le sens de ses
( ) Voyez mon Traité mécanique, tom. I", pag. 201
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arêtes ; de sorte que chacun de ses éléments éprouvera une seconde tension, qui sera la même tout le long de chaque arête, et variable arbitrairement d’une arête à l’autre. D’après cela, si l’on prend le plan des z, x vertical et l’axe des y parallèle aux lignes de suspension de la surface, on devra pouvoir satisfaire aux équations générales du niftnéro 2, en y supposant l’ordonnée z et la tension T, qui s exerce parallèlement au plan des x, z, indépendantes de la variable y y et en prenant pour la tension T', parallèle au plan des y, z, une fonction arbitraire de x : ces suppositions devront donner entre z et l’équation de la chaînette ordinaire, et pour T, l’expression connue de la tension que cette courbe éprouve en ses différents points.
Soient donc
dz d T dT
les équations du numéro 2 se réduisent à deux, savoir :
on aura donc d’abord
c étant une quantité indépendante à la fois de x et de y: substituant cette valeur de T dans la seconde équation,elle devient
multipliant par dz, intégrant et désignant par c une seconde constante arbitraire, on a
c l /dx\ -h dz' = (c — gtz)dx ;
équation qui est la même qu’on a trouvée dans le numéro précédent. La valeur de T devient aussi T — c — gzz, comme plus haut; mais la tension T' reste une fonction arbitraire de x, dépendante des forces qui tirent le cylindre que nous considérons, aux extrémités de ses arêtes, et nulle quand ces forces n’existent pas.
(7) Lorsque l’on connaît les équations d’équilibre d’un système de points matériels sollicités par des forces quelconques, on sait, par les principes de la mécanique, en déduire immédiatement les équations du mouvement du même système. Dans le cas actuel, les points de la surface étaient tirés parallèlement aux axes des coordonnées, par des forces X, Y, Z, il suffira donc, pour avoir fes équations générales de son mouvement, de remplacer ces forces, dans les équations du numéro 2, respectivement par
d u l ~dt ’
-ït d v rj d sv
Y — *dï' Z — *d7’
u, v, w, désignant les vitesses parallèles aux mêmes axes, du point quelconque m; £ l’épaisseur de la surface en ce point, et t la variable qui représente le temps.
Le seul usage que l’on puisse faire de ces équations, est de les employer à déterminer les petites oscillations des surfaces qui s écartent très-peu d’un plan, ce qui offre un problème analogue à celui des cordes vibrantes , que l’on est encore loin d’avoir complètement résolu. Supposons, par exemple, que la surface s’écarte très-peu du plan des x, y; l’ordonnée z et ses différences partielles, seront alors très - petites, et nous négligerons, dans le calcul, leurs quarrés et leurs pro-
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duits; faisons aussi abstraction de la pesanteur, de manière que les points de la surface ne soient sollicites par aucune force donnée ; enfin, supposons que les vitesses u et v, parallèles au plan des x, y, soient nulles ou insensibles, ce qui revient a dire, que chaque point de la surface demeure constamment dans une même perpendiculaire à ce plan. Toutes ces restrictions sont semblables à celles que Ton adfliet dans la théorie des cordes vibrantes; en les adoptant, les équations du mouvement de la surface s’obtiendront en faisant X = o, Y = o, dans celles du numéro 2, et y remplaçant Z
P ar — £ $7 ’ ne g li g ean t en outre les quarrés et le produit de P et q, ces équations se réduisent à
d T dT dw
d* — 0 ' dy —°’ ~ C dï
d_/ïp
dx
Les deux premières montrent que T est une fonction de y, et T' une fonction de x; d’ailleurs, à cause que x et y sont
regardées comme constantes, on a remettant
^ onc ~cHc et d} ® la P lace de P et q, la troisième équation deviendra
dt a dx 1 dy*
Si Ion veut dans ce cas que les deux tensions T et T' soient égales entre elles, il faudra quelles soient indépendantes à la fois de x et de y; posant donc T = T=a% on aura cette équation
t ~dr
\dx*
qui coïncide avec celle de la propagation du son dans un plan. C est celle dont MM. Biot etBrisson se sont servis pour déterminer différentes propriétés des surfaces vibrantes (*). Elle suppose, comme on voit, la surface également tendue en tous sens et dans tous ses points; ce qui a lieu, par exemple, dans les tambours, ensorte que la théorie de leurs vibrations est contenue dans l’équation précédente.
On aurait une équation plus générale, en supposant les deux tensions T et T' constantes, mais inégales, c’est-à-dire, en posant T —T '=b 1 ; l’on a alors
.. U Zt J .
a'- 7-7 -h b ax
équation qu Euler a donnée dans les Mémoires de Pétersbourg (*), pour déterminer les vibrations d’une surface rectangulaire, inégalement tendue dans les deux sens de sa longueur et de sa largeur : les axes des x et des y, sont parallèles aux côtés de ce rectangle; a 3 est la tension parallèle a 1 axe des x, et b 1 , la tension suivant l’axe des y.
Au reste, ces cas sont les plus simples que l’on puisse considérer, et cependant les équations qui s’y rapportent ne sont pas intégrables sous forme finie. S’il s’agissait d’une surface dont les limites fussent en partie fixes et en partie mobiles et entièrement libres , il faudrait conserver les tensions T et T, variables et inégales, l’une fonction de x et l’autre de j, et déterminer ces fonctions de manière qu’en tous les
( ) Mémoires de la première Classe de l’Institut, tome IV e , page 91. O Novi commentarii, tôm. X,pag. 247.
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points des limites libres, la tension, dans le sens perpendiculaire au contour,soit égale à zéro. Les valeurs de T et T' dépendraient alors de la forme de ces courbes, et l’équation qu’on aurait à traiter serait encore beaucoup plus compliquée.
IL
Équation de la surface élastique en équilibre.
(8) Ayant trouvé les équations d’équilibre d’une surface flexible et non élastique, dont tous les points sont sollicités par des forces quelconques, il est clair que l’on en déduira les équations de la surface élastique, en comprenant au nombre de ces forces, celles qui résultent de l’élasticité; or, quelle que soit la cause de cette qualité de la matière, elle consiste en une tendance des molécules des corps à se repousser mutuellement, et l’on peut l’attribuer à une force répulsive qui s’exerce entré ces points , suivant une certaine fonction de leurs distances. Il est naturel de penser que cette force, ainsi que toutes les autres actions moléculaires, n’est sensible que pour des distances imperceptibles; nous admettrons donc cette hypothèse, et nous supposerons, en conséquence, que la fonction des distances qui représente la force élastique, 11’a de valeur que pour des valeurs extrêmement petites de la variable qui exprime les distances, et quelle devient nulle aussitôt que cette variable devient sensible. D’ailleurs cette action répulsive étant censée venir de tous les points de la matière, et agir sur tous les points matériels qui composent la surface, il s’ensuit que, pour des distances égales, la force répulsive entre deux points devra
être proportionnelle au produit des épaisseurs de la surface qui leur correspondent; mais, pour une raison que l’on verra bientôt, nous nous bornerons à considérer les surfaces également épaisses dans toute leur étendue ; et alors l’intensité de la force répulsive entre deux points quelconques, devra être exprimée par le quarré de l’épaisseur constante de la surface , multipliée par une fonction de la distance de ces points assujétie à la condition que nous venons de supposer.
Appelons donc, comme précédemment, ni le point de la surface qui répond aux coordonnées quelconques x , y, z; considérons un second point m, situé dans la sphère d’activité du premier, et dont les coordonnées soient x, y, z' ; désignons par /■ la distance de m à m, et par fr, la fonction qui exprime la loi de la force répulsive, par rapport aux distances; enfin, soit e l’épaisseur de la surface: l’intensité de la répulsion mutuelle de ces deux points ni et ni, sera égalé à 1 fr; ainsi le point ni sera repoussé par une infinité de forces semblables à celle-ci, et partant de tous les points, tels que ni, qui sont compris dans sa sphère d’activité.
Pour avoir la résultante de toutes ces forces, il faudra décomposer chacune d’elles suivant trois axes fixes, et faire ensuite, par le calcul intégral, la somme des composantes dans chaque direction. Or, les composantes de la force e 3 fr, dirigées suivant les coordonnées x , y, z du point ni, et tendantes a les augmenter, sont respectivement égales à
?fr,
si donc on désigne par X', Y', Z' les composantes totales,
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suivant les mêmes directions, et par w 1 élément de la surface qui répond au point ni , on aura, d’après les principes du calcul intégral,
XW ff ■ “i
ces intégrales doubles devant s’étendre à tous les points de la surface, situés autour du point m, et compris dans sa sphère d’activité.
Telles sont donc les forces X', Y', Z', qu’on devra ajouter aux autres forces données X, Y, Z, qui agissent sur tous les points de la surface (n° i ). On substituera ces forces, ainsi augmentées, dans les équations du numéro 2, pour avoir les équations d’équilibre de la surface élastique ; éliminant ensuite entre ces trois équations, les deux inconnues T et T', 011 aura l’équation de cette surface elle-même; mais comme les valeurs de X', Y', Z', contiendront , ainsi qu’on va le voir, des différences partielles du quatrième ordre, le résultat de cette élimination conduirait à une équation très-compliquée, qui ne paraît pas devoir être d’aucune utilité : c’est pourquoi nous allons considérer seulement le cas où les deux tensions sont égales entre elles, sauf à prouver que les forces qui proviennent de l’élasticité, satisfont à la condition que cette égalité exige, laquelle consiste en ce que la formule X' dx -1- Y' dy - 1- Z' dz doit être la différentielle exacte d’une fonction de x, y, z.
SUR LES SURFACES ÉLASTIQUES. 2g
(9) Dans le cas de T = T, les équations générales de l'équilibre se réduisent aux équations (i) et (2) du numéro 3 : les forces élastiques X', Y', Z', augmentent le premier membre de l’équation (i),de la quantité 21 — p X' — <7 Y', que nous désignerons, pour abréger, par U; de sorte qu’en substituant à la place de X', Y', Z', les intégrales précédentes, nous aurons"
U = .* JJ ( z - z ')—P ( < JC - x ')—^ir—y) f r ,^ ;
et 1 équation (1) deviendra
z—^x—çY + U+5-p
+ ( T +/ ,, )jp] = o. (O En même temps on devra ajouter la formule X' dx -h Y' dy -h Z ' dz,
au premier membre de l’équation (2). Or, en observant que r’=o— .a?y -h (y—yy h- (*— ziy, d’où il suit
i x x')dx-\-(y — y)dy-\-(z — z')dz ,
-- =dr,
nous aurons
X dx - h Y' dy -4- Z' dz — e ’ . jjfr . w dr :
il s agit donc de faire voir que cette quantité est la différentielle d’une fonction de x, y, z.
Pour cela, si Ion représente par F r, l’intégrale de fr.dr> ou quon fass efr.drz=. d.Fr ", on aura d’abord
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X' dx + Y' dy H- Z 'dz= e 2 . jj d . F r . w .
Or, par hypothèse ,/> est nulle pour toute valeur de r qui n’est pas extrêmement petite; Fr, ou Jfr. dr se réduira
donc à une constante arbitraire, pour toute semblalje valeur de r; par conséquent, on peut supposer cette intégrale, prise de manière quelle s’évanouisse, comme fr , pour les valeurs de r relatives aux limites de la sphère d’activité du point m y qui sont aussi celles de l’intégrale double
ffd.Fr.».
Ces limites dépendent implicitement des coordonnées x,y, z du point m; mais la valeur de F r qui s’y rapporte, étant égale à zéro, il est encore permis de transporter la caractéristique dy qui indique une différentielle relative à x, y, z, en avant de l’intégrale définie ; de sorte que l’on a
JJ d . F /*. w = d . JJ F r . w ;
et à cause que le facteur e a est constant, il s’ensuit
X' dx H- Y' dy H- Z' dz = d . & 2 JJ Fr. w.
De cette manière l’équation (2) du numéro 3 devient
X d x \ dy -+- Z d z -+- d. e 2 Jj F r . w + d T = o ;
elle ne peut avoir lieu qu’autant que Xdx + Y dy+Zdz est aussi une différentielle exacte ; désignant donc par n son intégrale, on aura
T = — E* jj Fr. <0 —n ;
ou 1 on n ajoute pas de constante arbitraire, parce quelle est censee comprise dans n. C’est cette valeur de T qu’on devra substituer dans l’équation (i).
( io) Il est bon d’observer que la formule X! dxY'd y -h Z dz ne satisferait pas, en général, à la condition d'intégrabilite, si 1 épaisseur de la surface n’était pas supposée constante. En effet,en désignant par e l’épaisseur qui répond au point m, et par e ', celle qui répond à l’un des points circonvoisins, on aurait trouvé
X' dx -+- Y' dy h- Z' dz = t . d . jT Fr . t'w;
Ff représentant toujours l’intégrale jfr. dr, prise de maniéré quelle s’évanouisse aux limites de la sphère d’activité du premier point. Or maintenant a serait une fonction de
ainsi que la quantité fj Fr.e' w ; donc excepté dans
le cas tres-particulier où ces deux quantités seraient fonctions 1 une de l’autre, la valeur de X’ dx + Y dy + TJ dz ne serait pas une différentielle exacte; par conséquent la supposition ^ ^ n est P as permise, en général, dans le cas d’une sur¬
lace élastique inégalement épaisse.
C est uniquement pour cette raison que nous nous sommes bornés a considérer le cas d’une épaisseur constante; car analy se qui V a nous servir à déterminer les forces dues à C ast * c ité, pourrait également s’appliquer au cas d’une épaisseur variable suivant une loi quelconque.
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(n) D’après ce qu’on vient de voir, nous avons à déterminer les valeurs de deux intégrales doubles, savoir : de
l’intégrale JJ F r .
, qui entre dans la valeur de la tension
T, et de celle qui exprime la quantité U. Pour les obtenir, il est nécessaire de donner aux axes des coordonnées une direction particulière : menons donc par le point m, trois axes rectangulaires, l’un normal à la surface, et les deux autres dirigés dans le plan tangent en ce point; et soient u, s, s', les coordonnées du point m', rapportées à ces axes, u étant celle qui est parallèle à l’axe normal : ces variables u, s, s', seront liées aux autres coordonnées af, f, z du même point ni, êt l’on aura, par les formules connues.
équations dans lesquelles les neuf coëfficients x, ja, etc., sont les cosinus des angles compris entre les axes des u, s, s et les axes des x, y, z, ou des x, y, z.
Les trois cosinus , X', x" sont ceux des angles que fait l’axe des u, ou la normale au point m, avec les axes des x,y, z; de sorte que l’on a
en faisant, pour abréger,
dz dz - .
dx P’ dj y > ySi+p'+q* K.
Quant aux six autres, leurs valeurs dépendent de la direc-
tion des axes des s et s', dans le plan tangent ; mais il existe entre eux et les premiers, des relations connues qui nous dispenseront d’employer leurs valeurs. Celles de ces relations dont nous aurons besoin par la suite, sont
^ V 4 - |x H— vv' = O ,
^ ~h Vp. \ l^ ,== O ,
lesquelles deviennent, en y mettant pour X, X', X", leurs valeurs précédentes,
Nous citerons encore une autre relation, egalement connue , et dont nous ferons aussi usage, savoir :
( I2 ) ,t ' 1 * on met à la place de x,y, z, leurs valeurs en s> > dans l’expression de ü, on trouve, en vertu des relations précédentes, quelle se réduit à
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où l’on peut observer que cette quantité divisée par k, est au signe près, la composante normale des forces de répulsion qui agissent sur le point m.
Pour effectuer cette intégration, nous développerons les
quantités comprises sous le double signe jj'j suivant les puissances de s et s'; puis nous changerons ces variaMes en d’autres qui soient plus appropriées aux limites de l’intégrale double.
L’ordonnée u est une fonction de .? et s', déterminée par l’équation inconnue de la surface ; et comme le plan des s , s, est tangent au point m, il s’ensuit que cette fonction et ses
différences partielles ^7 et S? ’ deviennent nulles, quand on
y fait s = 0 et s = o ; par conséquent les trois premiers termes du développement de u, suivant les puissances et les produits de s et s', seront
u = A* 1 -+- A's 1 h- A ss'.
Mais en déterminant convenablement la direction des axes des s et s', dans le plan tangent, on pourra faire disparaître le terme A" ss? ; alors le développement entier sera une série de cette forme :
w=A5 2 + AV’-hB5 3 H-B'sV + B\s5' a + B"V i + Cs 4 + C'5V
-f- C'^ 1 -f- C s s' J *-f- etc. y
dans laquelle les coëfficiens A, A', B, etc., dépendent de la position du point m, et sont par conséquent fonctions de ses coordonnées jc, y, z. Les deux premiers peuvent s’exprimer immédiatement au moyen des deux rayons de courbure principaux de la surface, qui répondent à ce point.
En effet, la direction que nous avons donnée aux axes des s et s, revient à les supposer tangents aux deux lignes de courbure principales, qui se coupent au point m;si donc on désigne par p, le rayon de courbure de la ligne tangente à l’axe des s , et que l’on demande la valeur de ce rayon, relative au point m, on aura, par la formule ordinaire,
i d'u / du'\ — ;
P ds 1 \* ds* )
pourvu que l’on fasse s = o, s’ = o , après avoir différentié : cela donne
d’oii l’on tire
et de même en appelant p', le second rayon de courbure principal, relatif au point m, on aura
Les autres coefficients B, B', etc., du développement de u t s exprimeront au moyen des différences partielles des deux premiers, par rapport à x et jr, et nous en donnerons les valeurs a mesure que nous en aurons besoin.
(i 3 ) Les variables que je vais substituer aux coordonnées s et s' du point m, sont la projection sur le plan des s, s, du rayon vecteur de ce point, c’est-à-dire, du rayon r, et l’angle que fait cette projection avec l’axe des s. Je désigne cet angle par <p , et par a, le rayon projeté qui lui corres-
pond; j’ai alors
s =a . cos. <p, s = a . «ra. ^ ; au moyen de quoi la valeur de u devient
«=P a 2 + Q a 3 + R a 4 + etc.; où l’on a fait pour abréger, *
P = A . cos.* <p -h A'. sin* y ?
Q=B . cos. 3 (p B'. cosSy . sin.y -+- B" .cos. <p . 5m. a <p + B'". sin? y ^
^ == C . cos? ^ -4- C'.co5. ? <p . 5m. ip+ C". cos*y . sin * ^ H- C'" . cos. ^ . sin} ^ etc - +C ,T .iw .^ 1
Les valeurs de a étant toujours très-petites, puisqu’elles sont limitées par l’étendue de la sphère d’activité du point m, il en résulte que cette série sera très-convergente : dans les calculs suivants, nous naurons jamais besoin d’en considérer les termes au-dela du troisième, et généralement nous pouvons négliger la cinquième puissance de cette quantité a.
La projection sur le plan des s, s, de l’élément w qui répond au point m, sera égale à a d«. dy , et cet élément luimême aura pour expression
<t> = ad a dy . \/ l -h ~
Or, on a
du A
— 2 A s-h etc— 2 A a. cos. <p -4- etc.,
2jr == 2 A's'+■ etc. = 2 A' a. sin. <p -4- etc. ;
d’où l’on conclut
u z=za.d a ( I + 2F a 1 + etc.) ,
en faisant pour abréger
P = A 3 . cos . 1 9 + A' 3 . sin. 1 9.
Enfin, le rayon r sera égal a \+ ; en y mettant pourw,
sa valeur, et développant suivant les puissances de «, il vient
r = « ■+■ ~~ h P Qa 4 H- etc.; et développant de mêm e fr, on. a
fi - — — dJ* , p t'\ 4 df «
jr— /« + —’^ + PQ. ' + etc.
Je substitue maintenant ces différentes séries dans la valeur de U; j ordonne, suivant les puissances de a, la quantité comprise sous le signe JJ ;; je néglige la cinquième puissance, en conservant seulement les termes multipliés par * 'VT’ lesquels, après l’intégration relative à «, seront du
mê me ordre que les termes multiplies par «‘/a : tout calcul fait, je trouve
+ Q«/« + (R + 2PP_L'^. /x
, P dfx~\ , ,
(' 4 ) Les limites de cette intégrale sont différentes, selon que le point m est très-près du contour de la surface, ou
snb' U ", e dista " Ce P lus S ran<le que le rayon de la
étenT d r CtW,te dCS f ° rCeS ré l )ulsives - Dl,n s le second cas, pour celui nu "‘! eg,a 6 do “ bIe * tous ll ' s points qui agissent sur I e 011 considéré, il faut évidemment intégrer par
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rapport à a, depuis a = o jusqua a égal à ce rayon, et par rapport à 9, depuis 9 = 0 jusqu a 9 = 4oo°= 2 7r ; % désignant à l’ordinaire le rapport de la circonférence au diamètre. A la vérité, le rayon de la sphère d’activité n’est pas une quantité déterminée; mais comme fa est nulle ou insensible, pour toute valeur de a qui n’est pas moindre que ce rayon* il s’ensuit qu’on peut, sans erreur, étendre l’intégrale relative à a , jusqua une valeur de cette variable, aussi grande que l’on voudra et même infinie.
Si le point m est, au contraire, situé sur le contour de la surface, ou qu’il en soit très-peu éloigné, la sphère d’activité de la force répulsive, autour de ce point, ne sera plus complète, c’est-à-dire, qu’une portion de son étendue ne renfermera pas de points de la surface. Alors les intégrales relatives à a et à 9 devront être prises dans d’autres limites ; mais pour trouver l’équation différentielle de la surface élastique en équilibre, il suffit de considérer les points intérieurs, situés à une distance quelconque de son contour; et l’on n’a besoin d’examiner ce qui arrive aux points extrêmes, que pour déterminer les forces particulières que l’on doit appliquer aux limites de la surface pour la tenir en équilibre ; détermination très-délicate, sur laquelle je me propose de revenir par la suite, mais dont il ne sera pas question dans ce mémoire.
En ne considérant donc que les points qui n’appartiennent pas aux limites de la surface, les intégrations relatives à a et à 9 seront indépendantes l’une de l’autre, et comme chacun
des termes compris sous le signe fj, est le produit de deux facteurs dans lesquels ces variables sont séparées, rien ne
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sera plus facile maintenant que d’achever cette double intégration.
(i 5 ) Relativement aux limites 9 = 0 et 9 = 217, on a
cos. 9 . sin . 9 . d 9 = o,
excepté quand les exposans n et ri sont deux nombres pairs ou zéro. Cette considération fait disparaître le second terme de U; car, d’après la forme de la quantité Q, il s’ensuit
quon a j* Qc?9 = o. Désignons de plus par a' et b% les valeurs des intégrales Jct'fct.dx, j 'prises dans les limites convenables ; de sorte que nous ayons
a ] et b 2 représentant des constantes essentiellement positives. En intégrant par parties, il vient
mais, aux deux limites, le terme « s /«, s évanouit; nous aurons donc simplement
Jet .d.fct = — 5 J a 4 ^/*ia . fl? a = — 5 b'.
Cela pose, la valeur de U du numéro i3 se réduit à
U=_ 8 - !i a’ .Jv dtf — e’ h b' .f& <l 9 + t ‘k b'.fol? 1 — 2 PPy ? ,
il ne reste plus à effectuer que des intégrations relatives a la variable 9.
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En remettant pour P, R et P', leurs valeurs et ne conservant sous le signe ^ que les puissances paires de sin. 9 et cos. 9, on a
J P dy = AJ'cos: y.d'p-\-A'J'sin. i <p.dy,
J R d/9 = C jcos.* <p.d< p -h Cfcos: 9. sin: 9.^9 + C^sin .^. J9, 3P 3 —sPF)c ?9 = A 3 (^3 j'cos. 6 y.dy — o.Jcos.* 9 .d^
-h A' 3 ( 3 Jsin. 6 y.dy — 2jsin* 9.^9^ h- A 1 A ^ 9 J'cos: 9. sin: 9. dy —2 J'cos: 9 sin: 9. df) + AA’’^9 j'sinjy.cos.' y .d<p — ijcos.’ <f.sin.' f.dtp) Si l’on intègre depuis 9=0 jusqua 9 = 21:, on trouve J'cos: <p.dy=j^sin . 2 9. d 9 = x,
Jcos: 9 . sin. 1 9.^9=-,
Jcos.* 9. c?9 =J'sin.* 9. J9 = ^,
Jcos* 9. sin . 1 9 .d^=J'sin.* 9 . cos. 1 9. <^9 = g ,
J'cos . 6 9.^9 == ^ sin. 6 y.d<p =-^-;
d’où il résulte
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^Pfi?<p = x (A-h A'),
fRd 9 =?( 3C + C + 3C”),
/( 3 P- 2 PF)^=| ( 3 A 3 h- 3 A' j + 5 A’A'+ 5 AA > );
et par conséquent u== — e a A:« î 7 r(A-h A').
C k b‘ -rc
g ~ (3A 3 4-3A'*H-5A’A'-h5AA'’).
(16) Nous pouvons calculer de même la valeur de l’intégralej^F/ .w qui entre dans l’expression de T(n°q). Nous avons d’abord, comme dans le n° i3,
w=aJaC?9(l+2P'a , + etC.),
br— F. + --^H-etc.;
observant que rf.F«=/ a .rfa, nous en concluons,
//' Fr “-i/'[ F “ + 2 P“’ F « + ^ /-+etc.]a^ df.
Si nous considérons les points de la surface qui ne sont pas très-voisins de son contour, les intégrales devront être prises, comme on l’a vu plus haut, depuis <p = o jusqu’à
^ =2 " 1 et depuis a=o jusqu’à une valeur sensible de a. Or, en intégrant par partie , on a
jFa.a 3 dx = ~. Fa—i.ya 4 /a.rf«;
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d’ailleurs aux deux limites, les produits a . F a et a 4 . F a sont nuis : à la première, à cause du facteur a, et a la seconde, parce que F a s’évanouit, par hypothèse (n° 9), pour toute valeur de « qui n’est pas extrêmement petite; nous aurons donc simplement
D’après cela, en négligeant la cinquième puissance de a, la valeur de j'J F r.w deviendra
ffFr.d,+ l ~j (P’-P ’)d v
En intégrant depuis 9 = 0 jusqu’à 9 = 2^, on a d’abord j d<? = ait; de plus
y*(P’_P') d 9 = A’ ^ J C0S.\ .dy—fcos. 2 ? .^9)
À' 1 Çj'sin.'i p . d (p — J'sin 7 9 . da
4- o. KM J cos 7 9 . sin 7 9.^9; équation qui est la même chose que J (P 3 P')^=(2AA'— M — M 7 ).Jcos. 7 y.sin. 7 <p.d(f.
par conséquent
ce qui donne, pour la valeur de T du numéro 9,
T=e’a , *+^(A—A')*—il.
(17) On verra bientôt que nous aurons besoin de connaître la valeur de T, qui se rapporte aux points même du contour de la surface. Cette valeur est différente de celle que nous venons de calculer pour les points intérieurs ; mais heureusement elle est, comme celle-ci, indépendante de la loi de la force répulsive, et peut facilement se déterminer. Il n’en serait pas de même si l’on considérait un point, non situé sur le contour même, maissqui n’en fût éloigné que d’une distance moindre que le rayon d’activité de la répulsion : la valeur de T dépendrait alors de la loi de cette force ; en sorte qu’elle ne pourrait se déterminer qu’en faisant une hypothèse sur la forme de la fonction fr.
Supposons donc que m est un des points de la courbe qui termine la surface ; par ce point menons une tangente à la courbe et un plan tangent à la surface ; et pour fixer les idées, supposons que l’axe des s , à partir duquel on compte l’angle «P sur ce plan, soit dirigé du côté même 011 se trouve la surface. Soit 9 l’angle aigu compris entre cet axe et la tangente
à la courbe; il est évident que pour étendre l’intégrale Fr.&>
a tous les points de la surface qui agissent sur le point m, il faudra la prendre depuis a = o jusqu’à a égal au rayon d’activité de la force répulsive, et depuis 9 =—9 jusqu’à 9=x—0, valeurs de cet angle qui répondent aux deux positions extrêmes du rayon a, sur le plan tangent en m .
Les limites relatives à a étant les mêmes que dans le numéro précédent, nous aurons encore
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JJ F r.„=- a ljd<p + t JJ('P‘—l?')d 9 ;
d’ailleurs, d’après les valeurs de P et P' (n° i 3 ), on a toujours
ff(V' — P')d<p =—(A — A')*-/* cos . 2 <p . sin 2 y -dy\ «
intégrant depuis <p =— 0 jusqu’à <p = K—ô, on trouve
j d<Ÿ=-r:^ j'cos 2 <p . sin . 2 <p . dy = ^ ; d’où l’on conclut
et pour la valeur de la tension extrême
c 3 ^ 2 tc
On peut remarquer que, dans cette expression, la partie due aux forces élastiques est précisément la moitié de la même partie, dans la valeur de la tension intérieure que nous avons précédemment déterminée.
(18) Il est nécessaire maintenant d’exprimer en fonctions des coordonnées x,y, z, du point m, les valeurs des quantités A, A' et 3 C H- C -h 3 C v , qui entrent dans les expressions de U et T que nous avons trouvées. Or, relativement aux deux premières, on a déjà vu (n° 12) que
il ne resterait donc plus qu’à substituer pour p et p', les ex-
pressions connues des deux rayons de courbure principaux ; mais nous préférons déterminer directement les valeurs de A et A' par la même analyse qui nous servira à trouver la valeur de la quantité 3 C + C" + 3 C' v .
Pour cela, considérons un second point ni de la surface, correspondant aux coordonnées x',ÿ, z, et reprenons les formules de la transformation des coordonnées citées dans le numéro 11, savoir :
JC - OC + {/. S -+- V S - -y 9
z' = Z +|i"j + vV-|-p
dans lesquelles on a substitué pour x,x', x", leurs valeurs.
La variable z est une fonction de x et y, et z est la même fonction de oc et y,- développant donc, suivant le théorème
de Taylor, et observant que ^ =p, ^z=q } on aura
2 dx %
d^{v- s+ ' ,s '— e r) + +etc -
Egalons cette valeur de z, à la précédente, et faisons passer dans le premier membre de l’équation qui en résultera, tous les termes de première dimension en u, s et s ; nous aurons
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(i +p' + q') j + ((i"— VP —P ?)' + (»"—' vp —*'?)<'=
Les coefficients de s et / sont nuis en vertu des équations de condition du numéro 11 ; le premier membre se réduit donc à k u, à ceux que i H- p % -f- q' = Æ 1 ; substituant en outre à la place de u, son développement suivant les puissances de s et s' f et ordonnant de même le second membre de cette équation, elle devient
AA^+AAV+etç.^^-^ + ^w
Ka?"
<i.r dy
d* z v'*\ djr* 2 y
■(jp-r + ^P + v^y + etc.
Elle doit être identique par rapport à j et égalant donc entre eux les coefficients des termes de seconde dimension dans les deux membres, nous en concluons ces trois équations :
d'z (x* d'z , d'z \jJ* 7 *
77', + 37*- ^ + JF-T-=* A ’
2 dx dy
dx * 2 dx dy
dy 1
vv + 2^-^- = AA '
dï' ^ + dTdy ■ ^ + P v ) + dÿ 'P V = °- Les deux premières font connaître les valeurs de A et A’,
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et la troisième détermine la direction des axes des s et s, lesquels ont été supposés tangens aux deux lignes de courbure principales qui se coupent au point m (n° 12). Il est vrai que les quantités [/.,{/, v/v', entrent dans ces valeurs de A et A'; mais on peut les en faire disparaître de la manière suivante :
i° J’ajoute les deux premières équations; je désigne par H, la somme A + A'; et en ayant égard aux équations de condition du numéro 11, je trouve
w H - q' d* z pq d'z i -\-p* d' z
~P ’ dx dy + '2 P '7ÿ'
2 0 Je multiplie les deux premières équations l’une par l’autre; puis je retranche du produit le carré de la troisième; il vient
*’AA'=i(^
^ V ' Ydx' dy' \dxdy) J’
mais on a ( n° 11 )
désignant donc par G le produit A A', on aura
4 P L dx' dy' \dxdy) J
La somme et le produit de A et A' étant ainsi connus, on formera une équation du second degré, dont ces quantités seront les deux racines. Il est aisé de vérifier que ces résultats coïncident avec les formules connues, qui servent à déterminer les deux rayons de courbure principaux d’une surface donnée.
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Comme on a
il s’ensuit que la tension intérieure, déterminée dans le numéro 16, deviendra
et la tension extrême (n° ^7),
T«=££ï + Ïtt.H>—~G— n.
2 io 4
Ainsi ces deux quantités sont maintenant exprimées en fonctions des coordonnées du point m, auquel elles répondent.
(19) Pour exprimer de même la quantité 3 C + C“ _l_ 3 C^, qui entre dans la valeur de U, je désigne par H', ce que devient H relativement au point m' ; de sorte que H' soit la même fonction de x et que H est de x et 7. En développant par le théorème de Taylor, nous aurons
s—^) (y, + „'/.- 3 £)..+ etc.;
d 'H / dx djr\^ S
substituant pour u sa valeur en série, et ordonnant, suivant les puissances et les produits de s et s, il vient
dH djr 1
fdR ' \dx S
d H ,\ , dy V y
dx 2 2 * dx dy ^ ^ * rfy*
dx
v’ rf* H ,
. dx* 2 ^ dx dy v v djr 2
Ar dy.
-h etc.-
Mais on peut avoir une autre valeur de H', en remplaçant dans celle de H du numéro précédent, les coordonnées oc,y, z du point m, par les coordonnées s, s, u du point m' ; ce qui donne
Tj i _i 4- q ' 2 d*u p' q' d 1 u i p ' 2 d* u m
i d s 2 A :' 3 dsds' a A :’ 3 ds ’
en faisant, pour abréger,
du , du , y --- rr _ p
Si l’on se borne aux termes de seconde dimension en s et s , la valeur de u en série, donne
p ’ = 4 AV, ÿ a = 4 A' a y% p' q'=\AA ss',
^=2 A' 4- 6B"V -h 2B\y 4 - 12 CV a 4 - 6 C' v ss 4- 2 C' s 2 ;
as
au moyen de quoi, la seconde valeur de H', ordonnée suivant les puissances et les produits de s et s, devient
oo
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H' = Ah- A'-h (3 B + B") s + (3 B" + B') ✓ h-(6C h-C"— 6 A 3 —aA J A')j J + (6 C ,v h- C" — 6 A' 3 — 2 A A' a ) /■
-h etc.
Comparant cette valeur à la première, et égalant de*part et d’autre, les coefficients de s 2 et s 2 , on a
dm
i dx'
^ ^ dx dy
2 dy
A a^ rf’H , v'* </’H
AA —- -j—- H- v v • -j-j-1--—
2 dx dxdy a dy
ajoutant ces deux équations, et réduisant comme dans le numéro précédent, on trouve
i-\-q 2 cPH pq d 2 H 4 k 2 dx•' 2 k' dx dy
ïï \P~dx + + 3 A + 3 A +(A-t-A')AA'.
Je substitue présentement cette valeur dans celle de U du numéro i 5 , et conservant toujours H et G,à la place de A •+- A' et A A', il vient
TT = — — ïïl ri±-£.g_ H />?
8 L 2 « Æ dxdy 2 Æ
«/a: dy
3 AH 3 —iaAGHl-
(20) Reprenons maintenant l’équation (1) du numéro 9. En faisant attention à la valeur de H, on peut l’écrire ainsi :
Z — p X — ^ Y + U + 2TÀ'H=o;
et si l’on y substitue pour U sa valeur, et à la place de T, la première des deux expressions du numéro 18, on a alors
Z—pX—qY + (.'a'i,— an)iH+‘^^GH
Cb'* r I +q' d 1 H pq_ d 'H i + p* dH
8 [ ait ’ flfx’ k dx dy a k dp
-pH™- q n™ + kW]=o. {a).
Cette équation, dont la recherche faisait l’objet principal de ce Mémoire, est celle de la surface élastique en équilibre. D’après la forme de la quantité H, elle est, comme on voit, aux différences partielles du quatrième ordre et linéaire par rapport aux plus hautes différences. Cependant, si l’on fait attention à la nature des constantes désignées par a 2 et b 2 (n° i 5 ), qui représentent les intégrales définies
il est évident que la seconde est négligible et comme infiniment petite, par rapport à la première; car b 1 dépend de la quatrième puissance du rayon d’activité de la force répulsive, tandis que a 2 ne dépend que de son carré: il semble donc que l’on devrait négliger, dans notre équation, les termes multipliés par b % ce qui l’abaisserait au second ordre; mais on doit observer que le terme multiplié
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par a? se réunit à la constante arbitraire contenue dans n ; et nous allons prouver qu’il disparaît avec elle, lorsqu’on en détermine la valeur.
En effet, cette constante dépend des forces particulières qui tirent la surface à ses limites, et qui sont égales et directement opposées aux tensions extrêmes, ainsi quoi*»Ta vu dans le numéro 4 - Supposons donc que m est un des points du contour; désignons par V,la force donnée qui agit sur ce point, tangentiellement à la surface, et dans une direction perpendiculaire à son contour; égalant cette force à la tension extrême qui répond au même point, c’està-dire, à la seconde valeur de T du numéro x8, nous aurons
e 1 TC 6 a b 1 TC
c’Æ’tc
Or, si de cette équation, appliquée à un point déterminé du contour, on tire la valeur de la constante arbitraire, renfermée dans n, et qu’on l’élimine ensuite de l’équation (a ), il est évident que le terme multiplié par a 2 disparaîtra en même temps; de sorte qu’il ne restera que des forces données et des termes provenant des forces élastiques qui seront multipliés par b\
(21) Dans le cas où les forces X, Y, Z, sont nulles, et où la surface élastique est un cylindre, on doit trouver pour la section perpendiculaire aux arêtes, l’équation ordinaire de la lame élastique. Pour le vérifier, prenons l’axe des y parallèle à ces arêtes, auquel cas z sera indépendante de y, et l’on aura
ctz dp JJ ,
d~x' dx' H — ( l +P
-i.ÉL.
2 dx 1
De plus, la quantité n qui représente l’intégrale de Xdx 4 -Y dy-\-Zdz, se réduira à une constante arbitraire; je désigne par c une semblable constante, et je fais, pour simplifier ,
2 II- i CL TZ = - ~ • c :
l’équation“( æ) devient
( i 4-/** ) ' dx
d r? c dp
On ne reconnaît pas ici l’équation de la lame élastique; mais il est possible de la ramener à sa forme ordinaire, par une suite de transformations que je vais indiquer.
D’abord, en divisant tous les termes par \/i -+- p % et observant que
( i 4 -p 1 ) dx dx
■rafiÎfc-■'•[(,
notre équation devient
(i 4-/> a ) a dx 2
ïr¥$hn;- d -[('+P') %]
i(i+ p*ydx ’
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et à cause que
(P^bî-4. + ^-è)+—*r-
(i -\-p*y dx*
elle se change en
d y\y+f2 7 ^] + t - d \pi'+r) ÏJ £]+c.d.- 7^==o.
Intégrant et désignant par c', la constante arbitraire, il vient
dx 2(1+/)’) a dx*
Je multiplie par a dp , et j’observe que
1 (+/>’)* dx
ce qui réduit l’équation précédente à
J’intègre une seconde fois, et je désigne par c" la constante arbitraire; j’ai alors
--h 2 c 1 / T+JF =2 dp -\-c.
( 1 -f- p*) * dx*
Résolvant cette équation par rapport à on a
^_ (i +p')*dp
1 /2 c'p -h c"-2 ci/ I +p 1
multipliant par p et remettant dz a la place de p dx, il vient
\Zlc’ p + c" - 2 C \/
Ces deux dernières équations sont effectivement celles de la lame élastique, sous la forme où Euler les a trouvées à la fin de son Traité des isopérimètres (*). Il est facile de les réduire à une seule, entre z et x; mais nous ne nous arrêterons pas à effectuer cette transformation.
(22) Si la surface élastique diffère très-peu d’un plan qui soit celui des x, y, et qu’on néglige, en conséquence, dans son équation, les carrés et les produits des différences partielles de l’ordonnée z, on aura
ce qui réduira l’équation [a) simplement à
z-,x_ îY + e-^_„)(g + £)
32 {dx* 2 dx* dy* dj* J °’
et l’équation ( b ) à
eî 1 t:
(*) Methodus inveniendi lineas curvas , etc., pag. 2 4 g.
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D’après les principes de mécanique que nous avons rappelés dans le numéro 7, nous pouvons déduire immédiatement tes équations du mouvement de la surface élastique, de celles de son équilibre; et si nous nous bornons à considérer le cas où la surface fait de très-petites oscillations de part et d’autre d’un plan fixe, il faudra partir des équations réduites que nous venons d’écrire : supposant, en outre, que c haque point oscille dans une droite perpendiculaire a ce plan, et faisant Abstraction de la pesanteur de la surface, nous aurons, comme dans le numéro cité,
t étant la variable qui représente le temps.
La quantité n désigne l’intégrale de Xdx+ Y dy+ Zdz, on aura donc
dn —
dr
dz
valeur qu’on doit regarder comme nulle, puisqu’on néglige les termes de seconde dimension, par rapport a z. Ainsi n sera une constante arbitraire ; et, d’après la valeur précédente de V, cette force, qui agit tangentiellement aux extrémités de la surface, devra être aussi constante ou nulle.
Avec ces différentes restrictions, on aura, pour déterminer les vibrations de la surface, lequation
_vÆ- + —Y
v \dx' + df)
a d x* dy dy J
Le coefficient b 1 dépend de l’élasticité naturelle de la surface ; il variera avec la matière dont elle est composée, et il est censé donné pour chaque surface en particulier. Si on le suppose nul,on aura l’équation d’une surface non élastique.
mais tendue par une force V (n° 7); si, au contraire, on fait V=o, 1 équation du mouvement se réduira à la forme la plus simple quelle puisse avoir dans le cas de l’élasticité, savoir :
dt* U \dx* + 2 dx* dy 1
d 4 z\ dy*)
n 1 étant un coefficient constant, essentiellement positif, proportionnel à l’épaisseur s et à la quantité b\ Elle ne contient plus alors l’équation de la surface nop - élastique, laquelle, en effet, ne peut faire de vibrations qu autant quelle est tendue par une force appliquée à ses extrémités.
Cette dernière équation est celle que l’on trouve, sans démonstration, dans la pièce anonyme dont j’ai parlé au commencement de ce Mémoire : maintenant qu elle est déduite d’une théorie rigoureuse, elle pourra fournir une base certaine aux recherches que l’on entreprendra, sur les lois des vibrations des plaques sonores.
(a 3 ) Je terminerai ce Mémoire en faisant connaître une propriété curieuse de la surface élastique en équilibré. Celle que je vais considérer est une plaque, également épaisse, pliée par des forces données, qui agissent sur son contour ; et, pour simplifier, je fais abstraction de sa pesanteur. Or, je dis que dans l’état d'équilibre, elle est parmi toutes les surfaces de même étendue, la surface dans laquelle l’intégrale
jj(l + Vj kdxdy
est un maximum ou un minimum : p et p' désignent comme plus haut, les deux rayons de courbure principaux qui répondent à un point quelconque ; k dx dy représente l’élément relatif au même point ; et cette intégrale double s étend
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à la surface entière. Pour vérifier ce théorème, il suffit de montrer qu’il conduit à l’équation de la surface précédemment trouvée.
En effet, l’intégrale qui représente l’étendue de la surface est Jj 'k dx dy; d’après les règles du calcul des variations,
l’équation du maximum ou du minimum relatif dont il est question, sera donc
£ .JI (J 4- k dx dy -t- c 8 . jjk dx dy— o;
c étant une constante arbitraire. De plus, comme on veut seulement connaître l’équation de la surface, sans chercher ce qui arrive à ses limites, on peut regarder dx et dy comme constant; de sorte qu’en faisant passer la caractéristique S
sous le signe JJ , réunissant les deux intégrales en une seule, et posant, pour abréger,
l’équation précédente devient
(&.À-R* -h c èk) dx dy= o.
Mais en faisant toujours ^=p, ^=^. 0 n a k —
p _ 1 Ÿ d ' z ïpq
dx dy
~F~'dy ;
d’où l’on tire
k dæ ^ k dy
q' d' .8 z k' doc
ipq d'.Sz k' dxdy
i -hp' d' .$z \ k' djr* /
7Ü /dR d.è'z ,
+ a * R Ur^+
dR dXz\ T>, //> d.$Z
dq * ~dy) + \k' dx
q d.% z \ k' dy J
Je substitue ces valeurs dans l’équation précédente; en intégrant par parties, je fais disparaître les différentielles premières et secondes de §z; je néglige les termes qui passent
hors du double signe j'j', et qui se rapportent, comme on sait, aux limites de la surface que nous ne considérons point ici: et observant enfin que
dR 3p n . 2^ rf’z iq d'Z
-dï=—T- ïi + J?'d?—k'dx d S
~dq — k * n + k 3 'dx' k 3 dx dy 1
je trouve, après quelques réductions,
ff^d'.Ç+£.R) R)
dd L dx r* dxdy + dy'
dx dy' dy dx'~*~ dx dxdy dy
+ _ ^-^ + T--3ÿ + i)R - cR \-^.dxdy=o.
d* Z d.T rf/
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En égalant à zéro le coefficient de 8 z, c’est-à-dire, la quantité comprise entre les crochets, on aura l’équation de la surface demandée. Elle ne se présente pas sous la même forme que celle de la surface élastique que nous avons trouvée dans le numéro 20; mais si l’on effectue les différentiations des produits qui ne sont qu’indiquées, on trouve, toute réduction faite et en divisant par deux ,
H q' d 1 R ipq d * R 1-f -p* d 'R
A* dx' k 1 dx dy k' dy'
/jR^/R 7R //R R,^ v R Asf* z d'z / d % z V 2 \
k dx k dy~^ 2' ' 2Æ 4 \d x* dy * \dx dy) )
équation dont il est aisé de reconnaître la coïndence avec celle du numéro 20, quand on supprime dans celle-ci les forces X, Y, Z, et qu’on y remplace la quantité n par une constante arbitraire.
Au reste, 1 intégrale j'j'lkk dx dy n’est pas la seule qui
jouisse de la propriété du maximum ou du minimum; elle appartient aussi aux intégrales
ffQ + 7T id * d3r ’ fKî + -b) l ** d *’
et généralement à toutes celles qui se déduisent de la première, en y ajoutant l’intégrale fj - d ** jr , multipliée par
un coefficient constant. Cela tient à ce que l’on a identiquement
lorsque l’on a seulement égard aux termes qui, après les in-
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tégrations par parties, restent sous le double signe jfj^etque
l’on fait abstraction de ceux qui passent en dehors. On vérifiera, sans peine, cette assertion, en partant de la valeur k
connue de la quantité—, savoir:
1 pp
JL (— — ( — y
k 3 \dx a dy a \dxdyj
La propriété de la surface élastique que nous venons de démontrer comprend celle de la lame, qui fut d’abord imaginée par D. Bernouilli, et qu’Euler a ensuite vérifiée à la fin de son Traité des isopérimètres , cité plus haut (*). En effet, dans le cas de la lame, l’un des deux rayons de courbure principaux, par exemple, le rayon p' devient infini; de plus l’élément de la surface se change dans celui de la courbe élastique, que nous appelerons ds, et l’intégrale double
jy R k dx dy,
devient l’intégrale simple j laquelle doit être effectivement un minimum, d’après le principe de D. Bernouilli.
{*) Voyez aussi sur ce point la note qui suit le Mémoire de M. Laplace, sur la Double réfraction. Mémoires de l’Institut, année 1809.
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