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MÉMOIRE
SUR QUELQUES FORMULES GÉNÉRALES D ANALYSE
INTRODUCTION
xj algèbre présente uu grand nombre de problèmes, tels que le développement du polynôme, la recherche des fonctions symétriques des racines des équations algébriques, l'élimination, etc. , dont la solution dépend dans chaque cas particulier des principes les plus élémentaires, mais qui offrent de grandes difficultés quand il s'agit de les résoudre eu général. Cependant le défaut de formules se fait sentir chaque fois que la solution d un problème exige, que Ion connaisse le résultat général des opérations qu'on sait effectuer seulement dans les cas particuliers; et comme cette circonstance se renouvelle souvent dans l'analyse, il en résulte une imperfection <p:i plane sur toute l'étendue de la science. Cette imperfection disparaîtrait si l'on savait, dans le développement d'un polynôme quelconque, trouver le terme général sans qu'il fût besoin de connaître les termes précédens, comme cela parait nécessaire au premier abord; car cette question renferme toutes celles de la même espèce que nous avons énoncées cidessus. Les géomètres allemands, qui se sont beaucoup occupés de ces recherches, ont tâché de tirer le développement du polynôme de l'analyse combinatoire , dont Leibnitz avait donné la première idée; mais leurs procédés qui reposent presqiventièrement sur la partition des nombres, (opération qu on ne sait par effectuer en général) ne peuvent fournir que des règles didactiques, et point de formules générales. D'autres analystes ont ramené ce problème au calcul différentiel et aux intégrales définies: ces méthodes qui sont plus directes, exigent cependant que Ion connaisse
les différentielles successives de certaines fonctions; et comme pour les obtenir il faut développer ces fonctions en séries, il est clair que le problème revient en dernière analyse à ce qu'il était d'abord, puisque il fuit calculer les termes préeédens pour avoir celui que l'on cberche. Ainsi jusqu'à présent, il n'y avait aucune formule générale, qui offrît sous une forme concise tous les termes dont le développement d'une fonction polvnome se compose, sans qu'il fut nécessaire de faire aucune opération préliminaire. Cependant il semble que dans l'état actuel de l'analyse il faut renoncer à tous les mo)Tens pratiques, comme l'on a depuis long tems abandonné les constructions graphiques pour la solution des problèmes ; et que l'on doit chercher des formules générales, qui aient pour caractère spécial de résoudre la question dans sa plus grande étendue, sans qu'il soit nécessaire, pour les appliquer aux cas particuliers, d'effectuer d'autre opération que celle d'y substituer les quantités connues. Chaque fois qu'une formule ne remplit pas ces conditions, elle est incomplète; parceque la valeur d'une quantité qui en dépendrait, ne saurait être substituée dans une autre expression.
Pour résoudre les questions qui nous occupent, nous avons ramené d'abord le développement d'un polynôme à une équation aux différences d'ordre indéfini, dont l'intégrale exprimée en série nous a donné le terme général du développement cherché: puis nous avons partagé cette série en autant d'autres séries partielles qu'il y a de facteurs dans les termes qui la composent; et nous avons pu de cette manière en obtenir la somme en termes finis. La formule que l'on trouve ainsi, est presqu'aussi simple que celle qui exprime l'intégrale de l'équation linéaire aux différences du premier ordre, et lui ressemble à quelques égards. On en déduit de suite une expression des nombres de Bernoulli, plus complète et moins difficile à calculer que toutes celles que l'on connaissait jusqu'à présent. Ceci nous conduit à exposer une formule assez simple, qui sert à développer par les puissances ascendantes de la variable, l'intégrale finie d'une fonction quelconque.
La méthode dont nous avons fait usage pour développer le polynôme, sert encore à trouver la somme des puissances des racines d'une équation algébrique quelconque: on obtient dans ce cas deux développemens, qui en dernière analyse sont identiques, et on les somme de la même mauière que la série que l'on avait obtenue pour le polynôme.
Nous déduisons des formules qui représentent ces développemcns, une expression générale de la somme des diviseurs d'un nombre quelconque; somme que l'on n'avait jamais pu soumettre à aucune loi régulière: et nous montrerons dans la suite comment ces mêmes formules peuvent servir à trouver directement un nombre premier plus grand qu'une limite quelconque. Lorsqu'on connaît la somme des racines d'une équation, toutes les autres fonctions symétriques des mêmes racines s'en déduisent: mais nous n'avons pas cru nécessaire de nous arrêter à exposer les formules qui les représentent. Cependant nous avons pensé qu'il ne serait pas tout à fait inutile de donner la formule générale d'élimination, entre deux équations algébriques de degrés quelconques; et nous l'avons exposée eu négligeant la démonstration qui est très -facile a retrouver.
Les formules que nous exposons daus ce mémoire, offrent l'avantage de pouvoir introduire dans le calcul, sous forme finie, le résultat d'opérations qui dépendent de développemens très -longs à effectuer. Nous avons cru nécessaire de les placer à la tête de ces recherches, à cause des applications fréquentes que nous en fuirons dans la suite, à l'analyse numérique et à diverses questions de calcul intégral.
ANALYSE
Etant proposé de développer suivant les puissances ascendantes de z, le polpiome indéfini
( i + 0l z + a2 z\ . . . -f- c, s*+ etc.)" = 1 +y, z + yt z\... +yx ~*+ etc. , si l'on prend la différentielle logarithmique de chacun des membres de ci'tte étpiation, et que l'on égale les coéfficiens des mêmes puissances de s, on aura la suite d'équations aux différences Ji = m Ci ; 2y2 = 2 m a2 -f ( m — 1 ) a, y, ; 3y3 =* 3 m a3 + Ç2 m— X) o2y\ -f- (m — 2) a, y2 ■
1 . xyx = xm ax-}-((x— l)w— l)a.v_,y,-f- ((x— T)m— 2) ax_„yi -f- etc. et en substituant dans la dernière, les valeurs de y,, y2 , y3 , etc., déduites des équations précédentes, on aura l'intégrale de 1 équation (1.) exprimée en série de cette manière
2. r,=^+((^-l)^-O^(^«0+((^-3)m-2)^(2wa-+(w-1)"-("ia-') +((^-Om-0^+etc,
et il sera facile de saisir la loi des termes, puisque le coefficient |3, , est égal à la somme de tous les termes précédens dans lesquels on a changé x et t.
A l'aide des substitutions successives on peut toujours exprimer en série l'intégrale d'une équation aux différences; mais les formules que l'on obtient de cette manière manquent de symétrie, et ne peuvent pas aisément se représenter à l'esprit; pour les rendre utiles il faut les réduire à une forme finie, et c'est ce que nous allons faire maintenant.
Si dans l'équation (2.) on réunit par groupes les termes composés de deux, de trois, .... de u -f- 1 facteurs, (en ne considérant comme facteurs que les coëfficiens indéterminés alf o2 , a, , . . . . ax , etc. , du polynôme) et si l'on désigne ces groupes par A2 , A% , .... Au±x , etc. , on aura
X ma v I +((x-l)m-l) ^ (max) + ((x-2) m-2) ^ [rha ;) + ((x-3) m-3) ^ (ma,)
=< +((^-0w-0^(wo<)+ etc.
I + ((.r-?)/»-2)^((m-1)(:)1 (m-^) +((;r-3)m-3)^((2"'--1K (™^±{™Z?hi±lL'lÀ) + etc.
-f- etc.
== ""** -j- -^ + ^; -f- -^„+i -f- etc.
Maintenant le groupe A% a pour terme général l'expression
— m aXi ((x — x,) m — x,) ax_Xl
dans laquelle xx reçoit successivement les valeurs 1, 2, 3, ... . x — I ; l'on aura donc
A2 = 'Z~maXi((x—xi) m—xja^^,
en intégrant entre les limites x, = 1, ar, = x. Le groupe^ a pour terme
général
^T «v, ((^ — x,) w — x,) ax_Xi ((x, — xB) m — x2) aXi _x% ,
où il faut donner à x, toutes les valeurs 2, 3, 4, ... . x — 1 ; et faire successivement xz = 1, 2, 3, . . . . x, — 1 ; on trouvera par conséquent
A, = S 2 ~^—a ((x — x,) m — xj ax ((x, — *,) w — x9) «r,^, ,
eu intégrant entre les limites
Xi ^^ ~j .*'i — X j ./"i — 1, X2 XL •
Et en général on aura l'équation
222».. Ox ,/0r-*\)™--*\K-.v .((ari-jr^/w-jrO**,-*?»"^»- i-JrJw-j:...)/!, v ,
où il faut intégrer entre les limites
xi=u, xt=x; x1=u—\,xî=xl; ;rj=«— 2, xz=xz; .... a?B=l, xu-=-xu ., . En exprimant les intégrales définies aux différences par la notation de M. Fourier, on aura *,=**,=*, xB=»M (((*-*>-*>x_x.((x-^m-x2Kt ,,....1
mais comme l'on a *=«+i »s=^_,
2 log 2
Ii=:x 5C2— *i xu=xu_t s-—t xs=zu—s+i
<? étant la base des logarithmes hyperboliques, et que l'on a aussi par la notation de Va n demi onde
— — — ((x-xjm-xj ax_Xi ((xt-xjm-xt) a X2 .... {(xu_x-xu)m-x,) ax Xu
= \^{^u-—ocu)m—xu)aXui_x^ (pourvu que l'on suppose x0 = x) on trouvera
s=u+i xs=xs_,
S log 2
Ju+l = e ma I— _((x„_,~ xu)m — xu)ax x\
et puisque U=X;
yx = m o v -f- 2 Ju+l on obtiendra enfin «=»
jx = mff.r+2 e maA^Xu_^x^m-Xu)aXu
en faisant toujours x0 = x *).
*) Nous aurions pa noas épargner cette réduction, en écrivant x0 an lieu de -r dans tout ce qui»'précède ; mais nous ne l'avons pas fait, à cause des difficultés typo-
On peut encore réduire cette expression à la forme suivante
2 Iog .SV S Iog — {^-xt^m~œ^\ax.
yx — mox + m 2 e aXu e
en exprimant toujours par e la, base des logarithmes hyperboliques , et faisant t0 = x.
Ou sait qu'étant donnée la série
^-=— t~t* 7 ? ; — =i+rJ-+j^,....+j.^Hetc.;
e_1 1+r2+r23-";+r2.3....(a:-ri)+etc-
les nombres de Bernoulli seront exprimés par la relation
Bx = 1.2.3.....' (x-\- l)yx+l .
Si à présent on fait dans la formule (3;) • ;
et tw = — 1 ; on aura • . .
'( . s iog s •■ • y
R r'i ri' * iVr ae*='~*-(-iV r"" i • il
pr+1 ] *=i [xu-j-l] LC^^^Hrlj.Jj-.
J 1.2.3..,:(.r+l) ~~ 1.2.3....X \ Eâ/ 1.2.3....^-1) \ JL2~3 ~~ ÏÏ2 \~ O/J V(
-^—n _iy i_ " t- (.__ i\_ f S (•
( i.2\ 1.2.3....X i.i'.3....(^-ij\- j.v etcv' ;;■
En faisant dans cette expression successivement x =1,2, 3, etc., on obtiendra les valeurs déjà connues
2i0 = -{; BlS=2(-£ + £) = J; £2 = G(-/? + T\ + &-£) = 0; etc. Cette formule est assez simple, et le calcul numérique, pour chaque -cas particulier, en est plus aisé que dans les expressions connues jusqu'à présent: d'ailleurs elle est générale, et fournit même la valeur de B0-= — •£, que d'autres formules (celle de La Place par exemple) ne donnent pas: nous l'avons rapportée comme uue application très -simple du développement du polynôme que nous venons de trouver.
graphiques, gue nous nui-ions renconlrôes dans l'impression des formules exposées dans <e mémoire | difficultés que le manque des caractères nécessaires rend plus grandes en Toscane qu'ailleurs.
Les nombres Je Bernoulli ne sont au fond autre chose que les coéfficiens des diverses puissances fle la variable dans le développement de 2 s", multipliés par des nombres couuus: s'il s'agissait de développer la fonction indéterminée 2<p(.s) par les puissances ascendantes de z, ou uurait un résultat assez simple que nous allons faire connaître. Etant donnée l'équation
<P(-) = ^+e^ + M? + exzx + etc,
elle se réduit à
e«s = 1 + u z + ~- + 4— _+ etc.;
lorsque <p (s) = e"% et on aura dans ce cas
e0 = 1 ; el = u; ea = j-^; . . . . ^ = — — — -; etc.
Si l'on fait à présent
II* II
etc.,
1.2.3.... (x— 1)' 1.2.3.... x' 1.2 3....(ar+l)' Clv*> et les diverses puissances de /.', if, us, etc., resteront indépendantes les unes des autres, de même que les coé'fficiens e0 , e1 , e2 , .... ex; et il ne pourra pas y avoir de réduction, de telle manière que si l'on connaît la valeur de bx\ on trouvera celle de ax en substituant
I03 xe ■— dx-V^
L . A . O . . . . *l cx ^^x
(où il faut faire v = 0 après les difTérentiatious) au lieu de b*.
Maintenant l'on a 2e"; = ~ZZ\ > et comme nous avons trouvé précédemment le. développement de
-^l = -j-+jr. +J2" + J3"2 + etc.; . on aura
2c"=(^-+J1+J2«+j3"ï....+y,"x-1+etc.) ("z+xl +rà"" + 1.2!3l.g + et' ")
sp^s + 4^... + ****+ etc., et par suite
è* = 1.2.3....* + TïkZi + 1.2.3....* + ^
Si l'on substitue dans cette équation ■ ' ^ - au lieu de ux, on aura en
dv
général a
~~ 1.2.3....aA c/^-1 ' -J1 dt;* "* dv*+' T «**»•/. Ce coefficient peut aussi s'exprimer en ternies finis de cette manière
iW__r«i«JtfiSrC,-l) ;
* I.2.O.. . ,£C \ df /
pourvu quen développant on change ^— -f— ) en 7 p , comme on le
fait pour d'autres formules de la même espèce. Alors en substituant dans l'équation (4.) les valeurs de al9 a2 , e3 , etc. , exprimées de cette manière, on aura la formule
dans laquelle il faut changer r ' f ' ) en — ' fpl ' , après avoir développé,
et faire 7; = 0 , après les difTéreutiations. On pourra développer de la
même manière S2(P(c); et en général 2"<P(s), An<P(c), etc.
Etant donnée l'équation
a?" — ff , xn~l — Oj a?"-2 .... — flr„ = 0,
si l'on exprime par Pm la somme des puissances mmes de ses racines, on a
toujours
Pm = a, Pm_l + a„ Pm_2 -f- m am
et par suite p^ = ^ p^ + ^ p^ + (™ _ 1) «_ ,
Pm_z = c, Pm_3 + <72 Pm_4 + (m — 2) c„.2 ,
etc. ,
et si l'on substitue ces dernières valeurs dans l'équation (5.) il en résultera la formule
Pm = mam+ {m-l)am_x (fl1)+(w-2)am.î («2 +0,(0,)) +(m-*)a„i, 3/ + etc. ,
dans laquelle le coefficient fit se forme en changeant m en f dans tous les termes précédens, et négligeant tous les coê'fficiens numériques externes. Si l'on avait commencé par substituer les valeurs de Piy Pt, P3 , etc. , dans l'équation (5.), on aurait obtenu l'expression Pm — mam+ om.1(ff1) + c^fl,* afrj) + &m_*(3a3+0*(?O + «,(««+ »iW)) + etc- »
qui 11e diffère de la précédente, que par la disposition des termes dont elle se compose.
On doit observer (pie ces formules sont exactes seulement pour des valeurs de m entières, positives, et plus grandes que zéro; et qu'il faut s'arrêter lorsqu'on trouve des coi;fficiens à indices plus petits que l'unité. Lorsque m = 0, onaP0 = /i, et si m a une valeur négative, on
divisera l'équation proposée par anxn, et en faisant — =y, on cherchera
la somme des puissances — m""5 des racines de la nouvelle équation en y qui eu résultera.
Si l'on décompose la série qui exprime la valeur de Pm , en autant de séries partielles qu'il peut y avoir de facteurs algébriques, on aura
j + (m-l)am_l(a1) + (m-'2)am_2(a1) + (m-3)am_3(ai) + etc. ( -f (m-2)cm_, («,) («,) + (m -3) am_3 (a2 a, + a, a2) + etc. /'
-f-etcj
et on trouvera aisément, comme on l'a fait pour le polynôme,
2 log 2 Pm = m a m -f 2 e (m-m,) amx [amx^mx ] ,
en faisant toujours m0 = m.
Il est clair que l'on pourra écrire aussi
S 10g 2 2 l0ga".,-m.+l
Pm == mam-\- S e {m-m1)on,x e ,
et ces deux expressions seront équivalentes. En appliquant cette formule à l'équation
(x — iyn(xn— 1) (*"-— 1) (*"-*— 1) (a*— l)(x— 1) = 0,
et eu indiquant par /(«) la somme des diviseurs de n, on aura par la
notation deYandermonde l'expression
n {-([n+n-l][0]-[n+?i-2][0]-[n+n-3][0\...±[n+ti.l(3z2±z)-l\ [ 0 ] ...etc.)} '+(/M)K[*+#i-2irOH^
Ti-u u-n n-ii-1 u-v+i n-u-l(3z*±z) b{3z*±z)+u-n
]+(/i-u){-([n+n-u-l\ [0] -[/2+/2-«-2][OJ ....±[n+n-u-i(3z2±z)-L][ 0 ]..... etc.)}^„
dans laquelle la loi des ternies est manifeste, puisque le coefficient Au se forme en changeant en u la seconde n comprise entre les crochets des factorielles, dans tous les ternies qui le précèdent, et en faisant n = u dans tous les exposans de ces mêmes factorielles : pourvu que l'on égale à l'unité tous les coëfficiens numériques externes (tels que n, n — 1, n — 2, etc.) des termes précédens. Ainsi par exemple un terme de la
forme ±(n — s)[n-\-n — s — 1][0J , se changera en celui-ci +[«+ m — s — 1] [0J. Il est clair que toutes ces séries s'arrêteront lorsque dans un terme quel-
conque de la forme \n-\-A — 1] [0] , A sera un nomhre entier négatif.
Ainsi par exemple en faisant dans cette formule successivement /2 = 1} /2 = 2, /2 = 3, etc., on aura
fil) = 2-2 ([3] [0]-[2] [0]-[i°l [0J) + ([2J [0J-[ 1] [0]°) ([2] [0j-[l] [0]) = 2— 2^| — 2— 1) + (2— 1)(2— 1) = 2 — 0+1=3.
fo) = 3-3([5] [0]-[4] [0]=m [0J)+2([4j [Ô]-[3] [0j-[2°] [0°]) ([3] [Oj-P] [0]) + ([31[0]-[2] [0])([4] [0]-[3] [0]-[2][0j-([3] [6Î - [2] [0])*)
=3-3(Tâ-^-3)+2(r|-3-1)(3-1) + (3-1)(o-3-1-(3-1)2)
etc.
S'il s'agissait de déterminer les eoëfficiens de l'équation
xn + A, xn~l + A* x"-2 +An=0,
dont les racines sont connues, en indiquant par PZg la somme des puissances c0m" de ses racines, on aurait
S log 2 A-o = — -P>.— -S e P. \-P. _zl(_ ff.
Etant proposé d'éliminer y entre les deux équations ym + e>ym~l + ^ jm_ï + *» = 0;
l'équation résultante après l'élimination sera celle-ci
'+ 2 e — Pt A, _, e
1 / 'x Jx *
XZ=l
Dans cette formule^ représente le coefficient de zu dans le développement de la fraction
bl + 2b,s + 3h3z! + nbnz"-*
1 + bl? + ù2z- + bnz* '
et Pq exprime la somme des puissances — çm,s des racines de l'équation
ym + evf^ + e2 j"-2 + en '= 0;
et comme les valeurs de Av et de Pq peuvent se déduire des formules <pie nous avons trouvées précédemment , on substituera ces valeurs dans l'équation (6.) et le problème sera résolu complètement.
Nous avons trouvé depuis long- temps les formules démontrées dans ce mémoire: elles ont été exposées dans deux mémoires que nous avons présentés en 1S23, et en 1825, à l'Académie Royale des Sciences de Paris.
MÉMOIRE
SUR LA THÉORIE DE LA CHALEUR
INTRODUCTION
.Lorsque l'illustre géomètre, qui le premier a découvert les lois de la propagation de la chaleur, s'occupa de cette théorie, les physiciens admettaient presque généralement, que le refroidissement des corps s'opère d'après la différence qui passe entre leur température, et celle du milieu environnant. Depuis cette époque MM. Dulong et Petit sont parvenus, pas des expériences délicates et variées, à découvrir la véritable loi d'après laquelle la chaleur se propage à la surface des corps. Cette loi remarquable, et entièrement différente de celle que Newton avait énoncée, paraissait devoir exciter l'attention des analystes, et les engager à connaître les modifications qu'elle introduirait dans les résultats du calcul: mais on a dû remarquer, que dans les recherches plus récentes qui ont été publiées sur la théorie de la chaleur, on partait toujours de la loi de Newton.
Lorsqu'il s'agit de températures peu élevées, on peut supposer sans erreur sensible, que le refroidissement s'opère d'après la différence des températures; mais il n'en est pas de même dans le problème général, et quoiqu'on ait cru que l'erreur ne devenait apréciable qu'à des températures très -élevées, déjà à la chaleur de l'eau bouillante, on commet une erreur de presque deux degrés du thermomètre centésimal, dans l'équation différentielle qui exprime le mouvement de la chaleur; et cette erreur qui affecte à la fois la valeur de l'inconnue, et la forme sous laquelle elle se trouve dans l'équation différentielle, doit devenir bien plus sensible dans l'intégrale, il est vrai qu'eu partant de la loi découverte par M. Dulong, les équations que l'on obtient ne peuvent plus être intégrées eu termes finis avec les méthodes connues; mais il ne paraît pas toujours permis dans les problèmes physiques de s'écarter de la nature, pour simplifier l'analyse qui sert à les résoudre: et d'ailleurs si une première approximation est suffisante pour les inventeurs d'une théorie, il faut que des recherches ultérieures rapprochent d avantage le calcul de l'expérience. C'est ainsi que
Newton ayant découvert le système du monde, il a fallu un siècle de recherches pour construire l'édifice dont il avait posé les fondemens.
Dans le mémoire que nous puhlions à présent, nous nous sommes proposés de déterminer le mouvement linéaire de la chaleur, en partant de la loi du refroidissement découverte par M. Dulong. On sait que cette loi se compose de deux parties, dont l'une exprime la perte de la chaleur, éprouvée par l'effet du rayonnement, et l'autre représente l'action du milieu. Or cette seconde partie est sujette à des variations qu'il est très -difficile de soumettre au calcul: pour y parvenir il faudrait connaître la théorie des mouvemens des fluides élastiques ; mais ce problème considéré dans sa généralité surpasse les forces actuelles de l'analyse. On a supposé, pour surmonter cette difficulté, que les corps dont on voulait connaître les chaugemeus de température, étaient soumis à l'action d'un courant d'air de densité et de température constantes, qui frappait tous les poiuts de leur surface avec une vitesse uniforme; mais il est aisé de voir l'impossibilité de vérifier en nature cette hypothèse, de manière qu'on ne peut tirer de la aucun résultat comparable à l'expérience. Pour rapprocher autant qu'il est possible la théorie de l'observation, nous avons dû considérer le mouvement linéaire de la chaleur, dans une armille de petite épaisseur renfermée dans un espace vide, dont l'enceinte est maintenue à une température constante. Ce problème conduit à une écpiation aux différentielles partielles qui n'est plus linéaire, et qui contient la variable principale sous la forme d'exponentielle. Il n'est plus possible dans ce cas d'intégrer directement l'équation trouvée, et il faut recourir aux méthodes d'approximation. On ne connaît pas de méthode pour intégrer par approximation les équations aux différentielles partielles : on peut à la vérité exprimer leur intégrale en séries, et l'on parvient, à l'aide du théorème de M. Fourier, à sommer ces séries lorsqu'elles dérivent d équations linéaires à coé'fficiens coustans; mais lorsque la série est trop compliquée pour pouvoir en obtenir le terme général, il est impossible de juger de sa convergence, et le problème reste sans solution. Nous saxons tâché d'appliquer aux équations aux différentielles partielles, la méthode d'approximation dont on se sert pour les équations différentielles ordinaires. On sait que pour intégrer les équations différentielles qid expriment les mouvemens des corps célestes, on fait usage de la méthode d approximation successive, à laide de laquelle on les réduit ù un nombre iudé-
fini d'équations linéaires; mais il arrive que chaque intégration introduit des arcs de cercle qui détruisent l'effet de l'approximation. Les plus grands géomètres ont taché de vaincre cette difficulté, mais les méthodes qu'ils ont inventées, quoique très - ingénieuses , deviennent souvent impraticables à cause de la longueur excessive des calculs qu'elles demandent. Et d'ailleurs il est très - difficile de s'assurer, que parmi les termes qu'on néglige il n'en existe aucun qui devienne sensihle au bout d'un tems très -long: de telle manière que ces méthodes exigent presqu'autant de sagacité pour les appliquer, qu'il fallait de génie pour les découvrir. Toutes ces difficultés paraissent devoir se retrouver dans les équations aux différentielles partielles; cependant si au lieu d'intégrer complètement la première des équations linéaires que nous avons obtenues, pour prendre des intégrales particulières des autres, comme on le fait pour les équations différentielles ordinaires, on commence par prendre des intégrales particulières, des premières équations que l'on veut considérer, et que l'on n'intègre complètement que celle à laquelle on veut arrêter l'approximation, on obtiendra le nombre de fonctions arbitraires qui est nécessaire pour satisfaire à toutes les conditions du problème, et on sera assuré, comme on le démontre directement, de pouvoir éviter toujours les arcs de cercle. Nous avons effectué le calcul que nous venons d'indiquer, sur les deux premières équations linéaires que fournit le problème, et nous avons trouvé une formule qui se compose de celle que M. Fourier avait déjà donnée, et d'un terme de correction multiplié par une petite quantité. En embrassant un plus grand nombre d'équations, on trouverait la même expression, plus des termes multipliés par les puissances ascendantes de la petite quantité par rapport ù laquelle on a développé. La méthode que nous venons d'exposer, peut s'appliquer à l'intégration par approximation dune classe assez étendue d'équations aux différentielles partielles ; mais ces recherches ne sauraient trouver place ici, et elles formeront le sujet d'un mémoire particulier. Parmi les nombreux corollaires que M. Fourier a déduits de son analyse, il en est un fort remarquable qui prouve, qu'après un tems considérable la demisomme des températures de deux points diamétralement opposés dans l'armille, forme toujours une quantité constante, et égale a la température moyenne. Ce résultat a été confirmé avec assez de précision par 1 expérience, et il était intéressant de voir comment on tirerait la même conséquence de la loi découverte par M. Du Ion g. En partant
— Iode la température donnée par notre formule nous obtenons le même théorème, et nous démontrons qu'il dérive également de l'hj-pothèse de Newton, et de la loi observée.
En supposant le refroidissement proportionnel à la différence «les températures, on trouve qu'en plongeant l'extrémité d'une barre de petite épaisseur dans une source constante de chaleur, lorsque l'équilibre des températures se sera établi, la distribution de la chaleur dans la barre pourra être exprimée par une courbe logarithmique. Si l'on part de la loi observée, on obtient une équation diiFérentiellc qui n'est plus linéaire, mais qui peut cependant s'intégrer, et dont l'intégrale fait voir que ce n'est que pour des températures très -peu élevées, que l'état permanent de la barre peut se représenter par une courbe logarithmique: lorsque la chaleur augmente, cet état dépendra d'une transcendante elliptique, et en général il sera donné par une transcendante d'une ordre d'autant plus élevé, que la température sera plus grande.
L'intégrale de l'équation différentielle, qui exprime l'état permanent des températures dans une barre très -mince, n'est propre qu'à donner les températures d'une partie de la barre comprise entre deux foyers successifs: cela est évident dans le cas du mouvement linéaire, et tient à ce que l'équation différentielle que l'on a trouvée, ne se vérifie pas aux points qui servent de foyers. Mais lorsqu'il s'agit d'un corps d'une figure quelconque, qui a été échauffé primitivement par plusieurs foyers situes «i sa surface ou dans son intérieur, il devient difficile de séparer les diverses parties du corps, pour chacune desquelles l'intégrale que la théorie fournit doit se vérifier, et de déterminer les limites au delà desquelles elle donnerait une valeur fautive. Le corps se subdivise alors, par rapport à son état calorifique, en d'autres corps dont les surfaces de contact jouissent de la propriété du maximum, ou du minimum de température. La détermination de ces surfaces - limites conduit à trouver un grand nombre de propriétés importantes dans la théorie de la chaleur, comme nous le montrerons dans une autre occasion.
Lorsqu'on cherche à connaître le mouvement de la chaleur dans un corps, on exprime la température d'un point donné eu fonction de ses cordonnées , et du tems écoulé ; mais pendant que le corps s'échauffe ou se refroidit, toutes ses molécules se déplacent à cause du changement de volume produit par les variations de la température. On a négligé jusqu'à
présent, clans la théorie mathématique de!la chaleur, l'altération du volume des corps; mais ce phénomène, le plus remarquable et le plus constant de tous ceux qui dépendent de la chaleur, ne nous paraît pas de nature à être négligé. En considérant les dilatations linéaires, nous donnons la formule de correction, qui doit servir à déterminer les coordonnées du point dont on connaît la température.
Nous n'avons traité, dans ce mémoire, que les cas les plus simples de la théorie de la chaleur; mais nous nous proposons de reprendre ce travail dans la suite, et d'appliquer notre analyse à des questions plus compliquées.
ANALYSE
Si l'on renferme une armille circulaire homogène de petite épaisseur, dans une sphère creuse, qui ne contienne ni air ni aucune autre espèce de gaz, de manière que le centre de l'armille coïncide avec le centre de la sphère, et si le rayon de celle-ci est beaucoup plus grand que le rajron de l'armille, les parois de la sphère étant d'ailleurs entretenues à une température constante quelconque, il résulte du principe de la communication de la chaleur, et de la loi du refroidissement découverte par M. Dulong, que le mouvement de la chaleur dans l'armille sera exprimé, à très -peu près, par l'équation
dv adzv . , v .s ...
dt dx~ ' w ' '
dans laquelle v exprime l'excès de la température du point que 1 on considère, sur la température de l'enceinte ; x représente la distance, comptée sur l'armille même, de ce point à l'origine des coordonnées; t est le tems écoulé depuis que l'armille a abandonné l'état initial des températures; et p, a et c, sont des constantes dont la première a pour valeur f(l, 165), et les deux autres se déterminent par l'expérience dans chaque cas particulier. En effet, l'équation que M. Fourier a trouvée, en supposant que le refroidissement s'opère d'après la différence des températures, est de la forme j., n(ji,,
»■ £-T^ + Cu = °> et en y substituant au lieu de Cv, le terme c(pv — 1) qui exprime la loi du refroidissement dans le vide, d après les expériences de 31M. Dulong et Petit, on aura l'équation
8dv ad*v , , „ .. • 77-lT^ + c(P-V = 0,
que nous avions déjà indiquée.
Avant daller plus loin, il convient d'examiner un résultat que l'on a obtenu en faisant v = t-r/ u dans l 'équation (7.) ; car par cette substitution elle se transforme dans la suivante
du ad2u _
77 dx2 '
qui est la même équation (7.) dans laquelle on a supposé qu'il n'y avait aucune déperdition de chaleur à la surface; d'où il résulte que dans Tbypothése de Newton, le refroidissement qui s'opère ù la surface ne change pas la loi de la distribution de la chaleur. Mais comme il n'est pas possible d'effectuer une réduction semblable sur l'équation (8.), qui dérive de la loi observée, il faudra admettre qu'en nature, même dans le mouvement linéaire, la distribution de la chaleur est troublée par l'effet de la déperdition qui a lieu à la surface.
Maintenant si l'on fait logp — S, l'équation (8.) prendra la forme
d v ad2v. -s, ., _
dï-ir^ + <e t-1) = °»
l'exposant S = ï^IogOrsIê) étant une très -petite quantité; et si l'on développe en série l'exponentielle dans cette équation, on aura
dv ad2v , , , cô2v2 , cô3v3 .
d7-T*- + c^ + T3- + rx3 + etc- = °»
et par suite , en faisant c S = b , on obtiendra
dv ad2v . , . bdv* , b32v* ,
dï--d^-+ hv +T^- + r^3 + etc- = ^
Si l'on fait à présent
v = V+ IVX + S2 V7 -f Pr3 4- etc., et que l'on substitue cette valeur dans l'équation précédente, en ordonnant le résultat par les puissances ascendantes de $, on trouvera
+ s' &- ^ + " *, + «r* + rrJ + * ■
et en égalant â zéro séparément les coëfficiens de chaque puissance de S, on aura les équations
dt dx* ' '
dt
dr2_a_£r1 + bF +bFF ,±ZL = 0,
~dt dx* ^°y^0yy^\.2.Z U>
etc.,
dont le nombre sera déterminé par l'exposant de la plus grande puissance de £, que Ton veut considérer.
En intégrant la première de ces équations, on obtiendra la valeur de V qui étant substituée dans la seconde équation, servira à déterminer V et ainsi de suite, en introduisant dans la dernière équation les valeurs des inconnues déduites des équations précédentes, on déterminera une nouvelle inconnue. Mais il faut observer, qu'au lieu de prendre l'intégrale complète de la première équation, pour la substituer dans la seconde, et puis intégrer complètement celle-ci, pour substituer encore la valeur de l'inconnue daus la suivante, et ainsi de suite, on pourra exprimer
par des intégrales particulières, et Sn étant la dernière puissance de 51 que l'on veut considérer, il suffira d'intégrer complètement l'équation multipliée par S", qui comprendra les différentielles de Vn et les quantités connues y yif yzi . . . . yn_x\ car l'intégrale complète de cette équation, contiendra toutes les fonctions arbitraires, qui sont nécessaires à la résolution générale du problème.
Supposons par exemple que dans l'équation (9.) on veuille avoir égard à la première puissance de # seulement, et négliger toutes les autres; on aura les deux équations
dans la première desquelles on prendra une valeur particulière de V, pour la substituer dans la seconde équation, que l'on devra intégrer complètement. Maintenant, on sait que l'on satisfait à l'équation
*K^£*fl bV = 0,
dt dx* ~ '
en faisant V = (sin/2^ + cos/2^)e-(6+nnî)', n étant une constante indéterminée. Si l'on substitue cette valeur de V dans l'équation
on aura
ut
_ àVx
ii_;_i -j- b Vx + — (sin n x + cos n x)2 e~*h+an* >' aJl£x + A f> + ft ( 1 + sin 2 n x) ****.*» _. 0
et eu faisant ri=je-2(S+°",)( + 2 (j étant fonction de x seulement, et Z fonction de x et de t), on obtiendra, après avoir divisé par e~2{b+"n*),i
, ad2y , h .. , . „ . dZ , ad2Z , r? „
2{b + on*)y + 1[^ — br— _(l + sin2/io-)— — + --, AZ = 0,
et si l'on égale à zéro séparément les termes qui contiennent Z, on aura, après les réductions, les deux équations
i^_nf^ + AZ
dt dxx ' *
dont la première a pour intégrale
fEi-\ — ~ r fdx ( 1 + sin 2nx) sin x l/( ^ + 2/22)"\ cos a-j/ (£ + îtf)
+ ^ -— /j^(l + sin2/?o-)cosa-l/(--}-2/22)N\siu^l/(- •fcpA :
et par suite on obtiendra
r = *,coSJl/(! + m) + E,5in^(A + 2„-)_|(r_L_I + £|« ).
Si l'on intègre à présent l'équation en Z, on aura
Z s (apsm/>x-\-bpcospx)e-<-b+ap2)', gp, bv et p, étant des quantités quelconques; et comme l'équation (10.) est linéaire et ne contient pas de terme indépendant de Z, il s'ensuit qu'elle sera satisfaite par une somme de termes semblables à la valeur de Z que nous avons déjà trouvée, pourvu que les constantes ap , bp , p, soient différentes. Et par conséquent l'intégrale complète de l'équation (10.) sera composé d'une suite infinie de valeurs semblables à celle que nous avons déjïi obtenue, pourvu que l'on change convenablement les constantes arbitraires.
Maintenant, puisque Z contient une infinité de constantes arbitraires, on pourra dans la valeur de y supprimer les deux constautes E, , Et , qui ne rendraient pas plus générale la valeur de Vl ; alors en faisant
El = E3 = 0, on aura nue valeur de y qui ne contiendra plus les fonctions
coso-|/(^-+2/za); sina-l/(-^- + 2n2).
Soit r le rayon de l'armille dans laquelle on suppose que la chaleur se propage; sa circonférence sera égale à 2r*7r, et il est clair qu'en exprimant par v la température d'un point dont la distance à l'origine est x, la valeur de v ne devra pas changer lorsque dans la formule qui exprime v on mettra ;r + 2rw, à la place de x: par conséquent il faudra, dans les valeurs de V, et de T7, , faire n = — , et p = — ; m et s étant deux nombres entiers positifs quelconques : on aura donc, en négligeant les puissances supérieures de S,
( . mœ . moc\ ~{b+'^7r)t , *Sf/ • sx , , sx\ & -(5+tt)*
Asm j-cos — Je K r ' -j- 2 ( as siu \- bs cos — )ùe K '
T / g—.Q \ T Vf
(. 2 m oc v 6r2-|-2om2Tir-2amV '
mais le premier terme (sin— + cos— Je ^ r ' de cette formule pourra
être compris sous le signe 2, puisque la valeur de m devra se trouver parmi les valeurs de s; et en faisant Sasz=Js, et §bs = Bs, on aura
I00 (^sin^ + ^cos^)*"^'
V = < ^mx
V 2 u V>r4+2ama ~ bri—2am*/ et cette formule exprimera le mouvement de la chaleur dans l'armille. Pour déterminer la fonction arbitraire ou, ce qui revient au même, la série des termes
Bx, Bi9 B,, Bs, etc.,
on devra faire t = 0, et on aura v égal à la température initiale, que nous exprimerons par la fonction f(x), et qui étant développée en série suivant les sinus et cosinus des multiples de l'arc — servira pour déterminer les coé'ffieiens.
Si dans la formule (11.) on fait <5' = 0, on obtiendra l'expression que 31. Fourier a trouvée le premier en partant de l'hypothèse de New-
ton. Pour déterminer m, on devra prendre le nombre entier le plus petit qui ne satisfait pas à l'équation
br*±2am'i = 0, puisqu'on aura de cette manière la valeur la plus approchée, et on sera assuré de ne pas rencontrer des arcs de cercle qui détruiraient l'effet de l'approximation. Lorsque les conditions du problème permettront de faire m — O. le terme de correction, pour la première approximation, se ré- «luira à — -o-^"***' et on *roirrera l11*3 ce terme est indépendant des coordonnées, et qu'il ne dépend que du tems.
On a vu qu'en faisant J?1 = £2 = 0, on obtenait
b ( cosx]l[2n2 + ^)J>dx{i^sm2nx)smx]/{2ni-\-^)\
2a y(^ + 2n2) )— sinx]/(2n* + ^)Jdx(l+sm2nx)<nsx]/(2nt+±;)\
~ 2 \b-\-2an1 f" b — '2an*)
de manière que les fonctions cosa-f— -f- 2n-), sin a? y ( |-2/fj, s'évanouissaient d'elles-mêmes dans le calcul: il était nécessaire que cette réduction pût s'effectuer, autrement la température v ne serait pas restée la même en changeant x en x-\-2rrny dans la formule qui la représente. Cependant cette réduction, qui a paru un résultat de calcul, aura toujours lieu quel que soit le nombre des puissances de S que fou considère; en effet on a toujours l'équation
cos ax J dx(p (x) sin a x- — sin ax ldx(p (x) cos a x z= — L^— -[cosax / ax — -*— — sin «a- — smax / dx — / , cosc.r)
a aM J dx* J dx1 I
{-vf i r, d*p.(p(x) . . r, dzp.cp(x) \
= ^ — — - [cosax f d x ~— smax — smax I dx — r^n cos ff-r)
a*P \ J dxzP J dx-P I
cp(x) . d'.tpfx) d*. cp (x) (— 1)P d2p-2.(p(x)_
a "*~ a^ix* a*dx* ' ' ' ' ' aV~l dx-P~2 '
qui montre, que si entre <P(x), et — r aîr~ on Peu* avoir une équation de
la forme M$(x) = ' (p— , M étant une quantité constante, on pourra toujours avoir
cosax / dxÇ(x) sincra? — sinaxr dx<P(x) cosax
_ / a'P \ / rp(x) , d2.rr(x^ _^ (— if d*~'.ç> x \
— U* — (— lfM/\ a "Ta1!/^ a-P~l d&P-* >
et l'on voit que le second membre ne contiendra ni cosojt, ni sin«:r. II est clair que si Ç Cpe) = A sin m x -f- B cos m x , on pourra établir l'équation
rf ^ - = — m2Q(x), et par conséquent on obtiendra la valeur de l'intégrale (12.) délivrée de sin car, et de cosaxj la même chose arrivera en général lorsque <P(x) sera de la forme
A1 sin mx x + A2 sin m2 x -J- At sin mtx -\- etc. ,
-{- 2^ cos m, J7 -j- B2cosm2 a? + £< cos wf a? -f- etc.,
et lorsqu'on aura
Ç(x) = a -f- bx + ca:2 -f- c?j?3 4- a";
et dans d'autres cas.
Maintenant, puisque les valeurs particulières de V, V19 V2, etc., peuvent toujours s'exprimer par des fonctions de la forme
_jt J P, sin/?! x -f- P2 sin/z2 a? -j" A SU1 ^ ^ I
|+ Qi cos/JiJ? + 02cos/î2;r -f- Qvcos/zgo-f
on sera toujours assuré que les sinus et cosinus des arcs irrationnels ne se trouveront pas dans l'intégrale complète, quel que soit le nombre des puissances de S que l'on voudra considérer.
Tl faut observer que si l'on avait ( — 1)PM— a^ = 0, le second membre de l'équation (12.) aurait une valeur infinie: on rencontrerait cette circonstance si l'un des nombres «,, n2, n3, .... nq, etc., compris dans les valeurs de F, F,,F2, etc., était égal à «,• alors en reprenant le calcul on trouverait, après les réductions, un terme de la forme Nx sïnnrlx, qui contiendrait lare de cercle #, et qui rendrait nul, dans le cas que nous considérons, l'effet de l'approximation : mais il est clair que le nombre m de la formule (11.) pourra toujours être déterminé de manière que cela n'arrive pas, et il suffira à cet effet que le dénominateur ne soit pas zéro, comme nous l'avons déjà indiqué.
La formule (12.) exige, pour être appliquée facilement, que la fonction <p(x) puisse se réduire à une suite finie de monômes composés d'un seul facteur: cependant en poussant fort loin l'approximation, et en calculant un grand nombre de termes de la série V-\-BVt -f- ÏÏV2 + etc., on aurait en général
A cos «! cos a2 cos c3 . . . . cos an . sin b1 sin b2 . . . • sin bm \ <P(.r) = \ -f- ^cosc, cosca cosc3 .... coscp . sin c?i siu tfa .... sine?,. ^ ;
. . . . etc.
pour opérer les réductions nécessaires dans cette formule on pourra faire usage de l'équation cos ^ CQS ^ CQS ffj . . . . cos Un
= 5^(0057 + «S. cos (7 — 2/7,.) -\-S.S .cos (1/ — 2/7, — 2ax) -J- etc.),
dans laquelle les arcs of, a2, o3 , .... /7„, sont indéterminés et tous différens entre eux, et donnent a, -f- a2 -)- a3 . . . . -f- ar = r/ j en indic[iiant par S.cos(ç — 2û\), ^a somme de tous les termes de la forme cos (q — -20,), où l'on a fait successivement y s 1 , 2, 3 , ,. . . . n : en représentant par •S. S. cos (</ — 2r/y — 2c.), la somme de tous les termes de la forme cos(? — 2ay — 2 g.), où l'on a fait d'abord successivement j= 1, 2, 3, . . . .n; et où l'on a donné à z toutes les valeurs t, 2, 3, .... n (pourvu que l'on néglige tous les termes dans lesquels on aurait r = ~); et ainsi de suite jusqu'au dernier terme: en observant toujours d'omettre tous les termes de cette formule, qui seraient égaux à l'un de ceux que l'on a déjà trouvés. En différcntiant cette équation par rapport à al , a2 , o3 , etc. , on obtiendrait des expressions semblables, pour le produit d'un nombre quelconque de sinus et de cosinus.
M. Fourier en adoptant la loi de Newton a trouvé, que la demisomme des températures de deux points de l'armille situés aux extrémités d'un diamètre quelconque, forme toujours, au bout d'un temps très -long, une quantité constante, et égale à la température moyenne de l'armille. Maintenant, puisque ce résultat à été confirmé par l'expérience, il est clair <pi il devra se dédiure encore de la loi du refroidissement découverte par MM. Dulong et Petit. En effet, en reprenant la valeur de v trouvée précédemment ( 1 1 . ) , et en y supposant t très - grand , on devra considérer seulement deux espèces de termes : ceux dans lesquels on a s = 0, et ceux qui résultent de s=l: c'est-à-dire les termes multipliés par e-6*,
et par e ^ r*' ; puisque tous les autres qui contiennent quelques-uns des
-a(b+aiil)t _(6+44),
facteurs e r.' ; e v T J etc.; sont trop petits (dans l'hypothèse
de t très -grand) pour être comparés à ceux-ci. Alors la valeur de v se réduira à la forme
v = B.^ + ^r^'rinf +£lÉrK4>cosf ,
et il est clair que si dans cette équation on substitue x + nr, au lieu de ar, on aura la température vx , du point de l'armille diamétralement opposé à celui dont la distance à l'origine est x, exprimée de cette manière
/JQe-H_^e-(6^)'sin-_Bie-(6+^'cos^;
et partant
Si dans la formule (11.) on substitue pour b sa valeur c<$, on trouvera, que l'expression de M. Fourier contient seulement la première puissance de S, et que la nôtre renferme aussi S2. Avec notre méthode, on pourra pousser l'approximation aussi loin que l'on voudra, sans crainte de rencontrer jamais des arcs de cercle qui la rendraient nulle; et on pourra toujours déterminer les constantes arbitraires (que l'on trouve en prenant des intégrales particulières des premières équations différentielles, pour les substituer dans celles qui suivent) de manière que tous les termes aillent toujours en décroissant, et qu'aucun dénominateur ne s'évanouisse; comme nous l'avons fait dans l'analyse précédente.
On sait que l'équilibre des températures dans une armille, dont un point est soumis à une température constante, est donné lorsqu'on adopte la loi de Newton, par 1 équation
dx3
dont l'intégrale est v = A e"x -f- Jl e~"x, A et At étant deux constantes arbitraires. En partant de la loi de M. Dulong on obtient, pour léquilibre des températures dans le vide, l'équation
qui a pour intégrale
C et C\ étant deux nouvelles constantes arbitraires. Lorsque v est une petite quautité, on peut supposer sans erreur sensible
et en faisant C,/"(o^) = logE; a S = n2j et réduisant, on aura
lenx nv y_ n»t>» _ e™ 2nven* . n'y2
VÏÏ~~VÏJJ)) — 1 + c — E* £V\ç>i" c '
et par suite
_ e'-y-(C) EV~(C) _ j nM , A -„* . v = -J^E~-^7^ - Ae +Al* '
en faisant A=-j-1-jt', J, = -~ — ; et comme ^ est ('gai à la tempe-
rature £ du point que l'on considère, moins la température T de l'enceinte, on obtiendra enfin l'équation
t = A enx + Àx e-nx + 7;
nui dans le cas de T = 0, coïncide avec celle que nous avions déjà trouvée , en supposant le refroidissement proportionnel à la différence des températures.
Si l'on considère une barre indéfinie très -mince, et que l'on suppose un foyer de température constante placé sur cette barre à l'origine des coordonnées, lorsque l'équilibre des températures se sera établi, cet
état sera représenté par l'équation —£ = riiv, pourvu que la température
v soit assez petite pour pouvoir négliger, dans le développement de e'v, les puissances de ïïv supérieures à la première: maintenant on sait (pie l'intégrale de l'équation précédente est v=C enx -f- C\ e~nx; mais comme d'ailleurs létat permanent de la barre est exprimé depuis x = — oc , jusqu'à x = -\- ce , par l'équation
/2 fclqcosqx\n
et que quelque valeur que l'on attribue aux constantes, ces deux expressions de v ne peuvent jamais coïncider, il en résulterait que l'intégrale de
l'équation -—^■ = n2v, qui est linéaire, pourrait se former de la somme
des deux valeurs de v que nous venons de rapporter, et contiendrait trois constantes arbitraires. Pour expliquer ce paradoxe il est nécessaire d'ob-
server que l'équation — j- = n2 v , n'exprime l'état permanent de la barre,
que dans les points qui permettent un flux de cbaleur du point qui précède immédiatement celui que l'on considère, à celui-ci, et de celui-ci, à l'autre qui le suit immédiatement; tandis (pie le foyer, que nous avons placé à 1 origine des coordonnées, envoyé un flux continuel de chaleur a tous les points de la barre qui sont situés à sa droite et à sa gauche. Le même résultat se déduirait de la considération de la figure, qui exprime les valeurs des températures pour chaque point de la barre, et dont 1 equation est
car pour a? = 0 , au lieu de donner -~ - = «2 C2 , comme cette courbe devrait faire si elle satisfaisait dans tous ses points â l'équation -r^ = n*y, on voit, par la construction, qu'elle donne ^r = °°; puisque la courbe
dont nous parlons est formée de deux demi -logarithmiques égales, qui se réunissent de manière à avoir leur tangente commune au point de contact perpendiculaire à l'axe des abscisses. Les mêmes considérations s'appliquent à une barre dont plusieurs points sont entretenus à des températures constantes: elles sont très -simples, mais nous avons cru devoir les placer ici, comme étant propres à limiter l'étendue que l'on serait tenté d'attribuer aux équations différentielles du mouvement de la chaleur, ou à leurs intégrales. Il faudra surtout y avoir égard, lorsqu'on voudra connaître l'état calorifique d'un corps, dont un ou plusieurs points pris dans son intérieur ou à sa surface, sont supposés des foyers de températures invariables.
Une autre observation que nous croyons ne pas devoir omettre, c'est que lorsque dans l'armille circulaire, que nous avons considérée, nous sommes partis de la propriété connue, que la température du point x devait être égale à celle du point dont la distance à l'origine est x-\-2ric9 pour déterminer la forme des fonctions circulaires comprises dans l'intégrale, nous lavons fait en suivant 1 exemple des illustres géomètres qiû nous ont précédé dans ce genre de recherches. Cependant il paraît, qu'au lieu de partir de cette considération auxiliaire, ou aurait dû déterminer les coé'fficiens de l'arc x d'après l'équation qui exprime la figure de l'armille, et l'irradiation qui se fait intérieurement entre les diverses parties de l'anneau; irradiation qui est modifiée, comme l'on sait, d'après la courbure intérieure de l'armille. Ceci deviendrait surtout évident, si l'on devait déterminer le mouvement de la chaleur sur une surface cylindrique creuse.
Enfin il faut remarquer, que la théorie mathématique de la chaleur a pour but de trouver à chaque instant la température d'un point quelconque, d'après les conditions initiales du problème et la figure du corps que l'on considère. Cependant, dans la solution de ce problème,
on suppose toujours que les coordonnées du point on question n'ont point changé, pendant que le corps s'est échauffe ou refroidi ; quoiqu'il soit certain que ce point a changé de position, d'après l'augmentation ou la diminution de volume que le corps a souiFerte par l'action de la chaleur. En opérant de cette manière on trouve la température d'une molécule matérielle, exprimée en fonction des coordonnées du point qu'elle occupait dans l'espace au commencement du phénomène, et du tems écoulé depuis la cessation de l'état initial: pour corriger les formules que l'on a obtenues, il faut connaître la loi d'après laquelle les corps se dilatent par l'effet de la chaleur. Si l'on suppose les dilatations linéaires élémentaires, proportionnelles aux accroissemens de la température, ce qiu paraît toujours permis, du moins entre certaines limites de l'échelle thermométrique, on trouvera que le point qui, lorsque la température du corps était zéro, avait x pour distance à l'origine des coordonnées, sera éloigné de l'origine de la quantité .rl = I <lx(i + kî'); v étant donné en fonction de x
et de t; et le coefficient a étant donné dans chaque cas par l'expérience. Mais ceci n'est qu'un aperçu, que nous reprendrons dans une autre circonstance.
Ce mémoire est le même, à quelques cliangeiuens près, qui a été lu eu 1825 a l'Académie Royale des Sciences de Paris.
MÉMOIRE
SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES
INTRODUCTION
.Lia question de la discontinuité des fonctions arbitraires, qui complètent les intégrales des équations aux différentielles partielles, agitée d abord entre Daniel Bernoulli, Euler et d'Alembert, et discutée depuis par les plus grands géomètres, parait avoir été résolue par M. Fourier qui a montré le premier comment l'on pouvait déterminer, dans chaque cas particulier, les fonctions arbitraires de manière à satisfaire aux conditions initiales du problème, même lorsque celles-ci nobéissent pas aux lois de continuité. Les formules que cet illustre géomètre a trouvées sont propres à exprimer une fonction discontinue quelconque, dont les diverses parties, comprises entre des limites données de la variable, suivent une marche dissemblable, et sont représentées par des expressions différentes. Dans ces formules, les valeurs que la fonction doit prendre dans chaque cas et les conditions de discontinuité, sont combinées implicitement: cependant iî nous a paru, que l'on pouvait toujours concevoir une fonction discontinue, comme étant égale à la somme d'un nombre donné de fonctions, chacune desquelles a une valeur continue entre deux limites connues, et qui s'évanouit hors de ces limites: dès -lors tout se réduit à trouver une fonction, qui donne une valeur constante entre deux limites données de la variable, et qui se réduise à zéro pour toutes les autres valeurs de la même variable; car en multipliant cette fonction, qui exprime la condition de discontinuité, par la fonction connue qui donne les valeurs que la formule doit prendre entre deux h'mites assignées, on aura l'expression cherchée entre les mêmes limites, et on parviendra à représenter, par une somme d'expressions semblables, la valeur de la fonction discontinue pour des valeurs quelconques de la variable. Cependant on voit, que par cette méthode on obtiendrait pour les limites, des valeurs qui seraient égales à la somme «le celles que l'on aurait, en considérant ces limites comme appartenant successivement ù chacune des fonctions qui viennent y aboutir.
Eu discutant les diverses [valeurs que prennent quelques intégrales définies lorsqu'on fait varier les constantes quelles renferment, nous sommes aisément parvenus à trouver des formules, qui ont une valeur constante entre deux limites données et qui hors de ces limites s'évanouissent toujours. Ces formules cependant ne donnent pour les limites, que la moitié de la valeur constante qu'elles ont entre ces mêmes limites; de manière que si la fonction discontinue qu'il s'agit de représenter est un polygone on obtiendra, pour l'ordonnée de chaque sommet, la demi -somme des ordonnées qu'auraient dans ce point les deux côtés qui viennent s'y couper, et on trouvera dans ce cas seulement une valeur exacte aux limites. Mais on peut obtenir d'autres expressions dont la valeur soit toujours exacte aux limites, ou qui même devienne égale à une quantité quelconque; et nous montrons comment on peut les trouver.
H résulte de lu, que selon que pour exprimer les conditions de discontinuité, on aura fait usage d'une formule qui est exacte aux limites, ou d'ime qui ne l'est pas, on obtiendra, après avoir multiplié par la fonction cpii doit donner les valeurs, une formule qui représentera exactement la valeur de la fonction discontinue même aux limites, dans le premier cas, et qui ne sera pas exacte dans le second. Cela nous a fait soupçonner que comme, dans les formules que l'on avait trouvées eu traitant les difFérens cas de la discontinuité des fonctions, on avait toujours réuni implicitement la fonction qui donne la valeur en général, à celle qui exprime la condition de discontinuité, sans discuter la valeur de celle-ci aux limites, et sans séparer en facteurs ces deux fonctions, il avait pu arriver dans quelques cas que l'on eût fait usage d'une formule de discontinuité qui ne fût pas exacte aux limites. En effet en cherchant à vérifier notre supposition sur quelques exemples de fonctions discontinues, discutées par les géoèmtres qui se sont occupés de la théorie de la chaleur, nous avons trouvé, pour quelques-unes de ces formules, la moitié de la valeur qu'elles devaient avoir aux limites: d'autres expressions, qui représentaient deux portions de courbe qui se coupent aux limites, nous ont donné pour ces points des valeurs exactes, comme cela devait arriver d'après notre analyse. Nous avons appliqué les mêmes considérations à quelques séries que l'on savait représenter des fonctions discontinues, et dans quelques cas nous avons trouvé aux limites la moitié de la valeur cherchée; mais dans d'autres exemples, ayant rencontré des valeurs qui
n'étaient pas la demi- somme de celles qu'avait la fonction très -près des limites, nous avons reconnu par là, que sans avoir discuté dans chaque formule la marche de la fonction qui exprime la condition de discontinuité, il est impossible d'assigner à priori d'une manière générale les valeurs des limites, et qu'il faut toujours les vérifier à posteriori.
Tout ce que nous venons de dire sur les valeurs que les fonctions discontinues prennent aux limites, tient spécialement à l'analyse pure; ces considérations seraient utiles dans les applications, si l'on pouvait supposer que les lois physiques restent les mêmes aux limites, lorsque les fonctions qui expriment les conditions initiales du problème changent brusquement de nature; mais cette hypothèse est peu vraisemblable, et n'est pas confirmée par les observations.
Toutes les formules que l'on avait trouvées jusqu'à présent, pour exprimer les fonctions discontinues, contenaient des séries infinies ou des intégrales définies, et l'on supposait qu'elles formaient une classe particulière de transcendantes: cependant en considérant les diverses valeurs des formules qui se présentent sous la forme §, on peut parvenir à représenter les fonctions discontinues en général, par des expressions qui ne contiennent que des fonctions logarithmiques et circulaires. Nous donnons pour exemple une de ces formules, et en l'appliquant à quelques cas particuliers, nous en déduisons des conséquences assez singulières. Ces expressions peuvent servir dans la détermination des valeurs des intégrales définies, et sont d'un grand usage dans la théorie des fonctions entières, comme nous espérons le montrer dans la suite de ces mémoires.
ANALYSE
go
On sait que l'intégrale définie A = / — sin </ x a pour valeur — ,
tant que x demeure positif et plus grand (pie zéro ; et c'est dans ce sens qu'il faut entendre l'expression des géomètres, que la valeur de cette intégrale est indépendante de xi car lorsque x = Q, on trouve A = Qet en faisant x négatif on obtient A = — . Il résulte de là que l'intégrale définie ° » « »
B = f^-smbç cos?* = ïf^sin(b + x)9 + ïj^sia(l> — x)<7,
a pour valeur — lorsque x a une valeur quelconque comprise entre x = — b,
et x = + b ; que pour x = ± b, ou trouve B = — ; et que depuis x = b, jusqu'à jr=oo, et depuis .r = — b, jusqu'à X = — ce, ou obtient #= 0. On voit par conséquent que la formule
n 71 . Pdq .
c = -j-rj ôrsmr/*">
a pour valeur zéro, depuis x = 0, jusqu'à x = — ce ; que pour x = 0, elle donne C=-^-, et que pour toutes les valeurs positives de x, on a C'=7r. De même la formule
D = / —2 siu&qcos(x — a — b) y,
fournira Z) = 0, depuis x = a, jusqu'à x = — oc, et depuis x = a-\-2b, jusqu'à x = ce ; pour x = a , et pour x = « -{- 2 Zi , on obtiendra D = -^- ;
et D = 7j- , depuis x = c , jusqu'à or = c -J- 2 b. Maintenant si l'on multi-
o plie l'intégrale Dy par la fonction — <P(x), on aura l'expression
E = — <p(x) / — ? sin-^cosfx — a — W,
qui aura pour valeur zéro , depuis x — a , jusqu'à x = — ce , et depuis x = a -j- 6, jusqu'à a? = ce : et qui depuis x = a , jusqu'à x = a -}- Z> , exprimera exactement la fonction <p (x), excepté pour les deux limites x = or, x—a-^b, pour lesquelles on aura.E = ^p, £= . yva~r ^ gn fajsant jes mêmes considérations sur la formule
■§- <Px (*)y ^ w"n y cos (x — a — b — y ) 7, on trouvera des résultats semblables; et pourtant l'expression
deviendra nulle depuis a: = c, jusqu'à x = — 00 , et depuis ar = a -f- Z> -f- c
,, . , r, OP(a) m . jp (pj(a + b-\-c)
jusqu'à x = ce ; et donnera F = 21^-Z f p0UP x = c , et b = 2— ! — ^
pour x = a + b + c> et F=ff(a^b)^ (a + fc), pour ar=« + 4i et corn-
cidera avec la fonction <p (o-) depuis x = a , jusqu'à x = a + A .> et avec la fonction (^ (x) , depuis x = a -}- A , jusqu'à x — a -J- 6 -f- c.
Si les deux fonctions <P(&)t ^(jO? sont telles, qu'elles puissent représenter deux portions de deux courbes qui se coupent lorsque x = a-\-b, on aura pour le point d'intersection <p (a + b) = 0, (a + b) ; et pourtant la formule F sera exacte même pour la valeur x = a-\-b, puisque dans ce
cas F — yIH±)_+ ?' (g + 7') = <p (g + &)• L'on voit par là que les formules précédentes peuvent servir à représenter le contour d'un polygone dont les côtés sont des courbes quelconques: ce qu'on ne saurait faire si nos expressions donnaient pour les limites une valeur quelconque autre que
y(a + ") + yi (a"t~ X9 puisque dans les polygones la loi de continuité venant
à se rompre à chaque sommet, les formules que nous avons trouvées donnent pour tous ces points la demi- somme des deux ordonnées que l'on obtient en les considérant comme appartenant tantôt à l'un, tantôt à l'autre des deux côtés qui viennent s'y couper.
Si l'on voulait exprimer une fonction discontinue de x, qui donnât l'unité pour toutes les valeurs de x comprises entre x = a, x = o-\-b, sans excepter ces limites, et qui fût constamment égale à zéro pour toutes les autres valeurs réelles de x, on trouverait aisément la formule
2 rdq . bq l b\
— / — ^sin-TpCOslx — a ^la
'+ Jî (f —f^s\n(x-a-b)g)f±3-ûn ^cos(x — a — £j9
= -il/?*^(----s)r)V¥1/^fc5?--(--'-ï)'-
On peut parvenir directement au même résultat en observant que si l'on indique par y l'intégrale définie
2 rdq . bq ( b\
— / — - sin — cos l x — a — -^ ) y,
le problème que nous venons de résoudre, se réduit à trouver une fonction de y telle que pour j = 1 , et pour y = i elle donne <P(j) = I , et pour y = 0 elle fournisse <p(y) = 0; puisque 1, £■ et 0, sont les trois valeurs de y i d'où l'on déduit
Ou pont trouver une infinité «Te formules propres à vérifia! les conditions précédentes; mais on voit qu'elles conduirout toutes à des expressions du second degré, puisque il s'agit de trouver une équatiou qui ait deux racines. En général si l'on avait une fonction discontinue quelconque, qui eût seulement un nombre fini n de valeurs différentes dans une étendue finie ou infinie de la variable, il est clair que l'on pourrait, dans le même intervalle, la réduire à n'exprimer qu'une valeur constante donnée, à l'aide d'une équation du degré n qui aurait pour racines les diverses valeurs de la fonction connue. On pourrait même à 1 aide de la théorie des équations, transformer une fonction discontinue, qui n'aurait qu'un nombre déterminé de valeurs, eu une autre fonction discontinue de forme donnée quelconque; ce qui du reste ne saurait offrir aucune difficulté dans l'application.
Maintenant il résulte des considérations précédentes, que lorsque par les conditions d'un problème on sera conduit à une formule qui contiendra des fonctions discontinues, cette formule sera exacte aux limites , ou non, selon que l'on y sera parvenu à l'aide des expressions précédentes qui représentent exactement la fonction même aux limites, ou de celles qui ne donnent pour ces points, que la moitié des valeurs cherchées.
Pour appliquer ces réflexions à quelque cas particulier, nous considérerons le mouvement linéaire de la chaleur dans une barre infinie de très -petite épaisseur., en supposant que les températures iuitiales des points de la barre situés entre x = — 1, a? = -f-l, aient pour valeur commune 1, et que tous les autres points depuis x = — 1, jusqu'à x = — ce, et depuis ar- = 1, jusqu'à x = oc, soient à la température zéro. Les géomètres qui ont traité cette question, ont trouvé qu'en indiquant par t le tems écoulé depuis le commencement de l'observation, par v la température du point (pie l'on considère, et par x sa distance à l'origine des coordonnées, on avait l'équation
maintenant si l'on fait t = 0, dans cette formule , on devrait retrouver les températures initiales; mais par la discussion que nous avons faite précédemment de 1 intégrale définie
Lfii
sin ç cos ç x,
on trouve qu'elle satisfait aux conditions initiales du problème pour toutes les valeurs de x, excepté pour af==±l; car pour ces valeurs elle donne v=-\. Ainsi l'équation précédente n'exprime pas les conditions initiales, telles que nous les avions demandées; et correspond à un état initial qui donnerait v = 0, depuis x = — 1, jusqu'à x = — co, et depuis x = 1, jusqu'à x = <x> ; fournirait v = | pour x = + 1 ; et V = 1 , depuis x = — 1, jusqu'à jç= 1.
Pour représenter l'état des températures permanentes dans une barre, échauffée par un foyer dont la température est 1, on a la formule
2 Pdq cos qx
qui exprime deux courbes logarithmiques se coupant lorsque x = 0, à une distance égale à l'unité au dessus de Taxe des abscisses : maintenant comme au point d'intersection on a e° = 1, on sera dans le cas d'un polygone, et l'équation sera exacte même pour les limites de chaque fonction; ce qui peut se vérifier aisément, puisqu'en faisant x = 0, on a
2 r dq 2.71 .
C'est peut-être par des considérations semblables, que l'on parviendrait à trouver à priori pourquoi la série
(1 — cosa\ . . /l — cos2a\ . 0 . /l — rns3«\ . 0 , , — ) sma? + l — ~ ) sm2or + 1 ^ 1 sin Sx -f- etc.
(dont la somme est — tant que l'on donne à x une valeur quelconque comprise entre 0 et a, et qui se réduit à zéro pour une valeur quelconque de x comprise entre a et -jt), a pour valeur -^- lorsqu'on fait a- = « = — ; ce qui est aisé à vérifier, puisqu'elle se réduit alors à ^l — cos— J siny +2"\1 — cos-tj-J sm-y- + ~^\l — cos-^-J sin-^- -f-etc.
= 1 — y"T"T — 7 "T 'o •••• etc == -^- •
Tout ce que nous avons dit jusqu'ici nous parait démontrer la nécessité de discuter dans chaque cas particulier la valeur des limites dans les fonctions discontinues, à moins que l'on ne connaisse par avance la nature de la formule d'où l'on a déduit les expressions qu'il s'agit de vérifier : car une formule qui exprime une fonction discontinue quelconque est |e produit de deux facteurs, dont l'un représente l'équation à laquelle cette formule doit satisfaire entre deux limites données, et l'autre exprime la con- •
dition de la discontinuité: ot on a vu <|ue celle-ci peut être exacte ou non aux limites. Si ces deux facteurs étaient toujours en évidence, il serait aisé dans tous les cas de vérifier les valeurs des limites ; mais dans les formules auxquelles on parvient eu résolvant les problèmes qui comportent la discontinuité des fonctions, ces facteurs sont renfermés dans une expression commune, et on ne saurait les séparer. Par conséquent il faut dans chaque cas particulier discuter les valeurs des limites.
Les formules que nous avons trouvées précédemment, et qui mettent en évidence les facteurs dont nous venons de parler, sont utiles dans quelques cas pour faire connaître directement la marche de la fonction discontinue: ou trouve par exemple
2 Pdqeosrjx e~x-\-ex . /e~x — e*\ P d (/sin q x
V ~nJ "HhP- ~~ 2 " n )J q '
et l'on voit que ces expressions serviraient de même a représenter l'état permanent dune barre, dans laquelle il y aurait un nombre quelconque de foyers de température constante.
On pourrait aussi, par des formules semblables, exprimer des fonction discontinues à deux ou à un plus grand nombre de variables : pourvu (pie l'on modifiât convenablement les conditions des limites.
Qu'il nous soit permis de remarquer ici, que l'on, fairait disparaître quelques-unes des difficultés qui se rencontrent dans l'emploi des formules de transformation, dont on se sert pour l'intégration des équations aux différentielles partielles, et dans l'étendue qu'il faut attribuer aux fonctions arbitraires discontiuues, si Ion faisait usage de la formule
«m - - ± h yfrH-*"*-^) . ? .(*-r-e-^) | .y
«pie nous avons donnée dans les Mémoires de l'Académie de -Turin. Parce» pie la quantité x qui est indéterminée, et qui doit s'évanouir d'ellemême, sert a détruire les' erreurs que l'on pourrait commettre en attribuant au développement de <P(t) une forme qui ne lui conviendrait point. Du resté ces considérations, qui sont indispensables pour obtenir des résultats exacts, intéressent spécialement fanasse des- équations aux différentielles partielles qui expriment' le mouvement de la chaleur, lorsqu'on suppose que les températures initiales ne sont pas assujetties aux lois <le continuité: car eu considérant la question sous le rappott physique, il parait peu probable qu'aux limites de ces fonctions discontinues, la commuui-
cation de la chaleur de molécule à molécule se fasse d'après la différence des températures.
Jusqu'à présent on n'a représenté les fonctions discontinues réelles, que par des suites infinies ou par des intégrales définies; et l'on ne connaît aucune expression finie qui ne renferme que des quantités algébriques et des fonctions exponentielles ou circulaires, mais qui puisse cependant représenter une fonction discontinue. Toutefois en observant qu'en général, lorsque une fonction cesse d'obéir à la loi de continuité, on peut toujours supposer qu'elle passe par § au point où elle change brusquement de nature, on parvient à trouver des formules qui ne contiennent que les transcendantes de 1 algèbre élémentaire, et qui peuvent exprimer une fonction discontinue quelconque. Sans exposer les recherches qui nous ont conduit à ce résultat, et qui exigeraient de trop longs développemens , nous nous bornerons à vérifier à posteriori une de ces expressions, d'où l'on en pourra déduire une infinité d'autres.
Les géomètres qui se sont occupés de la détermination des valeurs particulières des coé'fficieus différentiels, ont reconnu depuis long -teins que la fonction #"log;r, qui lorsque x = 0 prend la forme §, se réduit à zéro pour cette valeur de x lorsque n est une quantité positive, et qu'elle devient infinie lorsque n est négative: maintenant si l'on discute les diverses valeurs de l'expression
lorsque y = 0, ou ce qui revient au même de l'expression
on verra que lorsque x est une quantité positive quelconque plus grande que n, on aura (x — n)IogO:= — oo, et par conséquent
x == e(iogo)C-œ_ e-»r-œ_ eo _ f.
mais comme on a, lorsque x = n,
O.logO = 0, on trouvera
eUogo)c0-loso__ gflogOc0^ e-« _ 0;
et enfin lorsque x est une quantité quelconque comprise entre n et l'infini négatif on aura x — n = — /;, et par conséquent
(x — «)logO = — /j( — <x>) = oo; et partant
eOoB<o«t'<*'»<*->=s g-me" = *-• -- o.
D'où il résulte que la fonction
,. , (logo) (x — n) e(logo)«v " J*
est égale à zéro depuis x = — x , jusques et inclusivement à x = n , et que depuis x = n, jusqu'à ;r=?o, cette fonction a pour valeur l'unité. Ainsi le produit
^1^0)e°°SO)(X-«) nogo)eC"60> <« + »-*>
est nul pour toutes les valeurs de x comprises entre x = a et x = — x>; et entre x = a-\-b et a? = oc ; et est égal à l'imité pour toutes les valeurs de x comprises entre x = a et x = a-\-b; excepté ces dernières limites pour lesquelles il se réduit ù zéro. On peut observer que l'on a
Maintenant pour appliquer ces formules à un exemple nous chercherons, comme nous l'avons déjà fait, la formule qui exprime l'état permanent des températures dans une barre très -mince de longueur indéfinie, qui a un foyer de chaleur placé à l'origine des coordonnées et dont la température constante est égale à l'unité; et nous aurons
v = er.0'r"V+e-v.cos^0u~",C
1 fdJL nj 1
d'où l'on déduit l'équation
qui donne la relation
L-\0ir"V+e--v.cos^0,rVj' — e«-v#0o-r+ <?-"*. cosyO
On trouverait de la même manière l'expression d'un grand nombre d'intégrales définies dont on a cru jusqu'ici devoir former des classes distinctes de transcendantes, et qui ne sont que des formides contenant des fonctions logarithmiques et circulaires, dans lesquelles on a donné des valeurs particulières aux constantes qu elles renferment. Nous montrerons dans la suite de ces recherches l'utilité de ces formules, dans la détermination des valeurs des intégrales définies, et les applications nombreuses qu'on en peut faire à la théorie des nombres, et en général à l'analyse des fonctions entières.
MÉMOIRE
SUR LA THÉORIE DES NOMBRES
INTRODUCTION
.Lies géomètres qui se sont occupés de l'analyse indéterminée, sont parvenus par leurs recherches plutôt à résoudre des questions spéciales, qu'à faire avancer l'ensemble de la science. Leurs méthodes, toujours bornées au problème qu'ils voulaient traiter, cessaient d'être utiles quand on tâchait de les appliquer à des questions plus étendues: bien plus, pour traiter un problème quelconque il fallait que les quantités connues fussent données en nombres; car sans cela, le manque absolu de formules générales empêchait de résoudre une équation indéterminée à cocfficiens algébriques, même lorsqu'elle était du premier degré. De sorte que la théorie des nombres presqu'immobile au milieu des progrès des autres parties de l'anabyse, quelle avait vu naître et s'élever successivement, s'en trouvait séparée et ne partageait pas leur perfectionnement commun. Cet isolement, qui forme la difficulté principale de la théorie des nombres, dépend de la méthode que l'on a suivie jusqu'ici pour mettre en équation les problèmes d'anal} se indéterminée; car en exprimant seulement les relations qui doivent exister entre les valeurs des inconnues, on a toujours négligé de représenter par des signes algébriques les conditions auxquelles ces inconnues doivent satisfaire, afin quelles soient des nombres entiers ou rationnels. De sorte que ces conditions étant seulement sous -entendues, on ne peut pas les soumettre aux règles ordinaires de l'algèbre, et il en résulte un nom eau genre d'analyse, dont tout le succès dépend de la sagacité particulière de chacun des géomètres qui le cultivent, sans que les travaux des uns soient profitables aux recherches des autres. II y a quelque teins que nous avons tâché de faire disparaître cette imperfection, et déjà nous avons montré ailleurs qu'en écrivant en analyse toutes les conditions du problème, les questions que Ion appelle indéterminées, deviennent toutes plus que déterminées, puisque Ion obtient toujours un nombre d'équations qui surpasse de l'unité celui des inconnues. Nous reproduisons dabord ici les
formules que nous avons données dans cette occasion, pour exprimer par des séries convergentes le nombre ou la somme des racines d'une équation indéterminée, et nous y ajoutons de nouvelles expressions. Puis nous reprenons ce problème a priori dans toute sa généralité, et nous montrons comment, en partant des principes les plus élémentaires de L'analyse, on trouve pour chaque inconnue une équation algébrique dont le degré est égal à la limite que l'on attribue à l'inconnue, et qui exprime la condition que celle-ci doit être un nombre entier: de sorte qu'avant de cette manière un nombre d'équations égal à celui des inconnues, en les combinant avec l'équation qui exprime les relations qui doivent exister entre les valeurs des variables, on aura après l'élimination une équation de condition qui ne contiendra que les coefficiens de l'équation proposée, et les limites qu'on aura attribuées aux inconnues. D'où il résulte que toute équation indéterminée, est réellement plus que déterminée. Ce résultat remarquable avait échappé à Eu 1er qui croyait que les équations indéterminées devenaient plus que déterminées, seulement lorsque le nombre des formes que devaient prendre des fonctions données des variables, surpassait celui des inconnues. On explique par là, la contradiction qui se manifestait entre le nom d'équations indéterminées, et le fait (pu* montrait que souvent elles n'admettaient pas de solutions: ce qui aurait dû faire soupçonner qu il existait une équation de condition laquelle n'étant pas satisfaite, le problème ne pouvait pas être résolu. Et d'ailleurs en partant de la forme des racines des équations déterminées, et en observant que le nombre des solutions dans une équation indéterminée n'était pas donné par le degré de l'équation, on aurait pu prévoir que cette équation de condition était une fonction des coefficiens de l'équation proposée, et de la limite que l'on attribuait aux variables.
Les principes que nous exposons dans ce mémoire sont suffisaus pour trouver, directement et sans tâtonnement, toutes les solutions d'une équation indéterminée, lorsque la limite que l'on attribue aux variables n'est pas linfini: mais comme le degré de l'équation de condition augmente avec les limites des inconnues ; si l'on cherche toutes les solutions possibles d'une équation indéterminée, on trouvera une série infinie dont il s'agira d'avoir la somme pour résoudre la question proposée. Cette somme pourra s exprimer par des intégrales définies, mais leur valeur numérique sera en général fort difficile à calculer; pour en faciliter la recherche il fau-
'drait recourir à des principes (pie nous n'avons pas cru devoir exposer dans ce mémoire, qui a pour but seulement de montrer en général l'esprit de notre méthode. Cependant pour qu'on ne puisse pas croire que notre théorie n'est pas susceptible d'être appliquée aux problèmes particuliers, et pour montrer de quelle manière nos formules peuvent se simplifier dans le plus grand nombre des cas, nous considérons spécialement dans ce mémoire les équations qui sont du premier degré par rapport à l'une «les inconnues, et que M. Gaufs a appellées congruences.
En donnant d'abord la théorie générale dos congruences nous trouvons, que les relations existentes entre les coè'fficiens des équations algébriques et leurs racines, s'étendent aux congruences dont toutes les racines sont entières: nous démontrons de cette manière les théorèmes de Fermât et de Wilson, et beaucoup d'autres propositions nouvelles. Puis en appliquant aux congruences les principes qui renferment la théorie "énérale des équations indéterminées, on trouve les congruences de condition qui doivent être satisfaites afin que le problème soit résoluble: et ces conditions se simplifient beaucoup, à l'aide du théorème de Fermât, lorsque le module est un nombre premier.
En effectuant l'élimination entre les congruences, de la même manière que pour les équations, il devient facile d'obtenir le résultat final; et on trouve ainsi les relations qui doivent exister entre les coè'fficiens dune congruence et le module, afin qu'elle soit résoluble. Ces relations, qui sont des congruences de condition, renferment toutes les conditions connues jusqu'à présent. Nous plaçons ici une corte digression sur les congruences à module variable, dans laquelle nous faisons voir qu'à l'aide de ces congruences on peut résoudre une classe assez étendue d'équations indéterminées, dont les plus simples avaient été traitées par La grange.
Pour chercher les conditions qui doivent être satisfaites afin qu'une consruence soit résoluble, au lieu de faire l'élimination à laide des coëfficiens, on peut substituer les racines des congruences réduites à la forme d'équations déterminées: de cette manière on introduit les fonctions circulaires dans la théorie des congruences, et on trouve des formules qui la comprennent toute entière. Mais ces expressions ne sont pas assez simples pour qu'on puisse les appliquer avec facilité aux cas particuliers: par conséquent nous avons dû reprendre co sujet d'une autre manière; et en partant d'une propriété très -simple de l'équation binôme, nous avons
trouvé des formules qui expriment le nombre et la somme des diviseurs d'un nombre quelconque, et nous avons formé deux intégrales aux différences finies qui donnent le nombre et la somme des racines d'une congruence quelconque. Ces formules étant appliquées à la congruence du premier degré, fournissent l'expression générale de ses racines, qui sont une fonction trigonométrique des coefficiens et du module: et comme cette congruence équivaut à l'équation indéterminée du premier degré, on trouve ainsi les racines de cette équation en fonction de ses coefficiens, ce qui n'avait jamais été fait.
Nos formules générales étant appliquées au congruences du second degré, donnent tous les tbéorèmes connus sur les résidus quadratiques: on en déduit aussi la manière de reconnaître à priori si un nombre quelconque est ou n'est pas résidu quadratique d'un nombre premier donné; et il en resuite une proposition générale qui renferme la théorème fondamental de M. G au s s.
La formule qui sert de base à notre théorie, et qui établit un rapport si singulier entre les solutions des congruences et les fonctions circulaires, fournit le moyen de résoudre directement 1rs équations à deux termes. 31. Gauss qui a découvert le premier cette résolution par une méthode particulière, et Lagrange qui l'a ramenée ensuite à sa théorie générale des équations, ont supposé la connaissance des racines primitives. La théorie que nous exposons dans ce mémoire est indépendante de cette recherche, et d'ailleurs elle est beaucoup plus simple que les méthodes trouvées par ces deux grands géomètres, qui exigent de très -longs calculs pour être appliquées. On trouvera dans la suite de ces mémoires une méthode générale et très- simple pour traiter les équations de cette classe, de mêmes que celles d'où dépend la dnision en parties égales de l'arc de la Lemniscate, et beaucoup d'autres; et l'on verra alors pourquoi la résolution de ces équations déterminées se réduit toujours ù un problème d'analyse indéterminée.
En appliquant notre principe général aux congruence du troisième et du quatrième degré, nous avons trouvé des relations fort remarquables entre le nombre des solutions de certaines congruences, et les racines de quelques équations indéterminées du second degré. Nous avons tiré de là des considérations générales sur les résidus cubiques et bicarrés, sur lesquels on n'avait encore rien publié, en montrant comment l'on devait
modifier les formes des nombres premiers qui servent de module, afin d'avoir des théorèmes généraux. On sait que pour avoir tous les théorèmes connus sur les résidus quadratiques d'un nombre premier, il suffit que la forme linéaire de ce nombre soit donnée. Mais cela est insuffisant pour les résidus cubiques et bicarrés, et il faut que le nombre qui sert de module soit alors d'une forme quadratique donnée. Nous parvenons de cette manière à trouver la forme cubique des nombres premiers qu'on n'avait jamais considérée jusqu'à présent. On pourrait pousser plus loin l'examen des formes des degrés supérieurs, en observant que pour chaque degré le nombre des innconnues doit égaler ou surpasser l'exposant. Le même chose arrive pour les congruences, et il est digne de remarque que quand on a déterminé le nombre des solutions d'uue con» gruence, laquelle a autant d'inconnues qu'il y a d'unités dans l'exposant qui marque son degré, on aura tout de suite le nombre des solutions d'une autre congruence du même degré qui aurait le même module, mais qui contiendrait un plus grand nombre d'inconnues. C'est de cette considération que nous déduisons un théorème général sur les congruences de tous les degrés, qui renferme comme cas particulier un théorème deLagrange sur les congruences du second degré à deux inconnues.
L'analyse succiute que nous venons de donner de notre mémoire suffit pour montrer la possibilité de déduire d'un seul principe général toute la théorie des nombres. Nous n'avons traité ici qu'une classe d'équations indéterminées: mais nous montrerons dans la suite comment on en peut résoudre un grand nombre d'autres, en appliquant le calcul d'approximation aux équations indéterminées, auxquelles il paraissait absolument inappliquable, mais qui cependant dans ce seul cas fournit des solutions exactes. Et nous fairons voir dans un mémoire particulier, comment l'on peut classer et discuter les trancendantes numériques, telles que les nombres premiers, les diviseurs des nombres, etc. En liant la théorie des nombres aux autres parties de l'analyse, il était certain que comme celles-ci contribueraient à son perfectionnement, elles en recevraient des secours; et c'est ce que nous montrerons dans la suite de ces recherches à l'égard des intégrales définies et fonctions circidaires, dont plusieurs propriétés remarquables et inconnues jusqu'à présent, découlent de l'analyse indéterminée. Enfin nous fairons voir comment la considération des differens ordres d'irrationalité devient très -utile dans la résolution des équations numériques.
Analyse.
Nous avons montré pour la première fois, dans le 28' Volume des Mémoires de l'académie Royale des Sciences de Turin , qu'étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équation
<PO>J, =, etc.) = 0,
(que nous indiquerons pour abréger par Ç> = 0) pour exprimer que x, yt zy . . . . etc., doivent être des nombres entiers, on a les équations
sin:nr = 0; sinj9r = 0; siu ztt = 0; . . . . etc.; dont le nombre est égal à celui des inconnues, et qui doivent exister en même tems que l'équation proposée. Nous avons trouvé encore que le nombre des solutions entières et positives, plus grandes que zéro, de l'équation <p = 0, est exprimé, à très -peu près par la formule
2 2 ~2 e-IU(.v+r+i....+ eteO<71#
S'il s'agissait d'exprimer le nombre des solutions entières de l'équation <P = 0, en duii uant à x,y3 z, . ... etc., toutes les valeurs 1,2, 3,.... n — 1, on aurait la formule
.v=i v=n zrzn
S S S e-10(.r+y+x....+ etc.)9>* _
ar=l JSSk i=l
^ >=n _ |l-10(x+j+r....+ etc.)<p4-^(^+y+^..+etc.7<?)'
( ± ïir^(x+y+z...+etc:/°Ç°±ctc.
On pourrait encore faire usage de la formule
x=in v^n r=r/i .
et il serait facile de trouver plusieurs autres expressions semblables, propres ù représenter le nombre ou la somme des solutions de l'équation proposée.
Le second membre de l'équation (13.) est une série qui finira toujours par devenir convergente, et dont ebaque terme pourra être calculé à l'aide des formules de la page 9. Mais pour avoir une valeur approchée du premier membre de l'équation (13.) il faut calculer, dans le second membre, un nombre de termes qui augmente avec la limite n fie l'intégration; de manière que l'on obtient toujours une expression de degré indéfini, qui est fonction des coefficiens de l'équation <p = 0, et de la
limite n. Il faut remarquer surtout que les coefGciens des variables x, y, z, .... etc., dans le développement en série de l'intégrale qui forme le premier membre de l'équation (13.), sont tels qu'en calculant un certain nombre de termes, il ne reste à peu près que ce qu'il faut pour donner le nombre des solutions de l'équation proposée. C'est de cette considération, et de l'examen attentif de la nature de ces coefficiens (qui s'expriment aussi par dos intégrales définies) que l'on pourrait déduire des considérations qui jetteraient beaucoup de lumière sur la marcbe de la fonction représentée par la formule (13.): mais ces recbercbes ne sauraient trouver place ici, et nous les exposerons dans un travail particulier.
Cet aperçu suffirait déjà pour montrer de quelle manière on pourrait réduire la théorie des nombres à l'analyse ordinaire: mais nous allons reprendre maintenant cette question dans toute sa généralité.
Étant proposée une équation à plusieurs inconnues à résoudres en nombres rationnels, fractionnaires ou entiers, on pourra toujours la préparer de manière que tous les nombres cherchés doivent être entiers et positifs: puisqu'en général, si l'équation proposée est de la forme
(p (x,y, z, . . . . etc.) = 0, et que l'on cherche pour x, y, z, .... etc. , des valeurs fractionnaires, en faisant
* = :?> T—^ * = ?» etc->
on aura l'équation
<P(?, <T> 1T> etc.) = 0,
dans laquelle il ne faudra chercher pour
*»» ^o yu y* » 2u ~2> etc->
que des valeurs entières: et d'ailleurs s'il y avait des solutions négatives on les obtiendrait en changeant les signes des variables. Nous supposerons par conséquent que ces réductions soient toujours effectuées dans les équations dont nous chercherons la résolution.
Soit proposé de résoudre en nombres entiers et positifs l'équation <P (x, y, z, . . . . etc.) = 0 que nous représenterons comme auparavant par Ç = 0. Avec les méthodes connues on s'arrête là, et on tâche de résoudre cette équation en s'aidant de la forme particulière de ses coefficiens. Mais l'équation <p = 0, exprime seulement les relations qui doivent exister entre les inconnues,
et n'indique pas que ces inconnues ne doivent recevoir que des valeurs entières et positives: pour exprimer cette dernière condition l'on supposera d'abord que l'on veuille trouver toutes les solutions qui s'obtienneut en donnant à x des valeurs moindres qu'une limite donnée a; à y des valeurs plus petites que b ; à z des valeurs moindres que c ; et ainsi de suite : a, b, c, . . . » etc. , étant des nombres entiers et positifs. Il est clair qu'à cet effet l'on devra donner ù x, y, z, . . . . etc. , toutes les valeurs comprises dans les séries
y = 0, 1, 2, 3, 6 — lï
. etc.;
et faire toutes les combinaisons possibles dans l'équation <p = 0. On observera que toutes ces valeurs de x se trouveront parmi les racines de
l'équation
X = x(ar— l)(ar— 2) (je — (a — 1)) = 0;
et que de mêmes les valeurs de y et de z seront comprises parmi les racines des équations
etc.
Les équations précédentes expriment les conditions que x soit un nombre entier positif moindre que a; que y soit un nombre entier positif moindre que b; et ainsi de suite. Ces équations dont le nombre est égal à celui des inconnues, étant combinées avec l'équation <p = 0, fournissent toutes les conditions du problème; de manière qu'ayant un nombre total d'équations qui surpasse de l'unité le nombre des inconnues, le problème sera plus que déterminé; en éliminant successivement toutes les inconnues entre ces équations, on aura une autre équation de condition F=0, qui comprendra les limites a, b, c, . . . . etc., assignées aux variables, et les coefficiens de l'équation proposée; et qui exprimera la relation qui doit exister entre ces quantités afin que le problème soit résoluble. Lorsque l'équation de condition sera satisfaite, et que l'on sera assuré que l'équation proposé peut être résolue, on reprendra l'une des équations à une seule inconnue que l'on a obtenues par léliraination avant de parvenir ù l'équation F = 0. Soit Xa=Q9 cette équation en x seul;
en cherchant le plus grand diviseur commun entre X = 0, et -X, = 0, on aura une équation de la forme Xt — 0, qui ne contiendra que l'inconnue x et dont le degré sera égal au nombre des valeurs de x qui satisfont à l'équation proposée; et en résolvant l'équation X2=0, on aura toutes les valeurs de x qui satisfont à l'équation $ = 0. On pourrait trouver de même les valeurs des autres inconnues, qui résolvent l'équation proposée; et l'on voit que ce principe s'applique encore à la recherche directe des racines rationnelles d'une équation à une seule inconnue; car ce problème aussi dépend de la théorie des nombres.
Avec la méthode que nous venons d'indiquer, on a seulement les racines inégales ; mais s'il y a des racines égales, elles peuvent se trouver avec facilité de la manière suivante. Nous supposerons d'abord, pour simplifier la question, qu'il s'agisse d'une équation à deux inconnues seulement; puisque la méthode est absolument la même lorsque le nombre des variables est plus grand.
Maintenant soit proposé de résoudre en nombres rationnels l'équation
et supposons que «valeurs rationnelles de x-=a, correspondent à une seule valeur rationnelles de y = bi (n étant un nombre plus grand que l'unité) en différentiant l'équation proposée par rapport à x, et cherchant le plus grand commun diviseur A, entre
^g^ et <P<*,y),
on aura A = F(x,y), et il y aura un reste R=J(y) qui ne contiendra plus x, et qui par supposition devra se réduire à zéro. Si Ion fait par conséquent f(y) = 0, on cherchera les racines rationnelles y = b, y=bL, y=zbt, .... etc., de cette équation, lorsqu'il en existe, et en substituant successivement b, A,, b3i .... etc., pour y dans l'expression de A on aura les équations
F(x,b) = 0; F(x,bl) = 0; F(x, bj = 0; . . . . etc. que l'on tâchera de réduire à la forme (x— a)"-1 = 0 ; et on trouvera de cette manière les valeurs multiples de x que l'on cherche.
Si l'on avait identiquement R = 0, on trouverait l'équation A = F(x,y) = (x— ^(j))7-' = 0, qui devrait exister en même tems que l'équation Ç(x,y) =0, et qui en «ei-ïiit Mn facteur: l'on ne pourrait donc pas déterminer de cette manière
la valeur de y = b ; mais en divisant le polynôme <p (x, y) = 0 par A, le quotient Q contiendrait un seule des n racines égales; et en cherchant le plus grand commun diviseur entre A et Q, on aurait l'équation x — \p(y)=0. Nous avons supposé qu'il y avait seulement n valeurs de x=a, correspondantes à une valeur de y = b: mais si outre celles-là il y avait m valeurs de x égales à c, et r valeurs égales à e, etc., il serait facile d'appliquer encore à ce cas la méthode que nous venons d'exposer.
Soit proposée par exemple l'équation
x2 — Ixy + If — 1 = 0, dans laquelle on veuille savoir si parmi les valeurs rationnelles de y qui la résolvent il y en a une égale à b, et telle qu'il lui corresponde n valeurs de x— a; n étant un nomhre plus grand que l'unité. A cet effet on différentiera l'équation proposée par rapport à x, et l'on aura x— j=0; puis en cherchant le plus grand commun diviseur, entre ces deux équations, l'on trouvera x — y pour ce diviseur et 2 y3 — y2 — 1 = 0 pour reste, et comme cette dernière équation est satisfaite en faisant y= 1, si l'on substitue cette valeur dans l'équation proposée, on aura
x-— 2x + 1 = (x— lf = 1 ; et par conséquent l'équation
x2—2xy -f- 2j3 — 1 = 0, est telle que deux valeurs de x = 1, correspondent à la racine y = 1.
On voit, par ce qui précède, quelles opérations il faudrait faire dans tous les cas; car si l'équation proposée contenait n inconnues, on la réduirait toujours à une autre qui en aurait n — 1 seulement.
Maintenant il et clair que toute la théorie des nombres se ramène au problème de l'élimination; puisqu'il suffirait d'éliminer toutes les inconnues entre les équations
<p(x,y,z,.... etc.) = 0, X = 0, Y = 0, Z = 0, etc. ,
que nous avons établies précédemment, pour trouver l'équation de condition F = 0, qui renferme la resolution de l'équation proposée. L'élimination générale entre ces équations ne saurait s'effectuer avec les méthodes connues; il est vrai que l'on pourrait substituer directement les valeurs des inconnues, mais il serait très - difficile de résoudre la question par cette voie. Pour la traiter avec quelque succès il faut recourir aux intégrales définies, et spécialement aux intégrales dont la valeur est indépendante des constantes qu'elles renferment. Mais nous nous réservons de
donner cette théorie générale dans une autre occasion, et nous nous bornerons pour le moment à considérer les équations dans lesquelles l'une des inconnues est élevée seulement aux premier degré, et que M. Gauss a nommées congruences; et nous déduirons d'une seule formule tout ce que Ton savait sur ce genre d'équations, et beaucoup d'autres résultats nouveaux. Cela nous fournira l'occasion de montrer un exemple des simplifications remarquables dont notre méthode est susceptible, lorsqu'on l'applique aux cas particuliers, et des artifices d'analyse dont il faut faire usaiTe pour résoudre ce genre de questions. Soit proposé de résoudre l'équation
p(x,y, z, . ... etc.) — pu
dans laquelle (p exprime une fonction rationnelle et entière quelconque des nombres entiers x, y, z, . . . . etc., et u doit être ' un nombre entier. Il est clair que s'il existe des valeurs de xy y, s, . . . . etc. plus grandes que p, qui résolvent l'équation proposée, il y en aura aussi d'autres qui seront comprises entre zéro et p s et ce seront ces dernières que nous considérerons toujours dans ce qui suit, à moins que nous n'indiquions spécialement le contraire. A présent l'on sait que l'équation (14.) équivaut, d'après la notation de M. Gauss, à la congruence
Ç(x, y, z, ... . etc.) = 0 (mod. p).
En supposant, pour simplifier le problème, que cette congruence se réduise à la forme
X = xm -f Ax xm~' -f Az xm-i . . . . + Am_x x + Am~0 (mod. p), (les coefficiens Ax, A„, .... Am étant toujours des nombres entiers et p étant un nombre entier) si elle a une racine entière x ■=. c, , on pourra toujours la mettre sous la forme (x — c,) X, = 0 (mod. /;), A, étant un polynôme entier en x du degré m — 1 '; il résulte de là que la congruence XisO (mod./?) ne peut avoir, tout au plus, qu'un nombre m de racines entières moindres que p, m étant le nombre qui exprime le degré du polynôme Xj et que si elle a les m racines entières
ait c3, a3} . . . • o,,,, on pourra faire
X = (x— cj (x— O (x— a3) .... (x— am) == 0 (mod. /j), et on aura les congruence»
°. + °* + a» + <*m = — A, (mod. />),
°i«î + aiai + °i "m |
+ o2 Oj + oac4 + °z am | = -f A2 (m0(J. />),
. + etc. )
t alalaz-\-alalai
J + alaîai-\-a2aiai + o,oiom> = — As (niod./>),
+ etc.
Ox os o3 °m = ± ^m (mod. />).
Dans cette dernière cougrnence il faudra prendra le signe -f- si m est un nombre pair, et le sigue — si m est un nombre impair.
Pour trouver la somme des puissances /•"" des racines de la congruence X=0 (mod. p), on aura des formules semblables à celles que l'on obtient pour les équations algébriques ; car en appellaut Pr , P^, 5 p > etc., la somme des puissances r""'5, (r — l)m's, (/• — 2)'nri, etc., de ces racines on aura
Pr + A, Pr_, + Az Pr_2 . . . . + r Ar = 0 (mod. p). On peut de la même manière transformer les congruences et obtenir leurs fonctions symétriques. En général étant proposé de trouver une fonction symétrique donnée <p, des racines de la congruence X = 0 (mod./?), qui ù toutes ses racines entières, on eberebera la même fonction symétrique dans l'équation X = 0, et en exprimant dans l'équation la valeur de cette fonction par <p = S , on sera assuré que pour la congruence
<P = S (mod. p).
Soit maintenant proposé de résoudre la congruence xp — x = 0 (mod. p\ dans laquelle p est un nombre premier. Si l'on cherche une transformée en y dont les racines surpassent de l'unité celles de la proposée, on aura y = x -{- 1, et partant x=y — 1; d'où l'on déduira (>— l)p-(y-l)=0 (mod./») et par suite, en négligeant les multiples de p,
yv. — y = Q (mod./)).
Mais comme cette dernière congruence est identique avec la proposée, il en résulte que celle-ci ayant la racine x= a, aura de même la racine x ■= a-\- i} et par conséquent l'autre x = a -\- 2 : et qu'en général ello
sera résolue par toutes les valeurs de x de la forme a + z; z étant un nombre entier positif quelconque : et puisque en faisant x = 0, on satisfait à la congruence proposée, elle aura pour racines tous les nombres naturels. Par conséquent la congruence
x?'-\— 1=0 (mod. />), aura pour racines tous les nombres 1, 2, 3, . . . . p — 1; ce qui forme le théorème de Fermât.
La congruence
^- — 1 =0 (mod./)),
dans laquelle p est un nombre premier, étant comparé à l'autre .
xm + Ax xm~l + A2 xm~2 .....+ Am_x x+Am = Q (mod. p),
que nous avons déjà considérée, donne
Ax = 0, A2 = 0, . . . . Am_x = 0, Am =— 1;
m = p — - 1 ; «x = t; o2 == 2, . . . . am = p— 1 ;
et par conséquent , en substituant les valeurs des racines o, , a3 , az , ...
... cm, dans les congruences (15.), on aura
1 + 2 + 3 + p — 1 =0 (mod./j),
+ 2. 3 + 2.4...... + 2.(/7— 1)J = 0 (mod./)), .
+ etc. )
etc.
et enfin
mod
puisque p — 1 est un nombre pair'*). Cette dernière congruence équivaut
au théorème de Wilson.
Si l'on voulait trouver un nombre z tel qu'en faisant le produit de tous le»
nombres inférieurs à /; (/; étant un nombre premier) moins le facteur g, on eût
1 . 2 . 3 . . . . (ff— 1) (g- + 1) . . . . (p — 1) + z = 0 (mod. p),
on devrait chercher à déterminer les coefficiens de la congruence
X?-- + a x?-* + (ix^~* + z = 0 (mod. p),
qui a pour racines tous les nombres entiers inférieurs à p, excepté le
nombre g: ù cet efîét on divisera la congruence
xP-1— 1 = 0 (mod./>)
par x — g, et le dernier terme du quotient sera le nombre z.
*) Si le nombre premier p était égal à 2, p — 1 ne serait plus un nombre pair; mais alors on aurait identiquement
1+1 = 0 (mod. 2)
En effectuant la divison l'on trouvera
et puisque g7*"' — 1 = 0 (mod. p) , on obtiendra
^=^ = x^ + ffx^3 + gr*x + gr* = 0 (mod.,,),
en partant
1.2. 3.. ..(S"— 1) (5-H- 1) 0 — 2) (p — l) + gi>-* = 0 (mod.^.
En faisant dans cette congrueuce ç= 1, on retrouve le théorème de Wallon qui est un cas particulier de celui-ci.
On pourrait déduire de là tous les théorèmes que M. Gauss a insérés dans la troisième section de ses Recherches arithmétiques, et beaucoup d'autres propositions nouvelles. Si l'on prend, par exemple, la somme des puissances nmei 'des racines de la congrueuce
xp-' _ 1 = 0 (mod. p), on trouve que, p étant un nombre premier, on. aura toujours
1 + 2^ + 3^ +(/»— 1)"S= 0 (mod.,/),
lorsque n n'est pas dhisible par p — 1; tandis que si n est uu multiple de p — 1, on obtiendra
1 + r + y + (p- if == — 1 (mod. P).
M. Poiusot a démontré que les racines de la cougruence xn— 1 =0 (mod. np + 1), dans laquelle np-\-l est un nombre premier, se déduisent des racines de 1 équation x" — 1 = 0, en ajoutant des multiples de np-\-i sous les radicaux compris dans L'expression de ces racines: mais cette proposition n'est qu'un cas particulier d'un théorème plus général que nous allons démontrer. En effet la congruence
*" -f Ax xr~l + Ari_, x + AM = 0 (mod. p),
dans laquelle p est un nombre quelconque, équivaut ù l'équation à deua inconnues
xn + ax *»- ..... + ^u * + (A-py) - 0,
dont les racines sont exprimées par une formule de la forme x = <p (A, , A% , An_x, An — py\
qui se réduit à l'expression des racines de l'équation
xn-\-AiX"~l + An_xx+ A„= 0,
lorsquon y fait y = 0. Si donc vice -versa Ion ajoute des multiples de
p sous les radicaux compris dans l'expression des racines de cette équa-
tion (en écrivant partout An — py, au lieu d'Jn), ou aura les racines de la congruence proposée.
En applicpiant aux congruences ce que nous avons dit en général des équations à plusieurs inconnues en nombres entiers, on trouve que toutes les solutions iuégales et moindres que p de la congruence
<P (x, y, s, etc.) = $ = o (mod. p),
sont comprises parmi les racines des congruences
X = x\x— l)(a?— 2) O — (/) — 1)) = 0 (mod./)),
Y = y (y— 1) (y - 2) (y — (p — 1)) == () (mod. p),
Z = z(z—l)(z—2) (z—(p—l)) = o (tnod./>),
etc.;
et qu'en éliminant toutes les variables entre les cou^gruences <I>=0 (mod./)), X=0 (mod./;), Z=0 (mod./)), Z ee?0 (mod. p), .... etc., on obtiendra une congruence de condition qui devra être satisfaite afin que la congruence proposée soit résoluble: de manière qu'au lieu d'avoir l'équation de condition C = 0, comme pour les équations, on aura la congruence de condition C = 0 (mod. /)) , et l'expression qui aurait dû se réduire à zéro dans le premier cas, devra être divisible par /; dans le second. Lorsque p est un nombre premier, la question se simplifie beaucoup, car par le théorème de Fermât on aura
x(x — \){x — 2) (x — (/) — 1)) = xp — x = 0 (mod./)),.
y(r— i)(r— 2) (y— (/>—!)) = yp — y = o (mod./)),
z(z — l)(c— 2) (z — (/> — 1)) = zp — z =0 (mod./)),
.... etc.,
et l'on devra éliminer les inconnues entre les congruences
$ = 0 (mod. /)) , xp — x = 0 (mod. /;), yp — y = 0 (mod./)),
zv — c=0 (mod./)), etc.,
pour avoir la congruence de condition.
Si dans la congruence
0 = 0 (mod. p) on cherchait seulement les racines différentes de zéro, on devrait éliminer les inconnues entre cette congruence et les suivantes xv~l— 1 = 0 (mod./)), yP1— 1 = 0 (mod./).), s7"1— 1 =0 (mod./)), .... etc., et comme les racines congrues à zéro peuvent se trouver séparément avec facilité, nous supposerons, dans ce qui suit, que l'on cherche les racines différentes de zéro; ce qui simplifiera beaucoup nos recherches.
Il est clair, d'après ce que nous avons démonti-é sur les fonctions symétriques des congruences, qu'étant proposé d'éliminer les inconnues entre les congruences
<î> = <p (x, y, z, etc.) = 0 (mod. /;),
*, = frfa Y,*» etc.) = 0 (mod. p),
®2 = <Pz(x, Y, ~> etc.) = 0 (mod. p),
etc. ,
on pourra effectuer l'élimination entre les équations
<D = 0, O. = 0, <ï>2 = 0, etc.,
pourvu qu'au lieu de léquation F = 0, qui résultera de cette élimination. oa écrive F = 0 (mod. p).
Pour faire quelques applications de ce principe, soit proposé de résoudre la congruence
Ax + B = 0 (mod./>); il est évident que si A et p ont un facteur commun, qui ne divise point V. cette congruence ne pourra pas se résoudre; et comme lorsque ce facteur commun existe et divise Bt on peut toujours l'ôter, on pourra supposer que A et p sont premiers entre eux ; et en faisant x = B s, on aura
B(Az+l) = 0 (moà.p); et il faudra* résoudre la congruence
Az-\-\ = 0 (mod./;).
Maintenant si l'on décompose p dans tous ses facteurs premiers, égaux ou inégaux, de manière que l'on ait
p = a .b.c nf
on devra résoudre la congruence
Az 4-1 = 0 (mod. a .b ,c «),
qui se change dans la suivante
Ay — 1 = 0 (mod. a ,b .c «),
en faisant z = — y.
En considérant la congruence
A y — 1=0 (mod. a), il faudra éliminer entre celle-ci et la suivante ya_l — 1= 0 (mod. «), qui
équivaut à l'autre
A"-1 y"-1— 1=0 (mod. o);
puisque par supposition a est un nombre premier qui ne divise point A:
alors en divisant Aa~x y°~2 — 1, par A y — 1, on obtiendra un quotient
exact; doù l'on déduira que la congruence
Ay — 1 = 0 (mod./>), est résolue en faisant
y ss JT* s*-1 = Yx ;
eu indiquant par s un nombre entier quelconque: on trouvera de même que toutes les congruences
Ay — 1 = 0 (mod. b), Ay — 1=0 (mod. c), ...... etc.,
seront résolues en faisant successivement
y = Ab-* tb~l — T2 ; y = A™ ue~l = F3 ; etc.
11 résulte de là que la congruence
(AT1 — i)(ATa/-rî)(AYi^i) . = 0 (mod.o.ô.c n),
et par suite l'autre
Y = (AT, — l)2 (AY2— lf (AY, — l)5 = 0 (mod. p),
seront toujours satisfaites: mais la valeur de Y étant composée d'uu nombre pair de facteurs, pourra se réduire à la forme
Az-\-l = 0 (mod./;); et puisque cette congruence est résoluble, ' l'autre
Ax-\- B ~ 0 (mod./)), le sera de môme, et on aura
a- = 4 ((^a-1 s°-l — iy-(Ah^ th-1 — 1)? (jPJ v^ -il)1 — 1),
pour une de ses racines; en observant que l'on peut prendre pour syt, . . . . . . v , des nombres entiers quelconques. Eu général toutes les solutions possibles de la congruence proposée seront données par la formule
dans laquelle u est un nombre entier quelconque.
Soit proposé maintenant de résoudre la congruence du second degrd x~ -\- r/x -\- r = 0 (mod. 2 p -f- 1) , 2/>4"l étant un nombre premier; il est clair que si elle a une racino x = A, il y en aura une autre x = B~ — q — A, et partaut si elle est résoluble il faudra qu'en divisant xv' — 1, par x1 -f- ç x -j- r , le reste soit divisible par 2/>-j-l. A présent on doit remarquer que si a et (3 sont les deux racines de l'équation
on aura
et par .conséquent
â' + qx + r == (or— «)(x— p) " {§— «)(x— /»)"*■ {a— p) \x—èif En effectuant la division, on trouvera généralement
a^ + gx + r ~" (fi— a, (x — fi) ~ {a — fi) (x — a)
= ^+^>+^.... + ^ + ^(ê^) + ^{-ÇEl),
les coefficiens u4t1 J^, .... etc. étant toujours des nombres entiers. H faudra, par conséquent, qu'en réduisant les deux derniers termes au même dénominateur, la quantité
qui sera le reste de la division, soit divisible par 1p — 1, et partant fpv—eflf\ //J«p-»_ «v-»v .a — fi ...
d'où l'on déduira les deux congruences de condition
fc^=0(mod.2H-l); aP^~^-)+l==0 (mod.2/>+l
On voit ici qu'après avoir effectué la division par (3 — a, les premiers membres de ces deux congruences pourront toujours s'exprimer ù l'aide des quantités (/ et r, puisqutils ne renferment que des fonctions symétriques des racines « et (3: et d'ailleurs il est clair que l'on pourra toujours substituer au lieu de a et (3, les quautités . .
— ç-fVY?»— 4r) — ?-y(y— 4r).
Si 8ans la congruence
x2 + çx + r=0 (mod. 1p -f- 1), on fait 7 = 0, r= — *; on devra dans les congruences (16.) faire a-{-3 = 0, et partant a = — (3 ; mais l'on a aussi (3 = />, a = — /"«?, (3 — a = 2 /"j, |3« = — •?; par conséquent les deux congruences (16.) se réduiront aux suivantes
^=^-P = 0 (mod.2,+1); -sfs {f^Ç) + 1 = 0 (mod.2/>+l);
dont la première est toujours satisfaite, et la seconde se réduit ù l'autre
17. *p — 1 = 0 (mod.2/j + l); qui est la condition déjà connue pour la résolution de la congruence
x1 — s == 0 (mod. 2/j + 1).
Soit proposé, par exemple, de trouver la condition qui doit être satisfaite aOn que la congruence x*-\- L =0 (mod. '2p-\-î)y dans laquelle On-J-1 est un nombre premier, soit résoluble; on devra faire <s = — 1, dans la congruence de condition (17.), et on aura
(_l)p— 1 == 0 (mod. 2/> + l); ce qui- montre que p doit être un nombre pair.
En appliquant aux congruences du second degré les mêmes principes dont nous avons fait usage pour résoudre celles du premier degré, on pourrait trouver la résolution générale de la congruence
x2 + yx -\~ r — 0 (mod. p), dans laquelle p est un nombre quelconque, pourvu que l'on connût tous les facteurs premiers de p.
Eu général étant proposée une congruence d'un degré quelconque
A — x" + «, V~l + at xn~2 + «M x -{- an = 0 (mod. p),
dans laquelle p est un uombre premier, on divisera x1^1 — 1 par A (en faisant usage de la même méthode dont nous nous sommes servis pour les cou"ruences du second degré) et on obtiendra un reste de la forme
A, — K xn-x -f bx x"'2. + V-i *'+ bn •
Maintenant si la congruence proposée a n racines entières, on devra avoir les n congruence de condition
ôj = 0 (mod. p), b2 = 0 (mod. p), bn = 0 (mod. p),
et on sera assuré que si elles sont satisfaites, la congruence A = 0 (mod./>), aura toutes ses racines entières; mais si cette congruence n'avait qu'un nombre n — m de racines entières, alors on devrait chercher de nouveau le plus grand commun diviseur être A' et A, , et on trouverait enfin pour reste une congruence de la forme
A2 = ct x"-™-1 + c2 xn -"'-* +^ = 0 (mod. p),
qui donnerait les congruences de condition
ct == 0 (mod. p), ca = 0 (mod. p), ' c„_m == 0 (mod. p),
dont le nombre sera toujours égal au nombre des racines entières de la congruence proposée. On voit par là que la résolution d'une congruence du degré «, qui n'a que n — m racines entières, se réduira à la résolution d'une congruence du degré n — m, en cherchant le plus grand commun divisenr entre A et xp~l — 1 .
Soit proposé, par exemple, de résoudre la congruence xa — b == 0 (mod. ap -\- 1),
dans laquelle ap-\-\ est un nombre premier, on dirigera xap 1 par
x" — b, et on trouvera un quotient N et le reste bp — 1; d'où il résulte que si la congruence
18. Ap— 1=0 (mod. ap + 1) est résoluble, la congruence proposée aura toutes ses racines entières.
Les deux congruences de condition (17.) et (18.) avaient été trouvées par Fermât, n>ais avec sa méthode on ne pouvait pas trouver les conditions qui devaient être satisfaites, lorsque les congruences proposées n'étaient pas binômes: ce qu'on peut toujours effectuer par les principes que nous venons d'exposer.
La congruence de condition (18.) montre que la congruence
x3 — l = 0 (mod. 6/;+l),
a toujours trois racines entières lorsque 6p-\-l est un nombre premier;
mais comme il est évident qu'une de ces racines est x = 1 , on pourra
diviser par x — 1 , et on obtiendra la congruence du second degré
x2-{-x-\-l = 0 (mod. 6/>+l), qui aura ses deux racines entières; il faudra par conséquent que les deux congruences (16.) soient satisfaites quand on substitue pour « et 3 les deux racines de l'équation x" + x -f- 1 = 0, et que l'on change 2p-\-l en 6/j-j-l. Maintenant on a
P=-l(l + Vr(— 3)); « = _4(i_/-(-3));
fîfp c/'P
et partant, la congruence R — = 0 (mod.6/?-(-l) deviendra la suivante:
2Fv\=3} (C1 + v"(-3))6"- (1 - /-(-3))60 = 0 (mod. 6/> + 1), qui donnera en développant
li6pV(-3)-§E^L> ,3-^fgI2-W3) -r Wf W-3),3Helc,
et par conséquent
19. 6P _ 6Py )(6p-q 3 + 6P(6P-l)r6p-2)(6P-3)(6p-4) ^ 3,^ ^ Q (mo(J ,p+t)
Si l'on substitue les valeurs de a et 3 dans la congruence
"Pl-^lf") + * — ? <m0(1' 6^ + 1)? "
on aura, après avoir développé, la congruence
Les deux congruences (19.) et (20.), que nous venons de trouver, et qui doivent toujours être satisfaites en même teins, lorsque 6/)+l est un nombre premier, renferment un théorème exclusif et assez curieux, sur les nombres premiers de la forme 6/j + I.
A présent si l'on effectue l'élimination de 6p, entre la congruence 6- Mgr y ) , 3 -f 6p(6p-l)f6p-2)(6p-3)(6p-i) ,3, -etc. = 0 (mod 6p+l);
et l'autre, qui est toujours résoluble:
6/j-j-l = 0 (mod. 6/9+I)
on trouvera, après les réductions,
1 1 1-2.3 o _ 1.2.3.4.5 02 1 x Vp~'
= — l+3 — r-.... + Vr-1 = (~8)*~i= (— 3)3P— 1 = 0 (mod.6/> + l).
Lorsque p = 2 n , cette dernière congruence deviendra
36" —1 = 0 (mod. 12/2 + 1), et celle-ci sera toujours résoluble d'après ce qui précède: d'où il résulte, par la congruence de condition (17.), que la congruence x2 — 3 =0 (mod. 12/2+1) est toujours résoluble lorsque 12/2+1 est un nombre premier. On pourrait appliquer les mêmes principes . ù des congruences de degrés plus élevés, et on obtiendrait un grand nombre de théorèmes nouveaux, du même genre que ceux que nous venons d'énoncer; mais ces recherches nous écarteraient trop de notre but, et nous allons exposer de préférence quelques applications de la théorie des congruences à la résolution d'une classe d'équations indéterminées dont Lagrange a considéré les plus simples.
Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation
a + az x + a, x1 + a„ xn X >
? ~ e + ez x + e2 x1 + emxm X~l'
on voit facilement que ce problème se réduit à la résolution de la congruence X =0 (mod. .X,); mais comme on a aussi identiquement AT, = 0 (mod. A",), on pourra éliminer x entre ces deux congruences et 011 trouvera, après l'élimination, une congruence de condition D = 0 (mod. X,), dans laquelle D sera une fonction donnée des coefficiens
a, aiy a,, anj e, elt et, em;
ot il faudra que A, divise le nombre D, Maintenant supposons que tous les diviseurs, positifs ou négatifs, de D soient représentés par la série des nombres
1, </,, d,, d3, cl,, D;
on devra faire successivement
A, = 1; Xl=dli A, = r/2 ; .... Xi = da; Xl = D; et en cherchant les racines entières de ces équations, on aura toutes h»s valeurs de x qui résolvent la congruence A = 0 (mod. A,), et par suite l'équation
e -f- e, x-\- e^x1 -\-emxm A','
Etant donnée la même fraction ■==- , on peut trouver aussi tous les nomlires entiers qui, pour une même valeur de x, divisent à la fois le numérateur et le dénominateur. En effet si l'on représente en général par $ l'un de ces facteurs communs, on aura X ~0 (mod. $); À', = 0 (mod. è); et en éliminant x entre ces deux congruences (ou ce qui revient au même entre les deux équations X = 0, A', = 0), on aura la congruence de condition /J = 0 (mod. S), et le nombre 8 devra se trouver parmi les diviseurs de D. Il est clair que si A et A, avaient une racine commune a, il faudrait commencer par diviser ces deux polynômes par x — a, autrement on aurait toujours D = 0.
Etant données les deux fonctions à deux inconnues <p(x, y); F(x,y); si elles ont un facteur commun iï, ou aura toujours
<P(ar,jr) = 0 (mod. S); F(x,y) = 0 (mod. S)', et en éliminant x ou y entre ces deux congruences, on aura deux autres congruences de la forme
¥(*•)= 0 (mod. 5) ; % (y) = 0 (mod. #). Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers les deux équations simultanées
<P fè y) = F(x, y) . yp (x, y, z) ; <D (x, y) = 0;
que nous exprimerons pour abréger par <p = F.-p; C> = 0; on pourra
les réduire aux congruences
<P ~ 0 (mod. F) ; 0 = 0 (mod. F) ; F == 0 (mod. F) ;
et en éliminant x et y entre ces trois congruences, on aura la congruence
de condition
D = 0 (mod. F),
d'où Ton déduira toutes les valeurs possibles de F: l'on aura ainsi trois équations et trois inconnues, et les deux équations proposées seront résolues complètement.
Etant proposées les deux équations simultanées <l>(x, z) = <(,(x, z).F(x,y, x); $x (*, z) =<p(x, z).Ft(x}ys s); que nous indiquerons, pour abréger, par
elles se transformeront dans les congruences
0 = 0 (mod. <p) ; O, = 0 (mod. Ç); Ç = 0 (mod. Ç) ; d'où l'on déduira, par l'élimination, la congruence de condition Z)=0 (mod.Çi), qui fournira toutes les valeurs possibles de <p ; et l'on aura résolu complètement les deux équations proposées. On pourrait appliquer ces principes à des équations contenant un plus grand nombre d'inconnues; mais nous traiterons séparément cette matière dans un mémoire particulier sur les congruences ù module variable.
En reprenant les congruences de condition, que nous avons données précédemment, il est clair que l'on pourra éliminer les inconnues entre îa congruence à plusieurs inconnues
<P (x, y, z, . . . . etc.) = 0 (mod. p), (dans laquelle p est un nombre premier) que nous indiquerons pour abréger par Ç = 0 (mod. p), et les suivantes
xp-i_ i == o (mod. /;) ; yp~l— 1=0 (mod. p) ; ~p_1— 1=0 (mod. p); ... etc. ; de la même manière que s'il s'agissait d'éliminer entre les équations
<p = 0; a^1— 1=0; ^-' — 1=0; s?-1— 1 = 0; . . . . etc.; et que le résultat sera de la même forme: à présent pour éliminer les inconnues entre ces équations, on peut substituer dans la première toutes
les valeurs de x, y, z, etc., déduites des autres équations, et
comme l'on a
*==1; a; = cos^ + ^(-l)sin45? ^ = cos^ + /"(-l) sin^J;
2(p— 2)*r , rl .s . 2(p— 2) tt a? = cos v^_ty +Vr(— l)sin-^— — :
2ji . „, „ . 2n 4jt . rr 4s . 4«
r = l; J = cos— i+fi— ljsin^j; j ^os^-j -f-yTC— l^m^;
2(p — 2)n . re „s . 2(p— 2)7i y = cos-^=1T^- + /-(-l)sm— L_-- :
etc.:
en substituant l'une après l'autre toutes ces valeurs dans l'équation <p = 0, et faisant le produit de toutes les fonctions semblables que l'on obtiendra de cette manière, on trouvera la cougruence de condition
= 0 (moil.p).
Cette congruence parait assez singulière à cause des fonctions circulaires qu'elle renferme ; cependant en observant le rapport qui existe entre la congruence a = a-\-px (inod./?), et l'équation cos — = cos <a+P:r'''^ lorsque
a, p et x, sont des nombres entiers, on pourrait se rendre compte aisément de la forme de cette expression. On pourrait déduire de là plusieurs théorèmes connus sur les congruences; mais cette route serait longue et pénible, et nous préférons de partir d'une autre équation fondamentale qui servira à retrouver directement tout ce que l'on savait sur la théorie des congruences, et à découvrir beaucoup de propositions nouvelles. En observant que quoique par notre théorie on ne trouve que les racines inégales de la congruence (p = 0 , on obtiendra cependant les racines égales par la méthode dont nous avons fait usage pour les équations indéterminées; et même on les trouvera directement en éliminaut entre les congruences
<p = 0 (mod./>); jf = Ô (mod./>); f^=0 (mod./>); .... etc.
Etant donnée l'équation à une seule inconnue
xm — 1 =0, si l'on représente par Pn , Pn_m , Pn_2m , . . . . etc. , les sommes des puissances nmvi, (n — wi)mM, (fl-2m)nsi, .... etc. de ses racines, on aura
■* n ■* n—7n ~~ ■* n—zm .... == 1 n—ym —— etC J
de sorte que si n est un multiple de m , on obtient Pn = m ; et dans le cas contraire on trouve P„=0. En exprimant les racines de l'équation xm — 1=0, en fonctions circulaires, ou aura
(«S + n-» * !ff + (cosîf + / <-„ *'$■
!+ (-? + *M) * ?)"• • • • + (-Sçfl? + ^(-D * ssagr.
Si l'on transforme le second membre au moyen de la relation connue
(cos z + /"( — 1) sin z)" = cos n z -f- tf~( — 1 ) sin n z, et qu'on néglige les imaginaires qui, dans le cas actuel, doivent nécessai-
renient se détruire, on obtiendra
„ On-i . 2n7i , Ann , 2unn , 2 (m — i)ntt
P. = oos \- cos r- cos — . . . . + cos . . . . + cos — —
. sin — 2 un n \ z ml m
COS
2 sin — m
et la valeur de cette expression sera m ou zéro, suivant que le nombre — sera entier ou fractionnaire.
II résulte de là que si l'on prend successivement la somme des puissances ri"" des équations
jr— 1 =0, x*— 1 =0, ac3 — 1 =0, xm — l = 0,
on aura la somme des diviseurs de n, compris dans les nombres 1, '2, 3, .... 'm 5 et cette somme pourra être représentée par la formule
«=«+» S» 2 *r« -S* Sin2("-2^)ÎI+Sinî?
2 2 cos — = 2 .
*=• >=° * "=* 2 sin —
On trouverait de même que le nombre des diviseurs de n, compris dans la série 1, 2, 3, .... m, est donné par l'expression
rsin — a
Si l'on voulait exprimer la somme et le nombre de tous les diviseurs de n, en représentant par I {ri) la première de ces fonctions, et par è(n) la seconde, on aurait
{ri) = 2
2 cos
2nyn
d {n) = 2 2 — cos — - — .
Ou sait que lorsque n est un nombre premier, on a
J\ri) = «-f-1; ${n) = 2;
nous aurons donc, en changeant les limites des variables, les deux équations
»"" r=x 2nya . x=* %x i 2nyn ,
2 2 cos — — = 1 ; 2 2 — C09 — * — = 1 ;
qui renferment deux propriétés spéciales des nombres premiers.
On a vu que, n et m étant deux nombres entiers, la formule • o ( " \ i • " B
8in -lin : — ) 71 + sin
\ J ml m
■ mi
2 Sin
a pour valeur m, si /z est divisible par my et qu'elle se réduit à zéro lorsque cette condition n'est pas satisfaite. Nous avons démontré do plus, que p étaut un nombre premier, l'expression
P ne peut devenir un nombre entier que lorsque p est un nombre premier ;
en faisant donc
m=pi et fl = 1.2.3 (/> — 1) + 1,
dans la formule (21.), elle se transformera en celle-ci:
,.2(,.2.3....,^i)+i-i^4cii+i).+sin(^3i;-"+V
qui devient p lorsque p est un nombre premier, et qui se réduit ù zéro dans le cas contraire. Ainsi cette formule représente exclusivement tous les nombres premiers. Si l'on voulait exprimer analytiquement la somme des nombres premiers compris dans la série
ou aurait la formule
*±„+b sin2 ^1 2.3.. .. (x— 1)+ 1 — J 7i+ sin ^ — ) n
Sa p.. (l.'2.3....(x-l) + l\ '
2au,\ 2* r
On peut générab'ser beaucoup ces expressions, et les appliquer aux séries périodiques, aux fonctions discontinues et à d'autres recherches: mais ce que nous en venons de dire suffît pour le moment.
Puisque la formule
± ^cos^+ /-(-l)sm— ) + («» — + ^(_l)sin-j ....
(.......+ (cos — -J- + /"(-l) sin — — j )
a pour valeur l'unité ou zéro, suivant que — est un nombre entier ou
fractionnaire, il s'en suit que le nombre N des racines inégales de la congruence à plusieurs inconnues
<p (x, y, z, etc.) = 0 (niod. m),
(que nous exprimerons pour abréger par <p = 0 (mod. m)) dans laquelle on considère pour x, y, z, .... etc. , les valeurs entières
y = c, c-\- 1, c + 2, tf;
a = <?, « + 1, e + 2, fs
sera donné par l'équation
~iî£*,,'| + (cos2^fr+vr(_1)s;11^ .... + (cos2(^!)^+^(_1)s;n2(^^j
qui peut servir dans plusieurs cas à trouver la valeur de l'intégrale définie
x^ >'S* z^ aw{x,y,z,.... etc.) n S S 2 cos y ^- — ,
x~a jcrc *— e fl
comme nous le montrerons dans la suite.
De même la somme des racines de la congruence <p = 0 (mod. m), comprises entre les mêmes limites que celles qui ont servi ù déterminer la formule (22.), sera donnée par l'intégrale
/ . , / 2<pit , rt ... 2cpn\ . *=* ,=£*=/ \ l+Vcos-^-+/-(— l)sin-^-;
iS2 2....Hy+:..,.+ etc.) , _™ m
?««*~ |.... + (coS2^;1^ + tr(-l)sin^^)
On pourrait trouver une infinité de formules du même genre ; mais celles-ci suffisent déjà pour notre objet; et même elles sont trop générales, de manière qu'il faut les particulariser pour les appliquer avec facilité aux diverses questions que nous devrons résoudre.
Nous observerons d'abord que, d'après ce que nous avons dit précédemment, il suffira d'intégrer entre les limites
0 = a?=j- = s = etc.,
m = xz=y = z — etc.,
[tour savoir si la congruence proposée est ou n'est pas résoluble ; et qu'ensuite les imaginaires devant se détruire entre eux, on pourra considérer l'intégrale
2*. — 2 2 2 ....(14-cos — t — hcos— — .... + cos — r— ...,-f-cos— — I,
au lieu de celle fournie par l'équation (22.), et l'intégrale
... 1 A="*^"tî=m , . . , ./. . 2<pn . ifpn . 2i#pn . 2(wik
25. — S 2 S....(^+y+i;....+ etc.)ll+cos—î— + cos—?—. ..,-f-cos — — ....+cos— -2—1.
à la place de la formule (23.).
Soit proposé, par exemple, de trouver le nombre TV des solutions entières positives et moindres que c, de la congruence
ax-{-b = 0 (mod. c), la formule (24.) se changera, dans ce cas, dans la suivante
26. i- sïl + cos2(ox+6) j . . . .+ cos2« (ox+ô) 7 . • • .+ cos2 (c^l){axU)~) , qui exprimera le nombre N cherché.
Si l'on considère le terme général de cette série, on aura l'équation
. _, sin2u(b-\-ac £) — — sin2« (b — -£) —
— S cos2«(aar + 6) — = ,
J^° 2csin
dans le second membre de laquelle le numérateur est toujours zéro, mais dont le dénominateur ne peut se réduire à zéro, que lorsque a et c ont un diviseur commun plus grand que l'unité, puisque u est toujours plus petit que c. Il résulte de là que si a et c sont premiers entre eux, tous les termes de la série (26.) s'évanouissent, excepté le premier dont la valeur se réduit à
Mais si c et c ont un facteur commun gt on supposera a = mg; c = ng; et en faisant u — n, on obtiendra
2 cos2n(ax-\-b) — as
in2„(6+„_i)i_sIn2,(S_f)f
2 c sin
2«g-sin —
Cette expression se réduit à §, en vertu de l'hypothèse a = mg: On devra donc differentier le numérateur et le dénominateur par rapport à a, pour avoir une valeur déterminée, et l'on trouvera après les réductions:
— — » = cos_.
zngsia — °
Si au lieu de prendre u = n, on fait en général u = en, e étant un nombre entier quelconque, on trouve
-Zcosen(ax + b)- = cos2ffc?r;
et comme le nombre /2 est compris ^ — 1 fois dans c — 1, on pourra faire
successivement e = 0, 1, 2, 3, g— 1 ; et la valeur de l'intégrale (26.)
sera exprimée (dans le cas actuel où Ion suppose que c et c ont un commun diviseur g) par la série
1 4" cos \- cos . . . . 4- cos -£ -;— -,
dont la somme
sin 2 ( 6 — — - ) n -f- sin — ^ 2s/ tr
2sin — S
a pour valeur #, lorsque — est un nombre entier, et qui se réduit à zéro
dans le cas contraire.
De là résulte
1°. Que la congruence sx-fi = 0 (mod. e), a toujours une solution entière et plus petite que c, lorsque c et c n'ont d'autres diviseurs communs que l'unité.
2°. Que si c et c ont un commun diviseur g différent de l'unité, qui ne divise point b, cette congruence n'admet aucune solution entière.
3°. Qu'enfin si — est un nombre entier, on trouvera pour x un nom-
bre g de valeurs entières plus petites que c, qui satisfont à la congruence proposée.
Maintenant si l'on fait <p = cr-f- b, et m = c, dans l'intégrale (25.) on trouvera que la formule
27. Xï:x(l + cos2(ax+b) — .... + cos2«(cx+A)-.... + cos2(c— l)(ax+b)-),
exprimera la somme des valeurs de jc, entières et moindres que c, qui satisfont à la congruence aar + b = 0 (mod. c), lorsqu'elle est résoluble, et que lorsqu'elle ne l'est pas, cette intégrale se réduit à zéro.
Nous avons démontré que si a et c ont un facteur commun différent de l'unité, et qui ne divise pas b , la congruence a x -\- b = 0 (mod. c) n'admet aucune solution entière; et comme, si ce facteur commun divise aussi b, on peut toujours le supprimer, il sera permis, dans ce cas, de supposer que c et c sout premiers entre eux; et alors on sera assuré qu'il existe toujours une valeur entière de x, comprise entre zéro et c, qui satisfait A la congruence proposée; mais comme il n'existe qu'une seule de ces valeurs, comprise entre les limites que nous venons d'indiquer, la formule (27.), qui exprime la somme des racines de la congruence
a x -\- b = 0 (mod. c), aura pour valeur la plus petite de ces racines entières et positives.
Actuellement pour trouver cette valeur de x, on considérera le terme général de l'intégrale (27.), et on aura
(c— 1) sm2u (b+ca- y)-^- + sin2u(& — y) —1
.uan 1 *=' n 2csm
— Z xcos2u(ax-^-b)— = .
cos2n( ca-\-b — a) cos 2 u(b — a) —
c\2sm-r)
où il faudra faire successivement u = 1, 2, 3, . . . . c — 1 ; et ajouter an résultat le premier terme de la série (27.), qui est
LYx — c(c~1) - - 1=1
c x=0 ~~ 2c ~~ 2 » Puisque a et c sont premiers entre eux, et que u est plus petit que c, il s'en suit que le dénominateur 1c sin"° ne pourra jamais s'éva-
nouir; on obtiendra par conséquent, en faisant les réductions nécessaires:
(c— 1) sin2u (ac+b— ~)^- + sinlu (b— ^-j — cos2u (ac + b— aj -^- — cos 2k (b— a) -^•
~ . uan 2 c sm
iin2u(b-^)~
et partant:
/ . uan\2
' . uan 2sm
28. — *Zx (H cos2(ax+b) — .... + cos2u {axH) -....+ cos2 (c-IXaxib) — ) -1 , *»(»-f)T , »!°4(6-l)7
nr 71 *
2sin — 2sin
2sin^ 2sin(c_l)^
= ~2- + y £t nraiz *•
* sin
Cette formule très -simple donne pour a la plus petite valeur de x qui satisfasse à la congruence ax-\-b=0 (tnod. c), en nombres entiers et positifs : mais toutes les valeurs entières de x sont données par l'équation
dans laquelle s est un nombre entier quelconque.
Il faut observer ici que la congruence
ax + b = 0 (mod. c), équivaut à l'équation du premier degré à deux inconnues
ax-\- b = cy ; et que la formule (29.) donnera toutes les valeurs de x qui résolvent cette équation.
Soit proposé, par exemple, de résoudre en nombres entiers l'équation 3a:+l=4j; en la comparant à l'équation générale ax-\-c~cy, on aura c = 3, 6 = 1, c = 4 ; et par conséquent
. /. 3 \ n .un
l'g*81"2"^— 5VT 1 if^T
sin-^— sm"4-
c'est à dire
. n . 2ti . Zn.
3 smT sinT smT _ 3 JL.1_1_. i.
* — 2"""7r3^* — 77T^— . 9;r — 2 2 t 2 2—*' 2sin-j- 2sin-x- 2sin-^-
et toutes les valeurs de x, qui résolvent l'équation 3x+l=4yj seront données par l'équation ;r=l-f-4s, comme ou le sait d'ailleurs.
La valeur de « peut en général se calculer à l'aide des tables trigonoinétriques. Il est vrai que par ce moyen on n'obtiendra, le plus souvent, que des valeurs fractionnaires approcbées, mais comme par supposition x ne peut avoir que des valeurs entières, on en trouvera la valeur exacte en substituant ù cette valeur approcbée, le nombre entier le plus voisin.
Ou peut observer que puisqu'on a
• (^i „\ " « • 2 b u n aun 2b un . aun
sin ( 25 — a) — sin cos cos sin——
.aun .aun
sm sin
et que d'ailleurs
. 2b un .aun 2b un = sin cot cos
"=c 2b un
X cos-—— = —1;
on pourra écrire
e-1 , 1 "f? . 2bun .aun, 1 1 / "=c . 2bun ^aun\
B = _-f- Z sin— cot — +- = -(c+Zsin— cot—);
et cette expression servira, aussi bien que la précédente, ù résoudre la congruence proposée.
Il serait aisé d'appliquer ces principes aux conguences du premier degré ù plusieurs iuconnues: mais nous allons passer de préférence aux congruences du second degré: et à cet effet nous rappellerons quelques propriétés élémentaires des résidus quadratiques, que nons pourrions déduire de nos formules générales, mais dont nous omettons les démonstration à cause de leur simplicité.
1°. Si n est un nombre premier, en élevant successivement au carré tous les nombres 1, 2, 3 .... n — 1 ; et divisant chaque carré par n , on aura — ^— restes différens (que M. Gauss a nommés résidus quadratiques de n) répétés chacun deux fois: et il restera, dans la série des nombres inférieurs à n, un nombre ^-x— de non -résidus quadratiques.
2°. Si l'on fait n = 2p-\-îf et que l'on représente par ci j °i > aa « • • • Qu , • • » • Qp , les p résidus quadratiques de «, et par
"i) "21 "3 1 •••• "ul . ... Opi
les p non- résidus quadratiques, on aura les équations
Zcos = 2 Z cos ; Z sin = 2 Z sin — — ;
Z [cos f-cos2 — ) = Z cos -^— ; Z (sin — ■ hsm )=Zsin-^— .
„=l \ n ni j-, « „=1 \ n n / y=x n
3°. En multipliant successivement un résidu quadratique quelconque
cr, par tous les autres, on aura la série
aralt ara2, ara3i .... arapf
qui fournira de nouveau, en divisant tous ses termes par n, p restes dif-
férens, qui seront tous les résidus quadratiques de n disposés dans un
ordre quelconque; d'où l'on déduira
(*=? 2arx*7t -»=p* 2aTauii "=£" 2aun
1 Z cos =2 Z cos = 2 Z cos — — ;
__ I x=i n usa w u=i *
\ Z sin = 2 Z sm — --=— = 2 Z sin — — .
Vx=i « u=i n «SX B
4°. En multipliant le résidu quadratique ar, successivement par tous les non -résidus quadratiques
"jj "2} "3> •••• Ou, .... Opi
on aura de nouveau, après avoir divisé tous les produits par n, p restes différens, qui seront tous les non -résidus quadratiques de n, et on trouvera
5°. En multipliant le non -résidu quadratique bri successivement par tous les résidus quadratiques
&z9 ^21 **3J •••• Qui •••• Opf
et divisant tous les produits par n, on aura pour restes tous les non -résidus quadratiques; et par conséquent on obtiendra
1 Z cos s= Z cos ;
I Z sin = Z sm .
\ ara n u=» "
6°. Enfin en multipliant successivement un non -résidu quadratique quelconque bri par tous les non -résidus quadratiques
"l } "2 1 "il •••• Oui •••• "pi
on aura pour restes, après avoir divisé chaque produit par n, tous les résidus quadratiques, et partant on trouvera
"=^+l 2brbu7i "=P+l 2ann Z cos = Z cos ;
"*g* . 2brbun u=^+t . 1aun Z sm = Z sin .
Maintenant si l'on représente par N le nombre des solutions entières et moindres que iz, de la congruence
x1 -f- c = 0 (mod. ri) , dans laquelle n est un nombre premier, on sait par ce que nous avons démontré précédemment, que TV ne peut qu'être égale ù zéro ou ù 2, et en partant de la formule (24.), on trouvera
n N z= z"(l + cos 2 (ar2+ c) -^ + cos 4 (a?+c) £ . . . . + cos2 (n— 1 ) Or'+c) £) == Z Z cos2j(.r2-fc)- = n -f Z cos^-^ + Z Z cm2y(xi+c)—
x=o y=o n nps» n x=i y=i n
= i2-|-Zcos — ^Z Z(cos — cos — sin — sin — — 1.
r=i » ' x=x y=i V n n n ni
Si l'on substitue dans cette formule les valeurs de
>S 2yx*n 2ycn u=Ç+7 2auarIn: 2cau;i . 2bux*a n 2cbun\ Zcos— cos — — = Z (cos — - cos — — 4- cos cos 1,
y=, n n „=1\ « n ' n ni
"=" . 2yx*a . 2ycit u=^"1/ . 2aux*7i . 2caun . . 2bux1rt . 2cbun\
Zsin — sin — — = Z (sm sin 1- sm sm 1,
y=l n n «si > n n ' n ni
on obtiendra
&, * *=»«=*!» COS— £- COS— -2- + C08— COS-^j—
niV^+Zcos^ + Z Z * " __" „" >;
n x=i u=i 1 • 2aux*n . 2cau7i . 2bux* n » zcbun\
r=l I — sm — - sm sm sm \
ou bien, en séparant les intégrales,
l/z+Zcos-^ \- Z (cos — — Zcos— 1+ 2. (cos Zcos — - — j
I — Z (sin — Zsm — - ) — Z (sm Z sm — - — 1
et cette équation, à l'aide des équations (30.), (31.), (32.), se transformera
dans la suivante
(«+Tcos2-^ +2!T(cos2-fï T'cos2-^) +2"r (cos2^ ^cos2^) i I — 2 Z (sin Z sm ) — 2 Z (sm Z sin-— J
Maïs comme les quantités
*¥** 2aun "=p+ 2bun
Z cos — — . Z cos ,
u%+1 . 2aun u=p.+1 . 2bun Z sin , 2. sm ,
qui sont des intégrales définies, deviennent indépendantes de u et égales à des constantes, on pourra les transporter en dehors de la première intégration dans l'équation (33.), et on aura
!, r=n 2cyn , ''^ 2aun ^+1 2caun , 0"^+' 2bun »=p+» 2cbun /z-4-Zcos— \-2 Z cos . Z cos {-Z Z cos . Z cos — — — 2 Z sm- . Z sm - 2 Z sin . Z sm — ,
et cette équation devra exister en même tems que les suivantes
Z (cos ^cos — — ) = Z cos -J— = Z cos — — - = — 1,
"S**/. 2wî , . 2bu*\ J2? . 2r7r_ft
Z (sin t-sin l=Zsm — — =0.
A présent supposons <? = ± 1 ; « = 4 ra -J- 1 ; et chacune des con-
gruences
x- -f 1 = 0 (mod. n) ; a;4— 1 = 0 (mod. n)
aura deux solutions: par conséquent N sera égale à 2, et l'équation (34.)
se transformera dans la suivante
U — 1-|-2 ( Z cos-^-j+2^ Z cos— ^-J
d'où l'on tirera
-2 = ( £ cos— ) + V £ cos— ) '
^in^)2+rrsin^)2= 0; et puisque, par les équations (35.), l'on a
v i cos— ) = ( £ cos— + V :»
fï^b^^rTsin^)2;
"« + 1=4 (T cos2^y+ 4"I+XcoS^ + 2;
on trouvera
et partant
/ "^+l 2aun , .y
d'où l'on déduira les équations
Z cos — — = — ^-±T/Vïj Z cos — - = — -+ — /a;
S "=P+> On n *=P+« 9 7, t
sin = 0 ; Z sin = 0.
Lorsque n est un nombre premier de la forme 4m-f-3, si l'on fait c = ±1, la congruence x2 — 1 = 0 (mod. n) aura deux solutions, tandis que l'autre x1 + 1 he 0 (mod. n) ne sera pas résoluble ; alors on aura les deux équations
+ 2( Z sin — — ) + 2( Z sin— — )
In =
.+ >( Z cos— )+2( Z cos--)| - 2 ("T sin Sfctf- 2 (T siu^V f
qui, étant combinées avec les équations (35.), donnent
Z cos = — — ; Z cos = — — ;
Z sui = +— -//z; Z sin — — = + -r-fn.
Ces intégrales déGnies ont été données pour la première fois par M. Gauss dans ses Rechercbes Arithmétiques; et il les a trouvées en partant de sa théorie de la division du cercle en parties égales. Cet illustre géomètre a repris le même sujet dans un mémoire particulier, où il les a démontrées de nouveau. Mais les deux démonstrations de M. Gauss, qui sont les seules connues jusqu'ici, quoique très -ingénieuses, nous paraissent moins directes que celle que nous venons d'exposer, qui se déduit tout simplement de la formule fondamentale (24.), avec beaucoup d'autres résultats. Cependant comme les équations (36.) et (37.) sont la base de tout ce que l'on sait sur les congruences du second degré, nous allons reprendre la démonstration que nous avons donnée, pour la rendre plus simple et plus claire.
On sait que lorsque /i = 2/j-f-l est un nombre premier de la forme 4m-j-l, les congruences
a?2-f-l =0 (mod.n), a:2 — 1 == 0 (mod. «), seront résolubles toutes deux, et auront chacune deux solutions : alors par la formule (24.) on obtiendra l'équation
(cos — +/"(— l)sin— ) +(cosv + /-(— l)sin^) /
■ / 2tn . rf ... 2/st\*2±i / 2fn— i)n . i>C,_1ïJt\*,+i ^ '
+ (cos_+^(_l)sm__) .... + (cos^L_i^+vr(_I)sin^^ j
et par conséquent l'autre
(cos — + ^(— l)sin_) Z (cos ^^(—ijsjn )
+(cos ^ ± v^(-l) sin *$ T(cos^ + /-(_!) sin^) v n ni jc=o \ n ni
ffcos ±iT(— l)sin ) Z (cos h v^( — 1) sin )
V n n / x-o \ n ni
-H cos ±/\— l)sin — -) Z (cos ^v^(— l)sm .
» . n ni x=a \ n ni
Si l'on effectue les multiplications indiquées dans cette équation, en observaut que les imaginaires doivent se détruire entre eux, ou trouvera
0n*=? 0x27t 2nx=n 2x2n 2t:tx=n 2tx*n , 2(n-l)nx=n 2(n-l)x2n cos — 2. cos [-cos — Zcos ...-f-cos — Z cos ...-J-COS Z cos
'±[sin — 2. sin (- sm— Z sm ...+ sin — Z sin ...-fsin Z sin )
x n Jr=0 n n x-o n n x=0 n n x=0 n I
et partant
(' , 2nx=n 2x2n , 2t7ix=n 2tx2n , 2(n-l)nxE» 2'n-i)x27T. i >n = n-\.cos — Z cos ...-f-cos — Z cos ...-f-cos Z cos ;
J n n 1 • 2îr^" • 2r2;T 1 • 2/jrr=* . 2tx27i , . 2(n-i)sr:*=.n . 2(n-l)x2x
I U = U-f-sm — Z sm ...-{-sin — Z sm ...-(-sin Z sm— — ;
\ n -r— ,i n n * — rt n n > — n n
Il faut observer ici que t doit prendre successivement toutes les valeurs 1, '2, 3, .... n — 1 , dont la moitié sont des résidus quadratiques du nombre n et l'autre moitié des non -résidus quadratiques du même nombre: si l'on suppose donc t égal à un résidu quadratique quelconque cr, ou aura
cos-
2<nTE" 1tx*n 2arnx=n 2arx3n
E COS- = COS Z C
n x=o ■ n xr=o n
2arnx=" 2x'n 2aTn, .S=px 2au*\
— cos — L_ E cos = cos U + 2 E cos );
et l'on trouvera de même, lorsque t est un non-résidu quadratique égal à br,
2brax=n 2brx*n 2brn t . , ."H** 2tu>-rv cos E cos = cos (l + ~ *- cos 1.
On voit pourtant que la valeur de
2/71^'* 2txan cos E cos »
ne saurait être que l'une de celles-ci:
2arft,t , „"^+l 2aun\ 2brni. nu^1 2bun\
cos (1+2 E cos ); cos (1 + 2 E cos );
n V ' u=l ni n \ u-\ ni
selon que / est un résidu quadratique ou un non-résidu quadratique de«i et comme parmi les nombres 1, 2, 3, .... n — 1, représentés par t, il y en a p qui sont résidus quadratiques de n , et autant qui ne le sont pas, on pourra les réunir eu deux groupes dans les équations (38.), et on aura les équations
(1+2 E cos — — Hcos— ^ — \- cos — ^— . . . . + cos —£- j
+ (1 + 2 E cos — — ](cos — - — hcos — — .... + cos — '— 1 l ' \ * «=» n/V n ' n ni
2( E sin — — ) (sui — h sin — — .... + sin — '— I
f+2( E sm )(sm — 1- sin — — ....-f-sin — ^— 1 .
L > us? n l\ n ' n ni
Mais comme l'on a
COS s f- COS —.... + COS ' — = *- COS — ;
Tl ' 71 ' 7t u-j 71
cos — ! r- cos — =— . . . . + cos — ! — = 2. cos — — ;
sin — \- sin — — . . . . + sm — ! — = 2- sin — - —
. 2btn, . 2bzn , . 2bva _"=g- ... 2bun
sin — - f- sin — =r- . . . . + sm — ! — = E sin — - —
les deux équations (39.) deviendront
« = (1+2 Z cos ) Z cos- Ml + 2 Z cos ) Z cos ;
0 = 2( Z sm ) + 2( Z sm );
\ u=i ni \ u-, n /
et puisque l'on a aussi
"=£-+' 2au7i . '«=C+« 2fcM?r "=p+> . 2a„)i *=*+» . 2bun Z cos 1- Z cos = — 1; Z sm \- Z sin = 0;
on trouvera, en éliminant entre les quatre équations précédentes:
"=P+l 2aun 11. "^+* 2bun 1 _ 1 ^
Z cos— = — T±y/«,- 2- cos-— = — -. + — /*,•
u=£+l . 2«urr ■%*» . 2&„:r rt Z sm = Z sin = 0.
Si n était de la forme 4 /« + 3 , on aurait à la place des équations (38.), les deux autres
1(14-2 Z cos ) Z cos Ml-f-2 Z cos ) Z cos
I V u=i n I u-i n \ u=l n I It=i n
((1+ 2"I+,cos^ "T'cos^ + (1+ 2UI+lcos^ "Tcos^ I — 2( Z sin J — 2 Z sin ),
\ V «=i n I \ uzzi ni
qui étant combinées avec les équations (35.) donneraient
«=p+i 2au7l u=P+>- 2bu7t 1
Z cos ■ = Z cos = — — ;
"=%+l 2aun , 1 _ "=H"1 2bun _ 1
Z cos = ±— yn-, Z cos = + — //7.
Ces dernières équations coïncident avec celles que nous avions trouvées précédemment.
II résidte de l'analyse précédente, qu'étant proposée la congruence x1 + c = 0 (mod. n), (dans laquelle n est un nombre premier égal à 2/>-f-l), si l'on représente par TV le nombre de ses solutions, on aura
l/z+(l4-2 Z cos ) Z cos bU+2 ^ cos' ) *■ cos
«=*+« m 2aun u-p+i . 2caun ''^l+l . 2bun »=2+* . 2c&urc — 2 Z sm . Z sin 2 Z sin . Z sin .
Mais comme, lorsque n est de la forme 4m + 1, on a
"=£+' . 2auTt »=p4-« . 2bu7t
Z sin = Z sm = 0,
uzzi n u=i n
on trouvera, dans ce cas,
iV=l-| — ( 1+2 Z cos ) Z cos 1 — (1+2 Z cos ) Z cos—
n \ u=i n I et n n\ u=l n I „=l ;
et la valeur de N restera la même quand on changera + c en — c. Donc si la congruence
x2 + c = 0 (mod. n),
(dans laquelle n est un nombre premier de la forme 4m + 1) est résoluble, celle-ci
y2 — c = 0 (mod. n)
le sera de même; et si l'une d'elles n'est pas résoluble, l'autre ne le sera pas non plus.
Si /z = 2/>+l, est un nombre premier de la forme 4m +3, on aura
1+lT-ÎS = 1 +2"-T'coS^ = 0;
et le nombre iV des solutions de la congruence
ar + c = 0 (mod. n) sera donné par l'équation
nN—n — 2 Z sin Z sin 2 Z sin Z sm
qui se réduira, lorsque c est un résidu quadratique de n, à l'autre
nN — n — 2( Z sm \ — 2( Z sm ) = n = 0.
V*=, ni \u=l ni 22
Si l'on change +c en — c dans l'équation (40.), on trouvera que
le nombre N des solutions de la congrueuce
y~ — c = 0 (mod. />),
sera exprimé, lorsque c est un résidu quadratique de n, par l'équation
TV „io/"^' • 2a"a\2 , o/"^+1 • 26„«\a . n n _
niV = /2 + 2[ 2 sm )+2( Z sin ) = n + — + — = 2/z.
* u=i ni V k— | ni 2 2
On déduit de là, que lorsque n est un nombre premier de la forme
4m + 3, l'une des deux congruences
xr-\- c =0 (mod. «); y2 — c = 0 (mod. n)
sera toujours résoluble, mais qir'on ne pourra jamais les résoudre toutes
deux à la fois.
xrrr
xzro
En partant des équations (36.) et (37.), on trouve, qu'en indiquant toujours par ar un résidu quadratique quelconque du nombre premier rt = 2/?-j-l, et par br un non -résidu quadratique quelconque du même nombre, on aura, lorsque n est de la forme 4/72+1,
icos hv(— l)sm ) = *+•* *■ c°s r-2/^(— 1) Z sin
n ni u=.\ n u=l n
Zlcos j-»T(-l)8in ) = l + 2 Z cos f-2/-(_i) z sin — —
tandis que lorsque n est de la forme 4 m -f- 3 , on trouvera Z(cos f-yT(— l)sin ) = l-f-2 Z cos j-2y^( — 1) Z sin — —
r=o' n ni n— i n u— , n
f»# 26raîaîi 2ftra:a«v »=2+> 2M_l*.,, «*"p?*ï 26u« Z (cos f-y^(— l)sin ) = l-f-2 Z cos J-2^(— 1) Z sin — —
x-o^ n ni «=i n a=1 n
= 1 + 2 (- 1) + 2 /•(—!) (?!/■«) = + ^-")î de sorte que l'on obtiendra en général les équations
Z (cos— J-^(— l)sin ) = ±KU(— 1)- /;
Z (cos \-f(—l)$m ) = + V \n(— 1) - /.
*=o \ n ni
Maintenant soit proposé de trouver le nombre TV des solutions entières et moindres que n , de la congruence
ar -f- a y2 + b = 0 (mod. /z), dans laquelle n est un nombre premier, et a, b, sont des nombres entiers nou divisibles par n ; il est clair que par la formule (24.) on obtiendra l'équation
x=ny=r/ . %n 2n\xl+ay*+b I n 5T\x,+°*, + *\
«A= Z Z( l + (co8-+/-(-l)8in-) ...+(co82(n-l>-+/-(-l)8in2(n-l)-l } =
x=o )— \ * n rt / \ i ni j
+iT(—1)sin ) Z (cos +/Y-l)sin ) Z (cos + v^(-l)sm )
r, n /x=o' n n /y=0^ n ni
30s — +vr(-l)sin — ) Z (cos + /X— l)sm J Z(cos — — + /Y— l)sm— - — )
1,-7 h^T\xr=n / 3C*7l T^tO"7*/ at'a5T rtv'
,2(/i-l)-+/"(-l>in2(i2-l)-) Z (cos2(/*-l) — +vr(-l)sin2(/2-l)^-) Z(cos2(/2-l)-^— +/(-l)sin?'/?-1)-^
COS
et la valeur do iV dépendra des nombres a et ù.
Supposons d'abord que o et i soient tous les deux des résidus quadratiques de n, et nous aurons, en substituant dans l'équation précédente les valeurs déjà trouvées,
n N = f + ("" h ~ l ^<~1^ (± ^t(— lfT)) (± ^(«(-1)^))] ( + (- i + i Ani-lf*1)) (+ ^G(-1)V)) (+ V(n(-lj?))\
Lorsque a et ô sont tous les deux non- résidus quadratiques de /?, on obtiendra
niV= /22-f n(—l)~.
Lorsque a est un résidu quadratique de n, et b un non-résidu quadratique du même nombre, on aura
nN sss /22_rc(_l)~.
Et enfin lorsque a est un non -résidu quadratique de n, et A un résidu quadratique du même nombre, on trouvera
nN — /22-f «(_1)~
Il résulte de là, que la congruence
a?2 -f- a y1 -f b = 0 (mod. /*), dans laquelle n est an nombre premier, aura toujours un nombre n +1 de solutions.
Lagrange a démontré pour la première fois que la congruence xz -f- o yz -{- b = 0 (mod. n), était toujours résoluble, lorsque le nombre premier n ne divisait ni a ni b. Cet illustre géomètre est parti de ce tbéorème pour démontrer qu'un nombre entier quelconque est toujours la somme de quatre carrés en nombres entiers: mais sa méthode ne saurait servir à déterminer le nombre des solutions de la congruence proposée, comme nous l'avons fait en partant de notre formule fondamentale (24.). Il est clair que l'on pourrait appliquer les mêmes principes aux congruences du second degré, qui renferment un plus grand nombre d'inconnues. Mais nous allons nous occuper de préférence de la résolution des équations à deux termes.
Ou a vu que lorsque /i = '2p-\- 1 est un nombre premier de la forme 4/w -j- 1, on trouve
Z (cos — — + /(— 1) sm — -) = — \ ± \ fn ;
2+*/ 2*a7I . -, ... 2<a7TVi« I — I a
Z (cos — + /"(— 1 ) sin — — ) as —| + \ >fn ;
en indiquant toujours par au un résidu quadratique quelconque de rt, par bu un non -résidu quadratique de /z, et par £ un nombre entier non divisible par n. Si l'on fait maintenant
cos hy( — l)sin = r .
r exprimant la racine
de l'équation
In . -, 4N.2ji x = cos H / ( — 1) sin —
ou aura, par ce qui précède:
et cette équation , qui sera satisfaite par la valeur x = r , le sera aussi par toutes les autres valeurs
x = r2*; # = r3*; . . . . a? = r(n-l)' ; dont le nombre se réduira à la moitié, puisque rs = r(n-s) . Mais comme ces raciucs résolvent l'équation .X = 0, elles seront communes aux deux équations X = 0, Xx = 0. Les autres racines qui résolvent l'équation X = 0, sans résoudre l'équation X1 = 0, seront de la forme
et ne pourront pas résoudre l'équation A", = 0; car si l'une d'elles, r°l par exemple, pouvait résoudre cette équation, comme on a toujours
fi.
en substituant cette racine supposée ar = r', dans l'équation X, = 0, elle deviendrait de la forme
mais cette équation est absurde, puisque l'on a
/'+ rU .... + r6'-f § + £^ = 0, Donc les deux équations X = 0, .X, = 0, auront les /; racines communes
et en cbercbant le plus grand commun diviseur A entre X et X, , on aura
l'équation A = 0, qui sera du degré ~-, et qui contiendra toutes les racines de la forme x = r"< .
Si n = 2p -f- 1 était de la forme 4/w -f 3, au fieu de 1 équation (41.) on aurait trouvé lautre
X2 = x"1 + *» . . . . x"» + \ + I PT-r-*) = 0; et en cherchant le plus grand diviseur commun entre
X = ^-5| = 0, et X: = 0;
on obtiendrait l'équation qui a p racines de la forme
et 1 équation X = 0 serait encore décomposée en deux autres du de-
gré -g-.
Il faut remarquer ici que lorsque n est un nombre premier de la forme 4 m -f- 1 , les coefficiens des diverses puissances de ^ dans l'équation A = 0j sont des fonctions de — \±\yfn en général, tandis que
les coefficiens des puissances correspondantes dans l'équation — = A r-rQ
sont des fonctions semblables de — l + i/"72- E" eilét, si Ion lait
A S J»P + ^fl6^« -f- ^p = ();
Al== ^ + B.apP- + Bp= 0;
les coefficiens ^,, ^/,, ,...Jp, pourront s'exprimer exclusivement par la somme des puissances des racines de l'équation A = 0, somme que nous indiquerons en général par Pr; et les coefficiens #,, />,,.... J3 s'exprimeront de la môme manière par la somme des puissances des racines de l'équation A1 = 0, somme que nous indiquerons en général par Pr; et comme, lorsque r n'est pas un multiple de fl, on a toujours
*-«»•— i±*/*J iJr+Pr=-l; Pr=~l + ^n, il n'y aura d'autre différence entre Pr et Pr, que dans le si»ne de fyOz,par conséquent si l'on désigne par Y la somme de tous les termes de l'équation A = 0, qui ne contiennent pas yfn, et par Z fn la somme de tous ceux qui contiennent }fn, on aura
A = Y+Zfn; A, = Y—Zfrii et partant
X = ^=4 = AA, = T~ — nZ\ œ — 1
Si n était de la forme 4m + 3, on trouverait
X == T- + nZ7 et en général on obtiendra
X = T-—nZ-(— 1) '•",
« étant un nombre premier quelconque, et T, Zy étant des fonctions entières et rationnelles de x. Ou trouvera aisément, par la comparaison des coefficiens dans l'équation
AA
que les coefficiens numériques des diverses puissances de x dans les équations A = 0, A, = 0, ne peuvent admettre d'autre diviseur que le nombre 2; et l'on déduira de là que l'équation
l^"".1) == Y2 + nZ2 a? — 1
(dans laquelle Y et Z sont deux pob/nomes en x entiers et rationnels, à coefficiens entiers) aura toujours lieu.
Pour donner une application de ce théorème à la théorie des congruences, nous observerons que puisque la congruence
xa — 1 = 0 (mod. n),
a toujours a solutions, lorsque n est un nombre premier de la forme a r -}- 1 ; et puisque, si a est un nombre premier impair on a aussi
il s'ensuit que + « est résidu quadratique de ar-\-\t où il faut prendre le signe +, si a est de la forme 4/vz -\- 1, et le signe — , si a est de la forme 4w + 3. On déduit aussi de ce qui précède que lorsque a est un nombre premier, on peut toujours résoudre l'équation
en nombres entiers, quel que soit l'exposant n, pourvu qu'il reste toujours entier et positif, dans laquelle il faut prendre le signe -{-, si a est de la forme 4/72-J-3, et le signe — , lorsque a est de la forme 4/VJ-f-i. Ou trouve de même que l'équation
5" = x2 ± «y2-f- 1 est toujours résoluble en nombres entiers, lorsque a est un nombre pre-
BÛer quelconque: et il serait facile de trouver un grand nombre de propositions de la même nature.
Dans l'équation
A= 17cos^-f-^(-l)sin— ) = ±\/(n(-if?),
trouvée précédemment, on n'a pas déterminé le signe du radical; cependant en observant que l'on a
A— (2|T(— l^sin— sin— sin— sin2(/2 — 2)-.
et en cherchant combien de sinus positifs et de sinus négatifs il y aura dans le second membre de cette équation, on trouvera que, quelle que soit la forme du nombre premier n, il faut toujours prendre le radical avec le signe -f- dans la valeur de J. Maintenant en faisant n =2p -\~ l et en exprimant toujours par au un résidu quadratique quelconque du nombre premier n, et par bu un non -résidu quadratique du même nombre on aura les deux équations
X (cos hv^C— l)sin ) = — — + -\T(±n)\
\~=p*', 2bun . 2busi\ 1 1
( £, (cos — + /-(-l)Un— ) = — j- y/(±«);
dans les seconds membres desquelles il faut prendre le signe -j-, lorsque n = 4/n + 1, et le signe — , lorsque /z = 4 m -f- 3.
Dans f équation
i^— -li — r + nZ2
il y a plusieurs manières de trouver les coefficiens de x dans les polynômes Y et Z s et ce manières sont tout à fait indépendantes, comme l'on sait, de la considération des résidus quadratiques. Maintenant, parmi les deux équations
Y + Zf(±n) = 0; Y— Z /"(± n) = 0,
que nous avons déjà trouvées, il y en a toujours une qui a toutes ses racines de la forme
x = cos Y v (— 1) sin 3
en prenant pour ar successivement tous les résidus quadratiques de nj tandis que l'autre de ces deux équations aura ses racines de la forme
ïhrn , _, 26r«
x = cos f- / ( — 1) sm — — ,
en prenant successivement pour 6,. tous les non -résidus quadratiques de n. Il résulte de là une méthode directe pour savoir si un nombre quelconque est résidu quadratique, ou non -résidu quadratique d'un nombre premier donné.
En effet si l'on ordonne l'équation
par les puissances descendantes de x, on pourra, par les formules connues, trouver la somme des puissances de ses racines; alors en appellaut Pa la somme des puissances ames des racines de cette équation, on aura en général Pa = P,, si a est un résidu quadratique de n, et Pa= 1 — F, dans le cas contraire.
On doit remarquer ici que comme les coefficiens de a-, dans les polynômes Y et Z, se déterminent d'après la forme de n, et non d'après sa valeur numérique, on pourra transporter à tous les nombres premiers d'une forme donnée, les théorèmes qu'on aura trouvés par induction pour des petits nombres. Cette proposition, qui est de la plus haute importance, mériterait de longs développemens que nous réservons pour un travail particulier. Ou en peut déduire des conséquences fort singulières sur la manière de vérifier les résultats de l'observation dans l'analyse pure, en suivant la route tracée par Euler dans cette branche de l'algèbre, route qui a été quittée trop tôt par les géomètres. On pourrait tirer aussi de là la démonstration de la loi de réciprocité énoncée d'abord par 31. Legendre; mais comme 31. G au s a déjà donné cette démonstration, en partant des équations (42.), nous ne nous arrêterons pas plus long temps sur ce sujet, puisque ce qui précède renferme toute la théorie des congruences du second de«ré, déduite de la seule équation fondamentale (24.). Mais en partant de cette môme équation nous allons reprendre la résolution générale des équations à deux termes : en commençant par énoncer quelques propositions sur les résidus de tous les degrés, dont nous omettons les démonstrations qui sont très, faciles à retrouver.
1°. Supposons que n = ap-\-i, soit un nombre premier quelconque, et que l'on élève successivement ù la puissance a tous les nombres
1, 2, 3, .... ap;
si l'on divise toutes ces puissances par /?, on obtiendra /; résidus du degré a, difl'érens entre eux et plus petits que n, qui seront cbacun répétés a fois. Eu appelant
*i } "« j 83 y . * . . ar , • • . . ap ; les résidus trouvés de cette manière, et en multipliant l'un quelconque a, de ces résidus par la suite des puissances
1\ T, 3% .... {paYi
on obtiendra de nouveau, après avoir divisé par ny la série des nombres
8i» 32, aj, .... ar, . ... ap;
disposés dans un ordre quelconque et répétés chacun a fois; et par conséquent l'on aura
*S" 2a,xan *=" 2x",7 «=/>+» 2o„îi T. cos = Z cos = 1 -j- a z cos ;
x^1 . 2arxan *=? . 2a?arr "=M-» ' 2aun
Z. sin = 2. sin = a Z sin — — .
2°. Si à présent l'on ôte les p nombres-
«*ij 3j> ^3> • • • . ar, .... apy de la série des nombres
et que l'on prenne un nombre quelconque br parmi les (a — l)p nombres qui restent, on aura, en multipliant br successivement par toutes les puissances
1% 2% 3°, .... '{paTf et divisant chaque produit par /?, un nombre p de restes divers entre eux et plus petits que «, répétés chacun a fois et qui seront tous diffcrens des nombres
Si l'on appelle
"l) Oj, D3y .... Dr, .... U^,
ces nouveaux restes, en multipliant l'un quelconque d'entre eux br, sue-
cessivemeut par toutes les puissances
ou aura de nouveau les nombres
bl5 b2 , b3 , .... br, •••• bpj disposés dans un ordre quelconque et répétés chacun a fois: de manière que Ton obtiendra
Z cos = 1 + a. Z cos ;
x=n . 2brxa7i a^+1 . 2*B« 2- sin = o z. sin .
3°. On pourrait de même obtenir les' séries Ci» c? , c3 , . . . . cr , .... cp ; di » d2, d3 , •■•• ur, •••• Opi
r, ; r2 , r3 , . . . . r, , . , . . rp ; toutes composées de p termes différeus, et qui jouissent de propriétés
analogues aux séries
Si 5 aa> a3> .... Qr> •••• ap ; bi 5 b2 , b3 9 .... l)r | • • • • Dp }
et le nombre de toutes ces séries serait égal à «,- de manière qu'en réunissant les nombres qui les composent, on aurait de nouveau tous les nombres
1, 2, 3, .... ap,
4°. Il serait aisé de démontrer que parmi les a séries que nous
avons trouvées, il en existe un nombre b (qui est égal au nombre des
nombres entiers plus petits que c, et qui n'ont pas de commun diviseur
avec a) de la forme
®i > ^2 » ®3 j « « • • er , .... Gp ;
*1 > *2 J *3 5 •••• *r } .... *pî
. . etc.;
qui jouissent de cette propriété, qu'en multipliant un terme quelconque e, d'une de ces séries, par tous les autres termes de la même suite, on aura lune des a séries que nous avons trouvées précédemment; puis en multipliant par e?, la même série, on aura une autre de ces séries, et ainsi de suite jusqu'à e" i mais cette proposition est tout à fait étrangère aux recherches suivantes.
Maintenant, si l'on fait, pour abréger,
l + o E (cos Hv(— l)sin = 1 + cA;
„_, \ n ni
"=£+'/ 2bun . _. .. . 2fcu<-r
-f- c E (cos f- v^( — 1)sid ) = 1 +ûB;
1 + e E (cos-^- + >T(— l)sin^i^ = 1 +«R;
u=l V rt 71 /
et que l'on considère la congruence
x" -f- 1 =0 (mod. «), on sait que le nombre N, de ses solutions entières, positives et moindres que n, est exprimé par l'équation
«N,= T z" (cos 2y(xa + 1) — + vT(— 1) sin2 r (xa + 1) — )
qui se réduira à l'autre
«N, = rc + A(l-f-ffA) + B(l + «B) +R(1 + «R);
en distribuant les nombres 1, 2, 3, .... «/>, en groupes, comme nous l'avons indiqué précédemment.
Si Ton cherche à présent le nombre N2 des solutions entières, positives et moindres que n, de la congruence à deux inconnues
xa + ua -f- 1 = 0 (mod. n), ou aura l'équation
«N8 = T T'e (cos2y(xa + ua+l) — -f-»r(— l)sin2r(^+«° + l)— ),
qui se réduira à l'autre
«N = "2 + A(l + «A)2 + B(t -\-aBf + R(1 + «R)\
De même eu cherchant le nombre N3 des solutions entières, positives et moindres que //, de la congruence à trois inconnues
X" 4. U" _J_ v* -}- l ==0 (mod. n), on aura une équation de la forme
/iN3 = «3 + A(l + «A)î + B(l +aBf +R(1 + «R)3;
et ainsi de suite jusqu'à la congruence (qui renferme a — 1 inconnues)
xa + ua + va + ztt +1 =0 (mod. n),
dont le nombre Na_, des solutions comprises enlre zéro et n, fournira l'équation
n N0_, = «M + A(l -f « A)""1 + B(l + ûB)"- .... + R(l + a&y \ De cette manière on obtiendra un nombre a — i d'équations, qui étant combinées avec l'équation connue
serviront » déterminer, par l'élimination, les valeurs des a inconnues
A,, c>, • . « • li,
en fonction des nombres
Au lieu d'effectuer cette élimination, il sera plus commode de chercher une équation
dont les a racines soient les quantités
-V , £>, •••• li i
et les coefficiens de cette équation se détermineront avec la plus grande facilité; puisqu'on déduit des équations que nous avons trouvées A -}-B + R = —1;
A" + B8 . . . . + R3 = ^LZLlL±l..
et ainsi de suke pour les autres sommes des diverses puissances des racines de l'équation {43.). Maintenant les quantités
A, ÎS, .... XI,
sont les diverses racines de l'équation (43.); et si l'on suppose que l'on a résolu complètement cette équation, on aura une racine z = A; et partant en fesant
r = eos h /(— l)sin — ,
on obtiendra
r' + r"* .... + r*P = A, et l'équation
X, = x°* + x* + xrp— A = 05
aura p racines communes avec l'autre
Donc en cherchant le plus grand commun diviseur entre X et A',, on trouvera une équation du degré /; qui aura pour raciues les quantités
et qui sera de la forme
X2 = Xt + sxP-1 -f tx>'~2 .... + / = 0. Pour trouver les autres facteurs de X = 0, l'on prendra la racine z = B,
de l'équation (43.) et on fera
/•"'+/'.... + A = B; puis l'on cherchera «ne transformée de l'équation .X=:0, telle que ses racines soient la somme de p — 1 racines de X = 0, prises négativement et augmentées de la quantité B; alors en appellant X, = 0, cette transformée, il est clair qu'elle aura p racines communes avec l'équation X=0et en cherchant le plus grand commun diviseur entre X3 = 0, et X = () on aura une équation du degré p, qui aura pour racines x = r*1 ; x = rh' ; ...,x= A • On voit comment l'on pourra trouver, par une procédé analogue à celui dont nous venons de faire usage, les autres facteurs de l'équation X = 0. On ohtiendra de cette manière a équations du degré » qui étant multipliées entre elles, donneront de nouveau l'équation X == 0. On peut encore observer qu'ayant trouvé l'équation X2 = 0, les autres facteurs du degré p, de l'équation X = Q, se formeront en changeant A, en B dans tous les coefficiens de X2 = 0; et ainsi de suite. Partant, étant donnée l'équation
x = SEr = °.
dans laquelle n = ap-\- 1, est un nombre premier quelconque, ou pourra toujours la décomposer en a équations du degré p, au moyen «l'une équation du de»ré a.
Lorsque a et p, sont deux nombres premiers, l'analyse précédente suffît pour trouver tous les facteurs de l'équation xn — i =={)■ niais si a est un nombre premier, et p est un nombre composé, en supposant pssàcd t (les nombres b, c, cl, t, étant tous les facteurs premiers de p, égaux ou inégaux entre eux) on trouvera d'abord les équation*
r% qs n + A(l + sA) + B(l + «B> . ... + R(i + aR) .
«-N. = *' + A(l + «A/ + B;i +<iB/ + R l+air-;
/-'Nn_1=«"-+ A (1 + cA)-'+ B;l +aB)°-. . . . + R 1 +aR)<~d'où l'on déduira, comme auparavant, l'autre équation
Z= ^+^y,i« ..„,.+ ?m =ç 0; qui fournira les valeurs de
puis l'on cherchera les valeurs de
en exprimant en général par JVq le nombre des solutions entières, positives et moindres que n, de la congruence à g inconnues de la forme
et l'on aura les équations
nl\\ = n + z"T(cos2y(^ + l) — 4- y^(— 1) shi2yOo5-f 1)-);
n N9 = /r + " E T T (cos 2y (xab+ zab+ 1 ) — + /■(— 1 ) sin 2y (a^-J-^-f 1 ) -) .
/i^^ssn^-'+'Ê' "e""E 'E...(cos2y(j7"5+ca6+7;o5...+l)— + ^(— l)siu2y(:rn6,+:="Hi/^. + l;-r7) Eisu décomposant eu plusieurs séries les nombres
-J j ^j Dj • • • ■ il ~~ ~ J-j
et en classant les résidus et les non -résidus de l'ordre ab,. par rapport au nombre n, comme nous l'avons déjà fait relativement aux résidus et aux non-résidus de l'ordre a, on pourra donner aux équations précédentes, la forme suivante
'1 -j- Al -f- At . . . . -f- Ah
Rt -J- Rz . . . . -f- R.J , n 4-^,(1 î-abJ,) + A2(l+abA2)....+ Ah(l + abAb)
+/?,( 1 ^abB^-^Bli +abB2yh-\... -|-2?6(1 +aABi)"6- f
+/?1(i+«è/oa6-,+^2(H-«6/?2rê-....+/?i(i+
«àfl6)a*-y
Il est clair qu'à laide de ces équations l'on pourrait former 1 équation
Z, = z°b + s, **-> + sa z°b~* + sal = 0,
<le la même manière que nous avons dejïi formé 1 équation Z = 0. Cette équation Z1 = (), aura pour racines toutes les quantités
et il faut observer que l'on aura
-4 + Ai + ^3 + ^4 = A ;
Bx + 2Î, + Z?3 . . . . + Bb = fi;
les quantités A, B, .... R, étant les racines de I équation Z = 0.
Maintenant si l'on cherche une transformée de l'équation Z, = 0 telle qu'elle ait pour racines la somme de i — 1 racines de l'équation Z, = 0, prises négativement et augmentées de la quantité A; et si Ion appelle Z2 = 0, cette transformée, il est clair qu'en cherchant le plus «rand commun diviseur entre Z, = 0, et Z, = 0, on aura une équation de la forme
Z3 = zb + fcz*"' + t2 z!~\ . . . +/, = 0; qui aura pour racines les quantités
Si l'on fait à présent u = q^ , et que l'on exprime par
f'o fl:j ff3, .... att,
les u restes difrérens que l'on obtient en divisant par n successivement
toutes les puissances
1"\ T\ 3ab, (n — 1)"*;
il est clair qu'en fesant toujours
r = cos— + y^(— l)sin— ;
on obtiendra
r ' + r 3 . . . . r " = Ax.
D'où il résulte que l'équation
aura u racines communes avec l'équation X=^— ^- = 0. Mais comme
on peut former d'autres équations semblables en prenant une autre série au lieu de la série alf «2, . . ,.aui en écrivant l'une des quantités A2, Aiy . ... Abi au lieu de Ax et en cberchant une transformée de l'équation X=0, comme nous l'avons fait précédemment, on aura enfin b équations semblables, qui serviront à décomposer en facteurs l'équation -X = 0. Nous n'avons considéré que les deux facteurs a , b , du nombre n — 1 ; mais on voit que pour les autres facteurs, il n'y aurait qu'à répéter les mêmes opérations; de manière qu'étant donnée l'équation
xn—l = 0,
dans laquelle n = am b r c* . . . . , on la résoudra complètement ù l'aide de m équations du degré a, de r équations du degré b, et ainsi de suite.
L'analyse précédente suffît pour montrer l'esprit de notre métbode; on voit quelle est très -générale, et que pour être appliquée aux cas particuliers, elle n'exige pas la connaissance des racines primitives. D'aillieurs il est clair que pour résoudre l'équation / — 1=0, il n'est pas nécessaire de décomposer la série des nombres 1, 2, 3, .... n — 1, en plusieurs séries comme nous l'avons fait, afin que l'on pût bien saisir le principe de notre tbéorie. En effet pour décomposer l'équation xn — 1 = 0, dans ses facteurs, il suffit de déterminer en nombres les valeurs de
..... etc.; ce que Ion pourra toujours faire à posteriori pour toute valeur numérique de n.
Lorsqu'il s'agit de résoudre les congruences des degrés supérieurs au second, on rencontre beaucoup de difficulté; et l'on ne connaît aucun théorème sur les résidus cubiques, ou bicarrés. Nous allons montrer maintenant les premiers élémens de cette théorie, que nous traiterons avec plus de détail dans une autre occasion. On sait que la congruence
x3 + 1 = 0 (mod. n)r dans laquelle n est un nombre premier de la forme 6p-{-l, a toujours trois solutions entières, positives et moindres que n, et partant on a par la formule (24.)
_(i + (cos2 (x> + 1) £ + A- 1) si" 2 (.r3 + 1) -J-) 3»=T)
( +(cos2(«-l)(^ + l)f-+ A-lsîn2(/:-l)(^+l)^)) Maintenant si 1 on décompose la série des nombres
dans les trois séries
0jj ■ » t a U 2p y
Ci} .... f 2/) ,
dont la première est la série des résidus cubiques de n, tandis que la seconde se forme en prenant un nombre quelconque de la série
qui ne soit pas compris daus la série des résidus cubiques de n, et après avoir multiplié ce nombre successivement par tous les résidus cubiquej de n, en divisant chaque produit par aj car les restes de ces divisions fourniront la série
et la troisième série sera composée des 2p nombres qui sont compris dans
la série des nombres
siins être compris ni dans la première, ni dans la seconde périe. A présent l'équation que nous avons trouvée précédemment, pourra se mettre sous la forme
( ( T(~ ^ +«-» »»^))(1+3T(- ^ +^-')sta ¥))
'+( £ (cos— + /"(-l)sm — -))(i+3 Z (cos-^+A-l^--^-)) et eu posant, pour abréger, les trois équations
S (cos j-/X— l)sm ) = 4T
2 (co8 '+vA — l;sin = B,
2 (cos r v ( — l)sm ) = ^,
on obtiendra
2/2 = ^(l + 3^) + B(l + 3B)+C(l + 3C)." Mais si l'on exprime par N2 le nombre des solutions entières, positives et moindres que n, de la congruence
a? -f- y3 4- 1 == 0 (mod. n), on trouvera
nNî= /22 + ^(l+3^)2+7?(l + 3B)2+C(l+3C')2; et si l'on combine ces deux dernières équations, avec l'équation connue
1 + A + B -\- C = 0, on aura l'équation
qui aura pour racines les trois quantités J, B, C.
On sait que lorsque n est un nombre premier de la forme 6/3 + 1,
r équation
pourra toujours être résolue en nombres entiers, mais n'admettra qu'une seule solution; de manière que le nombre n étant donné, a et b seront déterminés , et l'équation Z = 0 , pourra recevoir l'autre forme
Z — z>+-*-(l^)z+±7((n-iy-n(n + l±a)) = 0;
et partant en égalant les coefiîciens de ces deux équations Z = 0, on aura
l'équation
qui exprime un rapport fort singulier entre Na et a.
Puisque
7Va = n±a — 2,
et que la valeur de a est comprise entre zéro et /"(4/2 — 27), le nombre A',, ne pourra jamais avoir une valeur moindre que
"— Vr(4«— 27) — 2; et par conséquent le nombre 7V4 pourra augmenter indéfiniment avec la valeur «le n. Il résulte de là que passé une certaine limite, la congruence
a-î+^-f 1 =0 (mod. n), sera toujours résoluble sans faire ni x ni y , divisible par /2.
Une autre conséquence assez importante que l'on déduit de l'analyse précédente, c'est que lorsqu'on aura déterminé le nombre 7Va des solutions entières, positives et moindres que n, de la congruence
x3 + v' + l = 0 (mod. n), on trouvera le nombre 7V3 des solutions entières positives et moindres que n, de la congruence
xz +y + u3 + 1 =0 (mod. n), par les formules
nN3 = «3 + ^(l + 3^)3 + 7?(l+3Z?)3 + C,(l+3C')3; A + /? + C = S, ; ^ + B* + C2 = 5,;
^3 + fî3 _J_ ^ _ Si . ^4 + £4 _|_ C4 „ ^ .
les quantités Sl9 S2, Ss, avant été déjà déterminées lorsqu'on a formé l'équation .Z = 0. En général étant donné le nombre N2 , on pourra déterminer le nombre des solutions d'une congruence du troisième degré, contenant un nombre quelconque d'inconnues et ayant des coei'ficiens quelconques, pourvu qu'elle conserve le même module n.
Eu fesaut n = 7 , on trouve a = 1 , Nt. =7 — 2 -f- 1 = 6 ; et la
congruence
a?-\-f + 1 = 0 (mod. 7),
aura toujours six solutions; ce qu'il est aisé de vérifier.
Maintenant soit n un nombre premier de la forme 6/j-f-l, et tel
que l'on ait l'équation
dans laquelle a est un nombre entier connu, et x un nombre entier indéterminé, mais tel qu'il satisfasse à la condition que n soit un nombre premier de la forme bp-\-\\ il est clair que le nombre des solutions de la congruence
-3 + y3+l = 0 (mod.«), sera toujours n + a — 2, indépendemment de la valeur de x. Ainsi lorsqu'il s'agit des congruences du troisième degré, il ne suffit plus, pour trouver le nombre de leurs solutions, de connaître la forme linéaire d^s nombres premiers qui servent de module, mais il faut connaître aussi l'un des nombres de la forme quadratique à laquelle ces modules peuvent se réduire; et l'on doit observer qu'à l'aide de la relation IV2 = n + a — 2, on pourra toujours assiguer la valeur de a de manière que IV2 ait une valeur d'une forme donnée; quoiqu'il y ait certaines valeurs que N2 ne pourra jamais prendre: ainsi on ne pourra jamais avoir les équations
iVt = ru Na = n — 3; etc.
Si l'on exprime toujours par A, B, C, les trois racines de l'équation JZ = 0, que nous avons trouvée précédemment, on pourra déterminer trois fonctions entières de x, que l'on exprimera par p, 9, r, telles que l'on ait toujours
17X = 27(^Er) = Q>+47 + Br)(j> + B9 + Cr)(p + C9 + Ar)=0.
Maintenant si l'on effectue les multiplications, et que l'on opère les réductions nécessaires., on trouvera
27n = < + gir^+2^-1) ±nb + (*-»*+**«))
en supposant toujours 4« = fiî + 27i2. Et cette équation offrira le premier exemple d'une forme cubique à trois inconnues à laquelle on pourra réduire un nombre premier quelconque n, de la forme (>p-\-l. Ou voit que l'on pourrait faire
dans la formule précédente, et elle prendrait alors une autre forme.
L'analyse que nous venons d'exposer fournit le théorème suivant. Lorsque n t -\- 1 est un nombre premier quelconque, et que n est un nombre premier de la forme 0^ + 1, la con«ruence du troisième degré à (ïe:!X inconnues
sera toujours résoluble.
On pourrait déduire do co théorème, de la r*luioii ,V, a= « + a — 2, et de quelques autres propositions que nous omettons ici, un grand nombre «le propriétés nouvelles des résidus cubiques des nombres premiers qui ont la forme (jp -\- 1 ; mais nous ne pouvons pas les exposer, dans ce mémoire.
Cependant nous ferons observer que puisque l'on a toujours <f<i$ri, l'équation, que nous avons déjà trouvée,
tombera dans le cas irréductible, et que par conséquent ses trois racines, que nous avons nommées A, B, C, seront toujours réelles ; d'où il résulte que lorsque c est un nombre entier quelconque, est que n est un nombre premier de la forme G p -\- 1 , on aura toujours l'équation
J. sjn = v,
On trouvera de même en général
*=" . 2cxma 2- SJU = O,
toutes les fois que m sera un nombre impair, et que n sera un nombre premier; c étant d'ailleurs un nombre entier quelconque.
Supposons maintenant que n soit un nombre premier de la forme S m -J- 1 ; on sait que l'on pourra toujours résoudre 1 équation
n = c2 + 16i2, et qu'elle n'aura qu'une seule solution. Si l'on cherche le nombre des solutions entières, positives et moindres que n, des congruences «•+1=0 (mod.n), .t4+j44-1hee0 (mod./z), x'+y'+u'+l =0 (mod. n), on sait que la première de ces trois congruences aura cpiatre solutions, que la seconde en aura un nombre 2Vt , et que la troisième en aura un nombre Nz ; I\\ et J\7. , étant deux nombres entiers inconnus. A présent si l'on décompose la série des nombres
en quatre séries, de la même manière que nous avons décomposé la suite
en trois séries, quand il s'agissait des congruences du troisième degré, on aura, après les réductions convenables, les équations
4« =/z 4-^(14-4^) +B(1+4B) +C(1+4C) + Z)(1-J-4D), niV2 = /z2 + ^(i +4^)2 + B(l +4JB)'2+ C(l +4 C74-D(i -f-4Z>)2, niV3 = /23-|-^(l4-4^)54-JB(l + 4JG)3H-C'(l+4C)3 + Z>(l+4JD)3, qui serviront à former l'autre équation
qui aura pour racines les quatre quautités
J, B, C, D, et dans laquelle le coefficient <P(N2) exprime une fonction de N2, et le coefficient F(Nt , N3) représente une fonction de 2V2 et iV3 ; fonctions qu'il sera très facile de déterminer en effectuant le calcul. Mais comme l'on
a aussi par l'équation
n = a? -\- 16 Z.2, l'autre équation
Z = ^+c3-3^+(4^-^lZ^^)~+^-/2(|l_i^1-±2) = 0;
on trouvera d'abord, en égalant ces deux équations Z = 0? une équation entre Nt et a, et puis une autre équation entre A*3 et «, ce qui donnera une équation entre Na et 2V3 ; d'où il résulte que lorsqu'on connaît le nombre des solutions de la congruence à deux inconnues
^*+74+l = 0 (mod./O, on aura tout de suite le nombre des solutions de la congruence à trois inconnues
*■* + y* + "4 + i = 0 (mod. n), et par suite le nombre des solutions d'une congruence du quatrième degréy contenant un nombre quelconque d'inconnues , pourvu que le module n soit toujours un nombre premier de la forme S m -f- 1. On aurait pu établir a priori le rapport qui existe entre Nz et N3, en observant que dans les quatre équations qui nous ont servi à déterminer les coefficiens de l'équation
Z = z* + z'Smz* + Ç(N2)z + F(IV2, N3) = 0, on peut négliger la dernière équation qui contient N3f puisque la première équation
l + ^ + Z? + C+Z) = 0, peut se décomposer dans les deux autres
A + B = _ \±\f*i C + D = —£+£/■". Une simplification semblable pourra s'effectuer chaque fois que le degré de la congruence que l'on considère ne sera pas un nombre premier; et l'on voit que dans le cas actuel l'équation Z = 0, pourra se dé-
composer en (Toux équations «lu speond degré, dont les coefficiens ne contiendront d'autre radical que ^n.
En effectuant les calculs que nous n'avons fait qu'indiquer, on trouverait (par la comparaison des deux équations <lu quatrième degré Z = 0 que nous avons trouvées précédemment) la relation
eu indiquant toujours par N2 le nombre des solutions entières, positives et moindres que n, de la congruence
x*+yl + ! = ° (m°d- »);
et par o le nombre entier nui est donné par l'équation // = a2 -{- 1 G b*. Il résulte de ce qui précède qu'au delà d'une certaine limite, 7V2 ira toujours eu croissant. Et en général on pourrait démontrer qu'étant donnée la congruence à deux inconnues
à? + y" + 1 = 0 (mod. p), dans laquelle p est un nombre premier quelconque, on pourra toujours assigner une limite de p telle, que passé cette limite le nombre des solutions de cette congruence ira toujours en augmentant. Ce tbéorème n'est pas sans importance pour parvenir à. la démonstration de l'impossibilité de résoudre l'équation
«" -\- vn = s",
en nombres entiers. Car il prouve que l'on tenterait envain de démontrer cette impossibilité, en voulant établir que si cette équation était résoluble, l'une des inconnues serait divisible par un nombre infini de nombres premiers. Nous basons cette observation, pareeque nous avons motif de croire que plusieurs analystes on tenté ce genre de démonstration, et puis pareeque nous avons vu qu'un géomètre distingué, n'a pu démontrer dans aucun cas le tbéorème que nous avons découvert, et dont nous avons démontré par une méthode particulière les deux premiers cas.
Ce que nous venons de dire sur les congruences du troisième et du quatrième degré, ne renferme que les premiers élémens d'une théorie très -étendue sur les congruences de tous les degrés, théorie que nous exposerons dans une autre occasion; et nous donnerons ici renoncé d'un théorème général sur les congruences de tou3 les degrés; ce théorème est le suivant.
On peut toujours résoudre la congruence
x' -f- (t, y" + c„ fc" + an = 0 (mod. p),
qui renferme n inconnues et qui est du degré n; le module p étant d'ailleurs un nombre premier quelconque, et les coefficiens
«u <**, cr3, . . . . an, étant des nombres entiers quelconques non divisibles par p.
On voit que ce théorème renferme comme cas particuliers les deux cougruences
ax -f- b = 0 (mod. p),
x% + aïi + b = 0 (mod. p), qui peuvent toujours se résoudre, lorsque le nombre premier p ne divise ni a m b.
On passerait des congruences aux équations indétermiuées, en observant qu'étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à plusieurs inconnues
9 (*» ft z, ■ • • • etc.) = 0, elle pourra se réduire à la congruence
<p (x, y, z, etc.) = 0 (mod. u),
dans laquelle le module u est un nombre entier indéterminé, ou même une fonction quelconque des inconnues x, y, . . . . z, etc. On peut résoudre par cette méthode plusieurs équations indétermiuées, et même on peut trouver avec facilité les facteurs rationnels d'une équation numérique a une seule inconnue, pourvu que l'on détermine convenablement la forme de la fonction représentée par u. Mais cette méthode exige de longs développemens qui ne sauraient trouver place dans ce mémoire.
Tous les résultats obtenus dans ce mémoire, se trouvent exposés dans deux mémoires présentés en 1S23, et en 1825, à l'Académie Royale des sciences de Taris.
MÉMOIRE
SLR LA RÉSOLUTION DE QUELQUES ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES
Introduction.
Il existe un grand nombre d'équations indéterminées qui n'admettent qu'un petit nombre de solutions entières : mais quoique dans ce cas le problème devienne beaucoup moins compliqué, que lorsque le nombre des solutions est infini, les géomètres n'ont pas cherché à résoudre par une méthode spéciale le cas le plus simple, comme il paraissait naturel de le tenter. En généralisant une méthode que nous avons publiée pour la première fois en 1820, nous sommes parvenus à résoudre complètement un grand nombre d'équations indéterminées, algébriques ou transcendantes, de tous les degrés, contenant deux ou un plus grand nombre d'inconnues.
Lorsqu'on doit résoudre en nombres entiers une équation à plusieurs inconnues, si l'on peut trouver des fonctions de ces inconnues, telles que ces fonctions doivent toujours être comprises entre deux limites numériques données, quelle que soit la valeur que l'on attribue aux variables, il sera toujours possible de réduire l'équation proposée ù une autre équation, dans laquelle le nombre des inconnues sera égal au nombre des inconnues de l'équation proposée, moins le nombre des fonctions dont on aura déterminé les limites. Ainsi lorsque le nombre de ces fonctions, augmenté de l'unité, sera égal au nombre des inconnues de l'équation proposée, on aura résolu complètement le problème.
Dans le mémoire publié en 1820, nous avons traité aussi des formes cubiques et de celles du quatrième degré, qui se reproduisent lorsqu'elles sont multipliées par des formes semblables. Maintenant nous reprenons la même matière en l'augmentant considérablement, et nous parvenons à démontrer qu'un nombre quelconque rationnel positif, est toujours la somme de quatre cubes positifs en nombres rationnels. Enfin nous résolvons dans ce mémoire, une classe assez étendue d'équations indéterminées de tous les degrés, dont Lag range avait considéré les plus simples.
Analyse.
Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à deux inconnues
\A bn vn±Afyn-\- Fn_, {v, y) + F„_2(", y) .... + Fn_m (v, y)....\ _
dans laquelle F„_m (v, y) représente en général un polynôme homogène en v et y, du degré n — m, ù coefficieus rationnels. On pourra d'abord supposer que tous les coef/iciens sont entiers, et que l'on cherche seulement les solutions eutières et positives ; car tous les autres cas se rapportent à celui-ci, en réduisant les fractions au même dénominateur, et en changeant les signes des variables lorsque cela est nécessaire. Puis on mettra l'équation proposée sous la forme
+ V (am-\-bmy +cmy Jrpmyn-*) \ = 0;
±Af f+Gy^+Hy-1 + £y + T= Oj
et en multipliant tous les termes de cette équation par çn &", et en fesant qy=.z, bv — x, ou la transformera dans la suivante
i4"yV+By"^M+iy-2(«y"+^/"^)+iV-3(e, f+h f~x ~+<\ f*#)\ _ ....+b»-^(amf+bm9^z....+Pmfzn±Aù"fz»-\-G9b^^ ■ >
dans laquelle les coefficiens de x" et de _y", seront égaux : si à présent l'on suppose x^>z, et que l'on fasse x = z-\-u, on aura, en développant,
44« ) ....+ Gr/b"z'-'.... + Tr/!/' |-0'
Maintenant le premier terme de cette équation, est un polynôme homogène du degré n, en z et u, ayant tous ses coefficiens positifs; et tous les autres termes sont tels, que les mêmes puissances de z, qui dans le premier terme sont multipliées par des puissances données de u, seront multipliées dans les autres termes par des puissances moindres de u. De sorte que l'on pourra toujours trouver une valeur entière et positive de u=zL, telle qu'en fesant u = L-{-8, ($ étant un nombre quelconque positif) tous les coefficiens de z, dans l'équation (44.), restent toujours positifs; et comme par supposition z ne peut avoir quo des valeurs positives, l'équation (44.) dans laquelle on a fait «>L, ne saurait subsister. Par conséquent on devra faire
et en substituant successivement ces valeurs dans l'équation (44.) on aura une série de L -\- 1 équations à une seule inconnue, dont les facteurs rationnels, s'il en existe, fourniront toutes les valeurs positives de z qui résolvent 1 équation (44.).
Nous avons supposé x>z, si Ion avait au contraire z~>x, on ferait c =*• + «,, et Ion obtiendrait la limite de u, de la même manière que l'on a trouvé la limite de u.
De cette manière nous avons trouvé toutes les solutions entières et positives de l'équation proposée; pour trouver les solutions entières et négatives, l'on n'aurait qu'à changer les signes des variables, comme nous l'avons déjà indiqué.
Soit proposée l'équation à deux inconnues
f(x,y).F(x,y) = Fx(*jf)i on pourra toujours en avoir toutes les solutions entières et positives, lorsque les trois fonctions
ft*,f), H*, y), F,(*,yh
étant rationnelles et entières, les signes des termes qui contiennent les plus grandes puissances de x et de y dans le polynôme f(x, y) seront tous égaux, et que les exposans de ces puissances ne seront pas moindres que ceux des puissances les plus élevées contenues dans le polynôme F,(x, y); et on aura de même toutes les solutions entières et négatives, lorsqu'eu changeant les signes des inconnues, les puissances les plus élevées de x et de y, comprises dans le polynôme f(x, j), seront toutes du même signe ; ou du moins pourront se réduire, à laide de quelque artiilce de calcul, à n'avoir que le même signe. En effet, en fesant
ar = xt + u, y = y, + t, la fonction f(x, y) , se réduira aisément à avoir tous ses termes du même signe, et l'on déterminera les limites de u et de t} qui deviendront de cette manière des coefûciens numériques: alors on pourra trouver un nombre entier et positif A, tel que l'on ait toujours, pour des valeurs entières et positives des inconnues, en prenant /(.r,, yt) avec tous les fermes positifs, l'inégalité
(r étant une quantité positive quelconque) et l'on pourra toujours déterminer un autre nombre entier B tel que l'on ait (pour des valeurs entières et positives des inconnues, et eu prenant encore la fonctionnai,, yj po-
sitivement) 1 Inégalité
(B-r)f(x1,y1)<Fl(xlfy1)i d'cù il résulte que F^x^ y\), ne pourra avoir qu'un nombre limité de valeurs comprises entre B et Ai de manière qu'en fesant successivement
I\{xt, y.) = B, F,(xiy y,) = B + 1, F.fo, yj = ^,
on aura un nombre -^ — jB-J-1 d'équations qui, étant combinées avec l'équation proposée, fourniront par l'élimination un nombre égal d'équations à une seule inconnue, d'où l'on tirera toutes les solutions de l'équation proposée.
Il est facile d'appliquer ce principe aux équations contenant plus de deux inconnues, de la forme
f(x, y, z> •••• etc<) A (X>X>Z) •••• etc0 ••••/» (x> y-> z> •••• etc0 = F(x, y, z, .... etc.), pourvu que le nombre des facteurs qui composent le premier membre soit égal au moins au nombre des inconnues; et l'on voit que la forme des fonctions
J) Jlf • • • • Jn J * }
peut être algébrique ou transcendante.
Soit proposé, par exemple, de trouver toutes les solutions entières et positives de l'équation transcendante
x?(x*-f) = 2 y3, que l'on pourra réduire à la forme suivante
(x — y~) (l + y loga: + ^ (log*)2 + ^4^ (log xf . . . . + etc.) = 2 y3 ;
il est évident que les deux inégalités
x>2, x« — f>\\, ne pourront pas subsister ensemble, parceque si elles pouvaient exister en même tems, le premier membre de cette équation serait toujours plus grand que le second, tant que les nombres x et y resteraient positifs. Alors il faudra que l'on ait l'une des équations
x = 0, x—lj x=2; x't-y' — O, x*— yc = l, x* — y* = 2, a*— y'==3, a*— y2 = 4, x* — y* = 5, x* — y>= 6, ^_y« = 7, ^—^ = 8, «*— y* = 9, *•' — ya = 10, a^4— ya = H.
Mais les équations
se*— ya=2, .t3— y' = 6, rr'— y'=10, ne peuvent avoir aucune solution entière; et parmi les 12 équatirîhs qui restent, il n'y a que les deux équations x = Q, x* — yB = 0, qui étant
combinées avec l'équation proposée servent ù la résoudre: on déduit de lu que l'équation
xy(x%— y") = 2 y3, ne peut se résoudre en nombres entiers et positifs , qu'en fesant x = 0, y = (). On pourrait, de la môme manière trouver les solutions entières et négatives de l'équation proposée.
L'équation
Abnx»— Af y" = F„_, (*, y) + F„_, (x, y) . . . . + T, qui est semblable à celle que nous avons déjà considérée, peut se résoudre assez facilement par la méthode que nous venons d'exposer; car cette équation peut se réduire à la forme
ffa y) • F(*j >') = £ (*j y), en fesant F(x,y) = A{bx—9y)>, f(x,y) = l>"-'x»-* + Vx»->7y.... + f->y'->i
F, (x, y) = Fn_, (*, y) + FM (.r, y) . . . . + T -, et on pourra de cette manière trouver toutes les solutions entières et positives de l'équation proposée. Si l'on voulait résoudre l'équation
^A\r» + Aff = Fn_, (x, y) + F„_2(.r, y) . . . . + T9 il faudrait multiplier tous ses termes par Vx* — </" y" , afin de rendre le premier membre décomposable dans les deux facteurs
A(bx—</y), P-*t&** + V****** ?y . . . . -f f~ y2-1, le second desquels a tous ses termes positifs. De de cette manière l'on trouve toutes les solutions entières et positives"; les solutions entières et négatives, s'obtiennent en changeant les signes des variables.
En général, étant proposé de résoudre en nombres entiers une équation à n inconnues, si l'on peut former, avec ces mêmes inconnues, m fonctions entières, chacune desquelles, pour des valeurs quelconques des inconnues , doive être moindre que h -+- 1 , et plus grande que Lx , (L et Z/, étant deux nombres entiers) en égalant successivement chacune de ces fonctions aux nombres
L, + 1, h\ + 2, .... L, on aura m(L — L%) équations; et les solutions entières de l'équation proposée, devront se trouver parmi les racines entières de ces dernières équations; et si la nature des fonctions que l'on a trouvées est telle, qu'en combinant les divers systèmes d'équations qui en résultent avec l'équation proposée ou puisse éliminer m inconnues, on obtiendra une équation plus
simple qui ne contiendra que n — m inconnues; et lorsque m=n — I, l'équation proposée sera résolue complètement.
Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à coefilciens rationnels
45. fl^r'+i^ + c^ + c/x + er:;5; ou pourra toujours supposer que les coefficiens de cette équation sont entiers, car s'ils ne l'étaient pas, ils deviendraient tels en les réduisant au même dénominateur, et en multipliant toute l'équation par le carré de ce dénominateur. De plus on supposera que les inconnues x et z, sont positives; car si elles sont négatives, ou pourra changer leurs signes et les rendre positives; et l'on admettra que tous les coefficiens du premier membre sont positifs ; car s'il y en avait de négatifs, ou les rendrait tous positifs en posant x = xl -f- //, et en déterminaut h convenablement.
Maintenant si l'on multiplie par 4 c2 tous les termes de l'équation (45.), et que l'on fasse 4«2c2 = (^2àix'l-\-bx-\-vYi on aura en développant: j 4û4^ + 4r/2Z-.r3 + 4«V^-[-4û2^x+ 4a2e 1 ( — 4û4x4~ ^albxi — (4«2y-{-Zr).r2— Ibvx — v"\ = °' et partant
46. (4û2z;4-£2 — 4a*c) x* + (2bv — !>- a* d) x + v* — 4«2é? = 0. Dans cette dernière équation v peut être positif ou négatif; si on le suppose positif, il ne pourra jamais surpasser un nombre L qui, substitué pour v dans l'équation (46.), rendrait tous ses termes positifs; alors on devra faire successivement
et on obtiendra par l'élimination toutes les solutions entières et positives qui correspondent à l'hypothèse de v positif. Soit v négatif et égal à — /, et soit t<dx; en substituant cette valeur dans l'équation (46.), elle deviendra
47. (i2 — 4e2e — $ a2 1) x2 -\- {— 2bt — 4«^)ï + (^- 4c2<?) = 0: maintenant si l'on suppose que s soit la plus petite des valeurs entières de t qui satisfont à l'inégalité
4«2(/ + c)>£2, en substituant s-\-ia} pour t dans l'équation (47.), (w étant un nombre positif quelconque) on en déduira une autre équation de la forme
Ax> + Bx -f 4û2c = (.9 4- wf, qni a tous ses coefficiens positifs, mais qui est absurde parceque l'on a par supposition
S'il existe donc une valeur de v, négative et moindre <pio .r, qui Ratisfasso à l'équation proposée, elle devra se trouver parmi les nombres — 1, -2, — 3, .... _(.*— 1).
Si dans l'équation (46.), on a V = — « ot «>.r, Pn divisant u par x, on trouvera le quotient n et le reste r<^x, et en posant
4 û' s? = (2 e' x* + A a? — « a? — /•)' = (2 fl« .r2 ■£ h -i- /î) î — r)\ on obtiendra
J 4*4x4 + 4«V,j3 + 4«Vxî4-4«V:r + 4ft2<? |
j_4«4a-4— 4fl2(A — ^).r,+ (4aV — (6 — rijz)x*+2(b — n)rx — r\ = 4a*/?jrï+ (4oV+ 4 ff' c — (A— «)•)*•+ (2 (&— «) r + 4<iarf)* + 4«V — /■» — (); mais puisque 4«2~'>4a4:r4, on aura toujours b~>n, et par conséquent on fera successivement
et en substituant toutes ces valeurs dans l'équation précédente, on déterminera, comme auparavant, la limite de r.
De cette manière nous avons réduit l'équation proposée à dépendre d'un nombre donné d'équations à une seule inconnue, dont on sait trouver tous les facteurs rationnels.
Soit proposé, par exemple, de résoudre en nombres entiers et positifs l'équation à deux inconnues
en fesant z — x1 -\- '2x-\-r, on aura, après les réductions,
(4 + 2r)x" + 4rxH-/'2— 11 =6; si r est un nombre positif, on voit qu'on ne saurait avoir r^>3} si r est é»al à un nombre négatif — p et que l'on ait p<^x, on obtiendra
(4 — 2/»)a:' — 4/> ar-f/»»— 11 = 0;
et en fesant p = 3, ou p^> 3, on trouvera une équation de la forme
ax2 + bx + \l — p%
qui est absurde pareeque par supposition x*^>p2.
Lorsque r est un nombre négatif, et que l'on a — r^x, on fera
/• = — (x-\-t,; en supposant — ^<C-r> et on obtiendra
>'.4'4V "+ 11 = ^Çae* -f fr — «)■ et par suite
2a7J + (2*— lV + 2fa? + 11 = *%
et puisque x"'^>t'i, on ne pourra pas avoir t^>0.
II serait absurde de supposer r = — (nx-{-t)f et /2>1, parceque l'on aurait alors l'équation
qui ne saurait jamais s'accorder avec l'autre
z* — a74 + 4x5 + ll>x4.
Par conséquent l'on obtiendra le système suivant d'équations
z = x2-\-2x+l, s = x' + 2x + 2, z = x9 + 2x, z = x* + 2x + 3, z — x2 + 2x—l, z=zx*+ x, qui étant combinées avec l'équation proposée doivent servir ù déterminer les valeurs des inconnues. Maintenant si l'on effectue les éliminations, on ne trouve que les valeurs x = 1, z = 4, qui résolvent l'équation proposée, et qui donnent , . , 1 ' 1 l4+4x 13+11 = 4*.
L'équation que nous venons de traiter sert à résoudre l'autre 48. Ax* + (Z?y2 + Cy 4- D)x + Ey3 + Fy" -f Gy + /i = 0, lorsque I? n'est point égal à zéro; en effet on trouve l'expression
_ _ — (By* + Cy+D)+xr[(Br'-\-Cr+D)-4A(Er*4-FY2 + Gy + H].
dans laquelle la quantité comprise sous le signe radical doit satisfaire à une équation de la forme
z2 = à1 y* + b y3 -\- c y* + dy + e s et lorsqu'on aura obtenu toutes les solutions de cette équation, on aura résolu complètement l'équation proposée.
Si dans l'équation (48.), l'on fait
y = x + t, H=a, G = e, F=f, E = êr,
on la transformera, après les substitutions, dans la suivante
0 = a + bx + cx7+dx>+et-\.ft1+gii+hxt + (d+2g)xii+ (2d-\-g)x'tf
qui est assez générale, et dont on pourra trouver toutes les solutions entières.
Si au lieu de l'équation (48.) on avait considéré la suivante Ax*'+ (B+ Cy... .+Zy_f-Ey»+'. . . .+Fy»+P)x+Gy*n-l+Hyi"-t. . . .+/= 0, on aurait pu la résoudre de la même manière, pourvu que tous les coefficiens Dt Et . . . . F, ne s'évanouissent pas à la fois; et l'on en aurait déduit de nouvelles transformées plus générales que celle que nous venons de trouver; car la méthode dont nous avons fait usage pour résoudre l'éqnation (45.), peut s'appliquer également à l'autre plus générale Aa"xmn + bxmn~l + ex™-*. ,.. + px + ç = Ac"z\
On a déjà vu que par F„ (x, y)'t nous désignons uno fonction homogène, rationnelle et entière, du degré n, entre x et y; en généralisant cette notation, nous représenterons dans la suite par F„ (x, y> z,.... etc.), une fonction homogène, rationnelle et entière, du degré n, entre les inconnues
Maintenant, étant donnée l'équation
F8(x,y) + F,(x,r) -f/ = 0, si l'on peut trouver une solution rationnelle de celle-ci *.(?,?) ^ox' + bxy + cf = 0, la première sera résoluble aussi en nombres rationnels. En effet, si les valeurs x = m, y — n, satisfont à l'équation F, (x, y) = 0, en fesant
x = mp + g, r = n/>-f-r, et en substituant ces valeurs dans l'équation
F*(xyy) + Fl(x,y)+f = ax* + bxy + cy* + dx-{-ey+fz=0, on aura
!(o m2 -f- i rn r -\- c n 3) p1 -f- ( 2 a m g -\- b (mr -f- n g) -f 2 c n r + d m -f- e n) p 1 1_ + c?î + ^r+crî + ^7 + er+/ ( = :°;
et puisque par hypothèse on a om2-f im/î-f t"3 = 0, on obtiendra
l'équation
aq*-{-bqr-\- c r* -f- c?ç + er "f"/ ' 2amq-\-bn q^-bmr-\-2cnr-\-d m-\-en *
dans laquelle les inconnues g, r, peuvent prendre des valeurs rationnelles quelconques, et en substituant cette valeur de p, dans les valeurs de x et de y, on obtiendra toutes les solutions rationnelles de l'équation proposée.
Il est clair que la même chose arriverait si l'on avait l'équation 49. F» (x, y, z, . . . . etc.) -f- F, (x, y, s, ... . etc.) +/ = 0; qui renferme un nombre quelconque d'inconnues. Et il faut observer qu'étant donnée une solution x==/, y = m, z = n, .... etc., en nombres rationnels, de l'équation
F, (x, y, z, . . . . etc.) = 0, on peut trouver toutes les solutions rationnelles de l'équation (49.) en fesant
x = Ip-\-g, y = mp-\-r, s = np-\-s, .... etc., (les quantités g, r, s, . . . .etc., étant des nombres rationnels quelconques) et l'on voit que ces solutions seront toujours en nombre infini.
Par exemple, on sait qu'un nombre entier quelconque A est toujours la somme do quatre carrés en nombres entiers, on aura par conséquent
A = o2+i2 + c2+ «F; mais si l'on voulait connaître toutes les solutions rationnelles de l'équation
A=x- + iS+y+z\ on ferait
An- = (*/;+?)2+(^ + >f H-^+^+C^ + O2,
et l'on aurait et la formule
., = („+fy+(s+fy+(c+1i)'+(^y,
(dans laquelle on peut donner ù ^, r, s, t, des valeurs rationnelles quelconques) exprimera toutes les manières de décomposer le nombre A en quatre carrés rationnels.
Il faut observer qu'étant donnée l'équation
50. aar + bxy -\- c y1 -\- d x z -{■ eyz-\-fz?-\-gx-\-h y -f- iz -\-k = 0,
si l'équation
e'àr-j- bxy-\- cy2-l- dxz -f- eyz -\-fz2 = 0,
est satisfaite en lésant x = n, y=r, z = m; on substituera dans l'équation proposée les valeurs
* = nP + 7> y = rp-\-s, z = mp + t, et on aura
a q2 -\-h g s -\-c s* -\- d g t -\- e * t +ft2 -{- p ç -\- h s -\-i l -\- k
?' L> (anq -\- ers -\-fmt) -\- b {sn -j- qr) -f- d (rit -j- qm ) -j- e (/■ l -f •> m) -y- p n -\- Il r -\- i in '
où il faut observer que l'orsqu'on pourra résoudre en nombres entiers
l'équation
Ç2an + ùr-{-drn)y-\-(2cr-\-ùn-\-em)s±(2fm-\~ dn+er)t-\-gn-\-hr-\-im — l,
qui confient les trois inconnues f, s, t, on pourra résoudre aussi l'équation (50.) en nombres entiers, d'une infinité de manières.
Si l'équation proposée se réduisait à la forme cr- + cy2+./V4-£ tas <>, pour tAcber de la résoudre en nombres entiers i! faudrait faire
anq -f- ers -\-fmt = + ï.
Cependant il y a des cas dans lesquels l'équation proposée ne saurait être résolue en nombres entiers, quoiqu'elle puisse avoir une infinité de solutions fractionnaires.
Lagrange a démontré que lorsqu'on multiplie ensemble les deux formules
x'i — ay-—bz':-\-abui = F,
Xl—aY%— bZ> + abU2 = F,, ou aura toujours l'équation
FF, = d* — aTT- — bC + abD\ dans laquelle les quantités Ay Z?, C, D, sont déterminées; maintenant si l'on fait
J~, — a y] — az] -+- ab u\
" ~ 'liAoc.^TBY. — bCz.+ abD,,,)
( les quantités x, , y, , ~, , «, , étant des nombres rationnels quelconques) on aura
FFt = (j + ^)-a(B+n)-b(c+j:y+cb(D + ±)\
et cotte formule comprendra toutes les manières dont on peut réduire le
produit Fl<\ à la forme
n2 — a (j1 — br- -\- abs-.
Notre analyse fournit beaucoup de nouvelles formules semblables, car en fesant F = F2(jt, y, zy u, .... etc.) -\- A} F, = F2 (X, r, Z, #, . . . . etc.) + A, ou trouvera aisément que Ton a toujours
FF, = F, {p, ?,r,s, etc.) + A,
(les quantités p, y, r, s, . . . . etc., étant des fonctions rationnelles des quantités A, x, X, y, Y, z, Z, . . . . etc.) pourvu que l'on puisse résoudre l'équation
Ft (•*"»> J. » *ïj ". > etc.) = 0,
en nombres rationnels. Ainsi, par exemple, si l'on fait ■*
F = ar + 41/- — 113 z- + c /4, Fâ = A'2 + 41 F2 — 113Z2 -f c T%
on aura
FF, r=
4_ 11 /4(FF, + 113r'-p»-4tg'-aQ V
~ \ . 2 (I9p-j-l04ry — 339 rj "J
j.inf3(FF, + 113rI-p'-41^-a^) y
T \ 2(l9p+lb4</ — 339 rj "f /
les quantités p, (/, r, s, étant des nombres rationnels quelconques.
Ce que nous venons de dire par rapport aux formules du second degré, peut s'appliquer aux équations indéterminées du troisième degré, et si l'équation à deux inconnues •
est résoluble en nombres rationnels, l'autre
sera résoluble aussi: eu effet étant proposée l'équation 51. axi+bxny + cxy- + df + ex,1+fxy + gf + hx + iy + kz=Oi si l'on peut trouver deux nombres entiers m, n, tels que l'on ait
a m3 -f- h nr n -J- c m rr -\- d n3 = 0, on pourra faire x^=mp-{-Ç, y = np-\-r, et en substituant ces valeurs dans l'équation (51.), on aura une équation de la forme
J'p* + Bp* + Cp + D = 0, daus laquelle
A =c am3 -j- ùm-n -}- cmri1 -f- ^«3 = 0;
et si l'on fait # = 0, on pourra résoudre l'équation (52.) et Ion aura » — — ; et en éliminant ç entre les équations
ou obtiendra une équation de la forme
p = -F(r), (dans laquelle F(r) exprime une fonction rationnelle quelconque de /•) qui fournira une infinité de solutions de l'équation proposée lorsqu'on donnera à /' des valeurs rationnelles quelconques.
Il est clair que l'on parviendrait à un résultat semblable, si l'équation proposée contenait un plus grand nombre d'inconnues ; car si l'équation
F3 (x, y, z, u, etc.) = 0,
peut être résolue en nombres rationnels, l'autre équation F3 (je, y,z,u,.... etc.) -f F2 (x, y,z,u,.... etc.) -f- F, (x, y,z,u,.... etc.) +/= 0, aura uu nombre infini de solutions rationnelles. Maintenant si dans l'équation précédente on fait
f= —m, F3 C=P, y, z,u,.... etc.) = x3 + y3 — z3 — u\\
Fa (r, y,z,u, etc.) = F, (x, y, z, u, . . , . etc.) = 0,
(m étant un nombre rationnel quelconque) puisque l'équation
peut se résoudre en fesant jr = y=z=«; on pourra résoudre aussi
l'équation
s3 + y3 — z3 — u3 ss m , et l'on aura l'identité
dans laquelle ç est un nombre quelconque rationnel. De cette manière ! on a décomposé le nombre rationnel m en quatre cubes rationnels, dont deux seront positifs et deux négatifs. Mais on peut, lorsque m est un nombre positif, réduire le second nombre de cette équation à ne contenir que des cubes positifs, et c'est ce que nous allons prouver à présent.
Supposons (/ positif et tel que l'on ait bf<^m; il est clair qu'alors les deux premiers cubes du second nombre de l'équation (52.) seront positifs, tandis que les deux autres seront négatifs. De plus dans l'identité
le second membre est la somme de deux cubes positifs lorsqu'on a c3>2A3, car à plus forte raison on aura 2«3>£3; si l'on fait donc
l'équation (53.) se transformera dans la suivante:
,. /w-f-6g»\' / m\' p &V / \ (m+Oî'j'-f-m3 ){
daus laquelle les deux cubes qui composent le second membre seront positifs lorsqu'on aura
Supposons maintenant que cette inégalité soit satisfaite, et reprenons l'identité (53.) en y fcsant
_ /,„.f 6?n /fm4-6g»)' — 2m»\ . jtt_
° : = ^ 67^ / Kwi-j-Gg3/ + m* h 67»'
il est clair que nous aurons l'équation
5. fa+jW /(^ + 673)' -2i»»\« __ (m_y _ \ bq* ) V(m-j-bg3)l + mJ / Vbç/V
(/m + 6g'\'/(W + 67»)'-2m'\' 0/w vy i + Gq^Y/fo+fyqif— 2 m'V j\ 6?' / \m + 6?')1 + wi / ~ VbqV (
63* / Vfm+GsO'+m1 i Um-f-6fy'y/(/n + 673)' — 2>w3\' ■ / m \'(
L/m-HVy /fw + riy'V — 27»3y /^
, /m\' *\ 67» / V/n-f')?3)3-}- m3 / \tj <j
(\ 67" / \(m4-b73)' + //.3 / ~*~ MSgV 1 dans laquelle le premier cube du second membre pourra s'écrire de celle
manière
V 6g1 / V^rt-f62')3+mJ / \(m+62!)3(('"+ti23)1— ^3)*+ m^^Y+m'jV et afin que ce cube soit positif il suffira que l'inégalité
56. 0 + 673)3((m + 673)3— 2w3)3>2™3((™ + 6?3)3 +m3)3, soit satisfaite; et l'on voit que cette inégalité renferme l'autre
(puisque les deux nombres m et (/, sont positifs . par supposition) et que lorsque l'inégalité (56.) sera satisfaite, le second cube du second membre de l'équation (55.) sera positif aussi, puisque si l'inégalité (56.) est satisfaite l'autre
2(™-f-6r/3)l((m-r-6?3) — 2ffl3)'> w3 ((/* 4- 6?3)3 + w3)3, sera satisfaite aussi. Il suffira donc de satisfaire à l'inégalité (56.) pour que les deux cubes du second membre de l'équation (54.), et les deux cubes du second membre de l'équation (55.) soient positifs.
Soit, pour abréger, 6çz—z} l'inégalité (56.) deviendra, en extrayant la racine cubique,
(z + m) ((z + mj -2 m*)- m ((a + m? + ™3) ^2 > 0, d'où l'on déduira, en ordonnant le premier membre par les puissances de z,
On a supposé /«^>6^3, ou bien m^>z; en fesant donc m — ^z, on aura ^>1, et en substituant cette valeur de m dans l'inégalité (57.), ou aura, après avoir divisé par z*, l'autre inégalité
l+(4_/2M + (6 — 3^2)^- + (2-3^2)^3 — (14-2^2)^4>0, et celle-ci, eu y fesant A=.l-\-x, se transformera dans la suivante
58. 12-9/-2 + (18-24^2> + (6-24^2)^-(2 + ll/"2)^3-(l + 2^2>4>0, dans laquelle il sera toujours possible de trouver pour x un nombre ra-
tionnel positif qui lui satisfasse; en effet puisque l'on a 126^> 100^2, on aura aussi . 0 Q V0 ». , ■,
et x devra être un nombre tel que la somme de tous les termes qu'il multiplie dans l'inégalité (58.) soit moindre que |§. On fera à cet effet
100 /~2 = 126, car tous les termes qui sont multipliés par x dans l'inégalité (58.) étant négatifs, on ne devra craindre aucune erreur en prenant
pour </~2 un nombre un peu plus grand que la valeur exacte de ce radical. Par cette substitution l'inégalité (58.) se transformera dans la suivante 33 — 622* — 1212*- — 793 x' — 22(ix4 > 0;
d'où l'on déduira, on fesant x ■= — ,
y 7 — ït.) — jj y — -wy — jj ->";
et comme — -'y3 est le plus grand coefficient négatif de cette inégalité, elle sera toujours satisfaite en lésant
/ — jj r l — ut
et à plus forte raison en lésant
y = Vr + ", (« étaut une quantité positive quelconque) d'où il résulte que la valeur de
satisfera à l'inégalité (58.).
Maintenant l'on a
m = ^ = c +■*» = (.+îi^ri-> = f>(i±^:)?',
et partant
mais comme par bypothèse y3<-r, il faudra trouver un nombre rationnel positif (] , tel que (f soit compris entre
-s- et
et il est clair qu'on pourra toujours trouver une infinité de valeurs de çs comprises entre ces limites, valeurs qui satisferont ù toutes les inégalités de condition que nous venons de trouver. Maintenant puisque le binôme
/« + 6glV (JUX \ tîq1 J \6gV '
ce réduit à la somme de deux cubes positifs, à l'aide de l'identité (54.),
et que d'après l'analyse précédente on peut réduire l'autre binôme
fm + fiqiy/Çm + Sq*)' — 2m*\' t m \l \ 6^ /Mm+eï'J' + i»1/ Kbq1)' A la somme de deux cubes positifs à l'aide de l'équation (55.), il est clair que l'on pourra réduire le second membre de l'équation
- - ■•v3£)f+ (=iH- (»tW
à la somme de quatre cubes positifs; er*^>artant on aura pour résultat, qu'un nombre quelconque rationnel positif peut toujours se décomposer, d une infinité de manières, en quatre cubes positifs, en nombres rationnels
Lagrange en cherchant les formes cubiques qui se reproduisent, lorsqu'elles sont multipliées entre elles, trouva la formule
j +(A2— 2ac)xz2 + cy3+acy2z + bcyz'i + c,2zi ]' qui étant multipliée par une formule semblable donne un produit de la même forme. D'après les principes que nous venons d'exposer on peut trouver un grand nombre d'expressions nouvelles, de la même espèce que la formule (59.), et qui ne sont pas comprises dans celle-ci. En elFet étant données les deux équations,
F = F, (a;, y, z, u, . . . . etc.) + A, F, = F3 fo, ylt zlt «,,... . etc.) -j- A, on pourra toujours faire
FF, = F3(r, s, t, v, etc.) fJ,
(les quantités r, s, t, v, . . . . etc. , étant des fonctions rationnelles des quantités A, x, xiy y, ylt z, z, . . . . etc.) pourvu que l'équation
F,(X, T,Z,U, etc.) = 0,
puisse être résolue en nombres rationnels. Ainsi par exemple en fesant
F = x>+f + z> + u\ F^.X'+V+zi+p3, on aura l'identité
//FF,4(r+J-r/)'-r'-5»-/» . \'_, /F^-HH-s-t-Q'-r'-s»-/» , V
FF—) 3(C'-+H0î+ri-5s-<^ r 'i+U^+O'^1-^2) I
J A- (s FF^Jr+t+rf-r'-s'-t'y ■ / FF,+(r+S+ty-,3-s>-tH< ( TV Z^r+s+tf + r2-*1-^) J "T \ 3((,+s+t)*+r*-s2-t1) ) dans laquelle r, s, t, sont des quantités indéterminées.
Euler a démontré pour la première fois, qu'un nombre quelconque rationnel positif est toujours égal à la somme de quatre carrés en nombres rationnels; il a démontré aussi, que le produit d'une somme de quatre carrés, par une somme de quatre carrés, est semblablement la somme de quatre carrés: l'analyse précédente montre que l'on peut généraliser ces deux théorèmes, et les étendre aux troisièmes puissances.
La méthode que nous avons exposée n'est plus générale, lorsque les formules que l'on considère passent le troisième degré ; et c'est à ce degré qu' Euler et Lagrange se sont arrêtés dans leurs recherches. Cependant on peut trouver des formides de tous les degrés qui se reproduisent lorsqu'elles sont multipliées par des formules semblables. Ainsi, par exemple, pour le quatrième degré on a les deux formules 3x*+y*—z*—3u2, 30x* + 2y*—'20z*—12u\
qui représentent rationnellement tous les nombres rationnels, et chacune desquelles se reproduit lorsqu'elle est multipliée par une formule semblable.
Lagrange en partant de la formule (59.) a trouvé une infinité de solutions entières de l'équation
F, (a-, y) = a *' + b x'y + exf + dy> = s' ; et il a cru que cette équation offrirait beaucoup de difficultés si on voulait la résoudre autrement que par sa métliode: nous allons voir maintenant qu'elle est un cas particulier d'une équation générale dont on peut toujours avoir une infinité de solutions entières.
Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation
60. JF«^''^'-'"-'etc-) + F'"('r2'^'-'""etc0j = F,(^,yocJ....etc.), } +FP G1*»-, .TV» zr,....etc.)\
dans laquelle on exprime toujours en général par
FpO**.-, /'->-'-> ....etc.), un polynôme homogène, rationnel et entier, du degré p (p étant un nombre entier positif) à coefficiens entiers entre les variables
xr , yr , zr , .... etc. ; si l'un quelconque des exposans n, m, .. . . p, ç, n'a de facteur commun avec aucun des autres exposans, on pourra toujours résoudre d'une infinité de manières l'équation (60.). Eu effet, soit </ l'exposant qui n'a de facteur commun avec aucun des autres exposans n, m, .... pi on mettra u à la place des inconnues xs) ys, zs, .... etc. dans le polynôme
et en supposant que la somme des coefficiens du polynôme
*q\.x»i y* > ~s> • • • • etc.), soit égale à A, on aura
F, (m, U, u, .... etc.) = bun',
puis en fesaut, pour abréger, le nombre a égal au produit n X m X • • • • X P>
on écrira dans l'équation (60.), (4X)" ù la place de x, (bY)n ù la
place de y, (bZ)" à la place de z> ... . etc.; puis on écrira (b Y,)m,
n la place de x,, (b Y,)"' à la place de yt, (J>Zy* à la place de zti .... etc.; et ainsi de suite jusqu'au dernier polynôme du premier membre dans le-
quel on écrira (bXry A la place de xr, (b Yry à la place de yr, (b Zr)p à la place de cr, .... etc.; où il faut observer que les quantités
-A. j X j /i 9 ■ • • • OtC» y
-^■î j i? ^ij •••• GtC« ?
•^r) 3 ^<r J • • • • GlC» •
expriment «les nombres entiers quelconques.
Maintenant pour déterminer la valeur de u, Ion fera
j.Fn((bX>f,t (bYf, (bZf, .... etc.)j '+ I^t41')". (ÙY>f> (bZfn> •••• etc-)> = »,
'+±Fr((Ax/, (A1V)p, (*z/, ....etc.)]
et il est clair que u sera un nombre entier. A présent si l'on multiplie tous les termes de cette équation par u"1, (t étant l'un des nombres entiers et positifs qui résolvent l'équation ù deux inconnues at-\-i =<fv) et que dans l'équation (60.) l'on fasse
x =^X^)% y = (bYu'y, z = (b'Zu'Y, etc.,
^1 = (AXl«7", 7, = (à !>')'% zl = (6Zlu'f, .... etc.,
xr=z(bXru1)T yr = (£J><)^, Zl.^{bZ,.uiy, .... etc., on aura résolu l'équation proposée d'une infinité de manières, et l'on obtiendra l'identité
Y„(ibXui% (bYu'f, (ùZu'f, etc.)]
!+f.(c*W, (bryf, (bzyf, ....etc.) LFy(w,,v,5....etc0.
'-f-Fp((6A>y, ft&fltft (^r«0l etc.))
Il serait facile de généraliser cette méthode, et de l'appliquer à beaucoup d'autres équations composées de polynômes qui seraient toujours homogènes, mais qui pourraient être fractionnaires et même transceudans ; néanmoins comme ces recherches ne présentent aucune difficulté, nous croyons ne pas devoir nous y arrêter plus long teins.
Ce mémoire fesait partie d'un travail sur la théorie des nombres prcsenle eu 1823 à l'Académie Royale des Sciences de Paris.
MÉMOIRE
SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES À L'AIDE DES SÉRIES
Introduction.
J_jes formules qui servent à résoudre en termes finis les problèmes analytiques sont si peu nombreuses, qu'il n'y aurait que des questions trèssimples que l'on pourrait traiter dans le calcul des séries. Cependant jusqu'à présent on n'avait jamais tenté d'appliquer ce calcul aux équations indéterminées, que l'on tâchait de résoudre par des transformations, en «aidant des propriétés spéciales des nombres, que le génie de quelques grands géomètres avait pu découvrir; quoique dans le seul cas de l'analyse indéterminée, les méthodes d'approximation fournissent des solutions exactes. Car comme, lorsqu'il s'agit d'équations indéterminées, les inconnues doivent avoir des valeurs entières, il est clair qu'ayant trouvé deux limites entre lesquelles doit être comprise la valeur d'une inconnue, cette valeur ne peut être que l'un des nombres entiers compris entre ces deux limites. D'où il résulte qu'en égalant successivement à tous ces nombres entiers 1 inconnue dont il s'agir, on pourra, par 1 élimination, ôter cette inconnue de l'équation proposée, qui se réduira de cette manière à un système d'équations dans lesquelles le nombre des inconnues sera diminué de l'unité.
Dans ce mémoire nous appliquons le calcul des séries aux équations indéterminées. Notre méthode est fondée sur ce théorème très -simple, que lorsqu'ou a une équation dont chaque membre se compose de deux termes , l'un desquels est un nombre entier, et l'autre est une fraction moindre que l'unité, il faudra que les deux nombres entiers soient égaux entre eux, de même que les deux fractions. Il résulte de là que lorsque d'une équation indéterminée à deux inconnues, on aura déduit la valeur d'une fonction donnée des inconnues développée en série convergeute, de manière qu'une partie de la série soit une fonction entière des inconnues,
et l'autre partie soit mie fonction fractionnaire telle qu'on puisse la rendre plus petite que l'unité, en donnant aux inconnues une valeur plus grande que des limites données, il faudra que ces inconnues soient comprises entre ces limites, ou bien on pourra égaler à zéro la partie fractionnaire, et la partie entière de la série fournira de cette manière une nouvelle équation :\ deux inconnues qui devra exister en même tems que l'équation proposée et qui servira à résoudre celle-ci complètement.
Nous appliquons d'abord ces principes à des équations indéterminées très -simples, en montrant comment, par le développement en séries, on peut les décomposer en deux autres équations, dont l'une en termes finis ne renferme que des quantités entières. Puis nous résolvons des équations plus compliquées algébriques ou transcendantes. Nous montrons ensuite comment l'on peut résoudre les équations dans lesquelles il faut extraire les racines, d'un ordre quelconque, de certains pobynomes donnés, et nous fesons voir que daus ce cas, afin que notre métbode soit applicable, il faut satisfaire a la condition que l'on puisse extraire la racine de l'ordre dont il s'agit, du terme qui contient le plus grand exposant. Enfin nous résolvons l'équation proposée par rapport à l'une des inconnues, lorsque cette résolution est possible, en fesant observer que daus ce cas, lorsque, en donnant aux inconnues ou a l'une délies seulement des valeurs plus grandes qu'un nombre donné, les racines deviennent imaginaires, il faudra nécessairement prendre pour les inconnues des valeurs moindres que ce nombre, et l'équation proposée sera résolue complètement.
En traitant de cette manière les équations indéterminées qui sont du second degré par rapport à l'une des inconnues, nous montrons quelles sont les conditions auxquelles on doit satisfaire afin de pouvoir résoudre complètement ces équations. Nous trouvons aussi les conditions auxquelles doivent satisfaire les équations qui sont du troisième degré par rapport à l'une des inconnues, afin qu'on puisse les résoudre complètement à l'aide des formules qui donnent les racines des équations du troisième degré. On pourrait faire les mêmes considérations sur les équations qui sont du quatrième degré par rapport a l'une des inconnues, quoique dans ce cas ces recherches se compliquent beaucoup. Mais comme passé le quatrième degré ou n'a aucune méthode pour trouver les racines des équations algébriques , nous ne pourrions pas aller plus loin par des formulés fiuies, et nous avons dû recourir aux méthodes d'approximation.
Si Ion cherche, par le théorème de Lagrange, I expression en séries des racines d'une équation algébrique quelconque, on obtient plusieurs développemens, parmi lesquels il faut choisir ceux qui deviennent convergens lorsqu'on y substitue les valeurs des coefficiens. En général ces développemens contiennent des radicaux, mais quelquefois ils en sont délivrés, selon le degré de l'équation proposée et le nombre des termes qu'elle renferme. Maintenant, si l'on suppose qu'il s'agisse de résoudre une équation indéterminée a deux inconnues, il est clair que l'on pourra la résoudre, par le théorème de Lagrange, par rapport à l'une des inconnues, en considérant les coefficiens comme des fonctions de l'autre inconnue. Alors lorsque la série sera convergente, et que l'on pourra faire disparaître les irrationnels qu'elle contiendra, on obtiendra une équation composée d'une partie entière et d'une partie fractionnaire; et si l'on rend celle-ci plus petite que l'unité (en donnant à l'inconnue qu'elle renferme une valeur plus grande qu'une limite donnée), ou aura une nouvelle équation qui devra subsister en même tems que l'équation proposée, ou bien il faudra donner a l'une des inconnues une valeur moindre que la limite dont on vient de parler: et dans les deux cas l'équation proposée sera résolue complètement.
En traitant de cette manière les équations qui sont du second ou du troisième degré par rapport à l'une des inconnues, nous retrouvons les conditions que nous avons déjà obtenues en considérant la forme des racines; et même nous trouvons de nouveaux cas de solution. Enfin nous montrons de quelle manière on peut résoudre les équations plus générales, et nous exposons quelques artifices analytiques qui peuvent servir à la résolution de plusieurs équations indéterminées.
Lorsque la série dont on doit faire usage pour avoir la valeur de la racine cherchée contient des quantités irrationnelles , notre méthode exige pour être applicable, que l'on puisse résoudre une nouvelle équation indéterminée avant d'obtenir la résolution de l'équation proposée; mais lorsque l'irrationualité ne se montre pas, il suffira d'obtenir une série convergente qui fournira la résolution complète du problème; et il faut remarquer que les conditions qui doivent être satisfaites dans tous les cas, afin de résoudre par cette méthode les équations indéterminées a deux inconnues, ne regardent que les termes qui dans chaque coefficient de l'in-
connue, par rapport à laquelle on a résolu l'équation, renferment les plus grandes puissances de la variable.
En général au lieu de chercher le développement en séries dune racine de l'équation proposée, on pourra chercher une fonction quelconque des inconnues, et si la suite que l'on obtient de cette manière peut devenir convergente, on aura résolu complètement l'équation proposée.
La méthode que nous exposons dans ce mémoire sert à trouver la résolution d'un infinité d'équations indéterminées de tous les degrés, que l'on ne saurait résoudre d'aucune manière par les principes connus. On peut aussi l'appliquer aux équations contenant un plus grand nombre d inconnues, en les résolvant successivement par rapport à toutes les inconnues l'une après l'autre.
Analyse.
Etant donnée l'équation
61. A + « = B + &, dans laquelle A et B sont deux nombres entiers, et « et (3 sont deux quantités positives quelconques (eu observant qu'on peut toujours les rendre positives) plus petites que l'unité, il est clair que l'on aura
H résulte de là que si d'une équation à deux inconnues Ç>(j7,y)=0, on peut tirer, d'une manière quelconque, une équation de la forme (61.), ou pourra déterminer, par l'élimination entre les deux équations
Ç(x,y) = 0, A = B, les valeurs de x et de y. En général étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à n inconnues
Ç (x,y, z,) . . . . etc.) = 0, si l'on en peut déduire, par des opérations quelconques, les m équations
Jt-^«l = B1 + &, ^a + a2 = fi, + /3„ ....^m + «m = £ro + 3m, dans lesquelles les quantités
Ai , A2 , . . . . Am , ifl , r>2 , .... -Dm , sont des nombres entiers, et les quantités
«,a «,, .... «,„, (3,, (32, .... pm, sont des fractions positives (ce qu'on peut toujours supposer), plus petites que l'unité, on trouvera les équations
■™i == *>i i -"i == "2 > • • • • -dm = "m . qui étant combinées avec l'équation
<P(*>r> z> etc.) = 0,
donneront, après l'élimination, une équation qui ne contiendra plus que n — m inconnues.
Nous répéterons ici la remarque que nous avons déjà faite précédemment, que si par un procédé quelconque, on est parvenu à tirer de
1 équation
<P(x, y, z, . . . . etc.) ss 0,
une valeur approchée <5 de x telle, que l'on sache seulement que la valeur de ^ doit être toujours comprise entre M et TV, on trouvera la valeur exacte de x en l'égalant successivement à tous les nombres entiers compris entre M et iV,
Maintenant soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation
a-\-alx-\-a1xz -{-0,0?"
y 6+6jX-j-6aora -\-bmxm*
on fera d'abord
a-\-alx.... + anx* = Xn, b + blx.... + bmxm = Xmy et en général Xr représentera un polynôme eu x du degré /• à coefficiens rationnels : par conséquent il s'agira de résoudre en nombres entiers l'équation
Xn y = y-
dans laquelle nous distinguerons trois cas dilférens, selon que l'on aura
Soit m^>ni on poura déterminer facilement un nombre entier L
tel qu'en substituant pour x dans la fraction ~ la valeur L-f «(« étant
une quantité quelconque réelle et positive) on ait toujours (abstraction faite des signes) Xm>Xn; on pourra de même déterminer une seconde limite inférieure L, telle que si l'on fait x = Lt — a, on ait encore Xm > Xn •
et comme si l'équation proposée est résoluble il faudra que la fraction —
soit un nombre entier, on ne pourra donner ù x que les valeurs suivantes
x = Li , x = Ll -\- \} . . . . x = L ; de sorte qu'en éliminant x successivement entre l'équation proposée et l'une des équations précédentes, on aura un nombre L -f- 1 — Ll d'équations en y. dont les racines entières, s'il en existe, fourniront toutes les solutions de l'équation proposée.
Lorsque m = n, on divisera Xn par Xm et on obtiendra un quotient r2 plus un reste qui sera de la forme "— , en indiquant toujours
bm ^in
par X„_, un polynôme en x du degré m — 1 à coefficiens rationnels. Maintenant on aura, lorsque n = my
et partant
bmy = 0m + 6m^n,
d'où il résulte qu'en fesant bmy — am = zi on devra résoudre en nombres entiers l'équation
dont nous savons déjà trouver toutes les solutions entières.
Lorsque n^>m, on fera n = m-{-pi et en effectuant la division on trouvera l'équation
dans laquelle les coefficiens A, At, .... Ap, sont des nombres rationnels, et -Xm_i est un polynôme en x du degré m — 1 à coefficiens rationnels. A présent si l'on réduit tous les coefficiens de cette équation au dénominateur commun D, on aura
Dy = D(Axr + Aiar-1 .... + Ap)+ ^gf,
et par conséquent
Dy — D(Axr + A1xr-l....+Ap) = !^=!,
et comme le premier membre de cette équation est un nombre entier, si on l'égale à s, on devra résoudre l'équation
-Am
dont nous savons déjà trouver toutes les solutions entières. A l'aide de l'équation
y b + bIac + bix*.... + bmxm ' ' Xmy
on peut résoudre l'autre plus générale
<?(*,y) = ïT>
en indiquant par Ç>(x, y) une fonction rationnelle et entière des nombres
entiers x et y ; car puisque le premier membre de cette équation est un nombre entier, ou pourra trouver toutes les valeurs de x qui rendent entier le second membre, et comme le nombre des valeurs entières que peut prendre le second membre est toujours limité, si on les représente par »,, f2, .... vrJ on aura les équations
<P(*,y) = Vu <P(.*>y) = v*> $(*>y) = «>r,
qui devront exister en même tems que l'équation
et qui serviront, par l'élimination, à trouver toutes le solutions de celle-ci. L'équation, que nous venons de traiter en renferme un grand nombre d'autres plus générales. Aiusi par exemple étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équation
dans laquelle F, Fl , f, flt expriment de fonctions entières et rationnelles, ou fera d'abord
F(x) = A'„, f(x) = Xm, F^y) = Yp, l(y) = Yq, en exprimant toujours par X„ et Xm des polynômes en x, entiers et rationnels des degrés n et m, et par Yp et Yq des polynômes eu y, entiers et rationnels des degrés p et r/t et l'on aura
F (g) Xn_ fi(y) . ^2 .
/(x) Xn ¥JJ) Y/
d'où l'on déduira une équation de la forme
et par conséquent on pourra trouver pour x et y, des limites telles , qu'en prenant pour ces inconnues des valeurs hors de ces limites, on ait toujours, après avoir réduit tous les coefficiens fractionnaires au même dénominateur Dt l'équation
DXn_m = DYp^, qui étant combinée avec l'équation proposée fournira toutes les valeurs des inconnues, qui ne sont pas comprises entre les limites dont on vient de parler; et comme les valeurs comprises entre ces Umites peuvent se déterminer séparément avec facilité, on aura toutes les solutions entières de l'équation proposée. Dans l'analyse précédente nous avons suppose n>>/72, mais si Ton avait n = m, ou «</«, on renverserait la fraction, et l'on aurait
■Am ■^mm *p ,
A» Iq
et en général il serait facile de résoudre cette équation dans tous les cas. Soient Xny Xm, Xn Xp, des polynômes quelconques en x entiers, des degrés n , m, r, p, et supposons que l'on ait />>•/*, n^>m; si l'on doit trouver toutes les solutions entières de l'équation
y = é 0* + ^ l'+ A W' • * • + ^ (|)'r + Ai W* etc
dans laquelle la valeur du rapport —r*- ne peut jamais surpasser une limite
Zj, on poussera la série jusqu'au terme ^ -f- l,n% (en prenant pour t le plus petit nombre entier qui satisfait à l'inégalité pt-\-m^>rt-\- «, laquelle sera toujours possible puisque p^>r) et on aura, après avoir effectué les divisions et après avoir multiplié par le dénominateur commun Z>, une équation de la forme
Dy = ax™ + a^— .... + an_m +'&,
dans laquelle la fraction ■/ représente une série convergente, dont la
valeur pourra se réduire aussi petite que l'on voudra, en donnant à x des valeurs qui ne soient pas comprises entre deux limites /, /,, que Ton déterminera aisément. Ou voit par là que l'équation proposée sera résolue complètement, par les principes que nous avons exposés précédemment, quelle que soit la nature de la fonction, algébrique ou transcendante, qui est exprimée par le second membre de l'équation (62.).
Soit proposé maintenant de résoudre en nombres entiers l'équation 63. Aa"x<m+bx'"-'....-}-dx + e = Afym'l + bly»"<-\... + dly + el, on pourra d'abord multiplier tous ses termes par A""1, et eu fesant ensuite
A"-\b x^-1 . . . . + dx + e) = r, An~x (fr, ymn~x . . . . + dxy -f e) = j, on aura „ *
et partaut
^«*P 0 + ;r^^ - etc-) = ^"O +;^4^~etc-)'
et cette équation étant traitée de la même manière que l'équation (62.), nous conduira nécessairement à la résolution de l'équation proposée, puisque les séries qu'elles contient sont toujours convergentes, lorsqu'on donne à x et y des valeurs plus grandes que des quantités données.
Si l'on exprime en général (comme ou l'a déjà fait dans le mémoire précédent) par F,(:r, y), un polynôme homogène et entier en m et y, du degré /', on pourra résoudre aussi l'équation
a" y- = b" *"" + Fn_, (*, y) + Fn_, (*, y) .... + c = A»*»» +/(x, y) ; car en extrayant la racine nm% on aura
■ or= 4x^(l+fez)) = ixr(1+/_^|_)_ctc.), ou bien
>* = .*■ |/'(! - &£) = .y- (l-|gjâ- e.c),
et il faudra faire usage de la première ou de la seconde série, selon que l'on aura i>y, ou J">ï; et dans les deux cas on pourra déterminer deux limites de x et y, telles qu'en prenant pour ces inconnues des nombres entiers hors de ces limites, on ait l'équation
F(x,y) = *;(*, y), qui devra exister en même tems que l'équation proposée, dont on pourra, de cette manière, trouver toutes les solutions entières.
Ou peut résoudre par les mêmes principes l'équation
y = -ÏE
. , V(.anxmn4-bxmn-l.... + c)
qui donnera
Xp
a se» + at a?"-' . . . . + am + ^±i + etc.
d'où l'on déduira une équation de la forme
Dy = X„_m + ^p,
qui servira à trouver toutes les solutions entières de l'équation proposée. L'équation
V(a" xmn + b xm"-» . . . . + c)
peut se résoudre aussi en observant que Ion a
' a* x™" -\- bxm"~l ....-{- c*
et il est clair que l'on pourra résoudre de la même manière les équations de la forme
pourvu que l'on ait £>f, et que le rappport de deux coefficiens consé-
cutifs quelconques, de la série comprise dans le second membre, ne puisse jamais devenir infini.
L'équation (63.) renferme la suivante
A* a* = a-y*m 4- by*m~l + py + ç,
qui sert à trouver la résolution complète, en nombres entiers, de l'équation 64. xXayn+byn-\...+cy+d) + x(eyr+fyr-l....+g-y+/l) + iym+kym-\...+ 1=0, lorsque 2r^>n-\-m, et lorsque 2r étant moindre que n -4- m on peut faire en nombres entiers — aiym+n = p2y2\ En effet, en résolvant l'équation (64.) par rapport à xy on trouve
2x(ay»+by"-> . . . . + c y + d) + ef +fy™ . . . . 4- g- y 4- h =
\r({ey+jyr-l--+gy +/0 — 4(«r +Âyn~'-.+^+^Cjm+%m-1-.. + /)),
et puisque le premier membre de cette équation est un nombre entier, le second devra l'être aussi, et il faudra résoudre en nombres entiers l'équation
(Y+/f'-+^ +/,)2-4(«jn+^-.... +cy+d) [iy* 4-*/"-'....+/) = z\
ce qu'on pourra toujours faire par notre méthode lorsque on aura 2f~>n-\-m,
et lorsque on aura 2r<^n -f- m et — iayn+m = p*y2s. Il faut observer
ici que puisque de l'équation
Ax2 + Bx-\- C = 0, ou déduit
2Ax-\-B = ±f(B7 — 4-AC),
la résolution (64.) dérive, dans le cas de 2r>'i4-/n, de la forme des racines des équations du second degré qui admettent sous le radical le coefficient B élevé au carré, sans qu'il soit nécessaire de satisfaire à aucune autre condition; tandis que dans l'autre cas il faut satisfaire en nombres entiers aux équations — ia = p2, m-\-n = 2s. Lorsque 2r<^n -\-m, et que le produit ici est positif, on pourra toujours avoir toutes les solutions positives de l'équation (64.); tandis qui si le produit ici est négatif, on pourra avoir toutes les solutions négatives de la même équation. Mais si l'on a 2 r<^n-\- m, m -\- n = 2s, et que le produit ai soit positif, on pourra résoudre complètement l'équation (64.). Et l'on voit que toutes les conditions précédentes ne regardent que les termes qui, dans les coefficiens des diverses puissances de x comprises dans l'équation (64.), contiennent les plus grandes puissances de y.
Soit proposé maintenaut de résoudre en nombres entiers l'équation du troisième degré à deux inconnues
rp^+i>+ï» = o
dans laquelle ou a
Yr = af -f- a.f-' .... + ar ,
si l'on cherche les trois racines de l'équation (65.), ou aura par les formules connues
et si l'on suppose que l'on ait (ahstraction faite des signes)
4(yr)2->27(r,./'
ou pourra développer on série le radical
1/7 (y-)2 , (Yny v
par les puissances ascendantes de ~, et l'on obtiendra la série conver"(;ute
Y» ■ / (*'»)3 W2TA 2Fr + \2.2/-irrW teJ • • • • + efc. ,
qui, étant substituée dans la formule
V(r 2Yr + V\ÏT7^ + 27f iV?)) ' donnera
*(-&+£+$&)©+*•) = te) ©+-•).
et l'on voit que si l'on peut satisfaire à l'équation — = //', eu nombres rationnels, et à l'équation r — m = S s en nombres entiers, ou pourra extraire la racine cubique de la quantité ^; de même si l'on substitue la
valeur du radical
*U[ïr)î ^ 27 (YrJ\)> daus la formule
on trouvera
et si l'on pourra faire
£ = ^y3' + By3'-4-etc, il est clair que l'on pourra extraire la racine cubique de la quantité;
^/(_^. + etc.),
et l'on voit que l'on trouvera les mêmes conditions que nous avons déjà obtenues, c'est à dire l'équation — = u*, qui devra être résoluble en nombres rationnels, et l'équation r — m = 3 s que l'on devra résoudre en nombres entiers.
Il résulte de l'analyse précédente , que lorsqu'en donnant à y des valeurs qui ne sont pas comprises entre deux limites données Là et Ll , on peut satisfaire (abstraction faite des signes) à l'inégalité
Yr(Ym)* 4 {¥„)' ^27' il sera toujours possible de trouver toutes les solutions entières de l'équation (65.), si l'on peut résoudre l'équation — = uz, en nombres rationnels, et l'équation r — m =3 s, en nombres entiers. En effet les valeurs de y qui ne se trouveront pas parmi les nombres entiers compris entre L et £y, , fourniront une équation de la forme
Dx = Ay> + By~....+C + f,
dans laquelle on pourra réduire la fraction -j- (qui est une fonction de y) aussi petite que l'on voudra, en prenant pour y des nombres entiers qui ne se trouvent pas compris entre deux nouvelles limites /, /, ; et partant il faudra donner à y des valeurs entières comprises entre ces limites /, /,, ou bien l'on aura l'équation
Dx = Ay* -f By°-X . . . . + C, qui devra exister en même tems que l'équation (65.); et dans les deux cas on pourra trouver toutes les solutions entières de l'équation proposée, par la métliode que nous avons exposée précédemment.
Si en donnant à y des valeurs non comprises entre deux limites Gnies l et ll} l'on avait (abstraction faite des signes)
Yr(Ym)' 4 {Tny ^27' on trouverait aisément (par une analyse semblable à celle dont nous venons de faire usage) que pour résoudre complètement dans ce cas par notre méthode l'équation (65.), il faudrait pouvoir résoudre 1 équation -- = «% en nombres rationnels, et l'équation n — r = 2 s, en nombres entiers.
On pourrait appliquer les mêmes principes aux équations qui sont du quatrième degré par rapport à l'une des inconnues; mais dans ce cas les calculs qu'il faudrait effectuer deviendraient très -longs, et d'ailleurs passé le quatrième degré l'on se trouverait arrêté par l'impossibilité de résoudre les équations algébriques des degrés supérieurs. Nous allons reprendre maintenant cette théorie dans toute sa généralité, à l'aide du théorème de Lagrange qui sert à exprimer en séries les racines des équations algébriques, et nous exposerons avec plus de détail ce que nous avons à peine indiqué dans l'analyse précédente.
Etant proposée l'équation
66. a — bx-\-cxn = 0, on sait, par le théorème de Lagrange, que lorsqu'on a (abstraction faite des signes)
co"-* (n — îy-1
une des racines de cette équation sera exprimée par la série convergente
b7' *Al+7*-H — 27b^-+ 2~37t^ +etc.;,
et les autres n — 1 racines seront données par la série convergente
RQ /, a nà* (n — l)2nai \
b8- rV~(^r ijî;-2(„-i)'iV-2. 3ôT=ïF^7î -etc->/>
dans laquelle il faut substituer pour r successivement les n — 1 racines de I équation
Lorsqu'on a (abstraction faite des sigues)
ca"-1 ^ (w — I)—»
les n racines de l'équation proposée seront exprimées par la série convergente
69. r ( l - *T + fc^ll! _ (4-*)(4-2*)^ + etc<) V na~ 2.rcaaa 2. 3. n'a* '
dans laquelle il faudra substituer pour r successivement les n racines de I équation
Il résulte de là, que lorsque (abstraction faite des signes) l'on a
b" ^ nn f
l'équation (66.) aura autant de racines réelles qu'il y en a dans les deux
équations
bz — a = 0, czn~l — b = 0,
et que lorsque (abstraction faite des signes) on a
ca"-1 (n — li"-' bn -^ n" '
il y aura autant de racines réelles qu'il y en a dans l'équation
czn -\- a = 0.
Maintenant si l'on suppose
a = —a, b = — 0, c —y, («, (3, y, étant trois quantités positives) et si l'on prend pour n un nombre impair quelconque, on aura les deux équations
yz»~> + (l = 0, yzn — ce = 0, dont la première aura toutes ses racines imaginaires, tandis que la seconde n'aura qu'une seule racine réelle; et par conséquent l'équation
70. yxn +/3.r — a = 0, (dans laquelle «, (3, y, sont trois quantités positives) aura toujours une seule racine réelle, quelle que soit la valeur des coefficiens «, 0, y. A présent si dans l'équation (70.) on fait, par exemple, a = pymn -f ç, (3 = rymn~2-\- s, 7 = t, (j>3 r, t} étant trois quantités positives) on aura, après les substitutions,
71. pymn + </ = (ry»1"-2 + s)x -f- tx% et par suite (abstraction faite des signes) la quantité
ca"-1 _ _ y (—a)"-1 _ _ t(— pymn— g)"-» bn (— 0)n [—rymn-^ — s)'1
sera plus grande ou plus petite que - -- — , selon le rapport de m à n.
Soit nm^>2n) alors on pourra trouver deux limites L et Lt de y telles qu'en prenant pour y des nombres entiers quelconques qui ne soient pas compris entre ces limites, on ait toujours (abstraction faite des signes)
72 *(— pr""1— g)""1 <- (« - i)""1
Lorsque cette inégalité est satisfaite, pour trouver toutes le» valeurs de .r qui résolvent l'équation (71.) , il faudra faire usage des deux séries (67.), (68.); et en substituant dans la première de ces séries les valeurs a = — « = —py'""-^9} Z/ = — j3 = —ry'""-2 — s, c — y = /,
on aura
( ! i *(— prmn — y)""' , 2m*(— pr™ — g)«»-t
'6' x ~~ \ry""-2-\-s/\ . 3»3w— 2)<3C— prmn — 7)3'-3 ,
f t 2.3( rym"-2 s)in ••..-!- etc.
Mais comme par hypothèse l'on a mn^>2n, ou bien w>2, et que chaque terme de la série précédente peut se réduire aussi petit que l'on voudra en donnant à y des valeurs entières qui ne soient pas comprises entre deux limites L, Z>,, facilement assignables, on aura toujours (lorsque y n'est pas compris entre ces limites) une équation de la forme
Nx = Af + By+C+l,
dans laquelle TV, A, B, C, sont des nombres entiers, et y- est une fraction
plus petite que l'unité; don l'on déduira l'équation
Nx = Af + By + T, qui devra exister en même tems que l'équation (71.), et qui servira à trouver toutes les valeurs de y non comprises entre les limites L, Lt; mais comme d'ailleurs les valeurs de y comprises entre ces limites peuvent se trouver séparément, l'équation (71.) sera résolue complètement quant à la série (67.); et si l'on suppose que les coefficiens de 1 équation (71.) restent toujours positifs, quelle que soit la valeur de y, il est clair que l'équation (71) ne fournira qu'une seule racine réelle pour x, qui sera représentée par l'équation (73.); ainsi dans ce cas l'équation (71.) sera résolue complètement, pourvu que l'inégalité (72.) soit satisfaite.
Si les coefficiens de l'équation (71.) ne sont positifs, que pour des valeurs de y comprises entre les limites Z/, Ll , on pourra, par l'analyse précédente, trouver toutes les solutions de cette équation qui correspondent ù des valeurs entières de y comprises entre L et Z/,.
Il est clair que si l'équation
py™ + ? = (ry"""* + s)x + tx\ est résoluble par la méthode que nous venons d'exposer, on pourra résoudre aussi l'équation plus générale 74. pynn*pxymn-x + ft/7"-2.... + 7iy + ? = (/y™»-» +/•,/""-*..« + sty + s)x +tx",
dans laquelle les coefficiens
piy ptf ... . ft, 7, r, r, . ... stJ s, t, sont des nombres rationnels quelconques. En effet l'on pourra toujours, dans chaque coefficient de x, rendre le terme qui contient la puissance la plus élevée de y plus grand que la somme de tous les autres, et alors les conditions d'inégalité ne porteront que sur les termes qui contiennent ces plus grandes puissances; et comme les autres conditions ne regardent que ces termes, il en résulte que si l'équation (71.) est résoluble, l'équation (74.) sera résoluble aussi.
Si au lieu de l'équation (74.), on voulait résoudre en nombres entiers l'équation plus générale
ay™ _{_ hy7""-1 + cymn-2 .... -\-d = (eymn-P-\-fymn-P~l .... + g)x -\-hxn, dans laquelle les coefficiens e, h, sont positifs, il suffirait d'avoir m>p, pour en obtenir toutes les solutions entières, ou du moins toutes les solutions entières positives, par notre méthode.
Eu général étant proposée l'équation h coefficiens rationnels
ayn + £y-i + cy -f d + {ef +fyp~l +g)x + h xm,
on pourra, par la méthode que nous avons exposée, trouver toutes ses solutions entières pourvu que le produit eh reste toujours positif et que l'on ait (abstraction faite des signes)
h(ayn + byn-1.... + d)m-> (m — l)m-x (eyP+fyr-l.... + ë)m ** m» '
Ainsi par exemple on pourra toujours trouver toutes les solutions entières de l'équation
af + bf + cf + dy* -f- ef +/y* + gy + h = xiiyt + fcf + ly' + mf + ny' + py+ç) + rx\ pourvu que le produit ir. soit positif.
Lorsque dans l'équation (70.) le coefficient 0 est négatif, l'équation
7S-1 + 0 == 0, aura deux racines réelles, et alors si la condition
yi— t
est satisfaite (abstraction faite des signes) outre la série (67.), il faudra considérer la série (68.), qui fournira deux nouvelles racines réelles de l'équation (70.), en y substituant les valeurs des coefficiens. Mais afin que notre méthode puisse s'appliquer à la série (68.), il faudra que l'on ait
-£ == — (an~l ymn-m + 4y»»-"«-« .... -|- etc.), car alors l'équation o
donnera les deux valeurs réelles
z = ±(aym + £/n-,-t-etc.), et ces deux valeurs étant combinées avec la série (68.), fourniront toutes les solutions entières de l'équation proposée. Si l'on a, dans l'équation
a — bx-\-cxn = 0, (abstraction faite des signes)
ou ne pourra plus faire usage des deux séries (67.) et (68.) pour obtenir les valeurs de x, car dans ce cas ces deux séries deviendraient divergentes: alors il faudra recourir à la série (69.) qui renferme le radical
( — ") , et il est clair que l'équation proposée aura une ou deux racines réelles selon que le nombre n sera impair ou pair; en observant cependant que lorsque n sera pair, et que la fraction — sera positive, l'équation a — bx-\-cxn=.0, n'aura aucuue racine réelle, tant que l'inégalité précédente sera satisfaite.
Maintenant si l'on suppose que les coeffîciens a, b, c soient des fonctions de y, il faudra, pour appliquer les principes que nous avons exposés précédemment, que l'on ait toujours
ca"' {n — l)"-1
et ensuite
— ± = _tfr"" + sgr'....+p.r + g = ^y«-+ /z>— « +etc,
car alors on trouvera
l/(ïr) = ér/" + ïym~l + /ym_î • • • • + etc- >
et en substituant cette valeur dans la série (69.), on parviendra aisément à la résolution complète en nombres entiers de l'équation proposée. Eu général étant proposée l'équation à deux inconnues
75 \*n(*ym + bymr-i — ' + cy + d) + (ef+jf~\...+ hy + i)x\Q i -Vyp+iyp-l....?y + s) S
on pourra toujours la résoudre complètement en nombres entiers dans les cas suivans.
1°. Lorsque n étant un nombre impair, et les deux termes «ym, eyr, ayant le même signe, on peut trouver deux limites finies L, Lx , telles , qu'en prenant pour y des valeurs entières qui ne soient pas comprises entre ces limites, on ait toujours (abstraction faite des signes)
2°. L'équation (75.) sera résolue complètement lorsque (n étant un nombre entier quelconque, et l'inégalité (76.) étant satisfaite, mais les deux termes aym, eyr, n'ayant pas le même signe) on pourra résoudre l'équation — = a™-1, en nombres rationnels, et l'équation r — m = (n — ï)z, en nombres entiers.
3°. L'équation (75.) pourra être résolue complètement en nombres entiers, (quels que soient les signes des termes aym, eyri) lorsqu'il sera possible de trouver deux limites finies L, L%, telles qu'en prenant pour y des valeurs entières non comprises entre ces limites, on ait toujours
afc„-ij,m+Bp-p (n — l)"-1
et que l'on pourra résoudre l'équation — = a", en nombres rationnels, et l'équation p — m =nzy en nombres entiers.
4°. Lorsque l'inégalité (77.) étant toujours satisfaite, l'exposant n sera un nombre pair, et les deux termes hyp, aym, auront des signes difFérens, on 'pourra trouver toutes les solutions entières de l'équation (75.).
Il faut observer ici que souvent les conditions précédentes ne sont satisfaites, dans l'équation (75.), qu'entre des limites données des inconnues; alors au lieu de trouver toutes les solutions entières de l'équation proposée, on aura seulement, par notre métbode, les solutions comprises entre deux limites connues. Ainsi, par exemple, quelquefois on trouvera toutes le,s solutions positives de l'équation (75.), sans que l'on puisse obtenir les solutions négatives.
Si dans l'équation (75.) on fait n — 2, et si l'on suppose que l'inégalité (76.), qui dans le cas actuel se réduit à celle ci
4«£ym+''Oej2r, soit toujours satisfaite en donnant à y des valeurs non comprises entre deux limites finies L, Ll , il est clair que l'on pourra résoudre complète-
mont l'équation proposée à l'aide des deux séries (G7.) et (68.), car la seconde n'aura, dans le cas de « = 2, qu'une seule valeur qui sera toujours rationnelle.
Lorsque l'on a, au contraire (abstraction laite des signes)
4akym+r'>e2 y", en donnant à y des valeurs quelconques non comprises entre deux limites Finies /, /,, il faudra faire usage de la série (69.), et afin qu'elle ne contienne aucun terme irrationnel, on devra pouvoir résoudre l'équation — = z2, en nombres rationnels, et l'équation p — m — 2s, en nombres entiers. Il est clair que ces deux équations se réduisent aux deux suivantes ak = u2, p-\- m—2t, qui sont celles que nous avons déjà obtenues.
Les deux équations précédentes doivent être résolubles dans le cas que le terme akym+p soit positif, mais lorsqu'il est négatif, et que l'on a
4.akf'+i>>e2y2r, la série (69.) aura deux valeurs imaginaires; et partant les valeurs de x qui correspondent à des valeurs de y non comprises entre des limites finies L, Lx, seront toujours imaginaires; mais comme les valeurs entières de y comprises entre ces limites, se déterminent aisément, on aura résolu complètement l'équation proposée, sans qu'il soit nécessaire de satisfaire aux deux conditions que nous avons trouvées précédemment.
Soit maintenant n = 3 dans l'équation (75.), et supposons (pie l'inégalité (76.) soit satisfaite, dans le cas actuel elle se réduira à l'autre
t?y*r <~27> et il faudra faire usage des deux séries (67.) et (68.), pour obtenir les valeurs entières de x qui résolvent l'équation proposée. A présent si dans la série (67.), on substitue les valeurs des coefficiens de l'équation (75.), ou aura une série convergente qui fournira, à l'aide de notre méthode, toutes les solutions entières de l'équation (75.) qui correspondent à l'une des formes des raciues. Pour obtenir toutes les autres solutions entières, il
faut considérer les valeurs de x fournies par la série (68.); et comme
celle-ci, lorsque n = 2, contient le radical (—) qui, pour l'équation (75.), se transforme dans l'autre
\ aym + bym-1 -\-dt '
il faudra, pour y appliquer notre méthode, que 1 on ait l'équation — ==. u2,
en nombres rationnels, et l'équation r — m = 2s, en nombres entiers, et l'on voit que dans ce cas l'équation (75.) sera résolue complètement. Mais si la quantité comprise entre les crochets dans le radical (78.) demeure toujours négative, pour des valeurs quelconques de y non comprises entre deux limites finies L, Z/, , il est clair que le radical (78.) deviendra imaginaire dans les mêmes circonstances ; alors la série (68.) ne donnera que des valeurs imaginaires de x, excepté pour des valeurs entières de y comprises entre les limites L , Lr, valeurs que l'on considérera séparément. Ainsi dans ce cas l'équation (75.) sera résolue complètement à l'aide de la série (67.), pourvu que l'inégalité
27e/t2ym+2p<4ey soit satisfaite, et sans qu'il soit nécessaire de vérifier aucune autre condition. Si l'on avait au contraire
27«/t2jm+îP>4e3v3r,
il faudrait recourir à la série (69.), et comme celle-ci contient le radical
^— J qui, pour l'équation (75.), devient
/ftrP-f ZyP-'....+ s\~ \arm_J_èjm-l _|_ d) '
on devra, afin que notre méthode soit applicable, pouvoir résoudre l'équation — = u3, en nombres rationnels, et l'équation p — m = 3s, eu nombres entiers; et si ces deux conditions sont satisfaites, l'équation (75.) sera résolue complètement.
L'analyse précédente montre qu'en appliquant la série deLagrange aux équations indéterminées qui sont du second ou du troisième degré par rapport à l'une des inconnues, on rencontre les mêmes conditions que la forme des racines nous avait fait découvrir, et que même l'on trouve de nouveaux cas de solution. En appliquant notre méthode aux équations des degrés supérieurs, on trouve la résolution complète d'un grand nombre d'équations indéterminées, qu'on n'aurait pu traiter d'aucune manière par les méthodes connues.
Si au lieu de léquation (66.) on avait l'autre a — ùxm + cxm+" = 0,
—) , et alors si a, b, c, étaient des fonctions de j, la première série aussi fournirait deux équa-
tioiis de condition de la forme
— = um, p — r-=//is.
dont la première devrait être résoluble en nombres rationnels, et la seconde en nombres entiers; et il est clair «jue ces équations deviennent identiques dans le cas de m = 1.
Eu général étant proposé de résoudre eu nombres entiers ['équation à deux inconnues
a -f- b x + ex2 . . . . -f- d x" = 0, dans laquelle les coefficiens a, b, c, .... d, sont des polynômes en y entiers et rationnels, à coefficiens rationnels, on réduira d'abord tous ces coefficiens au dénominateur commun, et puis on les multipliera par ce dénominateur pour les rendre tous entiers; ensuite on cherchera par le théorème de La «range les diverses séries qui représentent les n valeurs de x, et l'on trouvera toutes les conditions auxquelles doivent satisfaire les termes qui dans les coefficiens a, b, c, .... d, contiennent les plus graudes puissances de y, afin (pie l'équation proposée soit résoluble par notre méthode, en observant (pie lorsque ces conditions, qui regardent les termes contenant les plus grandes puissances de y, seront satisfaites dans nue équation donnée, on pourra changer dune manière quelconque les autres ternies, qui ne contiennent pas les plus grandes puissances de y, et toutes les équations que l'on obtiendra de cette manière seront toujours résolubles.
Pour résoudre en nombres entiers I équation
F(x,y) = 0, (dans laquelle F x, y) exprime une fonction quelconque entière et rationnelles des inconnues x et y, A coefficiens rationnels) il peut être utile de considérer quelques puissances de l'une des inconnues comme des coefficiens algébriques; de cette manière on réduit l'équation proposée à une antre plus simple, et lorsqu'en résolvant cette nouvelle équation par la série de Lag range, notre méthode est encore applicable, on obtiendra la résolution complète de l'équation proposée. On pourrait aussi dans plusieurs cas résoudre complètement de la même manière des équations contenant trois ou un plus grand nombre d'inconnues: mais ces recherches exigeraient de trop longs développemens, et ne sauraient trouver place ici.
En général au lieu de chercher par le théorème de Lagrange l'expression en série des racines de l'équation proposée, ont peut chercher le développement d'une fonction quelconque des inconnues. Ainsi, par exemple, étant proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à
deux inconnues
si l'on peut trouver une fonction entière F (x, y) des mêmes inconnues telle, qu'étant développée par les puissances descendantes d'une autre fonction entière f(x, y) de cette manière
le rapport de deux coefficiens consécutifs demeure toujours positif, et ne puisse jamais atteindre une limite entière A, on trouvera 2B pour la limite de F (oc, y), lorsqu'on donnera à la fonction f(x, y), une valeur égale ou plus grande que 2 A; alors en éliminant une des inconnues entre l'équation
et l'une quelconque des suivantes
FOr,y) = 0, F(avy)==l, F(x,y)=2, .... F^y) = 2£-l,
ou bien entre la même équation
<P (x, y} = 0, et l'une des suivantes
/Or,y) = 05 f(x,y) = L, f{x,y) = 2, f{x,y) = 2A-\,
on aura un nombre 2{A-\-B) d'équations à une seule inconnue, dont les
racines entières exprimeront toutes les solutions entières de l'équation
Nous avons supposé que tous les coefficiens B, Bl9 Bzi .... etc. , avaient le même signe; mais s'ils avaient des signes alternatifs, en fcsant f(xyy)~>2A, on n'aurait plus F(x,y)<^2B. Cependant en fesant /(a;,j)>j!lB, la valeur de F(x,y) serait toujours comprise entre B et B — 1, et l'on serait assuré qu'il faudrait avoir en même tems
.. ,, F(x,y)=Bf <p\x,y) = 0,
ou bien (équation
<P(x,y) = 0, devrait exister en même tems que l'une des suivantes
/(x,y) = 0, f(x,y)=l, /(x,y) = 2, f(x,y) = AB,
et 1 équation proposée serait résolue complètement.
L'esprit de la méthoëe que nous avons exposée dans ce mémoire consiste en ceci, quêtant proposé de résoudre en nombres entiers l'équation à deux inconnues
ou devra chercher une fonction entière des inconnues f{pcty)y telle que l'on ait l'équation
dans laquelle /, (a-, y) est aussi une fonction entière de x et y, et S, St , sont deux fonctions des mêmes inconnues, telles qu'en prenant en même tems (abstraction faite des signes) pour x des valeurs entières non comprises entre les deux limites finies -\-L et — L, et pour y des valeurs entière? non comprises entre les deux limites unies -f- L et — Ll , on
ait toujours (abstraction faite des signes) -y- < 1.
Maintenant il est clair qu'en prenant en même tems pour x des valeurs non comprises entre -f- L et — L, et pour y des valeurs non comprises entre +£» et — L13 l'équation (79.) se réduira si l'autre
80. f(x, y) =/,(*-, y), qui devra exister en même tems que l'équation F (x, y) = 0, et qui donnera, par l'élimination, toutes les solutions de l'équation proposée, non comprises en même tems entre les limites trouvées précédemment. Mais gi les deux inconnues x et j, n'étaient pas comprises à la fois entre ces limites, l'équation (80.) n'aurait plus lieu; cependant alors comme l'on devrait avoir (abstraction faite des signes) x<^±L, ou y<C±.L%, on poserait les équations
x = 0, ar= + l, a? = ±2, .... jc = ±(L — 1),
ou bien les autres
et ou pourrait éliminer une inconnue entre l'une quelconque de ces équations, et l'équation
qui serait de cette manière résolue complètement, puisqu'ayant trouvé d'abord les valeur* entières de x non comprises entre les limites — L et -f- L , et les valeurs entières de y non comprises entre les limites — Lt
et _|_ Lj , et puis les solutions comprises entre ces limites , on aura toutes les solutions entières possibles de l'équation proposée.
Les méthodes que nous avons exposées dans le mémoire précédent et dans celui-ci, contiennent les premiers élémens d'une théorie générale sur la résolution complète des équations indéterminées qui ont un nombre fini de solutions entières. Cette théorie présente de grandes difficultés lorsqu'on veut l'appliquer aux cas particuliers, et demande des recherches fort laborieuses qui ne sauraient trouver place ici, mais que nous espérons pouvoir exposer dans une autre circonstance.
MÉMOIRE
SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DONT LES RACINES ONT ENTRE ELLES UN RAPPORT DONNÉ, ET SUR L INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES DONT LES INTÉGRALES PARTICULIÈRES PEUVENT S'EXPRIMER LES UNES PAR LES AUTRES.
Lu à l'Académie Royale des sciences du Paris le 30. Septembre 1830.
J_jorsque Mr. G a us s publia (en 1801) sa mémorable découverte de la résolution des équations à deux termes, il annonça que sa méthode pomait servir aussi à la dhisiou en parties égales de l'arc de la Lemniscate. Ce géomètre célèbre n'ayant jamais fait connaître son analyse, je pensai, il )" a quelques années, que la résolution de ce problème pourrait offrir quelqu'intérêt, et je ru'y appliquai. Dans un mémoire présenté en 1825 à l'Académie Royale des sciences de Paris, j'exposai une méthode nouvelle, fort simple, pour résoudre les équations ù deux termes, et pour trouver directement les équations auxiliaires. J'indiquai en même teins de quelle manière on pouvait généraliser ma méthode et l'appliquer à une classe d'équations algébriques qui comprennent celle d'où dépend la multisection de la Lemniscate. Le mémoire dont nous venons de parler est toujours resté dans les Archives de l'Institut, et doit paraître dans le Recueil des Savons Etrangers*).
*) La resolution des équations à deux fermes que j'avais trouvée en 1S25, a paru dans un mémoire précédent sur la théorie des nombres. Quant à la multisection de la Lemniscate, voici un passage que 3Ir. Arajo a bien voulu extraire de mon mémoire de 1825: passage qui prouve que à celte époque j'avais déjà résolu la classe d'équations dont je publie maintenant la résolution.
^Institut de France; Académie Royale des sciences" ,,Le secrétaire perpétuel de l'Académie pour les sciences mathématiques, certifie ,,que ce qui suit est extrait du mémoire que Mr. Guillaume Libri a présenté à ,, l'Académie le 13. Juin 1825 sur la théorie des nombres."
L'illustre A bel, dont les géomètres regretteront toujours la perte prématurée, publia en 1829 uu travail très - remarquable sur une classe d'équations résolubles algébriquement, mais il périt avant d'avoir pu appliquer son analyse aux belles formules qu'il avait déjà données pour la multiplication des fonctions elliptiques. Il est inutile de dire qu'A bel ne connaissait pas les recherches que j'avais faites précédemment sur le même sujet. Son génie n'avait pas besoin de connaître les idées des autres pour faire des découvertes. D'ailleurs la diversité de nos méthodes montre assez que nous avons travaillé indépendamment l'un de l'autre.
A l'époque à laquelle j'ai entrepris premièrement ces recherches, on ne connaissait pas encore les nouvelles formules d'Abel pour la transformation des fonctions elliptiques. Je suis donc parti des équations, que Fagnani avait trouvées le premier et dontEuler s'était occupé sans pouvoir les résoudre, et qui servent à la multisection de la Lemniscate. J ai montré que par la nature même de leur formation, ces équations sont décomposables eu plusieurs facteurs rationnels, chacun desquels sert à la division de la Lemniscate en un nombre différent de parties ; et j'ai prouvé que dans chaque facteur les racines ont entre elles un rapport donné. La multisection de la Lemniscate m'a) ant conduit à considérer des équations dont les racines avaient entre elles un rapport donné, j'ai généralisé ensuite la question, et j'ai supposé que ce rapport était quelconque. A laide de la méthode par laquelle La g range avoit résolu, après Mr. G a us s, les équations à deux termes, je suis parvenu à résoudre complètement les équations dont toutes les racines peuvent s'exprimer rationnellement par une seule d'entre elles. Si les racines ont des rapports donnés entre elles, sans qu'on puisse cependant les ramener toutes à être des fonctions d'une
,, Soit proposée Pér]uation ce" — 1=0, et soit s une racine primitive du nombre „ premier n.; si l'on exprime par r, , r, , .... r„_! , les n — 1 racines de l'équation
,, t = 0, il est clair qu'on aura
» ri = r\ , r3=rs, , r, = r\ , etc. ;
„maintenant si l'on suppose que l'équation xm-\- o, arm_1 . . . . -\-am = 0, a les m'ra- „cines r, , r2 , . . . . rm , telles qu'en exprimant, par rp(y) une fonction rationnelle ,, quelconque de y, on ait toujours
»r%== (p [r%), rî=(p(rï), rt = (p(r,), etc., „on pourra encore résoudre complètement l'équation x'" -{-</, ccm~' ....-{- am = 0 „( lorsqu'elle n'a pas de facteurs rationnels) eu employant la même méthode dont
seule, alors en général le degré de l'équation proposée pourra être abaissé. On doit observer qu'il n'est pas nécessaire que le rapport existant entre deux racines soit linéaire par rapport à uue racine et rationnel par rapport à l'autre, comme Abel l'avait supposé. Ce rapport peut être aussi exprimé par une fonction irrationnelle des deux racines, et dans un grand nombre de cas la résolution s'effectuera de la même manière. Cette généralisation n'est pas une vaine spéculation; elle m'a été Indiquée par la question spéciale qui m'avait occupée d'abord. Car dans l'équation de Faguani, les racines sont liées entre elles par une équation qui, quoique très simple, contient des radicaux. D'ailleurs de cette manière on parvient à résoudre une classe d'équations qui échappaient aux méthodes connues.
Dans le problème qui m'avait occupé d'abord (la multisection de la Lemniscate) c'est d'après les rapports existans entre les racines qu'on formait l'équation; mais ordinairement c'est l'équation qui est donnée, sans que l'on sache s'il existe des rapports entre les racines. Il était donc nécessaire de pouvoir reconnaître a priori l'existence de ces rapports, d'après la forme et les valeurs des coefficiens de l'équation proposée. J'ai cherché, par conséquent, pour chaque degré, quelles étaient les équations qui admettaient des rapports rationnels entre leurs racines: et j'ai déterminé les conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficiens de ces équations afin qu'elles soient résolubles par les principes précédens. Ces conditions sont exprimées par des équations indéterminées qu'il s'agit de résoudre en nombres entiers. On voit que la détermination de ces conditions complète la théorie qu'A bel a publiée: car il n'avoit fait qu'indiquer une propriété des racines qui rendait résolubles les équations dans
„ La grange s'est servi (dans les noies de la IIe édition de la Résolution des c'qua- „tions numériques) pour résoudre l'équation à deux termes."
,, Certifié conforme ,,à l'original déposé dans les archives.
J. Arago."
On verra dans la suite de ce mémoire, que c'est précisément par la méthode de Lagrange, que je résous les équations dont je m'occupe ici. Taris le 7. Août 1S32.
Guillaume Li l>ri.
lesquelles elle se trouvait, mais (pour compléter la résolution de cette question) il fallait déterminer vice versa, quelles étoient les équations dont les racines jouissaient de cette propriété; et c'est ce que j'ai fait dans ce mémoire.
Les racines des équations, dont les coefficiens sont des nombres rationnels, doivent avoir de tels rapports entre elles, qu'en les élevant toutes à une môme puissance quelconque, leur somme soit toujours une quantité rationnelle. On peut satisfaire à cette condition de différentes manières: eu les discutant successivement, je trouve la résolution d'une classe assez générale d'équations algébriques, et plusieurs théorèmes nouveaux sur la comparaison des diverses puissances des racines irrationnelles des équations. Puis j'indique les conditions auxquelles les coefficiens d'une équation numérique doivent satisfaire, afin que ses racines puissent être déterminées à l'aide d'autres équations de degrés moins élevés. La recherche de ces conditions conduit encore à des problèmes d'analyse indéterminée.
Dans la seconde partie de ce mémoire, je considère les intégrales particulières des équations différentielles linéaires, comme des quantités analogues aux racines des équations algébriques, et j'en déduis une démonstration fort simple du Théorème de Lagrange. Je donne une formule générale pour exprimer l'intégrale d'une équation différentielle linéaire (dont le dernier terme est une fonction de x) en fonction de ce dernier terme, et des intégrales particulières qu'aurait cette même équation, si sou dernier terme était égal à zéro. Cette formule me parait utile pour obtenir l'intégrale cherchée sans effectuer les nombreuses éliminations successives qu'exige la variation des constantes arbitraires. Je montre ensuite comment on peut exprimer les coefficiens d'une équation différentielle linéaire en fonction de ses intégrales particulières, et je trouve des théorèmes analogues à ceux qui ont été donnés par Newton sur les rapports qui existent entre les coefficiens et les racines d'une équation algébrique. Enfin je fais voir comment on peut intégrer, ou réduire au moins à des équations d'ordre moins élevé, les équations différentielles dont les intégrales particulières ont entre elles des rapports donnés. Ces considérations trouvent une application importante dans l'analyse de l'action réciproque des corps semblables, soumis à des forces de la même nature; et spécialement dans l'action mutuelle des corps échauffés.
J'avais eu l'intention «l'ajouter ici une troisième partie, contenant l'application «les mêmes principes aux équations indéterminées; mais comme ces recherches exigent «le longs développeniens, je réserrerai pour un autre mémoire cette partie «le mon travail.
Premier article.
Equations algébriques.
Etant donnée une Lemuiscate, ou sait *) que pour la diviser en cinq parties égales, on devra résoudre l'équation qui résultera de l'élimination d'une des inconnues, entre les deux é«|uations
2zV(i — z*) _ 2hV71j-.,4)
En effectuant l'élimination et chassant les radicaux, on trouvera l'équation
Z = (zlh + 20^ — 26s? + 20 z* + 1)2 + 16(=2S— lia2* + 25 zw+'i~zw — 37 zl2 — Tjz" + Ils4— 1) = 0, «]ui peut se réduire au huitième degré, en fesant z* = v.
Si l'on voulait diviser l'arc de la Lemuiscate en un nombre 2"+l de parties égales, on aurait à résoudre une équation eu a, qui résidterait de l'élimination des inconnues entre les équations
s,Vd— aî) . _ 2z,V(i — z'3) _ _ 2z,V(l — z
On peut satisfaire aux deux équations (1.) en fesant «*== + «*, et on tirera de cette supposition les deux facteurs
qui diviseront l'équation Z — 0, laquelle prendra la forme
Nous avons obtenu l'éfjuation Z = 0, en éliminant u entre les deux équa-
*) Fagnani, produzioni matemaliche. 1750. 2 Vol. in 4/o. Tom. 1. ]> 363.
tions (1.)» raa'8 on aurait obtenu une équation de la même forme en u si l'on avait éliminé z entre ces mômes équations (1.). Il résulte de là que les racines de l'équation en u devront être égales aux racines de l'équation en s, et que si l'équation Z=Oa une racine s* = r4, elle en
devra avoir aussi une autre de la forme — .r _, r4 — . Lorsqu'on suppose
que cette seconde racine soit égale à la première, on a l'équation
(1 +**)»— 16(1— r% qui donne les deux facteurs du huitième degré que nous avons déjà trouvés. Mais si l'on suppose qu'elle est différente de la première, alors ou a le rapport ^ _ îe^t-rtf-
qui doit exister entre deux racines z = r, , z = rx du facteur
zm + 52zn— 26c8 — 12z* + l = 0.
En général on voit comment on peut appliquer les mêmes principes aux équations (2.) qui donnent la division de la Lemniscate eu 2"+l parties égales.
Si au lieu des équations
on considère en général les deux équations simultanées
z = <p(ar), x = <p(s), on aura eu éliminant:
et il est clair que l'on pourra faire = = <P(s), x = <P(x), et que l'on aura
Ç((P(z))-z =(<p(z) — z)FL(z) = 0, 9(<P(x)) — jc = (Ç(x) — x)Fl(x) = 0.
Il faut observer ici que dans l'équation Ft (z) = 0, ou Ft(x) = 0,
s'il y a une racine z =ri} il y en aura toujours une autre z = r2 de la
forme r, = (p{i\).
Etaut données les deux équations
z = Ç(x), x = F(z), si fou a en général Ç(F(x)) = F(Ç(x)), on aura d abord les deux équations z = <P(x), z = F(z), qui devront diviser léquation z^=<P(F(z))i et puis l'équation y(g(a))-» __
sera telle quêtant donnée une racine z = rl} il y en aura toujours une autre dz = r2 telle qu'on ait r2 = q> (r^, et une troisième z = r3 qui donnera r3 = F(r,).
Si Ion avait les deux équations <p (x, y) = 0, $ (y, x) = 0 , on en déduirait deux équations de la forme y =^(x), x = \p(y), et on serait dans le cas que nous avons déjà considéré.
Il faut observer que tout ce que nous venous de dire, est vrai quelle que soit la forme des fonctions <p et F.
Maintenant nous allons voir comment on peut résoudre Péquation
Lagrange a démontré*), que si l'on représente par xnx2..m.xmt les m racines de l'équation
X = xm + «, x™-1 . . . . + «,„ = 0, et par 1, a, a1, .... am~l , les m racines de L'équation ym — 1 =(), on pourra exprimer les racines de X = (), de la manière suivante. D'abord on considérera la fonction
' = #i + «^2 + cfxi ....-{- am~l xm, qui est une fonction invariable des quantités
«"x,, ux2, a? x3 .... a.n>~lxm> et dans laquelle, par conséquent, le résultat des permutations des racines Xi , x2 , x3 , . . . . etc. entre elles , sera le même que celui des puissances de a entre elles. La quantité t est ce que Lagrange appelle lu racine de l'équation résolvante.
Il faut observer que at sera le résultat des permutations simultanées de Xi en x2 , de x2 en x3 , . . . . et de xm en xt à cause de a'" = 1 . De même u~t sera le résultat des permutations simultanées de x^ en x3, de xt en xiy et ainsi de suite. Donc si t est une racine de l'équation résolvante, les produits at, art, art, ... . aTO_1 t, seront aussi des racines de la même équation. Par conséquent une équation de la forme
F = P+jt^p-1 -f- Ap — 0,
dont les racines fournissent les valeurs de t, ne devra pas changer en y changeant t en at, t en art, t en a?t, et ainsi de suite. D'où il est fa-
*) Mémoires de Berlin pour lannée 1770. Traité de la résolution des équations numériques 2de édition. Note 12.
cile de conclure quelle ne devra contenir que des puissances de t dont les exposans soient multiples de m, ù cause de cim = 1. Par conséquent si dans l'équation F = 03 on fait tm = 9, on aura une équation en 9, dont les racines seront les différentes valeurs de 6 résultantes des permutations des racines x2, x3, .... xm, entre elles. Maintenant à cause de «'" = a '"' . . . . = 1 , l'expression de 9 sera de la forme
dans laquelle les quantités |„, £,, |2, .... etc., seront des fonctions inconnues de xt, x2, xs, .... etc. qui auront en général la propriété d'être invariables pour les permutations simultanées de xL en x2, de x2 en xiy et de xm en œtj puis de xL en jr3, de x2 en ;r4 et ainsi de suite.
Les quantités £„, ££, |2> etc. étant connues, on aurait tout de suite
les valeurs de xlt x2, x3, etc. Car puisque B = tm, ou a t = y^9, et si on dénote par 1, «, (3, y, etc. les racines de l'équation ym — 1 = 0, et cpie l'on représente par 9„, Si, 52, etc. les valeurs de 9 qui répondent à la substitution successive de 1, a, j3, y, etc. à la place de a. dans la valeur de 9, on aura (à cause de t = xx -\-ax2i . . . . -f- ara-1;rm) les équations suivantes »i
3*1 + x2 + JPj • • • • + ^m = V^9„ ,
Xj -j- ax2 -f- a,x3 + am_ixm = /9, ,
Xt + |Sj?2 + &X3 + Ç-m-l^m = / h ,
etc.
qui par addition donneront
v^^+iro.+Vô + vom-,
et par suite on obtiendra les autres racines.
Maintenant soit proposé de résoudre l'équation
du degré m, en supposant que w + 1 soit un nombre premier. Si l'on représente par r l'une des racines de cette équation et par a l'une des racines primitives du nombre premier m + 1 , il est clair que toutes les racines de l'équation Xl = 0 seront exprimées par les quantités
et si l'on compare l'équation Xi = 0, à l'équation X = 0, que nous avons considérée précédemment, on devra, dans la valeur do
t = xt + a. x, . . . . + am-1ûcm ,
substituer r au Heu de xly ra au lieu de x29 ra au lieu de xi9 et ainsi de suite, et l'on aura
t = r + ur" -\-a-ra -f am~l r" ,
a étant l'une des racines de l'équation ym — 1 = ().
A présent si l'on fait ô = £m, et que dans le développement de tm on rabaisse les puissances de a et de r au dessous de cim et de rm+l par les équations a.™ = 1 , rm+1 = 1 , en ordonnant 0 par les puissances ascendantes de «, ou aura l'équation
dans laquelle les quantités £„, |,, £,, etc. seront des fonctions rationnelles et entières de r telles qu'elles ne changeront pas par la substitution
de r" à la place de r, de r" à la place de r", de ra à la place de r" , et aiusi de suite; ou bien (ce qui est la même chose) d'abord par la substîtution de ra à la place de r, et puis par celle de ra à la place de r et ainsi de suite.
Maintenant, toute fonction rationnelle et entière de r dans laquelle ,.»h-i _ j } peut toujours se réduire à la forme
A + Br+Cr2 + Nrm,
(les quantités A, B, C, .... TV, étant des nombres donnés indépendans de r); mais comme les puissances r, r2, .... rm, peuvent être représentées, dans le cas actuel, par les puissances r, r", r" , etc. (quoique dans un autre ordre), il en résulte que toute fonction £, rationnelle et entière de r, pourra se réduire à la forme
| = A + Br -f Cra + Nr°m~\
en prenant pour A, B, C, .... IV, des coefficiens quelconques indépendans de r.
A présent si l'on suppose que la fonction | représente l'une quelconque des fonctions |0, £ly £2, etc. comprise dans la valeur de 6, on sait qu'elle doit rester la même en y substituant r° à la place de r; et il faudra que l'on ait (eu opérant cette substitution):
% = A + Bra + Cra* + Nr,
d'où l'on déduira
et par suite
l = A+B(r + r" + ra* + r°m~l)
et enfin
g = A + B(r + r2 + rm) = A+Bs,
( en appelant s la somme des racines de lequation xm + xm~l .... .... -+- x + 1=0), ce qui donnera s= — 1; et les quantités |„, £M £2, etc. qui entrent dans la valeur de 8 seront toutes de la forme A-\-Bs=. A — B. Les coefficiens A et B se déterminent par le développement actuel de la fonction 6 = tm3 et puisque les quantités £,, £M |>, etc. comprises dans la fonction 9, sont toutes de la forme A — B, elles seront toutes connues immédiatement sans dépendre d'aucune équation (exceptée l'équation ym — 1=0, qui est semblable à l'équation proposée, mais de degré inférieur). De sorte qu'en indiquant par 1, «, (3, y, etc. les racines de l'équation ym — 1 = 0, et par 9„, 915 9>, etc. les valeurs de 9 qui répondent à la substitution de ces racines à la place de a, on obtiendra
m Ayant trouvé la valeur de la racine r9 on aura toutes les autres par les
puissances r",aa,....ra , et l'équation a?m+1 — 1=0, sera résolue complètement à laide de l'équation ym — 1=0.
En représentant par rlyr2, r3, .... rm, les m racines de l'équation
xm + xm~l ....-far-{-.r+l=0
on a vu qu'elles pouvaient toutes se représenter par la série
ra ,
dans laquelle a est une racine primitive du nombre premier m 4- 1 , on
aura par conséquent
et on a montré comment l'on pouvait trouver toutes ces racines. A présent si en généralisant cette question, on suppose qu'étant proposée l'équation
7 '(x) = X2 = xm + aLxm-L + o,„ = 0,
(qui n'a point de facteur rationnel) et qu'en indiquant ses racines par /j , r2, .... rm, elles soient liées entre elles par les équations
r2 = (Ptrj, r3 = <p(r2), rm = $(/•„,_,), rt = Q(rm),
dans lesquelles <P(0 exprime en général une fonction rationnelle et entière de ri5 nous allons voir que par une méthode analogue ù celle dont Lagrange s'est servi pour résoudre l'équation xm-\-xm~l . ... +•**+ 1 =0,
et que nous venons d'exposer, on pourra trouver toutes les racines de l'équation F(jxf) _ 0#
En effet si l'on répète le raisonnement dont nous nous sommes servis pour la résolution de l'équation x™-{-xm~l. . . . -f-x-j- 1 = o, on trouvera que la fonction
t = xl + ax2 + a"-1 xm
deviendra (pour le cas de l'équation A'2 = 0) de la forme suivante : t = /•, + «<?(#•,) + «^(r,)) . . . . + «m ' <?(<?(•• . . <?>(,•,)) ....), et si l'on fait pour abréger
et ainsi de suite, on trouvera
t =rl + ccQi (rO + a* <p2 (r,) -f- «—' <pm_t fo),
a étant l'une des racines de l'équation ym — 1 = 0, qui est toujours résoluble d'après ce qui précède.
Maintenant si l'on fait ô = £m, et que dans le développement de tm on rabaisse les puissances de « au dessous de «m, et les puissances de rt au dessous de r^j ù l'aide des deux équations «m = 1, Ffa) = 0; on aura, en ordonnant ô par les puissances ascendantes de a, l'équation
dans laquelle les quantités £0> |u £>> .... £m-i> seront des fonctions rationnelles et entières de rt telles qu'elles ne changeront pas par la substitution de <Pi(ri) à la place de rlt de (p2(rt) ù la place de <Pi(rC), de <Pi(r{) à la place Ç2(ri), et ainsi de suite; ou bien en général on pourra dire que ces fonctions ne changeront pas par la substitution complète de ^(rj à la place de <Prt, et qu'elles ne changeront pas non plus en mettant <P2(r,), ou (f>î(ri), à la place de rt et ainsi de suite.
A présent, à cause de l'équation F(rL) = 0, il est évident que d'une fonction rationnelle et entière de i\ quelconque, on peut toujours éliminer toutes les puissances de rL supérieures à r™, et qu'elle pourra se réduire à la forme ^ 4 + Br1 + Cr\.... + Nf;i
on aura pas conséquent les équations
r2 = <p, (r,) = A, + By r, + C, r* . . . . + 2Vt r», r3 = <p2 (rx) = ^2 + #, ,^-J-C, r*. ... + 7V2 /?,
rt = <pm (rx) = Am + flm ri + Cm r2 . . . . + Nm rf.
Mais comme toutes les racines r,, r2, r3, etc., sont inégales, puisque par hypothèse l'équation X7 = 0, n'a point de facteur rationnel, on ne pourra pas avoir deux de ces équations dont les coefficiens soient égaux. Alors en considérant chacune des puissances rlt r], r\, .... r™, comme des inconnues différentes, dans les équations précédentes, il est clair que par lélimination on obtiendra
ry = Ax+ B,<Px W + C^Ci) • • • • + N^M, r\ = A2 + B2 & (rj + C2 <ps (r,) . . . . + N,<pm (r,),
et par conséquent toute fonction | rationnelle et entière de rt pourra s'exprimer de cette manière:
| = t + h <?! W + tfofa ) + C<Pm W.
Si au lieu de la fonction £ on prend une quelconque des fonctions £0, £, . . « . g"1*"1 » qui doivent rester les mêmes en changeant r^ en ^(/"i), on trouvera les deux équations
£,= *.+ ^i^(''i) + *afl?s(rO + 'm<Pi W,
d'où il résulte tt=:tm, t, = tî, etc. et par suite
car (<p (r,) -f" $2 (r0 • • • • + <?»» (ri)) exprime la somme des racines de l'équation X2 = 0, et par conséquent est égale à — tflf On trouvera de même pour £1, £2, etc. des valeurs semblables; et l'on aura les valeurs de t — t1al par le développement actuel de la fonction Q = tm. Maintenant si l'on appelle 1, «, (3, y, etc. les racines de l'équation ym — 1 =0, et par Ô(J, 91} 62, etc., les valeurs de 9 qui répondent à la substitution de ces valeurs à la place de a, on aurra
et l'équation A", = 0, sera complètement résolue, car toutes les autres racines se déduiront de celle-ci à l'aide des équations r2 = (Pj (r,) , r3 =
$îW, etc-
Nous avons supposé que toutes les racines de l'équation X2 = 0 étaient liées entre elles par un même équation r2 = <p (r,), r3 = <p (ri) etc. Mais si cette condition n'était pas remplie, et que cette relation n'existât qu'entre quelques unes de ces racines seulement, l'équation proposée aurait
un facteur rationnel, qu'on pourrait trouver aisément en cherchant une transformée \i = 0 telle que ses racines fussent «les fonctions <P des racines de 1 équation A2 = 0. Car il est clair qu'en cherchant le plus grand commun diviseur A = 0, entre A, = 0, et A3 = 0, l'équation L. = 0 ne contiendrait que les racines liées entre elles par le rapport /s = <p V,), r3 = <P(r2), etc., et pourrait se résoudre complètement par la méthode précédente. En général si toutes les racines d'une équation algébrique peuvent être exprimées rationnellement par l'une d'elle, de manière qu'on ait, par exemple:
rs = / fa), rs+1 = / (rs)
rt s=4/(rj, ri+l = -i>(r)
on pourra toujours décomposer l'équation proposée en autant de facteurs rationnels qu'il y a de fonctions <p, /, \p, etc., à l'aide d'une équation dont le degré sera égal au moindre nombre de racines qui entre dans une des périodes r2, r3 , etc.
rs, /Vu, etc.
rt > rt+i ) etc., que nous venons de trouver.
Soit X„ = 0, une équation du degré n==mpi et soient ri » r2 » rî t * » * • rm 9
rm+l i rm+2 i rm+3 j • • • • f~2m ,
etc.,
ses racines, de manière que l'on ait
r2 = «*i(rO, r3 = <p1(r,) = <p,(r,), .... rm = Q^r^) — <Pm(r?), rt = <P{rm),
rm+2 = <Pi(rm+l); rm+3 = <P!(>m+3), .... etc. (en exprimant toujours par (pt une fonction rationelle et entière) mais de sorte qu'aucune équation semblable ne puisse exister entre les racines des difïérens groupes. Alors on cherchera une transformée Xr = 0, telle que les racines soient égales à la somme des racines de X„ = 0, prises m à la fois. Et en même tems on cherchera une autre transformée Xt = 0, telle que si l'on fait
<Pi(y) + <P,(y) + <P3(y) . . . . + <pm(y) = F(y\
les racines de Xt = 0 soient une fonction F des racines de l'équation An = 0. Les deux équations X, =0, A, = 0, auront un facteur <om-
inun D du degré p, et en fesant D = 0, les racines de D = 0 fourniront la résolution complète de Xn = 0. Car à l'aide des racines de D = 0, on pourra décomposer l'équation -Xns=0, en p équations du degré m, qui auront pour racines
n, Pi (fi), $a(/i), .... $»_i (/-,),
>Wl> <Pl('m+l)j <M>*m+l), •••• <Pm-!(>m+i),
et ces équations pourront être résolues de la même manière que l'équation X2 = 0 que nous avons considéré précédemment.
Si dans l'équation que nous venons de résoudre, les périodes des racines n'étaient pas toutes composées d'un même nombre de m termes, l'équation proposée aurait des facteurs rationnels qu'on pourrait trouver séparément.
L'analyse précédente montre comment l'on peut résoudre les équations qui résultent de l'élimination des inconnues entre les deux équations (J5(a-1y) = 0, (p (yl x) = 0, et on déduit de la même analyse la résolution complète des équations (2.) (que nous avons considérées au commencement de ce mémoire) desquelles dépend la division en parties égales de l'arc de la Lemniscate.
Nous avons supposé dans tout ce qui précède, que la fonction (P ou (Pi qui exprime le rapport entre deux racines, est uue fonction entière; mais si elle était fractionnaire, on pourrait (pourvu qu'elle restât rationnelle) la réduire toujours à une fonction entière, en multipliant le numérateur et le dénominateur par un polynôme convenable*).
Nous avons vu que si x — rk et x — (Pf/O divisent l'équation
Xn = xn + alx1'-1 + a„ = 0,
sa résolution se réduira à celle d'équations de degré moins élevé. Maintenant supposons que l'équation A„ = 0, ayant une racine x = rl} ait aussi un diviseur de la forme
*m + Ft (rt) xm-% + Fa (#■,) xm~2 \-Fm (r,) = 0,
(les fonctions F1} F2i Fm étant des fonctions rationnelles et entières de r,),
et supposons encore que l'on ait n = m a , et que Ion puisse diviser l'équation .X„ = 0 (du degré n), en a facteurs semblables de la forme
*) Lagrange, résolution des équations numériques, 2de édition p. 216.
xm + ^ifa)*"-1 + F„(rO = 0,
xm + w*(rà*** + F* (rj = o,
*m + *•.(/"„)*— ' . . . . + Fm (#•„) = 0, dans lesquels les quantités rl9 r2, .... ra , sont des racines de l'équation X„ = 0: si l'on cherche une transformée X1 = (), telle que ses racines soient des fonctions Fm des racines de l'équation A'„ = 0; et si en lésant
WtSÙ = rm + l\{ri)rm-\.. . + FM-1 Fm(*J, on cherche une autre transformée X« = 0, telle que ses racines soient des fonctions ^ de deux racines quelconques de léquation proposée, et en cherchant le plus grand commun diviseur entre X1 = Q et X,= 0, on auroit le facteur commun A = 0, dont les racines seraient successivement
Wd, Fm(r2), ....Fm(ra), et qui serviraient à découvrir les valeurs de rl5 r2, .... ra par le moyen d'équations de degré moindre que l'équation X„ = 0. Car l'équation A = 0, est de degré inférieur à l'équation proposée, et la fonction Fm(rl) peut se réduire toujours à ne contenir que des puissances de i\ moindres que r", ù l'aide de l'équation r" -f- a^r^1 . .. . -\- an = 0.
Si l'équation A"n = 0, n'était pas décomposahle entièrement en facteurs de la forme
xm + l\(rl)xm-*.... + Fm(rl),
on procéderait encore de la même manière, et l'équation A=0, serait toujours d'un degré égal au nombre des facteurs semblables par lesquels elle pourrait être divisée. Si Fm(^r1) était une constante indépendante de rt , ou fera x =■ afj -f- a dans le facteur
xm + *", ('.) xm~l . . . . + Fm{r,) = 0, et on déterminera a de manière que le dernier terme contienne r1#
En résolvant l'équation
*m + F1(r1)*"-1 ....+ Fm(rJ = 0 (dont nous appellerons les racines x = s1, s2, .... sm)t on trouve en général Sx —/(rO ; et comme en général / est une fonction irrationnelle, on voit qu'on peut résoudre aussi des équations dont deux racines ont une relation irrationelle entre elles.
Etant donnée une équation X„ = 0, du degré n, qui n'ait pas de facteurs rationnels, on pourra toujours supposer que les coefficiens de cette équation soient des nombres entiers ; car s'ils étaient fractionnaires ou
irrationnels, on pourrait toujours les réduire entiers. Dans les problèmes algébriques ce n'est que très rarement que l'on connaît les relations qui doivent exister entre les racines; et môme Ton ne sait pas si ces relations existent: mais l'on connaît seulement les coefficiens et le degré de l'équation. Pour s'assurer si les méthodes précédentes peuvent s'appliquer A l'équation Xn =f(x) = 0 , que nons considérons , on supposera que rt et r2 étant deux racines de cette équation, l'on ait
<P(ri9 r2) = ûn_x r"~l + «„_o rn~~ -f- «, rt + a„ = 0,
les coefficiens a09 al} .... c„_i, étant donnés par des équations de la forme
,ii— j
a„-i = <^o + fii r2 • • • • -h cn-i r'!rl ,
Dans les équations précédentes les plus grandes puissances de rx et r2 seront r"-1 et r"~~; car s'il y en avait de plus élevées, ou les abaisserait à l'aide des équations f(rt) == 0, f(r2) =■ 0, qui résultent de l'équation f{x) = 0. Les coefficiens
"()» "l > • • • • "n—lj fit) » fil > • • • • fin— 1 J
peuvent toujours être supposés des nombres rationnels: car s'ils étaient irrationnels, on les rendrait rationnels par des élévations A puissance et par d'autres moyens connus; et après avoir effectué les opérations nécessaires on pourrait encore, dans l'équation (fi (/-, , r2) = 0, réduire les plus grandes puissances de rt et de r2J A être moindres que r" et /•", A l'aide des équations / (j\) = 0, /(r2) = 0. D'où il résulte enfin que l'équation (P (r, , r2) = 0, ne peut contenir tout au plus que un nombre n2 de termes.
Maintenant si on élimine r, entre f(rl) = Q, et $(rlt r2)==0, on trouvera une équation de la forme
^(r2, a0, al an_t) = 0,
qui, A l'aide de l'équation f(r2) = 0, pourra se réduire A la forme
/,(r2) = Bn_x rr1 + S„J2rr2 . . . . + Btr2 + B0 == 0, et on cherchera pour Bu, Blt B2, . . . . #„_,, les valeurs rationnelles qui permettent aux deux équations fL(r3) = 0> /(r2)==0, d'exister ensemble, et d'avoir un facteur commun.
Les valeurs rationnelles de B„, B1} .... #„-i, serviront A déterminer les valeurs également rationnelles d' aui al} an^1} et par suite A
trouver les valeurs également rationnelles de b„, bly . . . . An_, ; r„, c,,.... .... c„_! ; etc. Ou voit que cette détermination dépendra d'un problème d'analyse indéterminée.
Outre les équations dont nous venons de nous occuper, il y en a beaucoup d'autres qui peuvent être résolues, et que nous allons considérer maintenant.
Soit Xn = ï" + fl1ï""1 + ff,ï*":. . . . -f fl„ = 0, une équation du degré n ù coefficiens rationnels ; nommons rly r, , .... rn ses n racines et soit
Sm = r? + /?.... + /? = ~s\m
On sait d'abord que toutes les quantités Slf S2y . . . . Sm, sont rationnelles; mais cela peut arriver de plusieurs manières. Si parmi les racines r,, r2, .. .. /'„, il y en a de rationelles, on les trouvera séparément par des métbodes connues; ainsi nous ne considérons pas ce cas. Mais en supposant toutes les racines de l'équation Xn = 0, irrationnelles, la quantité iS, peut être rationnelle de deux manières. D'abord ou peut supposer que parmi ces racines, il y en a un nombre p<^n, tel que tandis qu'elles sont toutes irrationnelles, leur somme soit une quantité rationnelle; et puis on peut supposer que cela est imposible lorsque p<^n.
Dans le premier cas de p<Cn, on fera rt -\- r2 . . . . rp = R, (R étant une quantité rationnelle quelconque) et on cherchera une transformée X, = 0, de l'équation Xn = 0, telle que les racines de X, = 0 soient la somme des racines de A"n = 0, prises p à la fois ; et il est clair que l'équation Xt = 0 alira au moins une racine rationnelle R, que l'on pourra trouver directement. A présent on cherchera une seconde transformée X2 = 0, telle que ses racines soient égalera R moins la somme de p — 1 des racines de l'équation A"„ = 0, et il est -clair qu'en cherchant le plus grand commun diviseur A entre A„ — (), et X2 = 0, 1 équation A = 0 sera du degré p et aura pour racines les quantités rl} r,, .... rp. D'où il résulte que dans ce premier cas, l'équation proposée aura un facteur rationnel du degré p que l'on savait v^gà déterminer par les méthodes connues.
Si la somme rt -{- r, . . . . + rp est toujours une quantité irrationnelle lorsque p<Cn> les méthodes connues ne sont plus d'aucune utilité; mais il est clair que Ton pourra trouver encore la valeur de rL -\- 2 , . . . -{- rp , lorsque Ax = 0, au lieu d'avoir une racine rationnelle, a un facteur rationnel du second degré. Alors l'équation Xn = 0 pourra être décomposée en deux équations de degré rnojndre, à l'aide d'une équation de second deifré. En général si le facteur rationnel de l'équation Ax = 0, était du degré t, on aurait décomposé l'équation ATn = 0, en t facteurs, ù l'aide d'une équation du degré t.
Cette théorie renferme la résolution des équations ù deux termes de M. Gaufs: elle repose sur ce principe que les racines irrationnelles d'une équation à coefficiens rationnels peuvent, avec leur somme, donner une quantité rationnelle de plusieurs manières.
1°, En formant une quantité rationnelle par la somme de quelques unes
d'entre elles seulement.
11°. Eu formant, par la somme de quelques unes d'entre elles, une quantité rationnelle d'un ordre donné; ou bien en formant une quantité rationnelle qui soit racine d'une équation ù coefficiens rationnels, d'un degré moins élevé que l'équation proposée. 111°. En formant toujours par leur somme des quantités irrationnelles du même ordre que l'équation proposée.
Dans les deux premiers cas, l'équation A'„ = 0, pourra se réduire à d'autres équations de degrés moins élevés.
Si léquatiou A", = 0, n'a point de facteurs rationnels, on pourra lui appliquer la même méthode dont nous nous sommes servis pour ramener 1 équation X„==0, à d autres équations de degré moindre. Et de même au lieu de considérer la fonction Slt on aurait pu prendre £,, S>, etc., et en général, une fonction quelconque des raciues.de l'équation XB = 0, pour tâcher de déterminer la même fonction dune partie seulement des racines.
On peut déterminer « priori quelles sont les équations à coefficiens rationnels dont la résolution peuj^se ramener à celle d'une équation du second degré, et de deux éqftions de degré moitié de celui de 1 équation proposée. La détermin^mon des coefficiens de cette équation dépendent de la résolution d'équations indéterj^feées.
Les principes précédens servent à résoudre un grand nombre d'équations «pion ne pouvait pas trailor par les méthodes connues; on peut facilement les généraliser, et nous ne croyons pas nécessaire d'y insister d'avantage.
Second article.
Equations différentielles linéaires.
Etant donnée l'équation différentielle linéaire de l'ordre n
à coefficiens constans ou variables, si l'on désigne par yL, y%i . . . . y„, les n intégrales particulières de l'équation (P(y) = 0, on aura en général y = C\yl -}- C\y2 . . . . -f- Cny2. Ces quantités yL, y%, . ....y, sont inconnues ; mais si l'on suppose que l'une d'elles (y, par exemple) soit connue, on fera y =■ ytfzdx, (z étant une nouvelle variable) et en substituant cette valeur de y dans l'équation (£>(y) = 0, on aura
. d"-H , dn-lvi r , I
+ «iy.35»- ••• + «« û^Jzdx\ = t».
+ a^y.Jzdx
Mais dans cette dernière équation la somme de tous les derniers termes équivaut à ty{y\) I zdx, et commey = y1, satisfait ù l'équation (Ç) (y,) = 0,
il en résulte que tous les termes multipliés par I zdx s'évanouiront, et on aura une équation en z} de l'ordre n — 1 , de la forme
i *- CL -^ t a. f ** n
*..... etc.)
en divisant par yt , et en exprimant par b\ \: h , . . . . etc. les coefficiens de
dn-'z dn~3Z
j^-i, ^j=3, etc., ou aura
l(p(yi/^,)==£^ + ^g±.... + ^lS = 0;
d'où il résulte que si l'on conuait une intégrale particulière de l'équation différentielle linéaire de l'ordre /?, (P(y) = 0, on pourra toujours la réduire
ù une autre équation linéaire — (p(}i / zdx) = 0, de l'ordre n — 1. Et
en répétant le même raisonnement on prouvera que si dans l'équation linéaire (P'y) = 0, de l'ordre n, on connaît m intégrales particulières, on pourra toujours réduire l'équation <?)(y) = 0, à une autre équation linéaire de Tordre n — m.
Soit proposé l'équation différentielle linéaire
d"y . dn~1y i n
si l'on fait y = zu} (z et u étant deux nouvelles variables) on aura
d"z , du d"~lz . , ]
» ~r~ n + n - — t-7—\ + etc.
dx" ' dxdxn~L ' 1
-f- etc.]
+ «,"f^L+etc./
et comme l'équation n — - -\- a u = 0, peut toujours s'intégrer, il en résulte
qu'une équation différentielle qui est linéaire même dans les deux premiers termes seulement, peut se réduire à une autre équation du même ordre dont le coefficient du second terme sera zéro. En général étant donnée une équation différentielle dont les premiers 772-f-l termes sont linéaires, on pourra toujours faire disparaître le terme m -J- lme à l'aide d'un équation linéaire de Tordre mj et si les m +1 premiers coefficiens de l'équation proposée sont constans, on pourra toujours faire disparaître le terme m-\-lm". Etant donnée l'équation linéaire
0 d"y , d"~lr , v
dans laquelle X est une fonction de x, si l'équation d"z , ri"-1; . n
a les n intégrales particulières zlt z2 . . . . z„, en fes^it y = z, fyt dx, dans l'équation (3.), on aura une équation de la forme
4' 7x^ + bldx^---'-^bn-iyi - -,' maintenant l'équation
a les « — 1 intégrales particulières
JL(h\ JL(h\ jL(zi\
dxVz,/' dxKzJ' dat\zj3
et en lésant dans l'équation (4. ) yi = U^ . ^ j /y2 tf^ 0n aura une éi tion de la forme
pia-
dn—yi dx
112 + 0 t!^lZ?
doc"
+ Cn-2 y 2 =
dx
En répétant successivement des opérations semblables, on parviendrait enfin ù une équation de la forme
yn =
d'où l'on déduirait l'expression
y = ^f<f)fd
1 dx\z,J
(dans laquelle les signes d'intégration / comprennent tous les facteurs qui
les suivent) et cette dernière formule donne l'intégrale générale de l'équation différentielle linéaire
en fonction des n intégrales particulières de l'équation
d"z , rf""1- , .,
dxn ' ldxn~l ~ "
Pour appliquer cette formule à un exemple, soit proposé l'équation différentielle
dzz
dx- ' '
l'équation ^-^ — ~ = 0, a les deux intégrales particulières -t = e* } z2 = e~x;
et partant en substituant ces valeurs dans l'expression
ou aura
= exfe'*xdxfxexdx = exfe~^xdx{exx — ex -\- CL)
— ex{fc,e-^xdx^-fe-xdx{x — V)) = ~C^* + Ce*— x,
et eu fin (en fesant C = A, —^ = J1) on obtiendra y=Aex-{-A1e~x — x,
qui est l'intégrale complète de Iequation proposée.
Il faut observer ici que si y = (p (x) est une intégrale particulière de l'équation
et si Zi , z2, .... s„ 5 sont « intégrales particulières de l'équation
jn -
IL -v
dxn ' l
l'intégrale complète de l'équation (5.) sera y = C'i ix -f- C2 s,....+ C7„^n + PoM* La valeur de y que nous avons trouvée précédemment
y = zjd(;f)fd
Xdx
Ct)J
renferme « intégrations successives; et quoiqu'on sacbe d'ailleurs (par la méthode de la variation des constantes arbitraires) qu'on peut toujours réduire y à ne contenir que des intégrales simples, cependant on ne voit pas, par l'analyse précédente, comment ou parviendrait à ce résultat. Voici maintenant comment ou peut obtenir cette simplification. Soit, pour abréger,
et ainsi de suite jusq'uà
Xdx
'l' dxXzJ'dx
ou aura
du,, /du^i /du„_2 . ... fdut/dui/duJ/du
(en observant que chaque signe d'intégration renferme tous les ternies qui le suivent); et par suite, en intégrant par parties, on obtiendra
2L = Jd u„Jd «„_, I dun_2... .Jd ujd a3 \u2 ul — f u , d uk)
= fd ujd u„ Jd «„_2 . . . .Jd u4 («3 (m2 ux —J"2 d «,) -y«3 </ (,/ , Ul —Jui du,))
et enfin
— /d ((«,«, —/du, ut) ;/3 — /d (k, î/, —/ri i/, bJ B,) î<4) i/5 .. . . j (z;l/
Lorsqu'on connaît toutes les intégrales particulières d'une équation différentielle (qui n'a pas de terme indépendant de y) on pourra toujours former les coefficiens de cette équation par des opérations analogues à celles qui servent à former les coefficiens des équations algébriques, en fonctions symétriques des racines. En effet soit proposée l'équation linéaire de l'ordre n
et soient y\, y2) .... >'„, ses n intégrales particulières, dont la somme est égale à y; si l'on l'ait y = yx I zdx, on aura
v d"~lz . rfr, d"~-z
dx
dx ' dx"~2 d"- - z
d"yx
dx
if'
dx]
_L dn~-z , d"-ly, H , f
+ *y* 55=»-- + a*53=St/*<'*> =0,
et comme la somme des termes multipliés par fzdx se réduit à zéro,
en divisant par y, 1 équation 1=0, on pourra la mettre sons la forme
dn~\z , , dn-
dx
dx
et ou aura« - f + aiyi = ^i7i^' et Par su'te ffi =
*dyl
j', dj?
+ ^i . Mainte-
nant I équation Z == 0 , a pour iutégrales particulières les n — 1 quantités
£(vf)> À(^)» •••• £(*r)« et si lon réPète sur équation Z = 0, la même opération que nous avons faite sur l'équation ï = 0, nous trou-
verons
dx \yxf
+ cl.
Ou trouverait des transformations semblables pour ct , c?j , etc. : mais comme les équations Y = 0, Z = 0, etc. diminuent toujours d'un terme, après n transformations on parviendra ù une équation dont le coefficient du second terme sera égal à zéro. Alors la série des termes al} bn clt dly etc. s'arrêtera ù ce terme là et on aura, en substituant,
ndy, y,dx
«> rfî (r A ^
dx\yj
dx
etc.
Pour appliquer cette formule à un exemple, soit proposée l'équa-
tion —^ — 7?ry = 0, dans laquelle si l'on fait y = yi+y2> on aura yl =
t\emx', y2=C\e~mx. D'abord on a n=2: et par suite, en substituant dans la formule précédente (dans laquelle il faut considérer les deux premiers termes seulement parceque il n'y a que deux intégrales particulières) on aura:
dx-' V, ) _ 2 m C, emx , dx"-\ C, I
2 d y , fla y,/ ^ "' ^1 g 1
ff| ~"~ r, i/o?"1" d_h\\ ' ~~ Çtem* ~d /C, e~-'"v\
r/aAv,/ rfxl C\ )
et partaut ^, = 0; ce qui résulte de l'inspection de l'équation proposée.
Dans la formule (6.) on peut permuter y, en y2 et vice versa, car a, est une fonction symétrique des intégrales particulières; en fesant toutes les permutations et ajoutant les résultats on obtiendra
( dvx \ (lr* _1_ -ÉIilS
nat = _„(_ + — _..,. + _-;
(jL(jL(r*\) J-(-*.(ri))
dœ\dx\yt// , dx\dx\yJJ . gtc
— etc.
et par suite en intégrant
/Vv/, = -,oSCr,.y,...r„)-(^)lo8(^^).i(^)....J4(S))-^
On pourrait obtenir par une analyse semblable tous les coefficiens c2, o}, . . . . an, en fonction des intégrales particulières ylf ylt • . • . y„i et eu général étant données n fonctions de x de la forme
*»(*)» ^jW, .... FB.(a?)', on peut déterminer les coefficiens de l'équation différentielle linéaire de l'ordre n qui aura pour intégrales particulières ces n fonctions; et il n'existera qu'une seule équation différentielle linéaire de l'ordre n qui satisfasse à cette condition, comme il n'y a qu'une équation algébrique d'un degré déterminé, qui ait n racines données. Cependant on peut déterminer plus facilement les valeurs de aly a3, etc., de la manière suivante. — Si ou élimine successivement les quantités a2, az, .... an entre les n équations <*"-)-, , d"~lr. . n
dny, . d"—r- , n.
d" v ri"—'1 V 7" i ~ s" i ~ .. n
dx" ' ' dxn
considérant les différentielles -r~ , ' /' , etc. comme des coefficiens con-
dx" 7 dx"~'- ' nus, on aura la valeur de aL telle que nous l'avons déjà donnée. Pour déduire de là la valeur de a2 il est clair qu'il suffit (dans l'expression de
Ci) de changer , „ ' en , ,/,' et vice versa, de même que ■_' en
* o dx 1 dx z a x
J_£ 9 et vice versa; et ainsi pour les autres termes semblables en y-,,
yi, .... y ni sans changer aucun des termes qui contiennent d'autres différentielles. On obtiendrait par des permutations analogues les valeurs de «3, «4, etc.
Il faut observer que les intégrales particulières yt , y2 , . . . . yn geront comprises dans l'expression des coefficiens an «.,,... . a„, sous la forme de différentielles logarithmiques, comme dans la formule (6.), pour faire disparaître les constantes arbitraires qui se trourent comme facteurs dans les quantités yt , y2 , . . • • yr. , et qui ne doivent pas se trouver dans les coefficiens alt a2, .... an.
Les quantités y, , y-, , yr, . . . . yn, forment une espèce particulière de fonctions symétriques: car non seulement on peut permuter ces quantités entre elles d'une manière quelconque (comme les racines des équations algébriques) dans la formation des coefficiens aly a2, o3, etc.; mais en général on peut écrire au lieu de yr la somme ou la différence d'un nombre quelconque de ces intégrales particulières; et la valeur des coefficiens ot , a2, .... an ne sera pas altérée. Ainsi par exemple dans
d* y l'équation — ^ = m2 y, nous avons vu qu'en fesant yl = C\ emx, y2 = C2e mx,
on obtenait
„_ 2dy, . dx*\yj _ ft y,dx l _d_ fyA dx \y,j/ Mais si l'on fesait yL == Ct emx — emx , y2 = C2e~mx, on aurait encore, en effectuant le calcul,
_ 2dyt , dx* \yj . . .
°* - Tidx + ~JjyA ~~
dx \yj
Ce nouveau genre de fonctions symétriques nous parait mériter l'attention des géomètres.
Etant proposée l'équation différentielle linéaire
v d" y , dn~ly i n
si deux de ses intégrales particulières (yt et y2 par exemple) sont liées entre elles de manière que l'on ait y2 = <P(ji), on substituera <P(j) ù la place de y dans l'équation Y = 0 , et l'équation YY = 0 qui résultera de cette substitution, étant combinée avec l'équation Y = Ot servira à l'élirai-
nation des différentielles successives de y de manière à n'avoir pour résultat qu'une équation différentielle linéaire du premier ordre. Ainsi par exemple si l'on savait d'une manière quelconque que dans léquation
!-A' = y, ses deux intégrales particulières yx et y2 sont liées entre elles dx~ J
par l'équation f, = — , on ferait y = — , dans léquation J = 0, et on
obtiendrait
dx* ydxî + U>
et en éliminant -=-^- entre Y == 0 et
dx2 ydxï^ry '
on obtiendrait 2
et par suite ^ = +y, ce qui donne enfin j=Ce±v, et les deux intégrales particulières seront yl=.Cexi y, = G'crx, comme on le savait d'ailleurs.
En général étant proposées deux équations différentielles linéaires des ordres n et m que nous exprimerons par Yn = 0, Ym = 0, si l'on suppose qu'elles ont p intégrales particulières communes, on éliminera les différentielles successives entre Yn = 0 et rm = 0, et on obtiendra une équation différentielle linéaire Yp = 0 de l'ordre p qui ne contiendra que les p intégrales particulières communes aux deux équations I '„ = 0, l'm = 0.
Les rapports qui existent entre les intégrales particulières pourraient aussi être exprimés par des équations différentielles linéaires et on pourrait encore réduire l'équation différentielle linéaire proposée a une équation différentielle linéaire d'ordre inférieur.
Soient proposées les deux équations différentielles linéaires simultanées
il est clair qu'en éliminant yv entre ces deux équations, ou aura une équation différentielle linéaire du 4"'e ordre, qui sera de la forme
7x = Pt + ^Pi + ^Pi + AT- +J* - 0;
1 dx ' dx* ' dx ' dx
mais si l'on élimine y entre ces deux mêmes équations, on aura précisément
la même équation en v,
^ — ir^^Aid^^A^iL^^ A^irx • A* — °»
d'où il résulte que les quatre intégrales particulières dont la somme forme la valeur complète de y sont les mêmes que celles qui forment la valeur de v. Maintenant si l'on fait f = v dans les deux équations V = a3y} Y= a3v, on aura les deux équations
F2 = j-r + a, — + (a2.az)v = 0,
qui serviront à connaître deux des quatre intégrales particulières que nous cherchons. Quand nous aurons trouvé les deux intégrales particulières de l'équation Y2 = 0, nous nous en servirons pour réduire l'équation Tx = 0 au second ordre; et Ion voit que les deux intégrales particulières zlf z2t de cette équation réduite du second ordre, auront entre elles un rapport exprimé par l'équation
dz ~, i d z1 |
d~^ "1" Cl d^ ~ï~ °2 Zl — °3 Sl >
et ce rapport servira pour trouver directement zL et z2 à l'aide d'une équation linéaire du premier ordre.
On pourrait généraliser beaucoup ces considérations et les appliquer à un plus grand nombre d'équations simultanées: mais nous avons le projet de traiter beaucoup plus amplement ce sujet dans un autre Mémoire: d'ailleurs nous montrerons bientôt l'application de ces principes à l'intégration des équations différentielles qui expriment l'action réciproque des corps échauffés.
MÉMOIRE
SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES
Lu îi l'Aïadi'raie Royale des sriences de Paris, le 21. Mai 1832.
Introduction.
Il y a quelques années que dans un mémoire où je discutais les valeurs des limites des fonctions discontinues, j'exposai une manière fort simple de représenter ces fonctions par des exponentielles sans intégrales définies ni suites infinies. J'assurai à cette occasion, que mes formules pouvaient s'appliquer avec succès aux transcendantes numériques, et spécialement à la recherche directe d'un nombre premier plus grand qu'une limite donnée.
Les géomètres qui tentèrent les premiers d'exprimer les fonctions discontinues en analyse, rencontrèrent de grands obstacles et de puissans antagonistes. Cette question agitée d'abord entre Daniel Bernoullï, Eu 1er et D'Alembert, a occupé successivement les plus célèbres géomètres, mais ce n'est que dans ces derniers tems qu'elle a reçu une solution adoptée généralement par les analystes. Les travaux de Fourier et les belles recherches de Mr. Poisson sur les limites des fonctions discontinues, ont dû dissiper les doutes qui restaient encore sur la nature de ces fonctions.
Dans ce mémoire j'ai tâché de réduire ù l'algèbre ordinaire et aux fontions exponentielles, les fonctions discontinues qui paraissaient placées aux limites les plus reculées de la science. ^Non seulement cette manière élémentaire de traiter des questions difficiles, sert à propager des connaissances qui étaient réservées à un petit nombre de personnes, mais elle conduit aussi à la résolution algébrique d'un grand nombre de problèmes qui paraissaient excéder les forces de l'analyse. Déjà dans ce mémoire j'applique mes principes à la détermination directe et générale des diviseurs des nombres, et à la recherche des nombres premiers. Mais ces formules sont d'un usage beaucoup plus étendu. Les géomètres qui auront bien saisi l'esprit de ma méthode verront qu'elle peut s'appliquer à une multitude de questions diverses. Elle sert surtout à la recherche du
terme général de certaines séries qui paraissaient n'obéir à aucune loi analytique.
Mes expressions s'éloignent tellement des formes analytiques ordinaires, elles paraîtront, peut être, si singulières au lecteur, que j'ai cru devoir insister spécialement sur leur démonstration. On trouvera au commencement de ce mémoire une discussion fort longue des valeurs de la fonction 0X. J'aurais pu, peut être, m'en rapporter à ce qui se trouvait déjà dans d'autres ouvrages, mais j'ai tâché de combattre d'avance les difficultés que ce genre d'expression auroit pu faire naître dans l'esprit du lecteur.
La fonction ( , . , dont je me sers dans ce mémoire, est beaucoup plus simple que celle dont je m'étais servi précédemment. Elle a de plus l'avantage de pouvoir s'appliquer à la théorie des nombres, de manière à éviter la valeur de 0". Alors elle devient évidente par elle même, indépendamment de toute considération étrangère.
Ces formules ne renferment aucune notation nouvelle. Elles sont le résultat nécessaire des propriétés connues des fonctions exponentielles. Les fonctions discontinues n'avaient été appliquées jusqu'ici qu'aux problèmes de ph)sique mathématique. A l'avenir elles contribueront surtout aux progrès de l'analyse algébrique et à l'application de l'algèbre à la séométrie.
Analyse.
Dans nos recherches précédentes sur les fonctions discontinues nous avons considéré la valeur de 0" comme étant toujours égale à l'unité, en coséquence de la valeur de arlogO, qui était toujours égale à zéro, lorsque x = 0. Mais il faut observer qu'on sait seulement que le produit xloga? est égal ù zéro lorsque x — 0; tandisque on ignore si dans #logO, le 0 du logO vient de log#, dans lequel on ait fait x = 0, ou de toute autre fonction de x sous le signe logarithmique. Il résulte de là quelque incertitude dans la valeur de x log 0, lorsque x = 0, et par suite dans celle de 0" = 1. Mais il est aisé de prouver directement par d autres moyens que l'expression 0" a toujours pour valeur l'unité.
Ma s cher on i *) avait déjà observé que 0"=1. Il trouvait cette valeur par l'équation
mais on peut y parveuir par d'autres voies.
On sait que lorsque x est un nombre entier, le développement du binôme
.. ._ - , X(X i)ll3 x(x ^)(x■ 2)7*' , ,
(1— «)r = 1— xu-\ -1- S — -~ p-etc,
s'arrête toujours et donne toujours une valeur exacte quelleque soit la valeur de u; ce qui ne tient pas à la convergence de la série du second membre (car cette convergence exige que l'on ait h«<1), mais au facteur x — x, qu'on retrouve dans tous les termes après le terme x-\-V"e. Il résulte de là que si l'on fait a:=0, tous les termes, excepté le premier, se détruiront, et on aura toujours (1 — «)" = ï« On voit que cette valeur est indépendante de la valeur de u , et qu'on pourra faire u = 1 , d'où il résultera (1 — 1)"=1 = 0". On voit aussi que Ion parviendrait au même résultat, en fesaut d'abord
(a — b)x = ax — x a*"1 b + x^~l\ ax~- fi? _ etc.
et puis (par la supposition de x=Q), (a — Z>)° = e° = 1 : car puisque ce dernier résultat est indépendant de a et de b , on pourra faire a = b , et
on aura encore
(ja — af = 0° = 1.
Il est clair que lorsque x est une quantité positive quelconque, la fonction 0V est toujours égale à zéro. Ceci n'a pas besoin d'être démontré; mais si on voulait voir, comment la quantité 0V, qui est égale à l'unité lorsque x = 0, devient égale à zéro pour une valeur quelconque de x très peu différente de zéro, on n'aurait qu'à faire x infiniment petit dans l'équation
(l-iy^l-ar-j-ffe^-^-^-^+etci
ce qui donnerait, en négligeant les puissances supérieures de x:
(î-i)* = i— ^(i+f + |+i+l Me.)
= 1 — x log(l — 1) = 1 — x logO.
Maintenant on sait que lorsque ^ = 0, le produit a:(l-f-f + § +^.... + etc.)
c) Euleri inslitutiones calculi diftrenUalis. Ticini 1787. 4°. pars IL p. 813. 81-1.
est égal à zéro, quoique le second facteur soit une quantité infinie; il résulte de là que si on fait x égal à une quantité très-petite (mais plus grande que zéro) la valeur de ce produirt sera égale à l'unité, et alors on aura (1 — 1)*=: i_jr(i+j + £ + *-...+ etc.) = 1 — 1 = 0.
Il résulte de là qu'en général la fonction 0X aura pour valeur zéro, l'unité , ou l'infini , selon que x aura une valeur positive , zéro ou négative.
Puisque la fonction 0X ne sauroit avoir que l'une de ces trois valeurs
BC
il est clair que la fonction 0° ne peut prendre que l'une des trois valeurs
suivantes :
0°, 01, 0", qui donnent
Il résulte de là que la fonction 0° est égale à zéro pour la valeur x = 0,
et pour une valeur négative quelconque de x s et que 0° =1, pour toutes les valeurs positives de x.
Maintenant la fonction
s = o°xo°a~\
a pour valeur l'unité pour toutes les valeurs de x comprises entre x = 0, et x = as cette fonction se réduit à zéro pour toutes les autres valeurs
de x. Car le premier facteur 0° est égal à zéro depuis x = 0 jusqu'à
x = — <x>f et donne toujours 0° = 1, pour toute valeur positive de x. Le
second facteur 0° est égal à zéro depuis x = a jusqu'à x = oc , et donne
0° = 1, pour toutes les valeurs de x comprises entre x = a, x== — oc. Partant, puisque pour toutes les valeurs de x, comprises entre x = a, x = oo ; et entre x = 0, x = — oo , l'un des deux facteurs de z est égal à zéro; et que entre x = Q, x = a, ils sont tous les deux égaux à l'unité;
il en résulte enfin que le produit 0" 0° a pour valeur l'unité entre
ar = 0 , x= a, et que hors de ces limites on a toujours 0° 0" = 0.
En observant que pour x = 0, et x = a, on oura toujours 0° 0" = 0. Il faut remarquer ici, qu'étant donnée une fonction discontinue quelconque, on pourra toujours la considérer comme étant égale à la somme d'un nombre donné de fonctions, qui resteront continues entre des limites
données. Ces limites seront déterminés par les poiuts où il y a solution de continuité dans la fonction discontinue donnée. Maintenant, chacune des fonctions continues partielles, dont la fonction discontinue totale se compose, pourra être représentée par le produit de deux facteurs, dont l'un exprimera la valeur de la fonction discontinue entre deux limites de discontinuité, et l'autre exprimera la loi de discontinuité: pourvu que l'on ait toujours égard à la valeur de ces fonctions aux limites et ù d'autres circonstances qui tiennent aux valeurs infinies des fonctions dont on ne considère qu'une partie.
La fonction 0° devient zéro pour chaque valeur de (f> (a?) = 0, de manière que si on voulait exprimer de cette manière le contour d'un
polygone, il est clair qu'en employant des facteurs de la forme 0" 0" (Ax+B) pour représenter chaque côté, ou aura pour chaque sommet une valeur de l'ordonnée égal à zéro, ce qui serait inexact. Mais il est facile dans chaque cas de corriger cette erreur. Pour fixer les idées nous allons prendre un exemple. Supposons qu'on doive trouver l'équation de la ligne abed.... (Fig. 1.) telle que ac soit une ligue droite, et cd.... une parabole. Soit h e l'axe des ordonnées et e g l'axe des abscisses, soit cf= n, et exprimons en général par y = Ax-\-B, l'équation de la droite abc, et par y ■=. /"(Cx-J-D) l'équation de la parabole cd. Il s'agit de trouver une fonction de x telle que depuis x = — ce, jusqu'à x = n, elle devienne Ax-\-B, et que depuis x=n jusqu'à x—<x, elle devienne yf(Cx-{-D). Il est clair qu'en appellant f{x) cette fonction inconnue, on pourra faire f(jcj = F(x)-\- ^(^c), pourvu que F(x) soit égale à Ax-\-B depuis x = — ce jusqu'à x = n, et s'évanouisse depuis x = n jusqu'à j?=oc; et pourvu que -^(.r) soit égale à ^"(Cx-\-D) depuis x = n jusqu'à x = <x>, et s'évanouisse depuis x=n jusqu'à x = — oc. Maintenant les fonctions F{x) et ^0*0 restent continues entre les limites x = — oc, x = n; x = n, x = ce : donc il faudra les décomposer en deux facteurs dont l'un exprime la condition de discontinuité, et l'autre la valeur numérique de la fonction. On voit que si on multiplie Ax-\-B par une fonction ty{x) telle qu'elle soit égale à l'unité depuis x = — oc jusqu'à x = n, et qu'elle devienne zéro depuis ar = n jusqu'à x = oc, on aura d'abord la droite abc, et puis une valeur y = 0 pour toutes les autres valeurs de x: de même si on multiplie f(Cx-\-D) par une fonction ÇL(x) telle qu'elle soit égale à l'unité de-
puis x-=-n. jusqu'à x = co , et qu'elle s'évanouisse depuis x = n jusqu'à
a.== o0y on aura la parabole cd et puis une valeur de j = 0 pour
toutes les autres valeurs de x. Et comme ces valeurs de y = 0 n'ajoutent rien à la valeur des ordonnées, on aura enfin
f(x) = F(x) + * (s) = <P (*) (^r + B) + ft (*) v^(C* + D). Mais on a vu qu'on pouvait faire
d'où il résulte enfin, que la fonction cherchée f{x) est donnée par l'équation
f(ar) = 0'»"~"X {A x + B) + 00*"" v^(Ctf + D). Il faut observer cependant que pour la valeur x = n , au lieu d'obtenir, comme on le devrait, f(n)=An + B, on trouve f(n) = 0, parceque (/" et o"X" sont toutes deux égales à zéro lorsqu'on fait x=n: cependant on aura une valeur exacte même pour cette limite x — n, en prenant pour <p(x) la valeur 1 — 0U ; car cette fonction donnera alors Ç(x) = i, pour toutes les valeurs comprises entre x = n, x= — co (en y comprenant la valeur x = n), et se réduira à zéro pour toutes les valeurs comprises entre x = n, x = co. Ainsi on aura
et l'équation
y - (i __ &*r ') (AX + B) + G0*"" /"(C* -f- D)
sera l'équation de la courbe abcd — qui est composée de la ligne droite abc et de l'arc de parabole cd....
Toute la question consiste à trouver une fonction F(x) telle qu'elle ait la valeur 1 entre les limites x = 0, x = a, et s'évanouisse entre x = 0, x — — oo, et entre x = n, x = oç: car eu multipliant F (.x) par la fonction \}j(x) qui exprime la valeur de la fonction discontinue entre les deux limites x = a, x = 0, on aura F(x)^{x% qui représentera une partie de la fonction discontinue entre les deux limites a? = 0, x = a, qu'on peut supposer être deux points où la fonction totale cesse d'être représentée par la fonction ^(x); ou en d'autres termes, être deux points successifs de discontinuité. Ou peut trouver plusieurs valeurs de la fonction F(x), et ces valeurs diffèrent aux limites: ainsi la fonction
donne t\x, =■ 0, pour jf = 0, et pour x = a. La fonction
F(x) = (l_O»-x)(l-O0~) donne F(x)=l, pour les limites x = 0, x = a; la valeur
F(x) = (i— ar*)a,a"
donne F(x) — 1, pour ar = 0, et /'(x) ^= 0, pour xsza. Enfin la valeur
*W = (cf+îT^Tû donne *>} = * '
pour a- = 0 et pour x=a; en observant toujours que toutes ces valeurs de F {x) donnent F(x) = 0 depuis x = 0 jusqu'à x = — <x>j et depuis x=a jusqu'à x = oc : et qu'on a /•'(>) = 1 entre les limites ar = 0, .r = a : indépendamment des valeurs des limites que nous avons déjà déterminées.
Au reste ces diverses expressions peuvent être considérées comme étant les limites d'autres fonctions dans lesquelles le zéro est remplacé par une quantité très petite. Si l'on exprime par d une quantité très petite, la fontion 0V sera la limite de la fonction dx ; et celle-ci aura une valeur très petite ou très grande selon que x est positif ou négatif. Lorsque x = 0, on aura dx—\. On voit de même que la fonction
(/ est la limite de d'r, et que Q 1 est la limite de la fonction jqjj:
en supposant toujours que d est une quantité très petite.
Les fonctions que nous venons de considérer jouissent de plusieurs propriétés remarquables. Elles servent à transformer en fonctions exponentielles un grand nombre d'intégrales définies qu'on croyait irréductibles. Ainsi l'on a
doù l'on déduit ce rapport assez singulier:
(«i e—nx
==0-*-f 1 ~*~0*+l* On voit par la formule précédente, que nos expressions s appliquent à la tbeorie mathématique de la chaleur et qu'elles simplifient beaucoup 1 expression de certaines fonctions, qu'on ne savait représenter que par
des intégrales définies. Les formules qu'on obtient de cette manière sont très simples, et rentrent dans l'algèbre ordinaire. Nous pensons même qui si au lien" d'exprimer les fonctions discontinues par des séries infinies ou par des intégrales définies, on les avait représentées d'abord par des fonctions du genre de celles que nous venons d'exposer, on aurait évité beaucoup de disputes et de malentendus sur les fonctions discontinues dont la marcbe et les propriétés ne sont, en dernière analyse pas moins évidentes que celles des fonctions les plus simples. Mais nos expressions trouveront surtout une application utile dans la théorie des nombres. Car elles dounent, sous formes finies et par des exponentielles seulement, la valeur en nombres de transcendantes numériques, dont on connaissait à peine quelques propriétés, et dont on ne pouvait avoir aucune expression générale. D'ailleurs pour simplifier la question, nous éviterons les valeurs de 0" que nous avons considérées au commencement de ce mémoire: ce qui rendra tout à fait élémentaires les recherches suivantes.
Il est évident que yr0 = 0è = 0; maintenant la fonction 0i+xr (dans laquelle x doit toujours être un nombre entier) sera égale à zéro tant que x restera positif, et deviendra iuQuie lorsque x sera négatif. Il résulte de là que la fonction
sera égale à l'unité tant que x restera entier et positif, et deviendra égale à zéro lorsque x sera un nombre entier négatif.
On sait que la somme des puissances mm" des racines de l'équation x" — 1=0, sera égale à n ou à zéro, selon que le nombre
— sera un nombre entier ou une fraction. Maintenant si on divise l'ère
quation proposée par x — 1, on aura
et il est clair qu'en exprimant par Pm la somme des puissances mmp* des racines de l'équation X = 0, on aura 1-|- P,„ = «, lorsque — est un nombre entier, et 1 -J- Pm = 0 , dans le cas contraire. Il s'agit maintenant d'exprimer Pm généralement en fonctions des coefficieus de l'équation X=0. Nous avons démontré ailleurs *) qu'étant donnée l'équation Xl=xn — alxn-l — a2xn-2 — ca= 0,
*) Mémoires de mathématiques et de physique, tome I. p 11.
si on exprime par J>m la somme des puissances ///""" de ses racines, on aura
{A.) lSm=m0m-f(m-l)flm_l(fl,H(m-^û,M(f/!+fll(«l)) +
(m — 3) am_,[a3 + a, a, + 0,(0, + «,(«,))] + {m — /) <7m_, ^, -f etc. ;
dans laquelle la loi de la formation des termes est manifeste, car le coefficient J, se forme en changeant m en t dans tous les termes cpii précèdent {m — t)am_,At, et en égalant à l'unité (dans tous ces mêmes termes) les coefficiens numériques m, m — 1, m — 3, etc.
Pour appliquer cette formule avec succès dans les cas particuliers, il faut que les coefficiens ali o2, o3, etc. soient donnés en fonction des • ■\posans des puissances de x qu'ils multiplient dans l'équation A\ = 0. Cela est nécessaire surtout pour savoir à priori quels sont les termes de cette expression qui doivent s'évanouir, lorsque m étant plus grand que n, on aurait des termes de la forme om, »,„_,, etc. qui manquent tous dans I équation Xl = 0. Ainsi par exemple dans l'équation X = 0, il est clair que pour avoir la valeur de Pm, il faut exprimer la condition que les coefficiens de A" = 0 sont tous égaux à l'unité, mais qu'il n'y en a que n: c'est-à-dire (si on compare les deux équations A = (), Xx = 0), que
°. = «s = az = .... = an = — i ; et que
Maintenant si l'on fait en général
lP — l + 0"+i-P'
on voit que cette valeur satisfera aux conditions énoncés précédemment, car on aura
ar i_|_n«+à-p l>
(tant que n>p, ou même lorsque n = p) et
ap — iJ.ir+5-f '
lorsque n<^p.
Il résulte de là que
(B.) 1 + Pm=l — m. i+Qn+i_m — (m — l)-1+0^-m+,(npîp-+Fr)
(m 2). 1^_Q„+i_m-)-2 \i_^.0"+i-2 r+cr+î-1 \i 4- O'+t-'// " "
( .' 1 / —1 1 ( -1 >_etc^
• ••• — \jn—t). i ^ Qn+i_m+t \t _^_ 0n+i_, — 1 + u +,-.+! \i-|_0'+"-7 V
et le second membre de cette équation sera égal à zéro où à n, selon
que — sera une fraction irréductible, ou un nombre entier.
Ce second membre est évidemment une fonction de m et de ni si on le représente, pour abréger, par f(m, n), il est clair que la somme des diviseurs de m compris dans la série des nombres
a, e-t-1, g-J-2, .... a-\-by sera donnée par la suite F(m,a) + F(m,a-\-l)+F(m,a-]-'2)....-\-F(m,a-\-b) — S F{ni,x).
Cette suite contient h -f- 1 séries semblables entre elles et peut s'écrire de cette manière:
etc. ]
+ l — " m • i-j-o+'+i-"1 (m ~~ J) • rq^+i+F^+i \i_j_oa+1+i-1/ ~~ ete*
-f- 1 m . j _|_ Qn+j+4_m (w 1) • i_^(j"+6-H-"'+l Vi-{-0',+t+i-v et°* en substituant les valeurs de F (m, a), F (m, a-\- 1) .. . . etc. en nombres. Cette dernière formule qui, quant à la forme, a quelque rapport avec l'expression de Laplace pour les nombres de Bernoulli, sert à exprimer en nombres et en termes finis, la somme des diviseurs d'un nombre quelconque qui sont compris entre deux limites données; transcendante numérique qu'on n'avait pu, jusqu'à présent, représenter d'aucune manière en termes finis. Il est clair que si au lieu de la somme, on cberche le nombre des diviseurs de m compris dans la suite
a, « + 1, .... a -f- b9 on aura l'expression
±F(m,a) + ^lF(m)a + î)....+^F(m,a + b) = ~~"£+1±F(m,x),
qu'on pourra réduire eu nombres en substituant les valeurs de F(m, a), F(m, o + l) etc., que nous avons déjà trouvées.
Pour obtenir la somme des diviseurs du nombre entier m, qui ne surpassent pas /•, on fera a = 0, b = r, dans la formule (S.): maintenant si on appelle fr(m) cette somme des diviseurs de m qui ne surpassent pas r, on sait que le problème de la partition des nombres peut se ramener à la détermination de f,(m). Car si l'on désigue en général par M^(j)
le nombre de foi» que le nombre entier y peut résulter de la somme de s termes de la série des nombres naturels
1, 2, 3, 4, etc.
et si Ion fait, pour abréger, y — = u, on aura:
et comme /,(«) peut toujours s'exprimer en nombres en termes finis, en fesant û = 0, b = s dans la formule (C); le second membre de 1 équation précédente sera tout connu, et on aura, par conséquent, l'expression oénérale de M, (y): ce qui résout généralement le problème de la partition des nombres, qu'on ne savait résoudre jusqu'à présent que dans les cas particuliers, lorsque y et s étaient donnés en nombres.
Ou sait, par le théorème de Wilson, que le produit 1 . 2 . 3 . 4 . . . . (x — 1 ) -f- 1 = / 'x. , sera divisible par x lorsque x est nombre premier; et que cette division ne pourra pas s'élFectuer dans le cas coutraire. Il résulte de là que si Ton fait m =f(x), n =x, daus la formule (B.), on aura:
— (/(•*•) — 2) • !_j_o-v+i-/^:+î Vi _|_ u-v+i-a — i _j_ u-v+ï-l (rqro^+~j ) ~~ e c* »
et cette expression aura pour valeur x, ou zéro, selon que est un
nombre entier ou fractionnaire; ou bien (ce qui est la même chose) selon que x est un nombre premier, ou un nombre composé. Il résulte de là, que la somme des nombres premiers contenus dans la suite de nombres
a, a-\-i, cr-j-2, .... a -+• b, sera donnée par la formule:
+ 1 -/(«+î).A44)a+^u+o-(^g+0-^-1+QU+1^l,,+,H.. (ïqz^+5=î) — etc.
+1 —f(a+ù). 1_^0a+6+i-/(«+<,) — (Ac+6)— !)• i^_oc+6+i-^c«+6J+1 Vl+O^+^-v ~~ etc' , qui est composée d'un nombre fini de termes; car chaque série partielle s'arrête nécessairement après un certain nombre de termes: puisque dans la formule {A.) on s'arrête dès qu'on trouve un coefficient extérieur é«d
à zéro. A» reste il serait aisé de trouver une fonction discontinue telle, qu'elle exprimât la somme des nombres premiers, compris dans la suite
a, a -j- 1, c-{-2, .... a-\-b, sans qu'il fût nécessaire d'y ajouter aucune condition: on n'aurait, pour cela, qu'à faire
ap == Vi-j_ u'-hRv u-j-op+ij '
au lieu de
On =
daus la formule (J.).
Si on voulait seulement le nombre des nombres premiers compris
dans la série
ou obtiendrait ce nombre en divisant par a la première ligne de la formule (D.); par a-j-1 la seconde, par a-\-'2 la. troisième: et enfin par a-\-b la dernière.
Si l'on exprime par Rm la somme des puissances mmfi des racines
de l" équation
çf—y = 0,
il est clair qu'on aura Rm=- ny" , ou Rm = 0, selon que — est un nombre entier ou une fraction irréductible, II résulte de là que si l'on fait le produit
(xm —y) >-1 — y ) (x— — y ) . . . . (as» - y) (x - y) = X , = o, et qu'on appelle Tm la somme des puissances m""" des racines de l'équation X, = 0, on aura
y« = > + -r + j r + y y + • • • • + my>
et les nombres «, $, y5 • • • • etc-? seront tous les diviseurs de m.
Maintenant si ou veut trouver un nombre premier plus grand que le nombre p, on fera (dans la valeur précédente de Tm) m = 1.2.3... .../>+ 1 ; et il est évident que le moindre des nombres a, (3, y ... . etc. (autre que l'unité) sera un nombre premier plus grand que p.
Eu effectuant le produit, on trouve (en posant ~ = s)
X\ = ■>" -y) (xm->-r) .... (x —y)
= r'-jj-'-'-jr-"-- [y—y^x"1— (y jV"*— (y — 'ly^x'-* — etc.
= x1— o.x'1— a x" "*— - o3.r'"3 — a,x"'— aby^ — etc. = 0:
et si on représente, comme nous l'avons déjà lait, par M,(ç) le nombre de fois que le nombre (j peut être formé par l'addition de t terme» diil'é-
rens pris dans la série
on aura en général:
a, = yllUr) -fM^r) +fM3(r) .... ±fMr(r); et en substituant successivement les valeurs de axl at, a3f etc. dans l'expression (--A), on trouvera généralement la valeur de Tm , et par suite ou aura le plus petit des exposans «, (3, y, .... etc., qui sera un nombre entier plus grand que p.
Si l'on fait y = l, dans la valeur de X, = 0, on obtiendra (comme Eu 1er l'a démontré):
(je— y) (pc*—y) .... (*m— y) = (x — l)(x9— l)(x3— 1). . . .(xm— 1)
= a?' — x*~l — x,~2-\-x"~5-\-x':~'....±jc ....etc.= 0, et partant:
Mr (r) — Mr_x (/• — 1 ) + M,_2 (/• — 2) ±M, (/•) = ± 1 , ou bien s 0,
selon que r est ou n'est pas de la forme :f=—- On voit dont que le
problème de la partition des nombres peut se réduire assez simplement à une suite récurrente.
La métbode que nous venons d'exposer, conduit nécessairement à trouver un nombre premier plus grand qu'une limite donnée; mais ccpendaut elle n'indique pas a priori, quel est le plus petit des diviseurs «, (3, 7, etc.; et elle n'est pas, par conséquent, une formule générale. Car il faut réduire la valeur de Tm en nombres pour connaître quel est le plus petit des nombres a, (i, 7, etc. ; et par suite le nombre premier cherché, plus graud que p. Cependant, ou peut trouver une formule générale de cette espèce, car si on fait, pour abréger, 1 .2.3..../; -\-l — ?n, et qu'on exprime en général par en , la série
(m ~' ' l+0"+i-m+* \L+0"+4-2 l+0'!+i-' \l-j-U "+i-Jy etC*
(que nous avons déjà démontré être égale à n ou à zéro selon que — est ou n'est pas un nombre entier j , il est clair que
exprimeront tons les diviseurs de m. Partant si Ion suppose que et est le plus petit de ces diviseurs, il n'y aura que ce nombre là qui rendra positives toutes les différences
€., — c, } £j °d e* ^u .... em^—eli car si e, n'était pas le plus petit des nombres el , c2 , ez , .... em , dans la suite des différences précédentes, il y aurait au moins une valeur néoative. Il résulte de là que la fraction
se réduira dans le dénominateur à l'unité lorsque el est plus petit que tous les autres termes e2, e3, etc.; mais qu'elle aura au dénominateur au moins une valeur infinie dans le cas contraire ; ce qui fera évanouir la fraction. Le ternve (Y'-1-"* a été introduit pour éviter les valeurs de el = l, e q. car ce terme devient infini dans ces deux cas, et fait évanouir
la fraction.
Si l'on fait maintenant toutes les combinaisons possibles, on trouvera la formule:
oit*»-*. +oi +">-". . . . . + të+'m— 'f 4- oe'-l-î + 1
qui aura toujours pour valeur numérique et , en supposant que ef est le plus petit des diviseurs de m (autres que limité): e, sera toujours un nombre premier plus grand que p.
La formule que nous venons de trouver peut toujours se réduire "énéralemeut en nombres en termes finis; elle ne contient que les valeurs de p et des nombres inférieurs à p s les quantités elt e2 , eif .... ém , sont connues et peuvent s'exprimer en nombres ; nous les avons introduites dans notre formule pour en abréger et simplifier l'écriture.
MÉMOIRE
SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES AUX DIFFÉRENCES FINIES
Lu à l'Académie Royale des sciences de Paris, le S. Juillet 1S33.
Introduction.
J_ja théorie des intégrales définies a occupé dans ces derniers teins les géomètres les plus célèbres. C'est surtout en cultivant cette branche du calcul intégral que les analystes sont arrivés ù ces belles formules de transformation qui ont tant perfectionné l'analyse des équations aux différentielles partielles, et qui par suite ont contribué puissamment aux progrès de la physique mathématique. Mais en s'occupaut presqu'exclusivement des intégrales définies aux différentielles, on a négligé beaucoup trop la théorie des intégrales définies aux différences. Il est vrai que par le théorème de Mr. Fourier on peut toujours passer de l'un à l'autre de ces genres d'intégrales: mais les formules qu'on obtient de cette manière, sont très difficiles à calculer et ne conduisent presque jamais à des résultats finis. Quant aux séries inGnies dont on connaît la somme, elles ne sont autre chose que des intégrales aux différences finies; mais ces intégrales ont toujours pour limites zéro et V infini, et on en cherche les valeurs par des méthodes toutes particulières.
Maintenant, il ma semblé que dans l'état actuel de l'analyse, il était nécessaire de considérer généralement la théorie des intégrales définies aux différences finies, quels que fussent les limites de l'intégration. Le sujet est neuf et fécond ; mais dans ce mémoire je me bornerai à exposer les recherches que j'ai faites sur les intégrales aux différences des fonctions circulaires; et je réserverai pour une autre occasion les résultats plus compliqués, et les applications de mes formules.
On sait que les fonctions circulaires qui servent à la division du cercle en parties égales, jouissent de la propriété remarquable de pouvoir être exprimées par les racines d'une équation algébrique, dont tons les coefficiens sont rationnels. Il résulte de là, que les sommes des puissances
Aa
entières et positives des racines de ces équations , formant toujours des quantités rationnelles, et que toutes ces racines étant des fonctions circulaires qui varient d'après une loi connue, leur somme sera une intégrale aux différences finies, qui aura pour limites de l'intégration, zéro, et le degré de l'équation ou le nombre des parties dans lesquelles on veut diviser la circonférence. On déduit de là les intégrales définies aux différences d'une puissance positive quelconque du sinus, du cosinus, de la tangente et de la cotangente: seules fonctions circulaires qu'on sut faire dépendre, jusqu'à présent, de la résolution d'équations algébriques à coefficiens rationnels. Il n'était pas difficile de déduire de là les intégrales de ces mêmes fouctions élevées à des puissances négatives; et j'ai commencé par là mon travail. Puis j'ai montré qu'il existait une infinité d'autres fonctions circulaires qui se réduisaient à dépendre d'équations algébriques à coefficiens rationnels; mais que ces coefficiens, par une singularité dont l'analyse n'avait offert jusqu'ici aucun exemple, ne pouvaient être déterminés qu'en résolvant des équations indéterminées du premier degré. Les points de contact entre l'analyse algébrique et la théorie des nombres sont si rares, que j'ai cru pouvoir signaler ce rapprochement à l'attention des géomètres.
Les équations à deux termes qui servent à la division du cercle, peuvent se décomposer en d'autres équations, chacune desquelles à pour racines les sinus et cosinus de certains arcs, qui varient en général comme les puissances des nombre naturels. J'ai déduit de cette décomposition les valeurs de plusieurs intégrales définies aux différences, dont la détermination paraissait difficile. Pour obtenir ces valeurs, il fallait connaître les coefficiens des équations auxiliaires qui naissent de la résolution des équations à deux termes. Mr. Gauss et Mr. Legenrfre se sont occupés à plusieurs reprises de cette détermination ; mais ils ne l'ont effectuée que pour les trois premiers degrés: maintenant je donne dans ce mémoire une méthode générale pour trouver à l'aide de certaines congruences, les équations auxiliaires de tous les degrés, et j'en déduis les valeurs d'un grand nombre d'intégrales définies aux différences, qui n'étaient pas connues jusqu'à présent.
La théorie des intégrales définies aux différentielles renferme deux propositions fondamentales (le théorème de Mr. Fourier et celui de Mr. Parceral) dont l'utilité est bien connue de tous les géomètres. J'ai
pensé qu'il fallait chercher pour les intégrales définies aux différences finies des théorèmes analogues à ceux que je viens de citer; et je sius parvenu à exprimer (par des intégrales aux différences seulement) la somme des séries et la transformation générale des fonctions, lorsque ces séries et ces fonctions ne contiennent qu'un nombre fini de termes: si le nombre des termes devient infini, alors les intégrales aux différences se changent en intégrales aux différentielles, et, par un procédé analo»ue à celui dont s'est servi Mr. Poisson pour passer du théorème de Mr. Lay range A celui de Mr. Four 1er, on retombe sur les théorèmes dont j'ai parlé plus haut.
Ces expressions auxquelles j'ai ajouté d'autres formules nouvelles, forment la dernière partie de ce mémoire. Elfes peinent s'appliquer à un grand nombre de questions analytiques; elles sont utiles soutout dans l'intégration des équations linéaires aux différences; intégration qu'on faisait dépendre des intégrales définies aux différentielles, et qui désormais se déduira bien plus naturellement des intégrales définies aux différences finies.
Analyse.
On a vu par la formule (22.) de mou Mémoire sur la théorie des nombres que si l'on réprésente par <p une fonction quelconque de plusieurs variables <p (x, y, z, .... etc.) la série
1+ (C0S2J^ + /-_! sîn «2*J + (cosili! . f_x s;ni^ï) .... v m m I \ m ' ml
.... +(cos2(^)(p7r + /--lsin'.>(^i)(p^) aura pour valeur m ou zéro, selon que — sera un nombre entier ou une
fraction. Il résulte de là que l'intégrale
c=by%dz^ f , / 2ç>« , _ ' . 2<pji\
2 2 2 . . . . \l-\- Icos— [• yf— 1 sin — — ) . .
— 2 2 2 ....14-1 cos -2—
m X=a yzzLc z=e ' V m ' ' ?n
a pour valeur le nombre de solutions de la congruence (£> = <) (mod. m), comprises entre les limites x—a, x = o;y = e,y = d; z = e, z=fetc. On voit par là que l'intégrale
Âa 2
x=b y=sd z=/
I. - S S S ....+F(ar,y,s....etc.){l+(co8^ + lr— lsin
71 oczra y=c z=a
....+[c<>S2(2^V+1r-1si»2(==V]}
a pour valeur S S S ^(a„, {3„ , 7, .... etc.) en indiquant par ax , a2 . . . .
at, les k valeurs entières de x (comprises entre a et b) qui résolvent les congruences <p = 0 (mod. m), et en exprimant par (31} (32, .... (39, les je valeurs entières de y (comprises entre c et e?) qui résolvent la même congruence et ainsi de suite.
Si l'on fait a = c = e = etc. = 0; ô = d =/. . ,.= m; l'intégrale (1.) se simplifiera beaucoup; elle aura pour valeur
u=fe v=q f=p
S S S ....F(ruieu, Rti etc
eu indiquant par ru} (>vi Rs en général l'une quelconque des k valeurs de x, des <j valeurs de y, des p valeurs de z etc., qui résolvent la congruence <P = 0 (mod. m ) ; en supposant toujours qu'on ne considère que les racines entières positives et moindres que 777.
La formule (28.) du Mémoire que nous venons de citer, prouve que si Ton appelle a la plus petite des racines positives de la congruence ax-\- b = 0 (mod. c), on aura
c_l I^sia2uib--j)T <* = -^- + § S —~n
= — Vjr{l+cos2(Btf + A)— .... + cos2(c— l)(a* + i)— }.
Maintenant si dans la formule (I.) on fait F(z, y, 2 etc.) = F(x)
et qu'on intégre seulement par rapport à la variable x entre les limites x = 0, x = cs comme la congruence ax-\-b = 0 (mod. c) n'a plus qu'une seule racine x = a, (entre les limites x = 0, a? = c), il est clair que la formule (2.) donnera
- *2 ° F(x) {l -f cos 2 (c x + b) -J . . . . + cos 2 (c — 1) (ax + b) ~\ = F(a)
= f\± i°a?(l+co82(aj7-f-5)-J....-l-oo82(c— i)(ax + b)^. On peut simplifier beaucoup ce problème en observant que
l + cos2(a:r + £)-2-....4-cos2(c — \){ax + b)^
sin(2c — l)(ax-\-b) }-sin(cx-J-5) —
2sin(ax-{-b) —
d'où il résulte que
x=c {sin (2 c — l)(ax-\-b) — -{-sia(ax-\-b) — \
*=0 2sin(ax-\-b) —
= cl
c-l . l"=cSlD2x\b—2)T
u—1 sin
= cF(a).
Cette équation, qui subsiste toujours quelle que soit la forme (algébrique ou transcendante ) de la fonction F(x), est remarquable en ce quelle transporte à la détermination dune seule intégrale, et par suite à la résolution d'une équation indéterminée du premier degré, la détermination de l'intégrale comprise dans le premier membre.
Avant d'aller plus loin, il est bon d'observer que puisque la formule
c_l i u=cSin2"(6 — T/T a = — g — H -n 2 - exprime la plus petite valeur entière
sm-
et positive a, de x, qui satisfait à l'équation ax-\-b = cy, on aura la plus petite valeur entière et positive (3, de y, qui satisfait à l'équation cy — b = axt en faisant
a-i i«=°siD2u(b+î)i;
«— i sm
et comme si b<^a la moindre valeur entière et positive àe y, correspond à la moindre valeur entière et positive de x, et qu'on peut toujours réduire l'équation ax-\-b = cg, a une autre équation dans laquelle 6<a,on aura alors
. ,. u=csin2w(& — ~\— . ,. 0=asin2w(&+^) —
u— i sin "— l sin
— lt>0 —
et par suite
, . uaTT a t . uc 71 "" a V a )'
»— 1 sin "— * sin
Cette relation a lieu entre deux intégrales définies dont on ne sait pas trouver la valeur
Pour appliquer les formules précédentes à quelques exemples, supposons qu'on veuille déterminer les coefficiens d'une équation algébrique de Torde n — 1 qui a pour racines successivement les n — 1 quantités
8in2(6„i)^_K-lc„,2(,-|)^
• . an sin — n
. iaii
sin
8in2(/i — *)(*— 7r)-7 — V-1cos2 (n-\) (b-
sin2(rc — 1) — n
Four y parvenir nous chercherons les valeurs des sommes des puissances successives de ces racines, et puis nous en déduirons les valeurs des coefficiens de l'équation cherchée. Nous avons vu que la somme de toutes ces quantités est égale à 2 a + 1 — n, a étant la plus petite racine entière et positive de la congruence ax-\-b = 0, (mod. n). Maintenant pour avoir la somme des carrés de ces racines (c'est-à-dire la somme des carrés des fonctions circulaires que nous venons d'écrire) nous chercherons la somme de tous les produits de la forme a (3 : a et (3 étant deux des valeurs (entières et positives et moindres que n) qui résolvent la congruence « (a? + y)-f-2& = 0, (mod. n). En effet si Ion appelle N2 la somme de tous ces produits, elle sera donnée par la formule
2,T\°(Jf+)')+2*
N2 = — S 2 *y{l + (cos2- + /— lsin— V
. . . . + ycos [- / — 1 sin 2 s j
. /x=" / 2 a , - . . 2 7ry*+*\/>'-'1 f 2n , , t . 2s\«rf*\ + ^2ar(cosv + ^-l8m-j jy^cos- + ^-lsin-) J
. /x=" / 4» , _ « . 4jr\<~+iV;^n / 4" _i_ /■ i • 4^\°r+6\
+ + etc.
et par suite on aura
Ha = ^^.+
(si„2(i_|)i_V-_1eo»2(„-f)iy
-f- etc.
et comme la valeur de TV, peut s'obtenir directement en résolvant la congruence a(x-\-y)-\-2 b = Q, (mod. n), on aura 4iV2 — n(n — l)2 = S2i («S3 étant la somme des carrés des racines de l'équation cherchée). Si l'on considérait une congruence à trois inconnues de la forme
a(x-\-y + z)-\-3b = 0 (mod. n), on trouverait la somme des cubes des racines, et ainsi de suite, de manière que l'équation
qui a pour racines les n — 1 quantités
sin
sin
an
. 2an
sin
sin2(«- 1) (& — J) i_ lT-1 cos2(«-l) (b - -|-) £
8in2(n— 1) —
aura tous ces coefficiens Alt A2i .... A„_ly rationnels, qui seront déterminés par la résolution des équations indéterminées
ax + b — ny; 0 (a? +y) -f 2 5 -. nz; o(x-\-y + 2) + 3b = «« etc .... dont on sait trouver toutes les racines par les méthodes conuues.
On pourrait généraliser cette analyse, et chercher les coefficiens de l'équation dont les racines sont successivement <p (1 ), <p (2), . . . . <p (u) .... q> (n—l ) en indiquant généralement par <P(u) une intégrale définie de la forme
"S" F(x) (cos 2 n (a x + b) -J + vT— 1 sin 2 * (a x + à) -) ,
car les coefficiens de cette équation seraient donnés par les racines des
congruences ax-\-b = 0 (mod. n); a(x-\-y)-\-2b = 0 (mod. n); etc
C'est par des considérations de cette nature qu'on peut déterminer les coefficiens de l'équation qui a pour racines les quantités
2bn ibn -. ..bn
cos cos cos2(« — 1) —
\Smir) \Sm—) ^n(»_l)_)
problème que nous avions proposé à la page 203. du premier volume des Mémoires de Mathématiques et de Physique. En effet on a
S x1 1 cos 2 u (ax ■+• b) j- y^ — 1 sin 2 u (a x + b) — I
3Cfc=0 l " " J
i . bun r bun\ sin 2 V — 1 cos 2
./sma utt\
et par suite, en considérant des séries de la forme
jV, = — S aru-Mcos ^^ — lsin — ) ....
. . . . + [cos2 (^)* + ^-lsin2 (^->]"+6}5
yv? = — 2. S rr 1+Icos \-\T — lsin — J
» *=oy=0 y ' v " n'
(In 2îtV>+6 i
cos J-/' — lsin — ) . ...etcj
. etc.
dont les valeurs seront données par les racines des congruences
ax-\-b~0 (mod./z); a(x-\-y) + 2b = 0 (mod. n), etc.; ou aura une équation de degré n — 1 dont tous les coefficiens seront rationnels,, et qui aura pour racines les quantités
. 2brt 2hn . Ali 4fc,t
sin V — I cos sin V — 1 cos
n n n tx
~~~ . . • . ClC
4inv) 4(sin^r)
d'où l'on pourrait déduire par des transformations connues, les coefficiens des équations qui ont pour racines des quantités exprimées généralement par
. 'Ibn Ibn sin cos
On vait quon pourrait multiplier beaucoup ces formules en différenciant par rapport à a. On aurait alors des fonctions circulaires qui contiendraient un sinus, ou un cosinus au numérateur; et une puissance quelconque de sinus ou de cosinus au dénominateur.
On sait que l'équation
±T^nx-i = 0,
a pour racines les quantités
cos — . cos — -. cos — , .... cos2(n — lj — : d'où il résulte
Z. COS
comme on le savait déjà. On pourra déduire de là aisément en général 2 f cos - — -J , «i laide des coefficiens de l'équation X = 0.
Si Ion fait ar = — , l'équation j" + ^..f -f- etc — 1 =0 aura
pour racines les quantités
cos cos — cos2(n — 1) —
n n 'ri
d où ou tirera 2 — — - = ± ^3, ; et il sera facile de déduire de là les
u=0 cos
valeurs de
S : ^-ttt, 2 -7 — ^—7^ etc.
-Oif0i~ ) "^l™™
RI
Au reste on voit que si a et n n'ont pas de commun diviseur plus grand que limite'', ou aura
«i=n j n=rt 4
u=0 l cos 2 (a u-\-b) — \ u=0fCos 1
fxn — 1 \
En considérant l'équation 4 \ * )=yi + nz' = 0, qui se décompose dans les deux autres y-\-z\/"(±n)^=:Oi y — s /■(+«) = (), (dont l'une a toujours pour racines des quantités de la forme x = cos *
+ /" — 1 sin 1 , [on trouve la valeur de l'intégrale définie
SCr^U n j n 2 \ 71—1
^(cos^ + Z'-lsin^) = ^(«(-1)—) et on en déduit de suite les valeurs de
Zj cos — ■ — , 2 8111 = .
Si on décomposait l'équation y-\-z\/~(+n) = 0 en deux autres, dont l'une contient la partie réelle, et l'autre la partie imaginaire des racines; on en déduirait par la division
x=zn x=n |
2a7^' ~ . 2a7IJi'
*=1 cos x— i sin
et ces deux fonctions qu'on pourra déterminer, seront encore des fonctions rationnelles de yfn.
Nous avons déjà prouvé (dans le mémoire sur la théorie des nombres déjà cité) qu'on avoit toujours S sin = = 0, c étant un nombre
entier quelconque; et n étant un nombre premier de la forme 6p-\-l. Maintenant comme si n n'est pas de la forme bp-\-\> on aura
*=" . 2cx*ti x=n . 2cX7l 2 sm = 2 sin ,
il en résulte que lorsque n est un nombre premier quelconque, et c un nombre entier, on a toujours 2 sin1 — — = 0. On déduirait de là la
valeur de S cos — en fonction de c (le nombre a étant donné par
I équation indéterminée 4/2 = a- -\- 27 b'). Au reste on aura toujours en général 2 siu- = 0, lorsque m est un nombre impair, c un
nombre entier quelconque, et n est un nombre premier. On pourrait généraliser beaucoup ces résultats et en déduire les valeurs de
. Ixn 2tti . 2a-'?r
sc=rt 9"! x=n COS x=n Sln
ST
«=<U- '.'«eus— +a* x=0i_2acos^il-f a3 *=0 1— 2acos =^-ï + a'
etc. etc.
mais il suffira d'avoir indiqué la metbode à employer dans tous les cas.
Ou a vu dans le Mémoire sur la théorie des nombres que la dé-
x=n / 2xmir 2.xm;r\ , termination de 2 (cos + /" — 1 sin - } dépend en général de la
résolution déquations dont les coefficiens sont donnés en fonction du nombre des solutions qui ont les congruences xm -J- 1 = 0 ( mod. n ), xm+j"' + lsE() (mod. n) etc. Ces nombres que nous avons appelés Nlf N2, iV„ etc. servent à la recherche des équations auxiliaires à l'aide desquelles on peut résoudre les équations à deux termes. Lorsque m = 3, et m=4, on peut toujours trouver N2 et N3 à l'aide des équations 4- /z = o" -f- 27 Z»- j n = flr -(- b"1. Dans les autres cas il faut résoudre effectivement les congruences que nous venons d'indiquer. Maintenant nous allons exposer une rélatiou qui réduit les nombres 1Y2, JV2, etc. ù être congrus à des quantités données. Nous commencerons par démontrer par notre métbode deux théorèmes déjïi counus, et nous généraliserons ensuite notre analyse.
Dans le seconde volume du Journal de Mathématiques de Mr. Crelte, Mr. Jucobi a énoncé sans démonstration le théorème suivant.
„ Soit n un nombre premier de la forme 6/> -f- 1 , ou sait que l'é- „quation 4 n = a- -}- 27 Z»2 aura une seule solution en nombres entiers po- ,,sitifs. Maintenant je dis qu'on aura toujours
± — lTTJ73t^72^ (mod. b/î+1).'
Pour démontrer ce théorème nous rappelerons que nous avons démontré dans le Mémoire sur la théorie des nombres, que si l'on exprime par Nz le nombre des solutions entières, positives et moindres que n de la congruence s? -f- y * + 1 = 0 (mod./?). ou aura toujours N2 = n±a — ,2
(où H faut prendre le signe -f" ou 'e signe — selon que a est de la forme 3 jr-f-1 ou (^e 'a forme 3 q — 1). Maintenant si Ton exprime toujours (comme
nous l'avons fait dans le Mémoire cité) par an a2, ai} au, a2p
les 2p résidus cubiques de n et par blt b2, .... bu, .... b2p; clt c2, .... cu, .... c2py les deux séries qui comprennent les non- résidus cubiques de n, et si l'on représente successivement par Mlt M2, M3, le nombre des solutions des congruences xn-\-l ='au (mod. /?); yn-{-i=bu (mod. n); zn-\-l=cu (mod. n); il est clair d'abord qu'on pourra changer respectivement au, bu, et cu, en — au, — bu, — cu, sans que Mu M2, MZi changent de valeur, et si l'on conserve aux lettres A, B, C, les valeurs que nous leur avons déjà attribuées, on aura
nMl = /r+ A1 (l+3A)+B2(l + 3B)+ C2 (1 + 3C):
nM2 = rt2 + ^£(l + 3^)-f£C'(l + 3fl) + C'^(l-f :}C);
nM, = n- + AC (1 + 3 A)-\-BA{\ -f- 3 B) -f- CB (1 + 3 C).
A présent il est clair que si v = r est une racine de la congruence du se-
sond degré *- = 0 (mod. n) , on aura toujours
(«„)*'' = 1 (mod. n) ; (b u?p = r (mod. n) ; (cj4p == r (mod. n) ; et par suite
Kl"(a-3+l)4'' = lrr-^C^+l)4" = l + Mi + rM. + r-Mt (mod. n). x=o *==i
Mais nous avons démontré dans le même Mémoire que s étant un
nombre premier, on a 2 (#*) — — 1 (mod. s); (lorsque £=0(mod. * — 1))
tandis que S (a?f) = 0 (mod. .s), lorsque la congruence t = 0 (mod. J — 1),
n'est pas résoluble. Et comme en développant (xn-±-iyp, on ne trouve que trois exposans (12 p, 6p, et 0) qui soient divisibles par n — 1, on aura enfln _u xs=a
V (x3 + 1 )*' = 1 + 2 (xJ+ 1 )4p
Si on élimine les quantités A, B, C et r à l'aide de la congruence r3 — 1^0 (mod. n), et des équations connues
l+^_j_£+G' = 0; 2r=r^(l + 3^)+B(l+3B) + C(l + 3C); uN2 = n2+A(l + 3^)2 + £(l-|-3£)2 + 6X1+3 C')2;
on trouvera
A, + 2 = t 2.3,...2pP <mod- bP + l)
et par suite
±« = 1.2.3....2» ■ (ln0(,• 6>°+ 0,
où il fa u rira prendre le signe -4- lorsque ûr = 3^-{-l, et le signe lorsque a = 3</ — 1. On peut appliquer les mêmes principes à la démonstration du théorème suivant dû à M. Gauss :
„Lorsque n = Hm +1 est un nombre premier, l'équation rr-f- 16 b~=zn „na qu ne seule solution entière et positive. Maintenent je dis qu'on aura „ toujours
+ 2a = 1.2.. ..2m (mod.Siw+l)." .
En effet en conservant les notations du mémoire plusieurs fois cité, et si l'on appelé respectivement Ml , M2 , M3 , M+ , le nombre des solutions entières, positives et moindres que n des congruences
x* + 1 = o„ (mod. n) ; y* +1 == £„ (mod. ») ; s4 -f 1 = cn (mod. n) ;
/,+ -f-l = rfn (mod. «);
et par r une racine de la congruence =0 (mod. n), on aura
l'V+l)4'" = l + 'i^V+ir = Mt + rM.—Mi — rMt (mod. «).
Mais les quantités Mly M2, M3, Mt, peuvent s'exprimer en fonction de ^, S, C, D, r comme nous venons de le voir, pour le troisième degré. Et comme les quantités Ay B, C, D, r, peuvent être éliminées à l'aide de * la congruence /'4 — 1 = 0 (mod. n) et des équations
4/! = /i + ^(l + 4^ + £(l+4B) + C(l + 4C)+'Z>(l + 4J)); «.V2 = /2J+^(14.4^)2+B(1+4B)2+C(1+4C)-+D(1-|-4Z))2 et que l'on a
1 + JS (*'+ 1 T^l-2=^^4^) = MAvMf-mr+Mt (mod. «) on obtiendra enfin après l'élimination, ^
On peut appliquer les mêmes principes aux congruences des degrés supérieurs. En effet, si l'on exprime respectivement par Mt , M, , 71/,,
le nombre des solutions (entières, positives et moindres que n) des congruences
.r° + l = c„ (mod. ap + 1); ya-f 1 ~.b (raod. o/> + l); ....
.... va + l = â„ (mod. ap + 1);
(dans lesquelles «=«/? + 1 est un nombre premier) et si l'on sépare la
partie réelle de la partie imaginaire dans les râleurs de A, B, C, etc. en
posant
«4 = Pi + 9i /"— ^ » B = /* + h /"— ! î c = /'3 + Ç'3/"— 1 etc., on aura
„M2 =-• «"-KM-fuT— 1)(/V- ?2/— l)(l+«CM-?ii^— 1»
. . etc.
Maintenant pour les congruencea du degré a, outre l'intégrale
2 (.r°-f-l)2p, on devra aussi considérer les intégrales 2 (xa-{-l)*p;
2 (x"4-2)f'pj et ainsi de suite. Ou bien les intégrales
x=ap4-l 5C=ap-f-l }-=ap-fl
S (xa+l); 2 2 (x"+y-+J);
SC=rap-fl y=ap-4-l iz^a/i-f-l
2 2 2 (JP»-f-y" + s"-fl); etc.
oc=0 y=0 z=0
et comme toutes ces intégrales se réduisent, d'un côté à être congrues
(selon le module «) à des coëffîciens du développement du polynôme, et
* que d'un autre côté on peut les rendre congrues (selon le même module n)
à des expressions de cette forme F (JW, , M2 , Ma-\- r) ( en indiquant par
r une racine de la congruence -= — =- = 0 (mod. n) , on exprimera toutes
ces intégrales de deux manières par vL , />, , çt , /?2 , y2 » ftj 73 > etc. , et
par les coëffîciens du développement du polynôme. Mais si Ton élimine
toutes ces quantités à l'aide de la congruence ra — 1 = 0 (mod. n) et de»
équations
1 + jLJLB -f R = 0,
nIVl — /i+^lVfl.4) + £(t-f-a2*)....-M(l-f-«Jî), nN2 — n2+A(l+aAT+B(l-\-(iB)2....+R(l+aRy,
etc.
qui se décomposent chacune en deux ù l'aide des équations
4 = Pi + Çif—i; B = p~ + ?ivr— 1; c = r3 + ?)V—i, etc.
on aura alors autant d'équations qu'il en fant pour éliminer toutes ces quantités, et il ne restera que les quantités TV,, TV, , etc. qui seront toutes données par des congruences de la forme
Nt e^ D (mod. n) ; TV, = y (mod. />) ; TV3 = P (mod. n) ; et ainsi de suite.
Les quantités B, y, P, etc. étant toutes connues, on déterminera par là TV,, TV2 , TV, etc. ù l'aide de ces congruences, et les coefficiens des équations auxiliaires s'en déduiront sans difficulté.
Quoique ce Mémoire ne soit destiné qu'à la recherche de la valeur de quelques intégrales définies aux différences, qui dépendent d'équations déterminées ou indéterminées, et que nous ayons l'intention de reprendre ce sujet pins généralement dans une autre occasion, cependant nous ne terminerons pas ce Mémoire sans indiquer quelques formules assez générales propres à déterminer les valeurs des intégrales définies aux différences, et nous réserverons les détails et les développemens pour un travail spécial.
On sait que tant que x < -^ , on a
\x = sinx — ^ sm 2* + y sin 3a: — | sin 4 x -f- etc. et par suite
et cette équation sera vraie en donnant à u toutes les valeurs 1 , 2 , .'», , . . .. . n — 1.
D'où l'on déduira
r— = 2 sin s I 2 sm — k~ 2 sin — 4 2 8H
u=oin „=o 2" «=fl -" «,=o 2" 4„=o 2n
+ — 2 sin^-r — + etc.
Maintenant il faut remarquer d'abord que lorsque p = '2sn, on
„-, . 2snn _ . ...
aura toujours 2 sin— = — - = 0; puis ou aura toujours
(/pu t pn\ . px\ — cns I -fr | -^/•"T1 cos T- . = A.
Et comme le dénominateur de A ne devient zéro que lorsque p=.2su; et que dans ce cas A = 0, on fera abstraction de ce cas.
A présent /) = 4m, donne -4 = 0; /) = 4m-|-2, donne A=. — cotj^; h<ss4iw + l donne ^ = 5- cot^ — — ; p =4m— 1, donne
^ s= — - cot Ç^ + s— : d'où enfin on tire
TTiTT' = "P5 (47+2) ^-4—^+3 2(47+T) cot-rP-
p=OC j p=OC J ^ p=00 j
+ *, WR> + pJ 2(47+3) COt <*> +3)47; - £ 2Î47+3]
- /T 1 cot(4p+2)^ I -T * cot(2p + t),
+ ^-T + |-4-) = fi-
La théorème de Parseval peut se réduire aux intégrales défiuies aux différences chaquefois que les deux séries sur lesquelles on opère sont composées d'un nombre fiui de termes. En effet soient données les deux séries
c°+ OiX + a^x2 .... + a„a" = <P(x),
On sait que A œ S I cos ~ • + /" — 1 sin — = — ) = 0 , tant que
1 r=ov P P '
c<CPî et que lorsque c = 0 on a A =■ p ; si Ion substitue donc cos:i^^- + /" — lsin:^-1- pour x dans les produits Ç(x) /•[ — J, on aura des termes de la forme ai)b{)-\-albi — + etc. puis des termes de la forme
afcos-^ + y^ — 1 sin^^-^J, et enfin des termes de la forme:
^(tOS^+^-lsin2^)-';
et si l'on fait p = n + m + 1 il est clair que / sera toujours moindre que m + n + 1 ; et parsuite en prenant l'intégrale finie dans les deux membres depuis y = 0, jusqu'il y — n -f- m + i, on aura
nlibu -f- o, bi -f- a, bB -j- etc.
X ^(cos -t^-xï - /•-! «in - £^-) .
On pourrait donner ù ce théorème la même forme qu'au théorème de Varceral en écrivant
o»b„ -\-albi-\- a2 b, -f- etc.
j y=ii + m+l . 2yn Qvst \
X F(cos -^J- _ /"_! 8in -P^LJ\
~/ 2r« r 1 • 2rn \ TJ 2v,t . _ , . 2v-t \»
Il résulte de là ce théorème (qui est vrai même lorsque les fonctions <p{x) et Fi — J sont composées d'un nomhre iufiui de termes) „que ,,1'on a toujours, quelle que soit la valeur de n,
„ ° £" 9 (cos ^ + ^— 1 sin Hl£) . F (cos ^ — y^— 1 sin ^) = 2 «?>^cos-^ \f— lsm-^-j.F^cos^ f- /^ — l sm -^ — î .'
Il est clair que dans l'analyse précédente on pourrait arriver à la limite par rapport à n et m et qu'en passant des différences aux différentielles on ohtiendra le théorème deParseval. En effet faisant , n . .
= E; n-\-m + l = —, ys = us y = — les limites y — 0, y = n+m-\-l
deviennent — = 0, — — n-\-m-\-l = — , et passant des différences aux différentielles on aura e = du, et partant
o„i,,-j-ffl6i + o.6,-|-etc. = — / [tp'cosw-f-/" — lsinu).F(cosu — /" — isiuu) -f- <P ^cos u — yf — l sin u) . F (cos u -f- \f — 1 sin u)] d u. On pourrait de même par ces formules trouver des expressions analogues au théorème de Fourier, exprimées seulement en intégrales aux différences. En effet étant données les deux séries
Ce
q>(x+y) m <p(*)+r^+ £^ +etc.
tx+l
H- = l+- + ^+etc.
que l'on suppose toutes deux composées d'un nombre n fini de termes, on aura par la formule que nous avons trouvée précédemment
f y=2^+1l_r+.(cos2-^ï-^_lPin:^ï)^+,
et par suite (en faisant x = 0)
2" + * yZo
-gyC'+O,./ ,\
1 t"+le 2"+'
— ?yn/— I
I îy.V-U
Si dans cette expression on fait /z = °c et que l'on passe des différences aux différentielles, on trouvera la formule
^' 2n J0 i_te,Y-i
que nous avions déjà donnée dans le Tome XXVIII. des Mémoires de l'Académie de Turin.
Enfin il est clair qu'on aura aussi l'équation
a y=2«-M z—OO
$(0 = ô s Kl— r
qui se prêtera facilement aux applications.
MÉMOIRE
SUR L INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENCES DE TOUS LES ORDRES.
Lu îi l'Académie RovaJe des sciences de Parie le 28. Octobre 1833.
Introduction,
Il existe eu analyse plusieurs questions qu'on sait résoudre seulement dans les cas particuliers, mais dont on ne connaît pas la résolution générale. Je me propose de prouver, dans une autre occasion, que l'on possède tous les élémens nécessaires pour écrire eu analyse les opérations particulières qu'on sait effectuer, et pour en déduire dans tous les cas la formule générale cherchée. Mais dans le mémoire que j'ai l'honneur de présenter aujourd'hui ù l'Académie, je m'occupe seulement d'une question spéciale du genre de celles que je viens d'indiquer: c'est-à-dire de l'intégration des équations linéaires aux différences de tous les ordres.
On sait «pie dans toute équation aux différences, si" Ion donne une valeur déterminée à la variable, on pourra toujours trouvjerH^expression de l'inconnue à l'aide d'éliminations successives. Intégrer l'équation proposée n'est autre chose que trouver le résultat d'un nombre indéfini d'éliminations. Non seulement ce problème n'a pas été résolu daus toute sa généralité, mais même dans les équations qu'on appelle linéaires, on ne sait résoudre complètement que celle du premier ordre, dont l'intégrale a été donnée par Lagrange. L'intégration des équations linéaires aux différences est une question d'autant plus importante, qu'elle se présente lorsqu'on cherche l'expression en série de l'intégrale des équations différentielles linéaires, équations qui se rencontrent sans cesse dans les applications de l'analyse au calcul des phénomènes naturels.
En 1827 j'ai publié un mémoire sur quelques formules générales d'analyse, dans lequel je suis parvenu à exprimer le terme géuéral du développement du polynôme, sans passer par les termes précédens, comme on l'avait fait jusqu'alors. Pour arriver à cette formule j'ai dû intégrer une équation linéaire aux différences d'ordre indéfini. Maintenant pour trouver l'intégrale d'une équation linéaire aux différences d'un ordre déterminé
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quelconque, j'ai taché de la réduire à une autre équation d'ordre indéfini du genre de celles que j'avais intégrées dans le mémoire cité. A cet effet j'ai supposé que l'équation proposée était d'ordre indéfini, et puis j'ai mulplié chacun de ses termes par une fonction discontinue telle qu'elle devint zéro pour tous les termes ajoutés à l'équation proposée, et qu'elle fut égale à l'unité pour tous les termes compris dans cette équation. De cette manière ayant ramené l'équation proposée à une autre équation que j'avais déjà intégrée, je n'ai eu qu'à eiFectuer les substitutions pour avoir l'intégrale cherchée. Dans ce mémoire je donne l'intégrale de l'équation linéaire aux différences du second ordre à coefficiens variables. Par une analyse absolument semblable, on intégrerait toutes les équations linéaires aux différences des ordres supérieurs.
Les fonctions discontinues que j'ai choisies pour facteurs, sont d'une grande simplicité. Je les ai employées pour la première fois dans un mémoire qui a paru récemment dans le Journal de Math, de Mr. C relie. On pourrait se servir également des autres fonctions discontinues déjà connues, et on résoudrait également le problème.
Analyse.
Etant pcoposée l'équation aux différences d'ordre indéfini
• • • • + f2 0-ob"-vo-2 + ç\ K)r.v0-. ;
si l'on y substitue successivement les valeurs de y2, y3, yii etc., déduites des mêmes équations, on aura la série
+ (pXo-,(oco){cp3{3)ro+cf^3)yl + cpi(3)[cF2(2)y0+(pl(2)yl]}
y* (4)/o+ v W>\ + <p* (4) te (2) ?o + % GO/iJ j
+ 9V* (*o) j+ ^ (4) fc (3) r0 + qpa (3)r, (3) [*. (2)yQ+cpl (2)y ]}(
!<?s (5)/o+ v*(Wr, + <p> W te (2)*.+ V* C2)/,) +'v*d-»Caro>^
+ 9», (*0) te„-» K-2)7a + 9>*<H> K~2^. + etc} + <P, 0"O {7>*0-i (*0— l)7o+ V'tf-i (*0— 1)^i + etc î
dans laquelle la loi des termes est manifeste, car le terme A , se forme en changeant x0 en u dans tous les termes précédens.
A présent si l'on partage cette série en autant de séries partielles qu'il y a de facteurs, ou, ce qui revient au même, si l'on groupe successivement tous les termes composés d'un seul, ou de deux, ou de trois facteurs, et ainsi de suite (en ne considérant généralement Ç0(u)y0-\- <Pi(")yi que comme un seul facteur) on aura l'équation
+ ^o-î(^û)(yi(2)ro+y1(2)j1)+Vj(.0_3(x0)(y3(3)ro+y2(3)Jl)
+ V -vu-* (*„> (<P* (4)*> + V3 (4)rJ • • • • »••+»■ C*„1 (r.v()-2 fo— 2) Tm+9*J* (*o— 2) y,)
+V3WK(3)(?,(2)r0+?,(%1))
+ ^o-*K){r2(4)(rî(2)j0+yl(2)r1)+9)l(4)(9,3(3)ro+y2(3)ri)}...
j 9»»^(*<r-2)(9».Ca)r.+»,(2)r1) |
","t"yîla'0Jj+^0-5(x0-2)(y3(3)jo + y2(3)ri)....+ etc.f + etc.
dans laquelle on a indiqué par Bly B2, B3} etc. les séries composées d'un seul, de deux, de trois facteurs etc.
Maintenant la série B, a pour terme général
v Xtf-xx OJ (?>*, (*») r0 + s««r-i fo ) r»)
(pourvu que l'on donne successivement à xL toutes les valeurs 2, 3, 4, . . . ... x0 — 1) et partant on aura
+ etc.
De même la série B3 a pour terme général
<f>*0-*i K) v**-*» (*.) t>*a (xJr0 + rv< Wr.)
Z' où l'on doit faire successivement N
•il — " ~-, Oj *Tj • • • • CCl ~~a m M.
d'où l'on déduira
2 2 9>x0^x1 (*0) y,,-,, (ar.) (y»a (*s) 70 + <p*2-i (*,)r ,)•
Il est évident qu'en continuant de la même manière on obtiendra en général
x,=x<j Xî=ï! xu^=xul
B — 2 S . . . . 2 ffxû-xl{xQ)(pX}-Xt{xl)<fx^Xi (x,)
.... (p*^»0*„_»)yo+9>*„-i--»(*2)y ).
Et si l'on fait pour abréger,
„ _v -, —v x — *• 2 log 2
ou aura aussi
2 log 2
Bu — es ' 9x0^M9xl^{*l)»>>(Vxu*(*v~i)y0+9xu-1-*(x*-i)yi)
2 log 2
Et enfin
yXo = Bl + Et + Bi....+BXa_l
iV*B(*oî/»+V*«r-.l(*o)j|'i
2 log 2 |+B2XV=1 ^="-'+1 (r^., (x,..,) j0+ jpx^-, (x. JyJlvx^-x^i*»-*)]"-*.
L'analyse précédente n'est qu'une répétition de celle qui nous avait déjà servi à trouver le développement du polynôme (Mémoires de math, et de phys. Tom. I. pag. 3 — 6 ). Nous allons voir maintenant comment elle peut s'appliquer ù l'intégration de l'équation linéaire aux différences du second ordre.
Soit proposée l'équation linéaire du second ordre y 2 — e* Yz-i + b, y_-2+ Cz dans laquelle azt b., c-, sont des fonctions de z. Ou sait qu'on peut toujours la réduire à une autre équation linéaire aussi et du second orre, qui ne contiendra de terme en z seulement. Supposons q ne cettnouvelle équation soit de la forme
Yz9 = /i 00 y*0-. +/z 00 y --o+î ;
si l'on fait en général f , ,
l+O*"" (u étant un nombre entier positif).
on aura toujours
<pu (•*"<>) = 0, (lorsque u> 2) et
<P„ (■*"<>) = 1> (lorsque « < 3) Ou aura donc identiquement
= va-o (*0)r0 + »>*o-» (XJ r, + 9>*0-* (xq) yù •• • •+ 9»« (*0 JV* + v» K)^-» s
et comme cette équation, d'après ce que nous avons déjù vu, a pour intégrale
2 log 2
+ 2 es= x< " i+,(?i.ru.ir.ru_l)ro+^u.l—(^-.)rl)[fir^.2-xli.l(-r«-2)]"~4,
on aura enfin, en substituant en général la valeur de
2 log 2
. U-X0 J=l 5C.= II— I
«1=2 Vl-j-O5-""1 1 + 0T J«->~7 L[-(-(
et cette formule donnera l'intégrale de l'équation linéaire du second ordre
y.v0 = /. W r.v0-i +/« Wn-o-: y
en observant que la série des fonctions
M**), /.OO, .... /rOO, et»
est tout à fait arbitraire, pourvu que/, et fx correspondent aux valeurs qui se déduisent de l'équation proposée et que parmi les autres fonctions fi(xo)j f*(.xo)y e*c* i' n)' en a,t aucune qui devienne infinie.
Pour transformer l'équation du second ordre, en une équation
d'ordre indéfini , nous avons multiplié par le facteur ; — , mais on
1 + 0' " pourra se servir de toute autre fonction discontinue -p(u) telle (pion ait 4>(u)=.Q, lorsque K>2, et -^ (a) = 1 , lorsque u<2 (« étant un nombre entier positif quelconque).
Il est clair que par la même méthode on parviendrait à intégrer toutes les équations linéaires aux différences des degrés supérieurs. Seulement si l'on voulait, par exemple, intégrer l'équation du troisième ordre
y>0 = /. (*«) Xx0-»+/« (•*•<>) y.v„-, +/3 («•«) y.r„-3 ,
après lavoir transformée comme ci -dessus dans l'équation d'ordre indéfini y Xo = <p,o (x0) y0 + <p,0_, (*J 7. + 0.VO-2 (* ) y* + <P-v0-3 (*.) Xî • • • ■ + <P. Oo) r.v„-, il ne faudra commencer la substitution que par y3; en laissant y0, y,, y2, qui seront les trois constantes arbitraires de l'intégrale.
Errata, Corrections.
Page 12, ligne 19 apréciable appréciables
— 13,-17 la là
— 13, — 31 Nous savons Nous avons
— 17, — 19 +cdv + ctdv
— 19, — 15 £,€05^^/(^+2^) £lCosxj/(- + 2i.2)
— 21, — 14 cosx(— +2n») cosxj/(A.f 2n')
— 29, — 28 géoètres géomètres
3i r. f dt ■ r*d<t ■
— 31, — 5 / — ^sinox, / — isuiox
— 31, — 21 pourtant partout
,, 9, <p(a + b)yt(a+b) g, (a + 6) 4- y, (a + b)
— 32, — 3 pourtant partout
— 43, — 18 et 19 (dans ces deux lignes il faut changer par-
tout tpt en 95)
— 58, — 5 théorème exclusif et assez curieux . . théorème assez curieux - 113 _ 21 /(""f-6?3) — 2m»y /fm4-6^)'-2m»)y
— 114, — 29 (58.) soit moindre que f£ (58.) (avec les signes changés) soit moin-
dres que ii.
= .Wl-/""),>-«tt.) = „,-(,_«ïi»± +*,..)
\ na y / \ na y I
— 145, — 31 J. Arntjo F. Arago
— 148, — 6 soit est
— 148, — 23 faire z = tp(z) faire z = x, et par conséquent z = <p(z),
— 149, — 2 dz = rt z = rt
— 157, — 10 et 11 proposée, et en cherchant . . . proposée; en cherchant
— 157, — 24 était est
— 157, — 31 /(rj; et comme en général/ est . . H(rt) ; et comme n exprime généralement
— 157, — 34 n'ait n'a
_ 158, _ 1 réduire rendre
— 161, — 15 <p(yfzdx) ç(y,fzdx)
— 169, — 28 éliminant y» éliminant v
— 186, — (dernière) Parceval Parsevai
Errata. Corrections.
Pagel96, ligne 27 = —2 — = 1 — 2 —
— 196, — (dernière) uN2 n#2
_4m(4m— l)....(2ra+l) 4m(4m — 1)... ,(2m + l)
— 198, — 3 = an » • = "u
_ 198, — 3 =6 — bu
— 198, - 4 = hn ~ *"
__ 198, _ 21 F(MI>MI,Ma+r) F(Mt,M2....Ma,r),
_ i9i)t _ 28 puis on aura toujours et que l'on aura aussi
_ 200, — 1 p = 2iu p z= 2sn
_ 201, - 5 Pnrceval Pnrsevnl
_2oe, - i8 y2 = *zyz-i+hyz-2+cz • • y-~ = azy*-i+bzyz-i+cz
__ 206, — 20 orre ordre
- 206] — 21 contiendra contiendra pas
_ 206, — 21 certnou cette nou
_ 206, - 23 y.-0=/,(=c0)yx0-i+/2(*oJyîo+îi ^o=/i(I.)rx()-I+AWy,0-!
- 207, — 6 +A(*0)yjro_l +/2K) rx0-4
- 207, - 15 +é-Xu*+Xul +0l-*"-8-*"-«
- 207, - 24 +oi~1' +0ï-B
- -im^w^m
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