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SUR LES
Par M. YVON VILLARCIAU.
(Présenta à l'Académie des Sciences, le 36 mars 18/19.)
Méthode pour calculer les orbites relatives des étoiles
doubles .
t. En présentant à rAcadémie le résultat du mes recherches sur le mouvement de i; d'Hercule, j'ai dit que j*y étais parvenu en faisant usage d'une méthode particulière. L'objet de la présente communication est d'établir les formules sur lesquelles repose cette méthode , me proposant d'entrer plus tard dans les détails convenables pour en bien faire comprendre l'application.
Soient m' et m'^ les masses de Pétoile principale et de son satellite y et à IMÉ 'époque t :
^Ê r" leur distance mutuelle; W Z la distance de l'étoile principale à la Terre ;
I X*' y y" y «" les coordonnées rectangulaires de m" parallèles à trois axes f passant par in\ La direction de l'axe des z est celle du prolongement de Z , et ' les axes des x et des y sont situés dans le plan perpendiculaire au rayon visuel , de manière que l'axe des x soit en réalité dirigé vers le Nord, et celui des y vers TEit.
!Nous ferons abstraction de la variation de la distance Z et de celle du plan des X y. Quant au déplacement de Taxe des x dans le même plan, nous supposerons qu'on en ait tenu compte en corrigeant les angles de position de l'effet de la précession, celui de la nutation étant ici tout à fait insensible.
Soient x , ^, z, r les nombres de \" correspondants aux coordonnées x" y y , z'' et à la distance réelle r"y de manière qu'en désignant par R la distance moyenne de la Terre au Soleil , et par cr' la parallaxe de m', on ait
a?"=j:Ztangi'% /".—jZtang 1", z"=zZtangi", /•''=rZtangi".
Soient d^ailleurs M 4- w la somme des masses du Soleil et de la Terre , W le moyen mouvement terrestre , f le coefficient de Tatlraction universelle ; on a
on a aussi
(Ci) R = nT'Ztangi";
ce qui donne d'abord
,, R II ^ Il ^ w R
ta X3 X3 JS
L'équation diiTérentielle du mouvement relatif de m" projeté sur Taxe des .r, est
elle devient, à cause des valeurs précédentes,
^^ /RV H"~^'
Posons , pour abréger,
en éliminant /entre (i) et (3), il vient
La quantité ^ sera déterminée plus loin ; et si Ton connaît la parallaxe xs' ^ réquai ion (4) f^ra connsûtre ensuite le rapport de la somme des masses desj deux étoiles à la somme des masses du Soleil et de la Terre.
8. Revenons à notre objet. La relation (3) permet de donner à Téqua- \ tion différentielle ci-dessus , et aux deux autres équations semblables qui se lapportent aux coordonnées y et s, la forme suivante, sous laquelle on i présente ordinairement ces équations : i
—rr -I- |x— : = o. l
Actueliement, soient : a Tangle de position compté de x vei^ ^ ; p la prolection du rayon vecteur /sur le plan des ^vy^ ou la dist<ince apparente des koiles ; > Fangle de r avec sa projection p ; nous aurons
ji' = p cos a , / = p sin a , (6) ^ z =ptang>.,
cos X
Nous allons former les dérivées de ces quantités par rapport au temps ; la j dernière ne nous servira pas immédiatement. Il viendra d'abord :
ii,v du . (ia.
— - = cos ot-z sin a . p -7- 9
fit dt ^ fit
dy . dp dv.
-- =: Sin a — h cos a . p -— 9
, dt fit ^ fit
' dz . flp p fil
-r := tang A — *- H -— ,
fit ^ fit cos^ X dt
flr i dp p ^ fl\
. -j- = r -j- -f r tang > -j-'
\ dt cos\ dt cosX ° dt
Différentiant de nouveau les trois premières de ces équations , et substituant
d^ jc d^ Y d ' z à la place de ---, -7--, -— ~ leurs valeurs en fonction iTip, a ct>, tirées * flt^ flt^ dt^ r' '
des équations (5) et (6), il viendra ;
cos^X d^p dpdoL dof? d^oL
ft — -- cosx=:cosa-7^— •2sma-r--; cosa.p -7— — sma.p--7--->
^ f dt"" dt dt ^ flt^ ' dt^
, COS^X . , d'^p dpdoL , da? d^OL
(«) [-V-^ 5ina = s.na^-f-2cos«^^-sm«.p^+cos«.p — ,
cos'X , ,rf*P 9. dpfl\ aungX dV p rf'X
^__tangX=UngX-+ -3^-f -+ -^^;^p^ + ^-3^-p^-
Il convient de substituer à ces équations, de nouvelles équations plus simples. On y parvient d'abord en multipliant les deux premières par sin a ou cos a , de II' manière à éliminer pi et à tirer sa valeur ; on a ainsi :
d ù doc fP a
COS' A fl(X^ fl-p
^'"'V'^^'fJr'^dF'
Multiplions luaintenant la dernière de ces équations par tang> , et aioiUonj membre à membre avec la troisième équation (8) , nous aurons
rfa'
a d^ (il 2 tang l d\\ ù d'\
orrtancA.P- H rr -r- 1 — :t— PttH — ' — —
** ^ (ir vo%ndt dt cosn '^^i/' cosUrfr
, . ,. sin^cosA ou, en multipliant par ?
( 1 o) o = sm' ^ -7-; -h - tanc a -~ -r- ^ ' dt^ ù ^ dt dt
2 tang' \
dr
tangX
Le facteur commun sinX, introduit ici, prépare cette équation pour une! élimination ultérieure. Les équations (9) et (10) sont les analogues de ceWe&l que l'on trouve dans la Mécanique céleste.
La première équation (9) montre, comme on le sait, que Taire projetée' décrite par le rayon vecteur croît proportionnellement au temps. En effet, |
cette équation , multipliée par - p, est la différentielle exacte de -p' — -, on!
a donc, en Tintégrant,
1 da
2 ^'dî
const.
Quant à la seconde équation (9) , son premier membre étant essentkV lement positif, il s'ensuit que le second doit Tétre également. Les données ,Àe l'observation doivent donc satisfaire à la condition
(10 bis)
lOL'
dt
p dt'
3. Les quantités a, p et leurs dérivées étant considérées comme fournie
par les observations , les inconnues du problème sont les quantités /^ 9 ^ ' ~7>
-—9 au nombre de quatre, et contenues seulement dans la secon<
équation ( 9) et Féquation ( 1 o). Pour les déterminer, nous avons besoin nouvelles relations entre ces quantités. Or, la seconde équation (9) co tenante, mais non point ses dérivées, il suffira de la différentier deux f< de suite.
Il viendra , par une première différentiation ,
COS' A
. ^ d\ cos^X sm X -7- 4- 2
dt û-'
dp\ dp da} doL d^y. cP j
dtf'^'dtdr'^'^^'di'dF'^'dë
ou y à cause de la première équation (9)9 et en chaogeaiil les signes.
DifTérentioos de nouveau cette équation :
cosn/ 3 d\^ , ^dn nd'p 21/pA cos^/^ ,rf> 2rfp\» r/*û ^d^ùda} , ^dpdoid'a
</' ce cos^ X
Développons, puis éliminons -j-j et p — p- à Vaide des équations (9),
nous aurons
/ d^ d^p ydF^'dF
/ 1 ' l^\^^ tSLngldpdl , ^^ .r/'X
—-{i— 3sin'X) -j— — 12 — 2>. _j:_-,4-.3tang>-7n^ ^ dr p dt dt ^ dr
cos
2 rf'p 6 rfp'
d* p d^pda* 12, dp^ dct}
'^'dF'^ Ht^ dr J dF dT^'
Posons, pour simplifier,
^ ^ rfa» rf'p\é/^« "^ e//' dr p drdrfp^dr pdr '
; cl cause de
^ dr 1r
I — 3sin'> cos'X — 2sin'X
cos'X
cos'X
= I — 2 tang' X ,
lei
^ C réquation précédente se réduira à
dV
dpd-k
dn
3(i-2tangU)— - ---tangX-J:- ^ 3tangX-^ = 3^ Ij ou , en divisant par 3, et passant tous les termes dans un même membre ,
i3) t)=:(2tangn-i)— -f-^tangX;^— --tangX-r^-4-X
di dt
dt
Cette équation , en y tenant compte de la valeur ci-dessus de 3 ^ , et l'équation (i i), sont celles qu'il s'agissait de former.
4. Nous allons maintenant résoudre ces équations. Pour cela , éliminons
d'abord -j-^t en ajoutant membre à membre les équations (lo) et (i3) ; il
viendra
(i4) (4tangn-i) — +-tang>^-H-smn — 4-X=o.
D'un autre côté, après avoir éliminé /x de l'équation (ii) par la seconde équation (9), on tire
' 3-î TT
Posons
^ X _ 1 / 1//» flgr de^ __a ^
d^p dp da}
" Sô^ d^p p di '
la précédente donnera
(iSbis) '^^ ^'
<ff tang >
Nous remarquerons de suite que les expressions 3 /- et 3 k' ne renfennent que des quantités connues.
Portons la valeur que nous venons de former de — ? dans l'équation (i4)y
, . tâng^> , , , , ."
et écrivons — — ■ à la place de sm'X, nous aurons
I H- tang* X ^ '
4tangn-i^,^^6^^ tangn ^ ^ ^. ^ ^^
tang' X p dt n- tang* X dt*
Faisant disparaître les dénominateurs et ordonnant par rapport à tang'X ; il vient
/4^'»+6-^ + ^Vx)tang«X + (3A-'^ + 6-^ + >î-)tang»^
Enfin , posant
». da}
il vient finalement
(17) Q' tang* X -f- Q tang' X — k'' = o.
Telle est Téquation qui fera connaître > ; -;- se déduira ensuite de Tune des
équations {i4) ou (i5 bis), La seconde équation {9) donnera p. Nous ne
a irons nen de --— dont nous n avons j)as besoin.
Pour discuter l'équation précédente , il est indispensable de connaître le signe de Q'. Nous allons voir que , d'après la nature de la question , Q' est nécessairement positif. Pour cela, substituons dans l'équation (i4), à la place
de tangX ^, la quantité /', équation (i5 bis)-, il viendra
,.,. dV k'dù do" flfx} ,^
d'où Ton lire, en vertu des équations (16) ,
(18) Q' := + cos^ > -r- ;
^ ^ ^ dt^ dt-
c'est le carré de ta vitesse angulaire du rayon vecteur. Q' est doâc nécessairement une quantité positive. Notons en passant que l'équation (18) pourra être plus propre à fournir la
valeur de — que l'équation (16); celle-ci serait toutefois indispensable pour
donner le signe de — •
Q' étant positif, tandis que le terme connu de l'équation (17) est négatif; cette équation , considérée comme du deuxième degré en tang' \ , a nécessairement ses racines réelles et de signes contraires. Ortang'X devant être positif 9 on voit que cette quantité n'est susceptible que d'une valeur unique. La résolution de l'équation (17) donne, en se bornant à la racine positive,
( ' 9) ^ang» \ = r± '^ )i.
L'angle X est compris entre -h 90° et — 90°. L'équation précédente donne deux valeurs égales et de signes contraires pour cet angle; cela tient à ce que la projection du rayon vecteur que nous observons est la même lorsque l'angle X est positif et lorsqu'il est négatif : le choix, reste donc arbitraire. Le changement de signe de X donnerait une orbite symétrique, par rapport au plan de projection, avec celle que donne le signe opposé.
i5. Connaissant X et -— ^ il est facile de calculer les éléments de l'orbite^
dt
En désignant par G, G', G'' les constantes des aires , on a
„, dm dz
dt dt
tr ■=zx— r— —
dt -^ dt
La valeur des seconds membres de ces équations étant formée au moyen des équations (6) et (7) , si l'on divise tout par p% et que i*on pose
\ ^ t p» p» pî
il viendra
, dt da.
S = sm a — cos a tans X -7- »
cos'X ® dt
dt don.
S' = — cosa — -r — sina tangX-;-?
cos^ ° dt
dcL
Stf __^ ***
dt On en déduit la longitude du nœud ascendant Q, par la formule
(^0 tanggî=-g;,
en ayant le soin de prendre Q de manière que son sinus ait le signe de S.
L'inclinaison I, supposée comprise entre o et 180 degrés, se tire de l'une des formules suivantes :
(22) tang I = i__^ — =
S" S" sin ft S'' cos ft
Soient : A le demi-grand axe, et n le demi-paramètre; on a la formule
ou , en vertu des équations (19 his) ,
on bien encore
En substituant dans cette équation les valeurs (20) , on obtient l'expression de — sous une autre forme , ce qui donne un moyen de vérifier les calculs
numériques.
On en déduit immédiatement
n I dt''
p cos* X
ou , en vertu de Téquation (18),
p cos > cos^ X puis, en ayant égard à la seconde équation (9), et observant que 0=: a-cosX,
{24) - = - cos X = -^ r- •
^ ^^ r p da' I ^^p
dF p'dF
On a maintenant , pour calculer le demi-grand axe , Téquation des forces vives
ds' df
dans laquelle ds exprime l'arc élémentaire parcouru pendant le temps dt,
"ds^ L'expression de — peut être formée, soit au moyen des coordonnées,
polaires, soit nu moyen des coordonnées rectangulaires: en faisant usag(^^ des premières , et p désignant la longitude dans l'orbite, on a
ds"^ dv^ dr'^
mais
di>^ d\' , doL^
r//^ dt"" dt^ ^^
en vertu de Téquation (18). D'un autre côté, la quatrième équation (7), en
Ces équations donnent, par division, tangV; et Ton en conclnt V sans ambiguïté , les signes de sin V et de cos Y étant ceux de leurs seconds meinbres. L'excentricité E en résulte : la valeur obtenue de cette quantité peut servir utilement de vérification à celle qu'aura fournie l'équation (26^ , ou I lui être préférée , si la première se trouve mal déterminée.
Il ne sera peut-être pas hors de propos de montrer la concordance des équations (26) et (27).
Reprenons l'équation (26)
r A cos A
Substituons-y les expressions (24) et (25), nous aurons
dt
D'autre part , élevons au carré les deux membres des équations (27), et ajoutons, il viendra
\dt'' p df" )
\dÔ p dr )
et Ton aura
En substituant la valeur (24) de -9 il vient
dot? * ^'p I ^«' 1 rf'p
comme ci-dessus.
Maintenant , nous avons à déduii^le moyen mouvement ]N. INous partirons de la formule connue
(27 hU) A=» N» = pi ,
dans laquelle N est supposé exprimé en nombres abstraits. On en tire
a COS^X
A' ^ f \Acos> d'où , par ta seconde équation (9) ,
Pour faire usage de celte formule , la quantité ^ peut être tirée de
l'équation (sS), et être employée si elle n'est pas trop mal déterminée. Autrement, ayant déduit £ des équations (27) , on se servirait de l'équation (26), mise sous la forme suivante :
AcosX n
Le moyen mouvement, l'excentricité et l'anomalie vraie étant calculés, on aura aisément l'époque du passage au périhélie , ou l'anomalie moyenne , par les formules bien connues
Nr + e — m-=z u — Esmti,
N (^ — t) = « — E sin u.
Dans ces formules , u désigne l'anomalie excentrique , s — xs l'anomalie moyenne de l'époque , et r l'époque du passage au périhélie. L'origine du temps, dans la deuxième, est comptée à partir de l'époque; dans la troisième , elle est quelconque.
On peut obtenir une vérification , en se servant de la formule également connue
r 1 —- sin u
qui donne, en vertu de l'équation (26), (3i) -sina — i/i — E*sin V= o.
La durée de la révolution se déduit de la valeur de N , et l'on a
(3iM T = ^.
7. En désignant toujours par p la longitude dite dans rorbitr, par tr ia longitude du périhélie comptée de la même manière ; les distances du satellite et du périhélie au nœud ascendant seront p — Q et cr — Q 9 de sorte que Ton aura
On calculera v — Q par la formule
,3,, ».,,_Q,=!:îi^zO),
en ayant soin de prendre v — Q , de sorte que son cosinus ait le signe de cos (a — Q) : le dernier élément à déterminer, la distance du périhélie au nœud, s'en déduira, à Taide de la relation
Les formules suivantes fourniront utilement des vérifications,
/3 /v I *ang ^ = sin (a — Q) tang I ,
I sin ^ = sin (p — Q) sin I .
Enfin, si Ton connaît la parallaxe m', on aura, par l'équation (4), le rapport de la somme des masses des deux étoiles à celles réunies du Soleil et de la
Terre ,
Cette équation donne , à cause de l'équation (27 bis) ,
on peut la mettre sous une autre forme en introduisant les durées des révolutions à la place des moyens mouvements; en effet. Ton a
ce qui donne
Relations entre les dérivées de i angle déposition et celles de la distance,
8. Nous avons dit que nous considérions les quantités <x > p et leurs dérivées comme étant fournies par Tobservation ; ajoutons que toute la difficulté du problème se trouve réduite à la détermination de ces quantités. Nous sommes
obligés «l'avoir recours à Tinterpolation pour les obtenir, et nous considérons la méthode proposée par M. Cauchy comme très-utilement applicable dans le cas actuel; mais, pour mieux faire comprendre le parti que Ton en peut tirer, il convient de présenter certaines relations fort importantes qui existent entre les dérivées de Tangle de position et celles de la distance.
A cet effet , supposons que Ton représente par des séries ordonnées, suivant les puissances du temps, les angles de position et les distances, ou que l'on pose
a = a -{- bt -h ct^ -h dt^ -h et* -^ fi^ H- g^r« -h . . . ,
Nous avons trouvé, entre les données de l'observation, une équation de
condition exprimant que la projection des aires décrites par unité de temps
est constante. C'est la première équation (9). Divisons ses deux membres
par 2 , elle deviendra
,«^. dp dot I d^a
dt dt
dt'
Il faut que les dérivées de a et de p, tirées des équations (35) , satisfassent à cette dernière. Différentiant ces équations, on a
doL Ht
dp dt
Z'dF
= * -+-2cf -4- 3dt' -h iet^ 4- 5/t* -\-6gt^-h . .-,
= <? -h 3dt-h6€t^ -h loft^ H- iSgt* -f-
En effectuant les produits indiqués dans le second membre de Inéquation (36), il vient
t'-h Sb'f
rf'c
-f- gd'd
-h 5fb
-p— rr = a c4-3a'tf
r^H- loa'f
t^-h iSa'g
■^Zb'd
-hiob'f
+ Zd'd
Additions i852.
Si nous ajoutons les seconds membres de ces équations et que nous les égalions k zéro , en vertu de Téquation (36) , nous aurons une relation qui devra être satisfaite quelle que soit la valeur de /; il en résulte que les coefficients des diverses puissances de t doivent être séparément nuls. On a donc les conditions suivantes :
o = fl'c -h b'by
o= 6a'e-j- %b'd-Jr 5f'c -f- Zd'b,
oz= loa'f -h lob^e -+■ ^c^d-h 7</'c 4-4^'^»
o= i5fl'^-f- i5b'/-h i4^'^-H larf'rf-f-g^'c -\-Sfb^
La composition littérale <ies termes de ces équations est facile à saisir; quant à la loi des coefficients numériques , elle est aussi très-simple. En considérant la succession de ces derniers dans le sens vertical, on passe des coefficients de la première équation à ceux de la deuxième, en ajoutant deux unités à ceux de la première, et supposant d'ailleurs le second membre de celle-ci suivi d'un terme dont le coefficient soit égal à zéro. Les coefficients de la troisième équation se forment en ajoutant, de la même manière, trois unités à ceux de la deuxième. On forme les coefficients de la quatrième ^ ajoutant quatre unités aux coefficients de la troisième, et ainsi de suite.
Considérons maintenant spécialement les valeurs des dérivées de a et de p à Torigine du temps; nous aurons
, doL I d^a . I d^oc l rf*«
rt = a, 0=.—'^ r = T— 5 d =1 — — 5 c z=. — 7— rr'*"''
dt 1 . 2 r//' I . 2 . 3 rf/^ 1.2.3.4^^
'' di 1.2 dt' 1.2.3 di' i.2.3.4c^^
Quoique les équations (37) soient des relations entre les valeurs des dérivées de a et de p à l'origine du temps , en vertu des équations (38) , il ne s'ensuit pas que ces relations soient aussi limitées , car l'origine du temps est arbitraire. Elles ont donc encore lieu lorsque les quantités «, by c,. . . , a\ b\ c', . . . , sont supposées représenter les valeurs de a, p et de leurs dérivées à une époque quelconque.
Posons maintenant, pour simplifier,
^ ^' a' a' rt' a'
les équations (38) donneront
"^^ ^ p dt p df p dt^ ^ p dt*
et les équations (87) se changeront en
0= c-h b''b, 0= 3rf+ 3^"c-h 2C"^, 0= 6e-h 6b''d-h 5c"c-f- 3rf"6, ^^'^ ^ o = io/-hio6"e-h 9c"rf4- •3rf"c-f.4c"6,
o = iSg' -h 15^/+ \^c"e-^ iiid''d-h 9^"c 4- 5/"*,
Les expressions (4o) vont nous permettre de donner une forme plus simple à plusieurs des fonctions que nous avons employées. Il vient d'abord
^^ ' de p de '
et, en vertu des équations (9) et (10 bis)^
Maintenant, Féquation (12) donne, en divisant par p le nunïérateur et le dénominateur du premier terme de son second membre,
Zh=T-^ yAitLc" -^^b'^c" -^ ^1b^b"^)^\'^b"^ — i^^' .
En réduisant au même dénominateur, et divisant par-3, il vient
Transformons de même l'équation (i5), nous aurons
3^' = rr^ ' i&d" -^^b'b")--:tb\
et , finalement , toutes réductions faites ,
(45) *'=^^-i^,[2rf" + i6"(6' + 4c")]- .
L>es équations (16) donneront de même
On aura entoir
[An: /' 4- -.-j. = /'-+-/>'.
9. Nous avons vu comment la détermination de tang>, — et, par suite^
celle des éléments, dépend des fonctions X-, X-^ Q, Q'. Nous remarquerons, en outre , que ces fonctions ne contiennent d'autres coefficients du développement de a, que le coefficient b, La constante a ou a entre dans les fonctions S, S' et dans le second membre de Téquation (32) , de sorte que deux positions trèsvoisines suffiraient, à la rigueur, pour déterminer a et 6; mais les coefficients du développement de p ou leurs équivalents b", c\ etc., vont jusqu a e ou e!' , Il faudrait donc de même cinq observations de distances pour les ' déterminer.
Ainsi , il semble que nos formules ne sont applicables qu*au cas où les données seraient deux angles de position et cinq distances au moins. Il n'en est rien. Par exemple , on pourra déterminer tous les éléments, sauf le demigrand axe , uu moyen des angles de position , s'ils sont au nombre de six au moins. En effet, on en déduira les six coefficients ^ , b^c^ d, eyf; et les quatre premières équations (4i) permettront de calculer successivement les coefficients b^% c" ^ d'\ e" qui entrent dans nos formules, à l'exclusion àe^ coefficients r, J, 6* et f.
Souvent il conviendra de substituer de cette manière les angles de position aux distances , et il suffira, en toute rigueur, d'une seule distance pour faire
connaître le demi-grand axe; car, déduisant - de nos formules, on aura
-tr
La meilleure détermination des coefficients a, ^, c, d^ ^, /s'obtiendra en faisant usage de la méthode d'interpolation de M. Cauchy, si les observations ne sont pas trop irrégulièrement espacées. Cependant les observations d'étoiles doubles que l'on possède aujourd'hui ne permettront peut-être pas de déterminer tous les coefficients dont on a besoin. 11 faut remarquer que nous n'entendons parler ici que des observations modernes qui, seules, forment des suites assez régulières pour que l'interpolation soit praticable. La série des observations de Ç d'Hercule, par MM. Struve, laisse un coefficient indéterminé , dont la valeur se trouve ensuite fixée par la condition que les éléments représentent une ancienne observation d'Herschel ou une observation isolée de M. Struve, en 1826. Or il arrive qu'en disposant de l'indéterminée de
manière à satisfaire à Tune de ces observations, on satisfait en inénie temps à l'autre, du moins approximativement.
Si les mesures de distances sont assez précises, comme le sont généralement celles de MM. Struve , on peut employer à la fois les angles de position et les distances. Les indéterminées que peuvent contenir leurs développements se tirent ensuite de la condition de satisfaire aux équations (4i)- Les nombres particuliers d^indéterminées admises dans chacun des développements en question, donnent naissance à divers problèmes qui conduisent à des équations plus ou moins compliquées suivant les cas. C'est dans la formation et la résolution de ces équations, que Thabileté de l'astronome peut se donner carrière, le reste n'étant plus qu'un simple calcul numérique.
Nous allons maintenant présenter un résumé des formules à appliquer, dans Tordre où ces formules doivent être calculées. Les simplifications du n® 8 y seront introduites. Ajoutons que plusieurs quantités seront données sous des formes différentes, dans le but de fournir des moyens de vérifier les calculs.
Résumé des formules propres à la détermination des éléments des
orbites relatives des étoiles doubles.
tO. Supposons que l'on ait déduit d'une méthode d'interpolation convenablement appliquée, les coefficients soit de la première des séries suivantes,
0L=a -i- bt -h ci' -h (It^ -h et* -\-/t^ -h . • . ,
. i 0L=a -i- bt -h ci' ^'' I p = a'-hb't'hc't'
-f-rf'/3-h6''f^-j- .. .,
soit de toutes deux, et que Ton y fasse ensuite i nul , les calculs se rapportant à Torigine du temps.
Si Ton n'a déterminé que les coefficients de la première, on se servira des quatre premières équations suivantes, pour calculer successivement b% c\ d% e\
o= 3fi-h Zb"c-^ 2.c"by
o= 6c-h 6^'V-h 5cV4- àd'^b,
o=iof+iob''e'h gc'd-h rjd"c-\-^c"b,
o = iSg-^i5by-\-ï^€''e^i2d"d-^ge''C'h5rb,
Dans le second cas, c'est-à-dire lorsqu'on aura aussi déterminé les coefficients
de la série qui représente les distances, comme Ton a
il faudra que ces dernières valeurs satisfassent aux équations (11), ce qui n'aura généralement pas lieu en toute rigueur. Mais si Ton exprime les coefficients, soit de la première ou de la deuxième série, soit de toutes deux en fonctions d'indéterminées; la substitution de ces valeurs, dans les équations ( 111} et (11) ou plus simplement dans les équations (37), fournira de nouvelles équations dont la résolution fera connaître les valeurs de ces indéterminées , si leur nombre est égal à celui des équations auxquelles on peut avoir égard ; autrement , il restera des équations de condition , ou bien le nombre des indéterminées sera simplement réduit.
Les coefficients a, 6, c, d^ ^yfy etc., pourront être exprimés en degrés et fractions de degré; mais quand on aura effectué le calcul des quantités Oj by b"y c" ^ d"y e'\ il faudra convertir h en nombres abstraits, ce qui se fera en multipliant par la valeur de i degré exprimée de la même manière.
Alors les données devront être telles , que Ton ait
(IV) ft'— 2C">0.
On calculera, s'il en est ainsi , les auxiliaires suivantes :
Q'=Q + ^'^-f-^»; (vi) condition Q'^^o.
La condition , pour que l'orbite soit elliptique , est
(VII) =2 — -^^ r— ^ T, — ^^O.
^ ^ AcosX ^>2— ac" ^
Si les conditions (iv) et (vi) ne sont pas remplies , il est inutile d'aller plus loin. Il en sera de même, si l'on veut obtenir une orbite elliptique, lorsque la condition (vu) ne sera pas satisfaite.
La latitude \ se tirera de
(vin) tang'X = "^ ^ ^
y. devra être pris eotra + 90° et — 90° ; oa le fera, du resle, arbiti virement positif ou négatif.
La dérivée de > , que nous désignerons par X', pour simplifier l'érriturc , se déduira de l'une ou l'autre des deuK formules
(ix) y = ~^, ;''=Q'— 6'cos'i.
La première donnera un résultat mal déterminé lorsque À sera petit; mais elle est indispensable pour donner le signe de y : la valeur absolue de cette quantité sera alors assez exactement donnée par la seconde. Il viendra ensuite
Pour déterminer la position du plan de l'orbite , on aura
iS = sin-i-^;^ — cosa.Atangi, S'= — coso — — ■ — sino.Alangi, ce qui donne, pour la longitude du nœud ascendant Q,
et il faudra prendre Q de manière que son sinus ait le signe de S. L'inclinaison 1 du plan de l'orbile supposée comprise entre u 180 degrés , sera fournil.' par l'une des expressions suivantes ;
(X...) "»e' = ^- = ïSQ = -y7„T-i3-
Il va sans dire que l'on obtiendra la solution correspondante ii la valeur (le 1 qu'on aura négligée , en écrivant le signe ± devant [a valeur de I tirée de(xiii), et conservant d'ailleurs toutes lesautres déterminations numériques; cela résulte de la symétrie des deux orbites ; seulement Q pourra désigner le nœud descendant. Autrement, en appliquant les formules précédentes à v,„tr^.:.^^ A^i 1 .,.,„.^.:t ^^i,;e .,„j:. „..., lo .. _ "^ varieraient de
(xv) - = -cos>,
(XVl) -r-^ — r = 2 — , ^ -— ^•
Si Ton pose , suivant l'habitude, sin yj = £, on pourra tirer l*exœntricicé de la formule
(xvii) I — E' ou cos'»î= *- — ••
r AcosX
Il pourra se faire que l'excentricité soit mieux déterminée par les formules suivantes, qui servent d'ailleurs à calculer l'anomalie vraie Y, sans ambiguïté.
(xviii)
EcosV = 1.
Si l'excentricité est mieux déterminée par ces formules que par les équations (xvi) et (xvii), il sera préférable de substituer à l'équation (xti) la suivante, qui servira à calculer le demi-grand axe au moyen de la valeur de p = «',
^ ^ AcosX n
Le moyen mouvement exprimé en nombres abstraits sera
(xx) N = v^6
,Acos)v
On pourra, si Ton veut, le convertir, ainsi que £, en degrés et fractions de degré ; il suffira de diviser par la valeur numérique de l'angle i degré. La durée T de la révolution est
On aura Tanomalie excentrique u et l'anomalie moyenne de l'époque s — cr , ou l'époque r du passage au périhélie, par les formules connues
(xxii) [ lang-M= -^ r-tang-V,
tang
Nr-f- fi — X3 ou N(^ — t) = Il — ËsiuM,
?t l'on pourra vérifier m et Ë par la formule fxxiii ) -sintt — cos»îSinV=:o.
La distance v — Q du satellite an nœud ascendant, dans Torbite, se tirera de
en prenant v — Q de manière que son cosinus ait le signe de cos(a — Q). La distance^du périhélie au nœud ascendant sera ensuite
(xxv) '»-Q = »'-Q-v,
et Ton aura, pour vérification, les deux équations
I tangX = sin(«— Q)langl, ^ ' I sin X = sin(p — Q) sinl.
Enfin , si l'on connaît la parallaxe rs\ le rapport de la somme des masses des deux étoiles, à la somme des masses du Soleil et de la Terre, sera donné par la formule
il. En examinant les formules auxquelles nous sommes parvenu, on reconnaît qu'elles ne peuvent fournir de résultats précis, lorsque Tinclinaison est considérable. Elles n*en pourraient fournir absolument aucun , si le plan de Torbite coïncidait avec le rayon visuel. Or on sait que, dans ce cas , il est nécessaire d'employer une donnée de plus.
J'ai aussi établi les équations qui se rapportent à cette circonstance; mais je ne les ai point encore appliquées. Néanmoins, j'en ferai Tobjet d'une prochaine communication.
Nota, La méthode d'interpolation de M. Gauchy, que nous avons recommandée pour le calcul des coefficients des séries (i), sera exposée dans le Mémoire sur la détermination des éléments des orbites des planètes , qui fait partie de ces Additions.
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Méthode pour le calcul des orbites relatives dont le plan coïncide, ou à peu près, ai^ec le rayon visuel.
t. J*ai eu l'booneur de présenter à T Académie , dans sa séance da 26 mars dernier, une méthode pour calculer les orintes des étoiles doubles, fondée sur remploi des dérivées par rapport au temps , de l'angle de position et de la distance apparente ; ces dérivées étant censées obtenues par voie d^interpolation. J^ai fait observer que les formules particulières à cette méthode tombent en défaut lorsque le plan de Torbite coïncide, ou à peu près, avec le rayon visuel ; il est même nécessaire , pour que Ton puisse en tirer un parti avantageux 9 que rinclinaison ne sok pas très-considérable ou que l'orbite apparente ne soit pas très-allongée.
L'objet de la présente communication est d'établir le système de formules, basé sur l'emploi des coordonnées rectilignes et de leurs dérivées, qu'il convient d'employer lorsque la première méthode cesse d'être applicable. Le résultat auquel nous parviendrons conviendrait encore au cas d'une inclinaison quelconque; mais, comme il exige l'emploi des dislances apparentes, on conçoit qu'il peut valoir mieux, dans certains cas, s'en tenir à la première méthode.
Soient, comme dans le précédent Mémoire
.r , j, ç les coordonnées rectangulaires de l'étoile satellite rapportées à des axes passant par l'étoile centrale : les axes des jc et des x étant dans le plan perpendiculaire au rayon visuel, et l'axe des z sur le prolongement de celui-ci;
r la distance des deux étoiles;
a l'angle de position du satellite, corrigé de l'effet de la précession;
P sa distance apparente à l'étoile centrale ;
a,, Tangle de position de l'axe des x.
Pour la facilité des calculs numériques, on pourra donner à cet axe une direction à peu près parallèle à la direction de rallongement de l'orbite apparente; l'angle de position de l'axe des y sera go® -+- ao.
l^es équations difTérentielles du mouvement relatif du satellite sont :
di" ^ r
Hi'usage que nous voulons faire de ces équations (*) exige que Ton ait cal" culé préalablement les coordonnées par les formules
( a7=:pC0s{a — ao}, l X = psin(a— -ao),
et qu'ensuite, au moyen d'un procédé d'interpolation, celui de M. Gauchy par exemple , appliqué aux valeurs précédentes de x et de j, on ait déterminé les coefficients des développements des valeurs générales de ces quantités, ordonnés suivant les puissances du temps. La forme de ces développements est
!xz=za -\- bt -h ct^ -^ df -{-et* -i- . . . >
Les valeurs des coordonnées x et j et de leurs dérivées des divers ordres^
{*) Les deqx premières équations (i) fournissent le moyen d^établir, entre les don-, nées, deux équations de condition qu^il est aisé do vérifier, à peu près, à l'aide d''un.. tracé.
Ayant calculé les coordonnées x et^ par les équations (2), on pourra construire deux^ courbes, dont le temps t représentera les abscisses, tandis que x et/ représenteront les^ ordonnées. Au point où ces courbes rencontreront Taxe des abscisses, on aura
mais, dans ce cas, les cquafions (1) donnent
dt* ' dt*
Il s'ensuit que les courbes dont il s'agit, devront présenter des points d'inflexion \W où elles couperont l'axe des abscisses. S'il n'en est point ainsi, on sera porté h taxerd'inexactitude une ou plusieurs observations.
à laquelle se rapportent let calculs , Tune de celles où les étoiles coïDcident en apparence.
4. La première équation (i) permet d'éliminer immédiatement — , des équations (5), (6) et (9) ; elle donne, à cet effet,
Il faut noter que reifi étant nécessairement positifs, les données doivent satisfaire à la condition
c'est-à-dire que x et --7^ doivent être de signes contraires.
Substituons la valeur (10) dans les équations (5), (6) et (9), il viendra
d^ X d^x/ieix 3 rdr\
'dF '^'dF\xdt'^7^~dt)^^'
(il bis) { r d —^
d^x d^x\ i d^x Sidxrdr i5 /rdr^ 3 ^^ I
"dF ^lïriJc'dF'^l^^xdF'th'^7^\^)'^'r'^ dt J ~~^
d — ' dt dx^ dy^ dz* r^ d^x
^"^^ ''lû^'^dr'^lïr'^df^'^'x'dF'
Pour simplifier, soient
/ dx
\ dt
Les quantités H et H' seront des nombres connus et non susceptibles de
d^x devenir indéterminés , puisque nous supposons x et --r-j essentiellement dif-
férents de zéro.
Au moyen de ces valeurs , on transforme aisément les équations (ti bis) iiiixie il suit:
rdr
3 bis) [ ^
2 fLc rdr 5 frdr\ ' de „,
X dt dt r^\dt ) dt
a première de celles-ci donne
n substituant cette valeur et Texpression (12) dans la deuxième équaion (i3 bis)^ il viendra
„. ri. €ix „ ^„ , dx^ dr^ dz^ r^ d^ x „, .
'' a: dt dt^ dt^ dt^ x dt^
[)n a d'ailleurs, par les équations (8) et (14)9
r r-v dx dy dz „ ^
^ ^ dt ^ dt dt
Nous devons éliminer des équations (i5) et (16), la quantité r% au moyen de réquation (7). Dans ce buf, posons
l'équation (16) donnera
(i8) z^=:Pa:^4-Hz\
^ ^ dt
Quant à Téquation (i5), nous poserons en outre
/ X . ^„ B.dx i d^x
Cette nouvelle auxiliaire peut encore, au moyen de la valeur (i3) de H',
^ ^„ H dx 7.~dF I dt'
^ X dt ô X ôd^x
IF
s'écrire ainsi :
L'expression ( 19) de Q* réduit d*abord Tequation ( i5 ) à
, , dx* dr* ds*
^ ' di^^ dt^^di-"^'^'
Cette rebtion rnootre que U Taleor de Q* est essentielleroent positive. Noos mettrons maintenant l*éqoation (20) sons la forme
. . . dz Il ne reste pins qu'à éliminer — entre cette dernière et l'équation (18), de
laquelle on tire
dz^ P*jr<
dt^ z»
Substituons cette valeur dans l'équation (20 bis)^ et divisons ensuite par x\ il viendra
(.:»)i,[Q'(*»+j^')-(^' + g)-^HPx'] + (Q.-H')J-P'g=o.
^. Telle est l'équation qui fera connaître sf Avant de la résoudre, nous | allons lui donner une autre forme, et démontrer d'abord que la quantité I
Q' — H' est nécessairement positive. Soient -7- la vitesse dans l'orbite réelle,
dv .
et -7- la vitesse angulaire ; l'équation (20) donne
(23) QV> = _=:r^-4-5^,;
mais, de l'équation (14)7 on tire
dr^
soustrayant membre à membre, et divisant par r% il vient quantité essentiellement positive.
Soient donc
Téquation (22) donnera
ou bien
-^aXl-V— À'» = o.
Cette équation, considérée comme étant du deuxième degré, a ses racines réelles et de signes contraires ; or, le rapport ( - j étant nécessairement positif, nous n^avons à considérer que la racine positive dont la valeur est
(26 bis) \^) ^ ^^''^ ^^ "~ ^•
Si Ton veut calculer cette expression par la trigonométrie, on fera usage d^m angle auxiliaire f , en posant
tang(p = p
le radical deviendra alors
± k VMhtâmç^ = î
^ ^ COSf
et comme cette quantité doit être positive , il faudra prendre ^ de manier que cos (p et k soient de même signe, ou siuf de même signe que k* \ il viendra ainsi
(l — COSç)= -; (l — COSy),
cosf %\ntf
d'où
(îy=^'tangi,.
La valeur de z en fonction de x se déduira de cette équation ou de (26 bii) , Additions i852. 3
et prendra le signe +. Cela doit être, puisqu'il n'est pas possible de distinguer si le satellite est en deçà on au delà de l*étoile centrale.
fiz Px' La valeur de — est donnée par l'cqualion (ai); mais le ternie qu'elle
renferme, peut donner lieu à une indétermination, attendu que Px' et z sont tels, que Tnne de ces quantités ne peut devenir très- petite, sans que Tautre le devienne en même temps. En effet, substituons la valeur de A'' dans réquation (26), et multiplions par R'x*, il viendra
K'z* -+■ 2AK}x'z' — P'.r^ = o.
Cette expression montre que P:r' et z s'annulent ensemble; elle donne, d'ailleurs.
(.7) ^=±K.y/.*+(iy = ±Kxy/licosi,.
Si donc le rapport — ► se montre mal déterminé, on devra employer Tune
ou l'autre des expressions (27), en leur donnant le signe qui résulte de celui de P x', et du signe que l'on aura admis pour z.
D'ailleurs , ayant calculé r par Téquation (7)9 on pourra vérifier les calculs au moyen de Féquation (20) qui donne
(-8) _ = Qv^_ + 2_j.
rdr On calculera ensuite —, soit par l'équation (8), soit par l'équation (i4)>
puis la valeur de fA, par réquation (10).
0. Connaissant les trois coordonnées et leurs dérivées du premier ordre , ainsi que la constante \t , le calcul des éléments n'offre plus de difficultés. Je me dispenserais de prolonger l'exposé des formules , si Temploi de certaines fonctions déjà employées ne simplifiait les calculs qui restent à effectuer. Ces fonctions présentent, en outre, des moyens de vérifications numériques.
La valeur connue de l'inverse du demi-grand axe est
^ . V 121/ {28 to -= (
dx^ dy^ dz^
di' dt' dr '
elle devient, en vertu des écjualions (lo) et (20),
rff»
-r- étant positif dans l'ellipse, nul dans la parabole et négatif dans l'hyper-
bole, le signe du second membre de l'équation (219) indique à laquelle de ces courbes appartient Torbitie, sans qu'il soit nécessaire de poursuivre les calculs au delà de la valeur de Q^
Nous avons maintenant , pour expressions des constantes des aires, les formules
„ dz dy
dt -^ di ^
puis , les suivaiites , pour calculer la longitude du nœud Q et l'inclinaison I,
(3i) taDg(Q-a.) = — -,
(62j tangl- ^„ -rin(Q_«.)G^— cos(Q-«.)G^'
La première de ces formules exige que sin(Q '— a«) ait le signe de G ; la seconde suppose I compris entre o degré et 180 degrés. L'expression du demi-paramètre est .
n=-(fi'-hG"-hG"') = i[ . ,.- ^ , . , T
,33. I ** (iLs»n(ft— «.JMDlJ
L'équation connue des aires dans l'orbite, va nous fournir une autre expression de n, qui pourra servir à la vérification des calculs numériques; cette équation est
or, on a , par les équations (24) et (25) ,
dp--'
il s'ensuit
(34) KV« = pll,
ou
puis
dt'
On a aussi, entre l'excentricité E, l'anomalie vraie V et la dérivée -r-»^^ relation
EsinV = \/- -, qui donne, à cause de Téquation (i4),
EsinV=y/5H.= yf|H.
En substituant ici la valeur de — tirée de Téquation (35), il vient
(36) EsinV=?5;
on a d'ailleurs, par l'équation polaire de l'orbite,
(37) EcosV= 1.
Ces deux dernières équations donnent, par division , la tangente de l'angle V qui se trouve déterminé sans ambiguïté ; E se déduit ensuite de l'une ou de l'autre, et sa valeur doit satisfaire à la relation
La vérification analytique est facile à faire. En effet, élevons au carré , et ajoutons membre à membre les équations (36) et (37) , il viendra
E* = 1 2 — hi;
on en tire
e..-![îMl^_,],
DU , à cause de la première équation (26) et de ré€]uation (35),
mais )a valeur de la parenthèse est -- 9 d'après l'équation (29) , il vient donc
équation qui coïncide avec l'équation (38).
Le moyen mouvement N se tire de la formule connue
qui donne
et, en vertu de Féquation (10),
Les formules propres au calcul des deux éléments qui restent encore à déterminer, ne présentent rien qui ne soit connu ; nous ne nous y arrêterons donc point : elles seront d'ailleurs rapportées dans le résumé qui terminera ce Mémoire.
7. Je pense qu'il ne sera pas inutile de montrer que les formules auxquelles nous sommes parvenus, ne tombent point en défaut, lorsque la
djc d^ 3C
valeur de — se trouve égale à zéro , celle de x n'étant pas nulle. En effet , -j-^
ne pouvant devenir nul dans le cas où x ne l'est pas, il en résulte d'abord que H et H' ne sont point indéterminés. On voit aisément que les auxiliaires P etQ' restent déterminées; l'auxiliaire K-, d'après sa signification , ne peut être nulle ; les coefficients k et X', et par suite les valeurs
de ( -~ )^^ T^ restent pareillement déterminés.
ir est bon encore d'examiner ce que deviennent ces formules, lorsque , tout
rdr en conservant l'hypothèse actuelle, on suppose en outre — = o. Cette nouvelle hypothèse répond au cas où le satellite se trouverait à l'une des extrémités du grand axe, ou bien décrirait une orbite circulaire. L'équation (i4) montre qu'alors on aurait H = o ; il faudrait donc , d'après l'équation (i3),
d^x que Ton. eût d'abord --j-^ = o.
Pour plus de simplicité, nous considérerons seulement le cas extrême où Torbite coïncide avec le rayon visuel, ce qui entraine les relations ^ = o,
dr
dt
L'équation (17) donne P == H ou P = o. 11 résulte de la deuxième écpia-
tion (i3 his)^ que H' s'annule dans le cas d'une orbite circulaire, mais ne
s'annule pas si le satellite est simplement à Tune des extrémités du grand
rdr
axe, dans une orbite excentrique, attendu que r/.-— n'est pas nul dans
cette circonstance. Quoi qu*il en soit, on a, par Téquation (19),
I d'^pc X dV et, par les équations (a5),
K» = QS X=-, /-'=o.
L'équation (26) se réduit alors à
équation dont laseule racine réelle est - =r o. Ce résultat n*est point indé-
termine, et pouvait être prévu.
dx di
dz Quant à la valeur de — ? Téqnation (28) donne simplement
Relations entre les dérivées différentielles des coordonnées x et y.
8. J'ai dit que la méthode actuelle s'appliquerait encore au cas d'une orbite dont Tinclinaison serait quelconque.
Dans le cas général , il existe entre les dérivées contenues dans les développements de a: et de y y des équations de condition qu'il est bon de faire connaître.
Formons la valeur de G", équation (3o) , au moyen des valeurs de jc et ^, ainsi que de leurs dérivées tirées des équations ( 3) ; il vient
x=za -{- bt -irct^ -h dt^ -h et* -h ft^ -!-•.••, Jlz=zb'-^'2c't-+-3d't'-h^e't^-^'5/'t'-+-6g't'-h. ..;
puis ,
en multipliant
xdy dt
- ab* -\- 2.ac' -4- bb'
t H- 3 ad'
t^-Jr^ac' 4-3W
-h cb'
-f- 2rr'
H- r/Zi'
-h 3rW -\- 2ec' -h /6'
On obtiendra, par une simple transposition d'accents,
jrdx dt "~"
a' b ^ la' c
t'+Sa'f
-hiib'c
-hSb'/
rfV
La substitution de ces valeurs dans la troisième équation (3o), donne une expression de la constante G" ordonnée suivant les puissances du temps. Cette expression devant rester la même quel que soit t^ il en résulte que G" est égal à la partie indépendante de /, et que les coeHicients des différentes puissances de cette variable doivent être nuls séparément. On a donc
'— ab' —
2[ac' —
H- ibc'-
iiae' -
+ 2{bd'-
{cd'—
■ b'f) + 2 [ce' -
■Ce),
Dans ces équations, la loi des coefficients numériques est très- simple; ils croissent d'une unité dans le sens vertical , et décroissent de deux unités dans le sens horizontal.
Les équations (4o) sont des équations de condition entre les coefficients des développements de x et de j, et, par suite, entre les dérivées de ces quantités qu'ils représentent^ non-seulement à l'époque t=:o, mais encore a toute autre époque, puisque l'origine du temps est quelconque. .
Les seuls coefQcients de même ordre qui soient indépendants dans les deux scries, sont a, a', b et b'; les autres sont liés entre eux par les équations (4o).
iO
Si , |>ar exemple, les observations ont fait connaître les valeurs de a, b, Cy d^ âj/,. . .j puis» de a' ei b\ ces équations serviront, au besoin, pour calculer successivement tf^d'^e^^fy^y,,,.
Dans le cas où les coefHcients a^ b, Cy d^ . . . seront exprimés en fonctions d'une on plusieurs indéterminées, et ceux de l'autre série, en fonctions d*une ou plusieurs autres indéterminées, il faudra substituer les valeurs indéterminées de a, 6, c, . . ., a', 6', c', . . . dans les équations (4o). Leur résolution fera connaître les valeurs des indéterminées, si leur nombre est égal à celui des équations. Si le nombre des indéterminées est plus grand , Je problème restera indéterminé; s'il est plus petit, on aura une ou plusieurs équations de condition entre les données.
Résumé des formules à employer dans la déterminalion des éléments des orbites relatives des étoiles doubles , lorsque le plan de l'orbite coïncide y ou à peu près, avec le rayon visuel.
9. Les formules qui suivent sont de simples transformations de celles
précédemment obtenues ; ces transformations résultent de l'emploi des équa-
dz tions (4) j et de la substitution , pour plus de symétrie, de a'^ et b" kzet --=■'
Supposons que l'on ait pris pour axe des x une droite à peu près parallèle à la direction de l'allongement de l'orbite apparente : ao étant l'angle de position de l'axe des :r, et 90° + ao celui de l'axe des j; on fera d'abord, pour chaque observation,
1^ X =pcos(a — ao),
( J = psin(a — ao).
On se servira de ces valeurs pour calculer, au moyen d'une méthode convenable d'interpolation , les coefficients des deux séries
Îx = a-\- bt -hct^ -i-dt^-het^ -{-/e^-h. . .,
en choisissant pour origine du temps f, une époque à laquelle x ne soit pas nul, attendu que les formules suivantes se rapportent essentiellement à l'origine du temps.
Ces coefficients exprimés, s'il y a lieu, en fonctions d'indéterminées, devront satisfaire aux équations (4o), et en outre à la condition
On calculera ensuite
K=y'4(e-ll-î)-.|„
(v) condirion K»>o,
II est aisé de reconnaître immédiatement si l'orbite est elliptique ; la condition, pour qu'il en soit ainsi, est
Si l'une ou Tautre des conditions (m) et (v) n'est pas remplie, il sera mutile de poursuivre les calculs. De même, si l'orbite doit être elliptique, et que l'inégalité (vu) n'ait pas lieu, on devra s'arrêter. Dans le cas contraire, on aura
(vin) {
La valeur de a\ qui pourra recevoir arbitrairement le signe -h ou le signe — , se tirera de l'équation
on aura, si on le préfère, par la trigonométrie,
A' tang,p=~
( prendre <j> de sorte que sin (p ait le même signe que X');
Il viendra ensuite
(î^y=-t'tangi,.
La valeur de — ^ pourra se trouver mal déterminée; il faudra alors calcuUr cette quantité par la formule
^ ' a V • \ ^ / V <^os ç 2 ^
en prenant pour signe , celui qui résulte des signes de P/j^ et de a". D\iilleurs, en calculant r par Téquation
(xii) r2=/7»-hfl"4-«"%
on pourrait tirer 6'' de Tune des suivantes qui seront utiles pour les vérifications
^^'"^ I ab-hab'-^a'b'—llrK
Ici commence, à proprement parler, le calcul des éléments :
(xiv)
(XV) l G' =i:«"6 — fl^»",
G"=ra^' — rt'^'; (xvi) vérification Ga -+- G' a' + G"rt"==: o,
('^vii) tang(Q — «„) = —-,;
sin(Q — ^») *^<^it avoir le signe de G.
(xviii) tang
G" ~" sin(Q ~ao)G" cos(i2 - a,)G"'
I doit être pris entre o degré et i8o degrés.
[np=G'4-G'^+G"»=r-;— .^-^-. . ,1' / > ) Lsm(J^ — ao)smIJ
(XIX) < voo / j
d ou II, et ensuite -•
Esi.iV=îî«, r K
E cos V = I ;
on en tire V sans ambiguïté, puis E.
La valeur de E pourra d'ailleurs être tirée des équations suivantes , qui conviendront particulièrement au cas des orbites réelles très-exceniriques,
(xxi) ^ ^ Â
E = sinnj.
l COS'ïî = " ~»
Dans les orbites peu excentriques, £ sera mieux déterminé par les équations (xx), bien qu'alors V ne puisse l'être aussi exactement ; et Ton obtiendra
une vérification, en calculant -— par la formule
(XXI H Â=-ir-
r Le moyen mouvement N exprimé en nombres abstraits est
d'où, durée de la révolution,
(XXIll) T=
L'anomalie excentrique et l'anomalie moyenne, ou l'époque t du passage au périhélie, se calculent par les formules connues
tanc- V tang - u
('""^) "" tang (45»+ ^^
l Nr-f-e — CI ou N(r — t) = « — Esin/< [*]; on a, pour vérification,
(xxv) -sin/^ — cos>îsinV = o.
[*] L^usage de celte formule exige qu^on ne perde pas de vue Tcpoquc à laquelle se rapporte u ; c''esi celle qu^on a choisie pour ori{}ine du temps.
L'angie de position oc se calcule par la formule
(xxvi) Ungfa — a,)= —,
en prenant (a — a«) de manière que son sinus ait le signe de a' ; on a ensuile, pour déterminer Tangle > du rayon vecteur et de sa projection,
( XXVII ) tang > = -
et X doit être pris entre -f- 90 degrés et — 90 degrés.
I étant supposé peu différent de 90 degrés , la distance au nœud se tire de la formule
(xxyin) Ung(..-Sj)= '""^^ . ,
^ cos(a — y)sml
en prenant {y — Q) de manière que son cosinus ait le signe de cos(a — Q ; on peut ensuite, pour vérification, appliquer les formules
(^^,^) j cos(p- Q) = cos{a- Q)cosX,
Y sin X =r sin (v — Q) sin I.
La distance du périhélie au nœud est
Enfin , le rapport de la somme des masses /i?'4- m'^ des deux étoila, à la somme M + /t des masses du Soleil et de la Terre, est, comme dans le précédent Mémoire ,
T désignant la durée de Tannée sidérale, et xs' la parallaxe de Tétoile.
Lorsqu'on procédera à la comparaison des éléments avec les observations, on pourra calculer la distance angulaire du rayon vecteur projeté au nceuU' par la formule ordinaire
tang(a— Q) = tang(i'— Q)cosI;
mais, rinclinaison étant supposée très-forte , il faudra calculer Tangie l ^^ Tune ou l'autre des formules
cos(a— Q) sm(a— gî)
la première devant servir lorsque (p — Q) différera beaucoup de 90 àeff^^^ ou 270 degrés, et la seconde lorsque {v — Q) se rapprochera de ces valeiii^'
addition relative au cas ou l'on aurait x:=zo ou très-petit^ à
t instant auquel se rapportent les calculs.
10. Nous avons vu, au n<* 5, que si Ton a 4?= o, la première équation (i) se réduit à une équation de condition entre les données. Il en rébulte la nécessité de se procurer une nouvelle équation par la différentiation. A cet effet , et pour plus de simplicité , multl|)lions d^abord l'équation (6}
par—» elle donnera
rtlr
dm ■
-, , r^ d*x d^x ,,dx rdr ^x (rdr\^ _ dt
' p dt^ dr dt dt r^\dt I dt
En difTérentiant, il vient
rdr r* d^x ^r^d*xrdr ^d^x d^xrdr ,^dx ' dt
Il dt^ ^ fi dr dt di^ dt^ dt dt dt
rdr (42) ( . i5dx/rdry ___ d^ rdr dx ~dt
r^dt \dt) dt^ dt dtlir
X (rdry X rdr ' dt . elt
— 30 — — r- I -f-30— -r ; — ÔX O
' ^ dt r^ dt dt dt^ "~ "•
Cette équation contient une nouvelle dérivée dont il s'agît de former l'expression. Nous avons trouvé
'"di _dx^ 4r' dz"^ n (^^) "dT'^dP'^dP'^dr'^^'
il vient 9 par la différentiation ,
rdr d^ —
dt /dxd^x dyd'^y dz d^z\ ^ rdr
"3?" ^^Xdi'dF'^dt'dF'^Jt dr) "^T^ dt^ mais on a, par les équations (i),
dz d^z ^ f dx dy dz\ ^ rdr
Jtlû^ '^'^ T^\ It '^ ^ li'^ ^dt) ''' '^ 7^'di'
dxd^x dyd^Y . . ... . .
il vient donc simplement
rdr
dt p rdr
dt^ r^ de
C'est d'ailleurs ce qu'on obtiendrait immédiatement en substituant d'abord à
^ -h ^ H- •j-jj dans l'équalion (43) , sa valeur fi | | (28 bis) ;
on
aurait ainsi
rdr ".—7-
et cette équation étant différentiée, donnerait l'équation (44)*
Revenons à Téquation (42); elle contient deux termes qui se réduisent à
, d^x rdr
d'uu autre côté, le dernier terme est
^ dt ik rdr
en vertu de Téquation (44) 9 ^ valeur est encore
r.d^x rdr '"10 'de'
et cette forme le rend finalement réductible avec la somme précédente. L'équation (4^) se réduit elle-même , au moyen de ces valeurs , à
d — r^d^x ^r^ d*x rdr ^d^x d^xrdr- dx 'de
,,n. I 7^"*" li^'d^'dê'^^ 'dF^'^'dF'dt~^dî"dr
rdr iS dx frdrY « ^ /rdr\^ _ x rdr '"de
Telle est Téquation qu'il faut joindre aux équations (5) et (6) : si Ton sup-
nir
. ' ^^ de . , , . .
pose les quantités r, — et — - — remplacées dans ces trois équations, par
leurs valeurs tirées de (7) , (8) et {9) , on aura à résoudre trois équations ne
fiz renfermant plus que les inconnues pt, 2 et — —
La résolution de ces équations serait très-compliquée; nous ne la tenterons pas. Mais, si nous remarquons que Thypothèse d'une orbite apparente très-allongée, jointe à la direction de Taxe des x suivant cet allongement,
entraîne pour conséquence la petitesse constante jde ^, et, par suite, de — ?
nous devons admettre, dans l'application actuelle de notre méthode, que ces quantités sont très-petites en même temps que x. Si Torbite n'était pas trèsallongée , on serait, à la rigueur, dispensé de recourir à la présente méthode, en appliquant celle que nous avons exposée dans le précédent Mémoire. On aura donc une première valeur approchée de chacune des trois
inconnues, en faisant-
dy li^ X
(47) .r=:o, jr=o, ;^ = o, -^ = 0;
Va dernière de ces équations résulte de la première, en vertu des équations (i ).
Les corrections des valeurs approchées pourront s'obtenir en faisant usage de la méthode des équations linéaires, ou bien en substituant les valeurs approchées des racines , dans les termes affectés de facteurs qui s'annulent par suite des hypothèses précédentes, et ajoutant ces termes aux parties connues, puis résolvant de nouveau les équations.
En vertu des équations (47) > les équations (7) , (8) et (9) donnent
rf/r , ,_., rdr zdz ' ' de dx' dz^ u
et il vient , par l'équation (5) ,
dt L'équation (6) donne donc
d* X 6 d^x zdz
iVoîi
dt* ' z' dt^ dt °'
,f x ^^z I dt*
dt^ .
31 «uHnraani va "^aMiiu oHft- ^f— nmi 4ft » u.
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PREiMlÈRE NOTE
SUR LES
Par M. YVON \ILURGEAll.
(Présentée h l'Académie des Sciences, le 19. féTrier i84g.)
C d'Hercule,
mm
Depuis la découverte du mouvement de révolution dans les étoiles multiples , par William Herschel , d'immenses travaux d'observation ont été entrepris dans le but d'en compléter le dénombrement et de recueillir la suite des positions relatives des étoiles de chaque système. Ces recherches n'ont été poursuivies avec régularité que depuis 1818 environ; on doit les plus importants résultats obtenus, au zèle et à Thabileté de MM. Struveet sir John Herschel. Les nouvelles observations apportèrent de nouvelles confirmations aux vues de William Herschel , sur le mouvement de révolution des étoiles doubles ; et dix années s'étaient à peine écoulées , qu'un membre de l'Académie des Sciences entreprit d'appliquer à ces astres la théorie du mouvement elliptique, et de montrer qu'une loi unique , la loi de la pesanteur, régit le mouvement des étoiles doubles et celui des planètes de noti^ système. Dans ce but, Savary, sur la sollicitation de M. Arago, fit l'application de ses formules à l'étoile Ç de la grande Ourse. Mais, telles sont les difficultés dont les plus légères erreurs des observations entourent le problème , que Savary n'osa présenter ses résultats que comme un exemple de calcul. Les éléments qu'il a donnés de l'orbite de cette étoile peuvent, dit-il, être fort loin de leurs valeurs véritables. D'ailleurs , il commence ses calculs en partant de données auxquelles il n'attribue aucune réalité, et termine en disant que ces données sont à peu près quatre observations de l'étoile double Ç de la grande Ourse, sauf deux rayons vecteurs déduits du mouvement angulaire. Disons, en passant , que la plus grande difficulté du travail de Savary a dû se présenter dans la détermination des données qu'il substitue aux observations. M. Encke a fait également l'application d'une méthode de son invention à l'étoile p d'Opbiuchus; et, depuis lors, divers astronomes se sont occupés, en Angleterre et en Allemagne , du calcul des orbites des étoiles doubles.
On conçoit que la précision des résultats dépend , con-seulement de l'exac* Additions i85a. 4
tituile des observations , mais aussi de ramplitiide du déplacement observe. Désirant produire des résultats utiles à la science, en appliquant les formules que j*ai eu Thonneur de déposer, et de nouvelles méthodes que j'exposerai plus tard, j*ai obtenu de la libéralité scientifique de MM. Stnive, à laquelle je m'empresse de rendre hommage, la communication de plusieurs séries d'observations précieuses encore inédites, faisant suite au grand ouvrage de M. Struve eikVJdditamenta, et comprenant Tannée i847- Aujourd'hui, je viens présenter à 1* Académie le premier extrait d'un long travail que j'ai entrepris sur les étoiles doubles ; il est relatif au système binaii*e Ç d'Hercule (?.o84 Struve). La position moyenne de ce système est, en 1826,0,
iR = i6»»34'",8, D=-+-3i°65';
il se compose de deux étoiles, dont Tune de 3* grandeur est de couleur siibftava , et l'autre de 6" à 7* est subrubra (Struve).
C'est rétoile double qui excita à un si haut degré l'attention de William Herschel , lui présentant un. phénomène entièrement nouveau en astronomie, celui de l'occultation d'une étoile fixe par une autre. William Herschel la vit double en 1782 et mesura l'angle de position. En 1795, il trouva qu'il était difficile d'apercevoir la petite étoile ; cependant, en octobre de la même année , avec un grossissement de 460 fois , il la vit franchement double, et indiqua le quadrant dans lequel elle était située. Herschel ne reprit ensuite les observations de i; d'Hercule qu'en 1802 et i8o3 : tantôt il croyait apercevoir la petite étoile, tantôt il constatait seulement une déformation de rétoile principale. Il en induit que la dii^ction du mouvement relatif n'est pas tout à fait centrale, et présume que le disque de l'étoile principale restera déformé pendant tout le temps de la conjonction. Nous ne suivrons point Herschel dans la discussion à laquelle il se livre à ce sujet, et nous passerons aux observations que M. Struve a consignées dans son grand ouvrage Mensurce micrometricœ sieliarum dupliciam, etc. Laissons parler ce dernier.
« Le même phénomène, dit-il, après avoir cité les observations de William Herschel, s'est pleinement présenté à nous de 1826 à i834* ^'fti vu sans difUcuUé les deux étoiles en i8a6; pendant l'année 1828, il était déjà difficile de les séparer; en 18^.9 et i83i , je n'ai point aperçu le compagnon. En 1 832 , j'ai cru observer une apparence de compagnon : enfin, en 1834? le compagnon s'est offert k mes regards, dégagé des rayons de l'étoile principale, et de l'autre côté qu'en 1826. Ainsi j'ai constaté, sans hésitation, ce phénomène qui se présentait inattendu. En effet , d'après le récit d'Berschcl I , j'avais anpposé le mouvement beaucoup plus lent. C'est pourquoi je ne m'expliquais mUlement car comiêem, anteh vfsam , annis 1828 et i832, difficiliiis ei mox
omninb non virierem- Grande fut ma surprise, lorsque, le i5 juin i834, J^ vis nettement (je ne me souviens pas avo'ir jamais vu d*ima^es d'une telle précision) le compagnon presque sur la même ligne que huit ans auparavant, autant que ma mémoire pouvait me le rappeler. Je songeais à la variabilité de la lumière du compagnon ; mais, quelle fut ma joie en transcrivant cette observation, de mon journal , sur le registre des étoiles multiples, lorsque je remarquai que le compagnon se trouvait bien à peu près sur la même ligne, mais dans la direction opposée : de là l'explication des circonstances qui m'avaient tant de fois embarrassé (vexaverant) pendant l'espace de huit années. Il ne me paraît y avoir aucun doute que j'aie effectivement observé le compagnon en 1832,75, quoique la distance o'',8i surpasse probablement la véritable , qui pouvait à peine excéder elle-même o'',5 , lorsqu'eo i833 la petite étoile m'échappait entièrement. » Après une courte contparaison des observations faites jusqu'en 1834) M. Struve ajoute : « Mais^^es observations, qui embrassent un intervalle de cinquante-deux ans, ne suffisent pas pour qu'on en puisse conclure, avec quelque certitude, la durée de la révolution. On pourrait faire l'hypothèse d'une durée de quatorze ans, de sorte qu'il se serait accompli une révolution de 1782 à >795, et que deux •autres auraient eu lieu de 1795 à 1826. Il faut remarquer qu'il s'est écoulé 28 := 2. i4 ans entre la disparition observée par Herschel etcelle que nous avons observée nous-mcme. Etenim quominùs tempus revolutionis 28 annorum assumamus, posWo comitis h Herschclio 1796 primo quadranti assigna ta pu gnat. Mais j'avoue volontiers qu'il convient de suspendœ son jugegement, et d'attendre des observations ultérieures instituées avec le plus grand soin et au moven des meilleurs instruments. »
MM. Struve ont continué, depuis, la suite des observations de l'intéressante étoile qui nous occupe; ce sont leurs observations, jointes à l'angle de position obtenu par Herschel en 1782 , qui ont servi de base aux calculs dont nous présentons seulement les résultats en ce moment.
Les erreurs qui affectent les mesures de ^distance si difficiles à obtenir ]oi*squ'elles sont de i" environ ou au-dessous, ne paraissent pas excéder ici o'%io à o'',i2. Néanmoins, ces erreurs nous ont paru trop considérables, pour introduire avantageusement les distances, dans la détermination d'une première valeur approchée des éléments de l'orbite. Nous avons dû recourir à une méthode (*) différente de celle que nous avons déposée, et propre à fournir les inconnues du problème autres que le demi-grand axe, en partant des seuls angles de position. Les éléments que nous avons obtenus
(*) Cette méthode est exposée dans le premier Mémoire sur les Étoiles doubles , pagos 3 et suivantes des présentes Additions.
représentent bien les angles de position , mais ils laissent dans les distances, des erreurs progressives comprises entre -f-o",i4 et — o",i8; celles-ci dépassant notablement la limite des erreurs des observations modernes, il convenait d'essayer de les atténuer par une correction des éléments. !Noiis allons présenter ici les deux systèmes que nous avons obtenus, puis les positions observées et le résultat de leur comparaison avec les positions déduites des éléments approchés et corrigés.
do Torbite relative de Ç d^Hcrcule (3084 Stnive).
3« et 6^,5 grandeur.
PRBmÈRB
approximation.
coaaicés.
Anomalie moyenne en i838,37.
Moyen mouvement annuel ....
Longitude du nœud ascendant .
Inclinaison
Diatance du périhélie au nœud ascendant
9«9io4 2ogo56>
zfc: 128.41,6
78°ii4
21 {020', 7; comptée de U
partie boréale
du méridien de
1 838,37, vers
Pesi.
Angle (sin = excentricité)
Demi-grand axe (observations de MM. Struve)
On déduit de ces nombre
Excentricité •
0,44821 1794,124; i83o,48i 1793,740; 1830,097; 1866,454 299^6^,6; même origine que le nœud.
Passage au périhélie vrai
Passage au périhélie apparent. .
Position du périhélie apparent.
Distance périhélie apparente . .
Durée de la révolution
"";% oooooooooooooo
I + I+ + + +I ll + l
(*) En 1782,55, la distance n'a pas été observée; la distance calculée par les éléments corrigés est i'',429*
(«*] La position de 1828,735 est la moyenne de deux observations que M. Struve a trouvées peu s&res; il ne les a point comprises dans son tableau des positions moyennes. Nous n'*avons point fait usage de cette position dans la première approximation.
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Les éléinenu corrigés -représentent mieux les distances que les premiers ; mais on doit remarquer que les angles de position sont moins bien représentés que dans la première approximation : on pouvait s*y attendre. La discordance de quelques observations montre que les erreurs de nos éléments corriges n'excèdent point celles des observations elles-mêmes; ainsi , il est manifeste qiieTangle de position, décrit de 1839 à 1840, est en erreur de 6^,5 environ, on en arc de o",i2 à o'',i3. Pareillement, les distances de i838 et 1840 discordent entre elles de 0^^,20 à o'', 21, et peuvent être considérées comme affectées d^erreurs à peu près moitié moindres et de sens contraires. Un court examen des chiffres que nous venons de présenter^ suffit pour montrer le degré dHncertitude qui peut encore affecter nos résultats , et la nécessité d'attendre de nouvelles observations, pour en obtenir de plus précis.
S'il est exact de dire que nos éléments représentent les observations accompagnées de mesures, et concordent, ainsi qu'on le verra tout à l'heure , avec les indications fournies par M. Struve à l'époque de la conjonction qu'il a observée, il faut avouer qu'il n'en est pas de même à l'égard des indications fournies par William Herschel dans une circonstance du même genre. Pour mettre ceci en évidence , nous allons donner les positions assignées ])ar nos éléments corrigés, aux époques de ces observations :
DATES
ANGLES DE POSITION («Icolés.
a37,64 166,67 161 ,75 3i3,ia •A99,!6 Q/i7,58
DISTANCES calcalées.
Périhélie apparent.
Périhélie apparent.
Suivant nous , le passage au périhélie aurait eu lieu en 1 793, 74* Herschel , après ses observations de 1 795 , 1 802 et 1 8o3 , présume que le disque de l'étoile principale restera déformé pendant toute la durée de la conjonction , qu'il suppose donc postérieure à i8o3. En 1795, William Herschel, sans pouvoir prendre aucune mesure, assigna néanmoins, pour le lieu de la petite étoile, le premier quadrant , tandis que nous la plaçons à cette époque dans le quadrant opposé. La distance étant alors o'', 7, les deux étoiles n'auront-elles pas pu se confondre pour l'observateur, et celui-ci n'aurait-il pas
plis pour la petile oloilo, nnc fausse imago, s'il nVxiste d'aiU^urs aucune erreur dans la rédaction ou la cofiie de Tobservation ? Kn 1802 et i8o3, les dibtaoces i", 17 et i'^, 1 8 étant encore faibles , sans avoir varié sensiblement , Herschel , qui trouvait toujours Icdisquede Tétotle principale un peu déformé , a pu croire qne le passage au périhélie n'avait pas encore eu lieu. Il est à regretter qu'il n'ait pas suivi }^ d'Hercule depuis cette époque.
Quant aux indications fournies par M. Struve, elles se bornent à ce qu'en 1829 et i83i, époques antérieure et postérieure à celle du passage au périhélie apparent, il n*a pu voir la petite étoile. Les distances o'\5i et o'',6i, jointes à Téclat de l'étoile principale, expliquent suffisamment ces circonstances.
Nous soumettons les faits qui précèdent à l'appréciation des astronomes, et principalement à Tillustre fils du grand observateur auquel nous devons la découverte du mouvement des étoiles doubles. La connaissance qu'il possède des moyens d'observation dont se servait son père , et la possibilité de consulter ses notes manuscrites , le mettront probablement à même d'éclaircir les faits que nous venons de signaler, s'ils lui paraissent dignes de quelque intérêt.
Nous terminerons cette Note en montrant, par un exemple que nous a présenté Torbite de ^ d'Hercule, combien l'indétermination des éléments |)eut être considérable , lorsque les observations n'embrassent pas un assez long espace de temps, ou ne sont pas convenablement réparties sur la trajectoire apparente. Nous avons trouvé que, si l'on ne cherche à représenter que les douze observations comprises de 1828 à 18479 et embrassant plus de la moitié de la durée de la révolution , on peut y satisfaire au moyen de systèmes d'éléments dans lesquels l'excentricité varie de o,44 ^ ^9^^ i l'orbite, d'elliptique devenant hyperbolique , et la durée de la révolution croissant jusqu'à l'infini , pour devenir imaginaire ensuite. Les autres éléments subissent des variations correspondantes, mais moins prononcées. Encore n'avons-nous pas la prétention de donner ici les limites hors desquelles les douze observations ci-dessus cesseraient d'être représentées.
DEUXIÈME NOTE
SrR LES
Par M. WON VILLARGEAU.
(Présentée â rAcadémie des Sciences , le *i6 mars i849«) *
yj de Ui Couronne boréale.
Ce système esc composé de deux étoiles de 5* à 6*" grandeur et de couleur à peu près la même , estimée blanchâtre par William Herschel , jaunâtre par M. Struve. Le lieu moyen de » de la Couronne est, en 1826,0,
ivr= i5''i6'",i; D=-+-3o«56',i.
Sir John Herschel indique Texistence, dans le voisinage de ce système, d'une petite étoile de i5* grandeur, distante de 3o secondes environ de Tune des deux étoiles précédentes , et dont Pangle de position est 33*'59'(répoque n'est point donnée). Ne possédant aucun l'enseignement qui me permette de juger si cette étoile participe ou non au mouvement commun du système, et considérant d'ailleurs que les distances des étoiles principales dépassent à peine I'^3, j'ai dû faire complètement abstraction de la troisième étoile, dans l'étude que j'ai entreprise du mouvement de n de la Couronne.
L'égalité approchée, tant de l'éclat que de la couleur des deux étoiles, rend très-difficile l'interprétation des deux observations faites par William Herschel à des époques éloignées, en 1781 et 1802. Ix>rsque deux étoiles sont de grandeur très-sensiblement différente, on rapporte toujours le lieu de la plus petite à celui de la plus belle ; aucune confusion n'est possible. Lorsqu'elles sont à peu près égales, on est exposé â prendre pour fixe relativement, tantôt Tune, tantôt l'autre; et, à cela, il n'y a aucun inconvénient, si les observations ne sont pas séparées par un trop long intervalle de temps : on reconnaît bien vite celles des positions qu'il faut modifier de 180 degrés, pour les rendre comparables aux positions voisines. Mais si , comme dans le cas actuel, il s'est écoulé vingt et une années entre les deux observations primitives, puis vingt et une autres années, de 1802 à 1823, époque à laquelle commence la série des nouvelles observations , on est très-exposé à se tromper dans l'interprétation des deux anciennes observations, quand il s'agit de les relier soit entre elles , soit avec les nouvelles.
Il est effectivement possible d'interpréter de deux manières différentes les positions de 1781 et de 1802, tout en maintenant l'accord entre ces observa-
tions, et dix-huit autres, dont deux seulement incomplètes » et qui s'étendent de 1 823 à 1 847 inclusivement : de là deux solutions très-distinctes, du problème qui consiste à déterminer les circonstances du mouvement elliptique de d de la Ck)uronne. Je. ne sache pas que cette double solution ait été entrevue.
M. Struve, dans son grand ouvrage sur les Mesures micrométriques ^ etc. , dit : <i Ces étoiles offrent un système dans lequel le temps de la révolution est d'environ quarante- trois ans. Cela me paraissait déjà probable en iSag, comme résultant de la comparaison des angles observés par Herschel I en lySi et 1802, et était devenu pour moi une certitude en i83i . Herschel II anive à la même conséquence , et l'établit le premier publiquement dans son livre remarquable, Micrometrical mea sures qf3&i double stars, i832. »
Sir John Herschel , dans une Notice sur l'orbUe elliptique de 1^ du Bouvier, etc. (i833), donne des éléments de l'orbite de l'étoile n de la Couronne; et la durée de la révolution , entre autres, y est fixée à 44*"»^^- ^^ a fait usage, pour arriver à ce résultat, des deux observations de 1781 et 1802, d'une observation de 1819 communiquée par M. Struve, et de sept autres positions s'étendant de 1823 à i833. Il faut* remarquer que l'observation de 1819 ne figure pas dans le grand ouvrage de M. Struve. Cette observation me paraît inconciliable avec l'ensemble de celles dont j'ai moimême fait u&age. Il n'est pas étonnant, dès lors, que sir John Herschel n'ait pu concilier son observation de 1823 avec les autres.
M. Mâdler s'est aussi occupé de la même étoile ; il en a donné successivement deux orbites peu différentes , et est parvenu , en dernier lieu , à une durée de la révolution de 43*°*,2459 (Maulek, édition de 1846, Populdre Astronomie). Il n'a point fait usage de l'observation de 1819; celles dont il disposait n'allaient pas au delà de 1842.
Les astronomes que je viens de citer, s'accordent donc à attribuer à la révolution une durée de quarante-trois à quarante-quatre ans.
•l*ai entrepris l'étude de n de la Couronne, sans me préoccuper de ce qui avait déjà été fait sur cette étoile. Pour cet objet, je me suis servi des observations que MM. Struve ont bien voulu me communiquer,' en y appliquant les formules que j'ai eu Thonneur de présenter à T Académie, le 6 décembre 1B47. ^s résultats auxquels je suis parvenu, m'obligent à indiquer brièvement la marche que j'ai suivie.
Les observations de MM. Struve sont complètes et au nombre de quinze; elles vont de 1826 à 1847 * J'^" ^ d'abord laissé quatre de côté, à cause des erreurs manifestes qui affectent les distances; ce sont celles de i835, 1837, i838 et 1839. J'ai déduit, des onze autres observations, de certaines relations entre les éléments, qui font dépendre ces derniers d'une indéterminée restant arbitraire entre des limites très-étendues. La (]{irée de la révolution , par exemple, peut y varier de trente-huit à cent cinquante ans, saucute Pcn-
ris
semble de ces observations, auxquelles on peut joindre celle désir John Herschel en 1 823, cesse d'être représenté dans les limites d'erreurs admusibles.
Ainsi, ces observations, qui embrassent un intervalle de vingt-quatre années, et comprennent un déplacement angulaire de 176 degrés, ne suffisent pas pour déterminer, même approximativement , les cléments de IWbite. Il devint indispensable de recourir aux anciennes observations, et, comme il ne restait qu'une arbitraire, j*en disposai de manière à satisfaire à Tobsenration de 1802, plus voisine de l'époque actuelle que celle de 1781. Tadmis pour l'époque 1802,69, la position 35gf*4<)', publiée deux fois (*) par sir John Herschel, quoique la position 89° 4^' Norrh-Following, donnée dans les Transactions philosophiques par William Herschel , soit équivalente à o**2o'; d'où incertitude de 4^ minutes sur cette position. J'ai dà supposer que sir John Herschel avait reconnu l'existence d'une erreur et l'avait corrigée. Or, il se trouve que la valeur de l'indéterminée qui satisfait à l'observation de 1802 , satisfait en même temps à celle de 1 78 1 , si Ton renverse cette dernière, c'est-à-dire si l'on ajoute 180 degrés à l'angle de position , ce qui est très-admissible ici. Le problème semble donc résolu, ou du moins il ne reste plus qu'à faire subir aux éléments approchés de légères corrections, de manière à représenter mieux, s'il est possible, Tensenible des observations. Je fis ces corrections , et j'obtins ainsi une première solution , dans laquelle la durée de la révolution est fixée, très-approximativenient , à 66'"%257.
Je ne me suis point arrêté à ce résultat, et j'ai cru devoir essayer de montrer qu'une autre solution était impossible. A cet effet, je renverse Fcbservation de 1802, et je détermine une nouvelle valeur de l'arbitraire cidessus mentionnée , de manière à satisfaire à cette observation renversée. Je déduis des nouveaux éléments, la position pour 1781, et je trouve que cette position coïncide, à très- peu près, avec celle qui a été observée, sans qu'il soit nécessaire , comme la première fois, de la renverser. J'arrive ainsi à une nouvelle solution , à laquelle répond une durée de la révolution de 42*"% Soi.
Les données géométriques du problème admettent donc une double solution , différente de celle qu'on rencontre dans la théorie des planètes et des comètes, et ne tenant qu'à la double interprétation qu'on peut se permettre des deux anciennefs observations de William Herschel.
Avant d'essayer de distinguer laquelle de ces deux solutions est la vraie, je dois les présenter, et y joindre la comparaison avec les observations; on sera mieux à même de comprendre qu'il faut chercher ailleurs que dans les considérations purement géométriques, la solution de la difficulté qui se
présente ici.
(*) Obseï valions,,. ^ 38o double et triple stars, i8a5j page ^35 j et Micromelrical measures o/" 364 double stars. J. H. i832j pa(je 25.
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Tableau complémentaire du précédent.
DATES
DISTANCES CALCULEES.
Première flolutlon.
Deoiième soIbUod.
Les erreurs qui subsistent dans Tune et Tautre solution sont toutes trèsfaibles, sauf celles qui se rapportent aux quatre distances que nous avons mentionnées comme relativement défectueuses; l'on ne pourrait donc s*autoriser de ce que la première solution présente , à la fin de la série , deux suites d'erreurs de même signe , pour juger l'autre plus admissible. En effet, nous pouvons nous reporter aux déterminations des erreurs probables des mesures micrométriques données par M. Struve dans son grand ouvrage. Il déduit de ses observations, les nombres suivants qui sont relatifs aux étoiles brillantes :
ERREUR PROBABLE DE LA MOYENNE DE TROIS OBSERVATIONS
If „ 0,018
Dans le cas qui nous occupe, les distances varient. de o",5 à l'^S à peu près. Les erreurs probables sur la moyenne de trois .mesures peuvent être
prises de o'',o2 à o",o3 pour les angles de position , et o"yo4 à o",o5 poiir les distances. Or, dans la première solution , le plus grand nombre des erreurs sont au-dessous de o", oa pour les angles de position ; deux seulement s'élèvent, Tune à o",o49 l'autre à o",o3. Les erreurs des distances, sauf celles qui sont relatives aux quatre observations sus-mentionnées et à robsenration de i83o,3o3 de sir John Herschel , restent au-dessous de Terreur probable. Cette dernière ne peut être comparée rigoureusement, parce que le grand axe a été déduit des seules observations de MM. Struve. Dans la deuxième solution. Terreur relative à l'observation de 1781 s'écarte un peu de Terreur probable.
Nous ne voyons donc , jusqu'ici , aucun motif sérieux de préférer Tun de ces systèmes à Tautre.
Examinons maintenant si Ton ne pourrait pas tirer parti d*uQe indication extraite des manuscrits de William Herschel, et à laquelle, du reste, sir John Herschel n'attribue pas une grande importance. En 1794,68, William Herschel vit le compagnon dans le quadrant Nord-Suivant, que nous pouvons interpréter: Sud- Précédent. A cette époque, la position tirée de la première solution est 344" 8', avec une distance égale à i'',o83 ; elle donnerait : Nord- Précédent. Cette position ne s'accorderait, avec l'indication d'Herschel , qu'en admettant qu'il aurait fait Terreur d'écrire N. F. au lieu de N. P., ce qui, du reste, n'aurait rien d^étonnant. (D'après ce que nous avons établi en commençant, une semblable erreur affecte, soit l'observation de 1802, soit sa reproduction par sir John Herschel. ) Si nous passons à la deuxième solution, nous trouverons, pour la même époque : position, 92° i4'; distance, o'%5i4> ce qui donne: Sud-Suivant. On devra remarquer combien cette position est voisine du parallèle de déclinaison passant par Tétoile centrale, et qu'il devait dès lors être très-difficile de décider si le compagnon était effectivement dans le quadrant Sud-Suivant, plutôt que dans le quadrant Nord-Suivant. D'ailleurs, cette circonstance remarquable des deux étoiles situées sur le même parallèle aurait nécessairement été notée par Herschel , de préférence à la vague indication N. P. ou N. F.
La discussion à laquelle nous venons de nous livrer, semble moins favorable à la deuxième solution qn*à la première. Néanmoins, nous ne pouvons rien en induire de concluant.
Ayant épuisé les diverses considérations géométriques fournies par le sujet Jui-méme, il devient indispensable d^avoir égard aux circonstances physiques des observations de 1781 et 1802. Or^ on lit dans les Transactiom philosophiques^ tome LXXH, page 119 :
« nCoronœy 9 septembre 1781. Double, un peu inégales, blanchâtres; «lies paraissent en contact avec un grossissement de 1^27 fois; et, quoique
.es
je puisse les voir avec ce grossissement , j^ ^R^l.es aurais certainement pas découvertes avec lui. Avec ^&o fois, elles sont sepai t i% d ' Wi4?**'^*^^* moindre qu'un quart de diamètre; avec g32 fois, elles sont parfaitement^ séparées, et Vintervalle un peu plus grand qu'avec 460. » Herschel ajoute qu'il trouve trop fort, pour ces étoiles, le grossissement de 2010 fois. On lit encore dans la même collection, vol. de i8o3 , page 349 * ^ ^ septembre 1802. n Coronœ, Position, 89" 4^^' Nord -Suivant. Deuxième mesure, 89" 38'; moyenne des deux , 89** 4o'* Erreur avec la moyenne, 2 minutes. En considérant ces observations, nous ne nous tromperons pas, si nous admettons que dans des circonstances favorables, et avec des soins convenables, on [)ourra déduire de la moyenne de deux mesures micrométriques, la position (Pune étoile double, à i degré près. »
Joignons enfin à ces documents les distances fournies par nos éléments :
DATES
DISTANCES
Première solntion.
Deoilème solution.
If.
Le récit que fait Herschel, de Inobservation de 1781, montre que cette observation a été difficile, à cause de la faible distance des étoiles. Avec 227 fois, les étoiles lui paraissaient en contact. Il a employé des grossissements de plus en plus forts, jusqu'à celui de 2010 fois, auquel il a été obligé de renoncer. Ces circonstances sont mieux en rapport avec la distance o",5o7 qu'avec la distance i",224. Herschel aurait, en effet, vu plus facilement les étoiles séparées, avec le grossissement de 460 fois , si leur distance s'était trouvée de i'\2. La discussion de cette observation rend donc plus probable la première solution que la deuxième.
Quant à l'observation de 1 802 , nous voyons Herschel se borner à deux mesures qui sont d'ailleurs concordantes. L'observation ne semble lui présenter aucune difficulté. Cela se conçoit dans la circonstance favorable qu'il rappelle, si la distance des étoiles est i'%49 ^^ environ; mais on aurait de la peine à le comprendre, s'il s'agissait de la distance o",63 qui répond à la deuxième solution.
Nous sommes donc conduits à regarder la première solution comme plus probable que la deuxième, sinon comme la véritable. Nos prévisions à cet
égard sercî'» ron:..nht s ««u <i 'rrmlfs d i« i à quaUv années au plus. Kneltet,
le cairtii il-;;,.^!^
DEUXIÈME SOLUTION
Positibn. Distance
Les angles de position , à cette époque , différeront de 53 degrés environ , on ne pourra donc pas confondre, tandis qu'on répondrait à peine d'une différence de o'\2,S sur de si faibles distances. Très- probablement, il sera possible de séparer les deux orbites avant cette époque ; mais n*ayant jamais observé l'étoile n de la Couronne avec un instrument aussi puissant que la grande lunette de l'observatoire de Poulkova, je ne pourrais affirmer que les deux étoiles seront encore séparées pour cet instrument , lorsque le compagnon n'aura pas notablement dépassé le plus petit périhélie apparent dans Tune ou l'autre des deux orbites.
Si Ton conçoit, d'ailleurs, qu'il faille encore tenir compte des erreurs des éléments, on reconnaîtra qu'il n'est pas convenable de fixer une époque trop rapprochée, pour le choix à faire entre les deux solutions.
TROISIÈME NOTE
SLR L(:s
Par M. YYON YILLARCEAll.
(Présentée à l'Académie des Sciences, le i/| mai iH'jp.)
£ (le In grande Ourse.
Nous avons eu Toccasion de mentionner, dans notre première Note, l'applicalion que Savary a faii€ de ses formules à l^étoile Ç de la grande Ourse. Les observations dont il disposait n'allaient que jusqu'à 1827 ; il est néanmoins remarcpiable que les déterminations qu'il en a déduites, ne s'écartent pas davantage de celles auxquelles on arrive en employant des observations qui comprennent vingt années de plus. Mais le savant académicien n'a publié aucun détail sur la substitution qu'il a faite , des données d'où il est parti , aux positions observées. M. Mâdler s'est, depuis, occupé de la même étoile; et en faisant usage d'observations qui s'étendent jusqu'à 184I) il a obtenu des éléments qui ne diffèrent pas notablement de ceux que j'ai l'honneur de présenter à l'Académie.
Le système de Ç de la grande Ourse se compose de deux étoiles de 4* et 5^ grandeur, suivant M. Struve. MM. John Herschel et South les taxent de 6^ grandeur, presque égales. La plus ancienne des observations que l'on en possède est de 1781,97 ; elle est due à Herschel On lui doit, en outre, deux observations faites en 1802 et i8o4; celles-ci, au point de vue de la détermination des éléments , n'équivalent qu'à une seule position distincte. Depuis 1819 jusqu'à l'époque actuelle, de nombreuses observations ont été faites par divers astronomes ; elles forment une suite presque non interrompue.
J'ai obtenu une première approximation , en faisant l'application de la nouvelle méthode que j'ai présentée à l'Académie dans sa séance du 26 mars. A cet effet, et pour diminuer la longueur des calculs, j'ai réuni en six groupes d'angles de position et autant de distances, vingt observations d'angles de position et dix-sept de distances, s'étendant de 1819 à 1847. ^"^ construction graphique m'avait montré la possibilité d'opérer ce groupement, sans que la variation du mouvement apparent dût entraîner des erreurs notables ou comparables à celles des observations elles-mêmes. Ainsi que je l'avais prévu, j'ai reconnu que ces observations seules, quoiqu'elles embrassent vingt années et comprennent un déplacement angulaire apparent de 162 de- Additions i852. 5
grés y sont néanmoins insuffisantes pour la détenninaûon des éléments de Torbile. Par exemple, on peut y satisfaire, dans la limite d^erreurs tolérables, en élevant la durée de la révolution à cent soixante-six ans; trèsprobablement, on pourrait encore la porter au delà de ce chiffre, comme on deçà du véritable, qui est 6i"**,5 envirofl. Il y a pltife: le problème, dans cette circonstance, est doublement indéterminé, en ce sens que deux des constantes d^où dépendent les éléments, peuvent recevoir des variations indépendantes. Les anciennes observations sont nécessaires et suffisantes pour lever cette double indétermination: en comparant celle de 1781,97 aux observations modernes, on obtient immédiatement pour valeur approchée de la durée de la révolution, soixante-deux ans. Le moven mouvement s'en déduit ; il en résulte une équation de condition entre les deux constantes indéterminées, propre à fonrnir aisément Tune de celles-ci en fonction de Fautre. De cette manière, il ne reste plus qn'une arbitraire dont on fixe la valeur, par la condition de satisfaire à un angle de position unique cbtemx en combinant les deux observations de 1802 et 1804. Le degré d'approximation du résultat auqtiel je suis parvenu de la sorte est satisfaisant , malgré l'emploi d'observations nn peu défectueuses faites de 181 9 à 1823, dont l'effet a été d'altérer les angles de position calculés dans cet intervalle. ( Plusieurs de ces observations ont été faites aux instruments méridiens.)
S'il ne s'était agi qtie d'obtenir une orbite de Ç de la grande Ourse, j'aurais pu m'arréter à cette première détermination; mais il est important, pour laf discussion des observations et le perfectionnement des procédés raicromélHqdeâ auquel cette discussion peut conduire , d'obtenir le plus grand degré possible de précision. Aussi , ine suis-je proposé de corriger mes premier^ éléments , en faisant iisage de toutes les observation^ connues d'angles de position, deux seuls exceptés, et de toutes les mesures de distances obtemiêspar MM. Struve postéHéurement à iSaS. Je venais de terminer la première partie de mon travail ^ lorsque j'ai reçu de M. Otto Struve une observation de tH^8^ je l'ai ettiplbjée dans la correction des éléments.
An moyen des difféi*éliee$ provenant de la comparaison des observations avec les éléments approchés, j'ai (Otiiid huit groupes pour les anglel&de pdsitiort, et cinq pour les distances. J'eti ai déduit des positions dites horthaka^ que j'ai substituées aiix observations. lies éléments corrigés en faisant usage de ces pMitionft riormdles, et ëômpâfés dux observations, m'otit donné, pour chacun des groupés ci-dessus j des erreurs dont les moyennes soÈit, à très-peu près^ égales attx erheurs qtie fourtiit Ift compardiëtni fttec les positions normales. De bc fait résulte la preuve que je n'aiti-ais pas obtenu sen^blément plus de précisidh en opérant sur toutes les observations, au lièii d'opérer sur les positions normales. Voici le résultat de mes calculs :
ce
O flS A.
Ed
fi
si
mm
oooooo*^ oôoocS^c^ooooo^oo^ c^o'ooooo ooooooooooooo
+ tl+ + +IIM + ll+-h + + +ll
<% fi «^ s ^ ^ «^ ^
as -o
"^ O ooooooooo
oooooooooo
oooo«nc«cioci-*-c«- — oc^-oc-
ClvT-OiO *4W^»rt05<O rsOO C3iO>0 — T^^i
ôoS^-S ei r« cicîrï es ^ « ç<po-op^mcofo t H co ce
rn
zi
;0 Cl "v-r » 00 C> Ci O r« oo ifl -^
eo-cnc» 00 <0 -v-rneoîipo
OmOO m o oooooo
a S000030A aosoooooo
Il \ s
en S
î<oOi-aooeics-c«ir«g-oo-e*r*®
OOOOOOO^-O'^OOOOOmOO
oocoooocooooooocoo
ANOLB DB
calculé — dièdre.
in
en Oi^TO<OXeo o p?C00'^st't>.4O Ci-o e% coeo-ciM »noci-ens^»rjcioci
-o-ciMeioc«o<>oo-ooo«-cs
KM
as es
iî ^1
OmOO - o OOOOOO aa00O0S0»sC»0000O0
+fl+ 1 1 +I++++
000000000000 0*^ ooooo
+ +I l+ + + + + + + fl I + 1+ +
«5rs^5.2«;;«'^^=j;^^^s^r'«^:î? 1
oo*^ci-c«OfO-frïcciooocicsci
+ +I lt + + + + + + +l I + I+ +
ce
J. Herscbel.
Dawes.
W. Struve.
id.
id
Voir TAddit.
Encke.
Voir VAddiX.
Galle.
Kaiser.
W. et Ot Sir.
Mâdler.
Ot. Slruve.
id.
id.
id.
id.
id.
ROMBaB
de Joars d'observations.
a siOm^shco a Oia « rssço^^*0'>^co»ft
GBOSSISSB- MERTS
moyens.
O O O OO QO OQ OO 00 00 QQ
a « O e^ Q X a » a a«?5 a»o»rt»r>in«?5»rt
00)00 00 QOQOQOOOOOQO
a a rsrNOOSaeî a a c« aei>*»n<0 c>.r>.
M--.W p« es csc«c«c«ci«
"en
■àf l'ai ?.îsi-i.R"5!S^^i4?'5'?
es
^^co— r-"^*r>»corocN«o o g>b oS<0 cTo MC«oo>^r•^^•v^•*f5N^vJ■c1^^•e1^^*c^c^^ft^^J•v3■
en en en u^ XQ 0.000 QiO P»i_'- nvs-«D r>ao
Ces deux systèmes d^clémenfs ne présentent pas de notables difTérences; cependant la correction des premiers a eu pour résultat d'atténuer sens3)lement les écarts entre le calcul et Tobservation. Dans ia deuxième approximation , les plus forts écaits des distances sont relatifs à i835 et i838; le dernier atteint presque o", p. : il est manifeste , d'après la comparaison des observations voisines, que la plus forte partie de ces erreurs doit être attribuée 9UX observations elles-mêmes. Les autres distances sont assez bien représentées. Quant aux angles de position, ils offrent des écarts de o'',io à o'\i3j qui sont au nombre de quatre seulement, et imputables en grâtide partie aux observations. En prenant la mo^renne des écarts que laissent subsister les éléments corrigés, on trouve, tant pour les angles de position que pour les distances, le même nombre o",o46. Ce résultat montre le parti avantageux que l'on peut tirer des distances mesurées par MM. Struve. (Je n*ai point comparé les distances observées par d'autres astronomes, attendu qu^elles ne sont pas assez nombreuses pour qu'on en puisse déduire la valeur du demi-grand axe correspondante à chaque observateur. )
M. Struve estime que Terreur probable d'une détermination fondée sur la moyenne de trois mesures , les distances étant peu différentes de celles consignées dans le tableau précédent , est de o", o5 pour ]es<listances, et de o", o3 pour les angles de position. L'erreur moyenne ci-dessus, quoiqu'elle ne puisse être prise pour Terreur probable, peut néanmoins lui être comparée; elle se trouve ici un peu plus faible que le premier des deux nombres précédents, et de moitié plus forte qtie le second. La concordance n*est pas tout à fait aussi satisfaisante relativement aux angles de position , que celle que j'ai obtenue dans mes recherches sur n de la Couronne. Les écarts relatifs A la deuxième approximation présentent des permanences de signe que la correction des éléments elliptiques ne peut faire disparaître. Quant à la cause., il ne saurait être question actuellement de la rechercher dans une action perturbatrice inconnue ou un phénomène d'aberration, puisque les obséirvatiôns suffisent à peine pour déterminer les constantes du mouvement elliptique.
QUATRIÈME NOTE
SUR LF.S
Par M. YYON VILLARCBAU.
(Prcsentce à l'Académie des Sciences, le .»() (iclobro iS.j*).
Du mouDemcnt des éioiles doubles ^ considéré comme propre à fournir la preuve de i universalité des lois de la gravitation jdnn claire.
Les applications de la thôorie du mou ve me ni aux systèmes binaires ont toujours rté basées, depuis Savary, sur Thypothèse que les lois connues de la pesanteur s'étendent à ces systèmes éloi{|;nés du notre. En examinant les résultats obtenus par ks astronomes qui se sont occupés des étoiles doubles, on reconnaît que, jusqu^ici, le mouvement observé s*est montré d^accord avec les lois de la gravitation planétaire. On en a conclu , et j^ai cru moimême , avant d*avoir suffisamment examiné la question , qu'il en résultait la preuve de Fexactitude de Thypothèse, ou de l'universalité des lois de la pesanteur. Je nie propose d'examiner, dans cette ?(ote , la validité de cette conclusion, quoique Tombre d'uadoute à cet égard puisse ressembler aujourd'hui à une hérésie scientifique. Je dois me hâter de dire que mon intention nVst point d'élever le moindre doute sur l'universalité des lois de la pesanteur ; je n'en ai aucun : mais je pense que , lorsqu'il s'agit d'un fait capital , et qui intéresse à un haut degré la philosophie des sciences , il convient de distinguer une probabilité d'une preuve acquise. Afin d'éviter toute équivoque, j'indiquerai immédiatement le résultat de la discussion à laquelle je me suis livré ; il peut être résumé dans la proposition suivante :
Bien qu'il résulte des récherches des astronomes y que le mouvement obscn>ë dans les systèmes binaires ne se soit Jusqu'ici montré nulle part en opposition avec les lois de la pesanteur, nous n 'avons cependant pas encore le droit de conclure que cette loi régit effectivement les mouvements des étoiles doubles, comme elle régit les mouvements planétaires. — Les observations d'étoiles doubles ne peuvent pas fournir une preuve expérimentale de l'universalité des lois de la pesanteur, mais seulement de puissantes probabilités qui semblent commencer à se produire.
Voici sur quoi je nie fonde : Les étoiles dont je me suis occupé sont celles qui se prêtent le mieux à la détermination de tous les éléments de leurs orbites, fondée sur l'hypothèse de la loi de Newton. Malgré la précision et le nombre des observations dont on dispose actuellement, grâce aux travaux de MM. Struve, Hei^chel et autres astronomes, ces obsei-vations sont loin d'équivaloir à autant de données suffisamment distinctes. J'ai nK)ntré , dans chacun des cas , combien le problème reste indéterminé, lorsque Ton n'utilise que les observations modernes (angles et distances) , et comment les anciennes observations sont nécessaires pour lever Tindétermination .
T/ensemble des observations pour chaque système binaire n'équivaut pas, d'après mes recherches, à plus de sept à huit données réellement distinctes [*), Or, on sait que sept données , comprenant une distance au moins , sont nécessaires pour déterminer tous les éléments, y compris le demi-grand axe , si l'on part de l'hypothèse que le mouvement est dû à l'action d'une force variable en raison inverse du carré de la distance. Considérons le nombre des données distinctes comme étant seulement égal à sept : quelle que soit la loi inconnue du mouvement, il sera généralement possible de calculer des éléments elliptiques qui satisfassent à ces données; et, dès lors , il n'y aura pas moyen de distinguer si le mouvement a plutôt lieu suivant la loi de Newton que suivant toute autre loi.
Pour conclure en faveur de la loi de Newton , il faudra au moins que les éléments elliptiques déterminés par sept données représentent, en les corrigeant s'il y a lieu, une huitième donnée distincte. On conçoit,* d'ailleurs , qu*nne neuvième donnée satisfaite ne serait pas superflue. Or, je le répète, les observations d'une même étoile double, que l'on possède aujourd'hui, équivalent au plus à huit données réellement distinctes.
Nous allons voir maintenant, en nous plaçant n un autre point de vue, qu'en toute rigueur, c'est-à-dii'e en se basant uniquement sur les observations, la condition qui vient d'être établie serait insuffisante, et même qu'un nombre illimité de données distinctes représentées par les lois de la pesanteur, ne sufBraient pas pour conclure en leur faveur.
Kn effet, rappelons les conséquences de la gravitation planétaire: i° les
{*) La seule étoile double t^ue l^oii pourrait considérer comme présentant un nombre de données distinctes supérieur à huit , «si Ç d^Hcrcule En retluisant ce nombre à huit, je regardo rensomblo dos distances mohuréos comme n'^équivalant qu''à une seule donnée, el no pouvant servir, par conséquent , à dctermifier que le grand axe. Je ne crois pas que la >arialion de ces dislances doive être prise, ici, en considération, à cause des difRcullés extrêmes qu'acnés ont présentées à MM. Struve (yoiv le Mensurœ micron mitricte). Dans tous les autres cas, le nombre «les données réellement distinctes n''eseède pas le nombre huit ou rattoîni à peine.
aires décrites par les rayons vecteurs sont planes et proportionnelles aiiK tensps; on sait que cette propriété est commune à tout mouvement dans lequel la direction de la force passe constamment par un centre fixe; 2° Forbite décrite est une section conique; 3° le centre ûxe occupe Tun des foyers de cette courbe. On ajoute, réciproquement, que, si le mouvement d'un corps présente ces trois caractères , la force qui le sollicite est en raison inverse du carré de sa distance au centre fixe.
Nous sommes conduits à examiner si les observations peuvent permettre de vérifier que ces trois conditions sont remplies. Quant à la première, il résulte de ce que Ton considère seulement deux corps , que l'orbite doit être plane; et Ton peut affirmer dès à présent, en se basant sur les observations de MM. Struve, que la loi des aires proportionnelles aux temps est satisfaite dans la limite des erreurs des observations. En second lieu, les orbites relatives des étoiles doubles sont -elles des sections coniques? Il suffit de considérer leurs projections ou les orbites apparentes. J'ai fait remarquer que les observations des étoiles les mieux connues équivalent tout au plus à huit données distinctes, auxquelles nous substituerons ici quatre positions complètes. On sait, d'ailleurs, que cinq points sont nécessaires pour déterminer une section conique. Pour affirmer qu'une courbe donnée appartient à cette espèce, il ne suffit pas que cinq de ses points coïncident avec une section conique, il faut qu'il y en ait au moins six. Or, je viens de rappeler que c'est à peine si l'on possède l'équivalent de quatre points; mais on conçoit très-bien que, le nombre des points distincts devant augmenter avec le temps, il sera possible de conclure des observations elles-mêmes, si effectivement Torbite apparente est une section conique. Je vais supposer maintenant que les observations aient prononcé affirmativement à cet égard.
Il reste à vérifier si l'étoile centrale occupe l'un des foyers de l'orbite réelle. Nous ne connaissons pas directement cette orbite par les observations : si l'on en donne néanmoins les éléments, cela tient à ce que l'on admet à priori la loi inverse du carré des distances. Pour déduire des observations, sans aucune hypothèse , les éléments de l'orbite réelle , il faudrait que celles-ci nous en fournissent une autre projection ; ce qui se réaliserait si le point d'où nous observons se trouvait transporté en un autre lieu de l'espace suffisamment éloigné de la direction primitive des rayons visuels. On arriverait au même résultat, mais avec moins de précision , si V inégalité de lumière indiquée par Savary comme propre à fournir une limite maximum de la distance des étoiles doubles , devenait très-sensible. Il va sans dire que nous laissons de côté l'idée d'avoir recours aujourd'hui à de semblables moyens.
Concevons une surface cylindrique élevée sur le contour de l'orbite apparente, parallèlement à la direction des rayons visuels, et coupons cette surface
par un plan passant par ]*étoiie centrale, et ayant d'ailleurs une direction qiidccfli^ue dans Fcspace. JMotis pouvons supposer que le saidlite se iseiit dans ta courbe qui résultera de F intersection, de telle sorte que le niouircment projeté coïncide avec le mouvement observé. Il est ciair que les aires projetées étant reconnues proporticmnellesaox temps, d'après les observations, il en sera de même dans l'orbite hypothétique, et que, par suite, le satellite sera soumis à l'action d'une force centrale. La loi inconnue de cette force dépendra de la situatîotii du plan sécant , et ne se confondra avec la loi de la raison inverse du carré «de la distance , qne si le plan sécant est dans la skiiation particmlière qm donne lieu à une orbite dont un loyer coïncide avec réteiie centrale. Or, tant que la position de l'orbite rv^elle ne sera pas connifc directement, on ne pourra pas affirmer, en toute rigueur, que le mouvement ait lieu plutôt en vertu de la loi ordinaire de la pesanteur, correspondanie à la coïncidence d'un foyer et de l'étoile centrale , qu'en vertu de la loi difTérente qui répond à la position arbitraire donnin; au plan sécant. La discussion de cette dernière loi et sa comparaison avec la loi kèplérienne, jwurront seulas établir une puissante prohabilité en faveur de celle-ci.
En recherchant la loi du mouvement sous l'action d'une force centrale , dans «ine secftion conique dont ie foyer ne coïncide pas avec le centre des forces, je trouve une expression générale de la force, dans laquelle Pintensité varie avec la distance et la direction; le facteur qui dépend de la direction seulement, y conserve la même valeur pour des directions opf Misées. Puisqne la direction est une fonction de la distance , en vertu de Téqiiiaition de l'orbite, la force pourrait être considérée comme une fonction de «la seule distance; mais ici, à une grandeur donnée dn rayon vecteur, répondent généralement quatre directions, de sorte que l'élimination de la direction donnerait quatre valeurs distinctes de l'intensité de la force en fonction de la distance.
Une telle loi, dans laquelle Tintensité varierait, à distances égales et pour des directions différentes, est tout à fait improbable. La position arbitraire du plan sécant introduirait d'ailleurs , dans son expression , deu& constantes entièrement indéterminées; tandis qu'au contraire, l'hypothèse de la loi de la pesanteur détermine la situation du plan de Porbite, k l'ambiguïté près que «l'on connaît, àl det»iendrait donc csctpémement probable que la loi connue de la pesanteur régit aussi le mou»entent des étoiles doubles.
indiquons deux ce» particuliers que présente l'expression générale de la fèroe dont il vient d'être question. Le premier est celui d'nne <f6rce nulle et d'une trajectoire rectiligne ne passant pas nécessairement par l'étoile centrale : on sait que, dans ce cas, les aires sont en effet proportionnel^les aux temps, et le mouvement unifoi^me. L'auti^e est celui d'une fwce proportion-
ndh à la distance , la trajectoire étant une section conique dont l'ctoile •centrale occupe le centre de figure. (Cette circonstafice se présente éams |>htsie«n phénomènes molécidaîres.) L'étoile centrale occnperait donc à la Ms le centre de Torfaite réelle et celai de i'orbite apparente, et la position da plan resterait indéterminée; tandis qaesi Ton admet la loi inverse dn carré de la distance, il faudra que Tétoile centrale occupe en même temps le centre d« figure et Tun des foyers de Torbite réelle, mi que la trajectoire soit circulaire : celte conséquence suffit pour déterminer la position du plan, sous les mêmes restrictions que pins haut. L'indétermination que nous venons de mentionner, et le petit nombre de cas oii Tétoile centrale occupera le centre de l'orbite apparente, s'il s'en présente jamais, conduisent à admettre de préférence la loi de la pesanteur.
Du rapprochement de ces diverses considérations , il résulte qu'une condition indispensable pour établir Tuniversalité des lois de la pesanteur, est la possibilité de satisfaire, au moyen de cette loi, à un nombre de données distinctes égal à huit an moins. On voit donc ; comme je l'ai dit 4iout d'abord, que la preuve n'est point encore faite, et qu'elle semble , dès l'époque actuelle, commencer à se produire.
Q«aint au cairactère de oette preuve , il impoite de remanfiier que , si l'on est «conduit , dans le problème des étoiles doubles , ii choisir entre les diverses lois de la Icirce attractive qui pourraient produiire le mouvement observé, la loi de Newton de pnéférenoe à tonte autre, c'est uniquement par la tendanoe de notre esprit à mettre de l'harmonie dans nos conceptions des causes auxquelles nous attribuons les phénomènes de la nature , et non par la nécessité de fatire concorder ces lots avec les faits observés.
Ainsi , la preuve de la loi de Newton dans notre système solaire et la preuve de l'univei^alité de cette loi , sont de natures essentiellement différentes. La première résulte de l'observation , sans qu'il soit nécessaire d'invoquer autre chose que les principes de la mécanique ; la seconde ne peut nous être fournie directement par l'observation , et nous en sommes réduits à recourir aux probabilités pour l'établir. Les probabflirés en faveur de l'universalité de la loi de Ne^wton, fournies par le mouvement des étoiles doubles, pourront être immenses à la vérité ; mais elles ne constitueront point une preuve offrant le caractère de certitude expérimentale que revêt la loi de Newton elle-même dafos tîtftte système planétaire.
Jfe ne temifinerai pas cette Note , safns nendre un nouvel hommage à la pei^ sévérance et à l'habileté de MM. Struve : leurs immenses travaux , «cen^nnés pendant quelques années encore, offiiront une base solide à la démonstration aussi complète que possible, de l'ttniversaSité des lois de la gravitation. Kspcrons , d'ailleurs, que 'les ai5tro'nt)mcs qui sont intfms de pnissarrts rnslru-
ments^ s^occuperont aussi d'obtenir des positions très-précises des étoiles centrales , afin que Ton en puisse déduire les rapports des masses des étoiles composantes. Il ne restera plus à connaître que les parallaxes, pour av^oir les masses elles-mêmes. La détermination du rapport des masses et celle des éléments des orbites relatives, deviennent aujourd'hui indispensables pour fixer avec exactitude , dans les Éphémérides , les positions des étoiles fondamentales qui appartiennent à des systèmes binaires.
Détermination de l'intensité des forces centrales, dans une section conique dont les foyers ne coïncident pas avec le centre des forces.
Ayant montré , dans ce qui précède , que la discussion de la loi de telles forces centrales, comparée à la loi de la raison inverse du carré de la distance, peut seule établir une puissante probabilité en faveur de cette dernière , il devient indispensable de présenter la détermination analytique de Tintensité de ces forces.
Considérons donc le mouvement d'un satellite dans une orbite que nous supposerons elliptique , pour plus de simplicité dans la discussion. En prenant pour origine des coordonnées rectangulaires , le lieu même de l'étoile centrale, et excluant le cas impossible où Torbite passerait par cette étoile, on pourra donner à l'équation de l'orbite elliptique, la forme
(0) ay^ H- bxy + cx"^ -^ dy -^ ex — 1 = 0.
Dans cette circonstance y aeic sont nécessairement positifs, et si Ton pose
on a la condition
Soit
(2) F = ay- -h bxy -h cx^ -\- dy -{- ex — i ; l'équation de l'orbite s'écrira
Les forces dont il s'agit étant des forces centrales , soit 2/f \e double de Taire décrite par le rayon vecteur pendant l'unité de temps ; 2 Ar sera une constante , et Ton aura
dx dy
Soit 7 l'intensité inconnue de la force centrale rapportée a l'unité de masse ;
les équations difféi en délies du mouvement seront
d\r X (Ojr y
r désignant le rayon vectenr. Nous devons encore avoir égard aux équations différenlielies du premier et du deuxième ordre de la trajectoire :
,^, dFdx dF dy
(^^ d^H'^^Tt^'''
dFd^x dFd^y d^F dx^ d-F dx dy d^F dy' ^
Les équations (4) 9 (5), (6) et (7) sont au nombre de cinq; elles permettent,
dx (Iy d^ X d^ Y par conséquent, d'éliminer les dérivées -r^ -r-'i — r— ? — tt* La réduite sera ^ ^ dt dt dt' dt^
donc une relation entre la force f , les coordonnées et le rayon vecteur r. Si
Ton suppose que Ton joigne à cette réduite Téquation (3) et la suivante
on concevra la possibilité d'éliminer j: et ^ entre ces trois équations, et
d'obtenir ^ en fonction de r. Nous n'avons pas besoin d'aller jusque-là.
Les valeurs (5) étant transportées dans l'équation (7), en élimineront
d^ X d' Y immédiatement —, — et -rr- •
dt' dt'
Quant aux dérivées du premier ordre, multiplions les équations (4) et (6),
dF l'une par -T— ? l'autre par j?, et ajoutons membre à membre; d'autre part,
multiplions les mêmes équations respectivement par — et 7, puis retran-
chons; posons
ensuite
dF dF
il viendra
dx
dt "
2 k dF dy 2 k dF U, dy^ dt "" U, dx
En substituant les valeurs (5) et (10) dans Téquation (7), on obtient
y/ dF dF\ ^IdF^d^^ dFdF d'F dF' d'F\_
~'r\'d^'^'^ dy) '^' ÛT \d^ ~d^' "^ '^ Ix dy dxdy "^ dy' dx' J'^^'
Désignons par 2C la valeur de la pumiUièse du deuxième tenue de cette équation ; nous en déduirons 1 en ayant égard à la relation (9},
Nous allons former les dérivées partielles de F, et ensuite la valeur de G. Il viendra d'abord
-,- ^ or -f 2 ex + f,
dF , _, àxày
- = b^ + ^ajr + d, ^,p
La substitution des valeurs des dérivées du deuxième ordre, dans la fonction que nous avons désignée par 2 G , donne
C — a—^b — — — dx^ dx dy dy^
Effectuant les carrés et produits de dérivées qui sont indiqués ici, puis multipliant par a, — i, c, et ajoutant, il viendra, en vertu de l'équation (i), toutes réductions faites,
G = /?' {ay^ -h hxy -|- cx"^ -h dy -+- ex) 4- ae^ — bed -^ cd^.
Mais, à cause de Féquation (o)^ la parenthèse du premier terme du deuxième membre se réduit à Tunité ; il vient donc
{i3) C = ae' — bed-^cd^ -f- p\
Ainsi, la quantité G est une constante.
On peut donner une autre forme à la valeur de cette constante; en effet, 6 désignant l'aire totale de Tellipse , et ir le rapport de la circonférence au diamètre, on a
(.4) A = l(fle=_6erf-t-crf' + ;/');
il sVnsuit
Soient encore : T la durée de la révolution ; N le moyen mouvement; A le demi-grand axe; Ble demi>petit axe; Il le demi-paramètre; E l'excentricité;
on aura
et Texpression (i i ) deviendra d'abord
D*autre part , on a aussi
AB
il en résulte finalement
(i6) ç=A3N'(^yr.
Occupons-nous actuellement de U, ; nous aurons • au moyen des valeurs (12), {17) U, = 2 {ay'' -h bxy -h ex») -h dj -H ex.
L'équation (o) permet de substituer à cette expression les deux suivantes :
(19) Ui = I + ay^ -f- bxy -+- cx^.
Telles sont les expressions les plus simples de U,, en fonction des coordonnées x et y.
Nous allons transformer la valeur (18), de manière à rendre la relation (16) aisément comparable à celle que fournit la loi ordinaire de la pesanteur. A cet effet, substituons les coordonnées polaires aux coordonnées rectangulaires, de sorte qu'en désignant par v la longitude dans Torbite, on ait
(20) x =1 r cos Vy y =: r^mv.
L*équation (18) donnera
(21) U, i= 2 — r[di\ns> -^ eQù^v)\
et , si Ton pose ensuite
Texpi'ession (16) se changera en
Sous celte forme , on voit que la condition pour que la loi de la force soit celle de la raison inverse du carré de lu distance, est U' = const, , ou, en
vertu de (22), U, = /'r, h' désignant une constante; mais Téquation (21) donne aloi*s
r [k' -I- </ sin t' -h e cos p) = 2 ,
et peut se mettre sous la forme
i -^ I? cos ((' - f>)
en posant
7 sin p = r/,
y cos p = e.
Or, réquation (24) est celle d'une section conique dont Tun des foyers est au pôle même.
Sans nous arrêter davantage à ce résultat, nous nous proposerons d^exprimer le dénominateur U' de l'expression (28) en une fonction de v seulement. Pour cela, transformons d'abord l'équation (o); et soient, à cet effet,
( h = a sin^ p -t- ^ sin c cos i> -h c cos' p.
il viendra, en vertu de ces équations et des équations (20) ,
(26) hr^ -\-2h'r— i = o.
On démontre aisément que l'hypothèse /?' > o entraîne pour conséquence
h'^Oy quel que soitp; il s'ensuit que les deux racines de l'équation (26)
sont de signes contraires, et que la racine positive, la seule qui soit à
considérer, a pour valeur
Jh'' -+- h — h' (^7) '• À
Substituant celte valeur et la deuxième (26) dans l'équation (21), il viendra ou bien , en réduisant au même dénominateur.
puis, à cause de l'équation (27),
U, = 2 sjh'^ -+- h . r.
Il en résulte, en vertu de Téqualion (22) ,
(28} " U' = v^p+Tp^.
Au moyen des valeurs (aS) de A et de 2 A', cette expression devient
JJ^= \(i a -h d^)sm^ tf 4- 2(2^ -h de) sinocos(> -h (4^-+-^') cos*p; mais , à cause de
T — COS2P . . , 1-I-C0S2P
sm' V = 5 2 smt^ cosv = sm 2 u. cos' v = 7
et, si Ton pose, d'ailleurs,
^^^^ \ Q' — 2(ff — c) + - {d' — e^,
Q''=: 2b-j-de, il vient
U'= v^P — Q' cos 2c + Q" sin 2p.
Nous pouvons poser encore
^ ^ ( Q"=Qcos2-^;
d'où
tang2^ = -;,,
^ '^ ^ Sin2>p COS2ip'
en admettant ici que Ton prenne 2>^ de manière que son sinus ait le signe de Q' : il en résulte
U' = \/P + Qsin2(p— 4;),
On peut aussi écrire
(32) U'= v/P l/i + ^sin2(p — ^p).
Cette valeur étant mise dans Téquation (28), celle-ci devient Additions i852. ^
Sous cette forme , on voit que celui des facteurs qui dépend seulement de (a direction du rayon vecteur conserve la même valeur dans les directions opposées. Il est également facile de voir que , si Ton cherche à exprimer c en r, au moyen des équations (a5) et (26) ou de Féquation polaire de Vorbite, on aura généralement quatre valeurs de v pour chaque valeur de r; de sorte que l'intensité ^ de la force centrale prendra généralement quatre valeurs distinctes pour une même distance, ainsi qu'il a été dit dans la première partie de cette Note.
Examinons maintenant ce que devient l'expression (33) lorsque l'origine des coordonnées est un foyer de la courbe Nous pourrions, en vue de simplifier^ supposer ^ = o , attendu que la direction des axçs peut toujours être prise telle que cette condition soit remplie ; mais nous laisserons à b une valeur quelconque, et nous allons établir les relations entre les coefficients, qui expriment que l'origine des coordonnées est un foyer.
On démontre aisément que l'équation d'une section conique dont le périhélie coïncide avec l'axe des jr, l'origine étant au foyer, est de la forme
(34) Lx' -h L' X 4- Mj* =r I .
Les coefficients se trouvent, en outre, assujettis à la relation
et ils ont, avec les éléments, les relations suivantes : (36) L = -^, L'=2-, M=--.
An n n^
Pour déduire de l'équation (34) une autre équation qui satisfasse aux mêmes conditions, quelle que soit la direction du grand axe, il suffît d'avoir recours à la transformation des coordonnées, en posant
.V =:a;cosp — /sinp, y z= x&inp H- j cos p ;
P désigne ici Tangle du nouvel axe des .r compté de la direction du périhélie, de sorte que — p soit l'angle du périhélie compté du nouvel axe des x. L'équation (34) , ainsi transformée , sera
M cos' p -h Lsin^p
^'H-2Msinpcosp — 2Lsinpcosp
arr-f-Msin'p 4:'— L'sinp.r-f-L'cosp..rm Lcos'P
Pour identifier cette équation avec la propoiée (o) , il luffit de pour
!Mcos'p + L»in'P = o, Msin'P + Lcos'P^c, 2(H — L)«dPco*P=:&, L'cosp=:e.
En appliquant les formales
gin'p= — ", aH'p=~^ î,
les deux premières des équations (3^) se changent en
- (M + L) -H i (M — L) cos 2 P = a , i(M-HL}-l(M-L)cos2p = c. Celles-ci , jointes à la troisième équation (3^), donnent
(M-L)cos2p = «-<., (M — L) sin 2 p = A.
Les deux dernières équations (37) donnent , en outre ,
(39) L"cos2p=-(</'-e'),
( L'"sin2p = — 2«rf.
Ces trois équations n'équivalent qu'à deux distinctes, de sorte que les équations (38) et (39) n'équivalent qu'à dnq. En éliminant a p entre ces équations, on a immédiatement les quatre suivantes :
Les deux premières de ces équations donnent les valeurs li en fuaclions des coefficients a, c, d, et les deux autres
équation de condition entre les données, par l'élimiustioa d
équation étant jointe à la condition (3S) , on en conclut que
pour qu'uDe équation du deuxième degré représente une section conique donl un foyer coïncide avec l'origine des coordonnées, sont eiiprimées par les équations suivantes au nombre de deux :
^^ ' d' — é-~%ed- 4"
Introduisons ces relations (40 ou (35) dans les expressions de P, p, Q* et Q", I) vient, par les équaliona (29) et (4o),
ou , en vertu de l'équation {35) ,
puis, à cause
des équations (36),
d'où
D'un autre côté, les équations (38) donnent
Retranchant membre à membre , il vient
4ML = 4„-s.=^-,
el ensuite, en
vertu des équations (36),
Enfin, les relations (40 donnent
a — ^ -h 7 (<^"'' — tf') = G , b -\ — de = o y
d'où , en vertu des équations {29) et (3i) ,
Ces valeurs, jointes à Téquation (46), réduisent Texpression (33) à
c'est-à-dire à l'expression connue de la gravitation.
Il nous reste à examiner les cas particuliers où la fonction U, devient constante. Les expressions (18) et (19) donnent les deux solutions suivantes :
é(^ -+- e JT = const . , ciy^ ■+- hxy H- cx^ z=. const.
Ces relations entre les coordonnées sont les équations des trajectoires. La première est celle d'une ligne droite qui ne passe pas nécessairement par Torigine; or, on a dans ce cas,
il en résulte
/9 = o et C = o ,
en vertu des équations ( 1 ) et ( 1 3) ; et la valeur de ç , donnée par l'équation (11), reste constamment nulle, à moins que U| ne s^annule en même temps. Cela doit être, puisqu'un mobile ne peut décrire une ligne droite, (ju'autant que la force qui le sollicite agit dans la direction du mouvement ou reste nulle. Dans ce cas, d'ailleurs, les aires décrites par les rayons vecteurs sont toujours proportionnelles aux temps. La deuxième équation est celle d'une section conique dont le centre de figure coïncide avec l'origine des coordonnées ou le centre des forces. De la relation U, = const. et de l'équation (i i), on tire
«p = r. const.
Les forces se trouvent alors proportionnelles aux distances. On sait qu'effectivement cette loi, qui s'observe dans certains phénomènes moléculaires, donne lieu au mouvement dans une section conique dont le centre de figure coïncide avec le centre des forces.
MÉTHODE
Pour calculer les éléments des planètes^ ou, plus généralement y des autres dont les orbites sont peu inclinées à l'écUptique, fondée sur t emploi des dérii^ées relatives au temps, des trois premiers ordres de la longitude géocentrique et du premier ordre de la latitude;
Par M. YVON VILLARCEAU.
(Présentée à l'Académie des Sciences, le 3o juillet iS/jg.;
1. Le grand nombre des petites planètes découvertes dans ces derniers temps m'a fourni l'occasion de comparer diverses méthodes employées pour calculer les orbites des corps célestes, et de reconnaître, dans leur théorie, Texistence d'une lacune qui restait à remplir.
On peut classer ces méthodes de diverses manières , suivant le point de vue où Ton se place : par exemple, on distinguera celles qui n'admettent que le nombre d'observations strictement nécessaire à la détermination des inconnues, et celles qui, au contraire, admettent un nombre d'observadons quelconque supérieur au précédent. Parmi les premières , on remarquera la célèbre méthode de Gauss , et celle d'Olbers , pour les comètes. Parmi les secondes , on devra distinguer celles dont l'objet est de fournir seulement une première approximation , puis les méthodes de correction des éléments approchés. Je citerai, comme méthode servant à obtenir une première approximation, celle de Laplace (*), et celle qu'a donnée M. Cauchy (**), dans les Comptes rendus , tome XXV, page 4o i .
L' étroite connexité de ces deux dernières méthodes ne permet cependant
{*) Aycc un peu d^attention, ou reconnaît que les formules de la Mécanique céleste ne diiïèrcnt que par la forme, de celles qui se trouvent dans la note (i), section vu, ajoutée à la dernière édition de la Mécanique analytique.
(**} Ayant Poccasion de discuter, dans ce Mémoire, la méthode* de Laplace et l'une des Méthodes de M. Cauchy , je désire qu^il soit bien entendu tout d^ûboi*d que le caraetère d^indétdrmluation qui leur est pi^pré à toutes deux, dans lâ^ft déi petites planètes, ne s''étend point à une autre méthode du savant académicien , eiposée Com/><^^i rendus, tome XXV, pages 77.5 et 879.
Je suis conduit à discuter seulement les procédés dans lesquels on fait usage des dé-
pas (le les confoiulre entièrement. En effet, Laplace ne considérait sa méthode que comme propre à donner un preiflier degré d'approximation ; il était si loin de penser qu'elle pût fournir des résultats plus précis, qu*il a cru nécessaire d'en faire suivre l'exposé, d'un procédé pour la correction des éléments, qui n'a absolument rien de commun avec elle, et constitue dès lors une méthode de correction entièrement indépendante de la précédente. Il faut attribuer l'insuccès de la méthode de Laplace pour obtemr des résultats plus approchés, à l'emploi qu'il indique de sa formule d'interpolation , pour calculer les dérivées de la longitude et de la latitude géocentri<|ues , sur lesquelles repose sa méthode. 11 est aisé de reconnaître , en effet, que cette formule , qui reproduit exactement les données de l'observation , si elle contient un nombre suffisant de termes, donne néanmoins des valeurs inexactes des dérivées cherchées, et d'autant plus inexactes que les observations sont plus rapprochées dans le voisinage de l'époque pour laquelle on calcule les dérivées.
Pour éviter cet inconvénient, j'avais eu recours plusieurs fois à l'application de. la méthode des moindres carrés , dans le développement de la longitude et de la latitude géocentriques suivadt les puissances du temps, en limitant ce développement à un certain nombre de termes dépendant de l'intervalle de temps embrassé par les observations, et que l'expérience m'avait permis de fixer suivant les cas , mais non sans qu'il restât cependant quelque incertitude dans mon esprit sur ce nombre de termes. Mon objet étant de me procurer un premier degré d'approximation que je corrigeas ensuite par des méthodes particulières, je n'avais pas lieu, quant à la pratique, de m'arrêtera cette difficulté.
Les formules d'interpolation que M. Cauchy a publiées dans le Journal de M. Liouville, et reproduites dads son Mémoire sur la détermination des orbites îles planètes, sont de nature à. éclairer sur le nombre de termes qu'il est convenable de comprendre dans les développements en question. Elles
rivées des divers ordres du la lonj^ilud» cù do lu lalitiide géocenlriques, déduites d'un grand nombre d'observalions, et calculées pour une époque unique.
La dernière mélliode ciléo do M. Cauchy résout le problème de la dcterminalion des orbites |>iu inclinées, en exigeant remploi des dérivées du prcnnier ordre seulement, mais calculées pour deux époques différenles. Elle l'ournit, par ce moyen, les valeurs approchées des distances à la Terre ol au Soleil , et, par suite , les valeurs approchées des éléments que Ton corrige cusixite au moyen de quatre observations.
On voit que mes conclusions ne peuvent s^aj)pliquer à ce travail, qui se trouve tout à iail en dehors de la discussion; mes remarques portant, je le répète, sur les procèdes destinés à fournir des éléments aussi approchés qu''on peut Pcspérer en négligeant les perturbations, et fondés sur l'emploi des valeurs, à un instant donné, des dérivées des divers ordres obtenue» par le concours d^in grand nombre d'observations.
permettent même , étant appliquées avec discernement , d^obtenir de l'emploi de la méthode de Lapla^e ou de celle de M. Cauchy, un degré d^exactitude que Ton n'aurait osé espérer sans le secours de ces formules; aussi M. Cauchy annonce>t-il , dans son Mémoire , qu'il fournit un moyen facile de fixer, avec une grande précision, les éléments des orbites des petites planètes récemment découvertes. Je dois ajouter, d'ailleurs , que c*est sur l'emploi des formules d'interpolation de M. Cauchy, que je fonde actuellement le succès des applications de la méthode que j'ai Thonneur de présenter à T Académie.
Pour terminer l'énumération des méthodes qui admettent un nombre d'observations supérieur à celui strictement nécessaire, nous citerons les méthodes de correction fondées sur l'expression des variations des coordonnées géocentriques en fonction des variations de t04is les éléments, et particulièrement celle de M. Le Veirier, qui remplace les éléments et leurs variations par trois positions géocentriques et leurs variations. Diverses méthodes, du genre de celle qui a été présentée une autre fois à l'Académie et jugée digne de l'insertion dans le Recueil des Savants étrangers, et un procédé dont j'ai eu plusieurs fois l'occasion de faire mention, font dépendre les variations d'une partie des éléments , de celles de tous les autres,
a. Les méthodes citées qui n'admettent que le nombre de données strictement nécessaire , ne laissent rien ù désirer quant à la rigueur mathématique , et l'on ne peut qu'admirer l'élégance des combinaisons analytiques dont elles font usage. Les autres méthodes ne sont pas toutes aussi rigoureuses; mais le grand avantage qu'elles présentent, d'ailleurs, de pouvoir faire concourir au résultat un grand nombre d'observations, est tellement considérable au point de vue pratique , qu'on ne saurait trop s'attacher à perfectionner ces méthodes, auxquelles la découverte de nombreuses petites planètes peut donner un certain degré d'importance. Je dis qu'il y a' intérêt à baser une orbite sur plus de trois ou quatre observations isolées : cette proposition , qui semblerait ne plus être aussi rigoureuse , depuis que l'on a établi dans les observatoires, des instruments astronomiques d'une grande précision , et lorsqu'il s'agit de planètes au lieu de comètes , mérite néanmoins d'être prise en considération dans l'état actuel des choses. En effet, les observations méridiennes des nouvelles petites planètes, faites dans divers observatoires avec les instruments précis dont nous venons de parler, sont loin de présenter le même degré de concordance que les observations d'étoiles ou de planètes, telles que Uranus, Neptune, Cérès, Pallas et Vesta, qui sont beaucoup plus brillantes. L'insufBsance des instruments méridiens actuels, pour l'observation de ces astres, a été tellement sentie, qu'on s'est décidé, à Greenwich, n en installer un nouveau d'une puissance beaucoup plus
considérable. D'un autre côté, les observations extra- méridiennes faites à Téquatorial exigent, pour leur réduction, la connaissance des positions des étoiles de comparaison , positions dont le plus grand nombre , déduites des catalogues , sont affectées d*un certain degré d'incertitude ; cette incertitude n'est levée que par les observations méridiennes des mêmes étoiles, faites souvent six ou huit mois après les comparaisons. Lors donc qu'on ne veut pas attendre un si long espace de temps, pour obtenir les éléments de Torbite d^une planète nouvelle, on est réduit à employer des observations dont le caractère d'incertitude oblige à en faire concourir un nombre plus grand que le nombre strictement nécessaire.
Cependant on peut dire que la formation des observations dites normales permet de n'appliquer les calculs qn'à trois on quatre observations, suivant les cas; mais il faut reconnaître que ces positions résultent de la comparaison des observations avec les positions tirées d'une éphéméride , ce qui suppose que Ton est déjà en possession d'une première orbite approchée. Or le calcul d'une première orbite, basé sur le nombre d'observations théoriquement suffisant, peut conduire à des résultats fort éloignés de la vérité, attendu que, dans ce cas, les erreurs des observations ont une influence très-grande, et d'autant plus grande que ces observations sont plus voisines.
Il y a donc intérêt à faire usage du plus gi*and nombre possible d'observations, afin que les erreurs s'atténuent mutuellement. D'ailleurs, il n'existe alors aucun moyen de contrôle qui puisse décider le choix des trois ou quatre observations à employer, si les erreurs sont peu considérables, comme cela arrive le plus ordinairement.
Enfin, ajoutons que la perfection des résultats fournis par les méthodes fondées sur Temploi des dérivées des coordonnées géocentriques , peut être amenée à ne plus dépendre sensiblement que des formules d'interpolation dont on fera usage pour obtenir les valeurs de ces dérivées. Nous supposons ici les observations assez nombreuses, pour qu'il s'établisse une sorte de compensation des erreurs.
5. La méthode qui fait l'objet du présent xMémoire est fondée , comme celles de Laplace et d<î M. Cauchy, sur l'emploi des dérivées par rapport au temps^ dos longitudes et latitudes géocentriques ; elle vient , ainsi que nous l'avons dit en commençant, combler une lacune dans la théorie du mouvement des corps célestes.
En se reportant aux formules données par Laplace pour la détermination des orbites des comètes, on reconnaît que tous les résultats dépendent d'une certaine fonction pt' de la latitude géocentrique et de ses dérivées des deux premiers ordres; celte fonction se présente sous la forme d'une fraction dont
tous les termes du numérateur et du dénominateur sont affectifs de Tun au
mmns des facteurs suivants : sin 9 , tangO, —9 --rj (9 désignant la latitude
géocentrique). Or, quand Tinclinaison est très- petite, comme cela a lieu généralement dans le cas des planètes, ces différents facteurs sont très-petits , et la fonction fi' est mal déterminée ; elle deriendrait absolument indéterminée, si l'inclinaison était nulle, car tous ces facteurs s'annuleraient simultanément. Il n' j a point à rechercher si riudéterroination n*est qu'apparente ,
,.. . - 1 r rr . , . ^ dB d'9
S il n existe pas quelque facteur commun : en elTet, les quantités 0, — ? -
sont indépendantes Tune de l'autre; dles peuvent être considérées comme étant trois des six arbitraires du problème. D'un autre côté, il est aisé de reconnaître que, dans le cas des inclinaisons nulles, il n'y a pas possibilité de déduire les éléments de Forbite, d'une longitude et d'une latitude géocentrique et de leurs dérivées du premier et du deuxième ordre. On sait que, dans cette circonstance, deux des six éléments disparaissent; ce sont Tinciinaison et la longitude du nœud : il reste alors quatre éléments à déterminer, ce qui exige le concours de quatre longitudes , ou bien d'une longitude et de ses dérivées des trois premiers ordres. Les formules de Laplace tombent donc en défiaiut, dans le cas des faibles inclinaisons. ( L'application de ces formules à la planète Iris ne peut donner une approximation , même grossière, qu'avec des précautions très*minutieûses.)
Si l'on examine actuellement les expressions auxquelles a été conduit M. (Jauchy, on verra que la quantité qu'il désigne par CR, troisièine équation (11), Comptes rendus y tome XXY, page.4iO, est identique avec la fonction f^' de Laplace ; pour s'en assurer, il suffit d'éliminer de cette exprèssion les auxiliaires qu'elle renferme , et de remplacer les dérivées du premier et du deuxième ordre du logarithme- tangente de la latitude géocentrique, par leurs valeurs en fonction des dérivées de la latitude elle-même.
A dire vrai, les formules de M. Cauchy peuvent être considérées comme donnant lieu à deux systèmes distincts. Par exemple , en groupant les équations (10), (11) [*], (12) et (i5), on aura un système propre à fournir les valeurs des distances à la Terre et au Soleil, n'employant que les dérivées des deux premiers ordres, et qui n'est autre, au fond, que celui donne sous une autre forme par Laplace; il est sujet, par conséquent, aux inconvénients que nous avons signalés plus haut. On obtiendra un autre système de formules, an moyen des précédentes, moins l'équation {1 5), qui serait remplacée par l'équation ( 9) ^ et auxquelles on ajouterait les équations ( 1 3) et ( i4)' Ce système , outre les dérivées des deux premiers ordres de la longitude et
[*] Je distrais ici du groupe des équations (11) celle qui donne la Taleur de Df A.
de la ladtode, coBtieni celles de t n is ièmt ordre, et il a l'avantage de conduire à une éqnatioo finale d« troinènie degré, résoloble par une simple extraction de raciiie cnlHqiie. Mais ce sTstème, oalre rinconvénient d'exiger l'emploi des dérÎTées da troîsîèine ordre de la loogitode et de la latitude à la fois , présente encore celui de donner on résidtat indéterminé , dans le cas des inclinaisons nulles; ce sont les dérivées du logarithme-tangente de la latitude qui iatrodoisent rindéfcminationy et il est aisé de grouper les termes qui les contiennent, de manière à faire apparaître la même fonctioh CE ou ^' de Laplace, qui ne peut perdre son caractère d*îndétermination, par sa combinaison avec d'autres termes. Toutefois, nous devons dire que M. Cauchy n'emploie ce second système de formules, que pour obtenir une valeur approchée de Finoonnue principale. H la corrige ensuite, de manière à ce qu'elle satisfasse aux formules do premier système, c'est-à-dire. à celles qui ne contiennent que les dérivées des deux premiers ordres.
Ainsi , la méthode de Laplace et odle de M. Cauchy, sous quelque aspect que l'on envisage cette dernière , ne peuvent fournir de résultats précis, lorsqu'on les applique au calcul des éléments des orbites des planètes peu inclinées, et ne pourraient fournir absolument aucun résultat, si on les appliquait à des planètes se mouvant dans le plan de l'écliplique.
Nous avons reconnu que le problème des planètes exige généralement l'emploi des troisièmes dérivées de la longitude géocentrique : en considérant que M. Cauchy a fait usage de cette troisième dérivée, et que néanmoins l'indétermination persiste dans les formules qu'il a obtenues, j'aurais pu renoncer à établir de nouvelles formules qui fussent exemptes de ce défaut, si le caractère de détermination du problème , dans ce cas ; n'avait été pour moi la preuve suffisante de la possibilité de construire ces formules. J'y suis effectiveraent parvenu, et l'objet principal de ce Mémoire est d'en exposer la déduction.
Calcul de la distance d'une planète à la Terre, au moyen de la longitude géocentrique et de ses dérivées des trois premiers ordres, puis de la latitude et de sa dérivée du prernier ordre.
4. Nous adopterons des notations qui se rapprochent, autant que possible , de celles de la Mécanique céleste.
Soient : f\e coefficient de l'attraction planétaire;
M, m , //l' les masses respectives du Soleil , de la planète et de la Terre;
(i) pt = M-H/w, p' = M-i-/ii';
en prenant la masse du Soleil pour unité , on a
/x'=ri,000 00282,* logfx'=rO,0<
Nous prendrons pour unité de distance, la dislance moyenne du Soleil à la Terre; et pour unité de temps, celui pendant lequel la Terre décrit un angle d'anomalie moyenne égal à l'unité abstraite.
Désignant par :
t le temps exprimé en cette espèce d'unité ;
j le nombre de jours correspondant ;
T' la durée de Tannée sidérale exprimée en jours solaires moyens ; on a
- = t;t = ^*> 'og^ :=8,235 5821,
^'^^ \ii^"^hir' compl.logX z= 1,764 4179,
compl. log X^ = 3,528 8359, compl. log^^ = 5,293 2538 ;
on a, en outre.
/p' = I , log/'= 9 ,999 9988 ,
Jogv(/" = 9>999 9994; et, en négligeant la masse inconnue m de la planète, devant celle du Soleil, (4) P = ' ou fiL z=f.
Soient actuellement, au bout du temps t:
OL la longitude géocenlrique de la planète ;
sa latitude géocenlrique ;
A sa distance à la Terre ;
p la projection de celte distance sur le plan de Técliptique;
x, j, 3 les trois coordonnées de la planète, parallèles à trois axes rectangulaires passant par le centre du Soleil; les axes des x et àesy étant situés dans le plan de Técliptique , de manière que le premier coïncide avec unéquinoxe fixe, et le second soit plus avancé de 90 degrés dans Tordre des signes. Taxe des z se confondant d'ailleurs avec le pôle boréal de Técliptique ;
r le rayon vecteur de la planète ;
r, sa projection sur Técliptique ;
V la longitude héliocen trique , comptée dans le plan de Técliptique jusqu'au nœud ascendant, et dans le plan de l'orbite depuis ce nœud jusqu'au lieu de la planète ;
Vx sa longitude mesurée dans le plan de Técliptique ou projetée ;
> sa latitude héliocen trique ;
Q la longitude du nœud ascendant de Torbite ;
I rinclinaison du plan de cette orbite sur l'écliptique ;
ts la longitude du périhélie mesurée, partie dans Técliptique, et partie dans le plan de Torbite;
V l'anomalie vraie ;
u l'anomalie excentrique ;
A le demi-grand axe de Torbite ;
£ Texcentricité ;
n le demi-paramètre;
N'^ le moyen mouvement héliocentrique diurne exprimé en i " de degré ;
g la longitude moyenne à l'époque choisie pour origine du temps ;
n l'angle (sin == E).
Soient encore , au bout du temps t :
la longitude du Soleil comptée de l'équinoxe fixe;
fy sa latitude;
^ la longitude héliocentrique vraie de la Terre, qu'on obtient en retranchant l'aberration du Soleil, de sa longitude Q, et ajoutant ou retranchant i8o degrés au résultat;
j?', x' les coordonnées rectangulaires du centre de la Terre rapportées aux mêmes axes que ci-dessus ;
R le rayon vecteur terrestre;
A' le demi-grand-axe de Torbite terrestre ;
E' l'excentricité de cette orbite ;
n' son demi-paramètre.
Soient enfin :
Rt le rayon vecteur terrestre correspondant à Tanomalie actuelle diminuée de 90 degrés , ou à la longitude diminuée de 90 degrés plus le mouvement du point équinoxial entre les deux époques correspondantes;
R' le rayon vecteur terrestre correspondant à l'anomalie actuelle augmentée de 90 degrés , ou- à la longitude augmentée de 90 degrés plus le déplacement du point équinoxial entre les époques correspondantes à R et R'.
6, Les équations du mouvement relatif de translation de la planète sont , en négligeant les forces perturbatrices,
—z h / Pt — == O.
Celles du mouTcment relatif de la Terre sont , de mcine ,
Seuleilient nous devons faire remarquer que ces équations sont plutôt celles du mouvement du centre de gravité de la Terre et de la Lune. Dans ce qui va suivre, nous procéderons comme si les observations avaient été faites en ce point y et nous prendrons les icoordonnées angulaires ou rectangulaires du centre de la Terre, pour celles du centre de gravité des deux corps. Nous dirons en son lieu, comment il faut tenir compte de ce que le centre de figure de la Terre ne coïncide pas avec le centre de gravité de sa propre niasse réunie à celle de son satellite. Il serait impossible d'y avoir égard tout d'abord , sans introduire une complication inutile dans les équations et les notations.
Les coordonnées de la planète, en fonction de celles de la Terre, ont pour expression
ix = x' -+- p cos a , y ==y-+-psina, *.
z z=z ^ tang 9.
I^es coordonnées de la Terre sont, elles-mêmes,
I j:' = R cos S , ^^ |/ = RsinJ.
En différentiant, par rapport au temps, deux fois de suite, les formules (7),
on a
dx dx* dp doL
-p-==-p 4- cosa— ^— psma— -9 dt dt dt ^ dt
(q) ( -r- = -4- -h sma-^-h pcosa—-,
^^' \ dt dt dt dt
dz ^dp P d$
-- = tang Ô -7- H i—- -^;
dt ^ dt cos^e dt
d^x d^a/ d^p . dpdct da^ , d^ ol
-r-r = — TT -+- cosa -p^ — 2 sm a -rr j P cosa p sm a ~ — 9
dt^ dt^ dt^ dt dt ^ dt^ ^ lit^
, , ,fl?»r d^y . d'p dpdct . da,^ d^ijL
(ïo) {-TT = — rr +sina-7^-h2C0Sa'-^ psma-— +pcosa --— ,
^ ' \dt^ dt^ dt^ dt dt dt^ ^ dt^
dH ^d^p 2 dp d^ sinOfi^e^ p d^B
dt^ ^ dt^ co^'^^dt dt ^ cos^B dt'' cos' B dt^
Enfin , difTéreniiant ane seale fois les équations (8) , il vient
_ = cosS--Rs.nS^,
_ = «„j_+RcosS— .
6. Avant d'aller plus loin, il convient dUndiquer uo moyen de former les
valeurs de — et -^j qui se présentent dans les équations (i 1)9 et sont au
nombre des données du problème.
En désignant généralement par Y et r l'anomalie vraie el le rayon vecteur d'une planète, par ^ et n son excentricité et son demi-paramètre, on a
12) =LLÇffsmV, -3-==*^-4l-.
^ ^ dt ^n ' dt r'
Appliquons ces formules au mouvement de la Terre , et remarquons que les axes ét^nt supposés fixes, et les quantités $ ou Q , rapportées aussi à une origine fixe, il faut faire abstraction, dans leurs dérivées, de l'eflet
de la précession et de la nutation. De cette manière, la valeur de --~ s'identifie avec -3-: et Ton a, en vertu des notations du n" 4,
ai
^^V^E'sinV, £^=VS1^.
^ ^ dt y^if' ' dt R»
L'équation polaire de Tellipse terrestre est
I 4-F/cosV équation qu'on peut mettre d'abord sous la forme
— = — >-f- -7COSV.
Ayant désigné plus haut par R, et R' les rayons vecteurs terrestres correspondant respectivement aux anomalies V — go° et V ^- 90°, ^i l'on substitue successivement ces systèmes de valeurs, à la place de R et V, dans la précédente équation , il tiendra
— = — , 4 — ; sm V,
-—-=:—,— ~,sin V.
mi
Ces équations vont nous donner les valeurs de n' et E' sin V, dont nous avons besoin. En les ajoutant membre à membre, on obtient la relation suivante, entre deux rayons vecteurs situés sur le prolongement Tun de l'autre.
En retranchant la deuxième de la première, il vient
divisons cette équation membre à membre par la précédente, en réduisant
les termes des premiers membres au même dénominateur; — disparaît, et Ton a
L'équation (i4) donne, d'ailleurs,
Les deux expressions (i5) et (i6) étant substituées dans les équations (i3), il vient
^^^ df V^2R'R,(R'-hR.)' de R' VR'-+-R.'
Ces formules permettent de calculer les valeurs numériques des composantes
da/ dy
— ) -^ de la vitesse de la Terre ^ données par les équations (i i) [*].
L'auteur de la Mécanique céleste, en se servant du rayon R' combiné avec R , a donné , pour la détermination des orbites des comètes , des expressions de — et —p- analogues à nos expressions (17); mais il y a négligé le carré de l'excentricité de l'orbite terrestre.
[*] Si Ton vonlail être rigoureux, il faudrait, dans Inapplication des formules (17), corriger les valeurs de Kj et R', données par les Tables du Soleil , de Tefiet des perturbations produites dans Pintervalle qui sépare les époques auxquelles se rapportent R,
«t R', de Pépoque actuelle à laquelle répond R; attendu que les valeurs de ■■-=- et -j-i
données par les formules (17), supposent que les éléments de Torbite terrestre n^out pas changé. II faudrait, en outre , supprimer dans le calcul des trois rayons vecteurs terrestres
7. Poursuivons maintenant nos olruls. En multipliant la première équation (lo) par rosa, la deuxièiDc parsinz, et ajoutant membre à membre,
d'x rf'j d'j:' d'r' d'o da}
ces a H sma— ;— = cosa (- sm a — 1 : o — •
rfC de dp dt> dl' ^ df
Multipliant actue'Iement la première des mêmes équations par sintc, la ileuxième par cos^x, et relranchaat celle-ci île l'autre, il viendra
d'x d^y d^jf J'r' dp da. rf'a sm B —r, «Ma -rr = sin a — (os a — f 2 -/
df de de de dt dt ' de
Ces équations, en ayant égard aux relations (5) el(6), ileriennent
fu. fa.' d
^[xcosa-t-j-sina, = — -^(ycosa-Hj'sina)-!-^
dtdi
— -^(xsina — r«»")=— ^{-^Mno— r'cosa)
Enfin les équations (7) et (8) donnent
*cosa-!-/sina=^x'cosa-+-j'stnŒ -|-p, f sina — j-cosassa/sina — j-'cosa,
1 a; cosa + r sîn « = R(co» J cosa -H sin J sin») + p = RcosÇ + p, ^' I ^sin a — y cos« = R (cos è sina - sin J cosa) = - Rsinï;
sitbstiliiant ces valeurs dans les équations (18) et transposant, on aura
d'p ,di^ .Jv- n,™p \^^ ■'f
dç da
+ p---RsinÇ
\ dt dt ^ de
les termes proTeniinl de l'aclian de la Lune, de niBDièro que ces rayons recteuis fusaent ceui de l'orbile décrite par le centru de gravité de la Terre et do la Lane, an lieu d'appartenir il l'orbite décrite par le centre de ligure de la Terre. Celte dernière condition entraînerait enmiDe conséquence la rédiielion des obBi^rva tiens , non pas seulement nu centre de la Terre, par la panllaie, mais encore an caiitredc gravité de la Terre et de la Lone, BU mo;en d'une autre lorte do parallaie. On pent négliger cette rédiretion dana une première approximation , des éléments, ainsi que nous 1 Quant aux perlnrbalions des ^ les négliger lorsqu'on népligi 'iTniËres ëtnnl souvent bien p Âdditi'inx i852.
îjfi
H. LeA nquatum» .u» T* .1 et 7 iom .a ^ompie rB|iraiinctâiB iTmmt pirtie <|p i'^ic»4fiie :* m tmuveàaHKla JEcranv^ue cjefescer. LAtSQÛBè^ircqaadoo 'lo '^antimt senle .a tpnv4«e tu tienxième onire par rapport a la ladlMlr, et je (tnis «UrR, lits i presmt, fu «^ile ne runconm puint j. la forntnriwi da equannnft iii pmhiêaïc; ]e se /n -^mwiyire irz que pour &l cirery aioaîqB'on le v>erra plus tard . one oouiiiuuidan le /exactitutie di» (ionaecs fosniks par l*ohflervatian. Mu» le» «ittes »*quiriian» me (^xmtiesnunt pu» cstrovr h dériFoe (ta troissème <irdre par rapport a la Inniptiuie, (pi il «sC uiJ i apemia ble d y
ifitmiiuûre.
Pour Gsla, e difSBnntîe ia. deuxième eipialiuu na , ce qni dcMBc
^dzi'-x dxd'j d X ^'m /x . ^dK ^ ^dl\
f dt te it Uf .x£* BL r dt dt f
jl - _ . _^*x ciR /*x dr
E.* tt *•* rtt
éffuekTioa daim laipiefle oa <t
'~^"'*' ;zr~~s ^dt
L'efpiatioa 21 . a incrotiiiit «ne aiiaireiLe d et luge ^m est — - On pourrait «etîe d«^rWe« de la relation
en ftobstîtoant dans ie deuxième BHubre les Talteuis 7 et 9' ; mais il est ptn» jj—pk de ki déduire d une ffcèatu» iMraie par le trîaiigle recdUgDe dcioC k Soleil, la Terre et la planète ocrup^nt les sommées. Les côtés de ce
îriatode sont r, R et — ^ : en désignant par x raii4;le à la Terre, k comous de: cet angle, à came de J = Q±:i6o^y est fît3) cosx = — ros|cos9;
ee triangle fournit réqaation
(«4) r^ = R'-^2R?cos;-|--^-
^ ^' cos'O
Différentîons complètement cette dernière , il viendra
^/^ r// dt ^ dt dt cf^Hdt
sin r/0 ^ ros'9^/f
9. Nous avons maintenant à considérer les équations (20) , (21), (24)
et (26), qui sont au nombre de cinq; elles contiennent les cinq inconnues p,
du d^p dr
-T-t ■— , r et — : il reste donc à résoudre ce système d*équations.
Nous mettrons d'abord IVquation (24) sous une autre forme , en la résolvant par rapport à p : ayant égard à la relation (28 ) ,
cos y.r=z — cos H cos ô , il vient
= R cos 6 I cos y. ± t / =: sin' y. | •
Sous cette forme, la valeur de p est ambiguë; mais observons qu'elle est nécessairement positive : il s*ensuit que toutes les fois que cos y. sera négatif ou r, compris entre go et 270 degrés, il faudra prendre le signe supérieur. D'un autre côté, lorsque r sera ^R, la valeur du radical excédera la valeur absolue de cosx; on ne pourrait alors admettre le double signe, quand bien même celle quantité serait positive. On ne devra donc avoir égard qu'au signe supérieur, toutes les fois que r sera > R , ou bien que y, sera compris entre 90 et 270 degrés. Or ce cas est celui des planètes supérieures, les seules que Ton ait découvertes depuis l'antiquité. Lorsque r pourra être supposé <1R> «" 4"'iî s'agira d'une planète inférieure, il ne pourra cependant pas être <C I^ sinx, afin que le radical ne devienne pas imaginaire; mais alors les deuic racines seront positives, et, jndépendamment de considérations physiques, le choix de la racine sera fixé par la condition de satisfaire aux autres équations du problème. Il n'est pas présumable que ce cas présente jamais de difficulté, à moins qu'on ne découvre quelque petite planète entre Mercure et le Soleil, et si voisine de ce dernier, qu'elle disparaisse presque en même temps que lui sous l'horizon.
Nous avons résolu l'équation (24) par rapport à p , attendu qu'il ne sera possible d'obtenir les valeurs de rou de p que par tâtonnement, et qu'il sera bien plus aisé de faire, sur la valeur de r, une hypothèse approchée de la vérité, que sur celle de p. En effet, les distances p varient beaucoup, tandis que les rayons vecteurs r, à cause des faibles excentricités des orbites planétaires , sont beaucoup moins variables; les limites de la région dans laquelle circulent les petites planètes autour du Soleil , sont assez bien connues pour qu'on en puisse déduire une valeur de r qui serve utilement de point de départ dans les calculs d'approximation.
Voici d'abord comment on pourrait concevoir la résolution des équations
du problème (toutefois, j'avertis que je ne m'attacherai pas à la pratique de ce procédé).
En partant d'une valeur hypothétique de r, les équations (?6) donneraient celle de p; les équations (20) fourniraient, Tune la valeur de -7-^ ^ l'autre
celle de -j-' Notons, en passant, que cette, dernière présenterait l'expression
de -j- sous la forme -9 si la planète était stationnaire en longitude, cas
auquel -r serait nul; la valeur de -7- ne saurait, en effet, devenir infinie. ^ dt dt
Laissons celte difficulté pour le moment. L'équation (26 ) donnerait la va-
dr leur de --r ; et cette dernière, ainsi que la précédente, étant substituées dans
le premier membre de l'équation (21), devraient le rendre nul, si la valeur de r avait été convenablement choisie. Il est clair qu'une série plus ou moins longue de tâtonnements conduirait à la valeur de r, capable de satisfaire à réquation (21).
Au lieu de procéder ainsi qu'il vient d'être dit, je vais former l'équation finale, et je donnerai ensuite la valeur approchée de la correction ^r, qu'il convient de faire subir à la valeur hypothétique de r.
Formation de réquation finale,
10. Substituons d'abord la valeur de — -—9 tirée de la seconde équa-
dt dt ^
doL tion (20), dans l'équation (26) multipliée par — ; il viendra
dr da. dK da. f^' ^ fl*- t>^ - >- y-
r ---- = R-~ -— H-^ smÇcosg ^R'smÇcosÇ
dt dt dt dt :iK 2 r^
( ^dadK Kcosi d'oL ^ . ^d^doL /a' sin?\
-H p cos H z ; R sm ? -r- -;- H — Ît I
f^ \ ^ dt dt 2 dt^ ^dt dt :iK^cos'B/
/apRsinÇ p' I i d'à dOdoL\
r3 2 cos' cos' \ 2 dt^ ^ dt dt J
Maintenant, Téquation (24) donne
— î--- = /•'— R2— ^pRcosc.
cos* ^
Subatituant celte valeur et divisant tout par / '', on aura
-+-— R-T- — -h^smÇcosÇH XT — R' tango— -- )
"^ R' sin Ç ces Ç
2R^cos'0 dt dt
r* 2cos'6 Multiplions encore l'équation (21) par —5 et mettons-y les valeurs de -7-7'
dû dcL ... I dr dot
~i: ~jr'* tirées des équations (20) , ainsi que la valeur précédente *^^ ~ "77 ;J7 '
Ayant ensuite égard à la relation
d% dX doL . , doL d\ ^doL dX
-j- = --— — -7- î qui donne 2 — --=z=3-; 7- \
dt dt dt ■ dt dt dt dt '
opérant les réductions, et posant
' , -,sinÇ/3^'a 1 d^^.da\ ^,cosÇ/_€/a d^\d(f. A =/(* ^ (^-^+ j^ -^^j +/f* -^(^3^ - — j ^,
C'=~3/f.R3sin?rfi^-tange^\^ + i^-|.i*gsin|cos?l,
L\R ^^^ dt jdt 2.dt' 2 R3 * I
D' = - (/p)' R3 sin' Ç cos Ç ;
a rfa^\ ^/a 3 / d^a\^
dt^ I dt 2 \ r/r
r/i ^R ^dB\do, I rf'al cos H ( r— 2 tang 9 -;- -7- H rr
"^ *'" ^ \2 COS' Ô R^ r// ^^ yl ]
^..^3 (/f.)-R-sin-^ ^ \ 2 cos' 9
réquation (ai) y transformée, pourra s'écrire
Il suffirait d'y substituer la valeur de p , équation (26), pour qu'elle ne contînt plus que la seule inconnue r,
Nous devons nous attendre à ce que l'équation (28) soit satisfaite par /*= R , en supposant d'ailleurs f^- =/*/*'• Pour nous en assurer, formons d'abord l'expression
(/^'r /f^'/f^R^ wf\^^' ifi^y^'
au moyen des valeurs (27); nous trouverons cette quantité nulle identiquement, et si nous cherchons à former une expression analogue, en substituant R à r dans le coefficient dep, équation (28), il nous suffira, pour reconnaître
que ce coefficient ne s^annule pas, d'observer que -j— entre dans un seul
terme des expressions (27) ; il vient donc p = o , comme cela doit être. Quant à l'équation (26), elle se trouve satisfaite en donnant au radical le signe contraire à celui de cosx.
La relation
(f/y /p'/p^R^ /p'/pB^ (/p)'R^
pourra être employée à la vérification de l'exactitude des valeurs numériques des coefficients A', B', C, D'.
On voit aisément qu'en faisant disparaître de l'équation (28) les dénominateurs, puis élevant au carré pour faire disparaître le radical introduit par p, on obtiendrait une réduite en r qui s'élèverait au dix-huitième degré; nous ne procéderons point de la sorte , afin de ne pas introduire de racines étrangères, et pour éviter d'ailleurs toute complication inutile. Nous con* serverons donc aux équations {26) et (28) leur forme actuelle , et nous en tirerons les valeurs de r et p par des approximations successives.
Soit $ la valeur du premier membre de Téquation (28) relative à une valeur quelconque de /*, en y supposant celle de p fournie par l'équation {26). Construisons la dérivée de 4> par rapport à r ; il viendra
d<P 3B' 5C' 8D' dp/^„ B" C" D"
(/r r* r« r^ dr\ ^ r^ r^^ r«
La valeur de -— tirée de (5ette équation étant substituée dans la précédente,
dr
et, si Ton fait varier /* et o seulement dans i'é€]uation (34)» ^^ ^wva
rdr = (r cos Ç -f- —^ ) rfp.
dû .
Q — — tir<
il s'ensuivra
Rcos? + -^^ /
Kd supposant que la valeur de r, d'où Ton a tiré p et 4», ne soit pas trèséloignée de satisfaire à Téquation (28), une valeur approchée de la correction ir de cette inconnue sera donnée par la formule
Ir
Au moyen de la valeur corrigée de r, on devra de nouveau calculer p par réquation (26) , et introduire ces valeurs de r et de p dans le premier membre de l'équation (28). Si celte équation n'est pas exactement satisfaite, on procédera de la même manière à une nouvelle correction.
Examinons ce que devient Téquation (28), lorsque — est nul, ou lorsque
la planète est stationnaire en longitude. On voit d'abord que les coefficients B' et B'^ s'annulent. On peut dès lors écrire l'équation (28) sous la forme
Celle-ci devient, en y substituant les valeurs que prennent, dans cette cir-
constance , les coefficients (27) , et supprimant le facteur - ?
d^OL ff\tl sin Ç ^ d^ ~di^\ R» ^ dt''
Or l'équation (24), mise sous la forme
(3o bis) r*^ = R(R H- û cos Ç) 4- /= ( R cos? -4- —^1
\ cos'ô/
donne
^(R 4- p cosÇ) = 1 - -^ (rcosS +-^^ /•" r' \ cos'ô/
don (20] dans l'hypothèse de — = o, et l'on aurait pu immédiatement poser.
Substituant cette valeur dans le second terme de l'équation précédente , il vient
//^ \ R» "" r' ^li")
__/f.Rsing/ ^ ( d^ U' sin g _fy R sin j\
r» \ ^ cos'Q/ \ ^ rf#» ^ R* r' J
On peut aisément mettre cette équation sous la forme
Le premier de ces facteurs , égalé à zéro , est ce que devient la seconde équa-
da
dt dans ce cas ,
comme l'une des équations du problème; en effet, cette équation, combinée
avec l'équation (24) , donnerait ret p, tandis que la première équation (20)
d^p , . , . df
donnerait -y^ 9 et les équations (21) et (25) feraient connaître ensuite r-r-
et -j^» Le deuxième facteur ci-dessus est donc un faeteur étranger à la quesde
tion, et introduit seulement par l'élimination des trois inconnues que nous
venons de désigner.
Il n'est pas hors de propos d'indiquer un moyen de résoudre l'équation (3a).
Soit
^ RcosQ' l'équation (24) pourra s'écrire
r'= R»(i -f- 2p' cosQ cosÇ + p") ou
r* = R' (1 — 2 p' cos X -h p'"^ ) ;.
au moyen de cette valeur, l'équation (32) devient
r/'a sin^r --~\
p'cos9 — -.^^f (,'-/(, (l - 2p' COSX 4- p") '1=0.
Si l'on pose ensuite
fu.' sing
COSÔ -r-
^ ^ » il viendra
p' — ^*T^(i - ap'cosx -f-p")"^-^ i|=o.
Or on peut y dans une première approximation , supposer ^ = i, et Téqua-
tion précédente, ainsi modifiée, a été résolue, il y a déjà longtemps, par M. Binet, au moyen d'une construction très-élégante : on corrigerait la valeur approchée de p' en employant tes équations
^=l^3fL h'^' (p' — COSx) (l — 2p' COSX -f- p'^)" %
dans lesquelles cp désigne le premier membre de la seconde équation (33).
Les équations (33) mettent en évidence ce fait intéressant , que dans le cas où un astre est stationnaire en longitude, il suffit d'en connaître les coordonnées angulaires et la deuxième dérivée de la longitude géocentrique, pour déterminer ses distances à la Terre et au Soleil ; mais ces données sont insuffisantes, comme on le prévoit aisément , pour déterminer les éléments de l'orbite.
On remarquera, en outre, que si l'époque choisie est Tinstant de l'opposition, auquel cas \ devient nul, Féquation du problème se simplifie considérablement; elle se réduit, en effet, à
et les coefficients A', B' se réduisent eux-mêmes aux termes affectés du facteur
COSç.
fll. Les valeurs de r et p étant connues, dans tous les cas, par ce qui précède, il s'agit maintenant de calculer leurs dérivées - et -j-* Distinguons.
deux circoDstances : i® le mouvement en longitude géocentiîque sera considérable , comme cela a lieu vers l'opposition ; 2*^ il sera nul ou presque nul , c*est-à-dire que la planète sera stationnaire en longitude , ou à peu près. Si la planète est voisine de l'opposition, on aura facilement les valeui^
de— et --—? par les équations (20) , qui donneront
dt doL [ \R' r^ ) ^ dt^ }
(35) { '^ dt
dt^ nR» r^/ ' df' ^ r'
L'équation (sS), dans laquelle nous grouperons les termes du deuxième
dr Ji
dr membre, fournira la valeur suivante de r — ? en ayant égard à la seconde
équation (22),
dr ,^ V ^R • ^l
r-r = (R + pcos?) — pR smS -7-
. dt ^ ^ ' dt ^ dt
RcosÇ H ^1^+-— 7 tango—.
^ cos' Q/dt cos^ô ^ dt
d^p Toutefois, nous remarquerons que le calcul de -jj serait ici sans objet, si
nous ne devions pas nous ménager un moyen de vérifier les calculs effectués. Or cette vérification s'obtiendra en substituant dans Téquation (21) toutes les quantités déterminées précédemment ; celle-ci devra être satisfaite si tous les calculs sont exacts. Il va sans dire que les données elles-mêmes sont supposées l'être.
Si la planète est stationnaire en longitude, ou peu éloignée d'une station,
la première équation (35) est impropre à fournir la valeur de —-^ attendu que - - serait nul ou très-petit, et que ■—- ne peut devenir infini; la parenthèse qui multiplie —j- deviendrait donc elle-même nulle ou très-petite, ce
dt
qui donnerait la valeur de -r- sous la forme -? ou mal déterminée.
' dt o
Pour éviter cet inconvénient, nous allons former une autre expression de -r^9 et, à cet effet, déduire cette inconnue et r — des deux équations (21)
€C (25) OU (36). Afin d'abréger, posons
. rfR . dt p' • dB
Q=(R + pco.ï)^-pR„oïj- + ji,ttn6«j-,
les équations (36) et (21) deviendront
r-^ = Q + ( RcosÇ -h — ^ ) -/^ dt ^ \ cos^Bj dt
Éliminons r-— entre ces équations, il viendra
dpd^a /fxRsinÇ^ /aRsinÇ/ ^ P \ '^P ^ ^/
dt df r* ^ r^ \ ^ co%^B) dt Z^ '
d'où
dt ^ d'^çf. /ixRsin?
•^ ' R cos Ç
cos'Ô/
r/r^ r* \ cos'Ô
on aurait de même, par l'élimination de -~- 9
^ dt
rf'a /(.Rsing /
cos'ô
On pourra donc calculer ;7^ et r— par ces deux dernières formules, ou
bien en employer une seule, en se servant de Tune des deux équations (38)
pour déduire l'autre inconnue, et n'oubliant pas que la valeur de — i
contenue dans Q', doit être calculée par la seconde équation (35). On devra substituer ensuite tous les nombres obtenus , dans la seconde équation (20) qui sera satisfaite si les calculs sont exacts.
Nous ferons remarquer qu'il eût été possible d'établir notre équation (28) en
éliminant -j- entre réquation (39) et la seconde équation (20) ; le résultat de rélimination est '
En mettant dans Q' l'expression de -r^ ? seconde équation (35), et substituant
ici les valeurs de Q et de Q', on obtiendrait, à Taide de Téquation (24), une
transformée qui serait identique avec Téq nation (28). L'équation actuelle se
doL change immédiatement en l'équation (3i), si Ton fait — = o.
d^ Examinons actuellement le dénominateur commun des valeurs de -7^
dt
cir . doL
et r—t équations (39) et (4o). C'est vers l'opposition que la valeur de ---
atteint un de ses .naxin.ums; la valeur de Ç^l est donc alors nulle , et à cette
' dt^ '
même époque l'angle Ç, et, par suite, le facteur sin^ sont pareillement
nuls. Le dénominateur dont il s'agit se réduit donc à zéro, et comme
dû dr
y- et r -- ne peuvent devenir infinis , les formules (39) et (4o) donnent des
résultats indéterminés. Rappelons que ce n'est point pour en faire usage dans ce cas, que nous avons établi ces formules, mais bien pour les appliquer lorsque la planète est stationnaire en longitude. Dans cette circonstance , la seconde équation (20) donne
^^RsinJ//i/_y>\.
df" p \R^ r^j'
on tire aussi de l'équation (3o bis) ,
i; (rCOS? + _4^) = i[l - ^ (R + p cOS?)]
r-\ cos'0
Au moyen de ces valeurs, le dénominateur en question devient , toute réduction faite,
Rsingr/tx' fu. fiiK,^ ^r\
Enfin , si l'on désigne par a l'angle au Soleil, compris entre les rayons vecteurs
(le la Terre et de la planète, la théorie des projections montre que
l'on a
R -f- p cos Ç =r r ces 0".
On peut évidemment déduire cette relation de la considération du triangle formé par le Soleil, la Terre et la planète: ce triangle, dans lequel le côté
opposé au Soleil est — ^^ donne
cosQ
^ ^R'+ r' — 2RrcoSf7;
cos^ Q
mais l'équation (24) est
P' r»=: R^-h 2Rpcos?-4-- -^•
^ cos'ô
ajoutant membre à membre et réduisant , il vient
o = 2R^ + 2Rp cosÇ — 2Rrcoso',
d'où
R -f- p cos S = rcoso".
Cette valeur donne au dénominateur commun des seconds membres des équations (Sg) et (4o) la forme
ou bien la suivante, en faisant, pour plus de simplicité, f^znf^'^
fufsmll R^ R^ \
Pour discuter complètement cette expression , il y aurait à exprimer les conditions géométriques et mécaniques du phénomène de la station en longitude. On parviendrait, de la sorte, à une relation entre r et coso-, qui permettrait d'exprimer cette dernière quantité en fonction de r; mais cette expression contiendrait les demi-grands axes, les excentricités et les inclinaisons , et serait d'une discussion très-difficile.
Nous allons rechercher les limites entre lesquelles l'expression (4i bis) pourrait devenir nulle. Dans les circonstances où nous en voulons faire usage, les facteurs sin ? et p ne peuvent s'annuler ; il n'y a donc à examiner que les cas où la parenthèse elle-même pourrait se réduire à zéro.
1èi>sons, à cet effet , — = v , et désignons par P' la valeur de cette paren-
thèse ; il viendra
„, 2 COS ff
En la réduisant à zéro et tirant la valeur de coso-, on aura
coser = 2u — u*.
Considérons maintenant séparément le cas où cos <t serait positif, et celui où il serait négatif.
1®. Goso- étant supposé positif, on a les deux conditions
cos (T <^I, cos 0" ^ o ,
ou bien
Les premiers membres de ces inégalités étant réduits en facteurs, donnent, en changeant leur& signes,
(u— i) (y — 0,5437) (u»-hi,5437y-+-i,8393)>o; «(v^ — 2)<o.
Or, yj étant essentiellement positif, on peut supprimer ici les facteurs que celte circonstance rend positifs; il en résulte les conditions
La première de ces conditions donne lieu aux deux systèmes suivants :
y>ï> y><>>5437; y<Cï> y <[ 0,5437.
La fonction P' ne peut donc s^annuler que pour des valeurs de y prises en dehors des limites o y 5437 et i .
La seconde condition revient à
y <C Y 2 ou y <1 ï > 2599.
Ainsi P' ne s^annulera pas pour des valeurs de y[]> 1,2599. ^' ^^ ^^°^ établi, pour le cas où cos<t est positif, que P' ne peut s^annuler que pour des valeurs de y comprises entre o et 0,5437, puis entre 1 et 1,2599. 2°. Coso- étant supposé négatif, les deux conditions
— cos C <^ ï > — cos ff ^ o ,
donnent
On en tire, en procédant comme plus haut,
ou, en supprimant ]es facteurs essentiellement positifs,
Ainsi, la valeur de P' ne pourrait s'annuler, lorsque coso- est négatif, que pour des valeurs de u comprises entre 1,2599 et 1,3954» c'est-à-dire dans le cas de planètes supérieures situées dans une zone dont la limite inférieure serait le milieu des distances moyennes de la Terre et de Mars au Soleil; la largeur de cette zone serait 0,1 355.
La zone pour laquelle l'indétermination paraîtrait possible, dans le cas des planètes supérieures , est assez peu étendue pour que Ton soit tenté de croire à l'impossibilité d'annuler P' lorsque u est ]>• i . S'il n*est pas possible de le démontrer généralement, il est, au contraire, très-aisé de le faire dans Thypothèse des excentricités et inclinaisons nulles.
Nous allons former Téquation de la station, dans cette hypothèse. Soient : (PI. Illyfig. i) S, T, P les lieux du Soleil, de la Terre et de la planète; T' et P' deux lieux de la Terre et de la planète infiniment voisins des précédents, et situés sur les perpendiculaires aux rayons vecteurs R et r. La condition pour que la planète paraisse stationnaire est que deux directions consécutives PT, P'T' soient parallèles. Nous les supposerons telles; menons par le point P une parallèle P/ à TT', jusqu'à la rencontre de la droite P'T' prolongée s'il est nécessaire. Le triangle infinitésimal PP'^ donnera la relation suivante :
p7 sin PP'^
^' ^ sin P'/P
mais F/=: tFt, et les déplacements T'T, P'P sont respectivement égaux à RN'c/f, rNrf^, N' désignant le moyen mouvement terrestre, de sorte que le
R W premier membre de celte équation est égal à — ^^ • D'un autre côté , la troisième loi de Kepler donne
d'oii
ou
on
La valeur du rapport -. — - devient donc simplement W= ou yû. Si 1
désigne par P et T les angles en P et T dans le triangle PST, et par *, comme ci-dessus, Tangle en S; le second membre de l'équation considérée
tl2
cos P
deviendra -? et Ton aura
cosT
/- cos P
^ cosT
La proportionnalité des sinus, dans le triangle PST, donne d'ailleurs
_sinT """«iiP'
enfin Ton a
d'où
cos(T= - cos(P-l-T).
En éliminant P et T entre ces trois équations, on a, pour déterminer l'angle ff au moment de la station ,
coso- =
D^ailleurs, si l'on calcule les valeurs de coso- correspondantes à u = 1,2599 et u = 1, 39549 on trouve o ,99 et o ,97 environ ; ces quantités sont, comme on le voit, fort éloignées d'être négatives.
Si Ton suppose v]> i, V^ — i sera une quantité positive; il s'ensuit que cos (T sera essentiellement positif. Or nous avons trouvé généralement que cos (7 étant négatif, on ne peut redouter l'indétermination que pour des valeurs de y comprises entre i , 2599 et 1 , 3^5/{ ; iJ en résulte que , dans l'hypothèse du mouvement circulaire et dMnclinaisons nulles^ l'indétermination n'est point à redouter pour les planètes supérieures.
On peut encore examiner ce que devient P' dans le cas des planètes inférieures, et toujours dans l'hypothèse des excentricités et inclinaisons nulles. Celte fonction devient, en y introduisant la valeur de coso-,
En égalant P' à zéro et cherchant les valeurs positives de v qui y satisfont , on trouve d'abord y = i, puis ensuite u = o ,45 environ. L'équation P'= étant développée s'élève au neuvième degré : elle a seulement trois racines positives; mais la troisième racine, dont la valeur est i,3 à peu près, répond à
une valeur négative de yu , et doit être rejetée.
De ce qui précède, il faut conclure que l'indétermination des exprès-
sioDS (39) et (4o) , relatives au cas où la planète est dans le voisinage de sa station, n'est réellement à redouter que pour des planètes inférieui^es qui seraient situées à une distance d|i Soleil, comprise entre 0,4 et 0,6.
Les valeurs de — ^ et r — ^ équations (Bg) et (4o), dépendent de Q et Q'.
Ces dernières quantités introduisent les valeurs de ■— et de —t qui étaient
doL devenues inutiles pour le calcul des distances r et p lorsqu'on a — = o,
mais qui ne disparaissent pas des expressions de leurs dérivées dans la même circonstance. Ainsi, il ne paraît pas jusqu'ici que Ton doive obtenir beaucoup moins d'exactitude en prenant une époque voisine de la station en lon< gitude, que dans tout autre cas, puisqu'il faut toujours, en définitive, faire usage des dérivées du troisième ordre. Le choix d'une époque voisine de l'opposition n'aurait d'autre avantage que de faire dépendre les coordonnées héiiocentriques et leurs dérivées, de distancés à la Terre beaucoup moindres et, par conséquent , susceptibles d'être déterminées avec plus d'exactitude. II est évident qu'il faut en profiler toutes les fois que cela est possible; mais il était important de montrer que les formules, convenablement établies, donnent néanmoins des résultats qu'on ne saurait considérer comme défectueux , si on les applique aux époques voisines de la station , attendu que , dans plusieurs cas, cette époque a coïncidé à peu près avec l'époque moyenne des observations faites pendant la durée de l'apparition des nouvelles petites planètes.
On pourrait combiner de diverses manières la première équation (35) et
l'équation (39) pour en déduire une valeur de -7^ à la fois convenable au
cas de la station et de l'opposition , et qui ser«iit , par suite , d'un u^age général . Ainsi, par exemple , si l'on pose
= RsmÇU^-^^ -p — ,
. /a R sin Ç ^ I ^,
<'/'a /V-RsinH/ p \
^ dt' . /••' \ cos'ô/
la seconde équation (20) et l'équation (39) donneront
dp doL
dt dt ^'
dt Additions i852. 8
multipliant la première éipiation par ?- ;^ ^ 1^ seconde par 9', puis ajoutant membre à membre, il viendra
d'oîi
(l^ "^ dt
dot. ,
4xr + 7'
dt
Le dénominateur de cette expression ne s'annulerait que si les quantités' y-
vx q' pouvaient se réduire en même temps à zéro; et nous avons vu que cela n'est point à craindre pour les planètes supérieures.
Si Ton fait usage de la formule (43) , on devra calculer ensuite r —5 au
moyen de la première équation (38) ; la substitution des valeurs calculées, dans le second membre de l'équation (36), offrira un moyen de vérifier l'exaclitude des calculs.
Calcul des coordonnées, des composantes de la vitesse parallèles aiix axes coordonnés , et des éléments de r orbite.
12. Ce qui va suivre n'est qu'une reproduction des formules de Laplace, sauf le calcul de l'anomalie vraie et de l'excentricité.
Les coordonnées de la Terre se déduisent des équations (8). Les composantes de sa vitesse sont données par les équations (17) et (iij. Les équations (7) et (9) font connaître les coordonnées de la planète et les composantes de sa vitesse.
Le calcul des coordonnées de la planète peut se vérifier par la relation
(44) ,'2=^2-1^ ja-f. 2»;
la valeur de /• qu'on en tire doit coïncider avec la racine de Tcquation (28). Si l'on c.ilcule ensuite le second membre de l'expression
, , ^, <//■ dx dy dz
on devra trouver une v.ileur de /-r concordante avec celle qui a été
dt ^
obtenue plus haut.
Les constantes des aires sont données par les formules
/ dz dr
' di di
dx dz
dt -^ dt
La valeur de C, étant tronrée positÎTe, montrera que le mouvement projeté sur récliptique est direct , et que, par suite , rinclinaison est comprise entre o et 90 degrés; dans le cas contraire, qui ne se présente pas pour les planètes, le mouvement projeté serait rétrograde, et l'inclinaison serait comprise entre 90 et 1 80 degrés. Le calcul de ces formules se vérifie par l'équation
(4?) Gx-hG'/-4-G"z=o,
qui est celle du plan de Torbite.
On obtient ensuite Pinclinaison du plan de Torbite, par Téquation suivante
JG' 4- G'*
(48) tangl= ^ ^ .
dans laquelle le radical n'est pas affecté du signe ±, attendu que le signe est donné, en vertu de ce qui précède, par celui de G'^ La longitude du nœud ascendant se déduit de
(49) tangQ=— -.
La valeur de ^ déduite de cette formule est anribiguë : pour distinguer s'il faut ou non ajouter 180 degrés à Pangle donné par les Tables, nous aurons égard à la relation
(50) tang X = sin («'i — Jî) tang I ,
qui doit être satisfaite par un choix convenable de Tangle Q •
Soit , pour abréger,
r, = sjx" + y\ on aura
(5i) X = r, cos ï', , y =^rx sin c^ , zz= r, tang X ;
d'où, en vertu de l'équation (5o),
z = (r, sin c, cos S^ — ''1 cos v^ sin Q) tang I j
on
z = cosÇl(x -—x ung Q ) tang I ,
et, à cause de Téquation (49)»
Mais réquation (47) permet d*en déduire , après la suppression du facteur commun z,
1= g^G'langl;
en ayant égard aux équations (48) et (49)9 cette relation donne
smQ cosQ
Il s'ensuit que Q doit être choisi de manière que son sinus ait le signe de G^ ou son cosinus le signe contraire à celui de G'.
Cette dernière expression permet de donner au calcul de tang I la forme logarithmique, en supposant qu^on ait d'abord calculé Q ; il vient, en effet,
Pour obtenir le demi-paramètre n , que Ton désigne en fonction de Texcentricité, par A (i — E') ou A cos' n , on emploiera Tune des formules
^ ^ ^ I r (dx^ dy^ dz'\ l dr\^-\
Le demi-grand axe se déduira de l'équation des forces vives
I 2 I fdx^ dy^ dz^\
La durée de la révolution sera fournie par la troisième loi de Kepler : en prenant la durée de Tannée sidérale pour unité de temps, on a
vf^*-
La valeur du moyen mouvement héliocentrique diurne exprimé en secondes
sexagésimales s'en déduira y et aura pour expression
(56) »" = --: — -y log-. — j^=3,55o 0072, ^ ' T sin 1" "sin i" '
€Dvertu de la première équadoa(a).
On formera ensuite
(57) cos' »?=-->
€t l'on en tirera cesu, mais non point Pangle ti lui-même, attendu que cet angle, étant généralement très-petit, ne saurait être donné avec précision par son cosinus.
De même, il faudra bien se garder généralement de déduire Tanomalie vraie, de réquation de Torbite, celle-ci ne pouvant la donner en fonction du rayon vecteur qu'au moyen de son cosinus; les anomalies voisines de o ou 180 degrés seraient mal déterminées par cette équation. Pour obvier à cet inconvénient, nous emploierons à la fois Téquation de Torbite et la première équation ( 1 2) que nous écrirons comme il suit :
(58) E«nV=^^''-,
Véquation de l'orbite donne elle-même
(Sg) EcosV = I.
On tire de ces deux équations, en divisant membre à membre,
v/n dr
(60) lang V = lÙL-, •
et Ton en déduit V, en prenant cet angle de manière que son sinus et son cosinus aient respectivement les signes des seconds membres des équations (58) et (59).
L'une ou l'autre de ces dernières donne Ë : on doit choisir «elle qui contient la plus grande valeur absolue des deux quantités sin Y et cos Y ; on a dès lors , pour déterminer m ,
(61) sinin = E.
Déduisant ensuite la valeur de cos n , il faudra que cette valeur s'accorde avec celle que Ton aura tirée de l'équation (67).
L^anomalie excentrique sera fournie par l'équation
, tangiv
{62) tang-w= —
tang
elle prend le $igne de V.
L'anomalie moyenne de l'époque ou Tangle s — zj sera , en désignant ici par t le nombre de jours écoulé depuis cette époque qui est entièrement arbitraire,
(63) g — cj = a — -A-^ sin u — N" t.
^ ^ sm 1
Il reste à calculer la longitude du périhélie. A cet effet, les équations (5i) donnent
tangp, = -»
et Ton doit prendre (^, de sorte que son sinus et son cosinus aient respectivement les signes de 7- et de jf ; il vient ensuite
(64) ta,g(.-Q) = "°g (-■-«) .
En faisant usage de cette formule, il faut choisir (p — Q) de manière que l'équation
(65) cos («'i — Q) cos A = cos (p — Q)
soit satisfaite quant aux signes ; c'est-à-dire que cos {p — Q) doit avoir le même signe que cos [vi — Q).
On a, pour calculer la distance du périhélie au nœud,
ajoutant la longitude du nœud , on obtient celle du périhélie.
Si les longitudes a ou j^ sont rapportées à Téquinoxe vrai de l'époque, o et Çl se trouveront aussi rapportées à l'équiuQxe vrai ; il conviendra d'en retrancher la nut^tion, afin que ces quantités puissent être comptées depuis réquinoxe moyen. Enfin, si l'on choisit l'équinoxe moyen d'une autre époque, il faudra retrancher le mouvement de précession depuis cette époque.
Formules ayant pour objet de déduire les dérivées de la longitude et de la latitude par rapport au temps, des éléments de iorbite supposés donnés,
15. La déduction de ces formules présente , d'après Ténoncé , le problème
inverse de celui qui vient d^être résolu. Voici dans quel but nous allons nous
occuper de sa solution. La méthode de calcul exposée dans les numéros
précédents est encore propre à la correction des éléments ; il suffit de cor-
, . , da. d^a d^ et ^ dû „ ,. - ,
riger les quantités a , -7- 7 -r— ? — r— •> Ô et -7- 9 et d appliquer nos formules
dt di^ dt^ dt '^'^ ^
à ces quantités corrigées. Or, si la première approximation a été fournie par nos formules, rien n'est plus facile , puisque dès lors on a les valeurs primitives de ces dérivées; mais si les éléments ont été obtenus par un autre procédé, ou , plus généralement, si Ton ne connaît pas les valeurs des dérivées correspondantes à un système donné d'éléments et à une époque déterminée, il faut préalablement les déduire des éléments, pour pouvoir ensuite leur appliquer des corrections dont nous nous occuperons plus loin. Commençons donc par exposer celte déduction.
Nous supposerons les quantités a et calculées par les formules ordinaires et pour répoque moyenne, ou à peu près telle , des observations dont on dispose ;. seulement, nous admettrons que pour tenir compte de Faction de la Lune sur la grandeur du rayon vecteur et les deux coordonnées angulaires héliocentriques de la Terre, l'on ait retranché, des coordonnées fournies par les éphémérides du Soleil, les quantités ^ J et 5 log R, qui s'obtiendront ainsi qu'il suit :
Soient
R le rayon vecteur du centre de gravité de la Terre et de la Lune;
R -I- (îR le rayon vecteur terrestre ;
g la distance du centre de gravité delà Terre et de la Lune, au centre lie la Terre ;
P la parallaxe horizontale de la Lune exprimée en secondes ;
p" celle du Soleil aussi exprimée en secondes ;
^ la longitude géocentrique de la Lune , A sa latitude ;
//i, la masse de la Lune.
L'expression de la distance de la Lune à la Terre, en prenant pour unité la distance moyenne de la Terre au Soleil , sera
R ûnp" _ S"\ 58
sinP "^ P ' et l'on aura
Si Ton se reporlc aclucllciiicnt à \a^g. 2 [PI. III) dans laquelle S, G, T et T, désignent respectivement les positions du Soleil , du centre de gravité de la Terre et de la Lune , le lieu de la Terre et la projection de ce dernier siir Tccliptique y on posera aisément les deux équations suivantes :
(R-f-^R)cos i cos^J = R -f-g'cosAcos(C — O -h^J).
(Ici S^ est encore ce qu'il faudrait ajouter à la longitude héliocen trique du centre de gravité, pour obtenir celle du centre de la Terre). En négligeant les termes des ordres supérieurs au premier, divisant ensuite par R , et observant que
il vient
^logR=: 0,43429 — ,
^logR = o, 43429. éri^cos(C — O).
Substituons maintenant la valeur de g , remplaçons par Tunité les facteurs R et cos A , ce qui n'introduira que des erreurs négligeables , et posons , pour abréger,
(67) „,=%iÊÈ.--^, „', = 0,43429. 8", 58 -7^5 nous aurons, en changeant les signes,
~^logR=-^cos{(C-0).
Les constantes a, et a\ prendront diverses valeurs, suivant celles que Ton
attribuera au rapport —, de la masse de la Lune à la niasse de la Terre.
Quoi qu'il en soit , il faudra se servir de celui qui aura été employé dans la construction de Téphéméride.
En prenant -4 =7777-79 on trouve logiz, = 4>4^4> *ogfl', = 8,7298. m' 00,4
En prenant —) = 57;' on trouve logrt, = 4?3o83, log«', = 8,6317. * //r 00
Les coordonnées héliocentriques de la Terre ainsi xrorrij^ées, donneront les valeurs de a et 9 relatives au centre de gravité de la Terre et de la Lune ; et , quoique les observations ne se rapportent pas à ce lieu , il sera néanmoins possible, comme nous le verrons plus loin, d'obtenir les corrections de a et G , ainsi que de leurs dérivées , sans ramener les observations géocentriques à ce centre de gravité.
14. Nous omettrons pour le moment les formules qui servent au calcul de a et ; elles sont suffisamment connues. Dans leur application , il n*y aura d'autres précautions à prendre que celle indiquée ci-dessus relativement aux coordonnées héliocentriques de la Terre, et de ne point ajouter Taberration à a et 9. D'ailleurs, nous les reproduirons plus loin lorsque nous résumerons les formules à employer. Occupons-nous actuellement des dérivées.
Le calcul de a et de 9 ayant conduit à déterminer les valeurs des quantités /*, r,, f^, Pi et >, les trois coordonnées rectangulaires héliocentriques sont connues ; elles ont pour expression
x = r, costal, / = /'i sin f|, z = r, tang \ =± rsin X.
Les équations
N/ -h g — Tj = u — £ sin M ,
r = A(i — Ecosm), étant difTérentices par rapport au temps, donnent
d'où
- E cos u
du
>dF'
dr Ht
AE
sin u
du de
1 dr
N dt
AE sin u I — E cos u
sm u ;
on a aussi
et, par suite.
Or de
on tire
. / ïT- sm u
smV
dr NAE . „ _. r= sm V.
dt ^i __£'
A-^]N^ = /fA
Ajoutons les mêmes équations en les multipliant, la première parcosa, et la seconde par sina; nous aurons
dy dx dr' dx' dp
sin a -f- -f- cos or.-r = sm a -;- -f- cos a — r -f- -r- • dt de dt dt dt
dy' dj/ .
Au moyen des équations (i i), les termes qui contiennent -^ et — dans
les deux équations précédentes vont donner
dy , dx' ... . . .^R
cosa— ; = sm a — r- = (sm 5 cosa — cos 5 sm a) —r-
dt dt ^ ^ ^ ' dt
dk -h (cos J cosa + sin $ sin a) R —^9
dy dx^ , . u. . ^ x^R
sin a -^ 4- cos a -r- = (sin 5 sin a -h cos 5 cos a) — r-
-h (cos J sin a — sin J cosa) R -^>
et, à cause de la première équation (ai),
dy . dx' , dK ^ d^
cos a ~ sm a — r- = sm Ç — r- "+- R cosÇ -^ >
dt dt dt dt
dy da/ ^dYi ^ . rff
sm a -r- -h cosa -7- = cos \—, R sin Ç — ^•
dt dt dt dt
En substituant ces valeurs et transposant, il vient
dcL . dx «(r« »,^S .^^R
— P -7- = sm a -; cosa ~ H- R cosÇ —7^ -f- sm Ç -7- >
^ dt dt dt dt dt
dp dx , dy ^ . ^dX ^ rfR
—i- = cos a —- + sm a -7- + R sm Ç -p- — cosÇ -^ • dt dt dt dt dt
dx dY
Puis, si Ton met ici les valeurs de -r- et -—» et si Ton observe que les
^ dt dt
sinus et cosinus de a et p, se combinent de manière à donner des sinus et
cosinus de la différence a — c^,, on aura
— û — - = R cos Ç -—- 4- sm Ç -T- -h ^^ E sm V cosX sm (a — vx) dt dt dt Jfi
J/aJur . , . . / r^\ ' / \ cosi , xT
_ TrUUL- smlsmTicosft',— Q)sm(a — f^,)H rCOs(a— t'.) h
3Ê = RsinÇ^ — cosÇ^-+-^EsinVcosXcos(a — f.) dt dt dt Jn ^
■ smIsm).cos(p, — y)cos(a-— p,) sm{a— c) •
D'un autre cùté, la troisième équation (9), en y subslîluant la valeur
de -r t donne lit
1 cos'ftA *' dt ^
, , , rfa rfp rffl Ces trois formules serviront au calcul "^ j- ' 3~ ' j~ ' ^"* 1" •! soit nécessaire de former d'autres valeurs <|ue celles des coordonnées.
Les dérivées du deuxième ordre de a et p seront tirées des équations (30], i]ui donnent
l P ^j. "*'"^l R^ r' J dt dt'
g = -^^(lfJ.^-Cî\^J^-A
Quant à la valeur de — 1 il n'est pas indispensable de la former, puisqu'elle
n'entre pas dans nos calculs ; néanmoins , on pourra l'employer utilement à la vériScation de la concordance des données fotirnies par l'observation. Les troisièmes équations (5) et (7) donnent à cet effet
d'B fil.
— =-^pl.n6..
Substituant cette valeur dans la troisième équation (10) , il viendra
d'f) . , /d'p /u\ da dO d6'-
Enfin la dérivée du troisième ordre en a sera tirée de l'équation (21) dans laquelle il suffira d'introduire la valeur de ~ obtenue dans le présent numéro; on aura ainsi
* " 'Tr=r^— -T smÇ-p-i-Rcosï-T^ —i~ E
df \ R> r' j\ dt ^ dt j dt dt'
Les valeurs de a, -r-i -7—) -77-!
héliocentriques de la Terre et leurs dérivées du premier ordre , étant calculées par les formules qui précèdent jointes aux deux équations (17 ) , nous allons indiquer comment on corrigera les valeurs de a, 9 et de leurs dérivées fournies par des éléments donnés, ou ayant servi à obtenir ces éléments.
Correction des éléments de torbite.
15. La première orbite approchée servira à construire une éphéméride des positions géocen triques apparentes de la planète. Je la suppose calculée suivant les procédés ordinaires, c'est-à-dire en corrigeant les coordonnées terrestres de manière à introduire le lieu vrai héliocentrique du centre de la Terre , et ajoutant ensuite Taberration aux positions vraies de la planète. Ainsi , je n'entends pas que Ton doive appliquer à la construction de l'éphéméride, les formules qui serviraient à ramener les observations au centre de gravité de la Terre et de la Lune, comme cela serait nécessaire pour le calcul des éléments.
Ceci posé , soit ^ Fexcès des positions observées sur les positions de Téphéméride auxquelles on aura ajouté la parallaxe suivant les cas. Considérons, par exemple , la longitude représentée par la série
a = ao H 77 — I 7:r 1 7-;: t: 4- . . . ,
dt i dt^ 1.1 dt^ 1.2.3
et désignons par ^a la correction que doit recevoir cette série , pour que les valeurs corrigées de ex et de ses dérivées représentent les observations. Je dis que les corrections à appliquer se déduiront de Téquation
Cela serait évident, si Ton n*avait point à tenir compte de la différence entre les positions vraies, telles que les supposent nos formules, et les positions apparentes qui sont altérées, tant par l'aberration que par la distance qui sépare du centre de gravité de la Terre et de la Lune, le lieu de chaque observation. Pour nous assurer que nous avons bien établi la condition convenable, soient spécialement :
ttc la longitude calculée directement ou au moyen d'une éphéméride;
a la longitude vraie qui serait observée du centre de gravité de la Terre et de la Lune , comptée d'un équinoxe ûxe ;
oLj la longitude géocentrique vraie, comptée du même équinoxe;
^ la somme des termes qu'il faudrait ajouter à a pour passer à ar, de sorte que Ton ait
l'expression de la longitude calculée sera
ac = a^'-f- précess. -f- nut. -4- aberr. -f- parall.
CoDc^ons que Ton fasse subir aux éléments ou constantes d'où dépend a, de certaines variations peu considérables; on pourra admettre que les quan> tités (-J, aberr., parall., n'en seront pas sensiblement affectées: on aura alors
Soi^ = Sol y
et, par suite,
^ oa^ = Sa,
Or, si nous posons la condition
a observé = ac -h ^«c »
cette condition se réduira, en vertu des équations précédentes, h
ce qu'il s'agissait de démontrer.
On tire de cette relation et du développement de a,
^'^^ ^ I fit 1.2 dt^ 1.2.3 dt"
Les calculs à effectuer consisteront donc dans le développement des excès en longitude et en latitude suivant les puissances du temps. Les valeurs de x étant exprimées d'abord en secondes, on devra multiplier les valeurs obtenues
de S -—^î S ~3T ' ' ' * ' P**" ^^^ ^"> ^^^ ^^ convertir les résultats en rapports
d'arc au rayon. Si, ayant pris le jour solaire moyen pour unité de temps,
on veut passer ensuite à l'unité qui donne /fx' =r i, il faudra diviser par A"*,
m étant Tordre de la dérivée dont on cherche la correction.
doL d^OL d^OL dQ
Les valeurs des corrections de a, -;-? —rr^ —rrf 6 et -r- étant ajoutées
dt dt^ dt^ dt ^
aux valeurs de ces quantités calculées suivant les indications du numéro précédent, on procédera au calcul des éléments corrigés, en appliquant les formules (27) , (28) et suivantes.
Nous devons faire remarquer l'avantage que présente notre mode de correction >, lorsque l'orbite qui sert de point de départ est peu approchée. Les méthodes de confection , dans lesquelles on développe certaines fonctions des éléments suivant les puissances et les produits de leurs accroissements, en se bornant aux termes du premier ordre, ne peuvent être rationnellement
employées que dans le cas où les termes des ordres supérieurs sont négligeables, ce qui exige que les corrections soient elles-mêmes très-petites : or ce n*est pas le cas actuel ; on est alors obligé de i*enoncer à Temploi de ces méthodes. Dans notre procédé , les corrections des dérivées se déduisent de rinterpolation , lors même que leurs valeurs primitives sont peu approchées. Le calcul, recommencé avec les valeurs corrigées, est plus court et plus exact que celui dans lequel on obtiendrait une première approximation avec des observations embrassant le même intervalle de temps; il est plus exact, puisque, dans la comparaison des observations avec les premiers éléments, on a tenu compte , au moins approximativement , des aberrations, parallaxes , termes lunaires, etc., que Ton était forcé de négliger d'abord.
Interpolation.
16. Les procédés que nous avons exposés jusqu'ici pour la détermination des éléments des orbites des planètes ou leur correction, reposent sur remploi de formules d'interpolation propres à donner, en fonctions du temps, les valeurs des longitudes et latitudes, ou l'expression des différences que présentent les observations comparées aux éphémérides. Nous avons dit, au n** i, comment le procédé d'interpolation indiqué par Laplace remplit mal le but de fournir des valeurs aussi approchées que possible des dérivées de la longitude et de la latitude. Nous avons dit également que, dans l'application de la méthode des moindres carrés à la détermination des coefficients des développements de ces quantités en séries ordonnées suivant les puissances du temps, on n'est guidé que par l'expérience dans le choix du nombre de termes à conserver. Les anciens procédés de résolution des équations de condition ne sauraient non plus être appliqués dans la circonstance actuelle; car les changements de signes qui y sont prescrits pour donner le même signe à-tous les coefficients d'une même inconnue et sommer ensuite les équations, ne fourniraient ici que deux équations distinctes. Pour ces diverses raisons , nous croyons devoir recommander l'emploi des formules d'interpolation de M. Cauchy.
La méthode d'interpolation de l'illustre géomètre a été exposée, en ce qu'elle a de fondamental, dans le Journal de M. Liouville; mais son auteur n'avait pas donné les formules au moyen desquelles, après avoir fait l'élimination des diverses inconnues, on parvient à déduire les valeurs de chacune d'elles. £n lisant un des Mémoires de M. Cauchy sur la détermination des orbites des planètes et des comètes, et fixant mon attention sur les procédés indiqués, Comptes rendus, tome XXV, page 409, pour obtenir les valeurs des inconnues, j'ai pu croire que M. Cauchy n'avait point établi de formules générales propres
à atteindre ce but. Frappé de Texistence de cette lacune, dans une théorie aussi importante, j*ai construit, de mon côté, les formules en question, et les ai présentées à Fauteur de la méthode. A Pinspection des formules , le savant académicien se rappela les avoir aussi obtenues et publiées, en i835, dans un Recueil de travaux mathématiques qui s^imprime à Prague.
La nécessité d'avoir sous la main Tensemble de ces formules, lorsqu^il s'agit de faire des applications, nous oblige à en présenter ici une démonstration succincte : nous suivrons la marche tracée dans le Journal de M. Liouville. Le développement prolongé des formules finales nous mettra dans Tobligation d'employer d'autres lettres pour désigner de certaines fonctions. Nous serons également obligés d'employer des mots particuliers, pour simplifier quelques énoncés relatifs à la manière dont on doit effectuer ou vérifier certaines sommes avec lesquelles se construisent les valeurs des inconnues.
Méthode d' interpolation de M. Cauchj.
17. L'objet principal de la méthode d'interpolation de M. Cauchy est la détermination des constantes, avec la plus grande exactitude possible, dans les équations qui lient entre elles les variables dépendantes et indépendantes, au moyen 'd'un nombre quelconque de systèmes donnés des valeurs de ces variables, généralement supérieur à celui des constantes.
Le problème peut être ramené à celui de la résolution des équations linéaires ou du premier degré , lorsque l'on possède d^ valeurs approchées des inconnues; c'est ce que nous supposerons. De cette manière, la méthode de M. Cauchy trouve son application dans toute question de mécanique , de physique , d'astronomie, etc., où l'on se propose, tout en partant de la théorie mathématique et des observations d'un phénomène, de fixer les constantes ou coefficients numériques des équations qui le définissent ou le représentent. Cette méthode peut dès lors être considérée comme étant l'une des bases essentielles de la partie de la science générale, que l'on nomme Mathématiques appliqiiécs^
Nous avons dit que le problème peut être ramené à la résolution des équations linéaires ( * ) . Soient , en effet : Ç , u, Ç , . . . , r des variables indépendantes ; «, i, r,... des constantes ou paramètres; et x, jr^ z. . . des fonctions des quantités précédentes: de sorte qu'en désignant par F, F,, Fj,. . * des fonctions de jt, /, z, . . .; «, ft, c, . . .; H, v, Ç, . . ., ^, l'on ait leséquations
(75) F=rO, F, 3:0, F2=:0,...,
en nombre égal à celui des fonctions jc, 7, z, . . . ; il pourra arriver que ces
(*) Si les équations à résoudre sont linéaires, on peut immédiatement passer au n® 18. Additions i852. î)
équations soient résolubles par rapport à x, y^ ^9 • • m auquel cas on en tirerait
(76) Jf=/, X^f^^ 2=:j^,...,
/> /!> ^> • • • > désignant des fonctions explicites des constantes a , A, c, . . . , et des variables indépendantes Ç, u, Ç, . . ., r.
Si , dans les équations (76), on considère les quantités j:, ^, 3, . . . , comme fournies parles observations , les valeurs approchées des constantes «, ^, r,. ., ne satisferont point généralement à ces équations; mais en faisant varier les constantes, de quantités inconnues «îa, Sb^ Se, . . ., et désignant par ^J" la variation correspondante de y, on posera Féquation
nue l'on mettra sous la forme
de sorte que le premier membre de celle-ci désignera l'excès de l'observa lion sur la valeur calculée de x; cet excès sera un nombre donné.
Les valeurs de S/, 5/1, S/2, . . ., étant supposées très- peti tes , et leurs développements réduits aux termes du premier ordre , on aura les équations
fia do de
Chaque système de valeurs x, j, z, . . . , Ç, u, Ç, . . ., /, donnera un pareil système d'équations linéaires.
En second lieu , supposons que Ton ne puisse obtenir les expressions analytiques de x, /, z, . . . , mais. que, néanmoins, étant données des valeurs approchées de n, ^, c,. . ., on soit parvenu, au moyen de tâtonnements, ii obtenir les valeurs correspondantes de x, ^, z, . . . , qui satisfont aux équations (75); ces quantités ne coïncideront pas, généralement, avec les valeurs observées. Mais en différentiant les équations (76) successivement par rapport aux constantes a, b, r,. . ., on obtiendra, pour chaque système de valeurs de x, j, «,..., les relations
d¥ dY dx df dy _ . ffl £E ^ —^ — .
da dx da dy da '" ' db dx db dy db "' '
(78) { ^ d¥,dx dYjdy _ df, dY^dx ç?F, ^ __ ^^
da dx da dy da " ^ db dx db dy db
X obs- — X cale. = -7-^«-+-jT^^-+-;:r"'^^"^~-">
dans lesquelles les premiers termes désignent les dérivées partielles des fonctions F, F, , . . . , prises par rapport aux constantes <t , ^, . . . , contenues explicitement dans ces fonctions. On en tirera les valeurs des dérivées par-
, I, dx dx dy dy
tielles — j — V j 'T'-i JTV"? etc.; et Ton aura, en procédant comme plus
haut, les équations suivantes, pour déterminer les inconnues Sa^Sb^ ^c,... :
dx ^ ^L ^"^
da db de
, . , /obs. — jcalc. =r-^^fl-f--j^(yô -h-^^c-h.. .,
(79) {'' -^ da db de '
dz dz dz
z obs. — z cale. '=z-—$a -\- —rSb -h -7- 8c -+-, . ,,
da do de
Les équations à résoudre peuvent donc généralement être ramenées à la forme linéaire.
Considérons Téquation
(80) X =aA-h bB-\- cC:+'dD-{-...^
dans laquelle a^ b, c, d,. . , désignent des constantes inconnues, et Â, fi, C, D,. . . des fonctions données d'un nombre quelconque de variables. Dans le cas oti les équations primitives du problème auront la forme (80) , y sera une fonction dont la valeur est censée fournie par l'observation ; et le problème consistera à déterminer les valeurs des constantes a , b, c , . . . , au moyen d'un grand nombre de systèmes donnes de valeurs de jr> A , B , C . . . .
Si la solution du problème est amenée à dépendre d'équations de la forme (77) ou {79) , la quantité y représentera ici l'excès de l'j observé sur
Vf calculé ; les fonctions A , B, C, . . . seront égales aux dérivées partielles — >
da
:^j-7-»''"5 tandis que a, ô, c,... désigneront les corrections Sa, do de
Sbf 9e,, . , . II importe de remarquer que, dans tous les cas , les erreurs des observations porteront sur les valeurs de jr. Ce que nous disons des fonctions y s'applique évidemment aux fonctions x, z, . . . .
Ceci posé, nous allons procéder à la résolution d'un système d'équations de la forme (80), d'après la méthode de M. Cauchy. Réduisons, pour un moment, le second membre à son premier terme, nous aurons
(81) x=:aA:
chaque système de valeurs de j et de A pourrait fournir une valeur de l'in-
connue a; mais, ù cause des erreurs des données, ces différentes valeurs ne seraient pas identiques. Pour employer toutes les données à la détermination de la valeur de a , multiplions chaque équation de la forme précédente , par un coefficient indéterminé fi particulier à chacune d^elles. En faisant la somme! de toutes les équations ainsi modifiées, et tirant ensuite la valeur de a, il viendra
Nous pouvons , sans altérer la valeur de a , supposer que l'on divise tous les facteurs k par celui d'entre eux qui a la plus grande valeur absolue, et laisser la lettre k pour designer le résultat de la division; la valeur maximum de k sera dès lors égale à Tunité.
Soient j' Terreur inconnue de j, et Y la véritable valeur de cette fonction , de sorte que Ton ait
la substitution de cette valeur donnera
__2XY ^ky' ^ — ÏTÂ"*" ikK '
le premier terme du second membre sera égal à la véritable valeur de «, et le second terme représentera Terreur de cette quantité calculée par la formule (82). Il s'agit de rendre ce second terme un minimum : on y parviendra , si Ton dispose des indéterminées k , de manière à rendre son dénominateur un maximum , et si les valeurs de k qui satisfont à cette condition rendent en même temps le numérateur un minimum. Or nous avons vu que Ton peut supposer le maximum de k égal à Tunité ; il est clair, dès lors, que le dénominateur atteindra son maximum, si Ton donne à /- le signe de A, afin que tous les termes prennent le même signe , et si , de plus , on donne au facteur k sa valeur absolue maximum , qui est l'unité. M. Cauchy démontre que cette circonstance tend à rendre le numérateur un minimum.
La^ théorie de la compensation des erreurs également possibles, ou des moyennes arithmétiques , va nous fournir une autre manière de nous rendre compte de ce résultat. En effet , la condition qui vient d'être trouvée pour le maximum du dénominateur, consiste à faire k égal à + i ou — i, suivant que la valeur correspondante de A est positive ou négative : désignons par /Vu y'-\ les valeurs de /' correspondantes aux valeurs positives et négatives de A; le numérateur ^kjr' pourra s'écrire Z/V» — 2j'_, , et se composera ainsi de deux groupes distincts de valeurs de r'. Or, si nous supposons que les valeurs x' ^^ chaque groupe soient assez nombreuses pour que leur jsomme algébrique approche d'être nulle par une compensation des
erreurs, il est visible qu'il n'en saurait généralement être ainsi, clans le cas où les y' seraient affectés de coefficients ayant des valeui*s inégales. Cette conclusion suppose qu'il n'existe aucune relation particulière entre les différentes valeurs de y\ Le facteur h doit donc être pris égal à =iz i , dans les sommes Z , suivant que les valeurs correspondantes de A seront positives ou négatives.
Afin de simplifier les énoncés, nous nommerons somme subordonnée à A, par exemple, une somme de valeurs correspondantes à des valeurs données de A, faite en changeant les signes de toutes celles qui répondent à des valeurs négatives de A : en désignant par S une semblable somme, on voit que SA se compose de la somme des valeurs absolues de la fonction A. Nous désignerons en outre la fonction A, qui règle les changements de signe à opérer dans les autres fonctions, par la dénomination de dominante. Dans ce qui va suivre, plusieurs fonctions joueront successivement le rôle de dominante; et pour éviter la confusion des notations , les sommes subordonnées à d'autres dominantes seront notées S', S", S'^', etc.
En vertu de ces conventions, l'équation (8?.) donnera
Avant d'aller plus loin , nous rappellerons que celte manière de procéder suppose les fonctions y affectées d'erreurs de même nature ou également possibles. Ainsi, en admettant que les équations en y soient assez nombreuses, on pourrait tirer de leur résolutiou, les valeurs des inconnues a, ^, c, .... Le même mode, appliqué à des fonctions ^, z, . . . , supposées d'une autre nature que y y donnerait autant de nouvelles valeurs de a, b,c,..., que Ton considérerait d'espèces distinctes de fondions j:, z,, . .; la concordance des valeurs des inconnues serait une preuve de l'exactitude de la théorie et de la précision des observations. £n astronomie , la fonction y pourrait désigner successivement les ascensions droites et les déclinaisons, ou leurs différences avec le calcul : les valeurs des inconnues seraient fournies, d'un côté, par les premières; de l'autre, parles secondes. Au lieu de chercher à obtenir deux systèmes dans ce cas, on peut traiter simultanément les équations exprimant les erreurs en ascension droite et en déclinaison , en multipliant celles en ascension droite par le cosinus de la déclinaison correspondante. De cette manière, on rend comparables les deux espèces d'erreurs, et Ton peut traiter simnltanément les équations qui se rapportent aux unes et aux autres. On voit que l'on s'écarterait de l'esprit de la méthode, si l'on se proposait d'embrasser, dans une opération unique, les fonctions ou erreurs de fonctions de nature différente, sans les avoir préalablement rendues compa-
rables, par Tintroduction de facteurs destines à remplir le même rôle que les poids , dans les équations où Ton n*envisage que des observations de même nature, mais de précision inégale. Nous pourrons donc, dans ce qui va suivre, supposer tous les termes de chaque équation de la forme (80) multipliés par de certains facteurs n! qui , dans les cas où les fonctions y seront d'une espèce unique , se réduiront aux poids des observations.
19. Sous les restrictions qui précèdent, nous allons poursuivre les calculs. Substituons la valeur (83) dans Texpression (81}; il viendra
Posons maintenant
puis désignons par £^y la correction que doit subir la valeur de y^ obtenue en ne tenant compte que du premier terme de la suite (80) , pour avoir égard aux termes qui le suivent ; nous aurons
(85) j-=aSr4-Aj.
11 s'agit actuellement de substituer aux équations de la forme (80) de nouvelles équations d'où l'inconnue a ait disparq , ou d'éliminer cette quantité. Pour cela , changeons de signe celles des équations de la forme (80) où le coefficient A serait négatif, et faisons leur somme; il viendra, en vertu des conventions établies relativement aux sommes subordonnées ,
(86) Sj = ^SA + èSB -f- cSC 4- ^SD -4-
Multiplions cette équation par a et retranchons membre à membre de l'équation (80] ; nous aurons
j — aSjf = û(A— aSA) -H Ô(B — «SB) + <?(C — aSC) 4- é?(D— aSD) -+-..••
Or le coefficient de a est nul en vertu de l'équation (84) , et Téquation (85) donne
(87) Aj = j^ — aSj;
si nous posons d'ailleurs
(88) AB = B — aSB, AC = C — aSC, AD =^ D — «SD,. . .,
la précédente deviendra
(89) A/=: ^AB4- cAC-+-rfAD-+- • ..,
de sorte que cha([ue équation en y sera remplacée par une équation telle que celle-ci , et contenant une inconnue de moins. li est bon de noter que A/ est l'excès de la valeur observée de j-, sur son expression limitée au premier terme du second membre de Féquation (80).
L'équation (89) étant de même forme que la proposée (80), on peut lui appliquer les mêmes raisonnements , ou se contenter d'en déduire , par comparaison , les résultats suivants :
Désignant par S' les sommes subordonnées à AB, on posera
d'où
(91) SV=^S'AB-h-rS'AC-}-«^S'AD4- ...; l'on aura ensuite
(92) A'^ = Aj — pS'A^, A'C = AC — pS'AC, A'D=:AD— pS'AD,...,
et les équations résultant de l'élimination de b seront de la forme
(93) A'jr = <^A'C -4- r/A'D -^
A'^ exprimera d'ailleurs l'excès de la valeur observée de y, sur son expression limitée aux deux premiers termes du deuxième membre de (80).
Procédant toujours de la même manière, et désignant par S'' les sommes subordonnées à A'C, on aura successivement
A3j= A'/ — yS^A'jr, A'D= A'D -- yS^A^D,. .,,
et, pour résultat de l'élimination de c,
équation dont le*premier membre exprime l'excès de la valeur observée de y, sur son expression limitée aux trois premiers termes du second membre de V équation (80).
On peut, de la sorte, éliminer toutes les inconnues, et l'on parviendra à
un reste A*y qui exprimera l'excès de chaque y observé, sur sa valeur donnée par le second membre de l'équation (80) supposé contenir v termes.
Au moyen des relations établies entre j et Aj, A/ et A'j, . . ., il est aisé, par de simples substitutions, de construire la valeur générale de y qui prend
la forme
(96) y = aSj + ps'A/ + y s''A'7 -h . . . -^ ^'y.
20. La nature particulière des sommes qui concourent aux résultats précédents offre de nombreuses vérifications numériques des différences A, À% A^,. . . ; ces vérifications reposent sur les deux propositions suivantes :
1°. Les sommes des quantités a, p, 7>-**> subordonnées aux fonctions qui forment les numérateurs de leurs expressions, sont toutes égales à Punité ;
2°. Les sommes des fonctions quelconques, subordonnées à des dominantes qui précèdent, dans l'ordre des calculs, celles auxquelles on doit les subordonner dans rapplication des formules ci-dessus, sont égales à zéro.
Pour reconnaître l'exactitude de la première proposition, il suffit de remarquer que les dénominateurs des quantités a, ^, 7, . . . , sont des sommes déterminées j considérant , par exemple ,
on aura
il en est de même, évidemment, pour toutes les autres fonctions de cette espèce. Donc
(97) Sa = i, S'p = i, S''7 = i,
Quant à la seconde proposition , nous trouverons d'abord , en vertu de réquation (87) ,
S A j =:Sj — SjSa = Sj(i — Sa) = o; on a donc
(98) SAj = o, SAB = o, SAC = o, SaD = o,..,.
Poursuivant,
cfi SAB Sfi= -7—- = o, '^ S'A B *
d'oà
SA^^ = o, SA^C=:o, SA^D = o,
En vertu de ces relations, il vient encore
87 = 0, SA3j = o, SA=»D=o,..., etc.
Considérons les sommes S', nous aurons
S'ay = S'Ar - S'A/S'p = S'Aj(ï — S'p) = o,
et, généralement,
puis ensuite
S'7 = o, S'A*^ — o, S'A*D = o,. . .5 etc.
Les sommes S'' conduiraient à
(100) S"A3^ = o, S"A^D = o,. ..; etc.
La seconde proposition est donc démontrée.
Les vérifications fournies par la première proposition ne servent guère
lorsqu'on emploie les logarithmes, attendu qu'elles exigeraient le passage aux
nombres, et pour cet objet seulement ; d'ailleurs, il est plus commode de ne
pas faire usage des facteurs a, p, 7, . . . . Ayant , par exemple, à calculer les
termes — aSj^, — a SB, — aSC, — aSD, ...,on partira du logarithme
Sr de A, auquel on ajoutera celui de — -^^ au résultat, on ajoutera le loga-
SB
rithme de — : en ajoutant de la même manière les logarithmes des facteurs
se SD
on' 077' on fera dépendre le logarithme du dernier terme, de tous ceux qui
le précèdent, de sorte qu'en calculant ensuite ce dernier terme directement
SD par son expression — A— ? et comparant, on vérifiera l'ensemble des loga-
rithmes de tous les autres.
Les vérifications fournies par la seconde proposition sont d'un usage trèscommode : lorsqu'en suivant l'ordre des calculs, on est sur le point de subordonner une somme par rapport à une certaine dominante, il convient d'effectuer préalablement, au moyen de la fonction que Ton considère , une somme subordonnée à la dominante qui précède immédiatement. De cette manière, il est presque impossible qu'il se glisse des erreurs, sans que l'on s'en aperçoive sur-le-champ. Si Ton n'est pas suffisamment rassuré par cette épreuve, on peut subordonner à d'autres dominantes précédentes.
Si. Les résultais présentés dans les n^' 18, 19 et 20 renferment à peu près l'exposé de la méthode de M. Cauchy, inséré dans le Journal de M. Liouville. Il reste à construire les valeurs des inconnues, au moyen des sommes subordonnées qui viennent d'être obtenues.
Keporlons-nous aux équations (88), et posons, pour plus de symétrie,
(«01) l = aoSA,
et pourra être considérée comme fournissant des valeurs su de la fonction/, lorsque ces valeurs seront renfermées dans 1 nées ; mais elle ne pourrait être employée avec sécurité ho Néanmoins, il est utile, dans beaucoup de cas, de donner à une forme telle, que, tout en conservant la propriété de repréi données, elle puisse encore représenter des valeurs de la fonc de celles-ci. On y parvient en exprimant les coefficients a fonctions de ceux des coefficients qu'il est impossible de déter des données. Ces derniers restent indéterminés; mais leurs v être fixées ensuite , par la condition de satisfaire à de certaines allons procéder à la construction des coefficients a, ^, c, . . . , d'une partie de ces mêmes coefficients. Les formules établies un cas particulier, montreront suffisamment comment il faudra! pour qu'elles conviennent à tout autre cas.
Supposons , par exemple , que la série des b^y ne manifeste que les signes de ces restes présentent de nombreuses alternances leurs valeurs absolues soient de Tordre de grandeur des erreurs Nous ferons v = 3 ; les coefficients de A , B , C , . . . , dans l'équ seront limités aux termes en S" A'j , de sorte que , en les désig ^0 > ^0 > ils auront pour expressions
SD aE =
S' AD ^^ S'-A'D ^ t
rtir ve
rifier
Co = 7>S"A»r.
D'un autre côte, nous avons trouvé, équation (gS),
Cette équation présente, entre les données et les indéterminées r/, une relation propre à fournir des limites de celles-ci. Il faudra, ei qu'étant appliquée à chacun des restes A^j, elle ne donne pas lieu à férence entre ses deux membres , qui excède les erreurs des observatiol Il s'agit maintenant de transformer le second membre de Péquation pour cela, remontons aux développements de AD et A'D, obtenus àa numéro précédent : en les étendant à A^D, on aurait
A'D=:D — aoASD — (PoA + p,B)S'AD— .(7.A4-7,B + r^C)S"A»:
on trouverait, pareillement,
A'E = E — a„ASE — (poA-f.p,B)S'AE-^(7oA4-7,B-4-7,C)S"A'Eî etc.
W\ce :
lo.S'"
>on(
.ch)-.
S'ûD S"4"D
4E = E — «SE A'E=r 4E — pS'4E ù'E = ù'E — yS'a'B 4*E = A'E— JS"i^E
r vérifier l'exactitude des Taleurs aï
c rfc dèrivatinn.
tralears de A que des aulres.fonclloni
I ainii du resle. La fonclion A. est dite
ml bui valeurs nulles d« le âominanle.
Connais
Ayant substitué ces valeurs dans rexpression (no), et ordonné par rapport à A , B , C ; si Ton pose ensuite
rt, = (ao SD -H Po S'AD -h 7. S"A» D) d -h (aoSE + PoS'AE H- 7pS"A»E)«
b,z= (p,S'AD-4-7,S"A»D)rf
(ïii) ( H-(p,S'AE4-7,S"A»E)ff
c, = 7,S"A'D.rf
H-7,S''A»E.tf
îl viendra
A3j=: — «,A — ^,B — c,C-f-û?D-hffE-f-...,
et la valeur (io8) de y prendra la forme
X =(/3r, — a,)A-h(^o— ^.)B-+-(co--c,)C-h^/D4-tfE-+-
Enfin , la comparaison de cette expression avec la proposée (8o) donne (112) a =z a^ — «, , b = bo — ô| , c = Cq — c,.
Les valeurs des coefficients a^ b, c sont y comme on le voit, formées des parties connues ao, ^09 c^ (109), et des parties indéterminées provenant des termes en £^, e, , ., qui constituent les valeurs de ai , 6| , Ci (i 1 1).
L'inspection des fprmules (109) et (i 11) relatives à v = 3, montre suffisamment comment on formerait les quantités a^, ^^ , Cq ,. .., dans le cas où v aurait une valeur différente. Ces coefficients seraient d*abord en nombre égal à l'indice V de la série des différences A^y où commencent à se manifester l'absence de toute loi et les alternances de signe : le premier d'entre eux serait formé d'un nombre de termes aussi égal à v, et les autres en dériveraient, suivant le mode indiqué par les équations (109). Quant aux coefficients a, , 6, , C| , . . . , les équations*(i 1 1) montrent qu'ils se déduiront de a^y bo, Co,* , ., en changeant successivement dans ces derniers , ^ en H , I , K , . . . , et affectant chacun des résultats ainsi obtenus, des facteurs A, 2, ^ , . . . ; ces dernières quantités désignant d'ailleurs celles qui viennent après les v premières de la série fl, ft, c,. . . .
Les formules (109) , (i 10) , (i 1 1) et (i 12) nous ont été d'un gr(ind secours dans nos recherches sur les étoiles doubles.
23. ;Nous allons maintenant présenter, en un tableau , les formules obtenues dans les numéros précédents , et qui résument la méthode d'interpolation de M. Cauchy.
Application de la méthode d'interpolation de M. Cauchj-, au développement des longitude et latitude géocentriques suivant les puissances du temps.
24. Les fonctions 7-, A,B,G,...» sont, avons-nous dit, des fonctions quelconques d'une ou plusieurs variables. Dans le problème astronomique dont nous nous occupons, ces quantités sont des fonctions d'une variable unique, le temps; la première de ces fonctions représente la longitude ou la latitude, les autres désignent les puissances ascendantes du temps. Kn effets la forme du développement de la longitude ou de la latitude est
(11 3) j ==« -f- bt -hcr-h dt"" -i- et* -{- . . .;
il s'ensuit que l'on a
(ii4) A = i, B = f, C = /% jyz=t\ E==t%
Il n'y aurait aucun avantage à substituer les quantités f, r% /% f%. . ., à la place de B, C, D, E,..., dans les formules du tableau précédent. Les exposants de t, mis en présence des indices des sommes S et des différences A, auraient pour effet de rendre les formules plus difficiles à lire , et n'apporteraient, du reste, aucune simplification au calcul numérique.
Lorsqu'on suppose généralement le développement de / ordonné suivant les puissances d'une seule variable, comme nous le faisons ici , il se présente une circonstance dans laquelle les formules du tableau précédent, qui se rapportent uniquement à la variable ou sont indépendantes de^, peuvent être réduites en Tables numériques calculées une fois pour toutes. Cette circonstance a lieu lorsque les valeurs données de la variable sont équidifférentes. Dans le cas où elles sont en nombre impair, on peut prendre pour origine de cette variable le milieu de ses valeurs extrêmes; et si l'on substitue à l'unité qui lui sert de mesure , l'intervalle qui sépare ses diverses valeurs, on n'a besoin de calculer ces Tables, que pour des nombres de données, égaux à 3, 5, 7^ 9, etc. On calculerait également des Tables pour le cas de nombres pairs.
Ces Tables étant ainsi préparées , le seul calcul que l'on aurait à effectuer serait celui des différences A7, à^f , . . . , et des sommes S/, S' A jr, S'^A^jr . . . , au moyen de quoi les valeurs des inconnues s'obtiendraient immédiatement.
M. Cauchy a présenté l'exemple d'un tableau de cette espèce, pour le cas de cinq valeurs équidistantes de la variable , mais il n'a point donné les valeurs numériques des coefficients a« ; p«, p,; 70, 71 , 72 ; . . . .
Le choix de l'époque à laquelle se rapportent les calculs, et l'emploi d'observations également espacées ou réduites à l'équidistance, ne sont point indif-
féi'enls. Nous ne pouvons mieux faire, à cet égard, que de renvoyer aux intéressantes propositions que M. Cauchy a émises sur ce sujet.
Il nous reste maintenant à dire quelques mots sur la manière d^appHquer les formules du numéro précédent , lorsqu'on veut avoir égard au poids des observations. Il va sans dire que , si les observations peuvent être réputées également bonnes, leur poids sera proportionnel au nombre des observations élémentaires qui concourent à leur formation. Quoi qu'il en soit, si l'on désigne les poids par /i', il suffira de remplacer, dans le développement de y suivant les puissances du temps , y par n!y^ et de poser d'ailleurs
(ii5) A = /i', B = /t'f, C = /z'r% D = /2'/', E = /i'/S
Dans le cas où il s'agirait d'opérer le développement des différences observées
de y avec les valeurs calculées, on emploierait ces différences à la place de j*.
Les formules du n° 25 s'appliqueront au calcul des inconnues a, 6, c, ...;
seulement , il ne faudra pas perdre de vue que , tH^ y remplaçant n'ù^y^ il
faudra, pour se rendre compte de l'ordre de grandeur des restes A''/, diviser ces restes par les valeurs de n' qui leur correspondent.
Il est visible enfin que, si l'on substitue les valeurs (i i5) et n' y à la place de j, dans Téqualion (8o), tous les termes deviendront divisibles par «', et )e résultat aura la forme demandée (i i3].
L'introduction des poids fait perdre l'avantage que présentent les tableaux calculés à l'avance.
Résumé des formules propres à la détermination des éléments des orbites des planètes.
Calcul des éléments approchés.
Î^S. Remarques préliminaires. — Nous supposons que l'on ne possède aucune donnée sur les distances de la planète à la Terre aux époques des observations. Dans cette circonstance , il est impossible de corriger celles-ci des effets de la parallaxe et de l'aberration. Il est également impossible de les réduire au centre de gravité de la Terre et de la Lune, comme l'exigerait l'application rigoureuse de nos formules. L'aberration varie d'une manière régulière et peu rapide, ailleurs que dans le voisinage des stations. La parai-* îaxe, au contraire, varie irrégulièrement, à raison du lieu et de l'heure des' observations ; mais ses irrégularités sont ordinairement peu considérables , attendu que, dans le cas d'une nouvelle planète. Ton ne fait usage que de" lK)sitions obtenues dans des observatoires peu éloignés en latitude , et que sï
les observations sont extra-méridiennes , les heures locales des observations sont peu différentes ou varient avec une certaine régularité. Le plus ordinairement, les variations de parallaxe des nouvelles petites planètes ne présentent pas d'irrégularités provenant de ces circonstances, qui excèdent i".
Considérons maintenant Teffet des perturbations lunaires. En nous aidant de la figure du n° 15 , où P désigne le lieu de la planète, et P» sa projection sur récliptique , nous trouverons aisément , pour expressions des quantités qu*il faudrait ajouter aux observations , afin de les ramener au centre de gravité de la Terre et de la Lune , les corrections
/w, 8^58 cosA sin(^ — a)
m -\- m^ smP cosQ A
nix 8", 58 cos sin A — sin cos A cos ((^ — a )
m! -\- nii sinP A
Pour apprécier l'ordre de grandeur de ces corrections , soit -— J == ^
et P = 57' 3o" : il viendra à peu près — ; — ^ — / ^ == 5",q; et en sup- ' ^ ^ m' -^ my smP ^ ^
posant A = 1,3, valeur qui n'est pas la plus faible possible, on voit que la valeur absolue de — Bol peut atteindre 4",^* Quant à celle de — ^G, elle pourra être, dans les cas ordinaires , de l'ordre de grandeur du dixième de la précédente. Ces corrections passent du minimum au maximum dans un intervalle de quatorze jours environ, l'amplitude des variations de la première étant de 9" à peu près. Il sera donc difficile, sinon impossible, de représenter ces variations , dans des séries ordonnées suivant les puissances du temps et comprenant quinze à vingt jours, sans employer un grand nombre de termes. D'ailleurs , il serait contraire au but que nous nous proposons, de chercher à représenter ces termes, dont les séries devraient en toute rigueur être dépouillées. On pourra donc, si l'on se borne à un petit nombre de termes, comme cinq ou six , s'attendre à ce que les erreurs du développement de la longitude s'élèvent à 3" ou 4"> indépendamment des erreurs des observations, ou, en ayant égard à celles-ci, à &" ou «j" dans certains cas. Le développement de la latitude pourra évidemment présenter, à cause des erreurs des observations, des discordances s' élevant à 3" ou 4"* Tel était l'objet principal de cette discussion.
26. Nous supposerons que Ton dispose d'un certain nombre d'observations à peu près également espacées s'il est possible.
On retranchera des longitudes les valeurs correspondantes de la nutation, en sorte que chaque longitude se trouve rapportée à Téquinoxe moyen; et l'on prendra, pour origine du temps, une époque qui pourra être celle d'une ob-
^rvation vôisioe du milieu de l'intervalle de temps embrassé par les observations , on mieux encore l'époque moyenne de celles-ci.
Si l'on veut avoir égard au poids n' des observations , on posera successivement pour c^iacnne d'elles ,
(il) r = '«'«» r = '»'®>
suivant que Ton considérera les longitudes ou les latitudes. (Ces quantités peuvent, sans inconvénient, rester exprimées en d^rés, minutes et secondes.) Puis, en désignant par t le produit du nombre de jours comptés de l'époque choisie , par la constante k ,
(m) log A = 8,235 5821,
on posera encore, pour chaque observation ,
(Dans le cas où Ton n'aurait pas égard aux poids, on ferait ici /i' = i.)
Avec ces nombres , on procédera au calcul des sommes subordonnées^ suivant les formules du tableau du n® 83. Les calculs relatifs aux longitudes devront être poussés jusqu'à un indice v des différences A^, tel que la valeur
maximum absolue de L'y soit au-dessous de n'.&' à n\ ^'', ou simplement 6'' à 7" si l'on n'a pas égard aux poids; ceci suppose que l'intervalle qui sépare les observations extrêmes sera d'au moins quinze jours. Dans les calculs relatifs à la série des latitudes , on poursuivra jusqu'à ce que les erreurs restantes n'excèdent pas la moitié des précédentes. Cela fait , les formules qui viennent ensuite dans le tableau feront connaître les coefHcients ag*, ^o» ^i» 7«9 7i9 739 • • -9 qui sont communs aux deux développements; et, au moyen de ces coefficients , les dernières formules du tableau permettront de calculer les coefficients a^ b, c^ d, e, . , », du développement des séries de la longitude et de la latitude.
Dans tous les calculs suivants , on choisira pour époque t Toriginc du
temps, c'est-à-dire que Ton fera
Considérons tout d'abord les valeurs de la longitude et de ses dérivées à cette époque. Nous pourrons, afin de simplifier les calculs relatifs aux coordonnées terrestres, prendre pour équinoxe ^xe, Téquinoxe vrai de celte même époque, et nous aurons
(iv) OL = a -{- nutatioii ,
puis ensuite
— = b — précession pendant l'unité de temps .
dt
Or l'unité de temps est /• jours solaires moyens; d'un autre côté , les coeffî- Additions i852. 10
rients by r^ d, e, , . .j étant supposés exprimes en secondes de degré , doivent actuellement être convertis en nombres abstraits ou multipliés par sin i''. Ayant opéré cette conversion, on aura, pour les l<Higitudes,
et, pareillement, pour les latitudes,
/ N « dB , d^
(VI) B = a, -=6, ^=2c.
27. En vertu du choix adopté de l'unité de temps, on aura, dans toutes les formules suivantes ,
(vil) //=!, IogV7= 9.999 9994,
Maintenant , on tirera des éphémérides la longitude et le rayon vecteur terrestres que Ton corrigera de l'aberration, s'ils en sont affectés ; on pourra, en outre, si Ton y tient , les corriger des perturbations lunaires , par les formules
(vin)
-^*=-|sin(C-0), -(îlogR = -^cos(C~0).
L'usage bien entendu de ces formules exige que Ton se serve des valeurs de a, et a\ correspondantes aux valeurs du rapport des masses de la Lune et de la Terre, employé dans la construction des éphémérides. Voici les logarithmes de ces facteurs :
Masse de la Lune r i
Masse de la Terre 68,4 ^
log^i, 4>4^64, 4 9^^^^ y
log< 8,7298^, 8,6317.
Ayant corrigé J de l'effet de l'aberration et du terme — 5 J des formules précédentes, on corrigera aussi la longitude du Soleil de cette dernière quantité. Il faudra alors chercher dans les Tables les époques correspondantes à O — ^ i + 90"» calculer ensuite le mouvement du point équinoxial entre l'époque donnée et chacune de celles-ci , puis augmenter les 90 degrés de ce déplacement. On calculera enfin, pour ces deux époques, les perturbations lunaires ^^1 et ^^', au moyen de quoi l'on obtiendra deux longitudes solaires «apparentes égales à
O — ^i — (90° -f- mouvement du point équinoxial) 4- ^ J 1, O — ^$ -h (90° H- mouvement du point équinoxial) -f- 5 J '.
(Nous négligeons ici la variation de rabcrration.)
Les Tables donneront les valeurs des logarithmes des rayons vecteurs terrestres correspondants, et on leur appliquera les corrections — (^logR données par la seconde formule (viii), puis les corrections d'aberration s'il y a lieu. On aura ainsi les logarithmes des rayons vecteurs que nous avons désignés par Ri et R'; celui qui correspond à Tépoque r = o étant spécialement désigné par R.
Les dérivées de la longitude et du rayon vecteur terrestre seront alors
^ ' dt K' Vr' + R,' A~^2R'R.(R'H-Il,)' -
Quoique ces formules ne tiennent pas compte des corrections que nécessiteraient les perturbations, elles donnent des résultats extrêmement peu différents de ceux que fournissent les méthodes d'interpolation appliquées aux positions du Soleil, tirées des Tables et corrigées par les formules (viii).
28. Maintenant, on peut, sans qu'il soit nécessaire de prendre aucune précaution particulière , procéder au calcul des expressions suivantes :
' ?-$-«> HT-'di-dF'
da
D' = - (/f*)' R^ sin' ? cos Ç ;
^ do?
C"=-3/,R»s,nÇi / J
^ ^\2C0S»ÔR^ didt)
3 (/fx)^R'sin^g
COS
ces X == — COS ? COS 0.
Il convient ici de faire une hypothèse sur la valeur de r, que Ton corrigera
ensuite de manière à satisfaire aux deux équations
(xi) p = R cos 9 1 cos X ± i / — — sin' x j »
On disposera du double signe du radical de manière à rendre p positif; d'ailleurs , le signe 4- doit seul être employé dans le cas des planètes supérieures. Soit 4> la valeur du premier membre de Féquation (xii) correspondante à la valeur hypothétique de r; on calculera
dr r\ r^ r^ r^ ) r\ r^ r^
{xnbh) { r /w, B'' C" D''
RcosÇ
cos'ô et la valeur approchée de la correction de /• sera
S9. Ayant trouvé la valeur de r qui satisfait aux équations précédentes, on devra distinguer plusieurs cas.
1°. La planète est plus voisine de l'opposition que de la station : oa calculera
^dt
(xiii)
-^ = Rcosg(f:-^^)H-p--/^ dr .^ ^.£/R ^ . ,^Ç
+ l R <^os? H- :::i^y^ + 3::^ tan
cos'ô/rfr cos'ô ° ^//^
et Ton aura une vérification de l'ensemble des calculs précédents , si l'équation suivante est satisfaite par les valeurs obtenues :
^Â" rfF + ^ IS" "rfF "+" P IF ~ \ RJ ~ 7? j V*'" ^-rf? + ^ *^*** ^ rff / (xiii his\ K , ^ . , ^ . ^
^ 3Rsi„Ç^^^-41^=-
^ R» dt r' dt
2°. La planète est plus près de la station que de l'opposition : on fera usage des formules
Q=(R^pcosÇ)f-pRsin5^-f--^^tangO^,
• do^d'p fy' . dR
^ dt dt^ R:» dt
(xiv)
dr
-Q' RcosÇ-h
dt' 3^ \ cos'G
dt d^a, /p "dF
Rsing /
COS
cos'ô
dp
'^dt-'^
Rcos?
cos^ô
et Ton aura, pour vérification des calculs, la relation
3°. Enfin , si Ton craint de ne pas obtenir assez de précision en appliquant l'un ou l'autre de ces systèmes de formules, parce que la position de la planète ne permettra pas de décider lequel des deux convient le mieux , on pourra employer le suivant, qui convient encore aux deux cas précédents :
(xv)
— RsinÇ
If,'
■fr)-
d'oL ^dt^'
_/pRsin?
'^ dt'
/f*R«nÇ/
cosÇ -f-
P cos' ô
dp
dOL
^Pdt
+ qq'
dt
^dt'
dr
'■de
Rcos?
cos^
Y?, ijdi'
et vérifier les calculs au moyen de l'équation
r - = (R 4- p cosÇ) _ - pR sin Ç — {x\ bis)
( R cos Ç 4- — ^rr I -ij^ 4- -^ tang e — • \ cos' Bj de cos'Ô ^ </r
50* Le calcul des coordonnées de la Terre et des composantes de sa vitesse s'effectue par les formules
dy a/ dK dX
jr'=Rcos*, _=::-.— —y' -^, ^ ' dt B. dt ^ dt
on a ensuite , pour calculer les coordonnées de la planète et les composantes de sa vitesse ,
dx dcsf dû doL
X = a: 4- û cos a , -7- =: —r- 4- cos ol~ — P siu a -r- 9 ^ dt dt dt ^ dt
dy dy' dp doL
dz dp p dB
z=z p tane , — = tane ô -r- 4 ^ -r- ;
^ ^ ' rff ^ c/r cos' dt '
et , pour vérifications ,
dr dûç dy dz
[xwiibis) r'=:ar'4-r' -+-«% '' 7i^ ^ dt '^ ^ de "^ ^di^
Les constantes des aires se calculent par les expressions
^ dz dy
djc dz
(XVIU) < G' r=:Z-—--ar-7-,
^ ' ^ dt dt
que Ton vérifie par l'équation du plan de Torbite (xvin bis) Crx 4- G' j 4- G" a = o,
La longitude du nœud ascendant se tire de la formula
loi
on doit prendre Q de manière que son sinus ait le signe de G , ou son cosinus le si^^ne contraire à celui de G'.
On peut employer, pour déterminer l'inclinaison I , Tune des formules suivantes , en ayant le soin de prendre cette quantité entre o et i8o degrés.
(XX) tangl=— g,^:=^^g. = -;;^g.
demi-paramètre n se décfuit de Tune quelconque des expressions
ux.,/.o=o..o..o..=(X,)=,.(-V|::.|)-(,-y.
Le demi-grand axe A se tire de Téquation des forces vives
,xx. b,s) Â=-r-r^ V^ +*5 +Â-'j-
En supposant la durée T de la révolution, exprimée en années sidérales, ou a
(xxn) T=y/-^A'.
L.e mouvement héliocentrique diurne exprimé en secondes sexagésimales, 8* en déduit par la formule
(XXIII) N"=-^: ;;•, log -^ ^=3,55o0072.
^ ' T sm 1 ^ sin I '
On a maintenant , pour calculer l'anomalie V et Texcentricité K,
\/n dr E sm V = -^ ~ y
XXIV
E cos V = I :
on en tire tangV par division, d'où V sans ambiguïté ; l'une ou Tautre de ces formules donne ensuite £.
Posant
(xxv) sin>î = E,
cette équation sera très-convenable pour calculer Tanglc yi dans le cas des faibles excentricités , et Ton aura une vérification au moyen de
/ \ v/îi
(XXVI; vos fi = ~*
L^anomalie excentrique est donnée par la formule ( * )
tang - V
( xxyii ) tang ^ «.= j^ j
tangf45*»-i-->i|
on a encore, pour vérification,
(xxvii bis) A cos ri sixi u — r sin V = o.
L'anomalie moyenne, à l'époque r= o, est / \ E .
( XXVIll) 8 Z3 = U -. ;; Sm «.
sin I
Il va sans dire que, pour avoir l'anomalie moyenne à une époque postérieure y exprimée en jours, il suffira d'ajouter à la valeur précédente , le produit N'V- La longitude Vt , dans Técliptique , se tirera de
( XXIX ) tang P, = - ,
Vi étant pris de sorte que son sinus ait le signe de y; et Ton aura, pour calculer la distance p — Q de la planète au nœud ascendant,
(XXX). ,a„g(.-SÎ) = ^Bi^);
p — Çl doit être choisi de manière que son cosinus ait le signe de cos(t'i — Q)- On aura , pour vérifications ,
tang \ =r --===. = - cos i', = - sin p, ,
(XXX i/,) { ^^"^^^ " -^
cos Te ■"" O ) sin X = sin (ï' — Q ) sin I , cos X = ) 7^-: •
Enfin , la distance du périhélie au nœud ascendant sera
XX3ÇI) !'~Q = ^-Q — V
d'où l'on tirei^a la longitude cr du périhélie.
{*) On obtiendrait aussi u directement , par les formules
dr
Jt!i Sin u = ^ — ;= »
EC0SU= 1 — -r»
qui sont les analogues des formules (xxiv) et donneraient Ë de la même manière; {nais alors V se déduirait de u par TéquatioD (xxvii).
Les longitudes et ^ se trouvent rapportées à l*équinoxc vrai de Tépoque. Il conviendra d'en retrancher la nutation , pour les compter de l'équinoxe moyen. Si Ton veut, après cela, les rapporter à Téquinoxe moyen d'une autre époque, il sufHra d'ajouter le mouvement de précession pendant l'intervalle , si cette époque est postérieure à la première , et de le retrancher dans le cas contraire.
Correction des éléments approchés.
Nous distinguons deux cas
I®. Celui où les éléments approchés ayant été calculés d'après les formules que nous venons de présenter, on se proposera d'obtenir une solution plus exacte en rapportant tous les calculs à l'époque adoptée dans la première approximation ;
2®. Le cas où les éléments approchés auront été calculés en suivant une méthode non fondée sur l'emploi des dérivées de. la longitude et de la latitude; ou bien celui dans lequel les éléments ayant été calculés par notre méthode, on voudra les corriger en employant de nouvelles observations qui exigent , pour Fusage bien entendu des séries , le changement de l'époque à laquelle se rapportent les calculs.
Notre but n'est pas précisément d'obtenir les corrections des éléments de
1, , . . , ." , doL d^OL d^a. dB
I orbite, mais bien les corrections des quantités a, -7-? -r—? -7-- ; ô et -r-
^ ^ dt dt^ de ' dt
qui servent à calculer les éléments. Le moyen d'obtenir ces corrections est le même dans les deux cas : on devra calculer d'abord une éphéméride des positions de la planète , en se servant des éléments approchés. Il est trèsavantageux d'employer, à cet effet, les coordonnées rectangulaires du Soleil, que l'on trouve dans les Éphémérides de Berlin ou dans le ISautical Almanach; en ayant le soin, pour ce dernier recueil, d'ajouter aux coordonnées j, et z, du Soleil les corrections
/ , ( 5r, = — 0,000 ooiq3. A,
(xxxii) \ '^ * :^ o»
afin de tenir compte de la latitude ^ à\\ Soleil à laquelle on n'a pas eu égard. On obtient immédiatement les ascensions droites et déclinaisons vraies , en partant de l'anomalie excentrique. Il ne reste qu'à ajouter l'aberration , pour avoir les positions géocentriques apparentes.
On peut également se servir des formules ordinaires, que nous reproduis sons ci-dessous n** 32, pour calculer les valeurs de a^t 0; il faut alors cor- Hgcr, de l'aberration seulement, le rayon vecteur et la longitude de la Terrç
tirés des Tables, et ajouter à la latitude obtenue 9, le terme
(xxxiii) ^0 = - cosô . 4 ,
Â désignant la distance de la planète à la Terre. On aura ainsi les longitudes et latitudes vraies auxquelles il faudra ajouter Taberration (voir la note du n° 58] , pour avoir les longitudes et latitudes géocentriques apparentes.
Dans le cas des petites planètes, les positions géocentriques peuvent être calculées avec sécurité de cinq en cinq jours jusqu^aux dixièmes de seconde, puis interpolées au moyen de formules générales que le manque de temps m'a empêché de publier jusqu'ici, et dont j'extrais, pour le cas actuel, les suivantes :
5§Uo =Au — 0,4A'«-ho,24A^tt — o,i68A*a-f-o,i278A^a — .. 25 S^Uo = A»i* — o,8 A^M -ho,64 A* tt — 0,528 A*a
, . . 1255'Mo = A=*w — i,2A'tt+ i«20A*a — ....
(xxxiv) \ :
625 ^«0 = ^*u — i,6a^zc4-..., 3i 25 ^*Mb = A*« — .. .,
Dans ces formules, Au, A' m, A^m, . . ., désignent les différences finies de la fonction «, de cinq en cinq jours par exemple, et ^ Uo 7 ^^ «*o > ^^«0 ? • • • > les différences finies de la même fonction, pour l'intervalle d'un jour et le premier rang de la série. I^es coefficients numériques sont d'ailleurs rigoureusement exacts.
Ayant tiré de l'éphéméride ainsi interpolée ^ les positions apparentes pour les époques des observations , et ajouté les parallaxes , la comparaison se fait immédiatement.
Considérant les excès des ascensions droites et déclinaisons observées sur les positions calculées, on groupera tous les résultats compris dans des intervalles de temps pendant lesquels on pourra admettre que les excès varient proportionnellement aux temps. Il n'est pas nécessaire que cette hypothèse se réalise absolument ; il suffit que l'erreur qui en résulte soit notablement au-dessous des erreurs des observations. Si, dans chaque groupe, on prend l'excès moyen, et qu'on le fasse correspondre à la moyenne des temps, le résultat sera d'autant plus près d'être exempt des erreurs des observations, que celles-ci seront plus nombreuses; les écarts pourront donc être attribués principalement aux erreurs des éléments. Ces excès , ajoutés aux coordonnées géocentriques tirées de l'éphéméride , donneront des positions dites positions normales. De cette manière , on condense quatre-vingts à cent observations en dix ou douze positions ée cette espèce , dont chacune prend un poids dépendant du nombre et de la précision des observations qui concourent à les former.
Il est bon, pour les comparaisons ultérieures, de transformer immédiatement en longitudes et latitudes, les ascensions droites et déclinaisons provenant des positions normales.
Il reste actuellement à convertir en excès de longitude et de latitude, les excès des observations en ascension droite et déclinaison trouvés ci-dessus ; à cet effet , on se servira des formules
cosa cosA coso>> — sinOsinD
cos op = sm w — =- = sin u ) sin 9 =: =- >
^ cosD cosO cosOcosD
(xxxv) < ^ cosç ^^ sin© ^^
^ ' ^ S<x=z — 7-5DH ^cosD^JR,
cos 9 cos 9
^0 = sin <f Sjy — cos <f cosD 9 Si ;
où A et D désignent les ascensions droites et déclinaisons 9 ^A et ^D les excès des observations sur le calcul , &> l'obliquité de Féclîptique , et «p un angle auxiliaire auquel on donne quelquefois la dénomination d* angle de position. L'angle 7 étant déterminé par son sinus et son cosinus , il ne peut y avoir d'ambiguïté. Ce sont ces quantités Sol et $Q que nous avons désignées par x dans le n** IIS.
Ayant pris pour origine du temps une époque peu différente de l'époque moyenne des observations, ou mieux cette dernière , il s'agira de représenter les quantités x P^r des séries , ce qui se fera en suivant exactement les indications données dans le n^ 26 , pour le développement de a ou G ; /»' étant le poids des moyennes, on posera
Parvenu aux valeurs de û , ^ , c , c?, . . . , que l'on convertira , à l'exception de a, en nombres abstraits, en multipliant par sin i'^ on aura à l'origine du temps,
^a ou $Q=:a
,doL .ûfô ,
S -— ou S-—- = b, dt dt '
(xxxvi) l ^d'oL ^d^Q
S—-- ou tf--- = 2<:, dt^ dt"" '
d^oi
dt^
32. Dans le premier cas> examiné au commencement du numéro précédent, il suffira d'ajouter ces corrections respectivement aux valeurs primi-
doL d^oL d^ot ^ dB d'Q ,, , . , , d'B
tives de «, -, —, — ^ 0, - et—; (la valeur corrigée de — ne
tloit servir qu'à vérifier la concordance des données).
Dans le !>econd cas , il faudra préalablement calculer les valeurs primitives de a et 0. Les formules suivantes , très-connues d'ailleurs, sont appropriées à ce but ^ et serviraient au calcul d'une éphéméride, comme nous l'avons dit plus haut; observons toutefois que la longitude de la Terre et le logarithme de son rayon vecteur, tirés des Tables, doivent être corrigés ici non-seulement de l'effet de l'aberration, mais , en outre , des quantités — ^ J et — ^ logR, données par les équations (vni). (Dans le calcul d'une éphéméride, on n'aurait point à opérer la réduction au centre de gravité de la Terre et de la Lune.) Voici ces formules :
f XXXVII ) N"r + e — m — lu ; — r. sinu] = o.
^ ' \ smi /
(Ici t désigne le nombre de jours compté depuis l'époque de l'anomalie moyenne.) Il s'agit de tirer a de cette équation. Soit -^ la valeur de son premier membre , pour une valeur approchée de a ; la correction approchée de cette quantité seia
■h ( XXXVII bis) Su =
I — E cos u (xxxviii j tang - V = tang I 45° H — >î 1 lang - u, r = A cosu -r-rr •
Si u et V se trouvent trop voisins de o de§ré ou i8o degrés, on remplacera la seconde par Tune de celles-ci :
(xxxix) ^=A(i~Ecosi.)=-— ^— ^.
(XL) i ^-Q=--ft + v,
1 tang ((^, — S) = tang(t^— Q) cosi;
on doit choisir (f^, — Q) de sorte que son cosinus et celui de (p — Q ) aient le même signe .
(xLi) tang> = sin(i/, — Q) tangl,
>*doit être pris entre -1-90° et — go°;
(XLIl) -. = _.cOS>.
Pour compter les longitudes à partir de l'équinoxe vrai; si /' désigne le nombre de jours écoulés à partir de ^époque à laquelle se rapporte la longitude moyenne Çl du nœud ascendant , on aura
p, = (p, — Q) 4- Q -f o",i375. . . i' 4- nutation en longitude, (xuii) ! tang(«-.,)= ^MÈ-"^)^ ,
,'Dans le cas du calcul d'une éphéméride, on ne devrait corriger J et logR que de TefTet de Faberradon.) Il faut prendre a — f, de sorte que son sinus soit de signe contraire à sin ( $ — t'i). On en déduit a.
PL P
Comme nous avons besoin ici des positions vra'ies , réduites au centre de gravité de la Terre et de la Lune , nous ne devons point ajouter d'aberration ni de terme pour tenir compte de l'effet de la latitude du Soleil (*).
{*) Dans le calcul d^une position géocentrique apparente , À désignant la distance de la planète à la Terre , on aurait
^^ pour le terme Sd dépendant de la latitude solaire 6 .
Quant h. l'aberration, on la tirerait de la double formule
aberra tion en longitude ou latitude mouvement diurne en longitude ou latitude
'a quantité entre parenthèses étant le logarithme du nombre dont elle tient la place.
On peut, si on le préfère, n^appliquor Paberration qu'eaux ascensions droites et déclinaisons, lorsque le calcul de transformation eu coordonnées angulaires équato- 'Ules est effectué: on remplacerait alors, dans la formule précédente, longitude ou 'atilude par ascension droite ou déclinaison.
COS'Ô
— tango 4^4-^ E 8inV,sinX+ ^'^^ ^^ sini cos> cos(p,- j dt ^n r '
\ R' r' y rfr dt dt dt dt^
fv-
\R' r^ I ^ dt^ ^ r
= sm G cos 1 --4 -f-p-T 1 + 2-7^ -T--f-2p taneG -p- \dt^ ^ r^j dt dt ^ ^ dO
d*OL
Ajoutant actuellement aux valeurs de a et G , calculées suivant les formules
du numéro précédent , et à leurs dérivées calculées par les formules (xlvi),
les corrections de ces quantités obtenues à la fin du n® 51, on aura les valeurs
dd d^OL d^oL dO d^B , , .
corrigées de a, — ? — > -^-7? ô> 7- et —^ à 1 origine du temps. Avec ces
nombres, le dernier excepté , on effectuera les calculs des n**' M, 28 et 29.
d^Q Arrivé à ce point , on calculera la valeur de -— • par la formule
rf'G
(xLVii) -P:7;r = *i"^cosG -f-f-p
dt
rV dt dt
2p tango ^5
dans laquelle cette dérivée est déduite des six quantités a, -r-j —^—^ —, — ;
9 et — ; on pourra la comparer à la valeur de -j-j-j corngee par 1 interpolation. Leur degré de concordance sera un indice de la concordance des données elles-inênies.
Enfin y on achèvera le calcul des éléments par les formules du n° 30.
Application numérique à la planète Iris .
S4. Les formules relatives à la correction des éléments comprenant nonseulement celles qui sont relatives au calcul des éléments approchés, mais en outre les formules par lesquelles on passe des éléments aux dérivées de la longitude et de la latitude, nous nous bornerons à donner, pour exemple d'application numérique de notre méthode, le calcul des éléments de la planète Iris , en prenant pour point de départ ceux que nous avons publiés dans les Comptes rendus, tome XXV, page 549» Nous reproduisons ici ces éléments :
Iris.
Longii. moy . , le 1 3,o août 1 847 , t. m . de Paris . 334° ^ 2' 35",3 j rapportées à
Longitude du périhélie 4^ • ^6. 20 , 2 1 Féquin. moyen
Longitude du nœud ascendant sSg.SS. i4)0) dui3,o août.
Inclinaison 5.28.Ô1 ,4
Angle (sin = excentricité) i3. 6.40,2
I>emi-grand axe 2,376 167.
Nous avons donné encore (pages 55o et 55i) une éphéméride des positions apparentes d'Iris, calculée sur ces éléments, pour la fraction de jour 0,3, temps moyen de Paris, et pour tous les jours, depuis i3,3 août jusqu'au 3i,3 décembre i847* ^^^^^ éphéméride nous a fourni les positions géocentriques apparentes d'Iris, aux époques des observations que nous avons pu nous procurer. Nous avons ajouté la parallaxe et comparé le résultat aux observations. La comparaison est consignée dans le tableau suivant , dont il est bon de dire deux mots.
La lettre m sert à désigner les observations méridiennes.
Le nom d'un lieu d'observation mis entre parenthèses indique que nous n'avons pas cru devoir faire participer à la détermination des moyennes l'observation correspondante, soit parce qu'elle n'est pas complète, soit parce qu'elle est isolée ou ne paraît pas suffisamment concordante avec les autre».
Les moyennes et le nombre des observations qui ont servi à les former sont immédiatement inscrites après ces observations.
Comparaiion des précédents éléments d'Iris, avec les observations.
LIEU DE L'OBSERVATION
Greenwich
Id
Cambridge
Green'wièh.
Cambridge m,
Paris m.
Hambourg m.
Id
Greeo'wich
Berlin <.. m.
Id....:
Hambourg. . . . .• m.
GoUiugon m.
Marckree m.
Berlin
(Vienne)
Moyenne de i5 compab. :
(Vienne). m.
Londres
Paris m.
Hambourg m.
A.llona m.
Itondres
Vienne
Paris m.
Âllona m.
Paris m.
Marckree
Christiania m.
Londres
Dorpat : m.
Hambourg m.
Altona m.
Christiania m.
Hambourg m.
Altona m.
L ans. •.•...« ...... tti.
DATES
Temps moyen de ParU,
Août 13,4^9 i3 14,398 i5
437 i5 17,434 64 !io,393 71
Août 18,744 58
Août (26,357 ^^} 363 75 395 88
ASCENSION DROITE obterrée.— calculée.
DÉCLINAISON obsery. — cale.
Comparaison des précédents éléments d'Iris avec les obsen*ations.
[Suite.]
LIEU DE L'OBSERVATION
Londres
Id
Hambourg m.
AUona m.
Londres
MOTENRE DB ^4 COMPAR.
Dorpât m.
"Vienne m.
Altona m,
Paris m.
Hambourg m.
(AUona) m.
Hambourg m.
Gottingen m.
Hambourg m.
Altona. m.
(Hambourg) m.
Hambourg m,
Id m.
Gottingen m.
Londres
Paris m.
MOTEnnB DE 14 COMPAR. :
Hambourg.
Paris
Gottingen.
Hambourg.
Id„ . .
Id,...
AUona.. ..
Hambourg.
Paris
Hambourg.
DATES. Temps moyen de Paris,
Août Sept.
ASCENSION DROITE observée.— calcnlée.
Août 29,707 la
Sopt.
Sept. 7,060 94
Sept. 1 1 ,3^7 93 349 o5 12,335 28 i3,3'i2 èo i4>3i9 83 i5,3i7 17 317 26
io,33o 68
DÉCUNAISON
obserr. — cale.
éditions i852.
.Mkm
Comparaison Ses précédents éléments d'Iris avec les observations,
[Suite.]
LIEU DE L'OBSERVATION
dates.
Temps moyen de Paris,
ascension droite
obterrée .— calcalée.
déclinaison
obierr. — cale.
(Paris) m.
Hambourg m.
Sept. (i8,33o 5i) 19,306 76
Moyenne de i i compar. :
Sept. 14^870 49
(Paris) m.
Sept. (23, 317 94)
Paris » m.
Sept. 3o,3oi 26 Oct. 3,294 42
id /w.
Moyenne de 2 compar. :
Oct. 1,797 84
Paris m.
Oct. 13,272 89
Id m.
Id m.
Marckree
Paris m.
Moyenne de .5 compar. :
Oct. 14,896 74
Paris V. . .. m.
(Marckree)
( Paris ^ m.
Oct. 22,255 00
Paris m.
Marckree m.
' Paris. ..• m.
Moyenne de 4 compar. :
Oct. 26,254 97
(Paris)
Nov. (1,353 35)
Paris
Marckree
Nov. 12,349 ^ 17,329 14
Comparaison des précédents éléments d'Iris avec les observations.
[Suite.]
LIEU DE L'OBSERVATION
DATES
Temps moyen de Paris,
ASCENSION DROITE oliserTée.-' calculée.
DÉCLINAISON obcerr. — cale.
Paris
Id
Nov. 18,293 i5 19,271 95
-4- io3,o
MOTBNIOS DE 4 COUPA R. :
Nov. 16,810 98
Marckree
(Marckree)
Vienne
Id
Nov. 26,326 60 Dec. (1,337 26) 6,288 41 9,285 42
MOTEMMB DB 3 COHPAR. :
Dec. 3,966 8z
Vienne. •
Dec. 10,266 57 12,267 33 13,219 34 18,267 70 18,296 55 19,217 63
Id
Id
Vienne
Moyenne de 6 compar. :
Dec. 15,254 19
S8. Au Heu de former immédiatement les positions normales , nous allons appliquer la méthode d'interpolation de M. Gauchy aux excès moyens du tableau précédent , ou plutôt à leurs équivalents en longitude et latitude , de manière à représenter ceux-ci par des séries ordonnées suivant les puissances du temps.
Les conversions ont été faites par les formules (xxxv) , et les quantités a et G ont été prises dans les calculs qui nous ont servi à la construction de l*éphéméride. En procédant comme nous Tindiquons au n^ 51 , les longitudes et latitudes normales résulteraient de la conversion des positions normales rapportées à Téquateur, en longitudes et latitudes.
Reproduisons d'abord les données, et remarquons, à ce sujet, que nous pourrions nous dispenser d'écrire les époques moyennes avec une précision
supérieure au reniième de jour. Nous prenotis pour origine du temps , te 17,3 octobre 1 847 , temps moyen dç Paris ;
et ayant tnultipUé le temps exprimé en jours par le nombre X-, formule (m j, c'est ce temps converti que nous désignons par t. L'excès moyen des observations sur le calcul est noté jr; quant au poids des moyennes, faute d'autres données, il est représenté par le nombre n' des observations d'où elles dérivent.
de touri
de l'obHrTUKUi
T™p. mùftn
cornu»
du n.s oci.
«T. lonsK.
Aofll .8,744 58
-+■ a"oo
+ Sofo*
59,707 la
S«pl. 7,06094
- Sfii
Oct, 1,797 84
No.. 16,81098
+ 3o,5ii
365, lu
Oéc. 3,966 Si
M. Cauchy ayant donné un exempte de l'application de sa méthode d'interpolation, nous ne croyons pas devoir présenter ici te détait des calculs effectués suivant les formules du tableau du n" 33; nous nous bornerons i présenter les résultats.
:rr-
Ji
er s:
(A cr
eo
en
Oi
. fc4 t< Î* fc4
CA CA c/} c/} UO CA
eo
CN «<r (O ;o 00 00 »rî 00 >* <S
t>» ro o o Cl O 00 CI 1?) 00
CA cA CA CA c/>
r»(0 00 oo ^^ es -
oO ^
CA Ch (/) CA
■2 ■as
t> Os eft
c/) CI3 C/5
00 Ci
eo
rt
ec
rsco
et
os
OS
CA
QQ »n kT)
00 Oi »n
00 00 Os
00 00 - m iO en e* a
S.TAV \ S'AV
If -2,56
- lo^s^e
Pour distinguer à quelle somme S''"' A''~'j^ il est convenable de s'arrêter dans les valeurs de a , 6 , c , . . . , il devient nécessaire d'avoir sous les yeux les erreurs A/, A'/, à? y,, . . que Ton commet en s*arrétant à S^, S'A/, S" A' 7* , . . . . Voici les valeurs de ces restes qui se rapportent non aux moyennes , mais aux sommes algébriques des excès des /z' observations qui opt concouru à la formation des moyennes.
LONGITUDES
•Ans. 1847.
AV
AV
aV
AV
Août ]8,7
Sept. 7 , 1
Oct. 1 ,8
-H ao,35
NoT. i6,8
Dec. 4,0
-+-io8i,6o
LATITUDES
P^IBi^BBSnSB
igi^B
^i^BHB
Bins. 1847.
Ar
AV
AV
AV
If
it
Août 18,7
Sept. 7,1
-ia,88
-h IO,32
Oct. 1 ,8
-+- ao,66
Nov. 16,8
Dec. 4>o
-jg.
^gg^
Nous allons, maintenant, donner le résultat de la division des divers restes par les valeurs de n\ afin de mettre en évidence les erreurs moyennes qui répondent à une observation \ il suffit que nous présentions les différences des derniers ordres.
LONGITUDES
LATITUDES
Août 18,7
- ."ai
-t- i.ai
iH
Sept. 7,1
Si
■+■ o,ài
Oci. i,i
+ 0.li7
ÏQ
oa
ac,;
NoT. .6,t
-oM
bo
Dec, 4,0
it
En examioant ce tableau ou le précédent, on reconnaît que les A ne subissent pas de réductions notables, après les A' pour les loQgitudes, et les d' pour les latitudes : on pourrait en induire que les restes A' sont négligeables dans les premières, et les A' dans les secondes. ISéanmoins, j'ai cru devoir tenir compte des A' dans les expressions des longitudes.
Formant les valeurs de a, ^, c,. . ., en négligeant les S" A'^ et suivantes dans les longitudes , puis les S" ù.^y et suivantes dans les latitudes , il vient
Longit. : ' '3->
Latit. :
i-87",a5, C3r + iii",95,
Au moyen de ces quantités, substituées dans le second membre de l'équation (ii3) complété, dans le cas des longitudes, par le terme -)4'j-,et dans le cas des latitudes , par le terme — A' j, on reproduirait tes valeurs
des excès moyens x donnés au commencement de ce numéro.
Ayant converti les b,c,d,. . .,en nombres abstraits, les formules (xxxvi) donnent
Calcul des valeurs de a^Q et de leurs dérivées , le 17, 3 octobre 18479 temps moyen de Paris.
56. Les valeurs de J et logR, tirées du Nautical Almanach, et conigées I par ks fprmules ( vin ) , sont
S = 383°48' ^'\ ^3 compté de Téquinoxe vrai, 1. R = 9,998 1979-
Au lieu de déduire leurs dérivées des formules (ix), je les ai déduites de l'interpolation , par la méthode de M. Cauchy, appliquée aux valeurs de ^ et log R corrigées par les formules ( vui) ; j*ai trouvé ainsi
-^= + 1,008 1952 1. -^ = o,oo3 5446-4-
dt *
Les valeurs que Ton obtient par les équations (ixj sont peu différentes. On tire des éléments les constantes ci-après :
s — ci = — 67-43' 44",9 l.N" = 2,986 1911 +
CT— Q= 142 3 6,2 1. : — r, = 4,670 1466 —
smi' ^ '
1. tang (45° H — >î I = o , 100 2597 -f- 1. A cosT] = 0,364 4^54
I. cosi = 9,998 0098 1. tangl = 8,982 061 3 -H
Calcul de a et 0.
(xxxvii) Du i3,o août, au 17,3 oct.; 65,3 j. I....i,8i4 91324-
N" r -f- fi — CT = — 5o 9 28 ,52
Soit
« = — 61 35 22,64 1. sinM = 9,944 2667 — : — 7, sinw=-f- 11 25 54 ,11 1 4>6i4 4^33 4-
u : — 7. sinw = --5o 028,53
Erreur = -ho",oi
(xxxviii) . -tt = — 3o"47'4ï''j32 1. tang- a = 9,775 2440 —
Calcul de
dt
d-k (xLvi) Rsmï ^y =4-0,997 9620
— cosÇ— = 4-0,001 7894
3« terme = — 0,127 6549
'Os{^«--fl)cos(a — (^,)— 4-0,002 7889
65ii -
r siD (a — p,) == 4- 0,468 5260
cos X ^ ^
Parenth. du 4* terme = 4- ,4? i 3099
4* terme — — o,333 8072
Calcul de ---• dt
— tang Q -^ = — ,o57 6575o
2® terme — — 0,012 87255
I. sin e cos fl
i"terme = + o,o23 89914 '
2" terme = — 0,0*7 56458 i
- = — o,oo3 91887 I.
-^ + 0,002 23207 'ÏT'^
CalcuU de A\
I d'OL
1 dV 3 rf».
2 df"
R ûfT ^
Somme
'•/f*'^Sr = o»ooo 9720 -H
ï" terme
\ dt dt Jdt
2* terme = — 0,006 3274 A' = + o,5i3 0171
Calcul de B'
— t^ngÔnr- = + 0,002 7482
I dK
R dt
dt tango ^
= — o,oi3 6327
—2 tango— =i+o,oo5 4964
-- — 3tangô— -
K dt ^ dt
dK
( da dt.\_
3tang0^)=— -0,008 0871
Somme = + o ,oi5 6965
cos Ç
' /f*'"^sr = 9»o44 0731 +
(x) Calcul de C
(R^-tangO^J^^= 0,0035969
l.sin$cos; = 9,037 8367 '•2 "£=9.704 3763
^ ^ sin Ç cos Ç = 4- o,o55 2348
Somme = + 0,227 2470
I. R^sinÇ
Ca/citl de D''.
l. - (/pi)'R'sin'Ç = o, 167 2202 -f-
Calcul de cosx et sin' x.
cosx = — 0,109 '4^^ sin' X = -f- 0,988 0879
l.sinx = 9,997 3978± ^••••9r994 79^64-
RésolHtion des équations (xi) et (xii).
En supposant 1. r = 0,826 2772, valeur correspoBdante aux éléments primitifs n* 56, on trouve
(xi) et (xii) (xii bis)
df
o,oo
Somme ^^
Dernier terme = — o ,49^' ' 162
t.*ét|uation (xii) est satisfaite.
Calcul des dérwées de p et de r.
La planète étant plus près de la station que de l'opposition , nous emploierons les formules (xiv).
rf»p
Calcul de
dt
(xiv)
— -^ = — o,io5 3771
Rcosd:^ — ^J = 4-0,099 16204
d(x} HP
^= + o,q36 47359 Calcul de Q.
P cos ? == p cos Ç =
(R-hpcos5)'^ = — o»oï9 384ï
— pRsin| — = ~ 1,291 4179
p R sin g = o ,239 2865 1.... 0,1 II 0668
cos'0
__L — rang © -jr cos=ô ^ dt
o,oo3 o53i -h
dû
{XIV bis)
^dt dt '
yénfieation, h 0,282 3353 -0,61 5 5987
Soi»nie= + o,897 9340 -H^s(f-§) =-0,89, 9340
Errenr= 0,000 0000
Vérification de ta concordance des
données !..
ivra) ^ + p-Ç = +o,22i 17372
l'f ternie^ + o,e23 4'7^9 dp rffl ,-
2p tang'e~=4-o,ooo 24723
-pJ^ = -o.°o3 79657
d'B ce _ = + „,o«a ,66,
Or nous avons déduit de l'inlerpolation , n» S8 ,
ii = + o,oo. .688
= Sc=-
our f = 1 , c'est-à-dire environ deux mois après le lieu à une erreur de — o'',28 dans le terme du dévede (jui Jépeud du carré du temps ; elle est donc insenplus loin (jne les latitudes seront en effet assez bien
59. Calcul des coordonnées de la Terre ei des composantes de sa ^Htesse, (xTi) I. sin J =9,6o5 898a h
x' = -ho,9ii 1688 I. jc' = 9,959 5988 H '
j' = -1-0,401 8797 1./' = 9,604 ot)6i -f
j/ dK «— ^■^—
dx'
dt
de
Calcul des coordonnées d'Iris ei des composantes de sa vitesse,
{»vw) 1. «in a ==: 91937 o8a5 -
l.cosa = 9,700 3o88-»-
p cosa = -f-0,879 08^4 '• P <^0S« = 9>944 02()G-<h
psina = — i,5i6 3634 1. p sina = 0,180 8o33 —
a: = 4- 1,790 25i2 1.x = 0,252 gi4o4-
cos a -^ = -1-0,268 35i23 1....9,428 7o36-f-
dt *
da,
— p sina— - = -i- 0,400 07703 1... .9,602 1436-H
dt ' ^ ^ dt
SID
inpç^ = — 0,462 8895 1.... 9,665 4773 —
at
/>cosoc;7^ = -Ho,23i 9369 l 9>365 3699-+-
dt
$^ = -f-o,68i looi 1.^ = 9,8332109-4-
de "f
(xxi bis)
(xxii)
(xxiii)
{xxiv)
(xxv)
(xxvi)
2* terme
Calcul de la durée de la révolution.
Calcul du moyen mouvement diurne.
smi
Calcul de l'anomalie vraie et de l'excentricité.
V = -73oi2'o",99 (sin V a le signe de E sin V).
Vérification,
dr
dt
o3i2Hh
VA
Erreur = o , 000 0000
vm 4>«^_Tr=^
— — r I * •»•■*■ -^fc.
-T = — Ji A I
— * =r — ai i-: l»i ^
* aiir- T :==: ^. -wni -'-J^ —
anu - * :=■ i ""H^ Ifcfw —
'xxTn r:^
i« i* oi izr
. — - an. TT =r i « A.x >r«S?
±.Tarar =: X , Arc cor^
Ut . uniaau.*^ Ttn ' iTiuf , x fnnnus r=: x
(xxTm
smi
au
;xxix.
— ir = — j^ \^ ifL. -ij I ,
Ai i4 li .-;.^
jf :-, > Oi.'îïrcce îÎ\;^.
.tarç-r =9,^ 159:
'x\x' r — Q = ~ 68* ao' 23'45 1. tMu: /.— Q^ = o,4<^i co5a -h
CDS (p — Q) et cos /. — Q^ sont de néme signe.
f'rrificaiioa .
(xxx biSj
JT
I, tang>^8,i>it) 4:i\vj r
Distance du périhélie au nœud ascendant y et longitude du périhélie. (XXXI) nr-JJ=:i4l«37'46",94.
Pour rapporter actuellement les longitudes à Téquinoxe moyen, retranchoi de Çl la nutation i'%83, et ajoutons ensuite w — Q au résultat; il viendi
**** / o o } comptes de requmoxe moyen du 17,0 oct. 1047
Formation des positions normales, et comparaison de celles-ci ave
les éléments qui viennent d'être obtenus,
Résumons d'abord ces nombres
Éléments^pprochés de la planète Iris,
Anom. nioy.,lei7,3oct. 1847, '• na. de Paris. 3io**47'ï3", 17
Longitude du périhélie ^12.^ 9> ^8 ) coraptéesdel
Longitude du nœud ascendant 259 4^ 22, 24 ) moyen du 17
Inclinaison • 5 28 i4 9 4^
Angle (sin = excentricité) i3 23 23, 22
Moyen mouvement héliocen trique diurne. . 962", 2091.
Nous avons calculé, au moyen des formules du n° 52 et de ces éléments les positions géocentriques vraies d'Iris, pour les époques moyennes inscrit^ au tableau du n^ 55. Dans l'application de ces formules, nous avons fai usage des positions de la Terre prises dans le Nautical Almanach, en le corrigeant de l'aberration; la latitude géocentrique a été corrigée de l'efTe de la latitude du Soleil, par la formule (xxxiii). Ayant ensuite ajouté aui époques moyennes le temps que la lumière met à franchir la distance qu sépare la planète de la Terre , et dont l'expression en fractions de jour solaires moyens est (7,760 69 — )A; les positions vraies sont devenue positions apparentes pour les époques ainsi modifiées. Le résultat du calcu ^st le suivant :
Visitions géocentriques apparentes ci* Iris, déduites des éléments précédents.
TEMPS MOYEN DE PARIS
LONGITUDES
LATITUDES
Août 18,752 26
Septembre. 7,069 18
Octobre ... i ,807 19
ï4»9oC 77 !]i6,265 60
Novembre . 16,822 73
Décembre . 3,979 39
3io. 26.51, 74 317.57.14,76 323.23 3i, 32
D'autre part, réphéméride insérée aux Comptes rendus a fourni lesascensvoTis droites et déclinaisons pour ces dernières époques. Ayant ajouté à ces positions les excès moyens des observations sur l'éphéméride résultant des comparaisons du n° 34 , j'ai obtenu des ascensions droites et déclinaisons normales que j'ai transformées en longitudes et latitudes. A la vérité , les excès dont il s'agit se rapportent aux époques non modifiées par l'effet de l'aberration ; mais leur variation est si faible , qu'il n'y a aucune erreur sensible à les rapporter à des époques qui ne diffèrent pas des premières de plus deoJ°'»''jOi3. Voici les positions normales transformées :
Positions geocentriques apparentes de la planète Iris, déduites d'un grand nombre d'observations et dites positions normales.
Septembre
«4.9 Octobre. . . 1 ,8
NoTembre. 16,8
Décembre. 4,0
-^ ïi97 — 0,61
6 (discord.)
Les latitudes sont assez bien représentées; mais les longitudes laissent évi demment des erreurs dont la marche affecte une certaine régularité. II et probable que si les équations (5 ), (6) et celles qui en sont déduites avaient et complétées par les termes dépendants des forces perturbatrices , ces résultat seraient sensiblement modifiés.
Je dois dire ici, comme remarque, qu'avant d'effectuer les calculs qu viennent d^étre présentés , j'avais déjà obtenu une orbite d'Iris par la roêm méthode , à cela près que je n'avais pas tenu compte de l'effet des perturbs^ tîons lunaires sur les coordonnées de la Terre, et que j'avais calculé Iq dérivées du premier ordre de ces coordonnées par les formules (ix). Les ré sultats auxquels j'étais parvenu ne donnent pas, dans les comparaisons plus de o'',5 de difFérence avec celles qui précèdent. J'ai préféré donne pour exemple un calcul dans lequel les valeurs des coordonnées de la Terr et de leurs dérivées se trouvent à l'abri de toute objection.
42. Dans beaucoup de circonstances , on pourrait se contenter de Texac titude avec laquelle les éléments du n° 41 représentent les observations Comme la planète devait réapparaître vers le mois d'août 1848, quelque moments avant le lever du Soleil , à une faible hauteur au-dessus de l'ho son , il importait de donner aux éléments le plus de précision possible , a de la reconnaître immédiatement. L'aurore suivant d'assez près le lever de l planète , il fallait pouvoir consacrer le court espace de temps disponible , noi aux recherches , mais aux observations.
J'ai donc été conduit à essayer une nouvelle approximation. A cet effet
j'ai applique la méthode d'interpolation de M. Cauchy aux erreurs du tableau précédent, que j'ai représentées par deux nouvelles séries. Mais toutes les sommes subordonnées et différences , qui dépendent du femps seulement , se Uoiivant calculées dans la dernière approximation , je n'avais à calculer que le A/, à}y^, . .; Sj, S'A/, S" A'/,. . ., et à substituer leurs valeurs dans les formules du n*^ 25 , qui donnent a , 6, c , . . . . Il m'a suffi de pousser les développements jusqu'à S*' A'/ pour les longitudes, et jusqu'à S'A/ pour les latitudes, inclusivement. Recommençant avec les longitudes, latitudes et leurs dérivées corrigées par les formules (xxxvi), les calculs des n*»» 58, 99 et 40^ en y conservant les mêmes données relatives à la Terre, j'ai iéteou les éléments suivants, qui ont été présentés à l'Académie dans la I séance du 28 août 1848 :
! Éléments de l'orbite d'Iris.
Aiiom.moy.,lei7,3oct. i847,t. m.deParis. 810*42' 7",o7
longitude du périhélie 4' ^6 28, 61 ) comptées de Téquin.
longitude du nœud ascendant aSg 45 35, 91 )moy,dui7,3oct. 1847.
Inclinaison 5 28 i5 , 66
Aïigle (sin = excentricité) 13 21 55, 79
Moyen mouvement héliocentrique diurne,. 962", 9331
Voici comment ces éléments représentent les positions normales :
DATES
EXCÈS DES POSITIONS OBSERVl'.ES
NOMBRE
•n lo&fitiide.
en latitude.
des obserTatioDt.
Août 1^,8
Septembre. 7,1
'4.9 Octobre... t,8
a6,3 Novembre. 16,8 Décembre. 4»o
6 (diseord.)
•le me suis servi de ces éléments pour chercher la planète vers la. fin du ^ois d'août 1848; et aussitôt que Tétat du ciel a permis de voir les petite» «toiles dans la région qu'elle occupait , je l'ai reconnue très-près du lieu assi-
gné parle calcul. L'observatiort suivante a été présentée à rAcadémie, dans séance du 1 1 septembre de la même année :
Iris: 1848, le 2,636oo septembre, t. m. de Paris; A =7^ 59"* 23», 06; D=: + 19*» 16' 59", 6.
( L'étoile de comparaison , tirée de V Histoire céleste , est marquée sons 1 n° 2683 du Catalogue de M. Baily.)
La comparaison de cette observation avec le lieu calculé au moyen de éléments ci-dessus , donne :
Excès de Vohsen^ation sur le calcul:
en ascension droite , — 3* , 58 ; en déclinaison , -f- 22" , 7 .
Cette discordance est très>peu considérable, à une distance de dix mois demi de l'époque moyenne des observations qui ont servi au calcul de Ter bite , et huit mois et demi après l'époque de la dernière d'entre elles.
En se reportant aux comparaisons présentées dans ce numéro et dans I précédent, on est conduit à rechercher les causes qui peuvent avoir empêchi d'obtenir, dès la première approximation, l'exactitude fournie par la second^ et aussi cette dernière d'être plus grande encore. Nous sommes obligés di nous borner à de simples indications. Il a été dit plus haut , que les perturbaj tions omises dans les équations (5) et (6) sont une cause d'inexactitude d^ éléments ; nous devons ajouter que leur omission dans la comparaison avec le observations en est une autre cause. Mais, en dehors de celles-ci, il en e^ de plus importantes peut-être : ce sont les combinaisons des observations qu ont donné les positions normales. Par exemple , l'une des deux dernière observations du groupe de onze peut être présumée en erreur de 5 à 6 seconde en ascension droite. Celle de Paris a été omise dans ce groupe, à cause de ï déclinaison , qui était trop mauvaise; en la rétablissant , on aurait une moyenne plus forte d'une demi-seconde; si, d'un autre côté, l'observation de Hamboun du 19 septembre est supposée défectueuse et supprimée, la moyenne se trou vera de nouveau altérée d'une demi-seconde, en sorte que l'on ne pourrai garantir l'exactitude de la moyenne — 2", 78 à i seconde près, bien qu'elW résulte de onze observations.
Les observations du dernier groupe présentent des discordances bien pluî considérables encore, surtout dans les déclinaisons; et, comme elles ne son qu'au nombre de six, on voit combien la dernière position normale es incertaine.
Si Ton revient aux premiers groupes , dans lesquels les erreurs paraissent
varier très-lentement, on reconnaîtra qu^il ce faut ()oint considérer ces varùi* tioos comme pouvant être représentées par une droite unique, depuis lV|K»quo de la découverte jusqu'au 2 octobre. En effet, la courbe qui les i-epivsenie donne lieu , dans cet intervalle , à plusieurs inflexions qu'il était difticîle de découvrir tout d'abord : par suite , nos moyennes ont pu comprendre df« Qombres qui, abstraction faite des erreurs des observations, ne varient pas proportionnellement au temps. Nous avons cherché ù éviter cet ecueil« en «xaminant la marche des erreurs, au moyen d'une construction graphique « et groupant celles qui nous paraissaient satisfaire à la condition de varier piv • portionnellenient au temps.
Nous avons cherché aussi à espacer convenablement les moyennes; mais il faut reconnaître que , si ce but a été rempli aussi avantageusement qu'il et«iit possible, nous avons dû détruire une partie du bon effet de cet es)>acement« en attribuant aux moyennes, des poids proportionnels aux nombi^s des observations. Ainsi, les quatre premiers poids, et surtout le second, nous paraissent trop forts par rapport aux suivants; le dernier paraît aussi étix^ trop fort , eu égard à la discordance des observations.
Enfin, il eût peut-être suffi , dans les valeurs de a , ^, r, . . . , n^ 3tt, qui sont relatives aux longitudes, de s'arrêter à S'^A* j, au lieu d'aller jusqu'à
Quoi qu'il en soit, le résultat final ne nous semble pas trop laborieusement obtenu , surtout en envisageant le grand nombi^e des vérifications nuinériques qui se présentent à chaque pas, tant dans l'application de la méthode d'interpolation de M. Cauchy, que dans nos formules pour le calcul <ie l'orbite. J'avouerai même que je n'espérais pas , en employant pour la première fois une méthode qui laisse une certaine part à la sagacité du calculateur, obtenir un degré d'exactitude aussi satisfaisant.
P» S. — Nous prions nos lecteurs de vouloir bien nous pardonner les nombreux détails dans lesquels nous sommes entrés, et la répétition des mornes formules en plusieurs endroits de ce Mémoire. Notre but était, d'une part, de donner à ceux qui voudraient, pour la première fois, tenter des applications numériques, certains détails très- rares dans les ouvrages de théorie pure. D'un autre côté , nous tenions beaucoup à séparer des démonstrations te formules qui en font l'objet, et à présenter celles-ci dans Tordre des applications; dussions-nous être obligés de les reproduire plusieurs fois.
Ceux qui auront lu ce Mémoire et nos deux Mémoires sur les fttoiles
Additions i852. i3
doubles, poui'rnnt reconnaître qu'ils ont une base l'ondamentale coiuii'i l'emploi des dérivées des coordonnées observées, déduites de l'interpol'^C: Peut-être eût-il été convenable, à cause de cela, de les condenser en un se de manière à éviter la reproduction des pardes communes; mais ces Mémo ont été écrits à des époques différentes , et d'ailleurs , les conditions spécii des problèmes relatirs aun étoiles doubles et aux planètes nous ont paru as distinctes pour justifier la détermination que nous avons prise de les trai à part.
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que p étant essendellement positif, le signe de -^ sera négatif avant lac
jonction y et positif après. Or la première équation (5) montre que •
djc s'annule avec x, ou que la variation de — est nulle à Tépoque de la a
dx jonction. 11 en résulte que les deux valeurs de —5 à Tinstant qui préo
et à rinstant qui suit la conjonction , sotit égales et de même signe. La vdh
de cette dérivée ne peut d'ailleurs être supposée nuHe, car alors le sate)
se précipiterait sur Fétoile principale, et l'orbite apparente se réduirait à
point. Mais les valeurs absolues de a: et de p étant identiques , celles de lei
rfp . .
dérivées le sont pareillement; les deux valeurs de — ? aux instants qui pr
cèdent et suivent la conjonction , doivent donc anssi être égales. £n vertu
ce qui vient d'être dit, elles sont de signes contraires; il faudrait donc que
série qui représente les valeurs de p , étant différentiée , change brusqueme
de signe à l'instant de la conjonction sans passer par zéro, ce qui est ina<
missible.
. . . dû , La solution de continuité que l'on rencontre ici dans la dérivée ~- répor
à celle que présente l'angle de position. Celui-ci varie, en effet, brusquemei de 180 degrés. On évite cet écueil au moyen des coordonnées rectangulaire! comme nous le faisons dans le deuxième Mémoire. A la vérité, on pourrai! dans ce cas extrême, admettre des valeurs négatives de p, en n'assignai: aucune limite aux angles \\ mais ceci aurait besoin d'être discuté, et, d'ail leurs, ne s'appliquerait point aux cas où l'inclinaison ne serait pas exacte ment de 90 degrés, lesquels doivent se rencontrer bien plus fréquemment.
Supposons maintenant l'inclinaison un peu différente de 90 degrés. L dérivée de p ne présentera plus la même solution de continuité que tout [ l'heure; mais de négative elle deviendra positive en passant par zéro, e subissant un accroissement trcs-rapîde. Les angles de position , dans cett< circonstance, subiront un pareil accroissement. Les expressions en séries de< angles de position et de la dérivée des distances devraient donc pouvoir varier très-rapidement dans le voisinage de la conjonction , et leurs variations présenter les caractères d*une solution de continuité d'autant plus prononcée qii?
linaison s'approcherait plus de 90 degrés (*). Or de tels résultats sont difles, sinon impossibles, à obtenir avec sécurité au moyen de l'interpolation. Pour couper court à ces difficultés , je n'ai pas cru pouvoir me dispenser présenter les formules du deuxième Mémoire , qui offrent d*ailleurs quelles avantages particuliers. T. V.
NOTE
Sur les différences constantes des distances d'étoiles doubles mesurées par MM, fV. Stnwe et Otto Struve.
I Les distances mesurées par ces deux astronomes sont les seules que j'aie employées dans les recherches qui font Tobjet des Notes de ce recueil. Il ne I iQ'a pas paru nécessaire d'avoir égard , du moins actuellement , à une différence constante dans les déterminations comparées de MM. Struve. En effet, M. Otto Struve, en me faisant part des recherches entreprises par son père «tlui sur ce sujet, mais non encore terminées, ajoute: « Autant que j'en I ( puisse juger maintenant , ces différences constantes , si elles existent , ne sont > que très- petites. » D'un autre côté , cette assertion se trouve confirmée par le résultat suivant extrait d'un travail que je ferai connaître prochainement.
Le demi-grand axe de l'orbite réelle de 70 p d'Ophiuchus, déduit de onze distances mesurées par M. W. Struve et résultant de cinquante-sept jours d'observation, ne diffère que de o'^,oi5, d'une semblable détermination obtenue au moyen de huit distances mesurées par M. Otto Struve en trentetrois jours. Cette différence a lieu entre deux quantités presque égales à 5 secondes. Y. V.
(*) On parviendrait également à reconnaître ces caraclôres des fonctions -i- et a,
ut
CQdiffcrcnliant Pexpression de -^et discutant colle àe-r^j page ia3, no 14 de notre r
inèihode pour calculer les orbites des planètes.
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