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Formules generales du mouvement de l équilibre d’un point matériel libre.
ARTICLE I er . — Définitions.
U n point materiel libre se meut en vertu des vitesses qui lui ont été' imprimées.
Lorsqu’une seule vitesse est imprimée à un point matériel libre, le point se meut dans la direction de la vitesse et parcourt des espaces égaux en temps égaux.
Les formules générales du mouvement d’un point matériel ont pour objet de faire connaître sa position , sa vitesse et sa direction après un temps donné. Les formules de l’équilibre /.
a MÉMOIRES
expriment les conditions qui ont lieu entre les vitesses imprimées , lorsque oes vitesses ne produisent pas de mouvement.
Les formules de l'équilibre sc déduisent des formules du mouvement, en supposant que, dans celles-ci, les quantités qui représentent le déplacement du point matériel sont égales à zéro, quel que soit le temps.
Les différentes circonstances dans lesquelles on peut demander les formules du mouvement et de l’équilibre d’un point matériel libre, sont comprises dans les quatre hypothèses suivantes :
i° Le point matériel se meut en vertu d'une vitesse imprimée unique ;
a° Le point matériel se meut en vertu d'un nombre quelconque de vitesses imprimées simultanément;
3° Le mouvement produit par une vitesse imprimée unique, ou par plusieurs vitesses imprimées simultanément, est modifié par de nouvelles vitesses imprimées au point matériel ;
4° Le mouvement du |>oint matériel est continuellement modifié par de nouvelles vitesses imprimées.
ARTICLE II. — Problème.
On demande les formules du mouvement d’un point matériel libre qui se meut en vertu d’une vitesse imprimée unique.
Solution.
Un point matériel libre qui se meut en vertu d'une vitesse imprimée unique, parcourant dans le sens de la vitesse des
SUR LA MÉCANIQUE, espaces égaux en temps égaux , les formules de son mouvement se réduisent à celles qui déterminent sa position après un temps quelconque.
Soit a, g, y, les angles que la direction de la vitesse fait avec les axes des coordonnées rectangulaires ; V, l’espace que le point parcourt dans cette direction pendant l’unité de temps ; a-, y, z, les coordonnées du point après le temps t; x a ,y c , z„, ses coordonnées à l’origine du mouvement lorsque le temps est exprimé par on a
x — x . =Vcos. * (J — * £„), y — y. =Vcos. g(f — f„),
Z — Z, =V COS. y (4 — f.),
Corollaire. Si on différentic ces équations par rapport aux variables x, y, z, il vient, en donnant à ces variables les valeurs qu’elles ont à l'origine du mouvement,
dx„ = Vcos. adt.,
dy. — V cos. g dt„,
dz, — V COS. y dt..
ARTICLE III. — Problème.
Des vitesses données, en nombre quelconque, étant imprimées simultanément à un point matériel libre , on demande les formules du mouvement et de l’équilibre.
Solution.
Soit V,V', etc., les vitesses imprimées. «, g, y ; a', g', y', etc., les angles que leurs directions font respectivement avec les
axes des coordonnées rectangulaires x, y, z, qui représentent la position du point après le temps t; x., y,, z,, les coordonnées du point à l’origine du mouvement , lorsque le temps est exprimé par t..
Les vitesses V, V', étant imprimées toutes ensemble et au même instant, le point se meut uniformément et en ligne droite, avec la vitesse et suivant la direction qu’il a prises dans ce même instant.
Soit VV cette vitesse; A, B, C, les angles que sa direction fait avec les axes des coordonnées ; les formules de l’article précédent donnent :
x — x. — W cos. A (# — £.), y — y. = W cos. B (f — r„), z — z. — Wcos. C (« — 1„);
et en différentiant à l’origine du mouvement,
dx. = W cos. A dt.,
dy. = VVcos. B dt.,
dz. — Wcos. C dt..
Cela posé, l’accroissement infiniment petit dx , de l’abcisse produit pendant l’instant dt ., par toutes les vitesse V, V’, etc., imprimées simultanément, est égal à la somme des accroissements V cos. n.dt.,\' cos. * .dt., etc., que chacune des vitesses V, V', etc., produirait, si elle était seule imprimée au point matériel ; on a donc
dx. = ( V cos. « +y cos. «'+ etc.) dt.; on a pareillement
djr.=(\ cos. g + V'cos. g' -4- etc.)<£<,, dz, — { Vcos. y + V'cos. y' - 4- etc .)dt„
égalant les deux valeurs de dx„ et celles de dy„ dz a , il vient
VV cos. A = V cos. « -4- V' cos. *' -4- etc.,
W cos. B = V cos. g - 4 - V' cos. g' + etc. ,
W cos. C = V cos. y V' cos. y 1 + etc. ,
et par conséquent
x — x, = (Vcos . a -4- V' cos. «' + etc.)(f — C„), y — Vcos. g -4- V'cos. g'-t- etc.) ( t — 1„), z — z„ =(V cos. y + V' cos. y'+ etc.) ( t — t .).
Ces six équations dans lesquelles les angles A, B, C, sont tels que la somme des carrés cos.’ A, cos.’ B, cos.’C, est égale à l’unité, déterminent la vitesse et la position du point après le temps quelconque t.
les conditions de l’équilibre ou du repos du point matériel, s’obtiennent en faisant x=x„y z—z., quel que soit le temps. Les formules de l’équilibre sont donc,
o = V cos. * -i- V' cos. a -4- etc., o = V cos. g + V' cos. g' -4- etc., o = V cos. y -4- V' cos. y’+ etc.
I er Corollaire. La vitesse W est la résultante des vitesses simultanées V, V', etc., que l’on nomme aussi vitesses composantes. Les équations
W cos. A = V cos. * -+- V' cos. « -t- etc.,
W cos. B = V cos. g -4- V' cos. g' -4- etc.,
W cos. C = V cos. y + V'cos. y' -4- etc.,
exprimant que la projection de la vitesse résultante sur chacun des axes des coordonnées, est égale à la somme des projections des vitesses composantes sur le même axe, il est facile d’en conclure la construction géométrique de la résultante.
Si à partir de la position initiale du point matériel , on construit le polygone des vitesses composantes, c’est-à-dire le polygone dont les côtés représentent , en grandeur et en direction, chacune des vitesses; si ensuite on joint le premier et le dernier point du polygone par une droite ; cette droite dont la projection sur chacun des axes est égale à la somme des projections des côtés du polygone sur le même axe, représentera la quantité et la direction de la résultante.
Dans le cas de deux vitesses imprimées, le périmètre du polygone sc réduit à deux côtés, et la vitesse résultante est représentée par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux vitesses composantes.
TF Corollaire. Lorsque l’équilibre a lieu, les formules
o = V cos. * + "V' cos. a'-t- etc. , o = Vcos. ê + V' cos. 6'-t- etc., o = V cos. y -+- V' cos. y'+ etc.,
expriment que la somme des projections des vitesses imprimées V, V', etc. , sur chacun des axes, est nulle; le polygone construit avec les vitesses composantes est fermé, et la résultante est égale à zéro.
III e Corollaire. Si plusieurs vitesses V, V', etc., formant avec les axes des coordonnées rectangulaires, les angles «,
é, y> «1 ^ 1 y'i etc * ’ sont imprimées simultanément à un point matériel ; on peut, sans rien changer au mouvement du point, substituer à toutes ces vitesses une vitesse unique dont la valeur W et les angles de direction A , B , C , sont donnés par les équations
W cos. A =V cos. « -H V’cos. a + etc., ,
W cos. B = Vcos. ë ~h V'cos. ë'+ etc.,
Wcos. C = V cos. y -t- V'cos. y’-t- etc.
Cette opération se nomme la composition des vitesses.
Réciproquement on peut substituer à une vitesse unique W, faisant avec les axes des coordonnées les angles A , B , C, des vitesses simultanées en nombre quelconque, dont les valeurs V, V', etc, et les angles de direction «, 6, y; a, g’, y’, etc., satisfont aux dernières équations- Cette opération , inverse à la précédente , est la décomposition des vitesses.
Étant donnée une vitesse W et les angles A, B, C, de sa direction, si il s’agit de la décomposer en trois vitesses dirigées suivant les axes rectangulaires des coordonnées, il est facile de voir que le problème admet une seule solution et que les trois vitesses composantes sont les projections de la vitesse W sur chacun des axes, c’est-à-dire W cos. A sur l’axe des' x , W cos. B sur l’axe des y, W cos. C sur l’axe des z.
ARTICLE IV. - — Problème. . .
Le mouvement produit par une vitesse imprimée unique ou par plusieurs vitesses imprimées simultanément à un
point matériel libre , étant modifié par de nouvelles vitesses imprimées , on demande les formules du mouvement et de l’équilibre du point.
Solution.
Il résulte des formules de l’article précédent qu’un point matériel libre, auquel des vitesses en nombre quelconque ont été imprimées simultanément, se meut à chaque instant comme si toutes ces vitesses lui étaient imprimées dans ce même instant.
Cela posé, soit t' l’époque à laquelle le mouvement produit par la vitesse imprimée V, faisant avec les axes des coordonnées les angles «, g, y, est modifié par une nouvelle résultante imprimée V', faisant avec les axes des coordonnées les angles €', y' ; à compter de cette époque le mouvement du point matériel est produit par les vitesses simultanées V, V', ensorte que, si on nomme x, y , z , ses coordonnées à la même époque, W' sa vitesse constante; A', B', C’, les angles de sa direction avec chacun des axes des coordonnées , on a , comme dans l’article précédent ,
x — x' — W cos. A 1 ( t — f ’ ),
y y = W’ cos. B’ (f £’),
z — z=W'cos. C (t — *’), et
x — x' = (Vcos. a -+- V'cos. *’+ etc.) (t — t'),
y — y' = ( V COS. ë + V cos. 6’+ etc.) ( t O,
z — z' = (V cos . y + V' cos-y + etc.) (f — t').
Ces équations, dans lesquelles les facteurs de t — t’ sont les projections de la vitesse du point sur les axes des coor-
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données, déterminent la direction et la position du point matériel, après un temps quelconque plus grand que t'.
En faisant x — x', y — y , z = z, quel que 6oit le temps, c’est-à-dire,
o — V cos. * h- V' cos.
o =Vcos. 6 -t- V' cos. 6’, o=Vcos. y -t- V’ cos. y' ,
011 a les formules de l’équilibre.
I er Corollaire. Supposons qu’à l'époque marquée par t”, les cordonnées du point matériel étant x", y 31 , z", une nouvelle résultante V" faisant avec les axes des coordonnées les .angles ê", y'", soit encore imprimée au point matériel; il suit de ce qui précède, qu’à compter de cette époque le mouvement du point sera représenté par les formules
x — x"— ( V cos. a -t- V'cos. a' + V"eos. a") ( t — <"),
.r— •/ — (V cos. 6 -t- V' cos. 6' 4- V" cos. €" ) ( t — t ") ,
2 — z"=(V cos. y -t-V'cos.y'+ V"cos.y") (t — f”),
dans lesquelles les facteurs de t — t" sont respectivement les projections de la vitesse du point sur chacun des axes des coordonnées x , y, z.
De même si aux époques marquées par t'", t", etc., de nouvelles vitesses V", V ,T , etc., ayant des directions représentées par les angles « y"'; y", etc., sont impri-
mées au point matériel dans les positions x'", y", z"; x", y", z", etc., les formules du mouvement du point, à compter de ces époques, seront :
IO
X — x" =(V COS.a-f-V'cOS. «' + V'coS.a'' + V"'cOS.a''')(f— f”'), y — y ’= (Vcos. € -t- V ' cos . ê ' -J- V ' 'cos. 6' ’ -t-V'”cos.é"')(t — t'”), z — z"'=(V cos.y4-Vcos.y' + V’cos.y" +V'"cos. r '")(t—ï”);
X — X"=(VcOS. a -h V" , COS.a"' + V”COS.a") (t — <”),
y — y=(Vcos. 64- V'"cos.6"’4-V"'cos.€"j (r — t"),
Z Z'"=(VcOS. y4- V’cOS.y ” 4- V"COS. y”) ( t £”),
les facteurs de t — t'", t — t", e'tant les projections de la vitesse du point sur les axes des coordonnées.
II e Corollaire. En différentiant , par rapport aux variables x,y, z, t, les formules du mouvement du point, entre deux époques consécutives t", t"', t ", auxquelles sa vitesse est modifiée par de nouvelles vitesses imprimées , il vient
— r -=Vcos.a + V'COS. a + V"cOS. a" 4- V'"cos. a'" H- V”COS. a’'-+ etc. ,
dt
— =Vcos. ê+V’cos. 6 ' 4 -V 'cos.6"4-V"'cos.€ "4-V ,, cos.6”4-etc. , — V COS. y=V cos. y 4- V'cos. y’ ’= V" 'cos. y" 4- V"cos- y" -t- etc. ;
d’où il suit qu’entre ces deux époques les expressions différentielles représentent les projections de la vi-
tesse du point matériel sur les axes des coordonnées x, y , z.
Cela posé, imaginons que chacun des intervalles t” — t', t"' — t ", t" — t'", etc., devenant plus petit qu’aucune durée finie , la vitesse du point matériel soit continuellement modifiée par de nouvelles vitesses imprimées; les trois dernières équations qui sont indépendantes des intervalles t" — f.
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t'" — t" ,t ” — t"', ne cesseront pas d’avoir lieu, et par conséquent les projections de la vitesse instantanée du point matériel sur chacun des axes des coordonnées , à l'époque marquée par t, seront encore représentées par les expressions différentielles -r-, ‘-f ■
<it ’ dt ’ dt
ARTICLE V. — Problème.
On demande les formules du mouvement et de l’équilibre d’un point matériel libre, auquel de nouvelles vitesses sont continuellement imprimées pendant qu’il se meut.
Solution.
Soient x, y, z, les coordonnées du point matériel correspondantes au temps t , et ‘jj , les expressions des pro-
jections de sa vitesse sur chacun des axes des coordonnées.
Les vitesses imprimées au point matériel pendant qu’il se meut, se composent avec sa vitesse actuelle, et cette composition est telle, d’après le corollaire I er de l’article III, que la projection de la vitesse résultante, sur chacun des axes des coordonnées, est égale à la somme des projections de la vitesse actuelle et des vitesses imprimées simultanément. Les
projections ~p7> de la vitesse du point, reçoivent donc
pendant l'instant dt, des accroissements d(^^^,d
d > égaux respectivement à la somme des projections
sur les axes des x, y, z, des vitesses imprimées pendant le même temps.
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Or quelle que soit la loi suivant laquelle les vitesses imprimées varient , soit avec le temps , soit avec la position du point, ces vitesses sont constantes pendant le temps infiniment petit dt ; les sommes de leurs projections sont donc proportionnelles au temps, et, eri désignant ces sommes par \dt sur l’axe des x, par Y dt sur l'axe des y, par Z dt sur l’axe des z, Y, Y, Z, étant les sommes des vitesses supposées constantes imprimées pendaut le temps pris pour unité, on a pour les formules du mouvement d’un point matériel libre, dont la vitesse et la direction sont continuellement modifiées par de nouvelles vitesses imprimées,
d &i) = ' idt -
I" Corollaire. Ces formules suffisent non-seulement pour représenter toutes les circonstances du mouvement du point, lorsque les vitesses imprimées sont connues , mais encore pour déterminer la loi et la valeur des vitesses imprimées lorsque le mouvement du point est donné.
Dans le premier cas il faut intégrer deux fois chacune des équations différentielles ; les premières intégrales donnent
les vitesses instantanées^, parallèles aux axes des
coordonnées, par conséquent la vitesse absolue,
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ainsi que les cosinus
dx d y d z
dj ' | dz') ! i' {dx'-\- dj-'-i dz'}';’ ( dx'+ dy'-\- rfa’)4 ’
des angles que la direction du point fait avec les axes des coordonnées x , y, z. Les secondes intégrales donnent ensuite les coordonnées du point , ce qui détermine sa position.
Dans le second cas, il faut supposer qu’on a en général trois équations entre les coordonnées du point et le temps. En différentiunt deux fois chacune de ces équations, il est facile d’en conclure les valeurs des différentielles premières
^dt ’ ~Tt ’ ~fi ’ et ce ^ es ^ cs différentielles secondes ^ ^ .
dt (Jft') ’ fit (Jiï') ’ f i u ‘ représentent les vitesses imprimées
X, Y, Z, lesquelles sont par conséquent données en fonction de x , y, z. Ces vitesses sont , comme nous l’avons dit , les sommes des vitesses imprimées nu point matériel, pendant le temps pris pour unité de mesure, en supposant que pendant ce temps les vitesses imprimées sont constantes.
II e Corollaire. Les vitesses X, Y, Z, sont nommées forces accélératrices, et on donne aux produit mX, m Y, tn Z, de ces vitesses par la masse m du point matériel, le nom de forces motrices. Il résulte de ces dénominations, que les forces accélératrices, ainsi que les forces motrices, se composent et se décomposent comme les vitesses imprimées; les forces accélératrices X , Y, Z , appliquées au point matériel m, sont donc les composantes, suivant les axes des
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coordonnées x, y, z, de la résultante de toutes les forces accélératrices appliquées au même point.
III e Corollaire. Le mot force a dans l’usage ordinaire une signification différente de celle que nous lui attribuons ici. On désigne en général par ce mot la cause qui produit le mouvement ; cette cause réside soit dans les êtres animés, soit dans les corps en mouvement, soit dans quelques-unes des propriétés de la matière. C’est ainsi que l’on dit la force des animaux, la force du vent ou d’un courant, la force de l'affinité, de l’attraction, de l’élasticité. Mais la mécanique, c’està-dire la science mathématique du mouvement et de l’équilibre, ne considère les forces que dans leurs effets, qui sont les vitesses imprimées à des masses. Son objet est de définir et de mesurer, soit les mouvements qui résultent des vitesses imprimées, soit les vitesses imprimées, quand les mouvements sont connus ; l’équilibre est le cas particulier dans lequel les vitesses imprimées ne produisent pas de mouvement. Les idées de masses et de vitesses imprimées sont donc les seules notions préliminaires de la statique et de la dynamique, et c’est uniquement pour abréger des expressions qui reviennent très-souvent, que l’on donne à l'effet le nom de la cause, en nommant force accélératrice la vitesse imprimée à une masse, et force motrice le produit d’une masse par la vitesse qui lui est imprimée.
SECOND MEMOIRE
SUR
Formules générales du mouvement de l’équilibre d’un système quelconque.
ARTICLE I er . — Définitions.
Lorsque le mouvement d’un point matériel n’est pas libre, c’est-à-dire lorsqu’on ne peut pas supposer que ce point, après un temps donné, occupera un lieu donné de l’espace et s'y mouvra avec une vitesse et dans une direction données, les équations qui expriment les conditions auxquelles le mouvement du point matériel est assujetti, sont nommées équations de condition du mouvement du point. Mais si deux ou plusieurs points matériels sont tellement disposés que le mouvement des uns soit dépendant du mouvement des autres, ces points composent un système, et les équations de condition du mouvement du système sont celles
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qui expriment, soit la dépendance mutuelle des points, soit les conditions particulières à chacun d'eux.
ARTICLE II. — Lemme.
Les coordonnées des différents points matériels d'un système sont, avec le temps t, les seules variables qui peuvent entrer dans les équations de condition du mouvement du système,
Demonstra tion .
Supposons entre les quantités variables qui représentent le mouvement des différents points matériels du système , c’est-à-dire entre les coordonnées, les vitesses, les angles de direction et le temps, une équation qui contienne encore une variable s, indépendante îles premières. En donnant aux coordonnées, aux vitesses, aux angles de direction, et au temps, des valeurs quelconques, on peut prendre la variable j, telle que l’équation supposée soit satisfaite. Donc cette équation n’exprime aucune condition relative au mouvement du système, puisqu’elle n’empêche pas qu’après un temps donné, un point matériel du système ne puisse occuper un lieu donné de l’espace, et s’y mouvoir avec une vitesse et dans une direction donnée.
Au contraire , si une équation tic contient pas d’autres variables que les coordonnées, les vitesses, les angles de direction et le temps , on ne peut plus satisfaire à cette équation en donnant à chacune des variables une valeur quelconque, c’est-à-dire en supposant que tous les points du système se meuvent librement. L’équation dont il s'agit est donc une
équation de condition entre les quantités qui représentent le mouvement du système. Or, parmi ces quantités, les vitesses et les angles de direction sont des fonctions différentielles des coordonnées des points matériels. Donc les coordonnées des points matériels et le temps sont les seules variables qui peuvent entrer dans les équations de condition du mouvement du système.
ARTICLE III. — Lemnie.
Les équations de condition qui ne contiennent pas le temps, sont incapables de produire du mouvement. Au contraire celles qui contiennent le temps produisent ou peuvent produire du mouvement dans le système quelles représentent
Démonstration.
I er Cas. Les relations exprimées entre les coordonnées des différents points matériels d’un système, par des équations indépendantes du temps, sont satisfaites, soit que le système se meuve, soit qu’il reste en repos. Ces relations ne sont donc pas une cause de mouvement, et par conséquent elles sont incapables de produire par elles-mêmes du mouvement dans le système.
II* Cas. La quantité qui représente le temps dans les équations de condition étant continuellement variable , il * faut, pour satisfaire à ces conditions, que les autres quantités 1 3
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qui y sont contenues et qui peuvent varier , c'est-à-dire les coordonnées des points tnatéricis du système , varient nvec le temps. Donc, si les forces accélératrices sont nulles, le système se rnefut en vertu des équations de condition ; Ut si les forces accélératrices , sans être nulles , sont insuffisantes pourtpic les équations de condition soient satisfaites, il y a encore du mouvement produit dans le Système indépendamment des forces accélératrices et en vertu des équations de condition.
ARTICLE IV. — Lemme.
Un point matériel faisant partie d’un système quelconque, se meut comme «n point libre, sollicité par les forces accélératrices qui lui sont -appliquées et par d’au tire s forces équivalentes aux équations de condition.
Démonstration.
Les équations du mouvement du point matériel x t y, z, seraient ,
d (£)= Xdt -
d (iï)= Vd ‘'
d dri) =zd '-
si ce point sollicité par les forces accélératrices X, Y, Z, était libre. Supposons , comme on peut toujours le faire , qu’en vertu des conditions du Système, on ait
rf (ï) = ( X + P )^’
d(%)=(V+Q)d', d(ÿï)={l + K)dt,
P,Q, R, étant des indéterminées. Ces équations qui, par hypothèse , sont celles du mouvement du point matériel, faisant partie du système, et mu par les forces accélératrices X, Y, Z, sont aussi celles du mouvement du même point supposé libre et mi par les forces accélératrices X+P, Y-+-Q, Z+ R. Donc un point matériel faisant partie d'un système, etc.
I er Corollaire. En multipliant ces équations respectivement par les vitesses , ^>^71 parallèles aux axes , les ajoutant ensemble et mettant pour
sa valeur
ou bien d u étant la vitesse absolue du point matériel x, y, z, on a
d ^ = \dx + Y(/y + Zdt + P dx + Qdy +Rdz.
multipliant ensuite par la masse m du point matériel et désignant par le signe 2 , mis avant plusieurs termes entre parenthèses , la somme de tous les termes semblables , correspon-
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dants aux différents points materiels du système, il vient
dï ^ ) = 2 ( ni X dx + m Y dy + m 7.dz)
+ î(mPrfi + m Q dy + »/R dz).
II* Corollaire. Ia's forces P, Q , R,- P’, etc. , substituées aux conditions du mouvement du système, sont en tout équivalentes à ces conditions. Ainsi elles détruisent ou elles produisent dans le système tous les mouvements qui sont détruits ou produits par les équations de condition; et de plus elles ne peuvent produire ni détruire aucun mouvement qui n’est pas produit ou détruit par les équations de condition.
ARTICLE V. — Théorème.
La formule 1 ( m P d x •+ m Q dy -t- m R dz ) , des forces équivalentes aux équations de condition , s’évanouit lorsque les équations de condition sont indépendantes du temps.
Démonstration .
Les équations de condition, dans lesquelles le temps n’entre pas, étant, par l’article III, incapables de produire du mouvement, les forces équivalentes à ces équations sont aussi incapables de produire dn mouvement. Or, en vertu de l’équation
dïÇ~“ j = X(rnS.dx + mY dy t- m7.dz)
+ î(mPdx + mQdy + ml\dz ),
de l’article precedent, il est clair que si la formule î(mPrf* -t mQdy + mRdz) ne s’évanouissait pas, elle ajouterait ou retrancherait quelque chose à la somme des produits des masses par les carrés des vitesses , et par conséquent les forces équivalentes aux équations de condition produiraient du mouvement. La formule 2 (ni P dx -+- mQdy + m R dz) s’évanouit donc en donnant aux différentielles dx, dy, dz, dx, etc., prises par rapport au temps, les valeurs relatives déterminées par les équations de condition.
1 er Corollaire. Lorsque les équations de condition contiennent le temps, la formule 2 ( ni Pdx -+- mQdy+ rnRdz) des forcer substituées aux équations de condition peut encore s’évanouir, mais seulement dans le cas où les équations de condition sont satisfaites par les mouvements que les forces accélératrices seules produisent dans le système. Dans tout autre cas, les équations de condition qui contiennent le temps , produisent du mouvement dans le système , et la formule 2(/rePfi?x + mQdy + rn Rdz) ne s’évanouit pas.
II e Corollaire. De la formule
2 { m P d x + m Q dy ■+- to R z ) = o , résulte l’équation de la conservation des forces vives
d 2 Ç ) = ï(mXrf;i; + mY dy + m Z d z ).
aa
ARTICLE VI. — Problème.
Etant données les équations de condition d'un système, on demande l’expression de chacune des forces P, Q, R, appliquées au point matériel quelconque m et substituées aux équations de condition.
Solution.
I er Cas. I^es conditions du système sont indépendantes du temps ; soit L = o ; F = o ; G = o , etc. ; les équations de condition et
d L = o, d F = o, rfG = o, etc.
leurs différentielles prises par rapport aux coordonnées variables as, y, z; x , y , i! , etc., la formule
dx mQdy-\-
étant égale à zéro, lorsqu'on donne à dx, dy, dz; d x', etc. , leurs valeurs relatives déterminées par les équations de condition, doit nécessairement être de la forme
j*dL + yrfF-t-idG + etc.
ou en développant
rrfl. , d L , d L, d L , . 1
*{jï dx +7ï d r+T t dz+ 7ü da >*' eXc ' J’
+ T [£ £ dz + si dxf+ etc ] -
+ x [£ dx+ ÿr d r + £j z +£ dx ' +etc ]'
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P, y.îi, étant des indéterminées. Il suit de là que le coefficient m P de dx est représenté par
âL
* dx
dŸ , d G 1 d^ + y -dlc
-f- etc.,
que le coefficient rnQ de dy est représenté par
+ X rfj + etc ’
que le coefficient mK de dz est représenté par
dG
^ dz
etc. ,
II e Cas. Les équations de condition dn système contiennent le temps.
Soit dh = o ou j~dx + dy + ^ j dz- 1 - etc. — dl = o,
dV — a ou ^ dx + ^djr- rfs-t- etc. — dt= o,
ip rfG j » rfG j rfG »
du = o ou ^ «uT-f- + dz+ etc. — dt=o,
les équations différentielles de condition. La formule + mQdy+rnRdz) serait égale à zéro, si les coefficients
différentiels ~ , ~ ^ , etc. , étaient nuis Cette formule a donc pour valeur
OQ bien
dL
d F dG
-t- etc ,
es*»-
d L , dh ,
d y + di dz '
etc.
+ t[dï
dG
dF , dF ,
dy + ^ dz + etc
dG
dy
dG
| aG , «G » aG i
x U^ rf ‘ r ' + 'rf7 rfr + ^ rf2 + etc - J +etc -
I*, y,x, étant des indéterminées. D’où il suit, comme dans le premier cas, que le coefïicient m P de dx est représenté
par
dF 1 dx
dG d x
que le coefficient rnQ de dy est représenté par
d\. d F ^ dy 1 dy
xÿ
-f- etc..
que le coefficient mR de rfj est représenté par
</F rfG T rfl + X lu + etC ’
On trouvera dans le mémoire suivant plusieurs problèmes de mécanique , pour lesquels les équations de condition sont des fonctions du temps
ARTICLE VII. — Problème.
Étant données les forces accélératrices qui agissent à chaque instant sur les différents points matériels d’un système , ainsi que les équations de condition auxquelles le mouvement du
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système est assujetti , on demande les formules du mouvement et celles de l’équilibre.
Solution.
En adoptant les dénominations des articles précédents et en substituant dans les équations de l’article 4i les valeurs des forces P, Q, R, etc. ; on a, pour les formules du mouvement
du point m ,
/ dx"
) = dt
etc. J,
md
mX +
^di +
X dï +
md\
( d y' \ dt ,
)—dt
d L ** dy
dF
dy
etc.],
) —dt
dL
md\
kJÏ.
ij-
't-Tz
etc. J ,
et pour
ilil autre point quelconque
rri
•rfï'N
.dt)
= dt[
dF
A dx'
+■ etc.J
etc.
etc.
Les formules de l’équilibre s’obtiennent en égalant à zéro le second membre de chacune des formules du mouvement. En effet, on exprime par là , que les forces accélératrices sont
telles qu’elles ne font pas varier les vitesses actuelles ,
des différents points matériels, ce qui est la définition générale des forces en équilibre. Les formules de l’équilibre sont donc,
V dL dF • m X + ( 1 7ï + ïZÏ + x
dL
mY + f t 3J + ï<F
</G d x dG
dy
-3 1- etc. — o ,
+ etc. = o .
„ dL dF dG
mZ + t l dï + r7ï + *dï + etc -
, v . . dL dF s dG
mX + + etc '
etc.
et elles donnent immédiatement, lorsque les équations de condition L = o, F=o, G=o, etc., sont indépendantes du temps
2 (mXdx + m\ dy + m Z dz) = o,
équation qui représente le principe des vitesses virtuelles.
Corollaire. Les formules du mouvement et celles de l’équilibre contiennent les indéterminées (*, y, X; mais en combinant ces formules avec les équations de condition d L = o , r/F = o , i/G = o,on a, dans le cas de l’équilibre , autant d’équations que d’inconnues, c’est-à-dire trois équations correspondantes aux trois coordonnées de chaque point matériel , et autant d’équations de condition que d’indéterminées u, y, X. On peut donc , après avoir éliminé ces indéterminées, trouver les valeurs des coordonnées x, y, z, de chaque point, ce qui détermine la position du Système et les conditions particulières de l’équilibre.
Dans le cas du mouvement , l’intégration des équations différentielles du second ordre introduit deux constantes dans chaque équation intégrale , par conséquent six constantes pour chaque point. Ces six constantes sont faciles à déter-
. 1 n « 1 . . dx dy dz 1
miner lorsque Ion connaît les trois vitesses 777» 777» de
chaque point, soit à l’origine du mouvement, soit à une époque quelconque , ainsi que les coordonnées x, y, z, qui représentent la position du point à la même époque. 11 est clair qu'on a alors, pour chaque point, six équations qui contiennent les six constantes d'intégration et qui donnent par conséquent leurs valeurs. Mais, dans la plupart des questions.de mécanique, on ne connaît immédiatement que les vitesses imprimées à l’origine du mouvement, ainsi que les coordonnées des points. Or, en vertu des équations de condition du système, les vitesses imprimées diffèrent des
vitesses initiales, c'est-à-dire de 3 vitesses (777^» ’
’ (ïr) » etc., avec lesquelles les points m, m\ etc.,
commencent à se mouvoir, et qui doivent servir à la détermination des constantes d’intégration. Il ne suffit donc pas, en général, de connaître les vitesses imprimées; il faut encore connaître les relations entre ces vitesses et les vitesses initiales, afin que, les premières étant données, les dernières le soient aussi. Tel est l’objet du problème énoncé dans l’article suivant.
ARTICLE VIII. — Problème.
Etant données les vitesses imprimées aux différents points matériels d’un système quelconque à l’origine du mouvement, ainsi que les conditions auxquelles le mouvement du système est assujetti , on demande les vitesses initiales de chaque point, suivant les directions des axes des coordonnées.
Solution.
Soient/?, q, r, les vitesses imprimées au point ni, à l’origine du mouvement, suivant les directions des axes des coordonnées x,y, z; et (^r) o , ( J) o > (^) o> les vitesses initiales du même point. Soient aussi p', q', r, les vitesses imprimées au point ni'et » (fjy) » (jjj) * s®* vitesses ini-
tiales.
Cela posé , lorsque les équations de condition ne contienrtent pas le temps, I er cas, et sont par conséquent incapables d’imprimer par elles-mêmes aucune vitesse aux différents points du système, les vitesses /?, q, r, etc., qui sont les seules vitesses imprimées à l’origine du mouvement, sont
composées des vitesses , (j£) , {jp t ) , qui subsistent, et
des vitesses/? (37)0’ ?-(£?)„« (£).« ^ 8ont
détruites. Donc les forces correspondantes à ces dernières vitesses, c’est-à-dire les forces
w [p - (£)„] : m [i-(jr\\ ; Wi v~7i ) .] ;
et les forces sembla blés, relatives à tous les points du système, considérées toutes ensemble, sont en équilibre. Substituant • ces valeurs dans les formules de lequilibre, art. VII, il vient
+ u - 7 — -b y — -4- X — + r d. r 1 d x dx
dL d¥ % dG
etc. = 0, (1) etc. = 0, (a)
SUR LA MÉCANIQUE, r f H z\ *1 dJL rfF </G .
m [ r ~\TtXl + 't-Tz + '(?l + x dï + iitc - — °'
,r , "I dh d F , dG . k //v
m [v-KirU + v-dï+uz+'dï + etc.=o, (4)
etc.
mettant ensuite les équations de condition rfL = o, dV = o, dG =o, sous la forme
d L fdx\ d L fdr\ dL / dz\ d L fdx'\ . .
5ï-C^?)o + d}‘ W. + ^A7ïl + 3^A'3rJo +ete -— °’ d JL.(i£\ + d -l.(i£\ +ï*.(*±\ + 4L.(Ù\ + etc — o
dx \dtj« dy \dtJo dz \dtJa dx> \dtJo W
dG fd x\ dG fdy\ dG fdz\ dG /dx‘\
7Z'\7t), + dï\tï) 0 + dï\Tt) a + 7?’(,‘rf7A +etc - =0 ’
et donnant aux variables x, y, z, x, y, z; etc., les valeurs quelles ont à l’origine du mouvement, on a autant d’équations de condition que d’inconnues (^ 7 ) , )„>
etc., ji, f , X, etc.; toutes ces équations réunies sont donc suffisantes pour la solution du problème. On voit de plus que les inconnues sont au premier degré , et que le problème n’est susceptible que d’une seule solution.
II e Cas. Les équations de condition contiennent le temps : soient , comme dans le premier ca s,p,'q, r, p , etc. , les vitesses imprimées aux différents points matériels m, m’, etc. , du système^ l’origne du mouvement; et ’C^f) ’Gïï) > etc - ■>
les vitesses initiales et inconnues des mêmes points. De quelque manière que les vitesses initiales soient dépendantes des
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vitesses imprimées , on peut toujours supposer qu’on a pour
chaque point des équations de la forme
m [?-(©.] + M =°’ m [ r -(ÿr)o] + N =°’
K, M, N, étant des indéterminées. Or en donnant la même forme aux équations du premier cas, les indéterminées K, M , N sont telles qu’on a
dh
dy dy
dh
ci z dz
et par conséquent
2 (Kdx + M dy N dz ) = o, •
La somme 2 étant prise relativement à tous les points du système. Donc, lorsque les équations de condition contiennent
le temps, ou lorsque les coefficients différentiels ’-jy, -jj ,
-jl > ne sont pas nuis , la somme précédente est de la tonne
d I. , dV * dù i *-Tt dt+ 'lTt dt+X j^dt + etc.,
laquelle , en vertu des équations de condition , revient à celle-ci,
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f dL , dL j dL , _ 1
*[ïZ dx +dï d y + -r* dz + tXC - J
[ dF , dF , dl J . 1
+ r [3;** + + + etc J
+ x \d^ dx+ dï' i ï + ^ dz + etc -\>
(i, y, x, étant des indéterminées. D’où il suit que ie coefficient K de dx est représenté par
d L dF dG ' r
' l dï + tdï + r dï + etc >
(jue le coefficient M de dy est représenté par
dl dF dG
que le coefficient N de rfz est représenté par
dl dF . dG
^d7 + 1dI + ^-dT + etc
On a donc, pour résoudre le problème, les mêmes équations que dans le premier cas, c’est-à-dire
dG , *
7I + etc. = o,
dG
-jj -+- etc. = o ,
dG
j 7 + etc. = o,
etc. .
et les équations de condition
dL fdx\ dh /dj-\ d L (dz\ dx \dt )a~^~ dj \dt)o dz \dt)o~* d F / dx\ d F ^dj'\ d F f dz\
dx W( )o~*~ ~iïÿ U(J» + ~dz \dt) a ~*~ dG fdx\ d G (djr\ dG ///z\
dx\dt) o"^ djr Vi/tjo"*" dz \dt)a~*~
e tc.— %dt.=o,
etc. — ^dt. = o,
> ai
etc. — ^dt„ = o. •
I er Corollaire. Il est facile de conclure de là, qu'en multipliant les équations i, a, 3, etc., par (^) # , (jQ o . (£)„,
respectivement, et les ajoutant ensemble, on a, dans le premier cas,
-lm
f dx
+ (jlt
équation qui se réduit , lorsque les vitesses imprimées sont milles, à
o = 2 mül, u
et dans le second cas
* m [p(^) o +l(TX +r (^ 0 ]
= 2 «ai + + T * + ï + e^.,
qui devient, dans la même hypothèse ,
_ rfL </F ^dG
0 = ^: + ^ + ^ + etc.
Donc, lorsque les vitesses imprimées à l’origine du mouvement sont nulles , les vitesses initiales sont nulles aussi , en supposant que les équations de condition ne contiennent pas
le
le temps. Mais si les équations de condition contiennent le temps, les vitesses initiales ne sont pas nulles, et il ÿ a dn mouvement produit dans le système, en vertu des équations de condition.
II e Corollaire. S'il s’agissait de déterminer les vitesses p, q, r,p', etc., imprimées aux points m, m', etc. du système, dans le cas où les vitesses initiales seraient données, ce problème, qui est l’inverse du précédent, se résoudrait par les formules de cet article.
III e Corollaire. Les mêmes formules donnent encore la solution du problème suivant.
Un système étant en repos dans une position d’équilibre, on demande quelles vitesses il faut imprimer aux différents points matériels qui le composent, pour que le système, commençant à se mouvoir, passe par une position déterminée, infiniment voisine de la position d’équilibre.
Si on joint par une droite un point quelconque du système dans la position d’équilibre et le même point dans la position déterminée , et si on fait la même opération pour tous les points du système, il est clair que toutes ces droites infiniment petites, parcourues par les différents points du système, dans le même temps que le système met à passer de la première position à la seconde , seront proportionnelles aux vitesses initiales qu’il faut imprimer à chaque point. Les rapports de ces vitesses sont donc connus; et, en se donnant à volonté l'une d’elles, ce qui ne change rien à l’état de la question, les vitesses initiales sont aussi données. Cela posé, on déterminera les vitesses imprimées par ce qui précède; et /. 5
de ce que les équations qui servent à trouver ces vitesses sont linéaires, on conclura qu’il est toujours possible d’imprimer au* différents points matériels d’un système en équilibre, des vitesses telles, que le système commençant à se mouvoir passera par une position donnée infiniment voisine de la position d’équilibre.
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Équations de condition et forces équivalentes à ces équations.
ARTICLE I er . — Définitions.
L es formules générales du mouvement et de l’équilibre d’un système quelconque, contiennent des termes qui sont donnés par les équations de condition du système. La recherche de ces équations est donc l’opération préliminaire de l’application des formules.
La détermination des forces équivalentes aux équations de condition, est aussi une opération nécessaire pour le calcul des pressions que supportent les obstacles et les corps intermédiaires, destinés à maintenir les conditions d'un système. Ces pressions font naître des résistances auxquelles il est
indispensable d’avoir égard, dans les questions relatives au mouvement ou à l’équilibre, considérés dans les machines.
ARTICLE II. — Lemme.
Le nombre des équations de condition du mouvement d’un point matériel , est nécessairement moindre que trois.
Démonstration.
Si on suppose qu'il y ait trois équations de condition entre les coordonnées x, j-, z, d’un point matériel, il est clair que dans le cas où ces équations sont indépendantes du temps, elles donnent, en les résolvant, des valeurs particulières pour chacune des coordonnées; d'où il suit que le point ne peut pas se mouvoir ; et que dans le cas où les équations de condition contiennent la variable t, qui représente le temps, les valeurs de x, y, z, sont données en fonction de t, en sorte que le mouvement du point, déterminé à priori par les équations de condition , ne peut être modifié par aucune force accélératrice.
Si on supposait un nombre d’équations de condition plus grand que trois, leur existence simultanée impliquerait contradiction, même dans le cas où ces équations contiendraient la variable qui représente le temps. Donc, etc.
Corollaire. Soit entre les coordonnées d’un point matériel une ou deux équations de condition L=o, F=o, lesquelles outre les variables , x, y, z, peuvent contenir aussi le temps. Chacune d'elles exprime que le point matériel est assujetti à
se mouvoir sur une surface , et elles expriment ensemble que le point matériel est assujetti à se mouvoir sur la courbe commune aux deux surfaces L=o, F =0. Donc, quelles que soient les conditions du mouvement d’un point matériel , le point est assujetti à rester sur une surface ou sur une courbe dont la forme et la position sont constantes ou variables avec le temps, suivant une loi donnée.
ARTICLE III. — Théorème.
Lorsque les équations de condition du mouvement d’un point matériel sont indépendantes du temps, la résultante des forces P, Q, R , équivalentes aux équations de condition, est normale à la courbe décrite par le point.
, Démonstration.
Cette proposition est une suite immédiate de l'équation + mQdy- 4- raRrfz) = o,
de l’article V du II e mémoire, dans laquelle les différentielles dx, dy, dz, sont relatives au temps et qui convient à un système quelconque. Si on suppose le système réduit à un seul • point matériel, l’équation devient
Vdx -+- Qdy 4- R.dz=o,
et elle exprime que la résultante des forces P , Q , R , est normale, etc.
{' orollairc . Lorsque les équations de condition sont fonction du temps, l’équation P dx + Qdy + Rdz=o n’a plus lieu, et la résultante des forces P, Q, R, n’est pas normale à la courbe décrite par le point. Mais il est facile de démontrer que cette résultante est, dans tous les cas, normale à la courbe ou à la surface courbe, sur la quelle le point materiél est assujetti à se mouvoir.
En effet la force équivalente aux équations de condition qui expriment qu’un point matériel est assujetti à rester sur une courbe ou sur une surface courbe , constante ou variable dans sa forme et dans sa position , est égale et contraire à la force avec laquelle le point matériel tend à se mouvoir hors de la courbe ou de la surface. Cette seconde force est évidemment normale à la surface ou à la courbe. Donc, la première , c’est-à-dire la force équivalente aux équations de condition, est aussi une force normale.
On parvient au même résultat par le calcul suivant : Soient comme dans l'article précédent, L=o, F = o, les équations de condition du mouvement d’un point matériel ; L , F, étant des fonction des coordonnées çt, y, z, et du temps , ce qui comprend le cas où les équations de condition sont indépendantes du temps. En développant leurs différentielles, on a
dx
dl
ày
d _ L dy
df
J dl ,d L
dl di + dt in = 0 '
dx 71 + d y dï + dz 4Ï + dt di = °’
et d’après l’ article VI du II e mémoire, les valeurs des forces équivalentes aux équations de condition sont,
SUR LA MÉCANIQUE, dans le sens des x, P égale à ^ 4 - 7 ^ , dans le sens des y, Qégale h ’ 4- y 7^, dans le sens des z , R égale ^ i 1 7 ^ + Y TJ '
Cela posé, pour avoir, à l’époque marquée par t, les équations différentielles de la surface ou de la courbe, sur laquelle le point matériel est assujetti à se mouvoir , il faut différentielles formules L=o, F = o, sans faire varier t et en attribuant aux coordonnées x, y, z, des variations ix, iy, iz, indépendantes du temps; les équations dont il s’agit, sont donc
SL > SL
$x H + & + Sz 17 —°’
**E + *^ÇF +* 2 S- = 0 -
Or, quoique dans ces équations les variations Sx, iy, iz, soient différentes des variations dx, dy, dz, relatives au mouvement et prises en faisant varier le temps, les coefficients , sont respectivement égaux aux coefficients
dx ’ dj » 7^" ’ car f° nct i° n prime de la fonction d’une variable est indépendante de la différentielle de la variable. La
t >p jp £P
même remarque s’appliquant aux coefficients » Jÿ > jz > les équations précédentes sont identiques à celles-ci :
, </F * </F . rfF
en multipliant la première par n, la seconde par y et ajoutant ensemble , il vient
ou bien
k r rfF-i . r «l rfF-i „ r <*l «/Fi
+ îz [f l rfJ + rjiJ =<>i Ja-P-t- ij-Q+ iz R = o,
équation qui exprime que la résultante des forces P, Q, R, est normale à la courbe ou à la surface courbe, sur laquelle le point matériel est assujetti à se mouvoir, à l’époque marquée par le temps t, et qui pst donnée par les équations de condition , en y supposant le temps constant.
ARTICLE IV — Problème.
Déterminer la valeur de chacune des forces P, Q, R, qui tiennent lieu des conditions du mouvement d’un point matériel.
Solution.
. . tir i • •• *, » i .* *•/ * *. . Ht
Ces forces sont données immédiatement par les formules différentielles du mouvement
d(~) = ^ + ^)dt, d(%)=W+Q)dt, rf(^) = (Z + R)rft,
quand on connaît les coordonnées x, y, z, en fonction de t; on peut aussi trouver leurs expressions en fonction de la vitesse du point matériel.
I er Cas. Les équations de condition ne contiennent pas le temps.
On a par l'article précédent
Prfx-+-Qrfj+R<£z=o,
Cela posé, si dans les formules différentielles du mouvement, on met au lieu de dt sa valeur et si ayant fait passer u hors du signe de différentiation , ce qui donne
u ' d (c£) + udu 37 = X + P ’
+ u du Èr= Y +
«■rf’C %j) + ‘udu ^ = Z-»-R,
on substitue à udu sa valeur (X + P) d x -t- ( Y+ Q) A y 4 - (Z + R)rfz, qui se réduit à X dx -t- Y dy -+- Z dz, dans le cas dont il s’agit, il vient, en prenant les valeurs de P r
Q, R, : I ' l • •• ... Ij* ' •
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p =£ rf (S) + < xrf * +Yrf j Ni * zrf *)ï?- x »
Q=£ rf (ÿ') + ( x ^ +Y ^ +zrf2 Æ- y ’
R =j/(ÿ J ) + < Xrf ^- Y <r+ Z *)£-z.
ces équations peuvent être simplifiées eu décomposant la résultante des forces X, Y, Z, en deux forces; l’une dirigée suivant l’élément de la courbe décrite par le point matériel, l’autre perpendiculaire à la même direction. Soient X', Y', Z', les composantes de la première force; X", Y", Z”, les composantes de la seconde force; on a d’abord X = X' 4- X”; Y = Y'-t-Y"; Z = Z’-f-Z''; on a ensuite Y dx=X'dy; Z ' dx — X' dy ; X" dx + Y" dy + Z" dz — o; et en substituant ces valeurs, les équations précédentes se réduisent à
dans lesquelles les premiers termes des seconds membres sont les projections d’une force dirigée vers le centre de courbure de la courbe décrite par le point, et égale au quotient de u’ divisé par le rayon de courbure.
En effet si on suppose que le plan des xy est perpendiculaire à la force, les projections ^ (^) *
correspondantes à P et à Q, sont nulles , et la force a pour
expression ~ d Or le centre de courbure x', y', z’,
est en même temps sur trois plans qui sont :
i° Le plan normal à la courbe dans le point x, y, z; son équation est
ds "
a° le plan normal dans le point x -+- dx, y + dy, z + dz. En retranchant son équation de l’équation précédente, ou, ce qui revient au même , en différeotiant cette dernière équation , sans faire varier x , y , i, et égalant la différentielle à zéro, on a
(ïî) + (cif) d Gtt) + ( : 7r)^(^) :
3° Le plan passaut par les tangente* aux points x, y, z; x + dx, y + dy, z + dz, lequel a pour équation
\x'+x)[dzd(^)-dyd(^)]
+ (/-/) [<**</(£) -dzd(£)]
+ ( z) [dydfë) -dxd(jf z )] =o
Si on tire de ces trois équations les valeurs de x — x, y — y, z' — z, en faisant, selon l'hypothèse adoptée ci -dessus, d Çjj') = o, d =o, on trouvera d’abord, par la première et par la troisième,
x’ — z=ï= o, y~yz=0,
ce qui prouve que la droite menée du pointa:, y, z, de la courbe au centre de courbure x',y, z, est perpendiculaire au plan des x, y , ainsi que la force dont il s’agit. On a ensuite par la seconde équation
ds
et, en substituant la valeur de d Cyy) dans l’expression de
la force , il vient ; d’où il résulte que la force est de
même signe que z' — s, qui est le rayon de courbure r, ou, ce qui revient au même , que la force est dirigée vers le
centre de courbure et égale à “ •
A l’égard des termes X' , Y”, Z”, la force dont ils sont les projections a été définie ci-dessus.
Donc, lorsque les équations de condition du mouvement d’un point matériel sont indépendantes du temps, les forces P, Q, R, équivalentes à ces équations , sont représentées par deux forces. L’une est dirigée vers le centre de courbure de la courbe décrite par le point , et sa valeur est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon de courbure. La seconde est égale et contraire à la résultante des forces accélératrices normales à la courbe.
II e Cas. Les équations de condition sont fonction du temps.
Si on met , comme ci-dessus , dans les équations du mouvement à la place de d t et de u du leurs valeurs ~ , (X P)dx -+- (Y + Q)dy -h (Z + R )dz, on a d’abord
(X + P )ds — u'd +
77 [(X + P) < / a? +(Y+Q)^+(Z+R)rfz],
( Y + Q)ds=u'd (J) +
^[(X + PJrfx+CY+QJrfjr + CZ + RJrf*],
( Z + R ) d s = u’rf ( 57 ) +
Jî[(X + P)rf* + (Y+Q)rfjr + (Z + R)rf*];
substituant ensuite pour Pdx+Qdy+Rdz, sa valeur — [h- ^ f 77 — ydf j , donnée à l’article V du second mémoire, et prenant les valeurs de P, Q, R, il vient
R== 2î^(sr) + Yrfj. + zrfz]
ou, en faisant les mêmes substitutions que dans le premier cas,
Les forces P, Q, R, équivalentes aux équations de condition , sont donc représentées par les forces définies dans le
, de r dL rfKi premier cas et par une troisième force ^ P 1 777 + Y 777 n
dont les projections sont entre elles dans le rapport de dx à dy , à dz, et dont par’ conséquent la direction est tangente à l'arc infiniment petit décrit par le point matériel.
Article v. — Problème.
Déterminer l'action qu’un point matériel exerce contre les obstacles en vertu desquels les conditions de son mouvement sont satisfaites.
Solution.
Cette action est évidemment celle des forces détruites, c’est-à-dire celle des forces qui sont nulles à l'égard du mouvement du point matériel. Or, soit que les conditions du mouvement auxquelles les forces P, Q, R sont équivalentes, contiennent le temps, soit qu’elles ne le contiennent pas, il résulte de ce que les forces accélératrices sont X, Y, Z, ou X -+- P — P, Y -+- Q — Q, Z -t- R — R, et de ce que le mouvement du point matériel est représenté par les équafions
rf (ÿ) = (X+Q)^
rf(g) = (Z + R)rfr,
que le point matériel se meut comme s’il était libre et sollicité par les forces X + P, Y -t- Q, Z + R; les forces détruites à chaque instant du mouvement sont donc les forces — P,
Mais à l’origine du mouvement et avant que les forces accélératrices X,Y,Z, n’aient produit des vitesses finies, le point matériel ne se meut qu’en vertu des vitesses qui lui ont été imprimées et qui sont modifiées par les équations de condition : soit comme dans l’article VIII du second mémoire,/?, t], r, les vitesses imprimées suivant les axes des coordonnées
*» r. *»• «* (£?)„. (tc)o’ ks vîtesses ““*“«• J ks
vitesses perdues , et par conséquent les forces détruites , sont
et on a leurs valeurs par l’article cité. Les mêmes équations donnent les forces détruites dans le cas de l’équilibre, en faisant les vitesses initiales égales à zéro. Les forces détruites sont alors/?, q, r, c’est -à - dire les fonces mêmes qui sont en équilibre. .•«
Connaissant ainsi , dans tous les cas, les valeurs des forces détruites, il est facile d’avoir l’action exercée par le point
matériel m sur chacun des obstacles, en vertu desquels les équations de condition de son mouvement sont satisfaites Soient L= o, F = o ces équations, on a
p_ dh
p -' u z; o— dL dr
^ dz
dT
-idl'
les premiers membres étant connus par ce qui précède, les facteurs p. , y , le sont aussi. Cela posé les composantes de la
force équivalente à l'équation L = o, sont P 1 :
le produit de la résultante {* + (jr) ] 7 P ar
la masse du point, est donc l’action exercée sur l’obstacle en vertu duquel cette équation est satisfaite. De même les composantes de la force qui représente l'équation de condition
h=o,etant y3I , T55 ; )Y7r , le produit m T [^) + {jj)
+ est l’action exercée sur l’obstacle en vertu duquel *
cette équation est satisfaite. La direction de chacune des résultantes est déterminée par les valeurs et par les signes des forces composantes.
Corollaire. Pour faire une application de ces formules, soit le même point matériel m, assujetti à se mouvoir sur la circonférence d’un cercle dont le centre est à l’origine et dont le plan coïncide avec celui des x,y. Les forces accélératrices étant supposées nulles et-V étant la vitesse constante
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du point, r le rayon du cercle, il résulte de l’article précédent, que les forces dues aux équations de condition sont
dans le sens des x positives, P égale à — ; dans le sens
des y positives , Q égale à ; dans le sens des z , R égale à zéro.
Cela posé, si le corps est renfermé dans un canal circulaire, dont l’axe soit la circonférence du cercle donné, il y a une seule équation de condition
et la résistance de la paroi du caual est le seul obstacle qui empêche le corps de se mouvoir librement, La pression de
la paroi a donc pour mesure la résultante ro(P‘+ Q’) ’ égale à et dirigée en dehors du cercle. C’est cette résultante
qu’on a nommée force contrifuge dans les mouvements circulaires , parce qu’elle imprime au corps en mouvement une vitesse qui tend à l’éloigner du centre de rotation. En nommant T le temps d’une révolution entière , on a V= , et par conséquent la force centrifuge est égale au produit de la masse m du corps , par la vitesse
2 ° Si le corps est maintenu à la distance donnée r de l’origine par un fil ou une verge , et dans le plan des xy par la résistance. du plan, il y a deux équations de condition
les forces dues à ces équations sont fix, (iy, pz, pour la première, y pour la seconde, et on a P = px, Q=pj-, /.
5o MÉMOIRES
R = gz4-y,d’où on tire y = o à cause de z = o. La résultante des forces équivalentes à l’équation a? 4- y' 4- z’ = r\ est
+ z*)* ou C'est la tension du fil ou de la verge;
et la force y , équivalente à l’équation z = o et qui mesure la pression du plan , est nulle. Dans le cas où il y aurait une force accélératrice Z dans cette direction, la force y, égale à Z , serait la pression du plan des xy.
3° Si le corps est assujéti à rester sur la circonférence du cercle donné, par deux fils ou verges qui le maintiennent à des distances constantes de deux centres situés sur l’axe des z, l’un à la hauteur A, l’autre à la hauteur — H, il y a encore deux équations de condition
les forces dues à ces équations sont px, ^y, —r^z (A — z) pour la première; yx, y y, y (H 4- z) pour la seconde, et on a
P = |iX4yZ, Q == V~y 4- yy> o = — |i(A 4-z) + y(H 4z),
d'où on tire
la résultante des trois forces gx, p y, g (A — -z), multipliée par la masse m, c’est-à-dire la force motrice
T Kïï+TU ( 1 ’
est la tension du fil ou de la verge qui maintient le corps à
la distance (r’ 4- A’)' du centre A, et la force
SUR LA MÉCANIQUE 5i
mV‘ f h \ / h'\l
est la tension de la verge qui maintient le corps à la distance
(H* + r’)' du centre H. Il est facile de voir que ces deux forces, ou ces deux tensions, sont les composantes de la
force centrifuge — , décomposée en deux forces , suivant les
directions des verges qui maintiennent le corps à des distances données des deux centres fixes.
ARTICLE VI. — Problème.
Étant données les conditions du mouvement d'un point matériel, on demande les équations de condition.
Solution.
D’après ce que nous avons dit, article II, les équations de la courbe ou de la surface courbe sur laquelle un point matériel est assujéti à se mouvoir, sont aussi les équations de condition du mouvement du point, et le problème proposé est tout-à-fait analogue au problème d'analyse géométrique, qui consiste à déterminer les équations d’une courbe ou d’une surface. Notre objet dans les exemples qui suivent est donc, moins de trouver les équations de condition, que d’appliquer à quelques cas du mouvement et de l’équilibre d’un point matériel, les formules générales données dans ce mémoire et dans les deux mémoires précédents.
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I er Exemple. Un point matériel m est assujéti à se mouvoir sur un plan fixe, et les forces accélératrices se réduisent à la gravité, c'est-à-dire à une force g, constante et parallèle à une direction donnée.
Soient.*-,/, z, les coordonnées communes au point matériel et au plan donné. Les deux première* coordonnées x,y, sont sur un plan normal à la direction de la force ; la troisième z, lui est parallèle : soit aussi a, 6, y, les angles que le plan lait respectivement avec les trois axes des coordonnées, et a, b, c, les coordonnées d’un de ses points. L’équation
(x — a) sin. a. -t- (/ — £)sin. 6 -+-(z — c)sin. y=o,
qui est celle du plan , étant difFérentiée et multipliée par le facteur indéterminé (i, on a l’équation de condition dans laquelle il faut prendre , comme on l’a vu , les coefficients ji sin. «, (i sin. 6, f* sin. y des différentielles dx, dy, dz, poulies valeurs des composantes de la force substituée à l’équation de condition.
Cela posé, les formules du mouvement du point matériel sont
m d = (t sin. * d t.
m d (jfy = t* *in. 6 dt, m d (^) o = (n sin.y — gm)dt;
en les multipliant respectivement par sin. «, sin. 6, sin. y, et les ajoutant ensemble, on a, à cause de sin.* a + sin. 1 6 -+sin. , y= i, et de sin. *dx + sin. Gdy 4- sin. y dz=o,
*=gm sm. y;
substituant cette valeur constante de p , dans les équations
différentielles, et intégrant, il vient
d x C dx\ . .
77~l^A=*' sin -“ s,n -o
^7-(SX=^ fSin - esin r.
dz f d 2 \
Tt ~
cos.'
les constantes d’intégration (î£) o , (J?) o> (J) o , qui représentent les vitesses initiales, se déterminent par L'article VIII du second mémoire. Soient p, q, r, les vitesses imprimées à l’origine du mouvement , vitesses qui diffèrent des vitesses initiales; on a, par l'article cité, ' ' -
•1 *4* p. fcin. 6 =± 6, 1
:•)»;* *.oy
,fffL
m L r ~ \Jl)o J*-f* ““-r ■
• .;.rn_q
On a aussi , à l’origine du mouvement ,
/dx\ . »'(/yV . ’ „ /di\ -
KStXW- “ + (âX 8in ' ê + l57)o s,n ' ^ = °-
Ces quatre équations donnent*,
fdx\ . .ip "v;J ci 1 . j -1
\~dt ) 0 = P — &m. â f p sin. a -+- çsm.Ê 4- r sin. y ,
C^X ~ ? — sin.6 j/jsirt. * -+- q sin. 6 - 1 - r sin. y J ,
(30. =*r — • sin. y j/isin. ■ -Kÿsin.ê-»- rsin.y j ,
Intégrant une seconde fois les équations du mouvement, et représentant par x 0 ,y„,z., les coordonnées initiales, il vient, pour les formules finies du mouvement du point matériel ,
a?— x. = *(ÿ) o -t-Çsin.«.sin. y ,
y— r.=*(^).+Ç»in.e.sin. y ,
. f dz \ et
z - z - =t hv -
et pour les valeurs des forces P, Q, R, équivalentes aux équations de condition
P=£/nsin. «.sin.y, Q=g-msin.ê.sin.y, R=g-m sin. y .
Ces formules donnent après un temps quelconque la vitesse, la direction, le lieu du point matériel , ainsi que la pression . que le point exerce sur le plan , et il est facile de voir quelles représentent les propriétées connues du mouvement des corps-graves sur les plans inclinés. A l’égard des conditions de l’équilibre, leur développement donne lieu à une remarque générale.
Ces conditions s’obtiennent en exprimant que les coordonnées x, y, z, restent constamment égales aux coordonnées initiales z„, et il faut pour cela que chacun des
coefficients de t et de t' dans les formules du mouvement soit nul; ainsi on a d’abord les trois équations
p — sin. a. sin. + q sin. 6 -t - r sin. y ] =9 o,. ,
q — sin. 6 [ p sin. + q sin. 6 -+- r sin. y] =± o,
r — sini y [p sip. 1 -♦* q sin. 6 -h r sin. y] =s
qui signifient que la résultante des vitesses imprimées est normale au plan donné. On a ensuite
g- sin. a sin. y = o, g sin. y sin. S = o, gcos.’6 = o ,
équations qui se réduisent à sin. y = i, parce que la gravité est la seule force accélératrice, mais qui, dans le cas de plusieurs forces appliquées au point matériel, exprimeraient les conditions de l’équilibre entre ces forces. On voit donc que les conditions de l'équilibre d’un point matériel comprennent non seulement celles de l’équilibre des vitesses imprimées, mais encore celles de l’équilibre entre les forces accélératrices, et que ces deux équilibres ne se confondent pas en un seul, comme cela arriverait s’il n’y avait qu'une seule puissance de t dans les formules du mouvement; il suit de là que des vitesses imprimées simultanément à un point matériel et produisant des espaces parcourus proportionnels au temps , ne peuvent pas être en équilibre avec des forces accélératrices continues, c’est-à-dire avec des vitesses continuellement imprimées et produisant, pendant un instant infiniment petit, des espaces parcourus proportionnels au carré du temps.
II e Exemple. Le plan sur lequel le point matériel est assujéti à se mouvoir n’est pas fixe; il se meut parallèlement à lui -même, et tous ses points parcourent uniformément avec la vitesse V, des droites parallèles données.
Soient comme dans le premier cas , a , 6 , y, les angles constants que le plan mobile fait avec les axes des coordonnées x, j, z; et a’, f, y’, les angles des mêmes axes avec les droites parallèles sur lesquelles se dirige le mouvement du plan : soient aussi a, b , c, les ordonnées d’un point du plan à l’ori-
gine du mouvement. Lequation du plan à cette époque est
( x — a) sin. a + (jr — b) sin. 4 (z — c) si». y = o;
mais après le temps t, les ordonnées du point a, b, c, étant a -t- V’ f cos. b- f-V f co®. 4*, c -+-V t cos. /, l’équation du
plan, c’est-à-dire l’équatkm de condition du mouvement du point matériel est,
(x — a — Vf sin. *') sin. * -t- (y — b — V t siu. 4') sin. 6
+ (z — c — Vf sin. y' ) sin. y = o;
en la différentiant et en la multipliant par ja, les coefficients de dx, dy, dz, sont g sin. a, ja sin- 4, g sin. y, et on a les formules du mouvement
md 1
1 = g dt sin. *,
md \
\dt J
| = |a dt siu. 4,
md (
\dt)
= ( |a sin. y — gm) dt.
Si on multiplie ces formules par sin. «, sin. 4, sin. y, et si on les ajoute ensemble, il vient, à cause de sin.’ « -+- sin.'4 -t- sin.' y — i,
msin. «<*( 37 ) +»«“•■« (59 + m » in T d (r t )^
(g — gm sin. y) dt.
Or l’équation de condition, étant différentiée deux fois de suite, donne
sin. ( Jf) 4- sin. g d (ÿ) + sin. yrf (J) = o,
ce qui réduit l’équation précédente à
a. sin. ê = o
tan
*+■ fi» sin. y = o i
p, q, r, étant les vitesses imprimées à l’origine du mouvement, et par celle-ci
sin - “ (ï)c + sin - 6 (®« + 8iD - *(£),
i ’i j s=V [sin. a. cos. d sin. g cos. g' 4- sin. y cos. y' ],
qui est l’équation de condition rapportée à la même époque. Çes équations donnent
p. = V [sin. * cos. J 4- sin. ê cos. €' + sin. y cos. y']
— p sin. a — q sin. 6 — r sin. y,
et par conséquent les valeurs de (^) o , (ÿf) o , (£)„,
sont connues; les secondes intégrales donnent ensuite, pour les formules finies du mouvement
* — tf. = ^sin. « S in.y4-f (Jf) o ,
* z * = T" cos ‘r + *(£) »•
Ces formules se simplifient, lorsqu’on prend, comme on peut toujours le faire, l’axe horizontal des j, parallèle au plan donné. On a de cette manière sin. 6 = o et sin. y = cos. a. Mais pour simplifier encore, nous nous bornerons à l’examen du cas particulier dans lequel les vitesses p, q, r, imprimées à l’origine du mouvement, étant nulles, le plan se meut parallèlement à l’axe des x, ee qui donne sin. a' = o sin. 6’ = o, sin. y' = i. Les formules précédentes se réduisent à
x — x„ — $— sin. a cos. a 4 -Vf sin.’ a ,
z — z. = — — sjn.’ a 4- Vf sin. a cos. a,
a 1 tr.
et il est facile d’en conclure les propriétés du mouvement du point.
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i° Si la vitesse V est nulle, c’est-à-dire si le plan donné sur lequel le point matériel doit se mouvoir est fixe, ce qui rentre dans l’exemple précédent, le point matériel se meut, en descendant sur la ligne de pins grande pente du. plan, d’un mouvement uniformément accéléré, et l’espace parcourn
pendant la première seconde est * •
a° Dans le cas où la gravité est nulle et où le plan se meut , le point matériel décrit uniformément avec la vitesse V cos. z , une ligne droite dont l'équation est
(x — x„ ) cos. a = (z — z.) sin. «r,
et qui se trouve en éliminant t; la direction de la droite est normale au plan mobile.
3° Dans le cas général où la vitesse du plan est V, et où la gravité est représentée par g-, le point matériel se meut comme un point libre, lancé avec la vitesse initiale V, normale au plan, et sollicité par la force accélératrice constante g sin. z, parallèle à b ligne de pLus grande pente du plan. Sa trajectoire est une parabole.
Quant à la pression que le point mobile exerce sur le plan , ses composantes — P, — Q, — R, sont en général représentées par — p sin. «, — psin. 6, — p sin. y, et leur résultante est — p, égal à — gm sin. a. Mais à l’origine du mouvement, les composantes de la pression on des forces détruites, étantpar l'article précédent, — m > — m (^) »
— ni ou bien, — p„sin. a A — p.sin. 6, — p. sin. y, la
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résultante est — (*«, dont la valeur générale trouvée ci-dessus, se réduit, d’après les simplifications adoptées, à — Vsin.a.
III e Exemple. On suppose qu’une droite inclinée à l’horizon tourne uniformément autour d’un axe vertical, et qu’un point matériel pesant rn est assujetti à se mouvoir sur cette droite. On demande les équations de condition et les formules du mouvement.
L’inclinaison de la droite étant donnée, ainsi que la perpendiculaire commune entie elle et l’axe de rotation, soit T le temps d’une révolution entière de la droite ; et i, égale à
îjr, sa vitesse angulaire, c’est-à-dire l’angle décrit par l’un de
ses points , pendant l’unité de temps ; soient aussi x, y, z, les coordonnées rectangulaires du point matériel après le temps t; leur origine commune est sur l’axe de rotation qui est le même que l’axe des s, et l’axe des x se confond avec la projection de la perpendiculaire commune sur le plan des xy à l’origine du mouvement ; nous supposons de plus, pour simplifier, qu’à la même époque, c’est-à-dire à l'origine du mouvement, aucune vitesse n’a été imprimée au point matériel.
Cela posé, le problème comprend plusieurs cas, dont le premier et le plus simple a lieu lorsque l'angle d’inclinaison de la doite mobile étant nul, ainsi que la perpendiculaire commune , le point matériel se meut sur une droite horizontale qui tourne autour d’un axe vertical passant par l’un des points de la droite.
L’équation de condition est
y sin. ti — x cos. ti — o ,
et on trouve pour les formules finies du mouvement
2 z—y*[e +e ] sin. ti,
zy—y* [e -4- e J cos .h,
y. étant la valeur initiale dey; eest la base des logarithmes hyperboliques. Les forces P , Q, équivalentes aux équations de condition, sont
P = mi' y, [ e‘ -4- e ti '\ cos. ti,
Q .. r ti —ti-, .
— mi'y. [e + e ] sin. ti.
Le second cas est celui où l’angle d’inclinaison étant nul , èt la perpendiculaire commune étant b, le point matériel se meut sur une droite horizontale, tournant autour d’un axe vertical qui ne rencontre pas la droite. On a pour équation de condition
y sin. ti — x cos. t i + b — o , et pour les formules du mouvement
îx 2 b cos. t i — [ (j, ■+■ b)e‘ + (y. — b)e <l ] sin. ti, zy+ *b sin. ti = [0.-4- b)e U + O.— *)«“"'] cos. ti, on a ensuite
P = mi 1 [ b + (y, + b)e l +(y , — b)e~ tl ]cos.ti,
Q = mi' [ — b + 0.+ b)e“+(y„ — £)e - "]sin. ti.
Dans le troisième cas, l’angle d’inclinaison étant « et la perpendiculaire commune étant nulle, le point matériel se meut sur une droite inclinée qui tourne autour d’un axe vertical passant par l’un de ses points. Les équaüons de condi-
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tion sont, en nommant h l’ordonnée du point de rencontre
de la droite mobile et de l’axe de rotation,
(2 — h) sin. ti — x tang. a = o ,
(z — h) cos. ti — y tang. a = O ,
et celles du mouvement
/ . ftcos.a n — fi'cos.a . \ .
X= Ae +Be + fftang.a j SIM ■ tl ,
( . fl'eos.a . n -ti cos.a Ae #ICO *.* + Be -r,cos '“+ gtang.a A tang. «
Les coefficients A et B sont tels que A — < B = o , et ( A B) tang. a = ( x, — A) l' + gtang.a ; quant aux forces P, Q, R, équivalentes aux équations de condition, leurs valeurs en fonctions de l, ou, ce qui revient au même, en
fonctions de z et de sont
P= — sin. t i sin. a cos. a[g + «(z — A ) ] 4- 2 /^ cos. ti cotang. a,
.dz
Q= — cos. f /sin. a cos. b [g4- /(z — A)] -t- 2/^sin.f/cotang.a,
R=(z — A)cos.*a — gsm.’ a.
Enfin dans le quatrième cas, l’angle d’inclinaison de la doite étaut «, et la perpendiculaire commune étant A, le point matériel se meut sur une droite inclinée, qui tourne autour d’un axe vertical que la droite ne rencontre pas. Les équations de condition sont
tang- « j '* /
C tang. a ; co S.ti,
(z— -A)sin.fi — (x — écos.tt) tang.g= o, (z — A)cos.ft — (j + A sin. #r) tang. «= o,
h étant la hauteur de la perpendiculaire commune au-dessus du plan des x, y; et celles du mouvement
x — b cos. ti—^ A e n co5, sin. ti = ^ k = tang . »|a« 1C01 '
a -T) -ticos.a _ . .
Be | sin. ti.
y -t- bs\n.ti—( Ae f,c0S ' II + Be f ' C03 '* 4 - gung.g j co s.ti.
frng- sir
tang. g ]
n -fJCOS.g . \
üe 4- g tang. a ) ;
A et B étant données par les équations ( A + B) tang. g = (z,—k)i'—g tang.’g, et (A — B) tang. g = £ sin. g. On a ensuite, pour les valeurs de P, Q, R, en fonction de t ou de z etde£,
p = — sin.ftsin.g cos.g [g--t-»‘(z — h)
+ a * 57 cos . f r cotang. g — b i‘ cos. ti ] , Q= — cos. ti sin. g cos.g [g- + i‘ (z— h)
. dz . •
~ 2l Ii ” n - tl cotang.g + fer' sin. fr], R = (z — h)i‘coa.a — g- sin . 1 g.
Corollaire. Les propriétés du mouvement du point matériel dépendent en général des constantes y„ z„. Nous ne citerons que les suivantes qui se rapportent au second cas. Les formules du mouvement donnent
Mt'-.UJi . ...
A{xt+y~i/)=z[{j'+ A)e“ +
Or la droite (a: 1 + y*)' qui joint l’origine et le point matériel, après le temps t, est l’hypothénusc d’un triangle rectangle dont les deux autres côtés sont la perpendiculaire commune h, et la distance du point matériel à la perpendiculaire commune. Ainsi en nommant D cette distance, on a
Les formules du mouvement donnent encore, en nommant u la vitesse instantanée du point matériel,
u'= î ' [ b ' + a {y. + b f e* 1 ‘ -+- a (y, — b)' e~ at, + a b(y.+b)e‘ —
et en nommant S la pression du point matériel sur la droite mobile, pression égale à la résultante (P‘+ Q‘)‘,
S = /»t , [— b+(y.+b)e tl +(y.— b)e~“].
Cela posé, si y. est positive, D augmente indéfiniment avec le temps, et le point matériel assujéti à rester sur la droite ne cesse pas de s’éloigner de la perpendiculaire commune. La vitesse «, et la pression S, augmentent aussi indéfiniment avec le temps.
Les mêmes résultats ont lieu si 7 . est négative et plus grande
que b. \ > .<• • ’iW-i i: <• , •
Si 7 „est négative et égale à b, en sorte que la valeur dé D*sè
réduise à b' la distancé D diminue à mes
augmentent le point matériel se rapproche de la perpendiculaire commune, sans pouvoir l'atteindre;
mil# ai
ure que le temps^ continuellement
la vitesse u, dont le carre devient i‘ b '{ i + ^e~ n + 8e _af ‘),
et la pression S, dont le carre est m'i*b'(i -t- ae ) diminuent aussi avec le temps et convergent vers leurs limites respectives ib, mi' b.
Si l’ordonnée y, est négative et plus petite que b, on a 4D '=[(£ — +y*) e ~ t, Y'i l a distance D, qui est égale à y„ quand £ = o, devient nulle quand ( b — y.)e“
— ( b + J» ) e elle augmente ensuite continuellement avec le temps. Le point matériel, en commençant à se mouvoir, s’approche donc de la perpendiculaire. commune, qu’il atteint lorsque t — A log. ( Pour savoir si dans cet
instant le point matériel passe de l’autre côté de la perpendiculaire, ou si son mouvement change de direction sur la droite mobile, qu’il est assujetti à parcourir, il faut avoir l’expression de sa vitesse relative sur cette droite. Cette
expression est ~ , c’est-à-dire en faisant abstraction du signe, i [(i — y°)e‘ + (b +y„)e **], formule qui ne se réduit pas à zéro quand t — ~ log. Le point matériel parvenu
sur la perpendiculaire commune , continue donc de se mouvoir dans la même direction sur la droite mobile, et sa distance D à la perpendiculaire commune, croit indéfiniment. A l’égard de la vitesse u, qui est la vitesse absolue du point matériel et dont la valeur initiale est iy„ elle décroit d’abord
jusqu’à la limite i[b — (b’ — /i) 7 ] correspond k t — ~
lo S- {jdf J et a D = o ; elle croit ensuite avec la distance
D et sa valeur n’a plus de limite.
IV* Exemple. Un point matériel pesant étant assujéti à se mouvoir sur une hélice qui tourne uniformément sur son axe, on demande les équations de condition et les formules du mouvement.
I er Cas. L’axe de l’hélice est vertical , et passe par l’origine des coordonnées rectangulaires x, y, z, qui appartiennent en même temps à l’hélice et au point matériel ; les deux premières coordonnées x, y, sont horizontales , la troisième z est verticale.
Soit T le temps d’une révolution entière de l’hélice et ~ ou i sa vitesse angulaire, c’est-à-dire l'angle que chacun de ses points décrit , pendant l'unité de temps , autour de son axe, avec un rayon pris pour unité des mesures linéaires Soit aussi l’angle d’inclinaison de l’hélice sur le plan de sa base, qui coincide avec le plan des xy , et supposons qu’à l'origine du mouvement, l’hélice traversant ce plan dans le point dont les coordonnées sont
et s’élevant au dessus du même plan , se projettait dans le sens des x positives.
Les équations de l’hélice à cette époque étaient
x = siu. (z cotang. ? ) , y = cos. (z cotang. f ) .
Mais après le temps t, le point de rencontre de l'hélice et du plan des xy, étant éloigné de sa position initiale d’un angle positif égal à ti, les équations de l’hélice mobile et par conséquent les équations de condition du mouvement du point matériel sont
x=sin. [zcotang- ç f »],
^*=008. [zcotang. <? + (<].
En les difîérentiant par rapport au temps , il vient successivement ,
Tî — r(ÿ f cot angf + *) = °’ (‘X
Vt +x ($Tt cotan g ? + *) = o i ( a )
r?T- x Tt — fâ <x**ne- f + *)=o, ( 3 )
r£i(.7Ï)- x Jt (S) - Tt (îï) cotan 8‘ ? = ° (4)
Cela posé, si dans la troisième des formules suivantes , qui sont celles du mouvement du point matériel
md (Sf) = ***• md {Ü)=1 dt >
md (Jn) =l—e m —(w—i x ) coUtn «‘ , f] dt >
on substitue pour p et y leurs valeurs, on a
*(£) =-e dt ~ [r d (37) -*«*(&)] cotan &-*’
et en éliminant le facteur de cotang. 9, au moyen de l’équation IV
dont l'intégrale est
dz fdz\ . ,
La vitesse initiale dépend, ainsi que les vitesses
initiales (jff) , (§7) i«des vitesses imprimées à l’origine
du mouvement; mais celles-ci étant supposées nul les, on a , par l’article VIII du second mémoire,
(3?).= -((*.J-Y.*.) cotan g f-
et en combinant ces équations avec les équations de condition 1 , a, considérées à l’origine du mouvement , on trouve dans l’hypothèse adoptée ci-dessus , où les coordonnées initiales x„, y\, z., sont respectivement égales à o, 1,0,
(S).**""-’»» (S„= -‘Si» ? cos.*.
Substituant la valeur de dans la première intégrale
trouvée ci-dessus, et intégrant une seconde fois il vient, à cause que la constante d’intégration est nulle,
z — — ttsm.*cos.* — S— sin.'*,
et par conséquent
y = cos. ^tjsin.’ç — sin.f cos. 9 j ,
x — sin. j^tsin.’* — sin. * cos. 9 j •
On a ensuite pour les forces dues aux équations de condition
P = — wgjsin. 9 cos. 9 — wîj;sin. , p(tsin.ç — gt cos. 9)’, Q = /ng-xsin. 9COS. 9 — mjsin.'f (tsin.9 — g'fcos.ç) 2 ,
R = gm cos.’ç.
Ces formules font connaître toiftes les circonstances du mouvement du point matériel, telles que la nature de la courbe qu’il décrit dans l’espace, sa vitesse, sa direction à chaque instant et la pression qu’il exerce sur la courbe ; les résultats les plus remarquables sont les suivants.
i° Si g — o les formules du mouvement se réduisent à
jr=sin.(iihin.’ç), ou bien x = sin.( — ztang.9),
j=cos.(f»sin. , ? ), j=cos.(— ztang.?),
z— — fisin. 9 cos. 9,
d’où il suit, que le point matériel décrit dans l’espace une hélice semblable et normale à l’hélice donnée sur laquelle il est assujetti à rester. On voit de plus que la vitesse absolue
^ )’ du point matériel, et sa vitesse per-
perpendiculaire au plan des xy, sont constantes. Ces propriétés sont analogues à celles que nous avons déjà citées dans l’un des cas du plan mobile du second exemple; mais la pression exercée contre le plan mobile est nulle quand g= o, au lieu que la pression que supporte l’hélice est mi' sin.^.
a 0 Si la gravité n’est pas nulle, et si l’angle ? est négatif, c’est-à-dire si l’hélice donnée, en traversant le plan des xy, et s’élevant an dessus de ce plan, se projette dans la direc-
tiqn des x négatives, le mouvement vertical du point matériel est représenté par l’équation
z = ti sin. 9 cos. ç — ^-sin. = ç.
Le point matériel , en commençant à se mouvoir, s’élève donc au-dessus du plan horizontal des xy, et il continue de s’élever jusqu’à ce qu’il ait atteint une hauteur h égale à
— — ' Il descend ensuite indéfiniment. La durée 6 du mou-
vement ascensionnel est En supposant l’angle ? égal
à un demi angle droit, et en mettant pour la vitesse angulaire », sa valeur ^ , il vient gT h = r* et gi T= a z , ou eu
éliminant g, 2 h T = tc8 , équation qui donne T quand on connaît la hauteur h et le temps 8; soit par exemple h== 5 pieds; 6=1 minute. On aura T=i 8 ", 846 . Ainsi un point matériel pesant assujetti à rester sur une hélice d’un pied de rayon , inclinée sur l’horizon d’un angle de 45 °, et tournant sur son son axe vertical , avec une vitesse de trois tours environ par minute , s’élèverait dans le même temps à la hauteur de cinq pieds.
II* Cas. L’axe de l’hélice fait avec l’horison un angle représenté par ».
En conservant les données », ç, du premier cas, et en prenant pour origine des coordonnées horizontales x, y, et des coordonnées verticales z, un point de l’axe de l’hélice, et pour plan des xz, le plan vertical passant par le même axe, il est facile de voir que les équations de l’hélice, après le le temps t, sont
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.rsin. a — zcos.a=sin. [fi 4-(xcos.a 4- zsin. «)cotang.9}, j=cos.[fi 4 -(a:cos.a 4 - zsin. a)cotang.ç],
ou en séparant les variables x, z, x+ti cos. a tang. 9 — sin . a ( 1 — y ' ) * =cos. a tang. 9 Arc ( cos. — y) ,
y + tl sin.# tang. 9 4- cos. a(i — y*)* = sm. a tang. 9 Are(cos.==y), DifTérentiant, on a les équations de condition dx + idt coe. a tang. 9 + (rsin.a 4 - cos. a tang. 9) — ■ — o .
0 1 — jr % 1
dz 4 -idt sin. a tang. 9 — (/cos. a — sin. a tang. 9) = 0,
et par conséquent les formules du mouvement
md (j7rf)—p dt >
m// — ^^^« 4 - co»- «tang. 9^ ^ r ^cc«.« -sin.atapg.^
m d (?£) = ( Y —gm)dt ;
si apres avoir éliminé p. et y de la seconde de ces formules, on met poiir^ n ^ ± . ^ ton g-? et .r^.a— sm.auing.9 , eurs
valeurs en a: et z, on trouve
Pt d (s?) = - (37 + * cos - “ ta , n «- -f ) d (37)
— (Pt +iüa «teng.9) [gdt+d(£ 0],
dont l’intégrale est
( È ) >=— (^7 + 1 cos - <?)’— (£ + *' sin - «tang. ? y
-+- 2g"[C — z — if sin.atang.ç],
ou en éliminant x et z
= ag-cos.’ç(i — y)[C — cos.*(i — j’) 7 — sin.atang.ç. Arc (cos. =j)].
Cette équation différentielle du premier ordre n’étant pas intégrable, et ne pouvant d’ailleurs, à cause de sa complication, servir à des recherches ultérieures sur le mouvement du point matériel, nous nous bornerons au développement d’une remarque relative aux formules différentielles du mouvement. C’est qu’on satisfait à ces formules , ainsi qu’aux équations de condition, en supposant que le point matériel se meut uniformément en ligue droite.
En effet, on a dans cette hypothèse, d(^~^= o, d = °,
rf (S)=°’ ce qui, en faisant évanouir les premiers membres des formules du mouvement, donne
7=tang.atang.ç et y =gm,
les équations de condition donnent ensuite, a cause d ejrz= constante
dx 4 - idt cos. * tang. ç = o, dz -t-irffsin.a tang.ç=uo, dx'+ rfz’ = i‘lang. çrff,
d’où il suit que les formules différentielles du mouvement et les équations de condition sont satislaites, si le point matériel se meut avec la vitesse uniforme i tang. ç sur l’une ou l’autre des deux droites, représentées par les équations
j = tang. atang
x sin. a — z cos. «= db [ r — tang.’* tang.’ ?]*.
Ces deux droites parallèles à l’axe de l’hèlice, et qui sont par conséquent des génératrices de la surface cilindrique engendrée par la rotation de l'hélice sur son axe , ont une propriété qu’on démontre facilement par les équations de la courbe.
En différentiant l'équation entre z et y, sans faire varier t, on a
dz — [y cos. a — sin. * tang. 9]
et en supposant dz= o, . t
y = tang. ® tang. 9. "* ,1, ‘
cette équation jointe â celles-ci,
x sin.® — z cos. a — dz ( i — ti + { zsin. * + xcoa.a) tang.<p = Arc ( cosinus —y ) ,
qui sont identiques aux équations de l'hélice , présente les résultats suivants :
i° Si on considère sur la courbe, dans la position où elle est après le temps t, tous les points dont les hauteurs au dessus du plan horizontal des x, y, sont des maxima ou des rninima, et qu’on peut nommer les sommets de l’hélice, tous ces sommets sont situés sur deux droites parallèles à l’axe, et qui ont pour équations indépendantes du temps
y = tang. a tang. 9,
«sin. a — zcos. a = ± [ r — tang.'a tang.’ç]’.
a° Le plan des xy est rencontre par ces droites en deux points dont les abcisses égalés et de signes contraires ± x„
ont pour valeur [i — tang. *« tang. 1 9]’. Or, en cherchant l’expression de la difïe'rentielle seconde de la hauteur z, lorsque dz = o, on trouve
ddz cos. a
Donc, tous les sommets situes sur la droite qui correspond au signe + , appartiennent à des ordonnées minima et tous les sommets situés sur la droite qui correspond au signe — , appartiennent à des ordonnées maxima.
3 ° Les abscisses x' et les ordonnées y' de ces sommets s’obtiennent au moyen des deux équations
x + 1 i cos. * tang. 9 = ± x„ sin. a. + cos. « tang, 9 . Arc (cos. = ± x a ), y -+- 1 i sin. a tang. 9 = + x. cos. * + sin . a tang. 9 . Arc (cos. = ± x„),
qui donnent x ^ et y 1 en fonction de t. Dope , à mesure que l’hélice tourne sur son axe, les sommets varient de position sur les deux droites et se meuvent avec une vitesse uniforme égale à i tang. 9.
4 ° Ces résultats s’évanouissent dans le cas où le radical
( i — tang.’a tang. '9)* est imaginaire, et dans le cas ou le radical est nul, les deux droites coïncident en une seule, qui est le lieu de tous les sommets de l'hélice. Mais alors ces sommets correspondent à des ordonnées qpi ne sont ni des maxima , ni des minima absolus.
Cela posé, il est évident que la propriété de contenir tous les sommets de l’hélice, pendant sa rotation autour de son
axe , appartient aux deux droites que nous avons supposées décrites par le point matériel pesant , avec la vitesse uniforme i tang. 9, et que la position du point, à chaque instant de son mouvement, est sur l'un des sommets variables de la courbe.
Non seulement ce mouvement uniforme et rectiligne du point matériel satisfait, comme on l’a vu, aux formules différentielles du second ordre; il satisfait encore à l’intégrale première que nous avons obtenue, et à l’intégrale seconde qui donnerait la valeur de y en fonction du temps Car si après avoir déterminé la constante C de manière que le second membre de l'équation
% = cos. 9 [ag- (1 — /)] T — [C — cos. «( 1— y’ )•
— sin . « tang. 9 . Arc ( cos. = y) ] T ,
s’évanouisse dans l’hypothèse où y est constante et égale à tang. a tang 9, on différentie la même équation, on trouve, en donnant à y sa valeur
dy \dt ) O ’
ce qui est le caractère d’une intégrale particulière.
Mais lorsque la rotation de l’hélice, autour de son axe, cesse d’être uniforme , l’hypothèse du mouvement du point matériel sur l’une ou sur l’autre des génératrices , beux des sommets de l’hélice, ne satisfait plus aux formules différentielles. En effet, si on représente par F (£) l'angle décrit par un point de l’hélice après le temps t, on a pour les équations différentielles de la courbe
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<Za:+rff F'(f)cos.atang.Ÿ+(jsin.a-+-cos. atang.ç) p====o, dz +r/*F'(f)sin. * tang. 9— ‘(.y cos. a — sin. atang.ç)-^==== = o, et pour les formules du mouvement
md Gi)=v- d ï‘
mdÇfy^dt —dt p' co, g ~ , ^ * tan 8-y
md (! l ~li)=^—S m )dt.
Or, si le point matériel se meut sur une génératrice , l’ordonnée y est constante; et si cette génératrice est l’une des droites qui contiennent les sommets de l’hélice, on a y — tang. * tang. 9. Par conséquent g est égal à zéro , ainsi
que la diférentielle d , et à cause de xsin.a — zcos. *
= 1/ 1 ~j’i la différentielle d est aussi égale à zéro.
Donc, en différentiant une seconde fois les équations de la courbe, il vient F”(f) = o, ce qui indique que le mouvement de l’hélice, autour de son axe est uniforme, et que cette uniformité est nécessaire pour que le mouvement du point matériel sur les génératrices, lieux des sommets de l’hélice, satisfasse aux formules du mouvement.
Qant à la pression normale que le point matériel ou le corps pesant; en mouvement, exerce sur l’hélice, et qui est égale à la résultante des forces dues aux équations de condition, art. III et V, elle se réduit à cause de p = o et de y = tang. a tang. ç, à la force y, égale à — gm, c’est-n-dire au
poids même du corps; résultat qu’il était facile de prévoir, parceque le corps, à chaque instant de son mouvement, s’appuie sur un sommet, c’est-à-dire sur un des points dans lesquels la tangente à l’hélice est horizontale.
1 er Corollaire. On sait que dans quelques-unes des machines connues sous le nom de vis d’Archimède, un point matériel ou un corps pesant est assujetti à se mouvoir sur une hélice, mobile autour d’un axe incliné à l’horizon. Le corps ne peut être en état d'équilibre stable sur la courbe, que dans l’un de ses sommets correspondants aux ordonnées verticales minima. Cet état d’équilibre étant supposé établi, si on fait tourner l’hélice uniformément, le corps se meut en ligne droite, parallèlement à l’axe, avec une vitesse uniforme qui est telle que le corps parcourt le pas de l'hélice, en montant ou en descendant, dans le même temps que l'hélice emploie à décrire une circonférence entière. La droite décrite par les corps et la vitesse que nous venons de définir, sont précisément celles que donnent nos calculs qui se trouvent vérifiés par l’expérience. Mais nous ignorons si l’expérience confirme la conclusion que nous avons tirée des mêmes calculs, que le corps ne peut se mouvoir sur les génératrices, lieux des sommets , que dans le cas où la vitesse de rotation est uniforme. Nous ignorons pareillement si l’expérience confirme cette induction fondée sur la distinction des deux espèces d'équilibre, que la génératrice, heu des sommets minima, est la seule sur laquelle le corps peut se mouvoir, et que cette propriété n’appartient ni à la génératrice, lieu des sommets maxima , ni à celle qui réunit tous les sommets, lorsque le produit tang. * tang. ç est égal à l’unité.
II e Corollaire. L’hélice est-elle la seule courbe qui en tournant uniformément autour d’un axe incliné à l’horizon , agisse de telle manière sur un corps pesant, placé convenablement sur la courbe et assujetti à rester sur elle, qu’il en résulte pour le corps un mouvement uniforme , rectiligne et parallèle à l’ake de rotation? Parmi les courbes planes, situées dans un plan vertical , quelles sont celles qui en tournant sur un axe horizontal, perpendiculaire à leur plan, impriment un mouvement uniforme et vertical à un point matériel pesant, assujetti à rester sur la courbe? Ces questions se présentent naturellement ici, et les formules, dont nous avons fait usage jusqu’à présent, suffisent pour leur solution.
I" Question, x, y, z, étant les coordonnées rectangulaires d’un point matériel pesant m, assujetti à se mouvoir sur une courbe, et l’axe incliné sur l'horizon autour duquel cette courbe se meut uniformément, avec la vitesse angulaire i, étant pris pour l’axe des z, ce qu’on peut toujours faire , en ayant égard à la direction de la gravité , soit x„ = F ( z) ety„ = i|i (z) les équations de la courbe à l’origine du mouvement , et par conséquent
x cos. ti — y sin. ti — F (z) = o , y cos. ti -+- a: sin. ti — ij, (z) — o,
ou bien
x — F (z) cos. ti — (z) sin. fi— o , y -t- F (z)sin. ti — if{z) cos. ti— o,
les équations de condition du mouvement du point après le temps f, en les différentiant, il vient
DÙQiteetrtiy-CiQOgle
dx — dz [ F' (2) cos. ti -h ij/' (z ) sin. fi]
+ idt [F (z) sin. ti — <J* ( z ) co3> f*]=o,
dy rfz[F'(z) sin. ti — <|/ (z)cos.fi]
+ irf/[F(z)cos.fi -+- 41 (2") sin. fi] = o,
multipliant ensuite les deux équations de condition par p, y, et décomposant la gravité, dont la direction (ait avec le plan des x, y, l’angle a, et avec le plan des x,z, un angle nul , en deux forces, l’une gm cos. a parallèle aux x, l’autre — gm sin. a parallèle aux z, on a les formules du mouvement
md (^7) = dt [gmcos.a + (*.],
md (c£)= dt ^
md (.d~t') — dt [ — ê’ ms *n.«t ■+- (i[F'(z)cos. fi-*- <|/(z)sin.ft]
h- y [F' (z) sin.fi — |'(z) cos. f ij •
Cela posé , si la courbe est telle que les équations de condition et les formules du mouvement soient satisfaites, en supposant que le point matériel se meuve uniformément, dans une direction parallèle à l’axe des z, c’est-à-dire en faisant
idt
K dz r
on a d’abord
F'(z)cos. fiV+- ij/(z)sin. f i + 7 [F (z) siq. ti — ij, (z) cos.fij =; o, F'(z)sin. fi — vji'(z)cos.fi — 7 ^F(z) cos. fi (z) sin. t^l =0,
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équations qui ne peuvent subsister qu’en faisant
ou en substituant pour F (z), >]< (z), F (z), (z) leurs valeurs
ri K x a
dz r
dont les intégrales
.r„ = rsin. ^<ü + ,
y* — r cos. + —j,
sont les équations de la courbe à l’origine du mouvement. La constante d’intégration u se détermine par la position donnée d’un point de la courbe à la même époque. Si le point est en même temps sur le plan des xy et sur l’axe des y, les coordonnées x, z, sont nulies en même temps , et on a o> égale à zéro : la coustante r est le rayon du cercle sur lequel la courbe se projette dans le plan des x, y; en supposant ce rayon égala l’unité, les équations de la courbe se réduisent à
a?.= sin. (Ki),
7 „ = cos. (K s),
et elles représentent une hélice concentrique à l’axe des z, ayant pour rayon l’unité et dont l’inclinaison sur le plan de la base a pour cotangeutc l’indéterminée K.
Il faut ensuite satisfaire au formules du mouvement; mais, ainsi qu’on l'a déjà vu, si on fait dans ces formules
et si on élimine les facteurs p, y, on trouve K^-=tang. a, ce qui , sans rien changer aux équations de la courbe, donne la position de la droite parallèle à l’axe des z, sur laquelle le point matériel se meut uniformément. Il suit de là que l’hélice est la seule courbe qui jouisse de la propriété énoncée ci-dessus.
II e Question. Soit
F(a£- 4 - il) = Arc (tang. =f 2 ) ,
l’équation d’une courbe quelconque située dans un plan vertical , et qui commence à tourner uniformément arec la vitesse i, autour d’un axe horisontal , passant par l’origine. En mettant xcos.ft-t-2sin.fi, à la place de x , , et 2 cos. fi — xsin. fi, à la place de z., on a pour l’équation de la courbe , après le temps f
dont la différentielle ■ * 1 :
' dx x 7 ^ z f Z +idt=*(xdx-£^dz)¥\x' + z'),
est l’équation de condition du mouvement du point matériel pesant m, assujetti à se mouvoir sur la courbe. Les formules du mouvement sont , • 1
/. ii
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md (c£)^* dt h?Tê — a* F, (*’ + *’)].
md (^t) ~~S mdt ~\f-dt [j^t. + 2zF'(a;'+
Si la courbe est telle que le point matériel se meuve uniformément dans une direction verticale, les formules du
mouvement et l’équation de condition sont satisfaites en faisant ,
Æ=«Mi8t.3îr, -^*o, dzækidt,
on a, par ces substitutions,
^+i- ? zF,'^+z*)=o, , F | ? -arF^+z')=q, , . , , , „ . ;
+ * [kTI- + az P ^ + z ‘j] = °’ équations d’où on tire h=r, et qui se réduisent à ces deux-ci
z — ar(r‘ z’)Ff{r , -a-*’)'sao, .»•
la première donne la fonction F, et par conséquent la nature de la courbe cherchée, qui est une développante de cercle; la seconde fait Connaître p et la pression Régale à — 8 m > I e point matériel exerce sur la courbe, Touf pes résultats sont vérifiés par les constructions de la figli.
. ' . W r \ fl ; $lf J - • ' ’
Soit ARPRPRP, etc. , la développante du cercle JtiBCIk
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situé dans un plan vertical. Si on mène aux extrémités A, C, du diamètre horisontal , les perpendiculaires A PP, etc. , CRRR, etc., elles seront tangentes au cercle, et par conséquent normales à la courbe dans les sommets P, P ; R, R, R. Ri ensuite la développante se meut uniformément autour de l'axe horisontal , passant par le centre O, les verticales menées par les extrémités du diamètre AC, seront encore normales à la courbe et de plus les distances entre les points de section et le diamètre, croîtront ou décroîtront proportionellement au temps.
En effet , soit A' R' P' R' P' R' P', etc. , la position de la développante après le temps t, et ÀOA’ l’angle qu’elle a décrit; les verticales AP', CR' qui sont tangentes au cercle, sont aussi normales à la courbe et la différence des deux verticales AP, AP' ou CR, CR' est égale à la différence des arcs ABCDA, A'CDA ou ABC, A'BC, c’est-à-dire à l’arc A A' qui est proportionnel au temps.
Il suit de là que les verticales AP, CR sur lesquelles se trouvent les sommets de la courbe, dans sa position initiale, sont encore les lieux des sommets de la courbe supposée en mouvement autour du centre O, et que pendant le mouvement uniforme de la courbe, les sommets se meuvent uniformément sur les verticales AP, CR.
Donc si un point matériel pesant, assujetti à rester sur la développante , se trouve placé à l’origine du mouvement sur l’un des sommets, il décrira uniformément, en montant ou en descendant, soit la verticale inférieure, lieu des sommets minima , soit la verticale supérieure, lieu des sommets maxima , si toutefois ce dernier mouvement est possible.
Cette propriété de la développante est analogue à celle de l'hélice. Mais les deux courbes different eu ce que la vitesse initiale du point matériel , déterminée par les équations de l’article VIII du second mémoire, est égale , sur la développante, à celle de son mouvement rectiligne, ce qui n'a pas lieu sur l'hélice; et dans le cas où la rotation de la développante autour de son axe horizontal, ne serait plus uniforme, mais variée suivant une loi quelconque, le mouvement du point matériel se ferait encore sur les verticales, lieux des sommets, avec une vitesse variée, égale à celle d’un point de la circonférence du cercle A B C D ; résultat également contraire à celui que le mouvement du point matériel sur l’hélice, nous a donné lieu de remarquer ci-dessus.
V e Exemple. Equations de condition et formules du mouvement des pendules simples-à-centres-mobiles. Fig. a.
Un point matériel ou un corps m, attaché par une verge d’une longueur donnée à un centre C , et sollicité par une force accélératrice constamment dirigée vers un centre C’, forme ce qu’on appelle un pendule simple; nons supposons ici , non seulement que le centre C se meut autour 3u centre C', mais encore que le centre C' se meut autour d’un troisième centre C", et que le centre C" se meut autour d’un quatrième centre fixe C'"; au lieu de trois centres mobiles, on pourrait en admettre un nombre quelconque. Nous supposons, de plus, que les mouvements uniformes et circulaires de tous ces centres s’exécutent dans le même plan et dans le même sens. La vitesse angulaire du centre C autour de C’ est i, celle du centre C' autour de C” est i, et celle du centre C" autour de C " est i'. Les rayons CC’, C'C”, C"C" sont
respectivement R, R', R". Le rayon mC du pendule est r. Enfin nous supposons qu’à l’origine du mouvement, le rayon C''C"‘ faisant avec une droite donnée C"'W l’angle <■>", les rayons CC", CC' faisaient, avec les rayons C'''C'', C'C' prolongés, les angles <■>', u.
Cela posé, il s’agit de trouver les équations de condition et les formules du mouvement du corps m, la force accélératrice, dirigée vers le centre t', étant constante et égale à g.
La droite donnée C'" W étant prise pour l’axe des ordonnées et une perpendiculaire C' "Z, menée à cette droite par le centre C"’ étant prise pour l’axe des abscisses ; soient x,y, les coordonnées du point matériel m, après le temps t ; l’abscisse a!' du centre C" qui tourne autour de C et son ordonnée b'\ sont après le même temps , données par les équations
a" = R"sin. (»"+ '),
R''sin. (»"+*»");
pour avoir les coordonnées correspondantes a', b’, du centre C’, il faut intégrer les deux équations différentielles
' • dd=dd' + ( b'— b" ) ï d t,
db' =db" — {a! — a")ï dt,
qui expriment que le centre C' a, dans chaque instant, deux mouvements simultanés. L’un est égal et parallèle au déplacement instantané du centre C L’autre est un mouvement de rotation autour de ce même centre, avec la vitesse angulaire i'. Ces équations donnent, en mettant pour à , b", leurs valeurs
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a' » R"sin ( „"+ ti“) + R' sin. ( «T~h » If), è' = R" cos. ( u“ + tr ) + R' cos. ( »" - 4 - J lï ) .
L’abscisse a et l’ordonnée £> du centre C sont données de la même manière par les équations >
a R sin. (<u -i- fi ) + R sih. (« -4* *a + il )
-4- R sin. (eu -4- eu -4- tu -4b = R" COS. (tu" -4- ti") + R' COS. ( ta' + tu' + tï)
+• R cos. (to -4- tu -f- w + n).
En retranchant de l’abscisse a du centre C, 1 abscisse x du point matériel m, on a la projection du rayon r sur l’axe des x ; et en retranchant l’ordonnée y de l’ordonnée b du centre C, on a la projection du même rayon sur Taxe des y. Donc en faisant la somme des carrés des deux projections et l’égalant à r’, l’équation de condition qui exprime que le point matériel m reste à une distance constante du centre mobile C, est
Les formules du mouvement s’obtiennent en ajoutant aux composantes de la force accélératrice qui sont
dans le sens des x , dans le sens des y,
mg(x—a ')
les forces équivalentes aUx équations de condition. La quan* tit* K est la racine carrée de la somme des carrés (a; — rt')
( y — b ' Mais la transformation des coordonnées rectan-
gnlaires èn coordonnées polaires simplifie beaucoup ces calculs. 1 ->■>*.
Si on nomme <? l’angle m CC', c’est-à-dire l’angle compris, après le temps t, entre le rayon Cm du pendule et le rayon
CC', il est facile de voir qu’on a *' ;
x — cl — r sin. (ç + u -t* -t- u> -f- £i),
y — b — r cos. (9 + tt"+ <J + u + n),
le diviseur K devient égal à (R’+r’ — aRrco#,?)*, et les formules du mouvement sont
d’où on tire en éliminant p
(Ar—y) (*-rr-a')J ,
et en mettant pour a, b; a', b'; X,y, leurs valeurs en 9 et t
r ~ — ^ + Ri‘sin.9 -+- R' t'* sin. [9 + u + (* — *') e]
-H R i 'sin.[<p-Hw + w-t-(t — t )f],
équation qu’il faudrait intégrer deux, ibis pour avoir les formules finies du mouvement du point matériel autour du centre C. Celte opération tt’pàt'pas possible, même dans le cas où les vitesses angulaires i f i, i", sont nulles. Mais si on suppose que le point matériel oscille, en s’écartant peu
du rayon C C' et que l’angle variable .9 se confond sensiblement avec son sinus, ainsi que les angles 9 4 (» — i) t, 9 4 (* — i') t, correspondans à un petit nombre d’oscillations, il est facile de trouver l’expression de 9, en fonction du temps. ; ,
En effet on a dans cette hypothèse
sin.f = Ÿi cos. 9=1,
sin. [9 4 - u 4 (i — *')f] = sin.u 4 [9 4 (t — i')e] cos.w, sm. [9 4 ' w 4 u 4 fr — - 1 ) t ] = sin. (u 4 u)
4 [9 + (f f ) t} cos. (» 4 **> ),
et ces valeurs substituées dans l'équation différentielle, la changent en celle-ci
r^|= — ^_5L + RY'^sin. w + [? + (* — 0*]cos.è>^
-f- R. i * (^sin. (w -4- «) •+■ [ç ■+* (i — ( )f ]cos. (« -4- a ,
dont le second membre est de la forme — A 9 + It 4 M. En le représentant par — hy et en mettant pour 9 sa valeur en y, il vient
ddjr ,
dt
et en intégrant
y = C sin. (ty * 4 fi)-
Donc en remettant pou*^ sa Valeur et transposant, on a
• :i< 1 u:- ri nij • , c.ini ?•>! > !
Aip— AC&in. Çt \r~ ^ £r * ( i - 1 1) cob. ù .[ * ;nnr*
4 — j")cos.(« 4 «)J +R t ’sin.M 4 R t ’sm!(w 4 -uJ,
A^=A C y/? cos. Çt \/~- r + 8^4- R' ï' ( i — *') cos. u
R" *"’(* — j”)cos. (u
Il résulte de ces équations, dans lesquelles le temps est supposé varier dans des limites très- rapprochées,
t° Que la vitesse angulaire du point matériel autour du centre C, est une quantité périodique, et que la durée de sa période est w y/* ; telle est donc aussi la durée d’une oscillation entière du pendule, cette durée étant prise, soit entre deux époques consécutives, auxquelles la vitesse est nulle , soit entre deux époques consécutives, auxquelles cette même vitesse est un maximum et qui sont données par l’équation = o.
a 0 Que l’angle 9, dont l’expression est composée de deux termes contenant t, l’un sous le signe sinus , l’autre hors de I. 1a
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ce signe, n’est pas une quantité périodique. Le rayon CC', dirigé du centre C du pendule vers le centre C' de la force accélératrice , ne partage donc en deux parties égales , ni l’amplitude ni la durée d’une oscillation.
3° Que la durée d’une oscillation dont la valeur développée est
ic r*
— R/' — R' i”cos. ii> — R ,, «" , cos.(»' — “)^ T ’
dépend non seulement des vitesses angulaires i, i', i", mais encore des angles w , qui sont donnés par la position des centres C, C', C”, à l’origine du mouvement, c’est-à-dire à l’époque de l’oscillation.
L’équation différentielle trouvée ci-dessus présente un autre résultat; en laissant cette équation sous sa forme primitive
f-Rt'sin.ÿ+ R'^sin. [y+w+ (t — i , )r] + R i 1 sin. [ y -f - w’ ■+■ w -4- (t— i ) i],
il est facile de voir qu’il n’y a aucune position dans laquelle le pendule puisse rester en repos, relativement à la verticale. Car en supposant, qu’après un temps déterminé, le pendule soit dans une position telle que le second membre de l’équation s’évanouisse, ce qui est la condition de l’équilibre relatif dont il s'agit, dans l'instant suivant, cette condition n'aura plus lieu, à moins qu’on n'ait
ou simplement
c’est-à-dire à moins que le pendule ne soit à centres fixes ou à un seul centre mobile. Dans ce cas seulement , la position verticale du pendule est une position d équilibré. Donc un pendule à deux ou à plusieurs centres mobiles, abandonné à lui -même, dans la position verticale, commence à se mouvoir et on peut demander quelle est la direction de son mouvement et quelle est l'amplitude de sa première oscillation.
Pour résoudre ces questions, il faut, après avoir remarqué que le repos du pendule dans la verticale, n’est qu’un repos relatif, déterminer i° les vitesses absolues du point matériel m, lorsqu' étant maintenu dans la- verticale CC’, il a la même
vitesse que la verticale; a° les vitesses initiales (jff) , (jjj) > et la vitesse angulaire (Jjf) > lorsque le point matériel , aban-
donné à lui -même dans la verticale, commence à se mouvoir à la manière des pendules.
Or, ayant trouvé ci-dessus les formules
ffl=R'sin.(ù>'’ + f 1*) -4- R'sin. (*)"+ J + ti ')
H- R si u. (i»> -H u + w + nj, £ = R’cos. (u'-f- ti") -t- R'cos.(to"-f- w'-f ti')
-4- R cos. (d + lu + fi),
qui donnent l’abscisse et l’ordonnée du centre C, après le temps t, il suffit pour avoir l’abscisse et l’ordonnée du point matériel m, maintenu dans la verticale, de retrancher
r sin. («’-t- u'-t- u -1- fi) de a, et rcos. («“-+- <u'-t- « -4- ti) de b;
différenciant ensuite cette abeisse et cette ordonnée , par rapport au temps, et faisant f=o, il vient, pour l’expression de la vitesse du point suivant l’axe des x.
‘ COS. (w + co w ~4~
et pour l’expression de sa vitesse suivant l’axe des y
~f- r i sin . ( w -f (>> -4- w + tij •
Ces deux vitesses étant celles que nous avons nommées en général p, q, dans l’article VIII du second mémoire, il résulte du même article, que les vitesses initiales (^77) » (jf t ) o > du pendule sont données par les deux équations
fl CL • /#/ # , / d X\ f \
— ri cos - ( U - 4 - M + u) — ^777^ = 1* (<* ■*■)>
combinées avec l’équation de condition
si ensuite on joint à ces équations , les suivantes qui expriment les relations établies entre les coordonnées x, y, et
l’angle <p r „ ,
a — x = rsin. [ç + « + u + *> - 4 - <j] ,
b — y = r cos. (9 -+- w"+ w'-t- u 4 - tt ] ,
ainsi que leurs différentielles
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dans lesquelles t = o, il vient successivement
r cos. («' ■+■ # + ii>) = jt sin. ( w "+ u + u),
r sin. (<u + u -4- »»)— {a cos. (u + u + .
et par conséquent
La vitesse angulaire initiale du pendule est donc nulle. Cela posé, la différentielle d ( J77 ) o de la vitesse angulaire
n étant pas nulle, le pendule commence à se mouvoir en s’écartant de la verticale, et il continue de s’en écarter jusqu’à ce que la vitesse angulaire soit nulle. L’amplitude de la première oscillation, entre deux points où la vitesse est nulle, est donc toute entière hors de la verticale, et sa durée étant w vl , on a, en donnant à t cette valeur dans
l’expression de ç, et en nommant <j>' l’amplitude de la première oscillation
hf =h Csin.6 -1- it £rV*(i — t')cos. w + R" *"■(* — «")cos,(<u'-t- u)j + Ri' 1 sin. u + R"t"’sin.(w'+ w),
ou, parceque la somme du premier et des deux derniers termes du second membre s’évanouit ,
h< p' = * y / - h ^R'i'*(*. — *') cos.u-t- R"i"*(i — t'')cos. (u'+ «),
ou bien encore en faisant 1” = 0, et en ne considérant que
les pendules à deux centres mobiles . .
ry — ir R i 1 ' (* — n) cos. u.
Le premier membre de cette équation est l'arc décrit par le pendule dont le rayon est /■, et sa direction est déterminée par le signe de cos. «, la vitesse angulaire i étant supposée plus grande que la vitesse i'.
Corollaire. Ces résultats s'appliquent immédiatement aux pendules qui oscillent à la surface de la terre, dans le plan do l'équateur. La vitesse i du centre du pendule autour de
C, est celle de la terre sur son axe . c’est-à-dire ô - , la se-
conde étant la mesure du temps, et la vitesse i' est celle de la terre autour du soleil dans orbite projetée sur l’équateur. Cette vitesse, qui varie continuellement, peut être supposée constante pendant le petit nombre de secondes comprises dans les limites des intégrales. On connaît d'ailleurs son expression dans les différentes époques de la période annuelle. Pour abréger, nous la supposons constante, et nous
faisons 1 égale à 3^5 a -, ‘ Nous supposons aussi que le
rayon vecteur R' de l’orbite terrestre , projetée sur l’équateur est constant et égal à a35y8 R, le rayon R de la terre étant de 63G6ig5 mètres. L’angle a formé au centre de la terre, par deux rayons menés dans, l’Equateur, l’un vers le centre C du pendule, L’autre vers le point du ciel en opposition avec le soleil, est ce qu’on nomme l’angle horaire du lieu où est situé le peudule, le temps étant compté depuis minuit. Avec ces données, et en faisant » = o, ou trouve la durée d’une oscillation du pendule égale à
g — o,o34 — o,ooô cos.
rj ; .
quantité variable dont le maximum correspond à l’angle horaire nul, c’est-à-dire à minuit et dont le minimum correspond à l’angle horaire de 180 degrés, c’est-à-dire à midi. Ce maximum et ce minimum évalués en nombres , pour un pendule d'un mètre de longueur et la gravité g étant supposée égale à 9“, 7798, sont i'',oo645 et i”,oo583.
Les mêmes données étant substituées dans l’expression de l’arc r 9' du déplacement spontané du pendule, on trouve cet arc égal à o“, ooo4353 cos.u, ou à o m , 5436 cos. w, en donnant au pendule une longueur de 225 mètres. Or quoique le signe de l’angle 9' soit négatif, quand l’angle horaire est plus grand qu’un angle droit, il est facile de voir que le déplacement du pendule a toujours lieu vers l’est. En effet si c’est à minuit ou dans l’intervalle de six heures du soir à six heures du matin, que le pendule maintenu dans la verticale est abandonné à lui -même, le cosinus de l’angle horaire étant négatif, ainsi que l’angle 9', le pendule commence à se mouvoir comme l’indique la figure 2, c’est-à-dire vers l’est ; et si c’est à midi, ou dans l’intervalle de six heures du matin à six heures du soir, que le pendule est abandonné à lui même, le cosinus de l'angle horaire étant négatif, l’angle 9 est aussi négatif et doit être pris en sens contraire, comme dans la figure 3. D’où il suit que le pendule se dirige encore vers l’est.
Dans le mémoire sur la limite de la durée des oscillations d’un système , après avoir donné les formules du mouvement des pendules à une latitude quelconque, nous en conclurons que la dutée des oscillations est indépendante de la position
du plan vertical, dans lequel le pendule oscille; que la gravité des corps terrestres est modifiée par le mouvement annuel , ainsi que par le mouvement diurne, et qu’un pendule abandonné à lui-même dans la verticale, et dans un lieu quelconque de la terre se meut spontanément. Si ce dernier résultat était vérifie: et rendu sensible par l'expérience , on aurait une nouvelle preuve du mouvement de la terre autour du soleil.
Cette preuve pourrait résulter aussi de l’observation de la marche d’une horloge astronomique pendant les différentes heures du jour et de la nuit. Il est facile en effet de conclure de ce qu’on a vu plus haut, que le mouvement d’une horloge, réglée par un pendule d’un mètre de longueur, est plus rapide à midi qu’à minuit, dans le rapport de i,oo645 à i, oo583 ou dans le rapport de 7204 , 44 à 7200; en sorte que si l'horloge a marqué 7200 ” pendant un certain temps, pris au milieu de la nuit, elle marquera 7204 ’’ pendant le même temps, pris au milieu du jour. En comparant donc l’horloge à un garde -temps très-exact, pendant les intervalles de onze heures du matin à une heure du soir , et de onze heures du soir à une heure du matin , elle avancera, de quatre secondes environ, dans le premier de ces intervalles. Nous supposons l’expérience faite a l’équateur; car à une latitude un peu élevée l, les variations dans la marche d’une horloge, calculées d’après la formule
L# — • o*,o 34 cos. ’f — o”, 006 cos./ COS. u J ’
qui est celle de la durép d’une oscillation du pendule, dont la longueur est r, sont tout-à-fait insensibles, à moins que la longueur r ne soit très-grande.
ARTICLE VIL — Problênc. "■
Trouver les équations de condition d’un système compose de deux points matériels.
I er Exemple.
La figure 4 e représente un levier droit AB, mobile dans dans tous les sens autour d'un point d'appui fixe C. Deux corps ou points matériels pesans P, F sont attachés au levier par l’intermédiaire de deux verges R , R', mobiles autour des points d’attache A , B ; ces verges sont supposées sans masse, 1 ainsi que le levier dont les bras CA, CB sont représentés par r, r.
En nommant x, y, z, les coordonnées du corps P ; x, y, z, celles du corps P’; a, b, c, et a', b', c‘, celles des points d’attache A, B, et prenant l’origine des coordonnées au point d’appui fixe C, on a i° pour le corps P les équations
(x — tzy+(y — b)’ + (z — o)’==R*, a’ -t- b' + c' =r\
qui expriment que ce cdrps est à une distance donnée R du point d’attache A; et que le point A est à la distance donnée r du point d’appui.
2 0 Pour le corps P’ les équations semblables
3 ° On a ensuite pour exprimer que le levier est droit , ou /. i 3
que les deux points d'attache et le point d’appui sont sur une même ligne droite , les équations
a r -y a! r= o, hr+b'r= o, cr + c'r= o.
En différentiant, il vient
(x — a)dx 4 - (jr — &) (c — z)/fz
= (x — 4 - (/i — b)db + (z — e)dc, (i)
‘ cida + bdb + cdc = o, (a)
(x' — d)dx 4- (y — b')dy + (z' — c 1 )dz’
=(x' — a)dd + {ÿ — b')db'-i-{£ — c)dc, (3j
. • 1 ' o'rfa' 4- b' 4- c'dc o, ( 4 ) -
r'da + adr =o, ( 5 ) r'db-t-bdr' — o, ( 6 )
rdc + cdr =o. ( 7 )
Si on divise la première de ces équations par la troisième, et si on élimine les différentielles dn, db, de; da', db‘, de'. on trouve l'équation
(x — a)dx 4- ( y — b )dy 4- (z — c)dz (x'-r— a)dx -Y (y — b')dy 4- (z — c')dz'
/(x — a)(a'r — ar)-y(y — b) ( b' r — br) + (z — c) (c'r-^cr)\ \(x' — a')(a'r — ar)+{y — b'){b' r — £r')4-(z' — c') {c' r — cr 1 )} *
dont le second membre peut être représenté par — et qui donne l’équation de condition
(x — fl)M'r'rfx 4- (x' — a) iïlrdx 4- (y — b) M'rdy 4- ( y — rdy-h (z— ‘ c)MVWî4(j— c)Mrdz =o,
Les formules du mouvement des deux points matériels P, P' sont donc . .
P<^(^) =S|*(.z — a)~Wrdt et Pd (jJj') = — p { x ' —
Vd (^)=|*Cy— F d (ij-^ =— ni/— b')Mrdt,
Fd (£) = [^(z'-d ) M r — gP]dt,
et celles de l’cquilibre
ttMV(x— a) = o et |*Mr(x'- — a')=o,
nMV(j — b)=.o fiMr(y — &')=o,
£-P=l*(z— c)MV ,, gP= v .(z—c)Mr,
1 er Corollaire. Les formules de l’équilibre
ar— ~« = o, \ y — b = o, ar' — a' = o, y — £' = o,
signifient que le corps P et le point d’attache A sont sur une même verticale, de même que le corps P’ et le point d’attache B. En vertu de ces deux conditions , on a
et en éliminant jj. des deux dernières formules, on trouve P/'=P’r'.p’où il résulte que la troisième condition de l’équilibre est que les deux Jbras de levier r, d, soient en raison inverse des poids P, P’; ces trois conditions sont, comme l’on voit, indépendantes des longueurs des verges R, R’, et
de l’inclinaison du levier A R, en sorte que le système peut être en équilibre dans toutes ses positions. Mais si on suppose que les longueurs des verges soient nul les , les deux premières conditions s'évanouissent, et on a pour condition unique de l’équilibre Pr=PV.
II e Corollaire. Nous avons réduit par l’élimination les sept équations de condition à une seule équation entre les différentielles dx, dy, dz, etc., des coordonnées des corps P, P'; en sorte qu’au liea des sept forces qui maintiennent les conditions du système, il n’y a dans les formules du mouvement et dans celles de l’équilibre qu’une seule force p. , qui n’est relative à aucune des conditions données immédiatement. Nous’ ne pouvons donc calculer ni les tensions des cordons R, R, ni les pressions des points d’attache A, B; et si ces pressions ou ces tensions produisaient des frottements, ou d’autres résistances auxquelles il fallût avoir égard, la méthode que nous avons suivie serait insuffisante pour donner les termes dus à ces résistances. C’est surtout dans la théorie des machines que cette méthode est en défaut et qu’il est nécessaire d’eu adopter une autre qui consiste à poser les formules du mouvement et de l’équilibre de tous les points matériels ou non matériels, dont les coordonnées variables entrent dans les équations de condition. Nous nommons points non matériels, les points d’intersections de deux lignes droites ou courbes, ou d’une ligne par un plan ou par une surface. Tels sont les points d’attache A, B qui sont communs aux bras du levier et aux verges R, R considérées comme des droites. De cette manière toutes les conditions qui définissent le système sont représentés' par dés forces équivalentes , et ces
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SUR LA MECANIQUE, forces qui sont les mesures des tensions ou des pressions, servent à exprimer les résistances qui en résultent.
Avant d’appliquer cette méthode à l’exemple précédent, nous remarquerons encore qu’afin d’avoir les pressions que supporte le point d’appui, et auquel il doit résister pour rester fixe, il faut, en assignant des coordonnées à ce point, exprimer par des équations de condition , que les variations de ces coordonnées sont nulles; ce qui revient à considérer le point d’appui comme pouvant se mouvoir , et comme étant en équilibre entre les forces qui tendent à le déplacer , et celles qui s’opposent à son déplacement. Cette remarque que nous aurons occasion de rappeler plus d’une fois dans la suite, convient à tous les points d’appui , et à tous les points fixes , dont on veut connaître les pressions dans les systèmes qui se meuvent, et dans ceux qui sont en équilibre.
Cela posé, soit comme ci-dessus x, y, z, x' , y', z‘, les coordonnées des corps P, P'; a, b, c ; a', b', c', celles des points d’attache A, B; et a', b"', c", celles du point d’appui; toutes ces coordonnées sont rapportées à une même origine. Les équations de condition du système sont
(*' — aj+(y—b’y + (z—c’y= R",
(et' — a) / — (a' — a")r— o, ( b "■ — b)r — ( b’ — b")t= o,
auxquelles il faut joindre celles-ci
a'= constante, b"— constante, c"= constante,
ijui expriment que le point d'appui est fixe ; si après avoir différentié toutes ces équations, on les multiplie respectivement par y, y'î v, A, t, 8, 8", on a les formules du mou-
vement ainsi qu’il suit :
Pour les corps P, P',
1 p Îf=y(7--*)i
dt
p '^=rV-«'), p '^=y ’<*-*)<
do
P a ip=-gP+y(*-c),
pour les points d’attache a, b, c,
d -£-=~i (y-b)-x(b"-b)-Ar, .
^=— Y {z—c) — \(c’’—c)—tr\
pour le point d'attache a', b', c’,
= — r tf—ei) + x’ (a — a") — y r\
dde' * t t ! \ m • 9 / V w» »
-^ r = — Y (z— c)-t-). (c — c )— er; pour le point d’appui a", b", f", .
ddb"
ioi
dt'
ddc"
de
Ces formules donnent , comme tout-à-l’heure, dans le cas de l’equilibre
x — a—o, y — b= o, x — »'=o, y — b'=o, P/ = PV;
on trouve ensuite
Ainsi les tensions des verges R, R’, sont représentées par les poids ^P, g P', et les pressions 6, 8’, 8", du point d’appui se réduisent à une pression verticale égale à la somme de ces poids. Quant aux cinq autres forces >, V; », A, e, elles restent indéterminées, quoiqu il y ait entre les cinq forces cinq équations linéaires. Mais le système étant en équilibre dans toutes les positions du levier, autour du point d’appui, lorsque les conditions
x — <z=o, y — b—o, x — a'= o, y — A'=o, Pr=PV,
sont satisfaites , il en résulte que les équations dont il s’agit , n’expriment que de simples relations entre les forces.
II e Exemple. Fig. 5 . Deux points matériels A, B, dont les masses sont rn, rri, et dans la distance A B (a) reste constante, sont assujétis à se mouvoir respectivement sur les droites PQ, RS, qui se coupent perpendiculairement en C, et qui tour-
io4 MEMOIRES
nent, d’un mouvement commun et uniforme, autour de ce même point. On demande les équations de condition et les formule» du mouvement.
Soit C l’origine des coordonnées x,y; x ,y des points matériels A, B ; t la vitesse angulaire commune aux deux droites ; et T le temps d'une révolution entière. Si on suppose qu'au commencement du mouvement , la droite PQ coïncidait avec l’axe des y, l’équation de cette droite sur laquelle se meut le point A, sera, après le temps t ,
y sin. ti — x cos. ti = o.
L’équation de la seconde droite RS, sur laquelle se meut le point B et qui est toujours normale à la première, sera, après le même temps,
y cos. ti + x' sin. ti — o ; on aura ensuite, entre x, y; x’, y, l'équation
qui exprime que la distance des deux points matériels est constante. Telles sont les équations de condition demandées Les formules du mouvement s’en déduisent immédiatement, et on a, en diflérentiant et en multipliant par ji, y, X,
m -y-- s= — |aCos. ti *+■ X(a : — x ),
sin - f * + * (/—/)»
in '~3r~ = 't cos - li ~ x (r — y Y ■
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L’intégration complète et en termes finis de ces formules n’est possible qu’en supposant les masses m, m', égales entre elles : on trouve dans cette hypothèse, et en mettant pour i
sa valeur
x=asin. (-.£-) sin. (o -+- ,
y=acos. sin. (b -+-4p),
, /ait r\ /. aitf\
x = a cos. ( — J cos. (9 + -^-1 ,
/ . /a* t\ /„ awrs
.X==asin. {-frj cos. ^9 + -çrj ,
les constantes d’intégration 9 , T', sont telles qu’on a
tang. (#) = £?-,
et
ÏÏ = Î ? ° - JÙ Tü
T' aa ’
x'„, y.-, étant les valeurs initiales de x', y et q, p' , étant les vitesses imprimées à l’origine, la première au point A suivant la direction de l’axe des y; la seconde au point B, suivant la direction de l’axe des x.
Cela posé, il est facile de résoudre les questions suivantes.
i° Quelle est la période du mouvement du système, c’està-dire quel est le temps t' , compté depuis une époque quelconque, après lequel le système n’a pas changé de position?
En mettant t + t, au lieu de t dans les formules du mouvement, les valeurs de x, y, x , y doivent rester les mêmes. Il faut donc que t' soit en même temps un multiple de T et un multiple de T’. Donc les temps T, T doivent être commensurables entre eux, et en supposant que leur rapport I. i4
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soit celui des nombres entiers n, ri qui n’ont pas de diviseur commun, la période t' est n T égale à n'T'.
a° Quel est le mouvement des deux points matériels A, B, sur chacune des lignes qu’ils sont assujétis à parcourir, ou ce qui revient au même, quelles sont après le temps t, leurs distances z, z, au centre fixe C?
Il est évident qu’on a
z — (x’ -*-J , ) T = «sin. (e -4- ,
z =(x'*+/*)'- — a cos. (fi +^) ,
ces distances sont périodiques et la durée de leur période est T.
3° Quelles sont les conditions de l’équilibre relatif des points matériels A, B, sur les droites PQ, RS, en mouvement ?
Pour que cet équilibre ait lieu , il faut que z et z' soient des quantités constantes. Par conséquent T' est infini , et le numérateur qx , — p'j\ est égal à zéro. Les conditions demandées s’expriment doue en disant que les vitesses initiales q, p sont nulles, ou bien quelles sont entre elles dans le rapport de x. b y,.
4° Quelles sont, après le temps t, les pressions exercées sur les droites PQ, RS, et quelle est la tension du fil ou de la verge AB qui maintient les deux corps à une distance constante ?
Les valeurs de [t, y, X, sont
( ( x — x) cos. ti — (jr — y ) sin. t i (
f. =rn f (^-^(^)-(y-y )rf (g) | ,
((or — x' ) sin. ti — (y — y) cos. ti
.=»,( sin - tid (S) - cos tid (%) \.
I(x — x') sin. ti — (y — y) cos. ti )
équations dans lesquelles tout est connu en fonction de t. Or la force équivalente à l’équation de condition y sin. ti — a - cos. rè=o, en vertu de laquelle, le corps A reste sur la droite PQ, a pour composantes psin. ti dans le sens des.r, etjtcos. ti dans le sens des y; la résultante est [*, et par conséquent la valeur trouvée pour ji est celle de la pression normale exercée sur la droite PQ. De même la valeur trouvée pour f est celle de la pression exercée sur la droite RS.
A l’égard des deux forces égales et de directions opposées qui sont équivalentes à l'équation (a: — x')’+(y — y)'—a\ et qui maintiennent les deux corps à une distance constante; leurs composantes appliquées au corps A et au corps B sont les mêmes au signe près, c’est-à-dire X(a- — x) et \(y — y ).
La résultante est X[(x — x')’+ (y —y)']' ou \a. Ces forces dirigées de A en B ou de B en A, sont la mesure de la tension de la verge qui unit les deux corps.
Les expressions de ji, y, X, très-compliquées dans le cas général, sont très-simples dans le cas de l'équilibre relatif des corps A, B, sur les droites en mouvement. On a
y = — mi‘af„
X = — mai'.
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III e Exemple. Deux points matériels m, m', fig. 6, étant assujétis à se mouvoir autour du centre C , situé sur la droite qui les joint, pendant que ce centre, se meut uniformément avec la vitesse angulaire i, autour d’un point fixe O, on demande les équations de condition , et les formules du mouvement des deux masses m, m. On suppose que la droite m. m', est constamment dans le plan du mouvement circulaire et qu’aucune vitesse n’a été imprimée aux masses m, m, à l’origine du mouvement.
Soient r, r 1 , R les rayons C m, C m', CO et 9 l’angle variable mCs ou m' CO qui détermine la position de la droite mm. à l’égard du rayon O C. Si on prend le point O pour l’origine des coordonnées rectangulaires xy, x ÿ des points ;n, /»', et pour axes des xx ,yy, les droites OR, OQ, dont la seconde coïncidait avec le rayon OC, à l’origine du mouvement, l’angle COQ, après le temps f, sera égal à ti ; l’abscisse OA et l’ordonnée AC seront respectivement égales à R sin.tt, R cos. ti et les valeurs des abscisses et des ordonnées des points matériels seront, ainsi qu’il suit,
x— Rsin. ti -t- rsin. (9 + ti), j=Rcos.t/+rcos. (9+ ti),
*'=Rsin.t» — r'sm^y + ti), j , = Rcos.tt — /''cos. (9 -+- ti) .
Cela posé , les équations de condition devant exprimer i° que les points matériels m, m' sont à des distances constantes /•, r du centre C, 2 0 que les trois points m, C,m sont sur une même droite , on a
(a: — Rsin. fi)’ -+- ( y — R cos. f i)‘ = r’,
(x 1 — Rsin. fi)’ -+- (ÿ — Rcos.fi)’ = r’,
(x — Rsin. fi) (Rcos.fi — y) = (/- — Rcos. ti) (Rsin.fi — x).
On a ensuite , en multipliant les différentielles par y, y, les formules du mouvement
m = a rsin. (9 + fi) + y ^003.(9 - 4 - fi),
m =|t rcos.(9 fi) — yrsin. (9 + fi),
— yr'sin.(9 + fi)-+-yrcas>(9 -t- fi),
m ~ 7 F ~ — v,/cos (? + <t ) — y' sin.(9 -+- fi),
et par l’élimination des facteurs a, y, y,
m r cos. (9 -+- fi) — sin. (9 fi) j
—mr cos. (9 -t- fi) — ^jp-sin. (9 •+■ fi)J •
Substituant pour les différentielles des coordonnées , leurs valeurs en fonction de l’angle 9 , il vient
mr £i’Rsin.9-t-r^?j =mV ^i’ Rsin. 9 — r< "77?] »
ou bien , en nommant K le facteur
mr — m r
— — K i’sin. 9,
dont l’intégrale première
IO
(S)’— (ft)I= a K *'( cos - ? — cos - ?•>»
contient l'angle f„, valeur donnée de l'angle 9, à l'origine du mouvement, et la vitesse (^77) , qui est 1® vitesse angulaire (jjÇ) ^ la même époque. Cette vitesse angulaire initiale dépendant des vitesses > parallèles aux
axes des coordonnées, et celles-ci étant déterminées par les formules de l’article VIII du second mémoire,
m ( ~Tt ) D = f i “ / ' sin - ?” + Y- '' cos - ?• * m ( 57)» = ^rcos.ç.-y.rsin.^,
m = — v.r sin.ç, 4 - y.r cos.9.,
m — *. r 'cos.f. — Y./sin.ç.,
on a, en mettant pour y, , x\, y\ , leurs valeurs en fonction de 9,, et éliminant g,, v„, y„,
‘ + (^)o = - ,KC0S -^’
et par conséquent \‘‘
(^) , =i , [( | ■+■ Kcos.^j’ + aK(cos-9— cos.çj].
Cette formule semblable à celle du mouvement des pendules n’est pas intégrale ; mais on peut en tirer les résultats suivants :
i« Si le rapport K, égal à £pZ^R est nul, c’est-à-
dire si le centre C est le centre de masse de deux points materiels m, m', on a
ddif Xfl'av
dr — °’ et Tt — VzfJ ou v + constante.
Or 1 angle f + ti est la mesure de l'inclinaison de la droite mm> sur l’axe fixe OS. Donc cette inclinaison reste constante et pendant que le centre C, tournant autour du point fixe O , entraîne dans éon mouvement les deux points matériels m, ni, le système de ces deux points n’a aucun mouvement autour de son centre de masse C. Ce résultat peut être démontré d’une autre manière. En décomposant les forces centrifuges de chacune des deux masses m, m ‘ en deux forces, l’une dirigée vers le centre C, l’autre normale au rayon m C ou m'C, les forces dirigées vers C sont détruites par les conditions du système, et les forces normales considérées comme appliquées aux extrémités du levier droit mm' dont le point d appui est en C, se font équilibre en vertu de l’hypothèse mr = m'r et des conditions de l’équilibre données dans le premier exemple de cet article.
a ° K étant P ositif ’ la vite «* ^ est variable entre le maximum *(i + a K -t- K* cos.»?.) 7 et le minimum »(i — a K
i K’cos.>„)\ Donc si le minimum est réel, la vitesse angula.rc du système n’est jamais nulle, et le système se meut autour de.P, en tournant toujours dans le même sens. La tesse est à son maximum, quand la droite, qui joint les «leux points matériels, passe étant prolongée par le centre C.
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3° Si la quantité i — aK + K'cos.’ç. est négative, la vitesse angulaire n’a pas de minimum, et l’angle <p n’est jamais égal à deux angles droits. La vitesse angulaire varie donc entre
zéro et le maximum t(i + aK + K’cos.'ç,, )’*, et la droite mm' oscille autour du rayon PC. La demi amplitude d’une oscillation se trouve en faisant t -+- aK cos.9'4- K’cos.'?. égal à
zéro, ce qui donne cos.ç = — — j-b, quantité né-
gative plus petite que l’unité, mais plus grande que
quelque soit l’angle initial ç.. La demi -amplitude des oscillations a donc pour limite l’angle obtus dont le cosinus est égal à la fraction — •
4 ° L’amplitude des oscillations du système ayant une limite finie , il 11’y a aucune position de la droite m ni, à l’égard du rayon PC, dans laquelle le système puisse rester en équilibre, en faisant des oscillations infiniment petites sur cette position. Cependant on satisfait aux conditions de l'équilibre,
en exprimant que la vitesse angulaire initiale ( ^ ^ est nulle, ce qui donne 1 -+- K cos. 9. = o, et que l’accroissement d (27) 1 de k* vitesse variable, est nul aussi quand ç=ç.,
ce qui donne «K cos. 9. = 0. Ces deux équations admettent une solution qui est ç. = o et K = — 1. Ainsi la droite, qui joint les deux points matériels, étant dirigée vers le centre C, et le rapport K étant égal à — t, les conditions de l'équilibre du système sont satisfaites ; mais cet équilibre n’est pas stable et ne se rétablit pas, lorsqu’il est infiniment peu dérangé, parce que le système ne fait pas, sur la position d’équilibre, des oscillations infiniment petites.
ARTICLE VIII. — Problème
Trouver les équations de condition d’un système compose d’un nombre de points matériels plus grand que deux.
Solution.
I er Exemple. La poulie fixe A, fig. 7, assemble au moyen d’un cordon d’une longueur donnée, passé dans sa gorge, deux poulies mobiles Q', Q' garnies aussi chacune d’un cordon d’une longueur donnée, portant à ses extrémités d’une part, les poids P’, P", d’autre part les poids R', R". On suppose que ces poids réduits à des points matériels , se meuvent suivant la verticale, et que les cordons glissent sur les gorges des poulies , sans frottements et sans produire des mouvements de rotation dans la masse des poulies; en sorte que ces poulies, considérées comme des points matériels, ont un simple mouvement de translation suivant la verticale.
Le système étant ainsi composé de six points matériels Q’, Q ; P’, P”; R', R", il s’agit de trouver les équations de condition, les formules du mouvement et les tensions des cordons.
Soient z , z“ , les hauteurs variables ou les coordonnées des points Q, Q", au-dessus d’un plan horizontal; x', x", celles des points P , P" et/’, y" celles des points R', R"; il est clair qu’à cause de l’immobilité de la poulie A, la somme des deux ordonnées z', z” est une quantité constante. Ainsi on a la première équation de condition
dz' -+- dz" =0:
la somme des ordonnées x', x" , des points matériels P, P' serait aussi une quantité constante, si la poulie Q' était fixe, ou si z était constante. Mais z variant de la différentielle dz' , chacune des coordonnée^ x", x”, varie aussi de la même quantité, et la somme de leurs différentielles est double de dz, ce qui donne la seconde équation
dx + dx'-=idz\
On a, de la meme manière,
dÿ + dy" — i dz' :
Si on multiplie ces équations par ja, y, X, respectivement, les formules <fu mouvement sont, pour les points Q', Q",
ddz " ~dr~
, Q"— ax;
pour les points P, P',
pour les points R', R",
ddf
dr
Il est facile d’éliminer de ces formules, au moyen des
équations de condition, les différentielles -yjr, ~jf r i »
etc. Il reste trois équations de condition entre ja, y, X; d’où il suit que ces indéterminées sont des quantités constantes.
Cela posé, si on intègre les formules du mouvement, il vient
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Q'fê-
> \~dYJ > \cTt J ’ ctc M^ tant * es vitesses initiales qu’il
s'agit de déterminer. Soient pour cela q', p' , r 1 ; q" , p", r", les vitesses données qui ont été imprimées, à l’origine du mouvement, aux corps Q', P', R'; Q", P", R''. On a d’abord, par l’article VIII du second mémoire,
Cÿ) 0 ] + ^- a P= 0 ’
On a ensuite les équations de condition
(£).+ (£).=». (£X+(TrX-*(sf)..
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Ces neuf équations donnent non seulement les valeurs des vitesses initiales, mais encore celles des indéterminées |t„, y„, Intégrant une seconde fois et transposant, on a les formules en termes finis
dans lesquelles z'„, z", , x , , etc., sont les ordonnées initiales des corps Q', Q", F, etc. Toutes les circonstances du mouvement du système sont déterminées par ces équations et on voit comme dans l’article VI, I er exemple, que dans le cas où le système est en équilibre, les coefficients de F, dans les seconds membres, sont égaux à zéro, ainsi que les coefficients de t: en sorte que les conditions générales de l’équilibre comprennent les conditions de l’équilibre entre les vitesses imprimées à l’origine du mouvement et celles de l’équilibre entre les forces accélératrices.
II e Exemple. Des points matériels m, m, ni', etc., en nombre quelconque, situés sur un même plan, et liés entre eux de manière que leurs distances respectives restent constamment
les mêmes, se meuvent avec une vitesse commune V et dans des directions parallèles. On demande quels changements éprouvera le mouvement du système, dans l’une et l’autre des deux hypothèses suivantes.
I re Hypothèse. Le système rencontre un obstacle, en vertu duquel un de ses points matériels est rendu fixe et immobile.
Soient x,y; x , y 1 ; x" ÿ’ ; etc. les coordonnées des niasses m, ni, rn" , etc. x", y celles du point fixe m‘. l^es conditions du système sont représentées i° Par les équations
( x — x )’ -4- {y — y )* = constante ,
(fO
, ( x — x")' -+- (y — y")' — constante ,
( x — x"y (y — yy — constante ,
etc -t- etc
qui expriment que les distances des points matériels entre
eux sont constantes;
a° Par les équations -
( x — (y — y’ )’= constante.
[x — (/ — y')' — constante,
(x" — (y — y’)'= constante,
etc -+- etc
m vertu desquelles la distance de chaque point fixe, est aussi constante;
point matériel au
3° Par les deux équations
x°— constante, y = constante,
nH MEMOIRES
qui expriment que le point x', f, est fixe. Il est facile de conclure de ces équations les formules du mouvement
m d (777) — — x)dt + y(x — x")dt + \(x — x')dt,\
rri d f — — n(.z — x’)dt +\{x' — x“)dt+à! {x' — x‘)dt,
m"d (yjf) — — y (x: — x") dt — \{x — x")dt -t- A"(,r" — x‘)dt,
etc.
= etc .
etc .
md ( d £) = v-{y—y) dt +i(y—f) dt + ,rV^ ^ md (ji) — — h- ( r—y ) d t + y (y— x) d 1 + A ' (/ —y') d ( >
m"d (jjj) t= — y (y — /' ) d t + X (y— y") dt -+-A" (/'— y‘) d t.
etc.
= etc + etc . , .
m'd ( —(dt — t±(x — x")dt — \’(x — x‘) — a"(x" — af)dt — etc j
m'd Ç-jj-^ — idt — A (y — ÿ)dtx—b! (y 1 — y*) — A "{y" — y') d t — etc. |
En multipliant les équations (1) par dx , dx , dx" , les équations (a) par dy , dy, dy", et en les ajoutant, ce qui fait évanouir les termes dus aux équations de condition, on a
Vdt a
\dt)
dt '
K<lt) J
L dt “
\dt )
' dt '
W tj J
Cela posé, si on nomme r la distance du point matériel m au point fixe, et ç l’angle que la distance r fait avec l’axe des y.
SUR LA MECANIQUE, on a, en transposant l’origine au point fixe,
x=rsin.(p, y=r cos. <j> et dx ddx -y dy ddy—r'dtf d d^.
De même eu nommant r la distance du point rri au point fixe, et u l’angle donné compris entre r et r; on a
x r=r sin.(ç + w), y = r cos. (ç-t-u>) et
daf ddx -+- dy ddy= r'df dd 9.
Donc, en substituant ces valeurs, et en représentant par 1 une somme prise par rapport à tous les points matériels du système, l’équation générale qui précède devient
2 {nr'ÿtd
ou, parceque l’angle ç est commun à tous les points matériels.
J7 d (ÿ) ïfl*r* = °,
équation équivalente à d (yyj') — o, dont l’intégrale est, eu
nommant la valeur initiale de et <*. la valeur ini-
tiale de l'angle ç,
fl résulte de cette équation, que l'angle 9 et les angles » + “,f + “, etc- qu« sont compris entre l’axe des y et les rayons r, /, r", etc. menés du point fixe à chacun des corps m, m, ni', etc. varient tous également et proportionnellement au temps Donc, le système tourne autour du point
fixe, avec la vitesse angulaire constante , qui se dé-
termine par les équations de l’article VIII du second mémoire.
Les vitesses imprimées que nous avons nommées p, q, r, etc. dans cet article , se réduisent ici à la vitesse commune V, qu'on peut toujours supposer parallèle à l’axe des x; on a donc
V=p= p— p"— etc. ; q = o, ÿ'=o,etc.; r= o, r — o, etc. et par conséquent
m [ V — (^f )„] =»*•(*••— *.) -+-etc,
— m (ft ) 0 =i i ”Cr»— tr'-) + etc >
m ' [ V — (lR-) 0 ] =— ^ *•> + etc -
En multipliant par (£) >t (£) q , (^)., etc., respectivement et en ajoutant, il vient, à cause de l'évanouissement des seconds membres,
2“ v (£!=>” [(£)>(&);]■ ou, en mettant pour leurs va '‘‘ urs en ton< -
de (S )„’
2«iVrcos
tion
d’où on tire
2mr’ =2mVrcos.f.,
ou bien
(ÿ\ Z'nr’ = V2mj'..
Ainsi la vitesse uniforme de rotation est connue en fonction de la vitesse donnée V et des deux sommes 2mr % , ïmy..
La première somme est le moment d'inertie du système par rapport au point fixe. La seconde est le moment du centre de masse , par rapport à l’axe des x.
Cette seconde somme peut être nulle, et dans ce cas tous les points du système restent en repos. C’est ce qui a lieu lorsque le centre de masse du système est situé sur la droite menée par le point fixe parallèlement à la direction de la vitesse commune , à l’instant de la rencontre de l’obstacle.
Si on veut avoir la pression que supporte le point fixe x*, y et dont les composantes sont des forces égales et contraires à e,t', il faut ajouter successivement toutes les équations (i), et toutes les équations (a), ce qui donne
— x*) + a'(x' — x") 4- etc.]
^ md ( 20 — dt [*(y— y) + à! (y-y )+ etc.}.
Les équations ( 3 ) donnent ensuite, en faisant les premiers membres égaux à zéro, à cause que le point x", y est fixe,
t = A(x — x”) + A'(/ — y) + etc.
«'= a (y— y ) + A ' (y— y') + etc.
MÉMOIRE d’où il est visible qu’on a
t d t=1 md (Jjj) >
•' dt=l m d ^^7) 1
ou , en faisant usage des transformations qui donnent x et y, en fonction de l’angle ç,
e =-(S)’ 2ma; '
Donc, en nommant a, b, les coordonnées du centre de masse, R sa distance au point fixe, M la somme des «nasses du système,
11 suit de là et du corollaire de l’article V, que la pression supportée par le point fixe, à chaque instant du mouvement de rotation , est égale à la force centrifuge de la masse entière du système , supposée réunie au centre de masse, et circulant
autour du point fixe avec la vitesse constante (77) : mais à
l’instant de la rencontre de l’obstacle , et avant que le système n’ait commencé à tourner, la pression du point fixe est égale à M V, et sa direction est parallèle à la direction de la vitesse V. Cest ce qu’on trouvera facilement par ce qui précède.
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II e Hypothèse. Un point matériel n, n’ayant aucun mouvement, est tout-à-coup réuni au système, en sorte que ses distances aux autres points matériels m, ni , m” , etc. sont données et constantes.
Les équations de condition du système se réduisent aux équations (i) de la première hypothèse, et on en conclut les trois formules différentielles du mouvement
2 rnd
2 md
les intégrales de la première et de la seconde sont
2m fê)= 2TO (S.-
dont les seconds membres s’obtiennent par les équations des vitesses initiales qui sont les mêmes que ci-dessus. En ajoutant successivement toutes les équations en x, x , etc. , et toutes celles en y, ÿ, etc. et l’axe des x, étant toujours parallèle à la direction de la vitesse V, on trouve
2 “(77 )„=ï».V=MV,
substituant ces valeurs, et intégrant encore, il vient
MEMOIRES — C = f V M , 2my — C'=fVM,
ou, en nommant a, b, les coordonnées du centre de masse du système ( le point materiel n étant compris dans cette masse ) a„, b leurs valeurs à l’origine du mouvement,
(M -+- n) ( a — «„) = fV M,
Ces équations prouvent que le centre de masse du système, après la réunion du point matériel n, se meut parallèlement à la direction du mouvement primitif, avec la vitesse con-
„ VM stante rr- —
La troisième formule du mouvement donne ensuite, en faisant x = a + r sïn. <f,jr—b + r cos. 9 , c’est-à-dire en rapportant chaque point m au centre de masse , par sa distance r à ce centre, et par l’angle 9 que sa distance r fait avec l’axe des j.
équation qui se réduit, à cause que les deux sommes 2 m (y-b), 1m ( x-a ) sont milles, à
en intégrant , il vient
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Ainsi l’angle 9 varie proportionnellement au temps et le système tourne uniformément autour de son centre de masse, pendant que ce centre se meut comme on vient de le voir.
La vitesse angulaire initiale j/) se calcule comme dans la première hypothèse, et on a
^ ( ^ïmr'= 2 mV (j„— b),
mais la somme 1m V {y — b) qui s’étend à tous les points matériels animés de la vitesse V, à l’instant de la réunion du point matériel «, ne comprend pas ce même point qui, par hypothèse, n'avait alors aucun mouvement; ou si l’on veut le comprendre dans la somme, ce qui la rend nulle, par la propriété du centre de masse, il faut retrancher le produit n\ . (b' — b ) , b' étant l’ordonnée du point matériel n, à l’origine du mouvement de rotation. La valeur de (SX- en quantités toutes connues , est donc
hnr' ’
d’où il suit que la vitesse de rotation s’évanouit quand la différence des ordonnées est nulle, ou quand le point matériel n, à l'instant de sa réunion au système, est sur la droite menée par le centre de masse , parallèlement à la direction de la vitesse V.
Corollaire. On voit par ce second exemple que le mouvement de translation d’un système de points matériels situés sur un même plan, et assujétis à conserver leurs distances entre eux , peut se changer en un mouvement de rotation
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autour d’un point fixe ou mobile. La même chose a lieu pour les corps solides ; et l’on observe fréquemment que ces corps , à la rencontre d'un obstacle, ou par l’efiet d’une résistance qu’ils viennent à éprouver, changent leur mouvement de translation en un mouvement de rotation , ou réciproquement leur mouvement de rotation en un mouvement de translation. Mais l’exemple le plus remarquable de cette modification de mouvement est dans l’action du gouvernail qui fait virer un vaisseau. L’eau refoulée par le gouvernail oppose de la résistance au mouvement de translation du vaisseau, et ce mouvement se change en un mouvement de rotation autour d’un axe incliné sur l’horizon et passant par le centre de masse commun du vaisseau et de l’eau refoulée par le gouvernail. Telle est la véritable théorie de l’action du gouvernail , qui sera l'objet du dixième mémoire.
ARTICLE IX. — Problème.
On demande les équations de condition des systèmes dont la forme est invariable.
Solution.
La forme d’un système est déterminée par les distances entre les points matériels qui le composent, et parles angles entre les distances. Or les angles sont donnés quand les distances sont données. La forme d’un système dépend donc uniquement des distances entre les points matériels ; et, pour quelle soit invariable pendant le mouvement du système, il faut que les distances soient constantes, ce qu’on exprime en
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égalant à zéro la différentielle de chacune d'elles , prise relativement au temps.
Soient x,y,z; x\y\z', les coordonnées de deux points ma-
tériels du système, et [(ar — a;')‘ + (jy — _/)’ -+- (z — z')’]’ leur distance. La différentielle du radical, prise relativement au temps et égalée à zéro , donne l’équation
(x — x') (dx—dx) + (y— y) ( dy—dy )
(z — z') ( dz — dz) — o:
les deux points matériels x, y,z; x", ÿ\z, donnent l’équation semblable
(x—x") (dx—dx") ■+■ (y— y) (dy—dy")
z — z")(dz — dz") = o
et, en comparant de la même manière le point x, y, z, avec tous les autres points du système , on a toutes les équations de condition qui contiennent les différentielles dx, dy, dz.
Mais , après avoir pris dans ces équations de condition les termes qui doivent entrer dans les formules du mouvement et de l’équilibre du point matériel m, et dans celles de tous les autres points m, m", etc. il faut r comme dans le dernier exemple , substituer aux coordonnées x, y, z, x\ y, z', etc particulières à chaque point, d’autres coordonnées communes à tous les points, et propres à représenter les mouvements généraux du système. Ces coordonnées communes et ces mouvements généraux sont donnés par la définition même des systèmes dont la forme est invariable.
En effet, l’équation
(x— x ) (dx—dx) + (y— y) (dy—dy)
-t- (z — z') ( dz — dz) — o, (1),
qui exprime que la distance des deux points materiels x,/, z; x\y,z\ est constante, devient, en supposant que le système se meut de manière que les coordonnées perpendiculaires au plan des x_y, ne varient pas,
, /dx — dx'\ j , j f dx — dx'\
Deux autres points x", y", z"; x"',y", z'", donnent, dans la même hypothèse,
1 ,, h fdx" — dx"'\ , • ,„f dx' — dx'"\
+* ( y._Ly.-- )—dy —dx! { J = 0;
les points x"\y"\z‘") x,j,z, donnent pareillement
• », f dx'” — rfa:\ , /dx"' — i/f\
+* ( yr . - )-dy-x ( - x -:_ - g - j = o;
enfin les points x',y,z'; x\y\ z , donnent
, , , f dx‘ — dx"\ , „ ,, /dx' — dx"\
dy + *\-ÿ = ÿr-)-dy-x!
si on ajoute ces quatre équations, en ordonnant par rapport à x, x', x", x"', il vient celle-ci :
T dx — dx' dx'" — dx~\ , f dx' — dx" dx — dx'~\
J ‘dx" — dx dx* — dx l m [dx'*' — dx dx" — dx "*' |
vT 7 ^ 7=rr x L y-y ~ r-y 1
laquelle devant avoir lieu, quelles que soient x, x', x", x! ,
SUR LA MECANIQUE, est équivalente à
d x — dx' dx"‘ — dx _ d x — dx" dx" — dx'"
En comparant le premier membre avec le quatrième, on voit que la différentielle - ~zy , prise relativement au
temps, est indépendante de x , x', y, y, par conséquent la même pour tous les points du système. Soit Cdt su valeur, on aura
dx — dx'—{y — -/ ) Cdt, et en vertu de l’équation (i)
dy — dy — — (ar — x 1 ) Cdt;
mais ces deux dernières équations pouvant être écrites comme il suit <
dx — y — b)Cdt = dx' — (y — b)Cdt, dy -y (x — a)Cdt — dy + (x — a)Cdt;
on voit encore que les différentielles dx — ( y — b) Cdt, dyy(x — a) Cdt, sont indépendantes de x, et de y, et que leurs valeurs hdt, kdt , sont communes à tous les points du système. Ainsi en supposant que le système se meuve de manière que les coordonnées z, z , z", z", ne varient pas, on a
dx= hdt -y {y — b) Cdt, dx'= hdt -y (y — b)Cdt, dy = kdt — {x — a) Cdt, d y = k dt — ( x' — a)Cdt.
On trouve de même, en supposant que le système se meuve /. 17
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de manière que les coordonnées y, y\ y", y", etc. ne varient pas
dx=l dt — (z — c) B dt, dx'=ldt — (z' — c) B dt, d z =pdt + (x — a)Bdt, d z 1 =p dt + (x — à)Bdt,
et en supposant que le système se meuve de manière que les coordonnées x, x', etc., ne varient pas
dy=qdt + (z — c)Adt, dy=qdt 4- (z' — c) Adt,
dz = rdt — ( y — b) Adt, dd—rdt — ( y — b) A dt.
Donc, lorsque le système se meut librement, c’est-à-dire lorsque les coordonnées x,j-, z, x\y\ z, etc. varient ou peuvent varier toutes ensemble, on a, en représentant /t + / parVcos. «, k +q par V cos. e, p + r par V cos. r, ,
dx=\ cos.i 4- ( y — b) C dt — (z — c)Bdt, dy—V cos.c-t- (z — c) Adt — ( x — a)Cdt, dz =Vcos.»t 4 - (x — d)Bdt — (y — b) Adt,
</x'=Vcos.i 4- (ÿ — b) C dt — (z' — c)Bdt, dy~Y cos. c4- (z' — c ) Adt — (x' — a)Cdt, <fz'=Vcos.n 4- (x' — a)Bdt — ( y — b) Adt,
formules qui satisfont à l’équation de condition
(x— x'){dx— dx) 4- {y—/)(dy—dy)
z — z') (dz — dz) =o
quelles que soient les six quantités V cos. e, V cos. e, V cos. r, , A, B, C.
Cela posé, il est évident que les trois premières quantités représentent des vitesses parallèles aux axes des coordonnées
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et communes à tous les points du système. La vitesse V cos. t est parallèle à l’axe des a:, et les vitesses V cos. c, V cos. n , sont parallèles aux axes des jet des z. Ces trois vitesses sirnul-tanées se composent en une seule vitesse V, dont la direction fait avec les axes des coordonnées les angles e, e, r..
A l'égard des mouvements représentes par A, B, C, et du mouvement composé qui résulte des trois mouvements simultanés, il faut pour les définir, remarquer que les six quantités V cos. s, V cos. e, V cos. rt, A, B, C, étant indépendantes les unes des autres , on peut pour définir l’une d’elles, supposer chacune des cinq autres égale à zéro. Soient donc
Vcos. (=», Vcos. e=o, V cos. r, = o, A = o, B = o ,
les valeurs de dx, dy , dz, se réduisent à
d.r — — C (jr — b)dt, dy=C(x — a)dt, dz=. o,
les deux premières qui donnent ( x — a)dx + (y — b)dy±= o ou bien (x — a)‘ -t- (j — è)’ = constante, prouvent que pendant le mouvement représenté par C, le point x, y, z, reste à la même distance d'une droite parallèle à l’axe des z, et passant par le point dont les abscisses sur le plan des x, j, sont a, b; et la troisième prouve que le point reste dans un plan normal à la même droite; le point x, y, z, et il en est de même de tout autre point du système, se meut donc sur la circonférence d'un cercle perpendiculaire et concentrique à cette droite. D'où il suit que le mouvement représenté par C, est un mouvement de rotation autour d'un axe parallèle aux z et ayant pour coordonnées a, b.
Soient secondement
Vcos.« = o, Vcos.e^o, Vcos.» = o, A = o, C = o.
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les valeurs de dx, dy, dz, sont
dx={ z — c)B<Zf, dy= o, dz= — (x — a)Bdt,
d’où on tire ( x — à) dx -t- (z — c) dz — o, ou (x — a)'
(z — c)* = constante, et y = constante. Il en résulte, comme dans le premier cas, que le mouvement représenté par B est un mouvement général de rotation autour d’un axe parallèle aux y, et passant par le point dont les coordonnées sur le plan des x, z sont a, c.
3° Soit
V cos. t=o, Vcos.e=o, Vcos.ïi = o, B — o, C = o,
il résulte encore des valeurs de dx, dy, dz, que le mouvement représenté par B est un mouvement général de rotation autour d’un axe parallèle aux x, et passant par le point dont les coordonnées sur le plan des y, z sont b, c.
4° Enfin pour définir le mouvement qui résulte des trois mouvements de rotation simultanés , représentés par A , B . C , soit
. Vcos.e = o, Vcos.e = o, Vcos.7i=o,
et par conséquent,
dx=(z — c)Bdt — ( y — b)Cdt, .
dy=(x — a)Cdt — ( z — c ) A dt, d z — (y — b)\dt — (a: — a)Bdt ,
on tire de là les deux équations
\dx+Bdy-*-Cdz-=o, (x—a)dx+(y—b)dy+(z — c)dz= o, qui donnent celles-ci
-+-C(z — '<?)]’ = constante.
En vertu de la première , le point x, y, z, se meut sur un plan perpendiculaire à la droite dont les équations sont
et en vertu de la seconde, la perpendiculaire abaissée du même point sur la droite ne varie pas. Le mouvement résultant des trois mouvements simultanés A, B, C, est donc un mouvement de rotation autour de la même droite, et c’est à ce mouvement et à celui qui résulte des trois mouvements de translation V cos. t, V cos. e, V cos. » , que se réduisent les mouvements que peuvent prendre les différents points matériels d’un système dont la forme est invariable; c’est-àdire que le mouvement du système pendant l’instant dt, se compose d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation, commun, l’un et l’autre, à tous les points du système.
Il reste à exprimer les quantités A, B, C, en fonction des éléments du mouvement de rotation que ces quantités représentent. On vient de voir que les équations de la droite autour de laquelle ce mouvement s’exécute, sont
si on nomme «, 6, -y, les angles que cette droite fait avec les
axes des coordonnées , ses équations sont encore
(z — c)cos. 6 — {y — b) cos. y = o.- {x — a) cos. y — ( z — c ) cos. « = o,
'y — b) cos. a — (.r — a) cos. 6 = o,
d’où il résulte que les quantités A , B, C, sont proportionnelles à cos. a , cos. 6, cos. y , et qu’en faisant
A=Kcos. a, B=Kcos.6, C = Kcos.y,
' dans l'hypothèse deVcos.«=o, Vcos. r= o, Vcos. yi = o), on a
dx—Kdt[{z — c)cos.6 — [y — £)cos.yj, dy = K d t [(or — a) cos. y — ( z — c) cos. a 1 , d s=K dt[(y — A) cos. a — (x — a) cos. €].
En quarrant ces équations, et en les ajoutant, il vient
dx?+dy 1 +dz , =K’df j [(z — c)cos.€ — [y — b) cos. y]’
-+- [(a-— a)cos.y— (z— c) COS. a]’ H- [(7— 6)cos.«— (j*— fl)cOS.6]‘ j ,
ou bien en nommant ds l’arc décrit par le point x, y, z, pendant l’instant dt, en vertu du mouvement de rotation, et R la perpendiculaire abaissée du même point sur l’axe de rotation, c’est-à-dire le rayon de l’arc ds
ds'^K'R'dt’
Cette dernière équation donne K = ; K est doue égal
à la vitesse de rotation , prise sur la circonférence dont le rayon est R, divisée par ce même rayon, c’est-à-dire à la
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vitesse angulaire de rotation, commune à tous les points du système. Soit i cette vitesse angulaire, et, par conséquent
A—i cos. a , B = iCOS.ê, C=l*COS.y.
En substituant ces valeurs dans les formules générales qui donnent les expressions de dx , dy, dz, sans supposer nulle aucune des quantités V cos. t , Vcos.e, Vcos.n, A,B,C,on a les équations
dx~dt Vcos.e + idt \_{y — b) cos. y — (z — c)cos.ê], dy=.dt\ cos.e + idt[(z — c ) cos. a — (x — «)cos.y], dz=dtVcos.r, idt[{x — <z)cos.g — (y — i)cos.«],
dans lesquelles les variations des coordonnées d’un point matériel quelconque sont exprimées en fonction des éléments généraux et communs à tous les points du système. On verra dans le quatrième mémoire comment la substitution de ces valeurs dans les formules générales de l’équilibre d’un système quelconque, sert à trouver les conditions de l’équilibre d’un système dont la forme est invariable.
I er Corollaire. Les formules générales équivalentes aux équations de condition des systèmes dont la forme est invariable, peuvent être modifiées pér des conditions particulières au mouvement de quelques points du système. Si on suppose, par exemple, que les points dont les coordonnées sont p, q, r, reste en repos, pendant que le système se meut, on a
dp=zdt Vcos.« + idt[(q — b) cos. y — (r— c)cos.Sj = o, dq=rdt Vcos.e+ idt [( r — e)cos.a — {p — d)cos. y] =s o, dr=dt\ cos. 7) +idt\(p — «Jcos.6-— (tj — ô)cos.«] = o,
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et les formules relatives au point quelconque x, y -, s, deviennent, en mettant pour dt\ cos. «, dt Vcos.e, dt\ oos.m, leurs valeurs >
dx—idt[{y — q) cos. y — (z — r)cos. 6 ] , z — r) cos. a— -{x — ^)cos.y], dz = idt[(x — p ) cos. ë — (y — ^)cos.«].
Il est facile de conclure de là que le mouvement de translation, commun à tous les points du système , ne peut plus avoir lieu, et que le mouvement de rotation s’exécute autour d'un axe passant par le point p , ç, r.
Si deux points donnés q, r; p\ q', r, restent en repos pendant le mouvement du système, on a les six équations
Vcos.e * \_(q — A) cos. y — (r — c)cos.É] = o,
Vcos.e + * [(r — c)cos.a — ( p — a)cos.y] = 0 ,
Vcos.>i -t- i[[p — fl) cos. 6 — {q — A)cos.a] = o,
V cos. « 1 [(<y’ — A) cos. y — (r — c)cos.é] = 0 ,
Vcos.e-f- i [(/ — c)cos.« — {p — fl) cos. y] = o,
Vcos.t. + i[[p' — a) cos. S — {q — A}cos.*] = o,
et par conséquent celles-ci
{q — ÿ’)cos.y — (r — /•')cos.ë = o,
( r—p ) cos a — ( p — p) cos.y = o,
{p — p) cos. 6 — (q — ÿ')cos.a=o, *
qui prouvent que les trois angles a, ë, y, qui déterminent la position de l’axe de rotation sont constans et égaux aux angles que la droite, passant par les deux points donnés,
fait avec les axes des coordonnées. Les formules qui donnent les valeurs de dx , dy, dz , sont d’ailleurs les mêmes que dans le cas precedent, en y mettant les expressions trouvées pour cos. a, cos. 6, cos. y; ainsi le mouvement de translation du système est nul et le mouvement de rotation s’exécute à chaque instant, autour de la droite menée par les points p , ?» r;p\ ?\ r.
Enfin si trois points donnés du système restaient en repos, on aurait neuf équations semblables aux précédentes, et on en concluerait que les deux mouvements généraux de translation et de rotation , communs à tous les points du système seraient nuis.
II e Corollaire. La composition et la décomposition des mouvements de rotation simultanés sont des conséquences faciles à déduire des formules de cet article, dans lequel on vient de voir que trois mouvements de rotation simultanés autour de trois axes rectangulaires ayant une origine commune, se composent en une seule rotation autour d’un quatrième axe passant par la même origine. Les principales questions que l’on peut faire sur la composition des mouvements de rotation sont celles-ci. i° Deux mouvements de rotation simultanés, autour de deux axes donnés, se composent-ils toujours en un seul mouvement de rotation , autour d’un troisième axe? 2 0 Quelle est la position du troisième axe, relativemeut aux deux premiers? 3 ° Quelle est la loi de la composition des mouvements de rotation , quand les axes de rotation sont parallèles?
D’après ce qui précède, les variations des coordonnées x, y, z, dues à un mouvement de rotation idt, autour d’un f. 18
axe qui fiasse par le point fl, b, c, et dont la direction fait avec les axes des coordonnées les angles a, €, y, sont représentées par les équations
dx—idt[(y — b) cos. y — (z — c)cos. 6], d y—idt[{z — c) cos.a — (x — fl)cos.y] , d z — idt[(x — a)cos. 6 — ( y — £)cos. a].
Cela posé, pour que cette rotation unique soit la résultante de deux rotations simultanées i'dt, i”dt, autour de deux axes passant par les points «', b', c; a", b”, c", et faisant avec les axes des coordonnées les angles y'; 6", y",
il faut qu’on ait
»‘[(j — b) cos. y — (z — c ) cos . 6 ] = * ' [ (jy — b') cos . y — ( z — c) cos. 6' ]
i' [iy—b")cos.y" — (z — c") cos. 6"J
t[(x — c) cos.a (x fl)fOS.y] = t'[(z — c) COS.a' — (JC fl') COS. y]
. 4- t"[(z— c")cos. a" — (x — fl") COS. y"],
i[(* — fl)cos.€— (j — b )cos. a) = i [(a; — fl') cos. t — ( y — £')cos. a']
+ *" [ (x — fl" ) cos. 6" — (y — b ") cos. a"] ,
mais ces trois équations devant être satisfaites, quelles que soient les valeurs de x, y, z, sont équivalentes aux six équations suivantes
*COS.y = j'cOS.y' + f'cOS.y", i COS. a =j" COS. a' 4- l"cOS.a", tcos. 6 —i cos. 6' 4- i" cos. é",
i[6 cos. y — c cos. 6] = »'[£' cos. y' — c'cos. £ ] 4- i"\b" COS. y" — c"cos.6"], t[c COS. a — flC0S.y]=r [c COS. a' — fl'cOS. y'] 4- i" [ C " COS. a" — fl"cOS. y"] , i [fl cos . ç — b cos. a] = i [fl' cos. € — 6'cos. a' ] 4 - i" [a'cos. S" — b' cos. a" ] ,
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qui se simplifient beaucoup par le choix que l’on peut faire des plans des coordonnées, relativement à la position des axes de rotation. En effet si le plan des xy est parallèle aux deux axes de rotation composante, ce qui donne cos. 7 =0 cos. y" = o; si la perpendiculaire commune à ces deux axes est prise pour l’axe des coordonnées z, ce qui donne a' — o, b' = o, a” = o, b" = o. Si de plus, l’axe de rotation passant par le point a\ b\ c , coïncide avec l'axe des a;, ce qui donne cos. ë' = o, c' = o, les six équations se réduisent à
(l) icos. y=o , et cos. ë — c' i" cos. ë” = 0, (4)
(a) i cos. a=u + i" cos. a", c i cos. a — c" i" cos. a" = o , ( 5 )
( 3 ) tcos. e=t"cos.€", bi cos. a — a t cos. ê =0, (6)
La troisième et la quatrième donnent t 'cos.ë "(c — c")=o; on ne peut satisfaire à cette équation qu’en faisant c — c"=^o ou bien cos. 6” = o.
Dans le premier cas, on a c=c" et en vertu des équations (a) et ( 5 ), c=o,c” — o : les deux axes de rotation composante sont donc dans le même plan, celui des xy, lequel contient aussi l’axe de rotation résultante ; la position de ce dernier axe est donnée par les équations (a), et ( 3 ) : si on divise l’une par l’autre, et si 011 fait cos. 6 = siu. a (en vertu de l’équation (1)), et cos. ë" = a", on a
sin.* r'âin.a"
coa.a «'-t-i"cos. a"
ou bien * : *" :
sin.(a" — a):sin.e.
D’où il suit que l’axe de rotation résultante partage l’angle donné a", des deux axes de rotation composante, en deux angles dont les sinus sont entre eux dans le rapport des
vitesses on a ensuite en quarrant les équations(i), l'a)» (3), et les ajoutant
* ' = ï' + i"‘ -+• a ï i" cos. a ,
ce qui donne la vitesse de rotation résultante en fonction des vitesses de rotation composantes et de l’angle compris entre les deux axes donnes.
Dans le second cas où cos. €"=o, les deux axes de rotation donnés sont parallèles ; on en conclut par l’équation (3), cos. 6=o;cos. a = i , et par l’équation (6), b —o \ ainsi l’axe de rotation résultante est parallèle aux deux premiers, et il est compris dans le même plan. On a ensuite
i=ï - 4 - i" et i : i" \ c — c:c,
équations qui donnent i° la vitesse de rotation résultante égale à la somme ou à la différence des deux vitesses de rotation données. a° La position de l’axe de rotation résultante, qui est telle que les distances de l’axe aux deux axes donnés sont entre elles comme les vitesses autour de ces axes. Ces résultats sont compris dans les équations du premier cas, en faisant l’angle % égal à zéro.
III e Corollaire. Nous avons donné, art. VI, les équations du mouvement d’un point matériel, assujétià rester sur une courbe donnée qui tourne uniformément autour d’un axe perpendiculaire au plan des .ry, ou à celui des xz. Nous pouvons maintenant donner ces memes équations de condition, dans le cas d’un axe de rotation, faisant avec les axes des coordonnées , les angles a, S, y.
Soient x, y, z, les coordonnées d’un point de la courbe après le temps t ; fia vitesse angulaire de rotation, commune à tous
les points de la courbe. On a, en supposant que l'axe de rotation passe par l’origine des coordonnées,
dx = idt [jcos. y — z cos. g], dy = idt [z cos. « — x cos. y] , dz = idt\x cos. g — y cos. a ] .
dilîérentiant et réduisant, il vient
ddx . - /
+ l L x — COS.a(xCOS.a-t-jyC0S.g + ZC0S.y)] = O, d dy .
~dr + **LJ r — cos.6(xcos.«+ jcos.g + zcos.y)]=o,
-jp- + i'[z — cos.y(xcos.«+/cos.g4-zcos.y)]=o,
ou bien, à cause que dxcos. a + dy cos. ë + dz cos. y = o, ce qui donne xcos.a-+-jcos.g-f-zcos.y=x„cos.«-f-j 1( cos.g + z, cos. y = K o 1 x. , z„, étant les valeurs initiales de x,
d doc r T . .
— +1'[X— K fl C0S. a J=0,
±*L + *’[>— K. cos. g] = 0,
ddz
dt'
+ i'[z K„COS.y] = o,
dont les intégrales premières sont
d fx — K 0 cos.a\ Ai
dt \ cou. ti ) cos
d / y — K., cos. £ \ B t
de \ cos ,ti ) cos .'ti*
d f z — Ko coi. y \ Ci
dt \ cos.ti J cos .‘ti
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Ces équations donnent, à l’origine du mouvement,
on a donc, en vertu des équations (i), (a), (3),
A =j„cos. y — z. cos. 6 ,
B = z 0 cos. cr — a:, cos. y,
C = a:, cos. S — y, cos. a.
Intégrant une seconde fois ,
x=K.cos.a-t- Asin.tt-t- Dcos. ti,
_y = K„cos.ê -t- Bsin. ti-t- Ecos .ti, z — K. cos. y -t- Csin.tt’-t- Ecos. ti,
les constantes d’intégration D, E, F, s'obtiennent en faisant f=o, et on a
D = X.-rK„COS.a,
E —y. — K.cos.6,
F = Z. — K.„ COS. y.
les valeurs de x, y, z, étant exprimées en fonction de t et des coordonnées initiales x ,, y,, z pour avoir celles-ci en fonction de x, y, z, il suffit des procédés les plus simples de 1 élimination. Mais en considérant que par la nature du mouvement de rotation, les coordonnées qui sont x., y., z„, à l'origine du mouvement, et x,y, z, après le temps t, redeviennent égales à x., y„ z„, après le temps T — f, T étant le temps d’une révolution entière, on voit que x, j, z, peuvent être regardées comme les coordonnées initiales, et x. , j. , z„, comme les coordonnées correspondantes au temps T — t :
mettant donc dans les formules précédentes x. , y , , z., à la place de x,^-, z, et x, y, z, à la place de x a ,y Q , z»; mettant ensuite T — t à la place de t, ou ce qui revient au même, faisant t négatif, il vient
x. = Kcos. a — Asin. ti + Dcos.t»,
y. = K cos. 6 — B sin. ti -t- E cos. ti, z„ = K cos. y — Csin. ti + F cos. ti,
K étant égal à x cos. a +y cos. 6 zcos. y.
Cela posé, pour avoir les équations de la courbe, dans la position quelle occupe apres le temps t, il faut avoir ces mêmes équations à l'origine du mouvement. Soit à cette époque
x„=F(z„) et y,= 9 (z a ),
on obtiendra les équations dont il s’agit, et par conséquent les équations de condition du mouvement d'un point matériel assujéti à rester sur la courbe, tournant uniformément autour de l’axe de rotation, en substituant à x„y„ z , leurs valeurs en x,^, z, t.
Si l’axe de rotation se confond avec l’axe des z, on a
COS. a = 0, COS. 6 = 0, COS. y = I,
et
x. =x cos. ti — ^sin. ti,
y, — y cos. ti -+- xsin. ti, z„ = z.
Donc, dans le cas où la courbe mobile est une droite parallèle au plan des yz, faisant avec le plan des xy l’angle «,
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et située de manière que la perpendiculaire commune b entre elle et l’axe des z, rencontre cet axe à la hauteur h, en sorte qu’on ait x.— b,z,=zh, les équations de condition sont
xcos.ft =ys\n.ti — b,
[y cos. ti -+- x sin. ft] tang.a = z — h,
ou bien , comme dans le cas général de l’exemple 3 de l’article VI,
(z — A)sin. ti — (x — bcos.ti) tang.a=o,
(z — h) cos. ti — (y - 4 - isin.tt) tang. *=o.
Dans le cas de l'Hélice, ayant pour équations, à l’origine du mouvement, x. = sin. (z„eotang. ç), y„= cos. (z.cotang.9) les équations de condition sont
x cos. ti — j'sin.ti = sin. (zcotang.9),
.y cos. ti + xsin.ft = cos.(zcotang.9),
ou bien, comme dans l’exemple 4,
x= sin. [zcotang.9 + *t], y — cos. (zcotang.9 + <»].
Si l’axe de rotation coïucidc avec l’axe des y, on a x„=xcos. ti ■+• z sin. ti,
z„= zcos. ti — xsin. ti, et
y m =zycoê.ti — z sin. ti, z, = z cos. ti -t- y sin. ti.
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si l’axe de rotation coïncide avec l'axe des x; enfin si l'axe de rotation, compris dans le plan des xz, fait avec laxe des x, l'angle a, et avec l’axe des z, 1 angle 90* — «, on trouve
x, -=.x cos. ‘a + zsin.acos. a — .y sin.* cos. t f
+ (xcos.a — z sin. a) sin. * sin. ri,
y. = (.Tsin. a — z cos. a) sin. ti-t-y cos. t i,
2,s=- x sin. a cos. a -4- zsin.’a-l-j'cos. a sin. ti
-4- (zsin.a — xcos. a) sin. a cos. ti,
et lorsque la courbe mobile est une hélice dont les coordonnées x.,y a , z„, ont entre elles les relations exprimées par
z. sin. a — z„ cos. a = sin. [(x„ cos. a + z, sin. a) cotang. ?] , y. = cos. [( x. cos. a + z„sin. a) cotang. 9 ] ;
les équations de condition résultant de l’élimination de x a , y., z .i sont entre x, y, z, celles qui ont été données cidessus, pour le mouvement d’un point matériel pesant, sur une hélice mobile autour d’un axe incliné à l'horizon.
IV e Corollaire. Les formules de cet article servent encore à résoudre les questions dans lesquelles il s’agit de déterminer les mouvements ou les circonstances des mouvements que peut prendre un système de forme invariable, lorsque ces mouvements doivent satisfaire à des conditions données. Telles sont les trois questions suivantes :
l rc Question. Quelle doit être la position d'un axe de rotation, pour qu’une droite horizontale donnée reste toujours horizontale, en tournant autour de cet axe?
Solution. Soient x 1 , y, z';' x" , y', z , les coordonnées de deux points quelconques de la droite, et a, b, c, les coordonnées d'un point de l’axe de rotation, qui fait, avec les axes des x, y, z, les angles a , g , y. Soit aussi i la vitesse angulaire de la droite : à cause -de
dz' =idt[(x ' — a) cos. 6 — (y — b) cos. al, d£'—idt[{x " — a) cos. € — (y " — b) cos. «],
on a, en faisant dz' — dz— o, pour satisfaire à la condition •donnée,
( x ’ — x") cos. £ — (/ — y')cos.a=o; (i)
cette équation qui exprime que les plans verticaux , passant par la droite et par l’axe de rotation, sont parallèles, ne résout la question que pour un déplacement infiniment petit de la droite. Pour un déplacement quelconque, il faut que l’équation ait lieu dans toutes les positions que la droite peut prendre; c’est-à-dire que le rapport de cos. ê à cos.*, donné par l’équation précédente, doit subsister, lorsque les coordonnées x',ÿ, z; x" , y", z, varient. Différentiant donc, en mettant pour dx', dy, dz; dx", dy', dz", les variations dues aumouvement de rotation, et remarquant que z'=z", on trouve
cos. y [(.r' — x") cos . a -+- (y — y" ) cos. 6] = o.
Combinant ensuite cette équation avec l’équation (i), et éliminant les variables , il vient
COS. y [cOS. ‘ a -+■ C0S.’ë] = 0, ou , à cause de cos.*« -t- cos.’ g cos.’y = i , cos. y ( I — cos.’ y )= o :
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la question proposée admet donc les deux solutions eos.y — o, et cos. f = t ■ Par la première, Taxe de rotation est horizontal et parallèle à la ligne donnée ; par la seconde, l’axe de rotation est vertical.
11 e Question. Les équations de condition du mouvement d’un point matériel assujéti à rester sur certaines surfaces courbes, sont les mêmes, soit que les surfaces se meuvent, soit quelles restent en repos. On demande quelles sont ces surfaces et quels sont leurs mouvements.
Pour concevoir l’énoncé de cette question, il suffit de remarquer que, si une surface cylindrique se meut dans la direction de ses génératrices, elle occupe à chaque instant les mêmes points de l’espace quelle occuperait dans letat de repos; en sorte que le mouvement dont il s’agit, n’introduit aucun nouveau terme dans l’équation qui représente la surface en repos, ni dans celle qui exprime qu'un point matériel est assujéti à se mouvoir sur elle. 11 est facile de conclure de là que les surfaces demandées sont celles qui ont la propriété d’occuper les mêmes points de l’espace dans l’état de repos et dans l etat de mouvement.
Soit U = o, ou f{x,y, z )—°> l’équation d'une surface qui a cette propriété. Si cette surface se meut d’un mouvement infiniment petit, en sorte que les coordonnées x,y, z, de l’un de ses points deviennent x -f- dx, y+ dy, z-\-dy y l’équation de la surface est
?[x + dx + dj, z + dz]~ o,
et si la surface occupe les mêmes points de l'espace, avant et après le mouvement, on a
p(*î y, z)=-y[x + dx,y + dy, z + dz],
par conséquent,
, dU , du , rfU
dx j dy -j h rtz = 0 .
d x J d jr 4 d z
Or la surlace étant un système de forme invariable , les mouvements dx , dy, dz, se composent de deux espèces de mouvements : l'un de translation, et l'autre de rotation, communs l’un et l’autre à tous les points de la surface. Substituant donc pour dx , dy, dz, les expressions trouvées
dans cet article, et remarquant que les coefficients ^ , de l’équation différentielle
SU SU
Ï7’ SJ’
Sx
su
su
su
V V > w u ■, VU
n + ^sj + dz ï7
qui est celle de la surface, sont égaux respectivement aux
œ • t du du du ...
coefficients ^ ^ , il vient
^Vcos. i + i'[(j — b ) cos. y — (x — c)cos.6]l -4- ^Vcos.e+ t[(z — c)cos.« — (x — <z)cos.y]J
■+J 7 ^Vcos.i) +t'[(ar — a)cos.€ — [y — è)cos.*]j = o
équation générale qui exprime que la surface satisfait à la condition donnée par la question. En l’intégrant , on aura la fonction de x,y, z, représentée par U, et par conséquent l’équation de la surface , qui est U = o.
Supposons d’abord que le mouvement de rotation soit
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nul. En faisant *=o, et en prenant l'axe des z parallèle à la direction du mouvement de translation , ce qui donne
cos. c— o ; cos. e = o, l’èquation se réduit à ^ = o, dont l’intégrale est U=F(x, F étant une fonction arbitraire. L’équation U=o, ou F (a-, _y)=o , est celle d'une surface cylindrique quelconque dont les génératrices sont parallèles à l'axe des z ou à la direction du mouvement. Cette surface a, comme nous l’avons dit, la propriété d’occuper les mêmes points de l’espace, en se mouvant dans la direction de ses génératrices.
Supposons ensuite que le mouvement de translation soit nul, et que le mouvemeut de rotation ait lieu autour d’un axe quelconque, passant par le point donné a, b, c. En faisant V = o, l’équation générale doit être satisfaite, quelque soit la valeur des angles a, 6, y. On a donc les trois équations
, ,,JU . ,iU
(x— *)-£— Cr— *)j 7 =o,
substituant les valeurs quelles donnent pour ^ , — , dans l’équation différentielle de la surface, il vient
[(x—a)8x+(jr—b)ïy+(z—c)$z] = o, dont l'intégrale est
(x — a)' + (y — by + (z — c)’ = constante ,
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équation à une sphère, ayant son centre au point a, b , c , et qui en tournant sur l’un quelconque de ses diamètres , occupe toujours les mêmes points de l'espace.
Le mouvement de translation étant encore supposé nul , si le mouvement de rotation s’exécute autour d’un axe unique, on a, en prenant l’axe des z, parallèle à l’axe de rotation, ou, ce qui revient au même, en faisant cos. <x=o, cos. 6 = o, cos.y=i,
L’équation différentielle de la surface est
dont l’intégrale
z—f[(x — a)'+ (jr—by).
représente, au moyen de la fonction arbitraire ç, toutes les surfaces de révolution autour de l’axe donné, et par conséquent toutes les surfaces qui , en tournant autour d’un axe, occupent toujours les mêmes points de l’espace.
Enfin si le mouvement de translation et le mouvement de rotation ont lieu en même temps et sont indépendants l’un de l’autre ; il faut d’abord égaler à zéro le coefficient de V, ce qui donne, en prenant convenablement l’axe des z,
^7 = 0, ou Ü = F(ar, < y),
îü
rr
. iU *7^ = 0.
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On a ensuite, en égalant à zéro le coefficient de i, et transportant l'origine au pointa, b, c,
j^X COS. y — ZCOS.aj H- [zCOS.6 — JCOS.yj =0,
équation qui ne peut subsister avec l’équation U=F(x, y ) qu’en faisant cos. « = o, cos.6 = o, cos.y=i, et par suite
Éliminant et , il vient :
x$x + y&y—o, ou bien x' +y'= constante,
et on en conclut que la surface, qui, en se mouvant d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation, occupe toujours les mêmes points de l’espace, est une surface cylindrique à base circulaire.
III e Question. Quelles sont les équations de condition qui expriment que deux roues d’engrénage, à centres fixes ou mobiles , se meuvent sans frottement de première espèce , dans leurs points de contact.
Solution. Un engrénage marche sans frottement de première espèce , lorsque le mouvement relatif des points qui se touchent est nul, ou lorsqu'en nommant x,y, z;x',y , z' t les coordonnées de deux points en contact, après le temps t; dx, dy, dz;dx, dy, dz', leurs différentielles pendant l’instant dt, on a
(dx — dx')' 4- (dy — dy)' -t- (dz — dz')'= o,
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c’est-à-dire
dx — dx', dy—dy, dz — dz.
Soient «, 6, y, les angles que l’axe instantanée de rotation de l’une des roues fait avec les axes des coordonnées x, y, z; a, b, c les coordonnées d’un point de cet axe; i la vitesse angulaire de la roue ; soient aussi €’, y'; a', b', c' ; ? les quantités semblables relatives à l’autre roue. En mettant pourra:, dy, dz; dx , dy, dz leurs valeurs, les équations de condition demandées sont, à cause de x' — x ; y —y ; z — z;
i[(y — £)eos.y — (z — c)eos.ê]=*'[(y — b' )cos.y — (z — e')eos. 6*], t[(z — C)COS. a — ( X — rt ) COS. y] =t"[(z — c')COS.*' — (.2 — fl'lCOS.y'], *[(x — a) cos. 6 — (y — b) cos. «] = ï [(x — a ') cos. e' — (y — b') cos. a ] .
Cela posé, on peut toujours prendre les axes des coordonnées de manière que les deux points x, y, z ; x , y , z^qui se louchent, soient à l’origine, ce qui donne
et que l’un des deux axes de rotation soit dans le plan des x , y, l’autre étant parallèle à ce pian , ce qui donne
cos.y = o, cos. 6 = sin. «, cos.y'=o, cos €'= sin. *’ , c=o ;
on peut aussi, en faisant passer l’axe desx par un point de la perpendiculaire commune aux deux axes de rotation , prendre les points arbitraires a, b, c ; a!, b', c sur la perpendiculaire commune, ce qui donne
Les équations de condition deviennent par ces réductions
o=t" c' sin.
0=ï c' COS. a', i sin. a—i' sin.
les deux premières qui ne peuvent être satisfaites qu’en faisant e'=o, indiquent que les deux axes de rotation, fixes ou mobiles, sont à chaque instant, dans un même plan, avec les points de contact des roues : la troisième exprime que les vitesses angulaires, constantes ou variables, sont en raison inverse des distances des points de contact aux axes de rotation.
ARTICLE X. — Problème.
On demande les équations de condition et les formules du mouvement et de l'équilibre d’un système de points matériels formant une ligue courbe flexible et inextensible.
Solution.
La flexibilité de la courbe ne peut pas être exprimée par des équations de condition. Une courbe, une surface ou un système quelconque de points matériels, représenté par des équations de condition, est flexible, lorsque ces équations n’expriment pas qu’il est inflexible. En généralisant cette reremarque, on voit qu’il suffit dans la définition d’un système, d'énoncer les conditions qui détruisent ou qui limitent la possibilité de certains mouvemens des différents points matériels qui le composent, et que tous les mouvemens relatifs ou absolus , qui ne sont pas en contradiction avec les équa- /.
tions de condition, peuvent avoir lieu, sans qu’il soit necessaire ni même possible de l’exprimer par des formules.
Quant à l’inextensibilité de la courbe, cette propriété consiste en ce que la distance infiniment petite de deux éléments contigus de son périmètre est invariable.
Soit pris sur la courbe un élément x, y, z, entre deux éléments x’, y 1 , z ; x", y", z, qui lui soient contigus; la distance de lelémeut x,y, z, à l'élément x', y, z', est
dont la différentielle, prise relativement au temps et égalée à zéro, donne, en nommant is le radical,
(rür) (dx-dx)-i-(^) ( dy—dy )
-+- ) {dz — dz') — o:
De meme la distance de l'élément x", y", z", à l’élément x,y, z, étant
sa différentielle prise relativement au temps et égalée à zéro, donne, en nommant S.s- 4 - Us le radical,
(îttSO w- d *) + (fefj w- d ?)
l)e semblables équations de condition ont lieu pour tous les points du périmètre de la courbe; mais les deux pré-
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cédentes sont les seules qui contiennent les différentielles dx, dy, dz.
Cela posé, si on multiplie la première par X, la seconde par X $X, la somme des coefficients de dx est
ou bien
c’est-à-dire
X (x — x') (X + ÎX) (x" — x)
tX + SX)(je"—x) X(x-x') ']
-+- Ht 57 J ’
on trouve de la même manière que la somme des coefficients de dy est égale à — $ Ç-jj') , et que la somme des
coefficients de dz est — 5 Ç ) •
Donc en nommant X, Y, Z, les forces accélératrices appliquées à l’élément x , y, z, dont la masse m est égale à %s multiplié par la densité , les formules du mouvement sont
md (in)=
[mX
ST J
]dt,
^Tî J
] dt,
md (ÿ)=
fX&z\
.T TJ
]dt,
et pour avoir les formules de l’équilibre , il suffit d’égaler à zéro les coefficients de dt , dans chacun des seconds membres , ce qui donne
ao.
mX -*(Tr) = °’
mZ-S ('£) = o.
Ces formules clans lesquelles les termes ,
sont les composantes de la tension X de la courbe , se modifient à l’egard des éléments extrêmes, dont les ordonnées n’entrent que dans une seule des équations de condition qui expriment que la courbe est inextensible. Soient x., y,, z„, les coordonnées d’un élément extrême; x,, y„ z,, les coordonnées du seul élément qui lui soit contigu. L’équation qui exprime que la distance infiniment petite de ces deux points ne varie pas, est
i dx ~dx.)+ (jjjf 1 -) ( d y— d y-)
En la multipliant par X„, les coefficients de dx dy. y dz
s ° nt --jj-, TT^~‘
Donc, en nommant X„,Y„, Z„, les forces appliquées à l'élément extrême, on a les formules du mouvement
Cd.T„\
X.ïx
\dt,
V dt j
Si.
( dy . >
) = [mj.
I dt,
\ dt ,
Sj. J
(dz.\
*.Sï„1
\ dt,
\dt J
Si. J
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et celles de l’êmRlibre
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Si outre la condition de l’inextensibüité du fil , il y avait une autre condition commune à tous les points de la courbe, il faudrait introduire dans les formules du mouvement et dans celles de l'équilibre les forces ou les termes équivalents à ces conditions. Si , par exemple , la courbe entière devait être tracée sur une surface courbe donnée , on aurait , en inulti-' pliant par (*, l’équation différentielle di — pdx — qdy — o, de cette surface, les trois forces p, — — qp qu’il faudrait ajouter aux forces mZ, hiX, m Y ; mais si ces conditions n’étaient relatives qu’à un point extrême; si ce point était fixe ou assujéti à rester sur une courbe donnée, on aurait dans le premier cas Sx.—o ,- Sj-„=o , îz„ = o, et on introduirait dans les formules du point extrême les trois forces
1^. , y., v. ; et dans le second cas, en représentant par
' "I iif ’ i ; ■
les équations données de la courbe dont il s'agit, les trois termes à introduire dans les formules de l’équilibre ou du mouvement du point, seraient, F’ (x,) pour les formules en i — y«p' QO pour les formules en y, , et n„ 4- y„ pour les formules en z„. 1
I er Corollaire. Le cas le plus simple est celui où le fil, assu-
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jeti à envelopper une courbe donnée, est ns&tonu en équilibre par des forces appliquées aux points extrêmes. Soient — pix=o , Sz — qüy= o, , les équations de la courbe donnée : les formules de l'équilibre deviennent en faisant X=o , Y =o , Z=o ,
et il est facile de conclure de ces formules, en les multipliant par ix , iz, et en les ajoutant
$ *=o, ou * = constante,
La tension * est doue la. même dans tous les points du fil et les forces appliquées aux points extrêmes , tangentiellemeut à la courbe, sont égales; mais les résultats sont bien différents, quand on suppose que le fil éprouve, en glissant sur la courbe , un, frottement aucpicl il faut avoir égard.
Admettons. que le frottement soit, proportionnel à la pression normale P$.f du fil sur l’élément Ss de la courbe ; cette pression est la résultante des forces — p j* , — yv, n+y, qui assujétissent le fil à toucher la courbe dans tous ses points : car les forces équivalentes à la condition de l'inextensibilité du fil ont des directions tangentes à la courbe et n’exercent aucune pression normale. On a donc
Cela posé, le frottement, représenté par nPir, devant être
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considéré comme une force directement Opposée au mouvement des éléments du fil sur la courbe , sès composantes sont— «PS* dans le sens des*,- — nP* r dansîe sens des)-;
«Piz dans le sens des s. Ainsi pour exprimer que le fil est en équilibré, ou que les forces qui tendent à le mouvoir sont égaies aux forces contraires qui résulteraient de son mouvement , on a
PV- n-PSx — â — o,
Si on multiplie ces formules par Sx, iy , $ Z) respectivement et si on les ajoute ensemble, on trouvé
T, . . II! -V! . .ri.,
nPâr-t- Sx = o ;
si ensuite on fait la somme des il vient
quarrés, />>’, ? y, (p + r)*,
P'v-' + 7‘t , + (^+r)* = n‘P l -4- anP$x
ou , en mettant pour le premier membre sa valeur P'$j*, et
en développant chacun des trois derniers termes du second membre ,
P‘Ss‘
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ou bien encore en supprimant les trois premiers termes du second membre et en nommant r le rayon de courbure au point x, y, z,
P’ = ^ et P=--
Cette seconde valeur de P étant comparée à la première , on a
donc si le rayon de courbure de la courbe donnée , sur laquelle le fil s’enveloppe, est constant, il vient en intégrant
— ns
X = Ke~*
et en nommant X' la tension qui a lieu à l’origine du fil , où T — r> et P' la pression normale au même point,
— ns
—ns
e est le nombre a, 7182818. La loi des tensions et des pressions normales , dans tous les points du fil , est donnée par ces équations, ainsi que les rapports entre les pressions extrêmes. On voit que ce rapport augmente rapidement avec la longueur de l’arc enveloppé, en sorte que l’une de ces tensions peut être très-grande par rapport à 1 autre.
II e Corollaire. Les forces accélératrices X , Y , Z , appliquées à chacun des éléments du fil, étant telles que la for-
mule X(/x+Yd , j+ Z dz soit égale à zéro , ce qui comprend le cas où X=o, Y = o, Z=o, et le cas où la résultante est normale à la courbe, on a, eu multipliant les formules de
l’équilibre par ^ et en les ajoutant,
La tension \ est donc constante dans toute l’étendue de la courbe et eu la mettant hors du signe & , les formules de l’équilibre sont
' nY -’*(rO=«’
ni Z — = o;
On a ensuite
ou, en introduisant le rayon de courbure r,
Donc si la résultante des forces X , Y, Z est constante et si la densité de la courbe est uniforme, ce qui donne m=&s, le rayon de courbure est constant et la tension est proportionnelle au rayon de courbure. Ces propriétés suffisent pour trouver, en termes finis, les équations de la courbe en équilibre , lorsque les forces X , Y , Z sont complètement déterminées.
III e Corollaire. Supposons maintenant que la courbe fasse des oscillations infiniment petites sur sa position d équilibré; /. ai
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on pourra regarder la tension >. comme une quantité constante, non -seulement dans toute l'étendue de la courbe, mais encore relativement au temps.
Cela posé, soient x„ , y,, z„ les coordonnées d’un point de la courbe qui correspond à l'arc s dans la position d'equilibre et x„ -+- x , y„ +y> z„ +• les coordonnées du même point pendant le mouvement d'oscillation et apres le temps t En substituant ces expressions à la plac.e de x , y, z, dans les formules du mouvement et remarquant que les coordonnées ,x„, y., ?„ sont des fonctions de s, indépendantes du temps, on a
N dd x* U ~dT
= &sX— xi(
)— xi
dC
= SsY — xi (
'ir. >
) —xi
k ddz *
=zSs Z — xi (
|— xi
Or, dans la position d’équilibre et dans toutes les positions infiniment voisines que la courbe peut prendre dans son mouvement d'oscillation, la somme des deux premiers termes de chacun des seconds membres, s’évanouit; les formules du mouvement se réduisent donc à
ddx' , S$.r'
~dï r y ~ï7~’
dd r' , î Sy
~dF * “FF »
ddz' ii*’
~dF
dont les intégrales sont connues. La détermination des fonctions arbitraires dépend des conditions particulières du mouvement.
ifi S
IV* Corollaire. Quelles que soient les forces X , Y , Z et la nature de la courbe en équilibre , il suit des calculs précédents que, si on nomme x 0 ,j- 0 , z„, les coordonnées du point correspondant à l’arc s dans la position d'équilibre et x. 4- x , y t 4 - y, z Q + z, les coordonnées du même point pendant le mouvement d’oscillation sur cette position, on a les formules de l'équilibre,
i ,n>. rira , :
o — Z is — &
. , , , »> SLWljU ■ isÀV .'Au .
et les formules du mouvement d oscillation ,
ddxf î /XJx's
dt' i s V St ) ’
dt' St \ St J '
ddz’ __ S^ /Xj£>i .
dt' ~ lAl) j’
X étant connue par les formules de l’équilibre , on introduira sa valeur en fonction de s dans celles du mouvement , et on aura entre s, t et chacune des coordonnées x' , y', z des équations différentielles séparées. Mais quelle que soit la fonction de s, qu’il faudra substituer à X, l’intégration de ces équations présentera toujours de grandes difficultés.
i fi.j
ARTICLE XI. — Problème.
Un fil homogène et inextensible, formant une courbe dont les élémens ne sont soumis à aucune force accélératrice , conserve sa figure , pendant que tous ses points ont un mouvement commun. On demande les équations de la courbe du fil.
Solution.
Le mouvement commun ne peut être qu’un mouvement simple de translation ou de rotation, ou bien un mouvement composé de ces deux mouvements simples.
I er Cas. Soit ç (t) l’espace parcouru dans le temps t , par un point quelconque du fil , en vertu du mouvement commun de translation, qu’on peut toujours supposer parallèle à l’axe des z. Les équations de condition se réduisent à celles de l’inextensibilité du fil et les coordonnées du point qui correspond à l'arc s , après le temps t , étant .r, y, z, les formules de l’article précédent donnent, à cause de X=o, Y=o,Z=o,
ddx
ST
dt ' ~
d dy
Te ~~
vi» / ’
ddz
Tr ~
Mais en nommant x„ , y a , z., les coordonnées du point qui correspond au même arc j, à l’origine du mouvement, on a pour exprimer que le fil conserve sa figure x=x„, y=y . ,
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z—z. -+-?(£). Substituant ces valeurs et remarquant que les coordonnées .r„, y , , z„ ne varient pas avec le temps, il vient pour les équations de la courbe demandée
Si on les ajoute, après les avoir multiplié par Sx 0 , &j- a , îz„ , on trouve
S\ = — iz.f" (t) et \ = A — z„ç"(«),
substituant ensuite cette valeur dans les deux premières équations, on a en intégrant
C=[A_**'(0]Vr et ^“[A —
D’où il suit que les rapports seraient des fonctions
du temps, et que la figure du fil varierait, si ç''(r) n’était pas une quantité constante. Faisant donc —g, les équations (i), fa), (3), sont celles de l’équilibre d’un fil homogène pesant et la figure du fil est la courbe connue sous le nom de chaînette.
II e Cas. Le mouvement commun à tous les points du fil est un mouvement uniforme de rotation autour d’un axe qui est pris pour l’axe des z.
On a , comme dans le premier cas , les équations
x , z étant les coordonnées du point correspondant à
t are s , pendant le mouvement du fil ; mais en nommant a-„, V„ , z„ , les coordonnées du point correspondant au même arc à l’origine du mouvement, et t la vitesse commune de rotation , les valeurs de x, y, z, sont, par le corollaire III de l’article IX,
x=x.cos.ti+y.&in.ti, y—y^cos.ti — jr.sin.f», z — z,\ substituant , il vient
— i‘ S s [x„cos. £t-t-j„sin. ft] = — î [x ix.cos. ti+\iy,&\n. t *], — i'ts [^\cos.t i — ic.sin.tt] = — S [*8jy.cos. t i — Xix.sin.ff],
d'où il est facile de conclure
'v. il )’
Ces formules qui sont celles de l'équilibre d’un fil inextensible, à tous les élémens duquel sont appliquées des forces accélératrices , égales aux forces centrifuges dues à une vitesse de rotation i autour de l’axe des z , donnent , étant multipliées par S y. , îz„ et ajoutées ensemble,
= ou bien 2 X =»*( C’ 4- .r,
Remettant ensuite pour X sa valeur, les équations demandées de la courbe du fil sont
a i'xjs=i [^(C 1 -H +>•:)] ,
at ’jx [t^( ^ ■?*•)] >
L’intégration, en termes finis, de ces équations n’est pas possible, lorsqu’on les considère dans toute leur généralité; mais en les modifiant par de nouvelles conditions, on peut en assigner quelques intégrales particulières. Supposons, par exemple, que le fil doive être compris dans le plan desar, y, perpendiculaire à l’axe de rotation : cette condition exprimée par Sz.—o introduit une nouvelle force f* dans la troisième formule du mouvement qui devient
Mais à cause de îz„=o, on a aussi jx=o ; d’où il suit que le fil n’exerce aucune pression normale sur son plan. L’équation de la courbe du fil devient, en développant l’une des deux premières formules,
= C*)îaS (it) >
et elle est satisfaite, comme il était aisé de le prévoir, soit en faisant .r„ iy„ — y„ Sx, — o , ce qui donne une ligne droite passant par l’origine, soit en faisant x'„ 4 - yi -4- C’=R\ ce
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qui donne un cercle d’un rayon quelconque, dont l'origine est le centre. Dans la première hypothèse, on prouve par les équations relatives aux points extrêmes du fil, que, si ces points sont libres, ils doivent être à des distances égales de l’origine, où est le centre de rotation, en sorte que ce centre soit dans le milieu de la longueur du fil ; dans l’hypothèse du cercle, la constante G est nulle et la tension \ est dans toute l’étendue de la courbe égale à e'R'. On satisfait encore à l’équation différentielle, en faisant y=ax + b , a, b étant deux constantes indépendantes , pourvu que l'on attribue des valeurs infinies à l’indéterminée C et à la tension X. Cette intégrale qui donne une ligne droite quelconque , tracée sur le plan des xj-, est donc l’intégrale générale de l’équation différentielle du second ordre, dans l'hypothèse d’une tension infinie.
III e Cas. Le mouvement commun est composé de deux mouvements, l’un de translation, l’autre de rotation, et pour abréger, on suppose que ces deux mouvements sont ceux des deux premiers cas.
Il est facile de prouver que la fonction seconde ç"(ï) est encore une quantité constante et que les équations de la courbe qui conserve sa figure, pendant que tous ses points ont deux mouvements communs et simultanés , sont celles de l’équilibre entre les forces accélératrices données par les deux mouvements et appliquées à tous les éléments de la courbe.
Corollaire. Supposons maintenant que la figure du fil , lorsqu’il commence à se mouvoir, diffère un peu de la figure qui n’est pas dérangée par le mouvement commun et que
le fil tasse des oscillations très-petites sur cette figure invariable. Les formules générales du mouvement du fil sont toujours
ddx K Ab'
mais au lieu de faire , comme dans le cas des deux mouvements communs et simultanés ,
x -—Xt Cos. ti +j. Sin. ti, y=y„ Cos. ti — x, Sin. ti,
il faut faire
x=x' -t- x„ Cos.Ji -i-j>'„Sin.ïi , y=y +y n Cos. ti — x. Sin. ti, 2=z’-4-z„ + ç(r),
x, y, z étant les variations qu’éprouvent en vertu du mouvement d’oscillation les coordonnées x„ , y , , z„ de la figure invariable. Substituant, on a
ddx'
dt*
— i'( x. cos. t i + y. sin. t i ) j = — S ^ y
— cos. tii — sin. (
'My.\
ddy . dr ~
- é* ( y. cos. ti — x.sin.f»)! = — i ( ~j ~ )
— cos. ti i Ç “jf 1 ) + ®* n - tl & (
vTT )•
aa
ou en supprimant les tenues qui se détruisent ,
Les oscillations étant infiniment petites, la tension X est donnée en fonction de s , par les formules de la ligure invariable, ainsi qu’on l’a déjà vu ; on a donc trois équations différentielles séparées entre s,t et chacune des variables x , y , z. Mais ces équations ne peuvent être intégrées que dans le cas où la tension x est la même pour tous les points de la courbe; nous reviendrons dans le cinquième mémoire sur les applications de ces équations.
ARTICLE XII. — Problème.
On demande les équations de condition et les formules du mouvement et de l’équilibre d’un système de points matériels formant une surface courbe inextensible.
Solution.
Soit pris sur la surface un élément x, y , z situé entre deux éléments a-, , y„ z, et x\ z contigus au premier et se projetant avec lui sur le plan des xy dans une même direction ; soit aussi &z=pàx + qly, l'équation différentielle de la
surface et par conséquent
z—z,=p(x—x, )+q(y — y, ) , et
z'— z=(p + tp)(x'—x) + (q + &q)(y—yy,
La distance de l’élément x,y, z à l'élément x,, y , , z, , est
[(x — x.y + (y-y,)' + (z — z,)*]*, dont la différentielle, prise par rapport au temps et égalée à zéro, donne, en mettant pour z — z, , sa valeur et désignant par fi le rapport de y — y. à x x , ,
dx—dx, +p(dz— dz,)+\f.[{dy—dy,)+q(dz—Jz,)]
De même la distance de l’élément x, y, z à l’élément x,
y, z, est [(x — x)‘ + (y — yy + (z — z)’], dont la différentielle , prise par rapport au temps et égalée à zéro, donne , en mettant pour z — z sa valeur,
dx -dx+ {p-t-’Hp) (dz'-dz) •\-^.[dy—dy+{i] + iii) (dz'-dz)]
Cela posé , pour exprimer que la surface est inextensible, c’est-à-dire , que la distance d’un élément quelconque de son aire à chacun des éléments qui lui sont contigus , ne varie pas avec le temps , il faut que les deux équations précédentes soient satisfaites , quelque soit le rapport p , ou , ce qui revient au même , il faut que ces équations soient satisfaites, i° Quand le rapport ^ est nul, ce qui donne, à cause que
se réduit à Sx ,
bp, dont la valeur est +by j^,
et
dx — dx ,+p(dz — dz,) (
dx’ — dx -\- 1
[dz'—dz)
2 0 Quand le rapport j* est infini , ce qui donne, en observant que Sq est alors égal à >
et 1
dr — djr, -f -q(dz — dz,)
df—djr+ (î + ^ {dz'—dz)
telles sont les équations de condition qui expriment que la surface est inextensible.
En multipliant la première par Î/X, la seconde par Sy(\ + Sx , la troisième par $.r y, et la quatrième par
Sx Çy + Sr ) , la somme des coefficients de dx est
Sy\
x+ix r
Sx
c’est - à - dire
( — ' — il >
la somme des coefficients de dy est
0+ff " l ,+ (? + ^f?) ]‘
c’est-à-dire,
la somme des coefficients de dz est
iy — + — ïl—r
c'est-à-dire
(ï+îr
iyj
^ 7 ^ — Sxiy
Donc en nommant X, Y, Z, les forces accélératrices appliquées à l’élément x, y, z de la surface et m sa masse dont
l’expression est le produit de l’aire S x B y ( i +p‘ + q')‘ par sa densité, on a pour les formules du mouvement.
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et pour celles de 1 équilibré
^Wf/
o = mZ
o = m Z — $xSy
I er Corollaire. Ces formules ne s’appliquent pas aux éléments qui sont situés à la limite de la surface et pour chacun desquels il n’y a qu'un seul élément contigu dans une direction donnée.
Soient x„,y„, x„ les coordonnées d’un élément extrême ; x,,y , , z, les coordonnées de l’élément contigu, qui se projette avec le premier sur le plan des xy, dans la direction représentée par le rapport de x, — :<•„ à y, — y„. La distance infiniment petite des deux éléments est
dont la différentielle prise relativement au temps et égalée à zéro, donne, en mettant pourz, — z.sa valeur p.(x, — x.)
+ ?.Cr — r.)v
fx _ x -, dx, — dx.+p.(di, — dz.)
Cr,— /.)*+(*,—
[(x.— y.y+{z,~ z.yf
Cette équation devant avoir lieu , quelque soit le rapport de x, — x. ky, — y, est équivalente à ces deux-ci ,
dx, — dx„ + f Q (dz , — dz .) o
d r.— d x° +?■ (dz— dz, ) __ o
qui sont les seules équations de condition contenant les différentielles dx ot dy., dz,.. En les multipliant par &x„ ty„ ; ix. by„ y., les coefficients de dx., dy dz . sont respectivement
ainsi en nommant X„ , Y„ , Z„ , les forces appliquées à l’élément extrême rn „ , on a les formules du mouvement
ddx° ° dC
dd r. v Z*. b. y.
~dr~ ï„—
et les formules de l’équilibre s’obtiennent en égalant à zéro chacun des seconds membres.
II e Corollaire. Les forces équivalentes aux équations de condition dans les formules de cet article sont évidemment égales et contraires aux tensions qu’éprouve chaque élément de la surface ; nous reviendrons sur cet objet dans le quatrième mémoire, en appliquant les formules générales de l'équilibre des surfaces inextensibles à quelque cas partiçu-
liers. Mais nous remarquerons ici qu’on peut par la consi dération immédiate des tensions, obtenir les formules du mouvement et de l’équilibre que nous avons obtenues par les équations de condition.
En effet, dans l’état d'équilibre ou de mouvement de la surface , chacun des éléments est tendu par des forces dirigées dans le plan même de l’élément et agissant en sens contraire à ses extrémités opposées. Ainsi les quatre côtés de l'élément quelconque m sont tirés du dedans au déhors par des forces dirigées dans le plan tangent au point a, z; nous supposons de plus que ces forces sont parallèles aux plans des x; et des yz, et nous nommons — tyX la force qui tire l'un de ses côtés parallèlement au plan des xz. Les composantes de cette force dans le sens des x et dans le sens des z , sont
>,./ pX A
En passant du côté que nous considérons au côté opposé dans le même élément , la variable^ reste la même et la variable x se change en x -t Sx. Les forces appliquées à ce côté sont donc égales aux précédentes augmentées respectivement des termes
.il'
et comme elles agissent en sens contraire des premières, il s’ensuit que l’élément m est tiré dans le sens des coordondées x. z par- les forces
on trouve de la même manière, en nommant — Sx y la tension éprouvée par l'on des côtés de l’élément m , parallèlement au plan des j*, que cet élément est tiré dans le sens des x , et dans le sens des y par les forces
Réunissant ces forces aux forces données mX , m Y, m Z, et changeant les signes de X et de y, on a les formules du mouvement et de l’équilibre trouvées ci-dessus; si donc ces formules diffèrent de celles qu’un célèbre géomètre a données dans un mémoire imprimé parmi ceux de l’Institut , année 1812, page 173, les différences viennent uniquement de ce que les tensions >, y dans nos formules, n’ont pas les mêmes directions que les tensions T , T dans les formules du mémoire de M. Poisson.
ARTICLE XIII. — Problème.
On demande les équations de condition des fluides incompressibles.
Solution.
Un fluide incompressible se compose de points matériels, réunis en une masse continue, sous un volume invariable.
La condition de l’invariabilité du volume étant commune à la masse totale du fluide et à toutes les masses partielles réunies dans la masse totale, il suffit d’exprimer cette condition pour des portions infiniment petites du fluide.
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Soit une masse fluicfe quelconque, homogène ou hétérogène , divisée en molécules rectangulaires, par des plans parallèles aux plans des coordonnées. Si on nomme x, x' ; y, y ; z, z, les coordonnées des six plans, parallèles deuxà-deux , qui circonscrivent la molécule m , sou volume a pour expression le produit
(. x'—x)(y — y) {z — z), ou bien SxSySz;
et si on égale à zéro la différentielle de ce produit, prise en attribuant aux variables x, y, z; x', y, z, des variations dues au mouvement de la molécule et marquées par d, on a la première équation de condition
[dx — dx) iy Sz + {dy> — dy) Sx Sz + (dz — dz) SxSy=o;
chacune des molécules rectangulaires , dont la masse fluide est composée, fournit une semblable équation ; mais il suffit d’avoir ici les équations qui contiennent les variations dx, dy, dz. Or la molécule ni, circonscrite par les plans .r'', x; y, Y > z > z > wt qui suit, dans le sens des x, la molécule m quelle touche par une de ses faces, a pour expression de son volume le produit
dont la différentielle est nulle, en donnant à y, y ; z, z des variations quelconques, différentes de dy, dy ; dz, dz, et à la variable x, la variation dx, égale au déplacement de la molécule m dans le sens des x. Car la condition de la continuité de la masse fluide, exige que les deux molécules m, m, qui se touchent, aient, à chaque instant et dans le sens de la normale au point de contact des mouvements égaux et
de même direction ; on a donc la seconde équation de condition
( dx — dx") Sy Sz +etc,=o.
En considérant de la même manière les molécules m", ni" qui suivent la molécule m dans le sens des y et des z et qui lui sont contiguës, on a les deux autres équations de condition , '
[dy — dy”) Sx Sz-h etc.=o,
( dz — d z") Sy Sx 4 - etc. =0.
Cela posé, si on multiplie la première par une fonction
de
Sx
; x, y, z, représentée par X; la seconde par X ■ — Sx la troisième par X — & fjj.] la quatrième par X — S z ^ ; les sommes des coefficients de dx , dy, dz , sont respectivement
— SxdySzj — SxSySz — SxSySzy:'-
Donc en nommant X, Y, Z lesforces accélératrices appliquées à la molécule m, dont la densité est e et dont la masse est six S y Szj les formules du mouvement de cette mole-
J i • . «Tl Ï a 1 • ‘ .
cule sont, en supprimant le facteur commun Sx Sj- Sz,
ddx
v Sx
dt %
eX ~^’ '
ddy dt> ~
d dz
lZ *~rz ;
de
. ii *: V>.
et en égalant les seconds membres à zéro , on a pour les formules de l’équilibre ,
Sx ‘
Si
Jr
° = i7 '-Tz
I er Corollaire. Ces dernières formules donnent, par l’élimination de i,
S(iX) _ J(«Y)
~JF~ ~~ »x >
^j(eX) è («Z)
~Tz -ÜT»
Sz ~ Sy ’
Telles sont les conditions générales de l’équilibre d’une masse fluide incompressible ; elles expriment que la formule
e (XSx+YSy+ ZJz),
est une différentielle exacte et que la densité • est une (onction de l’intégrale 2(Xèx + Yîj + ZSz).
II e Corollaire. Les forces équivalentes aux équations de condition sont,
parallèlement à l’axe des x,
— SySzX 4 - SySz (x — !
parallèlement à l’axe des y,
— SxSzx -t- SxSzfx — àyT~) ;
• Ni, S y J ; : |:j . i
parallèlement à l’axe des z,
— &x&jr\+ixiy (\ — <ÎZj^): .
Ces six forces contraires dcux-à-deux et proportionnelles aux faces de la molécule m, indiquent évidemment des pressions exercées sur les faces de cette molécule par les molécules qui sont en contact avec elle ; en effet une molécule fluide, faisant partie d'une masse fluide continue, rte peut éprouver l’action des forces équivalentes aux équations de condition, que par l'intermédiaire des molécules qui la touchent. La molécule m, contiguë à six molécules m' , m", m", etc., éprouve donc sur ses trois faces iyiz, i.t&z, Sxiy, passant par le point x, y, z, et sur ses trois faces égales et opposées, passant par le point x + Sx, y+ z + iz, des pressions produites par les forces équivalentes aux équations de condition. La mesure commune des pressions, ou la pression sur l’unité de surface est X, pour chacune des trois premières faces ; et sur les trois autres faces , la mesure commune des pressions est encore la quantité X, mais augmentée respectivement de sa différentielle partielle, prise par rapport à x, à y, à z.
Or dans l’état d’équilibre de la masse fluide, les équations
donnent
$X = «(X$a;-t- YSy+ ZSz);
et si on nomme R la résultante des forces accélératrices X ,
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Y, Z; *, 6, y, les angles de sa direction avec les axes des coordonnées ; s la distance de la molécule m à un point pris sur la direction de la résultante R, il vient, à cause de X=Rcos.a, Y=Rcos.ê, Z=Rcos. y; Sx=Ss cos.*, Sy=SfCOS.6, 5z = !Ss COS. y,
X=2(tRîi),
équation dans laquelle les quantités qui composent le second membre sont indépendantes de la position des plans des coordonnées. 11 suit de-là que, si on change la direction de ces plans, la valeur deX ne change pas, et que la mesure de la pression exercée sur la molécule m, dans une direction quelconque , est une fonction des coordonnées de la molécule, indépendante de la direction de la pression; donc une molécule quelconque est également pressée, dans toutes les directions, par les molécules environnantes.
III e Corollaire. Les molécules situées à la limite d’une masse fluide peuvent y être dans (leux états différents ; ou bien elles sont libres , c’est-à-dire qu’aucun corps n’a de contact avec leurs faces extérieures ; ou bien elles s’appuient contre une paroi ; dans le premier cas, les pressions sur les faces extérieures des molécules sont nulles. Donc si ayant intégré l’équation
îX=*(XSx-4- Y Ziz),
donnée par les formules de l’équilibre , on fait X=o, on aura entre les coordonnées x.,y„, z„ substituées à x, y,'z, une équation qui sera celle de la surface libre du fluide, pourvu que la constante d’intégration ait été convenablement déter-
minée. L’équation différentielle de cette surface est
elle exprime la condition de l’équilibre des molécules situées à la limite du fluide. Cette condition est que la surface libre du fluide soit perpendiculaire dans tous ses points à la résultante des forces accélératrices. Dans le second cas , les molécules en contact avec la paroi exercent sur elle la pression quelles exerceraient sur les molécules dont la paroi occupe la place.
Si au lieu de faire > = o, on fait >= constante et par conséquent 5>,=o, on a encore l’équation différentielle
Xia - -4-Yàj + ZJz=o;
d'où il suit que les surfaces représentées par cette équation, sont les lieux des molécules qui éprouvent des pressions égales dans une masse fluide en équilibre. Enfin il est facile de voir que dans le cas où une masse fluide en équilibre n’est pas homogène, ces mêmes surfaces sont aussi les lieux des molécules de_ même densité : car la densité i étant , comme on l’a vu, une fonction de l’intégrale 2(Xi.r-t- Yîÿ + ZJz), si on fait 5e=o, on a + Y -\-7Az — o.
IV e Corollaire. On demande les conditions de l’équilibre d’une masse fluide , composée d'un nombre quelconque de fluides pesants, ayant des densités différentes.
A cause de X=o, Y = o, et Z = — g, les formules de l’équilibre , corollaire I er , se réduisent à
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et l'équation des surfaces libres de la masse fluide est
Les conditions de l’équilibre sont donc que la densité e des molécules soit indépendante des abscisses x , y, et que les ordonnées verticales z„ des surfaces libres soient constantes. Par la première condition , toutes les molécules comprises dans une section horizontale , doivent avoir la même densité ; par la seconde , les molécules qui sont situées à la limite de la surface et qui ne s’appuient pas sur une paroi, doivent être dans un même plan horizontal.
Ces conditions sont évidemment insuffisantes ; car elles n’expriment pas que les différents fluides, formant des tranches horizontales et homogènes , se succèdent entr’eux dans l’ordre de leurs densités respectives; disposition qui a toujours lieu, selon l’expérience, lorsque l’équilibre est établi dans une masse fluide hétérogène. Pour parvenir à ce résultat, il faut avoir, outre les conditions de l'équilibre proprement dit, celle de l’équilibre stable, le seul équilibre réel dans la nature; or, sans qu’il soit nécessaire d’entrer ici dans des développements qui auront leur place dans le cinquième mémoire, on sait que, lorsqu’il s'agit d’un système de corps pesants, la condition de la stabilité de l’équilibre est que le centre de masse soit le plus bas possible. Soit donc «, é, t", etc., les densités des molécules fluides, dont les hauteurs, au-dessus d’un plan horizontal, sont z, z, z", etc., et dont les volumes sont égaux ; la hauteur du centre de masse est proportionnelle à la somme
ez -+- e'z'-t- s" z" + etc. , qu’il faut rendre un minimum.
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Cela posé, la densité e étant supposée moindre que la densité é, si l’ordonnée z est aussi moindre que l’ordonnée z', la somme sz+t'z'+ etc. est plus grande que la somme tz'+ t'z+ etc. Il faut donc, pour le minimum dont il s’agit, qu’en comparant entr’elles deux molécules de densités différentes, la molécule moins dense soit plus élevée que l’autre ; d’où il est facile de conclure que le fluide le moins dense doit occuper la partie supérieure de la masse fluide et y être compris entre deux plans horizontaux. Le plan supérieur est la surface libre du fluide ; le plan inférieur est la limite commune au premier et au second fluide. Celui-ci qui est aussi le second dans l’ordre des moindres densités, doit être compris entre deux plans horizontaux et ainsi de suite pour tous les fluides ; l’intervalle entre les deux plans horizontaux qui comprennent un même fluide , étant déterminé par le volume donné de ce fluide.
L’ordre et la disposition de tous les fluides étant connus, il est facile d’avoir la mesurer de la pression qui a lieu dans un point donné du système. Soit h la hauteur du niveau supérieur et h', h", h”', etc. les hauteurs des plans horizontaux qui séparent les différents fluides. L’intégrale de l’équation
îl = — gt iz,
prise depuis l’ordonnée h, est
\=gt{h—z)\
elle donne la pression, sur l’unité de surface, dans la tranche h— h', occupée par le premier fluide. On a ensuite, pour le second fluide,
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ia constante C doit être telle qu'en faisant z=h‘, limite supérieure du second fluide, X soit égale à X; ce qui donne C—gt(h — A') -i-gih! et
ï= gl (k-h') + g t 'Çh'- z ):
pour le troisième fluide, on a
et -en déterminant la constante K, de manière queV' soit égale à x', quand z=h", al vient
x" —gt ( A — h') + gi (A'— h " ) + gt" (A" — z).
La loi dos valeurs de X , x',x", etc. est évidente, et il en résulte qne , si on nomme rfirtmo surface infiniment petite, représentant soit la face d’une molécule , soit un élément de la paroi ou de la surface d’un corps plongé dans le fluide , la pression éprouvée par cotte surface infiniment petite est
dsg[t(h — A') + t(h — A") -+-•"( A" — A'" ) -t- etc. ],
c’est-H-drre le poids de la colonne fluide verticale, correspondante à l’élément ds, supposé horizontal
ARTICLE XIV. — Problème.
Un corps solide d’une forme quelconque , plein ou creux , recouvert en tout ou en partie , extérieurement ou intérieurement, par un fluide homogène, se meut de manière que tous ses points ont à chaque instant deux vitesses simulta-
nées. La première est une vitesse *, angulaire et uniforme autour d'un axe de rotation mobile; La seconde est égale au déplacement instantané de l’axe mobile, qui tourne uniformément , avec la vitesse angulaire autour d’un axe fixe, parallèle au premier. Les forces accélératrices appliquées à chaque nudecule fluide; sont données et on demande les condition» de l’équilibre relatif du fluide sur le corps.
Solution.
Cet équilibre étant supposé établi , toute la masse fluide a les mêmes mouvements que le corps. Soient x , y, z les coordonnées d’un molécule fluide, après le temps i ; les deux premières coordonnées x, y sont prises sur un plan normal aux deux axes de rotation et l’origine est sur un point de l’axe de rotation fixe ; soient aussi a, b, les coordonnées correspondantes du point où l’axe de rotation 1 mobile rencontre le plan de» x , y x c , y„, z,, «r,, les valeurs de b, a, z, y, x, à une époque déterminée, par exemple, quand t—o. On a d'abord les deux équations
da—i' bdt, — i'adt,
qui se rapportent à l’axe mobile et dont les intégrales sont,
a=a, cos .. t i‘ -h- b, sin. fî'j b—b„co&~ti' — a.sin. ti! :
on a ensuite, pour représenter la mouvement du fluide, les trois équations
dx — da=.idt(y — b ), dy — db 3» — ictt(x — a), dz = o;.
d’où on conclut
ddx — dda = — i ' dr(x — a), ddy — ddb — — i' df {y — b) , d d z o f
x — a=(x, — a„')cos.ti+ {y , — £.) sin.fi, y — b =(j„ — &„)cos. ti — (x„ — a„)sin. ti, z=z a ;
et en différentiant les trois dernières équations suivant c’est-à-dire en ne faisant varier que les quantités qui varient entre deux molécules voisines,
Sx=Sx 0 cos. ti -+- îj„sin. ti, iïy=&y, cos. ti — ÿx.sin. ti,
si, après avoir substitué les valeurs de ddx, ddy, ddz dans les formules du mouvement , ce qui donne
X -»-**(/— b) + i'b— j£=o, rj S
on élimine X par des différentiations prises suivant i, on a les conditions
SX iY
ax _ èz
Yz îx ’
Jz ty'
auxquelles il faut joindre l’équation différentielle qui représente la surface formée par les molécules situées à la li/nite de la masse fluide , et qui exprime en même temps la condition de l’équilibre de ces molécules. On obtient cette équation en égalant à zéro la différentielle totale Sx, substituant à x, y, z leurs valeurs x„, y„, z„ et regardant ensuite ces dernières coordonnées comme celle de la surface. L’équation qui résulte de ces opérations est
X„ (Sar.cos. ti'+ Sj„sin. ti') + Y„(Sj„cos. ti' — Sx„sin. ti')
+ Z.Sz„-t- »*[(*. — a.) Sx„+ [y„ — b.)iy.]
-t- »'* [(«„ S x.-\-bJy.) cos. t(i'—i)+(a m $y—bjx a ) sin. <(»'—*)]= o.
Cela posé, les trois premières conditions expriment que la formule
XS.Z + Y Sy+ ZSz=o,
est une différentielle exacte. A l’égard de l’équation de la surface libre du fluide, il est clair que l’équilibre n’aurait pas lieu, si cette équation n’était pas indépendante du temps.
I er Corollaire. Soit un fluide pesant contenu dans un vase qui se meut uniformément autour d’un axe vertical , pendant que cet axe tourne aussi uniformément autour d’un axe fixe, parallèle au premier. En faisant X=o, Y=o, Z = — g, la valeur de XSx + Yiy + Z&z est — g$z, différentielle exacte ; on a ensuite l’équation de la surface libre du fluide,
g* z„=t' [(*„— a,)Zx, +• (j.— b,) $j„]
-l- i” [ (ajx„ + b, S y.) cos. t (t' — i ) -t- (a a Sy a — bjx„) sin. t(i' — il],
qui doit être indépendante du temps. Il faut donc que la vî-
tesse i soit nulle , ou que les deux vitesses i', i soient égales entre lies : dans le premier cas, il y a un seul axe de rotation qui est fixe, et l'équation de la surface est
zg(z.— C)=j*[(ar 0 — «„)• + (/.— £„)•];
dans, le second cas-, on a
équation qui, par la transposition de l'origine, devient en tout semblable à la première. 11 résulte de-là que, dans l’un et l’autre cas , la surface libre du fluide est un paraboloïde dé révolution autour de l’axe fixe ; les constantes d’intégration se déterminent par la condition que le volume du fluide est donné.
II e Corollaire. Le mouvement du globe terrestre, recouvert eu partie par la mer, se compose d’un mouvement de rotation sur son axe, et d’un mouvement de rotation de son axe , autour de l’axe de L'écliptique. En supposant que ces deux mouvements simultanés sont uniformes, et, en ayant égard au non parallélisme des axes de rotation , fixe et mobile, les conditions de l’équilibre de la mer se déterminent par les formules de cet article, combinées avec les formules du corollaire III de L’article IX.
Pour simplifier, nous supposerons que l’axe de rotation de la terre, qui est l’axe de rotation mobile, coupe le plan de l’écliptique, c’est-à-dire le plan des x,y sur une circonférence de cercle , ayant son centre à l’origine, et nous nommerons a, ê, y les angles que cet axe mobile, constamment parallèle à lui -même, fait avec les axes des coordonnées x , Y, z.
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En conservant .les dénominations de cet article, les coordonnées a, b, du point d’intersection de l’axe mobile et du plan desa;,jy, sont données, comme ci-dessus, par les équations
a—a„ cos. tï + b° sin. tï, b—b„cos. tï — «„sin. tï ;
et en vertu de l’article cité, les ordonnées x,y, z d’une molécule de la mer, supposée en équilibre, sont données par les formules
dx — da=idt[(y — b) cos. y — zcos.6], dy — db=idt[zços.a — ( X — a)cos. y], d z =idt[(x — <z)cos-6 — ( y — £)eos.a];
d’où on conclut successivement
ddx — dda — — ïdï(x — a — K cos. a), ddy — ddb — — ïdf(y — b — K cos. 6), ddz = — i’dt’(z — K cos. y),
x—a -t- K, cos. a + D cos. ti + A sim. ti, y=?b +K.,cos. 6 -t-Ecos./f-f- Bsin.ïf, z =:K„cos. y + Fcos.îf + Csin. t i :
Les quantités K„ , A , B , C, D, E,F sont celles de l’article IX, corollaire III. Si on substitue les valeurs de ddx, ddy , ddz, dans les formules générales du mouvement des fluides, ce qui donne
X +t’(a: — a — K„cos. a) -H ï'n — j- = o,
Y 4- i'(j r — b — K. cos. 6) + i 1 ' b — = o ,
Z »'( z — K.cos.y) — = o ;
et si on élimine X, on a les équations de condition.
JX JY Jÿ = Tx’ jx __ jz T* — J* ’
JY JZ
dans lesquelles les termes multipliés par i‘, ï‘ se sont évanouis. Égalant ensuite à zéro la différentielle totale J*, ou plutôt prenant son intégrale X, on a 1 équation ,
H.(Xdx + Y J_y + Z Js
+ t'[(x — a)'+ (y — b)'+(z — c)*] + a ï'(ax + by)— const.
qui devient celle de la surface libre de la mer, en y substituant pour a, b, x , y, z, leurs valeurs en fonction de b„, x„, 2., et regardant ensuite les coordonnées x., y,, z„,
comme celle de la surface, à l’époque donnée. Cette équation doit être indépendante du temps; donc en la différentiant par rapport à t, et faisant la différentielle égale à zéro, on a encore une condition d’équilibre.
Cela posé, il est facile de voir que les trois premières conditions, qui se rapportent uniquement aux forces accélératrices X, Y, Z, sont satisfaites, quand ces forces sont, comme dans le cas dont il s'agit, les attractions mutuelles entre les molécules de la matière. En effet, soient x, y, z, les coordonnées d’une molécule ni de la terre ou de la mer, différente de la molécule m , dont les coordonnées sont x, v, z; la résultante des forces X', Y', Z', qui agissent sur la molécule m, en vertu de l’attraction mutuelle des deux
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molécules m, m, est une fonction de la distance [(# — -.r)'
+ (y — y')" -t- ( z — z )’]‘ ; d’où il suit que non-seulement la formule X'S.z -t-Y'Sy-t- Z'âz est une différentielle exacte, mais encore qu’elle est indépendante du temps, puisque les distances respectives entfe les molécules de la terre et de la mer sont invariables dans l’hypothèse de l’équilibre relatif de la mer sur la terre ; en étendant ce raisonnement à toutes les molécules m", m"', etc., comparées à la molécule m, il en résulte que lès forces accélératrices totales X, Y, Z satisfont, comme nous l’avons dit, aux conditions de l’équilibre et que la formule 2( X & X+Yùy + ZSz) ne contient pas le temps. Il reste à examiner, dans l’équation de la surface libre de la mer , les termes qui sont multipliés par les quarrés des vitesses i, i de rotation, etndans lesquels le temps doit s’évanouir.
Le coefficient de i‘ devient , en mettant pour x-*-a, y — b, leurs valeurs, . . j
(K„ cos a + D cos. ti + A sin. ti )’ + ( K,, cos 6 -t E cos . tt-t-Bsin.fi/
-t- (K„ cos. y-t- F cos. ti -f- Csin.fi)’ — K.’:
or, on a ..ton' • 1
Dcos. b -t- Ecos.6 -t- Fcos. y = o,
Acos.fc -t-Bcos.ë + Ccos.y^o,
AD + BE + CF = o,
A’+ B , -t-C , a=p , + E‘+ F’— *;*■>;+ z.’— R.*; le coefficient se réduit donc a
• • « - j' ri v ri. • j* .«i:* • i . »! • ? »
■ a{x:+y:+z:)— aK.’; ,
et il est indépendant du temps. Celui de i'*est + b y);
<q4 3 ïv.UÉfttOIRES! ;!
en ledifiürejitiant pat rapport à t, et faisant la différentielle égale à zéro, il vient
lff I Kl. . i -K- I
. I ' I ^ dat ^ j . irf// 1 '>!,(« 11. '!
OOpr.i.lq f rX I (II. ; •e O ^:0'l|C' ltl'1
J* ) ' M ■ il f * * 1 >■ * • ) f J. , . î*i‘i ' i t ’
ou eh ni <t tant pour zyr, letirs valeurs et remarquant
m T : T », fSft! a (<? + * ), # feduit a rçro , ;
•••• I i; ri ami -i f .\ 1 1 , . i
, 1 «) «* *“ ■* cos - *).i,
eifoitihim /lia . Jtft ik^ x ’*~ a ï)r =z ^\t ..i •*
9H l%u;<‘peqrq , f • , .< , ,
(t n • J C&S. y ---- 1': — li'cos. ê] — £\r(iCOS,y O **’ COS. Ct] = 0:
esilqhliirii tu in»
OrkiefitleuK constantes b„, qui sont les valeurs initiales de «et de b, l’une peut être jsrise à volonté, pourvu que 1» somme des quariéi a‘„ t, b', sent égale au quarré R' du rayon de l'orbite supposée circulaire. En faisant b k — o, o.= R, les valeurs, de a, b, se réduisait à Rcos.tt, R siu. ti, et l'équation' precedente dévient,
cos. fi[jf(ï’cos. y — f”) — t’s cos. o]=sin. tt [ar(r cos.y — i) — ieoos.n],
o— - etc. I ^ ;»(.:•
laquelle devant avoir lipu quelque soit t, est équivalente aux deux équations ; r ' ( -I ' . 1 1 /.
• — r.v - 1 • ♦c<J«. 6 t i , lé i : 1 «cos.k !
i i cos. y — « ’ z icos. y — i
et celles-ci qui doivent laisser indéterminés les rapports des variables x, y, z, sorVt équivalentes à T
1 iéo». y=±: o, ■' éeos. Ssaitt,’ 1 1 j'cos.y 1 '
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On ne peut satisfaire à ces trois équations, dans le cas où les vitesses i et i ne sont pas nu lies, qu’en faisant cos. *=o, cos. ê=o, et *=t'7 ce qui suppose que les axes de rotation, fixe et mobile, sont parallèles, et que les vitesses angulaires sont égales.
Les deux mouvements simultanés du globe terrestre sont loin d’avoir entre eux les relations exprimées par ces conditions; d’où il suit que le fluide qui remplit les bassins de la mer et qui recouvre une partie de la surface de la terre, n’est pas en équilibre. La même remarque s’applique aux mo'uvements simultanés de chacune des planètes. A l’égard de la lune et des autres satellites, le problème de l’équilibre relatif des fluides à leur surface, serait incomplcttement résolu, si outre le mouvement du satellite sur son axe et le mouvement de l’axe autour de la planète principale, on n'introduisait encore dans les conditions de l’équilibre, le mouvement de la planète principale autour du soleil.
ARTICLE XV. — Problème.
Trouver les formules du mouvement des fluides compressibles et élastiques.
Solution.
Les fluides compressibles et élastiques diflèrent des fluides incompressibles, en ce que leur volume peut varier; mais la propriété qui les caractérise est qu’une force intérieure, nommée élasticité, fait continuellement effort pour les dilater dans tous les sens II résulte de cette élasticité, qui est
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variable ou constante dans toute l’étendue d’une meme masse fluide, qu’un fluide élastique qui s’appuie sur une paroi , exerce sur tous les points de cette paroi des pressions normales proportionnelles à la force élastique, et qu’une portion quelconque d’une masse fluide, prise dans son intérieur et terminée par des surfaces planes ou courbes, éprouve sur tous les points de ces surfaces, de la part du fluide en* vironnant, îles pressions normales qui sont aussi proportionnelles n la force élastique en chaque point.
Cela posé, soit dans une masse fluide élastique, une molécule m, terminée par six plans, contigus deux-à-deux'et parallèles aux plans recta ngulaires des coordonnées : les forces qui agissent sur cette molécule sont i° les forces accélératrices X, Y, Z, supposées connues; a 0 les pressions exercées sur les faces de la molécule par le fluide environnant, dont l’élasticité \ est aussi connue en fonction des coordonnées x, y, s, de la molécule. Ces forcés donnent pour le mouvement et pour l’équilibre des fluides compressibles et élastiques, les formules
m -jp- — mX — à x S j S z
m ^? = mY - Sx Sjiz jy_,
m =mZ — ix&r&z î- ,
rff J St
o = mX — îx îy iz y~,
«■ o — m Y — Sxî/$z|^, «
o = i»Z — iorjjîz ,
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qui sont semblables en tout à celles des fluides incompressibles. Mais on peut dans le cas particulier où un fluide élastique n’a qu’une seule dimension, le considérer comme un système de molécules matérielles libres qui agissent les unes sur les autres, par une force de répulsion mutuelle entre les molécules voisines. C’est ce que nous allons faire dans les trois hypothèses suivantes.
I" Hypothèse, fig. 8. Des molécules matérielles t, a, 3 , 4 . 5 ,.... n — 1, n, n + 1 , etc. Disposées sur une droite verticales, étant soumises à la force de la gravité, qu’on suppose la même pour toutes les molécules et à une force de répulsion mutuelle, qui varie en raison inverse de la distance de deux molécules voisines , on demande les conditions de l’équilibre du système et la loi des intervalles respectifs entre toutes les molécules.
Soient 9 (n — 1), 9 (n) les intervalles entre les molécules qui occupent les rangs n — 1,« et n, n + i; h la distance à laquelle la répulsion de deux molécules voisines est égale à la gravité. La molécule m, qui tend à descendre -en vertu de la
gravité g et de la répulsion — , étant sollicitée à se
mouvoir dans une direction contraire, par la répulsion , la condition de son équilibre est
ou
L?(») ?(*— OJ
intégrant et déterminant la constante d’intégration de ma-
nière que 9(1), c’est-à-dire l’intervalle entre la première et la seconde molécule soit égale à b, il vient
formule qui donne l’intervalle entre deux molécules voisines; pour avoir la distance D entre les deux molécules qui occupent les rangs n, il faut intégrer le second membre de la formule entre ces limites : or n, ri étant supposés deux nombres entiers très-grands et dont la différence soit relati-
vement très-petite, l’intégrale 2^, prise entre les limites n ri, diffère extrêmement peu de log. en sorte que la dis-
tance D est égale à b log. (^) ! mais à cause de 9 («)= ^ ,
°» a s-^s^—r ) : =g n > ^ e+s-^z -)=e n '- Ies P re -
miers membres de ces deux équations représentent les forces qui sollicitent les molécules n, ri à descendre, ou ce qui revient au même les pressions que ces molécules exerceraient contre les obstacles qui s’opposeraient à leur mouvement. Soient P, P' ces pressions; leur rapport est égal à celui de n à ri. Donc
D=i log. (jr) :
cela posé, si en comparant le système des molécules matérielles i , a, 3,4 » à l’atmosphère terrestre, supposée en
repos, on substituait aux pressions P, P’ les hauteurs proportionnelles h, h' des colonnes du mercure, dans le baromètre, l’équation
D=Mog.(‘),
serait, à quelques corrections près, la formule qui sert à mesurer les hauteurs par le poids de l'air, et de ce que l’expérience a fait connaître que le module barométrique b est égal à 8000 mètres environ, quand les logarithmes de la formule sont népériens, on en conclurait que c’est à cette distance, que la répulsion des molécules de l’atmosphère est égale à la gravité.
II e Hypothèse. Le système des molécules matérielles 1 , 2, 3 , 4 u, etc., fig. 9, soumises aux mêmes formes accélé-
ratrices que dans la première hypothèse, est assujetti à rester sur une droite; mais cette droite se meut uniformément autour de l’un de scs points C, qui est aussi le point vers lequel se dirige la force de la gravité. On demande les conditions de l’équilibre relatif du système.
Le centre C de rotation étant pris pour l’origine des coordonnées x, y, z, de la molécule du rang quelconque «, si on nomme i la vitesse angulaire de la droite, l’équation de condition du mouvement de la molécule est
1 ysin.(»-M*) — acos.(« -1- fj)=a,
l’angle o>, indiquant la position initiale de la droite, ou son inclinaison sur l’axe des y. Si ensuite on décompose, parallèlement aux axes des x et des y, la gravité et les deux forces de répulsion , on trouve les formules du mouvement
^=- f sin.(u+ft)[i-*(^- ? ^)]-^cos.( w -t-rO,
îjg=^ g c oB .(»+ti) +!t sii ) .; w +rQ,
d’où on tire n ' • ", ‘
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ddx . . ...
-^p-sin. (<* +<«)-»-
ddr , rf^COS.( U +
mais à cause du repos relatif de la molécule sur la droite mobile, on a, en nommant s sa distance au centre C,
Æ=jsin.(«-t- ti); y = s cos. (u + ti).
Différentiant x et y, sans faire varier s, et substituant les
valeurs de . dans la dernière équation , il vient
celle-ci
i — -=*f-r-r — -tWI,
qui est indépendante du temps et qui exprime la condition demandée de l’équilibre du système.
Pour déterminer la loi des intervalles entre les molécules, comme nous l’avons fait dans la première hypothèse, il faudrait intégrer cette équation dans laquelle s est une fonction inconnue de la variable n; mais en comparant encore le système des molécules «à la masse d’air qui enveloppe la terre à son équateur, et qui tourne avec elle, on peut considérer
le terme — , comme une quantité constante. En effet la distance s, qui est celle d’une molécule de l’atmosphère au centre de la terre, se compose du rayon R de la terre, égal à f> 366 i 95 mètres et de l’ordonnée verticale H de la molécule au*dessus de la surface de la terre, ordonnée qui varie entre zéro et 60000 mètres, hauteur présumée de l’atmo-
sphère : le minimum de ~ est donc ou en nombres
o, oo 3466 , et son maximum est — > ou 0,003499. Ces
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deux nombres diffèrent peu entre eux, et si on prend U
moyenne o, 008482 pour la substituer à —, on a d’abord
r- 0,003482= - ? -^rT) ) , dont l’intégrale est
déterminant ensuite la constante K , de manière que la condition de l’équilibre de la première molécule, exprimée par
o,gg 65 oi=^y soit sastifaite, ona K -t- r = 0,000000 1 , quantité tout-à-f’ait négligeable, et par conséquent
Il résulte de cette formule que l’état d’équilibre absolu de l’atmosphère, supposée en repos, diffère peu de son état d’équilibre relatif, dans l’hypothèse du seul mouvement diurne, commun à la terre et à l’atmosphère, et que l’effet de la force centrifuge des molécules de l’air se réduit à dilater les couches de l’atmosphère, sur toute sa hauteur et dans le rapport de 286 à 287. Il reste à examiner ^influence du mouvement annueL
III e Hypothèse, 6g. io. La droite sur laquelle les molécules matérielles sont assujéties à se mouvoir, tourne uniformément autour du point C , tandis que ce même point se meut aussi avec la vitesse angulaire i' sur une circonférence donnée , dont le centre est en C' et dont le rayon C C est égal à R': les antres données sont les mêmes que dans la
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dernière hypothèse, et on demande si le système peut être
en équilibre sur la droite mobile.
L’origine des coordonnées x,y, de la molécule qui occupe le rang n, étant en C', il est facile de voir qu’on a l’équation de condition
■r — R'sin. (tii'-f-r/ 1 ) sin. (co'-f- co-f-fj)
y — U' cos. ( w'-f- ti' ) cos. (co'-f- ’
dans laquelle <o' est l'inclinaison du rayon CC' sur l’axe des y, à l’époque £=o. On a aussi, comme dans le corollaire IV, de l’article IX, pour exprimer x et y en fonction de R' et de la distance s de la molécule au centre de rotation mobile C,
,r = R'sin.(V -+- ti') -t- jsin.(o'-f- « -+- £*), i y=Rsm.(w' -i-f* ) -+- ^cos.(ta -t- co -+- £t) j
cela posé, les formules du mouvement
^= (t cos.(«'+£ 0 -^sin.(»'+«-t-<i)[i-^(^r ) —
gcos.(fi +a+iî) [î— ? („-,))] ’
donnent
"^ ■ , -sin. (w ^ 7 cos. ( oj 4*w + ^) —
et en substituant pour l eurs valeurs prises sans
fàire varier s,
/ - si' -R7”cos.( tt + ti)=-g [ < - h -'^r 7 ))] :
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cette équation, qui contient t, prouve que la distance s de la molécule n au centre de rotation C, varie avec le temps, ce qui est contraire à l’hypothèse de l’équilibre relatif. Le système ne peut donc pas être en équilibre relatif sur la droite mobile.
En appliquant cette conclusion à l'atmosphère , nous nous contenterons de remarquer que l’équation précédente peut être mise sous la forme
g — si ’ — R'i'’cos.(u -+- ti) = a
P étant la répulsion mutuelle de deux molécules dont la distance est a. Il est clair, par cette équation , que la gravité g, d’une molécule de l’atmosphère au-dessus de l’équateur, est diminuée par le mouvement diurne d’une quantité constante si' égale à o,oo 34 g, et quelle est augmentée ou diminuée par le mouvement annuel, d’une quantité périodique RY’ cos. (w +(i), égale, dans son maximum, à RY% ou à 0,0006 g ; l’augmentation a lieu pendant le jour, c’est-à-dire lorsque l’angle horaire du méridien, qui passe par la molécule, est plus grand qu’un angle droit ; la diminution à lieu pendant la nuit, lorsque l’angle horaire est moindre qu’un angle droit. Les molécules de l’atmosphère, situées hors du plan de l’équateur, éprouvent de semblables variatious dans la force qui les pousse vers le centre de la terre Mais la discussion des effets produits par ces variations diurnes de la gravité, soit dans les mouvements de l’atmosphère, soit dans ceux de la mer, n’est pas aussi facile que le calcul des modifications produites par ces mêmes variations dans le mouvement des pendules.
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Texte : https://archive.org/details/bub_gb_YM1WN8d7ZGAC. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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