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Il semble que la chimie théorique soit entrée dans une nouvelle phase à la suite du travail fondamental d’Heitler et London sur la molécule d'hydrogène : on a indiqué déjà de nombreuses applications de la mécanique quantique à la chimie et il est probable que de nombreux problèmes pourront être résolus en suivant cette voie.
= Mais l’un des postulats de la théorie des quanta, sous sa forme actuelle, est l’imprévisibilité du phénomène élémentaire : on ne peut, en général, pas prévoir avec certitude le résultat d’une mesure effectuée sur un système atomique, mais seulement la probabilité pour que cette mesure fournisse un résultat quelconque, donné d'avance ; 1l peut évidemment arriver, comme cas particuliers, que cette probabilité soit nulle ou égale à l'unité. Les seuls résultats que l’on puisse prévoir avec certitude sont relatifs à des ensembles d’un grand nombre de systèmes atomiques semblables et indépendants les uns des autres, car si l’on dispose d’un nombre N de tels systèmes, et si la probabilité d'obtenir un
certain résultat est p, on peut être sûr qu'il y aura pN des
systèmes qui fourniront le résultat cherché. La caractéristique de la théorie des quanta, c’est donc l'introduction systématique de considérations statistiques. D'ailleurs l’atomistique classique exigeait déjà, pour pouvoir confronter certains de ses résultats avec l'expérience, l’introduclion des méthodes de la mécanique statistique.
La mécanique, qui constituait le type des sciences précises, devient ainsi une science statistique ; il est donc probable que toutes les autres sciences devront adopter la même attitude. En particulier, il devra en.être ainsi de la thermodynamique et par suite de l’énergétique chimique : ce n’est pas pour nous surprendre si l’on songe, d'une part, à l'énoncé que Jean Perrin a été conduit à donner du principe de Carnot, d'autre part à ce qu'aucun résultat statistique n’a jamais été en contradiction avec la thermodynamique. Il m'a semblé qu'il serait utile de montrer que l’on peut se passer complètement de la thermodynamique, tous les résultats de cette science pouvant être établis par la mécanique statistique, et cela par les procédés de démonstration qui lui sont propres. C'est un essai dans cette voie que j'ai tenté dans ce travail.
Il y a surtout deux difficultés à surmonter : d’abord introduire la notion de phase, ensuite introduire les notions de mélange et de réaction d'équilibre, Occupons-nous de la pre-. mière de ces difficultés, et pour cela supposons que nous ayons un corps pur se présentant sous deux phases coexistantes, liquide et vapeur par exemple ; du point de vue thermodynamique classique, la notion de phase est presque intuitive, tandis que, du point de vue moléculaire, il semble qu'elle soit à peu près dépourvue de sens, une molécule passant facilement d’une phase à l’autre ; d’ailleurs, l’existence des phénomènes de tension superficielle nous a habitués à admettre que l’on passe insensiblement d’une phase à l’autre, toutes les lois classiques de l’hydrostatique se trouvant en défaut dans la couche de passage. L’attitude la plus logique, en statistique, sera donc de raisonner toujours
Lu”
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comme si l'on n'avait qu’une seule phase : on aura donc une formule de répartition et une seule, quel que soit l'espace offert à la substance examinée; cette loi de répartition s'ebtiendra, comme l’on sait, en écrivant que la probabilité doit être maximum, compte tenu de la constance de l’énergie et du nombre de particules. Seulement, cette loi de répartition fera naturellement intervenir les interactions entre molécules, et, du point de vue statistique, il y aura deux phases en présence s’il existe deux régions de l’espace dans lesquelles les énergies d'interaction paraissent en moyenne très différentes, avec une petite région intermédiaire qui constituera la couche capillaire; si cette conception est exacte, le principe de probabilité maximum doit déterminer non seulement la loi de répartition, mais aussi l’existence ou non de plusieurs phases et la répartition des molécules entre ces diverses phases, ainsi d’ailleurs que dans la couche capillaire. Malheureusement le calcul complet est impossible ; nous verrons cependant que le problème peut être résolu si on consent à négliger la capillarité et si on admet qu'il y a une discontinuité brusque entre les deux régions de l’espace où les énergies d'interaction sont en moyenne différentes ; l’accord entre les résultats trouvés et ceux de la thermodynamique nous permettra donc d’affirmer que le principe de probabilité maximum régit bien aussi la coexistence des diverses phases. Il est d'ailleurs parfaitement légitime, pour le but que nous nous proposons, de négliger la tension superficielle, puisque, dans la plupart des cas, la thermodynamique classique le fait.
La deuxième difficulté signalée est moins évidente, et il semble que rien ne soit plus facile que de traiter statistiquement le cas des mélanges. Supposons par exemple que l’on veuille utiliser la méthode de Boltzmann et qu’on ait N molécules d’un premier gaz et N' molécules d’un second gaz ; on évaluera la probabilité de l’ensemble, probabilité qui devra être maximum, en écrivant qu’à chaque complexion des
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N' molécules correspondent toutes les complexions possibles des N molécukes du premier gaz ; il est bien clair alors que la probabilité de l’ensemble sera le produit des probabilités correspondant à chacun des deux gaz, calculées comme si ces gaz élaient seuls et occupaient tout le volume. Cela revient à admettre que l'existence d’un premier gaz n’influe aucune. ment sur la répartition des molécules d'un autre gaz ; c'est d'ailleurs une hypothèse que fait très couramment la thermodynamique lorsqu'elle admet que l’entropie d'un mélange de gaz est égale à la somme des entropies qu’aurait chaque gaz s’il était seul. Cela pourrait suffire à justifier l'adoption de l'hypothèse énoncée, mais il paraîtra, tout de même plus satisfaisant d'imaginer un procédé de calcul de la probabilité qui en dispense ; il semble en effet, à première vue, que les interactions entre molécules différentes étant aussi impor- _tantes que celles entre molécules de même espèce, la loi de répartition puisse être différente pour un gaz selon qu’il est seul ou mélangé à d’autres. Nous verrons qu’on peut effectivement trouver une méthode de statistique convenable, mais à condition d'abandonner, encore plus peut-être que ne le font Bose ou Fermi, la notion d’individualité de la molécule, ce qui semble conforme à l’esprit de la théorie des quanta. Cette méthode n’est d’ailleurs qu’une extension de celle de Planck et permet une analyse plus fine de la réparlition que les autres méthodes.
Pour plus de clarté, l'exposé qui va suivre sera divisé en plusieurs parties; pour faciliter la comparaison avec les méthodes connues de Bose-Einstein ou de Fermi-Dirac, nous commencerons par exposer la nouvelle méthode dans le cas d’un gaz unique et nous verrons que les résultats obtenus admettent ceux de Bose ou de Fermi comme cas particuliers ; ensuite nous examinerons le cas d’un seul corps existant sous plusieurs phases ; dans une troisième partie nous étudierons les mélanges homogènes, avec ou sans réaction chimique, et nous verrons que, dans les cas les plus vraisem-
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blables, chaque corps obéit à la même loi de répartition que s'il était seul, ou du moins à une loi de répartition de même forme ; il est cependant possible, comme nous le verrons, d'imaginer des cas, dans lesquels il n’en serait plus de même, et où la présence d'un autre corps modifierait considérablement la loi de répartition : il suffira d'admettre, par exemple, que le principe de Pauli s’applique, non à chaque espèce de molécule prise isolément, mais à l’ensemble, c'est-à-dire qu'une case occupée par une molécule d'espèce À ne pourra plus être occupée par une molécule de l'espèce B. Enfin, dans le cas général où l’on aurait plusieurs corps et plusieurs phases, nous aurons à envisager la signification statistique de la règle des phases. Mais auparavant nous rappellerons, dans un chapitre préliminaire, les bases de la mécanique statistique et nous essaierons de voir quelles restrictions dans leur interprétation doit apporter la mécanique ondulatoire.
CHAPITRE PREMIER
Les Bases de la mécanique statistique.
Probabilité a priori. — En mécanique statistique classique, on admet que les mouvements des diverses molécules constituant une substance obéissent aux lois de la mécanique, lois qui sont résumées, comme l’on sait, par les équations d'Ha-
milton :
: oH k TT EE P EVA Hi Gr) q p,
en désignant, comme on le fait toujours, par H la fonction d'Hamilton, par gx les cordonnées généralisées, par px le moment conjugué de la variable gx ; px et gx sont les dérivées de p4 et gx par rapport au temps; ces équations d'Hamilton sont valables aussi bien en mécanique relativiste qu'en mécanique newtonienne. Le nombre des variables gx est égal au nombre de degrés de liberté du système envisagé, et, pour simplifier l'écriture, nous supposerons que ce nombre est deux ; il est cependant bien entendu que les résultats obtenus sont tout à fait généraux. | On peut se représenter le mouvement du système en figurant, à chaque instant, l’état de ce système par un point dans un espace à quatre dimensions, celles-ci étant g,, q;,, pa et p, ; cet espace est ce que l’on appelle, avec Gibbs, l’extension en phase. Considérons, dans cet espace, un volume w ;
au cours du temps, les points de ce domaine se déplacent en
obéissant aux mêmes équations canoniques et continuent à définir un certain domaine ; supposons qu’à l'instant /' ce domaine ait une étendue w’ ; le théorème de Liouville affirme que l’on a :
c'est-à-dire que le volume « reste constant au cours du temps.
Du point de vue de la mécanique statistique, ce théorème est extrêmement important : si, en effet, une molécule se déplace en obéissant rigoureusement aux lois de la mécanique, et si, à un instant {, nous savons que le point représentatif est quelque part dans un certain domaine d’extension en phase de volume w, nous pouvons affirmer qu’ultérieurement il se trouvera encore dans un domaine de volume w dont nous pourrions, au besoin, déterminer les frontières. C’est pourquoi il est possible d'admettre que la probabilité de présence d'une molécule dans des domaines éqaux d'extension en phase est la même. La méthode de la mécanique statistique sera alors la suivante : on divisera tout le domaine d'extension en phase correspondant à un problème en domaines égaux et on étudiera les façons de répartir les molécules entre ces divers domaines en admettant que la probabilité a priori pour qu’une molécule se trouve dans l’un de ces domaines est la même pour tous.
Remarque. — On na le droit d'opérer comme nous venons de le dire que si les molécules sont indépendantes les unes des autres, c’est-à-dire si les interactions sont nulles ; mais comme alors on sait qu’on a affaire à un gaz parfait, cela semble limiter beaucoup la portée de la mécanique statistique. C’est qu’en effet, si les molécules sont indépendantes les unes des autres, on peut appliquer le théorème de Liouville au mouvement de chaque molécule et les indications qui précèdent concernant la marche à suivre auront un sens; si, au contraire, les molécules ne sont pas indé-
pendantes, on ne pourra appliquer le théorème de Liouville qu'au mouvement de l’ensemble des molécules. En d’autres termes, dans le premier cas le mouvement est représentable par N points se déplaçant dans un espace à six dimensions alors que, dans le second, ce mouvement n’est représentable que par un seul point se dépläçant dans un espace à ON dimensions.
On peut cependant, au moins partiellement, tourner la difficulté en admettant que la somme de toutes les actions des autres molécules sur l’une d’entre elles est, en moyenne, indépendante de la position ou de la vitesse des molécules autres que celle que l’on considère. Ceci n'est évidemment légitime que si la répartition des molécules dans l'espace n’est pas par trop différente de la répartition la plus probable ; ce sera admissible pour un système dont l’évolution macroscopique s'effectue avec une vitesse mesurable, ce ne le serait probablement plus pour une réaction chimique explosive. On pourra alors admettre que chaque molécule se meut comme si elle était seule, à condition d'introduire, dans l’expression de son énergie, un terme représentatif de la valeur moyenne des interactions ; ce terme pourra, nalurellement, dépendre du nombre de particules, du volume dans lequel ces particules sont astreintes à se déplacer, et même de la position de la molécule envisagée, bien que celte dernière influence ne paraisse devoir entrer en ligne de compte que si l'on voulait traiter les phénomènes capillaires. Dans ces conditions, et avec une assez bonne approximation, le mouvement de chaque molécule, prise individuellement, sera régi par un système d'équations canoniques, et le théorème de Liouville sera applicable. Mais il faut remarquer que l'énergie de l’ensemble, c'est-à-dire celle que nous pouvons espérer mettre en évidence par des phénomènes thermiques par exemple, n’est pas égale à la somme des énergies des molécules constituantes, car si l'énergie cinétique de
chaque molécule, ainsi que l'énergie provenant de champs
extérieurs, n’est bien comptée qu’une seule fois dans cette somme, l'énergie d'interaction sera comptée deux fois. Nous aboutissons à des résultats qui sont voisins de ceux de la théorie du champ self consistent en mécanique ondulatoire ; dans cette théorie, en effet, le mouvement de chaque particule est rêgi par une équation de Schrædinger dans laquelle l'énergie potentielle contient le potentiel moyen créé par les autres particules, mais l'énergie totale n’est pas égale à la somme des énergies des particules : il faut en retrancher, au moins en première approximation, une fois l'énergie mutuelle, qui a été comptée deux fois.
Mécanique statistique et principe d'incertitude. — Nous avons dit qu'il fallait diviser tout le domaine d'extension en phase en domaines égaux, ou, comme nous dirons, en cellules égales ; mais quel doit être le volume de ces cellules? La statistique classique de Boltzmann admet que ce volume peut être infiniment petit, les statistiques quantiques lui donnent au contraire une valeur hf, ou À est la constante de Planck et f le nombre de degrés de liberté de la molécule, Cette différence est liée à l’existence des relations d'incertitude. Supposons encore, toujours pour simplifier l'écriture, que le nombre de degrés de liberté soit deux et soient qg,, 42, Pas Pa les coordonnées généralisées et les moments conjugués qui décrivent le mouvement de la particule; on peut chercher à mesurer, à un instant { quelconque, les valeurs de ces quatre quantités ; on n’y arrivera, en général, qu'en commettant des erreurs Ag,, Ag», AP, et Ap,; la mécanique classique, même relativiste, admet implicitement le postulat fondamental que ces erreurs peuvent être rendues aussi faibles qu'on le désire, et cela, même lorsque l’on détermine simultanément les quatre quantités g,, Q»; Pas P+. Cependant, l'existence de phénomènes comme l'effet Compton permet de: montrer, comme l'ont fait Heisenberg et Bohr, en s'appuyant seulement sur des lois classiques et sur des résultats expérimen-
taux indiscutables, qu’il ne peut en être ainsi à cause de l'interaction que l’on doit nécessairement établir entre la particule et l’appareil de mesure; on ne pourra, par exemple, déterminer la position de la particule, c’est-à-dire les variables g, et g,, qu’en l’éclairant au moyen d’une lumière convenable : elle subira un choc (effet Compton) qui, en troublant son mouvement ultérieur, s’opposera à une connaissance précise de sa quantité de mouvement, c’est-à-dire des variables p, et p,. Il y a donc là contradiction entre les bases fondamentales de la mécanique et l'expérience. La mécanique quantique est exempte de cette contradiction puisqu'elle montre que les erreurs Ag,, Ag, AP, AP, ne peuvent être toutes nulles ; elles seront telles qu’elles devront vérifier ies inégalités suivantes :
[Ag Ag |2 0 | An, Ap,[> 0 [Ag, Apii>'h [Ag, Am12>h |A7, Ap,|> 0 |Ag: Ap,|2> 0,
où h est la constante de Planck; le fait que k n'est pas nul implique donc bien que les quatre quantités précédentes ne soient pas toutes nulles.
Voyons donc quelles seront les répercussions de ce fait sur la mécanique statistique. Nous avons dit qu’il nous faudrait diviser le domaine total d'extension en phase en domaines élémentaires égaux et que nous admettrions que la probabilité a priori pour qu’une molécule se trouve dans l’un de ces domaines est la même pour tous ; mais la grandeur de ces domaines élémentaires reste jusqu’à présent indéterminée, et peut même être égale au domaine entier. Si nous voulons préciser davantage le comportement de notre système de particules, nous devrons, portant par exemple notre attention sur une molécule déterminée, chercher à mesurer les coordonnées qi, 4» Pis Pa de cette molécule à un instant donné : nous ferons cette mesure avec des erreurs Ag:, Ag» APy, AP»; nous pourrons alors affirmer, si ces erreurs sont petites, que,
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à l'instant {, la molécule se trouve dans un domaine d’extension en phase égal au produit Ag, Ag, AP, Ap,, et, d’après le théorème de Liouville, nous pourrons aussi affirmer que la molécule se trouvera, à tout instant, dans un domaine d'égale grandeur ; c’est cette grandeur que nous prendrons, dans nos calculs, comme mesure de la cellule élémentaire. Si nous voulons que nos résultats aient la plus grande précision possible, nous devrons imaginer que la mesure a été faite avec la plus grande précision théoriquement possible, c'est-à-dire que le produit des quatre erreurs Ag, Ag: Ap; AP: devra être le plus petit possible. |
La mécanique classique postule que ces quatre quantités peuvent être, simultarément, aussi petites qu’on le veut : on devra donc décomposer le domaine total d'extension en phase en domaines élémentaires pouvant être infiniment petits, et c'est ce qu'a fait Boltzmann.
La mécanique quantique, au contraire, admet, avec les relations d'incertitude, que chacun des deux produits Ag, Ap, et Ag, Ap,, ne peut être inférieur à la constante de Planck À ; si l’on se place dans les meilleures conditions possibles, ils deviendront égaux à L et leur produit vaudra h?; si, au lieu de deux degrés de liberté, 1l y en avait f, la quantité à considérer vaudrait hf. Nous retrouvons ainsi la condition mentionnée précédemment, et l’on peut sans doute considérer les succès des statistiques quantiques comme une justification, très indirecte il est vrai, mais pourtant très sérieuse, des considérations d'Heisenberg.
Indiscernabilité des molécules. — Avant de clore ce chapitre préliminaire, il nous reste encore une question à étudier. Nous basons la statistique sur le théorème de Liouville, lequel est une conséquence des équations de Hamilton, c’està-dire de la mécanique classique, et nous lui superposous, pour déterminer la grandeur de nos cellules élémentaires, des considérations purement quantiques : n’y a-t-il pas là
encore une contradiction que le succès peut justifier mais qui n’en est pas moins intolérable du point de vue logique ? En d’autres termes, le théorème de Liouville a-t-1l encore un sens du point de vue quantique? Pour qu'il en soit ainsi, il faut qu'il en soit de même des équations fondamentales de la mécanique classique, et l’on sait que c'est précisément le cas : ces équations sont des conséquences rigoureuses de la mécanique ondulatoire quand on les applique, non pas aux coordonnées et aux composantes de la quantité de mouvement d’une particule, mais bien aux valeurs moyennes de ces quantités, moyennes qui sont susceptibles d’une défini-
tion précise. IL en résulte que le théorème de Liouville est applicable, en mécanique quantique, à ces valeurs moyennes et à elles seules; mais il est bien évident que ce fait doit avoir sa répercussion sur la façon d'appliquer ce théorème. Il semble que la façon la plus logique d’en tenir compte soit la suivante : si nous n'avions qu’une seule molécule, nous ne pourrions connaître son mouvement, mais si nous en avons un très grand nombre, nous pourrons imaginer qu’on les remplace par un nombre égal de points se mouvant suivant les lois classiques, étant entendu qu'à chaque instant, il y a une mnolécule réelle pratiquement confondue avec chacune de ces molécules virtuelles, mais que ce n’est pas toujours la même, nos molécules virtuelles représentant donc, à chaque instant, la position moyenne des molécules réelles. La répartition des molécules virtuelles, la seule pour la connaissance de laquelle nous puissions appliquer le théorème de Liouville, n’a donc qu’un seul caractère commun avec celle des molécules réelles, c’est que, dans un même domaine d'extension en phase, il y en a le même nombre. Pour que la répartition que nous déterminerons pour les molécules virtuelles soit applicable aux molécules réelles, il faudra donc qu'elle ne dépende absolument que du nombre de points présents dans un domaine élémentaire d'extension en phase et que les molécules soient dépouillées, au maxi-
mum, de toute individualité. Pour parvenir à ce résultat, le plus simple est d'opérer de la façon suivante : on raisonnera uniquement sur les cellules élémentaires en attribuant à ces cellules, outre les propriétés qui servent à les définir, celle de contenir un nombre déterminé de particules.
En résumé, il semble que nous devrons obtenir des résultats satisfaisants si nous admettoss : $ .
1° Que le mouvement de chaque molécule est régi par un système d'équations canoniques correspondant à une énergie bien déterminée, l'énergie totale étant d'ailleurs différente de la somme des énergies de chaque molécule ;
2° Que les domaines élémentaires d'extension en phase ont une étendue }/ ; |
3° Que les calculs statistiques portent uniquement sur les cellules d'extension en phase, les molécules n'intervenant que par le nombre qu'en contient chaque cellule.
Nous allons voir, dans le prochain chapitre, comment l'application la plus simple possible de ces principes nous conduit à une loi de répartition en parfait accord avec la Thermodynamique et comprenant, comme cas particuliers, les statistiques de Bose-Einstein et de Fermi-Dirac.
CHAPITRE IT
Systèmes homogènes du premier ordre.
Établissement de la loi de répartition. — Comme nous l'avons dit dans l'introduction, nous n’envisagerons, dans ce chapitre, que le cas d’un gaz unique, de façon à permettre une comparaison facile avec les statistiques bien connues de Bose et de Fermi. Imaginons donc un gaz constitué par un nombre N, fixé, de molécules toutes indiscernables entre elles et assujetties à rester dans un espace V également fixé ; ce sera par conséquent le cas d’un gaz chimiquement et mécaniquement isolé ; nous le supposerons en outre thermiquement isolé, ce qui fait que l’énergie totale U sera également déterminée. Pour abréger le langage, nous raisonnerons comme si les lois classiques s’appliquaient aux molécules elles-mêmes alors que nous savons qu’elles ne s'appliquent qu'aux molécules virtuelles que nous avons envisagées à la fin du chapitre précédent, mais il serait très facile, au prix | d’une simple complication verbale de rétablir un raisonnement tout à fait rigoureux.
Soient g,q';..…., p, p',.…. les variables dynamiques utilisées. Une répartition quelconque des N molécules sera définie par ce fait qu'il en existera n, dont le point réprésentatif aura des coordonnées comprises entre g,etg, + dq,, q et q. + dq. rs Pi et Pi + dpy, .….; n; ayant des coordonnées comprises entre qi et qi + dqi, .…., pi et pi + dpi... D’après ce que nous avous dit au chapitre précédent, nous allons découper le domaine total d'extension en phase en cellules ayant toutes
le même volume, égal à AS si f est le nombre de degrés de liberté de chaque molécule. Parmi toutes ces cellules, il y en aura g, correspondant au domaine partiel d'extension en phase entourant le point g,, .…, p,, … ; de même il y en aura g, correspondant au point Q», ..., Dos +, Ji COTTESpOndant au point gi, .…., pi, 3; ces nombres g,, Go, s.., gi. sont entièrement fixés par la nature du problème à résoudre, et sont les mêmes pour toute répartition; par conséquent, dans nos notations, il y a n; molécules dont le point représentatif se trouve dans l’une quelconque des gi cellules correspondant au point gi, .…., pi, .. Mais ces gi cellules se décomposeront en plusieurs catégories, et ce sont ces catégories qui caractériseront, en définitive, la répartition : il y en a gf) qui ne contiennent aucune molécule, gf qui en
contiennent une, gÜ) qui en contiennent deux, …, g) qui en contiennent k. Conformément aux principes posés précédemment, nous admettrens que le nombre de complexions correspondant à notre répartition, nombre que nous prendrons comme mesure de la probabilité de cette réparti-
tion, est égal au nombre de façons (1) de répartir les g; cellules
{ x Ë \ en groupes de gl, ..…, g{°), …, c’est-à-dire à :
gH gr. gr
Pour l’ensemble de toutes les cellules, nous aurons la probabilité :
Æ y 4) î È Ti Î
(1) G. AxcarD, C. R., 199, 1934, p. 342.
Les nombres gŸ° doivent évidemment satisfaire aux condi-
NV ka) — 2, F9: N
tions suivantes :
auxquelles nous joindrons la condition que l’énergie totale U de l’ensemble est bien déterminée. Nous admettrons d’ailleurs que cette énergie est seulement fonction des nombres n; et du volume total V. Une autre répartition sera caractérisée par des nombres g}° de cellules différents des précédents, mais tels, d’après ce qui précède, que les quantités gi, N et U soient les mêmes; si cette nouvelle répartition est telle que les nombres de cellules diffèrent des
précédents de quantités petites 3g{°, on devra donc avoir :
2 8g) — 0 > kg (4!) kE gl
Dans la dernière équation (‘), on a posé :
FE; = — 4] ñ
dans le cas où il n’y aurait pas interaction entre les molécules, ce nombre E; serait l'énergie de la molécule ; aussi nous arrivera-t-il, pour simplifier le langage, de parler des molécules ayant l'énergie Es.
» # C3 "1 oU LE! LA ge — Là (1) L'emploi des dérivées telles que #7 a déjà été indiqué par î
L. Brillouin, Les statistiques quantiques et leurs applications (Presses Universitaires, 1930).
Nous allons maintenant écrire, suivant la méthode habituelle, que la répartition la plus probable, que nous supposerons réalisée à l'équilibre, est celle pour laquelle W est maximum lorsque l'on fait varier uniquement les g{"), étant bien entendu que ceux-ci vérifient toujours les conditions précédentes. Prenons le logarithme de W en remplaçant les factorielles par la formule de Stirling limitée aux deux premiers facteurs ; on a :
log W — Ÿ6: log g;—9;) — Di log g!° — gl)
i UE là = log g;, — d9t log JE (5) Ë ë, À En écrivant que W est maximum, on obtiendra : à log W— — > ëg (1 + log gt) — 0, ik
cette égalité devant avoir lieu lorsque les conditions (4/) sont remplies. On rendra, comme l’on sait, les gl) indépendants en ajoutant, à l'équation précédente, les équations (4) multipliées par des facteurs arbitraires; pour la commodité des écritures, nous multiplierons la première par (log «; + 1), la seconde par —7,la troisième par — 6, et nous aurons, après réductious :
gs) ù — D 59! [log + + A(y + BEi)] — 0.
ik ù
Les ôg{"*) étant ainsi rendus indépendants, leurs coefficients
devront être nuls séparément, ce qui nous conduira à la loi de répartition suivante :
gl) — aje— (y + REi). (6)
C’est cette équation qui caractérise, de la façon la plus
nette, la répartition la plus probable. Les diverses constantes a, Bet y, qui y figurent sont déterminées par les relations (4), ainsi que par la valeur de l'énergie totale U. Le nombre n; de particules correspondant au point g5, .…., Pi, .….,
sera donné par :
se > kg = 0; >: Let. k(y + BE) k I
Si l’on reporte la valeur (6) de g( dans l'expression (5)
donnant log W, on obtient :
log W= Ÿ gi log gi — Ÿ gl [loga; — A(y + BE) i ï, k
= 8 Yon + AN + Ygilog +. (7)
Nous pouvons vérifier facilement que la formule (6) donne bien un maximum de la probabilité en calculant la variation seconde de log W. On a :
3g{#) fe et 2 EP 5? log W — sa Tr t
or, les gŸ sont des nombres essentiellement positifs, d'après leur définition même ; il en, résulte que à? log W est nécessairement négatif, c'est-à-dire que, pour une répartition un peu différente de celle que détermine la formule (6), la probabilité est beaucoup plus faible. Remarquons d’ailleurs que cette valeur de à? log W permettrait d'étudier les fluctuations de répartition. Si W, est la probabilité de la répartition la plus probable, et W celle d’une répartition qui en diffère
par des valeurs données des ôg{), on a :
> FTR W — We i g'X) k
Cas particulier. — L'examen de quelques cas particuliers aura l'avantage de fixer plus nettement ce qui distingue la méthode proposée des méthodes antérieures de statistique.
1° Nous supposerons tout d’abord que le nombre X peut prendre toutes les valeurs possibles depuis zéro jusqu’à l’infini : c’est l'hypothèse fondamentale de la statistique de Bose- Einstein. Il est alors extrêmement facile, à la seule condition que y + BE; soit positif, de former la somme :
oœ CR ASS (&) == A RAOEe)RS Fi { gi = Ÿ 9 a ÿe c PS ane F=:0 k=0 NT) 5
cette équation donne la valeur de la constante a; :
œ = gilr — er + FEI,
et le nombre n; de particules possédant l'énergie E; sera : CO (e2 k= 0 Hi 0
Pour calculer la somme figurant encore dans le second membre, il suffit de considérer y + $E; — x comme variable et de remarquer que cette somme est la dérivée, changée
de signe, de la somme del, On obtient ainsi la for-
mule :
ni = SLR gi RON VON A CRETE En posant :
dE 4 cette formule devient :
ag ; U = x —-— ,
Ce résultat est identique à celui que fournit la statistique
de Bose-Einstein; bien que les définitions de la probabilité soient très différentes, la même hypothèse sur la possibilité d’accumulation des particules dans une même case conduit au même résultat. On peut d’ailleurs faire aussi la substitution de la valeur de 4; dans l'équation (7) et obtenir la probabilité de la distribution :
log W — D niE; — N log « = Yi log (1 — 287 ÉE;), i i
La probabilité elle-même est identique à celle que fournit la statistique de Bose Einstein (!) qui se présente donc comme un cas particulier de la statistique développée ci-dessus. Mais il y a plus : dans certains problèmes et en particulier dans l’étude de l’équilibre entre le rayonnement noir et la matière, on a besoin, comme l’a montré Langevin (?) de connaître le nombre de cellules contenant un nombre déterminé, mettons k, de particules, en l’espèce de photons ; dans la méthode connue de Bose, ce nombre se détermine par un calcul supplémentaire assez délicat; pour nous, c’est au contraire ce nombre qui est fondamental, c’est celui que donne l'équation (6), et on vérifie facilement que ce nombre est le même dans les deux théories. Dans le cas des photons, le nombre total de particules n'étant pas déterminé, on doit poser y — 0, et par suite « — 1 ; en outre, l'énergie E; est égale à Av. On a donc :
a = gi(s — e— Ph) et, en reportant dans (6) :
“Al Lez gi He Fe — kGhv
résultat identique à celui que donne Langevin.
() Cette identité est liée à l’« insensibilité » des formules logarithmiques.
(?) Cours du Collège de France, 1927.
2° En second lieu nous examinerons le cas où k ne peut prendre que les valeurs zéro et un, ce qui est l'hypothèse de la statistique de Kermi-Dirac. Le calcul est encore plus simple. On a :
gi= Di = gÙ + 9 = a; + me (TTSE) k
ohne en (UPEN Le nombre de particules ayant l'énergie E; sera : ge ( +$E,) PP ELUS
ni kg = gi = je ( + FE) — k
là encore nous poserons :
et :l viendra :
Le résultat, comme l'on pouvait s’y attendre, est identique à celui que fournit la statistique de Fermi ; comme précédemment, nous pouvons substituer la valeur de «; dans l'équation (7) et vérifier que l’on obtient la même probabilité que dans la méthode de Fermi, qui se présentera donc, elle aussi, comme un cas particulier de notre méthode générale. On a:
log W=BÜnE:— N log à + Yo: log [1 + ae FF].
Si, d’ailleurs, on remarque que tous les g{° sont nuls sauf g) qui vaut n, et gl) qui vaut g, — n;, la-formule
rigoureuse (3) devient :
4, W=II n,1(9,—n)l?
qui est elle-même identique à celle de Fermi.
3o Nous avons donc retrouvé, comme cas particuliers, les résultats des deux statistiques quantiques les plus connues. Mais il est clair que nous obtiendrions, sans difficulté, les lois de répartition correspondant à des hypothèses fondamentales tout à fait quelconques, et pour lesquelles le calcul direct serait sans doute inextricable. Ainsi, par exemple, nous pourrions admettre qu’une cellule d'extension en phase peut contenir zéro, une ou trois particules, mais ne peut en contenir deux ou plus de trois. Nous écririons alors les égalités suivantes :
g= 99 + gf + gf = ar + e QHÉE) + et FE), n; — gs SF 3q{) — ale— (Y + SE) + 3er +PEi)].
La première fournit la valeur de à; qu'il n’y a plus qu’à reporter dans la seconde pour obtenir la loi de répartition, sous la forme que l’on considère habituellement. Il est sans doute dénué d'intérêt d'imaginer a priori des cas aussi étranges que celui-ci, mais il n’était peut-être pas inutile de noter que, le cas échéant, on aurait là une méthode permettant de traiter des cas très compliqués si ceux-ci se présentaient dans un problème. Nous traiterons seulement, à titre d’exemple, un cas intermédiaire entre ceux de Bose et de Fermi, en supposant que le nombre k peut prendre une valeur quelconque comprise entre zéro et un entier g donné, mais ne peut dépasser cet entier ; il existerait une espèce de saturation des cellules. On détermine alors «; par l’équation :
=ù gi = à, D e “CTÉE;)
k=)10 tente PE) \ a Ye PRE En ET ex, | © ete Eat puis on a:
La _ gli-e— Cr L — A(Y+ RE; = M e GE) À 4° | 2
La somme figurant au second membre s'obtient par un artfice analogue à celui que nous avons déjà employé, ce qui donne :
ce CA (g +1)g,
is ARS RER = sat i)(r + BE)
Cette formule est assez compliquée, mais on peut la traduire de la façon suivante : le nombre de particules ayant l'énergie E; est la différence entre ce que serait ce nombre dans l'hypothèse de Bose-Einstein et ce qu'il serait, dans la même hypothèse, si les nombres de cellules g;et les con-
stantes y et $ étaient rendus simultanément (y + 1) fois
plus grands. Mais ce n’est là qu’un énoncé verbal, ne traduisant aucune propriété essentielle d’une telle distribution.
Démonstration cinétique de la loi de répartition. — La loi de répartition peut s'établir cinétiquement en considérant les échanges d'énergie dans les chocs. En effet, dans notre conception, un choc consistera dans le passage simultané d'une molécule d'une des g{ celitules contenant k particules ayant l'énergie E; dans l’une quelconque des g*71 cellules contenant (/—1) molécules d'énergie E;, et d’une autre molécule d’une des ge cellules contenant k! molécules. ayant l'énergie £,, dans l’une des FFE cellules contenant (/! — 1) molécules ayant l'énergie E;r.. Le choc inverse
: à , = Ts D — consistera à passer de gP ag ntet. de gŸ RoeiOn devra avoir la conservation de l'énergie, c'est-à-dire (*) :
E; + Er —E; + Er.
(‘) Nous allons voir, en effet, qu'on à :
oU ee Dub + Var.
En écrivant que l'énergie totale est la même avant et après Île choc considéré, on trouve immédiatement l'équation indiquée.
L'hypothèse la plus simple consiste à admettre que la probabilité « priori pour prendre une particule dans une cellule bien déterminée parmi celles qui en contiennent k est égale à la probabilité a priori pour placer cette même particule dans une cellule également bien déterminée parmi celles qui en contiennent (4 — 1); nous désignerons cette probabilité par Px. Cette hypothèse provient sans doute de ce que cette probabilité est proportionnelle au rapport des poids statistiques des deux cellules entrant en jeu dans ce processus. Si ces poids statistiques sont Æ! et (4 — :)!, la probabilité en question sera proportionnelle à k, comme on le suppose souvent ; notons cependant que cette particularisation nous est inutile.
Nous aurons alors, dans le temps d{, un nombre de chocs de l’espèce considérée égal à :
! k -1 - P,goP 9 Pa = VPAgf Var
et, comme nombre de chocs inverses :
bp ju 2 PS Pg; Pyg5 À PT Pebmile SL ANS à
Ces nombres devant être égaux pour qu'il y ait équilibre, on conclut facilement :
À : 9j QE a o PR ne
07 ÉEaT ECAL Lg =;
ë J Fÿt
Cette relation devant avoir lieu comme conséquence de la conservation de l’énergie, on doit poser .
log eh + 6E,;, Ti
y et 8 étant des constantes ; d’où :
gl = gerer (r + $E,).
Cela constitue une formule de récurrence d’où on tire la loi de répartition :
Hagen ee A)
Théorème H. — L'expression que nous venons de donner pour le nombre de chocs d’une espèce donnée dans le temps dt va nous permettre de démontrer le « théorème H » de Boltzmann, c’est-à-dire de montrer qu'une répartition différente de la plus probable évolue en tendant vers celle-ci. L'ensemble des chocs pouvant toujours se décomposer en groupes, un groupe comprenant les chocs d’une espèce déterminée et les chocs inverses, il nous suffira de montrer que, sous l'influence des chocs d’un seul groupe, la probabilité W croît. Or, d’après ce que nous avons dit, pendant le
temps dt, le nombre de cellules g{* varie de :
dg® 2 EE P,P,P,P, [gl ggt Es “gi 1)
= gY — 1) gi _ lg By) dt ;
FE 4 "44 = . OP d’ailleurs g{), g} l,gf — 9 varient de la même quantité, k — LIU eU PRO à alors que g#*— 1), g{f — ", gŸ et gŸ) varient de cette même quantité changée de signe. Ce groupe de chocs fait donc varier log W de :
d log W = — 2 PRÈS log g{7 )1dg{°
= {log (gg 9; — gr ru — log (gg — gigi) ]dgf*.
Si l’on pose :
ggg} = Mgf NX,
4) UE Ed AU LE) gi — gl gg) = X3,
on aura :
d log W — (log X, — log X;) (X, — X:)PxPxPPrdt,
et cette quantité est essentiellement positive parce que le logarithme est une fonction constamment croissante : X, — X: et log X, — log X, sont donc nécessairement de même signe. Il en résulte que W ne peut que croître au cours du
temps, à moins que X, — X,, et nous savons que cette condition fournit la loi de répartition la plus probable.
Remarque I. — Faisons successivement g = 1 (c'est le cas Fermi, déjà traité) et q — 2 dans l’équation (8). Nous constaterons qu’il n’y a aucun lien simple entre les deux résultats; ceci est intéressant pour la raison suivante : on sait que l’existence du spin des électrons a conduit, dans l’application de la statistique de Fermi au gaz électronique, à doubler le nombre de cellules d'extension en phase g; en admettant que chaque cellule ne peut contenir plus d’un électron ; on aurait pu penser obtenir un résultat comparable en conservant le nombre g; de cellules et en permettant à chacune d’elles de contenir zéro, un ou deux électrons : le fait que les résultats sont très différents pour les deux cas souligne le caractère tout à fait fondamental du spin, ce que l’on savait bien par ailleurs. Nous retrouverons ce problème des électrons au chapitre consacré aux mélanges.
Remarque II. — La formule (8) va aussi nous permettre d'examiner un peu plus soigneusement le cas de la statistique de Bose-Einstein. En effet, les nombres g®) décroissent en progression géométrique avec k : il est donc bien certain que, pour une cerlaine valeur de X, ce nombre deviendra . inférieur à l'unité, ce qui est dépourvu de toute signification physique ; par ailleurs. l'application de la formule de Stirling suppose que fous les nombres g{) sont relativement
grands. Nous allons donc nous demander ce que devient la
statistique si on admet que, pour les cellules d'énergie E;, le nombre maximum gi de particules dans une même case est tel que :
q q\ 5 = — Pi:
où p; est un nombre relativement grand. L'application des formules précédentes donne immédiatement les résultats suivants :
PTETE = pie CPE) LE gifr — e7 (+ PE)] ESA AU à =) LS ete Pre Ji
Pour que la formule de Bose-Einstein soit applicable, il faut
Pigi + 1) Perse
e ici petit, c’est-à-dire que le nombre total g; de
cellules doit être grand vis-à-vis de pi(qi + 1) qui, si qi n’est pas trop petit, est sensiblement égal au nombre de particules contenues dans les p; cases ayant le plus grand nombre possible de particules.
Signification thermodynamique des constantes de la loi de répartition. — Nous allons reprendre l’étude complète de notre statistique et montrer que ses conséquences peuvent se poursuivre parallèlement à la thermodynamique classique sans présenter de contradictions. Nous ferons cette comparaison en suivant une méthode un peu différente de la méthode habituellement employée et qui aura l’avantage de nous permettre une interprétation plus facile des diverses constantes figurant dans nos équations ; elle nous permettra en outre de retrouver directement l'équation d'état des gaz sans avoir besoin de faire appel au théorème du viriel, et ainsi de traiter plus simplement de la dégénérescence des
gaz.
Nous allons considérer un système auquel nous ferons subir une transformation réversible ; une telle transformation étant constituée par une suite continue d'états d’équilibre, la probabilité sera, à chaque instant, donnée par la formule (7); nous supposerons que, dans cette transformation, on fait varier la température, la pression, le volume et même le nombre de particules, mais nous admettrons, ce qui constitue une hypothèse sur l’homogénéité de la substance pendant la transformation, que la variation relative du nombre de cellules d'extension en phase correspondant à une énergie E;, soit - , est égale à la variation relative du
volume :
ôg; ôV
rue Différentions alors l’équation (7) :
5 log W — 85 (2%) + 58 Dur: LE JÈN + Nôy
VA 9; L d'ôgi LOT Dai (5:
Mais de :
gi = V9 = a; So“ +EE) k k on tire :
CA —k(y + $E, ô () = — Ye ( (sy + Eÿ8 + B5E;), k A
et par suite :
Ya (4) = — Nôy— 39 nil — 6 SnoB.
Où a donc, en tenant compte de l'hypothèse faite, et après réductions :
à log W — DT + JÈN + a DY£ log = 0 (0)
Il reste à préciser la valeur de ÔU : l'énergie peut varier parce qu’on fait agir des. actions extérieures, telles que champ électrique ou magnétique ; nous admettrons que ces actions sont caractérisées par un paramètre À (il pourrait évidemment y en avoir plusieurs sans qu'il en résulte d'autre difficulté qu'une complication d'écriture); mais, comme nous admettons que l’énergie est aussi une fonction des n;et de V, et que ce sont là les seules variables entrant dans l'expression de U, nous écrirons :
MEN En ss SU= DE: + ÔV + SX Finalement, en remplaçant D'Eidn; par sa valeur, l’équa-
tion (9) prend la forme :
NU S U «: f à log W = B(5U — S 82) + YÈN
: 7 UT. + SV [+ 21: bg 8 |
Posons :
et ia Lo ty ue s (10) et g; U P=z(+ Yi Ré T) (11)
m représentant la masse d’une molécule, de sorte que M — Nm sera la masse totale du gaz ; nous pourrons encore écrire l'équation sous la forme :
+3 log W = SU — 5 81 — wôM RON te (qi
Pour interpréter cette relation, nous allons d’abord supposer que l’on effectue une transformation laissant le volume et le nombre total de molécules constantes : on ne fait donc varier l’énergie que par l'intermédiaire du paramètre À; le travail fourni par le système est alors — 2e À, et, si Q est la chaleur fournie par ce système, on a :
SU
L’équation (9') prend donc la forme :
Ô log W — 8èQ,
ce qui prouve que Ê est un facteur intégrant de la chaleur élémentaire et doit, par suite, être proportionnel à l'inverse de la température absolue thermodynamique: nous poserons, avec la notation habituelle :
T étant la température absolue et £ une constante universelle, qu'il ne faut pas confondre avec la lettre £ déjà employée pour représenter un nombre entier.
Nous allons maintenant nous placer dans le cas, de beaucoup le plus fréquent en énergétique chimique, où l’on ne fait pas agir d’actions extérieures, c’est-à-dire où À = 0. On a dans ce cas :
dU — Tô(k log W) — piV + 5iM.
On s’aperçoit que cette équation devient une relation thermodynamique connue si on identifie klog W avec l’entropie S, p avec la pression et w avec le potentiel chimique.
On peut chercher ce que devient l'équation (7) quand on remplace B, y et «; par leurs expressions en fonction de T,S, p ets. Il vient :
Dis + VE ETS — pV + Ms.
MÉTHODE GÉNÉRALE DE STATISTIQUE OIL
Cette équation sera identique à une relation thermodynamique connue, déduite de l'hypothèse que U est fonction homogène de S, V et M, à condition qu’on ait : y OU _Wt, OÙ aU Va F. SCA RASE RACE LS LEE Du ne nn US on, EN 2V ?
Re U , à ce qui signifie que — est fonction des seuls rapports; nous
ferons dorénavant cette hypothèse.
Equation d'état. — L'étude précédente nous ayant fourni une expression statistique de la pression, celle-ci doit être identique à l’équation d'état du gaz, ce qui doit permettre une vérification supplémentaire de l'exactitude de nos considérations. Plaçons-nous dans le cas particulier envisagé précédemment dans lequel une cellule peut contenir un nombre quelconque de particules, pourvu que ce nombre soit inférieur à g +1; si q—1, ia statistique est celle de Fermi, si g est infini, on a affaire à celle de Bose. Nous avons vu qüe, dans ce cas, on a :
9; Tell (a +1)(r+BE;)
ai tr al + RE;) et :
D er ue no LRO AT EATI PERS
D'autre part, nous pouvons toujours comme nous avons été conduits à le faire dans les cas particuliers de Fermi
et de Bose, poser e Ÿ =(e à 3
eufin, nous pouvons développer les expressions rigoureuses suivant les puissances croissantes de «; nous bornerons ce
3? GEORGÉS ALLARD
développement au second ordre, ce qui donnera, si q est supérieur à l'unité :
Ji
lo —2$E,
GT 2 ——log(1 — ae FE) — 3e PE; 3e ES e
tout comme si la statistique était celle de Bose. De même on : aura :
29; (gra? Ÿ?
ePEi
Ni —= = —— ; TPE TPE
= 0qie PE, + a?gie et, là encore, tout se passe comme si on avait affaire à la méthode de Bose. En résumé, si nous nous bornons au second ordre en x, ou, plus généralement, à un ordre inférieur à g + 1, tout se passera comme si la statistique était celle de Bose. Nous pourrons donc nous borner à considérer les deux cas, Bose et Fermi, et admettre que nous avons envisagé toutes les possibilités. Ceci posé, nous examinerons d’abord le cas où « est assez faible (et par suite y assez grand) pour qu’on puisse se borner au premier ordre en z;
pour les deux méthodes, le résultat est le même :
10g — — 4e PE ir.
ni = agie PE, On en tire :
N= Du = Jus t i oU < PV LNV— Yytlog = a Vgie — * =N— aY di kT
(p+ 5 )V=NTERT. (13)
Si les interactions entre molécules sont négligeables, ŒUEe- : , Ê :
;y sera nul et la relation obtenue n’est autre que la loi connue
des gaz parfaits; elle nous donne en même temps la valeur de la constante universelle k. Si, au contraire, les interactions ne sont pas négligeables, on voit que l’équation d’état reste la même à condition d'ajouter, à la pression extérieure p
: ; : oU une pression interne II qui vaut +.
Dégénérescence des gaz. — Nous pouvons aussi aller plus loin et envisager le cas où l’on ne peut plus se contenter du premier ordre en à; nous examinerons seulement les deux cas Bose et Fermi suivant la remarque faite un peu plus haut. Le signe + correspondant à la statistique de Fermi et le signe — à ceile de Bose, on a alors en toute rigueur :
(P +0) V=+HAT Ÿ gilog (1H ae PE)
N= Ye È
BE
1 ae — PE; Les développements en série sont :
5e = Digie si
(Fermi).
N— aÙ ge #5 —#T gie— ?PEi TG DRE — (p+W) V=AT Le > gie— PE + 2Y gie— PE à | (Bose).
N — à D 7e FE DD gier 2PEi Te
Nous poserons alors :
D'fie til (14)
Comme $ = je il est facile de voir que l’on peut écrire —n£8E, T Diet (5):
ce qui permet d'écrire les développements en série précédents sous la forme suivante, les signes — correspondant
cette fois à la statistique de Fermi :, y ed à es p+U= AT [an + f(+) +5
N 5 1e T Vs + e/(r)+a(s)
Remarquons que l'expression V/{T) de la formule (14) n'est autre que la « somme d'états » de Planck dont on sait par ailleurs toute l'importance. Si nous limitons les déve-
loppements au second ordre en «, on a near fm + (2 p+u=krfan+E (+)
Eat) Æ #f( =)
L'élimination de « entre ces deux équations donne, en
NN TAN RO ue
première approximation :
le signe + correspondant à la statistique de Fermi, le signe — à celle de Bose. Un calcul classique montre facile-
ment que, pour les gaz monoatomiques, on doit poser :
T) — (2TmAT) = HT) Benne
où À est la constante de Planck. Par suite :
DS pes _— | (rmkT)2 3
c'est la formule classique de la dégénérescence des gaz.
Influence de la pesanteur. — Nous allons vérifier que, si l'on tient compte de l'énergie de gravitation dans l’expression de U, on retrouve le théorème fondamental de l'hydrostatique. Mais il nous faut d’abord remarquer que l’expression que nous avons donnée pour la pression peut être considérée comme une fonction de point parce que, sans autre difficulté qu'une complication d'écriture, nous aurions pu faire le raisonnement qui nous y a conduit en considérant, au lieu du volume total V, un grand nombre de volumes élémentaires v, ; dans l'équation qui donne ôU, le
< at , oU terme V aurait été remplacé par dv, et nous
oU
aurions eu, pour la pression dans le domaine v, : ï IN Ji oU ed at log 2, 0 2),
l'indice : se rapportant alors aux seules cellules correspondant au volume w. Remarquons de plus que, puisque nous négligeons la capillarité, chaque élément v, correspond à une énergie bien déterminée, l'énergie totale V étant la somme de ces énergies partielles. Nous pouvons donc bien considérer toutes les expressions précédentes comme des fonctions
de la cote z. Nous avons alors :
(P+ 5 v)V=aT Yaitos à
—k(y + RE, gi i De @ )
uv + Dre
Par différentiation, et en remarquant que U dépend de £ = U : =.
d’abord explicitement (avec e UT > ni), puis par l'inï
termédiaire des n;, on obtient :
DB 2 AEUE MAEa eee (E+ Fr )V=aT Dar (2) à [di VERRE A OUR PAPE rer, 2 (2)=- re C ME A a, D£ k
on, °U on; dE;
ATEN Ve ARR ec de np: >> RE
mg > ni + 2 HN 2 E; 3E, + Ni > L L L
d'où :
op YU dE, D D) £ Vos “ F2" î i METRE Le Comme ÿ— n'est autre que la densité p du gaz, on a:
D = pq,
dE
qui est l'expression analytique du théorème fondamental de l’'hydrostatique.
L’activité. — Calculons l'énergie libre ou potentiel ther- modynamique à volume constant $. Nous avons vu que l’on a les égalités suivantes :
U=TS — pV + Mo, Mo = — NATy = — RTY.
On a donc :
F=U—TS = Ms —pV = —RTy— pV.
On peut aussi écrire, en posant, otiine nous l'avons fait
plusieurs fois, y = — log « :
F—RT log a — pV.
De ae
Sous cette forme, il est clair que « doit être proportionnel à l’activité telle que Lewis l’a définie, mais le facteur de proportionnalité est actuellement indéterminé, ce qui est d’ailleurs conforme à l’indétermination de |’ « état standard » dans la définition de Lewis. Le plus simple est évidemment de supposer que l’activité a, est telle que :
$—RT log a,,
ce qui donne :
a—ae ÀT ; (15) on peut aussi chercher à le déterminer en imposant à l’activité de tendre vers la concentration & lorsque celle-ci décroît
indéfiniment; or,. pendant cette décroissance, la dégénérescence diminue, de même que la pression interne, et alors les formules statistiques tendent asymptotiquement vers celles qui caractérisent la statistique de Boltzmann. On a
done :
N 2e à Las Dye My.
et l'énergie libre $ tend vers :
N f=RT [log — log FT) RAT Cela nous conduit à poser, dans le cas général : $—=RT log {4f{(T)] — RT log f(T) — pV, ce qui donne, pour l’activité a,, la définition suivante :
au) QI) (16)
Il est possible, d’ailleurs, de donner une troisième définition, plus satisfaisante que les précédentes ; pour que l’activité remplace aussi rigoureusement que possible la concen-
tration des gaz parfaits, il faut que l'énergie libre se mette
sous la forme :
.F—=RT log a, + o(T).
On y arrivera en introduisant la fonction fi(T) qui se déduit de /(T) en y annulant les termes d'interaction, et en posant :
$—RT log a; —RT log f,(T) —RT ; d’où :
RS AE PCI ER Gin
Il est d’ailleurs probable que, en pratique, et lorsque la dégénérescence aussi bien que les interactions sont faibles, les deux définitions (16) et (17) sont à peu près équivalentes. Aussi porterons-nous tout de suite notre attention sur la définition (16) pour en tirer quelques remarques concernant un mode possible d'association dans les gaz (et sans doute les liquides). Plaçons-nous pour cela dans le cas, déjà assez général, où chaque cellule peut contenir un nombre quel- : conque de particules, pourvu que ce nombre soit inférieur à un entier q + 1. Les formules déjà établies permettent d'écrire :
1 — Het Eee
_,9+i(g FaiRE, ?
Xi Ji
et le nombre de cellules non occupées est donné par :
TT FE
O4, =, JL L q + Re VER 1)$E, ?
ne? ?
il en résulte que le nombre de cellules occupées, quel que soit le nombre de particules contenues dans chacune d'elles, vaut :
$E, LES ale— JÉE, q + ES (g +1)$E, ‘
Ia
9; — g = age
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Si le nombre q est supérieur à l'unité, c'est-à-dire si la staüstique n’est pas celle de Fermi, et si la dégénérescence est fable, c'est-à-dire si l’on peut négliger les puissances supérieures de x, on a le résultat suivant, qui est d’ailleurs valable en toute rigueur pour la statistique de Bose :
fe,
\ at (0) —= 47,0 G
gi RE gi En sommant pour toutes les valeurs de l'indice £, on trouvera le nombre {otal N' de cellules occupées :
= - ob N= Sy, ga Dge Fe = VAT) = Vas,
d’où :
N’ do TT
Ceci nous permet de donner une interprétation très simple de l’activité a, qui devient égale à la concentration des cellules occupées. En d’autres termes, avec les approximations faites, l'énergie libre est égale à celle qu'aurait un gaz parfait ayant un nombre de molécules égal au nombre de cellules occupées. Si l’on rapproche ce résultai du fait que l’on caractérise habituellement l'association par les écarts aux lois des gaz parfaits et que l’on détermine souvent le degré d'association de façon à pouvoir appliquer ces lois, on est conduit à penser que, au moins dans certains cas, l’association résulte de la possibilité, pour une même cellule d'extension en phase, de contenir plusieurs molécules. Il faut d’ailleurs remarquer qu’un tel processus jouit bien des propriétés qu’on attribue plus ou moins implicitement à l'association : on a affaire à un groupe de molécules (en nombre d’ailleurs variable) ne formant pas une espèce chimique, mais qui se trouvent à peu près au même point de l’espace et qui ont des vitesses de translation sensiblement égales, c’est-à-dire formant, au moins transitoirement et du
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seul point de vue mécanique, un agrégat fonctionnant comme une particule unique. Il doit d’ailleurs exister d’autres processus d'association, en particulier lorsque les interactions entre molécules sont très importantes comme cela a sans doute lieu dans les liquides fortement polaires ; il n’en reste pas moins que le mode précédent doit sans doute être
pris en considération.
CHAPITRE HI
Systèmes hétérogènes du premier ordre.
Dans le chapitre précédent, nous nous sommes occupés des applications de la statistique à un corps pur homogène, par conséquent existant sous une seule phase. Comme nous l’avons annoncé dans l’introduction, nous allons maintenant chercher à étendre ces résultats au cas où un corps pur existerait à la fois sous plusieurs phases ; pour la commodité de l'écriture, nous nous bornerons au cas de deux phases, mais s’il en existait trois, les raisonnements seraient évidemment tout aussi valables. Nous ne reviendrons pas sur les points qui ont été exposés en détail dans l'introduction, d’où il résulte d’ailleurs que la loi de répartition trouvée au chapitre précédent, et représentée par :
s'applique encore intégralement. Nous avons vu aussi que, négligeant les phénomènes capillaires, nous considérerions l’espace comme diviséen deux régions distinctes correspondant à nos deux phases, et dans lesquelles les lois d’interaction sont différentes. Nous pourrons donc expliciter, dans les calculs, l’existence de deux phases en décomposant les ensembles de g; cellules en deux groupes relatifs chacun à l’une des phases, et caractérisés par un ou deux accents; nous prendrons des notations analogues pour les énergies,
nombre de particules, .….; nous aurons donc les deux lois de répartition suivantes :
ge gen UE fE;)
[/4 les constantes À et y étant les mêmes pour les deux formules. Il faut remarquer que, puisque nous négligeons les phénomènes de tension superficielle, l'énergie totale U peut se décomposer en deux termes, U’ et U”, qui constituent respectivement les énergies des deux phases en présence. On a, par conséquent : | UT! SU’ E =, E——,
on. « QE i
car U’ ne doit pas dépendre de la façon dont sont distribuées les molécules de la seconde phase, et réciproquement.
Nos lois de répartition sont donc les mêmes que si chaque phase existait isolément, ce qui fait que, pour chacune d'elles, tous les résultats du chapitre précédent sont vala= bles; les constantes £ et y doivent, cependant, être égales pour chacune d’elles ; or, nous avons vu que 6 est proportionnel à l'inverse de la température absolue : deux phases ne peuvent être en équilibre que si leur température est la même ; quant à y. l'équation (10) prouve qu’il est proportionnel au potentiel chimique : celui-ci doit donc aussi être le même pour chacune des deux phases. Nous pouvons encore en conclure que l’activité, définie par l'équation (17), est aussi la même pour les deux phases : en effet, y a la même valeur, ainsi que f$(T) puisqu'on doit annuler les termes d'interaction dans f(T) pour avoir /{(T), et nous allons voir qu'il en est de même pour la pression,
Pour cela nous admettrons, comme cela a été dit dans l'introduction, que c’est encore le principe de probabilité maximum qui fixe l'étendue respective des deux phases en
présence ; en d’autres termes à log W devra être nul lorsque, l'énergie totale et le nombre total de particules restant fixés, on fera passer un certain nombre des groupes de 9; cellules de l’une des phases à l’autre ; ces groupes, que nous distinguerons en remplaçant l’ rte 1 par l'indice s, sont ceux qui correspondent à la surface de séparation. Ceci posé, partons de l'équation qui, dans le cas Ge deux phases, remplace l'équation (7) du chapitre précédent, et qu on établit sans difficulté :
SA ne 8) + v(N' + N°)
e 25 og À + 2 log 7 ,
et calculons la variation de cette expression lorsque l’on fait varier les g; seulement, ce qui produira une variation des constantes £ et y. On aura :
log W=(ŸnE, + JE; )56 + 6{ DE, + Ein!) Poe 5 i i
! " L 4 g: RCE ni g' $q”. log — FE PA og # F2 (£)
‘ Mais on a aussi :
SU VE DE ôn! a” 2; " + PSN PS aU” SV”
na a!à (2) — — nôy— n'E 6
[4 g; Ur LÆ'n LA a; (&)=- n .ôy — n;E 66.
et :
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On obtient donc :
dU" sr
oU'’ W — @ Æ ô log F5 P Le
cé g, ” 9; + 29 Lg + 21 Log re
Il nous reste à évaluer les ôg: et ôg:. D'après ce qui pré-
cède, nous devons annuler tous ceux qui ne correspondent pas à la surface de séparation, c’est-à-dire pour lesquels l'indice z est différent des indices s. Quant aux autres, nous devons écrire, par exemple :
og, = — Te et
8g, — + gi.
Il en résulte que l’on a:
5 log W — — (Es log © + Ba v')
+ gi lo
aU” " re B— V7 oV }:
Or, si l’on appelle + le volume correspondant aux cellu-
les g,, qui est évidemment le même que celui qui corres-
pond aux cellules g', on aura :
oV' EN ee Ô V' es ®, et l’on a vu qu’alors :
' a oU’ ; DE sv ? = FP'e S 8
LA
72 gs oU” c Jo 108 7 — avr ° EP.
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à log W = pp" — p').
Si, comme nous l'avons admis, à log W est nul, cela implique que :
ne — p'
c'est-à-dire que la pression est la même de part et d’autre de la surface de séparation des deux phases. —
Nous pouvons faire tout de suite une remarque intéressante, qui ne trouvera son plein développement que quand nous étudierons la signification de la règle des phases ; la connaissance de l'énergie totale et du nombre total de particules suffisent pour déterminer les deux constantes 6 et y qui caractérisent, en fin de compte, la distribution ; la condition d'égalité des pressions de part et d'autre de la surface de séparation, constituera donc une équation supplémentaire entre ces deux quantités, c’est-à-dire entre la température et le potentiel chimique : celui-ci sera fonction de la température, et il en sera de même de la pression; en d’autres termes, lorsque nous n'avons qu’une seule phase, il faut se donner deux constantes pour définir ia répartition, et le système est bivariant ; lorsque nous avons deux phases, au contraire, une seule constante suffit, le système devient monovarianñt. Il est bien clair que si, au lieu de deux phases coexistantes, il y en avait eu trois, l'égalité des pressions dans les trois phases conduirait à deux relations permettant de déterminer les deux constantes de la {oi de répartition, et le système serait énvariant, température, pression et potentiel chimique étant bien déterminés. Il est non moins évident que, en général, la coexistence de quatre phases sera impossible, car on serait conduit à un système de froës équations entre deux variables : il pourra pourtant se faire que ces trois équations soient compatibles, auquel cas les quatre phases pourront coexister, mais cela suppose l'exi-
stence d’une condition de compatibilité entre les diverses énergies d'interaction, ce qui sera bien exceptionnel.
Remarquons, pour finir, que, la théorie précédente aboutissant à ce résultat que la loi de répartition est la même, pour chaque phase, que si les autres n’existaient pas, les conditions de coexistence étant seulement l'égalité de la température, de la pression et du potentiel chimique, il sera possible de définir la probabilité de chaque phase, la probabilité totale étant simplement le produit de ces diverses probabilités ; en d’autres termes, on pourra parler de l’entropie de chaque phase, l’entropie de l’ensemble étant la somme de ces entropies partielles.
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CHAPITRE IV
Mélanges homogènes.
Etablissement de la loi de répartition. — Nous allons maintenant examiner le cas, plus complexe que les précédents, où plusieurs espèces de molécules peuvent coexister, mais, pour ne pas compliquer l'exposé, nous supposerons l'ensemble homogène au sens macroscopique du mot. Nous aurons d’ailleurs deux cas à considérer selon que les molécules pourront se transformer l’une dans l’autre ou non; le premier cas, que nous étudierons en dernier lieu, pourra être celui où il existe une ou plusieurs réactions chimiques d'équilibre entre les divers corps purs constituant le mélange, mais ce pourra être aussi le cas où une même espèce de molécules peut présenter des états énergétiques internes différents : nous aurions par exemple des molécules dans l’état fondamental et des molécules excitées, avec d’ailleurs divers états possibles d’excitation.
Occupons-nous, tout d’abord, du cas où le nombre de molécules de chaque espèce est parfaitement déterminé, car c’est ce cas qui se rapproche le plus de celui qui a été examiné dans les chapitres précédents, et supposons, pour simplifier l'écriture, qu'il n'existe que deux espèces de molécules, À et A'; soient N et N' le nombre de molécules de chaque espèce. Représentons les mouvements de ces N + N' particules par le mouvement de N + N'points dans l’extension en phase, c’est-à-dire en prenant comme coordonnées les variables g et les moments conjugués p; tous ces points devront se mouvoir dans un certain domaine que, comme précédemment, nous découperons en cellules élémentaires
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d’étendue kf si f' est le nombre de degrés de liberté (!) ; dans l’une de ces cellules, il pourra y avoir, en général, un certain nombre de points représentant des molécules A et un certain nombre de points représentant des molécules A’ : toutes les molécules A situées dans cette cellule auront la même énergie (?) E;, toutes les molécules A’ auront la même énergie E;, mais E; sera généralement différent de E; et il sera seulement possible d'établir une correspondance entre, ces énergies ; un groupe de 9; cellules sera caractérisé à la fois, par les valeurs E; et E;. Parmi ces g;, cellules, il y en aura g!® qui ne contiendront aucune molécule, g{:9 qui contiendront une molécule A et aucune de A’, et, en général, il y en aura g/# contenant 4 molécules A et k! molécules A’. C'est sur ces nombres g/#) que devront porter nos raisonnements, au lieu des nombres g{ des chapitres précédents. Ce point étant bien établi, le calcul de la probabilité se fera exactement comme précédemment et la probabilité W de l’ensemble, mesurée comme toujours par le nombre de complexions réalisant la même distribution, sera :
WP 2 Il Il g#")
Da 9 kk!
(HAN S Hg EN . (18) i,k,k1 > je k'g% k'}:— N° i,ke,k"
(:) On pourrait penser que f n’est peut-être pas le même pour toutes les espèces de molécules ; en réalité, on aura toujours f = 3 car on ne tiendra compte que des mouvements de translation, la quantification des mouvements de rotation obligeant à considérer comme molécules d'espèces différentes celles qui ne sont pas dans le même état de rotatiôn.
(2) Nous appelons toujours « énergie » de la particule l’ex-
: à pression — * on;
L'énergie U devra aussi être constante; elle dépend explici-
tement du volume total V et des nombre n.etn,; on devra
donc chercher le maximum de W quand on varie les g{##)
en tenant compte des équations de condition.
En utilisant le procédé classique pour rendre les 5gl® #1
indépendants, on trouvera la loi de répartition (1) : ge = ae E(r + BE) — K(r + $E) (19)
Cas où il existe des équilibres chimiques. — Nous traiterons le cas d’un mélange de trois corps A, A'et A", entre lesquels il existe un équilibre chimique représenté par l'équation :
vA Z v'A' + v'A".
L'expression de la probabilité, de même que la marche générale des calculs, seront semblables aux précédentes, mais nous ne pourrons plus écrire que le nombre total de particules de chaque espèce est constant; il nous faudra remplacer cette condition par celle que, lorsqu'il disparaît y molécules À, il en apparaît y’ de l'espèce A'et y” de l'espèce A".
En d’autres termes, au lieu de :
SN — SN! — SN
nous devrons écrire :
ô 5N7 5Nr.
v ÿ LT Y
cela ne fera donc que deux équations au lieu de trois ; nous n’introduirons donc que deux constantes arbitraires au lieu de trois ; pour la symétrie, il est cependant plus commode d'introduire trois constantes entre lesquelles on établit une relation, et pour cela nous remplacerons nos deux équa-
(4) G. Auzarn. C. R., 199, 1934, p. 451.
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tions de condition par trois autres en introduisant une variable auxiliaire æ, et en écrivant que les rapports précédents sont égaux à ôx. Comme cette variable x doit disparaître du résultat, nous devrons établir, entre les nombres y, y, y’ par lesquels nous multiplierons ces équations, la relation suivante :
vy “ v'y! Er v'y" — 0 (20) parce qu'alors on aura :
YÔN + VON! + YEN" — (vy — vy — v'}")5x — 0,
et qu’ainsi x disparaîtra bien. Le calcul sera donc identique à celui que nous venons de faire pour le cas où il n’y a pas de réaction chimique possible et la loi de répartition sera la même. La seule différence est que l’équation (20) établit une relation entre les constantes y, y et y” : cette relation deviendra une équation, bien connue par ailleurs, entre les potentiels chimiques et nous permettra d’ aboutir à à la loi d'action de masse.
Cas particuliers. — 1° Supposons que les diverses espèces de molécules soient statistiquement indépendantes, c’est-àdire que la présence d’une molécule A dans une cellule n'influe en rien sur la possibilité de présence d’une molécule A' dans la même cellule ; dans ce cas, les sommations par rapport à k, k’, pourront se faire indépendamment les unes des autres et on aura :
— “| DE KG + é X | er kr + LE : Je! Q SRE 2. k(y + 1 < es k(y+8$E;) |
PE PUERTO
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Yren rfi ? PE;)
k TETE
ze Æ Dans cette équation, £' a complètement disparu ; elle a la même forme que si les molécules A’ n’existaient pas; ce résultat est à rapprocher de la loi de Dalton sur le mélange des gaz.
2° Supposons que le principe d'exclusion de Pauli s’applique, non à chaque gaz pris isolément, mais à l'ensemble, c'est-à-dire que la présence d’une molécule A dans une cellule interdit à une molécule A’ d'y être également présente. Dans ce cas on a :
É f; DRE (+ FE) et gi ets Ptit er TEE)
me = ae Ù+ FE) = Particularisons encore davantage : supposons qu'il existe
un équilibre chimique :
et que les énergies des deux espèces de particules soient
égales. On a donc :
Ce cas est celui du gaz électronique en l'absence de champ magnétique : les deux espèces de particules sont les électrons à spins opposés. La formule précédente devient :
Se Ti Î Î NET FE
et le nombre total d'électrons est :
MU FEB ef) +PE pi
La répartition globale est une répartition de Fermi dans laquelle le nombre de cellules n’a pas été doublé alors que, dans le premier exemple examiné, on trouverait aussi une répartition de Fermi, mais avec le nombre de cellules doublé. L'expérience étant en faveur de ce dernier résultat, on peut en conclure que le principe de Pauli s'applique à chaque sorte d'électrons isolément, mais non à l’ensemble.
30 Cherchons maintenant les lois de répartition dans le cas où chaque cellule peut contenir zéro, une ou deux particules, au total, mais où il ne peut y en avoir plus d’une de l'espèce A. Toute cellule contenant une particule A ne peut donc contenir que zéro ou une molécule A’ tandis qu'une cellule ne contenant pas de molécule A peut contenir zéro, une ou deux particules A’.
Les formules sont alors :
ai ce se Cr ME ÉE;) + PC 2e 8E,) +e. (1 + BE) rs et +$E;) —(r + #5;)] ne + 4 0 +)
gi=
On voit bien, sur ces formules générales, que la répartition des molécules A est très différente d’une répartition de Fermi ; cependant, pour mettre ce fait plus nettement en évidence, nous envisagerons le cas extrêmement particulier où :
= et E —E.
MÉTHODE GÉNÉRALE DE STATISTIQUE 53 Dans ce cas :
gi=aif1 +287 (+ BE) 4 2e 2(r + 88)] ni = « 7 ( + ÊE) [1 Len®* 8e,) |; :
ni a,e (+88) [1 + 3e (+88),
On en déduit :
: ES nf 7 RE Se SE, ., g, e' PET PRE at, SL DORE
C’est cette expression qui donnerait le nombre de particules dans l'hypothèse de Fermi-Dirac ; on voit à quel point elle est différente de n, ou de n;, puisque, si y + 8E, était nul, cette
expression vaudrait ns , alors que si y + PE; était infini, n. + n.
elle vaudrait ———
4° Enfin, admettons que les particules A puissent exister en nombre quelconque dans une même cellule, qu’il ne puisse y avoir plus d’une molécule A’ dans chaque cellule, mais que la présence d’une molécule A' entraîne, par une
espèce d’attraction de nature spéciale, la présence d'au
moins q particules de l’espèce A. Nous n’insisterons pas sur le détail des calculs, les exemples plus simples précédents montrant suffisamment comment ils doivent se faire, et nous donnerons seulement les résultats. On trouve :
, Ji ne eu) + Au + qv) 56 BCE, tu qEi) es
En somme, les particules A’ suivent une répartition de
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Fermi, mais dans laquelle l'énergie E; serait augmentée de gE;; quant aux molécules A, elles obéissent à une répartition donnée par la juxtaposition d'une répartition de , BoseEinstein et de g fois la répartition de A”.
Signification thermodynamique des constantes. — Nous pouvons, en utilisant la relation fondamentale (19) et en remplaçant les factorielles par la formule de Stiring, chercher l'expression de log W:
log W= Ÿg; log g;— D gl Flog gi ] NH
= gilogg;—Ù gogo; — k(y+ BE) — K (y + 6E;)] ë i,k,k"
pacès n;Ë; + n'E; + YN + YN' + g; los gi — 8 (Z 2 ) 2 $ (21) Admettant d’ailleurs que l'énergie U est fonction homogène
et du premier degré (!) des n;, n; et V, c’est-à-dire que
U dé 1 d GS ” 7 he dépend que des rapports — À , NOUS aurons : U= VAE +YnE+VE, et (21) pourra s’écrire :
7 Cr oU ENT! Ji log W=s(u—vT) + yN + YN + Ds: log (21)
équation qui remplace la formule (7). Pour interpréter cette relation, nous allons, comme nous lavons fait pour la formule (7), faire subir à notre système une transformation réversible, telle par conséquent qu’à chaque instant la
(1) La raison de cette hypothèse a été exposée en détail dans le cas du corps pur,
probabilité soit représentée par (21); nous admettrons aussi que l’ensemble reste homogène, ce qui se traduira, comme nous l’avons déjà vu, par la condition :
En différentiant (21) on obtient :
ÿ log W= (Zn, + Znii) ik ( ÿre, = nE;) 58 + YôN + Nôy + YÔN + Nôy + Ÿügi log ++ +Yai(t) Mais, de :
Dre Yet LHPE)— k (y + fE;)
on tire :
NRA EEE k(r+RE;)— K (y +88) ; ( dr ) À Ckdy + k'ôy + S(AÈE, + AO) + (RE; + A'E)6) et par suite : ; arf 2)=—[n+ Ni +8(2r E, + D SE! i) + (DE, + np E: :)5 4 ; Il reste finalement :
| REA eu ee.
à log W — PU + yèN + Y'ÈN +[r Zrile re 22 |sv.
En posant :
7 = (22) Ni es :
> do e s (25) gi oU A on aura :
5 log W — B(OU — wôM — w'ôM! + pèV).
Dans ces équations, m et m' sont les masses des molécules À et A’, et on a désigné par M — Nm et M'—N'm' les masses des constituants du mélange. Il est facile de conclure de là que 3 doit encore être proportionnel à l'inverse de la température absolue et par suite est encore donné par la relation (12); & et w’ représentent les potentiels chimiques ; k log W devra encore être identifié avec l'entropie du mélange et p représentera la pression totale : le procédé que nous avons employé ne permet pas de définir une pression partielle pour chaque constituant.
- Reportons les valeurs de y, y' et 2 log de la rela-
tion (21') et nous obtiendrons une ae connue :
—= log W — EU — EV de — MBN — m'6w'N'
oU + REV + BV Ou :
TS = UÙ — Me — M'o' + pV.
L’équation (24) donnant la pression p peut s'écrire : (p + )V=4T Ygitog 7: :
Plaçons-nous dans le cas où les deux espèces de molécules sont statistiquement indépendantes et transformons un
peu cette relation en remplaçant les «; par leurs valeurs. On trouvera facilement :
(» + 5) V=xT DT [io DE k(y + $E;) i k
+ log de mr “) k!
et si l’on pose :
PEU E Le gi log De k(y + $E;) i k (25)
kT — k(y +$E!) Pa =—W + ne do: log Ve G ) E k' avec oU | I + IT = ST > on pourra écrire :
P = Pa + Pr. (26)
. Or, les relations (25) ont la même forme que celles qui définiraient la pression si tout le volume était occupé par un seul des constituants. Cela nous permet d’appeler les quantités p, et p,' les pressions partielles des constituants A et A’, et la relation (26) exprime que la pression totale est égale à la somme des pressions partielles. Tout ce que nous avons dit de la pression dans le cas d’un constituant unique peut se répéter pour la pression partielle de chacun des constituants d’un mélange ; nous n’y reviendrons pas ; en particulier nous laisserons de côté tout ce que nous avons dit de la dégénérescence, qui s'applique mot pour mot. Mais nous ferons remarquer que ce n’est que pour les gaz parfaits, c'està-dire lorsque les interactions sont nulles, que l’on peut énoncer la loi connue suivant laquelle la pression partielle d’un constituant est égal à la pression qu’aurait ce gaz s'il occupait seul tout le volume : en effet, les pressions internes IT et Il' ne sont pas définies et on ne connaît que leur somme.
Loi d’action de masse. — Il nous reste à examiner la question de la définition de l’activité d'un constituant d’un mélange, notion qui sera assez importante puisque c’est par son intermédiaire que la relation (20) nous fournira un énoncé rigoureux de la loi d’action de masse. Il semble bien qu'il ne soit pas possible de définir cette activité sans faire intervenir la notion de parois semi-perméables ; nous imaginerons donc que, par des dispositifs convenables, il est possible d’avoir, en équilibre avec le mélange, des échantillons de chacun des corps purs constituant ce mélange et nous définirons l’activité d’un constituant du mélange comme égale à l’activité de l'échantillon pur correspondant ; nous devons donc raisonner sur des systèmes hétérogènes : c’est un cas sur lequel nous reviendrons et nous verrons que les constantes y relatives à un même corps ont la même valeur, tant dans le mélange que dans l'échantillon de corps pur. Or, la formule (17) montre que l’activité est proportionnelle à
e }; en d’autres termes, en appelant a cette activité, y sera égal à (— log a) augmenté d’un terme ne dépendant que de la température. 4
Supposons alors que nous ayons un mélange de trois constituants, À, A’ et A"; nous avons vu que s’il existe entre ces trois corps un équilibre chimique représenté par
vA 2 v'A'+ AM,
on doit avoir, entre les constantes y, y’ et y” de la loi de répartition, l'équation (20) :
VY ALEE v'Y! LS v'y! —= 0.
En remplaçant les y en fonction des activités a, a' et a”, on voit que l'expression :
Der ! " Pa a a"*" v’' log a! + v' log a" — y log a = log ————
ne dépendra que de la température, et c’est précisément là la loi d'action de masse sous sa forme La plus rigoureuse. Nous laisserons de côté cette loi générale, dont l'étude détaillée serait très pénible et nous étudierons seulement sa forme limite, lorsque les concentrations sont assez faibles pour qu’on puisse négliger à la fois les interactions et la dégénérescence, c’est-à-dire en somme lorsqu'on a’ affaire à des gaz parfaits. Nous savons en effet, que, sous leur forme limite, les formules de répartition sont les suivantes (1) :
N= Pn=e Die Pre VAT)
pV= NET.
Si on représente par % le nombre d’Avogadro, la concentration moléculaire classique c est donnée par :
N e TT)
ANT ES On en tire la valeur de 7 :
= — log — — log c + log (FT) — log À.
En reportant cette valeur dans l'équation (20) on obtient : — v' log c'— y’ log €" + v log c = y log f(T) — v' log FT) — v'log f"(T) — (5 — v' — v") log 20
ou enfin : | M 1 1 Y C VHw—v A ——7 = 9% # pre = K, (27) c'Ÿ c"Y f 7224 c'est-à-dire la loi d'action de masse sous sa forme habituelle. Pour vérifier que ce résultat est bien conforme à ce que
(:) Elles sont, dans ces conditions, identiques à celles de fa statistique de Boltzmann.
donne la thermodynamique classique, il nous est loisible de calculer la dérivée de K par rapport à la température :
dlogK : d'I0g PS w dlog ff y d log f” È OR RTUEE dT dT dT
Comme les différenciations doivent se faire à volume con-
stant, on a :
E i et CHGEPEMRE" Dre je ae E CT AT Bye, 41 u
en appelant E la valeur moyenne de l'énergie des molécules de l’espèce A. On a donc, finalement :
d log K __ vE — VE’ — YF” DRE KT?
Or, dans les conditions où nous nous sommes placés, la chaleur de réaction Q à volume constant est donnée par :
je Lt FE Q — I(VE’ 2 VE" — vE) :
d’où :
d log K Ex Q LE Q CON ES HARTE
qui n’est autre que l'équation bien connue de van’t Hoff : c'est la seule que fournisse directemeñt la thermodynamique ; mais, en statistique, nous pouvons aller plus loin puisque l'équation (27) nous fournit la constante K de la loi d'action de masse en termes finis. Il en résulte qu'alors que la thermodynamique classique ne peut calculer log K que par intégration de l’équation de van’t Hoff, ce qui introduit une constante d'intégration que l’on détermine par application d’une hypothèse complémentaire, le principe de Nernst,
la mécanique statistique permet de calculer directement log K, sans constante arbitraire : on pent donc prévoir que les constantes chimiques de Nernst pourront être calculées théoriquement. Nous allons calculer effectivement la valeur de log K en nous plaçant dans le cas particulier où l'énergie d'une molécule: de l'espèce A, par exemple, est la somme de l'énergie cinétique de translation de cette molécule, donnée
par la mécanique classique, et d’une énergie intramolécu-
laire E, que nous supposons être la même pour foutes les molécules de l'espèce À, c'est-à-dire que nous n’admettons qu'un seul état énergétique interne pour chaque espèce de molécules. Nous verrons ensuite comment on peut passer de ce cas à celui où il existe plusieurs états énergétiques. Comme l’on a, d’après (27) :
log K—(v + »"— v) log X + vlog f —v'log f"— log f”,
1l suffira de calculer la valeur de log f par exemple, f étant d’ailleurs donné par la formule :
f=-+ Ygie FF,
Si on appelle E;. l'énergie cinétique, on a, par hypothèse : E; = E, + Ex,
et par suite :
p=+ De te + 5e s.
Les variables qui définissent le mouvement sont les coordonnées cartésiennes æ, y, z et les moments conjugués Pxs Py) Pz; l'énergie cinétique se met sous la forme :
PatPy+Ps
Eic =
62 GEORGES ALLARD Pour le nombre g; de cellules, nous devons écrire : CHE dxdydzdpzdpydps,
et le signe > se transforme en signe J: Les variables px,
Py, ps peuvent varier de — œ à + et les coordonnées cartésiennes æ, y, # entre des limites indiquées par la forme du
récipient. On trouve alors aisément :
Soie Pr LES (2rmhT) :
par suite : s — (2rmkT)° No e ÀT Fe F5 ou log f = + À log T + log BIG ogf = +—log + log B2X, en posant : |
Es 3 __ (armk)#. (2xMR)5
B AR) NAS RS N'hA ,
M étant la masse moléculaire ; cette constante B ne dépend que de la nature de la molécule. On aura des relations analogues pour les autres corps entrant en réaction, et on obtiendra, pour la constante de la loi d’action de masse :
ME ci UE NES de Re dti log KE pr RUE) — ») log T
+ v log B — y log B'— y" log B".
Les deux premiers termes de cette expression sont ceux
qui proviennent de l'intégration, sans constante, de l’équation de van’t Hoff. Il en résulte que la constante d’intégra-
tion G vaut :
C = v log B — v' log B' — y" log B';
on voit que cette constante peut se calculer très simplement par une règle d’addivité : c’est en somme le théorème de Nernst, les constantes chimiques étant données par log B.
Dans ce qui précède, la loi d'action de masse a été exprimée en fonction des concentrations ; si on l’exprime avec les pressions partielles (celles-ci étant mesurées en héctopièzes), comme on le fait souvent, et si, de plus, on utilise les logarithmes vulgaires, on obtient, pour la constante généralement désignée par £, la valeur :
3 5 ë — 1,9 log,, M + logo re = — 1,58 + 1,5 log, M.
C’est là une expression connue mais qui n’a été établie que par l’étude des tensions de vapeur d’un corps pur et en appliquant le principe de Nernst à la phase condensée; il est intéressant de retrouver ce même résultat par une étude directe de la réaction chimique.
Cas de plusieurs états énergétiques internes distincts. — Pour ne pas compliquer inutilement les notations, nous supposerons que les molécules de l'espèce A seules sont susceptibles d’exister sous trois états dont les énergies seront désignées par E,,, £,, et Es. Quant aux molécules A'et A”, elles n’existeront que sous un seul état, d'énergie E' et E’. Nous ramènerons simplement ce cas au précèdent en supposant qu'on a affaire à un mélange de cinq corps, avec six équilibres chimiques possibles :
A, 2 A; A1 2 As A; £ As; vA, TVA =E NA MATE V AN EE VEATS PAZ VA VA",
Nous aurons donc à introduire cinq potentiels chimiques,
ou cing constantes, Yy, Ya Ya» Y’ et y’; les six équilibres imposent seulement que l’on ait :
Ne
1,5 JP DENT RE We NN Yo 0;
ces relations deviendront, avec les approximations qui nous
ont donné la loi (27) :
GER ue à
C2 fa C3 fs ?
L L + VW — y LA 2 LAN % ANA ME LYFY
Introduisons maintenant la concentration globale en molécules de l’espèce A :
fs fi
La troisième des équations précédentes s’écrira :
C—= Ci + Cy + = € (1 LE
C + f pes, si l’on pose :
PERTE SS
c'est-à-dire que l’équation (27) sera encore vérifiée si f est donné par (28). Avant d'aller plus loin, nous devons nous assurer que l’hypothèse faite de considérer chaque état énergétique comme définissant une espèce particulière de molécules ne conduit pas à des contradictions avec la thermodynamique, et pour cela il suffit de vérifier que la valeur (28) de la fonction f permet bien de retrouver l’équation de van’t Hoff : d’après la façon même dont nous avons vérifié cette formule dans le cas général, il suffit de montrer qu’on a encore :
dlogf _ E CA VE ET 1 ‘
Er es ‘7 .
E étant l'énergie moyenne de toutes les molécules de
l'espèce A, quel que soit leur état énergétique interne,
c'est-à-dire, en appelant E,, E,, E, les énergies moyennes des divers états possibles :
RS IE fi dT dT aT Ji Es va Ja LS pe Js dlogfs.
deg fu df-— "1 (S + dfa +)
SEC RENE f — ar Comme d’ailleurs pese APS Cr d log fi SET aT pan?
et des relations analogues avec les indices 2 et 3, on en conclut :
ce qui est précisément la relation qu’il fallait démontrer. L'équation (28) est donc bien exempte de contradictions et nous pouvons Putiliser sans crainte. Les calculs faits précédemment montrent que :
fi BIT e ÀT?
et deux autres relations analogues ; on peut donc écrire :
Me Eu + Ba À) f= NT? (Be PHP o nr Pere
B,, B, et B, étant peu différents les uns des autres, car les
masses des divers états de la molécule A sont assez voisines.
Molécules diatomiques. — Pour tenir compte de la quantitification des mouvements de rotation, il nous suffira de considérer chaque état de rotation comme constituant un état énergétique interne distinct, ce qui est facile d’après ce qui précède. Dans ce cas, les constantes B,, B,, .…, sont: rigoureusement égales puisque les masses le sont; l’énergie cinétique de rotation vaut, en mécanique ondulatoire :
nn + 1) sa »
n étant un entier et I le moment d'inertie. De plus, un état correspondant à un nombre n est dégénéré, la dégénérescence étant d'ordre 27 + 1, c'est-à-dire que l'on doit admettre l’existence de 2n + 1 espèces de molécules ayant l’énergie précédente ; dans le langage de la théorie de Bohr, on dirait qu'il y a 2n + x orientations possibles de l’axe de rotation. Dans ces conditions. nous aurons :
E h2 f=xBr'e 7 Sentue "FT, n “
La somme est une fonction que F. Perrin a déjà rencontrée (!) dans l’étude des mouvements browniens de rotation. Il a montré que l’on peut développer cette fonction en série asymptotique de la façoñ suivante :
Y'en Je ee sk SEAT Fa :
__ 8mIkT
ke?
F3 T5 ST | 35 (am) Le
2 PE ST est assez petit, on pourra se
borner au premier terme qui sera très grand, et on aura :
Si, par conséquent
Er ; de Ta TC Ye RS ICBT e RT . ENTER ,
(f) Ann. Ec. Norm. (3), XLV, 1928, p. 1.
et, en remplaçant B par sa valeur :
RER E S LENS 5 AE p f=R. 2(2%) *k°M°I tra KT :
JC * AS
Un calcul, très analogue à celui que nous avons indiqué pour les mouvements de translation, permet de voir que c'est précisément cette expression que l’on trouverait si l’on ne quantifiait pas les mouvements de rotation. -
On aura un résultat un peu plus précis en conservant le second terme du développement en série, ce qui donne :
kE = EE 5 E, PE ue OT MALE HT. Re te L (: + mr ), 4 JG A5 | ou, très sensiblement :
É ES 8 h2 2L2M2 RPYEST log f — log 3 + log. PS Dao sa Log T— "© :
Cela revient, en somme, à admettre la même formule que ci-dessus, mais en diminuant l'énergie E, de la petite quan-
coche tité FEU | Si l’on reporte ces expressions de log f dans la valeur de la constante d’action de masse, on voit que la constante chimique : d’une molécule diatomique est donnée par : FL - 22< (27) F2 PRE 1,9 log,, M — log, L + LoB10 esse rer — 36,82 + 1,9 log, M + log, I.
Nous étudierons maintenant le cas où, les constantes B,, B,, … étant égales, les divers états énergétiques possibles ne diffèrent les uns des autres que par un nombre entier de quanta «, qui pourront être, par exemple, des quanta de
vibration interne. Nous admettrons aussi que la molécule est diatomique et nous poserons :
CARREF 2%X (2r)*°R°M°
Fe I B,=B, =i..—B— TATT a Eoz — Eos — Eos — oi — €:
Es = Es, le nombre des états possibles étant infini. Dans ces condi-. tions on a :
SES Eo_ > RENE ES SE f= RET'e TE LS TL Om AE] se ul 5 — XBT'e ÀT. —— .
EN et par suite :
: ; à ) * E 5 ee TT log f = — 5% + + log T + bee ete Le
Dans le cas où € serait assez petit, on pourrait développer l’exponentielle en série et on obtiendrait :
Bk 1 + f=Xx—T'e &T el # ; E é NBk4 Log f=— + + Log T + log À :
Si l’on reporte cette dernière valeur dans l'expression (27) de la constante de la loi d'action de masse, on trouve que la constante chimique prend alors la valeur suivante :
a* MoQaT) ER JCIAS X 105
rai
E— 1,9 log,, M + log,, 1 — log,, : + log,
Dans le cas, opposé au précédent, où FF , au lieu d’être
1 re €
bre à . Era . > TÊTE . . n seraittrès grand, e KT serait petit, et en dévelop-
arithme en série, on obtiendrait :
É ; | Ne = pr ++ log T + log BC + € Fe
rnier terme étant petit, la constante chimique aura à peu
2 SE : 2 Lu > Pense LE Dre 2 À ré o Ed etre :
, e re ee SRE nt |
CHAPITRE V
Mélanges hétérogènes.
Règle des phases. .— Il ne nous reste plus, pour achever le programme que nous nous étions tracé dans l'introduction, qu'à étudier le cas, tout à fait général, d'un système chimique en équilibre comprenant plusieurs phases et plusieurs constituants. Si l’on tient compte de tout ce qui précède, cette étude sera naturellement très brève, puisque nous admettrons, comme cela a déjà été exposé, que la loi de répartition reste la même que quand il n'y a qu'une seule phase, c’està-dire qu’elle est donnée par :
TR ae k(Y+RE,) — #(r + RE,)
les diverses phases étant seulement caractérisées par ce fait qu'il existe des régions dans lesquelles les énergies d’interaction sont très différentes de ce qu'elles sont dans les autres. Sans qu'il soit nécessaire d’insister, on voit de suite que chaque phase pourra être considérée comme isolément en équilibre, mais que pour que toutes ces phases puissent coexister, 1l faut que les constantes 8, y, y’, ..…., soient les mêmes dans ces diverses phases, c’est-à-dire que la température, aussi bien que les potentiels chimiques de chaque constituant doivent être uniformes. Si, par suite, il ya p constituants, l’état du système sera parfaitement déterminé si l’on connaît seulement p + 1 quantités qui sont précisément les nombres 6, y, y’, .... 11 peut d’ailleurs se faire que la connaïssance de ces p + 1 nombres ne soit pas nécessaire, ou, plus
exactement, qu'il existe certaines relations permettant d’en calculer à priort un certain nombre quand on connaît les autres. Ce sera déjà le cas, comme nous l’avons vu, s’ilexiste des réactions chimiques d'équilibre entre les p constituants, c'est-à-dire si tous ne sont pas indépendants : en effet, pour chaque réaction d'équilibre, il existe une relation linéaire entre les y; si, par conséquent, il y a g réactions réversibles possibles, il ÿ aura q relations linéaires, ce qui permettra de déterminer q des quantités y en fonction des p — q autres. Il ne restera donc déjà que p — q + 1 quantités arbitraires,
l’une de ces quantités étant nécessairement À, c'est-à-dire la température.
Mais il y a plus, car un raisonnement calqué sur celui que
nous avons fait dans le cas d’un constituant unique permet- | tra de montrer que la pression totale doit être la même pour ; toutes les phases. Nous ne répéterons pas ce raisonnement qui ne présente absolument que des difficultés de notation ; mais comme la pression, pour chaque phase, s'exprime finalement en fonction de £ et des y, on voit que cette condition d'égalité des pressions permettra d’écrire un nombre . d'équations égal au nombre de phases moins une entre les diverses constantes. Soit © le nombre de phases; leso—1 relations ainsi obtenues permettront en général de détermi-
ner — 1 des constantes en fonction des
D Lee autres. Si nous appelons variance le nombre de constantes dont dépend la loi de répartition, on voit qu'en général on aura :
DE QE
ce qui constitue la règle des phases. Mais on doit remarquer que ce résultat n’est pas absolument certain. Le nombre total de constantes à connaître est bien toujours égal à p + 1; les qg relations linéaires entre les coefficients y déterminent
toujours 4 de ces coefficients en fonction des p — q autres ; mais il peut se faire que les & — 1 relations provenant de l’uniformité de la pression ne soient pas toutes indépendantes, à condition qu’il existe des relations convenables entre les diverses énergies ; l'existence de telles relations est, à la vérité, peu probable, mais elle reste possible ; dans ce cas, les 9 — 1 relations ne détermineraient qu'un nombre de constantes inférieur à 9 — 1, et la variance Ÿ serait alors supérieure à l'expression p — g + 2 — 9; il ne serait par exemple pas impossible de rencontrer des systèmes en équilibre pour lesquels cette expression serait négative. Ainsi, si l’on fait cristalliser une solution d’un racémique par compensation, on peut obtenir un système en équilibre constitué par quatre phases : vapeur du solvant, solution, cristaux de chacun des énantiomorphes, et par trois constituants entre lesquels existe une réaction d'équilibre, la transformation des deux énantiomorphes l’un dans l’autre. On a donc :
le système devrait être invariant, et pourtant l'expérience montre qu'il est monovariant. Il n’est sans doute pas absurde de supposer qu'on puisse trouver une température correspondant à une sorte de point d’eutexie pour laquelle il se dépose, en outre, du solvant solide. Dans ce cas le nombre de phases serait cinq et on aurait :
V—3— ir +2 —5——:1,
c'est-à-dire une variance négative. Cela correspond à ce fait que les énergies des deux espèces énantiomorphes sont rigoureusement égales, ce qui fait que deux des équations provenant de l’uniformité de la pression sont :dentiques : ce sont celles qui correspondent à l'égalité de la pression dans la solution, par exemple, et dans chacune des espèces de cristaux énantiomorphes. A cette égalité des énergies correspond d’ailleurs ce fait que les concentrations des deux corps
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_ dans la solution doivent être rigoureusement égales, c’est-
à-dire que, à l'équilibre, la solution doit être complètement racémisée.
Parois semi-perméables et pression osmotique. — Pour en terminer avec cette importante question des mélanges hétérogènes, 1l nous reste à examiner brièvement la question des parois semi-perméables, parois dont nous avons eu besoin pour définir l’activité d’un constituant d’un mélange. De même que nous avons négligé les couches de passage entre deux phases, nous négligerons ici l'épaisseur de la paroi semi-perméable, ainsi que l'influence de sa nature chimique. Nous ne pourrons donc raisonner que de la façon suivante : un système en équilibre avec une paroi semi-perméable devra être considéré comme la juxtaposition de deux phases distinctes dont la surface de séparation n’est pas fixée par la
condition de probabilité maximum ; l’un des constituants au
moins ne peut traverser la paroi semi-perméable, ce qui fait
_que, pour ce constituant, il y aura à écrire la constance, non
du nombre total de particules, mais du nombre de particules dans chaque phase, soit deux conditions au lieu d’une seule. On verra alors facilement que l’équilibre exige l’uniformité de la température et des potentiels chimiques de ceux des constituants qui traversent librement la paroi.
En ce qui concerne l’uniformité de la pression, nous ne pourrons plus rien dire car le raisonnement qui permettait de démontrer légalité de la pression totale de part et d'autre de la surface de séparation était basé essentiellement sur l'hypothèse que la position de cette surface est déterminée
_par le principe de probabilité maximum ; comme ce principe
n’est plus applicable, la pression n'aura plus à être la même des deux côtés et elle sera même, en général, différente. C'est à la différence des pressions de part et d'autre de la
paroi semi-perméable qu’on donne le nom de pression osmo-
tique. D'une façon plus précise, si nous considérons une
paroi laissant passer librement tous les constituants sauf un, nous dirons que cette différence de pression mesure la pression osmotique de ce constituant dans le mélange.
Dans le cas où l’un des constituants serait en assez grand excès et où on le considérerait comme le « solvant » des autres, la considération d’une paroi perméable à ce seul solvant permettrait de définir une pression osmotique globale.
Il faut remarquer qu’il ne paraît pas possible d’établir un lien simple entre la pression osmotique d’un constituant et sa pression partielle, que d’ailleurs nous avons été impuissants à définir, lorsque les interactions ne sont pas négligeables. En particulier, il est probable que la somme des pressions osmotiques sera différente de la pression totale, sauf dans le cas où les interactions sont négligeables, c'est-à-dire où tous les constituants sont des gaz parfaits.
CONCLUSIONS
Il semble bien que, dans ce qui précède, nous ayons à peu près atteint le but que nous nous étions proposé, celui de retrouver, par des méthodes purement statistiques, l’essentiel des résultats de l’énergétique chimique.
Il reste sans doute encore beaucoup de choses à faire dans cet ordre d'idées; nous ne nous dissimulons pas, en effet, la faiblesse des raisonnements en ce qui concerne les phases solides possibles. Ces phases étant généralement de nature cristalline, il aurait été nécessaire d'introduire, dans les raisonnements, quelque chose qui permette d'interpréter la variabilité des propriétés avec la direction; mais ceci ne serait sans doute possible qu’à condition d'imposer une forme aux cellules élémentaires d'extension en phase, c’està-dire que nous nous serions heurtés à des difficultés au moins égales à celles qui auraient accompagné l'étude de la tension superficielle; de plus, larigidité des solides introduirait de nouvelles difficultés : c’est pourquoi l'étude statistique des solides se fait beaucoup plus simplement en assimilant l’agitation thermique à la propagation d'ondes élastiques complètement diffusées; de même, le point de vue cinétique n’a été qu'ébauché. Par contre, le procédé de calcul que nous avons dû employer s’est montré d’une souplesse remarquable : il permet de traiter des problèmes dans lesquels les hypothèses statistiques peuvent être très compliquées. Gette étude est en somme une première ébauche qui aurait grand besoin d’être améliorée ; il n’en est pas moins vrai que cette première approximation est sans doute aussi bonne que la
thermodynamique classique, puisque celle-ci néglige également, dans la plupart des cas, aussi bien l’anisotropie des phases solides que la capillarité.
Je remercie vivement M. Francis Perrin qui a bien voulu
revoir ce travail et dont les suggestions m'ont été extrêmement précieuses.
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