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AVERTISSEMENT
Les astronomes chargés de mesurer Parc du méridien compris entre les parallèles de Dunkerque et Barcelonne , ont terminé leur importante et pénible opération. A leur retour , leur premier soin a été d'exposer aux commissaires nationaux et étrangers, réunis pour fixer l'unité fondamentale des nouvelles mesures , tout leur travail et le parti qu'ils avoient tiré des instrumens nouveaux dont ils s'étoient servis pour les observations astronomiques et géodésiques. Une commission spéciale a pris connoissance des registres et des journaux ; et après avoir examiné tous les angles , et pesé les circonstances dans lesquelles ils avoient été observés, elle a fixé tous les résultats qui doivent servir aux calculs de la méridienne et de la longueur du mètre.
Après avoir détaillé aux commissaires toutes les attentions que j'avois apportées dans les observations de latitude et d'azimuth, dans celles des triangles , et enfin dans la mesure des deux bases; j'ai rendu compte des méthodes quejem'étois faites pour les réductions diverses qu'exigent ces observations , et des formules sur lesquelles j'avois provisoirement calculé la longueur de notre méridienne.
Cette partie , purement théorique, étoit moins susceptible d'une explication verbale , et demandoit un examen plus réfléchi. Il eût été trop long de faire passer mon manuscrit successivement entre les mains de tous les commissaires ; on en demanda l'impression : elle fut commencée
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aussi-tôt, et les feuilles étoient distribuées à mesure qu'elles quittaient la presse. Tels sont les motifs qui ont hâté la publication de l'écrit qu'on va lire.
Tous les astronomes qui se sont occupés en différens temps de la mesure des degrés du méridien , ont rendu un compte plus ou moins étendu de leur travail ; et après plusieurs ouvrages justement estimés , on seroit tenté de croire qu'il n'y a plus rien de nouveau à dire sur un sujet traité déjà tant de fois. Mais ceux qui ont lu tous ces ouvrages , ont pu remarquer qu'à l'exception de la partie Historique et de la vérification des instrumens , ils se ressemblent tous pour le fond , et que dans tous on a suivi les mêmes méthodes de calculs.
Ces méthodes , purement approximatives , pouvoient paroître suffisantes avec les instrumens qu'on employoit alors. Les erreurs du calcul éloient pour l'ordinaire fort inférieures à celles de l'observation, et Ton a eu raison de ne pas affecter une exactitude qui n'eût été qu'illusoire.
Des instrumens nouveaux, en nous permettant d'aspirer à une précision beaucoup plus grande dans la mesure des angles, nous imposoient la loi (Je chercher pour les calculs des méthodes plus exactes et plus rigoureuses, Avant même qu'il ne lut question de mesurer de nouveau la méridienne, je m'étois occupé de quelques recherches relatives à ces opérations. J'ai publié dans la Connoissance des Temps mes formules et mes tables pour les réductions des angles. J'avois dès-lors reconnu l'insuffisance de la méthode employée jusqu'ici pour tenir compte de la convergence des méridiens. Enfin notre mesure ayant commencé vers le milieu de 1 792 , je sentis bientôt la nécessité d'examiner tous les problêmes que j'aurois à résoudre
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ifans le cours de ce travail. Je m'attachai à en renfermer la solution dans des formules générales qui dispensassent le calculateur du soin embarrassant de faire des figures pour tous les cas qui peuvent se présenter.
Par-là, je suis, parvenu à simplifier les opérations. Voyez , par exemple , dans la Méridienne vérifiée la manière dont on expliquoit les élémens de la réduction des angles au centre de la station f et les diverse* dénominations employées suivant les différentes positions de l'instrument par rapport à ce centre. Les onze Égares qui accompagnent ces explications sont d'un usage peu commode. A chaque observation on étoit obligé de le* parcourir toutes pour choisir celle qui convenoit, et l'on avoit encore la peine d'examiner quels dévoient être les signes des deux partie* de la réduction. D'autres observateurs n'ont trouvé rien de plus sûr que de placer à côté de chacun de leurs angles une figure qui pût guider le calculateur. Une formule aussi simple que générale dispense de tout cet appareil. H suffit de mesurer une distance et un angle , et avec ces deux données le calcul devient aussi sûr que commode.
Par-tout j'ai suivi la même marche. Quand le lecteur aura vérifié les démonstrations que je donne de chacune des formules-, il pourra ensuite s'en servir avec confiance et facilité dans toutes les circonstances.
J'ai donné ces démonstrations dan» toute leur étendue ; elles sont toutes algébriques t et composées d'une suite d'équations qui se déduisent l'une de l'autre par des substitutions fort simple*. Cette méthode me paroit la plus claire et la plus satisfaisante. Quelque* personnes la trouveront sans doute un peu longue ;, mais tous ceux qui s'occupent
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d'opérations géodésiques ne sont pas également familiarisés avec les procédés algébriques ; et si je m'étois contenté d'indiquer la marche qu'il faut suivre , plusieurs d'entre ceux à qui ce Mémoire peut être utile auroient été dans l'impossibilité de remplir les lacunes et de reconnoître les fautes d'impression, si par hasard il en restoit quelqu'une dans les formules.
Les réductions au centre de la station ne sont pas seules nécessaires. Quand le signal observé a un diamètre sensible , et qu'il est inégalement éclairé , le point observé peut n'être pas dans la direction de l'axe; alors il faut une correction à l'angle observé. Je me suis attaché à déterminer cette correction, trop négligée jusqu'ici; et j'ai donné des formules pour tous les cas que j'ai rencontrés ou que j'ai pu prévoir. Ainsi l'on pourra corriger les erreurs produites par les différentes phases des signaux.
J'ai donné des formules et des tables très-simples pour réduire à l'horizon les angles observés dans des plans inclinés,
Les mêmes tables serviront à réduire les angles horizontaux ou sphériques aux angles rectilignes formés par les cordes des arcs terrestres.
Les cercles de Borda , qui ont servi à toutes nos opérations , permettent de répéter d'une manière presque indéfinie la mesure des distances des étoiles au zénith dans une même nuit pour en conclure la hauteur du pôle ; mais ces distances sont observées hors du méridien : elles ont besoin d'une correction. Je donne pour la calculer une série trèsconvergente , dont les deux premiers termes suffisent toujours , et des moyens faciles pour renfermer ces deux termes dans une table commode,
J'examine
AVERTISSEMENT. ix J'examine les différentes erreurs dont ces observations sont susceptibles , et la théorie , confirmée par l'expérience , fait voir que ces erreurs sont insensibles. 1800 observations de ce genre, faites dans le cours de cet hiver par deux étoiles différentes, pour déterminer la latitude de mon observatoire , m'ont donné presque constamment la même quantité pour cette latitude. Les petites variations qu'on remarque d'un jour à l'autre , peuvent très-bien s'attribuer aux irrégularités de la réfraction. Les résultats moyens de mes deux étoiles diffèrent à peine de o",2, et je trouverois encore la même chose, si, au lieu d'employer mes 1800 distances, je m'arrètois à 4 ou 5oo , c'est-à-dire à une centaine d'observations pour chacune de mes étoiles , tant au-dessus qu'au-dessous du pôle.
A la suite des formules qui servent à trouver, pour tous les sommets d'une longue suite de triangles, les différences de longitude , de latitude et d'azimuth dans la supposition de la terre sphérique , j'explique les moyens de tenir compte de Papplatissement de la terre , et de déterminer cet applatissement par les observations. Pour faciliter cette explication , j'ai réuni un grand nombre de formules qui donnent , en fonction de la latitude , la valeur de toutes les parties de l'ellipse du méridien terrestre. Parmi ces formules, on trouvera deux séries fort simples, qui peuvent être utiles dans les calculs de parallaxes.
Le cercle de Borda peut être considéré comme le meilleur de tous les niveaux. Les distances au zénith, que nous avons observées à tous nos signaux sans exception , donneront les hauteurs de chacun de ces points au-dessus de la mer à Dunkerque et à Barcelonne. Il est vrai que l'incertitude des réfractions terrestres diminue un peu la
x AVERTISSEMENT, précision que l'instrument pourroit faire espérer. Mais avec des observations réciproques et simultanées à deux signaux , on auroit , sans aucune erreur , la différence de niveau des deux stations j et deux observateurs qui se concerteroient , feroient avec beaucoup d'exactitude le nivèlement d'une grande région. J'ai donné pour tous les cas qui peuvent se présenter dans la pratique, les formules finies qui renferment la solution exacte du problème et des séries convergentes dont le premier terme suffit ordinairement.
Enfin , pour rendre ce Mémoire plus utile à tous ceux qui ont à faire des opérations du même genre à-peupres , que celles qui servent de base à la description d'une méridienne , j'ai donné des exemples numériques de tous les calculs , et j'ai montré comment la seule règle algébrique des signes peut dispenser de toute autre attention , et faire sortir d'une formule générale l'a solution particulière qui convient à chacun des cas qui peuvent se présenter dans la pratique. J'ai aussi , dans cette partie du Mémoire , placé la solution de quelques problèmes qui m'ont souvent été utiles , et qui le scroient encore plus dans les opérations topographiques.
Quand on a commencé l'impression de ce Mémoire , le cit. Legcndre venoit d'en publier un dont l'effet est de rappeler et d'éclaircir les méthodes qu'il avoit données en 17&7 dans les Mémoires de l'Académie des Sciences. On le trouvera en tête de ce volume. Ayant à résoudre les» mêmes problèmes , nous avons quelquefois pris la même route , et nous sommes parvenus à des résultats identiques. D'autres fois , ayant pris des routes toutes différentes , nous arrivons à des méthodes qui ne
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se ressemblent en aucune manière ; mais elles conduisent au même but. Le calculateur pourra choisir, ou, ce qui vaudroit encore mieux, les employer concurremment. Quand il aura trouvé les mêmes quantités par des procédés qui n'ont rien de commun , il sera convaincu tout-à-la-fois de l'exactitude des méthodes et de la bonté de ses calculs.
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MÉTHODE
Pour déterminer la longueur exacte du quart du Méridien, d'après les observations faites pour la mesure de Parc compris entre Dunkerque et Barcelonne.
Par A» M. Lbge>'DRE, Membrt de h Com/nwwn des Poids et Mesure*, de l'Institut national.
Les citoyens Detambre et Méchain ayant enfin terminé tontes les opérations relatives à la mesure de Tare du méridien compris entre Dunkerque et Barcelonne, on va^occuper sans délai de dé duire des données que ces excellent observateurs ontrecueillies, la grandeur du quart du méridien qui étoit Fabjet principal de leurs travaux. Dans .cette circonstance, j'ai cru qu'il ne seroit pas inutile de communiquer aux géomètres quelques idées sur la méthode qu'on pourroit suivre dans le calcul des observations , afin de parvenir à un résultat aussi exact que la nature de la question le comporte. Ces idées sont une suite de celles que j'ai déjà exposées dans un Mémoire sur les opérations trigonométriques f imprimé dans le volume de l'Académie des Sciences t pour l'année 1787; je prendrai de-Jà occasion de développer quelques démonstrations qui a voient été omises dans ce Mémoire, et que plusieurs personnes ont paru désirer.
Les élémens du calcul empruntés de l'observation sont :
1*. Les angles des triangles et les hauteurs des stations nécessaires pour réduire chaque triangle au plan de l'horizon.
a 0 . La base de Melun à Lieusaint, Cette base principale , ainsi que la base de vérification , mesurée près Perpignan , ont été rapportées à un module particulier , appelé la règle «°. 1 , dont la longueur est fort approchée de deux toises.
3°. Les azimuths de deux côtés de la chaîne , ou les angles qu'ils font avec le méridien. Ces azimuths ayant été mesurés aux deux extrémités de la chaîne , il en résulte une vérification de
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toute l'opération , non moins importante et plus facile que celle
qui a été donnée par la mesure d'une seconde base.
4°. Enfin les latitudes des points extrêmes , Dunkerque et Montjouy , ainsi que celles de trois autres points intermédiaire», Paris , Evaux et Carcassonne.
Tous ces élémens ont été déterminés avec un degré de précision qui auroit droit d'étonner , s'il n'étoit une suite nécessaire de l'excellence des moyens employés , et de l'habileté des observateurs.
Du Calcul des Triangles.
Lorsqu'on aura réduit à l'horizon tous les angles des triangles (Note l"), et qu'on aura appliqué à chacun des angles réduits la correction nécessaire pour que la somme des angles de chaque triangle soit égale à i8o° + le petit excès dû à la surface du triangle , et calculé a priori ( Note II), il n'y aura plus lieu d'avoir égard à l'inégalité de hauteur des stations , et toute la chaîne de triangles se trouvera projetée sur une surface sphérique ou sphéroïdique , qu'on peut regarder comme un prolongement de la surface de la mer.
Dans cette hypothèse , qui paroît la plus propre à simplifier les calculs , tous les triangles deviennent aphériques ou sphéroîdiques , les côtés sont ou peuvent être considérés comme des arcs de cercle ; et la base , qui est pareillement un arc de cercle , se déduit aisément de la base mesurée , en y appliquant une . correction calculée d'après les hauteurs connues de ses deux points extrêmes au-dessus du niveau de la mer.
Cela posé , pour calculer les différens côtés de la chaîne des triangles de projection , on pourra faire usage du théorème énoncé dans les Mémoires de l'Académie, pour l'année 1787, et dont nous donnerons la démonstration ci-après ( Note III) ; en conséquence , si , dans le triangle proposé , la sommé des angles est î&V + « , on retranchera y * de chacun des angles, afin que la somme des angles restans soit de 180 e . Cette sous-
traction faite , on procédera comme si le triangle proposé éloit rectiligne , c'est-à-dire qu'on fera la proportion : Le sinus de V angle opposé au côté connu est à ce côté comme le sinus d'un autre angle est au côté opposé. Le quatrième terme sera la vraie longueur du côté du triangle sphérique qu'on veut résoudre, laquelle se trouvera ainsi avec la même facilité que si la chaîne de triangles qu'on calcule étoit située tonte entière sur un même plan.
On a proposé de calculer ces mômes triangles sphériques , an moyen des triangles rectilignes formés par les cordes de leurs côtés; mais, pour cela, il faut déterminer par autant d'opérations distinctes la différence qu'il y a entre chaque angle du triangle sphérique et l'angle correspondant du triangle rectiligne. Il est évident que celte méthode est moins simple et plus sujette à erreur que celle que nous venons d'exposer.
Du Calcul de l'arc du Méridien.
Soit une chaîne quelconque de triangles ABC DEF , etc. peu éloignée de la méridienne AM N Xij et tracée sur une surface courbe qui représente le niveaq des eaux de la mer ; on suppose connu par ce qui précède les angles et les côtés de ces triangles, on connoît de plus par l'observation l'angle C A M qui mesure i'azimuth du côté AC, ou son inclinaison par rapport au méri-
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dien j il s'agit de trouver la longueur de la méridienne AX, prolongée jusqu'à la rencontre de la perpendiculaire LX abaissée du dernier point de la chaîne.
Pour cela , on suivra les mêmes principes que dans le calcul des triangles ; mais on pourra , suivant les circonstances , trouver des moyens d'abréviation, et éviter de calculer autant de parties de la méridienne qu'il y a de triangles. Dans la figure proposée , après avoir prolongé CD en M , on résoudra le triangle ACM, dans lequel on connoît le côté AC, et les deux angles adjacens CAM, ACM; il faudra d'abord calculer dans ce triangle la valeur de » , excès de la somme de ses angles sur i8o°i ensuite on «retranchera^ de chacun des angles CAM, ACM, et on prendra la somme des deux restes, q*'on retranchera de ibV, pour avoir l'angle représentatif de CM A. Au moyen de ces trois angles et du côté connu AC, on déterminera les deux côtés A M, CM, par la même proportion que si le triangle étoit rectiligne.
Pour connoître M O , il faut résoudre le quadrilatère D M O F , dans lequel on connoît les angles en M , D, F , et les deux côtés DM,DF.Soit d'abord -tirée la diagonale MF, on aura à résoudre Le triangle D M F, dans lequel on connoît les côtés D M, D F , et l'angle compris D. Pour cet effet , on procédera comme si le ,(riangle DM F- étoit rediligne , avec l'attention seulement de retrancher de, l'angle^MDF le tiers, de l'excès », gui répond .à l'aire -de -ce triangle* On aura donc par ce calcul le côté MF et les deux angles D MF, DFM, à* chacun desquels il faudra ajouter j «#. Venant alors au triangle MFO, on connoîtra le côté M F et les deux angles adjacens } on en conclura donc , de la manière ordinaire , les côtés M O , F O , et l'angle MO F.
Dans le triangle O PB, connoissant le côté OH et les deux angles adjacens , on déterminera de même O P , P H , et l'angle OPH.
Enfin le reste de la méridienne PXpetrt se déterminer successivement par la résolution des trois triangles PHK,PQK,
Q L X j mais il e6t plus simple de prolonger l'arc J L , et de déterminer PX par la résolution des deux triangles P JZ, L X Z. Dans ce dernier, on connoîtroit l'hypoténuse LZ, l'angle Z et l'angle droit X j il faudroit donc, après avoir déterminé la valeur de • propre à ce triangle , faire la proportion
sin (go°— - \ «) : L Z :: cos(Z — }«) : X Z.
Nous avons réuni dans la figure qui sert d'exemple tous les cas qui peuvent se rencontrer , et il ne peut plus y avoir de difficulté pour l'application de la méthode. En général , la quantité très- petite •» varie d'un triangle à l'autre , et doit être déterminée a priori pour chacun des triangles qu'on a à résoudre ; le tiers de cette quantité doit être retranché de chaque angle du triangle sphérique , pour y appliquer les règles des triangles rectil ignés j mais le résultat étant trouvé , il faut ajouter à chacun des angles la petite quantité -j « qui en avoit été soustraite. Nous avons donné l'exemple de la résolution d'un quadrilatère D M F O , dans lequel on connoît deux côtés et trois angles ; ce calcul , un peu plus difficile que celui des cas ordinaires , peut être évité en prolongeant les deux côtés ED , EF , et calculant les triangles RDM,REN,FNOj mais alors on voit qu'on a trois triangles à calculer au lieu de deux j de sorte que l'avantage reste à la première méthode.
Par ces calculs , on connoîtra en même temps les azimulhs d'un assez grand nombre de côtés de la chaîne , c'est-à-dire les angles que ces côtés font avec la méridienne. Si donc les azimuths ont été déterminés en deux endroits différens , comme on le fait ordinairement aux deux extrémités de la chaîne , on aura un moyen très-simple de vérifier l'opération , puisque l'azimuth conclu de la série des triangles doit s'accorder avec l'aiimuth observé (Note If).
Enfin il faut observer que le point X a une latitude un peu plus grande que le point L. Soit x la latitude du point L , r le rayon de courbure du méridien vers le point L ,y la distance L X, Ule nombre de secondes comprises dans le rayon des tables, on
trouvera que la latitude du point X est a + j R tang>, où l'on voit que la correction sera exprimée en secondes.
Equations entre les longueurs des Arcs et les latitudes de leurs extrémités.
Par les calculs précédens , on connoîtra les longueurs des différentes parties de la méridienne , comprises entre les parallèles des principaux points de station, qui sont Dunkerque, Paris, Evaux , Carcassonne et Montjouy , près Barcelonne. On connoit d'ailleurs , par des observations très-exactes , . - Dunkerque. les latUude8 de ceg difieren s points $il ne s'agit
-■Paris. donc plus que d'établir les équations qui
doivent avoir lieu entre la longueur de cha- Evauf. firc et j C8 i al i lnde8 de 8e8 extrémités.
--Carcassonne. Jusques-là on pou voit «e passer de connoître la nature de la courbe du méridien, 4- Montjouy. et .j suffisoit de 8avo j r que C ette courbe étoit
peu différente du cercle; car dès -lors tous les triangles tracés sur la surface du sphéroïde , et n'excédant pas la grandeur des triangles observés , pouvoient être regardés sensiblement comme des triangles sphériques. Mais à présent, pour avoir la relation entre les longueurs des arcs et les latitudes, il est nécessaire de faire une hypothèse , la plus générale qu'on pourra, sur la figure du méridien.
Soit a le rayon de l'équateur , b le demi-axe ou le rayon mené au pôle } soit \> un rayon vecteur quelconque , et 4 l'angle que font ent^ elles les lignes b et f ; il résulte d'un grand nombre de recherches fondées sur la théorie de l'équilibre des fluides (i), qu'on pourra supposer
v = b ( i + m sin* 4 + n sin 4 4) m étant une quantité très-petite de l'ordre de l'applatissement ,
(,) VoytK les Mémoires de l'Acad.dee Sciences, anaré 1789, p. 394et4i8,
et n une quantité de l'ordre m*. Si on fait 6 = 0(1 + *), en sorte que * désigne la quantité de Tapplatissement , on aura donc * ;= m n. ^
Dans le cas où la figure du méridien seroit exactement elliptique , on auroit par les propriétés connues de cette courbe , __ a* b' 6' ( 1 + « )'
V * — û'cos'4 + £'sin*4 ~ (1 — (a« + *')sin»4
ou en extrayant la racine, et développant jusqu'aux quantités de l'ordre ** inclusivement ,
v = * ( 1 + ( * — | *') sin' 4 + | «» sin* 4 ). Ainsi la figure représentée par l'équation
i> = b ( \ + m sin* 4 + « sin 4 4 ) se confondra avec une ellipse , si on a n = \ m* j mais en général cette équation représente une courbe très -voisine de l'ellipse.
Cela posé , soit S l'arc du méridien compris entre les deux rayons vecteurs a et v , on aura d S = — -y/ {v* c? 4* -H rf v* ) j donc , en observant que d v est de l'ordre de * , et qu'il suffît de développer toutes les quantités jusqu'aux ** inclusivement , on aura
du*
dS — — v c?4 7-. = — b c?4( » + msin*4 + nsin 4 4 + ai»*sin*4cos'4)
De-là résulte en intégrant et déterminant la constante
S = b(i +^ + ^+im')(90'--4) + A(i m+ ± /i)sina4
+ *(> , -ïï»)"».^ Il convient maintenant d'introduire, à la place de l'angle4, la latitude de l'extrémité de l'arc , que nous appellerons L. Or , quelle que soit la courbe du méridien , il est facile de voir qu'on a en général ,
Donc, puisqu'on néglige les puissances troisièmes de *, on aura 4+L— 90'= — ^r,etL= 90' — 1+ a sin4cos4['n+ (a n — m')sin*4] = go° — 4 + ( m + n — j m % ) sin 2 4 + ( i m* — ~n) sin 4 4.
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4 = 90 0 — L + (m + n sin a L- (~ — " ) sin 4 L.
Cette valeur étant substituée dans celle de S , on trouvera , en se bornant toujours aux termes du second ordre , S=£ [ ( i + i m + { n + i m') L-} (m+ «)sin aL+ (fi m»— ff/i) sin4L] Soit M le quart du méridien, on aura, en faisant L = 90 0 = f »,
Donc ,
5 = M [- f^ 7 — - — ^sinaL+fii — _J_-'sin4Lj
Donc si S' est un autre arc terminé à la latitude L', on aura
sM (if^ - î <J!L±?=±23 (sin a L <_ sin a L)+fi.^(sin4L'-.sinlL))
Telle est l'équation qui donne la relation entre un arc quelconque S'— S du méridien , et les latitudes L', L de ses points extrêmes. On voit que de cette équation on tirera immédiatement la longueur du quart du méridien M , dès qu'on connoîlra les coefficiens m et n.
Soit pour abréger />=•*
pourra regarder p et q comme les coefficiens inconnus , et l'équation précédente se réduira à la forme
S'— S = M — P (sm a L'— sin 1 L) + q (sin 4 L'— sin 4 L))
Comme le coefficient q est beaucoup plus petit que p , on peut , dans une première approximation, négliger le terme qui contient/).
Appelons L , L', L", L'", L"" les latitudes respectives des points M , C, E , P, D } appelons pareillement S , S', S", S'", S"" les arcs du méridien compris depuis l'équateur jusqu'à ces différenspoints. L'équatiou précédente , appliquée successivement aux deux arcs M E , ED , donnera , en négligeant q t les deux équations
S"~S =M L "— L Mp(sinaL" — sinaL)
S""-S"=M — — t~~ ' M/> ( sin 2 L""-sin a L")
D'après
DU QUART DU MÉRIDIEN. g D'après ces deux équations,,, il sera facile de déterminer le* valeurs de M et/> , lesquelles doivent déjà êlre fort approchées , puisqu'on ne néglige que des quantités de l'ordre de «' ( i ).
Soient M* et p'lea premières valeurs approchées de M et,p j pour en avoir de plus exactes , on. fera M = M° ( i + x)\ M/> — M°p' ( i +^)„ M =s M° puis instituant dans l'équation générale les quantités relatives aux qualre arcs ME,,
E D, MP, ÇD, on aura les, quatre équations g" g L" l
— M* — ~ *~Tir~ ( 1 + ^ P*( 1 ( sin 2 "L" — ain a t) + x (sin 4 L" — sin 4 L) °., mo ° fl(i + Jr )^(» +^)(«in 2 L^sjn 2 L'H*("n4L^-sin4L')
^- 1F ^= , ^ (i4-^)-^(^)^n a L /// ^-sin?L)^x(sin4L^->sin4L)
-_^ = t'_i:(i+*)- ^(i+^XshnL"-— sin2L')+zC3in4L /,r — sin4L')
où Ton voit qu'en vertu de la suppositiqn par [laquelle M° et p" ont été déterminées , les deux premières se r4duwentji celles-ci
\ == LlZli x -. >y ( 5 in2L / ' — sinaL) + z (sin 4 L" — sin 4 L) o = il T -_±'-*_ ^ (sin a L' r -sinaL") + z (sin 4L"-- sin 4L')
De sorte qu'on aura quatre équations de oette forme o =/ x-r-g y + h z
desquelles il faut tirer les valeurs <)e « , ,y,x..Dans oe genre d'analyse , dont les questions astronomiques offrent beaucoup d'exemples , il- ne faut pas eliercher.à résoudre exactement trois des équations , ce qui ferait porter toute l'erreur -aux la ijua-
f i) Il est vraisemblable quel'appUjtissement * n'est pas fort éloigné àe^aô » *'
3 î î ' qu'ainsi on doit avoir p = — . à-peu-prèa.
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trième j mais il faut tâcher de compenser les erreurs de manière qu'elles portent à-peu- près également sur tontes les quatre j c'est ce qui n'offrira point de difficulté lorsque les valeurs numériques seront substituées.
La valeur de x étant connue , on aura immédiatement la longueur du quart du méridien M = M" ( i + x) , qui est l'objet principal de ces recherches. Ensuite les valeurs âey et z donneront des notions précieuses sur la figure du méridien.
On aura d'abord p = — , et q = , ou simple-
mentp—p (i+y — x),q = s. Mais cm a tait p = ~. ; ,
q = ^ . — — , soit donc $p*+tfgr=:r 9 an aura » x
m — r — \ r* t n — ^ m* — ri y* de«là résulte l'applatissement « = m + n j et pour juger jusqu'à quel point la figure du méridien approche de l'ellipse , on prendra la valeur de n — j m* , ondej/n' — -ff y t, laquelle devra être zéro , si le méridien est une ellipse. Enfin m et n étant connus , on aura l'équation de la courbe du méridien
p = b ( i + m sin* 4 + n sin 4 4 ) dans laquelle le demi-axe b doit être tiré de l'équation
Ces déterminations ne laisseront rien à désirer , si toutefois les erreurs des quatre équations ci-dessus peuvent être assez atténuées pour ne pas passer les limites des erreurs de l'observation , et si en même temps les valeurs de x , y , z , sont de la petitesse convenable pour justifier l'hypothèse qui sert de base à ces calculs*
Dans le cas très-peu probable où l'on ne pôurroit pas satisfaire assez exactement aux équations mentionnées , on serait obligé de conclure que la figure du méridien est très-irrégulière , et que la connoiasance des neuf ou dix degrés mesurés ne suffit pas pour déterminer la longueur du quart du méridien. Il faudroit donc alors convenir d'une autre manière d'établir la mesure
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universelle , et le moyen qui se présente naturellement seroit de prendre , au lieu du qnart du méridien , une longueur égale à ioooo fois la minute décimale du méridien , prise au 5o e degré décimal de latitude. Cette minute seroit la valeur du kilomètre , et on pourrait la déterminer avec toute la précision requise d'après les degrés mesurés ; mais il a lieu de croire qu'on ne sera pas obligé d'en venir à cet expédient.
NOTE I rt . Réduction d'un Angle à Vhorizon.
Soit A l'angle observé entre deux points éloignés ; soient
go* + * et go* + c les distances de ces mêmes points au zénith ;
soit enfin A + x l'angle résultant de la projection des côtés de
l'angle A sur l'horizon , on aura par les formulés connues des
triangles sphériques , et en supposant le rayon = x , 1
, . cosA— co8(9o° + *)cos(9o 0 + 0 cosA — sin* sin f
COS(A+4f) = — — - — —T-- — — — —
sin (90°+ *) sin (90*+ cos* cos C
Dans les observations géodésiques , les angles « et C peuvent toujours être supposés très-petits : ainsi t en négligeant seulement les quantités du quatrième ordre , on pourra faire sin a sin b = *C, cos*=i — t**, cosÉ — i— ce qui donnera cos ( A+x) = cos A( i + — * C. De-là
on voit que x doit être une quantité du second ordre : on peut, par conséquent , mettre cos A — x sin A à la place de cos (A+x), et on aura
«b — i(v+C*)cosA i— cosA / ct-~C \* î+cosA
sin A V a / * sin A \ a ' * sin A s
Soit donc pour abréger = p , = q , on aura
x — p % tang 7 A — • q* cot î A j , ; . A
cette valeur est exprimée en parties du rayon : mais comme dans la pratiqua p. et? seront donnés eu secondes ,< si l'on veut, qfl$* soit exprimé de la même, manière , il faudra faire , . .
* = |-tangiA-|-cotiA )
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R étant le nombre de secondes comprises dan» le rayon , nombre dont le logarithme est 5,3i44!ï5.
NOTE IL Excès de la somme des trois angles d'un triangle réduit à l'horizon , sur 1 8o°.
Il suffit de connoître à-peu-près les côtés d'un triangle sphérique très-peu courbe , pour être en état de déterminer avec précision le petit excès de la somme de ses trois angles sur i8o°. Soit cet excès », soit T l'aire approchée du triangle en supposant le rayon de la sphère — i , on aura, par le principe connu de l'aire da triangle sphérique , » = T : donc si le rayon de la sphère est /y et si on veut que*» soit exprimé en secondes, il faudra
faire « = — <R , R étant toujours lenomtore de secondes contenues dans le rayon dès tables.
Dans dévaluation du rapport — , il faudra exprimer le rayon r
de la sphère par Ja même unité qpi sert à exprimer les côlés du triangle. Celte unité ou module valant à-peu-près i toises, on devra prendre log r = 6. i i3g j d'ailleurs on a log R = 5. 3i 44 : donc au logarithme de la surface du triangle, exprimée en modules quarrés , il faudra ajouter le logarithme constant 3,8866 , et on aura le logarithme de l'excès <■» , exprimé en secondes.
NOTE III. Résolution des triangles sphériques dont les côtés sont très-petits par rapport au rayon de la sphère.
Sbferit/ASiyi'Cries â^e^d'orf triangle sphéViepie infiniment peu courbe , a, 8 ', à leifeÔtéfe opposé» ,6* aura par la propriété connue sin A : sin B i :,sin a : sin£ j et puisque les côtés a et b , comparés au rayon de la sphère , sont très-petits , on pourra
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faire &\na=a — sin b = b — — i ce qui donnera 6 6
sin A: sin B :: a(i — ja') : b (i — £ b % ).
Cherchons maintenant une indéterminée x , telle qu'on ait
a : b : : sin ( A — x) : sin (B — x) ;
, . . asinB — b sîn A
de cette équation on tirera tangx = ■ - ; r : et parce
acosB — ôcosA *
a (»— sin A
^rti-i-!)^» on aura
( i — \b % ) sin A sin B— ( i — { a* ) sin B sin A tans x — — — - ■ » ' .
(1— i*»)sin AcosB— ( i — ta*) sin Bcos A'
d'où Ton tire en négligeant seulement les quantités du quatrième ordre
. / . l%\ sin A sin B
* sm (A — B)
Mais en considérant le triangle proposé comme rectiligne , il
• > i • i ■ » . / , x sin A sin B
est aise de voir que la quantité Ma* — b*). — — — — se ré-
* sin (A — B)
duitif a b sin C, et représente par conséquent l'aire du triangle
donc si cette aire est appellée • , on aura x = \ » j d'ailleurs
on sait que l'aire » représente aussi l'excès de la somme des
trois angles du triangle sphérique sur i8o°j de- là et de la
proportion sin ( A — -y •#) : sin (B — f •») :: a : b , qui aura sem-
blablement lieu pour deux autres côté», on tire ce théorème
remarquable :
Si la somme des" trois angles dUm triangle-sphérique y dont lea> côtés sont très-petits y est supposée i8o* + * , et qjue de chaque angle on retranche \* s ce qui réduira la somme des angles restons à i8o° juste , je dis que les sinus des angles ainsi di-. minuds seront proportionnels aux côtés opposés , de sorte que la triangle pourra être résolu comme s'il étoit parfaitement rec->
C'est la proposition que j'a?ois donnée sans démonstration dans les Mémoire* de l?Académie , année 1787,. pag. 338* Elle ramène i immédiatement à la trigonométrie rectUigne la réso-
i4 DE LA DÉTERMINATION lution des triangles sphériques très-peu courbes ou dont les côtés sont très petits par rapport au rayon de la sphère. Il est inutile de développer les différens cas de la nouvelle espèce de trigonométrie qu'on pourroit déduire de ce théorème, et il suffit de considérer que le triangle sphérique dont les élémens sont A , B , C ; a, b y Cy répond toujours à un triangle rectiligne dont les élémens sont A — y « , B — j», C — 7 «; a, by c, de sorte que la résolution de Ton fera toujours connoître la résolution de l'autre. Mais il faut qu'on connoisse au moins un côté , et que » soit déterminé a priori par l'aire du triangle dont il suffit d'avoir une valeur grossièrement approchée.
Au reste , quand même les côtés du triangle à résoudre seroient de quelques degrés , le théorème seroit encore sensiblement vrai et donneroit une approximation suffisante.
NOTE IV. De la Perpendiculaire à la Méridienne.
Par un point A dont la latitude = L , soit élevée sur le méridien la perpendiculaire A B = y , et soit proposé de trouver la latitude du point B , sa longitude , et l'angle PBA que fait B A avec le méridien du point A , c'est-à-dire l'azimuth de A observé de B (i).
Pour cela nous mènerons la normale M A terminée à l'axe du sphéroïde en M , et faisant M A = r , nous aurons
r=6(i + am — m cos* L ) ; cette ligne M A est en même-temps le rayon de la développée de l'arc A B , de sorte qu'on peut regarder A B comme un
arc de cercle décrit du centre M. Faisons en conséquence - — 9 ,
et du point M comme centre, décrivons une surface sphérique qui rencontre en p , a , b les lignes menées de M vers les points P , A , B , ( P étant supposé le pôle ) , nous aurons
(1) La figure est dans le Mémoire cité de 1787 ; mais oa peut aisément y iuppUer par cette explication.
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un triangle sphérique p a b dans lequel on connoîlra le côté
pa— go a — L , le côté oi = >, et l'angle compris pab , qui
est un angle droit. On aura donc par les formules ordinaires
' » * . w * t tane 9
cot b = tang L sm 9 , cos p b = sin L cos ? , tang p = — ^~ ;
COS M-é
développant ces formules dans la supposition que 9 est une quantité très-petite , et omettant seulement les quantités de l'ordre on aura
9 , »' sin* L
^ — cos L J ' cos 1 L p 6 = go° - L + 7 tang L b =90° — 9 tang L + j f s tang L ( f + tang* L )
L'angle p donne la différence en longitude entre les deux points A et B j l'angle b est égal à l'azimuth demandé P B A , ou du moins on peut prouver qu'il n'en diffère que de la quantité 7 m tang L , qu'il faudroit ajouter à la valeur précédente pour avoir égard à l'aberration de sphéricité j mais cette différence pourra toujours être négligée , même quand la distance^ seroit égale à 2 ou 3 degrés. Enfin 90 0 — p b ou L — £ tang L , est une valeur approchée de la latitude du point B ; mais celte valeur a besoin d'une correction, parce que M B ne se confond pas avec la verticale au point B. Soit cette verticale N B , et la latitude en B = L', on trouvera aisément CM (distance du centre C au point M ) = 2 m r sin L , pareillement C N = 1 m r sin L' ; donc MN= 2 m r (sin L — sin L') = a m r (L — L') coaL—mr 9* sin L :
de-là l'angle N A M ou N B M = ^NcosL m p « s j n L cos L j
doue la latitude corrigée du point B sera
L' = L — j 9* tang L — m 9 % sin L cos L.
Si on joint à cet élément la longitude et l'azimuth déjà déterminés , on aura tout ce qui concerne la position du point B.
Quelquesj>ersonnes ont pensé que des observations d'azimuth et de latitude , faites dans des lieux assez différens en longitude , et dont on connoîtroit la distance , seroient très-propres à déterminer la figure de la terre. Cette opinion n'est nullement fondée , puis-
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qu'on voit que la ligne A B étant perpendiculaire à la méridienne , le coefficient m , qui mesure l'applatissement , n'entre que pour une quantité insensible dans l'expression de la latitude , et qu'il influe encore moins sur l'expression de l'azimuth du point 13. Ce sont donc au contraire les observations faites dans la direction du méridien , qui sont les plus propres à déterminer la vraie quantité de l'applatissement.
Les formules précédentes s'appliquent à la perpendiculaire LX, menée par le point extrême L de la chaîne des triangles, et on en tire ces deux conséquences ( Voyez la figure ci-dessus , pag. 3).
i°. Soit la latitude en X = L , en L = a , soit la distance LX=^, le rayon de la terre ou la normale an point X = r,
onaurûA = L — ï(~) tangL — m(^) sinLcosL, et réciproquement
L — k + i tang a + m (/~ y ) 8mA c08 K >
mais la seconde partie de la correction sera presque toujours négligeable.
2°. Les mêmes choses étant posées , on aura l'azimuth de L X, c'est-à-dire l'angle au point L, entre la ligne L X et la ligne menée au pôle ,
= qo° — ^tangL + y.^ i«>g L (t + tang' L )
= go' — 2 tang a — t ang a ( i + 7 tang* a) r Or
A cet angle , ajoutant l'angle calculé Q L X , on aura l'azimuth de L K y lequel doit s'accorder avec l'azimuth observé directement en ce point , et fournira ainsi une vérification de toute frpécatioa.
Ptti»,e nivôse au VU.
FORMULES ET MÉTHODES
Employées dans les Calculs de la Méridienne de
France.
Par J. B. J. D E I. A M B R E , Membre de la Commission des Poids et 31esures de l'Institut national.
Le 5 cercles entiers dont nous nous sommes servis sont en degrés décimau*, c'est-à-dire divisés en 4oo parties. Nous n'avons pas encore de tables de sinus rapportées à cette division j ainsi la première chose que nous avons à faire est de convertir les degrés décimaux en degrés ordinaires.
Un degré décimal = £5 degré ordinaire = o°,g = o* 54'= H.
J'appellerai pour abréger grade le degré décimal , et je le désignerai par la lettre G. On a donc pour la réduction des grades en degrés l'équation i° = o*,o = o° 54' = i a , et pour
celle des degrés en grades , l'équation i° = Y~ I > 1III Miiii.
Pour ces doubles conversions , j'ai construit des tables j mais je ne m'en sers jamais : le calcul direct est presque aussi court.
Proposons-nous d'abord de convertir en degrés 68% 5yig
J'en retranche le dixième 6, 86749
Le reste est l'arc exprimé en décimales de degrés 6 1 °, 7 1 74 1 En multipliant la fraction par 60, on aura. . . 6i° 43',o446 Et puis. . ■V.;6x # 43' 2", 676
Proposons-nous pour a* exemple de réduire en
grades 6x* 43V, 676
Je divise les secondes par 60 , et j'ai. 6i* 43'o446
Je divise les minutes par 60, et j'ai. 61% 71741
Je prends le neuvième , et je l'ajoute 6% 86749
Et j'ai . 68°, 57490
J'aurois pu me contenter de multiplier le neuvième par 10 ; mais l'addition sert de preuve.
Mi:», de Delambre. C
Correction pour V excentricité de la Lunette inférieure.
F1G. î. Quand on commence l'observation d'un angle ACB {fig, i . ) * on met la lunette supérieure sur l'objet A, à droite , dans la direction CA. Si la lunette inférieure étoit concentrique , on la dirigeroit selon CB, et l'arc intercepté donnerait sur le limbe la mesure cherchée. Mais à cause de l'excentricité C D , la lunette inférieure , qui est fixée en D , prend la direction D B.
Quand ensuite on dirige la lunette inférieure sur l'objet A , le point D , par le mouvement de l'instrument snr son pivot , est transporté en E , et la lunette inférieure prend la direction A E j en sorte que le mouvement donné à l'instrument est égal à l'angle D C E , et non pas à l'angle ACB.
OrDCE=ACE— ACD=ACE — (BCD — BCA)
=ACE— BCD+BCA= (90 0 — A)— (90 0 — B) + B C A = go° — A — go°+ B + BC A = BCA + B — A npi CD CE
= bca+ cb--cT î
car les angles A et B étant fort petits , on peut mettre les sinus au lieu des arcs. Donc la lunette supérieure est repoussée à droite hors de l'angle ACB d'une quantité
-BCA + CD _ CE
- BCA+ c¥ CÂ*
Donc , pour la ramener en B , il faut lui faire décrire
CD CE CD CE
ACB+ C¥~CÂ+ ACB = aACB + cb"câ- Donc , en prenant la moitié de l'arc mesuré sur le limbe , on
obtient A CB + „ „ — „ . = ~ (arc mesuré ) j donc
■ 2-li D ■ 3 L> A
A CB = H arc mesuré ) + — rr-r 77-5- } donc, pour avoir
ACB, il faut , à la mokié de l'angle pris sur le limbe , ajouter v e xcentricité ~ ex centricité D G '
J'appelle G la distance C B de l'objet B qui est à gauche , et D la distance C A de l'objet A qui est à droite.
Dans la figure , l'excentricité est à droite ; si elle eût été à gauche , elle eût été négative, et l'on auroit une correction de signes contraires.
En général , la correction est égale à la moitié de l'excentricité , réduite en secondes et divisée par la distance à l'objet qui est du même côté que l'excentricité , moins la demi excentricité divisée parla distance à l'objet qui est de Paulre côté, par rapr port à la lunette excentrique.
Dans nos cercles, l'excentricité est de i8 n «- et -^rr- = -^r:
i WM * 9b
cette quantité , réduite en secondes , est 3j48",6} ainsi la carrée-
, ai48"6 3i48"6 tion sera + —g ^— .
Les petits arcs étant sensiblement égaux à leurs sinus , il s'ensuit que le sinus de a" est égal à deux fois le sinus de i"j le sinus de 3" est égal à trois foi9 le sinus de 1" , ainsi des autres ; de sorte que u étant un nombre de secondes qui ne paBse pas a4oo" ou 4o',
on a sin u = u sin i" : de cette équation l'on tire u =
sur
Ainsi quand on a le sinus d'un petit arc , on le change en son arc en le divisant par sin 1"; et quand on a l'arc, on le change en son sinus en le multipliant par sin 1*. 8i l'arc est de 4o' , l'erreur n'est que de o*,o553 s'il est de i', l'erreur n'est que de o",i84.
L'usage de la table P* est fort facile.
Avec la distance de l'objet qni est du même côté que la lunette excentrique , c'est-à-dire pour nos instrumens avec la distance de l'objet à droite , entrez dans la table , et prenez une correction , à laquelle vous donnerez le signe +.
Avec la distance de l'objet qui est de l'autre côté , c'est-à-dire ici de l'objet à gâuche , prenez une seconde correction, que vous marquerez du signe — .
Ex bmp le. Supposons que l'objet à droite soit distant de
FIG
20 DE LA. DÉTERMINATION 5ooo toises , et l'objet à gauche distant de TABLE I" 22000 toises, et l'excentricité à droite.
La distance de l'objet à droite = 5ooo toises
donne + °"> 43
La distance de l'objet à gauche
= aaooo toises donne — o",io
Correction totale + o",33
Si les deux distances sont égales, les deux termes se détruisent , et la correction est nulle.
On pourroit faire de cette correction une table à deux entrées , qui donneroit tout d'un coup la correction entière avec son signe ; mais la table étant assez longue et fort peu utile , je la supprime ici. Celle que je donne est à-peuprès aussi commode.
C'est une remarque curieuse du cit. de Borda, que l'effet de cette excentricité sur les troia angles d'un triangle se réduit à tcro.
En effet , soit A fi C un triangle quelconque. L'effet de l'excentricité sur l'angle A est égal à
±if
COO
BC
La somme de ces trois valeurs est égale à zéro.
Réduction au Centre de la station.
11 anroit été presque impossible d'éviter toujours les réductions au centre j èt le plus souvent on ne l'auroit pu qu'en augmentant considérablement ia dépense , et en perdant un
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temps précieux. Nous avons cru devoir céder aux circonstances ; mais nous avons déterminé avec tout le soin possible la position de notre instrument par rapport au centre de la station. Je vais exposer les méthodes que je me suis faites pour calculer les réductions à ce centre.
On auroit dû observer l'angle ACB ( fig. 2.) ; mais ne pouvant FIG. 2. se mettre au centre C de la station , on a été forcé de se mettre en O , et l'on a observé A O B.
ACB=A1B-CB0=A0B + OAC — CBO=AOB + 22^0C _ OCsinBOC
Je fais pour abréger ACB = C, AOB = 0, OC = rj AC = D, c'est la distance de l'objet à droite j B C = G , c'est la distance de l'objet à gauche $ B 0 C =y : j'ai par ce moyen
A O C = ( O +,) , et C = O + ™L(°±Z> _ IfjîZ.
Cette formule est générale, en faisant attention aux signes des sinus de ( O + y) et ûey.
Ainsi le premier terme de la réduction sera positif tant que l'angle (0+.y) sera plus petit que 180 0 . Il deviendra négatif si ( O + y) surpasse 1H0 0 .
Le second terme sera négatif si l'angle y est plus petit que 180", et il deviendra positif si l'angle y surpasse i8o\
Il faut que r soit exprimé en secondes , c'est-à-dire multiplié
par l'arc égal au rayon , ou 57° 17' 44",8 , ou , ce qui revient au
même , divisé par le sinus d'une seconde. Soit donc b ce sinus*
. , , . rsin (O + y) rsiny
la réduction sera . . „ .
Pour connoître OC, on mesnre exactement la distance du centre de l'instrument au centre de la station.
Quand on a mesuré l'angle A O B , la lunette supérieure est dirigée vers l'objet à gauche B , et l'inférieure vers l'objet à droite A. Celle-ci restant fixe sur A , faites mouvoir la lunette supérieure de droite à gauche , jusqu'à ce qu'elle soit pointée à C ; le chemin qu'elle aura fait sur le limbe , sera la mesure de l'angle BOC = ^.
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Cette formule n'est au fond qne la méthode ordinaire présentée sons une forme plus générale, et qui dispense le calculateur et l'observateur de l'embarras des figures , ou de l'énonciation détaillée de tous les cas qui peuvent arriver suivant les diverses positions du centre O par rapport au centre C. Voici une méthode plus courte , et qui donne la réduction exprimée par un seul terme.
Par les trois sommets du triangle, je fais passer le cercle ACB, et par le point P où B O coupe ce cercle , je mène les cordes C P et A P.
ACB = APB = AOB + O AP = AOB + <^p*°* .
carie triangle APO donne AP : sin AOB :: OP : sinOAP. OPsinAOB
Donc sin O AP = , et parce que OAP est tou-
, OPsinAOB .
jours un très-petit angle ,OAP = b~Â/P '
Le triangle C O P donne
OC sin PC P r ain (CAB— BOC) _ rsin (A— y) OP "~ sinCPO ~" sinCAB ~~ sinA * _ _ rsin (A — y) sin O _ .
donc C = O + r-Tu • a » car ll est clair <1 U9
Ù.Ar Stn A
CPO = 16V— CPB = i8o° — CAB :
donc sin C P O = sin C AB = sin A,
A est l'angle à l'objet à droite dans le triangle ABC j mais
AP = AC + CP cos APC = AC— CP cos ABC = D— CP cosB,
OCsinCOB rsin .y rsinycosB
^ sinCPB sinCAB a ° n ™ sinA '
rsin (A — y) sin O donc réduction s= =-
^.sinA(D-. rS1 ^ C A ° 8B ) rsin(A— y) sinO t rsin (A— ^sin O.rsinycosB
_ 1 . — : — , "T* — : — z7 — : ï"~vi — . ■ . ■ ■ OC C.
D.i.sinA b.D sin A. D sin A
rsin O sin (A— y) r sin O sin (A— y) r siny cos B ~* é.DsinÀ é.DsinA.DsinA
D' UN ARC DU MÉRIDIEN. iZ Ain.i quand on a tronvé le premier terme '"'^ ,
il faut le multiplier par O f est très-probable que
sinvcosB . , „ . ,
: — ; — est moindre que l imite , et r est certainement très»
smA .
petit en comparaison de D. Il s'ensuit donc que le second terme
est petit en comparaison du premier , et cela à très-peu près
dans le rapport de r à D , c'est-à-dire le plus souvent moins d'un
dix millième, et jamais au-dessus de Supposons donc le
premier terme = 5o", ce qui est très -rare, le second sera 5o" i"
= — = o",oi j mais le plus souvent il sera beaucoup
moindre. On pourra donc toujours le négliger.
J'ai tâché de me placer de manière à pouvoir tout observer de la même place quand cela étoit possible. Il suffit alors de mesurer une fois r, qui est invariable dans ce cas , et un seul .y} d'où l'on conclut tous les autres en y ajoutant difierens angles que donne l'observation.
On a pris du point O les angles AOB, BOD, DOE, EOF, FIG. et 1 angle de réduction A O C = y ; cet angle y servira pour réduire au point C l'angle AOB. Mais pour réduire l'angle BOD, il est visible que l'angle de direction est i y = BOC = AOB + COA.
Pour l'angle EOD, l'angle de direction est
.y = DOC — DOB + BOA + COA.
Pour l'angle FOE , l'angle de direction
EOD+DOB + BOA+AOC
Enfin pour AOF, l'angle de direction
.y = FOE + EOD + DOB + BOA + AOC.
N. B. On pourrait se dispenser de calculer cette dernière réduction j car elle est égale à la somme de toutes les réductions calculées , prises avec un signe contraire. Il vaut pourtant mieux la calculer , pour avoir une preuve de la bonté des opérations précédentes. Si la somme de toutes les réductions est égale à zéro , on aura tout lieu de croire qu'on ne se sera pas trompé .
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Puisque les réductions sont addilives ou soustraclives fui-' Tant l'endroit où l'on se place, il est évident qu'on peut se placer même hors du centre , de manière à ce que la correction soit nulle. En voici les moyens, qui sont le plus souvent impraticables dans l'intérieur des clochers , mais qui sont faciles sur les montagnes ou sur les tours terminées en plate-forme.
La première formule de réduction est rsin CQ+^) _ '
T rsin(O+j0 rsiny Lorsque cette quantité eèt égale a rero , on a — = — g- ,
d'où
G:D::sin^:sin (O-f^), ou G sin O cos^ + G co6 O siny— Dsinj', ou G sin O = ( D — G cos O ) tang^ , et
G sin O G sin C . - _ . , . .
^ a D-C co,0 = D=G^C -°"8A=t.»g(-8o +A).
F1G. 4- Il suffit donc de se placer de manière que y = A , ou 1 8o° + A.
On peut démontrer la même chose par l'autre formule , qui ,
, . . ai- r sin O sin (A — A)
dans le cas de y = A, devient ~. . . = o.
J D sin A
Il peut être embarrassant de chercher le'point oxxy aura la condition requise. Cette méthode exigeront un tâtonnement aussi long qu'incommode.
Si l'on pouvoit se placer sur la circonférence du cercle circonscrit au triangle , on seroit certain de n'avoir pas besoin de réduction. Il est difficile de se mettre sur cette circonférence j mais on peut aisément se mettre sur la tangente , qui , dans un petit espace , en diffère peu. Pour y parvenir , il faut considérer que si l'on mène O C O' tangente en C au cercle circonscrit, on aura BCO = A, ACO = B, BCO = 180 8 — A, ACO'= i8o° — B. Ainsi, quand on connoît l'un des angles A et B , on peut aisément mener la tangente O C O' , sur laquelle on se placera au point le plus voisin du centre que l'on pourra ; mais on pourroit se mettre à plusieurs toises sans inconvénient , comme je vais le démontrer.
PO=KO— KP = KCsecCKO — KC = KC(secCKO— 0 = KC (tang CKO tang \ CKO) = \ KC tang* CKO ,
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à très-peu près quand CKO est un petit angle, comme il est
toujours. Mais tang CKO = 77^ i donc
PO-, rK ( CO >'- *( CO >' PU - ïlK (CKr" CK * De plus, AB = aCKsin ACB; donc
i a sin A CB fl sin C CK~ AB AH *
donc
p y (CO)*asinC _ (CO)'si n C _ r* sin C _ r» sin A _ r* sin B — AB ~ AB ~ H ~ G " D '
toit. toi».
Supposons r = 3 , C = go° , H = 6000 , jamais nous ne trouverons un cas aussi défavorable ; car si C = go 9 , H sera plus grand dans nos triangles ; nous aurons
«toit. toi*. poa. lij.
PO
Ainsi un observateur placé à trois toises du centre sur la tangente au cercle , ne sera pas éloigné d'un pouce de la circonférence du cercle j et par conséquent la réduction sera insensible , et l'angle sera sensiblement égal à celui qu'on auroit observé sur la circonférence même , ou au centre de la station.
On peut trouver P O de cette manière
PO (CO)' (CO)' (CO)'»nC
PO + aCK~ pQ t AB ~H+POsinC
sin C
Cette expression est rigoureuse. En négligeant le terme insensible P O sin C , on trouvera l'expression précédente.
Dans les suppositions ci-dessus , qui seroient déjà forcées , l'erreur de l'angle ou la réduction seroit
POsin(O-HA ) PO sin A + Dsini* "~ Gani"'
Si nous supposons les deux sinus chacun = 1 , la réduction
o",ooi5 o",ooi5 ~. , , sera + s?-. — r, — rT~- — r,- Chacun de ces deux termes sera au D sin \" G sm 1
plus o*,o52 , et leur différence encore moindre j elle est même
nulle. Ainsi la réduction sera véritablement insensible.
FIG. 5. La plupart des clochers qui ont servi de signaux , sont embarrassés par une poutre quarrée verticale qui empêche de viser au centre , et de prendre la distance de ce centre à celui de l'instrument. Cherchons les moyens de lever cet obstacle. Soit E D la diagonale de la poutre , C le centre , O C la distance du centre au centre O de l'instrument , COF l'angle y, DB et E A perpendiculaires sur OC
E A ECsinC
sinEOA =
EO OD
donc
OD + EO : OD — EO : : sin EO A + sin DOB : sin EOA— sin DOB
: : tang - t (EO A + DOB) : tang { (EO A-DOB) ;
donc enfin
tang: (EOA-DOB) = ( ( ^-=|^tang;(EOA +DOB) = j22^tang-;DOE.
Nommons la distance O D à droite , /' la dislance E O à gauche , y l'angle F O D , y" l'angle F O E , a l'angle DOE=/ — y' , et d la différence des angles EOA et DOB, nous aurons
On connoîtra par observation DO , r"=EO, a — (y"— y); alors on auraEOA = ia + {det DOB = ia-irf, et j, = FOC = FOD + ^-^ = ^Cy'+y')-irf.
A présent , C A = CE cos C = CD cos C = CB j donc OC=HOB + OA) = j{ODcosDOB + OEcosEOA);
onr = ^ (r'cos DOB + S cos EOA) (a)
r = i(r'cos (> — r"cosH« + d))
= ± (r'coSîacoSïrf+r'sinïasin^+r'cosTacoSïrf— r"sinxasinirf) — 1 ( r ' + /') cos I a cos f + t (✓— r") sin ± a sin { d = i (r'+ r'>osia--M(/ + r'')sin^rf+Kr'-r')siniasin^ = i (r' + r") cos i a - ^ (r' + O sin' ±d+ i (r'-r") sin { a sin ±d.
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Il est évident qu'il n'y a dans les formules (i) et (a) rien qui dépende de la ligure de la poutre. Ainsi elle pourroit être quarrée , rectangulaire , hexagone , octogone ; mais il faut toujours que la figure soit régulière , afin que D E , ligne qui joint les deux rayons visuels tangens O D , O E , passe toujours par le centre , que je suppose toujours placé sur le milieu de DE.
Si elle étoit circulaire , on auroit
r'= r" , d = o , etr=r'sec> = r" sec \ a.
Il peut arriver quelquefois qu'on ne puisse voir à la fois les FIG. 6. deux angles opposés , mais seulement les deux extrémités de la même ligne E D. Dans ce cas ,
/OD-OEn tangKDEO -ED O) = (ô^tôë) cet i D O E,
ou
tan g ^ = (^^l)cotia.
On connoîtra donc
OED = 90° — ia + iÉ?=go« — (£a — £<*) = »" EDO = go' — fa — irf= 9 o°— \\a + \d) =u'.
Nommons b l'angle CDE = CED,
ODC=ODE + 6 =90'— (io+i</) + «=«' + b OEC = OED + A = go° — — + b = u" + b O D + DC.OD — DC:: cot £ O D C : tang î (O C D — DOC) OD— DC . r' — m , , , . , v - >
= OdTdc co ' * 0DC = cot *) = taBg ; t.
De même
tangKOCE-EOC) = Ô£ + CE cot £OEC = cot * ( w " + *)=langK'.
Enfin
O DsinCD O EOsinCEO /amÇu'+ b) r*si n (u" + b)
~ sinOCÏT"~ sinECOT~" r— sin p' sin p" • *
Si la poutre est quarrée ,
6=M5*, ECD = go°, DCO = go' — ECO.
Autre Solution.
DOsinEOD r'sina
ED : sinEOD :: DO : sinDEO
:: OE: sinODE =
ED c OE sinEOD r' sina
ED
t a D gi (DCO-DOC)=(^_£5) cot i (ODE+CDE)
= (ttI) cot ^ ODE + CDE > = (^) cot *' /+ b)
lan 6 ;CECO-EOC) = cotKOED+DEC)
=(^ cot ^ OED+DEC 5=(^D coi:(M '' + ^
• -r^^^ * n . OD sinCDO
smDCO : OD : : sinCDO : OC = — . _ _ _
sin DCO
r' sin (O DE - H DEC) r' fin («'+*)
~~ sin DCO ~ sin DCO — p'
•in ECO : EO : : sin COE: OC s= E P $] " ^ E ^ -
sin ECO
r*sin(OED + DEC) r' sin (//+ £)
sin ECO ~~ sinECO=/>*'
Troisième Solution.
FIG. 6. CD:sinCOD::CO:sinCDO;sinCOE:CE::sinCEO:COi mais CD = CE et CO = CO: donc
sin COE: sin C O D : : sin C E O : sin C D O j donc sinCOD + sinCOE: sinCOD — sinC OE
:: sinCDO + sin CE O : sin C D O — sin C E O 5 donc tang i (CO D + C O E) : tang j(COD — COE)
:: tangï(CDO + CEO) : tang 7 (CD O — CEO) , COD + COE = a, CDO + C E O = 36o° — O — C = (56o* — C — o ).
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. ug (J'appelle C l'angle an centre ) ; donc
tangua: tang £ (COD — COE) :: tang(i8o°
:tangi(CDO — CEO)j
donc
tangi(COD— COE) = — tang^ a cot{ (C + a) tang^ (CDO— CEO) = — tangj a col± (C + a) lang'- (EDO— DEO) = + tangf a cotf (C + a) tangi (DEO— ODE).
Or le triangle ODE donne
OD: OE :: sinDEO:sin ODE OD + OE: OD — OE : : sin DEO + sin ODE : sin DEO — sin ODE
:: tangf (DEO+ODE):tangKDEO— ODE)j
donc
tangi(DEO-ODE) = tang i (DEO+ODE)
== ^ZZ r tang( 9 o--» ....(I)
donc
tangKCOD— COE) = y-j— - tang (go'— \ a) tangl a cot ^C + a)
te -^£coti(C +a ) (II).
La formule ( I ) donnera les trois angles du triangle EDO, La formule (II) donnera les angles COD et COE j alors
y=y' + COD = /' — COE=/ + P '=y> — p "
O D sin ODC OD sin ( O DE + E DC) 0L ~ sinOCD ~~ sin(ODC + DÔC)
OD sin (O.DE + b) 4=5 sin (ODE + *+/>')
/sin («' + 6) r'Uin (*/' +&)
OC_r "" sin(«'+*+/>') ~ sin(u"+* + /j ) J
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et si Ton fait-^- = tang x (i)
on aura tang jd~ tang (x — 45' ) tang ( 90 0 — j a) (3)
w' = 90°-to +îd. (3)
**=cjo*-*a-i* (4)
tang i cf = + tang (* — 45°) cot f (C + a) (5)
C O D = p' = i a — i if (6)
COE=/= - x a + Î<T (7)
r' sin (u' + b) ? sin (u" + b) T ~ sin ( «' +T ~ s~Û7(i/'+ 6 + />")' " ( '
Si la poutre est quarrée , C = 90° et b = 45'.
tang j <f = tang ( * — 45° ) cot (45" + ± a ) ( V>
' r'«n(«' + 45') r%in (//' + 45»)
sin ( u' + 4ô a + p' ) ~~ «in ( «"> 4^ + p" ) 1 ; *
Cette formule n'emploie pas les côtés de la ponlre quarrée.
Si le rectangle H G D E étoit l'intérieur d'un clocher, ou d'un belvédère, ou d'une chambre quelconque dont rien ne marquât la centre , ou dont le centre fût embarrassé , et qu'on eût observé d'un point O dans le rectangle HGD E; en sorte que / et r" fussent les distances de l'observateur aux angles D et E,y et y les angles entre l'objet à gauche et les mêmes points D et E j les mêmes formules serviraient encore en faisant attention aux signes. Toute la différence est que l'angle a serait plus grand que 180 0 au lieu d'être moindre; mais, dans ce cas, on peut employer des méthodes plus simples. On en verra des exemples ci-après.
Si l'on suppose C = iSV dans les formules ci-dessus, il est visible que b = o j car b = 90* — ^ C : alors les formules serviraient pour le cas où la ligne E D passerait par le centre. Mais j'ai donné pour ce cas une solution particulière qui est plus simple. Voyez ci-dessus, page 5.
FIG. fa L'instrument étoit quelquefois placé de manière qu'il étoit impossible d'observer z' et z". Supposons , par exemple , qu'où
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 5i n'ait pu observer que x". Pour suppléer à z\ on mesuroit le côté de la poutre.
Dans le triangle ODE on connoît les trois côtés. Ainsi on peut FIG. G. calculer l'angle DOE, que nous appelons ordinairement a. Soit donc ÔD = r', OE = r", DE^c,
«nia- ,
connaissant a , on aura s' = z" — a , et l'on calculera r et y par la méthode ordinaire. On peut encore faire le calcul de la manière suivante
D7OED = sin v= 1/ 3 JK 2 J .
en faisant q = 90 0 — £ «" ,
tangGED> ££=il 0 DE c
GED = 45° lorsque la poutre est quarrée. Dans ce même
cas , on a
EC=m=4EDsec/ED =
' 2 cos (
cos GED 2 cos 45°
" 2 r" cos 45" 2 r" sin 45°
Soit tang x = — =
tang f d = tang — 45 e ) tang ( 9 o'~ | i = tang(*— 45°) tang (y— i ô) = tang (x— 45°) tang (y— 22^) ECO = n" = S r-^ + irf, EOC=/ = y-.ii-i rff ^=y-.p« . _ r"sinÇp"+» ")
sin n"
Les mêmes formules serviroient pour le cas où l'on n'auroit mesuré que js'j alors il suffiroit de changer r", p" 7 n" f z" et y" en r', p' , n', et y, et l'on aurait .y =y + j>\
Voyons maintenant ce qu'on peut faire lorsque le centre de la station est invisible , ou qu'il est impossible d'en approcher.
A Cassel , par exemple , on observoit dans une gouttière ou
3a DE LA DÉTERMINATION galerie extérieure à la pyramide quadrangulaire qui termine la FIG. ïo: tou *- Soit AB K D (Jîg. 10) la base de la pyramide. Le point C, intersection des diagonales, est le centre auquel il falloit réduire les angles observés dans la gouttière. J'avois placé le cercle dans une ligne verticale , dont le pied étoit en D. Au moyen d'un fil àplomb, dont la pointe tomboit en A, j'ovois mesuré l'angle entre le côté D A et la ligne D E , direction à la tour de Watten. Je
A n AB
connoissois l'angle ADC = ADB par la formule tang ADB = -— =r- .
Je connoissois donc EDCj et par conséquent .y = (36o°— JÊDC).
Il reste à déterminer r ou la distance au centre. Or T
jDA DA r -DC- cosADC*" a cos ADB*
Celte position à l'un des angles étoit la plus favorable à la simplicité des calculs } mais , pour faciliter l'observation , on a été obligé, dans un cas particulier , de repousser l'instrument en d. Avec D d , DC , et l'angle compris , il étoit aisé de calculer Cd et l'angle AdC- t on pouvoit aussi déterminer, si on le jugeoit à propos , la petite différence opérée dans l'angle A D E' J* par ce déplacement. Voici pour cela une formule générale qui peut servir à calculer le plus petit des deux angles inconnus dans un triangle ABC dont on connoît les côtés A B , A C , avec l'angle compris. Je suppose A C > A B
+ ■ (4§) 4 8in 4 A + &c '
J'ai donné ce théorème sans démonstration dans la Connoissance des Temps de 179,3, page 347. On la trouvera à la fin de ce Mémoire. C est ici exprimé en parties du rayon j pour l'avoir en secondes, il faut en multiplier la valeur par l'arc égal au rayon , ou, ce qui revient au même , la diviser par le sinus de 1". FIG. 10. A Rieupeiroux, dans une circonstance semblable à quelques égards , j'ai pris un parti beaucoup plus simple. Ayant élevé la perpendiculaire P O sur le milieu de D K , je plaçai l'instrument
en
en O. La distance au centre C éloit = P O + ^ AD j et pour mesurer l'angle de direction y , je visois en P qui se trou voit dans l'alignement de O C. é
A Dunkerque , j'ayois à réduire au point E un angle pris FIG. 10. en O. E étoit le support de la girouette qui est au-dessus de la porte de la cabane du guetteur. Le triangle rectangle PKE, dans lequel j'avois mesuré PK et KE, me donnoit PE et l'angle EPK. Dans le triangle OPE, je connoissois OP, PE et OPE = 90 0 + EPK; je pouvois calculer OE et POE. O E est la distance au centre j et au moyen dc^O^E, je pouvois réduire au point E les angles de direction observés par rapport au point P.
Dans la réalité , le point E étoit sur le côté AD j mais , pour ne point embrouiller la figure, je l'ai supposé sur BK; ce qui n'est ici d'aucune conséquence , puisqu'il ne s'agit que de donner une idée des méthodes.
Dans la flèche d' Amiens , j'étois placé comme en d; mais AD étoit le côté d'un octogone inscrit au cercle ; et c'étoit au centre de ce cercle qu'il falloit réduire les angles, A cela près, le calcul étoit le même qu'à Cassel.
A Vignacourt , Vouzon et Chaumont , j'observois dans l'intérieur de clochers embarrassés de charpente. Après avoir mesuré les dimensions intérieures du périmètre AB K D , j'abaissois des perpendiculaires sur deux faces voisines, telles que AD elDK, et l'on conçoit facilement de quelle manière je pouvois déterminer ma position par rapport au centre , c'est-â dire la distance r à ce centre , et l'angle y qu'elle faisoît , avec les signaux que j'avois à observer. Dans ces cas , à la vérité , il étoit assez difficile de répondre du centre à deux pouces près ; mais il doit arriver bien rarement que celte erreur , déjà si légère , se porte en entier sur la longueur de notre méridienne.
Quand nous observions Cassel des signaux voisins , nous avions à nous garantir d'une petite erreur qui faisoit que le point observé n'étoit pas exactement dans l'axe de la tour. On ne yoyoit pas toujours la pointe de la pyramide qui la termine j
alors nous étions réduits à observer la tour elle-même en la plaçant entre les fils inclinés à 45° de notre réticule , ainsi qu'on FIC. o: ]e voit dans la fig. g. La pointe de la pyramide étant bien an milieu de la tour, il ne seroit résulté aucune erreur de cette manière d'observer , si les quatre murs qui font le périmètre de
la tour eussent été d'égale hauteur; mais l'un des quatre a o,S4 d'élévation de plus que les trois autres. Soit FI le mur plus élevé , G H l'un des trois autres murs. L'observation donnoit l'angle par rapport à la ligne Cam y mais l'axe de la tour est dans P b n parallèle à C a m. L'erreur est donc proportionnelle à la ligne a b. Or
o4=U — Ia=jIK— ^Id = HIK — Irf) = ic/K = ^HK J car HrfK = rfHK= 45".
L'erreur étoit donc de -^-A — -, D étant la distance à Cassel:
D sin 1"
et la correction étoit additive toutes les fois que le mur le plus élevé étoit en même temps le plus voisin de l'objet qu'on observoit avec Cassel ; elle étoit soustractive dans le cas contraire. Elle étoit d'environ 1"
Réduction au centre du signal observé.
FIG. 7. Quand les signaux sont éclairés obliquement , ils ont besoin
d'une correction , parce que le point observé n'est pas dans
l'axe du signal. Soit, par exemple, le signal a bvd. Si l'on n'a
pu voir que la face éclairée a b , on a observé le point A au lieu
du point M , centre du signal , et l'angle observé a besoin d'une
correction égale à l'angle A O M.
^ . A M sin A M O . _ R _ A M sin AMO
Or anAOM= tfï etAOM= - ■ . r . . — — .
AO AOsini'
Si l'on n'avoit vu que la face bc , la correction seroit __ M MB si n B M O B O M = "r7^ — — ,
et elle seroit de signe contraire à la première.
Pour être en état de calculer cette correction quand elle se trouveroit nécessaire , j'ai toujours mesuré le côté du quarré
abc cl et l'angle oMO d'une des diagonales Ma du signal avec la direction M O à l'un des signaux environnans.
Si le signal est une tour ronde , la correction est un peu plus FIG. 8. longue à calculer. En voici la méthode.
Un observateur placé en O, à une distance considérable de la tour A DBS, ne peut voir cette tour qae quand elle est éclairée du soleil , et alors même il n'en voit que la partie éclairée j et s'il prend le milieu de la partie éclairée pour le centre de la tour , il se trompe d'une quantité qu'il s'agit de déterminer.
Soit CS la direction du soleil au temps de l'observation; M S sera l'azimuth du soleil compté depuis midi. Je fais M S = z ; le demi-cercle ASB sera éclairé du soleil. Soit maintenant OC le rayon visuel de l'observateur. Je fais MCO = MQ = arj je mène D E perpendiculaire à O C.
Le demi-cercle D AQE est celui qui se présente à l'observateur ; mais, comme la partie AD n'est pas éclairée du soleil , l'observateur ne verra que la partie A Q S ME. J'abaisse A F sur DE; E F sera la projection orthographique de l'arc visible , et cet arc paroîtra par conséquent comme la droite FE. Celte ligne est plus petite que le diamètre de la quantité
DF=CD.3sin^AD=2CDsiu i KQS)=2CDsin^(MQ-MS)=aCDsin , K*--s).
L'erreur de l'observation sera donc CD sin* f (x — z). Pour exprimer cette erreur en secondés, on la divisera par OC sin i". Ainsi , faisant O Ç = D , CD = r, on aura pour la correction
cherchée — ' * 5 — 7, — D sin 1
Si le soleil et l'objet auquel on compare la tour sont du même côté , la correction est additive j s'ils sont de difTérens côtés , la correction sera négative.
Si x > z , le soleil sera à droite de l'observateur.
11 ne reste plus qu'à chercher x et z.
Soient M et P les distances de la tour C au méridien et à la FIG. 1 1. perpendiculaire de l'observatoire , M' et P' les distances de l'ob-
«ervateur O , vous aurez tang x — ^ .
Pour trouver z , il faut connoitre la latitude du lieu et la déclinai-
36 DE LA DÉTERMINATION FIG. 1 1 . son du soleil à l'heure de l'observation. Alors , dans le triangle P2S, on connoîtra P, PZetPS, et l'on cherchera tang PZS ou
tang SZM = - tang PZS. Ainsi cot x = cot P sin L - l il g - D ^--.
sin P
Réduction à l'Horizon.
Quand on a observé les trois angles d'un triangle dont le plan est incliné , il faut réduire ces angles à l'horizon. On a , par ce moyen , les angles d'un triangle sphérique céleste qui joindrait les zéniths des trois points , ou d'un triangle sphérique terrestre qui joindront les pieds des trois signaux. La somme de ces trois angles doit par conséquent excéder i8o° d'une quantité que l'on trouve aisément par le théorème de WalHs , sur l'aire du triangle sphérique , et dont on verra ci -après une expression exacte. Cet excès est ordinairement peu de chose j mais lorsqu'il est un peu considérable , et qu'on aspire à beaucoup de précision , on ne sait comment le répartir entre les trois angles, pour être en état de résoudre le triangle rectiligne formé par les cordes des trois côtés du triangle sphérique.
On n'a donné jusqu'ici , pour ces doubles rédactions , que des formules très-pénibles , si l'on considère la petitesse des corrections cherchées. Je vais donner le moyen de les trouver plus facilement et plus exactement.
L'angle observé entre deux signaux n'est un angle sphérique que dans le cas où chacun des deux signaux est exactement éloigné de 90" du zénith de l'observateur.
Si les distances au zénith ne sont pas toutes deux de 90° , on imagine un triangle sphérique formé par les deux distances au zénith , et par l'arc qui a pour mesure l'angle observé. Alors, si l'on nomme A l'angle observé , a l'angle réduit à l'horizon , H et /* les hauteurs des deux signaux sur l'horizon de l'observateur, on a
cos A = cos a cos H cos h + sin H sin h (1)
cos A — sin II sin h
ou cos a ss — (2)
cos H cos h
et ./^A + H-^A-H+j)
v cos H cos h
D'U N ARC DU MÉRIDIEN. 3 7 Ces deux dernières formules donnent directement l'anglo réduit, qui est toujours considérable. On est obligé de les calculer avec une précision fatigante ; il vaut donc mieux chercher la réduction , qui est toujours fort petite.
Soit A + x z= a , nous aurons cos A = cos A cosx cosH cos h — sin A sin x cosH cos // + sin H sin//, ou
sin A sin x cos H cos h — cos A cos x cos H cos h = sin II sin /* — cos A j d'où
sin H sin h — cos A
sin x — cot A cos x =
sin.r-cotA+2sin i j#cotA= -7
sin A cos II cos h sin H sin h cot A
sin A cos H cos h cos H cos h
... » (cosHcos/* — Ocot A + sin H sin AcosecA
sin x + 1 sin* T x cot A = - — -z
cos H cos h
cosecAsin'4(H + /i)— cosecAsin^H— //)— cotAsin' ;(H+/i)~ •cotAs'm'f (H— //)
cos H cos h
_ tang T A sin* T (H + h) — cot T A sin* T (H — h)
cos H cos h
Soit pour abréger
n = tang ' z A sin* i (H + h) — cot ; A sin' { (H — A) , nous aurons
sin x + 1 sin' \ x cot A = n sec H sec h a sin 7 x cos 7 x = n sec H sec h — 2 sin* - x cot A $ d'où élevant au quarré
4 sin' i x ( 1 — sin' = sec' H sec' h
+ 4 sin 1 ï x cot* A — 4 sin* ~ x cot A . n . sec H sec h î
4 sin* - x — 4 sin 1 7 x — 4 sin 4 7 x cot' A
+ 4 sin* ^ x cot A . n . sec H sec h = /»* sec» II sec* /*
. ., /1 + n cot A sec H sec h \ . n % sec* H sec' /*
sin* — r ) sin* x — — —
\ cosec' A / 4cosec*A
sin^ x— sin'A(i +ncot AsccII sec//) sin 1 \x — —\n % sin* A sec* H sec' /' ,
38 DE LA DÉTERMINATION et pour abréger , sin 4 { x — p sin" { x — — i q %
«a* ï * — P 8»n â î* + îpp = \pp — ± qg- 9
dou
6 in« i x = {p^p |/, - 11- ={p^p(t - ?£f S in»i* = ^±ï/;(i-^-.M^-f^.i| ; -&c.)
et 2smj* = - i -r + — . = corde. rj mais
- corde x + ^(corde*)' = + ^ +
Pz Pi P *
= + ïi>)
n sin A sec H sec A t j rC sin' A sec 3 H sec 1 A
sin
«nA(i+recotAsecHsec/<) r sin s A (i +/icot AsecHsecA)'
^/i 3 sin\Asec : 'Hsec 3 A.sin'A(i + ncoiAsecHsecA)
sin 5 A ( î + n cot A sec H 6ec A )'
n sec H sec A { ri 1 sec' H sec 3 A tj/j 3 sec* II sec' A
(î + wcotAsecIIsec/r) 1 sin*A(i + ncotAsecHsecA) 1 (i + ncot AsecHsecA)»
5= n sec H sec A (i— 7 n cot A sec H sec A -f j. £ /l'cot'Asec' H sec» A — î«w &c.)
+ £n 3 sec 1 H8ec 3 Acosec*A(i — |/icotAsecHsecA) + ; ij/j s sec 3 Hsec 3 A(i — 7/icotAsecHsecA)
= n sec H sec A — '- n* cot A sec 1 H sec' A + { . f n s cot* A sec 3 H sec* A — &c.
+ jn 3 sec 3 Hsec 5 A(i +cot\A)(i — 5/zcotAsecHsecA)+7j/» 3 sec 3 Hsec 3 A(i^ , r /îcotAsecHsecA)
^ n sec H sec A — £ /l'cotAsec'Hsec* A + j /z'cot'Asec'Hsec 3 A
+ ^ ^cofAsec H sec 3 A + i n'sec'H sec'A
+^« 3 sec*Hsec*A
-en négligeant n*.
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 3o,
* = n sec H sec A — £ n % sec'Hsec" Acot A + 7 w 3 sec' H sec 1 A cot* A
+ jn 3 sec 3 H sec 3 A = n sec H sec A — £ (/» sec H sec A) 'cot A + £ (n sec H sec A) ' co t'A
+ £(tz secHsecA)
= n sec H sec A - 1 (» sec H sec A)' ^ + K*secHsec A)'(î±^),
Le plus souvent on peut s'en tenir au premier terme , et toujours il suffit du second. En tout cas , on voit combien il est facile de réunir les deux derniers termes en une table à double entrée.
En supprimant les deux derniers termes , et supposant sec H sec A = i , et mettant enfin dans la valeur de n les arcs au lieu des sinus , on auroit la formule du cit. Legendre. Cette approximation est en effet presque toujours suffisante ; cependant il se trouve quelques cas où le facteur sec H sec A diffère sensiblement de l'unité : alors la formule du cit. Legendre ne peut plus servir. Ainsi dans un cas , extraordinaire à la vérité , mais arrivé au cit. Prony , l'erreur alloit à ia".
La quantité n se calcule au moyen de deux tables d'un usage commode. La première donne pour chaque valeur de (H + A) et de (H — A), de minute en minute, la quantité 10000 sin*7(H±A). La seconde donne pour chaque valeur de A , de 10 minutes en 10 minutes, les quantités o",ooor tang { A et o",oooi cot 7 A* La table III e donne le facteur sec H sec A. La table IV donne la somme des deux termes suivans. Les argumens en sont («sec H sec A) et A.
On aura donc ainsi , avec autant de facilité que d'exactitude , les trois angles du triangle sphérique qui passe par le pied ou 1© zénith des trois signaux observés ; mais ces angles ne sont pas encore ceux dont on doit se servir. A moins qu'on ne veuille résoudre le triangle sphérique , et considérer les côtés comme autant d'arcs de grands cercles terrestres , ainsi que l'a pratiqué Boscowich, liv. IV, art. 274. Mais si l'on réduit les distances rectilignes des objets à des cordes d'une même sphère , à l'exemple deBouguer , Figure de la Terre y p. 127 et 128 , il faut
4o DE LA DÉTERMINATION
encore réduire les angles sphériques à ceux qui sont formés par les cordes des dislances , considérées comme arcs de grands cercles. Quand j'ai trouvé ces formules, je n'avois pas encore lu les méthodes que le cit. Legendre a publiées dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour 1787.
Nous avons donc à résoudre ce problême : connoissant les angles d'un triangle sphérique , trouver les angles d'un triangle rectiligne formé par les trois cordes. Ce problême est l'inverse du précédent ; car il est évident que si l'on considère deux points de la surface d'une sphère , l'un se trouve au-dessous de l'horizon de l'autre d'un angle qui a pour mesure la moitié de l'arc du grand cercle , mené de l'un à l'autre point. Car on sait que l'angle formé par la corde et par la tangente a pour mesure la moilié de l'arc.
Nommons a II l'arc de grand cercle mené du premier signal au second, 2 h l'arc de grand. cercle mené du premier signal au troisième , a l'angle sphérique formé par les arcs 2 H et a h , A l'angle des cordes. Nous aurons la relation des arcs A et a par la formule (1)
cos A = cos a cos H cos h + sin H sin h.
Soit A = ( a -f y ) , on aura cos a cos y «— sin a sin y = cos a cos H cos h + sin II sin h
— sin a siny + cos a ( 1 — 2 sin* \y) = cos a cos H cos h + si n H si n A siny — cot a + a sin'j^cot a = — ? cot a cosH cos A — cosec a sinHsin h &my+ a sin* j y cola = cot a(i cos H cos h) — cosec a sinH&în h
asin^cos^y + a siu'î^cot a = cot a [sin* \ ( H+ h ) + sin* ; (II— /<)]
—coseca[sin';(H+A)-si 11^(11-//)]
— — (cosec a — r cot a) sin' \ ( H + h ) -f (cosec a + cot a) sin* - (H — h)
— _ iang ; a sin» 7 ( II + //) + cot a &hi* — h) — m.
a sin
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a sin \y y/ 1 __ s i n *iy = m — a sin'^ cot a 4sin*7jK — 4 sin 4 7 y — m* — 4*/n sin* \y cot a + 4 sin 4 \y col' a 4sin*^y 4- 4 sin 4 ^ y cot* 0 — 4 sin* Tt y (1 — m cot a) = — ra' 4sin 4 ^ (i+cot*o) — 4 (i + mcota)sin*7y = — m*
sin 4 ^ — ( 1 + m cot a) sin* a sin* 7 .y = — 7 >»* sin' a
sin 4 ^ — /> sin* { y = — t y *
sin 4 ^— P8in*^ + ip*=ip*— ,?*
— * ' ^ J_ • > « ^ J_ • « • J ^ l_ Arm
— T'T-~ T T- Ï'T ^5 1 T'7* 4 *I ^5 T otc *
m»in a jm a sin'q(i + T +ymcoto)
sin a (1 + m cot a)' sin* a m cot a)*
*» >'(y+ymcoto) = . — 7 + i
(i + mcoto)* sin*a(i + racota)* y = m(i — cot a + 7.7*1»* cot* a — &c.) +;
,y = m — 7 /»* cot a + } m' cot" a
+ £ m s cosec* a = m — T m* cot a + { i» s cot* a + \ m 9 + £m s cot* a =s m — i m* cot a + 77 "»* cot* a + £ ro*.
La différence entre les angles à l'horizon et les angles formés par les cordes étant toujours fort petite , on pourra sans erreur sensible faire
y = m — — sin* k (H + h) tang k a + sin'i (H— A) cot fa.
Cette valeur de^ étant de même forme que celle de * cidessus, on les prendra toutes deux dans les mêmes tables , en observant de prendre pour argument l'angle observé lorsqu'on voudra avoir x , et l'angle réduit à l'horizon lorsqu'on calculera^; mais la différence est assez petite pour être négligée ordinairement dans la pratique. On fera de plus attention que pour y , il faut changer les signes des tables.
Boscowich , liv. 2 , art. s3 de sa Mesure du Degré , dit que , pour trouver une base par l'autre , on n'a besoin que des angles observes , sans autre correction que celle qui réduit l'angle au centre de la station. Cela seroit vrai si dans chaque station le point de centre et le point de mire éloient le même. Mais comme le point de mire est ordinairement plus élevé que le point de centre , il s'ensuit que les trois angles observés sont dans des plans différens , et que leur somme différera le plus souvent de 180 0 . D'ailleurs la réfraction terrestre sufliroit seule pour produire cet effet. Il est donc indispensable de réduire à l'horizon tous les angles observés , en employant dans le calcul les hauteurs apparentes des signaux.
Nommons /H et <TA les différences de hauteur entre les centres des stations et les sommets des signaux > la différence entre les angles observés et les angles réduits au plan qui passe par les sommets des trois signaux , a pour expression la quantité suivante
~ ( <T H + A ) sin(H — j H + h — 7 / A ) tang i A _i(/H — /A)«n[H — i/H— (A — £f A)]cot£À.
Cette formule pourra servir à évaluer aussi l'effet de la réfraction terrestre sur l'angle observé , en mettant pour / H et / A la valeur de la réfraction terrestre. Cette formule se déduit facilement des deux précédentes.
Diqitized t?y GooqIc
Différence entre le côté d'an triangle et la somme des
deux autres côtés.
II est souvent impossible de mesurer directement la distance rectiligoe entre les deux extrémités d'une base : on est réduit à mesurer deux lignes droites qui font entr'clles un angle trèsapprochant de i8o°. C'est ce qui est arrivé à la mesure des bases de Melun et Perpignan. La même chose avoit eu lieu en 17*0 , à la base mesurée sur le bord de la mer , près l'étang de Leucate. Il faut donc chercher la différence entre la base brisée et la base véritable.
Soient b et c les deux lignes inclinées dont on veut connoître l'excès sur la droite d qui joint leurs extrémités , et A l'angle formé par les lignes b et c , on a
</'= b*+ c* — 1 b c cos A , eu supposant aigu l'angle A , = — .2 bc—zb ccos A= (6 + c)* — a b c (1 + cos A) = (b+c) % — ibc cos* 7 A
. / Abc cos* ; As
donc
rf = (*+c)(. - iiiLoo.-*A) f = <*+') Ci-*)*
= (6 + c )( l - i x_i.X-î-M^-î-ï-l-ï^-&c-) = (6+c)-(A + c)a* + ^i*- + ^.J* ï +i.i.î4«*+&c.) donc
(Hc)- ( /=(Hc)(lx+i.y+M.{ Jf J +M.l^&c.).
On fera donc x = - -7^— — — , et 1 on aura par un calcul
fort simple les différens termes de la série qui exprime l'excè* de la somme des deux côtés sur le troisième.
Si l'angle A approche fort de 180 0 , la série sera fort convergente , et il suffira d'un petit nombre de termes. J'ai reconnu
que, pour nos deux bases , on peut se contenter des deux premiers , et que le second est même presque insensible. Si l'on s'arrêtoit au premier , l'on anroit
fL . \ i aéccos'^A
La route de Lieusaint à Melun est si large, qu'on a pu , sana gêner la voie publique , établir des massifs de maçonnerie aux deux termes de la base , et y placer d'énormes signaux qui y sont restés plus d'un an. Il n'en étoit pas de même pour la base de Perpignan. La route est beaucoup plus étroite ; on ne pouvoit ôter à la voie publique l'espace nécessaire aux massifs destinés à conserver les deux termes. On vouloit cependant que ces termes fussent à l'abri de toute insulte et de toute dégradation , pour qu'on pût recommencer la mesure si on venoit à le trouver utile. Dans cette vue , on a placé les deux termes à côté de la roule , et par-delà le fossé qui la borde à l'est. Par-là , il devenoit impossible de conduire la mesure de la base directement aux deux termes , parce que la ligne menée de l'un à l'autre passoit dans les terres cultivées , dans le fossé et dans la rivière de l'Agly. On a mesuré sur la route même une ligne brisée qui passoit à quelque distance des deux termes. Il en résulte qu'il faut appliquer plusieurs corrections à la ligne mesurée , pour connoitre la distance rectiligne des deux termes , qui est la véritable base. Je vais exposer les moyens dont je me suis servi , soit dans l'observation , soit dans les calculs. J'ai choisi ceux qui m'ont paru les plus simples et les plus sûrs.
FIG. 17. Soient (Jig. 17.) S et V les signaux de Salces et de Vernet, c'est-à-dire les deux térmes de la base véritable. On a mesuré eur la route la.ligne brisée A C B , qui forme en C un angle peu différent de 180°. Voici comme j'ai déterminé les points A et B.
J'ai placé la première des règles qui ont servi à sa mesure , en n m , sur la direction n C , de manière que la distance S n fût égale à la distance S m; ce dont je me suis assuré à plusieurs reprises avec un cordeau fixé en S, et amené successivement en n et en m. Il n'y a pas un millimètre d'incertitude sur l'éga-
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 45 lité de ces deux lignes. Cela fait , j'ai imaginé la perpendiculaire S A dans le triangle isocèle n S m. Ainsi , pour rapporter au point A la mesure de la ligne nC , commencée en n , il suffisoit de retrancher de nC la quantité »A, c'est-à-dire la moitié de la règle n m. J'ai de plus pour connoître S A mesuré avec soin le cordeau S n. Mais quand il se seroit glissé une petite erreur dans cette mesure , elle n'affecteroit que S A , et il n'en résulteroit aucune erreur sensible sur la longueur de la véritable base S V. On voit que
SA= y/~S~n—nT — y/{Sn + nk) (Sn- nk).
Vers l'autre terme , c'eût été un grand hasard si la dernière règle avoit été posée sur le terrein , de manière à former avec les deux distances au signal V un triangle isocèle. La perpendiculaire VB, au lieude tomber sur le milieu de la règle, tomboit vers l'extrémité. Pour me procurer un triangle isocèle , j'ai placé une règle de plus sur le prolongement de CB. Cette règle étoit trop longue. Le cordeau V p , amené vers l'extrémité de cette règle , y marquoit un point q , distant de quelques centimètres du point extrême u. J'ai mesuré uq avec une petite règle exactement divisée j j'ai mesuré de même le cordeau V p = V q , et j'ai pu calculer p q — a règles — q u. J'avois aussi
V B = = ViVp+iq) (Vp-{q)i
et pour rapporter au point B la mesure terminée en «, il suffisoit de retrancher de C u la quantité uq + \pq.
uq n'étoit que de quelques centimètres j on pou voit le déterminer avec précision : on avoit donc exactement p q. Quant à V p , une petite erreur n'étoit d'aucune conséquence ; mais il n'y a pas un millimètre de différence entre Y p et V q.
On connoît donc maintenant les lignes droites AC et CB. Par la série ci-dessus, il est facile de déterminer AB. Voyons comment on peut en conclure la base S V.
Sur les prolongemens de AB (fig. 18. ) j'abaisse les perpen-FIG. diculaires S a , V b. Dans le triangle A CB , je calcule les angles
A et B. Les angles CAS et C B V sont droits tous les deux.
Ainsi
SAa = Qo'— CAB et V B b = go'— CBA, Sa — S AsinS Aa, VA = VBsinVB*, Aa=SAcosSAa, B b = VBcosVB b.
On connoit donc la droite a b ; elle seroit égale à la base véritable , si les perpendiculaires S a et V 6 é (.oient de même longueur. Je prends sur la plus grande a a' — bV , et je mène V af égale et parallèle à a b. Il s'agit de trouver l'excès de V S sur V a'. Si nous prenons V a' pour rayon , VS sera la sécante de S V a'. Ainsi
VS-Va'=Va'tangSVa'tang}SVa'=V 0 '.^^.^=i.^
sans erreur sensible.
Il ne reste plus qu'à réduire la base au niveau de la mer. Soit R le rayon terrestre pour le niveau de la mer ; R + d R le rayon pour le sol de la base , d R étant l'élévation du sol au-dessus de la mer. Soit B la hase mesurée, et b la base réduite. Nous aurons R + dR:R ::B : b t d'où
R + dR — R : R + c/R :: B — b:B.
Ainsi
Bf/K BdR
R+rfLl
_ . B dR , dR ,dR V . x B — * = — R - 0 + ( r-) - &C )
C'est ce qu'il faut retrancher de B pour avoir la base réduite au niveau de la mer. On verra ci-après les méthodes par lesquelles j'ai calculé les différences du niveau de tous les signaux par rapport à l'horizon de la mer.
Les bases réduites à l'horizon sont véritablement des arcs qu'on peut supposer sphériques. En réduisant à l'horizon l'angle qne forme la ligne brisée qui a été mesurée , on auroit , pour trouver la baie sphcrique véritable , à résoudre un triangle sphérique
dont on connoîtroit deux côtes , et l'angle compris. Le calcul d'un triangle sphérique est moins commode en général que celui d'un triangle rectiligne; j'ai donc retranché des deux parties de chaque base l'excès presque insensible de l'arc sur la corde. J'ai réduit aux cordes l'angle horizontal , et j'ai pris pour base véritable la corde qui joint les pieds des deux signaux ou les deux termes , et celte corde m'étoit donnée par la résolution d'un triangle rectiligne.
Les formules précédentes suffisent à la réduction des opérations géodésiques j passons aux corrections qu'il faut faire aux observations astronomiques.
Corrections des Distances au Zénith , observées près
du Méridien.
Soit P le pôle {fig. i4.), Z le zénith, E l'étoile, PE sa dis- FIG. t4. tance au pôle, ZE la dislance au zénith observée j prenons P e — P E , Z e sera la distance an zénith dans le méridien
Z<? = ZP — PE = (go° — L) — (90° — D) = (D — L). Il est visible que Z e est moindre que Z E.
Soit x la différence , ZE = Z<? + *= (D — L + x).
Le triangle sphérique Z P E donne
cos Z E — cos P E cos P Z + sin P E sin P Z cos P ,
ou
cos (D — L + x) = sin D sin L + cos D cos Lcos P = sin D sin L + cos D cos L — 2 cos D cos L sin» ; P,
ou
cos (D — L) cos x — sin (D— L) sinx= cos (D — L) — 2 sin'^P cos Dcos L cos(D — L) — 1 cos (D — L) sin* \ x — sin ( D — L) sin x = cos (D — L ) — 3 sin* 7 P cos D cos L ,
_ . . . . a sin* P cos D cos L
et sin* + a cot (D — L) sin' .
v sin ( D — L )
Il y a trois manières rigoureuses de résoudre celle équation. L'une doaneroit la valeur exacte de sin x , l'autre celle de sin * .r ,
et la troisième celle de tang j x j mais les formules seraient trop compliquées pour la pratique.
sin x (
sin ^ x = — j
a cos ï x
donc a sin* -; x = ^ = r sin* x + î sin** tang* r x,
en négligeant £ sin* x tang* £ x, qui est du quatrième ordre» nons aurons
«in x + 7 cot (D— L) sm* x = sin(D _ L) »
ou pour abréger sinx + t * «in* x = a j
d'où
sin*x + ^ sin x = —
«n*x + 7«n*+r7 = rT + -r-
b™*^ bb~b b^^b — bb #inx = -^ i i=fc|v / »TTâÂ = i[i + (i + 2fli)*J
ou
ou sans erreur sensible
(Qsin'jPcosDcosLx , /asin*rPcosDcosL\* _ , . — : — TT^-— )— î(-r-7k ÏT- COt(D-X)«ai - .
sin(D — L)sini / \sin(D — L)smi / N
, /a sin*l PcosDcosL\ s , , +*( .in(D-L)si»," ) co1 ' t°- L ) "«' 1 •
Le troisième terme est toujours insensible j le second se calcule facilement , à l'aide du premier. Mais il est plus commode
de
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de calculer une table pour chacune des étoiles qu'on observe j et nous allons en faciliter les moyens. Auparavant , remarquons que la valeur de x trouvée par la formule précédente , se retranche de la distance observée quand l'étoile passe entre le pôle et le zénith, suivant la figure. Ainsi, dans ce cas, nommant x la réduction au méridien , on a
/asin^PcosDcosLx ✓2sin , |PcosDcosL\* _ .
«=*-( sin (D — L) sin ^ ) + A^^^) cot ( D - L ) 8mI _ , a sm^PcosDcosLy coit ^ *\ sin(D— L)sini" / v '
Si l'étoile passe au - dessous du pôle , il faut changer les signes de tous les termes , et celui de Tare L j en sorte qu'au lieu de ( D — L) , il faut mettre ( D + L ) , ou plus exactement [ i8o° — (D + L)]. En effet, on a dans ce cas Z« = PZ + PE = oo° — L + $o° — D = 180' — (D + L). On aura donc
/asin'îPcosDcosLx , /asin'xPcosDcosLx* „ % . „
*= + (- • ,n , r \ ■ rl-H • /nirr » ) cot(D+L)suu*
\ sin (D + L) sin V / \ sm (D + L) sin 1 /
, / 1 sin" 7 P cos D cos L \ s . . „
+ î ( • , t x . — 7, — J cof (D + L) sin* \°.
* V sin (D + L) sin 1 ' / v '
Le second terme qui est au quarré ne devroit pas changer Je signe ; la raison pour laquelle il en change est la substitution de cot (D + L) à cot [ î&V — (D + L) ]. Mais ce terme, malgré l'apparence , est positif comme les autres , parce que (D + L) > 90 0 . En effet , Z e < 90 0 j donc 180 0 — (D + L) < t)o'j donc 180° < 90 0 + (D+L) ; donc 90' < (D+L).
Si l'étoile passe au midi du zénith
Z * = P E — PL = go* — D — 90' + L = L — D j
à ce changement près , la formule est semblable à celle du premier cas, et Ton a
/asin'ïPcosDcosL\ , /2sin*ïPcosDcosL\' „ ^ % . . . _ *=-( ^-77 — ^ . „ ) + H -t— 7 — wr-— ) cot (L— D) sin i*_&c. v sin (L — D) sin 1 / \ sm (L — D) sin 1 ' / v '
Cette dernière formule peut servir pour le soleil comme
fio DELA DÉTERMINATION
pour une étoile , en observant pour Pan comme poar l'antre
de changer le signe de D, si la déclinaison de l'astre est
australe.
Pour faciliter le calcul des tables, on remarquera que le premier terme n'a de variable que sin* 7 P , et le second que sin 4 T P , ainsi de suite. Les logarithmes de deux nombres consécutifs de la table ne varieront donc qu'à raison de la variation de log. sin' 7 P et log. sin* T P. Ainsi , quand on aura le logarithme du premier nombre de la table , on aura ceux de tous les autres , en ajoutant successivement les différences des logarithmes de sin* T P, sin 4 j P. J'ai formé une table de ces différences pour chaque angle horaire en temps de 10" en 10".
Il suffît de calculer le second terme de minute en minute de temps j on en conclut les termes intermédiaires par une interpolation facile. Le troisième est toujours inutile } le quatrième , à plus forte raison , est insensible ; ce qui prouve que nous avons . pu négliger au commencement 7 sin* x tang 1 jt ( qui est du même ordre.
Si l'on se contentoit du premier terme , qui suffit presque toujours , on pourrait écrire ainsi la formule
sin vers. P ( tang D =F tang L ) sin 1" ' et cette formule servirent à calculer des tables générales. L'argument seroit (tang D q= tang L).
Pour construire les tables particulières de chaque étoile , on
est obligé de supposer la déclinaison constante , et elle a une
petite variation ; la latitude bien connue , et il y a toujours à
cet égard au moins une petite incertitude, ainsi que sur le temps
du passage au méridien , ou sur la marche de la pendule. Il est
donc à propos d'évaluer ces diverses erreurs.
¥> , 1 sin' \ P cos D cos L , , «
L'équation x — - — rp: — ï-t donne d abord
sm(D^=L)
dx asinrPcosrPcosDcosL asin^PcotîPcosDcosL d?" sin (DspL) ~ mu(D=fL) 1
Ainsi l'on a généralement pour tous les cas dx = aTsin.vcotjP.
D'U N ARC DU MÉRIDIEN. 5i On élude cette erreur en prenant avant et après le passage un même nombre de distances au zénith } car après le passage coti P change de signe , et par conséquent aussi dx\ et s'il n'y a qu'une légère différence entre les P positifs et les P négatifs , l'erreur disparoîlra.
La même équation donne encore entre le pôle et le zénith d *_ — asin'^PsinDcosL 3 sin' j P cos D cos L cos (D — L) dD sin (D — L) sTn'(D — L)
_ — 2sin'~PainD cos L sïn (D— L) — a sin'jPcosD cos Lcos (D—L)
sin* (D — L)
d x asin'jPcosL
d~D = — sin* (D — L) ( s,nl ^ cosL, — sinDcosDsinL-j- cos'DcosL+ cosDsinD
2 sin* | P co s L a sin' f P co s* L
- 8 in'(D-L) {C0SL > sln^D-L)
sin» ^ P cos D cos L cos L x cos L
cos D sin' (D — L) cos D sin (D — L) '
Le signe ( — ) montre que x diminue si D augmente. Pour le« passages au-dessous du pôle , on trouvera par ua
calcul semblable d x = _ J_ D ™*™ L ,
cosDsin (D + L)
Pour les passages au midi , on aura pareillement
, rfDsinxcosL
*~ + cosD sinfL-TD)*
* augmente avec la déclinaison.
La même équation donne encore
in'^I
~ " sin* ( D — L)
d x __ asin'^PcosDs inL 2 sin* £ P cos D cos L cos (D—L) dL ~~ sin (D — L) +
, asin'iPcosD. _ _ . „ . _ .
= + lûT*(D"^tr t cosLc08 ( D — L )~ smLsin(D-L)]
_ 2sin*^P cosD r . ... asin'^Pcos'D :rrr [cos(D— L+L)] =
«n* (D — L) u ^ JJ sin* (D—L)
, d L sin x cos D Ct dx = C^U^CD-L) enlre le * emth et Ie P° le
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, . a. - . , rf L «in * cos D
Au-dessous du pôle on auroit d x = . . , . . , et au
r cosLsiu (D+L)
... . </LsinxcosD
midi dx = , — —
cos Lsin (L — D)
dD et dh sont ordinairement de peu de secondes, et x de 3' au plus. Ainsi dD&mx et </Lsin x seront le plus souvent des quantités absolument insensibles. Pendant le cours de l'observation d'une même étoile , D varie parla précession , l'aberration et la nutation , mais c'est d'une quantité si petite , qu'on peut regarder la déclinaison comme constante dans l'intervalle ; mais après quelques années , il faut refaire la table , ou la corriger par les formules ci-dessus.
Examen de l'Erreur qui peut résulter d'une petite inclinaison dans le cercle , lorsqu'on observe les distances au zénith.
Il est difficile de répondre de deux à trois minutes dans la verticalité de l'instrument avec lequel on a pris toutes les distances au zénith. Examinons l'erreur qui peut en provenir. FIG. i5. Soit HO (fig. i5. ) la direction du diamètre horizontal de l'instrument quand on observe l'étoile E. Le plan HEO sera le plan de l'instrument ; et si lé plan du cercle est vertical , le plan HEO sera perpendiculaire à l'horizon, et Z'E, distance de l'étoile au milieu de l'arc HEO , sera la distance de l'étoile au zénith j il n'y aura point d'erreur : mais si le plan du cercle est incliné, le plan HEO sera pareillement incliné à l'horizon. Alors soit H Z O le vertical , et Z le zénith. L'arc ZZ', dont les deux extrémités sont à 90° de distance des points H et O , aura pour pôles ces deux mêmes points , et ZZ' mesurera l'angle Z O Z', inclinaison du plan du cercle. Z sera le vrai zénith, l'angle Z' sera droit , et la distance observée Z'E sera la base d'un triangle sphérique rectangle ZZ'E, dont ZE ou la vraie distance au zénith sera l'hypoténuse. Il est évident que Z'E sera plus petit que ZE.
Ditttsc*
linitb.
Correction p»ur 10 d'iDtlin*i>oa.
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 53 L'erreur ne se détruira pas par le retournement j le cercle penchera du côté opposé, mais toujours on observera la base au lieu de l'hypoténuse.
Or le triangle ZZ'E donne
cos Z Z' cos Z' E = cos Z E.
Soit Z Z' = I = inclinaison , Z' E = D , ZE=(D+*D, nous aurons cos I cos D = cos (D +#) = cos D cos x — sin D sin x , sin D sin x = — cos I cos D + cos D cos x sin D sin x = cos D (cos x — cos I ) = cos D ( 1 — a sin" 7 * — i -f 2 sin* £ I ) = a cos D ( sin» £ I — sin* j * ) , et sin x — 2 cot D sin* \ I — 2 cot D sin* \ x , ou sin x + a cot D sin* 7* = 2 sin* T IcotD, ou sin* + T cot D sin** = 2 sin» £ I cot D, ou sin* x + a tang D sin * = 4 sin* \ I j d'où
sin* — — tang D -f tangD 1/ » + 4sin4lcot'D = tangD [—1 + (1 + 4 sin'v I cot* D ) r J ^(^in'-IcofD-î . 7 1 6sin 4 iIcot 4 D +&c.) = a sin*i I cot D — 2 sin 4 £ I cot s D+&c.
Le premier terme de cette série est toujours suffisant, même à un degré de distance au zénith } c'est d'après cette formule que j'ai construit la table ci-jointe.
En divisant tous les nombres par 100 , on aura la correction pour une minute d'inclinaison ; et multipliant celle-ci par le quarré du nombre des minutes de l'inclinaison , on aura la correction convenable. Ainsi à 4" de distance au zénith, la correction pour 10' est de i2",48. Pour une minute elle se réduit à o",i248} pour deux minutes elle est quadruple, ou ©",4992 3 noncuple pour 3',.ainsi des autres.
ai
i.itf a, 06
O.OJ
Pour 1 étoile polaire à 3j" du zénith , la correction pour 10' est 1,1 6; pour 5' elle est o",20,.
Pour £ de la petite ourse à ?4M a correction est i",g6 pour io', et o",49 pour 5'.
Pour { de la grande ourse et la chèvre , à 4° environ , la correction seroit de 3 ' pour 5' d'inclinaison : il ne seroit donc pas sûr de faire usage de ces étoiles ; il vaut mieux en prendre de plus voisines du pôle , l'erreur de la réfraction n'égalera pas celle qu'entraineroit l'inclinaison, et l'observation sera beaucoup plus facile.
Latitude r= go° — dist. z ± dist. au pôle ( au nord du zénith). Ainsi dans toutes les observations au nord , l'inclinaison augmente la latitude.
Latitude = dist. * q= déclin, de l'étoile (au midi).
Ainsi par les observations au midi , la latitude seroit diminuée par l'inclinaison , qui diminue toujours les distances au zénith , du moins quand elles ne passent pas 90 e .
On pourroit donc observer des étoiles au nord et an midi à égales hauteurs , et on détruiroit l'effet de l'inclinaison ; mais U faudroit être sûr de la déclinaison , ce qui est difficile , et que l'inclinaison fut à très-peu près la même, ce dont on ne peut répondre.
La latitude ne peut être affectée que de la moitié de l'erreur produite par l'inclinaison , parce que celte erreur est insensible dans les passages inférieurs : il n'est question ici que des étoiles circompolaires.
Il nous reste une question à examiner, A moins qu'une étoile ne soit très-brillante , comme celles de première grandeur, il est presque impossible de l'observer à la croisée des deux fils. On l'observe donc à quelque distance. Voyons l'erreur qui peut eo résulter. '
TIC. 16. Soit ZMH le vertical (fig. 16.), HOR l'horizon j an lieu d'observer au point M , l'intersection des fils , on observe an poiut N. Par les points M et N menez le grand cercle M N R. Ce cercle est celui du plan qui passe par l'œil , et le fil horizontal
de la lunette. La différence de ZN à ZM est l'erreur de l'obserration , et cette erreur augmente toujours la dislance au zénith
cos Z M cos M N = cos Z N = cos ( Z M + x ).
Cette équation est absolument la même que celle que nous avons eue ci -dessus pour l'inclinaison ; on aura donc pareillement
* = a sîn* ^ MN cot ZM.
La même table qui donne l'erreur produite par l'inclinaison , donnera aussi l'erreur commise en observant à quelque distance du fil i mais ces deux erreurs sont de signes contraires pour les étoiles observées au nord : elles sont de mêmes signes pour les étoiles au midi. Comme il est presque impossible que le cercle n'ait une ou deux minutes d'inclinaison , on ne risque pas beaucoup d'observer à i' ou a' de l'intersection , quand l'étoile est au nord. Si elle* étoit au midi , il faudroit observer au plus près.
Ceci suppose que le fil soit bien horizontal > et il n'est pas aisé de le placer ainsi bien exactement.
Si le fil avoit une inclinaison , et qu'on observât à quelque F(G, distance de l'intersection I (fig. 19) , par exemple en a , l'erreur seroit ab = IasinLI /. Soit I a = a' = iao"Ll/= i°, ab = 2"ioj ainsi i° d'inclinaison et l' de distance donneroient 1" d'erreur.
Mais si l'on observe constamment au même point a , il n'y aura point d'erreur, car la lunette se renversant dans la deuxième observation , si la première distance observée est trop grande d'une seconde , la deuxième sera trop petite d'une même quantité , et il y aura compensation. U n'y a donc qu'à mettre toujours à même distance du fil , et toujours du même côté ; ce qui se fera de la manière suivante.
Supposons que dans l'observation impaire qui se fait à droite , j'aie mis l'étoile à quelque distance du fil , à ma droite , en apparence , dans la lunette qui renverse , il est clair que l'étoile sera placée entre le fil et le limbe du cercle j pour l'observation paire , qui se fait à gauche , je placerai l'étoile à même distance
56 DE LA DÉTERMINATION du fil , mais à ma gauche , afin qu'elle se retrouve encore entré le fil et le limbe. Par ce moyen , l'on observera toujours au même point physique, et l'on détruira, l'effet de l'inclinaison du fil j ce qui n'empêche pas qu'il ne Caille mettre le fil horizontalement , autant qu'il est possible.
Calcul des Observations azimuthales.
Les observations azimuthales se font en prenant l'angle entre un astre et uu objet terrestre. Quand on n'observe pas au centre de la station , ces observations ont besoin d'une réduction , comme les angles pris entre deux objets terrestres. On se sert de la même formule ; mais il est à remarquer qu'elle se réduit toujours à un terme , parce que la distance à l'astre, qui est au dénominateur de l'autre terme, est comme infinie par rapport à la distance au centre de la station. Si l'astre est à gauche de . l'objet terrestre , la formule se réduit au
terme + r * m (°+ . ( 0 + y ) est ici l'angle entre l'objet
à droite et le centre de la station.
Si ,1'astre est à droite de l'objet terrestre , la formule se
réduit au terme * ' ^ ette réduction s'applique à la
différence d'azimuth entre l'astre et l'objet terrestre , comptée sur l'horizon.
FIG. 20. Soit maintenant NPZ le méridien (fig. 20.), N le point nord de l'horizon , P le pôle , Z le zénith , S le lieu vrai du soleil , S' le lieu apparent } dans le triangle P Z S , nous connoissons
P Z = hauteur de l'équateur = H , P S = go w — - décl. de l'astre = C ,
et l'angle horaire ZPS = P; nous aurons ainsi cos ZS,
ou
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 5 7 ou cos B = cos P sin H sin C + cos H cos C (1)
• • n ,e • „ sin P sin C , .
puis sm PZS. ou sin Z = (a)
• smB
Soit r la réfraction et p la parallaxe de hauteur
ZS' = B'=B— r + f. (3)
Alors dans le triangle GZS', nous aurons
S'G = distance observée = D , Z S' = B' , Z G = A.
Faite. R = A + B ' + D -A, et R' = A + B ' + D -B- FIG
. . . « r.n, sin R sin R . '
em* i GZS' = = sxn' ï Z (4)
sin A sin a
C'est à cet angle GZS' qu'il faut appliquer la réduction au centre. Enfin NZG = azimuth du signal observé — Z — Z'....(5)
Les cercles dont on s'est servi ne donnent pas les distances simples de l'astre à l'objet terrestre ; on ne peut les connoître tout au plus que 4e deux en deux : mais comme le mouvement de l'astre par rapport au signal est sensiblement uniforme pendant de petits intervalles de temps , on peut diviser l'arc parcouru , par le nombre des observations } et l'arc moyen qui en résultera sera sensiblement la distance du soleil au signal pour l'instant moyen entre ceux de toutes les observations. Les calculs ont été faits en assemblant ces observations quatre à quatre, six à six , huit à huit , dix à dix , sans qu'on ait trouvé de différence sensible entre les résultats. Cependant , si l'on vouloit un procédé plus rigoureux , on pourroit faire le calcul de la manière suivante.
Le triangle Z P S donne
cot C si n ïî
«otMZS — cotZ=cotPcosH r- 5 (0
sinP
. „ o . D " sin P sin C ,
sin Z S = sjn B = — = ( i)
sin Z
Z S' = B' = B + parallaxe — réfraction. ....... (3)
jSoit A 5= MZC =e azimuth du signal à-peu- près connu
68 DE LA DÉTERMINATION et compté du sud, le triangle GZS donne
cos G S' = cos G Z S' sin Z G sin Z S' + cos ZG cos ZS',
ou
cos a = cos ( A — Z ) sin F sin B' 4- cos F cos B' (4)
Différenlions celte formule par rapport à A seulement , nou» aurons
d a sin a — d (A — z) sin (A — x) sin F sin B' . </(A— z) sin (A^-*) sin F sin B' o*Asin(A— z^sinFsînB'
sin a sin a
Soit a = »»(A-*)sinFsinB'
sin a
tous aurez du = ad A.
Calculons ces cinq formules pour chacune des observations.
Nommez s a la somme de tous les a , x a la somme de tous les a , G l'arc parcouru sur le limbe , ou la somme de toutes les distances observées , vous aurez G = îa + d A s a ; d'où
dA = — — (6)
is
On pourroit employer un procédé pareil pour déterminer le
temps vrai par les hauteurs absolues d'un astre. Calculez pour
chaque observation de hauteur la formule
cos Z S — cos B = cos P sin H sin C + cos H cos C. ... (î)
B' B + parallaxe — réfraction (a)
Faites la somme de tous les B', que je nomme x.B'.
Je suppose que l'on connoisse à î ou a" près le temps vrai , et
par conséquent P.
dB 6in B =s dV sin P sin H sin C,
, „ d P sin B sin H sin C
an — : — — aar .
sinB 1
sin P sin H sin C
vous aurez a = 7—=. (3)
sinB v '
Soit S. a la sommme des a, G l'arc parcouru
G=x.B'+ dP.s.Aj
d > ou d P = _ÇZL±21 ou T = .(4)
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 5g
Calcul de toutes les parties de la Méridienne, en supposant la Terre sphérique.
Quand on a déterminé par observation la latitude du point extrême d'un arc terrestre , et l'inclinaison du premier côté des triangles par rapport à la méridienne , on peut en conclure par le calcul la latitude de tous les signaux , leurs aiimulhs vrais sur l'horizon l'un de l'antre, leur différence en longitude d'avec le point de départ , et enfin l'arc du méridien intercepté entre les parallèles des deux signaux extrêmes.
Nous allons d'abord résoudre tous ces problèmes en supposant la terre sphérique, et nous y appliquerons ensuite les légères corrections quo nécessite la figure applatie de la terre.
Suit donc P le pôle , À le point de départ dont on a observé FIG. i3. la latitude , P A M le méridien de ce lieu , P N le méridien qui passe par le signal le plus voisin B , A B Q l'arc sphérique terrestre qui passe par les deux signaux : on connoît par observation PA, complément de latitude, et l'angle PAB, supplément de BAM, azimuth observé du point B. On demande la latitude du point B , lea angles B et P. Au lieu de chercher directement P B , il sera plus commode de déterminer la différence entre P A et PB, qui n'est jamais que de quelques minutes.
Le triangle PAB donne
cosPB = cosAsinPAsin AB + cosPAcosAB, on siu L' = cos A cos L sin / + sin L co's / tin L — • sin L' = ain L sin L cos ^— »• sin / cos A cos L = a sin» 7 1 sin L — sin / cos A cos L.
Ou bien si Ton compte A extérienrement au triangle, c'ést-
6o DE LA DÉtËRMIKATIOK FIG. i3. à-dire qu'on mette, au lieu de cos A , sa valeur tirée de l'équation A = 180 0 — *
sinL— sinL' = sin / cos zxos L + a sin* 7 / sin L sin / cos z cos L + a sin* 7 /sin L
asin^L— LO *sinK<*L) =
cos 7 (L + L) sin / cos * cos L + a sin 1 7 / sin L cos (L — 7 L) _ sin / cos x cos L + 2 sin* £ / sin L cosLcoafdL + sin L sin
sin / cos z cos L + û sin' 7 / sin L cos j / L (cos L + tang^rfL sinL)
. „ sin /coszcosL -f a sin* 7 /sinL
*in</L = r— — , . T
cosL+ tang ^aL sinL
sin / cos * 4- a sin* 7 / tang L
1 + tang v d L tangL
•arfL=s(#in/ co«*+a«a'J / taogL) (1 -tangi rfLtgL+tg» * rfLtg«L-fg* i<f Ltg»L+&c)
On pent supprimer les tang 3 £ dL , qui multipliées par sin /cos* , ne donnerûient que des quantités du quatrième ordre.
sinjrfL asin-rfLcos^cfL sin dL
tangïrfL:
cos^dL flcos'^rfL a cos* 7 dL
a= 7 sin rfL ( 1 + tang* x d L )
t . , . 7 sm d L sin* t d L = 7 sin d L + —
cos' r dL
= 7 sm rfL + î sin d L sin* T rfL ( 1 + tang* 7 </L) = ^ sin d L , en négligeant les sin' d L par la même raison que ci- dessus.
tangi d L= ( 5 sin/cos z + sin* T /tgL) (1 — tg £ L tgL + tg* r rfL tg'L) = 7 sin /cos z + sin'j /tang L — £ sin / cos z tang T </L tg L = 7 sin /cos * + sin* T <f tangL— £ sin' / cos* * tang L = 7 sin /cos z + ^ sin* / sin* * tang L
tang*; dL=~ sin* / cos* z
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 6"i
ûndL fc=(sîn/co6*+ asin'^tgL) (1— ^sin/cosztgL— ï»inVsin , xtg , L+isiii , /c08 t xtg*L)
= sin /cos x + a sin* 7/tgL — 7 sin* /cos* x tgL— sin* 7 /sin /coss tg 1 L
*— y sin 3 / cos z sin* « tang* L + 7 sin 3 / cos 3 * tang° L
=*sin /cosx+ 7sin*/tangL-~ i sin*/cos*ziangL — 7sin 3 /cosztang*L
•f 7 sin 3 / cos 3 z tang* L — 7 sin 3 f cos * sin* * tang* L
«in c?L = sin / cos z + 7 sin* «f sin* z tang L — T sin' / cos z sin* z tang* L
tf L = (sin <fcos z + T sin* / sin* z tang L — l - sin 3 / cos z sin* z tg*L) cosec i"+(</L— sinc?L)
= cosec i"(sin/cosz + ^ain'/sin'z tangL— \ sin^cosz sin*z tang* L + \ sinVcos 3 z).
Les deux derniers termes sont fort petits, et toujours de
signes contraires. On peut les négliger quand on calcule dh en
secondes : on les conserverait pour calculer dLen toises. Noua
aurons donc en secondes
</L = cosec t" ( sin / cos z + ; sin* / sin* z tang L)
L'= L-<*L = L, /sinJcosz- KsinVsin*ztgL \
\ sin i" / ,
En mettant z = i8o° — A dans la formule du cit. Legendre , elle devient
L'=L — /cos z— { S *sin*z tgL+ \ / 3 sin*z cosz tg*L + £ /Wzcosz. Nous différons sur le dernier terme { Z 1 &c.
Cherchons maintenant la différence d'azimnth. Nous compterons les atimuths de o° à 36o° , en allant du midi à l'occident.
Le triangle PAB donne
fn«r'-mi \\ COtjPcosi(PB-PA) _ COt 7 P COS 7 ( L V)
*~ d + ; ~ cos ? (BP + PA) - coii(i8o--L+I') _ cotfPcosHL-^L')
sin r (L+L') » v'.„ t .
etcotXCB^ ^^^^ ^tangCso^KB + A)] 90 0 — 7 (B+ A) est toujours un angle de quelques minutes j ainsi
M--TBM A*. rPsinf(L + L-)
„ . „ Psin^L + L')
B + A = i8o°— ,V -rr^ ,
COS 7 (L — L
Psin 7 (L + L') _ Psinj (L + L') CO87 (L — L') cosf (L— L') '
DE LA DÉTERMINATION FiG. ï5. Celte formule donnerait la direction BA, comptée du point nord j pour la compter du point sud , on y ajoutera i8o\
Ainsi x' = i&>- + m - P 8in \lk±Ul.
■r co«i(L— L)
Le même triangle donne
. i • « • * t> • « sin / sin *
«m A ; co* h :: sin PîiraAB, ou sin P = pr- j
1 cos L
d'où
'— a • sm/ sir igpmî( L4-L / ) sin /sin * sin (L— jrfL)
s-iHo + l8o + c08 ^/Lco8(L-rfL) 0 # , /sinxsinHL'+L'+tfL) cos L cosjtfL
/sin * / sin L' cos ' L + sin j rfL cos V \
— i8o*+* rjr ( ■ )
cos^aL \ cos L /
= i8o°+* — /sin s tang I/— -/sin « tang 7 L t
formule très-simple , à laquelle il n'y a rien à ajouter pour l'applatissement , dont l'effet est insensible sur l'aiimulh , comme on le verra par la suite.
z— 1 80" + x — /sin x tang L'— » /sin * sin /cos * + 7 «w'/sin** tg L) = i8a 0 -M— /ein*tg L'— ? /sin /«in a * — » f /ain'/sin 1 * tgL* .(A) mais
tangL'=tg(L-rfL)= t -^=^ = (tgL-tgrfL) (i^tgrfLtgL+tg\*Ltg»L-«çc.)
= tgL— tgrfLtg'L+tg'rfLtg'L — tgrfL+tg'rfLtgL-^&c, = tgL— tgrfL(i + tg'L) + ig'rfLtgL(i+tg'L)
tangrfL tang' dL tang L ^ tg ~" cos'L cos* L
siff/cosx-Hîsin* /sin'z tangL sin'/cos'xtangi.
= tgL—
cos 1 L cos* L
sin /cos 9 ysin*/sin*<tang L sin* /cos* «fane: L
cos'L cos* L cos'L
sin /cos* sin'/ tang L,, . , .
= tgL — : — — (1 sin* r — cos*
cos * cos'L w
sin /cos* sin'/tangL .
+ l « L c^ûT* cos'L ('-»n'*-i*m'«)
. . sin / cos * sin* / tang L , , .
donc
/ ' _ M . . . «Tsin/sin*cos* / sin* / sin z tang L
i'=i8o'+s— /sm*tgL+ — n
° nos* L cos* L
, } /sin'/ sin 3 * tang L „ .a-, «s.- s.»
+ - ^Tsin/sina*— j/sin'/surxtgL
cos* L 4
=i8o°+« — /sin * tang L + £ /sin /sin 2 * + £ /sin /sina * + { / sin /sin a * tg 1 L — /sin* / sin * tg L — «Tain 3 /sin* tg*L + 1 /sin' / sin s *tg L + \ W/sin' * tg 3 L— / sin* / sin 3 « tg L
= 180* + *— /sin* tang L + £ / sin / sin 2 * ( f + tang" t) — /sin'/ sin * tg L (1 + tg'L) + /sin* /sin 5 * tgL (}+ 1 tg 4 L).
Cette formule est trop compliquée pour la pratique , il vaut mieux s'en tenir à la formule (A) , dans laquelle on peut négliger le dernier terme , qui sera toujours insensible dans notre opération. On aura donc
z' = 180' + * — / sin* tang L' — { / sin /sin a *. . . .(B) Le dernier terme se réduira facilement en une table à double entrée.
La formule fi est commode , et d'une exactitude suffisante pour trouver la différence d'azimulh. Je yais en donner une qui est une série infinie , dont la loi est très- simple. Soient A, A' et A" les trois angles d'un triangle sphériqae quelconque, C , C et C* les côtés opposés j supposons une quantité x telle que A + A' + A" = 180 0 + * , ou
A' + A"= 180 e — A + .t = 180* — (Att* )
HA'+A") = 90 ."-HA-*)j Mais suivant une formule de Néper
tang r ( A + A ) =» —^—^
doue
1 + tang | A tang £ x cotj A cos f ( C — C") tang^A— tangi* cosHC'+C")
cosi(C'+C")+cosKC'+C")tgîAtg->=cotiAcosKC'— C')tg;-A — cot i A cos { (C — C") tang^ *
tang î x tang î A cos t (C'+C") + tang^cotjA co8±(C— C") = cos i (C — C") - cos KC + C'O = a sin 1 C'si n J C"
, i sin y C sin ~ C
angT * — tang 7 A cos-î (C' + C") + cot i A cos j (C — C")
2 sin | Ç sin } C* ■
~cosjC'cosiC''tgiA~siniC'sinIC'ïg;A+^
3 sin { C sin j C '
~ cosiC'cosiC'XtangïA+cot^A)— siniCsin^C^ngiA-cotjA)
asiniC'siniC"
' a cos i C cos ^ C'cosec A + 2 sin ± Ç' sin £ Ç'cot A
tang j C tang 7 C" sin A *i + tangiC'tangiCcosA
m sin A ,
ou pour abréger tang^y = , — } d'où
v 1 + m cos A
y ' m d A cos A m* sin* Ad A
cos'y 1 + m cos A (1 + m cos A)* d y _ m</ AcosA+mWAcos^A+m'rfAsin'A wrfAcosA-f mV A ccV/~ (i + mcosA)' (1 + m cos A)'
d y m cos A + m* m cos A + m*
ST = c+wo.Aj-d+t^) " (1+mcosA) .(-~_^i5lA n
v 'V (i + mcosA)v
m cos A + m* m cos A + wi*
( 1 +m cosA)*+m*sin*A » +2 mcosA+m*co6*A+m*sin , A m cos A + m* ■*" 1 + 2 m cos A + m 1
Soit
<7 y in cos A + m' ■.**.•«
= — r 7-- ; = * m + 0 m' + > m 1 + + Sec,
JA 1 + amcos A + m*
= « m + H m* + y m 3 + ^ m* + &c, + 2 4COsAm'+2Tco8Aw'+ 2>cosAot 4 + &c.
ou 05= «TO + zam' + >m 3 +^ i7i*+&c.
— cosA m + 2 * cos A m'+a £ cos A m 3 + a > cos A n» 4 + & c » r- m* + « m 3 -h 0 m 4 +&c.
d'où
d'où
« = cos A , £ = 1 — a <t cos A = 1—2 cos* A = — cos 1 A > = — « — 2 j8 cos A = — cos A + 2 cos 2 A cos A = cos 3 A / = — 2 > cos A — 0 = — 2 cos 3 A + cos a A = — cos 4 A ainsi des autres ; donc d y
= m cos A — m' cos 2 A + m s cos 3 A — m 4 cos 4 A
ety — m sin A — £ m' sin a A + y m 3 sin 3 A — y m 4 sin 4 A.
H n'y a pas de constante à ajouter , parce que y et A deviennent zéro tous deux à la fois j donc
y*=tg ; C'tg;C"sinA— iCtg^C'tgiC'rsinaA+yCtgiC'tg^C'rsinSA— i&c.
î*= ( — + A * A — ) = î (surface du triangle sphérique.)
Soit { C = 5 C = 45* , on aura
La série se changera en celle-ci
y A == sin A — y sin 2 A + j sin 3 A — y sin 4 A , formule connue.
Soit A = 90'
45" =1 — y 4- 7 — f + &c. formule connue.
Soit à présent A l'azimuth connu , A 7 la différence en longitude , A" sera l'azimuth cherché ; nous aurons C = / et C' =90° — L , et par conséquent
i A + T A' + y A" — go' = tang y / tang (45° — 7 L) sin A ~ \ tang» y /tang* (45° — yL) sin 2 A + y &c.
A + A' + A"— 180 = 2 tangy /tang (45' — i L)sin A — tang* y / tang* ( 45' — y L ) sin a A + y &c.
ou en comptant les azimnths du point sud de l'horizon
( 1 80— z) +P + (—1 80 + z' )— 1 80 =x 2 tang y /tang (45 6 — ± L) sin «
+ tang* y / tang' (45" — y L) sin 2 z + \ &c. (—180 + x') =z-— P + 2 tang y /tang (45° — yL) sin* + &c. 6 — ( i8o°— P) + « + 2 tang y / tang (45° — y L ) sin z + tang* y / tang* ( 45° — y L ) sin2*+ 7 &c.
Celte formule est moins commode que celle (B) trouvée cidessus ; mais on peut pousser l'approximation aussi loin qu'on veut. A l'ordinaire , il suffirait de deux termes de la série.
La formule (C) pourroit servir à calculer l'excès des trois angles sur i8o° dans les petits triangles sphériques que nous formons à la surface de la terre. Dans ce cas , on peut l'écrire
x — C tang T C" sin A — &c.
Je suppose C et C" exprimé en secondes.
Cherchons maintenant une formule pour évaluer en toises la différence des parallèles de deux signaux.
Nous avons trouvé ci-dessus
«in d L = sin <T cos* + t «in* /sin'* tg L— £ sin* / cos z siu'ztg 4 L , ou
sin (IL = a sin \ l cos 7 <P cos « + a sin* % / sin* x tang L
— sin j / sin' / cos « sin* * tang' L
= (corde /) cos 7 <f cosz + (corde /) sin ; / sin* z tang L
— ( corde / ) T sin* / cos z sin* x tang* L.
La résolution des triangles nous a donné (corde /)j je l'appelle K.
sin dh = Kcos;/cos* + Ksin;/sin**tgL— i Ksin»ï /cos«sin**tg*L
= (K cos-; /) cos* + (Kcos 7 /) tang 7 / sin* z tang L
— a K sin* 7 / cos z sin" * tang' L
— (K cos 7 /cos *) + (K.cos 7 /cos*)tang7/sin*tg*tgL
— 3 ( K cos 7 / cos * ) sin 7 / tang { /sin» z tang* L.
K étant donné en toises , ou autres mesures équivalentes , on aura sin d L» , ou le 6inus de la différence des parallèles , exprimé en pareilles mesures. Pour avoir d L lui-même , ou la différence des parallèles , il suffit d'ajouter à celte expression l'excès de l'arc sur le sinus, c'est-à-dire
R étant le rayon de la terre exprimé en mêmes mesures que K.
On peut aussi faire £ sîn' d L — j (Ksin* i «T co&' ; J cos* « ). Ainsi nous aurons
c? L = (K cos j / cos z) + (K cos f / cos z) tang 4 sin * tg s tg L
— a(Kcos^ cosz) sin^tgr/sin*x tg'L + } (K.cos^cos *)rin*î/c.os"i 'co
On calculera par cette formule la différence en toises entre chacun des signaux; et ajoutant ensuite ces différences les unes aux antres, on aura la différence entre les parallèles extrêmes , c'est-à-dire l'arc du méridien.
Cette méthode me paroît la plus simple et la plu6 commode que comporte la nature du problême j elle ne demande aucune figure , aucune attention particulière , si ce n'est aux signes algébriques des sinus , tangentes , &c. elle porte avec elle sa vérification. En effet , soient A BCD {Jig. ai. ) quatre signaux F1G. voisins quelconques. La différence des parallèles entre A et D peut se trouver de deux manières j car elle est également la somme des différences entre A et B et entre B et D d'une part , et à la somme des différences entre A et C et entre C et D de l'autre part. C'est ainsi que le calcul a été fait double depuis Dunkerque jusqu'à Montjouy.
Si l'on veut savoir l'effet que produira sur l'arc du méridien , en mètres , une erreur commise sur l'azimuth , il suffira de différentier le premier terme de la formule , et l'on aura
d(K. cos j / cos x) = — (Kcos^ «f sin z de) = — (Kcos ± / cos z) tgz dz.
En déterminant pour chaque partie de la méridienne le coefficient de dz dans la formule précédente , on aura l'erreur produite dans la longueur de cet arc partiel , par une erreur d scommise surl'aiimuth du point de départ. En additionnant tous ces coefficiens , on aura l'erreur de l'arc entier , en supposant dz constant pour toute la suite des triangles. Ainsi, en supposant 1 5" d'erreur sur l'azimuth de Dunkerque , l'erreur de l'arc entier du méridien entre les parallèles de Dunkerque et Barce- Jonne , sera d'un mètre environ , c'est-à-dire de — isr;*
Formules pour exprimer en fonction de la latitude toutes les parties de l'ellipse du Méridien terrestre.
Arant de donner les corrections dues aux formules précédentes à raison de l'applatissement de la terre , nous allons rassembler plusieurs expressions qui serviront à les démontrer. Par occasion , nous en donnerons quelques autres qui peuvent avoir leur utilité dans les calculs astronomiques.
F1G. sa. Soit D E (fig. 22) le diamètre de l'équateur j C E = { D E = 1 , D P E la moitié du méridien elliptique , C P le demi - petit axe = b , D P'E le demi-cercle circonscrit j a F l'ordonnée au cercle j sa partie A F sera l'ordonnée à l'ellipse , a T la tangente au point o du cercle , A T sera la tangente au point A de l'ellipse. Menez le rayon C a, il sera perpendiculaire à oT; menez A M perpendiculaire à AT, l'angle ALT = FAT = latitude du point A, a Q x = FaT = latitude du point a dans la sphère circonscrite. Soit FAT = L , FaT = A,
AF a F
tang AT F = |njr > tangaTF = w ;
donc
tang AT F: tang aTF :: AF : a F :: * : 1.
ou
cot L : cot * :: b : 1 :: tang * : tang L;
d'où
tang a = b tang L. « (1)
ùlane*. 5 tans a AF=3.flF=&sinA=6cosMangA= " a ;
(i + tang'A)b* tangL (1 — g') tang L _ (î- e ')tangL
(i+^tang'L)^ [i + O-Otg'LJ" (1 -Hg'L— «Mg'L)» ( 1 - g* ) tang L _ ( ir- e') cosU g L _ ( 1 — e*) sin L
Vcos'L cos'L/
1 1 L cos L m
CF=cosa— - — : = — r — : — .■_ w
* ec * (i+lg'*) T O+AW (t-fiin'L)*
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 6g CF est l'abscisse ou le rayon du parallèle, et A F l'ordonnée.
AT = AF sec L = ^-^^— nS ^ = tangente à l'ellipse (4)
(i— .c'sin'L)»
FT = AFtang L« (' — LtangL (5)
(i — <?'sin*L) T
_ _, (1— e')sinLcotL (i— e*)cosL
L F = A F cot L = î- - — = -i J - (6)
LT^ATcosecL= (l - g ' )tgLc ° s e -^^ '> —..(?)
(î— eWL) r cosL(i— e'sin'L)»
CT=«c>=^ = ^ = <^^! m
cosa CF cosL « KJ
AL=*LF 8 ecL = -^— ( 9 )
(i — « , sin , L)*
CL^CF~LF^ C ° sI - (, ^ g '^ ^ g ' COsL -,...(.0)
(i—Csin'L)' (i — eVm*L) T
CM = CLtangL = g ' smL , (,,)
(î — eWL)'
LM = CL sec L = • (ia)
(i — eWL) r
AM = AL+LM= « — * , + ^ aa 1 _ ((3)
(i — c'sin'L)* (i — e»sin'L/ c °t L
A/=AMcotL = r (w)
(i-^'sin'L)»
C t = CT-cot L = ï-*^lfco*J} = *«W u tmt{iS>
cosL tinL ^ '
o A = aF — A F = sin a — & sin a = ( i — & ) sin a = ■ 1 ~ b h
cosecx
(i+cofA)ï ^, + r J^iry (£M-cot*L)*" (i-g'+cot'L)'
_ (& — &*) _ (*-£*) sin L ^
(cosec* L — g*) 7 ( i — e* sin* L)*
câ= ïf'+ cf = (, - g 7.f; L +
cos* L
i — e* sin* L 1 — g* sin* L
( i — a g* -F g*) sin'L 4- cos* L _ sîn*L— (a g 1 — .g*)sin*L-f cos'L i — g* sin* L i — g* sin* L
i — (ae* — g 4 ) sin* L i — g* sin* L — (g* — g') sin* L
i — g* sin* L î — c* sin* L
( g* — g' ) sin* L ,
= i * ^ î d'où
i — g* sm* L
_ . / g* ( i — g») sin* L \f / CA= l— ^ r J r- r z ) (17)
\ 1 — g* sin L /
Or ,f formule^ &*sin*A=il "" g '>'. sin ' L . donc
1 — g* sin* L
(1 — g*) sin* L 1 — g* sin* L 7
donc C A = ( 1 — g' sin' a)*. Soit donc sin u — e sin a , et l'on
aura C A = cos u (18)
Soit un angle B, tel que cosB= 6, on aura tangA= cosBtangL; d'où , suivant une formule du cit. Lagrange , L — A^tang'iBsinaL— itang^Bsiu4L+itg'iBsin6L— &c. mais puisque cos B — b , on a i — b = t — cos B = a sin* { B ,
etsin'iB=^iA,co & *iB-i-sin*iB = i-i+^=r+^i donc tang-iB=-î-^-î-y = -j-j/J" i aono
()=f) sin , (|=^)"«n4 L + j (J=|)V,n6 L-&C. . . . (, 9 )
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. n Soient en général m et n les deux nombres qui expriment le rap •
port des axes de l'ellipse } b = ,
i -fô n m + n ~ m +
car ordinairement on prend pour m et n deux nombres qui no diffèrent que de l'unité.
Donc L — a = ( — - — sin i L — { ( — - — ^ sin 4 L \m + n/ \m + n/
+ i( ^ sin 6 L — &c (20)
Cette expression est très-convergente , rarement on a besoin du second terme , et jamais du troisième. Duséjour a fait un grand usage de a, et il a donné une table de L— aj mais la manière dont il l'a calculée est moins commode que la série précédente.
tang ACF = = O--)*» ^ _ O^WL)^
CF , . • ,t\r cosL (1 — e* sin'L)»
= ( 1 — e* ) tang L = b* tang L (21)
Soit 1 — e* = cos B' , et ACF = /, nous aurons tang / = cos B' tang L , e t L — /= tang'i B'sin 2L — £ tang^ B'sin 4L+ j tg^B'sin 6 L— &c.
Orasin^B^i— cosB'=^, sin^B'=ie*, co$*^B'=i— ^c'
j* DE LA DÉTERMINATION
L — / est l'angle de la verticale avec le demi-diamètre. On en fait usage dans le calcul des parallaxes } il est le complément de l'angle que fait la courbe avec le rayon C A.
Les séries (20) et (2a) donnent l'arc en parties du rayon. Pour l'avoir en secondes , on divisera chaque terme par sin 1".
Soit AA' l'élément de la courbe EA ou AA'= dA , A'u = dA sinLj mais . • .t \
A'u=—dCV=—df ( 1 7T 2 /
(i-e'sin'L)* (1— e'auVL)» (1 — e'sin'L)*
(1 — e*) sin Lrf L
(1— e* sin'L)»
donc
— f - = (1— e*sin*L) '=rayonde courbure du méridien. .(aS)
d , où dA _ (i-g-sin'L)' = t = Myon de 1 , équatenr (a4)
Cette formule suppose dA et dL exprimés en parties du rayon. Mais si d A est exprimé en mètres , toises ou autres mesures pareilles, lerayon de l'équateursera exprimé en mesures semblables.
Développons la formule (a3) , nous aurons
(l 3 a ,,3.5 4.3 , , 3.5.? 6.5.4 , J_S^ ± 9 JL?- 6 : 5 . «tj.& 0 .
=sl + T"T7- + î^Ta^** + aT4T6 i. a .3a«' + a.4.6.8' 1 .3.3. 4. a»
Va* a + a 4' a s T a.i6 i.a.a* T a.4.6.8 i.a.3.a' /
+ Va.4'a» + a.4.Ç i.a» + a.4.6.8 1.2. a' T V
La loi de celte série est évidente , on peut la continuer tant qu'on voudra. En intégrant , on aura
nrK 1 + âT7.' 1+ a T4- ^' 4+ ^-7ir37a^ B +2^-7^^
Va a a. 4 a 3 a. 4. 6 î.a.a* a. 4. 6. 8 i.a.3.2' J . ,/3.5 1 3.5.7 6 « , 3 -5-7-9 8.7 . . . \ . , T ^ 4 \a.4 a 3 ^3.4.6 î.a 5 ^a.4.6.8 ia.2' T /
Il n'y a pas de constante à ajouter, parce que A et L deviennent zéro en même temps. Cette série donnera la valeur d'un arc quelconque commençant à l'équateur , et terminé au point dont la latitude est L; elle se réduira au premier terme si L = 90°.
Soit pour abréger
- — — = *L — j8 sinaL + >sin 4L — /sin6L + • sin8L — &c.
Soit un autre arc A' dont la latitude extrême soit L' , on aura de même
— - = * L' — jS sin a L'+ y sin 4 L'- /sin 6 L' + « sin 8 L'— &o. , 1 — e
d'où
= « (L - LO — f (sin a L— sin a L') + y (sin 4 L— sin 4 U)
— «r (sin 6L — sin 6 L') + &c.
= « (L— L')— 2i8sin(L—L')cos(L+L') + a > sina(L-L / )cosa(L+L')
— 2 / sin 3 (L — LO cos 3 (L + LO + &c.
Soit Q le quart du méridien 1 = « • 9°° î
donc f Q >>
A- A' ^ A— A' ^~«t(L-L')- 2 g»in(L~L'Jco5(L-hL')-ha>ain2(L-L')co»a(L^L')-&.c.
(L-L')— î-«n(L - L>m(L+L'}+ ^ «na(L-L')co«i(L+L')- ^«Ji3(I^L0cctf (L+L')+fi"(a6)
•fit A
En nous bornant aux e % , qui suffiront toujours ,
'=8« + 3a^ + 7olT4«
>= ^6 C ïoa4
318 5 5 ut e « 4 8 01a
On peut même négliger les , qui ne font pas une toise ou deux mètres sur le quart du méridien 5 nous aurons donc (A-AQgoV , fV , y sjn(L-LQco S (L4-LQ , t sin a (L-LOcos 2 (L + LQ x
Dans cette formule , Q sera exprimé en toises , comme (A — A'); pour l'aYoir en lignes il faudra multiplier le second membre par 864.
Soit m le mètre exprimé en lignes _ o. 0000864 (A — A') ( 1.570796326795) m ~~ (L — L')
X^i+fc# (L _ L , ; m* 4 (T-TÏ7) >) C ' 8 >
o . 000 1 357 1 68oa655 ( A — A' )
Si l'on a deux arcs différens pour calculer la valeur du mètre, on pourra dans le calcul laisser indéterminées les valeurs de e % et «*, et Ton en tirera la valeur de e* , en résolvant une équation du second degré.
Si l'applatissement étoit nul , la valeur du mètre se réduiroit au premier terme. Les deux termes suivans sont donc la correction due au mètre , calculé dans l'hypothèse sphérique , à raison de L'applatissement.
Si l'on a voit L + L' = 90° , le premier des deux termes s'évanouirait } et la correction d'applatissement seroit
0.0001357168 (A — A') ^ , sma(L — I/) + (L — L') * (L — L') '
quantité presque insensible.
Or la latitude de Montjouy est 4 1° 3 1' 45" = L'
Celle de mon observatoire de Bruyères 48 55 4 7 =L
La somme des latitudes. 8g by 3a = L + L',
ce qui difière très- peu de 90°. Ainsi l'arc entre Montjouy et Bruyères donneroit le mètre indépendamment de l'applatissement , en supposant toutefois que le méridien est elliptique.
Q = a(i-O90- = (i-Ofco*) (1 + X + H* 4 + ïà'*) -^•(i.-^-A'-.-TiO (5o)
donc
îVC^^i'Ci-^'-i^-îhO (30
degré moyen =^.Q= 1' (1 — «•) (1 + 1 e»+ if« c «)...(3a)
L'expression générale d'un degré est
1 9 (1— 0 0 — e'sin'L)"'.
Egalant ces deux valeurs , on en tire
i-**sin'L= (1 + K + £e< + H-Xf
d'où
ou
sin'L=;+ £e* : (33)
On voit donc que la latitude du degré moyen surpasse de bien peu 46° j car sin* 45°— 7
sin* L — sin' 45" = £ e % + £ e* = sin (L — 45") sin (L + 45°) Soit (L — 45°) =x; donc
L = 45° + x , L + 45 9 = 90 0 + * j donc sin # sin (90 0 + *) , ou
sin * cos * = i sin 1 x = £ e % + £ e< = yV e' (1 + 7 e')
et sin 2 x r = 77 <?' ( 1 + T «•) (34)
Si dans la formule (a4) on suppose L= o , on aura pour la valeur
du degré de latitude à l'équateur (1 — e*) arc de i° (35)
Si Ton veut le degré égal à celui de la sphère circonscrite , la formule (a4) deviendra
( 1 — ( ! — e % sin* L)~ r = t,
d'où
«in- L = - "^r 0, = ï (1 + ï * + M «'+ &c.). . . (36)
d'où l'on voit que L diffère très-peu de l'arc , dont le sinus est j/ 7. Soit G cet arc , et L — G —y y on aura
8m ' ih7(7G + y) ~ sin (toQ*a8'i6''+J) WJ
Le degré de la sphère inscrite sera ( » — e*)* arc de i° j d'où (1 — «•)»"= (1 — e'sin'L)*
et am'L==i T^7 g,), = y+T .X4-T^.i^...(58) Soit G' l'arc dont le sinus = y/ y » et^y' = L — G'
^ sin( 7 o 0 Si'44"+/) WJ;
On remarquera que G' = 90 3 — G.
D'après ces notions générales , passons à la solution des problêmes qui se présentent dans la mesure d'un arc du méridien.
Calcul d'un Arc du Méridien dans le sphéroïde
elliptique.
Soit PC (fig. 23) le demi-petit axe de la terre , PA et PB deux méridiens elliptiques , AB un arc terrestre dont on connoît la corde par la mesure des triangles, A M la normale au point A.
On connoît par observation
P M A = 90' — latitude de A = 90' — L.
On connoît encore par observation l'angle P A B , ou l'azimuth du point B sur l'horizon de A.
Il faut en conclure l'azimuth du point A sur l'horizon de B , la latitude du point B , la différence de longitude entre A et B , et enfin la différence des parallèles en toises , ou l'arc du méridien compris entre les parallèles de A et de B.
Menez B O normale au point B , joignez B M , et du point M comme centre avec un rayon arbitraire , MB par exemple , décrivez les trois arcs ba, ap y bp\ ces trois arcs formeront un triangle sphérique , dans lequel vous connoîtrez ap = 90* — L etpab = 180° — BAN - 180 0 — z.
Supposons que l'on puisse exprimer a b en fonction de la corde mesurée A B (nous en donnerons bientôt" le moyen), et nous aurons tout ce qui est nécessaire pour résoudre le triangle pab. Nous calculerons ap b — différence de longitude. p£=PMB=POB — OBM=go° — L' — OBM=9o° — V — jr=rgo e — (L'+x). Nous calculerons aussi p ba, angle des plans P B M et A B M, lequel différera très-peu de l'angle des plans PB O et AB O,
c'est-à-dire de l'azimuth cherché. Ainsi nous aurons/? 3 a =B y
B étant l'azimuth cherché , et y une petite correction , dont nous chercherons la valeur avec celle de *.
Nous connoissons A M et B O , du moins en supposant l'applatissement connu. Cherchons B M , et alors dans le triangle rectiligne AB M , nous aurons les trois côtés , et par conséquent aussi les trois angles , et l'arc a b qui mesure A MB.
Jusqu'ici cette méthode est à très-peu près celle que le cit. Legendre a donnée dans les Mémoires de l'Académie , pour 1787 j j'aurois même profité" du travail de ce savant géomètre , sans y rien changer , si , en supprimant les démonstrations , il ne m'avoit mis dans la nécessité d'examiner moi-même pour me garantir des fautes d'impression , et si la manière dont j'avois fait mes premiers calculs n'eût exigé des formules plus adaptée» à ce qui précède.
Nous avons trouvé ci-dessus AM=(i-«' sin' L)~ 7 ; d'où de même
BO = i + — G** + -^« , )cos<»L'+ j-^co»4L' Ainsi
AM-BO = (•«•+ ty) (cos a L'— cos 2 L) + £e* (cos 4 V— cos 4L)
-_(!«• + f t e*)asin(L-L')sin(L+L')+^2Stn2(L-L')cos7 (L+L') = + ' » e *) sin(L— U)sin(L + L') +£e<8ina(L— L^cosaCL + L') et
BO=AM— (^*+ i^smCL— L0sm(L+L')— A« 4 «n2 (L— LOcosaÇL+L')
BM: BO :: sin BO M : sin B MO :: sin POB : sin PMB :: sin (go*— L') : sin (go°— L'— x) ::cosU:co»(L'+xy,
donc
B 0 cos V BOcosL' BO
cos ~~ cosL'cos* — sinL'sin* - cosx— tgL'sin*
= BO + BOsin*tangL'
BM =
1 — tang L sin * — 2 tin* ±x + BOsin'*xU+tang'L')
x est un angle si petit , que les quantités négligées sont insensibles.
• MO sin MOB (MC — OC)cosL'
Or(n)MC=e»sinL (i — e'sin*L)~"* = e* sin L + T e 4 sin' L
0C= ^sinL'+ieWL'
MO-0C=e* (sin L — sin L') + j c* (sin'L — sin 3 L')
= a tf'sin^L-LOcosKL+LO + 7 e«($sinL— jsinL'— \ sin3L + « sin 3L') = a^sinKL-L>osKL+L , ) + ï^sinHL— L')cost(L+L')
— i^sini(L-L')cos{(L + L') = ( ac » + I c <) 8 i n i i /Lcos(L— irfL)— ^VmîrfLcos3(L— ^rfL) = (a e' + ï <? 4 ) sin 7 d L cos L cos '-dh + (a e* + \ e^sin'îrfLsinL — ^ + sinlrfLcos3Lcos^L— i^sralrfLsinirfLsinSL =7 (2 e* + 1 e*)smd LcosL + 7 **sin'<* LsinL— J e 4 sin</Lcos3L = («' + 1 **) s»n d L cos L + ^ sin* </ L sin L en rejetant les quantités du cinquième ordre. (MC— OC)cosL'= (<?• + le 4 ) sin dL cosL cosL' + 7 ^sinV/LsinLcosL' = (e* + je 4 ) sin d L cos* L + 7 e* sin' (f L sin L cos L ,
x [(e'+le 4 ) sindLcos'L+je'sinVfLsinLcosL] (1 — igL'sin* — ^sin 1 *)
e* sin d L cos* L + 7 sin* cîL sin L cos L
(1— e*sin*L')^ = (e*8rarfLcœ*L+7e\8in'</LsinLco6L) (1 sin*L') «in * = e' sin rfL cos* L + ï«' sin* rfL «in L co« L En négligeant toujours les quantités du cinquième ordre , nous pourrons même faire
x = e % dh cos' L -f 7 <?* dh sin f/ LcosL sin L (4o)
En portant la valeur de sin x dans celle de B M , nous aurons B M =BO +BO (e*sin*rfL cos* L+ \ **sin*rfLsin Lços L) tang V = BO + BO . e*sin d L cos* L tangL' + BO. \ é*nn a dL sin'L
= BO + BO/^-^î^^y + BO.i < W < /Lsin-L 1 + tangL tang c?L
=B0+B0/ sindUnL ^ ^ g ' SiB ^!^ WL +BO.Vsin^*L
f tangL tang dL
= BO + BO . e* sin tfLsinL cos L— BO e* sin c?L tangt/L sin'L
— BO eVm d L tang d L cos* L+ BO . { e'sin'rfL sin* L
=BO + BO . e*sin</LsinLcosL + îBO . «"sinViLsin'L-BOe'sin'tfLcos'L
= BO + BO . e'sindLsinLcosL+BO . e*sin*rfL( ï sin*L-cos*L) (4 1 )
8o DE LA DÉTERMINATION
On aura donc
A M — BM = AM — BO ( i + «' sin rfL sin L cos L + &c.)
(AM — BM)*= ÂM* + BO.(t + **sin </LsinLcosL)'-aAM. BO(i + «?*sin r/LsjnLcosL)
i (i +e"sm rfLsinLcosL)* a (i -f c'sin tfLsinLcosL)
î— <?'sin*L î— *?' sin'L' / , . lT A, , r/ ^
( i — f'smL) 1 ( i — * 'an'L ) *
= i -f e' sin'L + e % sin 4 L
+ (i + <?'sin*L'+« 4 sin 4 L') (i + a e*sindLsinLcosL)
— a(i + **sinÉ?LsinLcosL) (î + ^ e*sin'L + i-J^si^L) X (i + it , 8in'L'+i.]e , jin«L')
= a + e* (sin* L + sin* L') + e 4 ( sin 4 L + 6in 4 L' ) + a e* sin d L sin L cos L
— ati+e'sinrfUmUwU^'sm'L+f ^ 4 siu^Lr4~e'aia»L'+;.i#48miL'+itf«5in , Um , L')
= if' (sin 4 L + sin 4 L') — 7 <?* «n* L sin* L'
= zéro , en négligeant les quantités du cinquième ordre. A présent
J = (i_ — g* sin* L )^ ( î — e* sin* L'_) '
AM.BM î + *' sin dL sin L cos L + <?* sin* L ( £ sin* L — cos* L)
= (i — i e' sin'L'— M e 4 sin 4 L) (i— * e* sin* L'-^i «in 4 L') X [i — £*sin</LsinLcosL — tf'sin* dL ( ? sin'L — cos*L)j = 1— ~ <?' (sin'L + sin'L') — ~. {e* (sin'L + sin^O+^sin'Lsin'L'
— e* sin dLt sin L cos L — e' sin* </L ( £ sin* L —* cos* L) = i — ^'(sin'L+sin'L — sinatfLsinLcosL+sin*</Lco6aL)— je 4 (sin 4 L+sîn 4 L)
— **sin dL sin L cosL — 7 e*sin*rfL(îsin*L — cos'L) — «**(sin 4 L) == 1— ** sin* L — ^ sin* dL cos a L — ± <?' ain' </L (j sin* L — 1) = 1— e* sin' L — je' sin* rfL (1 — a sin* L + 1 sin* L— 1 ) = i-c' sin'L — ^ sin* tfL(— T sin'L) = 1— <?* sin* L + v e* sin* rfL sin'L = 1— e* sin'L (1— z sin' dL)
= 1— c' sin'L ( 1 — sin' T r/L) = 1 — «'sin'L cos'jtfL, Or le triangle rectiligne A MB donne
sin ï AMiJ r-ijrws —
Î(AB
AM.BM AM.BM :(AB)«
1 — e % sin'L cos* 7 rfL
6iu T AMB = iAB(i— «'sin*Lcos' r tfL) *
= jAB(i+;e' sin' L cos' \dL+'-.\e> sin 4 L cos* { dL) = ïAB(i+ie*5in'Lcos'^/L) >
et
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 81 et même sin 7 À M B = £ AB (1 + i<?*sin'L), en rejetant les termes du cinquième ordre , on
/= AMB = AB (1 +^ 8 in*L) + £ (AB)' (4s)
ce qui ne diffère pas sensiblement de la formule du cit. Legendre ,
qui fait AMB =
AM
Nous voilà donc en état d'exprimer l'arc ab = AMB en fonction de la corde AB, connue par nos triangles j nous pouvons donc résoudre le triangle sphérique pab , qui nous donnera la latitude approchée ( L'+ *) du point B.
* est connu par la formule (4o) ; nous aurons donc V = ( L' + x ) — x.
Il nous reste maintenant à déterminer la correction {y) d'azimuth. La question se réduit à ceci.
Le plan b R (fig. 24 ) fait avec le plan b Mp un angle donné n. FIG. 24. Dans le plan bMp on tire une ligne bO, qui forme un angle connu ObM, et par bO on mène un plan abO , on demande la différence entre l'angle n et l'angle formé par les plans ab O et bMp.
Du rayon ab décrivez, i°. l'arc an dans le plan bK} 3*. l'arc nm dans le plan bp j 3*. l'arc a m dans le plan abO. Ces trois arcs formeront un triangle sphérique.
L'arc an est connu, ainsi que l'arc nm et l'angle compris n. Or
sin n
tang amn = ■ ■ •
sin m/2 cot na — cosmncosn
donc
tang (180 — amn) =
cos mncosn-anmncotna ou
tang B = ân(B-f)
cos x cos ( B — y) — sin x tang ± f car il est aisé de voir que 180 0 — amn est l'azimuth cherché , n l'azimuth approché , m n la correction x de latitude ,
et na l'angle que la corde a b fait avec le rayon de la sphère
qui nous a servi à calculer (B — y)
tnt (B -,) = un B co. x - ""^bI"' 8 ^
1«BgB- tt n g (B-^ = u n gB( l -oo«) + ^**J* £L
nny = i sin'7 * sin B coe (B — y) 4- sinB sin* tang 7 /.
y est donc d'un ordre inférieur à x, qui est déjà si petit \ donc •ans erreur sensible
siny = a sin* y * sin B cos B + sin* sin B tan g j ^
= sin x tang £ f sin B + sin* % x sin 2 B
= sin x tang 7 l sin B + 7 sin* x sin a B
= e* sin rfL cos* L tang - «f 1 sin B + ;« 4 sin*(/Lcos 4 Lsin a B y — 0* JLcos* L tang ; / sin * — 7 cTL sin c?L cos 4 L sin a je est l'aiimuth compté du point sud , ou * = (180' — B)
y=sjt*f tang / sio z cos z cos'L + 7 e* S* sin 1" cos 4 L sin a x cos* * # = -«*<Ttang/sin a «cos'L + ~ e 4 /* sin i"cos 4 Lsina*cos'*.
Le premier terme équivaut à la formule du cit. Legendre» y se peut toujours négliger.
La formule (4a) suppose AB exprimé en parties de l'unité ^ qui est le rayon de l'équateur. Pour avoir 1 en secondes , il faut diviser le second membre par R sin 1% R étant le rayon de l'équatenr en toises. Si dans la formule (2 4) on suppose dA connu en toises , elle donnera R. Ainsi tous les arcs du méridien mesurés jusqu'iei donnent autant de moyens de connoître R, Il faut seulement supposer l'applatissement connu. Pour mes^ calculs provisoires t j'ai employé à la détermination de R tous les degrés mesurés en France , et j'ai fait le calcul dans les trois hypothèses d'applatissement les plus ordinaires. Dans l'hypothèse de , j'ai trouvé R = 3274887 par un milieu entre onze arcs differens. Dans celle de 377 , R = 3273553 j enfin dans celle de 777 , R = 3273379.
Je vais rassembler ici toutes les formules que je viens de
•démontrer , et qui ont servi au calcul de la méridienne dans
le sphéroïde elliptique.
SoitR le rayon de l'équateur en toises ;
0 l'excentricité de l'elli pse, en su p posant le demi-gran d ax e«-i ;
K. la corde d'un arc terrestre , c'est-à dire un côté de triangle;
L la latitude connue d'une extrémité de K j
L'ia latitude cherchée de l'autre extrémité ;
M la longitude connue 1 , . . . #
M'ia longitude cherchée 1 com P 65 80 " ouest de o à 3oo ;
* l'azimuth connu 1 . , , Jaites f
L'rsL^^cosx + ï^sin/sin'xtangDCi + e?cos*L) z =i8o f + * — /sinrtangL' — ^sin /siua*
cosL
R sin M' cos L'
arc du parallèle , ou M en toises =
(i-e'sfc»L') T
d?=^ différence des parallèles en toises = ( K cos ? / cos z) + (Kcosi/cosx) (tg^in* tgstgL)— 5 (Kco*i f cos«)aiiii/tgi*Bra'x tg'L ( somme des trois premiers termes ) 3 ( i — e* sin* L )
— ( K cos j f cos z) tang z d z sin i".
Pour abréger le calcul , j'ai construit plusieurs table«. La
première me donnoit log (~^T^~^~~) » 1 u *^ suffisoit d'ajouter à log. K pour aroir log. la deuxième et la troisième donnoient le petit terme ; / sin / sin* z tang L ; la quatrième , la correction d'applatissement pour L ; la cinquième , le dernier terme de la valeur de z' j enfin la dernière serroit è trouver l'avant-dernier terme de la différence des parallèles en toises. J'ai appliqué successivement toutes ces formules à tous les
signaux de Dunkerque à Montjouy : tous les L', z' , M' et dP étoient déterminés par deux calculs , et d'après deux signaux différens 5 en sorte qu'à chaque pas on avoit une vérification , d'après laquelle on pou voit continuer avec sécurité. On pouvoit ainsi comparer entr'eux les azimuths observés à Watten , Bourges , Carcassonne et Montjouy } comparaison qui n'est guère moins importante que celle des deux bases.
Les latitudes observées à Paris , Evaux et Carcassonne , sans parler de celles de Dnnkerque et Montjouy , fournissent encore des vérifications du plus grand intérêt. On. voit en effet que si l'on ne fait pas pour l'applatissement une supposition exacte , on ne connoîtra bien ni e t ni R , ni J", ni L' , ni z . On verra donc , par le plus ou moins d'accord des L' calculés avec les latitudes observées , si l'on a bien supposé. Il est à remarquer que l'incertitude ne s'étend pas sur les d? , ou l'arc du méridien. En effet , le seul terme important de la valeur de d? est le premier : or il ne renferme que le cosinus de ~ «P; pour tous les autres termes , on n'a besoin , vu leur petitesse , que de connoître à-peu-près <T y z et L. 2 ne peut influer que sur le premier terme; mais si, par l'erreur de je, un </P est trop foible, le suivant sera trop fort ; en sorte qu'il s'établit une compensation nécessaire , et presque entière. Soient en effet z , z' , z" , z'", Stèles azimuths qui servent à calculer les d P successifs ; on a z' = 180" + z i z" = i&V + z 7 , z'" = 180* + z" &c. Ainsi les cosinus de z ont successivement les signes + et — .
J'aurois pu , dans les expressions de z' et de M' , éliminer lf, et n'employer que L j mais les formules seroient devenues moins simples , et même moins exactes.
L'avantage de toutes ces formules, est de n'exiger aucune figure , aucune attention , si ce n'est celle qu'on doit aux signes algébriques des sinus et tangentes. Cette seule règle conduit le calculateur d'une manière aussi sûre que facile et commode.
La formule par laquelle je détermine la différence des parallèles en toises, a pourtant un inconvénient que je ne prétends point dissimuler , et le voici. Elle suppose qu'on ait calculé d'avance
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 85 les latitude» de tous les signaux , et leurs azimuths sur l'horizon l'un de l'autre. Ces calculs sont assez longs; mais ils ne sont pas sans intérêt. D'abord , pour les latitudes et les longitudes , elles sout un des résultats les plus intéressans de l'opération , et il ne seroit pas permis de les omettre pour les clochers ou signaux placés dans quelque ville ou sur quelque montagne célèbre. Quant aux azimuths , sans être tout-à-fait aussi importans , ils ne paroîtront pas non plus absolument inutiles , et les auteurs de la Méridienne vérifiée les ont rapportés dans leur ouvrage , quoique leur méthode de calcul ne pût leur donner ces angles qu'à plusieurs minutes près. Je ne me serois donc pas dispensé de ce travail , quand même il n'auroit pas été nécessaire dans ma méthode pour déterminer l'arc du méridien. Ainsi cette objection me paroît légère.
La méthode que le cit. Legendre a donnée dans les Mémoires de 1787 , et qu'il vient tout nouvellement de recommander encore aux géomètres , a l'avantage de n'exiger que la connoissance des côtés et des angles des triangles avec un seul azimuth. Cet avantage est précieux ; mais il est acheté par des inconvéniens assez graves.
Premièrement , les vérifications sont rares et difficiles , surtout dans les endroits où elles sont nécessaires; de sorte qu'une faute commise au commencement du calcul , et dont on ne se seroit pas apperçu faute de moyens de vérification , affecleroit toute la suite de l'opération. Eh ! qui peut s'assurer de ne pas se tromper dans le calcul de plus de cent triangles , tous enchaînés les uns aux autres?
Je suppose qu'on ait calculé la partie A M de la méridienne , voyez ci - dessus , pag. 3 du Mémoire du cit. Legendre , on pourra la vérifier en la décomposant , et en calculant d'abord la partie comprise dans le triangle ABC, et ensuite celle qui est comprise dans le triangle B CM. Mais quand on aura calculé la partie M O , la vérification sera- 1- elle bien commode ? Ne peut-il pas arriver que le triangle M F O soit très-obtus en F , et très-aigu en M , qu'une très-petite base opposée à un angle
86 DE LA DÉTERMINATION très- aigu serve à conclure un côté considérablement plus grand? Dans ce cas, pourra- 1- on espérer quelque précision? Qu'on ait , par exemple , un angle de 9* $ un dixième de seconde donnera 1 53 parties de variation dans le log. sinus. Il faudra donc tout calculer en centièmes de secondes : alors la méthode ne perdra-t-elle pas beaucoup de sa simplicité et de sa brièveté ? Autre inconvénient; après avoir calculé les lignes CM et CD, et trouvé leurs logarithmes , il faut passer aux nombres pour
conclure la différence D M , et chercher le logarithme de D M.
On ne peut répondre de 0,00 1 , ni sur C D ni sur C M : ainsi DM
pourroit être en erreur de 0,002.
Je ne nierai pas qu'avec un peu d'adresse , et en imaginant de nouvelles constructions à chaque cas embarrassant qui se présente , on ne puisse atténuer beaucoup les erreurs ; mais cette recherche même est pénible.
Dans ma méthode , au contraire , on n'emploie que les logarithmes des côtés j on n'a aucun besoin des nombres : presque jamais je n'emploie que des sinus d'angles au-dessus de 6o° , et ils varient peu. Je n'ai qu'un nombre à chercher , qui demande quelque soin , c'est celui du terme K cos j f cos z ; et quand je m'y tromperois de quelques millièmes de toises , l'erreur se bornerait à ce terme, et n'auroit aucune influence sur les calculs suivans.
Voilà les raisons qui m'ont engagé à chercher des méthodes . nouvelles. J'en avois trouvé plusieurs ; je n'ai donné ci-dessus que celle qui m'a paru la plus simple. J'en avois employé deux dans tous les calculs entre Dunkerque et Orléans ; mais les trouvant par-tout d'accord , je m'en suis tenu à la plus facile , d'autant plus qu'elle portoit avec elle sa vérification; et voici en quoi elle consiste. La différence des parallèles de A et D se FIG.jd.3. compose des distances entre A et B , B et D d'un côté j mais on peut la trouver également en prenant la somme des distances entre les parallèles de A et C , C et D j on peut aller directement de D en F , ou de D en E , et puis de E en F ; et c'est ainsi que j'en ai usé par-tout.
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Au reste , malgré les objections auxquelles la méthode que je
riens d'examiner me paroît sujette en quelques circonstances ,
je n'ai pas laissé de remployer aussi pour confirmer les résultats
de mes autres calculs. De Dunkerque à Orléans , sur un arc
de 179,000 environ , la différence étoit à peine.de 0,1 , quoique
je n'eusse calculé qu'en dixièmes de secondes. Il est vrai que
jnsqnes-Ià je n'avois rencontré aucun de ces cas embarrassans j
mais ils se sont accumulés entre Orléans et Bourges; et alors
sur un arc de 225,5i5, la différence étoit de 0,55, c'est-à-dire
de ^* QQQ i cc «P» est > an re8le » aS8ez P eu important.
On a reproché à ma méthode la longueur du calcul que nécessite la réduction des angles sphériques aux angle» de» cordes } on a en effet trois calculs à faire pour chaque triangle. Dans l'autre méthode , on n'en a que deux j mais , dans la mienne , on est dispensé du soin de construire une figure , et cela fait au moins compensation j et l'on a en outre incomparablement moins de logarithmes à chercher péniblement dans les tables.
Dans ma méthode , il est beaucoup plus facile de déterminer et de corriger l'erreur produite sur la longueur de la méridienne , par une petite erreur sur l'azimuth primitif.
J'ai dit que la méthode anciennement employée pour comparer les azimuths observés aux deux extrémités d'une chaîne de triangles, étoit défectueuse. On supposoit tous les méridiens parallèles , et on ne calculoit la convergence que pour la dernière station. Aussi trouvoit-on des erreurs assez graves. Boscowich , dans son Poyoge astronomique , pag. 147 > trouvoit 83" de différence entre l'azimuth observé à Ri mini et l'azimuth calculé d'après celui de Rome , c'est-à-dire à l'autre extrémité d'un arc de a* 10'. En recommençant le calcul par ma méthode , j'ai réduit l'erreur à 34". A la page 3z3 du même ouvrage , Boscowich se donne beaucoup de peine pour expliquer par les observations l'erreur qui ne vient que du calcul. En vérifiant de même le»
azimuths de la Méridienne vérifiée depuis Dunkerque jusqu'à Perpignan , j'ai considérablement diminué les erreurs qu'on avoit trouvées en 1740» et il ne restoit plus guère que celles qu'on peut raisonnablement attribuer aux observations.
L'opération faite en 1787 pour la jonction des Observatoires de Paris et de Greenwich , est la première , que je sache , dans laquelle on ait fait attention à l'excès sphérique des trois angles sur 180 0 . Auparavant , cet excès restoit confondu avec les erreurs des observations ; et quand on répartissoit les erreurs également sur les trois angles , on se conformoit d'avance , et sans le savoir , au théorème du cit. Legendre. On sentoit bien que , dans des triangles dont les côtés ne sont que de quelques minutes , l'erreur ne pouvoit être bien considérable ; mais personne n'avoit donné de formule pour évaluer cette erreur. C'est en tâchant de le faire que j'ai vérifié de la manière suivante le théorème curieux du cit. Legendre, que je n'avois pu me démontrer directement.
L'excès sphérique a pour expression i AB.AC.sin A = £ BC.AC.sin C = |BC.AB.sin B. En répartissant cet excès par égale portion sur les trois angles ; on employoit, au^lieu de A, l'angle (A — ^AB.AC.sin A); an lieu de B , l'angle (B — ^ B A.BC.sin B). On faisoit donc
BCsin(B — ^B A.BC.sinB) _ BC sin B— BCcosB.^BA.BC.sinB sin (A— iAB.ACsinA) ~ sin A — cos A.^ AB.AC.sin A
5£^J? - i BC cos B.B A^BCsinBx si n A \ sin A /
~~ '. 1— ^AB.AC.cosÂ
= — -^r-(i — tBA.BC.cosBUi + £ AB.AC.co8 A) sin A
= BC . 8l ° B ( 1 — i AB.BC.cosB + i AB. AC.cosA) sinA • •
= ^X^C* +iAB(ACcosA-BCcosB)].
Or, dans le triangle ABC, imaginez la perpendiculaire CD
abaissée
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. «g abaissée sur le côté AD, AC cos A — B C cos B sera la différence des segmens de la base A B , et cette différence
(AC + BC) (AC — BC) , = — ~* ~ j donc on faisoit
AC = BC ."° B [i + -;(AC +BC) (AC-BC)] sin A L 6
A-[ ,+ ^ AC - BC >J
= BCsinB AC
sinA ' v '
BC sin B — , , _ —»
«= — r-r — + £ AC — ^AC.BC
ou
AC-ÉÂC^^J-S-iAC.BC!
, BClsin B (BC — j BC 1 ) sin B
6 sin A sin A '
sin A B C sin B
sin A
in
sin A
, . ,. . . ~ sinBCsinB „, . , c'est-a-dire sin AC = .— r , on l'équation que donn»
le triangle sphérique.
Dans les transformations successives que nous avons fait subir à notre équation primitive » nous n'avons négligé que des termes, comme ^ (AB. AC. sin A)*, et d'autres pareils ou plus petits encore : ainsi le théorème a toute l'exactitude qu'on peut désirer dans la pratique.
On peut donc remarquer , d'après ce qu'on vient de lire , qu'on peut , dans la résolution des triangles , suivre en tout la méthode vulgaire , toutes les fois qu'il s'agit simplement de calculer la longueur des côtés. En effet , l'excès sphérique n'est plus alors qu'un objet de curiosité qui peut faire juger de l'exactitude des observations. Mais l'excès sphérique étant renfermé dans des limites assez étroites , ou peut avoir une idée exacte de la précision obtenue , sans faire ce petit calcul. Dans notre
9 o DELA DÉ TERMINATION méridienne , par exemple , l'excès sphérique n'a jamais été au-dessous de o",3 ni au-dessus de 4",i. Ainsi , en considérant la carte des triangles , on estiraeroit à 1" près l'excès sphérique , et l'on sauroit par conséquent avec la même précision quelle est l'erreur des observations sur la somme des trois angles.
On pourroit donc se dispenser de connoître l'excès sphérique pour les triangles principaux , s'ils étoient les seuls qu'on eût à calculer. Mais il n'en est pas de même des triangles , dans lesquels les premiers sont décomposés par la méridienne qui les traverse. Dans ces triangles partiels , on connoît ordinairement un côté et deux angles j d'où l'on conclut le troisième en complétant les 180 0 . Aucun des angles ainsi formés n'est à sa valeur véritable. C'est alors que le théorème du cit. Legendre devient indispensable, si l'on veut calculer avec exactitude ces triangles partiels , et la partie de la méridienne renfermée dans chacun d'eux. Quand les triangles partiels ont très - peu de surface , l'excès sphérique est insensible ; et c'est encore ce qu'on avoit pressenti dans l'ancienne méthode. Par exemple , dans la Méridienne vérifiée , on voit que , pour déterminer 1-arc du méridien , on choisissoit de préférence les côtés les plus voisins de la méridienne , et ceux qui formoient avec elle des angles fort aigus. Dans ce cas , les triangles rectangles formés par les côtés «les triangles primitifs et les perpendiculaires abaissées de chaque signal sur la méridienne , avoient fort peu de surface , et l'on pouvoit , sans erreur sensible , les traiter comme rectilignes , en négligeant même l'excès sphérique. Cependant , comme il étoit impossible dans la pratique que tous les côtés nécessaires eussent , par rapport au méridien , une position aussi favorable , il en résultoit des erreurs qu'on évite sûrement en employant la méthode du cit. Legendre , ou celle que j'ai donnée cidessus.
H seroit très-embarrassant de déterminer ces erreurs à priori ; . pour les connoître par expérience , j'ai calculé l'arc entre Dunkcrque et Barcelonne par ma formule et par l'ancienne méthode. L'erreur de celle-ci étoit de 8 mètres sur nooooo,
D'U N ARC DU MÉRIDIEN. t)i
ou de-— ^ — j entre Duukerque et Bourges , l'erreur éloit
à-peu-près dans la même proportion avec la longueur de l'arc. J'avouerai que je m'attendois à des erreurs plus graves.
Hauteurs des Sommets des Triangles au-dessus du niveau de la Mer, et moyens pour déterminer la Réfraction terrestre.
Soit (Jîg. a5.) C le centre delà terre , A et B deux signaux, FIG. 25. ZAB l'angle entre le zénith du signal A et le sommet du signal B, VBA l'angle entre le zénith du signal B et le sommet du signal A
ZAB = 180° — BAC VB A = 180 0 — ABC ZAB + VBA=36o* — (BAC + ABC)=36o°— ( 1 8o*—C)= i 8o° + C.
Ainsi la somme des deux distances au zénith , observées réciproquement aux deux signaux, devroit surpasser î&V d'une quantité égale à l'angle C , c'est-à-dire à l'arc de grand cercle mené d'un signal à l'autre sur la surface de la terre réputée sphérique.
Pour que cette équation fût vraie , il faudroit dans les deux observations placer le centre du cercle au sommet même du signal où l'on observe ; et c'est ce qui n'a jamais Keu dans la pratique. Le cercle est toujours au-dessous des sommets A et B d'une quantité que j'ai nommée rfH, et qui se trouve parmi les observations dans la préface de chacune des stations.
Le cercle étant donc placé ena, au lieu d'être en A , on a réellement observé Z a B , au heu de ZAB. La distance observée est plus petite que celle qu'on auroit observée au sommet A; et pour la réduire au sommet , il faut y ajouter l'angle
ABo = ZAB — ZaE.
Or , suivant la formule donnée ci - dessus , page 3a , le triangle AaB donne
A _ / A a \ sin A a B , / A a \' sîn a A a B
ABo = ^TbV "sbT 7 " + t V7bV -
./Aov' sin 3 AaB .
Soit a = A a B = dist. zén. observée , A a = rfH , oB = D , ABa = d à ,
, /^H\ sin a f /c?H\*sinaA _
Cette série est extrêmement convergente , à cause de U peti-
tesse de la fraction » et l'on peut toujours s'en tenir
au premier terme , d'autant plus que le second a pour facteur sin 2 a, qui diffère très-peu de sin i8o°, lequel = o. On fera donc
, tf H sin a Dsini"
Cette formule suppose que l'on connoît D = aB , c'est-à-dire la distance rectiligne du cercle a au sommet du signal B ; au lieu que le calcnl des triangles donne la corde de l'angle C pour une sphère dont le rayon est la distance de l'horizon de la mer au centre de la terre ; et cette corde est pins courte que la distance a B. Pour évaluer l'erreur , soit K la corde connue , et D — K + x } on a donc
rfHsinA /dU\ sin a </HsinA
/«H\ sin a tf H «m a / x x* B \ 1 + K
Soit R le rayon de la terre au niveau de la mer , R + dR la ligne menée du centre de la terre au sommet du signal ,
R + dR : R : : D : K j
d'où
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. g3 Donc ~ = ; donc
rf4 =TûnrF('— ir + (-R-)- &c )
Dans le cas le plus défavorable que j'aie rencontré , le second ternie ne passoit pas o",oi5} on peut donc le négliger.
Les distances au zénith , corrigées de cette manière , satisferoient à la règle ci- dessus , et l'on auroit
A + dA + &'+ d^~ i8o°+ C.
Soit pour abréger / = a + c? a et <f / = a' + d à' j on auroit donc
Mais la réfraction terrestre élève tous les objets. L'objet A se voit en A' , et B en B'. Nous avons par l'observation corrigée , oomme il vient d'être dit , Z A B' = <P et VBA'= t'. Soient r et r' les réfractions terrestres
ZAB = ZAB' + BAB'=H r
VBA = VBA' + ABA'=/ + /*
donc
ZAB + VBA = /+ r + «T + r '= i8o°+ Cî
d'où
r + r' = i8o° — (*+/') + Cj
et si l'on supposé r = r' , comme on est encore obligé de le faire
r = 9 o--K^+^) + îC=iC-H^ + «^-i8o-).
Il existe un rapport à-peu-près constant entre r et C. Pour le trouver par les observations , on aura
ZAB = X+r = / + 9 o'-K-i^+îC=9o e + iC+KJ > -n VBA==^+r'=/'+ 9 o'-^-^ + iC = 9o' + iC-j^~/), Pour trouver la différence de niveau entre deux signaux , c'est-à-dire la différence des distances AC, BC,des signaux
94 DE LA DÉTERMINATION * FIG. u6. A et B au centre de la terre réputée sphérique , soit {fig. 26) CB'= CAj BB' sera la différence de niveau. Menons la corde A B'. Nous savons que Z A B = + r , et B AC = 90"— ' C ; donc
B AB = 1 8o° — ZAB— B'AC= 1 80* — l — r — 90* + { C=go" + [C — (/+ r) ABB'=AB'C — BAB'= 90 0 — 7C — 90 0 — ïC+(f+r) = î+r — C. ' Or le triangle B AB' donne
,_ AB' sin BAB' K sin ( 90' -f j C - / — r ) aiS ~ sinABB' ~ sin ( ^ + r — C )
_ Ksin(i8o°— 90"— jC + Z+r) _ K sin (90° — 7 C + + r) ~~ ain(/+r — C) ~~ sin + r — C)
Kcos ( T C — ï— r) Kcos(.r + r — 7 C) ~~ sin^+r — C) ~~ sin (/• + r — C) 9
ou
Kcos (<r+r— 7 C) Kcps^-f r — T C)
sin(^+r-iC-iC) ~~ sin(i l +r-iC)cosiC-cos(/+r-^C)sin;C Kcot(X+ r — jCJsec jC — 1 — tang 7 Ccot(J*+ r T C)
g= KC '"co.Tc" ~ ) f ' + taa ^ C - COt C* + «— IC> + I»] Le premier terme suffira le plus souvent.
On aura une expression plus commode en éliminant r ZAB= 9 o' + iC + *(JW)
BAC = 180* — ZAB = 90 0 — 7 C— 7 (JW) = 90'— ; C + ï (J"— /) B'AC = 90 0 — \C BAB' =BAC — B'AC= 7 (/W) B'B A=p 180 0 — VBA= 90 0 — 7 C — f (/'— <r) ;
d OU 11 y = û IN — -—777? — TTr-T — — \v .
CO s ; (<fW+C) CM ^ + . C ^
= Ksin 7 (^—
cos i (f— /) cos 7 C — sin T (/"— sin 7 C _ Kta ng T (J / — »ec 7 C x — tang T Ctang7(r— /)
- Kta ^ c ^^ ['+tan 8 7CtangK^+&cJ
série dont le premier terme suffira le plus souvent, et dans laquelle on pourroit même supposer cos ; C = i . De la formule exacte on tire
rfN— dNtangiCtangK*'—*) - K * an g î / ) sec t c rfN = K sec C tang ( — /) + dN tang ± C tang \ (f— /) ,
et enfin
rfN rfN cosj C
tangK<r— /) - Ksec i C + < J N t an S ^C ~ K + dtilinfC
COS 7 C
i + -j^- sin 7 C
Si nous comparons terme à terme celte équation à celle qui nous a donné ci-dessus la surface du triangle sphérique , c'està-dire à
m sin A tang;' — ^ + ^ ,
nous en tirerons y = \ {î'—S) , m = (^v^) » cos 7 C = sin A
sin T C = cos A ; d'où A = 90" — 7 C. Or nous avons vu que la valeur de .y pouvoit s'exprimer pour la série suivante
y = m sin A — i m* sin a A + >' sin 3 A — &c.
donc
1 (iv /) =(■—-) sin (go-- • o- 7(4r*y sin ( ,8o °- ï c >
+ t(-£-) 8in(2 7 o 3 — -!C)-&c.
= (— )cos^C-7( ir ) 8 mî-C-i(--) cos^C + ,(^) l sin ,C + i(-^-) 5 S inlC--&c.
série dont le premier terme suffira presque toujours. Dans ce cas
- r/-_ ^ ~ ^lEI*^ - d N cos iiL _ r * rfN > m, . r
lk ; ~ K.sini" aRsin^Csini" vRsini / '
94 DE LA DÉTERMINATION ' F1G. u6. A et B au centre de la terre réputée sphérique , soit 26) CB'=CAj BB' sera la différence de niveau. Menons la corde A B'. Nous savon» que ZAB = r, et B'AC = 90 0 — ^ C } donc
BAB'— 1 8o° — ZAB— B'A C= 1 80 W— r— 90° + { C=go* + - C— (/ + r) ABB'=AB'C — BAB'=go° — 7 C — go° — j C+ (<T+r) — J"+r — C. Or le triangle BAB' donne
AB' sin BAB' K sin ( 90° + 7 C — <f — r) .
sin ABB' sin ( Z + r — C )
_ K8in(i8o°— 9 o a — ^C + ^+r) _ Ksin(90 9 — jC + J^ + r) sin (f+r — C) ~~ sin (/ + r — C)
Kcos( T C — Z— r) Kcos(/ + r — {C) ~ sin(Z+r — Ç) ~~ sin(^+r — C) '
ou
KcosQr+r— iÇ) K cos(.r+ r— T C)
sin^+r-iC-jC) 8in(^+r-iC)cosiC-co»(/+r-^C)sin;C Kcot(.r-r- r — 7 C ) sec T C ~~ 1 — tang^C cot(/ + r T C)
= KC ° t fl + r"" - ) T 1 + tan 8 i c - cot + {C) + &c]
COS
Le premier terme suffira le plus souvent.
On aura une expression plus commode ea éliminant r ZAB = 9 o° + iC + 7('— /')
BAC= 180* — ZAB = 9 o°— T C— i (M') = 90 9 — ; C+ i (/'—/)
B'AC = 9 o°— T C
BAB'=BAC— B'AC=ï (J" — /)
B BA— 180 0 — VBA= 90' — 7 C — r Z) ;
d'où BSWN = _ K ^-')_ = KrinjC-Q co8^W + C) C08 ({±f + . c)
^ Kwn
cos f (f— /) cos 7 C — sin 7 (Z'— Z) sin 7 C
KtangjÇJ' — /) secjC 1 — tang 7 C tang 7 ( Z' — Z)
c Kt ^[c" /) c,+t " g ^ CtaggK ^ +&c - 3
série dont le premier terme suffira le plus souvent , et clan» laquelle on pourroit même supposer cos { C = i . De la formule exacte on tire
JN — dN tang T C tang K^'— - Ktang J- (J*— <r)sec T C rfN = K sec i C taog £ ( J" — /) + rfN tang i C tang i /) , et enfin
tang T ( <f) - Ksec , c + j- Nlang . c - K - + ^ Nsin ; r- c -jT- cos j C
i + -j^- sm 7 C
Si nous comparons terme à terme cette équation a celle qui nous a donné ci-dessus la surface du triangle sphérique , c'està-dire à
m sin A
nous en tirerons y — \ (£' — S) , m = ^-jv-) » cos ; C = sin A
sin 7 C = cos A ; d'où A = 90' — ^ C. Or nous avons vu que la valeur de>- pouvoit s'exprimer pour la série suivante
y = m sin A — J- m* sin aA + yW 1 sin 3 A — &c.
donc
; (j v *) =(nr) sin (90"- ; c >- K-xO* S in (.80°-} q
+ K"K") sin( a7 o 0 --:C)-&c.
^(_) cos , C -i(— )smî-C-i(— ) cos'C
+ ,(^)\ in ,C + |(-^i) 5 S inlC--&c.
série dont le premier terme suffira presque toujours. Dans ce cas
Ik ; ~ K.'sini* ~ 3 Rsin ï Csini''~~VR s i Q1 J col ï^»
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ou bien en conservant le second terme , qui suffira toujours,
-= (iffîÎA cot T C , / <*N Y sin r C cos{C
^ R / sin i 1 VaRsin^C/ sin 1"
_ / j rfN ^ rot | C /jdNs* sinjCcos^ C
\ R / mui" \ R / sin^Csini'
_/î</Nv cot|C / 7 tfNy cot : C
\ R / sin 1" v R / sin i"
— £ ( i^îL) — (* rfN y J cot 7 C
sin t"
Ainsi, connoissant c?M et K ou j C, on calculerait î — et si Ton observoit <T ou P , on en conclurait
/^Z+if/'—/), ou /=^— T (^~«^)î mais il est plus facile d'observer / et <T' que de mesurer rfN.
On voit donc commenW^n pourra trouver l'élévation de tous les signaux par rapport à un même horizon , par exemple , celui de la mer. Ainsi , dans l'opération de la méridienne , on connoissoit la hauteur de la tour de Dunkerque au-dessus de la mer. Le calcul fait sur l'une des formules précédentes , donnoit l'élévation des deux signaux voisins au-dessus de la tour de Dunkerque. Connoissant ainsi l'élévation des tours de Cassel et de Watlen au-dessus de celle de Dunkerque, on en avoit la hauteur au-dessus de la mer , en ajoutant à ces élévations celle de la tour de Dunkerque au-dessus du même niveau. Ainsi soit h la hauteur de la tour de Dunkerque au-dessus du niveau de la mer, «?N et rfN' les différences de niveau entre Dunkerque et Cassel , Dunkerque et "Watten.
La hauteur de Cassel au-dessus de la mer étoit h + <f N, et la hauteur de Watten h + JN'.
La hauteur du signal suivant, qui étoit celui de Fiefs, pou- Toit se déterminer par WatteM ou par Cassel j les deux calculs se vérifioient mutuellement , et s'il y avoit une différence , on pouvoit prendre le milieu,
C'est
C'est ainsi qu'en supposant la terre sphérique , on pourroit déterminer les différences de niveau pour les sommets d'une longue suite de triangles.
En retranchant de ces hauteurs la longueur du signal , on auroit l'élévation du sol au- dessus du niveau de la mer.
Remarquons que dans ces formules , J" est la distance observée au lieu dont on connoît l'élévation , et # la distance observée au lieu dont on cherche l'élévation. Si > J 1 , dN est additif; si # < ^, dN est soustractif.
Ilpeut arriver qu'on n'ait point observé ^, mais seulement P t et qu'on ait besoin de <*N. Dana ce cas , il faut éliminer l de la formule
rfN = Kcot(/+r-- |C) +u i C cot (<r + r _ i C) + &c j CO87V/
Or / = 180 0 -/' + C-2r; donc
/+ r — fC=i8o a — C — îr+r- = i8o s — ^+ ^C— r>
donc
m = Kc ° t (- 8 ^ ( :^ r > [l+ , 8 ;Cco 1 (.8 0 --^ + -;c-r) + M
= - KCOt oo 8 + ;7' C) t —t^K J C cot + r- 1 C) + &c]
Mais r=nC, n étant uu facteur constant dont nous allons bientôt nous occuper. Ainsi
<fN = - KCOt[ ^C~ — C' -"»6i W_U_„) C )] C'est par cette formule qu'à l'aide des signaux de Melun t Lieusaint et Mal voisine , dont je coanoissois les hauteurs au-dessus de la mer , j'ai déterminé l'élévation au-dessus de la mer f pour le point où la base de Melua faisait un coude.
Si l'on connoît * , alors en mettant n C pour r dans la formule , on a
rfN=*+ — ° tl ç^c n)C - [l +t«wSCcot(/-.(i-i,)C)].
Si l'on apperçoit l'horizon de la mer d'un lieu où l'on observe , on peut immédiatement en conclure la hauteur de ce lieu audessus de la mer i il suffit de mesurer l'angle entre le zénith et l'horizon de la mer.
F1G. 26. Soit A l'horizon de la mer, et B le point dont on cherche la hauteur; prenez CB'=CA, BB' sera la hauteur cherchée. L'angle A est droit ; ainsi
BB'=ACsecC— AC=AC(secC— i)=ACtgCtgi C=RtgCtgîC} mais
0=90° — B=ç)o 0 — (180 0 — VBA) =90° — 180° + 1=1— 90% donc
BB' = R tang (<f — 90 0 ) tang i ( <N- 90 8 ). Cette équation seroit exacte sans la réfraction qui élève l'horizon de la mer, ainsi que tous les objets terrestres. Ainsi, au lieu |de <T , il faut mettre dans la formule / + r, r étant la réfraction j donc
BB' = R tang (J+r— 90 e ) tang i (/+r— 90 8 ) :
mais
r=nC = n(tangC-itang 3 C)=«[tg(<r-90-)-ïtg s (^-go«)-]î donc
BB'= R tang 90° + (sLn^) 1 ^""^ 0 *^] ^ [^"9°° sïni* 1 ^ - "^ 0 ^ J = Rtang [/-9o'+ n (^-9o 0 )] tang^ [*-9<> 0 +/»('-9<> e )] = i R tang* 90° + n (J^— 90°) 1 = iR tang- [ (1 +»)(*- 90 e )]
élévation au-dessus de la mer = £ (1 +»)* R tang* 90 8 ). A présent
r iç -.i(;+ ^—180') *=c = C *
On voit donc que , pour déterminer n , il suffit d'avoir observé les distances au zénith réciproques f et f de deux lieux dont la distance soit connue , et que j'ai pu avoir autant de déterminations de n qu'il y a de côtés dans la suite de mes triangles , depuis Dunkerque jusqu'à Rodez.
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 9g n varie suivant l'état de l'atmosphère. Mon dessein n'est point d'entrer ici dans le détail de mes observations , et je me contenterai de dire qu'en été n m'a paru d'environ 0,075 j en automne et au printemps , de 0,08 ; en hiver) de 0,09 à 0,10. On peut supposer 0,08 le plus souvent.
Différence de Niveau sur le Sphéroïde.
Si la terre étoit sphérique , deux objets seroient de niveau s'ils étoient dans une même surface sphérique qui anroit pour centre le centre même de la terre , quel que fût d'ailleurs le rayon de cette surface.
Si la terre est un ellipsoïde , deux objets seront de niveau quand ils seront à la surface de l'ellipsoïde aqueux , ou à la surface d'un ellipsoïde semblable et concentrique au premier , et d'un rayon quelconque.
Dans \a/ig. a3 , la distance de B au ténith de A est 180 0 — MABj FIG. a& mais la distance de A au zénith de B est 180* — O B A = 180 0 — (MBA — MBO) = 180' — (MBA — u). OBA a pour mesure l'arc a m , fig. 2 4. Or FIG. 2/.
cos a m =s= cos n sin a n sin m n cos a n cos m n j donc cos OBA ou cos (MBA — u) ou
cosMB A cos u + sin ME A sin u=cosBsin MBA sin*+ cosMB Aco&r; d'où
— » sin * sin MBA cos z + cos MBA cos x — cos MBA cos u
smu — •
sm M B A
= — sin x cos z + cotMBA(cos«— cosw), ou sans erreur sensible
u = —- sin x cos z — — e* dL cos* L cos * = + e* AMB cos' L cos» z — + «* M cos* L cos'*. Soient
/ — ,8o« — MAB, f = i8o # — OBA , r = 1 8o° — M B A = 1 8o° — (OB A + «) = 1 8o # — OBA — u = ^ — m =3 — e % M cos* L cos' z.
ioo DE LA DÉTERMINATION Pour éviter la confusion , j'appelle ici M l'angle AMB, que j'ai désigné par la lettre / dans les formules des pag. 81 , 8a et 83. On aura
f+ S"= 36o° — M AB — MBA = 36o° — ( 1 8o° — M ) = i8o'+M. Sans la réfraction terrestre , cette équation auroit toujours lieu sur l'ellipsoïde ; et elle ne diffère de l'équation dans la sphère que par la correction très-légère qu'il faut appliquer à la distance observée S* pour avoir ï" , et par la valeur de M , qui , pour une même corde A B , change de valeur suivant la latitude. Voyez la formule (42). Mais, à cause de la réfraction terrestre, on aura
+ + ar = 180'+ M
r = £M — + »*>") r T M — + 180') M ~~ M Ces trois équations , qui sont données par les angles formés extérieurement à la corde AB par le prolongement des côtés MA et MB , et qui ne supposent pas l'égalité* de ces côtés , sont analogues à celles que donne la sphère. On peut le vérifier sur la figure a5 , en lisant M dans celte figure au lieu de C. Avec ce changement , la figure a5 va nous servir dans ce qui nous reste à dire sur la différence de niveau.
Nous aurons encore , comme dans la sphère , Z AB =Hr=HïM- \i— 90°= o,o°+ 7 M — \ (*"— /) VBA=r + r~r +-;M— î ^"+90°=90° + iM + 7 (r— /).
Dans la sphère , quand deux objets sont de niveau , leurs distances au sommet de l'angle C , c'est-à-dire au centre de la sphère , sont égales j dans l'ellipsoïde , au contraire , l'angle M n'est pas au centre de la terre , et les distances au centre , ainsi que les distances au sommet M , sont inégales , à moins que les deux objets ne soient sur le même parallèle ; et cette inégalité rend moins simple et moins aisée la détermination des différences de niveau. Cette même inégalité entraine à sa suite celles des angles MAB et MBA lorsque les deux objets sont dans une même surface ellipsoïde.
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 101 Soit .y = i (MBA — MAB), nous aurons
/ AM — BM\ , 0 , UW = ( am + Bm ) taI * ( 9°
» (AM-BM)cot;M mm emiir ^ f a AM
AM — BM AM— BM AM — BM
2AMtangiM~"*AM«niM " AB '
et
X=^^î, MAB= 9 o«-iM-j, MBA= 9 o°-tM+jK.
Supposons maintenant que le signal , au lieu d'être en B FIG. a5. (fig. a5 ) à la surface de l'ellipsoïde , et par conséquent de niveau avec A , soit en b' au-dessus de la surface , B b' sera la différence de niveau , ou Bô' = </N. On aura
BA*'=iSV— ZA*'— BAM=i8o°— (^+r) — go'+ïM+y
Aè'B = ABM— BA*' = 9 o'— iM+^— so 9 +(/+r)— iM— y = (*+ r — M).
* r . • i u a i> a u / AB sin BAb'
Le triangle aAb donne Bb = : — r-rrs — » ou
su Au D
_ K sin [90'— (t+ r) + i-M + _ K cos (/+ r - j M -.y) sin (/+r — M) ~" «n(f+r— M)
Kc o»(/+r— {U+y) Kcos(«r+ r — jM — y)
S in(/ +r — iM-j^— iM+j') ""«in [/ + r -ÏNL-y-<èM-y) ]
Kcos (cr-f r- jM-y)
~sin(/+r-iM- r )cos(iM-^)-cos(^+r— iM-7)sin(îM-^)
( „ , , M r-)cot(/ + r-iM-^)
n cos 7 (M — y) s
= 1 _ cot (Hr-iM-^) tangi {M— y)
ios DE LA DÉTERMINA T;i ON
Si l'on veut que la formule dépende de on substituera à ( sa valeur 180 0 + M — (/"+ ar),et l'on aura KcosQ go^M -r-a r+r— jM- y) _ Kco?(jM-r-r-y) ~~ sin(i8o* + M— ^"—2 r+r— M) sin( — S"— r)
K cos (J* + r— jM+y) ^_ K cos (J* + r — 7M +>)
— "*~ «in (/"+ r) sin (/+r— îM+^+fM-y)
Kcos [r+r— ( T M— ^JJ
= ~~ [j+ r—(iM-.^)] cos (~M— >■) + cos [/+ r~( î M-7)]sin( î M--.y)
« .(_^_)col[^+r-GM^)] [i+tg( 7 M-^)]cot[r4r-(iM^)].
Eliminons r en mettant sa valeur r = £ M — £ / — r + 9©° ; nous aurons
= sin^+iM-^-ir+go'-M) "~ rinG*-*f-*M+90<)
Ksin(QQ <> -^+v^^-9o' ) = Ksin[-; ( r-/)+^1 ~ sin(i8o'-^+ï^"+iM-9o°) «■ faP'- + i M 3
_ K8in[l( r-/) + ,vi _ ^K^+O
- cosK'-r- M) c° 8 i ( r — * + M )
Ksin(j^i-r>) K sin(^+,) ~ cos (^=i + ÎM) cos + .y + (iM-oO)
( cosGM^)) taag ( £ V i ^^)
» — tang (î M —y) tang ( — — + .y)
uiguiz
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. io3 d'où l'on tire , en opérant comme page g5 ,
Si l'on suppose y — o dans tontes ces formules , on retrouyera toutes celles que nous a données ci-dessus l'hypothèse de la terre sphérique } et cela doit être. ,
On peut presque toujours sans erreur sensible faire
rfN = Ktang(l^f + ^) =
i — tang^ tang — - — J et même
dN = K tang (^^-) + K tang y
= KtaD «C— ) + K (-ÂB-) = K tang (— — ) + (AM — BM) j mais par la formule (4i) , page 79 ,
AM-BM=AM— BOfi+fl'sinc/LsinLcosL+e'sin^Ld— ]cos*L)] =AM— BO[i+e , sin<fLsinLcosL+e«sin*rfL(-fh|cos2L)] =AM— Bofi+c'sinrfLsinLcosL— ^sin\fL(i-3co82L)] = i + -;ff"sin*L+i.^sin 4 L — î—^sin'L'— \. ie*sin 4 L'
— e* sin dL sin L cos L— ; e 4 sin dL sinLcosLsin'L — -±e*sin % dL(i — 3 cos 2 L) rs^'Csin'L-sin'L'j+lc^sin^Llsin^')— ^sindLsin'LcosL
— e'sin dL sin L cos L— j e % sin* d L (1 — 3 cos 2 L) = ie*sin(L — L')sin(L + L') — e* sin (/LsinLcosL + \^d(fivo*L) — ^sin û?Lsin 3 LcosL — ^sin'tfL(i— 3 cos 2 L) = 7«*sin d L sin a L cos d L — ïC'sint/LcosaLsint/L— e'sindLsinLcosL+^sindLsû^LcosL -ï» 1 sin" dL ( 1 — 3 cos 2 L) — ^c 4 sinrfLsin 3 LcosL = j e'sin dL sin a L (cos c?L— 1 ) — {e*s\n*dL{{ — y cos 2 L)
+« 4 sinfl?Lsin 3 LcosL,
io4 DE LA DÉTERMINATION
ou A M — BM •
=R(— ; e'sin c? L cos'L— -<?*sin\/LsinL cosL+e<sin<f L sin'LcosL).
Le premier terme dans notre méridienne ne passe jamais o, 1 5 1
et il décroît comme le quarré de cîLj le dernier ne passe ja-
mais o,i5, et il décroît comme </L. Le second terme est ion-* jours insensible. On peut donc négliger y.
Quant à la correction de <P, son effet sur c?N est
ïKe* sin M cos* L cos* z ,
t. *• et cette valeur n'est que de 0,6, en supposant K = 3oooo et
cos* L cos m z = i . Or ce dernier facteur en France ne passe guère 7. On peut donc aussi négliger ce terme ; car il est fort au-dessous des erreurs de l'observation et des variations de la réfraction terrestre.
On peut donc calculer les différences de niveau comme sur la terre sphérique. Cependant l'applatissement n'est pas toutà-fait négligé tant qu'on emploiera l'angle
Mais comme ce terme influe lui-même très-peu sur le résultat r on peut dans ces calculs faire pour toute la France
C'est ainsi que j'ai calculé les différences de niveau pour tous mes signaux , depuis Donkerque jusqu'à Rodez j mais je me réserve de revenir sur cel objet quand j'aurai pu cooii parer aux résultats de mes observation* ceux que le cit. Méchain aura tirés des observations de même genre <ju'il a faites depuis Rodez jusqu'à Barcelonne.
Il me reste à parler de la manière dont j'ai calculé la réfraction dans les observations de latitude et 1
Formules
D'UN.ÀRC DU MÉRIDIEN. io5
Formules de réfraction pour les distances au Zénith , vraies et apparentes.
Pour vérifier la réfraction à l'horizon et à 45° t j'ai employé on nombre considérable d'observations de Bradley > de Piazzi , du cit. Méchain et de moi. Les unes paroissoient demander une petite augmentation dans la réfraction à 45* ; d'autres , une diminution. Je me suis fait quatre tables de réfraction , que j'ai employées successivement à réduire mes observations de latitude. La table de Bradley tenoit à très-peu près le milieu entre toutes j et comme elle est presque universellement adoptée par les astronomes , j'ai fini par lui donner aussi la préférence , d'autant plus qu'il n'en peut résulter aucune erreur sensible dans les différences de latitude entre Dunkerque , Paris , Evaux, Carcassonne et Montjouy. Mais , en adoptant l'hypothèse de Bradley , j'ai voulu donner à mes calculs toute la précision dont sa règle est susceptible. Dans les observations azimulhales , ou a besoin de la réfraction pour les hauteurs vraies et toutes les tables publiées jusqu'ici , dépendent de la distance apparente. J'ai donc cherché des formules pour ce cas aussi bien que pour l'autre. La table qui sert à corriger la réfraction selon les différentes hauteurs du baromètre et du thermomètre , est incommode et trop volumineuse. Sans rien changer au principe , j'ai tâché de rendre le calcul plus facile. Je vais exposer les moyens dont je me suis servi.
Soit z la distance apparente au zénith, R la réfraction horizontale , r la réfraction qui convient à la distance z,metn deux constantes j nous aurons , comme on sait ,
8in (« — nr) = m sin z (1)
£>i l'on suppose z — go" 5 cette formule devient m ~ cos n R j donc
sin {z — - n r) =* cos n R sin «, (?)
io6 DE LA DÉTERMINATION On en déduit
i : cos n R : : sin z : sin (:— nr)
1 +cos nR : i — cos n R:: sin z+ sin (x — nr) : sin z— sin (x— nr) a cos* 7 « R : 2 sin' jnR:: tang ; ( z + z — nr) : tang T n r
lang î n r = tang* ; « R tang (z — 7 n r) (3)
= tang* { nR tang z — tang* {nR tang >r î + tang z tang { nr~ t an g { n r + 1 ang z tang* T n r + t ang* ; n R t ang {n r == tang*7 n R I g x tang*ï a r+ sec* 7 n R cot z tang t n r = tang* 7 n R (tang n r + T sec* 7 n R cot z)* = - sec 4 {nR cot* z -f tang* 7 n R
tang { n r = — { sec* 7 nR cot z ± ( sec 4 s n R cot* r + tang* fnR) 7
= + îsec'jnRcotz^i +4sin* ; nRcos* î nRtang*z) ï ^i]
=. r sec' T n R cot* [(i + sin* nR tang' z) 1 "— i].
Soit
tang x — sin n R tang z , (i + sin'nRtang'z)* — i =secx — î = tang*tang 7 x ;
donc
tang ; nr = T sec'7 n R cot z tang * tang 7 x
= 7 sec* 7 n R cot x sin n R tang z tang 7 * = 7 sec' 7 /z R. a sin T nRcos 7 n Rtang7 *
= T tang T nR tang 7 * (4)
ou sans erreur sensible r = R tang ± x (5)
On aura donc par un calcul direct la réfraction r qui convient à la distance apparente z , en évaluant ces deux équations bien simples
tang x = sin n R tang x et r = R tang 7 x (6)
C'est ainsi que j'ai calculé la réfraction pour les observations de latitude avec plus de précision que les tables n'en peuvent donner. Or
tang 7 * = 1 — cot * + cot'ar — 7 . 7 cot 4 * + 7 . 7 . \ cot' * — &c.
, _ Rcotz , Rcofz Rcot 4 z
donc r = R — — : — + — — — =-
sinnR 3 sin n R a . 4 sin 4 n R
3 R cot g z 3. 5 R cot 1 * & .
+ a.4.6sin s nR" 2. 4.6.8 sin 1 nR + W
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. toy Cette série n'est suffisamment convergente que de 8g à 91 e de distance au zénith } elle donne à fa fois deux réfractions par le seul changement de signe du second terme. Soit , par exemple , * = 180' — z , r et r les deux réfractions j on aura
, 2 R cot *
Réduisons en série la valeur donnée ci-dessus pour tang j n r, et nous aurons
tgi/ I r=isin , nRsec^«Rtgz(i-isin , /iRtg , z+i. £sin < «Rtg<z-&c.) (9) — sin"; rcRtangs ( 1 — ; sin*/» R tg'z + 7 . \ sin 4 « R tang 4 z — &c.) Supposons avec Bradley n = 6 et R = 3a'53"8 pour 28'° du baromètre , et 10" du thermomètre de Réaumur ; et retranchons de cette série l'excès de la tangente sur l'arc , nous aurons
r= 56*,G*4775 tangz-o",o4664 . 6g38tang*z + o",oooo 7 » 78 1 2gtg*z — o",ooooo.oi58o tang'z (10)
Le second terme n de cette série vaut 0^1 à 4S' ?3' de distance au zénith , le troisième à 76° 55', et le quatrième à 8i 4 34'.
On peut donc employer très-commodément celte série au calcul d'une table depuis o' jusqu'à 8i° et même 84* j ensuite on continuerait par leî formules (6) ou par la série ( 7 ). L'équation (2) donne encore
cos n R sin z = cos n r sin z — sra n r cos z
cos nR = cos n r — sin n r cot *
cos n r=: cos nR + sin n r cot *
cos'a-ji =. coi'n R -4-asin nr co&n R coiz + sin'n r cot* z
1 — sin* nr=i — sin â «R+ 2 sin» r cos /j R cot z+sin* n r cot'z sin* n r (1 + cot' z) + 2 cos n R cot z sin n r = sin* /» R a cosnR cot^sinnr
d'où , , *
sin 7i r =- cos n R sin z cot z [<i + tang'TiR sec'z)' — 1] . (1 1)
io8 DE LA DÉTERMINATION
Soit tangj = -^~~^-,on aurasin/ir=«sinnR&inxtangiy# ou
r = R sin x tang^
ou bien
. f~V tang*/iR\f
sinnr = sinnRcotnRsinxcosx M i + CQ& , z ) — *J
= sin n R sin z [ (cof nR cos* * + » )" — cot n R cos x] ,
ou
r = Rsinx[(i+cot* nR cof x) 1 — cotnR cos z].
En comparant cette formule à la formule moyenne de Mayer, on voit qu'il a lait R = 33' et cot«R = i6,5 } par conséquent n — 6,3.
On voit donc que la formule que Mayer a donnée sans démonstration est un corollaire des formules de Simpson et de Bradley. Ce qui la distingue , c'est la manière dont il y^ fait entrer les variations de l'atmosphère , et la valeur des constantes } car , quoiqu'il fasse R = 33' , comme Bradley , c'est pour une autre température. f
Soit maintenant y la distance vraie au ténith , x = v — r j donc
tanginr^tg^nRtg^— r~>r)=tg*inRtg[V- (i3)
eu " * . « -.n - • ■
tang'^Rtang^— tang 4 ^nRtang(~^)r
tanginr— ' xn+IT 5
i+tangvtang^ — )r
d'où sans erreur sensible itaiig»r+in(^)tg«ngV+^
(-^) Ig^lg'r + Qn + (^- 2 )tg i inR^|tangr=tg*^Rtg f '}
a'où
tangr
»+(»i+a)tg'i nft, T/ 4(n' + 2rQtg^/iRtgW > -| (n'+a/Otangf L> (« + (»+ â)tg*^iiR)*/ J*
„ . q («■+ anV tang 7 nR tang t»
Sou tang u = 1/. „ p — t on aura
Soit n = 6
r== (7Tr) TRlans ' w '
(48) , tangSRtang</ tang« = 3 + 4tang-5R '
et r = ('•)*" R tang jW = R sin 6o° tang f u. .......( 14)
ou tang u = 0.0662437 tang et r = i7og",36 tang 1 1/.
Soit b la hauteur du baromètre pour l'instant de l'observation , t la hauteur du thermomètre au-dessus de 10° de Réaumur, r la réfraction moyenne , dr la correction de la réfraction, et m un coefficient constant ; on aura la réfraction actuelle par celle équation
br
r + dr - fl 8(i+m/)''
et
dr— br _ [b—*S(i+mt) ~\r__ (b — 38 — a8 mt)r
r_ "28(i+m/) r ~~ a8(i+m/) ~~ a8(i + m/) (ir— a8 )r (28m*) r (6 — 28) r (m<)r "~28(i + mî) 28(i + wÔ"~28(i + mO (1 + m*)
(6— 28) r (m/)r (b—i%)mtr _ {b —•}?,) m t r ""28(1+7/1/) (i + mO 28(i + m/) î8(i+ot0 (6 — a8)(\+mt)r mtr (b — 28)m/r
38 ( 1 + mt) " 1 + mt a8(i+/rar) {b — 28) r mtr ^ / b — 28 n ✓ m t \ ~ 38 1 +/nf \ 28 +
Le premier terme donnera une table qui ne dépendra que de b ou de la hauteur du baromètre.
Le second terme donnera une table qui ne dépendra que du thermomètre.
Le troisième terme a pour coefficient le produit des coefficient
uo DE LA DÉTERMINATION des deux premiers termes : on pourroit donc se dispenser de le réduire en table ; mais celte table , quoiqu'â double entrée , n'en sera guère plus embarrassante , parce que les nombres en seront très-petits , et souvent négligeables.
Les trois tables seront aussi commodes et beaucoup moins volumineuses que la table unique qu'on emploie ordinairement pour trouver la correction de la réfraction moyenne.
Les astronomes ne sont pas bien d'accord sur la valeur de m ; je l'ai supposée de o.oo55. Voyez \ Astronomie du cit. Lalande.
Je ne donnerai point ici la table de réfractions pour les distances apparentes , que j'ai calculée avec plus d'exactitude dans l'hypothèse de Bradley. Elle a été imprimée dans les derniers volumes de la Çonnoissance des Temps. Mais on trouvera à la suite de ce Mémoire la table pour les distances Traies , et les tables de correction pour les différentes hauteurs du baromètre et du thermomètre.
Hauteur des Signaux au-dessus de la Lunette.
J'ai dit ci-dessus , page 91 , qu'il falloit réduire au sommet des signaux les distances au zénith observées. La formule que j'ai donnée , page 92 , pour ces réductions , suppose que l'on connoisse rfH ou la partie du signal qui s'élevoit au-dessus de la lunette. Dans les signaux ordinaires , dH se mesuroit directement. Dans les flèches embarrassées de charpente , on mesuroit le diamètre à deux hauteurs différentes ave'c la différence des deux hauteurs. Soient D et D' les deux diamètres , A la différence des hauteurs , et * la partie du clocher qui s'élève audessus du diamètre D' , on a A + x — rçj~~fyj ~ jy^p>
AD x AP — A D*+ AD' AD' D— D' D — D' D — D
Ce moyen devenoit insuffisant quand la flèche étoit très-haute , comme celles d'Amiens et d'Orléans ; alors j'employois le procédé suivant.
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. m Soit B {fig. 26 ) la pointe de la flèche , B' la naissance de la FIG. 26. même flèche ou le toit du bâtiment. Je mesurois l'angle Z AB et l'angle Z A B'.
Dans le triangle B A B', j'avois AB' et l'angle BAB', différence des deux distances au zénith. Or
sin B : A B' :; sin A : B B' = hauteur de la flèche = AB ' sin A
sin B
A B sin u AB sin u
sin [180*— (J" + r ') — u] ~~ ûn(f + r' + u)
A B sin u ABsin u
* Mn[ 9 o'4-iC+K^)+"] ~~ sin[ 9 o«— ^C — K^— ï) + u] _ A B sin u A B sin m
"~ cos U ( * — + î C u] ~~ cosK^'-Z+gcos^+sin^/'-JH-OsinM
AB tang u s ec C) ~~ î + tang u tang 7 (J* — <f + C) K tang u
= cot :(^H" C) [l "' ta " 8 " tan ^^-' r + C ^ Je mesurois ainsi B B' de deux stations voisines , et je prenois le milieu entre les deux résultats dont la différence étoit légère.
Expression analytique d'un des angles d'un triangle rectiligne quelconque.
J'ai promis ci-dessus , page 3a , la démonstration de la série qui sert à trouver l'un des angles inconnus d'un triangle rectiligne , quand on connott deux côtés et l'angle compris. D'après ce qu'on a vu page 64 , cette démonstration sera bien facile.
Soit donc un triangle rectiligne quelconque ABC 5 on sait qu'on a
AB
# ' ABsinA \kc)* mA tang C =
AB
m sin A
AC— ABcosA /A B\ " 1 — m cos A*
1 VAC/°
Celte équation est de même forme que celle de la page 64 j
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elle n'en diffère que par le signe de cos A. En la traitant de
même, on obtiendra la formule qu'il s'agit de démontrer,
c'est-à-dire
C = (*» )«. A +i (g)'*» A + sin 3 A + *e.
Si A B est plus petit que A C , la série sera convergente } elle divergeroit si A B étoit plus grand que A C.
Si AB = AC , le triangle sera isocèle , et l'on aura C = 9 o a — i A = sin A + ± sin a A + y sin3 A + &c.
Si A = go° , on aura
Ces deux dernières séries , qui sont bien connues , ne sont donc que des cas particuliers de la série nouvelle.
Cette expression peut servir à calculer la parallaxe annuelle d'une planète fort éloignée du soleil , de la planète d'Herschel par exemple. AB seroit le rayon vecteur de la terre, AC la distance accourcie de la planète au soleil , et A l'angle au soleil dans le plan de l'écliptique.
Si AB est le rayon du globe terrestre, et AC la dislance
d'une planète à la terre , sera le*inus de la parallaxe horizontale ; alors , si l'on fait A = 180" moins la distance vraie au zénith , C sera la parallaxe de hauteur , exprimée en parties du rayon. Pour l'avoir en secondes , on divisera le second membre de l'équation par sin 1". Il suffira toujours de deux termes , même pour la lune. On sait que la formule dont les astronomes se servent pour calculer la parallaxe de hauteur , est indirecte quand on ne connoît que la distance vraie au zénith , et qu'on est obligé de faire une règle de fausse position. Si l'on met dans ma formule D = 180" — A , D étant la distance vraie au zénith , et sin * = sin parallaxe horizontale , on aura
C = sin*sinD — j sin* «sin a D + \ sin* x sin 3 D — &c. Si D = po*
C = sin x — y sin 1 * + y sin 5 * — &c.
Application*
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Applications des Formules précédentes.
Après avoir exposé en détail toutes les formules nécessaires pour résoudre les problêmes qui se rencontrent dans la mesure d'une méridienne et dans toutes les opérations géodésiques du même genre, il ne sera pas inutile d'en expliquer l'usage par quelques exemples, en faveur de ceux qui , étant appelés particulièrement à opérer sur le terrein, seroient moins familiarisé* avec les formules analytiques.
Je supposerai l'observateur muni d'un cercle de Borda ; c'est l'instrument le plus commode, le plus portatif, et celui de tous qui permet d'aspirer à une plus grande précision. Il ne seroit plus permis aujourd'hui , dans une opération de quelque importance , d'employer ni quarts de cercle ni théodolites ordinaires , encore moins les graphomètres ; un cercle de Borda de deux décimètres de rayon suffira pour les opérations les plus délicates : moins grand de moitié, il seroit encore d'une exactitude suffisante pour toutes les opérations géographiques ou géodésiques ordinaires. On l'amène avec la plus grande facilité dans le plan des objets dont on a à mesurer les distances angulaires; on le fait passer en un instant de la situation horizontale à la situation verticale : enfin il est le seul avec lequel on puisse éluder les erreurs de la division j il suffit pour cela de multiplier les observations d'un même angle , assez pour ne plus trouver de différence sensible entre plusieurs mesures consécutives faites sur différentes parties du limbe.
Mon dessein n'est point de donner ici la description ni la manœuvre de cet instrument ; on la trouvera dans l'Exposition des Opérations faites en 1787 pour la /onction des Observatoires de Paris et de Greenwich , et dans la Connoissance des Temps de Van J^I. D'ailleurs la seule inspection en dit plus que les plus longs discours, et c'est sur le cercle même que l'on peut , avec plus de fruit et de facilité , en étudier l'usage. Je me contenterai d'un petit nombre de remarques.
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Les cercles dont je me suis servi portoient quatre alidades $ il est assez indifférent en général de mettre l'une ou l'autre sur le xéro en commençant une série d'angles : il suffit de se rappeler celle qu'on y a mise , afin de connoître le chemin qu'elle aura fait , l'arc qu'elle aura parcouru , entraînée par la lunette dans le cours des opérations. 11 est bon pourtant de se faire une habitude constante. La mienne a été invariablement de mettre sur zéro l'alidade qui est à i oo" à droite de l'oculaire. Il est inutile de lire à chaque observation conjuguée les quatre alidades } il suffit le plus souvent de les lire au commencement et à la fin de chaque série. Dans les observations intermédiaires , on se consterne de lire l'alilade qui est partie de- o° j et quand cette alidade , que je nommerai première t est à angles droits avec la, lunette , elle offre plus de facilité r parce qu'elle est mieux éclairée , et qu'elle n'est pas exposée à se trouver dans l'ombre du tube , comme celles qui sont vers l'oculaire ou ver» l'objectif.
Si les alidades étoient exactement à angles droits , quand la première marquerait séro , la seconde marquerait 100" , la troisième 20o b , et la quatrième 3oo° j et en rejetant les centaines , les quatre alidades dans toutes les positions montreraient lesmêmes nombres pour les dix aines , les unités , les dixièmes, les centièmes et millièmes de grade. Il n'en étoit pas ainsi dans les instrumens qui m'ont été confiés ; chaque alidade montrait des nombres différens. Sur l'un de mes deux cercles on lisoit les quantités suivantes:
Alidades i" a' 3' 4 e
o,ooo 99,9,65 199,940 399,943. Supposons qu'au bout de 10 angles elles aient marqué les nombres auivans , en tenant compte des circonférences entières parcourues durant la série
£n faisant les quatre soustractions par ordre , on aurait
arc parcouru 467,862 ±67,860 467,861 46 7 ,86o, •t par un milieu entre les quatre 467,86075
Digitizsd by
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. ti5 ou divisant par 10 , parce qu'il y a 10 observation* , on auroit pour l'angle simple 4ti,78fio 7 5.
Cette manière de faire l'opération qui se présente la première à l'esprit n'est pas la plus simple ; il m'a paru plus commode de noter les observations comme il suit.
En commençant , je notois les complémens arithmétiques des quatre alidades; ce qui se fait tout naturellement en lisant le V ernier à contre-sens , et mettant par la pensée 10 à la place de zéro , et réciproquement. Ainsi , dans l'exemple précédent , je lisois 0,000 o,o35 0,060 0,067
Au dernier angle qui est ici le dixième, j'écrivois ainsi en ■abrégé
46 7 ,8Gà }
8?5+35 f mettant à côté de chaque alidade le complément 80 1 +60 ( arithmétique qui lui appartient.
8o3+5 7 ) En effectuant les additions , j'avois 467,862 ï
86 1 1 ^7,860 4 = ^7,86075 ^ un milieu.
On voit que l'opération est plus courte , et conduit au même résultat.
Pour trouver la valeur moyenne entre celles des quatre alidades, on voit qu'il suffit de faire la somme des chiffres qui ne leur sont pas communs , et d'en prendre le quart.
A la rigueur , il sufEroit de lire les alidades en commençant et en finissant , pourvu qu'on notât exactement le nombre des observations. On épargneroit du temps, et je l'ai fait dans des circonstances pressées j mais il est très-bon de lire au moins la première alidade après chaque observation paire. En divisant chacun des arcs partiels par le nombre d'observations qui le compose , on voit si la série marche bien j si l'on appercevoit quelques irrégularités , on pourroit rejeter les observations dans lesquelles on les remarqueroit.
116 DE LA DÉTERMINATION Je suppose qu'on ait observé la série suivante:
SIMPLES
On voit que la série marche avec beaucoup de régularité > cependant, comme elle va toujours donnant des angles plus petits , à l'exception des angles 6 et 8 , qui offrent une augmentation passagère , pour éliminer ces angles ,
De l'angle octuple 374,298
Je retranche l'angle quadruple. . . . 187,147
La différence est 1 87, 1 5 1
Je la retranche du dernier arc. . . . i03g,3oo 7 5
Il me reste pour 18 angles 842,10975
Et pour l'angle simple 46,786097
Les observations que je viens d*éliminer sont trop près du commencement pour que la petite irrégularité ne puisse , avec beaucoup de vraisemblance , s'attribuer aux erreurs de la division; ainsi ces angles doivent être conservés. On voit, au reste , que le résultat définitif n'est guère altéré par cette soustraction.
L'angle n'est diminué que de 0,000299, qui ne valent pas 1" de. l'ancienne division.
Manière de déterminer les Elément de la réduction au centre de Station.
Quand j'observois â Dunkerque l'angle entre les lours Je Watten et de Cassel , rapporté ci -dessus, j'étois obligé de me tenir à quelque dislauce du centre , et l'angle observé exige une correction. Pour être en état de la calculer , dés que la série précédente fut terminée , l'instrument restant dans la position où il étoit pour la dernière observation, c'est-à-dire la lunette inférieure dirigée sur l'objet à droite , et la supérieure sur l'objet à gauche , je détachai la lunette supérieure pour la diriger sur le centre de la station , c'est-à-dire sur le centre du signal. Par ce mouvement , la première alidade , qui , après le
dernier angle , marquoit 1029,30a , répondoit au point 1 166,90.
Puis donnant un nouveau mouvement à la même lunette en la ramenant dans la direction du centre , l'alidade répondoit au point 1167,19
Après un troisième essai tout semblable elle marquoit 1 167,00
Ainsi par un milieu 1167,03
De ce nombre je retranche celui du point de départ 1029,30
Différence 137,70
Cette différence est l'angle entre l'objet à gauche et le centre de la station ; c'est celui qui est nommé./ dans mes formules de réduction au centre , pag. 1 1 et suit/. Il se compte toujours suivant l'ordre des divisions de l'instrument , et il peut avoir toutes
les valeurs possibles depuis o jusqu'à 4oo.
Le centre de station est toujours trop voisin pour qu'il puisse se voir dans la lunette. On, marque sur le haut du tube deux points , l'un vers l'objectif et l'autre vers l'oculaire , et l'on juge à l'œil si ces deux points et le centre sont bien dans une même ligne droite; et comme celte estime e6t toujours un peu
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incertaine, on répète plusieurs fois cette observation, et Ton prend an milieu entre les résultats , qui , au reste , ne diffèrent jamais d'une quantité qui soit de la moindre conséquence.
A chacun de ces essais , on a soin de regarder dans la lunette inférieure , pour voir si l'instrument a bien gardé la même position , etj'on en est assuré quand l'objet à droite est resté bien exactement à l'intersection des fils. Si le point d'intersection s'étoit écarté de l'objet , on le ramèneroit dessus en tournant la vis du tambour , et l'on dirigèrent ensuite la lunette supérieure sur le centre de station ; car l'angle y ne peut être bien déterminé si les deux lunettes ne sont pas en même temps, l'une sur l'objet à droite , et l'autre dans la direction du centre de station.
Connoissant ainsi l'angle y entre l'objet à gauche et la distance au centre , il ne r^ae plus qu'à mesurer cette distance. Pour cela, j'avois fait marquer sur le tube de la lunette supérieure un point qui étoit dans une même verticale avec le centre du cercle , et je raesurois avec un cordeau l'intervalle entre ce point et le centre de station, quand le centre étoit libre.
Cette distance est désignée par la lettre r dans les formules citées. L'une de ces formules suppose aussi l'angle (O+jO.
Nous venons de trouver y «37,73
L'angle observé = O étoit 46, 7 8S
Ainsi est de i84,5i6
La distance r étoit de 4>2?76.
La distance de l'objet à droite ou D, étoit de 35479 mètres. La distance de l'objet à gauche ou G , étoit de 27451 mètres. Avec ces données , nous allons calculer la réduction au centre
par la formule c = U^±Zl
par iaiormu.ee Dûni" G sin 1"
Type d'un Calcul de réduction au Centre.
Log r 0,6.2609
Compl. sin 1" 5,8o588
sin i84,5i6 = (0+.y) +9,38171 sini37,73 = y + 9,91879
compl. D = 35479 5,593fo compl.G=37445i 5, 56i44 + 25,43g i,4o55o — 8i,3ao i,gi020<
première partie + 35,43g
réduction — 55,H8i
angle observé 46,7865 , 96
angle réduit au centre 46,7808,079
On commencera par chercher le log. de r, et l'on y ajoutera
le complément arithmétique du sinus de 0,0001 = une seconde décimale. La somme de ces deux logarithmes sert pour chacun des deux termes , avec cette différence que , pour le second terme , on la marque du signe — , pour indiquer que ce second terme est souslractif.
On cherche ensuite le logarithme du sinus de (O +y) — 1 ^4,5 16 ,. qui est égal à celui du cosinus de 84,5 1 6.
On cherche pareillement pour le second terme sin^ = 137,73,.
ou, ce qui revient au même, le cosinus de 37,73.
Ces deux sinus sont positifs, parce que (O+j*) et .y sont moindies que la demi-circonférence.
Si (O +y) eût été plus fort que 200, le sinus eût été néga~ tif, et le premier terme de la formule seroit devenu soustractif.
Le second terme changeront pareillement de signe , si l'angle .y
surpassoit aoo j et ce terme deviendrait additif.
On cherche ensuite les compléinens arithmétiques* des distances D el G , on les place comme on le voit dans l'exemple
ci -dessus j et faisantes deux sommes, on a les logarithmes des
deux termes.
Le premier terme se trouve^par-là de+a5*,*439,ou-f o,oo2543g. Le second terme , de — 8i,5ao,ou— 0,008 1520.
On retranche le pîtis petit du plus grand quand ils sont , comme ici , de signes différens, et l'on donne an reste le signe du plus grand. Ce reste est la correction cherchée.
S'ils avoient été de même signe , on auroit pris la somme , et Ton auroit donné à la correction le signe commun.
Dans cet exemple , je me suis serri des tables des sinus décimaux de Callet. Si Ton n'avoit que des tables sexagésimales ordinaires , on commencerait par réduire tous les angles décimaux en angles sexagésimaux, comme je l'ai expliqué page 17, et Ton feroit le calcul comme il suit.
4a, io 77 564 ia3, 957
r. . " . . . • 0,6260g C.6in 1". . . 5,3i443
ain(0+^)+ 9» 38 *7° y + 9>9 l8 79
compl. D 5,5g 382 compl. G 5,56i44
réduction — 18, 106
angle observé. . . 43,6,27,9*3
angle réduit. . . 42,5, y, Si?
Pour
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. ut Pour calculer la réduction par la seconde formule r si n O sin (A — y) ï) sin A sin i" ' on a besoin de l'angle A , qui est l'angle à l'objet à droite , c'està-dire, dans notre exemple, l'angle à Watten entre Dunkerque et Cassel.
sinO= 46,7863,96. . . . 9,82641
compl.sinA= 83,754 o,oi6i4
y = x3 7y7 3. . C.sin i*.. 5,8o588
CD =25479 5,5938a
réduction. . . — 55,878 1,747*4 angle réduit 46,7808,08a
Ce calcul n'a pas besoin d'explication. Te me contenterai de dire que , pour ne pas laisser de vide vis-à-visjK , qui ne donne aucun logarithme , j'y place le complément arithmétique de sin 1".
Quand.y surpasse l'angle A , comme ici , (A — y) est une quantité négative , et son sinus est également négatif, ainsi que la
réduction. Mais si ( A — y ) négatif surpassoit 200 , ou si A étoit plus grand que y , la correction seroit additive , parce que le sinus alors auroit le signe + .
On pourroit retrancher^ de A dans tous les cas, en ajoutant ,
s'il le falloit , 4oo à l'angle A ; alors la règle des signes seroit plus simple. La correction seroit additive ou soustractive , selon que A— y seroit plus petit ou plus grand que la demi-circonférence.
Dans notre exemple A — y, ou 4oo + A — y = 345,oa4 et la correction soustractive.
La correction calculée par cette seconde formule se trouve un peu plus petite que la première. Cela vient du petit terme négligé. Ce petit terme est égal au produit du premier par
r siny cos (A + O) »~
=r— . — t — , et il donneroit environ o,oo3 à
D sm A '
ajouter à la correction, parce que cos (A + O) est négatif.
Alors les deux formules donneroient le même résultat j mais la
différence est insensible.
Méthodes pour déterminer V Angle de direction y et la Distance au centre , quand le centre est invisible ou inaccessible.
J'ai supposé dans ce qui précède qu'on pût mesurer directement la distance au centre , et diriger la lunette vers ce centre. Il faut pour cela que l'intérieur du signal soit libre , et l'on y suspend alors un fil à-plomb , qui peut en être considéré comme l'axe , et chaque point de ce £1 représente le centre. Mais si le signal est une pyramide, une tour, un moulin, un bâtiment quelconque qui n'ait point d'ouverture , alors il faut , à l'aide du calcul et de mesures subsidiaires , suppléer aux mesures qu'on ne peut exécuter.
Supposons d'abord que le centre du signal soit au milieu de riG. f5. la diagonale DE (Jig. 5).
Placez l'instrument en O, d'où vous puissiez appercevoir les deux points extrêmes D et E de la diagonale.
Mesurez la distance O D = r 7 et la distance O E «= r" , l'angle FOD=y et l'angle F O E = y" ; les formules de la page a6 vous donneront
OC=r = distance au centre ,
et
F O C = y — angle direction.
Supposons , par exemple , que vous ayez trouvé
r'=3™ 7 3, r"= 2 "56, FOD = y' = 126*67, et FOE =/'= 17M7»
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y — / = 5 1,80 r' — r" = 1,16 log. o,o6446
y" + y' = 3o5,i4 r' -f r" = 6,28. . compl. log. 9,20204
îCy"-^0= a5,9° tangK/'-y) = 3^9° ••• 9> 6a455
ï(y+y) = 1 52,57 tan 8Î rf ~ 5,i46 8*89080
Log. r' o,57o54 log. r" 0,40824
cos u' 9,97650 cos u". ...... 9,94617
r cos u' — 5,52^0 o,547o4 r" cos u" — 3,2616 o,5544i
r' cos = 3,524o
somme = 5,7856
moitié = r= 2,8928
On a de cette manière les râleurs de r et de y, avec lesquelles on calculera la réduction au centre , comme ci-dessus. On peut encore trouver^ de deux manières.
y' + u! = y= i4 7 ,4a4 y" — u" = yz= 1*7,424
Il arrivera souvent que r" sera plus grand que dans ce cas, r — r" sera négatif, î d le sera pareillement , c'est-à-dire qu'il faudra le soustraire par-tout où on, l'a ajouté dans le calcul précédent , et réciproquement.
Supposons, par exemple , qu'on ait r* = a,56 et r" = 3,72 , tout demeurant d'ailleurs comme ci-dessus } on aura
~y + «' = 157,716 , ou y = y" — u' = 157,716}
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de sorte que si r' > r" , on aura w'< u". Au contraire , si r'<.^\ on aura u > u".
Du reste , le procédé est invariable.
Si r = r", alors le calcul devient plus simple j car id=o , y = i (y*+/) , «W'=i (/'-/) et r=,W; (/_/) j on fera donc bien de se placer, s'il est possible, de manière à ce que l'on ait r' = r".
Les mêmes formules serviraient encore dans le cas où Ton auroit fait l'observation dans l'intérieur du signal.
Supposons , par exemple , que le rectangle DE soit l'intérieur d'une tour ou d'une chambre , et qu'on y ait fait l'observation par une fenêtre , le cercle étant en un point voisin de A sur le prolongement de C A , le calcul se fera comme ci-dessus : il arrivera seulement que l'angle D OE = y"— y' sera très-obtus.
Si le point O se confondoit avec A , l'angle EOC = u" seroit droit
r" cos u" — o et r = { r' cos u'.
Si le point O étoit sur la ligne CA, l'angle u" seroit obtus , r" cos u" seroit négalif, et r seroit f (r' cos u' — r" cos «").
Si le point O étoit sur la diagonale D , on s'en appercevroit aisément j car alors
(/'— /) = aoo, tangj</= 00, ï</=»oo, u'=o , «"=300,
r=^(r'-r") et y=y'.
L'instrument seroit en quelque point de la ligne CE.
Si d'ailleurs l'observation avoit donné r", on seroit au centre même.
Mais si l'on avoit r' > r", l'instrument seroit quelque part sur la ligne CDj on auroit
«'=200, «"=0, y*=y' + 200 et r=f(r*— /).
Si l'instrument étoit dj l'autre côté de la diagonale DE, on
s'en appercevroit à ce que (y" — /) surpasserait 200. Je suppose toujours que D est le point qu'on rencontre le premier en tournant la lunette à gauche du dernier objet observé F , et E celui qu'on voit le second en continuant de tourner la lunette dans le
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même sens. Alors tang ; (/'—/) seroit négative , et par conséquent aussi tang ^ d ; T d seroit un angle obtus , et même plus grand que \ (y" — y') : mais il n'y aura jamais d'embarras réel pour trouver^ = T (y" — y') — ~d, ni pour trouver
r = T ( r' cos u' + { r" cos u" ) , si l'on se souvient que les cosinus sont négatifs dans le second et le troisième quarts de la circonférence.
Si l'on ne peut trouver/paxl'observation aucun point d'où l'on apperçoive les deux extrémités de la diagonale DE (fig. 5. ) , il FIG. 5. faudra se placer de manière à ce qu'on puisse voir les deux extrémités d'une même face DE (fig. 6.) j alors on aura recours FIG. 6.
aux formules de la page 3o , en y changeant 90 0 en 100 et 46*
en 5o , si l'on veut employer la division décimale , qui est plus commode.
Supposons à r",y,y les mêmes valeurs que dans l'exemple précédent , nous aurons
ï a = t (y" —y') = fl5, 9 o, 100 — 7 a = 74,100.
log. r"= a,5G 0,40824
compl. log. r* = 3,72 9,4 2946
tang x = 58,372 9,83770
tang(* — 5o')= — 11,628. . . . — 9,26649 tang (100 — 70)= 74,100. . . . o,36565 tang 7 d 25,783. . . . — 9,63214 u' = 48,3 17 u"= 99,883
Je change le signe de 7 d dans les formules (3) et (4) , parre que d est négatif} ce qui arrivera toutes les fois qu'on aura
ar < 5o , et x sera < 5o toutes les fois que r" < r'.
Four calculer les formules suivantes , il faut connoître les angles du triangle CDE, et ils dépendent des dimensions du signal.
Si le signal est carré , l'angle C = 100 , l'angle D -= E = 5o. Si le signal est rectangulaire, on aura
GD
tangE = cotiC=
Il peut arriver que E D soit le côté d'un hexagone ; alors C = 66,6667 , et les angles D et E seront aussi de 66,6667. J'ai trouvé aussi assez souvent des signaux octogones ; alora
Supposons qu'on ait
Yo = ^ = °> 9 '> lo « tan « E = 9>9$4*4 ,
on aura b = E = 46,652.
{(C + a)— 79,a48. . . log. cot. . 9,5a8g5 tang (*< — 5p* ) ci- dessus — 9,26649 tang ~ (f 5,967 —8,79544
7 a ~ o5,9oo
i*' = 48,3 17 ii"= 99,883
P' — ^9,86-7 p" — ai,933
a'- r .&+ /> ' = ia4,836 e/'+6+jï"= 168,468
ain (a' + b) 9,99864 sin (m* + 3) 9,87188
C, sin + p') 0,03395 o^23o5
Il suffiroit d'un de ces deux calculs pour r j mais il est bon de les faire tous deux pour s'assurer qu'on ne «'est pas trompé
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. \vf dans une opération qui est assez longue. On trouve ici entre les deux valeurs de r une différence de de mètre j ce qui est insensible.
On abrégerait beaucoup le calcul , si l'on pouvoit se placer sur le prolongement de G D ou de l'un des autres côtés du quadrilatère.
Supposons donc que G D O soit une ligne droite : dans ce cas , il suffira de mesurer / et,/, et les côtés G D et DE 5 on fera
ED
cos p.
Si Ton étoit placé sur le prolongement do côté opposé , en sorte que DEO fût un angle droit , on ferait de même
r ED
tang p — -pr^TTGQ »
r" + i GD et r = — — .
cos p
Si Ton ne peut se placer ainsi , on tâchera de faire en sorte que / = r"j alors i d et £ d* seroient nuls. On aurait
y = -Ay" + y)
r'sin(ioo e — 7 a + b) r' cos ({a — b)
~~ sin(ioo° — jû + i + îa) cos b
r' cos î a cos b+ r'sin 7 a sin b = ^ ^rcos-ia+rsin^atang^
= r'cosf a + T GD.
Dans ces trois suppositions , le calcul est si facile qu'il est bien
superflu d'en rapporter des exemples.
Il m'est arrivé de ne pouvoir observer ni les deux extrémités de la diagonale DE {fig. 5.), ni celles de l'une des faces du FIG. 5. signal (Jig. 6. ) , parce que deux des angles du quadrilatère étoient engagés dans un autre bâtiment; seulement j'avois pu pjc. 6. marquer sur deux murs contigus deux points B et A (Jig. 7. ) , pjQ 7 .
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tellement placés qne le centre du signal se trouvoit à l'intersection des perpendiculaires B M et A M.
Pour calculer dans ce cas l'angle y et la distance OM = r, j'avois mesuré OB, r"=OA, et l'angle BOA = (/'-/) = a.
FIG. 7. Joignez les points A et B (Jîg. 7. )
tang ^ d = tang H O B A — O A B ) = (7^7) tan 8 ( 1 00— i« )
OBA= 100*— i a + | d , O A B = 100 — î a — ~d.
Si l'on avoit r' > r", £ changeroit de signe.
An _- AM bB tang q = tang A B M = - fi M = ,
OBM = 100-70 +
OAM=ioo — fa — + »oo — 7 = 200 — {a — jd — q.
Dans le triangle OBM, on connoît les côtés OB = r', B M = b A et l'angle compris. On calculera le troisième côté OM = r et l'angle BOM; alors on aurajr =y + BOM.
Le triangle MAO donnera, par un calcul semblable, OM = r et .y = /' — AOM.
II peut arriver qu'après avoir tendu un fil suivant OD, OE FIG. 6. (fig* 6- ), pour mesurer / et r% on ne puisse cependant amener la lunette dans l'une ou l'autre de ces directions pour mesurer y' ou y". Dans ce cas , il faut mesurer le côté D E , et calculer l'angle D O E ou l'angle O E D par les formules de la page 3a. Il est inutile d'en rapporter des exemples ; on en trouvera dans tous les livres de trigonométrie. Remarquez seule* ment que , dans ces deux formules , le signe radical doit embrasser le dénominateur aussi bien que le numérateur. Cette faute d'impression est essentielle à corriger.
Il est également inutile de rapporter des exemples de toutes les opérations indiquées depuis la page 3i jusqu'à la page 35 elles sont fondées sur les règles les plus simples de la trigonométrie rectiligne.
Ou
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 129 On pourroit se trouver plus embarrassé pour calculer *, pag. 35, et z , page 36.
La formule
M — M' tang x — p p , •
suppose que les deux distances à la méridienne sont vers 1 est , et les distances à la perpendiculaire toutes deux vers le nord. Si quelqu'une de ces suppositions changeoit , on cliangeroit les signes pour les quantités qui seroient à l'ouest ou au midi de l'observatoire} alors il pourroit arriver plusieurs cas différens.
Si le numérateur et le dénominateur étoient tous deux positifs , x seroit dans le premier quart du cercle.
S'ils étoient tous deux négatifs , x seroit dans le troisième quart.
Si le numérateur est positif et le dénominateur négatif, x sera dans le second quart du cercle.
Enfin si le numérateur est négatif et le dénominateur positif, x sera dans le quatrième quart du cercle.
Si M — M' = o , x = o ou aoo% selon que le dénominateur est positif ou négatif.
Si P — P' = o , * = 100 ou 3oo* , selon que M — M' est positif ou négatif.
Pour la formulé qui donne z , il suffit d'observer que cot P est négative depuis 6 h du matin jusqu'à midi , positive depuis midi jusqu'à 6 h du soir ; elle change de signe à midi et à 6 b .
Sin P est positif depuis midi jusqu'au coucher, négatif depuis le lever jusqu'à midi.
Supposons M = + 3o2i P = + 30997
M — M' - + 5 7 68 P — P' = — 9871 Dans cet exemple , M est à l'est et M' à l'ouest j P et P' sont au nord.
Log. (M — M') + 3, 7 6io3 compl. log. ( P — P' ) — 6,oo5S4
tang * =s \ 49 0 4s' o" 9>7 6(i6 7
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(M — M') ayant le signe + , x est dans la première moitié du cercle.
( P — F ) ayant le signe — ■ , x est dans le second quart. L'observation a été faite le 7 octobre 1793, à 4 h 4b'.
Pour 4 h , ona4x i5° = 6o° Pour 45', on a i (i5°) =11 i5
donc P = 71 i5'
L = latitude = 49 e aa' 45".
La déclinaison du soleil pour ce jour-là , prise dans la Connaissance des Temps , étoit — 5* 5i' 1". Je lui donne le signe — t parce qu'elle étoit australe j et sa tangente sera négative.
CotP 9,53078 compl.sinP. . . . o,oa368
ain L 9,88026 cos L . g,8i36i
+ 0,25766 y,4i io4 — tang D + 9,01059
■+• 0,07045 8,8^788" i er terme + 0,35766 cotz o,3j8ii log. o,5 1 60a
x — s = 77 5a i (*— z) = 38 56 sin. . . . 9,79825
id. . . . 9,79835
C. sin
correction — 3", 167. . . o,5oo63
A cause de x > * , le soleil étoit à droite , l'objet que l'on observoit avec la tour éclairée étoit à gauche ; ainsi la correction est négative.
On peut déterminer (x — z) par observation, et cela est plus commode : d'ailleurs on n'a pas toujours les dislances M et P, ni la déclinaison du soleil.
D'UK ARC D IT MÉRIDIEN. ili Voici le procédé , qui est fort simple.
Mettez la lunette supérieure sur zéro , et dans cette position dirigez - la suivant la ligne O C , c'est-à-dire sur la tour éclairée. Fixez la lunette inférieure sur la même tour j elle sera aussi sur zéro. Cela fait, dégagez la lunette supérieure , et dirigez-la vers le soleil , sans changer d'ailleurs la position du cercle , de manière que la lunette inférieure reste constamment dirigée sur la tour.
Alors notez Tare parcouru par la lunette supérieure , retranchez-en la demi - circonférence } le reste sera la valeur de <*-*).
Dans notre exemple , on auroit trouvé pour l'arc
parcouru a57'5a'
demi- circonférence 180
reste =(* — z) = 77 5a
Si Tare parcouru étoit moindre que la demi -circonférence ;
par exemple 167* 5a'
On prendrait le supplément à 1 80
C'est-à-dire 22' 8'
et l'on en conclurait que le soleil est de aa° 8' à la gauche de la ligne OC» au lieu que , dans notre exemple, il étoit de 77* 5a' à droite.
L'observation que je viens d'indiquer ne serait possible que dans le cas où le soleil serait à l'horizon. S'if a une hauteur, comme il arrivera toujours , on diri géra la lunette à vue vers le point de l'horizon où répond le soleil , on suspendra un fil àplomb devant le centre de l'objectif , et l'on remarquera si l'ombre de ce fil couvre bien le milieu du tube dans toute sa longueur ; alors on sera sûr que la lunette est bien dans l'azimuth du soleil : si elle n'y étoit pas , on l'y amènerait par un tâtonnement qui ne serait ai long ni difficile.
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Calcul de la Réduction à l'Horizon.
Ce calcul s'exécutera facilement , au moyen des tables I, H, III et IV qui sont à la fin de ce Mémoire. Les deux premières suffisent presque toujours.
Supposons qu'on ait observé un angle de. ... 6»* 9' 2 7"»^ entre deux objets dont les distances au zénith aient été trouvée»
91" aô' 5ï" et 91 3? 45
II + h. ... + 6, 7 46 H — h. ... + 0,010
Je fais la somme de ces deux quantités en rejetant les 180% et je l'appelle (H + h).
J'en fais aussi la différence . que j'appelle ( H — h ).
Avec (H + h) la table Y* me donne + 6,7 4 6 -
Avec (H — h) la même table donne -f- 0,010.
Avec l'angle observé , la table II me donne + 12", 19 et — 34",8g.
Je multiplie 12,19 par le premier facteur trouvé -*- 6,746; le produit est + 8a,23374.
Je multiplie pareillement — 54,89 par le second facteûr 0,010; le produit est — o,348g.
En réunissant ces deux produits, qui sont toujours de signes différens, j'ai n = + 8 1", 88484. C'est à très-peu près la réduction à l'horizon.
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. i53 Pour l'avoir plus exactement , dans la table III, avec les hauteurs »°a5' 5i" et i°32'45", je trouve le facteur 1,0007, P ar
lequel il faut multiplier» 81,88484
Ainsi n sec H sec h = 81,94216
Avec l'angle observé 6i° 9' , je trouve dans la table IV l'équation — o",o 1 3 j c'est ce qu'il faudroit retrancher de n sec H sec // , si cette quantité eût été de 1 00' : mais elle n'est que de 82 j il faut multiplier la correction — 0,0 13 par
(£5)'= (0,87)' = 0,6734, c'est-à-dire qu'il faut prendre environ les deux tiers de — o",oi3, c'est-à-dire — o"ooq , et la réduction sera par
conséquent + 8i", 9 33 = 1' ai", 9 33
L'angle observé est. ...... 61 9 27 3o
Et l'angle réduit à l'horizon 61 10 4y 23
On voit qu'on auroit pu , sans beaucoup d'inconvénient, s'en tenir à n. Cependant j'ai choisi dans tous les angles observés depuis Dunkerque jusqu'à Rodez, celui dans lequel ces petites attentions ont l'effet le plus sensible.
11 arrive souvent que les distances au zénith sont moindres que 90° j dans ce cas , le calcul se fait un peu différemment. Au lieu de rejeter 180 0 en faisant la somme H -f A, on prend ce qui s'en manque pour aller à 180 0 . En voici un exemple.
Angle observé 4a°6' 10", o
A * in - f i, f 8 9° 5 9' 5 4" tablel" + 0,020 ... + 0,019 dist. zenitn [ g 9 5o a5 tabIe ne + 7>n4 . _ 53^
somme. ... 179 5o 17 + 0,1088 o,535 9
n = réduction — o,858 9 i
angle observé 4a 6 1 0,0
angle à l'horizon. . . . 42 6 <j,i \
iS.{ DE LA -DÉTERMINATION Après avoir fait la somme des deux distances au zénith , j'en
prends le supplément 'à 16V , et ce supplément je l'appelle
H + h. Le reste du calcul comme dans l'exemple précédent. Quand la réduction est d'un petit nombre de secondes, et que
les deux distances au zénith différent peu de 90", il est inutile de
recourir aux tables III et IV.
Réduction de V Angle sphérique horizontal à f Angle rectiligne entre les cordes.
Pour calculer cette réduction , il faut commencer par convertir en minutes de degré les arcs terrestres qui comprennent l'angle observé, c'est-à-dire les dislances de l'observateur aux deux signaux observés.
On pourroit à cette conversion employer la formule de la page 83 , ou
'= Train- <' + ^ ,sin,L >'
mais comme on n'a pas besoin en cela d'une si grande précision, on peut faire pour toute la France
sin 1 r
Je ne donne point la table que je m'étois faite pour éviter ce petit calcul ; on voit qu'elle dépend essentiellement de l'hypothèse qu'on adoptera pour l'applatissement.
Quand on aura déterminé les deux arcs terrestres l et S 1 , on en prendra les moitiés , qu'on appellera P et Q ; on fera la somme P 4- Q et la différence P — Q. Avec ces nombres , on cherchera deux facteurs dans la table l r *, comme on a lait pour la réduction à l'horizon. Avec l'angle réduit à l'horizon , on cherchera les nombres tang. et cotang. dans la table II. On donnera le signe — au nombre tang. et le signe + au nombre cotang.
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Prenons pour exemple L'angle 6i° k>' 4o/',3, que nous avons ci-dessus réduit à l'horizon. Pavois pour cet angle
réduction — 0,84111
angle à l'horizon 61 10 49)3'
angle des cordes 61 1048,46
On voit combien ce calcul est simple. Le second terme est presque toujours insensible , car il dépend de la différence des * deux arcs terrestres, et cette différence est rarement considérable.
J'ai exprimé P et Q en minutes et décimales de minutes sexagésimales ; cela est plus commode pour l'usage de la table I".
On obtiendra P et Q directement sous celte forme , eu ' faisant
P=s «Vin 1' + 10ri sin 1
La même formule donnera Q , en mettant au lieu du premier côté K la valeur de K', K et K' étant les deux cordes qui renfermeront Pangle qu'il s'agit de réduire.
Avant de passer aux calculs des observations d'azimuth ou de latitude , il convient de placer ici la solution d'on problême qui est souvent utile pour connoître exactement la position d'un signal qu'on se propose de placer , afin de savoir d'avance s'il donnera des triangles' assez bien conditionnés , et se mettre en état de calculer les réductions des angles qu'on y observera. Il suffit pour cela que de ce signal on puisse appercevoir trois objets dont les positions soient connues.
Supposons que l'on veuille placer un signal en 0 (fig.i.pLI.)', pjç, 2 , \ si de ce point on peut observer les trois points A, B, C , dont
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Ia position soit connue , on pourra , sans sortir du point O , déterminer les triangles OAC, OAB et OBC. Il suffit pour cela d'observer les angles A O B et B O C. La solution que j'ai donnée de ce problême , se trouve dans la Trigonométrie de Cagnoti. Je supprimerai donc ici la démonstration; mais je donnerai avec plus de détail que dans l'ouvrage cité les formules qui renferment les valeurs de toutes les inconnues : elles dispenseront le calculateur de faire aucune figure. Faites
A B sîn B O C taDg * = BCsinAO B- S = 1 8o° — i(ABC + AOB + BOC) tang z = cot ( x + 45° ) tang S OAB = P = S-h* OCB = Q = S — t
ABsinP BC sin Q ° sinAOB ~~ sinBOC
ABsin (P + AOB) _ ACsin (Q— AOB) sinAOB sin(AOB + BOC)
BC sin (Q 4- BOC) _ AC sin (P — BAC) sinBOC sîn (AOB + BOC)*
Si , au lieu du point connu B , on avoit observé un point connu P en-deçà de la ligne AC, on auroit des formules semblables , et qui ne difFéreroient des précédentes que par la lettre P substituée à la lettre B. Seulement dans la seconde formule, il faudroit mettre (36o 8 — APC) au lieu de ABC, et l'on auroit
S=i6V-i(36o"— APC-hA0P+POC)=KAPC— AOP— POC).
Il faudroit aussi dans les septième et huitième formules changer en + le signe — .
Pour donner encore plus de généralité à ces formules , j'appelle premier objet celui qui est le plus à droite , second
objet
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. i3 7 objet celui qui est à la gauche du premier , et troisième objet celui qui est à la gauche du second.
A l'angle au premier objet entre les deux autres.
B l'angle au second objet.
C l'angle au troisième objet.
a la distance du premier au second objet.
* la distance du second objet au troisième.
c la distance du premier au troisième.
m l'angle observé entre le premier et le second objet.
n l'angle observé entre le second et le troisième objet.
D la distance de l'observateur au premier objet.
D' distance de l'observateur au second.
D" dislance de l'observateur au troisième.
Faites
a sin n
tang x = — (i)
b sm m s *
S = iSV— HB + m + n) ( 5 )
ou
selon que le second objet est au-delà ou en -deçà de la ligne c , qui joint le premier objet au troisième.
tang* = cot(* + 45°) tang S... ...(3)
* changeroit de signe si la tangente de z étoit négative.
un m sin n x 1
D a si n (p + m) _ c sin ( y — c) sin m sm (m+n)
D" = *J* a (9~ n ) _ gsinÇ/J — A) «in» un {m + n)
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Dans les formules (7) et (8), on mettra (7 + C) et (p + A) dans le cas où l'objet du milieu seroit en-deçà de la ligne c.
Si la somme (m + ») des deux angles observés se trouvoit de 180 0 juste, ce seroit une preuve que l'observateur seroit sur la ligne c qui joint le premier et le troisième objet.
Dans ce cas , on auroit sin m = sin n et tang x — - ,
S = i8o°— £(B + 180')= 180 9 — 90*— ^B = 90' — jB.
* seroit la demi- différence des angles A et C , qui est connue; on auroit p = A et q = C.
Dans les formules (7) et (8) , on auroit
q — C = o, p — A = o, sin (m + n) = o.
D et D" ne pourroient se calculer que par une seule formule ;
car la seconde donneroit
_ C sin o _ „ C sin o
D — — : et D' = — : .
sin o «n o
Tout le calcul se réduirait à celui de deux triangles rec-
tilignes.
Si la somme (m + n) surpassoit 180* , ce seroit une preuve que l'observateur seroit dans l'intérieur du triangle connu; et , dans ce cas , il faudroit écrire (C — q) et (A — p) dans les secondes expressions de D et D '. Les autres formules n'éprouveroient aucun changement.
Type du Calcul.
Supposons que l'on ait trouvé par observation
et que le triangle connu donne
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. 10^ et les logarithmes suivant pour les trois côtés
log a. . . . 4>° 201 53g,i
log b. . . . 4,1699204,9
log c. . . . 4,3088199,0
B 77'3a'4i",o log a 4,0201839,1
m -f- n. . . . . 89 7 7 > 7 C • sin wi. . .
B + m + n 16615948^7 C. log b. . . 5,83oo795,r
î(B + m+n) 83 19 54,3 8 *ra n. . . . . 9,9120407,0
9 5 58 l'o tang*=45°43'o",6 o,oio6i56,5
9 90 4o 2,6 cot 90 4a 0,6—8,0871003,8
71 54 45 6 ' a tang S. . —0,9331437,'
p..."- 103 38 8,6 5'58'3",o + 9,oi 92 44t,o
/m 34 33 1,5 Oa a marqué du signe — les deux
p + m 137 o 10, i tangentes , parce qu'elles appar-
p 103 38 8,6 tiennent à des arcs plus grands
A 65 i5 40,8 que 90 0 .
p — A 3g 2 f 27, 8 On a marqué du signe 4- la tan-
q Q o 4a 3,6 gente de z, parce que le produit est
C.sin n 0,0879593,0 C sin (m+ n ) o,oooo5i
s\n(g+ n). . . 9 ,7536520 ,7 s.in(/> — A). . . 9,8026606,5
D"... 10269,01 4,oii53i8,6 D". .. '10269,01 4,on53i9,a
On a ainsi de deux manières chacune des trois distances du lieu de l'observation aux points connus. Si l'on trouve la même chose par le double calcul pour chaque distance , on sera certain de ne s'être pas trompé; et c'est pour qu'on ait celte vérification que j'ai donné double formule.
FIG. 2. D est la distance O A (fig. i. ) , D' la distance O B , et D* la distance O C ; p est l'angle O A B , q l'angle O C B. Par conséquent, (p + m) — 180 0 — OBA,et q + /*= i8o' — OBCj {p — A) est l'angle OAC, et {q — C) l'angle OCA ; on connoît donc tout , angles et côtés , dans les trois triangle* OAB, OBC, OAC.
Donnons maintenant un exemple pour le cas où l'objet du milieu, au lieu d'être en B par-delà AC, seroh en -deçà, comme en P.
Supposons qu'on ait les données suivantes :
A 34°33'5i",o log a 4,o5flqa38,6 m 34* 32' i",5
log a 4,0529238,6 C.log b 6,0371846,4
sin n 9,91*0407,0 C.sinm o,24834i5,3
tang jr = 6o° 6' 36 ,5 0,2404907,3
(r+45") io5 6 36, 5
B... . 102° 2/ ig",o col (x+45°)—9,43i 4807,4
(m + n) 89 7 7,7 tang S + ^o6ySbb.\7
l>-(m+n) i3 20 n-, 3 tgx— i°48'a9",o — 8,499^361,1 S. ... 6 40 5., 6
q. . . . 8 28 34,6 (n + m)"3g i3 38 fï q + n 63 T3 40,8
{p + A) 3 9 ai 27,6 (q + C) 5i 28 34,6
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C.sin n
sin(y-Hn). . . 9,9607573,6
D" 10069,09 4,onB3i9,a
C sin (/n-hn) o,oooo5i3,7 sinfa+C).. . 9,8933847,1
D. is654,8a 4,1022559,8
b : sin n. . '. . 4',o6o 7 746,6 iinq. . . . . '.' 9,1684987,5
c : sin (m + n) 4,20887 1 2,7 sin (p + A). • 9,8026601,3.
On voit que les distances D et D" sont les mêmes qae dans le calcul précédent j et cela devoit être. Quant à la distance D' ou OP, elle doit différer du D' du calcul précédent de toute la quantité PB.
Nous allons maintenant calculer un exemple , dans lequel l'observateur étoit dans l'intérieur du triangle'. Les lignes a,b,c sont les distances- d'Amiens à Sourdon , Villers-Bretonneux et
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A 4g* 4' i5",o loga.... 4,001 1?5 4,8 m 6o*3i f 53^8
C. ...3i 4g 57,8 c... 4>a 7 34543,6 m+mgi
\og a. ... 4,oo m 254,8 C.log 5,84a8o6i,3 C.sin m. . . . 0,0601677,5 sih /i.... 9,8794987,9 tang*... 3i° 16' 54> 9,7835981,5
B. .. 99* 5' 49",a cot (*+45°) 9,3875886,1 (m+n ) 191 16 io,5 tang S. . . 9,8422668,3
(B+m+nJago 21 59,5 *...g°38'6",4 9,2298554,4
Î(B+ir+») i45 10 59,75
S... 5449 o,a5 p 44° a/ 6",6 y... a5'io'53",8
Ç Sx'tQ'WJi A... 4 9 * 4'i5",o
« 4,ooi ia54,8 c 4,3734543,6
C.sinm. . . 0,0601677,5 C.sin (m + n) 0,7090308,5 sin (p + m) 9,9849773,8 sin (C — y) 9,0657967,4
D... . nia4,35 4,0463706,1 D. . . ni34,35 • 4,0463709,0
a : sin m. . . 4,o6iag3a,5 b. ..... . 4, 1571938,7
sin p... 9,84538 99,9 C.sîn n. . . . o, 1208012, 1
D'. . . . 8o64,6i 3,9o65832,a 1 «in q. . . . 9,6288883,3
b ' sin 71. . . 4,3776950,8 C: sin (m+n) 4,9834761,9
sin(y-fn). . . 9,6106806,9 sin (A— p) 8,9069026,4
D'UN ARC DU MÉRIDIEN, 1 13 Il y a quelque légère différence entre les deux valeurs de D"; la première est la plus sûre ; car il suffiroit d'an dixième de seconde d'erreur sur (A— p) pour expliquer la différence.
Si les trois points A , B , C n'étoient connus que par leur distance à la méridienne et à la perpendiculaire d'un lieu donné , par exemple à l'observatoire de Paris , on pourroit trouver directement la distance de l'observatoire à cette même méridienne et à cette même perpendiculaire par les formules suivantes.
Soit A l'angle observé entre l'objet le plus à droite et l'objet qui suit immédiatement en allant vers la gauche , B l'angle observé entre l'objet le plus à droite et l'objet le plus à gauche.
M', M", M'" les distances des trois objets connus à la méridienne.
P', F', P'" les trois distances à la perpendiculaire. Cherchez un angle ? par cette formule
(M'"— M') cotB — (M"— M') cotA— (P'"— P") t3ng *~~(P"— P') cotA-(P'"-F) cotB-(M"'-M ) * puis une quantité x par l'une des deux formuler suivantes. . (M* — M) cos > cos ( ? — A ) + (P"— P')cosy sin(g- A)
sin A
(M'" — M') cos p cos (* — B) + (P'" — P') cos p sin (e — B)
sin a 9 puis y = — *tangp.
Alors , nommant M et? les distances de l'observateur à la méridienne et à la perpendiculaire , on aura
Soient à présent D', D", D " les distances de l'observateur aux trois points connus , on aura
D' = — cos p
cos (t — A) D „^ « + (P'"-P 0 cos(« — B)
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Pour ces trois formules , il est inutile de faire attention aux signes des cosinus.
Ces formules sont générales ; mais il faut faire attention à tous les changemens de signe ; elles supposent que les M sont à l'ouest de la méridienne. Si elles étoient à l'est , on leur donneroit le signe négatif. Elles supposent encore que les P sont au nord. S'ils étoient au midi, ils deviendroient négatifs.
Pour connoître la valeur exacte de t , il faut faire attention au signe du numérateur et du dénominateur de la fraction qui donne tang ». Si tous deux sont positifs , » sera dans le premier quart.
Si le numérateur est positif et le dénominateur négatif, » sera dans le second quart , c'est-à-dire qu'il faudra prendre le supplément à i8o° degrés de l'angle donné immédiatement par le» tables.
Si le numérateur est négatif et le dénominateur aussi négatif, » sera dans le troisième quart, et il faudra ajouter i&V à l'angle donné par les tables.
Si enfin le numérateur est négatif et le dénominateur positif , » sera dans le dernier quart , et l'on prendra le supplément à 36o* • de l'angle donné par les tables.
Ces règles ont leur application toutes les fois qu'on trouve une tangente au moyen d'une valeur fractionnaire.
Pour exemple de ces formules , nous allons chercher la distance de Villers Bretonneux à la méridienne et à la perpendiculaire de l'observatoire de Paris , en prenant toutes les données du problême dans la Méridienne. vérifiée.
Angle entre Vignacourt et Sourdon = A = 99* 5' 45",o Angle entre Vignacourt et Arvillers = B = i5g a6 34,0
Pour Vignacourt M' = + 5i48,5 P' = + 67084,75 Pour Sourdon M" = -— 3329,0 P" = -f 49863,00 Pour Arvillers M"'= — n554,3 P"' = + 5i88*, 7 5
On voit que tous les P sont au nord; M" et M'" sont négatives , parce qu'elles sont à l'est.
Cela
D* U N ARC DU MÉRIDIEN. ,45 Cela posé , le calcul se fera comme il suit : >
M-= -t, 534,3 \ ]vr = - ,3,9,0 P"'i+5i884 l7 5 M = - 5,48,5 M' = + 5,48,5 P"^ + 4g865,o
(M"'-M') =- ,6682,8 (M"-M0=- 7 4 77 ,5 (P'"_P")=; +1oT^5
P* = + 4g863,oo P"'= +5 1 884 )7 5 M'"=-i , 534,3 P' = + 6 7 o84, 7 5 P' = +67084,75 M * = __ 232!))0
(P"-P') = — , 72a ,, 7 5 (P"'-P)=^i$ a oo,oo (M'"-M") — 9 2 0 5,3
+(M"'-M)=— ,6682,8— 4,2222690 -(M"-M') = + 7477,5 + 3,8 7 3 7 564 cot B = 159 9 26' 34> — 0,4^94, 6 cot A = 99 °5' 45",o — 9,2043899 + 4<484, 7 + 4,€4«2 I o6" - 1 197, 1 - 3,o 7 8i463
■ terme + 44484, 7
numérateur = + 4ii65,85
Cot A —9^043899 cot B. ..... . — o,4?59iiS
; ;> ., premier terme |,+, 2 7 5 7>2
— 37773,6 — (M'"— M") = + 9 ao6,5 compl. log. dénominateur =s, — 2 8â68,3.-. . — 5,544,156 Jog. numérateur = + 4,j65,85 + 4,6,55go8 • = , a4 . 4i' 4i« tang , = ,^ 4sfé _ 0 ,i5 97 o64
ou ^- 34 44 53 cos 9 — 9 , 7 55 a e 77 cos p — 9 , 7 55 a 6 77
C.sînB + o,4545i64 C.sîn B + o,45i5i
cos (p — B) + 9,9146954 sin(p— B) — g,75585u
premier terme -f- 22220,3
ci- dessus * = + 8176,2
par un milieu * = + 8176,4. . . . + 3,9ia 5 6ji
— tong • + 0,1597064
y = -H n8io,5 + 4,0722685
P — P' — * = 58i,o8,35 la Méridienne vérifiée donne M = — 666a,5 el P = 58907,75
Dans ce problême , les distances Vf , D* et D'" sont asset inutiles. Si pourtant on veut les connoîire , en voici le calcul:
log x 3,91 256 ai *:= 8176,4
C.cos o,a4473a3 + (P"-P
D'=i 4364,6 4,1572944 — go45,35 — 9,9664254
i4365,5 Mérid.vèrif. C.cos(f-A) o,o448 7 oi
D" = 10029,9 4,001296s Mdrid, vérif. 10039,5
7oa3,6. . . 3,84655g& C.cos(f— B) o,o853o46
D"'=8548,o 5,g3i8644 Mérid* vérif. 8547,3
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Pour la démonstration de ces formules , il faudroit une figure particulière , que le lecteur pourra faire d'après ce qui suit.
Imaginez la méridienne O N menée de l'observatoire vers le nord , c'est-à-dire de bas en haut j la perpendiculaire O V vers l'ouest ou de droite à gauche.
Dans l'angle formé par ces deux lignes , placez trois points A , 6 et C de droite à gauche , de manière que A soit le plus près de la méridienne et le plus loin de la perpendiculaire , C le plus loin de la méridienne et le plus près de la perpendiculaire. Enfin donnez à B une position intermédiaire entre A et C , tant par rapport à la méridienne que par rapport à la perpendiculaire.
De chacun des trois points A , B , C , abaissez des perpendiculaires sur O N et O P.
Dans le même angle N O V, mais plus près de ON et de OV, placez un point D, et menez D A, DB et DC. De ce même point D , menez la perpendiculaire D d sur ON et Dp sur O Vj prolongez ^D par en haut jusqu'à son intersection avec les trois distances de A, B , C à la méridienne , marquez ces intersections par les lettres urs , en commençant par en haut.
D est le lieu dont on demande la position , c'est-à-dire qu'il faut déterminer M = D cf et V — Dp = dO. Soit A u = y et D u = x , le triangle A D a donne
y = x tang ADu = — x tang ADp — — x tang p.
Le triangle B D r donne
Br=y +M"— M'= Dr tangBD r= (*+P"— P') tang(i8o— * + A) =— (x+P"— P') tang — A).
Le triangle C D s donne pareillement
y + M'"— M' = — (*+ P'" — P') tang (f — B).
On a donc
y = — x tang (* — A) — (P" — P') tang(f— A) — (M* — M') = — xtg 9
.7=— *tang(f-B)-(P".'-P , )tang(*— B)-(M'"-M0=-*tg^
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d'où
x [tang p — tang (s— A)] = (P" — P') tang(* — A) 4* (M* — M'), et
x [tang . - tang (,_B)] = (P'"- F) tang (t - B) + (M<"-M) c^cc^Â) = (P'-nû-gfr- A) + (M'-*0 =( P^ niang(# -.B) + (M"-M'},
d'où
(P"— p ) co» «sin (* — A) + (M" — M') cos 9 cos — A)
sin A
(Y"—?') cos t sin (g — B) - t- ( M'" — M') cos » cos (p B)
* ~ sinB ou
* = (P"— P') cos 9 sin * cot A — ( P* — P' ) cos 9 cos «
(M"— M 7 ) cos # cos f cot A + ( M"— M') cos 9 sin p ,
x = (p"'— F) cos 9 sin * cot B — (P" — P') cos 9 cos 9- + (M'" — M') cos 9 cos * cot B + (M" — M'} cos 9 sia ».
Egalant ces deux valeurs, et divisant par cos* *,
(P* — Y) cot A tang*— (P" — V) + (M*— M>ot A +(M*— M*) tangf
= (p"'_ p')cotBtgf-(P"'-P) V (M" , -M')cotB+(M' w -M')ig* (P*_F) C oiAtg»+(\r-M>ge-(P'"-P')coiBtg.-(fVl"'-M') tg »
= (M'" — M') cot B — (F" — P') — (M" — M') cot A + (P*— P )
( M'"— M ' ) cot B — (M" — M ) cot A — ( P'" — P") tang*— çp»_p.j cot A _ (P" — P)colB — (M" — M")'
Quand on aura *, x et y par ces formules , on en déduira M=^D<f = Aa — A« — M' — y et V =pu — Du = P' — x ■ on aura enfin
JJ = D A
coeADu un DÀu cos 9 am *
D' = DB = ~ - = Br = *+(P"-P') __^4- (M g -M-) ~ coj>BDr sinBDr cos{« — A) sin (* — A)
D"-nC- * + ( pw -*" ) _ y+ÇU"- M) ~ cos(f — B/ " 8m(9— BJ '
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Une solution de ce problême , communiquée par le cit. Prony , m'a donné l'idée de celle qu'on vient de lire.
Cette manière de déterminer la position d'un lien est un peu plus longue , et demande un calculateur plas exercé que la précédente, qui emploie le triangle formé par les trois objets connus. L'une et l'autre peuvent être très- utiles pour fixer la place des objets secondaires dans un plan topograpbique. Il n'est besoin d'aucun signal nouveau : quelques observations trèsfaciles suffiront pour placer tous les points , d'où l'on en découvrira trois autres dont les positions seront connues.
Avant de passer à un autre sujet , je vais donner encore la solution d'un autre problême qui m'a été utile quelquefois , et qui apprend à fixer la position de deux points , d'où l'on appcrçoit deux autres points dont la distance est connue. Lagrive a donné la solntion de ce problème dans son Manuel de Trigonométrie; mais sa méthode n'eat pas la plus simple qu'on pût imaginer.
Supposons que l'on connoisse la distance A 6 {fig. a- ) , et FIG. s. qu'on veuille déterminer OC, OA, OB, CA elCB sans être obligé d'aller en A ni en 6.
Au point C , mesurez les angles B C A , ACO ; au point O , mesurez AOB et BOC.
Soit tang x — — , on aura
tang f (A B C — C A B ) = tang (90 0 — ? A C B) tang (r— 40°). Mais
COsinAOC _ COsin (AO B + BOC) _ C O sin (AO B + BOC) sinOAC ~" s"m(ÀOC + ACO) ~~ aln^AOB+BOT+ACO) _ _ CO sin B OC _CO sin B OC _ CO s in B OC
sin OBC ~ sin (BOC+BCO) " sin (BOC -t- BC A + ACO) >
donc
AC __ »in(AOB+B OC) sin (BOC +BCA+ ACO) tang*- — - 8in (AOB + BOC + ACO)sinBOC
Tout est connu dans le second membre j on connoitra donc tang x j on connoîlra donc tous les angles du triangle ABC , et
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à l'aide du côté A B on en déduira B C et A C. Alors dans le triangle BCO, dont on connoît les angles arec le côté BC, on connoîtra CO et BO ; enfin , dans le triangle A OC, on pourra calculer O A et CA.
Ce qui vient de se faire par le triangle B C A , peut s'exécuter de même par le triangle AOB; on arriverait à des formules toutes semblables , mais qui emploieroient une autre combinaison d'angles , et qui donneroient une vérification utile de ce qu'on auroit trouvé par les premières.
Pour dispenser le calculateur du soin de faire une figure , soit m la distance connue AB.
a et b les angles pris à la première station en allant de droite à gauche, c'est-à-dire les angles AOB et B OC ; c et les angles pris à la seconde station , toujours en allant de droite à gauche , c'est à-dire O C A et A C Bj D , D', D", D "' et & r le» cinq distances inconnues, suivant leur ordre de gauche à droite , c'est-à-dire OA, OB, OC, CA et CB.
La double solution sera renfermée dans les formules suivantes:
_ sin (c + d) sin (a + ô+c) sine sin (b + c+d)
igz = tg (*-45') tg(goW) p = Q0 0 -ia+s,7=ao'-ia-z
^ _ m sin 7
sin a D , _ m sin p
sin a
D „ îy sm(b+c+d ) b\n (c+d)
Dsin (a+b)
sin r
m sin (a+b+ct-p) &in d
sin(a+&) sin (b+ c+ d)
sin b sin (a + b+c) tg*'=lg(*'-«')tg( 9 o'-^..( 2 ) p=Vo--,d+z, 9 '^o'-ïd-z'.(3)
sin a
sin a ' Dsin(a+ft +c) -
gin c
D" = . \ sin a
m sin q sin d
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Pour essayer ces formules , appliquons-les à l'exemple calculé par Lagrire.
a6a5 a + b = u5* {a==Zo° a+b + c =i58° o'
6o' a+ft+c =i58 go° — £a = 6o /> = 72 o s?"
55 *+c= 98 ±tf= 28 3o' a+b+c+p ="o5o 027
sin (c + a*). . . ; 9,99335 sin (a+b). . . . 9,95728
sin (a + b+c). . . 9,57558 siu (b + c+d). . 9,625g5
C.sin d. . . 0,07641 sin q
sic (a -+- b + c -+-/>) g,8843o C. sia d. . . 0,07611
Si x < 45", tang (x — 45°) sera une quantité négative, et t changera de signe. I) en est de même pour x' et *\
Sans chercher de formules particulières , on pourroit résoudre ainsi ce problème. ■ •
Supposez C O = 1 . Alors , dans le triangle CAO, vous aurez les trois angles et un côté $ vous calculerez AO et C A , que vous aurez en parties de CO. Dans le triangle OBC, vous connoîtrez aussi les trois angles et un côté. Vous chercherez BC, Alors, dans le triangle BCA, vous aurez les deux côtés CB et CA avec l'angle compris C; vous calculerez le côté AB, que vous aurez par-là en parties de C O. Alors vous ferez cette analogie :
La valeur calculée de AB : la valeur véritable de AB :: la valeur calculée d'un côté quelconque est à sa valeur véritable; ce qui revient à ceci.
Faites
log«=log (valeur véritable de AB)— log(valeur calculée de AB).
Ajoutez log. u an logarithme de chacun des côtés trouvés par le calcul hypothétique , et vous aurez les logarithmes des véritables valeurs.
Les exemples donnés jusqu'ici ont dû familiariser le calculateur avec l'attention qu'on doit aux signes algébriques de chacun des facteurs qui entrent dans les différens termes d'une formule. Celte règle si simple dispense de toute autre considération , et du soin assez embarrassant de construire des figures à chaque
cas
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. i53 cas qui peut se présenter. Désormais je serai moins prodigue d'exemples qui n'apprendraient rien qu'on n'ait pu déjà remarquer dans ceux que j'ai déjà donnés.
La formule de la page 43 , qui sert à trouver la différence entre une ligne brisée et la ligne droite qui aboutit aux mêmes points, est d'un usage bien facile. Tous les termes en sont essentiellement positifs j ils se déduisent les uns des autres d'une manière très-simple. Quand on a calculé le premier , qui est (b + c) x y x , on obtient le second en multipliant le premier par j x j le troisième est égal au second , multiplié par -H | x = 7 x j le quatrième est égal au produit du troisième par j x. Les facteurs suivans seraient x, x t fj x. En sorte que les numérateurs et les dénominateurs forment deux progressions arithmétiques , dont la différence commune est le nombre a , et que la différence entre le numérateur et le dénominateur est toujours le nombre 3.
Correction des Distances au Zénit/i.
La formule qui sert à corriger les distances au zénith observées près du méridien , ne présente aucune difficulté ; mais l'application en deviendrait bien fastidieuse, si on vouloit la calculer pour chaque distance observée : car on peut avoir en une seule nuit un grand nombre de ces distances. Il convient donc de faire une table qui fournisse ces réductions toutes calculées pour l'étoile qu'on aura choisie.
L'étoile polaire est celle qui mérite la préférence $ elle se voit en tout temps , et pendant une partie de l'hiver on peut observer dans une même nuit les deux passages au méridien , l'un au-dessus et l'autre an-dessous du pôle; en sorte qu'en peu de jours on peut déterminer la latitude d'un lieu à la précision d'une seconde.
Ce sera donc la polaire que nous prendrons pour exemple.
Pour calculer la table de réduction , il faut connoître à-peu-
i54 DE LA DÉTERMINATION près la déclinaison de l'étoile , et la hauteur du pôle pour le lieu de l'observation. Une erreur de .quelques secondes sur chacun de ces élémens n'est d'aucune considération.
Supposons que la latitude soit L = Si* a' 10* la déclinaison. . D = 88 1 a 5o
Le calcul se fera comme il suit.
Passage supérieur. Passage inférieur.
Log 2 o,3oio3
C.sin (D — L) o,ai8 7 5 C.sin(D + L) o,i85a
log a — 4,12646 log a + 4,09295
a log a +8,a5aga 2 log a. . . .—8,18592
sin 1" 4,G855 7 4,6355 7
cot(D — L). . 0,12008 cot(D-i-L). . — 0,06467 log b +2,75754 log b + 2,635 1 5
Quand on aura ainsi déterminé les logarithmes consiana a et b y tant pour le passage supérieur qu ; pour le passage inférieur, le calcul de la table de réduction s'exécutera par l'addilion successive des différences logarithmiques de sin' j P pour le premier terme de la formule, et par celle des différences logarithmiques de sin 4 7 P pour le second terme. Le
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. i55 troisième terme est toujours insensible. Voyez l'exemple de ces additions à côté de ces deux tables à la fin du Mémoire.
Pour le passage supérieur, le premier terme est négatif et le second positif; mais comme celui-ci est toujours plus foible de beaucoup , la réduction est soustractive.
Pour le passage inférieur , les deux termes sont positifs , et la réduction est additive.
Quand on veut observer une même étoile pendant un mois ou deux , il est bon de faire pour tout cet intervalle un tableau qui donne de dix en dix jours la position apparente de l'étoile , c'est-à-dire son ascension droite au temps , et sa distance au pôle à-peu-près connue , affectées l'une et l'autre de l'aberration et de la nu ta Lion.
Avec tous ces secours , le calcul est plus facile et moins sujet à erreur.
Pour exemple de l'opération , je vais choisir une série peu étendue. Les nuages interrompoient de temps i antre les observations , qui , sans cela , se seroient succédées plus rapidement.
La pendule étoit réglée sur le temps sidéral j mais , comme elle étoit ce jour-là en retard d'une minute , elle marquoit au temps du passage au méridien une minute de moins que l'ascension droite de l'étoile. Ainsi , pour connoître les angles horaires par les temps de la pendule , il faut diminuer l'ascension droite de j'.
i56 DE LA DÉTERMINATION Polairb. Passage supérieur, ai frimaire an 5.
Ascension droite o b 5x' 55*
La pendule retardoil de i o Passage au méridien enl temps de U pendule.)
Instar» des observations^
n. fin fiH
ANGLES
k£ductioi
io", 7 «
io,46
Somme — 4a, 54
Somme divisée par le nombre des observations — 3, 545 Distance moyenne entre les îa observées. 4a a i,635
Distance méridienne 4a 1 58, 090
Réfraction moyenne 5 1 , oao
Correction de température 5, 570
Distance polaire + 1 46 sa, 3 1
Distance du pôle au xénith 43 4g »4,g9 Latitude 46 10 45, o»
Au-dessous du passage de l'étoile au méridien en temps de la pendule , je place tous les instans des différentes observations. La comparaison de tous ces instans avec celui du passage me donne les angles horaires qui forment la colonne suivante. Avec ces angles horaires, je prends dans la table de réduction.
les corrections qui composent la dernière colonne. Je fais la somme de toutes ces réductions, qui est — 4a" ) /54. J'en prends le douzième , parce qu'il y a douze observations ; je retranche la réduction moyenne 3",545 de la moyenne entre toutes les distances observées : le reste est la distance , telle qu'elle auroit été observée au méridien , abstraction faite de la réfraction.
J'ajoute ensuite la réfraction moyenne , et la correction pour la température ; enfin j'ajoute aussi la distance de l'étoile au pôle : la somme de toutes ces quantités est la distance vraie du pôle au zénith, en supposant exactement connue la déclinaison de l'étoile employée dans les calculs. Le complément à 90° de cette distance , est la latitude cherchée.
Dans un passage inférieur , la réduction est additive et la distance polaire soustraclive. A cela près , le procédé est le même entièrement.
Si l'on étoit sûr de la déclinaison , il seroit inutile d'observer l'étoile an- dessus et au-dessous du pôle. L'un des deux suffiroit j mais comme on est rarement bien assuré de cet élément essentiel , il faut le vérifier par la comparaison des deux passages.
Le passage supérieur nous a donné ci-dessus 46° 10' 45",oi Supposons que le passage inférieur observé le même jour, ou à peu de distance , ait donné. . . 46 10 4i , o3
La différence sera. 3>o,8
La moitié sera la correction de déclinaison . . — 1 » 99
Celte correction de déclinaison est soustractive quand le passage supérieur donne plus que l'inférieur.
Cette même correction , ajoutée à la moindre des deux latitudes, donnera pour la latitude vraie 46° io' 43",oi
Remarquez que cette latitude est indépendante de l'erreur qu'on pourrait avoir commise sur la nutalion, qui ne change pas sensiblement dans un mois ou deux. Elle pourrait être affectée de l'incertitude qui peut rester sur l'aberration , si l'intervalle des deux passages étoit de deux ou trois mois ; mais s'il n'est que de quelques jours , l'erreur est insensible pour la latitude.
i58 DE L'A DÉTERMINATION La déclinaison peut en être affectée aussi bien que par l'errenr commise sur la nutation ; mais la réfraction est la seule chose qui puisse altérer une latitude détrrminée par deux passages de la même étoile , l'un au-dessus , l'autre au-dessous du pù!e , si 1'iulervalle des observations est médiocre.
J'ai supposé la pendule réglée sur les fixes ; c'est le plus commode de beaucoup , toutes les fois que ce sont des étoiles qu'on observe. Si pourtant elle suivoit le temps solaire moyen , après avoir cherché les angles horaires , comme ci-dessus , on les augmenteront tous , à raison de 10 par heure ou de i" pour 6'. Celte précision sera suffisante.
Calcul des Observations azimuthales.
Pour connoître un azimuth avec quelque précision , il faut multiplier les observations , les répéter plusieurs jours , et comparer , quand on le peut , l'objet terrestre avec le soleil levant et le soleil couchant.
Le temps ou l'angle horaire de l'astre est un des élémens essentiels de ce calcul. Une erreur de 1' sur le temps vrai produirait environ 10" d'erreur sur l'azimuth en France j en multipliant les observations > on divisera , et l'on réduira presque à rien les petites erreurs inévitables, soit dans la distance mesurée , soit sur le temps vrai donné par la pendule.
Il est très-utile aussi d'employer des observations du soir et du matin , afin que le résultat moyen soit indépendant des erreurs produites par celles de la déclinaison de l'astre , de la latitude et de la pendule.
On peut employer dans cette recherche le soleil ou une étoile. Le soleil est plus commode ; au reste , le procédé est le même à-peu- près.
Pour abréger le calcul , on fera d'avance un tableau où l'on réunira, pour tout le temps des observations de 10' en 10', la distance polaire de l'astre et la réduction des temps de la pendule au temps vrai , si l'on se sert du soleil , et au temps sidéral , si l'on observe une étoile.
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Exemple. Le 5 juin 1793, par un milieu entre quatre observations , la distance du centre du soleil et le clocher de Gravelines éloit de 5» 9 3' 1"= Dj le milieu entre les quatre instans % donnés par la pendule éloil de . . 6 h 36' i3 ",87$ soir.
La réduction au temps vrai pour ce moment étoit . . — 7 47,678
Temps vrai 6 38 26,247
ou 6 b 2 8' 2 6",i4"8
En prenant la moitié des heures et le quart du reste, on a l'angle horaire 3* 7 0 6'33",7=P.
Si l'observation eût été faite le matin , cette quantité 3* 7 0 6' 33",7 seroit le supplément de l'angle horaire , qui seroit par conséquent a' 2a 0 53' a6",3 = — P, à moins qu'on ne comptât les angles horaires depuis zéro jusqu'à 36o° ; alors on auroit P = 8* 32° 53' 26",3.
La distance du soleil au pôle étoit 67" 20' i5" = C.
La hauteur de l'équateur ou le complément de la hauteur du pôle étoit 3if 10' 22" = H.
Et la distance du clocher au zénith ,90' u' 40" = A.
Voici le calcul d'après les formules de la page 57.
cos P— - 9,0925930 cosH 9,8894388 s in P. . . . 9,^966483
sin H. . 9,8oo484i cos C_9,.5853oi4_ 5m C. . . . 9 ,gG5io5i
sin C. . 9,96610X1 + 0,2987034 9,^53402 C.sinB. . . o,oii4f->5
—0,0721407 8,d58 1803 — 0,0-2 i4o7 sin £=70° 4' 3 2 9,97a ii)5a
cos H + o,aa65627 log g,355i883 «'=49 43 ô 0
B = 76" 54' i8",8 z-z'=*o 20 43" réfr. moy. — 3 58,8 table C.sinB'. . . o,on55?g réd. au centr. + 3-i
correction 4- 6,7 C.sin A. . . o,ooooo?5 20 3 1 i(T— azimmh
parallaxe + 8,? .sin R 9,5o 9 3io4 de Gravelines.
B'= 7) 5o 33,9 sinR' 9,73665 81
D = 5i 3 1 sin { z' = s4° 5 1' 55" 9,625-5 .9,5
B'-*-AfD=ai8 5 >5 z=.49 43 5o moitié =109 3 07,5
R = 18 ôo 67,5
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Le défaut de cette solution est de ne point indiquer si l'angle Z est aigu ou obtus. Le sinus est le même dans l'une et l'autre supposition j et si l'on n'a pas de raison prise ailleurs pour se déterminer , z que nous avons fait aigu , et de 70" 4' 3a", pour- ' r roit tout aussi bien être de 109° 55' 28'. On peut , en effet, lui donner celte valeur , et elle sera celle de l'angle M Z S , c'est-àdire l'azimuth du soleil compté du point sud. Dans ce cas , comme le point G est plus au nord , l'angle Z' sera additif à MZS', et l'on aura
MZG = 109* 55' 28" + 49° 43' 5o" = i5û* 3 9 ' 18". LaTeduclion qui est soustractive de 71 devra se retrancher de la somme , et l'azimuth compté du sud sera 1 59° 38' 44* •
Il est aisé de lever le doute. L'angle PZS est de 180* à midi, et il va toujours diminuant à mesure que le soleil s'approche du couchant , et l'on peut déterminer l'instant où cet angle est de 90° juste , et cet instant sépare ceux où l'angle est obtus d'avec ceux où il est aigu. Si l'on suppose l'angle
PZS -MZS = 90°,
on aura
tan g P S cos P = tang P Z ou cos P = tang H cot C.
On n'a pas même besoin de ce calcul pour notre exemple ; car ZPS étant ici plus grand que 90*, il est nécessaire que PZS soit aigu , comme nous l'avons fait.
Pour ne laisser matière à aucun doute , on peut employer la formule qui est au bas de la page 57 , et faire le calcul comme il suit pour avoir sans aucune incertitude l'angle MZS, ou l'azimuth du soleil compté du midi.
col P. ... — 9,0959448 — C.sinP— o,oo335i8 sin P. . 9,9966482
cos H 9,8894588 sin H 9,8oo484i sin C. . 9,965 io3i
—0,09669044 8,9855836 cot C 9,6206985 C.sin.. 0,026806a
cot Z— 0,56247774 log— 9,5592813,2 sin B =76° 54' i8",8 9, 9 8855 7 5
On trouve de cette manière les mêmes valeurs que par les
autres
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antres formules , et l'on n'a plus de doute sur l'espèce de celle de Z , qui est ici compté du midi. Mais si le -soleil étoit à quelques minutes de l'horizon , on pourrait douter si B surpasse ou non go*. Dans ce cas , qui sera fort rare , après avoir déterminé Z par sa cotangente, comme dans ce second calcul, on pourrait calculer B par son cosinus , comme dans le premier. Si le cosinus étoit négatif, B passerait go°. Il en est de même pour Z , quand sa cotangente est négative.
Ces règles suffisent pour le soir. Il est facile d'en donner qui servent également pour le matin. Pour cela , comptons les heures d'un midi à l'autre , c'est-à-dire depuis o k jusqu'à 24* , en prenant la moitié des heure» pour des signes , et le quart du reste pour des degrés , minutes et secondes , P se trouvera exprimé de manière à ne laisser jamais aucun doute sur compté aussi du midi à l'ouest depuis o° jusqu'à 36o°.
La formule
. _ _ sin H cot C
COt Z = COt P C08 H — 7-zz
sinr
pour le matin donnera Z dans le troisième quart, si la valeur de cot Z est positive , et Z dans le quatrième quart , si cette valeur est négative.
Pour le soir , Z sera dans le troisième quart, si cot Z est positive , et dans le second , si cot Z est négative.
Dans tous les cas ,*la formule
cos B = cos P sin H sin C + cos H cos C donnera B > go% si cos B est négatif, et B < go", si cos B est positif.
Quant à Z', il sera additif à Z, si l'objet terrestre est à droite de l'astre , soustractif s'il est à droite.
Pour la réduction au centre , v oyez page 56.
Après tous les exemples que nous venons de voir , il suffira d'un petit nombre de remarques sur les formules rassemblées page 83.
Celle qui donne la valeur de f n'est sujette à aucun changement de sigoe. J'ai rapporté , page 8a» les valeurs que j'ai trouvées
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pour R dans trois différentes hypothèses d'applatisseraent. La nouvelle opération pourra apporter quelques changemens à ces valeurs tirées de l'ancienne mesure. Pour trouver e % , on se
rappellera que e* = i — b % (page 68) , et que b = — , n et m
étant les deux axes de la terre. Ainsi , dans l'hypothèse de ^
d applaussement, * _ i - = (a3o) . ^ »•
ainsi des autres.
La formule qui donne L' suppose L > L' $ ce qui arrivera toutes les fois que cos z sera positif, ou que * sera entre 270" et yo". Si , au contraire, z éloit entre 90 et 270' , cos s deviendrait négatif, et / cOs z deviendrait additif à L.
Le petit terme f / sin '/ sin* s tang L ne pourroit changer de signe que dans le cas seulement où la latitude L deviendrait australe. Ainsi, dans l'hémisphère boréal, ces deux termes seront de même signe , si cos z est positif, et de signe différent dans le cas contraire.
Pour avoir la correction d'à pplatisse ment , il faut multiplier par e* cos» L l'ensemble des deux termes précédens j et la correction est toujours de même signe que la différence de latitude ou que l'ensemble des deux premiers termes.
Dans la formule qui donne le terme — / sin * tang L' deviendrait positif, si z > 180 0 ou L' australe. Si ces deux circonstances avoient lieu en même temps- , oe terme demeurerait négatif} le terme suivant — £ f sin / sin a * seroit positif , si a x surpassoil 180 e .
/• sin z
Dans la valeur de M' , le terme pr— ne peut devenir
cos L r
négatif que dans le cas où z > 180°.
Si la valeur de M' est négative , c'est une marque que la Ion* gitude M' est à l'est de celle du point de départ.
Dans la valeur de rfP, le seul terme qui demande à être calculé avec précision est le premier ( R cos ~ / cos x ) , et il devient négatif quand z est entre 90 et 370°.
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Le second terme
+ K cos j / cos z tarig { f& a * tang Z IsfcgL ^ K. sin ~ f sin" z t ang L
est toujours positif dans l'hémisphère boréal, et toujours négatiÇ dans l'hémisphère austral.
Le troisième terme > il
^-iKTO^/cd**sin^tfc ^iTsînVt^Lib— » K^n*^co8 z sin««tg*L
ne peut devenir positif que dans le cas où * est entre 90 et 270*.
Le terme suivant est toujours de môme signe que la somme des trois premiers.
Enfin le dernier ternie
— -K cos î«f cos «tang xtf* sin 1"= — It cos£ /sinr dz sin 1*
fait voir que l'erreur sur Tare du méridien est toujours de signe contraire à Terreur dz de l'aximuth , tant que l'azimuth est moindre que de 180°, et de même signe que cette erreur dans le cas contraire.
Les transformations que je viens de faire subir à différens termes de la valenr de rfP, paraissent simplifier l'expression; mais eHes àlongeroient réellement le calcul. J'ai disposé la formule de manière è ce que le facteur ( K cos 7 <P cos z ) fût commun à tous les termes, et que son logarithme servit pdu* tous.
Tous ces petits termes n'exigent qu'une connoissance appro» chée de L et de ~ et on peut se contenter de 4 ou 5 déci*males tout au plus dans les logarithmes. Ainsi , dans le cas où l'on ne voudrait calculer que l'arc du méridien sans s'embarrasser de bien connoître les latitudes ni les longitudes , on pourroit se contenter des formules suivantes pour préparer les calculs de d?.
* = (tWin »") L' = L — î cos *
z' «= 10V + * — / sin z tang V — £ * sin J'sin a z ; ce qui simplifierait beaucoup le calcul.
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Calcul des Différences de Niveau.
Avant d'entreprendre ce calcul , il faut réduire au sommet du signal toutes les distances au zénith , observées au pied du signal. Pour cela , il faut ajouter à la distance observée la . , dH sin a
quantité - . — 7- j cette correction est toujours positive. \j sm 1 1
rfH est la partie du signal qui étoit au-dessus de la lunette dans l'observation de distance au zénith j a la dislance observée et D la distance rectiligne entre l'observateur et le point observé : D est donc le côté d'un triangle.
On a vu , page io4 , que Ton ponvoit calculer les différences de niveau , à très-peu prés comme si la terre étoit sphérique. On pourra donc employer les formules des pages g3 et suif. Seulement à l'angle C formé au centre de la terre réputée sphérique , et qui seroit dans un rapport constant avec la corde K ,
on pourra substituer un autre angle C = ^ (1 +i **»in'L), et même pour la France C = (1 +je').
Le cas le plus simple est celui où l'on auroit les deux distances au zénith f et f. Supposons , par exemple , que d'un point A on ait observé la distance au zénith / d'un objet B dont on cherche l'élévation au-dessus du point A , et que réciproquement du point B on ait observé la distance au zénith f du point A; ces deux distances sont déjà réduites aux sommets des signaux , comme il vient d'être dit.
Soit , par exemple. . /* = 89° 1 4' a4*
log K 4,57950 v 1 63 38
. i + i**8in'L Q . /)-— 56 44
= ia'54" 8,87747 i(^W)+-;C=— 44 10
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. i65 La formule exacte se calculera comme il suit {voyez pag. 44) :
log K. 4,37960
sin £ (/'—/) = sin— 56' 44"— 8,ai 7 54
C o m pl.co 8 (^ +f c)^^ 10 ^0,00004 " • rfN =s —595,44 —2,59708 N = + 832,06 = hauteur du point A au-dessus de la mer N = + 4a6,6a =hauteurdupointB.
f — * est négatif, et partant sin £ (/'—/) et rfN le sont aussi. Cos ( — — + ic) est positif, et le sera toujours dans ces calculs-, quand même l'arc seroit négatif, comme il l'est ici.
m est le module ou la mesure employée dans mes calculs provisoires } elle diffère peu de la toise du Pérou . Calculons maintenant la formule approximative.
tangK^— *) — 8,ai 7 6o
KtangK^-«r) =-596^6- 2 ,5 97 , 0 " C.cosiC==ia'34" 0,00000
premier terme — 395,46 — 2,59710 tang ± C + 7,56295 tangf (/'—/) — 8,21760
+ 0,0a 8,37765 dN = — 3 9 5,44
On voit que les deux formules donnent la même chose , et qu'on auroit pu s'en tenir à K tang $ /) . ce qui eût ' été plus court, parce qu'on auroit été dispensé de connoître^Cj et cependant j'ai choisi entre Dunkerque et Rodez l'exemple dans lequel le second terme se trouve au maximum.
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Si l'on n'eût observé que / , et que f eût été inconnu , on eût été obligé de recourir à la formule
KcosQr+ r— j C) _ Kco»(/4-o,o8C— o,5C) _ Kcos(A-o,4aC ) sin {î+r—CT sin(/+o,o8C— C) ~~ o.gaC) '
0,42 C ss 633,56 =* 10' 53",4
/—o,43C = 90 57 18,6. .. , cos. ..— *■ 8,2*194
0,9a C =s= 90 44 44,6 corn pl. «in + 0,00004
rfN = — 399,47 3,60148
dN est par ce calcul plus fort de 4,o3 ; c'est que la réfrac» tion terrestre ce jour-là n'étoit pas de 0,08 C , qui est à-peu» près la quantité moyenne.
Supposons maintenant qu'on n'eût observé que /' ; dans ce cas , d'après la formule approximative , page 97 , on feroit le «aïeul suivant :
— cotang 89 3 5o,6 — 8,ai3i7
RI
Ici <f N est trop foible de 4,oo ; ainsi , en prenant le milieu entre les deux calculs , on auroit pour (/N la même chose qu'eu employant les deux distance».
D'UK ARC DU MÉRIDIEN. 167 Dans la supposition où l'on n'auroit observé que <T, on auroit besoin d'en conclure P par le calcul , afin de % réduire à l'horizon l'angle observé en B dans un plan incliné. On se serviroit alors de la série de la page g5 } en voici le calcul : -
</N ss — 399*47 — 2,6oi48
C.log K. . . 5,6ao5o
Cos 7 Ci . . 0,0000a
premier terme = — 5f i8",8 3,5364 1
— i — 9,69897 (tfN)\ . . . 6,aoag6 compl. K\ . 1,24100 C.sin 1". . . 5,3i443 sinC. , . . . 7,86397
Cette valeur de diffère un peu de celle qui a été observée ; on auroit retrouvé la même que par l'observation , en employant pour </N sa véritable valeur — 395,44 : mais j'ai dû la supposer inconnue. On voit que , dans cet exemple , on se seroit trompé de 1' io" sur la valeur de Il est vrai que le plus souvent cette erreur seroit insensible sur la réduction à l'horizon.
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Rêfractioîi terrestre.
Pour déterminer la constante n de la réfraction terrestre , on emploiera la formule de la page 98.
/+ 1 8o' = o aa 16 »8o°) = o n 08 .iC=» îa 34
jC-{(/+^— 180°)= 1 u€ . . . . log i,9345o
compl. log, C = a5 8 6,8ai6o
n est fort petit dans cet exemple ; ce qui vbnt peut-être de ce que l'un des deux objets étoit fort élevé par rapport à l'autre , •t que le rayon visuel ne rasoit pas U terre de si près.
Inclinaison de l'Horizon de la Mer,
Supposons que du haut d'une tour on ait observé la distance 90* i5' i4"= f entre lo zénith et l'horizon de la mer, et qu'on demande l'élévation de la tour au - dessus du niveau de la mer,
dS = i (i+n)'R.tang* (/— 90°)
tang 4 i5' i4" 5, 29305
rfN= 37,4835 1,67584
L'élévation cherchée seroit donc de 57,5 modules, qui valent 22Ô pieds environ. On ne trouve que 920 pieds dans la table
du
du cit. Jeaurat , insérée dans l'ouvrage de Callet. Ainsi il paroîtroit que le cit. Jeaurat , on plutôt Bouguer , a supposé n = 0,07 environ. En effet , dans cette supposition , on trouve
c?N = aao f .
De notre formule on tireroit
3</N dN tang' (/ - go') = (T ^Tr = Irô+ÏÔ- >
dN'coti"
ou (l — 90 0 ) = — .
(i+»)R 4 sin 45°
au log. constant 2,1 74o4 , ajoutez 7 log. </N j vons aurez
pour une élévation quelconque c?N au-dessus du niveau de
la mer, l'inclinaison apparente de l'horizon.
Cette formule seroit exacte , si la terre étoit une sphère du
rayon R. Pour la ramener au sphéroïde , il iàut la multiplier
par (1 — sin* L)*= (1 — $ e* sin* L) ; mais comme ce facteur
diffère peu de l'unité , on pourrait , par un milieu entre le» valeurs extrêmes de sin' L , employer le logarithme constant 2,17370.
Réfraction astronomique.
Soit R=32.'53",8, n =6, n R = 3° 1 7' aa",8.
Si l'on demande la réfraction r pour une distance apparente au zénith quelconque z , 89 0 , par exemple , par les formules de la page 1 06 , on fera le calcul suivant :
sin « R = 3° 1 7' 3a",8 8,7687906
tangx = 89° 1,7580785
tangx = 7 3* 4' 5a",7. . . . o,5 168691
tang ï je = 36° 3a' a6",4 9,8698528
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Si on avoit demandé ï réfraction pour x' = o/i # = i8o° — z , on auroit eu *' = i 80"— x et i x'= 90 9 — j * j tang £ *'= cot i * , et le même calcul auroit donné X en môme temps que r ; il auroit suffi de retrancher log tang ± x , après l'avoir ajouté ✓ - r = 20 ' o",6 = i (z'— x) à très-peu près.
Pour la distance apparente 89 0
Nous venons de trouver r — o 2 4' 22",7
Ainsi la distance vraie. .*> = 8g 24 33,7
log de 0,0662437 . . . 8,82 1 1407 ^oytf* page 10g.
tang v i,98i4588
tangu = 8i* 6' *j%5 o,8o55ij95
tang~«= 4o°33' i4 9,9323247
log »709%36 5,2528357
comme ci-dessus. Ainsi les formules pour la distance vraie ont la même exactitude que celles pour la distance apparente.
Il reste à donner un exemple de la correction due à l'état actuel du baromètre et du thermomètre , en se servant des tables abrégées qu'on trouvera à la suite de ce Mémoire.
Supposons que le baromètre soit à 27'' 8"'-, et le thermomètre à — 6*
Avec 27* M '- 8 ,; « la table P* me donne * = — o, 01 19
Avec — 6 4, la table II* donne y =± + 0,096!
x + y = + o , o845 x y = — n x+y + xy = + o,o834 dr — (x+y + xy)r
Soit r = 57",5
pour 0,08 4,600
o,oo3 .... 1725 0,0004 . . . a3oo
r+dr = 6a ,2955
m' m,-^. -il « i
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Déterminer si un signal qu'on vent placer en I (fig. 19.) sera FIG. 19. tu en terre ou dans le ciel , enfin sur quel objet il se projettera quand il sera observé du point L, pied d'un signal déjà placé.
Il est très-utile de reconnoîlre d'avance sur quels objets un signal se projettera quand il sera vu des stations environnantes. Autant qu'il sera possible , on évitera qu'il se projette en terre , et sur tout sur des objets voisins ; ear alors il seroit éclairé comme eux, et très-djfncile à distinguer. Si les objets sont fort éloignés , l'inconvénient est beaucoup moins grave , et souvent presque nul. Si Ton n'a pas le cboix de la place , alors il est encore très -important de remarquer la couleur des objets sur lesquels il se projette , afin de donner au signal une couleur opposée qui serve à le distinguer.
Quand le signal se projette dans lé ciel , il est souvent utilede le faire noir pour qu'il se distingue mieux d'avec la couleur des nuages. Ainsi je me suis très -bien trouvé d'avoir noirci la pj'ramide que j'avois placée sur la cheminée de Malvoisine.
Quand le signal se projette sur un objet voisin , il convient de lui donner une couleur très-blanche ; c'est ce que j'ai fait pour le signal de Mesnii , qui se projetoit sur un bois. Le signal de Montlbéri , vu de Brie , se projetoit sur la tour ; j'ai blanchi le signal et noirci la tour , et le signal se distinguait très- bien.
Sans la réfraction terrestre , le procédé seroit bien simple.
Placez le cercle en I , dans la position verticale , comme pour prendre une distance au zénith. Amenez les deux lunettes sur zéro , et dirigez-les toutes deux sur le pied L du signal , d'où vous aurez à observer le signal I. Puis la luuette inférieure restant fixée sur L , donnez un mouvement de 1 8o° à la lunette supérieure } alors elle sera dirigée sur le point F , diamétralement opposé au point L. C'est donc sur F que se projettera I , vu de L. Remarquez si F est dans le ciel ou en terre ,
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«ur on objet voisin ou éloigné , noir ou blanc , et tenez-en note pour donner au signal I la couleur la plus convenable.
Faites la même chose pour tous les signaux qui entourent le signal I j car il se pourroit qu'il fallût blanchir une face de ce signal , et en noircir une autre. Et si vous prévoyez qu'il soit pins difficile à appercevoir d'une station que d'une autre , soit à cause de l'éloignement , soit pour toute autre raison , tournez l'une des faces du signal directement vers cette station , pour que l'observation soit moins sujète à erreur.
La réfraction terrestre exige quelques attentions de plus. Après avoir fait l'observation précédente , la lunette inférieure restant toujours dirigée sur L , amenez la supérieure sur le point opposé de l'horizon , soit que ce point soit au-dessous de F , comme en /, soit qu'il soit au-dessus , et notez l'arc parcouru par la lunette depuis le zéro , où elle étoit fixée d'abord.
Si cet arc surpasse 180° , seulement de 3 ou 4', alors il est presque indubitable que l'objet se projettera dans le ciel.
Si l'arc est de i8o° juste , alors il y aura quelque doute j mais on pourra espérer au moins que la pointe du sigual sera dans le ciel.
Si l'arc est de quelques minutes au-dessous de i8o" , le sigual I se projettera sûrement en terre ; alors évitez , s'il est possible , qu'il se projette sur un arbre ou autre objet isolé.
Le problême est de savoir si la distance apparente du point I eu zénith de L est plus grande ou plus petite que celle du point f de l'horizon.
Soit x l'angle au centre de la terre entre L et I , y l'angle au centre de la terre entre I et/, / la distance apparente de L au zénith de I, f la distance apparente de/ au zénith de Ij l'arc apparent du vertical entre L et/ sera / + et l'arc vrai
'+' , + ^! + r = /+ /'+nx + ny = /+ /' + »(*■+>')• Soit a la distance apparente de I au zénith de L , à! la distance apparente de/ à ce même zénith ; la distance vraie de I
D'UN ARC DU MÉRIDIEN. i 7 3 sera, a + n x , et la distance vraie de / aéra a' + n (* + } la différence de ces distances sera donc
Joignez L/J l'angle IL/ sera la différence vraie des deux distances. Ainsi
a — a — - différence vraie des deux distances — ny — I L/— n > Or FI/=IL/+I/L et IL/=FI/— I/L,
I/: IL sin IL/: sin I/L :: IL/: I /L = IL j* L - ^
FI/--ILT ■ IL.il/- _ CI/HL) IL/ _ Qr+jQIL/'
ou donc
A -* = G+^) .y) - i8o«) - ny
donc a'— a sera positif, si (/+/') > i8o° j alors le signal sera dans le ciel.
Si £ + 1' — i8o° , le pied du signal I sera à l'horizon , et le signal Ini-même sera tout entier dans le ciel.
Si X 1 + S" < i8o°, le pied du signal sera en terre, et si
+ V < 180" + l'angle sous lequel le signal paroîlra du point L, le signal sera en entier en terre.
Ces règles sont les mêmes que si la réfraction n'existoit pas j elles seroient infaillibles , si la réfraction étoit constante.
Si la réfraction n'est pas la même quand l'observateur est en I et en L , alors
= ( TTj) + l8o °) + n 'y - «y
174 DE LA DÉTERMINATION n et ri étant pour les deux jours d'observations le rapport de la réfraction à l'angle au centre de la terre. Or ri et n ont pour limites très-probables 0,1 et 0,0; car très-rarement n = 0,1 , et plus rarement encore n =s 0,0 , quoique je l'aie trouvé deux ou trois fois négatif} mais alors il étoit très-petit. * (ri — n) a donc pour limites + 0,1 et «— 0,1. Ainsi
* w =(tî7) {/+ '- ,8 * ) *(£>-'
* peut être connu } mais il est probable que y ne le sera paa. Soit y — m x ,
A W = - ,8o')=fc —
, Si y < x , alors sera une quantité qui ne passera guère
l' i si y > il sera difficile que m surpasse 4. Soit m = 4 ,
/+ X80" a— a = 3fc o,4 x.
x ira rarement à 1 5' j o,4 * aura donc pour maximum 6'. Alors , pour que le signal soit dans le ciel , il faudra que l'on
ait au moins -i + ^7 « 6' ou / + r — 180* = 3o*.
C'est-lâ le cas le plus défavorable ; mais il n'arrivera peut-être jamais. Dans la pratique , j'ai toujours négligé le terme (ri— n) y , et jamais je n'ai trouvé la règle en défaut.
De la meilleure Condition des Signaux,
Le meilleur de tous les signaux*, sans contredit , seroit une lampe à réverbère. Le diamètre apparent seroit si petit , qu'on ne pourroit commettre aucune erreur en pointant à l'objet , et son éclat le feroit distinguer de très-loin. Cet avantage seroit diminué par trop dlnconvéniena, et il y a telle circonstance et
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tel pays où cela seroit impraticable , sans parler de l'incommodité de n'observer que la nuit , et d'avoir à chaque station un homme chargé d'allumer et de bien diriger le réverbère. Il y a même une espèce d'erreur à laquelle ce signal donneroit lieu , autant et peut» être pins qu'aucun autre j savoir , les ondulations , qui non-seulement font osciller le lieu apparent autour du lieu véritable , mais qui quelquefois aussi le laissent du même côté pendant une ou deux minutes de temps.
S'il existe une réfraction dans le sens latéral , comme j'ai été tenté parfois de le croire , les lampes y seroient également sujèles , et l'on n'a pour s'en garantir qu'un seul moyen , qui est de multiplier les observations , et de les répéter à des heures et dans des circonstances différentes.
Pour bien voir un signal , il faut qu'il ait une longueur suffisante. Après plusieurs essais , je me suis arrêté à faire cette longueur égale à de la plus grande distance , et je donnois à la base 7 de la hauteur.
Un arbre isolé est un des objet* qui s'apperçoit le mieux , même quand il se projette en terre ; j'en ai vu souvent à de très-grandes distances. Celui de Rieupeiroux , dont la tête n'avoit pas deux mètres , se distinguoit parfaitement bien à la distance de plus de 60000. Mais un arbre est toujours un mauvais signal , parce qu'il est toujours irrégulier j et je n'en ai employé aucun.
Si un «ignal ne devoit s'observer que de deux stations , et que les deux rayons visuels qui viendroient y aboutir n'y formassent qu'un angle de 3o à 4o% un signal composé d'une seule face , ou triangulaire , ou rectangulaire alongée , seroit préférable à tout autre. En visant au milieu de la partie visible , on viseroit toujours à l'axe du signal.
J'ai essayé plusieurs fois de composer mes signaux de plu* sieurs faces rectangulaires , dont chacune fût perpendiculaire à la ligne dirigée à l'une des stations environnantes , et fût la seule visible de cette station j la disposition de mes triangles s'y est toujours opposée.
J'ai donc été contraint d'adopter par- tout la forme pyrami-
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dale carrée. Quand on en yoyoit le sommet, il n'y avoit ni erreur , ni réduction à faire j mais quand le sommet étoit invisible , la réduction laissent quelquefois une petite incertitude. Dans ce cas , il eût été plus avantageux que le signal eût la forme d'un parallélépipède à base carrée ; il y auroit eu une réduction à faire toutes les fois que le signal auroit été éclairé obliquement : mais cette réduction auroit été facile et sûre.
Entre tous les objets que j'ai été forcé d'employer , les plus incommodes étoient les flèches trop aiguës. Leur base étoit toujours un octogone , la pointe n'étoit pas toujours visible } et quand elles étoient éclairées obliquement , il étoit impossible de savoir précisément quelle face on observoit. Il n'y a d'autre parti à prendre dans ce cas , que d'attendre que le soleil soit couvert et l'horizon pur. Mais comme on en a rarement le loisir , il faut choisir les momens où le soleil les éclaire en face , c'est-à-dire quand le soleil est au dos de l'observateur , et que l'ombre se dirige vers l'objet qu'on observe. Si l'on ne peut saisir ces momens , il ne reste plus qu'à doubler le nombre des séries d'un même angle , et comparer ensemble les séries correspondantes. J'appelle ainsi celles où le soleil étoit à égale distance à droite et à gauche de l'observateur. En prenant un milieu , on aura exactement l'angle véritable.
On seroit tenté de croire qu'à des distances médiocres, comme huit à dix mille mètres , une simpb poutre verticale seroit le plus sûr des signaux : on la verroit dans la lunette comme un fil sur lequel on placeroit les fils du réticule , qui y feroient de part et d'autre .des angles de 45°. Cette disposition paroît la plus favorable pour observer exactement , et cependant j'ai trouvé dans ce cas , qui m'est arrivé trois fois , que les séries d'un même angle avoient une marche moins régulière qu'à l'ordinaire : la cause , je l'ignore. Les signaux qui donnoient plus d'accord entre tous les angles d'une même série , étoieat les pyramides carrées qui terminent certains clochers; et c'est d'après cette expérience que j'ai donné à tous les signaux que j'ai construits une forme à'peu-près semblable.
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Argumcns (//±A), (/>=<=(>).
Pour rlluirt à fhorifdn un angle observé dans un plan incliné , prcnc^ dans cttté Table Un nombre avec t argument ( H + h ) , et puis un second nombre avec l'argument (H — h ).
Pour réduire l angle horizontal ou sphériqut à t angle des cordes , ptent\ dans là mime Table , un premier nombre avec C argument ( P + Q ) , et un second
nombre a
vec t argument ( P — * Q ) .
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Argument, Angle à réduire.
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Cette Table renferme les deux petits termes
— \ (a »ec. H t*c. h) *— Tl
sin. 1
de la formule pour la réduction à l'horizon , voyez page 39.
Ellesupposensec.#sec.À = 1 oo",etron voit qu'avec cette valeur ces termes sont encore insensibles, et qu'on peut les négliger presque toujours. Les nombres de cette table croîtroient ou diminueroient dans la rai»
son des quarrés des valeurs de (izsectfsec.A) ainsi pour 1 10" on les multiplieroit
= 1,44 , et en général par 100+-
On voit aussi
par la comparaison -des deux colonnes de la table , que la partie qui dépend du cube est presque nulle.
TABLE
des Réfractions moyennes pour les Distances vraies au zénith.
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De correction pour les Réfractions.
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VSAGE DE CES TABLES
Avec la hauteur du Baromètre prenei dans la première Table un nombre x, auquel vous donnerez le signe — si le Baromètre est au-dessous de 38 pouces o lig. , et le signe -f> dans le cas contraire.
Avec la hauteur du Thermomètre , prenez dans la seconde Table un nombre y avec le signe qui le précède- La fonction {x-{-y-\-xy) iera le facteur par lequel il faudra multiplier la réfraction moyenne pour avoir
réfraction a besoin.
Le plus souvent on pourra négliger le produit xy ; mais en le formant il faut faire attention aux signes algébriques de x et y.
TA B L ES
pour faciliter la construction des Tables de réduction au méridien pour les étoiles. ( Tablt I.)
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