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INTRODUCTION
En 1817, Legendre avait consacré une section ôe ses Exercices de calcul intégral à l'étude des propriétés de la Fonction gamma « lien naturel d'une multilude de transcendantes et source d'où se tirent aisément toutes les formules qui concernent la comparaison de ces transcendantes, leur réduction et leur évaluation». Il considérait cette branche nouvelle de l'analyse comme amenée
à peu près dès cette époque au point de perfection dont elle est susceptible.
Et, cependant, les travaux relatifs à la théorie et aux applications de cette fonction se sont, depuis Legendre, succédé d'une façon ininterrompue. Les Mémoires de Cauchy, Binet, Lejeune- Dirichlet, Liouville, Genocchi, Weierslrass, Schlômilch, Gilbert, Prym, Hermite, Bourguel ont soulevé et résolu des questions nouvelles. Les progrès généraux de l'analyse ne pouvaient manquer de se prêter à une étude plus approfondie de cette fonction.
Aussi, des mémoires nombreux ont-ils été publiés de côté et d'autre, parsemés dans les différents journaux mathématiques.
Nous avons cru qu'il ne serait point inutile de publier une monographie de la fonction gamma. Prenant comme base la
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suite des principaux théorèmes qui se présentent dans cette théorie, nous nous somnnes efforcé d'y rattacher les différents travaux auxquels ils ont donné naissance; nous avons essayé de donner en chaque occasion des renseignements bibliographiques aussi complets que possible.
Nous croyons qu il sera bientôt indispensable de faire pour chaque branche de l'analyse un travail à peu près semblable à celui que nous offrons aujourd'hui.
Les Tables d intégrales définies de Bieren de Haan, le Bullelin de Darboux, le Jahrbuch d'Ohrtmann nous ont fourni des matériaux nombreux qui se sont complétés peu à peu par les indications bibliographiques que nous fournissaient les Mémoires eux-mêmes.
Cette monographie eM certainement incomplète; nous croyons pourtant qu'elle présente quelque intérêt. Nous avons eu à notre disposition, outre la bibliothèque universitaire, la bibliothèque de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux et celle si riche de M. Hoùel.
Bordeaux, mars 1886.
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§ 1. L'intégrale (1) r i-'xr-^dx,
dont la valeur dépend du seul nombre a, a été nommée par Legendre intégrale Eulérieitne de seconde espèce ou fonction gamma; les géomètres ont adopté presque unanimement la dénomination de T{a) par laquelle il Ta représentée. Nous désignerons sous le nom d'argument la quantité a qui apparaît dans rintégrale définie considérée. Cette intégrale définie est susceptible do formes bien différentes.
Si Ton pose
les limiteâ deviennent 1 et et Ton a
Si, au contraire, on pose les limites deviennent — x> et + oo , et Ton a
Y{a) = j e'^'e-'^ds.
Il est évident que Ton pourrait donner à la fonction gamma bien des formes différentes. Nous nous bornons pour Pinstanl aux précédentes, en nous réservant de donner plus tard, quand la chose nous sera nécessaire, les formules différentes des précédentes qui présentent quelque intérêt.
C'est rétude de T interpolation de la série
qui a donné naissance à la théorie de la fonction gamma, aux travaux de Stirling et d'Euier, dont nous aurons souvent Toccasion de parler. Cette série avait attiré Tattention de Goldbach et de Daniel Bernoulli. C'est probablement à Tinstigalion de Bernoulli qu'Euler s'en occupa. Il arriva imm^iatement à la représentation d'un terme quelconque par l'intégrale définie (2), et Ton ne peut douter que c'est là le point de départ de ses nombreux travaux tant sur cette intégrale que sur les questions diverses qui s'y rattachent. Nous aurons à revenir plus lard sur les lettres d'Euler à Goldbach, contentons-nous pour le moment de dire qu'Euler avait déjà senti le besoin d'une notation particulière pour ce genre d'intégrales définies; il pose, par exemple.
dans son mémoire intitulé < Evolulio formulœ inlegralis a/-^dx{lxy^ integratione a valore 2:=0 ad x=0 externat.
(Nov. Comment. Acad, Se. Petropolilanœy t. XVI, p. 91-139. Calculus integralis, t. IV, p, 78-121.) .
Euler étudia aussi cette intégrale sous la forme (l): De valoribus integralium a termino variabili x = usqne ad x =ioo exlensonim. M. S. Academiœ exhib. d. 30 Aprilis ilSi, — Calculus inlegralis, t. IV, 337-345.
On a reproché à Legendre (Lacroix, Cale. diff. et inl.) d'avoir introduit une dénomination nouvelle et un nom nouveau pour une fonction déjà étudiée à différents points de vue et que l'on
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appelait déjà avant lui de deux noms différents (faclorielle, faculté analytique). Et cependant, la dénomination de Legendre a prévalu, à cause même de sa simplicité et de sa commodité.
Gauss a proposé pour la même fonction un symbole différent. Dans ses Disquisiliones générales circa seriem infinilam
^^iY""^ 1.2 y(ï"M) '
il représente par II (a — 1) la fonction r (a) de Legendre. La notation de Gauss a été peu employée.
C'est dans une note manuscrite placée en marge du mémoire que nous venons de citer que Gauss donne à la fonction gamma la forme (â), qu'il indique comme la meilleure définition de celle fonction {Gaitss Werkc, t. III, p. 230).
Nous prendrons en général la fonction r {a) sous la forme
er^'af^'-^dx.
Supposant d'abord l'argument réel, nous nous demanderons en premier lieu à quelle condition l'intégrale définie présente une signification.
L'intégrale
i er^ af^^ dx doit être considérée comme la limite de l'intégrale
lorsque l augmente et que e a pour limite zéro. Les règles connues qui permettent de reconnaître si l'intégrale a une signification, montrent que l'existence de la limite supérieure n'apporte aucune restriction à la valeur do a. Il n'en est plus de même pour la limite inférieure; il faut que a soit positif pour que l'intégrale conserve un sens. Ce n'est que par une discussion approfondie des propriétés de la fonction gamma et par des
définitions autres que celle donnée par la formule (1) que nous arriverons successivement à définir pour des valeurs quelconques de l'argument une fonction qui coïncide avec la précédente lorsque a est positif.
§ 2. On a, par déflnition,
r(a+ l) = f er'xrdx.
Or, en intégrant par parties
et en remarquant que si Ton suppose a positif, e~'a;" est nul aux deux limites et a,
V{a-h i) = a j e-'x""-^ dx = aV (a) .
La relation
(1) r(a -h i) = aT{a)
constitue la première propriété de la fonction gamma; nous rappellerons relation fonclionnelle.
L'intégration directe donne
et par conséquent, à cause de la relation fonctionnelle, on a, en supposant a entier,
(2) r(rt + i) = 1.2.3 ... a.
La relation fonclionnelle, prise comme définition, donne une signification à la fonction r(a) lorsque fargument est négatif. On a, par exemple,
d'une façon générale, une valeur négative quelconque de Targument se rattache au moyen de cette formule à une valeur positive, pour laquelle Tintégrale définie présente une signification.
Aux valeurs entières et négatives de a correspond de la sorte la valeur zéro, Téquation de définition de la fonction gamma s'applique quelque petit que soit a et donne
r(0) = Qo,
r(— i), r( — 2), ..., r( — p) sont donc aussi infinis, quel que soit le nombre entier p.
Remarquons toutefois que ce mode d'extension qui donne un sens au symbole F pour des valeurs où IMntégrale définie n'a pas de sens peut paraître arbitraire. Ce n'est que plus tard que nous verrons qu'il est nécessaire de faire cette généralisation et qu'il n'y a qu'un seul moyen de la faire.
La fonction r n'est pas la seule fonction satisfaisant à la relation trouvée. Considérons en eflet une fonction définie par l'équation
F(a) = r(a)ç(a), elle satisfait à la relation fonctionnelle si l'on a :
c'est-à-dire si 9 (a) admet une période égale ù l'unité, et Ton sait qu'il y a une infinité de fonctions 9 jouissant de celte propriété. On a
9(a) = Ao 4- AiCos2xa -h A,cos4xa -+-...
-h Bj sin îwa + B, sin 4za -h . . . ,
les coefficients A et B étant soumis à la seule restriction de rendre le développement convergent.
On a été conduit naturellement à se demander quelle était la signification de l'expression
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lorsque a n'était pas un nombre entier. C'était sous une autre Forme la question de l^interpolation de la série
mais cette forme nouvelle se prêtait à une généralisation immédiate, à Texamen de l'expression
pour des valeurs quelconques de a, de d et de n,
De là remploi de symboles nombreux :
Vaudermonde, Mémoire sur les irrationnelles de différents ordres avec une application au cercle {Hist. de VAc. des Se, 1772, p. 489...), pose
[pY = p{p - 1) (p - 2) . . . (p - n + 1).
Kramp, Analyse des réfractions agronomiques et terrestres, oh. IH, écrit
Crelle, Mémoire sur la théorie des puissances.,, (J. de Cr., t. Vît), emploie la notation
{a, 4- rf)" = a(a -H rf) (a + 2d) . . . [a -f- (n — l)rf].
Outre ces travaux, nous devons citer aussi ceux de :
Bessel, Ueber die Théorie der Zahlenfacultàten (Kônigsb. Arch. f. Nalnrw. undMath., I, p. 241 ; Werke, t. II, p. 342).
Eytelwein, Grundlehreti der hoheren Analysis, t. I, p. 551... t. H, p. 672...
Millier, Beitrag zur Théorie der Facultiiten {J. de Cr., t. XI, p. 301).
Oettinger, dans de nombreux mémoires insérés au Journal de Crelle, t. XXXIII, XXXV, XXXVIll et XLIV.
Ohui, Ueber die Behandlung der Lehre der rcellen Factoriellen und FacuMien, nach einef* Méthode der Einschlicssung in Grenzcn (J. de Cr., t. XXXIX, p. 2r{-îl).
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Raabe, /. de Cr., t. XLIII, p. 283-292 et t. XLVIll, p. 130-136.
Mais on rencontrait dans cette théorie des difficultés de toutes sortes qui ne trouvèrent leur explication que lorsque Wcierstrass eut montré dans un nnémoire important (J, de Cr,, t. LI), la nature des conditions auxquelles satisfont les facultés analytiques et qui permettent de les définir complètement.
Nous aurons à revenir dans la suite sur ce qui doit être ajouté à la relation fonctionnelle pour déterminer la fonction gamma.
{/expression
où n est supposé entier, peut être représentée par r(« + 1); il y a cependant avantage dans ce cas à employer une notation particulière n!, qui se lit n faculté; Euler avait employé le signe A; en Angleterre, on se sert du symbole \n_.
On a, entre deux fonctions r dont les ai^uments ont une somme égale à Tunité, la relation
On trouve, en effet, directement
e-^^-^^^'dx
en multipliant les deux membres par y*"'^dy et en intégrant entre les limites zéro et infini, on en déduit
/ y«-i dy f e-^'-^^'dx = f K
^r-'dy
Appliquons au premier membre la règle d'intégration sous le signe I et remarquons qu'en posant xy = zon^
(8) f e-^'r^' dy = f (r' -«-» ^^^ = ^ ;
il devient
r(a)f e-"x'^dx = r{a)T{l-'a),
et Voù a donc
(6) r(«)id-«)=/;Ç^.
Reste à évaluer Tintégrale du second membre. Posons
2m -+- 1 Jn il vient
Jo "1+y Jo i + a7«'^"~2j-. n^''
En décomposant la fonction ^ j;; en fractions de la forme
2A(ci?-~a)4- 2Bfc . ., -I, ^ ^" ®^"' ^"^ '^ valeur de Tintégrale est
r-^* x^^'dx ^ ,« «,
Or, le calcul donne
2B = -sm^^ ^^ — ^ — ^ (* = 0, 1, ..., n—i).
Si donc on fait, pour abréger, -^^ — ^ — — = a, on aura
2(B + B' -h ...) = - [sina-i- sin3(x+ ... -*- sin(2n — l)a].
La somme des sinus est la partie imaginaire de la somme de la progression
ginxi J
mais 2na = (2m 4- 1) x, donc e*"*' = — 1 et la somme des exponentielles est égale à
^'*' — 1 sln %
Par suite,
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donc
■*■« x^'^dx z 1
sm
et en substituant
2m -4- 1 On peut toujours,en faisant varier m et n, faire converger — ^
vers un nombre quelconque conripris entre et + 1 . On aura donc la formule
a étant un nombre quelconque compris entre zéro et un.
Cette relation constitue la seconde propriété de la fonclion gamma, nous rappellerons relation des complémenis.
On est revenu à maintes reprises sur la démonstration de cette relation et sur Toxpression dcirinlégrale (7). Euler, Cale, int., t. I, p. 252.
— — t. IV, p. 106, p. 269.
Legendre, Exercices,.,^ t. I, p. 224; t. H, p. 8. Pois^fi, /. Ec. PoL, t. XIX, p. 404.
Canchy, Mêm. sav. étr.^ 1827, p. 599.
— Mém. sur les inl. déf, lim. imag, Add. 12.
— J.Ec.PoL, t. XXVllI, p. 147.
Bonnet, /. de Liou.^ t. VI, p. 238.
Lejeune-Dirichlet, /. de Cr.^ t. XV, p. 258.
Fiirgenscn, /. de Cr., t. XXIII, p. 142.
Oettinger, /. de Cr., t. XXXV p. 13. ^ ^
— — t. XXXVIII, p. 1G2.
Winckler, J. de Cr., t. XLV, p. 102.
Grunert, Gr. Arch , t. H, p. 2GC.
Schlômilch, Gr. Arch., t. IH, p. 278.
Serret, /. de Liou., t. VIII, p. 1.
Grealheed, Cambr, /,, t. I, p. 17.
Dedekind, /. de Cr., t. XLV, p. 70.
Enneper, Schlôm. Z., t. XVIII, p. 411.
D'autres démonstrations s'appuient non plus sur la déterminalion d'une intégrale définie, mais sur la décomposition du sinus en un produit infini de facteurs. C'est ainsi que nous rencontrerons plus tard une démonstration de Gauss reposant sur l'expression de r{a) par la limite d'un produit infini, ou encore une démonstration basée sur l'expression de la même fonction en un produit de facteurs primaires donnée par Weierstrass.
Si dans la formule
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on fait a — - on a
et par conséquent
(9) r fi) _ l/r.
La démonstration directe est facile; on a, par définition,
tf-'o? ^dr.
Posons X = î/% rintégrale deviendra
Cette intégrale se trouve facilement; considérons la surface de
révolution engendrée par la courbe z = c"" tournant autour de 3, on a pour le volume compris à Fintérieur du cylindre d'nxe Ov et de rayon /
quand l augmente indéfiniment, oli a V = ?c, et, pour la seule portion comprise à l'intérieur du premier angle des coordonnées,
V est en général égal à ^ (1 — c"'*) et a pour limite -^. On peut
évaluer autrement le volume en prenant pour base un carré de côtés Oa* et Oj/; on a alors
\z=zfdyf e- >••+«" da; = f (lyer"' f dxer'' = Hf;
or ce volume est compris entre ceux correspondant aux cylindres de rayons ^ et / K2 ; on a donc
Lorsque { augmente indéfiniment, 11/ a pour limite F ( ^), les deux termes extrêmes ont même limite ~; on retrouve donc bien
la formule
Les lettres d'Euler et de Daniel Bernoulli à Goldbach montrent qu'Eulcr était déjà arrivé à cette formule en 1729. Il la publia dans les Ane. Môm. de Pétersb.y t. V, p. 44; puis dans plusieurs autres mémoires : Novi Comm. Pelrop., t. XVI, § 28 ; Cale, ini.^ t. IV, p. 95...
La même formule s'est présentée dans bien des recherches :
Laplace, Mém, de fie, 1778, p. 227.
— Mém. Insl., 1809, p. 359.
— Probabililés, livre I, 24.
Legendre, Exercices^ 1. 1, p. 281, p. 301.
Fourier, Chaleur, p. 360.
Kramp, RéfracL
Bidone, Mém. Turin, 1812, p. 231.
Binet, /. Ec. PoL, t. XXVII, p. 123.
Oeltinger, J. de Cr., t. XXXV, p. 13.
Roberts, /. de Lion., t. XV[, p. 1.
Grunert, Gr. Arch,, t. II, p. 266.
La formule (9) n'est qu'un cas particulier de la formule
donnée par Bidone, Mém. Turin, 1812, p. 231.
Cisa de Grésy, Mém. Turin, 1821, p. 209.
Boncompagni, /. de Cr., t. XXV, p. 74.
Winckler, /. de Cr,, t. XLV, p. 102.
Schlômilch, Gr. Arch,, t. V, p. 90.
— Sludien, t. 1, p. 12.
La formule (10) est comprise dans la formule plus générale
r^dx
de Legendre, Exercices, t. I, p. 301, et Oeltinger, /. de Cr,^ t. XXXV, p. 13, ou aussi dans la formule
p\ib
donnée par Boole, /. de Liou., t. XIH, p. 113.
On peut donner à la relation aux compléments une autre forme.
Telle qu'elle a été écrite, elle permet dexprimer les fonctions
gamma dont l'argument est compris entre zéro et ^ en fonction
de celles où l'argument varie de 2 à 1. La relation fonctionnelle permet de la rendre applicable aux arguments compris entre deux
nombres entiers consécutifs quelconques. On n, par exemple,
smaa
On obtient une fopme plus élégante en comptant Jes arguments à partir du milieu de la période; on a alors
on a de même
r(i-+-a)r(i-fl) = ^-^-, ^
r(2 + a)r(2~a) = — ^*^^:^, ^ ^ sma;:
^ ^ ' smaz
Mais ee ne sont que des transformations de la relation aux compléments obtenues en tenant compte de la relation fonctionnelle. Ce ne sont pas de nouvelles formules.
La relation aux compléments permet de calculer la valeur de Toxpression
quel que soit l'entier n. Si Ton renverse en efTet Tordre des facteurs et qu'on multiplie le résultat ainsi obtenu par Fexpression proposée, on obtiendra son carré sous la forme
T m (S* série). S
c'est-à-dire
. 7î . 2tc . (n — l)x sin - sin — . . . sin
Pour calculer celte expression, écrivons ridentilé
j— ^=n— 2a?cos2^-Ha;M (*—2a?cos^-»-icM... -^>P
en y faisant successivement x = \ eta!î = — 1 et remplaçant le premier membre par sa vraie valeur v, on trouve
n = (2cos^-| |2cos — ) .. . (2cos ' ^ } ?
, V 2n/ \ 2«/ \ in ;
et, en multipliant ces deux équations membre à membre, et extrayant la racine carrée,
- . . -îT . 2x . (w— !)?:
On trouve donc par substitution
Celte propriété a été donnée par Euler à différentes reprises. Voir par exemple Bulletin de Darboux, t. IV„ 1® p., p. 209-256. Voir aussi Legendre, Exercices, t. II, p. 22.
Considérons Tintégrale
OU plutôt, en posant a = l/a^, Tintégralc (12) n=:i e v'"^«"'a;*""rfa,;
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on peut révaluer de ia façon suivante. On a
du dk
ou bien, en posant
du dk
= ^ 9 r e'i^^^il) ^} 'rfa, = -2n.
On a donc
du ^ _ , ^.
== — 2«A, H = ce^'^;
la constante c se détermine en faisant h=^0 dans (1) ou ("2), on trouve ainsi
et on a la formule
(13) r e'^^'^'^K,' 'doi, = yT.e'''.
Multiplions les deux membres de Téquation (13) par k^'Wik et intégrons de /r= à /c = oo , on a
(14) r k^'dkf r('""^^)aj"'(fa, = |/ïr (^''k^'dk.
Le premier membre devient, en changeant Tordre des intégralions,
jfc* et en posant — = ^, la seconde intégrale devient
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et par substitution, on trouve pour l'expression considérée D'autre part, on a
on arrive donc à la relation
(15) r (0 r (^) = 2^-i*|/;r(pL),
que Ton peut aussi écrire
Cette relation entre les fonctions gamma n'est qu'un cas particulier d'une formule générale que Ton peut obtenir précisément par une généralisation du procédé que nous venons d'employer. Considérons l'intégrale multiple
17) tt = r... r%-("+" •••"'«-"siirfc) a.y «,-"■ ...
... a " ""' da, rfa, ... rfa„-i ; II— 1 * * '
on peut l'évaluer de la façon suivante. On a
du die
OU bien y en posant
«jaj ... a„
dn dk
= — Il / ... I e ^ " *••*•- V V a," ...
... a " di^d%^ ... daM,
dk
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On a donc
du ,,
la constante c se détermine en Taisant A^ = dans (17), on trouve ainsi
et on a la formule
(18) r... rr("'^"^'''-'"'5r:^)«.--' ... ^J,~'dx^ ... da._.
Multiplions les deux membres de Féquation (18) par h^^ dk, et intégrons de& = Oà&=:oo;le premier membre devient, en changeant Tordre des intégralionsi
... I e a,* ... a ^ d%^ ... (Ia„_i 1 e «• • «1.-1 k^^^dk^
et, en posant, = p, la dernière intégrale est égale à
et, par substitution, on trouve pour l'expression considérée
D'autre part, on a dans le second membre Tintégrale
rV"»*i*-'dA = ^r(i.), et on arrive enfin à la relation
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La relation (15) correspondait au cas particulier de n = î.
On peut écrire la relation générale sous une autre forme;
II, posons - = a, et elle devient
r(fl)r(a + i) ... r(a + "^^ = {i^f^n^ n~"-r(na),
Torme sous laquelle elle est le plus souvent employée.
L'intégrale (11) se rencontre souvent; nous citerons :
LaplacO) iVont*. Bull. Soc. Philom.j N. 4*3.
— Prohabilités, livre I, 26.
Poisson, Nouv. Bull. Soc. Philom.y N. 50.
— J.Ec. PoL.t. XVI, p. 215.
Bidone, Mém. Tnriîi.y 1812, p. 231.
Cisa de Grésy, Mém. Turin., 1821, p, 209.
Gauchy, Mém. Sav. Elr., 1827, p. 124.
Von Schmidten, /. de Cr., t. V, p. 388.
Kummer, J. de Cr.y t. XVII, p. 228.
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L'emploi de cette intégrale pour la démonstration des formules (15) et (19) est dû à Liouville: Détermination dune classe remarquable d'intégrales définies multiples et démonstration 7iouvelle dune célèbre formule de Gauss concernant les fonctions gamma de Legendre. {J. de Liou.^ t. i„ p. 82-88, et C. R., t. XLII, p. 501.) La formule (15) avait été établie tout d'abord par Legendre {Exerc, t. I, p. 284); Poisson, J. Ec. Pol.y t. IX, p. 14(5, arrive à une équation entre deux intégrales Ëiilériennes qui lui paraissait contenir une nouvelle relation utile dans la réduction de ces transcendantes; Legendre a montré {Eocerc, t. II, p. 119) que celte équation revenait à la formule (15).
Liouville a retrouvé une démonslralion indirecte de la môme formule : Démonstration nouvelle d'une formule de M. William Thomson. {J. de Lion., t. I,, p. 445-450.)
La formule générale (20) a été établie par Gauss^ Disquisitiones générales circa sérient infinilam 1 + j^ a; -f ... (Comment. Soc.
R. Se. Goilxng., t. II, 1813. — Werkè, t. III, p. U9). Voir § 6.
Legendre démontra celte formule au nioyen du développement en séries des dérivées successives de /r (I + x) (Exerc., t. Il, p. 16..,).
Nous aurons à revenir sur la démonstration de la relation de Gauss due à Cauchy et basée sur l'évaluation approchée de la l'onction gamma et aussi sur celle reposant sur Texpression de cette fonction sous forme de produit infini.
N. Sonine, dans une Note sur une formule de Gauss (Bull. S. M. F., t. IX, p. 16-2-166) a établi la relation de Gauss en partant de la relation r(a + 1) ^ ar (a), en ayant recours seulement à des considérations fonctionnelles et sans employer le calcul intégral.
Une démonstration reposant sur une expression particulière de Ir (a) a été donnée par Gilbert : Recherches sur le développemetit de la fonction gamma. (Mm. Acad. Se. de Belgiiquey t. XLI, p. 55, § 29.)
Dans le Journal de Crelle, t. XY, p. 258, Lejeune Dlrichlet donna une démonstration fondée non plus sur la considération des produits infinis ou des séries, mais sur celle des intégrales définies.
Nous aurons loccasion de revenir plus tard à différentes occasions sur la démonstration de cette formule; nous devons cependant encore ici citer la démonstration de Stern (/. de Cr.^ t. XXI, p. 377) basée sur la représentation par une intégrale définie de la différence
dirja) dirjb) da db
Dsitis ses E xercices d Analyse et de Physique mathématique, t. 11, p. 390, Cauchy est revenu sur la question qui nous occupe et s'est inquiété d'une façon plus générale de la recherche des équations linéaires qui vérifient les valeurs diverses / r (a).
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§ 3. La formule
(4) . V{a-h^) = aV{a)
montre que pour calculer la fonction gamma pour toutes les valeurs de l'argument, il suffit de la connaître pour toutes les valeurs de cet argument comprises dans un intervalle égal à Tunilé, par exemple entre et 1 ou bien entre 1 et 2 .... La relation des compléments
permettra d'ailleurs de restreindre encore cet intervalle; si la
période prise comme période fondamentale correspond aux
valeurs de l'argument comprises entre zéro et un, Fapplication
directe de la formule (2) donnera r (a) pour toutes les valeurs
comprises entre ^Qi ^ quand on connaîtra la même fonction
pour celles comprises entre zéro et n. La relation de Gauss donne
lieu à une réduction encore plus considérable de Fintervalle dans lequel il est nécessaire de calculer r {a).
Prenons d'abord le cas de n = 2 :
nous allons voir qu'il suflQt de connaître r (a) depuis a = jusqu'à ^ = r pour pouvoir déterminer cette fonction dans tout
le reste de la première période, depuis x = j jusqu'à 1.
Désignons pour abréger les notations Ir (a) par (a), les équations (2) et (3) peuvent s'écrire
IW
sm aiz
(a) + U + aj — (2a) = ^ «t: -+- 1 /2 — 2a«; les seconds membres étant connus lorsque a est donné, nous les
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désignerons par la lettre d qui désignera également toute quantité composée de termes connus. On peut alors écrire les équations précédentes sous la forme
(4) (fl)-h(l-(i) = rf;
Si dans Féqualion (5) on fait a = t + a?, on aura
mais les équations (4) et (5) donnent
(^ + ix^ = (4a;) - {ix) + d; on obtient donc, en substituant dans Téquation (6),
(- 4- a? j = ( - — a? j -t- (ix) — (2a?) -h d.
Tant que x est plus petit que t^, cette équation détermine (a)
ou U + a? j par d'autres fonctions où a est plus petit que 7. En
donnant à x toutes les valeurs depuis x = jusqu'à = -r^ , on
connaîtra (a) depuis « = r jusqu'à a = «.
Pour le cas particulier où = « ou a: = jâ» l^s équations (4)
et (5) donnent immédiatement
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d'où Ton tire
D^IQ-""-
Reste à délerminer (a) depuis a = ;; jusqu'à a = ^^ or les équations (i) et (5) donnent
(^-a;) = (a?)-(2ir)-f d,
et si Ton donne à x toutes les valeurs depuis ^ = jusqu'à
ûr> = -A, le second membre est connu, et Ton trouve la valeur
de la fonction (a) depuis a = ^ jusqu'à û = s-
Les solutions effectives sont données par la suite des trois équations
( — j-j = (.r) — (2af) -h-â^r. — {\ — 2a?)/2— lcosr.x.
On est dès lors conduit à penser que l'emploi de la relation de
Gauss où Ton fera successivement n = 3, 5, 7, 11 ... peut
conduire à une réduction plus grande de Tespace où il faut
connaître la fonction gamma.
C'est en effet ce qui a lieu. La relation obtenue en fai-
tiiint n = S permet de réduire cet intervalle à «; il suffit alors
de connaître {a) de a = jusqu'à a = .g et de a = t^ jusqu'à
7 1 a — ces deux parties réunies faisant un somme égale à «.
Les relations de Gauss pour des valeurs premières de n et supérieures à 3 montreraient qu'il suffit de connaître la fonction r (n) pour un ou plusieurs intervalles aussi petits que l'on
voudra afin de pouvoir en déduire sa valeur pour des valeurs réelles quelconques de a, nous ne nous arrêterons cependant pas sur la proportion de cette réduction et sur la distribution des parties qui exigent la connaissance de la fonction dans le plus petit intervalle.
Legendre, à qui Ton doit, comme nous Tavons déjà dit, la relation (.1), l'employa à la réduction de Tintervalle où il faut connaître la fonction gamma {Exerc. t. I, partie II, § 61). Il est revenu, dans ses Exercices (t. II, partie IV, p. 26 ...), sur cette question et a donné alors le procédé de réduction que nous venons d'exposer en môme temps que sa généralisation au moyen des relations de Gauss pour les valeurs de n supérieures à 2. Il établit les formules de réduction correspondant au cas de n = 3.
Hoppe, /. de Cr.. t. XL, p. 152, s'occupa également de la détermination de Tintervalle fondamental dans lequel il est nécessaire de calculer directement la fonction gamma ; mais les résultats auxquels il arrive ne présentent point encore la généralité que Ton pourrait souhaiter.
§ 4. Nous avons trouvé précédemment une formule entre les fonctions gamma dont les arguments sont -, -,...,— —
V étant un nombre entier, et cette formule résultait de remploi de la relation des compléments : nous sommes conduits maintenant à nous demander quel est le nombre minimum de transcendantes contenues dans la suite r (-), F ("], ..., r ( ) non
réductibles Tune à l'autre. Si n est un nombre premier, nous
ne pouvons faire usage que de la relation r (a) r (1 — à) = r
et les transcendantes ne peuvent être réduites à un nombre
moindre que 5 {n — 1). Mais si n est un nombre composé, chaque
facteur donnera lieu à l'application de la relation de Gauss relative à ce facteur.
Si n est divisible par :2, on appliquera la formule
où Ton fera successivement a = -, a = -, ... jusqu'à « = r;
il est inutile de donner h a des valeurs supérieures de la forme -
qui ne donneraient point, d'après ce qui a déjà été dit, de relations nouvelles. On obtient ainsi des formules de réduction. Si n est divisible par 3, on appliquera la formule
où Ton fera successivement a = , a = -, ..., jusqu'à ^ = s»
on aura de la sorte de nouvelles formules de réduction. " Et ainsi de suite.
Soit, par exemple, n = 1!2, nous désignerons pour abréger
IT IjA par (&), on aura à appliquer les formules
(I) (fl) + (1— fl = /--T-^^ .
^ ^ ^ sinar,
(fl) + (- + a)-(2a) = d,
L'équalion (I) permet immédiatement d'exprimer (7), (8), (9), (10) et (11) au moyen de (1), (2), (3), (4), (5); on a donc seulement à s'occuper de ces deux dernières quantités puisque (6)
est connu et est égal à Kz,
L'équation (2), en y faisant successivement a = t^ et <* = ïâ
donne
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mais on a, en posant -j^ = w,
(5) + (7) + / —V = /- + 2/2 H- /sinw,
sin5(o , '
et il vient
(8) = (1) - (2) -^ ^ /- ^- ^ /2 + /sinco, (4) = ^(2)4.i/.4.i/2-i/3.
L'application de la troisième relation conduira à une nouvelle
réduction : en y faisant a = j^i on obtient l'équation
(l) + (5) + (9)-.(3) = /2^ + ^/3; mais on a
sinoci) z
remplaçant alors (9) en fonction de (3) et (5) par la fonction de (i) et (2) trouvée précédemment, il vient
(3) = (0-^(2) + ^/- + ^12-^^/3 +*/sina).
Donc (t) et (2) suffisent pour déterminer toutes les autres transcendantes.
On pourrait également exprimer les différentes Iranscendanlos
au moyen de (3) et de (4), c'est-à-dire de r (r) et r (:t), ce qui
peut paraître plus naturel.
Considérons maintenant le cas de n = 24. Nous désignerons
par {k) la quantité IT [ôû)' Les résultats trouvés dans le cas de n == 12 donnent ici des réductions entre les fonctions (2), (4),
30 C. BRUNCI..
(6), (8), (10); on a, en désignant par d une quiintilé dôlenninée,
(6) = (2) - ^ (4) + rf,
• (8) =IW + ''• (10)= (2) - (4) 4- d.
L'existence du facteur 2 donne ensuite naissance aux relations
(1) + (13) - (2) = rf, (3) + (15.) - (fi) = rf.
qui deviennent, en tenant compte de ia relation des compléments,
ai)= (1) - (2) + d, (9) = (3) - (6) + d,
L'existence du facteur 3 donne deux nouvelles relations qui deviennent, en tenant compte de la relation des compléments,
Ces deux formules se réduisent à une seule, en vertu dos relations déjà trouvées,
On voit donc qu'il est nécessaire de connaître seulement quatre transcendantes (1) et (:)), (2) et (4) pour obtenir toutes les autres; l'expression de (6), (8), (10) a été donnée; on a pour (5), (7), (9) et (11) les formules
(9) = (3) - (2) -<- i (4) + d, (ll)=(l)-(2) + rf.
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Considérons encore le cas de n = 60 et posons il" (sj:) = (k); les formules trouvées pour n = 12 donnent ici
(18) = (5) - ^ (10) + rf,
L'existence du facteur S donne pour k pair, en tenant compte de la relation des compléments,
(28) = (2) - (4) + rf, (26) = (4) - (8) + rf, (24) = (6) - (12)+ d, (22) = (8) - (16)+ d, (18) = (12>- (24)+ d, (16) = (14)— (28)+ d.
Le facteur (3) donne ensuite
(2) + (22) — (18) - (6) = d, i't) + (24) — (16) - (12)= d, (6) 4- (26) - (14) - (18)= rf, (8) + (28) — (12) - (24)= d;
ces dix équations se réduisent à huit et permettent d'écrire
(28) = (2) - (4) + d, (26) = (2) - (6) + d, (24) = (6)-(12)+rf, (22) = 2(12) — (2) + rf, (18) = 2(12) — (6) + rf, (16) = (4) + (6)-2(12) + rf, (14) = (2) + (6)— 2(12) + rf, (8) = (6) + (4) - (2) + d.
On voit que (2), {i), (6) et (12) suffisent pour déterminer (k) lorsque k est pair et non divisible par 5.
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Le facteur 5 donne maintenant naissance aux relations
(2) + (U) + {26j — (22) - (iO) — (10) = d, (4) + (16) + (28) - (20) - (8) - (20) = d,
qui se réduisent A une seule :
En substituant cette valeur de (12) dans les équations trouvées précédemuient, on voit en somme que toutes les fonctions (A'), où k est pair, s'expriment en fonction de (3), (4), (6), (10).
Si k est impair, le facteur 2 donne les relations
(29) = (i) -(2) +rf, (27) = (3) ~(6) -rd, (23) = (7) -(14) + rf, (21) = (9) — (18) + d, (19) = (H) - (22) + rf, (17) = (13) - (26) + d.
Le facteur 3 fournit quatre relations qui se réduisent à deux seulement :
Le facteur 5 donne deux relations qui se réduisent à une seule :
On voit dès lors qu'en ajoutant aux termes (3), (4), (6), (-10) les quatre autres (i), (3), (5), (7), on pourra achever de déterminer toutes les transcendantes {k). On trouve pour les valeurs impaires de k les expressions suivantes :
(9) = (3) + (2) - (6) - i (10) + rf,
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(13) = (7) + (2) - ifi) - ^ (10) + d, (18) = (6)-i(10) + d, (17) = (7) - 1 (10) + d,
+ ^ (iO)
+ rf,
Désignons par N le nombre des transccndonles nécessaires pour déterminer toutes les autres, on aura
pour« = 12, N = 2 = ^(l-^)(l-l),
pour« = 2i, N=--4 = |(l-l)(l-i).
poorn = 60, N = 8 = f (l-i) (l-l) (l-i);
on est donc porté à croire que si a, ^, y ... sont les nombres premiers inégaux qui divisent n, on aura
c'est-à-dire que N est égal au nombre des nombres premiers à n et inrérieurà-. Il y aura d'ailleurs dans chaque cas bien des
manières de choisir les Iranscondantes au moyen desquelles s'expriment toutes les autres.
Legendre est revenu à plusieurs reprises, dans ses Exercices^ sur la réduction au nombre le plus petit possible de Iranscen-
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danles r (-). Il s'est également occupé de la nature dos
transcendantes fondamentales au moyen desquelles on peut exprimer toutes les autres, et a montré que dans le cas de n == 12 on avait affaire à des transcendantes elliptiques. Catalan s*est occupé de la même question {Mém. de Belgique, t. XLII). Toutes les formules établies précédemment sont dues à Legendre; nous nous y sommes arrêtés à Cîiuse du théorème par induction auquel elles conduisent.
Plana (/. de Cr., t. XVII, p. 198) a donné d'autres exemples encore que ceux de Legendre et a essayé une démonstration du théorème général qui est loin d'être rigoureuse.
Le seul essai sérieux de démonstration que nous pouvons citer est celui de Stern. (/. de Cr,, t. LXVII^ p. 114.)
§ 5. Nous n avons étudié jusqu'ici la fonction gamma que pour des valeurs réelles et positives de l'argument ; nous allons nous occuper maintenant du cas où l'argument est quelconque.
L'intégrale définie
af'~^e-'dx
n'a de signification que pour les valeurs positives de a. Supposons maintenant l'argument imaginaire et de la forme a -|- f ^, on a alors
' T^-^ ^-' oos hr^ d.r + / / .:
"' oos hr^ d.r + / / .r'- ' r "^sin /.r? d.i\
où le logarithme portant sur la quantité positive x? est pris dans le sens arithmétique. On reconnaît que les deux intégrales qui figurent dans le second membre n'ont de signification ^u'en supposant a > 0. Cette condition, qui est nécessaire, est d'ailleurs suffisante et nous voyons que la considération de finlégrale
définie prise comme définition nous donne comme fonction gamma une fonction uniforme qui n'a d'existence que dans la moitié du plan située à droite de 0;^.
On peut cependant conclure de cette définition de la fonction r (a) dans une moitié seulement du plan Texistence d'une fonction analytique uniforme dans tout le plan et qui coïncide avec la première dans Tespaee situé à droite de Oy.
Posons, en effet,
r (a) = I y-' e-' <lx = P (a) -h Q {a) ,
en faisant
t~^ dj\
Q{a) = I r'-^e-'thr,
(0 étant une valeur quelconque positive. L'intégrale Q {a) définit une fonction analytique de a dans toute retendue du plan, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de a : nous avons vu en effet précédemment que c était la circonstance de la limite zéro
de l'intégrale l af-^er*dx qui oblige de supposer a positif, ou
plus généralement la partie réelle de a positive. La fonction Q (a) est donc finie, continue et uniforme dans tout le plan, c'est-àdire une fonction holomorphe. Quant à la fonction P (a), elle
n'est donnée par f intégrale 1 a5"~*^"'rfir que dans la moitié du
plan h droite de Oy ; mais, remplaçant e~' par son développement en si»rie convergente
on obtient immédiatement l'expression suivante :
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Or la série obtenue ainsi en pitrlant d'une intégrale définie est convergente, et mfime rnpidement convergente pour toute vnleur réelle on iinnginiiire de a, les valeurs 0, — 1, — 2, — 3, ... -étant toutefois exceptées; elle détlnit pnr suite une fonction analytique uniforme. En distinguant par P (a) ce développement on série, la formule
r(«)^P(a) + Q(fl)
nous donne une définition générale de h fonction gamma vaialjle pour une valeur quelconque de Targument. r{a) représente la partie fractionnaire ou méromorphe de r (a) et met en évidence les pôles = 0, — -I, — 2, ...
SI l'on fait en particulier w = 1, la partie méroniorplie cl l;i partie entière de r (a) deviennent
' a «+i l.2rt + 2 M!(a + «) '
Q{a)=^ t .r"-'e-'(tx = Cj 4- c,a + ... -b c^a" + .... en posant
P(») met alors en évidence les valeurs des résidus en chaque pôle.
Nous venons de passer de la sorte d'une expression donnée par une intégrale définie dans une portion du plan, à une fonction analytique dans tout le plan. On doit naturellement se demander si une pareille extension n'est possible que d'une seule manière.
D'après un tbéorème de Rîemann, si deux fonctions uniformes U et V qui ont un nombre quelconque Uni ou infini de piMos ou points singuliers essentiels, coïncident le long d'un clément de grandeur définie, aussi petit qi " ' is sont nécessaire-
ment identiques. Il n'y a donc lion uniforme que
la fonction r(») telle que noi btenir, qui puisse
coïncider avec l'intégrale dél 'x, lorsque cette
intégrale définit une fonction.
A la relation fonctionnelle entre les fonctions gamoia correspondent des relations fonctionnelles entre les fonctions P et aussi entre les fonctions Q.
On a
a+i a-H2 1.2a-H3 " wî(fl + » + l)' or, on peut écrire identiquement
»!(a-h«-hl) (n-hl)I (a + n-h !) (w-hl)î' et on obtient, en substituant,
P (a + 1) = aP(a) — -•
L'intégration par parties donne
Q{a 4- l) = aQ(a) + -•
En ajoutant membre à membre ces deux relations, on retrouve la formule
r(a-f \) = aT{a)/
qui est maintenant démontrée pour toutes les valeurs de l'argument positives ou négatives, réelles ou imaginaires. La formule
P(a+ i) = flP(a) — -,
où Ton donne à a les valeurs a, a -f 1, ... a + ?i, donne lieu aux formules suivantes :
e?(a-hï) = r P(a + 2) 4- r?
<?P(a 4-wj = P(a 4- n 4- 1) 4-
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Multiplions respectivement les deux membres de chacune de
ces équations par I, -, ... -> .-^ — , n > et ajoutons
membre à membre, il vient :
^, . e?iii-\-n \- \) l i i
ef{a) = —, — -T- — : H- -H — , -f- ... -f-
a(aH-l)...(a-+-w) a a(fl-hl) a{a+i),.,{a+n)
La formule qui définit P(/i) montre que lim P(a + n + 1) = lorsque n augmente indéfiniment, nous trouvons donc pour P('f) le développement
la série étant prolongée indéfiniment.
On peut aussi donner de la fonction Q un développement remarquable. Méprenons la forme générale
Qi.a)=j
et posons
J OH-n
on a la série convergente
Q(a) = Oo + Oi + Q, + ...
Posons
et il vient
OU bien
= tf-^»!"? (1) (o) + n)"-^ ^- P (2) (lo + n)-* ^^
Posons maintenant
et il vient
, (fl— *)(a— 2) „,^,^,^ H jpg P(3)S(a — 3) -t- ...,
série convergente pour toutes les valeurs de a quand on suppose (i)>1.
En effet, à partir d'une certaine valeur de n on a approximativement
donc à partir de cette valeur de n les termes de la série sont plus petits que ceux du développement de c~** (co + 1)"~*. P(I), P(2) ... se calculent au moyen de la relation
P(a + 1) = aP(a) ; la seule difficulté consiste dans le
calcul de la fonction S (a).
On avait remarqué depuis longtemps que la définition de la fonction gamma au moyen d'une intégrale définie était insuffisante. On avait vu ce quMl y avait d'arbitraire à employer la relation fonctionnelle pour donner dans le cas des arguments négatifs un s«^ns à cette fonction. C'est cette considération qui engagea Gauss
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à prendre pour la définir le produit infini que nous allons bientôt renconlrer à la place de Tintégralc définie {Driefwechsel zivischen Gauss nnd Besscl, p. 150 et su iv.).
11 était cependant intéressant de voir comment on pouvait, par une extension convenable de Tintégralc définie, arriver à la notion d'une fonction définitive dans tout le plan. Liouville avait remarqué que la définition de Legendre s^appliquait aux argun)enls à partie réelle positive. {C. B., t. XXXV, p. 321.) Newman {Camb. and Dublin Mathem,^ J., t., p. 57) s'était occupé de la détermination de r(a), en particulier pour des valeurs négatives de a; il était arrivé à un résultat important, retrouvé depuis par Schlômilch, en partant de la décomposition
de -rrr-; en focteurs primaires donnée par Weierstrass (V. § 16).
En ce qui concerne Vélude directe de la fonction r comme intégrale définie, nous devons remarquer que déjà Euler, dans son Calcul intégral (t. IV, p. o23, 325), avait montré Timportance pour le développement en série de l'intégrale Eulérienne de première espèce de la décomposition en deux parties de. Tintégrale définie qui représente cette fonction. Legendre (Exerc,^ t. I, p. 239...) fut conduit à considérer les fonctions que nous avons appelées P(a) et Q(a). Il étudie en effet Tintégrale définie
r{a,x)=:J dxuA et, en po.^ant z = n-j, il donne le développement
r(»..) = rw-^(i-^-+.,?^^^_...),
qui permet de calculer facilement la fonction r{a^x) lorsque z est très |)etit, c'est-à-dire lorsque x est voisin de Funité. Mais lorsque x est très petit, Legendre remarque qu'il foudra prolonger trop loin la suite pour obtenir une approximation déterminée. Il donne pour ce cas la suite suivante, plus simple à employer que
la précédente, malgré sa divergence :
ï(a,x) = .r[z"-' 4- (rt— l)r-* + {a — i) (a - S)^"-^ + ...].
Schlômilch (Compendhim..,, t. 11, p. 2G1-2C6) a donné à rinlégpale
le noin de fonction gamma incomplèle et a trouvé un développcnicnl applicable aux valeurs élevées de w. Hocevar {Schlôm. Z., t. XXI, p. 449) établit la rormulc
utile pour les valeurs considérables de a et les valeurs petites
de (0 .
Dans un mémoire Sul calcule del valore délia funzione I' -—:
{Comptf's roidus de r Académie des Sciences de Naples, Septenjbre 1807), M. de Gasparis s'était servi de la décomposition de
af'~^e-'dx en deux parties : / xf'-^e-'dx et
/ x"-U-'dx et avait tiré de cette considération plusieurs pro-
priélés remarquables. Mais c'est à Prym {J, de Cr,, t. LXXXII) (|ne Ton doit les résultats les plus remarquables qui peuvent se déduire de celte décomposition, a Les conséquences qui en découlent au point de vue de la conception de Pintégrale Eulérienne comme une fonction analytique avaient échappé à M. de Gasparis. Elles supposent, en effet, des notions moins connues alors qu'aujourd'hui sur la théorie générale des fonctions. » (llermile, Cours rédigé par Andoyer,)
M. Uermite a mis en évidence (/. de Cr,, t. XC, p. 3o2 et Cours rédigé par Andoyer) l'importance des résultats obtenus par Prym. C'est à lui que Von doit le développement de la fonction an moyen des fonctions P. (J. de Cr,)
Dans sa thèse sur le développement en sérirs des intégrales
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Eulérienncs, M. Bourguct a rassemblé les résultats dus à M. Prytn et à M. Hermite sur les fonctions P et Q. C'est à lui que Ton doit le développement de eP{a) en série de factorielles négatives. Le calcul numérique de l'intégrale
Jo(i
— ^ dx
présentait jusqu'alors des difficultés considérables pour le cas des grandes valeurs de r, et de X. M. Gylden (C. R., XGII, p. 897 et 942) a montré comment l'application de la décomposition donnée par M. Hermite
facilitait ce calcul.
§ 6. 11 y a souvent avantage à substituer à la déOnition de la fonction gamma par une intégrale définie ou par les développements en série obtenus au moyen de cette intégrale, une autre définition qui s'obtient de la manière suivante :
Partons de l'intégrale définie
où a désigne un nombre positif.
Changeons a en a + 1 ; il vient
.r dr = — a-f- 1
Uelranchons ces deux égalités membre à membre, nous avons
Répétons la même opération sur celte nouvelle égalité, nous obtiendrons
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et, en général
i^a-hl) ... {a-hti)
En posant x = -, celle égalité devient
rt(a4- 1) ... (^-*-w)'
or, si Ton fait croître n indéfiniment (1 — ' ] a pour limite e~^ et par suite le premier membre a pour limite r(^/), on a donc
., 1. r wîn'* "1
r ia) = lira ~ i ; r .
ou encore si l'on veut
r (//) = lim
im — — .
On peut prendre cette formule pour définition de la fonction r; cette définition a l'avantage de présenter une signification bien déterminée, quelle que soit la valeur positive ou négnlive, réelle ou imaginaire de a.
En effet, on peut écrire celte formule
/r(rt) = aln — f/a 4- / Tl 4- 1) + ... -f- 1( i -+- J|)1;
pour s'afiranchir de Tindétermination relative aux valeurs muitipl(?s des logarithmes, on convient d'adopter, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de a, la valeur du logarithme qui sovanouit lorsque Targument est égal a Tunilé. On a i jentiquement
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et il vient, en subsliluant et ajoutant la aux deux membres*
la série étant prolongée indéfiniment.
Considérons le terme général de celte série
u^ = al{i^l)-l(i^l);
si Ton supposé n supérieur au module de a, on peut développer en séries convergentes les deux logarithmes, et il vient
sélant une quantité qui a pour limite zéro lorsque n augmente indéfiniment. On voit donc que, à partir d'un rang suRisamment éloigné, les termes de la série décroissent comme les termes de la
série S -^; la série est donc toujours convergente, et par suite
aussi le produit infini qui sera employé comme définition de la fonction gannna.
Remarquons que l'expression de laY{a) met aussi en évidence Texistence des pôles de la fonction gamma. Pour chacun des pôles un des termes de la série devient infini.
La nouvelle définilion que nous venons de donner de la fonction gamma donne une vérification immédiale de la relation fonctionnelle.
En ce qui concerne la relation des complémcntSy on obtient, en remplaçant les facteurs Y {a) et I^ (1 — a) par les produits dont ces fonctions sont les limites
(n^Yn
a(a-hl) ... (a-hw)(l— -a)(2 — fl) ... (n+i— a} n l
n mais j'3~ â pour limite Tunité lorsque n augmente indéfiniment; d'autre part, on a la formule connue
sm et il vient
in«. = «.(l-f)(l-^)...(l-j'),
r(a)r{i-rt) = -.''
s\naT.
L'expression T (à) = ^^^ résulte immédiatementaussi de celle
• définition et de l'expression de ^ sous forme de produit infini donnée par Wallis.
Posons
{a + i){a 4-2) ... (rt + p.)' en sorte que
z{x> ,a) = ar{a) = r{a -h ^);
on vérifie immédiatement l'identité
le premier membre est donc indépendant de «; pour avoir sa valeur il suffira de donner ù a une valeur particulière. Or on a
et en faisant « = 0, le premier membre devient et en faisant croître pi indéfiniment
et Ton a enfin
ou bien à cause de la formule
^r(« + l) = ar(a),
V{a)T (a -h -\ ... r(a-h ^SZÏ\ — (4r)^n« »-''T(jia).
Gau88, dans son laéoioîre intitulé t Disquisitiones générales circa seriem infinilam
a pris la formule
pour définition de la fonction r (a) qu'il appelle n (a — 1), préférant cette définition qui présente un sens pour toutes les valeurs de l'argument a à la définition par une intégr<)le définie. Les raisons qui Tout guidé sont exposées par lui dons ses lellres u Bessel, en particulier dans sa lettre du 21 novembre 1811 {Briefwechset zwische^i Gauss und Bessel, p. 152). Il est juste cependant de remarquer que, si Gauss a eu le mérite de mettre en évidence Timportance de ce mode de détermination de la fonction
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gnmma^ la formule même d'où il est parti était déjà connue d'ËuIer. Dès ses premiers travaux sur Tinterpolation de la série
Euler était arrivé ù une formule qui coïncide avec la définition prise par Gauss. La correspondance mathématique et physique de quelques célèbres géomètres du xviii® siècle, publiée en 1843 par P. H.» Fuss, nous donne à ce sujet des renseignements précieux.
En 1728 et 1729, Goldbach et D. Bernoulli s'occupaient de la détermination des termes généraux des séries et de Tinterpolation des suites, en particulier de celle-ci
Euler, alors à Saint-Pétersbourg, eut connaissance par D. Bernoulli des recherches de Goldbach et c'est à cette occasion que commença entre Euler et ce dernier, en 1729, une correspondance qui dura jusqu'à la mort de Goldbach, en 1764. Les premières de ces lettres sont si importantes pour Thistoire de la théorie de la fonction gamma, que nous avons cru devoir en transcrire les passages les plus importants.
« Petropoli, d. 18 octobr. A. 1729.
]» Cum nuper in nonnulla incidissem, qure ad inlerpolandas 3) séries, legem., uti appellare soles variabilem habentes, facere ]) visa sunt, ea accuratius contemplatus sun), et multa, quîe hue » attinent, detexi. Quse, quia tibi, vir celeberrime, placitura esse 9 mihi signiflcavit Clarissimus Bernoulli, Tibi scribere, Tuoque s> submiltere judicio statui. Hujus seriei 1,2, 6, 24, 120, etc., » quam a Te multum traclatam esse vidi, hune inveni terminum > generalem
1 2"* 2'""* 3'" 3*""' 4"' 4'""' 5™ -f- m 2 ~H wj 3 + m 4 -h w
» ex infinité Hictorum numéro constantem, qui terminum ordine j ^mum exprimit. Is quidem in nulle casu abrumpitur, et seque si » m est numerus inleger, lantum ad verum magis magisque
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» acccdil, ac si m fueril fractus. Sed tamen per euin achnodum j!> prope quemque terminum invenire licet, idque eo f\\cilius, que > minus assumatur m. Si auteni aliquot soluin uli visum sit, 2> factoribus, termino generali commodior induci polest forma :
9 ut si duobus prioribus factoribus contenti esse velimus, habe-
I bitur n 775 ^ 3"* pro termino ordine m. Sin autem
» generaliter n factores capinniur, sequentibus reliquis neglectis, j) erit terminus generalis , ' ' • "' — ; r (n + 1)*,
}> qui quo major accipitur numerus n, eo ppopius ad verum D accedet. Communicavi bsec cum Clar. Bernoulli, qui peculiari ]» modo eundem fere postremum eruit terminum, in hoc a mco » diversum, quod alîam poteslatem loco (tu- i)'* adhibeal, in 2> qua delerminanda fortasse factorum neglectorum rationem » habuit. Credo ipsum Tibi nuper inde deductum numeruin
}) termino seriei, cujus index est 1 ;t, proximum misisse (^).
i> ,.. Terminum hune generalem ex eo inveni fundamento, quod ^ hsec séries I, 2, 6, 24, etc. in infinitum conlinuata tandem D evadit geometrica. Et hujusmodi terminos générales etiam pro » aliis seriebus, quse in inlinitum cum geometricis confunduntur y^ exhibere in promtu est. Sed cum hoc modo termini intermedii '» non nisi veris proximi inveniantur, omissa hac serierum tractan- » darum ratione, aliter in hac re versari cœpi, in id intenlus, ut » terminos intermedios non tantum veris proximos, sed ipsos )) veros, si fieri posset, invenirem... »
Dans sa réponse, Goldbach essaie de fournir une démonstration de la formule donnant le terme général et se propose d'étendre à
(1) En effet, dans une lettre datée du 6 octobre 1729, D. Rernoulli s'exprime ainsi : « Voici le terme général pour la suiie 1 + 1.2 -f- 1 2-3 -j- etc.. Soient x i'ex-
> posant du terme et A un nombre infini, je dis que le terme général sera
V 2/ \i \ X ^-^ X 'i ^ X \ — i~^x) > Si, au lieu de prendre A infiniment grand, on le fait = à un nombre un peu
> grand, on aura le terme général à peu près. »
Dans «ne lettre du 20 octobrr, D. Bernoulli romaniuo lui-même que su formule doit être corrigée.
(l'nulres suites, le résultat obtenu par Euler. Le 8 janvier 1730, Euler lui adressa une nouvelle lettre.
€ Quœ nuper de methodo inea progressionum termines medios }» ex quadraturis inveniendi scripsi, ea non ope serierum infini- :^ tarum terminos illos exprimentium perficio, maxinne enim » arduum esse arbitrer de quaque série infinita, ad quam perli- ]» neat quadraturam pronunciare; quanquam non negen), me y> primo ex série terminum generalem progressionis 1 + 2 4- 6 » + 24 + etc. exhibente, quam Tibi, VirCeleberrime,perscripsi,
9 conclusisse terminum ordine ^ a quadratura circuli pendere.
2> Deinde autem eodem modo circa alias progressiones versari 1 diflidens id meditatus sum, quomodo alia via eodem pervenire » possim quse non seriebus dignoseendis contineatur. in aliam » igitur atque novam incidi rationern progressionum terminis 9 generalibus denotandarum. Ea in hoc consistit, ut formulas y> intégrales in terminos générales recipiaiu.... Fundameuti loco » mihi fere fuit hsec progressio 1 + 1.2-1- 1.2.3 + etc., cujus
> terminus generalis mihi inventus est ida?(— /a?)".... »
Nous voyons donc qu'EuIer avait trouvé la formule que Gauss a prise depuis comme définition; mais nous reconnaissons aussi qu'il ne s'en est pas tenu à son premier résultat et qu'il a préféré la représentation par une intégrale définie. C'est à ce dernier point de vue qu'il s'est placé dans son premier mémoire sur les fonctions qui nous occupent {Comm. Ac. Petr.^ t. V, p. 36).
La série
qui se déduit si facilement de la définition de la fonction gamma, est une simple transformation d'une formule due à Gudermann (/. de Cr., t. XXIX, p. 209) (Y. § 11). La formule de Gudermann est de la dernière importance dans cette théorie et, comme le remarque Liouville {C. i?., t. XXXV, p. 319), on l'y rencontre presque à chaque pas.
T. m (2- série). 4
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Nous sommes partis de la défmilion par une intégrale dénnic pour arriver u la défmition de Gauss; une quelconque des intégrales définies du § 1 aurait pu être employée, avec quelques légères modifications de détail.
Gauss a naturellement suivi le procédé inverse et a montré que Ton pouvait repasser du produit infini à l'intégrale définie {WerkCy t. IH, p. 151). Voir aussi Genocchi {BulL Ac. de Belg.y t. XXI, p. 84.).
,^ 7. L'expression de V {n) sous forme de produit conduit à une série donnant /F (a + 1) développée suivant les puissances de a.
En changeant a en a ^- 1 , on a
(a 4-1) {a-hi) ... (a -h 114- I)
ou bien, en remarquant que . a pour limite Tunité,
d'où Ton déduit
où Ton suppose que le nombre entier n augmente indéfiniment. Si Ton suppose a moindre que Puni té, on peut développer les logarithmes qui figurent au second membre en séries ordonnées suivant les puissances de a, et Ton obtient
et en posant pour une valeur infinie de n
et
on a
enfin
S,= lim(l-*-l + |
p np
.^=:,im(l-f.i4-^...-Hi-/n),
-ïfl + |s.a'~is,fl'-hjs,«*
Cette série est évidemment convergente pour toute valeur de a inférieure a Tunité; les coefficients qui apparaissent dans ce développement ont été calculés très exactement; on a d'une part
Les coefficients S sont donnés dans le tableau suivant jusqu'à S avec seize décimales exactes
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On peut donner au développement de ir(a + l) une autre forme beaucoup plus convergente, en éliminant les sommes dont rindice est pair :
En effet, on déduit des deux formules
;r(i + «) = —.'«+ is.a'-^s,rt*^^s>- ...
en tenant compte de la relation des compléments
i/[r(i-H«)r(i-«)] = i/^=is,«« + is.«'-H...,
et on obtient, en substituant dans la formule qui donne / F (a + 1) :
(7) lr(a'hl) = xl-^ (ya-h-S.a^-^zS^a'-^ ...V
Il est encore possible d'augmenter la convergence en ajoutant aux deux membres les deux membres de Téquation identique
et Ton a alors
^i ^ I et on a ainsi une série très convergente pour les petites valeurs de a.
C'est à Euler que Ton doit le développement de la
fonction lT{\ +a) en série convergente {Cale, diff., p. 800).
. . .î *-' ' -k Lcgendre donna les formules plus convergentes (7) et (8) {Exerc.
d'iln.,t. I, p. 296).
Les valeurs de S,, S„ ... avaient été données par Euler (Cale. Di/f., p. 456) jusqu'à S^^ avec seize décimales; mais Legendre
ayant trouvé dans la table d'EuIer quelques erreurs assez graves, la calcula de nouveau et donna le tableau que nous avons reproduit. (Legendre, ExerCj t. Il, p. 65.)
La quantité y qui se présente dans le développement de Zr (a + 1) est, après les nombres t. et e, une des constantes les plus importantes que Ton rencontre en analyse.
On la désigne en général sous le nom de constante d'Euler.
On Ta. aussi appelée constante de Mascheroni (Bauer, /. de Ci\, t. LVII, p. 128. — Mellin, Ofversigt ... 1883, p. 19) ou encore constante du logarithme intégral.
On a employé également pour la représenter bien des notations :
Euler, Legendre, Lindman, ... ont choisi la lettre G;
Euler Ta aussi désignée par la lettre ;
Bierens de Haan, dans ses Tables dHntégrales définies, se sert de la lettre A;
Mascheroni avait pris la notation y qui présente l'avantage de rappeler Timportance de cette constante dans la théorie de la fonction r, sans donner lieu à aucune ambiguïté.
Comme le remarque Glaisher (On ihe history of Euler's constant, — Mess, of Math.^ 1. 1„ 1872), à qui nous empruntons bon nombre des renseignements qui vont 3uivre, cette constante doit son importance tout d'abord à son apparition à Tune des périodes les plus remarquables de Thistoire des mathématiques et dans Fétude de la série harmonique, et aussi à son emploi dans la théorie de la fonction gamma, du logarithme intégral, du cosinus intégral, ...
Dans la première moitié du XYiii® siècle la théorie des séries infinies commença à exciter Tattention des géomètres ; Euler et les Bernoulli écrivirent de nombreux mémoires sur ce sujet. La série harmonique en particulier les occupa à maintes reprises
pendant cette période; elle était remarquable en ce sens que
seule de la suite des séries ^ + 0;; + ô; + ••• elleétaitdivergente.
Jean Bernoulli {Ars conjeclandiy p. 250) attribue à son frère
la découverte de la divergence de la série 1 + à + + •••> «nais
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c'est Euler qui étnblit le premier la relation qui existe entre la
somme 1 + ^ + ^- ••• + - et l^- Dans un mémoire c De
progrcssionibtis harmonicis obsei^ationes :ù {Com. Ac. Petr.y t. VU, 1734-1735, p. 156), il part de la formule
^■"' i '^ïi' 3i' "^u* ""•••'
et en déduit en faisant successivement i = 1, 2, ... t et ajoutant membre à membre les résultats obtenus
d'où
il trouve par approximation
En 1769 (iV. Comm.y t. XIY, p. 153), Euler revint sur cette question et établit une série que nous rencontrerons plus tard
OÙ les quantités B sont les nombres de Bernoulli. En faisant 0;= 10, il trouve
II donne aussi alors la formule
Enfin, en 1781 (ActaPetr., t. V, P. II, p. 45), il communique un nouveau mémoire, De numéro memorabili in summalione progressionis harmonicœ naluralis occurrentiy où il cherche d'abord,
mais sans succès, à reconnaître si y n'est pas le logarithme d'un nombre remarquable. Ne pouvant réussir à relier ainsi y à une autre constante, Euler établit quelques nouvelles formules pour y, donnant comme raison la loi compliquée que suivent les nombres deBernoulli.
Les développements nouveaux auxquels il arrive sont les suivants :
<«'-^«-v=(i^.-i).(r3is.-?).(fis.-?)
(IS) '2— y = g-^S, -^ g;2* ^* "^ 72« ^' "^ *'* (16)l-/^-^ = ^(S.-l) + g^(s^^l)4-^(S,-l)-h...
Euler calcule au moyen de (11) y avec 5 décimales exactes, au moyen de (16) avec 12 décimales.
Mascheroni, dans ses Adnoiationes ad Etileri Calculiim Inlegraleniy étendit le calcul jusqu'à 33 décimales :
Cette valeur fut reproduite par Lacroix {Cale. D. et /., t. lll, p. 521),
En 1809, Soldner publia à Munich sa Théorie ctnne nouvelle fonction transcendante. Cette fonction n'est autre que le logarithme intégral
lix =1 -^- = Y 4- Lfx -h Ix +
Jo l3i'
{IxY ^
S6 G. DRUNEL.
Soldnep donne pour la constante d'Euler
el cette valeur diffère de celle de Mascheroni à partir de la vingtième décimale.
Gauss fut alors amené à refaire faire le calcul par F. G. B. Nicolaï (Werke, t. 111, p. 154-, Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel^ p. 150).
L'emploi de la formule (10) pour a; = 50 et a; = 100 fournit y avec 40 décimales exactes.
La valeur donnée par Soidner était vérifiée. Cependant le nombre donné par Mascheroni fut encore reproduit. Dans son supplément au dictionnaire de Kliigel, Griinert donna les deux valeurs.
Lindman, ne connaissant point le calcul de Nicolaï, fut conduit à calculer de nouveau la constante {Grûn. Arch,^ t. XXIX, p. 1238); il emploie la formule (10) et obtient y à 24 décimales exactes en faisant a? = 20, à 34 décimales exactes en faisant a; = 100.
Quatre ans plus lard, Oeltinger recommença encore le même calcul. La môme formule (10) lui donna y avec 18, 25, 34 et 41 décimales exactes en y faisant successivement rc=10, 20, 50 et 100 (/. deCr.,t. X, p. 375).
Enfin Shanks (Proc, Roy. Soc, t. XV, p. 429) calcula y avec 21, 28, 39, 46, 54, 59 et 59 décimales, en faisant x égal à 10, 20, 50, 100, 200, 500 et 1000.
Le même calculateur continua ses calculs et donna successivement Y avec 80 décimales {Proc. Roy. Soc, t. XVI, p. 154 et 299) et avec 110 décimales (/. c, t. XIX, p. 29); mais, d'après Glaisher (/. c, t. XIX, p. 514), les résultats de Shanks ne sont justes que jusqu'à la 59"^® décimale. On a
Dans ses Exercices (C Analyse, Legendre remarque que le
développement de lT{a + \) donnera y lorsque Ton prendra pour a une valeur telle que lr{a -}- 1) soit connu. Il arrive ainsi à la formule (16) et à la suivante :
II donne également
Remarquons encore que Bretschneider (/. de Cr., t. XIX, p. 260) a attribué à Kramp la valeur donnée par Mascheroni, mais c'était probablement par erreur, puisque, plus tard, bretschneider lui-même, faisant allusion à Terreur, parle du calcul de Mascberoni {Zeits. f. M. and Ph., t. VI, p. 231). Glaisher a cherché dans les travaux de Kramp, sans trouver de trace du calcul de y.
§8. On a trouve précédemment que
(1) r(fl)=:ii-
a(fl-f- 1) ... (a -h [kY
en supposant que, dans le second membre, le nombre entier ;jl augmente indéfiniment, on en conclut
(2) l\\a) = al[L + /(1.2.3 ... \f.) — la—l{a + 1)-^...— /(a+ ia),
et par suite, en posant
('>) '^(«) = dVr(«),
aa + 1 a-f-[jL ^^ '
On a en particulier, en faisant a = 1,
c'est-à-dire que 6 (1) est égale à la constante d'Euler que nous avons déjà rencontrée changée de signe :
d La fonction j- /r (a) a été désignée par Gauss {Werke^ t. III,
p. 152) par le symbole ^^ (a -h 1); Legendre {Exerc^ t. II, p. 16 et p. 52) se sert de 9 (a) et Z' (ci); Bierens de Haan a employé , celte dernière notation dans ses Tables d'intégrales définies. Binct (/. Ec. PoL, cah. 27) a employé le symbole X' (a). Cauchy, Gudermann, et la plupart des géomètres ont employé depuis le signe 6. La formule (4) a été établie d'une façon différente par Legendre (Ezcix., t. II, p. 17) et par Gudermann (/. de Cr.j t. XXIX, p. 208).
Aux relations qui existent entre les fonctions gamma correspondent des relations entre les fonctions à, La relation
T{a + \) = ar{a) donne, en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres
(6; ç(fl-t-l) = 'Kfl)-+-^,
et plus généralement, en désignant par n un nombre entier,
La relation
siu ar donne de même
(8) '^««^ — y(I""^Ô = — t: col a 7;. \
Enfin, la relation de Gauss r(a)r(^a-f- -) ... \(a-h^^\ = (2i:)'^n'n— «r(na) fournit par la même méthode la relation (9) ç{a)-f-'}(a-f--j -h ... 4- •y(aH--^^) = nl{na) — nln.
La formule
peut être considérée comme un cas particulier d'une formule plus générale.
En posant
^(fl4-ic) = a + ^x -h 'xx{x— l) + ix{x — l) (x—i) -*- ...,
on peut déterminer a, ^, y **•> P^^ '^ méthode des coefficients indéterminés.
En faisant a; = 0, on a tout d'abord
En changeant xen x + i et désignant par le signe l<f{x) faccroissement qui en résulte pour une fonction quelconque 9 (â?),
= ^- [ir{a-hx + l)— ir{a 4- x\
dx ^ a+x
d'autre part
Aa;= i, Aa;(a:— 1) =iix^ àx{x — i) (j? — 2) = 3a?(a;— i)...,
et il vient
= p4-2Yj? + 3Sa7U-— I)4-4£a;(a;— 1) (a; — 2)4- .,.
En faisant x = 0, on en déduit
Prenant de nouveau les accroissements des deux membres, on aura :
zy -h z.tïOJT -f- «).*ea;i^ii; —
B-f-2.3.4ea
et en faisant x
a (an- 1) (a 4-2) ' a{a-\-l)
fl(a-+-
a (an-
a (a 4- i) (fl + 2) (a -f- 3) La loi est évidente et Ton a
Si Ton donne à x une valeur entière et positive n, le second membre ne contient qu'un nombre limité de termes, et l'on a
^^ ^ ^' a 2a(fl+i) 3a (a + i) (a -H 2)
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et, comparant à la formule (10), on a Tidentité
(n + l)fl(a + 1) ... (a -MU- i)'
qu'il est facile de vérifier.
Le développement trouvé pour i (a + x) conduit, en y fiïisant a = i et a? = d, à une formule d'où l'on tire facilement l'expression de la fonction ^ par une intégrale définie.
On a
/ia\,/* N , 1^ la{a — i) ia(fl— l)(fl — 2)
or, on a
x„ a a{a—l) , a(a— l)(a— 2) , (1 - a?)« = 1 - aa: + --^jif ^ ^ ^ ' ^'+ -m
et par suite
\ — {l—xY a{a—l) a(a— l)(fl— 2) ,
et par conséquent
(13) i (1 + fl) = M*) + I ^-z—^ rfa;,
OU bien, en posant y = i — x,
Cette formule peut s'obtenir sans avoir recours au développement de i.
On a
en supposant que dans le second membre ul augmente indéfiniment.
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Dans ces condilions on peut aussi écrire :
6 {x) se présente comme la différence des deux quantités que Ton peut exprimer par des intégrales défmies.
En effet, en ce qui concerne /a, il suRit de remarquer que l\j. peut être considérée comme la différence des valeurs que prend
la fonction l ,_^ pour z r= 1 et 2 = pour en déduire
D'autre part, on a, en effectuant la division, et il vient
^«=/:if^— [/.'(s-.^:)-L.-
Le second terme est indépendant de a;; si on y change, eu effet, a; en X + a, Faccroissement qui en résulte est ^1 à
dont la valeur est nulle évidemment lorsque y. est infini. On a donc enfin
(19) V (j?) = ^ + J "nfy ^-'
ou en faisant a? = 1, on trouvec = i (l). En posant a: = 1+a on retrouve la formule (U).
La formule
('•Il «x— 1
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montre que si x est rationnel, 'J' {^) — 'M') P^"** ^ calculer sous forme finie. On a par exemple
•^ (I) = '^ (4) +/^'^fËr "'-' = *(*^ ■+- --"'2'
Legendre avait donné {ExerCy t. H, p. 46) une démonslralion peu satisfaisante de la formule (14). Elle a été établie depuis de bien des manières.
Cauchy, /. Ec. PoL, t. XYIII, p. 147.
Cisa de Crésy, Mém. Turin, 1821, p. 209.
Lobatschewsky, Mém. Kasan, 1835.
Schlômilch, Gr. Arch., t. IV, p. 167.
— — t. IX, p. 5.
— Studien, I, p. 6.
Des formules
ri^^ — l
on déduit par soustraction et par conséquent
'^ ^"rfz = .^(l + o) — 4(*— «)= - + H«) — K*— «)
ou bien
~ *"- (Iz = - — :: col ar..
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En multipliant les deux menibres par da et intégrant de à a.
on aura
— 2 dz __ a 1 ar.
z Iz sin ax t: siua::
Cette formule conduit à la détermination de quelques intégrales remarquables.
Si Ton fait, par exemple, a = ;j et 2j = a;', on a
n ^ x~ X _ Ç^ i — x dx_ T.
Jo 1— a?* Ix "~Jo *H-a? /,r ~" 2'
si Ton fait « ^= r, puis ^=y\ on a
£ .. }'-?\'\.... iy=>
ik
La formule (21) est due à Gauss {Werke^ t. III, p. 160) qui en a déduit en particulier l'expression
- = I du.
^ Jo lu
formule qu'Euler avait trouvée d'une façon bien différente. {AcL Pelr,, Mil, p. 29. — Cale. Int., t. IV, p. 272.)
La formule particulière (23) a été employée par
Stern,/.dô Cr., t. XXI, p. 377.
Schlômilch, Gr. Arch., t. IV, p. 167.
— Beitrage, III, p. 9.
Mais une des formules les plus importantes qui se déduisent de (21) est la suivante :
r^x^'—x^-^dx Jo * — a? X
Euler, Cale. hiLj t. IV, p. 122....
Legendre, Exere.^ t. II, p. 48.
M. Hermite (Alli di TorinOy t. XIV, p. 91) a montré Timportance de cette intégrale dans la théorie de la fonction gamma. Voir aussi Bourguet {Ann. Ee. Norm. ; Thèse, p. 8).
=^ t: cola::.
§ 9. On peut déinonlrer, sans avoir recours à l'expression dé é ('/) sous fornrie d'inlégrale déiînio, que cette fonction se calcule sous forme finie toutes les fois que a est un nombre rationnel.
Considérons la fonction ^ (-),;? et 7 étant deux nombres
entiers elp étant plus petit que q, 6 (a) est la limite de l'expression
Il 1
lorsque u. croit indéfiniment; on peut donc écrire
a rt+ 1 2 a-H2 3
1 ,ix + 2
la série se prolongeant indéfiniment, puisque ;jl doit croître sans limite.
Si Ion remplace a successivement par -, -, ...., -, on aura
Mîr 2^'^ 9 + 2^4 2î + 2^'3 •••'
«) t/îull^-^,,,
2 c«)..., (g — 1)(o, ço), on aura
COS9 = cos(g-f- 1)9 = cos(g + 2){p = ..., (2) { cos29:i= cos (ç -+- 2) 3> = cos(2g-i-2)? = ...,
COS9 H- C0S29 4- ... H- COSfç— 1)9 H- 1=:0.
T. m (3« Série). 5
De plus on déduit aisément de la dernière de ces équations la formule
( 1 4- COSpwCOStd) 4- COs2p(«)COs2Aa)
( ...4-C0S(jf — l)p(i)C0S(9— -l)/tco=:0,
k désignant un des nombres 1 , 2, 3..., g — 1 , à l'exception de ;)
et de </ — p, pour lesquels la somme est ^ ?•
Les équations (1) peuvent s'écrire, en tenant compte des relations (2),
cos ç M - ) = — j CCS 9 H- cos o / 2
cos29M-j = — |cos2? + cos29/2
j cos(î— l)ç^(?— -\ = — — ^COS(î— !)?+ COS(î— 1)?
— 2T^cos(2^— 4)© + cos((/-l)9<- — ...,
i ^(4) = — -cosî?-f-/2 — ;; cos2î9 -4- /^— ...,
et en ajoutant toutes ces équations membre a membre, on a
COSÇ'^-J -f-cos2?6Q + ... -4- cos(^ — l)çM^^\ -h KO
= — JlCOSo -f--C0S29 -4- ... -h- CCS «0 -4- ...j,
la série qui paraît entre parenthèses dans le second membre étant prolongée indéfiniment. Dans la somme, en effet, chacun des logarithmes a pour facteur la somme
COS9 + COS29 + ... 4- C0S(}-~l)(p + i
qui est nulle; de plus, le Icrme — t : cos {k q + i) o
= — T-^^ — : cos tç se présente une fois et une seule, il provient
du (2A; + 1)'*»' terme de la t'*™" ligne.
Le développement en série du second membre se trouve (i^cilement sous forme finie; si dans la formule
on pose
z = p(cos^ 4- tsinç)
et que l'on égale les parties réelles des deux membres, on trouve - l(l — ifcoso + p») = — (pcosç -h|-cos29 + ...J.
En faisant p = 1 et substituant dans la formule étiiblic précédemment, on a donc
l C0S9* M 4- cos2?} M -h ... 4- cos(î- 1)9^. (^^)
J =:-.:(l)+2U2-2cos?).
On obtiendra q — 1 équations du premier degré entre les
quantités 4 (- j, M -),.., ^ ( ) en donnant à ç les valeurs
successives 9 = &), ç =2(i>, ..., ç = {q — 1)<i>. Ces équations se résolvent facilement.
Il suffit, en effet, de multiplier les deux membres de chacune de ces équations respectivement par cospw, cos2pci>, ..., cos(^ — i)p<ù et de les ajouter membre à membre en leur adjoignant Téquation obtenue en faisant, dans la relation deGauss
entre les fonctions J/, a = - , n = ç ce qui donne
(6) .}Q 4- ^ Q 4- ... 4- ';(^) = - H*) + q'H\)-qlq;
on trouve, après avoir divisé par 5,
U(j^^\ 4-J^(^W2^(4)-2/î-f-cospa)/(2 — 2cosw)
^'^ i + cos2pw/(2 — 2cos2w) 4- ...
-4- cos(j — l)po)/[2 — 2cos(jr — !)u)].
On voit que le dernier terme de cette équation est égal à eospto/(2 — 2cosci>), T avant-dernier àcos2p(i)/(2 — 2cos2û)), etc., en sorte que les termes sont égaux deux à deux, excepté dans le cas où q est pair; il y a alors un terme du milieu
CCS - p(dl (2— 2cos I (j) j
égal à 2/2 si p est pair, à — 2/2 si p est impair.
D'autre part, la relation des compléments relative aux fonctions à
'i (a) — »: (1 — a) = — T col a z devient, si Ton y fait a = -,
■KV)-K^)='-'7-
Les équations (7) et (8) fournissent maintenant ^[-j et
Pour une valeur impaire de 7, en supposant p plus petit que 9, on a
(9) + cos -^ i (^2-2cos- j + ...
+ cos /(2— 200S-Î --):
lorsque q est pair, on a
(10) +cos^/(2-2cos*^W...
le signe + s'applique si p est pair, le.signe — si p est impair. On trouve de cette manière
U(^==Hl)^\r. -3/2,
La formule (8) implique la condition p<qj remarquons cependant que la formule
a a-hl a-\-n — 1
permet d'étendre les résultats trouvés aux valeurs de Targument supérieures à Funité.
C'est à Gauss {Werke, t. III, p. 155) que l'on doit cette détermination élégante tl; ( - j .
§ 10. Nous avons représenté précédemment ^(x) — (j^(i) par une intégrale définie; on peut exprimer ^ (x) de la même manière sans introduire la transcendante 6(1).
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Reprenons la formule
dans la première intégrale, remplaçons z par z^^ elle devient : et Ton peut alors écrire Posons maintenant z^ = u, et il viendra
OU bien
•'<«'= «"[/.'(^ij)- S) ^»}
Or, lorsque u augmente indéfiniment, Texpression xk{\ — w)
a pour limite — Iv. et u^ a pour limite Tunité; on a donc enfin
fi)
Cette expression de ^(o;) et la méthode qui y conduit sont dues à Gauss (yVerke, t. III, p. 158).
On emploie souvent une autre expression de la fonction 'h (a) obtenue en partant de la représentation de \{a) par une intégrale définie.
On a
r(^/) -- I ir^.ïf'-U]x,
et par suite
(4) —-^ = 1 e-'af-'lxdr.
Or, si Ton pose
(5) u = j ~-dz,
on a
du r _^^ l = j e^dz = -,
dx J X
u = Icx,
et, en faisant a? = 1 dans la formule ^ on voit que c = 1 , et on a
(6) lx=. l ^ \. — dz;
en sorte que la formule M peut s'écrire
dr(à) r . r^e-' — er'' ~— =/ e-'x^-'dxl dz,
ou bien, en changeant Tordre des intégrations,
dr{a) rdzf r ,^ r MU. . , 1
c'est-à-dire
dr
et l'on peut écrire
dlr{a)
Si Ton intègre les deux membres de cette équation entre les limites 1 et a, en remarquant que lr{i) = 0, on en déduit :
/r («) = r P'a- 1) ^-- - (i±£Çf^iV^:£r 1 J»L <(*+-) j -
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Or cette formule peut se simplifler. Remarquons en effet que Ton a
et par suite
Multiplions les deux membres de cette identité par {a—\) et retranchons membre à membre de l'expression trouvée pour f r (a), il vient
ir,a)=j^ |_(a-i)(i4-.)- ^ -jïîrrTr
Si Ton pose
on a
On en déduit une nouvelle expression de <l{a) en difTérentiant par rapport à a :
,Q, rfir(a) ,, , r fer'- «-» \
Si dans Téquation (8) on pose e^*' = 2, on obtient (10) ,r,a) =/;(!---£:• -a -m) ^.
L'expression de A (a) sous forme d'intégrale définie donnée par la formule (7) est due à Lejeune-Dirichlet (/. de Cr., t. XV, p. 260). Voir aussi
Grunert, Gr. Arch,, t. Il, p. 266.
Schlômilch, Sludien, t. 1, p. 4.
Lcjeunc-Dirichlet donne aussi la formule
La formule (8) est de Malmsten (/. de Cr., t. XXXV, p. 55). Gauss avait tiré la formule (9) de la formule (2) {Werke^ t. III, p. 16(^). Pour la démonstration que nous avons donnée, voir Schlômilch {Studien, 1. 1, p. 10) et Schaar {Mém. cour, de Brux.y t. XXII).
A toute expression de ^ (a) par une intégrale déânie correspond une expression semblable de 6(1) et par suite de la constante d'Euler.
L'équation donne
que Ton peut écrire, en tenant compte de la relation des compléments,
(ii) /r (a) '^lT.-hls'\naTz = — f ( ^'''^' ~^' ^ ae") — .
En ajoutant membre à membre les équations (1) et (S), il vient
2/r^a)— /ic-f-/sina7:= / (i_2a)e-' —,
et le second membre se prête à un développement remarquable. Pour a quelconque et w compris entre — i: et + 1:, on a
/TT g^^— g-^" _ Isino) 2sin2(«) 3sin3w
(.) smo) sm2(.) sni3(o
En posant a = à:;; et w = (1 — 2 a)?:, on obtient g(î~° r_g-(i-')' ^ / g^sjngq, 4xsiD4ax 6icsin6aTC \
, ^ , /sin2ax sin4az sinCax \
formules valables pour x quelconque et a compris entre zéro et un.
On trouve alors par substitution
anXa) — /z-+-/sinflz
= 4(&8sin2a7: -h b^?>\x\kaT^ -h 6,sin6a7c 4- ...)?
en posant
Jo W-i (2»zV 2w^/ a;' Or, on peut écrire
La première intégrale placée entre parenthèses est, comme on le vérifie facilement, égale à / (2 n ir) ; quant à la seconde, elle est égale à — A (1) ou y.
On a donc
fr*«=2^['(2nir)-i-Y]
et il vient
îr(a)— â ^^ -+- â isma- = -^ — - — - sm2a7:
. /(4ir)-+-Y . .
-f- _A_^ — ^sm4az + ...,
ou bien, en remarquant que Ton a, d'après la formule (13),
i-sm2a7: -+- -- — sin4a- -h ... = j- — a] (/tz-h v*
(^-«) (Ir.
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on a la formule
Ce développement de i r (a) a été donné par Kummer (/. de Cr., t. XXXV, p. 1), par une méthode bien différente de la précédente. Le procédé que nous avons employé pour y parvenir est dû à Schlômilch {Compendium, t. II, p. 255). Gilbert en a donné une autre démonstration {Mém. Ac. Belg,, t, XLI, p. 16)- Cette série a conservé le nom de série de Kummer^
§ 11. Nous avons déjà trouvé précédemment plusieurs développements en série de la fonction l T (a). Les expressions sous forme d'intégrale définie que nous avons obtenues nous conduisent a des développements nouveaux, mais il nous sera utile tout d'abord de nous occuper de févaluation approchée de la fonction gamma quand l'argument est un grand nombre.
Nous partirons à cet effet de la formule de Wallis
x_22 4 4 2a ia
où a est un nombre entier.
On peut écrire
= lim2*«
(2a!)*(2a+ 1)' Si Ton pose
Vt-er'a '
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on voit alors facilement que la formule (1) équivaut h la suivante :
D'autre part on peut voir directement que Ton a aussi
La formule {^) donne
ou bien, en prenant les logarithmes,
a étant supposé plus grand que 1 , on aura
' V "*■ a; - â ~ 25* "^ 3^ ~ ■•• "^ ~ïïtf= '
d'où
donc
Dans cette série les teruies sont alternativement positifs et négatifs; la valeur absolue du rapport du terme de rang nau précédent est
et par suite est égal à - pour n = 2 et inférieur à - pour toute
valeur de n supérieure à 2; donc, lors même que a se réduirait
à 1y les valeurs absolues des termes de la série (11) vont en décroissant à partir du deuxième. On a donc évidemment
ou bien
On peut écrire
Oo étant un nombre positif et inférieur à t^. On obtient en changeant a en «4-1, « + 2,... 2 a— 1 et en désignant par O,, 6,,... 6„.i des quantités positives comprises entre et 1 ,
= e*«-»îV
Multiplions membre à membre les égalités (7) et (8), la somme des fractions
ô* (ô+l)* ■*■ (rt + 2)* ■'' ••• "*" (2a— I)» • est moindre que jâ-j- a ou que tot. on aura donc
en désignant par 6 un nombre compris entre et j^. et par suite
iimr?(«)
ce qu'il fallait démontrer.
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Comparons maintenant les formles (3) et (4), il vient (9) Hmo(a)«.. = 1,
ou bien, par la définition de(p(a),
(10) fl! = r(fl-l-l) = K27:<r"a «(l-i-e),
£ étant une quantité positive qui s'annule pour a=:oo .
On voit donc que, a étant un nombre entier, on a pour de grandes valeurs de a la valeur approchée
Les considérations qui précèdent peuvent nous fournir un développement de /r(a + 1) lorsque a est entier. On a d'abord
/r(a-+-l) = ^/27: — a-f- (a-\-^la + /^(a).
Or, en employant une méthode dont nous avons déjà rencontré bien des applications, on a identiquement
v(a-hW-4-i)
Si l'entier n augmente indéfiniment, (p(a+n + 1) a pour limite l'unité et son logarithme a pour limite zéro. On a donc
OU bien, d'après la fonnule
el Ton a par suite
l /r(a + 1) = I «r — a + (a H- ^) la
Cette formule se trouve établie seulement pour les valeurs entières de a; mais le second membre a encore une signification quelle que soit la valeur attribuée à a, si Ton excepte toutefois le cas où a est nul ou égal à un entier négatif. En effet, la série qui figure dans celte formulées! toujours convergente, car ses termes,
comme il est aisé de s'en assurer en développant if 1 h j
décroissent comme ceux de la série convergente £ —^^
Pour démontrer que la formule (13) subsiste quel que soit a, il suffit de voir que cette formule coïncide avec celle qui nous a servi lorsqu'il s'est agi d'établir que la définition de Gauss par un produit infini s'appliquait à toute valeur de l'argument. Nous avons vu alors que Ton avait
go
Or si l'on prend les dérivées secondes par rapport à a des membres de chacune des équations (13) et (14), on obtient dans les deux cas
Les dérivées secondes des seconds membres des deux formules étant égales, ces seconds membres ne peuvent diff'érer que par une fonction linéaire de a. Comme ils sont égaux pour toute valeur entière et positive de a, leurdiffîérence se réduit nécessairement à zéro.
La formule (11) est donc vraie, quelle que soit la valeur de
l'argument </, l(f{ci) a encore alors d'après la formule (9) pour limite zéro lorsque a augmente indéfiniment; on a donc toujours pour valeur approchée de r(a + 1), que a soit entier ou non, pourvu qu'il soit très grand et positif,
Stirling s'est occupé le premier de la détermination de / (1.2. 3. ..a) pour a très grand, ou plus généralement de la détermination de l[a{a + r)... {a + nr)], n étant supposé considérable.
Après lui, Euler et Legendre {Exerc, t. I, p. 340 et t. I, p. 850) ont donné des démonstrations de la formule (10), mais les procédés qu'ils ont employés ne présentaient pas la rigueur que l'on était en droit d'exiger. Aussi les géomètres sont- ils revenus après eux en maintes occasions sur cette question.
Gauchy, Exerc. itAn. et de Ph. t. II.
Liouville, C. /?., t. IX, p. 105. — Lion. /., t. IV, p. 317.
Binet, /. Ec. PoL, cah. XXVII, 3« p.
— C. /?., t. IX,p. 156.
Raabe, /. de Cr,, t. XXV, p. 147 ; t. XXVIII, p. 10.
Malmsten, /. de Cr., t. XXXV.
Mais la démonstration si simple que nous avons donnée est due à Serret {Cal. D. et /., t. II). Déjà avant lui Legendre avait signalé Timportance de la formule dans l'évaluation approchée de la fonction T {Exerc. y t. I, p. 350).
La valeur approchée de F (a) conduit à une démonstration élégante, donnée par Gauchy, de la relation de Gauss. Ecrivons cette relation sous la forme
L'équotion
r(a-hl) = ar(a)
montre que le premier membre ne varie pas quand on fait croître a d'une unité; il ne variera donc pas non plus si l'on ajoute à a autant d'unités qu on voudra et si par ce moyen on fait croître a au delà de toute limite; on pourra alors remplacer dans le premier membre chaque fonction gamma par sa valeur approchée. Le premier membre devient ainsi, après des réductions évidentes,
\ na) \ na) \ na /
Si Ton foit
\ na/ \ na/ \ na /
\ w 2/ \ na/ \ n 2/ \ na /
et si Ton développe en série les logarithmes qui entrent dans le second membre, il vient, en ne prenant que les termes qui ne s'annulent pas pour a inflnimont grand,
/p = - H h ... -+ = —rz—.
Substituant cette valeur de P, la formule (I) est démontrée.
La relation de Gauss permet, lorsqu'on y fait croître n indéfiniment, de calculer l'intégrale
tV{a)da.
On a, en effet, en posant nda^=^ I , lT{a)da=\imda\n\a)^n\a'\-da)-i~...-\-ir[a-h{n—\)Ja]\^
T. ni (3« Série). 6
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c'est-à-dire
1 ir{a)da = lim da l \\\a)V{a + da) -+- ... -+- r[a + (w— 1) dd\\\ or, puisque d« = -, la relation de Gauss donne
V{a)V(a-\'da) ..Y[a + (n—\)dd\ = V{na)rr'^{l'K) * n* ; par conséquent
Mais on a, à cause de nda = 1,
lira da — x— /St: = - /a^.
lim - daln = 0.
D'ailleurs, n étant infiniment grand.
/r(wa) = / 1^27: — na -f- (wa — ~\ /wa,
IVina) —nain = iVtr. — na -^nala — -la — ~ln,
limrfa[/r(nfl) — wa///] - — a -h a la, et par conséquent enfin
ir{a)da == - /2:; h- «/a — a.
L'intégrale à laquelle nous venons de parvenir a été donnée par Raabe.
La même formule a été depuis démontrée bien des fois. Malmsten, /. de Cr,, t. XXXV, p. 75.
Bjôrling, Overs. Stock. Forh., 1856, p. 18L
Bierens de Haan {Arch. Néerl., VUI, p. 1rl5. — Verslagen en MecL, VII^, p. 12) a obtenu la même formule en partant de Texprossion
il arrive en même temps à la formule
Liebrechl {Grun. Arch., t. LIX, p. 218) Tobtienl en délermi nant
im,.-« - lT{na) — aln .
Lorsque n est considérable, on a, d'après ce qui précède,
F (ri + n) = |/2 z p-"-« {a -h v) « Mais on a identiquement
et lorsque n augmente indéfiniment, le second fncteur a une
limite égale à e" et le troisième a une limite égale à lunilé. On
peut donc écrire ^, ^
r (a -h n) ^V'ir. e-» n * n" ,
ou bien
lim --^- = 1.
Or, en ce qui concerne les fonctions P((7) et Q(a) (§ 5), on a immédiatement
lim -rr: 7- = 0,
et réqualion
r(a4-n) __P(fl4-w) Q(fl-t-n)
donne
lim ,, , — - = 1.
Il est facile, avec ce qui précède, et en tenant compte des relations auxquelles satisfont les fonctions P et Q, de former une fonction S définie par les deux équations
S(a + i) -=:flS(a) + /,
La première relation donne
Multiplions ces égalités respectivement par
' a' a(a4-i)' *" a(a-f- 4) ... (an-w — i)'
il vient, en ajoutant membre à membre,
^^ a(fl-i-i)...(aH-70 |_a «(a-hi) a(a-f-l)(a-f-n)J
a(«H-l)...(aH-ri) n"r(w-i-4) La a(a + l) " j'
En tenant compte de la seconde relation et de la définition de Gauss,
S(fl) = AT (a) — leP{a) := {k'-le)P{a) -h kQ{a).
• C'est Weierslrass qui a donné (/. de Cr,, t. LI) la condition que nous venons d'établir, condition qui suffit avec la relation fonctionnelle à déternniner la fonction r. La fonction r se présente comme la plus simple des fonctions S.
Voir Pryni (/. de Cr.^ t. LXXll) et Bourguet {Ann. de VEc. Norm., thèse, p. 46).
§ 12. L'expression approchée de Y (a) pour des valeurs très grandes de l'argument conduit à considérer la fonction gamma comme le produit de deux fonctions dont l'une est précisément cette valeur approchée, l'autre ayant pour limite l'unité lorsque a augmente indéfiniment. L'intégrale définie par laquelle nous avons représenté lv{a) conduit simplement à cette décomposition.
On a
que l'on peut écrire
lV(n)=::f (a — i— ]^-dx+f —. -ef'dx,
ou bien encore, en remarquant que, si l'on développe — .. _-^x\
suivant les puissances croissantes de x, les termes qui renferment des exposants négatifs sont
(2) /r(a) = F(fl)-Mj(a\
où
'C>|rt)=/ {- il^ ■•
On peut calculer aisément ¥{a) sous fornoe (inie. Nous nous appuierons sur révaluaiion des intégrales suivantes : on a
On en déduit, en multipliant les deux membres par doL et les intégrant ensuite entre les limites a et p,
(4) / ^-rfj. = /^_/,.
Si Ton multiplie de nouveau les deux membres de (4) par da et que Ton intègre entre les limites a et y, on trouve
(5) Jo L ^^ ^ J ■'
Calculons maintenant n(^^] ; on a OU bien, en remplaçant .r par 2 j\
D'autre part, on a identiquement maison a, et en remplaçant x par 2a;
et on en conclut, en retranchant membre à membre ces deux équations,
/-N A rV * 2-e-- 1— e-'\ dx
En retranchant membre à membre les équations (6) et (7), on obtient donc
la formule (5), où Ton foit a = 1, ^ — â, y = 2, donne alors
et comme on connaît ir l^j , qui est égal à ^ Ir., on a donc, (2),
F (^ j étant connu, les formules (4.) et (5) permettent d'obtenir F («), en calculant la différence F (a) — F(-J;
on a :
^<">-Kî)=/:[(«-i)'--e-î)(— «-■-']?
ce que Ton peut écrire comme il suit :
r /(9-^« ~e * (a — I) e-'\ ^ l r er^^—e « ^
la formule (5), où Ton fait a = a, ^ = 1 et y = ô» fournit la
valeur de la première intégrale; la formule (4), où Ton fait a = a,
g == -, donne la seconde, et il vient
par conséquent
Fia) = (^—9) ^^ — « -h- /27:.
On a donc
lY{a) = la — -\la — a -\- - i2- -+- ow
et par suite
Lorsque a est très grand, la valeur approchée connue de r(ff) montre que e "* est voisin de l'unité, ou, si Ton veut, que n(a) a pour limite zéro.
Avec la notation employée dans le paragraphe précédent, on a
Legendre {Exerc, t. I, p. 289) avait établi, en partant de résultats dus à Euler (Calcul diff., p. 465), la formule
Mais sa démonstration suppose a entier. La détermination du coefficient de R a, comme nous Tavons déjà dit, été Tobjet des travaux de plusieurs géomètres :
Cauchy, Exerc. dA. et de Pk.^ t. II, p. 384.
Liouville^ /. de Liou., t. IV, p. 318.
Schaar, Mém. Com. Ac. Bely.y t. XXII, p. 6.
Slern, Beitràge ..., p. 134.
Genocchi, BiUL Ac. Belg., t. XXI, p. 84.
Schl()milch, Stitdien, t. I, p. 53.
— , Compendium, t. II, p. 249.
La fonction zs{a), dont le rôle est si important dans la théorie de la fonction gamma, a été introduite par Plana (Mém. Ac. de Turin, t. XXIV, p. 410), puis retrouvée par Binelqui la désignait
par u(fr). C'est Gauchy (C. fî., t. XVI, p. 425) qui s'est servi le premier du symbole n adopté maintenant d'une fiiçon générale; Catal.in {C. fl., t. LXXXVIII) a employé pour désigner la même fonction le caractère to.
§ 13. La formule
lï(a H- 1) = - /2::— a -\- la + -A la -h u{a)
nous démontre que nous obtiendrons des développements de ir(o+ 1) en développant la fonction o(a) donnée par l'intégrale définie
Parlons de la formule
sin.: = ^(i-^;)(i-^)(l-^,)...;
en prenant la dérivée logarithmique des deux membres, on obtient
cou — — ; ^ r ^ - — - r ,— - , — ■ •..
ou bien
remplaçant la cotangonle par des exponentielles, puis substi-
luant ^ à a-, il vient
JC \ 1 —(?-•*= .r 2/ ^ 4m' ::' 4- x* '
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On obtient ensuite, par la division,
en posant
La valeur de 0„, est comprise entre et i.
Donnons à m les valeurs successives 1, 2,... jusqu'à Tinfini et ajoutons ensuite tous les résultais obtenus, en remarquant que si Ton pose
8 sera nécessairement compris entre et 1 ; on aura
i <P ce
et si Ton fait
.^. B» ___!__ /j il \
W 2^ - giT-TZr; \* + 2« ^ 3» "^ -y
il viendra
où 0<e<i.
La fonction de x qui constitue le premier membre de cette formule ne devient infinie que pour des valeurs de x comprises
dans la formule x = ^kTzi, k étant un nombre entier positif ou négatif, mais différent de zéro; cette fonction est donc développable en série convergente par la formule de Mac-Laurin pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x de module inférieur à 2?:, en sorte qu'on a dans cette hypothèse
\x\\ — er^ X 2/ 12 4!'
tM.' I • • •
/v»ïrt— ï
la série étant prolongée indéfiniment.
Mais la formule (10) subsiste pour toutes les valeurs réelles de a? et elle fait connaître l'expression du reste de la série quand on s'arrête au terme de rang n.
Les coefficients B qui se présentent ici ont reçu le nom de nombres de Bernoulli. Ils s'offrent dans ce qui précède comme quotients de deux transcendantes, mais ce sont des nombres rationnels et on peut les obtenir comme il suit*.
On a identiquement
x{e^—e-^) en sorte que Ton peut écrire la formule (tO) sous la forme
2j? [^ ÏM 4! tin! J
c'est-à-dire, en remplaçant les exponentielles par leurs valeurs en séries,
""V "^3! "*" - '^ {tn + ^)\'^^•^)
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Les deux séries du second membre sont absolument convergentesi donc si Ton effectue leur produit et qu'on Tordonne par rapport aux puissances de x^ on reproduit identiquement la série contenue dans le premier membre. En égalant les coefficients des différentes puissances de Xy on à
et ainsi de suite. On a en général
„_ 1 ij_ J B, \ Bg
~{tn+i)\ 2 2n!'^(2n — i)il.2 (2h -3)! 41 "*" ""
qui détermine B„ si Ton connaît B,, B,, ..., B«_i. On voit que les quantités B se déterminent successivement et de plus que tous ces nombres sont rationnels.
La formule (2) permet alors d'écrire n (a) sous la forme
dx
n ^ 1 4\ dà
e-^dx 4- ...
dx
Toutes les intégrations sauf la dernière s*effectuent immédiatement; l'intégrale 1 6j?"'e~"'da? est positive et inférieure
2n^ 6 "''"^ dXy c'est-à-dire à -^^^ , on peut donc la représenter .
02n* par ,^^^\ , en désignant par 6 une quantité comprise entre et 1.
Il vient aJDsi :
et par suite on a pour toute valeur positive de a
^**)i RI RI
f +(-<)"-7irAT^ 7.-1-1 -^(-i)"0 "^'
En prolongeant à Tinfini la série du second membre, on a la formule
Cette série est divergente quelque grande que soit la valeur attribuée à a\ en effet, la valeur absolue du terme général
~n est égale au produit des deux quantités
tr.a "ir.a ^r.a 2
et ^ ,- I i -+-7^ -H .^ + ... I
-a 2T:*rt\ 2" 3" /
d'après la définition des coefficients B,. (9). La seconde de ces
expressions a pour limite ^~,- quand n augmente indéfiniment;
la première expression, au contraire, augmente au delà de toute limite, car elle est un produit dont lesfocteurs inférieurs à 1 sont en nombre limité, tandis que le nombre de ceux qui sont supérieurs à 1 et même à telle quantité que Ton voudra peut devenir plus grand que tout nombre donné. Il résulte de 15 que les termes de la série croissent à partir d'un certain rang au delà de toute limite, et, par suite, cette série est divergente.
9'jt C. BRUNEI..
Malgré sa divergence, celle série donne un procédé exact et commode pour calculer /r(a + 1) et rapproximalion que Ton peut obtenir ainsi est d'autant plus grande que a est plus considérable. En effet, les formules établies montrent que si a est supérieur à 1, les termes multipliés par les nombres B dans la formule qui nous occupe vont d'abord en décroissant, et Ton voit que Terreur commise est toujours moindre en valeur absolue que le premier des termes négligés.
On aura donc la plus grande approximation possible en s'arrètant au terme qui précède le terme minimum, et ce terme minimum donnera une limite supérieure de Terreur que Ton aura commise.
Si, par exemple, on néglige complètement dans la formule les
termes multipliés par les coeflîcienls B, Terreur commise sera
positive et inférieure à ^^ - ou j^-, car B. = - ; on a donc
i /r(a-f-l) > ~ /2- — fl+ (a-h Ala, ( /r(a+i) <-/27:-flH-(a+-l/a-
ou bien
Ces formules permellenl d'oblenir deux limites du nombre de Bernoulli B,,. On a
en posa ni
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On en tire
B^i _ (2n-i-l)(2yi-f-2) $,„+, a. __ 2n! S,n
et comme S^^ décroît quand n augmente, on a
..^, B..+, ^ (âw-i- i) (2n-4-2) B„ ^ 2w!
^lyj — - < —-- 5 — <
B„ 4::* ' Bj 2*'-^ t:»"-*'
OU bien
^ ^ (2w+ 1) (2nH-2) ^ kry " ^ 12 (27:)»'-*''
La dernière formule donne une limite supérieure de B„, on aura une limite inférieure en remplaçant, dans l'expression primitive de B,,, Sï„ par l'unité, on aura ainsi :
Remplaçons maintenant r (2 n -j- 1) parles limites supérieure et inférieure trouvées précédemment et il viendra
Ces formules conduisent à une détermination facile de l'approximation avec laquelle on peut calculer /r (a + 1) par le développement trouvé prjîcédemment.
Soit w„ le terme qui dépend des coefficients B„, on aura, si l'on ne considère que les valeurs absolues des termes
et, a cause de la premiîre des formules (19),
Un^x (2w--Jj2»
tt„ 4 z* a* '
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OU encore, a fortioriy
Wm4-1
Un X
Donc, tin+i sera inférieur à w„ tant qu'on aura n < 3a ou n = 3a. Nous voyons donc que si a est plus grand que 1, la série trouvée pour cj(a) est décroissante dans ses derniers termes; si a est un nombre entier, les termes successifs sont de plus en plus petits certainement jusqu'au terme de rang 3a et même de rang 3 a + 1 .
Désignons par £„ la valeur absolue de Terreur commise en s'arrêtant dans le développement au terme multiplié par B,„ on sait que Ton a
Bn-H l_
'^"^ (2yn-l) (2W-+-2) a*"-*-^' ou encore, à cause de la formule (19)
et en remplaçant B« par sa valeur approchée,
6 a \eT.a)
Nous avons vu qu'il convenait d'aller dans le développement au moins jusqu'au terme 3a. En faisant u = 3a dans la formule précédente, il vient
C3«^^y eue, et comme a est égal à 1 , on a à plus forte raison
-im-
et l'on voit que l'approximation est d'autant plus grande que a
est plus considérable. L'erreur commise est en tout cas du signe du premier terme négligé.
La série que nous avons obtenue pour / r(a + 1 ) a reçu le nom de formule de Slirling.
Dans sa Melhodus Differentialis sive Tractatus de summalione serieriim.,.^ Stirling avait résolu une quantité de [)roblèmes importants de la théorie des séries et plusieurs questions concernant en particulier les expressions de fonctions de très grands nombres qui se présentent si fréquemment dans la théorie des probabilités. C'est parmi ces fornmies que se trouve celle qui a spécialement attiré Tattention des géomètres et que Ion a désigné sous le nom de fornmie de Stirling.
Celte formule n'est qu'un cas particulier d'une formule trouvée par Mac-Laurin et que Ton attribue généralement à liuler. La fonnulo générale et le cas particulier qui nous occupe sont des séries divergentes. Leur emploi devrait donc (Hrc rejeté. D'autre part, la série de Stirling est d'une utilité telle qu'on peut la considérer comme indispensable; on se voyait donc forcé de la conserver malgré sa divergence. Il était cependant impossible de faire pour cette série une exemption aussi extraordinaire et aussi peu légitime. C'est pourtant ce qu'ont fait Legendre {Exercices, t. 1, p. 294) et Gauss lui-môme {Werke, t. III, p. 152).
Binet (/. Ec. PoL, cahier XXVIII, 3® p.) a essayé do remédier à cet inconvénient en substituant à la formule do Slirling d'autres développements toujours convergents; mais la sérift de Stirling peut ôtre conservée à la condition de la rendre finie, c'est-à-dire de s'arrêter à un terme déterminé en donnant l'expression du reste. C'est ce qu'a fait Cauchy dans son Mémoire sur la théorie des intégrales définies singulières {Exerc, t. II, p. 395). Plus lard, Schaar {Méni. Cour. Ac. Belg,) donna une nouvelle expression du reste. Cette question importante donna naissance à do nombreux et remarquables travaux.
Cauchy, C. iî., t. XXXIX, p. 133.
Raabe, /. de Cr,, t. XXV, p. 147 ; t. XXVIII. p. 10.
T. m (ae Série}. 7
1)8 G. BUUNKIL.
Liiiibonrg, Théorie de la fonction gamma. Gand, 1859.
Liouville, /. de Liou,^ t. XVH, p. 448.
Malmslen, J. de Cr,y t. XXXV, p. 55.
Genocchi, BulL Ac. Belg., t. XXI, p. 64.
Bauer, J. de Cr,, t. LVil, p. 256.
Genocchi, Annali di Se, M. e /., III, p. 406, V, p. 91 et 102.
Bonnet, C. R., t. L, p. 863.
Gilbert, Mém. Ac, Belg., t. XLl.
Hermite, AUi di Toriuo, t. XIV, p. 95.
Boupguet, Ann. Ec. Aor.; thèse, p. 56.
La détermination du terme où il faut s'arrêter dans la série de Slirling n'a otc faite au moyen de Texpression du reste que nous avons donnée que d'une façon imparfaite, quoique suffisante dans les applications. Les différentes expressions du reste par des intégrales définies obtenues dans les Mémoires que nous venons de ci 1er conduisent à des résultats plus précis.
Schaar s'occupa de cette question {Mém. Cour. Ac. Belg., t. XXII, p. 7 et 12). Lîmbourg (Théorie de la fonction gamma)
a fait voir que les termes vont en diminuant jusqu'au rang dont
l'indice est compris entrer, a -h r — 1=-^ cir.a -{- r en désignant
par « la valeurdel'argunjent. Genocchi {Il Cimenlo,[. VI, p. COO)a
énoncé une limite moins précise. Bourguet {Ann. Ec. Aor,;
thèse, p. 27) a trouvé pour valeur de l'indice tm + , — tt^-
en négligeant les termes de degré supérieur par rapport à _ .
"ï* cl
En ce qui concerne les nombres de Bernoulli, remarquons que Adams (J. de (V., t. LXXXV, p. 205) a donné les valeurs des 02 premiers nombres.
Une bibliographie très complète de la théorie de ces nombres a été donnée par Ely {Am. J. of Math., t. V, 1882, p. 228-235).
g 14. La formule de Slirling donne en la différentiant une ou plusieurs fois dos formules qui peuvent être utiles, bien qu'elles soient divergentes.
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Hemarquons, en effet, que dans la formule (12) du paragraphe précédent, la quantité 6 est indépendante de a. On aura donc, en différentiant u fois,
g-ax rjp'X-^-i»*-* ff X
cest-à-dire, en raisonnant comme nous Pavons fait précédemment,
..,#a(^)_^ i..! i .. (yH-2)! 1
rUl+.«
(2) < H-(-.rr-iB„
H-( — IV'OlUi
2nî «u-^^'-i
6 étant une nouvelle quantité positive comprise entre et 1.
Quand a est suffisamment grand, les termes du second membre vont d'abord en décroissant, et rerreur commise quand on s'arrête à un terme quelconque est moindre que le terme suivant et de même signe que ce terme.
La formule
donne
rf/r(aH-l) , i dv5{a)
(ta za da
^ ^' da^ "" ây--' 2af* ^ ^' rfa?*
On obtient donc par substitution
Ces résultats permettent de calculer la constante d'Euler avec telle approximation qu'on le voudra.
En supposant a entier, on a, d'après la formule (16) du § 8,
mais les Tormules précédentes nous donnent le développement
de :; et il vient, en substituant,
da
la série qui se trouve dans le second membre étant divergente, mais telle que, si Ton s'arrête au terme qui dépend de D«, Terreur
commise est nmindre, en valeur absolue, que --^ aV ^m-h - On
pourra donc, en prenant a suffisamment grand, obtenir y avec l'approximation que l'on veut.
Comme nous l'avons déjà dit à l'occasion du calcul de la constante d Euler, la formule (7), qui est alors la plus pratique malgré sa divergence, a été donnée par ce géomètre en 1769 (iV. Comm., t. XIV, p. 153) [V. §7j.
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§ 15. L'expressioa de n(a) sous forme dMnIégrale définie conduit à d'autres développements en séries.
On a
ou bien, à cause de F identité
i ( i _ ^ _ *\ _ ! g"Cr— 2) + 2 + .r '
X \ï-- e~^ X 2/2 x'iï-e^) '
En développant en série Texponentielle qui apparaît au numérateur, il vient
^^ 2jo (J"^^— iL-^! 4! (w-f-2)! J
Considérons dès lors l'intégrale elle peut s'écrire, en multipliant et divisant par c""^,
a;" 1 rfiT.
ou bien, en effectuant la division,
Or, on a en général
en sorte que Ton a
/ -dx = n\\ ,— r, + , Cl u.i+-- F=^*- 7 ^ ^'
En substituant dans (2), il vient
\ ^(«) - 2 L2.3 L (ÏÏT^' ^ 3/4 L (^T^)' "*■ -
••■^(H+l)(«H-2)Zd(aH-]t)r+' "J"
L'expression connue de lX(a fi) donne alors
ir 1_ i_ ]
cT(a) et par suite cette dernière série sont convergentes pour toutes les valeurs de a telles que le module de chacun des termes (a -f 1), (« + 2), (a -V 3)..., soit plus grand que 1, mais elle se prêle difficilement au calcul numérique.
La série (4) a été donnée par Binet (/. JEc. P^t., cah. XXVII, p. 2:20). La démonstration que nous en avons donnée est de Bourguet (An». Ec. Norm.; thèse, p. 15).
Binet (C. iî., t. IX, p. 158) a aussi donné la formule
qui a été attribuée à tort à Féaux, à différentes reprises. Revenons encore à la formule
il vient, en posant 1 — e~''=ty
(6) rs
çt occupons-nous du coefficient de (1 —ty~^ sous le signe 1.
Il est facile de vérifier que l'on a identiquement :
J(^-t^[i-{i-ty]dv
ou bien, en prenant Tintégrale entre les limites et 1,
Le coefficient considéré s'exprime donc sous forme d'intégrale défînie et on a
Puisque v est positif et que / est compris entre et 1, on peut développer (l — /)'' par la formule du binôme; séparant alors les différents termes dans le second nombre, on a
ri _ 1 _J 1 J
\ [J 2 "*" Ûi — ^;J/(l-0
où les coeflicionts a ont les valeurs suivantes :
fl = I I — A f(i — r) (2 — r)df = --r„.
(8) JoVi / 120-
(ï„= I (- — v\ !(1 — 1')(4 — r)...(/n — [ — v)dt\
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En substituant dans la formule (6), on a
f ... 4- ^1 (I— /V-'r-»dr-h ...
Op, rintégralion par parties donne
et comme on a directement
il vient
a(^(i 4- 1) ... (a + m— 1)' et par suite
. — nT(a) = 7 ~ + --^ — ^-r- + ...
m a(a-h 1) ... (a-f-fw — i) On a donc
(ll)/r(« t-l)=î/27:-fl iYfl^-^V«-y- iT-^^^ r.
série convergente pour toute valeur de a et particulièrement lorsque a est assez grand.
La formule (1 1) est encore donnée par Binet dans son Mémoire sur les intégrales Eulériennes (/. Ec. Pol.y cah. XXVII, p. 339). La démonstration que nous avons donnée est de Schlômilch {Compendium, t. II, p. 260).
Binet a aussi donné un autre développement à peu près de même forme que le précédent (p. 231) :
où les coefficients ont, d'après M. Bourguet qui a tiré ce développement de la formule (3), les valeurs suivantes {Ann. de l'Ec. Norm.; thèse, p. 59) :
*io —
Binet s'était occupé de la démonstration de la convergence de ces séries. Celte question et celle de la détermination du reste quand ou s'arrête à nn certain terme, ont été reprises par Genocchi (Bull. Ac. Belg., t. XXI, p. 84; t. XXXVI, p. 550; Annales Tortolini, t. Il, p. 380), par de Trily {Bail. Ac. Belg., t. XXXV, p. 30) et par Gilbert {Mém, Ac. Belg., t. XLI, p. 14-2i). Il nous aurait fallu presque doubler l'étendue de cette monographie pour exposer les différents résultats auxquels on est parvenu à ce sujet.
§ 16. La formule
{{) IV (a; = nln -ïla -h / U -\- ")] 4- ... +lU-^-\ dunnc, en prenant la dérivée des deux membres,
(la a a 4-1 « 4-w
A ce point de vue on peut remarquer que Ivia) et à (a) se présentent comme différences de deux quantités infiniment grandes.
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Il n'en sera plus de môme de la dérivée seconde — , ^ que nous désignons par 7(0). On a en effet
la série étant prolongée indéfiniment. Cette série est convergente pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de a. Elle définit une fonction, pour tous les points du plan, qui ne présente de pôles qu'aux points 0, — 1, — 2, ... — w, ...
Anx propriétés fondamentales de la fonction r correspondent pour 7 les propriétés suivantes :
X(a-+-l)-x(fl)=: — -„ (4) { /-(«^-^^/^^^-^^^Isin'aJ'
Nous les déduisons par différentialion, mais elles peuvent être démontrées directement en parlant de la série (3) qui définit x(a).
La formule (3) a été donnée par Gauss {Werke, t. III, p. 154). Gcnocchi {BulL Ac. Belg,, t. XXXVI, p. 557) a remarqué que
celte expression de ^j~r " élait une conséquence Immédiate des
résultats auxquels Euler était arrivé en traitant des fonctions inexplicables ( Cale. Diff., t. II, p. 615).
C'est à l'aide de cette formule que Legendre a démontré la relation de Gauss (Exerc., t. Il, p. 17). Il avait déjà rencontré {Exerc.y t. I, p. 261) dans la théorie des intégrales Eulériennes des séries plus générales que celle qui figure dans le second membre de l'équation (3). L'importance de cette même formule a été reconnue depuis longtemps.
Serret, Cale, D. el /., t. II, p. 209.
Schlômilch, SludieUy t. I, p. 44.
Meyer, Vorlesungen.,.y p. 154.
M. Hermite {Cours rédigé par Andoyery p. 94...) a montré que Ton pouvait prendre cette formule comme base de la théorie des fonctions gamma.
On peut démontrer, en partant de Vexpression de x(«) en
série, que la fonction y^ est holomorphe dans tout le plan.
Multiplions les deux membres de Téquation
par da, et intégrons entre les limites 1 et a, on aura
\« -f^ 1 a + nf série convergente puisque le terme général est
n 4 J a + n (n -h 1) (rt -h w) ' La constante c se détermine en faisant </ = I , et on aura
Y étant la constante d'Ëuler.
Changeons a en a-f-l, multiplions de nouveau par du et intégrons entre les limites et a^ on a
^'^ 'r(;iirr,=v-.-:/.i -h«)-.] -. . . -^[/(i-.;;) -g.^-.. .
et il est inutile d'ajouter une constante, comme on le vérifie en faisant a = 0.
En développant dans le terme général le logarithme, on voit immédialement que cette série est convergente pour toute valeur de a.
Repassant des logarithmes aux nombres, il vient
(8) ^, — ,- = er'n[\ + -\e ":
-TT} rc est donc une fonction holomorphe dans tout le plan, et
on a son expression sous forme de facteurs primaires.
Les recherches de Vandermonde, Kramp, Bessel, Grellc, Eytelwein, Oettinger, Ohm, Rnabe et Hoppc sur les faclorielles ou facultés analytiques, avaient conduit à des résultats intéressants, mais aussi à des contradictions que Ton ne pouvait lever. Weierstrass (/. de Cr,, LI, p. 1 —GO) reprit la question de la détermination des conditions nécessaires et suffisantes pour définir les facultés analytiques.
C'est dans ce mémoire fondamental que Weierstrass établit
rholomorphisme de la fonction jt- s-et la décomposa en facteurs
primaires.
Au dernier point de vue, il est à remarquer que Newman {Camb. and Dub. /.., t. III, p. 59) avait déjà mis T{a) sous la forme
a 1 -ha , ,
Schlômilch {AnaL Stud,,t, I, p. 45) a retrouvé cette dernière
formule en la tirant de la définition de Gauss.
M . Bourguet a montré très simplement rholomorphisme de r-— en
remarquant que sin aT.Y{a) = sina7w[P(a) + Q(a)];8ina7:Q(a)
est holomorphe, dans le produit sina7:P(a)les pôles disparaissent.
On en conclut que ,_ et par suite pj— . est holomorphe
(Ann. Ec. Norm., thèse, p. 29).
La formule
r(a-hl) i \ nj
donne
et on peut employer celte forme donnée à la fonction gamma pour en démontrer simplement les propriétés fondamentales. Nous nous en servirons pour établir une formule qui comprend comme cas particulier la relation des compléments. Cette relation peut être mise sous la forme
r{i-ha)r{i — a) = -:
sin ar.
ou bien encore, en employant Pexpressioii de sinar. sous forme de produit influi:
1X1 - ?,7) rri -7,n) -^IV" nV '
en désignant parc, et p, les racines de Téquation
D'une façon plus générale, en désignant par s,, 5^, ..., c., les racines de féquation
i' — I5 on aura
ou encore
En effet, en désignant par w le premier membre de la dernière formule, et remplaçant r par son expression (2), il vient
U — p.rO .,.{z — putt) li( t-i--— p.- I ... li-h- — pv- le"" ^ '^ I \ n ^ II) \ n ^ h)
mais on a
et par suite
(z'— a') n|l + -|Yl — — \e'^
OU bien, en supprimant les facteurs communs,
= 7('-(-iTir)
et la formule est démontrée. En faisant 2;= I, v = 2, on a la relation des compléments.
Lorsque Ton fait z = l, v étant supérieur à 2, la fonction qui apparaît dans le second membre n'est jamais périodique, et il en est de même de la fonction
En effet, les zéros de cette fonction sont à Tintersection des cercles de rayon 0, 1,2,... avec les segments partant de l'origine et faisant
avec Ox des angles respectivement égaux à 0, — -, -\... ; — -.
Leur distribution dans le plan est donc bien différente de celle qui s'offre dans le cas des fonctions périodiques.
Cauchy s'était occupé dos relations qui existent entre les fonctions r {Exerc, t. II, p. 398...); Liouville signala certaines
particularités du quotient , , ,,. où la = ïa'. La propriété
démontrée précédemment est due à Mellin {Acta Mnlh.y t. III, p. 102). Voir aussi Hermite {Cours rédigé par Andoyer, p. 105).
CALCUL DE LA FONCTION GAMMA
Développements en séries.
§ 17. On a, d'après ce qui a été dit jusqu'ici, différentes formules générales pour calculer par approximation les fonctions gamma.
On a d'une part
/r(l4-«)=---va4-^S,rt»-Js,a'H-J^S,a*~...,
Lorsqu'il s'agit de calculer lT{b) pour une valeur donnée de 6,
on peut toujours réduire la question au cas où 6 = 1 +(t, a
étant <âO" même <.. Les suites précédentes sont alors convergentes, en sorte que le degré d'approximation auquel on peut parvenir avec elles nest limité que par Tapproximation même avec laquelle on connaît S„ S3, S,. ....
Si Ton veut avoir les logarithmes ordinaires de la fonction r, il faut multiplier par le module m = 0,43429 ... tous les termes algébriques du développement employé.
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En posant, par exemple,
m(l-Y) = B, ^-(S,-1) = B3, |(S,-1) = B„..., on a
Iogr(l+fl) = 5log-. ^l-
+ Ba— Çja' — B^a' — ....
II est cependant préférable d'employer la formule de Slirling:
^2 \ 2/ 1.2 (/ 3.4 a' y.6rt*
Ce développement donne lr{a) avec une approximation d'autant plus considérable que a est plus grand; il est facile de voir, par exemple (§ 13), que pour avoir lT{a) avec douze décimales exactes, il faut que Ton ait a>5 et il suffira alors de calculer les sept ou huit premiers termes de la suite qui apparaît dans le second membre.
Si Ton veut connaître la fonction gamma quand Targument varie de 1 à 2, on se servira de la formule
in a) = /r (4 -+- a) — / [flf (1 4- a) (2 + a) (3 4- a)] .
où le second membre est maintenant facile à calculer.
Lcgendre a donné des tables de logr(fl) de millième en millième, d'abord avec sept décimales {Exefr., t. i, p ilOi), puis avec douze décimales (t. Il, p. 86).
Ijessel {Werkc, t. il, p. onO) donne des tables de la fonc-
tion log :•
Gauss a fait calculer par Nicoljiï les tables suivantes de logr(/ï) à vingt décimales et de 6 (a) à dix-huit décimales de centième en centième.
Bellavitis {Afem, dellst, Venclo, 1874) a donné entre autres tables celle de lV{a) de dixième en dixième, depuis 10 jusqu'à 12 et à 8 décimales.
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lo{?r(r)
T. l!l (2* se rie).
G. BRU.V'EI
logr(z)
-Kî)
9700 Îi946
tH8 851 5282
9,947 /jôl 4835
lojr r (s)
logr(c)
MO
§18. La marine de la fonction lT{a) nous montre que la fonction T{a) a un minimum pour une valeur de a comprise entre 1,46 et et 1,47.
La formule
permet de trouver une valeur approchée de la position oîi il y a iiiinimuni.
Legendre a trouvé qu'il correspondait à la valeur
a = l ,46163 21451 105 et que Ton a alors
lr(a) = 9,94723 91743 9340.
La formule élémentaire
montre au moyen de la méthode de Plana que l'équation Y' (a) = n'a pas de racines imaginaires et qu'en outre de la racine positive, elle en possède une infinité d'autres toutes négatives, et comprises successivement entre et — 1, — 1 et — 2, ... Les valeurs de la variable auquelles correspondent les maxima ou les minima de la fonction tendent de plus en plus à se rapprocher des pôles. Partons de l'équation
r' (a) r(l-fl)
-— -T — -; = — :: cotai:
et soit, pour une grande valeur de a, a= — n + a? la racine de l'équation r' (a) = comprise entre — a -t- 1 et — a. On a pour déterminer x la condition
— — ^ — zCOlZiT,
I (7*4-1— ^rj
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qui devient, en tenant compte de la valeur approchée,
lV{a 4- i) =z^ /2^ - a - (a-i- ^ la,
/(n— x) 4- ^7 r = 7:colT:a?,
ou bien, en négligeant les termes de Tordre - ,
In = x 001^,^5
j? = - arclg — = — ; z In In
on a donc à peu près
In
C'est à M. Hermite (/. de Cr., l. XCI, p. 336) que Ton doit celte démonstration si élégante. M. Bourguet (Alii di Torino^ t. XVI p. 758) est revenu sur cette question, il a donné les valeurs correspondant aux deux premiers intervalles
En général x^ et x^ étant deux racines correspondant à deux intervalles consécutifs, la racine correspondant à Tinlervalle suivant est comprise entre
§ 19. Nous avons vu précédemment que la fonction rrr^était
holomorphe dans tout le plan et par suile développable en série convergente pour toute valeur de a. Occupons-nous de la détermination des coefficients de ce développement. Posons
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on a
G(a) = lim n--a{\ + a) (l + ^) ... (l h- ^|). Écrivons
(1 4-5J ... ( 1 + - j = 1 + A^a 4- Ajtt' -+- ... + An-ia'"'^
le coefficient A. étant la somme des combinaisons i à i des quantités 5, n ,...-. Or, on a en général
iDa^flg ...a, = iûfi2^iaj ... ai-i — saîsaiflj ... a.-, + ...
...-H(-n^^2a;, et par suite
«A, = StA,_i--S,A._2 H- ... + (— iy-^S._i;
les coefficients A ne dépendent donc que de S,, S„ ..., S«. D'autre part
et par suite
G{n) r a In a^lnY a'{lny 1
[1 + Ajrt H- A, a' 4- ... -+- A„a"]
~ 1 H- AJa -h A'^a' 4- ..., en posant
A,- ^^^ Ai A,"_i — -f- Ai_2 ~:^~T~ ~^" ••• "^ ( *) ^1 •
Or, si l'on pose
on a successivement
2a; = -ca;-5„
o A 3 = — LAj — ^jAi 4-53,
et en général
iAl = — CALi — s^AL,-^s,AU—.., 4- (— iy-^5,,
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et lorsque n augmente indéfiniment on s«'^il, d*apros la définition de la constante d'Euler, que
Les formules précédentes permettent donc de calculer successivement les coefficients cherchés.
Il est facile de faire entrer le facteur (1 + a) dans le développement. Les nouveaux coefficients s'obtiennent par Taddilion de deux coefficients conséxîutifs.
La même méthode s'applique au développement de
Les développements précédents permettent de trouver une série pour T{a) présentant quelque utilité.
On a
les coefficients A étant maintenant connus.
Le facteur
l H- Ajfl 4- A, a* 4- ...
ne devient infini pour aucune valeur de a de module moindre que 2; on peut donc développer en série ordonnée suivante les puissances de a dans un cercle de rayon égal à deux et écrire par suite
les coeflîcients B devant satisfaire à Tidentité :
1 =: (1 -f- Ajrt-H A,rt' H- ...) (I 4-Bia-i- B,a' + ...).
On peut donc déterminer successivement les quantités B par la formule
B/ 4- B/_i Al 4- ...-+- B, A._i -h A, =: 0.
Nous avons mis Y (a) sous la forme
OÙ Q{a) est une fonction holomorphe; occupons-nous du développement de cette fonction. On a, d'après ce qui a été vu,
Q(a) = Co + c^a 4- c^a* + ... 4- c„a" + ...5 où
Ji ^ ' X
On peut tout d'abord trouver une limite de c„. Écrivons
1 /•* "_i / lx\*
Cn^:-—:] X^ C~' [ — -] dX^
or, le maximum du facteur
est (-) , on a donc
a;' ^'da? < I-
n\ \ej J i ^ \c/ V{n-i-i)
ou bien encore, en employant la relation de Gauss-Legendre,
"""^wW 2"
c'est-à-dire, en remplaçant r ( — ^—) par sa valeur approchée
" b-'iï
Mais pour le calcul des coefBcients, il convient d'avoir recours
aux développements déjà trouvés.
On a
a(a+l)r(a)= 1 H-Bia4-B,a* + ...; mais
a{a ï l)r(«) = r(fl + 2) = P(a4-2) -+- Q(a-f-2)
=::rP(a + 2)+ - + c
X-hC
Le développenient de P((i+2) résulte imrnédiateincnt du
développement de suivant les puissances de a. Égalant
alors les coeflicienls des différentes puissances de a dans les deux expressions de r(a + 2), on a
\V î 3"' "^1.2 4» 'V -+- ^-^^o-ts,,
On peut donc calculer successivement c„ c,, c„ ...
Les développements qui précèdent et les calculs auxquels ils conduisent ont été faits par M. Bourguet:
Ann. Ec. Norm. ; thèse, p. 38; Bull. Darhoux, t. V,, p. 43; Acta Math.^ t. II, p. 261 ...
Nous reproduisons plus loin ses tableaux de coefficients. Schlômilch {SchL Z., t. XXV, p. r{37) déduit de la formule
la possibilité du développement suivant :
où Ton a
H.= l, H.=0, H,=-^, mH„=2(-l)'-'H„_»2A-*.
Il en déduit
— Ko-hK^P + KjP + ...,
kiHin + l A^«
fc =. S A » 1
il donne également R« sous forme d'intégrale définie.
Tableau des coefficients A
= a(a + 4) (1 + Ajtt 4- Aja' + ...).
. tt>
Ajo —
An
Ah
Au-
An
^ÎO
0(KX) 0000 0012 0028
Tableau des coefficients a
a,4=: 4ajj= —
a.ft^=
'ÎO
SI
0001 2805 0282 3882 0000 2m3 4854 7741 0000 0125 0493 4758 0000 0113 3027 2314 0000 0020 5633 8420 0000 0000 6116 0950 0000 0000 5002 0075 (KXK) 0000 1181 2746 0000 0000 0104 3425 0000 0000 0007 7826 0000 0000 0003 6962 0000 0000 0000 5100
a^^z=z — 0, (HWK) OiMK) (HKK) 0207
ii^5
Tableau des coefficients du développement
= c~*^a(a-hi)(4 + A,a' + A,a« -h ...)
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Tableau des coefficients du développement
T{a) = P(a) + Cq -h Cj a -h c, a* + ...
Tableau des coefficients du développement
(1 4- Bitt -f- B, a'-h ...)•
APPLICATIONS DE U THÉORIE DE LA FONCTION GAMMA
L'intégrale (1) r x^'il-xy-'dx
a reçu le nom d'intégrale Eulérienne de première espèce. Suivant une notation adoptée par plusieurs auteurs, nous la désignerons parB(p,9).
La fonction B (p, q) se ramène aisément aux fonctions gamma ou intégrales Ëuiériennes de seconde espèce.
Cette intégrale est une fonction symétrique de p et de q. Si Ton pose, en effet, a? = 1 — y, l'intégrale devient
et on a donc
Si, dans la formule (1), on pose x = -. , on a
et par conséquent aussi, à cause de la symétrie démontrée,
dz.
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En ajoutant membre à membre les formules (2) et (3), on trouve
■^"îjj TTTT^F^^^'
et si^ dans la secon^ntégrale, on fait z = -, elle devient
2Jo (1
2Jo (i-^yy^
dy.
Les deux termes du second membre de (4) sont donc égaux, et Ton obtient B (p, q) sous celte nouvelle forme :
On a entre les fonctions B et les fonctions r la relation
(6) Bia,b) = ^^.
Si Ton multiplie^ en effet, les deux intégrales
r{a) = j er'^xf'Hx, J
on obtient
er^ (Xf^' e-^ y^^ ix iy .
Posons
et il vient
J oJ
= T{a + b) r»«-' (1 —»)»-' de,
T. III (8« Série).
et par suite
J^-Hi '^v)'-^dv = B(a,&) = Y^^^
Si, par exemple, on fait a + 6 = 1, on obtient, en prenant B sous la forme (2),
formule déjà établie précédemment.
On peut ramener aux intégrales Eulériennes de première espèce et par conséquent aux fonctions r l'intégrale
(8) f ar-'H—xry-'dx.
Si l'on pose, en effet,
ixf^ = y, elle devient
On peut au moyen de cette intégrale trouver des relations curieuses.
On a, par exemple.
l^l-o;* «Z» LrM
)IONOGRAPHIi-: DE LA FONCTION GAMMA. 131
et en multipliant ces deux équations membre à membre, on a la relation
r x^dx n dx _ ^\4/L^\2/J _x
Les recherches sur les intégrales (1) et (8) remonlenten réalité à Wallis.
On doit encore citer à ce propos la lettre de Newton à Oldenbourg, du 24 août 1766.
La même question s'offrit à Stirling {Tractalus... de interpolatione...^ p. 125).
Mais les premiers travaux importants sur Fintégrale
a7''^*(l— a?")" dx
sont dus à Euler qui représentait cette intégrale par le symbole (-] {Nov. Comm. Ac. Petr., t. XVI, p. 91) ou bien encore
par le symbole (p. q) {Nov. Acia Ac. Petr, y t. V, p. 86) et qui a traité à différentes reprises des réductions qui existent pour une même valeur de n entre les intégrales correspondant à des valeurs entières et différentes de p et de q.
Legendre(£a;^c., 1. 1, p. 221) adopta tout d'abord le signe (-),
puis {Exerc, t. II, p. 3) il montra la réduction de l'intégrale précédente à l'intégrale
3i^'-^{l—xy-^dx,
pour laquelle il a choisi le symbole (p, 9).
La notation B (p, q) est de Binet (/. Ec. PoL, cah. XXVII) et a été généralement adoptée.
La formule
B(p,î) = B(î,p) avait été démontrée par Euler dans le cas où l'on a p + 9 = 1 .
Legendre la démontra d'une façon générale {Exerc, t. I, p. 222).
La réduction des intégrales Eulériennes de première espèce aux fonctions gamma remonte à Euler {Cale. Int. y t. lY, p. 9âet p. 252), mais le procédé d'Euler pas plus que celui de Legendre {Exerc. ^ t. II, p. 6) ne présentaient la rigueur nécessaire.
Poisson (/. Ec. PoL, cah. XVI, p. 404) donna une première démonstration rigoureuse; celle qui précède n'est qu'une modification due à Jacobi du procédé de Poisson («/. de Cr.y t. XI, p. 307).
On est revenu bien des fois sur cette propriété importante.
Lejeune-Dirichlel, /. de Cr,, t. XV, p. 266.
Plana, /. de Cr,, l. XVII, p. 25.
Binet, /. Ec. PoL, cah. XXVII, § 15, p. 295.
Cauchy, J. Ec. PoL, cah. XXVIII, p. 147.
Lobatschewski, Mém. Kanan, 1835, p. 1.
Schaar, Mém. Cour. Brux.^ t. XXII.
Catalan, C. R., t. XLVII, p. 545.
Realis, BaltagL &,, IX, p. 345.
Dans un Mémoire excessivement remarquable, Binet (/. Ec. PoL, cah. XXVII) s'est occupé d'une façon toute particulière des fonctions B considérées indépendamment de la fonction gamma. Il a traité tout au long la question du développement en série de B (p,9). Il a été en même temps amené naturellement à examiner différents développements de la fonction r que nous avons eu Toccasion de citer.
§ 21. Considérons l'intégrale
sin"^*iPC0s""^a?d£P.
Si l'on pose
sina; = y,
on trouve
(1) r'sin"-'»cos"-"a5djj=r r~'(l— y*)^ ''<y =
Si en particulier on fait m = n, on en déduit
(2) ^i^r/; sin- 2. rf. =,^.£sin-.z rf. = L A2_/J.. Mais on a, d'autre part,
Tsin— »2:rf2:=:2 nsiD^»~^grfz = — ^ \ »
Comparant les deux valeurs de rintégrale / sin'"~*z(iz ainsi
obtenues et remplaçant r f - j par sa valeur, on retrouve la relation de Legendre, cas particulier de la relation de Gauss:
2«-r(f)r(îî4ii)=:K-:r(«).
La formule (I) s'est présentée à plusieurs auteurs : Jacobi, /. de Cr., t. XV, p. 1.
Schlômilch, Gr. Arc, t. IV, p. 316.
Oettinger, J. de Cr., t. XXXVIII, p. 162; p. 216. Ohm, Bestimmle Int.j p. 49.
Lobatschevvski , Mém. Kasan, 1835, p. 211.
Bonnet, /. deLiou.y t. VI, p.
Raabe, Iniegr. Rech., p. 222.
On a
ax =
(x- + ff)«+f* a? (1 + a)' r(i -H P)
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Posons, en effet,
et r intégrale devient
r y— iy,
Jo [(i4.a)y-ha]*+P et en faisant
on obtient
a^a + aYJo
2'"^ rf.^ 1 rwro)
(1 + a)«Jo (1 +z)«-^P a^(l + a)« r(a-+-P) '
Si Ton suppose a + p «= 1 , on a
Jo (1— a:')*a?'~*'(.ï? + a) a'-^(l-f-fl)'' ^ sina::.a'-'(l -hrt)^" Si dans l'équation (1) on fait x = cos'ô, on a
2 /-^ cos'^^esin'P-^e ^^ ^ 1 r(x)r(3)
Jo (a-+-cos'0)'-^^ rtP(l4- a)* r(a4-&) '
qui peut s'écrire, en posant a + 1 = mky a = nkj
(6) 2 n cQs'^"^^s'P''^^Q rfo ^ J_ r(a)rffl ^
J (w cos" 4- w cos' 0)*+^ m' n^ r(a -*- p) '
Les formules (3) et (4) ont été données par Abel {J.de Cr.^ t. II, p. 22).
Pour la fornaule (6) voir Schlômilch {Hôhere A7ialysts, p. 85).
L'expression de A(a+1) sous forme d'intégrale définie conduit à la détermination au moyen de fonctions gamma de quelques intégrales remarquables.
et en changeant a en a + 6, 6 désignant une constante positive^
dlTia-hb-^l) r / ^ ^^'' \
Jo \ X
dx,
da ' ' -i *-"^
et, par soustraction,
da I(a-f-i) Jo ^—^
En intégrant relativement à a entre les limites et a, on en déduit
On a de même :
r(fl4-6-K?-4-l) _ /»' (<— a:"-^<^)(l — a?^) r(a4-c+l)r(fe-f-l)"~ ' • '
et par soustraction
r(a-f-i)r(a-f-6-f-c-f-i) ^ r' xf{i-x')H-^x^) ^^
Jo ^ ^ X
Dans réquation (8) changeons a en c et soustrayons membre à membre les équations (8) ainsi transformée et (9), il vient :
/ r(a-+-6 + l)r(a-hc-f-l)r(64-c4-l)
)r(6+i)r(c+i)r(rt-*-ft-+-c4-i)
(10) ^ ^i (i-a^)(i^ag^)(i^a:c) ^^^
(1— ir)J-
En continuant d'appliquer le même procédé, on arrive d'une façon générale à exprimer au moyen des fonctions gamma les intégrales
dx
et
''af(l'-x'){l — x'') ,,.
(12) / ^^^"-^^^^".^^- rfo;.
quel que soit le nombre des facteurs qui apparaissent au numérateur.
Si dans l'équation (9) on remplace x par a?', on obtient la formule
et, en faisant c =^ ây
r a^^H-a^) ^ r(a + fc + l)r(a + g)
ou bien, si l'on fait 2o + l = a— 1, 2(a + t) + 1 = P— 1,
(1-..)^. r(|)rf-ii)
La formule générale (12) fournit la relation suivante
'x^ix—iy^
^dx
= 2(-i)^-^ ^— ^ -Kn-ha-hl-p)
lorsqu'on y fait 6 = c = d = ... = 1, et que Ton emploie la
relation r(a -h 1) = aT{a).
En posant i- = 5, et a -}- 1 = p, la formule précédente
devient :
Des cas particuliers des formules (7) à (12) avaient été donnés par
Legendre, Exerc, t. II, p. 111.
Cisa deGrésy, Mêm. Turin, 1821, p. 209.
Binet, /. Ec. Pol, cah. XXVII, p. 123.
Mais c'est à Stern {Goii. Siudien^ 1847) que sont dues les formules générales.
Kummer(/. de Cr., t. XVII, p. 210) avait donné la formule (15).
§ 22. Occupons-nous maintenant des intégrales
'* cos bx , r* sin bx
... rcosbx. r
Nous partirons de la formule
dx.
^" r(«)Jo
qui donne
/ — --rfa? = -— -1 cosoxrfa? / er'^ z""^^ d z , Jo x^ T{n)J, Jo
rsmbx, ^ r ' u ^ r
Jo X" V{n)J, J,
er^z''-^dz;
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ou bien, en changeant Tordre des intégrations, j Jo a?" r(n)Jo Jo
^^^ I rsïnbx^ i r r^ r . L ^
I dx = ——i z^-^dz I ^^sinbxdx.
Or, l'intégrale
donne, en y faisant a= z — 6t, en sorte qu'il vient :
et en posant z*=^b*Uy les intégrales des seconds membres se ramènent à des intégrales connues, et Ton a enfin :
/ (** cosbx _ b"-^
r CCS I
Jo ^'
r (W) ^ HT.
' Jo a?" "^""rWo . Wî:*
. ^ ^ 2sm --
La première de ces formules suppose n compris entre et 1, et la seconde le suppose compris entre et 2. Dans tous les autres cas, les intégrales sont infinies.
On peut distinguer comme cas particuliers ceux où r(w) s\'xprime sous forme finie.
En faisant n = 1, on a.
sma? , TC X 2
En faisant n =^ 5,
r* cosbx . r'&mhx , * / t.
La formule (G) était connue depuis longtemps.
Euler, Cale. Int., t. IV, p. 139.
Mascheroni, AdnoLy p. 52.
Bidone, Mém. Turin, 1812, p. 231.
Fourier, Chaleur y p. 415.
Laplace, Prob., p. 229.
Lobatschewski, Mém. Kasan, 1835, p. 211.
— /. de Cr., t. XXIV, p. 164.
Schlômilch, Gr. Arc., 1. 1, p. 417.
. — J.de Cr.y t. XXXVI, 268.
Il en est de même des formules (7).
Legendre, Exerc,, 1. 1, p. 369.
Bidone, Mém. Turin, 1812, p. 231.
Cisa de Grésy, Mém. Turin, 1821, p. 209.
Plana, Mém. Bruxelles, 1837.
Oettinger, /. de Cr., t. XXXVUI, p. 216.
A l'égard des formules (3) nous renverrons à
Poisson, J. Ec. Pol., cah. XVI, p. 225.
Grunert, /. de Cr., t. VIII, p. 416.
Lobatto, /. de Cr., t. XI, p. 169. Boncompagni, /. de Cr., t. XXV, p. 74.
Oettinger, J. de Cr., t. XXXVIII, p. 216.
Enfin, les intégrales (5) ont été données par Schlômilch (Gr. Arc., t. VI, p. 200. — Studien, t. l, p. 13).
Les intégrales
peuvent s'obtenir de la manière suivante. Partons encore de la formule
f e-^x^'dx = ^.
et pour oL = a + bi, il viendra
l ^-«' 0?^* (cos bx + \^ — 1 sin bx) dx =
(a-hbi)^ r(iA)(a~fet7
Posons a = pcosô, 6 = f sin 6; cette formule donne, en égalant les parties réelle et imaginaire,
er''^ cos bxx^^^dx = — ^ cos 1x6,
e"^ siïibx x^"^ dx = -—^sinpiO.
Si Ton fait en particulier a = 0, on a 6 = ^ et p = 6, on a
i I cosfca?a:^-^djf = -^ cosu. ~, ) Jo 6*^ 2
' I sm 6a?a:^-^rf.T = -^smj;. ^5
qui ne sont autres que les formules (4) trouvées précédemment. Les formules (9) peuvent s'écrire sous une autre forme; on a
b = a igO,
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et elles deviennent
^-«*cos bx x^-^ dx = -^ sinf*6 ces ul6
= -^ cosf*ecosu.e,
(il) < /.• p/ \
' I ^-"* sin fta? a?'*-* da? = -^ sin^O sin {xO
Désignons par n un nombre positif moindre que Funité et plus petit en même temps que u.. Multiplions les deux membres de chacune des équations (11) par
b"^^ db = a" lg"-*0 — =-
® cos'O
et intégrons de 6 = jusqu'à i =oo et par conséquent de 6 = à 6 = ^) on a, en changeant Tordre des intégrations dans les premiers membres,
I x^'^e-^'dx l b'^^cosbxdb
cosi^«-*6sin''-^ôcos[AÔdô,
I x^^^ «""* dx I ft"-^ sin bxdb
^r(tA) p
cosi*-"-* sin"-* 6 sin {x6 dO .
Mais, d'après les formules établies précédemment, on a
. , . ,, r(n) nr.
6"-* ces bx db = — ^-^ ces — -,
iT !£ '
i 6»-' sin bxdb = — V sm -s-
2' et les premiers membres deviennent
. ^ nx /" (»)cos-^J^
r(iA— «)r(w)cos— '
a;i*-»-i e-«* do; = r^
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r (n) sin — ' / a?»^»-> €r-^dx = j;^::;; .
On arrive ainsi à Tévaluation des intégrales suivantes :
ni:
cos-^,
( « cos^*"^ e sm"-» e sin ;aO db ~ ^ ^/, ^ ^ sin —
Jo r(ti.) 2
Si Ton suppose n = u — 1 , on a
r^ix-n)=l, r(n) =
et il vient
COS
Dans les formules (12) n est compris entre et 1 ; si Ton fait en particulier n = 1, on a
j *cosî^-*ecosixede=:0,
t « cosf*-»e sin [xe de = T.
Jo [x— i
En ce qui concerne les formules (9) et (10) il convient de citer :
Euler, Cal. Int., t. IV, p. 134.
Lacroix, Cale. Dif., t. III, p. 490.
Legendre, Exerc, 1. 1, p. 367.
Cauchy, /. Ec.PoL, cah. XXVUI, p. 147.
— Exerc, i8%, p. S8.
Fuss, Mém. Pétersb., 1830.
Plana, Mém. Brux., 1837.
Grunert, /. de Cr., t. VIII, p. 146.
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Liouviile, /. de Cr., t. XIII, p. 210.
Schlômilch, Gr. Arc, t. VI, p. 200.
Oettinger, /. de Cr., t. XXXVIII, p. 216.
Les formules (12), (13) et (14) ont été données par Serret (/. de Liou., t. VIII, p. 489) et se sont présentées à Kummer (J. de Cr., t. XVII, p. 210 et t. XX, p. 1) et à Schlômilch {Sludien, 1. 1, p. 24).
Il nous est impossible de donner même un résumé de toutes les intégrales définies dont Tévaluation peut être faite au moyen de la fonction gamma. Il suffit de jeter un coup d'œil, par exemple, sur les Tables d'intégrales définies de Bierens de Haan, pour reconnaître combien est grand le nombre de ces intégrales. Elles se rencontrent à chaque pas dans les travaux de Poisson, Cauchy, Kummer, Dirichlet, Oettinger, Schlômilch... Voir en particulier Meyer, Yorlesiingen ùber die Théorie du bestimmlen Intégrale, 1871, p. 159-229.
§ 53. Considérons l'intégrale multiple (i) t« = rr... fo~' a??»-^ ... a?;;»-* dx^ rfa?, ... dXn
étendue à toutes les valeurs positives des variables a;^, a;,, ..., x^, qui vérifient la condition
«î/| "T" X^ "F" ... "T" Xn — 1 5
les nombres j\j p„ ..., p« étant tous positifs. On a d'une façon générale
r(Pi)r(p,)...r(p«)
r(i -+-Pi + p, -+- ... -hPn)'
Tout d'abord, pour n = 1 , on a
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Pour n = 2,
J J «/ Pi
r(iH-Pi + p.)'
la formule est donc vraie pour n = 2. Pour n =r 3, on a
en posant y, = 1 — a:,, y, = 1 — rr, — a?,. Si Ton pose
^8 = Î^S -2^8 5 ^î = Jf ^tJ
r intégrale peut s'écrire sous la forme
ou bien, puisque Ton a
y,= 1 — a;,, y, = i — a?^— y,z, = (1— ir^) (1 — z,),
= r a?^'-»(i— a;,)''»+^«da?j T 2?»-» (1 — ;î,y« j 2ï>-'dZj
= B(Pi, 1 -f-z^j + p,) B(p,, iH-p,). -
Ps
iXi+Pi-f-p. + Ps) r(i+p,+P3) r(i+p,) ^ r(Pi)r(P,)r(Pa)
r(i + Pi+P,-HPa)'
D'une façon générale, on posera
1— a?4 = y„ yi — ^1 = ^85 •.•,?«-! — a;„_i = y
puis
et l'intégrale multiple se trouvera- décomposée en un produit d'intégrales que Ton sait évaluer séparément. On trouve ainsi
W = B(Pi,l+p, -f- ... -hP«)B(p„l + Ps4- ... +p„)...
Pn
et, en remplaçant les fonctions B au moyen des fonctions r et supprimant les facteurs communs au numérateur et au dénominateur, on a précisément la formule (2).
Soit maintenant l'intégrale
(3) V = [[,., Çpr'r'^"' ,.. P^''dt,dt^ ... dtn
étendue à toutes les valeurs positives de /,, /,, ..., r„, pour lesquelles on a
9j> Îï» •••> 9«î ^i> *^ï» •••> ^«> ^i> ^î) '«M ^.1 étant des constantes positives.
Si Ton pose, d'une façon générale,
t = ax"\ dt = — x"' dx,
il vient
v = - - I I ••• I ^?' ^f'- ••• ^" ^^1 rf^s ... dx„
ou
«Z*! ~T" M 2 i~ .». "H iPii — !•
On a donc
III (3« Série).
Ut
Uj
Lejeune-Dirichlet a le premier réduit les intégrales multiples que nous venons d'étudier aux fonctions gamma.
Ahh. Ak. Wiss. Berlin, 1839.
/. de Liou., t. IV, p. 164.
La démonstration qu'il donne est différente de celle que nous avons exposée et qui est due à Liouville (/. de Liou., t. lY, p. 225).
La formule de Dirichlet dans le cas de trois variables fournit une détermination élégante des volumes, des centres de gravité, des moments d'inertie de toute une série de surfaces. Considérons par exemple Tellipsoïde
on aura pour le huitième de son volume
et, en s'appuyant sur l'expression connue de r l^Y
V =5 - r.abc.
Considérons la surfoce
on a alors
mais, d'après la relation des compléments,
SIU 7 i- / -I
en sorte qu'on peut écrire
en posant :
ou encore, en remplaçant x par j/^
Or, si l'on considère la lemniscate de BernouUi o' = cos 26, on a pour l'arc compris entre un sommet et l'origine
i= 1/ pS.,;+ 1 <ï?>
mais
et il vient
^/p'"~"sin*!iO~ 1— p*'
Jo Ki — p*
La formule (5) représente donc le huitième du volume de la surface considérée, si l'on y désigne par / le quart de la longueur de la lemniscate p* = cos 26.
D une façon plus générale, comme il a été déjà dit, la formule de Dirichlet est très utile dans Tévalualion des intégrales qui se présentent en mécanique, ou plutôt dans la géométrie des masses.
Lejeune-Dirichlet (/. de Liou,^ t. IV, p. 164) a aussi appliqué la même méthode à la détermination de Tattraction de rellipsoïde homogène. Ses résultats ont été généralisés par :
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Mehler, /. de Cr., t. LX, p. 321 ...
Mertens, /. de Cr., t. LXIII, p. 360 ... et t. LXX, p. 1 ...
Grube, /. de Cr,, t. LXIX, p. 359 ...
Arrivons maintenant à des intégrales multiples d'un caractère plus général que celles examinées jusqu'ici.
Soit
= 11 .../*('^ + y-*-^+ ...)a?*-^y^-*2"*-^ ... dxdydz ...,
une intégrale multiple où les variables indépendantes a?, t/, z, ... sont toutes positives et satisfont à la condition
h étant une constante positive; de plus f est une fonction de Xy j/, Z'y ... assujettie à la seule condition que Tintégrale considérée ait une signification. On suppose que k, l, m, ... sont des constantes positives.
Pour trouver la valeur de cette intégrale, nous partirons des cas les plus simples et nous supposerons d'abord 7i = 2.
Si dans l'intégrale
^y = f^x'-'âxT 'f{x + y)iy-'d^
on pose, comme nous Tavons déjà fait pour la réduction des fonctions B aux fonctions r,
x=: Mr, y = u{i — t'), il vient
W — f'duf u'-' v"-' f{u) u'-'H—ry-' udi\
= f «»+'-' f(u) du fv"-' (!—»)'-' dv , et par suite
Considérons Tintégrale triple, on a
en désignant par y, la quantité h — x. Mais on a, d'après la formule établie précédemment,
y^~^ ày \ fipo + y-^ z) z"»-* dz
r(/4-m)Jo
donc
et la formule déjà établie s'applique à l'intégrale double qui apparaît dans le second membre, en sorte qu'il vient enfin :
W = .V. ^ ..../ . r^ 1 f(w) ?r»+'+'»-' dw
I f(w) là r(/ + w)r(A:-h/+m) Jo
V{k)Va)Y{m) ^"
'J]Vw
tt?*+'+"'-^dfi;.
La méthode s'applique à une intégrale d'ordre quelconque de multiplicité, et l'on a
f W = W '" f{^-^y + z + ...)a?*"^y'~^2"*~^.. dxdydz ...
(«> / ^ r(fc)r(or(m).. p ...,
r(^4-/-f-f» + ...)Jo ^
en supposant
Si Ton fait /i = 1 et /"(S) == 1 , on retrouve la formule établie
précédemment. Comme alors, on peut obtenir la formule plus générale
/:, /, m, ... /?, g, r, ... 5;, y, j, ... étant des quantités toutes positives, les dernières étant assujetties à la condition
Si /"(ô) est une fonction telle que l'intégrale
Qfc+/+,„4...._1 ^0
conserve un sens lorsque h augmente indéfiniment, on peut dans la formule précédente faire croître h au delà de toute limite. Remplaçons alors les quantités a, i,c, ... par l/-> 1/-' 1/ -» ••• et 6 par 6*, on obtient alors l'expression
n... f{ax'' + fry' -+- cz'' -f- ...) x^-^y^-^ 2'"-^ ... rfa; rfy dz ...
par ...a<'h'i c^ ... Il- h i--J
Liouville (J. rfe Ltoie., t. IV, p. 2-5 ...) donna la généralisation des théorèmes de réduction des intégrales multiples aux fonctions gamma et les nouvelles propositions auxquelles il arriva furent
elles-mêmes bientôt généralisées et trouvèrent un grand nombre d'applications. Nous citerons:
Raabe, Réduction des p. fachen Intégrales.
j ? (^l'^V + ••• + cip^'/) ^T^ -. Xp^^dx^ dd\ ... dxj^,.
(/. deCr.,t. XXVII, p. 19.)
Most, Ueberdrei Integrationen innerhalb . . . {SchL Z., t. XIV, p. 422).
Catalan, Mémoire stir la réduction d'une classe d'intégrales multiples {J, de Lieu., t. IV, p. 323).
§ 24. La Ibrmule
^^nx ^-1 flj.
permet de démontrer quelques théorèmes remarquables sur les séries des puissances réciproques des nombres entiers. On déduit en effet de la considération de cette intégrale les théorèmes suivants.
En mettant à la place de 7i successivement les nombres2, 3,4, ...^ on a
et en faisant successivement a = 2, 3, 4 ... on a
a«i« as=ti
,, y ù ù n"" Jo i—e-*ùa\ J^ i—e"
e-"" dx= 1.
La somme des puissances réciproques de tous les nombres entiers est égale à funité.
D'une façon plus générale on a
rfBBjD
a»mi n«il
Si dans la formule (I) on fait n successivement égal à tous les nombres pairs, on a
Z (âïïy- ~ TT^J„ i^=~tf=^ ~ r(fl)J. «^-1'
et par suite
nmmx. NMTx
<ii.S nol
La somme des puissances réciproques de tous les nombres pairs est égale à i2.
Si dans la formule (I) on donne à n toutes les valeurs de la forme An + S, on obtient la relation
Z(4nH-3r"" r(a)Jo l-c"'-^^ ^T(a)Jo ~ê*^^^'
et par suite
ffca-X 11= X
et ces intégrales se déterminent facilement; on obtient
On a de même
rMBOD N«ax
Enfin, en faisant n = 2, 6, 10, ... in + 2, ... on obtient les relations
Z(4nT2r"" r(S)Jo 1-c-^ r(â)Jo ^^-1 '
nasO
et par suite
Voir à propos de ces différents théorèmes :
Stem,/. deCr.^i. X, p. 209.
Steiner,/. de Cr., t. XIII, p. 361.
Meyer, Best. Inleg. et Gr. Arch,, t. XLI, p. 220.
Supposons que pour toutes lés valeurs de x comprises entre et 1 on ait l'équation
{fi) F (a?) = Ao 4- Ajj? + AjiP* H- ...,
remplaçons dans les deux membres x par x^** et multiplions-les par le facteur
rintégrale prise entre les limites et 1 du premier membre donne
r (f-'{^—^y-'F(xf^)dfi.
et pour le second membre, on obtient, en tenant compte de la formule de réduction des fonctions B aux fonctions r,
Si Ton suppose q entier et positif, on a donc
i (a-4-&)(a + b4-l)...(a4-ft4-î— 1) f A,_^»
et, dans tous les cas où Tintégrale peut s'exprimer sous forme finie, on arrive ainsi à sommer la série du second membre. Prenons, par exeniple, F(a;) = (l +x)^, on a alors
Vr(g)Jo ^ ^ ^ a(fl-f-l)...(a + î — 1;
^^^ i(a + 6)(a4-6+l) ... (a-^b-hq-l)
fl4-26)(a + 2fc4-l)...(a-+-2ft
Lorsque a et 6 sont des nombres entiers, l'intégration peut être effectuée. Si, par exemple, on a
a = b = l, î = 3, |jL = — 1, il vient
[ "" T2;3 "" ïJa "^ 3XB ~ IXë "^ '••'
jî étant compris entre — 1 et-f 1.
Si dans la formule (8) on fait 6 = 1, a; = 1, a étant alors supposé positif, l'intégrale est alors une intégrale eulérienne de seconde espèce, et il vient
. r(î)r(a4-ç-h[jL) a(a-4-l) ...(a-t-j — 1)
ix(|x-l) 1
Dans la formule (6) remplaçons dans les deux membres JD par 07 6 et multiplions de part et d'autre par
en intégrant entre les limites et 1, on obtient
Si l'on fait, par exemple, F («)=(! — a?)^, on trouve
re'-'(i_ey-*-'(i— oop)
db
' a(a-t-l)(a + 2) fc(&-i-l) (b-h2) ^
et il y a bien des cas où Ton peut effectuer Tintégration figurée au premier membre. Si Ton fait en particulier a? = 1, Pintégralc est une intégrale eulérienne de première espèce, et il vient
r(c) r(c— fc— g) __ ab a(a-\- 1) bjb-hi) r(c— a) r(c— ft)"" "^Ic"^ 1.2 cJcTT)
jf fl(a-i-l)(a-f-2) &( & + !) (6 + 2)
où l'on doit nécessairement supposer c > a + 6.
Inversement, si Ton choisit F (a;) et les constantes A en sorte que la série du second membre ait une somme connue à Tavance, on peut obtenir par les formules précédentes, les valeurs d'un
grand nombre d'intégrales définies.
Dans la formule (12) faisons a = — âM'>*=â.^j^ = ^'^=^*
et le second membre est alors le développement de cosuarcsin^.
Si nous posons en outre a = arc sin z et si nous faisons 6 = sin* (o, il vient
I * sinf*-^ e cos-J"e(l-sin»asin*e)«de = ^ ' , ^ cosixa;
oL doit être compris entre et 4 et a entre — ô®* + i*
Les considérations précédentes sont enripruntées à Schlômilch {Compendium, t. II, p. 277...).
Le second membre de la formule (12) est la série appelée hypergéométrique que Gauss a étudiée dans le Mémoire que nous avons souvent cité {Werke, t. III) et qui a donné naissance aux remarquables travaux de Kummer^ Jacobi, Goursat, etc. C'est à Toccasion de la formule (13) que Gauss s'est trouvé amené à étudier d'une façon plus particulière la fonction gamma.
D'autres applications à la théorie des suites ont été exposées par Limbourg {Théorie de la fonction gamma, p. 120...).
Il convient encore de citer à ce point de vue Schlômilch (Schl. Z., t. III, p. 130), Lejeune-Dirichlet (/. de Cr., t. XVII, p. 57). Voir aussi Berger, sur une sommation de quelques séries. {Nov. Ad. Upsaly XIIJ.
§ 25. La fonction i^{v) peut servir à sommer plusieurs suites remarquables.
Considérons la somme
b 6-4-c ft4-2c *" b-hnc' On a évidemment
- + 1 - -f Le c
et par conséquent
^iH-l Sj, ^
ou bien
S„^i _? J^ 4- n 4- 2) = S» - ^ J^ 4- n + iV
On voit donc que ia différence
ne change pas quand on augmente ou quand on diminue n d'une unité. On a donc
et, par suite,
On aura, par exemple.
Soit encore
(3) S, = ^ - ^TjT^ + Y^^r^c ~ - ~ bTï^xTiTc'
Sx = T 4- î :r- + ... 4-
I) fc4-2c " b-^ixc
bTc "^ fcTâc "^ ••• "^ fcT(2^TT)c/'
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et, en employant la formule précédemment établie,
ic^\ic
\ -b^c-rc^kc-^'^-^^J'^rc^kc'^V'
Faisons croître x indéfiniment, on aura à la limite
.tK
et par conséquent
^ b b-hc 64- 2c
Par exemple, en faisant 6 = i,c:=1,ona si l'on fait b = i, 0=2,
= li;
c'est-à-dire
-•=ln["(I)-K0]
Considérons encore l'expression connue
sinç
ir.
que nous écrirons
sin ç <p ç — K
9 2'ÎT
ç-i-';: f + i:+i: ç + r + Si:
En appliquant deux fois la formule (5), nous trouvons 1 T lû
sin 9 (^{t: — (p) (<p4-7:) (ç + 27c)
jI<'^MW)-<'^)-<-^)}
Faisons ç:=mT: et il vient
sinfw:: w(i — m) (m + i) (rw -f- 2)
i[H-?)-'m^Kr'f)-HM)]-
Si dans cette formule on remplace -^ par x et si Ton tient
compte de la formule
il vient enfin
formule facile à vérifier au moyen de la relation des compléments .
Au sujet de Tapplication des fonctions
dlTjx) d^lVx dx ' dx' ' •••'
nous renverrons en particulier à une Note de M. Appell (C. /?., t. LXXXVI, p. 953).
Le terme général du binôme (p + ç)^ est
w.1.2 .,.m^ ^ ou bien
r([jL + i) ^^ ïXwHh lyr (m+T) ^" '''" '
m et n étant deux nombres entiers dont la somme est égale à [l.
Lorsque m, n et ;jl sont très grands, on ne pourrait songer, même en employant les logarithmes, à calculer un tel terme. Employons les expressions approchées des fonctions F.
r(s^. + !)=«-'* lJL^K2iJLz,
r(«-4- l) = ^-"n" V^inz,
et la formule considérée devient
N /^IR
En posant n = au, m = ^jjl, cette expression devient
(3) — --inzr-^, OÙ a +3 = 1.
L'expression du rapport d'un terme au précédent est
p nn- r en sorte que le plus grand terme est déterminé par les inégalités
q jjL — w+ 1
c'est-à-dire
(ix + l)î <(w4-l)(p4-î);
en sorte que 7i est la partie entière du quotient -\ de
même m est alors la partie entière du quotient ^ et par
conséquent lorsque u est très grand, les exposants de p et de g dans le plus grand terme, sont à peu près dans le rapport même
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àep k q. Dans Texpression trouvée précédemment, il suffira donc
de faire a = - — , S = POur avoir la valeur approchée
du plus grand larme. On trouve alors
Vr^^iV^pq
Si p et q représentent les probabilités de deux événements contraires, la somme p -\- q est égale à l'unité. Alors les termes du développement de {p + qY représentent les probabilités respectives de diverses combinaisons qui peuvent survenir sur ja épreuves dans la succession des événements considérés.
L'événecnent le plus probable est celui dont la probabilité est représentée par la formule
(p + qT
c'est celui pour lequel les deux événements arrivent un nombre de fois proportionnel à leurs chances respectives. Il est évident que, même alors, la probabilité, quoique la plus grande de toutes, tend vers zéro avec le nombre y. des épreuves.
Les mêmes formules d'approximation des fonctions gamma permettent d'exprimer simplement la valeur approchée du groupe de termes qui dans le développement suivent et précèdent le plus grand, c'est-à-dire la probabilité pour que le nombre d'arrivées des deux événements contraires ne s'écarte pas au delà d'une limite donnée du nombre correspondant au maximum.
La théorie des probabilités contient un nombre considérable d'applications de la fonction gamma et tout particulièrement des évaluations approchées de cette fonction.
Laplace, dans sa Théorie des Probabilités, avait eu souvent l'occasion de s'occuper des fonctions de très grands nombres, mais les procédés particuliers auxquels il a eu recours ne peuvent être considérés comme satisfaisants.
T. ni (»• Série). il
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La théorie des probabilités n'est pas la seule branche d'analyse où les fonctions gannna trouvent un emploi continuel. Nous devons aussi citer son application dans la théorie des équations aux différences finies. (Voir, par exemple, le traité de Boole et les mémoires de Russell, Blissard...)
Nous devons aussi indiquer quelques mémoires sur la théorie des nombres où les fonctions gamma jouent un grand rôle.
Lejeune-Dirichlet, J, de Cr., t. XVII, p. 57.
Jacobi, Berlin. Monalsb.^ 1837.
Genocchî, Toriolini C, III, p. 406.
Krouecker, /. de C)\, 1860; Berlin. Monaisb.. 18G4 et 1870.
Berger, Nov. Act, UpsaL, t. XI et XII.
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NOTE SUR LE CALCUL FONCTIONNEL
L'existence de la relation fonctionnelle à laquelle satisfait la fonction r, conduisit Euler à s'occuper d'une question plus générale qui fit le sujet d'un de ses mémoires : Methodtis invmiendi formulas intégrales quœ certis casibus datam inier se tmeani relationem, {Opuscula AnaL, t. II, p. 178-216; Cale, Integ., t. lY, p. 378-41.5).
Mais ce n'est là que le germe de ce que Babbage a appelé plus lard le calcul fonclmmel.
La détermination de fonctions au moyen de conditions données prit réellement naissance dans les travaux relatifs à l'intégration des équations aux dérivées partielles, et l'on voit bientôt les inventeurs de ce calcul aux prises avec le problème auquel il avait donné le jour.
D'Alembert, puis Euler et Lagrange s'occupèrent de cette question, mais c'est à Monge que l'on doit les vues les plus générales sur ce sujet. Ses recherches portèrent sur la détermination de deux fonctions par des conditions données ; elles se trouvent dans les Mélanges de Turin (T. V) et dans deux mémoires contenus dans le septième volume des Mém. Sav. e/., 1773.
Laplace, dans le même volume, s'occupa de la réduction de réqualionfonctionnelleF(«,çx*,9rta;)=0 à une équation aux différences finies où la différence est constante. C'est encore à ce point de vue que se plaçait Herschel dans ses recherches sur la même question. Citons aussi Ârbogast. Les résultats les plus importants de cette branche particulière de l'Analyse sont dus à Babbage.
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On pourrait peut-être avant lui citer Fuss {Mem. Aca. Pet. t. V, p. 225.) Mais c'est à Babbage que revient le mérite d'avoir, dans deux mémoires excessivement remarquables, mis en relief Timportance des questions qui se rattachent à cette théorie et d'avoir trouvé des méthodes de solutions curieuses à plus d'un titre {Phil. Transact, 1815 et 1816). Le nombre des questions soulevées par Babbage est considérable; ses réponses peuvent aujourd'hui, dans l'état actuel de l'Analyse, être considérées comme insuflîsantes; il suppose en effet, en général, que l'on connaît une ou plusieurs solutions des équations fonctionnelles qu'il considère et se propose d'en déduire d'autres; nous devons cependant dire que les équations fonctionnelles dont Babbage s'est occupé comprennent un bon nombre de fonctions nouvelles sur lesquelles se sont portés depuis 1816 les efforts des géomètres, et, pour ne citer que quelques exemples, les fonctions doublement périodiques et les fonctions fuchsiennes; nous pouvons également rappeler les fonctions périodiques générales que M. Appell a retrouvées d'une foçon si élégante et que M. Rausenberger a étudiées dans les Math, Annalen,
En 1817 {Pliit, Tra^ 5.), Babbage publiait un nouveau Mémoire sur l'analogie qui existe entre le calcul des fonctions et d'autres branches de l'Analyse.
En 1820, il donnait un petit recueil de problèmes (Peacok, Herschel and Babbage. Examples...) et l'on pouvait croire que la nouvelle théorie serait bientôt l'objet de travaux suivis de la part des géomètres.
Cependant on doit reconnaître que ce n'est qu'occasionnellement que les analystes se sont occupés des parties principales de ce nouveau calcul : l'itération et la solution des équations (*).
Nous pourrions cependant citer de nombreuses notes et quelques Mémoires parus jusqu'à ces dernières années et se rapportant à notre sujet.
(*) Si le terme de calcul fonctionnel irest peut-ôtre pas très bien choisi (V. EUis, Mathematical Papers\ il nous semble que le mot d*mtégration appliqué à la résolution des équations fonctionnelles n'a aucun sens.
? (probablement Cauchy), An7i, Math. Gergonne, p. 350. Schweins, 1825, Théorie der Differenzen und Di/ferentiale. Abel, 1826, /. de Cr., t. I, p. H ; Œuvres, 1. 1, p. 61.
— 1826, /. d^Cr., 1. 1, p. 322.
— 1827, /. de Cr,, t. II, p. 386; Œuvres, t. I, p. 389.
— ? Œuvres, t. Il, p. 36.
— ? Œuvres, t. II, p. 189.
Crelle, 1837, /. de Cr,, t. XVII, p. 92.
Hill, /. de Cr., t. VII, p. 104; t. IX, p. 100.
— /. de Cr., t. XI, p. 241.
— /. de Cr., t. XI,
— Elementa Malheseos UnivepssD.
Clausen, /. de Cr., t. IV, p. 279.
— /. de Cr., t. IX, p. 200.
Ramus, /. de Cr., t. IX, p. 359.
Bellavilis, 1831, Ann. d. Scienze, Padova, l. 1, p. 347. Boole, 1844, Phil. Trans., Schlômilch, 1852, Berichl. Leipzig, Lottner, /. de Cr., t. XLVI, p. 367.
Beltrami, 1863, Nouv. Ann., t. II, p. 191 et 302. Dupaîn, 1866, Noiiv, Ann.,t V, p. 336 ('). .
Nous laissons de côté dans cette énumération rapide tout ce
qui a été écrit sur Titération de Texpression j/ = y
Ce qui précède suffit toutefois pour montrer que le calcul fonctionnel avait déjà suffisamment attiré Tattention lorsque M. Schrôder reprit quelques-unes de ces questions, croyant n'avoir eu que bien peu do prédécesseurs. {Malh, Ann., t. III.) Il paraît ne pas avoir eu connaissance des travaux de Hill, et cependant ce dernier avait signalé, il est juste de le reconnaître, l'importance de certaines questions effleurées maintenant à la
(0 Au point de vue didactique, on doit ne pas oublier le Traité des Différences de Boole où le calcul fonctionnel occupe une large place et VEssai d'une exposition systématique du Calcul fonctionnel dans le cas d'une seule variable ind^endante publié par Liventsof dans la Revue mathématique de Moscou, i. Vlll, l*'' fascicule {Voit Bull. Darboux, t. I„ p. 141).
suite de Schrôder, par MM. Farkas et Kœnigs, mais non encore complètement résolues. Quoi qu'il en soit, nous ne voulions pas seulement ici rappeler à Toccasion du calcul fonctionnel, quelques noms importants et que Ton a tort de laisser dans Toubli ; nous voulions aussi attirer l'attention sur les conditions qui permettent de déflnir une fonction. La relation fonctionnelle à laquelle satisfait la fonction r est une des plus simples que Ton puisse concevoir, nous avons vu cependant que Téquation
ne sufBt pas à la déflnir; nous avons vu qu'il fallait y ajouter la condition
Des conditions de nature semblable paraissent devoir se présenter pour des équations fonctionnelles de nature plus générale que Téquation (1).
Nous avons signalé rapidement les travaux de quelques analystes, mais nous n'avons pu parler de Timportance du calcul fonctionnel en physique mathématique et en physique moléculaire; nous avons du également laisser de côté ses applications géométriques. Nous espérons avoir l'occasion de revenir sur cette branche importante de l'Analyse.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/monographiedela00brungoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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