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QUI SONT TRACÉES EN LIGNE COURRE
ft I —
I. Cet objet peut être considéré dans deux cas principaux; i° lorsqu'il s’agit d’une courbe appartenant au tracé d’une grande ligne de chemin de fer ; 2° lorsqu’il s'agit de petites courbes établies aux abords ou dans l’intérieur des stations et ateliers.
Dans le premier cas, il serait à désirer que la courbe ne donnât lieu à aucune augmentation de résistance , ni à aucune interruption ou ralentissement dans le mouvement des convois. Dans le second cas, cette condition n’a pas , à beaucoup près, la même importance. La plut part du temps même les waggons , étant alors conduits -lentement un à un , et les ouvriers ne manquant pas, une -^augmentation considérable dans l’effort nécessaire pré- "^sentefort peu d’inconvénient.
On voit, dans les stations des chemins de fer établis en Angleterre , que les waggons et les diligences employés r-sur ces chemins, dans lesquels les deux essieux conservent un constant parallélisme, et les deux roues appartenant au même essieu sont assujetties l’une à l’autre , et roulent toujours sur des circonférences égales entre elles , “peuvent néanmoins parcourir des courbes d’un fort petit trayon. Sans doute le passage de ces courbes accroît sensiblement la résistance; maison ne remarque pas qu’il (V; en résulte de gêne dans les opérations auxquelles l’usage des chemins de fer donne lieu.
Il ne serait donc pas exact de considérer les moyens
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particuliers qui ont été proposés pour faciliter l’usage des courbes d’un fort petit rayon, par exemple le moyen qui a été présenté par M. Laignel , comme établissant une possibilité qui n’existerait pas aujourd’hui. On peut employer , avec les dispositions généralement usitées, des courbes d’un aussi petit rayon que le fait M. Laignef. Il est vrai que la résistance est fort augmentée sur ces courbes, et que M. Laignel annonce que son procédé prévient cette augmentation, assertion qui doit être examinée et réduite à sa véritable valeur.
On essaiera , dans cette note , d’analyser les résistances particulières auxquelles donne lieu le passage des courbes des chemins de fer, dans. la vue de mettre à même de porter un jugement plus assuré du degré davantage des dispositions nouvelles qui peuvent être proposées.
2. Nous supposerons ici l’épaisseur des roues infiniment petite, et considérant une roue verticale posée sur un plan horizontal, sur lequel elle porte par un point r nous admettrons que l’on peut négliger la force qu’il serait nécessaire d’employer pour faire pivoter la roue sur ce point sans la faire rouler ou glisser.
Cela posé, soit d’abord une seule roue portant au milieu de sa jante une côte infiniment peu saillante , qui s’engage dans une rainure rectiligne formée dans le plan horizontal sur lequel cette roue est placée. Soit une force horizontaleF appliquée à l’axe de cette roue, et dans son* plan, qui tend à la faire avancer dans le sens de la rainure rectiligne. Celte force F n’aura d’autre résistance à surmonter qu’un frottement sur l’axe de la roue, et le frottement dû au roulement de la roue. Si l’on représente par P le poids dont l’axe est chargé y plus le poids de la roue , on peut , conformément à ce que l’expérience a appris sur les chemins de fer , regarder la résistance dont il s’agit comme étant proportionnelle au poids P. Si l’on écrit donc , en désignant par <p un coefficient con-
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stant , F-^-<pP = o, ouF=*=<pP? on exprimera la condition nécessaire pour que le mouvement soit uniforme, ou pour que la vitesse actuelle delà roue se maintienne sans altération. Une équation de cette nature convient au cas où les waggons sont mus sur les parties rectilignes des chemins de fer.
3. Si la force horizontale F n’est pas dirigée dans le plan de la roue, mais forme un angle a avec la direction de la rainure AB, PI. LXXXVlII,/%. i5, il faut alors admettre que la roue est maintenue verticale par une seconde rainure rectiligne placée au haut de cette roue. Les deux rainures supportent des pressions , dont la somme est F sin. a, donnant lieu à un frottement f¥ sin. a, en désignant parjf le rapport du frottement à la pression pour le fer glissant sur le fer. Enfin la roue n’est plus sollicitée a se mouvoir dans le sens des rainures que par la force F cos. a. L’équation exprimant la condition de l’uniformité du mouvement est donc
F cos. a = a>P+/'F sin. a, d’où F = P - - .
cos. a — f sin. a
4. Si Ion admet de plus que le plan vertical AG delà voue,fig. 16, n’est point placé dans la direction AB des rainures, mais doit former constamment avec cette direction un angle 6 , on voit que la roue ne peut avancer dans le sens AB sans que , en même temps qu’elle tourne, le point par lequel elle porte sur le plan horizontal ne glisse dans une direction perpendiculaire à AC , ce qui produit un frottement qui doit être surmonté. Dans le cas dont il s’agit, la force F, qui tire suivant AF, donne dans le sens AB du mouvement la composante F cos. «; et dans la direction OA, perpendiculaire à AB, la composante F sin. a. Remarquons d’ailleurs que, si la roue était sollicitée dans le sens AC , et se mouvait dans ce sens en roulant seulement^ il se produirait une résistance que nous avons désignée ci-dessus par *fP. Si cette même roue était sol-
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1 icitée dans le sens AD perpendiculaire à AC , et se mouvait dans ce sens en glissant seulement, il se produirait une résistance que nous pouvons représenter par f P, en désignant par /' le coefficient du frottement pour le glissement sur le plan horizontal qui supporte la roue. Mais dans le cas où la roue est obligée à se mouvoir dans la direction oblique AB , il y a à la fois roulement et glissement ; et comme , lorsque la roue a avancé d’une certaine quantité Ss dans le sens AB, elle n’a roulé que sur la longueur Ss cos. g, et n’a glissé que sur la longueur Ss sin. g, on doit considérer ici que la résistance qu’elle oppose à son mouvement équivaut à une force <pP cos. g , dirigée dans le sens CA , et à une force f P sin. g, dirigée suivant DA.
La force <pP cos. g, agissant suivant CA, donne suivant B A la composante <pP cos.2g, et suivant AO la composante ©P cos. g sin. g. La force f* P sin. g, agissant suivant DA, donne, suivant BA , la composante f1 P sin.2g; et , suivant OA , la composante f P. sin. g cos. g.
Il résulte, de ce qui précède, que l’équilibre des forces dirigées dans le sens AB est exprimé par l’équation
F cos. a = P cos. WT sin.2 g
* 4- f(fP cos. g sin. g — <pP ços. g sin. g 4- F sin. a) :
on en déduit
P p <pcos.2g4-/' sin.2o 4- f [f1 — <p ) cos. g sin. g cos. a — y sin . a
Si la force F était dirigée dans le plan de la roue , où si les angles a et 6 étaient égaux, cette expression deviendrait
p p 9 cos.2 g 4-/' sin.2 g 4 -f ( f ' — <p) cos. g sin. g cos. g — jf sin. g
5. Admettons maintenant que les rainures AB, dans lesquelles la roue est engagée, soient courbées suivant un arc de cercle AM, fig. 17, dont le rayon AO sera désigné par R, la direction AF de la force agissante, et
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h direction AC du plan de la roue étant supposées former constamment les angles a et 6 avec la tangente AB menée à l’arc de cercle au point A. Comme nous supposons nulle la force qu’il faudrait employer pour changer la direction du plan de la roue en le faisant tourner autour du point A , il n’y a rien à changer à ce qui a été dit dans le n" précédent, si ce n’est de considérer que la force centrifuge tend à faire appuyer le point A de la roue contre la rainure dans le sens OA , avec un elFort exprimé par — , g désignant la vitesse que la gravité
imprime aux corps pesans dans l’unité de temps, et v la vitesse du mouvement du point A dans le sens AM. Ajoutant donc le frottement résultant de cet effort à celui dont on a tenu compte dans l’équation du<n° précédent , cette équation deviendra
Fcos.a=^Pcos.aê^/,Tsin.a6+y’ J— {f — ^)Pcos.6si0yê-f Fsin.«
et il est nécessaire de remarquer ici que Ton doit distinguer le cas de la fig . 17, où la roue tend à s’éloigner du centre O de la courbe , du cas delà fig . 18, où la roue tend au contraire à s’approcher de ce centre. Dans le
PPa
premier de ces deux cas, la force centrifuge — tend
à faire appuyer la roue du même côté de la rainure que la force [ f — ?) P cos. g sin. 6 + F sina, et les valeurs des deux forces doivent être ajoutées pour former le terme multiplié par f. Dans le cas de la fig . 18, au contraire, cette dernière force agit en sens contraire de la force centrifuge , en sorte que le terme multiplié par f doit être formé de la différence des deux forces ; différence qui doit toujours être prise positivement, quel que soit son signe.
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assujetties Tune à l’autre , de manière qu’elles se trouvent toujours dans un même plan AB , et que leurs centres conservent une distance constante. Admettons que les points sur lesquels ces roues sont supportées soient assujettis à décrire une rainure circulaire dont O est le centre, et représentons par w les angles égaux AOM et AON. Supposons que la force F, qui sollicite les roues, est constamment dirigée dans le sens AB. En désignant par P le poids dont le système des deux roues est chargé , nous admettrons que chacune d’elles en porte la moitié. Nous ne considérerons point d’abord l’efïet de la force centrifuge qui peut toujours être détruite par une pente transversale donnée au plan qui supporte les roues. Nous pourrons évidemment ici employer la formule qui a été donnée à la fin du n° 4 ^ pour exprimer chacun des efforts qui seraient nécessaires pour maintenir l’uniformité du mouvement des roues, en remarquant que l’angle qui a été désigné par 6 est ici égal à l’angle &>, et par conséquent écrire
p cos. sin. aw [f — <p) cos. w sin. w
cos. o — y’sin. w
pour l’expression de l’eflort total.
L’angle w étant fort petit dans les applications que nous avons en vue, on peut , en désignant par c la moitié AM ou AN de la distance des centres des roues , mettre l’unité
à la place de cos. — à la place de sin. w, et négliger le quarré de sin. w. Cette expression deviendra alors
Il est à remarquer qu’ici la roue M s’appuie contre le côté extérieur de la rainure , et la roue N contre le côté intérieur.
y* Si l’on veut maintenant .avoir égard à l’efïet de la force centrifuge, et d’une pente transversale qui serait
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-donnée au plan qui supporte les roues, on remarquera qu'en appelant e l'angle supposé fort petit que ce plan
forme avec l'horizon , l'effort f — ■ , exercé par la force
centrifuge sur chaque roue dans le sens OM ou ON, sera balancé par l'effort - Pe qui s'exercera en sens con* traire, soit fait pour abréger
en convenant que L désignera la valeur numérique abso-
lue de la différence — — s, sans que l'on ait égard au
signe de cette quantité. Il est nécessaire de distinguer ici plusieurs cas :
i° Si la quantité P est positive et plus grande
que (f — ? )P cas. > sin. w+F sin. &>, les deux roues M et N s'appuieront également contre le côté extérieur de la rainure ; et si l'on représente par Ff et Fa les portions de la force totale F agissant dans le sens AB , qui surmontent respectivement les résistances opposées au mouvement de ces deux roues , on aura (en négligeant toujours le quarré de l'angle &>)
F, = ? — Vf T L - b(/' — <p) — eo + F.wl,
d'où l'on déduit
et par conséquent en ajoutant ces deux expressions F=P(o+/L).
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Ici l’excès de résistance, produit par le passage de la courbe , est entièrement dû à la force centrifuge diminuée de la composante de la gravité.
2° Si la quantité ( ~ — e jP est positive et plus petite
que (/' — <p) P cos. o> sin. w+F sin. w, la roue M s’appuie toujours contre le côté extérieur de la rainure, tandis que la roue N s’appuie contre le côté intérieur, comme dans le cas du n° 6. On a donc
F,= ?-+/[LT + (/f-?)T« + F « J ,
Fa= «p — +J — ?) — w + FawJ ,
d’où
F,= ~ jjp+/ | L+ C/ — -?) w -f w j J ,
Fa= Jjp+y* j — | Jj»
et en ajoutant ces deux expressions
Ici l'effet de la force centrifuge disparaît, comme dans le cas où cette force est supposée rigoureusement détruite.
3° Si la quantité
est négative, et que
sa valeur absolue soit moindre que
(f — <p) P cos. w sin. w+F sin. o, la roue M s’appuiera encore contre l’extérieur de la rainure , et la roue N contre le côté intérieur ; mais le frottement de la première sera diminué, et celui delà seconde sera augmenté de la même quantité ; la valeur de la force F sera la même que dans le second cas.
4° Enfin si la quantité (s-) P est négative, et
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que sa valeur absolue soit plus grande que
(f[ — <p ) P cos. w sin. w + F sin. w , les deux roues s’appuieront contre le côté intérieur de la rainure. L’expression qui conviendra à la force F sera la meme que dans le premier cas.
On voit que toutes les fois que les deux roues s’appuient d’un même côté de la rainure, on doit employer l’expression F = P(<p+/*L) , et que lorsqu’elles s’appuient , l’une du côté extérieur, l’autre du côté intérieur, on doit employer l’expression
donnée n° 6. On peut remarquer de plus que, par l’ effet de l’exhaussement d’une des rainures sur l’autre , l’effet de la force centrifuge est annulé pour toutes les valeurs de la vitesse , qui ne rendent pas la valeur absolue de la
quantité
P plus grande que la valeur de la
quantité [f — -©) Pw+F w.
8. Si l’on considère , au lieu du système de deux roues seulement, celui de quatre roues, fig. 20, dont les centres soient placés aux quatre angles d’un rectangle invariable, et dont les plans doivent se maintenir dans les directions des côtés MN, M'N' des côtés de ce rectangle, les deux roues M , N étant engagées dans une rainure circulaire, et les deux roues M', N' dans une autre rainure circulaire concentrique, il est visible que tout ce qui précède pourra s’appliquer à chaque partie MN, M'N' du système considérée à part; de plus , la réunion des deux systèmes en un seul , en supposant d’abord que les roues M et M' ou N et N' ne soient pas assujetties a tourner ensemble, n’empêchera point la justesse de cette application , puisque le mouvement de l’un des systèmes ne gêne nullement le mouvement de l’autre, et que rien ne s’oppose à ce qu’ils ne se transportent ensemble le long de
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îa courbe, en conservant leurs positions respectives. On conçoit d’après cela , et vu que la distance MM' est trèspetite par rapport au rayon de la courbe , que Ton peut employer ici les formules des numéros précédens , en prenant R pour le rayon de la circonférence décrite par le centre du rectangle, et la force F étant supposée dirigée tangentiellement à la circonférence décrite par ce centre.
9. Mais si les roues M et M', ou N et N', sont assujetties entre elles, de manière à ce qu’elles doivent constamment décrire le même espace angulaire , cette circonstance donne lieu à un glissement de la jante des roues sur le plan qui les supporte. On trouve facilement que la résis¬
tance due à ce glissement, est exprimée par^'P ~ , en
désignant par d la moitié de l’intervalle MM' ou NN' (*'). Cette résistance équivaut à une force dirigée en sens contraire du mouvement du rectangle. Ainsi , lorsque l’on
doit en tenir compte, il faut ajouter le terme f' P —
aux expressions de la force F qui ont été données précédemment, v
io. Dans l’application que l’on pourra faire des résultats précédens au mouvement des waggons et des machines locomotives sur les chemins de fer, on devra considérer que les rails n^présentent un appui latéral aux côtes des roues, que pour les empêcher de sortir de la voie. Par conséquent les roues M et N , fig . 20^ ne peuvent s’appuyer que du côté extérieur de la rainure, et les roues
(*) Plus généralement, si l’on représente par r-J-Arle rayon de la roue qui court sur le rail extérieur, et par r — k le rayon de la roue qui court sur le rail intérieur, la résistance due à l’inégalité des espaces décrits
par les deux roues est exprimée par ffP
. Cette quantité doit
toujours être prise positivement , quel 'que soit le signe du facteur
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M' et 3V rïe peuvent s'appuyer que flu côté intérieur. Comme on cherche toujours d'ailleurs à détruire la force centrifuge par un exhaussement du rail extérieur, il n arrive guères que cette force soit assez grande pour faire appuyer les deux roues M et N contre le rail extérieur,, auquel cas les roues M' et N' ne porteraient pas contre le rail intérieur. Il n'arrive guères non plus que la pente en travers soitassez grande pour faire appuyer les deux roues M' et N' contre le rail intérieur, auquel cas les deux roues M et N ne porteraient pas contre le rail extérieur. Le cas qui a généralement lieu , et qu'il convient de considérer, est celui où la roue M porte seule contre le rail extérieur, et la roue N' porte seule contre le rail intérieur. La valeur de la force F qui convient à ce cas, en tenant compte de la résistance due au glissement longitudinal des roues dont il a été question ci-dessus , est
Le facteur par lequel le poids P est multiplié dans cette expression , présente différens termes qui appartiennent respectivement aux diverses résistances auxquelles le mouvement duchariot donne lieu. Le terme répond à la résistance qui aurait lieu dans une partie rectiligne ; le terme
f répond à l’obliquité sur le rail de la ligne joignant
les centres des deux roues qui se trouvent placées sur le
même rail. Le terme f{f — (p) — répond à l'obliquité
sur le rail du plan de la roue , et représente l'effet du glissement transversal que doit subir le chariot pour se placer toujours perpendiculairement au rayon de la courbe
qu'il décrit. Enfin le terme f — représente l'effet du
glissement longitudinal dû à l'inégalité des espaces parcourus par les deux roues montées sur le même essieu.
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Les derniers termes ont des valeurs inverses de celles du rayon R, et disparaissent quand on suppose ce rayon infiniment grand.
il. Les diverses résistances qui se produisent au passage des courbes par suite de la disposition ordinaire des waggons, étant appréciées par ce qui précède, on peut se rendre compte du degré d’utilité des dispositions nouvelles par lesquelles on chercherait à annuler l’effet de ces résistances. Remarquons que ? étant très -petit par rapport \ les longueurs c et d étant à peu près égales, et les coefficiens f et f à peu près égaux à o,3,
les valeurs des trois termes f— *,/{/'— ?)^etjf'— sont
à peu près entre elles dans le rapport des nombres 3o , 9 et 3o.
Si Ton considère donc en premier lieu Finvention de M. Laignel, qui consiste à donner aux roues un diamètre inégal, 1 inégalité étant déterminée parle rapport de la largeur de la voie au rayon de la courbe , on voit que
cette disposition, qui fait disparaître le terme f1 — ,
ôte environ 3o parties sur 69 de l’excès de résistance dû au passage de la courbe. Mais comme Fauteur obtient le résultat dont il s'agit, en faisant tourner la roue extérieure sur la côte, et la roue intérieure sur la jante, ce qui l’oblige à donner aux courbes un rayon de 20 à 3o mètres seulement ; les autres résistances sont considérablement augmentées. Il suffirait d’agrandir le rayon de M. Laignel dans le rapport de 4 à 7 environ, pour que les waggons ordinaires passassent sur la nouvelle courbe avec la meme facilité que le font les waggons de M. Laignel sur la sienne. Cette remarque semble atténuer beaucoup le degré d’utilité, assez restreint d’ailleurs, qui a été attribué à cette invention,
Si l’on considère ensuite une autre disposition qui a
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été présentée à l’administration des ponts et chaussées , par M. Verrier, et qui aurait pour objet de donner aux roues la facilité de se placer constamment dans le sens de la’courbe durait, il est visible qu’il faudrait substituera l’expression de F qui a été employée dans les n°\ 6 et suivans, l’expression qui a été donnée n°. 3, en faisant l’anglej> égal à a, d’où il résulte que cette disposition
fera disparaître le terme f(f — ?) — , c’est-à-dire ôtera
9 parties environ sur 69 de l’excès de résistance dû au passage fj*de la courbe. On peut conclure de là que les dispositions de ce genre ne procureraient probablement pas des avantages proportionnés à la complication à laquelle elles donneraient lieu dans la construction des waggons.
Si l’on employait à la fois les deux dispositions dont on^vient de parler, on ôterait 3g parties environ de l’excès de résistance^dû au passage de la courbe sur 6g. Mais nous remarquerons encore que cet avantage est obtenu dans le système de M. Laignel, par l’emploi d’un rayon très-petit, et qu’il suffirait d’agrandir ce rayon dans le rapport de 3 à’7 environ , pour passer avec la meme facilité avec les waggons ordinaires.
Il ne paraît pas possible de faire disparaître en totalité l’excès de résistance dû au passage de la courbe, parce qu’il faudrait , pour y parvenir, rendre nul l’angle désigné par w, ou la distance des deux essieux , distance qui doit toujours surpasser le| diamètre des roues, si elles sont égales.
12. Nous avons considéré jusqu’ici le chariot comme étant sollicité.par une force|dirigée dans le sens du mouvement. Dans la réalité, chacun des waggons qui font partie d’untconvoi , est tiré en avant par une force qui forme un très-petit] angle^avec son axe, et sollicité en arrière par une force un peu~moindre qui forme aussi
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un très-petit angle avec Taxe du waggon. La résultante de ces deux forces est très-peu inclinée sur cet axe ; elle fournit une très-petite composante qui tend à faire approcher le waggon du centre de la courbe, et combat Faction de la force centrifuge , et de plus un couple qui tend à faire tourner le waggon autour de son centre de gravité, et dont Faction peut, suivant la position des points d’application des deux forces, et suivant celle du centre de gravité du système, diminuer ou augmenter les frottemens. Nous n'insisterons pas davantage ici sur ces circonstances, dont la considération est utile , mais n’apporterait pas de modification essentielle aux notions qui formaient lobjet principal de cette note.
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