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NOTIONS
DE
ES sections coniques ont des usages si impoxtans, dans les arts et les sciences, qu^on doit s^attacher à rendre leurs propriétés accessibles et familières à tous ceux qui étudient la géométrie (*). Le véritable moyen, sans doute, est de faire entrer la recherche de ces propriétés dans renseignement élémentaire : aussi le présent ouvrage foime-t-il la quatrième partie du traité de géométrie ijue nous avoUs publié.
Les méthodes purement géométriques , du moins celles em-' {)lojées dans les élémens, bien que fort claires et fort simples, ont cependant Pinconvénient de tix>p isoler les principes et d^en rendre Tendiatnemtet difficile à saisir : il nous a paru préférable de faire usage dès méthodes analytiques, dont i^vahtage est de conduire aux théorèmes de la manière la plus naturelle, si ce hVst la plus simple. Par cette marche, non-seulement ce petit ouvrage fait connaître les propriétés les plus usuelles des courbes' du second degré ; tnais en outre , il devient une iutroduction Utile à Fétude de la Géométrie analytique.
Equations du point.
1 . La Giomilrie analytique fait partie de PÀpplication de PAIgèbre à la Géométrie en général ; son but est dé fournir les' principes pour résoudre toute question de géométrie, indéterminée ou Uon , à l^aide deè équations qui reprèêènUni les points, les lignes oïl les surfaces d'aune figure , sans qu^il soit métoe néciessaire de tracer d^abord cettb ligure.
(*) C'est à quoi M. Ber^iery t&i pafreuu, avec beaucoup de succès, %
dans sa Gréom^trie des courbes, app!iqi\ée à Findustrie. Metï, 1826. .
A Paveiiir , une iùdication telle (^e ( G. 4^0 ) , signifiera le n° 4<'<> de k Géométrie dont ce traité forme là 4'^'° yKiriic.
Gomme la plupart des problèmes de géométrie se réduisent ,
en dernière analyse, à trouver les distances d^un ou de plusieurs
j)oints inconnus à d^autres points ou à des droites fixes , il faut
d^abord savoir comment on détermine les différens points d^ua
plan.
2. Pour obtenir la position d^un point M sur un plan, on conçoit deux droites AX et AY indéfinies, se coupant en A (fig. i")5 puis on mène MP parallèle t. AY et terminée à AX u il est clair que le point M est déterminé dès que Ton connaît les longueurs AP et PM. Or, ces longueurs sont appelées coordonnées du point M ; les droites AX et AY sont les axes des coorT données , et le point commun A en est V origine. Suivant que Pangle YAX est droit ou non , les coordonnées sont dites recùmgulaires ou obliques, La distance AP est nommée Vahscisse du point M et la longueur PM en est Vordonnée. On désigne généralement les abscisses par x et les ordonnées par j^ : AX est alors Vaxe des x ou des abscisses et AY Vaxe des jr ou des ordonnées.
On regarde comme positives , toutes les abscisses mesurées sur AX, de A vers X, et toutes les ordonnées mesurées sur AY au-dessus de Taxe des x : alors les abscisses mesurées en sens contraire de A vers X', sont négatives, de même que les ordonnées mesurées au-dessous de AX, de j^ vers Y' (G. 4oo). Si donc on veut trouver le point dont Fabscisse a: = — 2 et l'ordonnée j^ = 3 , on prendra d'abord la distance AP' = 2 , puis on mènera, par le point P', une parallèle à AY, et on prendra sur cette parallèle la longueur P'M'=:z 3 \ le point M' ainsi déterminé, sera le point cherché.
3. On appelle équations d^un points les équations c[ui exprimeut les valeurs de Pabscisse et de l'ordonnée de ce point. De sorte que si a et b sont ces valeurs, les équations du point seront
or = a et yzzzih.
La première de ces équations , considérée comme si elle était seule, convient à fotis les points pour lesquels l'abscisse est égale à a ; elle convient par conséquent à tous les points de la parallèle à l'axe des ordonnées , menée à la distance AP = a , et représente cette parallèle. De même, l'équation y='b appartient à tous les points de la parallèle à l'axe des abscisses , menée à la dislance AQ= b. Le système des équations x:=a etj-r=b appartient donc au point qui se trouve à la fois sur les deux
( 5 ) parallèles , c^est-à-dîre à leur intersection M ; et voilà pourquoi X = a et j- = ô sont dites les équations du point M.
4. La parallèle à Taxe des ordonnées ^ représentée par Inéquation X = a , se trouve à la droite de cet axe si a est positif^ à la gauche si a est négatifs, et coïncide avec le même axe si a est nul ; de sorte que Péquation x = o appartient à tous les points de Taxe des ordonnées et ne convient qu^à eux seuls. De même, la parallèle à Taxe des abscisses, représentée par Féquation j-zrzh^ est au-dessus ou au-dessous de Taxe des x^ suivant que b est positif ou négatif; et si b est nul , elle coïncidé avec cet axe, pour lequel, conséquemment , on a toujours j^ = o.
.Enfin, Pensemble des équations a: = o et j-== o appartient au point commun aux deux axes et caractérbe Torigine A des coordonnées.
5. Cherchons maintenant la distance de deux points dont on connaît les coordonnées rectangulaires. Soient M et M' ces deux points (fig. a), c? leur distance MM', x et j* les coordonnées AP et PM du point M , x' et j-' les coordonnées du point M' : si Ton mène WN parallèle à AX, on aura MN =^ — y e% NM' = a? — a:'; le triangle rectangle MNM' donnera donc, pour déterminer la distance d cherchée,
Cette formule convient ht toutes les positions des deux points proposés , pourvu qu^on y donne le signe -^ aux coordonnées mesurées dans un sens contraire à celui que nous venons de considérer. C^est ce qu^on vériiSe aisément, en suj^osant suc<^ cessivement les deux points dans chacun des angles des axes , ou de part et d^autre des mêmes axes.
Si le poiqt M' tombe à l'origine A , pour laquelle a:'= o et j^ = o , il viendra , pour déterminer la distance d du point. ( X, j*) ou M à l'origine des caordonnées-,
<r = a?'+jr', ou d^z^x^-^y.
6. Dans tout ce qui va suivre, nous ne calculerons les formules de la géométrie analytique que pour les peints situés dans l'angle des coordonnées positives. Si donc en veut appliquer les mêmes formules aux points situés dans les autres angles des axes, il suffira d'j affecter du signe — les lignes qui prendront une direction contraire k cdle qu'elles avaient dans l'angle proposé.
(G.400) ; et les formules, ainsi modifiées, seront celles que Von trouverait directement en recommençant les raisonnemens , les (Constructions et les calculs qui ont fourni les premières.
Equations de la ligne droite,
a. Lorsque les coordonnées :r et j* de chacun de$ pointa 4^une ligne doivent satisfaire à la même équation ; en prenant pour X un nombre quelcotique a, cette éqiiation doi^nera à j' une valeur h , au moins ; et si 5 est réelle , le point dont a et ^ sont les coordonnées, sera nécessairement up de ceuic de 1^ ligne. Pe celte manière, Téquation proposée fait connaître successivepient tous les points de la ligne et peut servir à la tracer.
On voit par là qu^une équation entre deux variables x et ^, représente une ligne dont chacun des points a ces variables pour coordonnée^. Aussi appelle-t-on équation êPune ligne la relation qui existe entre les coordonnées de chacun des points de cette ligne ; et celle-ci à son tpur est appelée le lieu de Féquation. ' 8. Cherchons Téquation d^une droite AE passant par Porigine A des" coordonnées (fig. 3 ). Soient AX et AY deux axes quelconques \ prenons Tabscisse positive AO = 1 et soit a I^ valeur de Tordonnée correspondante OV ; soit M un point quelconque de la droite AE, j: et j* les coordonnées AP et PM du point M : les deux triangles semblables AOV et APM donnent
jr = ax.
Telle est l'équation de la droite AE ; car non-seulement cette équation détermine tous les points de AE, situés dans Tangle Y AX ; mais aussi tous les points dans Tangle RAY'. C'est ce qu'on vérifie , par exemple , en^ faisant a: = — 3 , dans jrzzzax'^ car la valeur Tésuîtante jr = — ^^t étant négative , .détermine un point au-dessous de Paxe AX (G. 4o 1 ) , et ce point tombe sur Je prolongement de EA. Effectivement , les coordonnées de ce point étant — 3 et — 3a, ont pour valeurs absolues 3 et 3a ; et si l'on prend du côté des abscisses négatives , la distance AI = 3, et qu'on mène l'ordonnée IG, les triangles semblables AOV et AIG donneront \ I 3 ;* a ^ IG; d'où IG=:3a; les coordonnées -^ 3 et r^ 3a déterminent donc , en effet , le point G de la droite EAG.
9- Non>settlement réqaation y=.ax appartient k tous les points de la droite AE , indéfiniment prolongée \ mais de plus , en j faisant varier a, cetle équation détermine tontes les droites qui peuvent passer par Torigine. En effet, comme a est Fordonnée correspondante à Tabscisse positive AO = i;sia = QD, ce qui arrive quand la droite est parallèle à son ordonnée , celte droite coi(nçidera avec Taxe AY; et c^est ce que montre Féqua-
tion y=icLX\ car ayant alors a: = — = o , quel que soit y^ tous
les points de la droite se trouvent sur Taxe des ordonnées (4)* Partant de cette position , il e$t clair qu'^à mesure que a dimi< nuera, la droite approchera de Taxe AX; et si a devient nul, cVst-à-dire si le point Y tombe en O, la droite aura deux points communs A et O avec Taxe AX et coïncidera avec cet axe. G^est encore ce qu^indique Péqualion y = ax^ qui donne alors ^ = o, quel que soit x. ^
Enfin , a devenant négatif et égal à — ^ Oy^ la droite tombe au-dessous de Taxe des x et prend la position AN. GVst ce qu'ion voit encore par Péquation jrzztax^ qui devient alors ^ = — OV X x; car tant que x est positif,^ est négatif i, et on ne peut avoir jr positif qu^en prenant x négalif : ce qui montre que la droite reste au-dessous de Taxe des x du côté des abscisses po** sitives et ne passe au-dessus de cet axé que du coté des abscisses négatives.
On voit donc , par cette discussion , que Téquation y^r^ax représente successivement toutes les droites qui passent par Porigine des coordonnées et peut servir à les décrire.
10, Considérons maintenant une droite BH rencontrant Taxé des j^ à une distance AB = ô de l'origine A. Sqît B un point quelconque de cette droite , x et^ les coordonnées de ce point. Menons par Forigine A la parallèle AE à BH, rencontrant PD en M; pous aurons, d'après ce qui précède, PM =:ax.. Ajoutant d'un côté MD et de l'autre son égale A6 ou è, puis obser** vaut que PM^- MD vaut^ , il viendra
Cette équation ayant lieu pour tous les points de la droite BH, indéfiniment prolongée dans les deux sens, est l'équation de cette droite. ,
IX. Réciproquement , toute S^mtion du premier degré entre
lâi variahUê x et J, reprSseniB une ligne droite et en détermine la ponti&n. En efiet , cette équation peut toujours se ramener à la îormej-zizax + b. Si Ton y fait d^abord a:=: o, pouc avoir le point situé sur Taxe des 'jr^ il viendra ^ rr ^ ^ et suivant ^ue h sera positif ou négatif, ce point sera au-dessus ou au--dessons de Taxe des abscisses. Supposons b positif et prenons AB — b\ menons BF parallèle à AX et soient D, D', D", ..., les points dont les coordonnées satisfont à Péquatîon^rr: oj: -{-b ou^ — ^zziax'^ nous aurons donc , en observant que les parallèles PC, FC, F'C'', ... , sont égales kb,
ÇD = a.BC, C'P'=;a.BCS C"P"=a.BC", ...;
4 V CD : Bc ; : CD' : PC' : ; c'p" : bc, . . .
Et comme les angles BCD, BC'D^ BG^'D", ... , sont égaux, a s'ensuit que les. triangles BDC, BD'C, BD"C", ..., sont équiangles ^ donc toutes les droites BD, BB', BD", ... , coïncident et tous les points B, P, D', D'^ .,.,sont à une même droite: donc enfin , toute équation de la forme ^=1: or -|- 5, représente une ligne droite , ^opX xetjr sont Içs cpordonnées c|e ç|iaçun de ses points.
12« Dans cette équation , & est la distance de Porigine au point où la droite coupe Taxe des ordonnées, et u est Tordonnée correspondante à Tabscisse positive x±z i ^ pour la parallèle à la droite proposée , menée par Torigine ; a représente aueei le rap-* part des sinus des angles que cette droite /ait avec les axes des x et des y. Car soit é Pangle YAX , de ces deux axes et « Pangle que la droite BH fait avec )Vxe des x ; son angle avec Taxe des y sera donc il— r«i. Menant AE parallèle à BH et prenant AO — 1 ; dans le triangle AOV, on aura OV=a, Pangle OAV= a et Pangle AVQ = # -^ ft ; il viendra donc i ; a ^ ; sin (0 — tt)l
SIQ flt
sin Et ; d'où a =1 -:— 7- : > Et si é = qo*^, on aura a r= tane «.
' sjn(6-r-«e) ^ ^
i3. Tant que a et 5 sont indéterminés, la situation de la droite n'est pas connue ; mais si a et b sont donnés , ou si Pon a des conditions qui les déterminent , il sera bien facile d'en conclure la position de la droite. Pour cela , le moyen le plus simple, en général, est de Chercher les points où cette droite coupe les axes, en faisant successivement xzzio et j^ = o , dans son équation. Cesi ainsi qu'on trouvera la droite représentée par l'équation
( ft )
l4* Thynwer VèguatUm â^une ligne droite panant par èeux point» donnés^ Sangle des axes étant bailleurs quelconque.
Soient (x^, y) le premier point, (a/', j^'} le second et j* = ax -j- h réquation de la droite cherchée, a et h étant inconnus. Puisque cette droite passe par les points dont les coordonnées sont x^ et y^ a:" et j^', son équation sera satisfaite lorsqu^on y remplacera x par x'etjr par j^, puis x par x^' et ^ par ^'5 ainsi on a les trois équations
jrz=zax + h^ y^oxf+b.
Prenant dans les deux dernières équations le.s valeurs de a et b , puis substituant dans la première , le résultat sera Péquation demandée. Mais IMliminatiop se fait beaucoup plus simplement, en retranchant la seconde équation de la première et I9 troisième de la seconde ^ car on a , par ce moyen ,
y —y^ = a(^çc^ ~ xf^)\ d^où Ton tire
a^^lpil et j—y^ylf:y!l.tx'--x').
Il est aisé de vériiSer que la seconde de ces équations est celle de la droite qui passe par les deux points (jx^^y) et {y\ J^')î car si jr =^'1 elle donne xz=: oc^ \ et si j* = j*", elle fournit X = x". On voit d^aiUeurs que le b de celte droite a pour va-
leur b=z ^ , V >
Remarquons de phis, que si une droite passe par le point (^1 J^)i 8^^ équation sera toujours de la forme
i5. 1/ angle des axes étant quelconque ^ si Us deux droites y = ax -f- b et y =2 a'x -j- b', sont parallèles^ on aura toujours a=:a'; et réciproquement. Car puisque les deux droites proposées sont parallèles, les parallèles jp et ^, à ces deux droites, menées par Torigine , coïncident nécessairement ; il en est donc de inême des ordonnées a et a', qui , pour ces parallèles p et /»', correspondent à la même abscisse 1 positive (12)^ c^est-^à-dire que ff=a'.
Réciproquement, si a = a\ les parallèles p et p' anx deux droites proposées , menées par Torigine , auront deux points de communs et coïncideront ; les deux droites proposées seront donc alors parallèles à une même troisième, et conséquemmeot parallèles entre elles.
16. Il est bon d^observer que quand deux droites se conpcnC, les coordonnées :r et^ du point dMntersection , sont respective^
■ ment les mêmes dans les équations de ces droite^; et réciproquement. Si donc on résout les deux équations
jr=zax -^ b et jr=z Jx + ^ 1
les valeurs résultantes seront communes à ces équations et seront les coordonnées du point de rencontre de« droites que ces mêmes équations représentent : on aura
xz=. 7 et r:zz- r-»
tf— a' "^ a—a'
Si a = a', sans qu^on ait h =. V^ ces valeurs seront infinies ; le point d^intersection sera donc infiniment éloigné : aussi alors les deux droites sont parallèles.
Si on avait à la fois a=a' et h = b\ les deux droites se con*» fondraient et auraient une infinité de points communs : c^est aussi ce quMndiquent les valeurs a;=5 et^=| , que l'on trouve dans ce cas.
17. Calculer t angle de deux droites j rapportées a des axes rectangulaires.
Menons par Porigine A les parallèles AE et AF aux deux . droites proposées j'i=.ax •{- b etj* = a'x -f- b^ ; Tangle EAF pera donc le même que celui de ces deux droites (fig. 4)* Soient « et a! les angles que les droites proposées font avec Taxe des a: ; on aura donc Tangle EAX = « et Pangle FAX =:=*'; dVù Fangle EAF = «' — « , et en outre a = lang * et a' = tang «' (12). Soit t la tangente de Pangle u! — « des deux droites proposées, de sorte que / = tapg(«ft' — tt). Développant le çeçond membre , il viendra
i:zi ^ • — ^ , ,• ou #== '•
l + lang tt, tang nf 1 -|- aaf
Soit «le sinus de Tangle J-^it des deux droite^ j son cosinus sera [/ 1 — «* et ph aura
/ r= y — ; d'où «rr — - . ■.
Substituant la valeur précédente de f et rçdqîsanl , on trouverez
Cette formule, ou celle qui donne /, suffira poxir construire " r^tngle des deux droites j^= ^j? rj- 5 et j-= a'x -)- i', rapportées à des axes rectangulaires.
16. Si cet angle J — et est droit, sa tangente /sera infinie et son sinus à égal au rayon 1 \ donc les formules précédentes donneront chacune «jki'-f' 1 = 6. Réciproquement, si aa'4" * =^1 on aura i=zço et «=i; Pangle des deux droites proposées sera donc droit. Ainsi on a ce théorème, que nous emploierons souvent :
Lorsque deux droites y=:ax-}-b p/y'^fa'x + b', rapportées à des axe^ rectangulaires , sont perpendiculaires Vune à Vautre, fm a toufours aa'^^ i = 0/ «/ rèciproquem^tf C'est d'ailleurs ce que Ton peut démoptrer directement , par la construction d'une figure , et sans le secours de la Trigonométrie.
19. Pour avoir Fangle n' — n des deux droites proposées rc=ûa:-j- A
etj'^ia^x-^-b'^ lorsque les axes sont obliques e% font entre eux un angle
sin tL 6 , on observe qu^alors a =2 . — r (it^). Développant sin (ô — «) ,
puis chassant le dénominateur et divisant les deux n^embres par C054, on aura
a sin B
a siti — a cos B tang et =r lang « •, d'où tang a =r
^ 1 -]- « cos B
-,, . , sin 4' _ -14^ , a'sinfl
L^equation a'= —. — r- , donne de même tang *'r=: — «
^ sm(9 — *')' * i+a'cosô
Posant toujours « = tang (»' — *), développant et substituant les vs^- Icurs que l'on vjent de trouver pour tang e^ et tang «', il viendra
- (a' — a) sin 9
f- aa'-f- (« + a') cos
. Si les deux droites sont parallèles, «'rr:*, t = tang («' — «) = o et par suite af^=:a^ comme au n° jS.
Si les deu3; droites sont perpendiculaires, Tangle ii' — 4=90" et «=3 ^ang 90° = 00 ; ce qui exige qu'on ait -
1 + ûa'+ (a -|- ^^') cos ô = o , çopdi^ion qui, lorsque 0=90**, se réduit à i-|- fla'=:q, comme au n'* 18.
20. Trouver faire du parallélogramme ABGD, dont le sommet &un angle est à P origine de$ coordonnéee rectangulaires j connaissant éPailleurê les équations yz^BX etyzz: a'x 'des côtés AB et AD qui comprennent cet angle, ainsi que les longueurs A' et B' de ces côtés (fig. 4)- Soient a et «' les angles BAX et DAX ; soit s le sinus de Pangle BAD ou «'-—«. Menant la hauteur DG du parallélogramme ABCD, le triangle rectangle ADO donnera i * « * I B' * DGz=:B'«, et Paire de ce parallélogramme sera AB X DG ou A'B'«. Substituant la valeur de s* trouvée plus haut (17), il viendra
Soient x'^ y les coordonnées du point B et 3f\ y^ celles du point D; on trouve aisément que hJWszzix^y^ — J^-a^'-
a 1 . lies coordonnées étant rectangulaires, la distance P du poùd
(x', y') à la droite y=:z«s.-{-h, sera toujours P z= r •
Soit Eï^ la droite ^=:ax + b,Wle point (o^, y) et M'M = P la perpendiculaire cherchée (fig. 5). L^angle de EF avec AX étant égal à l'angle de AX avec AV, parallèle à EF5 si l'on prend AO rr- 1 , ce qui donne la perpendiculaire OV ma, les deux triangks AOY et IMM' seront semblables ; on aura donc
AO : MM' : ; AV : im', ou i : p : : j/r+^ : îwz=iv[/t+^.
Mais ajant AP' = a::' et I étant un point de la droite proposée EF ' ou j- zn ax -{- b ^ il vient IP'^z ax' -|- b. Donc comme M'P' =zy^ on a IM' z^y — ^ o^c' — b-^ d'où l'on tire
Pj/i + a"=/ — a;ir'— 6 et P = ^
F — ax^ — b
Il est facile de vérifier que si le point (^x^^y) tombait en M", au-dessous de la droite proposée EF, la valeur de P serait ilégative.
On parviendrait d'ailleurs à la formule précédente, ^u moyen de l'équation de la droite donnée, de celle de sa perpendiculaire menée par {x'^y) et de la distance P entre le pied (a7,jr) et le point ( ^i jr') : on aurait alors à combine^ les équaUous
j-m^aj: -f- i, j- — yz=za'(^x — x'),
et on serait ainsi dispensé de construire une figure.
( 13 ) 23. Le petit nombre de principes qui précèsdent, suQit pour résoudre très-simplement tous les problèmes qui ne dépendent que de la ligne droite, sur un plan. On aura, dans la suite, souvent Toccasion d^appliquer ces principes ; nous nous bornerons donc , pour le moment , au théorème que voici :
Si des extrémiUê de la base AB d^un triangle quelconque Â6G, on mené des parallèles aux deus autres côtés j et que par deux points quelconques P et Q, pris à volonté sur ces parallèles, on mène aux mêmes côtés, deux nouvelles ^parallèles, se coupant en D; je dis que les trois droites AQ, BP etDG se rencontreront en un m,éme point ( fîg. 6 ).
Prenons les côtés G A et CB pour les axes des x et des ^ obliques ; faisons CA = a , CB = h , AP zzzp et BQ zr </ : la droite AQ passant par les deux points (a, o) et (— '^, i^), aura pour
équation (i 4) h
y-zz — ; — (x — a\
De même, la droite BP passant par les deux points (o, ^) et (a, — /i), aura pour équation
Enfin, réquation de la droite DG, qui passe par les pointa (o, o) et (— ^ — ^)i sera dé la forme
Pour le point où les deux premières droites se coupent, les x et les j- sont respectivement les mêmes dans les équations de ces droites. Résolvant donc ces deux équations, les valeurs résultantes seront les coordonnées a; et jr du point commun aux deux droites AQ et BP : et puisque ces valeurs satisfont à Féquation de la droite DG, il s^ensuit que le point d^intersection de AQ et BP, se trouve sur DG, .
Et comme les signes de ^ et g peuvent être quelconques , il faut en conclure que les droites AP et BQ peuvent être menées indistinctement de part et 4^autre de la base du triangle, sans que lethéorème cesse pour cela d'^avoir lieu»
23. On démontrerait, d^une manière touC-à-faît analogue,, les théorèmes des n^* i25 et 126 de la Géométrie, après avoir établi que tes coordonnées du milieu de la droite qui Joint les
( 14 ) • deux f(rinU ( x', y') et (x", y" ), tant x = |(x' + x* ) «/ y =z
Kj'+y">
34* «$<(' l^on veut trower analytiquement le point également distant 'de tfois droites qui se coupent et forment un triangle^ on verra qn^'ù existe quatre de ces pdinU et qu^ik se trouvent aux inteisectîoiis des bisectrices de deux angles dn triangle avec leurs perpendiculaires aux sommets des mêmes angles. De là , en chercliant le point «paiement éloigné des trois sommets du même triangle, on sera conduit aux propriété» indiquées , page 394 de la Géométrie.
a5* Enfin, voici encore quelques propositions à traiter :
I. Trouver Paire d^un triangle , au mojen des coordonnées des BOatmets de ses angles.
IL Trouver le lieu de tous les points ^plement distalis chacun de deux points donnés.
m. Quel est le lieu de tous les points tels, qu^en menant de chacoiï deux droites à deux points donnés, la difierence des carr^ de ces droites vaille un carré donné c' T
1 Vé Lorsque des extrémités de la base d'un triangle, on mène des droites à deux points semblablement placés sur les deux autres côtés , ces deux droites se coupent sur la droite menée du sommet au milieu de la base.
y. D'un point donné hors d^un angle tracé, mener une sécante telle, que les distances.de ce point aux deux où cette sécante coupe les deux ^côtés de Tangle , aient le rapport donné n«
Equations de la circonférence ^^fe ià tangente,
26. Soient p ci q les coordj^nnées rectangulaires du centre d^un cercle donné , a: et j* celles dW point quelconque de sa circonférence et B. la distance de ces deux, points ou le rayon \ d'après ce qu'on a vu ( 5 ) , il est clair' qu'on aura toujours
Telle est l'équation la plus générale de ïa circonférence : elle renferme trois constantes indéterminées , parce qu'il faut trois conditions pour déterminer le centre et le rayon d'un cercle.
27. Lorsque l'origine est un poitit de la tjf conférence , on a p^ -\* q^ 7:=^^ '^ et IMqualion du cercle devient
j** + j;' — 2pa: — i^îrio.
^ Alors si on y fait j- :r= o , pour avoir les points ou la circonférence coupe l'axe des x, il viendra xiiziô et xzU'ïp^ ainsi les points dUntersection sont l'origine et celui dont l'abscisse 2/1 est double de l'abscisse p du centre. D'où il suit que la perpendicu-
.( 15 ) laire<l^ menée ébi centre' iur la corde 2p, divise cette cord^ en deux parties égales.
•!28. SI Fodgioe est à rextrémîté d^un diamètre, pris poar axc^ des x^ les coordonnées du centre seront nécessairQinent j^rzR et $ = o ; alors Féçoation de la circonférence prend la forme
X* +j^'^= 2llr \
et comme yx* -^y^ exprime la distance du poînt-(j:, ^) de la circonférence à Porîgine des coordonnées ( 5 ) , ou représente une corde, on voit que cette corde est moyenne proportionnelle entre le diamhtre 2R et le segment n adjacent à cette même corde» 39. La même équation prend aussi la forâxe
j*'=2aRx — x^ on*^'=:(2R— a?)ar.
Or, X et 2R — X sont les segmens du diamètre, déterminé» par Tordonnéej^ ; de là résulte donc que si £un povni de la circonférence j on abaisse une perpendieulaire sur le diamètre j cette perpendieula&re sera moyenne proportionnelle entre les deux segmens qu'elle détermine sur ce diamètre.
3o. £n^ , si Porigîne des coordonnées rectangulaires est au centre, p et g seront nuls ; et Péquation (1) deviendra
Cette équation est la plus simple de la circonférence :. aussi estr ce celle qu^on emploie le plusiréquemmentr
Par ce qui' précède, on Toit que les coordonnées ;;tr et ^ étani rectangulaires, Péquation. de la circonférence est toujours dd second degré et.ne comienlt pak le produit xjr.
3i. Réciproquement, les coordonnées x et j étant rectangulaires ^ toute équation qui ne contient pas le produit xy^ mais renferme les carrés Tl eiy^^ avec des coejjiciens égaux et de même signCy représente unb circonférence^ Car cette équation peut toujours se ramener à la jË^rme (a; — i>)' "t-(^ — 5f)*=i:R*. C'est ainsi , par ei^mple, que Péquation
Aar* 4. A^*4. Rar 4. Cj^ + D =ro,
devient (^+l)V(/+^yz±5l±S^:^.
Cette équation est celle de la circonférence, dont les coordon^ nées du centre et le rayon , sont respectivement (26)
Il est aîsë, diaprés cela^ de trouver le œntre et le rajron def la circonférence représentée par Tcquation
32. L^équation de la circonférence nous a déjà donné plilsieufs propriétés de cette ligne; et elle doit les fournir toutes^ puisqa^elle la représente complètement. Yojons , par exemple , si les deux droites menées des extrémités d^un diamètre à un même point de la courbe, sont perpendiculaires Tune à Tautre (fig. 7).
D^abord Péquation de la droite BM étant de la forme yznax •{- ft f la condition de passer par le point B ou ( — B. , o), donnera o =; — aR-f-^. Retranchant cette équation de la précédente, on aura, pour Péquation de la droite BM ,
De même, Péquation de la droite CM sera
D^ailleiirs, Péquation de la circonférence est
Les deux droites devant se couper en M sur la circonférence, les coordonnées du point d^intersection , sont respectivement \çi& mêmes dans les trois équations précédentes. Si donc on prend les valeurs de x et de y^ dans les deux premières , et qu^on substitue dans la troisième , celle-ci sera satisfaite , et on aura ainsi, réductions faites,
La dernière équation donne d^abord ad '\-\'zii.o\ ce qur prouve que les droites menées des extrémités d^un diamètre à un même point de là circonférence , sont perpendiculaires Pùne à Pautre (18). La même équation fournit ensuite aa' =1: o ; d^où a r=o et a'=r:^, ou bien dt=.o et a=£. Cela signifie qae, si Pune des deux droites est menée suivant Paxe des x, PaùCre aura telle direction qu^on voudra;
Il est visible , en effet ^ que dans cette dernière supposition ^ les deux droites se coupent toujours sur la cîi^onférénce , conformément à llijrpothèse; mais cette seconde solution ne fournit aucune propriété, et on aurait pu se dispenser d^y. avoir égard.
B.eiiiar<pioiis qiie si, dfns le produit des deux prei^ières équations propos<Ses, on substitue la valeur de aa! tirée de W-|- i =o, on résoudra le problème où il finit trouver le lieu des sommets de tous les angles droits, dont les côtés passent constamment par deux poin^ donnés.
33. Cherchons actuellement les relations nécessaires pour que deux circonférences se coupent ou se touchent. Prenons |K>nr axe des x la droite d qui joint les deux centres, Torigine des coordonnées rectangulaires étant au centre du plus grand des deux cercles et Tabscisse positive du second centre étant la droite d elle-même : il est clair que les équations des deux circonférences sont respectivement
x«+^=R« et (a: — d)*-4-^»==R'».
Ponr les points où les deux circonférences se coupent, les x et les ^ sont respectivement les mêmes dans les équations précédentes; de sorte, qu^en résolvant ces équations, on trouvera, ponr les coordonnées des points d^intersection ,
r==fc -i|/(^+R+R') (rf+R— R') (d+R'— R) (R-+-R'— dj.
i» On voit qu^il y a deux points dUntersection , pour lesquels x n^a qn^une seule valeur \ ce qui prouve que la droite qui joint les deux points de rencontre est perpendiculaire à la droite qui joint les deux centres* De plus , comme les deux valeurs dey sont égales et de signes contraires, la première droite est divisée en deux parties égales par la seconde,
a* R étant le plus grand rayon , les deux premiers facteurs sous le radical de j^ sont positiû \ donc si les deux autres £icteurs sont positifs aussi^ c^est-à-dire si Von a en même temps ^2 ^ R H- R' et t£^ R — R', les deux valeurs dej^ seront réelles et les deux circonférences se couperont en deux points* Doi|c , lorsque la distance des centres de deux cercles est moindre que la somme de leurs rayons^ mtUs,plus grande que leur d^érence^ les deux circonférences se coupent»
Les deux valeurs dey seraient encore réelles, si Ton pouvait avoir en même temps R^ci+R' et ^^R-|-R'* ^^ ces inégalités sont impossibles \ car dés que R^€£+R', à plus forte raison R4-R'^<2«
3^ Lersqa^on a d'^K --f- R', Pun des deux derniers facteurs sous le tzn dical dey est négatif, tandis que les trois autres sont poûti& \ doncalois les deux valeurs dey sont imaginaires et les deux cetdes ne se coupent pas. n en serait de même si Ton avait <2^R-— R^
4^ Si <2==R-}-R') l€ dernier facteur sous le radical de y sera nul^ les deux valeurs se réduiront à une seule o, et par conséquent les deux circonférences n^auront qu^im seul point de commun , placé sur la distance
des centres. H en serait encore de même si Ton avait dz=^ — R'«
5^ Réciproquement , dès que les deux circonférences n^ont qu'un seul
poinl de oomoinii , les deaz yaleun itx^ réiniieiit à nne sevde ; ce qui ne peat arriver qo^'autant quelles sont nulles toutes les deux, et par suite qu^autant que Pun des deux derniers fiicteurs sous le radical est zëro. On a donc^=:o et <2=:R -f-R', ou <2;=R-— R' ; ainsi ^fuand deux circon- /erenees se touchent , le point d9 contact est placé sur la distance des centres , et cette distance vaut la somme ou la différence des rayons •
^ Enfin, si <2=o et R^R', les deux valeurs de^ sont imaginaires; mais si <2 = o et R := R') jr et j^ sont indéterminés : aussi les circonférences sont-elles intérieures Tune à Tautre , dans le premier cas , et coïncident dans le second.
34* Examinons maintenant les propriétib qui résultent de rintersection d^une circonférence par une droite ou plusieurs. Soient ar\ yf les coordonnées d'un point donné sur le plan dW cercle. L^origine des coordonnées rectan|;ulaires étant au centre , les équations de la circonférence et d^uœ sécante menée par le point ( '', ^ ) ) seront respectivement
x»-|-^*=:R» tly^y*=a{x^x^).
Soit z la distance du point ( x^^i ) à Vun des points d^intersection de la sécante avec la circonférence; pour ce point dUntersection , les x et les y seront respectivement les miémes dans les deux' équations précédentes et dans celle^ :
Prenant donc les valeurs de x et de^ dans la seconde et la troisième
équation ; puis substituant dans la première , après avoir posé l/^i^-a» £=m ; observent d^ailleurs que si d désigne la distance du point (xf^yf) à rorig;ine, on a €p=:x'» 4-J^'*» on obtiendra
jB»-j- — (x'-|-«iy')«+a» — R»=:o... (1).
Cette équation n^ayant que deux racines , il s^ensuit qn^une droite ne peut jamais couper la circonférence qu^en deux points. Soient s' et z^f les deux valeurs de z ; on aura , diaprés la composition des équations,
^J^JI^-Uxf + ayl), m
zV'=a»^R«.
Le produit x'z" étant indépendant de la valeur de a , qui détermine la direction de la sécante , <m voit que si par le même point (j:',^), on mène une antre sécante et qu^on désigiie par v% v^^ les distances de ce point aux deux points d'intersection , on trouvera pareillement Mfft/^z=z C23..IV*: donc z'«"3=t/i;'^, elconséqpemment
Cette proportion a lieu ^1" lorsque le point ( xf^yf ) est dans Tintérieur du cercle ; ^^ lorsqu^il est au-dchprs ; 3* lorsqu^étant au-debors , on a vf=vff* De là résultent donc les trois théorèmes qu^on démontre en géométrie.
Maintenant , supposons que les deux valeurs a' et Jf de t , dans Pëquation (i), soient ^ales : dans ce cas , la droite jr — jt :=; a (x — xf) sera tangente à la circonférence , puisque ses deux points d^intersection avec cette courbe, se réuniront en un seul ; on aura donc alors z'-{-2"== !uf, zU^f = «'', et ensuite
,f — _fî±^ et 2'= =i= l/éP— R».
'^ Si donc le point ( x\ jr')est hors du cercle , on aura <2 ^ R et les denx
valeurs de x' seront réelles et égales ; on peut donc , par un point hort
du cercle , mener à la circonférence ^ deux tangentes égales fintre elles»
Si le point {xf^yf) était dans Pintérieur du cercle, c^est-à-dire si Ton avait cJ^R; z' serait imaginaire et il n^y aurait point de tangente; ce qui est d^ailleurs évident.
Enfin , si le point ( x', yf) est sur la circonférence ; en désignant par x"et^"ses coordonnées, on aurax'=.x",^'=y" et jc''*+^'''=R"5 et comme alors i2=R , il vient z'=: o et <x" + ajr" = o ;. d'où a = — *
xff
—--• Cette valeur de a étant unique , on voit que par un point (x", y^' )
donné sur la circonférence , on ne peut mener qu'une seule tangente â cette ligne. De là on iireyy'^ -^xx^f = R' pour Téquatiôu de la tangente ; mais nous allons chercher cette équation d'une autre manière.
35. Proposons-nous de trouver réctuatîon d'une droite (D) perpendiculaire à Pextrémité (^oc^\y^^ du tayon R. D'abord Téquation de ce rayon est de la forme jr =z clx 5 et puisque le point (a;", ^') appartient à la fois au même rayon et à la circonférence 3^ 4".7^'= ^*i on a à la fois
y = a'x" et y + y " = R\
L^équation de la droite (B), passant par le point (j?", J^'), est de la forme ^ .— y/> — /» r^ t^\*
la condition d'être perpendiculaire au rayon R, donne oa'-f- t
=:o: d'où à cause de cJ'=.—r,^ il vient « = — —• Substituant ' y" xf'
celte valenr dans l'équation de (D) et réduisant d'après la relation xf^ -J'.y^'* = ^*i ^^ trouvera l'équation cherchée
j-y + xxf^ — R*.
Maintenant pour montrer que la droite (D) représentée par cette équation^ est tout entière hors du cercle, retranchons le double de la même équation hors de celle-ci : x"'+^''*=:R*; nous aurons y/«_ a^y f -j. cf^^ axjc" = — R'
Cette soustraction n'ayant pas changé les valeurs des coor-
-^^"^ — 'tÊÊr--,-"^ ., ^m^tJtk
données x et^ d'un point quelconque de la droite (D), Téquation résultante représente toujours la même droite. Soit d la distance du point (a:,^) au centre; on aura a:* -|-^* = ^^ Ajoutant cette équation à la précédente , il viendra
Cette équation représente enoore la même droite (D). Or, le premier membre étant toujours positif, quel que soit le poiat ( x, ^) de cette droite , la distance à de ce point au centre sera toujours plus grande que le rayon R ; tous les points de (D) sont donc hors du cercle, à Pexception du point (a^',^'), qui est sur la circonférence ; la droite (D) n^a donc que le seul point (:r", ^') de commun avec cette courbe : donc elle lui est tangente en ce point.
On voit ainsi que la perpendiculaire à V extrémités (x'', j" ) <f un rayon e$t tangente à la circonférence, L''équation de cette tangente est j-y -f- ar:r"=: R', et sa direction est déterminée
par «=:— ^,.
36. Vojons maintenant comment on peut mener une tangente à la circonférence, par un point donné (^, ^). Soit d la distance de ce point à Forigine ou au centre ; on aura d^abord
De plus, le point de contact cherché (a?", y^^ étant sur la circonférence , on a
Enfin, la tangente ^^" + xx"= R", devant passer par le point i^\y)^ pour lequel xtzzx' ^Xy-rz^y^ il vient
yy'+icV'=R\..(3)
Résolvant les deux dernières équations , par rapport à x" et à y\ on aura les coordonnées du point de contact cherché ; et les valeurs résultantes montreront de plus dans quels cas il j aura deux tangentes , une seule ou aucune.
Mais il sera beaucoup plus simple de déduire des trois équa-^ tions précédentes, le moyen de construire la taàigente menée par le point ( x\ y ) hors du cercle. Or, ajoutant la seconde équation au quart de la première et retranchant la troisième, on
trouvera (y'-.i//+(x"--ix7=K."(4) ^
Les coordonnées x" tx. y" n^ayant pas changé de valeurs^ elles appartiennent, dans cette équation, au même point que dans les équations proposées. Mais il est visible que la nouvelle équation représente une circonférence, dont \y et \x' sont^les coordonnée^ du centre (a6) ; conséquemment ce centre est le milieu de la distance .<Z. £t comme le rayon est |c2, on voit que cette circonférence est décrite sur la distance à^ prise pour diamètre. D^ailleurs, les coordonnées x" ^Ky" àsï. point de contact cherché , doivent satisfaire à Péquation (4) ; ce point appartient donc à la nouvelle circonférence : déjà il appartient à la proposée \ il se trouve donc aux intersections de ces deux courbes. De sorte que si Ton joint par des droites ces d/eux points d^intersection au point donné ( x\ j^' ) , on aura les deux tangentes que Ton peut mener à la circonférence , par un point situé hors du cercle \ et telle est précisément la construction prescrite en géométrie pour mener une tangente à la circonférence , d^ua point donné hors de cette courbe.
37. Un cercle, dent O e^U centre, et un point P Stant donnée sur un plan, trouver le lieu des intersections des tangentes aux points ou la circonférence est coupée par une droite quelconque menée du point P .
Plaçons Torigine des coordonnées rectangulaires au <:entre O et Taxe des x suivant la droite d qui joint ce centre au point P^ Soient (^x\y} et (^'^ J*") les points ou la droite tirée de P coupe la circonférence ] Féquation de cette droite sera done
Et puisqpie le point P ou ((2, o) se trouve sur la même droite
on a yf yff ^ ,. yf «// Jf
—y—Z^^fd-^x')i d'où 2L-4 = _J1.
Les tangentes menées aux points ( af^ y) et ( a;", y^ ) , ont respectivement pour équations
yy + xx' = R\
y-y' + xx^'zizR^.
Pour le point dHntersection de ces tangentes , les x et les y sont respectivement les mêmes dans leurs équations. Retranchant la seconde de ces équations de la première, puis remplaçant^
dans Péquation résultante , la fraetîon ^,^„ i par sa valeur trouvée pins haut, et réduisant, il viendra
y-y J^ X3if':=ièx\ d'où R'=:;d!r cl scziz-x'
Cette valeur de x étant constamment la même , quelle que soit la sécante menée de P, c'est-à-dire quelle que soit l'ordonnée jTy représente évidenmient une parallèle à l'axe des x* ^ suivant que d sera ]> on <^ R , c^est-à-dire suivant que le point F sera au-dehors ou dans l'intérieur du cercle , cette parallèle , au contraire, coupera le cercle, ou lui sera extérieure.
Il résulte donc des calculs précédens , que n $vn point niuS dans h plan éPun eereUj an nùns autant de êScantes qt^on vourdra, les points de rencontre des deux tangentes aux interseetians de chaque sécante, seront tous siur une perpendiculaire à la droite qui Joint le centre du cercle au point proposa,
38. On peut donc dire que la sécante pivote sur le point P, quand le point de rencontre des deux tangentes correspondantes parcourt la perpendiculaire P', dont on vient de parler. Pour exprimer plus brièvement ce fait, on a donné au point P, un nom qui signifie pivot de rotation \ il s'appelle pâle de la perpendiculaire P', et celle-ci est dite la polaire du point P. Rien n'est plus Êicile que de trouver le pôle, lorsque la polaire est donnée, et réciproquement ; il suffit pour cela , de déterminer d ou a: dans dxzzzB.*,^
Soit P'' le point où la perpendiculaire P' ^encontre la droite <7, c'est-à-dire l'extrémité de l'abscisse x^ on a nommé pâles conjugués d'un cercle, deux points P et P" en ligne droite avec son centre, de manière que le rajon R soit moyen proportionnel entre leurs distances det xkce centre. D'où il suit que le sommet d'un angle circonscrit au cercle et le milieu de la corde qui joint les deux contacts, sont deux pôles conjugués l'un de l'autre.
39. On appelle axe radical de deux cercles, une droite telle, qu'en menant de l'un quelconque de ses points , des tangentes aux deux circonférences , ces tangentes sont égales entre elles. Voyons s'il peut exister une telle droite. Soit d la distance des centres des deux cercles proposés ; R et R' leurs rayons. Plaçons l'origine des coordonnées rectangulaires au centre du premier cercle et l'axe des x suivant la droite d. Soit (x', y) un point
tel , quVn menant de ce point des tangentes aux deux circonférences, les longueurs de ces tangentes, depuis le point {pcf^y) jusqu^aux deux contacts , soient égales chacone à c ^ il est visible .que les distances de (â;', ^) à Porigine et au centre du second cercle, forment deux triangles rectangles, ayant Tuii B. et <^ pour côtés de Fangle droit, et Fautre R' et ci on a par conséquent
Retranchant la seconde de ces équations de la. première, on aura
art * ' ad
Cette équation représente une droite <?, parallèle ^ Taxe des ordonnées ; car elle reste la même , quelle que soit la longueur c des deux tangentes égales menées du point ( x', j*' ) , cVst>àdire quel que soit ce point, et par conséquent son ordonnée j^. De plus , comme cette équation est unique et qu^elle est vraie , quelles que Soient les trois quantités R, R' et <2, il s^ensuit que deux cercles ont toujours et n^ont jamais qu^un seul axe radical , tel que nous Pavons défini : c^est la droite <f perpendiculaire à la distance d des centres et éloignée du premier de la distance rr', que nous venons dé calculer. II est bien facile, diaprés cette valeur, de construire Taxe radical de deux cercles donnés.
4o. Il résulte aussi de la valeur précédente àe x^^ i* que si deux cercles se coupent, leur axe radical est dirigé suivant la corde conunune ; a** que si deux cercles se touchent , intérieurement ou extérieurement, leur axe radical est la tangente commune au point qu^ils ont de commun ; 3^ ertfin , que la différence des carrés des rayons de deux cercles , est égale à la différence des carrés des distances de leurs centres au point où Taxe radical coupe la droite qui joint ces deux centres. Ce point est dit le centre radical des deux cercles proposés.
4i • Let osée radicaux de trois cercles quelconques , pris deux à deux, se coupent toujours en un même point , appeU centre radical de ces cercles.
Supposons d^abord que les trois cercles proposés A , B , G , ne se coupent pas, ou du moins que Pun d^eux ne coupe pas les deux autres \ soit P le point de rencontre de Paxe radical des deux cercles A et B, avec Paxe radical des deux cercles A et C ;
fi
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dû point P menons les tangentes A', B', G', aux cercles À, B, G. Puisqae P appartient à Taxe radical des deux cercles A et B, les tangentes A' et B' sont égales (Sg). De même, puisque P appartient à Taxe radical des deux cercles A et C , les tangentes A' et O sont égales. Donc les tangentes B' et G', égales à la même A', sont égales entre elles, et par conséquent P est uni point de Taxe radical d^s deux cercles B et G : donc enlSn les trois axes radicaux se rencontrent au même point P.
Supposons actuellement que les trois cercles J^^ B, G se coupent ; soient R, R\ K" leurs rayons ^ les équations de ces cercles seront respectivement
(a;_^)» + (^_^)« = R« ou A'' = o, (a:— /)» + (^— j/^^zR'» ou B"=zo, (^x—yfj + (^— î'7=R"' ou G" = o.
Les équations des cordes conmiunes à ces troi^ cercles, c^està-dire de leurs axes radicaux , sont respectivement
A"— B''=:o, A"— G'' = o et B''~G'' = o.
Or, pour le point P d^intersection des deux premiers axes, les j? et les^ sont respectivement les mêmes dans leurs équations; donc, puisqu^en retranchant la première de ces équations de la seconde, on obtient B" — G" = o, c^est-à-^ire Péquation du troisième axe radical, il s^ensuit que le point P tombe aussi sur cet axe.
Yoici quelques problèmes à résoudie
I. Trouver le lieu de tous les points tels, que la somme des carrés des distances de chacun à deux points donnés, vaille un carre donné c'.
n. Connaissant Pangle de deux droites qui se coupent au centre dW cercle donné, mener à celui-«i une tangente telle, que ses parties comprises entre le point de contact et les deux droites proposées, aient un rapport connu n, ( Ce problème peut avoir huit solutions.)
in. Par un point donné sur le plan d^un cercle connu , mener deux sécantes perpendiculaires entre elles, de manière que les parties interceptées par la circonférence, soient dans le rapport donné n. ( La solo* tion conduit à un théorème assez remarquable. )
IV. Etant donnés tant de points qu^on voudra siur un plan, en trouver un autre tel, que la somme des carrés de ses distances aux premiers, vaille un carré donné c^, (On pourrait aussi demander que cette somme fût la moindre possible ; et alors, s^il j a seulement trois points, sonunets d'^uû triangle, le point cherché sera le centre de gravité de ce triangle. )
V. Trouver le lieu des sommets de tous les angles égaux à A, dont les côtés passent constamment par deux points donnés B et G. (La solution analytique Conduit à la construction pour décrire sur la corde BC un segment capable de Tangle donné A ; mais il £iut pour oda , que Forigine . des coordonnées rectangulaires soit au milieu de la corde BC et Taxe des X dirigé suivant cette corde : autrement, D serait fort difficile d^arriyer à la construction du problème* )
De la Transformation des coordonnées.
43. Lorsqu'on vent résoadre une qaestioa à Paide des prin-^ cipes de la géométrie analytique, la première chose à faire est de choisir les axes des coordonnées , de manière à simplifier les calculs et à fournir les résultats les plus faciles à interpréter géométriquement. Or, pour cela, les axes doivent être le plus souvent rectangulaires; quelquefois cependant il £iut les prendre obliques ; d'autres fois Tun d'eux doit être dirigé suivant une droite donnée , l'origine doit être placée à un certain point , etc. Mais l'usage seul peut apprendre comment il faut disposer les axes et l'origine , pour que l'équation à considérer ait le moindre nombre de termes qu'il se puisse.
Comme il n'arrive pas toujours qu'on ait pu faire le meilleur choix à cet égard , et que souvent les axes sont déjà déterminés, on a recours à la iraniformaUou des coordonnées^ dont le but est de faire disparaître quelques termes de l'équatîon proposée , en changeant l'origine et la direction des axes ^ préparation qui la met en état d'être résolue et discutée plus aisément.
44* Quand 6n veut ainsi passer d'un système de coordonnées à un autre , on cherche , pour un point quelconque, les valeurs des anciennes coordonnées en fonction des nouvelles : en substituant ces valeurs dans l'équation proposée, elle appartient toujours aux mêmes points ; mais ces points s'j trouvent rapportés aux nouveaux axes. Par conséquent les propriétés de la courbe restent toujours les mêmes , et il n'y a de changement que dans la manière dont elles sont exprimjées.
45. Voyons d'abord comment on passe d'un système de coordonnées rectangulaires , à un système de coordonnées obliques, d'une autre origine. Soient hetk les coordonnées AQ et QA' de la nouvelle origine A' (fig. 8)-, soient AJXf et AJY' les nouveaux axes des x' et des j^^ M un point quelconque de la ligne \x et
y ses coordonnées rectangulaires AP et PM ; ^r' et jr' ses nouvelles coordonnées AT' et P'H ; soient enfin y:rzaX'\^h.€l y = a'a:-{- V les équations des nouveaux axes hnH et A'Y'. Menant A'£ et PD parallèles à AX ; prenant A'I= i et tirant IK. perpendiculaire à A'E, on aura IH = a et IK=:a^ De sorte, quVn désignant A'H par m et A'R par m', il viendra m'= i -{- «• et m'* = 1 + a'*.
Gela posé , on a évidemment
:c=:* + A'C + P'D, j-=:* + CF+DM. .
Les triangles semblables A'IH et A'CP' donnent
X ox
^;^;:ï :a'c=- et m::*r'::a:cp'=— •
Pareillement, les triangles semblables A'IK et P'DM four« nissent
«':y::':P'D=é et«':y::«^:DM=^.
Substituant ces valeurs , on trouve
m ax m
Telles sont les formules générales pour passer d^un système de coordonnées rectangulaires , à un système de coordonnées obliques, d^une autre origine. Si Torigine était la même, A et A Seraient nuls.
46. Si Fangle des nouveaux axes était droit , on aurait aa^'\'
1=0^ d'où à cause de m'= i +a% il vient a'z=, — -, ^' = r et par suite
mm
ax
Ces formules sont donc pour passer d'un système de coordonnées rectangulaires, à un système de coordonnées rectangulaires , d'une autre origine.
47* Maintenant, si l'on veut passer d'àii^ystème d'axes obliques , à un système d'axes rectangulaires , de même origine , il
suffira de faire h=zo eikz^o^ dans les formules (i) et de résoudre ces mêmes formules par rapport kx' eiy : ou trouvera
ainsi .^m^Çrjzfi) ^t .^^Il<^L=d ... (3)
48. Enfin , si Ton veut passer d^un système quelconque^ à un autre parallèle , on prendra >
ar = *+V el^zzA+J^'i comme il est bien facile de le vérifier.
Il resterait encore à trouver les formules pour passer d^un système de coordonnées obliques , à un autre oblique pareillement ; mais comme nous ne ferons pas usage de ces formules , nous ne les rapporterons pas ici.
49* Pour donner une application des formules précédentes , supposons que les axes étant obliques , Téquation d^une ligne soit
et proposons-nous de transforiher les coordonnées, de manière à faire disparaître le produit jpjr. Pour cela, on prendra les formules pour passer d^un système d^axes obliques y à un système d^axes rectangulaires , de même origine ; on remplacera donc , dans Téquation précédente ,^ et x par les seconds membres des formules (3) ; puis après avoir développé , on égalera à zéro le coefficient du produit xy^ et on aura ainsi les deux équations
64 (a'— a)' et
, aam" 4" ^^'^^ — 1| (® + ^0 ^^' = ^ • Remettant les valeurs dé m et m'^ dans la dernière de ces équations , et supprimant le facCeur 2 ( a -|" ^' ) i ^^ ^^^^
Cette équation entre les deux indéterminées a et a' fera connaître Pune déciles , dès que Pautre sera donnée. Si Pon prend, par exemple^ a=zo, il en résultera a'zz:^ ; et alors Téquatioii de la courbe représentée par Péquation (4), deviendra
xette cott]i>e est donc une circonférence ayant 8 pour rayon. ,
On pourrait prendre toute autre valeur pour a ; par exemple^
en faisant a =| , il vient &' z= | et encore x* -J"J"' ^== 64 .
5o. IJne équation du second de^ré , à deux variables x ely^ peut représenter quatre courbes différentes , nommées eourhê9 du ëeeond degré , savoir r la circonférence , Fellipse , la parabole et llijperboie. Ces courbes sont aussi appelées êecHom eoniqueêj parce qu^on les obtient en coupant un c6ne droit par des plans diversement inclinés.
Nous allons chercher les principales propriétés des trois dernières courbes.
De V Ellipse.
5i. On appelle elUps»^ une courbe plane telle, que la somme des distances de chacun de ses points à deux points donnés F, F^ est constamment la même et égale à une droite donnée 3A. Ces points F et F' sont dits les /oyen de Pellipse , et les droites menées des foyers à un point quelconque de la courbe , sont les rayoni vecteurs de cette courbe.
5a. Pour construire Pellipse, diaprés sa définition, prenons le milieu O de la distance FF' (fîg. 9) ; portons sur cette droite prolongée, les distances OB et OB' égales chacune à 1^ moitié de 2A ; les points B et B' appartiendront d^abord à la courbe cherchée. Car ayant FB = A— OF et F'B = A + OF, il vient FB + F'B z= 2A. On verra de même que FB'+ F'B'= 2A.
Pour avoir d^autres points , prenons sur FF' un point quelconque I, puis des foyers F el'F' comme centres et avec des rayons respectivement égaux à IB et ES', décrivons deux arcs se coupant en M et M'; ces deux points appartiennent à Pellipse. Car puisque FM = IB et F'M = IB', on a FM + F'M = BB' = 2A. De même FM' + F'M' = 2 A. Ainçi M et M' sont deux points dé Pellipse ; et on en trouverait quatre , si Ton portait successivement chacune des deux ouvertures de compas aux deux foyers. On voit d^ailleurs que BB' est perpendiculaire au milieu de MM'.
Après avoir trouvé ainsi une série de points suffisamment approchés les uns des autres, on les joindra par une ligne continue BGB'^G^, qui sera Pellipse demandée. *
On peut aussi construire Pellipse d^un mouvement continu, en fixant aux foyers F et F' deux épingles . auxquelles soit, attaché un fil dont la longueur égale 2A \ puis en faisant glisser un
9tyle ou un crayon qui tienne ce fil toujours tendu ; la courbe sera tracée quand Finstrument mobile aura fait deux demi-révolution», Tune au-dessus de FF' et Pautre au-dessous.
Enfin si Pellipse doit être tracée sur le terrain , on se sert d^un cordeau ayant aA pour longueur, et de trois piquets, dont deux fixent les extrémités du cordeau aux foyers F, F', et le troisième sert à tracer la courbe , en tenant le cordeau toujours tendu.
Il est clair que quand les deux foyers coïncident, Pellipse est une circonférence de cercle ; et à mesure que les deux foyers «^éloignent Pun de Pautre., Pellipse s^alonge de plus en plus, jusqu^à devenir enfin une. ligne droite , lorsque les deux foyers sont arrivés aux extrémités de la droite BB'= 2 A.
53. Maintenant que nous avons une idée de la forme de Pellipse, cherchons Péquation de cette courbe. Pour cet efiet, plaçons Porigine des coordonnées rectangulaires au milieu O de la droite FF', que nous prendrons égale à 2c, et dirigeons Paxe des a: suivant cette droite. Soit M un point quelconque de la courbe ; soient :r, y les coordonnées OP et PM du point M ; enfin , soient r et /^ les deux rayons vecteurs PM et F'M, dont la somme, diaprés la définition, doit toujours être égale à la droite donnée 2 A : on aura donc d^abord r^ -f- r = 2A.
Ensuite , à cause de FP = a: — c et FT -zzx ^ c^\t% deux triangles rectangles FMP, F'MP, fournissent
r*=j-* + (a: — i?y et r'*=j* + (a: + <?)'.
Prenant successivement la somme et la différence de ces équations, il. viendra, en réduisant,
r'* + r^ = 27-* + 2ar' -}- 2c* et r^^-^f^zn H^cx.
Mais r'* «— r' étant la même chose que (W-l-^)(»^ — '•)î si dans ce produit , on substitue
^ + ^=31^., on trouvera r — r = -r--
Ces deux équations donnent
« . ' , ex . CSC
f^ = A + -j^ et r = A-^.
Sqbstituant ces valeurs dans W* + r* == 2jr' + 2x" + '^^^•^ on obtiendra
d'où Ay + (A'— e*)x' = A'(A'— O-
11 est clair que FF' ou 2c < aA ; donc A' — c* est essentiellement positif; et si Ton pose A' — c* r= B*, B sera connu , et Ton aura enfin ^y ^ g ^ -- ^»b»^
Telle est Féquation la plus simple de Pellipse.
54* Discutons cette équation; et pour cela, résolvons-la par rapport à j^ ; nous aurons
Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires, on voit que pour une même ^cisse AP, il j a deux ordonnées égales PM, PM'f et que par suite la courbe est divisée eq deux parties égales par Taxe des x. On verra de même qu'elle est divisée en deux parties par Taxe des jr. De plus , P étant le milieu de la carde MM', parallèle à OC , il s'ensuit que chaque axe des coordonnées divise eh deux parties égales toute corde parallèle à l'autre.
Faisant successivement ar=o et^=o, pour avoir les points oi!i la courbe rencontre les axes des coordonnées , on trouvera ^=:=±=B et a: = =±=A. L'ellipse coupe donc l'axe des ordonnées en deux points G et G', placés à la même distance B de l'origine O et de part et d^autre. De même, elle coupe l'axe des abscisses en deux points B et B', à la même distance A et de part et d'autre de l'origine.
L'abscisse augmentant depuis j:=o jusqu'à x= A, l'ordonnée diminue depuis ^ r= B jusqu'à j-zzzo. De plus , x = A représentant une parallèle à l'axe des ordonnées (3), et les deux valeurs dejr étant alors nulles, les deux points où cette parallèle coupe l'ellipse, se réunissent en un seul B ; donc cette parallèle est tangente à la courbe en B. Gette courbe ne saurait donc s'étendre dans le sens OB au-delà de l'abscisse x = A = OB. Effectivement, pour x ]> A , les deux valeurs de j* sont imaginaires. Ainsi l'ellipse est renfermée dans le rectangle qu'on obtient en menant des parallèles aux axes des coordonnées, par les quatre poinU B , G , B', G', où elle coupe ces axes. En outre ar = A est la plus grande abscisse et j^= B la plus grande ordonnée.
' Les droites aA= BB' et 2B = CC s^appellent les axei de l^ellipse ; la première aÂ en est le grand axe^ la seconde 2B le petit axe et Porlgioe O le centre.
Uellipse est dite rapportée à ses axes et au centre^ lorsqu'elle est représentée par ^équation A^' + ^'^*=^'^'7 ^^ coor-. données étant rectangulaires. Les extrémités B et B' du grand axe 3'A sont les sommets de Pellipse, et la demi-distance c des deux foyers se nomme excentricité. Si les axes 2 A et aB sont égaux , Peïcentricité c est nulle , puisqu'elle est donnée par A' — c' = B' ; les deux foyers coïncident donc avec Porigine , et Pellipse n'est plus qu'un cercle , ayant A pour rayon. Aussi l'équation de Pellipse se réduit-elle alors à celle de la circonférence a:'-f-^*=: A*. La circonférence n'est donc qu'une ellipse dont les deux axes sont égaux.
55. Pour construire les deux foyers , et conséqnemment l'ex* centricité c lorsque les axes sont donnés^ il suffit de décrire un arc de l'extrémité G du petit axe, comme centre, et avec un rayon A égal au demi-grand axe ; cet arc coupera ce grand axe BB' aux deux foyers F et F'.
56. Il importe de remarquer actuellement, que réciproquement , toute SquaMon de la forme My* -|- Nx^=:=P , M , N e^ P étant posttifs et les coordonnées rectangulaires , représente une ellipse. D'abord si M n'était pas plus grand que N \ eA prenant alors l'axe des x pour celui des y ^t réciproquement , le coeffir cient de^*, dans l'équation résultante, serait plus gtand que
celui de x\ Nous pouvons donc supposer M>^N. Dans ce cas,
multiplions les deux membres de l'équation proposée par :=r^ ,
et posons =| :;= A* et ir| r:; B' ; cette équation deviendra
Ay + BV = A'B' ... (1) Dans cette équation A et B sont connus , et A est plus grand que B. Or, prenant sur l'axe des x , deux points F et F\ de part et d'autre de Porigine et à une distance e teUe qu'on ait e^z=:A* — B', puis désignant par d et d' les distances de F el F' à un point quelconque {x^jr) ^^ l^i courbe (1 ) , on aura d^=:jr»+{x—tiy et d'^=zy + ix^ey.
. Développant ces valeurs , observant que e* :^ A' -«^B' et que
l'équation ( i)donne^*rz:B^- — -^ , il viendra d^z=zV'—^ + x'^2cx + lJ—V=y—2cx+~t
d^où <P= f A — ^-j • Comme la plus grande valeur Aex est A et que e<C,ky on voit que la valenr absolue de (2, la seule qu^il nous faille considérer ici , est <f = A-^
ex
Par des calculs tout-à-fait semblables, on trouvera <? =r A -{ — r ;
donc d'\-' d' = lA. Ainsi Pëquation (i) , et conséquemment Véquation proposée M^*-|-Nx*z=P, représente une courbe telle, que la somme des distances de chacun de ses points à deux points donnés F et F', est constamment égale à la droite donnée 2A; donc cette courbe est une ellipse , dont 2A et siB sont les axes, F et F' les foyers et c Pexcentricité (54)*
Il est facile , diaprés cela , de tracer les ellipses exprimées par les équations
Dans la dernière de ces équations, on fera d^abord disparaître les premières puissances de x et de 7*, en employant les formules xz=:h'\-x' etjrzizk'^^y.
Les valeurs trouvées plus haut pour d et d' font voir que la distance d^un foyer à un point quelconque de Pellipse , est une fonction rationnelle de Pabscisse de ce point. H serait bien aisé de démontrer que les foyers sont les seuls points dû plan de Tellipse qui jouissent de cette propriété.
57. Si ton coupe la surface convexe tun cane droit par un plan incliné à Taxe CV et rencontrant toutes les génératrices, tintersection MNGR sera une ellipse (fig. 10 ).
' Par Taxe CV, menons le plan HCI perpendiculaire au plan coupant MNGR et le rencontrant suivant la droite RN que nous désignerons par lA. Plaçons Porigine des coordonnées rectangulaires au milieu O de RN et Taxe des x suivant cette droite. Soient x tly les coordonnées OP et PM d^un point quelconque M de la courbe MNGR; nous aurons PN=A — x et PR=A -(-•s:. Or, PM étant perpendiculaire à Tintersection RN, le sera aussi au plan HGI \ donc, si par la droite PM , on mène un plan perpendiculaire à Taxe GY, ce plan coupera la surface conique suivant une circonférence , dont DS sera le diamètre. Mais M est un point de tette circonférence, et MP, perpendiculaire au
( 53 ) plan HGI, l'est aussi au diamètre DS; donc MP*=PSxPD, our' = PSxPD.
Heste à déterminer PS^et PD. Pour cela , on observe que les deux droites SD et IH sont parallèles, tandis que les deux droites non-parallèles IH et NR, situées dans le même plan GIH., finiront toujours par se rencontrer en un point R *, les triangles KRH et RDP sont donc semblables , aussi bien que KNl et P.NS , et il vient ,
KR:A + .r:;Kja:DP, KN:A— a:;;KI;PS.
Prenant les valeurs de DP et PS dans ces proportions , puis substituant ces valeurs dans celle dej^*, on aura, pour tous les points de Pinterseclion MNGR ,
KH,KI ^ ^a 4N
•^— KRJtN^^~^ >
Faisant xr=;o dans cette équation , on aura les distances de Torigine O aux points où la courbe coupe Taxe des^ : désignant ces distances par B , on obtiendra
KH.KI ., B' KH.KI
^ = iri> TTi^ A , ou —=:
KR.KN ' A' KR.KN
Il est clair que B est connu , puisque les droites KH, %1 , KR, KNv sont déterminées par les dimensions du cône et la position du plan coupant , qui sont données. Ainsi Péquation de Tinter- Section devient ^.y + B V = A'B^ 5
cette courbe est donc une ellipse , dont 2 A et 2B sont les axes « O le centre , et R et N les sommets ( 56 ).
58. Voyons maintenant comment Péquation de Pellipse conduit aux diversas propriétés de cette courbe. D^abord il est facile
e voir que la double ordonnée qui passe par un foyer, vaut
— • On la nomme paranùtre : c^est une troisième proportionnelle aux deux axes.
, Ensuite, «oient (jf,j^) ct(;t',j^) deux points quelconque» de Pellipse; on aura
d^oùrontirej-':y::(A— ar)(A + ar):(A— a:'.)(A+a^)$ €^est-à-dirc , que dans Pellipse , les carrés des ordonnées «ool
entre eux comme les produits des distances des pieds de ces ordonnées aux extrémités du grand axe.
59. Toute draile MON menée par V origine O et terminée de part et é^ autre à Vellipie , est éUvieée en deux partiee égalée par cette origine ( fîg. 9). En effet , les équations de Tellipse et de la droite MON , étant
Ay + B V =z A'B* et 7- 1= « ;
pour les points où ces deux lignes se coupent , leurs équations sont satisfaites par les mêmes valeurs de se et les mêmes valeurs de^. Si donc on élimine^ entre ces équations, on trouvera pour X deui^ valeurs égales et de signes contraires ; de sorte que Tune étant OP, Pautre sera OP'^ et les deux triangles rectangles OMP et ONP' seront égaux : donc OM = ON.
Les droites terminées à Pellipse et menées par Torigine , étant divisées chacune en deux parties égales par cette origine , sont appelées diamhtree de Pellipse (ce qui a fait donner à Forigine le nom de cetitre de la courbe ).
Il est bien aisé de prouver qu^une droite^ zr ax -|- i ne peut jamais couper Pellipse en plus de deux points.
60. Zje$ deux axée de f ellipse sont Vun le plu» grand et Vautre le plue petit de tous ses diamètres. Car en désignant par (fie demidiamètre OM, on aura <r= x* -t"»/*'* Substituant dans cette équation la valeur de^*, tirée de Péquation de Pellipse , il viendra
Comme A ^ B , il est dair , par cette égalité, que la plus grande et la plus petite valeur de d^ répondent à la plus grande et à la plus petite valeur de x^ cVst-à-dire kx=zA.etxz=zo\ la plus grande et la plus petite v'aleur de d sont donc en effet, dzzzA. et d=:B.
Il suit de là que si du centre de Pellipse et avec des rajrons égaux à ses demi-axes, on décrit deux circonférences de cercle, Pellipse comprendra la plus petite et sera comprise dans la plus grande.
61. Suivant qu^un point est situé sur f ellipse j au-dehore ou aU'dedans, le trinôme A'y* + ^^^* — ^*B' ^*^ «**^^ positif ou négatif. £n effet , on sait déjà que pour tout point sur Pellipse, ce trikiome est nul. Mais Pabscisse x riestant la même, si le point
(^1 y) ^'^ au-dehors ou ainledans de Pellipse, Pôrdonnëe y sera plus grande ou plus petite que sur Pellîpse \ le trinôme sera donc plus grand ou plus petit que zéro^ il sera par conséquent positif ou négatif. Là réciproque est vraie.
62. Lorsque deux droites y = ax -}- b «f y = a'x -f- b', Tnenées des extrémités du grand cuee, se coupent sur V ellipse, on a toujours AW.4-B* = o. D^abord ces droites passant par les points (A, o)et( — A, o), leurs équations deviennent respectivement yz=a{x — k), ^
LVquation de TelUpse est d^ailleurs ^
. Ay + BV=:A'B'.
Puisque les deux premières lignes se coupent sur la tf'oisième, il sVnsuit quej^ a les mêmes valeurs dans les trois équations précédentes, ainsi que x. Si donc on prend ces valeurs de j^ et de X dans les deux premières équations , et qu^on les Substitue dans la troisième , celle-ci sera satisfaite et deviendra
aa'(A*aa' + B')=:o.
Cette équation fournit d^abord oa' :^ o , qui n^apprend rien ; elle donne ensuite A'aa' -}- B^ = o. Ce qu^il £allait démontrer.
On aurait encore la même relation si les droites qui se coupent sur Pellipse , partaient des extrémités du petit axe.
Il eàt facile de voir que réciproquement, si deux droites j*=: ax-^-h et^=:a'x4- ^'1 partant des extrémités de Pun des axés, ont leurs a et a' tels, qu^on ait A*aa'4-B'=o, ces deux droites se couperont sur Pellipse.
63. On appelle cordes supplémentaires d^une ellipse, les droites qui , partant des extrémités d'un même diamètre, se coupent sur la courbe.
Soit V Pangle compris par deux cordes supplémentaires menées des extrémités du grand axe, du côté des j* positifs, et v^ Fangle des cordes supplémentaires tirées des extrémités du petit axe, du c6té des x ppsitifi; on aura donc à la fois, pour lel deux premières cordes, ^
j^ = a(a7 — A), j-=:a'(a; + A) et ^^i'^='^^^\
Substituant dans la dernière équation , les valeurs de a et a',
Xkies des âtvai aatres, puis ajant égard à Téquadon de Tellipse, on trouvera
Paisqae tang v est négative et tang v^ positive , Tangle v est obtos et Tangl^ ^ sùga. De plus, dès que jr aura sa plus grande valeur B et x sa plus grande valeur Â , Tangle v sera le plus grand possible et Pangle t/ le moindre possible. D^où il suit, 1 * que t angle comprit entre lê$ eorde$ tuppUmentaire» menées dei extrémités du grand 4use, est toujours obtus, et atteint son maximum, lorsque son sommet tombe à f extrémité du petit axe ; 2* que Vangle des deux cordes supplémentaires, qui partent des extrémités du petit axe, est ùmjeursaigu, et parvient à son minimum, lorsque son sommet arrive à V extrémité du grand axe ; 3* enfin que f angle obtus maximum et Sangle aigu minimum, valent ensemble deux angles droits; car ajant alors tang t/ = — tang Vy il vient v + v' = 1 80°.
64. Pour une même mbseitse, les ordonnées de f ellipse et de la eireonfirence décrite sur le grand axe comme diamhtre^ sont entre elles comme le petit axe est au grand. Car soient j^ et y les ordonnées de Tellipse et de la circonférence, pour une même abscisse ar; les équations de ces deux courbes seront respectivement Ay + B V = A"B^ et y + x' = A'.
On tire de ces équations
De là résulte ^ ly II B : A :; 2B : aA.
65. CSette propriété donne le moyen de décrire une ellipse pur points, lorsqn^on connak ses deux axes. On trace d^abord deux circonférences ayant ces deux axes pour diamètres ç on mène ensuite, dW point de la plus grande, upe ordonnée sur le g^and axe et une droite au centre; enfin, on tire, par le point où celle 'droite coupe k petite circonférence, une parallèle à Taxe des x : ceUe parallèle rencontre TordcMinée précédente , en un point de Pellipse cherchée.
66. On peut aussi' tracer, d^un mouvement continu, Pellipse dont on connaît les axes. Pour cela, on prend une règle dont la longueur RM=r A, et sur laquelle on marque la distance MI=
B (fig. Il); faisant ensuite mouvoir cette règle, ie manière que B. soit toujours Sur GG' et I toujours sur BB', Pextrémîté M décrira Pellipse demandée.
Gar soient xetj' les coordonnées OP, PM du point M, et menons RQ parallèle à OB ; nous aurons
b:a:.v:mq=^ et mq'+*'=a'î
d'où il vient Ajr* + B V = À'B* :
le point M est donc en effet sur Pellipse cherchée^
Ge moyen est le plus ordinairement employé pour décrire une ellipse sur le papier ; et dans ce cas , une petite bande de papier remplace la règle.
67. Si les extrémités ^*une droite donnée gui se meut^ sont assuj'étief à rester respectivement sur deux droites perpendiculaires entre elles^ un point quelconque-donné sur la droite mobile^ décrira une ellipse*
Ce théorème, que nous, laissons à démontrer, a pn suggérer la construction suivante d^un instrument très-simple , pour d^rire d^un piou-i vement continu, Pellipse dont les axes 3 A et aB sont donnes. On co^^ pose cet instrument de trois régies ( fig. la ) : la plus grande FF':^=: ^X -f- aB, et les deux autres OM, MG, sont égales chacune à |(Â4-B)« La régie EF a son milieu O sur le centre et son arête £'F' sur le grand axe de Pellipse. Une cheville ronde passe dans les trous percés au milieu O de £F et à Pextrémité O de OM. Les régies OIVI et^MG sont réunies, par tme articulation en M à leur extrémité commune. La régie OM est .placée.au-dessus des deux autres. Enfin, sur MG^est un trou N ^i reogit la pointe à tracer et qui est tel qu'on ait MN=:|(A — B).
Rien uVst plus facile que P usage de cet instrument, appelé triangle variable (voyee page 26 de la Géométrie des courbes, par M. Bergery) : on fait glisser la pointe G, placée d'abord en P, le long de F*0, et pendant ce mouvement, la pointe N décrit im quart de Pdllipse. Pour tracer < un second quart, on fera passer MG sous OM, de manière que le point G se meuve de O en £'. Enfin, la grande règle étant retournée bout à bout et appliquée de nouveau sur le grand axe, on tracera de même la seconde moitié de Pellipse.
Pour démontrer que le point N du triangle variable est constammeat sur Pellipse dont les axes ont fourni les dimensions de Pinstrument, dé« signons par x ety les coordonnées OP et PIH du point IN^, et menons NH parallèle à OM; à cause de OM = MG, nous aurons RN^zlNC et PH :=PG. En outre, comme GM= j(A+B) et CN=B, il est ciair qu'o» n
^*=B>— PC» et B:KA+B)::aPC:#— PC.
t)c là on déduit PG =: ^ et Ay + B V = A»B*, équation de Pcl^
lipse proposée; donc le point N e»t oonstamment 8ur cette ellipse et la décrit*
68. Cherchons actaellement Téquation dWe tangente à Pellipse représentée par Téquation A'^' + B*a:' = A*B*.
Pour cela , considérons d'abord une sécante rencontrant Tellipse aux deux points (a/, y) et (x", y) : Téquation de cette jécante sera donc (i4)
j. — yz:z:a(^x — x") et azz
Les deux points {jxf^ y) et (jx^'^ jr") «e trouvant sur Fellîpse, on doit avoir j^y« ^ g»^» !.. ^ag^^
Ay'' + BV=A'B».
Retranchant la seconde de ces équations hors de Tautre , îi viendra A'(y' — /^) + B'Cx'* — a:''') = o;
d'où A'(y+/')pE&' + »'(^+^') = o,
et A'a(/ + /') + B'(a^+a^') = o.
Si les deux points d'intersection (j?',^) et (j?"i^') se réunissent en un seul , la sécante n'aura que ce seul point de conimun avec l'ellipse; elle lui sera donc tangente. Alors, comme a/ z= a:" et r' = r", on aura
2A'ay+aBV'=i:o, ou ii = — j^-^.
Substituant cette valeur de a dans l'équation y — ^" = c ^x — a:'')i qui représente maintenant la tangente à l'ellipse au point (x'\y) \ chassant le dénominateur et réduisant, d'après Ây/a^B'a:"' = A'B', on trouvera, pour l'équation cherdiée de la tangente à l'ellipse en {x'\y')\
Ayy + B*xx" = A'B'.
Il est facile de vérifier qu'en effet, la droite ( D) représentée par cette équation , est tout entière hors de l'ellipse. Car si on retranche le double de la même équation hors de Ay '+8*0/" = A'B*, il viendra
A' (y — 2ryO + B' ( a:"' — 2:rx" ) = — A'B» 5
d'où en complétant les carrés , on déduit
A» {y—y^y + B* (x — x")» =: Ay + BV— A'B».
Cette équation représente toiiqours la même droite (D). Or^
on voit que le trinôme A*j** + ^*'^* — ^^^ ^st positif pour tous les points de cette droite, excepté pour le point (x", j^') ; donc "tous les points de (D), excepté (a?", j""), sont hors de PeUipse (6i)', donc la droite (D) n'a que le seul point (a?", j-") de commun avec Tellipse \ donc elle lui est tangente en ce point.
69. Comme le coefficient a, qui détermine la direction de la tangente (12), n'^a -qu'une seule valeur, il s'ensuit que par un point (a:", ^') donné sur Pellipse, on ne peut mener qu'une seule tangente à cette cpurbe.
C'est ce qu'on vérifie d'ailleurs en cherchant le point de contact (^r",^") d'une tangente à l'ellipse, menée par un point donné («s^i jt')- Dans ce cas, les équations de l'ellipse et de la tangente , sont : j^^yt^ ^ g.^f. -. ^.g»^
Eliminant^' de ces iéquations , on trouvera, pour x"^
^ Ay»+BV"
Si le point {x'^y) est hors de l'ellipse, le trinôme sous Je radical sera positif (61)5 ar" et j^' auront donc deux valeurs réelles, et il j aura deux tangentes. Mais si le point (a?', y^) est sur l'ellipse, le trinôme sous le radical sera nul 5 x" et j^' n'auront alors qu'une seule valeur réelle chacune, et il n'y aura^' qu'une tangente. Enfin , si le point (a;', j^) est dans l'intérieur, de la courbe, le trinôme sous le radical sera négatif; donc :r'^ et j^' seront imaginaires, et il n'j aura pas de tangentes. Ce qui est d'ailleurs évident.
70. Remarquons en passant, que si des équations Ay* -f- BV" = A'B' et A'ay = — BV, on tire les valeurs dey et j;", qu'ensuite on substitue ces valeurs dans l'équation jr"=: ax^' -f- ô, qui est celle de la tangente au point (a/^, j^'), cette équation deviendra ^^^^ + B» = h\
D'où il est aisé de voir que la tangente ne peut être parallèle à l'uil des deux axes, que quand le point de tangence est à une exirémité de Tautre axe.
7 1 . Si dans l'équation de la tangente MT à l'ellipse (fig. 1 3),
on fait j:±= o, on aura l'abscisse x ou OT du point T où cette
A* tangente coupe l'axe des or, et il .viendra OT = -y-.« Mais OF
( 40 ) = OF=c, FM = A — ^'(53)et FM = A + Ç;
donc
Prenant ME = FM, on aura TF' ; TF J : FHVI : FM ou ME ; d'où il suit que FE est parallèle à TM, et qu'ainsi Pangle GMF' = MEF = EFM = FMT. De sorte que dans Vellipse, les rayons vecteurs FM, F'M, menés au point de tangence ^^font Qioec la tangente MT et &un même côté de cette ligne, deux angles égaux.
Diaprés cette proprie'té importante, on démontre en Physique, qne tous les rayons calorifiques émanés du point F, se réfléchissent sur Tellipse et vont se réunir au point F' ; et réciproquement. C^est de là que les points F et F' ont reçu leur nom à& foyer
^3. Nous avons rés»olu plus haut (69), par Panai jse, le problème de mener une tangente à Pellipse, par un point donné. Yoici la solution graphique de ce problème ( fîg. 1 3 ) :
1* Supposons que le point donné soit sur Pellipse, par exemple en M. Menant alors les rayons vecteurs FM et F'M, prolongeant Fun d'eux F'M de la longueur MK=:MF et tirant la droite MIT perpendiculaire à FK, cette perpendiculaire sera la tangente demandée. Car les deux triangles rectangles MIF et MÏR étant égaux, on a Pangle FMT= IMR= F'MG \ les deux iiayons vecteurs FM et F'M font donc avec la droite MT et d'un même côté, deux angles égaux ; cette droite MT coïncida donc 9vec la tangente en M (7 1 ). Il serait d'ailleurs facile de démontrer que tous les points de la droite GMT sont hors de Pellipse, à Pexception du point M.
a** Supposons actuellement le ppint donné hors de Pellipse, et soit G ce point. Du fojer F' comme centre et avec le grand ^xe 2 A pour rayon , en décrira un arc de cercle \ du point G comme centre et avec le rayon GP, on décrira un second arc, coupant le premier en K et K' ; on mènera les droites F'K et F'K' : ces deux droites couperont Pelisse aux deux points M et M' de tangence, et GM, GM', seront lea tangeûtes demandées. En effet, par construction^ F'MR=:aA. Mais le point M étant sur Pellipse ^ on a aussi F'MF = 2 A \ dpnc MK :;= MF. D'ail-
ii*fl^
leurs , par constructiqn , GF = GK ; donc la droite GMT cjét perpendiculaire au milieu de FK ^ cette droite est donc tangente au point M (i**). On démontrera de même que GM' est tangente en M'.
73. Il résulte de la construction (1°) de la tangente MX, que l étant le milieu de FK et O le milieu de FF\ la droite OI est la moitié de F'K. Mais F'K n^ F'M + MF= 2A ; donc ÔI =A. Donc les pieds des perpendiculaires menées d'un foyer sur les tangentes à Vellipse, appartieîinent à la circonférence ayant le grand axe pour diamètre,
y4* On appelle normale d^une courbe , la perpendiculaire à sa tangente au point de contact. Ainsi dans V ellipse ^ la normale MN divise en deux parties égales V angle FMF', formé par les rayotis vecteurs menés au point de'tangence»
7 5. Si Ton veut trouver Téquation d'une normale à Pellipse, il suffira d'observer d'abord que cette droite passe par le point de tangence ( or", j^' ) , et que par suite soq équation est de la forme j- — ^" = a' ( x — a;" ).
De plus, cette droite étant perpendiculaire à la tangente, pour
laquelle a = — ttI/i ^^ ^^^^ qu'on ait la relation aa* -\- 1=^0^
j AV" qui donne a' = «f^* Ainsi l'équation de la normale devient
Pour le point N où cette normale i^encontre l'axe des abscisses, on a j* = o ^ ce qui donne
On voit que la distance ON sera toujours plus petite que OF ou c. Retranchant cette valeur hors de OP ou x'^ on aura la distance du pied de l'ordonnée au pied de la normale. Cette distance se nomme sounormale \ sa valeur est donc
Elle est par coniséquent de même signe que l'abscisse du point de tangence et moindre que celte abscisse.
76. Quant à la tangente, pour avoir le point où elle rencontre
. jr*^'». .\*
Pâte de$ x^ on fera ^ rz o dans son éqoalion , qpi donner» alors, comme on Ta va (75)
X ou OT rz: -7 •
Si de cette valeur on retranche OP ou x"^ il restera la distance PT du pied de Pordonnée au point oii la tangente rencontre Taxe des x. Cette distance se nomme êotUangente \ son
expression est
PT
Cette valeur étant indépendante du second axe 2B, convient aussi à la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre. Si donc on trace cette circonférence et qu^on lui mène une tangente au point où elle est rencontrée par ie prolongement de Tordonnée PM de Pellipse , cette tangente coupera Taxe des x au point T ; et TM sera tangente à Fellipse au point M.
On peut aisément démontrer les théorèmes que voici
I. Si on prend sur les prolongemens des axes de Vellipse, quatre points dont les distances au centre soient égales chacune à la corde qui joint les eilrémités des mêmes axes, on aura les sommets d^un carré firconscrit à la courbe.
II. Les tangentes aux extrémités dW même diamètre, sont parallèles entre elles ^ et réciproquement, si deux tangentes à Pellipse sont parallèles , la droite qui joint les deux points de contact, passe par le centre.
De là il suit que trois tangentes à Tellipse ne peuvent jamais être pa-^ ralléles entre elles.
m. La plus courte distance dW point du gr<aad axe à Fellipse, est la normale menée par ce point.
ly. LVrigîne étant an sommet ( — A, 0} et les coordonnées parallèles aux axes aA et aB , Fellipse est représentée par A^' -)- B'x* = aAB^jr , et sa tangente au point (*",y )) par A"jry"+B»jrj:"=:ÀB" (*+*'').
V. Le demi-petit axe 6 est moyen proportionnel, 1® entre lea distances des deux foyers à la tangente -, a** entre les deux ordonnées de la tangente qui ont leurs pieds aux extrémités du grand axe \ 3** entre les distances dW foyer aux deux sommets; 4** ^nfin, entre la normale et la perpendiculaire menée du centre sur la tangente. En outre, si ;> et r sont les distances dHin foyer à la tangente et au point de contact, r' désignant la distance de ce point à Tautre foyer, on aura /»' ! B' ; * r ; r'.
VI. Si le sommet dW angle droit est à Fun des foyers de Tcllipse et que Tun des côtés de cet angle passe par le point de tangence, Tautre côté rencontrera la tangente sur une perpendiculaire au grand axe , qui sera la même pour toutes les tangentes, et qu^on nomme la directrice de
Teltipse. Pe plus, les disunces dW point de Teilipsc au foyer et à la directrice voisine sont entre elles comme c ; A.
YII. Le sommet d^un angle droit mobile , dont les côt^ sont conti-nuellement tangens à Fellipse , décrit une circonférence de même centre que cette courbe et d^un rayon égal à la droite qui joint les extrémités des deux axes.
Vni. Lorsque la portion dWe tangente à TeUipse , comprise entre les perpendiculaires aux extrémités du grand axe, est le diamètre d^une circonférence, cette circoitférence passe par les deux foyers.
^8. On appelle âianùtre$ €onjugtU$ de Tellipse, deux diamètres tels , qu^en les prenant pour axes des coordonnées , Téquatlon de la courbe conserve la même forme que pour ses axes rectangulaires.
. Cherchons ces diamètres, et prenons, à cet effet, tes formules pour passer d^un système d^axes rectangulaires à un autre système de même origine (45) , savoir :
a:=:-+^etr = f- ^i
mm *^ m ' m'
formules dans lesqueUës m' = i -^ a* et m'" = i -^ a'*. Substituant ces valeurs de a; et de ^ dans Téquation A'j** + B'j?" = A'B*, qui est celle de Tellfpse rapportée à ses axes et au centre, on trouvera
mf"* '^ ^ m^ ' mm' ^
Pour que cette équation soit de même forme que celle qui est relative aux axes 2A et 2B , il faut qu''elle ne contienne pas le produit s^y des nouvelle» coordonnées \ il faut donc profiter de Tindétermination de a et o! pour faire disparaître ce terme , en rendant son coefficient nul ^ ce qui donne la condition
A»aa' + B" = o, ...(i)
et Féquation de la courbe devient, en y supprimant les accrus des coordonnées, dont on n^a plus besoin, pourvu qu^on se rappelle que ces coordonnées sont en général obliques ,
La condition ( 1 ) qui existe entre a et a', étant du premier degré par rapport à chacune de ces quantités,, déterminera Pune déciles quand Pautre sera connue, et en ne prenant pour a', par exemple, que des valeurs réelles, il est clair qu^on n^en aura non
plus qtte de réelles pour a et les coefficîens de j^* et xf^. Il existe donc uoe infinité de systèmes d^axés des coordonnées, pour lesquels Inéquation de Pellipse ne conticfht que les carrés y\ ^r'* des variables , avec un terme constant. Mais pas un seul de ces systèmes ne sera rectangulaire , piiisqu'^alors on devrait avoir oa' -{- 1 = ^ ce qui réduit la relation (i) à A*=B*, chose im* possible dans Pellipse.
A la vérité, en prenant 0' = oo et a = o, les relations (1 ) et aa! '\' \z=:o seraient bien satisfaites ; mais alors on retomberait sur Téquation aux axes 2 A et 2B.
^9. Actuellement, si Ton fait successivement ^=0 et x=o, dans réquation (2), on aura les distances de Porigine aux points oii Pellipse coupe les axes des x et des y obliques : en désignant ces distances par A' et B', la premièi^e étant comptée sur Taxe des abscisses et la seconde sur Taxe des ordonnées , on trouvera
Prenant dans ces équations les valeurs des dénom!natemrs, et substituant dans Péquation (2) de Pellipse , elle devient
Dans cette équation, T^Af et 2B' sont les diametret conjugitSs auxquels Pellipse est rapportée. Dn prenant à. volonté un diamètre pour 2 A', ce qui fera connaître a, la relation (1) donnera a' et la secoi^de valeur (3) déterminera 2B', conjugué de 2A'. De sorte que tout diamètre de f ellipse a son conJuguS,
80. Bemarquons présentement que si deux diamètres 2 A' et 2B' sont conjugués j les tangentes aux extrémités de fun , seront parallhles à Vautre, Soit en effet, (^oc^^y) une extrémité du diamètre 2A'; Péquation de ce diamètre semjrzzzax et la condition de passer par le point ( x", j*" ) donnera y = ax", ou
a ='^,* Mais pour la tangente j^= a"j?+ 5, au point (a:'', ^'),
on a a" z^ — tt-t. ^ ainsi aa" = — -r:' D'un autre coté, la rela-
tion (i) donne aussi 00' = — — : donc aa".= 4ia' et aJ^-z^-a!.
La tangente à Pextrémité de 2 A', est donc parallèle à 2B'(i5). On verra de même que la tangente à Pextrémité de 2B' est parallèle à 2A'.
Réciproquement, » Us tangentes aux exirémi^s de deux
Hatiùtrf d 9t d', Uur sont retpêctwetnent faralUlet, cet dùt^ mhtres seront conjugués. Car si <f n^était pas le conjugué de d^ soit d*' ce conjugué ; les tangentes aux extrémités de <f ' seront donc parallèles à J, et conséquemment parallèles à la tangente k une extrémité de d'\ ce qui est absurde (77, II}. Donc d et d^ sont conjugués Pun de Fautre.
82. Remarquons encore que deux diamètres conjugués ik! et 3B^, sont toujours parallèles à dewe corAos supplémentaires y rzz px + b etyz= p'x -|- b'. Car pour ces cordes , on a A^pp^ -f" S* == (62) ; et pour les diamètres conjugués 2 A' et aB', on a pareillement A'tfa'-l-B'=o : donc aa'^zzipp'. Rien nVmpeche de mener la première corde parallèlement à 2 A.', ce qui donne jp =■ a (1 5) ^ alors il viendra y=: a', et la seconde corde sera parallèle à 2B'.
83. Etant donc donnés une ellipse et ses deux axes, rien n^est plus facile que de trouver deux diamètres conjugués, comprenant . entre eux un angle donné. Il suffit pour cela , de décrire sur Fun des deux axes, un segment capable de l^ngle donné , et de mener des cordes supplémentaires à Pun des points d^intersection de Parc avec Pellipse : les diamètres parallèles à ces cordes^ seront les diamètres conjugués demandés.
Bien entendu que cette construction doit être faite sur le grand axe, si Pangle donné est obtus, et sur le petit, si Pangle est aigu. Il faut de plus que Pangle donné soit moindre que le plus grand y[igle obtus et plus grand que le plus petit angle aigu (63) : autrement , le problème serait impossible.
84. Cbercbons maintenant si Pellipse peut avoir des diamètres conjugués égaux entre eux ; et pour cela, observons d^abord que dans les expressions (3) de A'* et B", 0*1 a m* = 1 -|- «*î W =1 -f- «'* €t B* = — ÈLacS. Substituant ces valeurs et réduisant , il viendra
Si les diaMètres conjugués 2 A' et sB'sont égaux, les valeurs précédentes de A** et B" seront égalés aussi , et réciproquement» Egalant donc ces deux valeurs et simplifiant, on aura, pour déterminer les directions des deux diamè^^ conjugués égaux ,
a'(i4-a*)=r^a(i + a")5 d'oè (a + «')(««'+ = o-
( 46 ) On ne laoraît avoir aa' + i:=:o\ il faut donc que -f- a' = o ; d'oà a' = — a, ou bien a = — a' ; ce qui fournît toujours les deux mêmes droites. Ainsi, bien qu» fellipêê aU une infinité de Ham^irêM égaux deux à deux, elle n*a cependant que deux dianùtree conjuguée qui edent égaux entre eux : ce sont let diamètree paraUklee aux cordée qui joignent lee extrémiièe des deux axée.
EftcctÎTêment, en faisant a^nz — a, dans la relation AW
+ B*=o, onen tirea = -eto' = — -; d'où i ;a j; A ;B
1 * — a' * * A * B. Ce qui montre que les diamètres conjugués égaux, sont parallèles aux cordes qui joignent les extrémités des deux axes, et sont dirigés conséquemment suivant les diagonales du rectangle que forment les tangentes aux extrémités des mêmes axes.
L'ellipse rapportée à ses diamètres conjugués égaux , a pour équation -^f « 4- x'* = A'*
qui est analogue à celle du cercle entre coordonnées rectangulaires.
85. Ajoutons présentement «ntre elles les équations (4)« ^^ réduisons \ nous aurons
A'*+B'* = A'— A'iw', ou A'' + B^ = A' + B\
Ainsi dane fellipee, la eomme dee carrés de deux diametret conjuguée queleonquee, cet égale à la eomme dee carrée dee deux axée*
86. Multipliant Pune par l'autre les valeurs (4) de A'* et B'*, et observant toujours que B* = — oa'A*, il viendra
La figure formée par les demi-diamètres A' et B', et les tangentes à leurs extrémités , est évidemment un parallélogramme (80). Si donc e désigne le sinus de l'angle compris entre A' et B\ l'aire de ce parallélogramme sera A'B'#. Or, nous avons vu (ao) que cette aire a pour valeur le premier membre de la dernière équation précédente ; ainsi on a
A'B'«=zAB, ou 4A'B'# = 4AB;
c'est-à-dire que U parallélogramme conetruit eur deux diamhtres
eonjuffuii, est équivalent au rectangle construit sur les deux axes,
87. Il est facile de voir que Us coordonnées comprenant un angle è , toute équation de la /orme My* -}- Nx* = P, M, N , P,
étant des nombres positifs j représente une ellipse, D^abord si Poa
prend les nombres A' et B' tels qu'ion ait A'* =1:=^ et B'' =r ^rj,
cette équation deviendra
Or, on peut toujours trouver une ellipse dont 2 A' et 2B' soient les diamètres conjugués, comprenant Pangle é \ car en désignant par s le sinus de cet angle , les axes 2 A et aB seront donnés par les relations A" + B' = A'^ + B'' et AB = A'B'«, desquelles on lire ^
A+B=: J/a''+B''+2A'B'* et A—B=: J/a'*+B''— 2A'B'#;
les valeurs de A et B seront donc toujours réelles.
Connaissant les axes 2A et 2B , on pourra tracer Pellipse ; et cette ellipse, rapportée à ses diamètres conjugués 2 A' et 2B', sera représentée , comme on Pa vu (79) , par Péquation (5) , et conséquemment par Péquation proposée M^*' + Nj:' = P.
88. Il résulte aussi des valeurs que Pon vient de trouver pour A -j- B et A — B , que si Von prend sur la perpendiculaire au diamètre 2A', menée d^wne extrémité de son conjugua 2B', deux points éloignés chacun de cette extrémité Sune distance égale à A', les deux axes seront respectivement la somme et la différence des droites qui joignent ces deux points au centre.
De là , étant donnés , de longueurs et de positions, deux diamètres conjugués de Pellipse, on en déduira les grandeurs des deux axesi^; et on aura ensuite leurs positions, en prenant la valeur de a dans la première des équations (3) \ ce qui donnera
« = Â|/ Jr=T^' '''' ^-ï|/ (A'+B)(A'-B)'
B9. Reprenons maintenant Péquation de Pellipse rapportée à ses diamètres conjugués 2A' et 3B', savoir :
A'y + B'Vz=:A"B^
Cette équation étant absolument de même ibrme que celle qui est relative aux axes , toutes les propriétés indépendante de Pinclinaison des coordonnées, seront communes aux axes de Tellipse et à ses diamètres conjugués. Ainsi,
1 * Chaque dianùtre divise les cordée parallhlee à son ùonjUffuS *en deuspartiee égales, et partage consSquemment f ellipse en deux parties superposahles, D^où il suit que pour avoir un diamètre et le centre d'une ellipse tracée , il suffit de mener une droite par les milieux de deux cordes parallèles.
2** Les carrés des ordonnées, aux diamètres conjuguas, sont entre eux comme les produits des distances des pieds de ces ordonnées aux points oit Taxe des abscisses coupe la courbe.
De sorte que pour décrire une ellipse dont on connaît deux diamètres conjugués et Pangle qu^ils font entre eux, il faut dV bord tracer une ellipse sur ces diamètres , pris pour axes rectangulaires, puis incliner les ordonnées de cette ellipse sous Tangle donné , sans changer leurs longueurs : les points ainsi trouvés , appartiendront à Pellip^e demandée.
3" Pour deux cordes supplémentaires ^rzox-J- b eljr'rzc^x -f- ^', on aura toujours*A''aa' + B^* = o ^ et réciproquement.
4° La tangente j-rr «a: -j-ô, au point (j?",^')i ^ P^"^ équation B''x" A'^y + B"xar" = A"B" et o = ^ ^^^ •
Ce qui donne le moyen de calculer les coordonnées du point de contact d^une tangente à PelUpse, menée par un point dqnné. L^équation de cette tangente devient aussi A"a' + B'* = b*»
5* Si une corde supplémentaire est parallèle au diamètre mené au point de tangence, Vaultrè eorde sera paralUle à Ùi tangente. Ainsi on peut , sans connaître les axes , mener une tangente à Pellipse, soit par un point donné sur cette courbe, 3oit parallèlement à une droite donnée.
6** Enfin , si deux diamètres sont respectivement parallèles à deux cordes supplémentaires , les tangentes aux extrémités de ces diamètres , seront respectivement parallèles à ceux-ci (5*) ; ces diamètres seront donc conjugués l'un de Fautre (8i), et comprendront entre eux un angle égal à celui des deux cordes supplémentaires proposées.
De là , si Pellipse est tracée ; en décrivant sur un diamètre
quelconque un segment capable de Pangle formé par deux dia-
^ mètres conjugués demandés , on pouira décrire ces diamètres ;
et si Pangle est droit, les deux diamètres cherchés seront les
deux axes de Pellipse.
go^ ÏAfs paralUlograntmes ayant respectwement pour éUago^ naUê deux diavùtres cfinjugidê de ïelUpte et dont Ui câiéê $ont parallèles à deux autres diamètres conjugués, sont èquhdlene. '
Soient 2A, 2B deux diamètres conjugués quelconques et 2A', sB' deux autres diamètres aussi conjugués. Soit (a/, j^) une ex^ trémité de 2A' et (ar", j^') une extrémité de 2B' ; Péquation de Tellipse rapportée aux diamètres 2 A et 2B , donnera donc
Ay» + BV» = A'B' et Ay'* + BV'» = A'Bi... (1)
L^équation du diamètre 2 A' étant j^ma'o?, fournil j^^rra^a/ y*' ou a'=*3- La tangente à Pextrémité (o;:",^') de aB', étant
parallèle à 2 A' (80) , il vient
-^=5' *•" Ayy'+Bvy'=o...(2)
Cette équation et la première (i) donnent
B'=g(ya^'-xy') et A'=-^Cr'x"-*y')-(3)
Avec ces valeurs, la seconde équation (i) se réduit à or^ = — x"j^'. Multipliant de part et d^autre par le sinus s de Pangle compris entre A et B, et supprimant le signe — , qui est inutile pour la propriété à démontrer, on aura :c'j^'^ = x"j^"#. Or, e étant le sinus de Pangle entre j:' et^ et entre a;" et^', les produits o^ys et x^^y^s expriment les aire* respectives des parallé^ logrammes construits sur les coordonnées a;', y et a;","^", et ajant pour diagonale, le premier 2 A' et le second 2B':.donc, etc«
91. Remarquons que comme a:'j^=— a:"^', les deux équations (3) deviennent
B« rz jr" + y et A' = a:'» + a:"».
Diaprés ces deux relations remarquables, si A et B sont les demi-axes de Pellipse , ce qui donne A'' = x^ -{-y^ei B^ =2 x'" +^''1 on trouvera .
comme au n** 85. De plus, si s désigne le sinus de Pangle de^ deux diamètres conjugués 2 A' et 2B', la multiplication des équan tions (3) donnera
AB myx'' — a:y = A'B'» (20),
relation trouvée au n* 86.
^Bi*bHliHidiriMk«i^«i^liiBkBÉMiaH
( 60 ) 91* La diamhfyv de la hase Stai cylindre droit tfant égal au êêcond axe 2B t^une ellipse donnée, on geui toujourg couper ce cylindre par un plan, de manûre que la section résultante sait égale à f ellipse proposée. Pour cela, menons le plan LRIH suivant Taxe GV du cylindre (fig. i4)) prenons OK= A, a A étant le grand axe, et tirons RON ; nous aurons RN = aA. Snivant RN menons sur le plan HK, un plan perpendiculaire, dont Tintersection avec la sturface convexe du cylindre sera la courbe fermée NMRG. Soit M un point quelconque de cette courbe, et x^j^les coordonnées rectangulaires OP, PM, de ce point ; on aura PR = A — a; et PN z= A -{- ^« Par la droite MP, perpendiculaire au plan HK , soit mené le plan DiyiS perpendiculaire à Faxe GV ; ce plan coupera le cylindre suivant un cercle ayant DS = IH.=:2B pour diamètre, et il viendra PS = B — PQ et PD = B -|- PQ. Gomme M est^un point de la circonférence du cercle précédent et que MP ou jr est perpendiculaire au diamètre DS, on a jr' = PS X PD = B*— PQ*. D'ailleurs, dans le triangle
PND, DQ : NO :: PQ : OP ou B : A : : PQ : x; donc pq=
Bx
—, et il vient, pour tous les points de la courbe NMRG,
^« = B» — 5^ ou A>-=» + B'ar» = A*B» f
donc cette courbe est Fellipse proposée. Ge qu'il fallait démontrer. *
On voit que les sections faites dans un cylindre droit, par des plans , ne sauraient être que des rçctangles , des cercles ou des ellipses.
93. Remarquons d'ailleurs que les deux plaAs HTI et NMR, étant perpendiculaires au plan HK, leur intersection conunune est perpendiculaire au même plan , aiijsi qu'aux deux droites IH et NR; l'angle de ces deux droites, ou son égal NOF, m«sure donc le coin des deux plans HTI et NMR. £t comme la base «■B' du cylindre est évidemment la projection de l'aire £ terminée par l'ellipse NMRG, il s'ensuit que »B» = E X cos NOF (G. 258). Mais le triangle rccUngle NOF donne cos NOP=
•^ ; il vient donc £ = «-AB, valeur que nous trouverons plus
bas, d'une autre manière.
' 94. Il résulte de ce qui précède (92) qa'une ellipse donnée
peut toujours être disposée à V égard £un plan , de manière que
sa projection tur ce plan soit un cercle, ayant le second axe pour diamètre; ce qui periïiet de démontrer, pour Pellipse,. plusieurs propriétés analogues à celle dont jouit le cercle. En voici une : De tous lès quadrilatères qu'on peut ùiserire dans une même ellipse^ le plus grand est un paraUclogramme dont les sommets sont aux eoctré* mités de dfiux diamètres conjugués» Pour démontrer ce théorème , soit M un quadrilatère inscrit dans 1 ellipse proposée et N la projection de M sur le ^lan du cercle qui est k projection de Pellipse \ N sera un quadrilatère itiscrit daiis le cercle, et on aura, en désignant par v Tangle deS deux plans, N =±:]VI cos v (G. a58 ).
Puisque cos v est constant, tandis que M et N sont variables, il est claif que quand N sera un maximum , ce qui arrive dès que Pï est un carre, M sera aiissi \xh maximum. Les diagonales d et dJ^Aa quadrilatère milximum M ayant pour projections les diagonales D et D' du carré N , et celtbsroi se coupant au centre du cercle, il s* ensuit que d et d^ se coupent au centre de Fellipse. De plus , dans Tellipse , toute cordé c parallèle à <i, a pour projection dadS le cercl&,> la corde C parallèle à D ; et puisque D' divise évidemment C en deux parties égales, de même df divisera c en deux parties égales. Ainsi les diagonales «î e,t d^ du quadrilatère maximum M, sont telles que chacune divise en deux parties égales toute corde parallèle à Fautre \ doxic ces diagonales Sont deux diamètres conjugués ( 89 , i** ) ei le quadrilatère maximum M , un parallélogramme.
On voit en outre, que comme il y a ime infinité de quadrilatères maximîums égaux, inscrits dans le cercle, il y a aussi une infinité dé quadrilatères maximums équivalens, inscrits dans TeSipse : tous sont des parallélogrammes, dont un seul rectangle , ayant pour diagonales les' deux diamètres conjugua égaux , et un seul losange, ayant pour diagonales les deujt aixes.
95. Par des raisoUnemens analogues aux préoédens, ooi démontrera aisément les théorèmes que voici : .
I. De tous les quadrilatères circonscrits à la même ellipse,- le pins petit est Bn parallélogramme , dont les points de tangence sont aux extrémités de deux diamètres conjugués*, et il y a une infinité de quadrilatères circonscrits, de même surface minimum, dont un seul rectangle,- touchant Fellipse aux extrémités des deux axes , et un seul losange , ayant les points de contact aux extrémités des diamètres conjugués égaux.
II. De tous les triangles iuscrits dans Fellipse, le plus grand renfenne les trois qttarts du diamètre mené par son sommet , sa base étant parallèle au Conjugué de ce diamètre.
in. De tou» les triangles circonscrits h ïtt même ellipse ^ lé p^ pedl: a, la base parallèle à un diamètre et le sommet sur le prolongement dii^ conjugué de ce diamètre, à une distaUce àd centre égale à ce conjuguée
IV. La droite qui joint le centre d^une ellipse au sommet de Fàùgle' circoBsertt y divise jft oor de de contact en deux parties égales.
g6. On appelle aire on iuffaee de Pèllipse la portion plane terminée. par cette courbe. Pour mesurer cette surface, décrivons une circonférence sur le grand axe comme diamètre : le cercle n^étant qu^un polygone régulier d^uue infinité de c6tés , infiniment petits ; si de deux sommets voisins D et D^ de ce polygone (fig. i5), on mène les ordonnées DP et DT', elles couperont PelIipse aux points M et M'; et conune les cordes des arcs infiniment petits DD' et MM', coïncident nécessairement avec ces arcs, les deux figures PP'D'D et PP'M'M, sont deux trapèzes de même hauteur PP'; donc PD' ; PM' ; ; PD + P'D' * PM -|- P'M'. Mais aA et iB désignant les deux axes de Tellipse proposée, on a vu (64) que PD : PM : : PT)' : P'M' ; : A : B ; d'où l'on tire PD + P'D' : PM + P'M' : : A : B. Ainsi, k cause du rapport commua , il vient
pd':pm'::a;b.
On voit, par cette proportion, que chacun des trapèzes qui composent l'aire du cercle est au trapèze correspondant de Paire de l'ellipse , comme A * B ; donc la sonune des trapèzes qui composent l'aire du cercle est à la somme des trapèzes qui forment l'aire de l'ellipse ; • A J B 5 c'est-à-dire que l'aire «-A* du cercle est à l'aire E de l'ellipse * * A * B. Cette proportion donne £ = irAB. Donc, fmre de ï^ ellipse est égale au nombre v multiplié par le produit des deux demi-axes.
Soit é l'angle de deux diamètres conjugués 2 A' et 21B'; on aura aussi E = ^rA'B' sin é.
Q'j, On voit d'ailleurs que le secteur elliptique ABM est au sectettr circulaire ABD , comme le second axe est au premier. Car en raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera que le segment elliptique PB M est au segment circulaire PBD, comme B * A. Mais il est de plus visible que APM l APD **
B : A :: pbm : pbd 5 donc enfin ABM : ABD :: B : A.
98. Soit é l'angle des deux diamètres conjugués 2A' et aB^ s un segment d'ellipse entre une portion de 2 A' et deux ordon-nées parallèles à aF, «' un segment du cercle décrit sur le diamètre 2A', compris entre la portion précédente de 2A' et les perpendiculaires élevées sur aA^ aux extrémités de cette por-
tion ; on trouvera « = j, «^ sm «.
La géométrie élémentaire ne fournit aucun nwyen de
l^paiPiQB^^ — ^— i—wa— "^M» — ? i wiw
Mesurer la longneur de fellipse, ni celle d^uii arc de cette
courbe. D faut se résoudre à envelopper d^un fil Tare ou Tel-
llpse et à prendre la longueur du fil pour celle qu'il s'agit de
déterminer. Ce procédé n'est pas exact ^ mais il suffira dans
bien des circonstances.
loo. Nous dirons que deux lignes brisées sont semblables ^ lorqu^elles ont un même nombre âp droites homologues proportionnelles, comprenant un même nombre d^angles homologues égaux. Et par courbes semblables , nous entendrons deux courbes telles , qu^en inscrivant dans Tune une ligne brisée quelconque , on pourra inscrire dans Pautre une ligne brisée semblable, '
loi. Deux ellipses sont semblables , dès <fu^ elles ont les axes proportionnels, Gir il est £icile de voir quVn inscrivant dans Tune un polygone formé d^une série de trapèzes , ayant chacun deux côtés perpendiculaires au grand axe, on pourra toujours inscrire dans Taptre un polygone semblable au précédent; de sorte qu^il sera toujours possible d^inscrîre des lignes brisées semblables , dans les deux ellipses proposées ; ces deux ^pses sont donc semblables (loo).
De -là résulte que les longueurs des ellipses semblables , sont entre eUes conmie leurs grands ou leurs petits axes. Il est clair aussi que leurs aires sont proportionnelles aux carrés des mêmes axes (g6).
102. Dans deux ellipses semblables , -on appelle points homologues , deux points dont les coordonnées rectangulaires sont proportionnelles, et arcs homologues ^ deux arcs terminés à des points homologues chacun à chacun. D^où il est aisé de démontrer que dans deux eUipses semblables, 1** les arcs homologues sont semblables et proportionnels aux deux grands axes ou aux deux petits \ a*^ les segmens compris entre deux arcs homologues et leurs cordes , sont semblables et entre eux comme les carres des deux grands axes«
io3. Voici encore quelques problèmes et théorèmes, faciles à traiter , d'après ce qui précède :
I. Tracer une tangente à Fellipse , de manière que le point de contact divise en deux parties égales la portion de cette tangente, entre les deux axes.
II. Trouver le plus grand et le plus petit des angles compris par deux rayons vecteurs , menés à différens points de Tellipse*
m. Soient S et S' les segmens de deux tangentes parallèles, compris entre les points de contact et une troisième tangente à Pellipse , et soit ^26' le diamètre qui joint les deux premiers points de conuct ; je dis qu'on aura toujours SS' = B''.
IV. Si Ton divise en trois parties égales chacune des cordes parallèles à Tun des axes dWe eUipse , les points de division appartiendront à une ellipse concentrique à la première et dont Taire sera le tiers de Taire de cette première.
IMP
V. Si Ton fixe en on point Tun des sommets du losange forme par qaatre r^les , mobiles autour de leurs extraites , et qu^on fasse motiToîr le sommet de Tangle oppose suivant une droite invariable , passant par le
rint fixe 'y deux points pris sur les qôt^s de Tangle n^obile et à la distance du sommet , décriront une ellipse ayant aB pour petit axe et le point ^fixe pour centre.
VI. Construire une ellipse semblable à u|ie ellipse donnée et dont Paire soit à celle de cette dernière dans un rapport connu. Construire tme ellipse semblable à deux ellipses données, e^ dont Taire yaille la somme ou 1^ difiTérence des aires de ces ellipses.
. Vn« Le point du cercle qui roule intérieurement sur la circonférence ll^un autre cercle de rayon double , décrit une. ellipse dont les demi-axes sont la plus grande et là plus petite distance de ce poipt à la circonférence du cercle auquel il appartient ; et suivant que ce poin^ e^f a la circonférence ou au centre , il décrit une droite ou un cercle égal au cercle mobile.
Vin. Si. deux droites jr=«x-J-& et j-^ra'x-l-i'^ touchant continuellement une même ellipse, se meuvent de manière que le produit aa^ ^ soit constamment égal à -^f»', le point dUntersection des deux tangentes d^rira une second^ eUipse. Si Ton conçoit deux tangentes à la seconde eDipse . mobiles comme les deux premières et donnant encore continuellement W= — p^y rintersection de ces dernières décrira une troisième ellipse, de laquelle, diaprés les mêmes procédés , on déduira une quatrième ellipse, et' ainsi de suite. Cela posé, i** toutes les ellipses construites sur la première seront semblables entre elles , lui seront concentriques et leurs axes auront les mêmes directions que les siens; a** les aires de ces ellipses armeront une progression par qbotient, dont la raison sera 3.
(Pour la démonstration il ^Eiudra d^abord observer que la première tangente est représentée à la fois par les deux équations y:=:aX'^6 et A*âa + B' = ô*, puis on éliminera b. On procédera de mêpae pour la seconde tangente ; et alors on verra que a et a' sont racines d We même équation du second degré ; ce qui fournira IVquation de la seconde ellipse ^
et de même pour la troisième , etc. On pourra aussi examiner les deux
B^\ hypothèses aa' rsr. — 1 et cuif =r-^ ~ h
IX. Si un angle droit se meut autour de son sommet placé au centre d^une ellipse , les cordes qui joindront les intersections de ses côté^ avec a courbe , seront continuelleptient tangentes au cercle du même centre que Tellipse et ayant pour rayon la perpendiculaire abaissée du centre sur )^ corde qui joint les extrémités de deux demi-axes.
De VHyperbole.
104. Uhyperhole est une courbe plane telle , que la différence des distances de chacun de ses points à deux points fixes F et f\ est çonstampient égale à une droite donnée 2A. Ces deux
pjdÎDts F et F\ sont dits hs foyers de Fhjperbole, et les droites menées des fojers à un point quelconque de la courbe, sont les rayent vecteurs de cette courbe.
io5. Pour construire Phyperbole, on prend une règle F'D, ayant une extrémité percée d^un trou dont le centre soit sur le prolongement de Tune des longues arêtes (fig. i6). On engage dans ce trou , un^ pointe plantée au foyer F', par exemple. A Pautre foyer F est plantée ime pointe, autour de laquelle peut tourner Pextréînité d^un. fil , dont Tautre extrémité est attachée au point D de la règle. La longueur du fil doit être telle, quVn la retranchant de F^D, il reste 2A. Faisant glisser une pointe à tracer M le long du fil , on le force à s^appliquer toujours contre la règle qui tourne autour de F^; et alors, par ce mouvement, la pointe M décrit une portion de Phyperbole demandée. Il est visible , en effet , que dans le mouvement de la règle , on aura toujours F'M— FM=F'MD— FMD=:2A; la pointe M sera donc toujours sur l'hyperbole cherchée, et en tracera une portion d'autant plus grande , que la règle F'D sera plus longue.
Faisant tourner de même la règle autour de F et le fil autour de F', on décrira une autre branche de la même hyperbole. De sorte que cette courbe se compose de deux branches égales et opposées, MBM' et mBW, qui s'étendent indéfiniment dans les deux sens, au-dessus et au-dessous de la droite FF'.
Cette construction montrç d'ailleurs que FB = F'Bf , et que quand le point M est en B , on a 2 A = F'B — FB = F'B — FB' = BB'.
Il est clair, d'après cela, que aA <^FF'. C'est ce qu'on peut voir autrement ^, car appelant M un point quelconque de l'hyperbole, on aura, d'après la définition, F'M — FM= 2A. Mais d^ns le triangle F'MF, on a F'M — FM < FF^ 5 donc aA<FF'.
. 106. On peut aussi décrire l'hyperbole par points, comme il suit : *soit O le milieu de la droite FF, et soient prises les distances OB et OB' égales chacune à A : les points B et B' appartiendrpnt d'abord à la courbe cherchée. Car ayant FB = FO — A et F'B = FO + A, il vient F'B — FB = 2A. De même, FB' — FB' = 2A.
Pour avoir d'autres points , prenons sur le pf'olongement <lc OF, un point quelconque I \ puis des foyers F et F', comme
centres, avec des rajons respectivement égaux à IB et IB% dé* crivons deux arcs se coupant en M et M'; des mêmes centres F, F' et avec les rayons IB^ IB, décrivons deux nouveaux arcs ' se coupant en m et W ; les points M, M' appartiendront à une branche de la courbe, et les points m, m' à Pautre branche. Car puisque FM = IB et FM = IB', on a FM — FM = BB' ;= a A ; donc le point M est à llijperbole demandée ; et il en est de même des points M\ m et m!,
En répétant ces constructions avec des points sur le prolongement de FT \ mais de plus en plus éloignés de F, on obtiendra autant de points qu^il sera nécessaire pour tracer, à la main, la courbe avec qnelqu^exactitude.
107. Maintenant que nous savons tracer llijrperbole et que nous avons une idée exacte de la forme quelle affecte, cherchons aon équation. A cet effet, plaçons Porigine des coordonnées rectangulaires au milieu O de la droite FF', que nous représenterons par 30, et dirigeons Taxe des x suivant cette droite (fig. 16). Soit M un point quelconque de la courbe ; soient a:, j- les coordonnées OP, PM du point M ; enfin, soient r et r' les rajons vecteurs FM et F^M, dont la différence, diaprés la défim'tion, est constanunent égale à la droite donnée aA : on aura d^abord
Ensuite , à cause de FP = <t — x et de FT =z c + x, les triangles FMP, F^MP fournissent
r^=^» + (o--a7)' et r'»=j^ + (é? + x)'.
Prenant successivement la somme et la différence de ces équations, et réduisant, il viendra
r'* + r* = aj-* + ax* + lé" et r'» — r^ == 4ca:.
Or, f^ — r' étant la même chose que (r' — r){r^-f- r), si dans ce produit, on substitue
W— r = aA, on en déduira r' + >" = "r •
Ces deux équations donnent «
ex ex
r'=;= — + A et rr=: — — A.
Substituant ces valeurs dans r^^ -{- i^zzi %jr* -}- ix"^ -{- ac',
C 67 ) d'où Ay + (A'— e*)x»=A»(A' — «•).
Maïs on a va (io5) que aA <^ aç ou A < c ; donc c' — A" est positif. Posons c* — A*z= B*, B sera une quantité donnée et réelle, et nous aurons A' — c* = — B* ; d'où Ton tire
A>-* — BV = — A'B*5 et teOe est Péquatîon la plus simple de l'hyperbole.
Cette équation se déduit de celle de l'ellipse, en changeant, dans cette dernière, B* en — B'ou B en B y — i. Ce changement dans les propriétés de Péllipse , conduira donc à celles de. l'hyperbole. Ainsi ces deux courbes jouissent de propriétés analogues , bien que leurs formes soient très-dijQférentes.
io8. Prenant la valeur de^ dans l'équation précédente de l'hyperbole , on aura
Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires, il s'ensuit que pour une même abscisse OP, il y a deux ordonnées égales PM et PM'^ la courbe est donc divisée en deux parties égales par l'axe des x.
Faisant X = o , pour avoir les points où la courbe rencontre l'axe des ^, on aura ^ ^= :d= B [/ — i ; ces deux valeurs étant imaginaires ou impossibles , l%yperbole ne rencontre pas l'axe des ordonnées. Tant qu'on aura ;r<^ A, lés valeurs de ^seront imaginaires et il n'y aura pas de courbe : si l'on prend xz=z:±=. A, ou or = OB et a: r= — OB', il viendra ^ = =±= o ; l'hyperbole rencontre donc l'axe des abscisses aux deux points B et B', qui donnent BB' 1= a A. De plus , x zzi, A représentant une parallèle à l'axe des ordonnées , et les deux valeurs de jr étant alors nulles, les deux points où cette parallèle rencontre Phyperbole , se réuiiissent en un seul en B \ donc cette parallèle BA' est tangente à la courbe au point B. On verra de même que la parallèle xz=: — A ou SS', à l'axe des j^, est tangente à l'hyperbole au point V.
Si l'on prend l'abscisse x positive ou négative, mais numériquement plus grande que A, les deux valeurs de jaseront chaque fois réelles, et d'autant pins grande, que x sera plus grande ellemême ; la courbe s'^end donc indéfiniment à la droite du poin^ B et à la gauche du point B'.
Enfin on voit qae llijrperbole est composée de deux branches égales , opposées et indéfinies , dont la plus petite distance est BB' ou aÂ (car la plus petite abscisse est a:=A ou j:= — Â) ; et en pliant la figure soit suivant Taxe des x^ soit suivant Taxe des^, les quatre parties de la courbe se couvriront parfaitement, et sont égales. Gela résulte aussi de la construction donnée plus haut (io5).
log. Les quantités a A et iB sont dites les asei principaux^ ou simplement les aseê de Phyperbole , bien qu^elle ne détermine que le premier, égal à BB^ par sa rencontre avec Taxe des abscisses \ 2 A est le premier axe , 3B le second et Forigine O le centre de la courbe. Les extrémités B et B' du premier axe , sont les sommets de Phyperbole \ et quand elle est représentée par Féquatîon A'^* — B'a:'z= — A'B', on dit qu^eUe est rapportée à ses axes et an centre.
Lorsque les deux 'axes sont égaux , Phyperbole est dite Squilaâre \ son équation est alors
llijperbole éqnilatère est donc entre les hyperboles , ce que le cercle est entre les ellipses.
1 10. Connaissant le premier axe BB' et les foyers F, F', rien n^est plus facile que de construire le second axe âB ; car ayant B' = tf* — A' 1= OF* — OB', si du sommet B comme centre et d^un rayon égal à OF, on décrit un arc coupant Paxe des ordonnées aux points G et G^ on aura 2B = GG^
Si Pon veut trouver les deux foyers, connaissant les deux axes BB' et GG', on observera que c* = A' + B" = OB* + OC% et alors décrivant du centre O et avec le rayon GB , un arc , cet arc coupera Paxe des x aux deux foyers F et F'.
111. Toute équation de la forme My" — Nx' = — P, M, N et P étant des nombres positifs j et les coordonnées étant rectangulaires, représente une hyperbole. D^abord en multipliant les deux
membres de cette équation, par rjr^j, puis posant A' =rT et B'
zzi^^ on aura
^ Ay*— BV = — A'B'...(i)
Dans cette équation A et B sont connus. Prenant sur Paxe des a?, de part et d^autre de Porigine O, deux points F et F', tels que OF = 0F' = c (fig. 16) et qu'on ait £?' =: A» + B*;
désignant par à et à^ les distances FM et F^, do point M ou (x, y) de la courbe (i) aux deux F et F'; on aura évidemment
dr=^ + (c — ar)' et (î'*=^' + (é? + ar)\
Développant et observant que jr' = -ji B' et c' = A' -j-
B*, on verra, en opérant comme pour Pellipse (56) , que
iï;=^ — A et rf'r=^ + Ai d'où li' — i=3A.
Ainsi la courbe représentée par Féquation ( i ) et eonséquemment par Péquation proposée M^-' — Njt'zt — P, est telle que la dififérence des distances de chacun de ses points aux deux F et Y\ est constamment égale à 3A ; donc cette courbe est une hyperbole (io4), dont 2 A et aB sont les axes et F, F' les foyers.
D'après cela , si on avait | j-' — \y — 20: + ^ — |a:' z± o , rien ne serait plus facile que de tracer la courbe représentée par cette équatiop , après en avoir chassé les premières puissances de X et de j-, en y faisant a: =z A -|- j;' et j^ = A +^.
112. Si fon coupe les deux nappes vpposies Sun 66ne droit, par un plan perpendiculaire au plan HCIN' conduit suivant Va^e VCV, ^intersection FNMT sera une hyperbole (fîg. l'J^i^^
Les deux surfaces convexes pouvant être prolongées à Finfini, il est clair que le plan coupant rencontre HI€N' suivant la droite RNN' et les surfaces convexes suivant une courbe composée de deux branches infinies, telles <jue FNT* Plaçons l'origine au milieu O de la droite NN' = 2A , et l'axe des pc suivant cette droite. Soit M un point quelconque de la courbe , et MP^rj*, OP =2 X , lés coordonnées rectangulaires de ce point ; nous aurons ÎÎP rrar — A et NT = ;r -j- A. Menons suivant la droite -MP, perpendiculaire au plan HIC, un plan perpendiculaire à l'axe CV ; ce plan coupera le cône suivant mi cercle , ayant DS pour diamètre. Mais M étant un point de la circonférence de ce cercle; et MP, perpendiculaire au plan HIC, étant aussi perpendiculaire au diamètre DS, il vienl^'m PSxPD. D'ailleurs, les triangles HN^K et DN'P sont semblables , de même que KIN et PNS ; on a donc
KN':a:+À::KH:DP et KN:;r — A:;KI;PS.
Substituant les valeurs de DP'et PS , tirées de ces proportions, dans l'expression de ^', où aura , pour tous les points de la courbe, /
^ HK • Kl - ^ A* ^
Pour avoir les disUmces de Torigine aux points où la courbe coupe Taxe des coordonnées , il faut faire xzzzo dans son équation: ce qui donnera
^~ KN'.KN Donc ces distances sont imaginaires : si on les représente
chacune par B y — i , B sera connu, et Péqoation de la courbe proposée deviendra
Ay— BV = — A"B'.
cette courbe est par conséquent une hjrperbole ( 1 1 1), doqt xA, 2B sont les axes, N et W les sommets et O le centre,
1 1 3. Il est aisé maintenant de tirer de Péquation de Phyperbole , les diverses propriétés de cette courbe , lesquelles , comme on a vu (107)1 sont analogues à celles de Pellipse.
D^abord en résolvant Péquation A^* — B*a:*:=: — A'B', par rapport à j**, on verra que dans Phyperbole , les carrés des ordoqn^es sont entre eux comme les produits des distances des pie\]s ae ces ordonnées, aux sommets de la courbe.
Ensuite , il est facile de voir que la double ordonnée qui passe
par un foyer, vaut -^. Onlanonunej^arant^/^.- c^est une troi-
sième proportionnelle aux deux axes 2 A et aB.
1 14* Toute droite xdJOM. menée par le centre O e$t terminSe départ et £ autre à ^hyperbole, eneet un diamètre, parce qu'elle est divisée par* ce centre en deux parties égales (fig. 16). Eu effet, les équations de la droite m'OM et de Phyperbole , étant
jr = a3: et A^— BV=:— A'B*;
si on élimine j^ de ces équations , Péquation finale donnera les abscisses des intersections de la droite m'OM et de Phyperbole : on aura AB
Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires , si Pune est OP, Pautre sera OP' = OP ; et les deux triangles rectangles OPM et OPW seront égaux ; donc OMzz Om'.
ti5« Pour que le diamètre soit réel^ il faut qu^on ait B'^
a* A* : si B* était moindre que a*À*, les valeurs de x seraient impossibles , aussi bien que celles de ^ ; le diamètre o^existerait donc pas , ou serait imagùuur». Enfin , si B* = a'A^, les valeurs de j: et de^ seront infinies, et le diamètre lui-même aura une
longueur infinie.
Dans ce cas , o = =±=- ,' et les droites^ z= - a;, ^ = — -a:,
ne rencontrent Phyperbole qu^à une distance infinie : on les appelle oiymptotes de la courbe ; pour les construire , il suffit de mener à BB' et par le sommet B , une perpendiculaire , sur laquelle on prendra les longueurs BR et BR' , égales chacune au demi-second axe B : OR et OR' seront les directions des deux asymptotes cherchées.
Soient j^ et^ les ordonnées de ITijrperbole et d^une asymptote, qui répondent à la même abscisse x\ ,on aura donc , B*j:« -,, ,, B«x» ,, , / B«
Par ces valeurs , il est clair qu^à mesure que Fabscisse x augmente , les ordonnées j-^ y augmentent aussi , et leur différence diminue ; la courbe approche donc de plus en plus de Tasymptote ; enfin , si x est infinie , il en sera de même de^,^' ■ et la différence y — y' sera nulle. D'où il suit que ht (Hymptotet de Vhyperholey à partir eu centre O, vont continuellement en^ t* approchant de cette courbe, $an$ néanmoins p&uooir ia r0^éon-^ trer, autre part qu^à Vinfinù Et c'est de là que ces droites ont reçu le nom à'^asymptote»
Il est clair que les asymptotes de Thyperbole séparent ses dia^ mètres réels de ses diamètres imaginaires; et que si une eilipse et une hyperbole ont le même centre et les mêmes axes, les diamètres égaux de la première formeront, étant prolongés, le& asymptotes de la seconde.
ii6. ZéO premier axe de thypcrhoU est le plus petit de tous ses diamètres. Car soit d un demi-diamètre et (x^y) son extrémilé,) on aura à la fois , .
y—~—B^e%d^=y-^x^;,à'ohéPr:z^^^x^~^\
On voit que d sera le moindre possible quand Fabscisse -x aura sa moindre valeur A ; ce qui donne i2=z A.
Il est aisé de voir aussi qu'une ligne droite ne peut couper Thyperbole en plus de deux points.
^^ii*»™"*»
1 17. Lorsque deux êroiies y=ax -^-h et y rra'x + !>' ***" nées des extrimUés du premier axe, se coupent sur f hyperbole , on a toujours A'aa' — B' =z o ; et réciproquement. Même démonstration qu^au n** 6a. Gela résulte d^ailleurs de ce qpie B', pour l'ellipse , devient — B' pour l'hyperbole. .
Les deux droites précédentes sont des cordes suppUmentatret de l'hyperbole, parce qu'on appelle ainsi deux droites qui, partant des extrémités d'un même diamètre , se coupent sur la courbe.
118. Suivant qu'un point (x, y} est sur t hyperbole , au-dehors ou au'dedans, le trinôme A^* — B'x' + A'B' est nul, positif ou négatif; et réciproquement. On sait déjà que ce trinôme est nul pour tout point (j^i^) sur l'hyperbole. Mais l'abscisse a: restant la même , si le point (x, jr) est au-dehors ou au-dedans de l'hyperbole , Tordonnée j" sera j5lus grande on plus petite que sur la courbe ; le trinôme sera donc plus grand ou plus petit que zéro ^ il sera par conséquent positif ou négatif»
1 ig. La tangente à l'hyperbole n'étant qu'une sécante , dont les deux points d'intersection avec la courbe, se réunissent en un seul , il est clair qu'en opérant comme pour l'ellipse , on trouvera que la tangente j^ = iw: -J- ô , à l'hyperbole , au point (jx:"^j'^)i a pour équation
Ayy — B*xa:" = ■— A'B% ... (1)
et que la direction de cette tangente est donnée par la valeur
a ziz ■
Ay
' Tout cela résulte encore de ce que B', pour l'ellipse, devient -— ^*, pour l'hyperbole. Mais on ne peut plus vérifier, comme dans l'ellipse, que la droite représentée par l'équation (1), n'a que le seul point (x'^ y) de commun avec l'hyperbole. Toid alors comment il faut procéder :
Prenons la valeur dej- dans l'équation (1) et snbstituoils cette valeur dans le trinôme A*j** — B'j;* + A*B* ; en réduisant au même dénominateur A'j<^'', puis en remettant au numérateur, au lieu de Ay^, sa valeur By* — A*B*, tirée de Péquation de l'hyperbole , nous aurons
Le second membre de cette égalité sera toujours positif; il en
sera donc de même du trinôme A*^* ^ — B'^c* + A*B", pour tous les'poînts (a?, j*) de la droite (i) ;, tous ces points, à Pexception du point (x", j"), sont par conséquent hors de Thyperbole (i i8). Ainsi la droite (i) n'a que le seul point (x", j-") de commun arec Thyperbole \ donc elle lui est tangente en ce points
120. La valeur de a^ qui détermine la direction de la tangente, étant unique, il s'ensuit que par un point (Jî",'j^')^ donné sur Phyperbole, on ne peut mener qu'une seule tangente à cette courbe.
C'est ce qu'on vérifie d'ailleurs en cherchant le point de contact (x"^ y^ d'une tangente à l'hyperbole, menée par un point C^^y) donné. Dans ce cas, les équatiçns de l'hyperbole et de la tangente, sont :
Ay^ — BV'» = — A'B% Ayy — B Va/' = — A'B\
Eliminant j^' de ces équations, on trouvera, pour x",
~ B?x"— AV"
Par cette formule et le principe du n** 1 18, il est visible que, suivant que le point (:c', ^) est hors de l'hyperbole, sur cette courbé oii dans l'intérieur, x" et^' ont deux valeurs réelles, une seule, ou deux valeurs imaginaires; donc â y a deux tangentes , une seule ou aucune.
121. La valeur précédente de a/', peut aussi s'écrire comme il suit :
Aj^l/ 1 -f-
ar"
Ay*--BV^\
Cela posé, 1" lorsque le point {pcf^ y) sera entre la courbe et une asymptote, dont l'équation est k^ziz'Bx (ii5), on aura A^'<^.Ba^; la fraction sous le radical sera négative; donc la quantité affectée du double signe =b: sera moindre que Aj*\ et à plus forte raison , moindre que Bar' ; donc , puisque Ay <^ B V*, les deux valeurs de 3^ seront positives. De sorte que par un pûintfris entre f hyperbole et une asymptote j onpeuttoujoure mener deus tangentes à une même hranehe.
a* Si le point {x'^ y) est entre les asymptotes , on aura Ây ^ Bx!\ le numérafeor de x" aura, donc deux valeurs de signes
( 64 ) opposes : et comtne alors le dénominateiir est négatif, il sVnsuît que x^* anra nne valeur positive et une négative. Donc il j aura une tangente à une branche et une à Fautre.
3* Enfin, si le point (jxf^ y) est sur une asymptote, on ann A^.= B'j:, et les deux valeurs de x" deviendront x" = J et jp^'^z: OD. Opérant pour faire disparsutre le facteur commun aux deux termes de or'^ la première valeur de cette abscisse devient
x" = -^,(^* + B*). Quant à la seconde valeur, elle reste
toujours infinie. Ainsi, par un point pris sur une asymptote, on ne peut mener qu^une seule tangente à Thyperbole.
n j a bien , si Ton veut , une seconde tangente ; mais son point de contact avec la courbe est infiniment éloigné. Efièctivement, ce point étant sur l%jperbole et son abscisse x" étant
/infinie, son ordonnée^' est aussi infinie et se réduit à^'zz— -*•
Et conmie la valeur de a ,' qui convient à la tangente , est a :=
•jrrjf^ ^^ y substituant la valeur qu^on vient de trouver pour j^',
on aura ^ ==t* Or, cette valeur détermine la direction d^une
asymptote \ donc la seconde tangente qui nous occupe, coï^dde avec cette asymptote.
Si dans Péquation de la tangente MT au point M, on
fsàt j- = o, on aura Tabscisse x ou OT du point T où cette
A^ droite rencontre Taxe des x ( fig. 1 7 ) , et il viendra OT = — ;
ce qui montre que la tangente ne passe par le centre que quand le point de tangence est à Pinfini. Mais F et F' étant ks foyers.
CT
cxft
on à OF=:OF=ê, FM = ^^ — A et FM=;=^ + A (107)^5 donc
tp=:OF-.ot=.-^=A(«^'_a)=^xfm,
De là résulte TF : TF' ; : FM : F'M ç ce qui montre que MT divise Fanglç FMF' en deux parties égales. Ainsi da^ê f hyperbole , Ui droites menéee detfoyeri au pomi de taghgehcey.font mœe la tangente et fh part et Vautre de ^ette ligne, deux amgUe égaux*
D^où il est visible qne la normale MN divisé en deux parties
égahê îê MuppUmeni FMK de V angle formé par ie$ raytmiveù' ieurs menét^au point de langenee,
123. Proposons-nous maintenant de construire une tangente à Thyperbole , par un point donné. Supposons d^abord ce point sur la courbe , en'M ; menons les^ rayons vecteurs FM et F'M ; prenons MH=: MF et tirons MT perpendiculaire à FH; cette perpendiculaire sera la tangente demandée. Car l'es deux triangles rectangles MIF et MIH étant égaux, k droite MÏ divise en deux parties égales Fangle ¥MÈ* des deux rayons vecteurs FM et F'M; donc MT coïncide avec la tangente au point M (122). Il serait d^ailleurs facile de démontrer que tous les points de la droite Mï sont hors de Thyperbole , excepté le poîiit M.
Supposons maintenant que le point donné soit hors de rhyperbole ^ par exemple en* G : de ce point G commecentre et du rayon GF , décrivons tin arc 5 du foyer F' comme centre et avec le premier axe 2Â. pour rayon , décrivons un second arc qui coupera le premier en H et H' : les droites FTEt, F'H', iront couper Fhyperbole aux points de contact des deux tangentes que Ton peut mener à la courbé, par le point G^ dé sorte que M étant Fun de Ces points , GMT sera tangente en M. En effet , par construction, F'JSI— HM=zFH=iA.. Mais M étant sûr l'hyperbole , on a aussi FM-^ FM 1= 2À ; donc MH rz MF. D'ailleurs GF =1^ GH ; donc la droite GMT est perpendiculaire aumilieu de FH; ainsi', d'après le premier cas', die eit tangente en M.
124. Le point I étant le miliett dé Ffit et lé pmntOlë liiilîeii âe FF, il est clair que la droite Oï en la moitié de F^' ou de 12 Â.. Ainsi les pied$ des perpenâicuîàîres- fneniee étimjvyer sur les tangentes à f hyperbole ^uppartieunent à la circonfirenee ayant lé premier axe pour dianûtre.
Menant Oz parallèle à MT, on verra que la %ure OIMs est un parallélogramme^ et qu'ainsi Mzz=z01=:A., D'où il suit que dans t hyperbole (^ comme dans feUipse), la partio éPuU rayoti vecteur comprise entr*e ta tœnyenie et sa parallèle menée par h' centre, est igalë à la moitié du premier aseép
Cette propriété et là précîédèntë donnent- le ihoyeà de àànstruire fhyperhoUf {où felUpsë) dotit on confiait te centhe'Ô^ là, longueur du premier axe 2Â 1 ^^e tangente éi son point de contact M. Car tes perpendiculaires à la tangente-, aux points I et l' où elle est conpée par la circonférence déorite du centre O et
( ee )
da rayon A, passent par les foyers, ainsi que les parallèles menées par M aux droites OI et OI'.
1 25. fl est âcile de voir que Péquation de la normale k Thy-
Les valeurs de lai'souiangenie et de la êoûnormale , sont respectivement, x/^a^A. ^ _ B»x''
PT_-— — etPN-.^.
ii6. Voici quelques théorèmes à démontrer :
I. Si la droîtejr=ax-j-6 est tangente à Phyperbole, on aura toujours
IL Les tangentes aux extrémités d^un même diamètre de Thyperbole, sont parallèles entre elles; «t réciproquement , si deux tangentes à Thyperbole, sont parallèles, la droite qui joint les deux points de contact, passe par le centre*
S suit de là que trois tangentes à Thyperbole ne peuvent jamais être parallèles entre elles.
III. La plus courte distance entre Thyperbole et un point du prolongement du premier axe y est la normale qui passj? par ce point.
IV. L^origine étant au sommet ( — Â , o ) et les coordonnées parallèles aux axes aA et aB, Thyperbole est représentée par Ay— B*x» = — aAB'jT, et sa tangente au point («",jr" ), par A^jry"— B»jcx"s=: — AB«
V. Dans Thyperbole , le demi-second axe B est moyen proportionnel^ 1^ entre les distances des deux foyers à la tangente; a® entre les ordonnées de la tangente qui ont leurs pieds aux sommets de la courbe ; 3* entre les distances d^un foyer aux deux sommets ; 4° enfin entre la normale et la perpendiculaire menée du centre sur la tangente.
VI. Le sommet d^un angle droit mobile , dont les côtés sont contînnellement tangens à Thyperbole, décrit une circonfélrence de même
centre et ayant l^A' — B» pour rayon.
Vn. La portion d^une tangente à Phyperbole, comprise entre les perpendiculaires aux extrémités du premier axe , est le diamètre d^une circonférence qui passe par les deux foyers.
Tous ces théorèmes suont analogues à ceux énoncés pour Tellipse (77) et s^en déduisent en y changeant B> en — B*.
VUI. Les droites qui vont dW même point quelconque de Thyperbole équilatére aux extrémités dW même diamètre réel (ou trcauverse)^ font des angles égausravec Tune quelconque des deux asymptotes. (On démontrera dHibord que pour les droites proposées , les a et of sont tds, qu^on a loiqoun aJtf = 1, etc. )
( 67 ) 12*]. On appelle dianùires conjugués i
diamètres tels , qa^en 1^ prenant pour a
Téquation de la courbe conserve la mém'
axes rectangulaires.
Pour trouver ces diamètres , prenons le
à passer d^un système d^axes rectangulai
de même origine (45) , savoir ;
ax'
mm m m
formules dans lesquelles wi* =ri -|- «* et fn!^=z i +a". Substituant ces valeurs de x et dejr dans Péquatîon A^* — B^x^ zin — À'B*, qui est celle de rh3rpèrbole rapportée à ses axes et au centre, on trouvera
Pour que cette équation soit de même forme que celle qui est relative aux axes aA et 2B , il faut qu^elle ne contienne pas le produit a^y des nouvelles coordonnées \ il faut donc profiter de Findéterihination de a et a! pour faire disparaître ce terme , en rendant son coefficient nul \ ce qui donne la condition
AW — B'zro^ ...(1) -
et Péquation de là courbe devient , en y supprimant les accens des coordonnées obliques x' etjr\^
La condition (1) qui existe entre les inconnues a et a! -étant du premier degré , admet une infinité de valeurs réelles pour ces inconnues ; il y a donc une infinité de systèmes d^axes de coordonnées, pour lesquels Téquation de Phyperbole né contient que les carrés j-3, x^ des variables, -avec un terme constant. Mais pas un seul de ces systèmes, autre que celui des axes, ne sera rectangulaire , puisqù'alôrs on devrait avoir aa^-^-i^zo^ ce qui réduit la relation (1) à A' -^ ^' = ^^ chose évidemment impossible.
ï2i8. Nous avons vu (1 15) que les diamètres dirigés suivant les droite» j^=aa: etj'=^a!x ne sont réels, c'est-à-dire ne rencontrent Phyperbole , qu'autant que B* > A'a' et B* > a'' A', ou B >^ Aa et B>> a'k. Mais ces inégalités ne sauraient existef en même temps , pout les diamètres conjugués ; car d'après la
^"felation (i),siB^aA^on aura B ^ a'A, et réciproquement.
^ Lthyperbole ne roncontce donc jamais à la fois ses diamètres conjugués.
Supposons qu^elle coupe Taxe des x ; alors on aura B >> <iA cl B < o'A. Faisant j^ = o et a? = o , dans Téquation (2), on aurales distances de Porigine aux points où Thyperbole rencontre les axes des x et des jr obliques : en désignant ces distances par A' et D , la première étant comptée sur Taxe des abscisses et la seconde sur Taxe des ordonnées^ on trouvera
Gomme B >> aA el B-<< Ao^, on voit que la distance A' est réelle et la distance D imaginaire, comme cela doit être, puisque la courbe ne rencontre pas Taxe des j^. Cependant on a coutume de prendre, sur Paxet des j^, deux points G et G' éloignés chacun de l'origine d'une distance B' telle, qu'on ait B'*=-r— D*. Alors 2 A' et 2B^ sont appelés les éUamkireê conjugués de l'hjperbole , bien que le premier 2 A' soit le seul terminé à la courbe : 2 A' est le ^r^mt^r, diamètre conjugué et 2B' le second.
B'-«»A» ®' ^ — AV»-B* W
Prenant dans ces équations, les valeurs des dénominateurs, et substituant dans l'équation (2) de Pkjrperbole, on obtient
équation qui se déduit de l'équation analogue de PelUpse , en changeant B'' en — B'* dans cette dernière»
i3o. Soit s le sinus de l'angle compris par les diamètres con< jugués 2A' et 2B'; il est clair qu'en raisonnant couaùe pour Pdlipse, les équations (1) et (3) donneront
A'' — B''=r A" — B» et A'B'i = AB,
relations fournies par celles analogues de Pelh'pse, en changeant dans ces dernières B' et B'*, respectivement en «^ B' et — - B'\
La seconde de ces relations nous apprend que h^ parallélogramme construit sur deux diamitres conjugids fuelcojdfues de Vkypsrhole, est éguioalent cm rectangle cû^iruit sur les deux axes*
mt n
(^9 ) Quant à Pégalîté A'* — ©'' = A* — B% elle montre que la différence des carrée de tieux diamètres conjugués de Fhyperbole, vaut la différence des carrée des deux axes.
Il n^j a donc que Tliijrperbole ëquilatère qui ttl ses diamètres conjugués égaux ; et tous les siens le sont deux à deux.
i3i. L^équation de l^jperbole, rapportée à ses disffiièlres conjugués 2 A' et aB', étant A'>* — B'V= — A''B'% on tire de cette équation et de la relation (0^ les théorèmes que voici à démontrer, et qui soot analogues à ceux énoncés (89) pour PeUipse :
1 * Chaque diamkire dinee les cordes paraî^les à son eonjuguS en deux parties égales, D^>ù il suit que pour arioh: un diamètre et le centre d^une hyperbole tracée, il suffit de mener tme droite par les milieux de deux cordes parallèles et de répéter cette opé* ration pour deux autres cordes parallèles.
2** Les carrés des ordonnées aux diamhtres conjugués^ sont entre eux comme les produits des distances des pieds de ces ordonnées aux points où Vaxe des abscisses coupe la courbe»
De sorte que pour décrire une hyperbole dont on connaît deux diamètres conjugués et Tangle qu^ils font entre eux, il faut d^abord tracer une hyperbole sur ces diamètres , pris pour axi^s rectangulaires, puis incliner les ordonnées de cette hyperbole sous Fangle donné, sans changer leurs longueurs : les points ainsi obtenus appartiendront à iliyperbole demandée.
3^ I^s tangentes aux extrémOés &un ûiamhtre réel de ThyperhoUj sont parallèles à een conjugué; et réeiprofuement.
^ Deux diùmè'tres eonjugués de f hyperbole, sont toujours parallèles à deux cordes eupplémentisires menées des extrémités du premier axe.
Ce qui donne le moyen, connaissant une hyperbole et se» deux axes , de trouver deux diamètres conjugués , comprenafit entre eux un angle donné..
5" Pour deux cordes supplémentaires ^=r<w7+ô etj-^^a'x J\- 6% menées des extrémités de 2 A', on aura toujours Al^aa' — B" = û ; et réciproquement.
6* La tangente ;r= <3^^ + * ^ ÎTiyperbole, au point (x'^ y% a pour équation
A'yy — B'*a:x"=:.~A'*B'% ou A'*a*~B'»=&%
la valeur de a étant
on: •
7* Si une corde euppUmentaire est paralUîe au âiamhire mené aupoini de tangeneej Vautre corde sera parallèle à la tangente.
On peut donc , sans connaître les axes , mener une tangente à Phjperbole, soit par un point donné sur cette courbe, soit parallèlement à une droite donnée.
8^ Si un diamètre réel de rhjFperbole est parallèle à une corde supplémentaire, son conjugué sera parallèle à Fautre corde, comme étant tous les deux parallèles à la tangente à une extrémité du premier diamètre ( 3* et 7'' ) ^ Pangle entre ces diamètres conjugués ^era donc ie même que cçlui des deux cordes supplémentaires.
De là, si rhjperbole est tracée, on trouvera aisément deux diamètres conjugués, comprenant un angle donné, lesquels seront les axes, quand Pangle sera droit.
i33« Dans Vhyperhole rapportée à ses axes^ les rectangles construits sur les coordonnées des extrémités positives de deux diamètres cor^uguésy sont éqi^alens erdre eux. Soient (x, jr) et (x',^) les extréikiités positives des diamètres conjugués aA'et iW\ les ëqiîations de ces diamé-
^es donneront çvi4emnie|it a ;?=: - çt a' ='^* Substituant ces valeurs
dans la relation A'âa'=s= B^ et dans la seconde relatioifi (3) , puis observant que x''4-j^'=:B'*, on trouvera
Ay — BV» = A'B».
De plus, comme Pextrémité (', jr) appartient à Fbyperbole, on a
Ay— BV = — A»B».
Substituant dans cette équation , les valeurs de A' et B', tirëes des deux équations précédentes, et réduisant, on obtiendra ^r=:»[^« Ce qu^il fiJlait démontrer.
J^u moyen de a>fz=zxfy\ les valeurs que Ton vient de trouver pour A' et B% deviennent ^a-2jp>_^> et B«=y' — j-%
relationis fort remarquables.
i33. Le produit des distances du point de tangence à ceux ok la tangente rencontre les axes de V hyperbole^ est égal au carré du demidiamètre B' parallèle à cette tangente ( fîg. 18 ). Car la tangente MTU rencontrant les axes en T et TJ, et le diamètre ONr=:B', conjugué de PM= A^ étant parallèle à MT (i3i, 3°) -, si Ton mène MR parallèle à PP, les triangles MRU et MTP, semblables à ONQ, donneront
«r:»'::MU:B% jr:y::MT:B'.
Multipliant par ordre, et observant que s^zrtx^y^ on trouvera MU XMT = B'*.
i34* Décrivant sur TU comme diamètre, une circonférence rencontrant OM en O et en I, on aura OM X IM =: MU X MT, ou A' X IM
B'* =:B'% ou encore IM=?-— •
De là résulte le moyen de construire les axes de Vhfperbole^ connais^ sont deux diamètres conjugués aA' et aB', ainsi que V angle MON qu*ils font entre eux» Pour cela, sur le premier diamètre OM=?A', on prendra MI = -JT-; par le milieu de 01, on élèvera une perpendiculaire, qui
coupera en Y la parallèle MU à ONczB'^ du centre V et du rayon VQ, on décrira une «jrcQnférenoe, qui coupera MU aux points T et U où cette parallèle rencontre les axes cherchés : menant alors les droites OT et OU, puis MP perpendiculaire à OT) le premier axe a A se construira par |a formule A*= OP X OT. On aurait de même B'= MP X OU.
i35. Zies coordonnSei comprenant un angle ^^ toute équation de la forme My* — N:^* :;^: — P, ( M, N «/ P étant deê nombreg
positifs^ représenta une hyperbole. D^abord 3i Ppn prend les
nombre$ A* et B' tels qu'on ait A'' = ^s et B^*^= rj , cette équation deviendra
Ôr, on peut toujours trouver une hyperbole dont 2A' et tW' soient les diamètres conjugués, comprenant Pàngle é'y car en désignant par s le sinus de cet angle, les axes 2iA et 26 seront donnés' par les rehUous A* — B» = A'* — B'» et AB = A'B'», desquelles on tirç
B»=— KA^"— B'*) + U^% ( A^" — B''/ + A'*B' V ; d^où il est visible que les valeurs de %A el 2B' seront toujours réelles.
Connaissant les axes aA et aB, on pourra tracer l%3rperbole { et cette hyperbole , rapportée à ses diamètres conjugués lA' et aB', sera représentée, comme on l'a vu (1 29), par l'équation (4) et cops^quemment par l'équation proposée M^* — Nj:*=: — P;
i36. Lorsque les deux diamètres conju^^és aV et nB' sont donnés, ainsi que Pangle compris 6, on peut calculer les longueurs des deux axes, ipar les formides qae Fon vient d^obtenir*^ mais ces fommles sput cgmr
pUquëes et difficiles à construire ; il importe «lonc de déterminer la position des axes, sans faire usage de leurs yaleucs. Or, « étant Tangle comfris entre A et A', Fangle entre A et Basera 9 -|- « ; ainsi dans les formules 3), on a tang *=a et tang (ô+*)=:a'. Divisant donc ces deux formules Tune par Tautre, après y ayoir substitué k^aa" au lieu de B'; réduisant d^ailleurs, aii moyen des principes de la trigonométrie, on obtiendra ^ B'«sinad
**''^^*""A'»— B'»cÔ8aS' formule gui s^appliquera à Fellipse, en y changeant B" en •— W*,
137. LVquatîon de ITiyperbole prend une forme très-simple, lorsqu'on choisit ses asymptotes pour axes des coordonnées. En eflfet, comme alors les a et a\ qui déterminent les nouveaux axes des ^' et des y, à Pëgard du premier axe 2 A de la courbe ,
B fi
ont reçpectivemem pour v^teurs -a == tt- t et V = ^Z u 5) ; d'où
m*= 1 + «• = —jT- = ^*S l'ëquatson {tt) du ti* 1 27, qui est celle de l'hyperbole rapportée aux nouveaux axes, se réduit à
Dans celte forme nouvelle de Péquatipn de l'hyperbole, on reconnaît aisément la propriété caractéristique des asymptotes de s'approcher sans cesse de la coiàrbe 5 car^' devient nuL dès que 3^ est infini , et réciproquement.
• i38. Le parallélogramme conetruit eur les ooorâennées ffun point quelcçnque de ^hyperbole, rapportée à se* aeympiotee, est équivalent au losange ayfuni pour diagon^le^ les deux demt-(^e^ de la courbe (fig. 19). '
Soient OW et OP les aaymptote? , x:'jest-à-dire les nouveaux • axes des x' et des j^; soient B et B' les sommets de la courbe ; x'^y les coordonnées du point M et OpMQ le parallâogr^nme construit sur ces coordonnées. Par le$ sommets B et ^' menoiui des parallèles aux asymptotes 5 d'après la construcdon de ces L'goçs, la perpendicplaire ^H == le d^çil-second »%id B= OC ; là figure OBHG est donc un rectangle.. Pe plps, conmie l'angle BOH=BOD'=: OBD, le côté OD=BD et le parallélogramme ODBI)' est up losange, dan$ lequel les di^onale^s OB = A PD'= BH = B ; de sorte qu'on a 4OI) ■ =z V + B*.
Cela posé , soit « le siiins de l'angle QOP ; nous avons vu (20) que les akes des paraliéiogram^kes QPMQ el ODilD' qui
ont Pangle camaïun QOP, sont respectivement ^rV'f et OD-
OD' f » z^ OD' • M =3 -^-j- — » #. Ainsi diaprés Téquation ( ^ ) de
Thyperbole, ees deux aires sont équivalentes. Mais il est visible d^ailleurs que Taire du losange ODBD' est \kR \ donc
]3g. Divisant cette équation par celle de Tb/perbole, on aura _ aAB
formule que Pon obtiendrait d^aillenrs en $ubstituan| les valeurti précédentes de a et q! dans Pexpression de $^ trouvée au n* 17.
i4o. l^orsque Phyperbole est équilatère, $'=i\ : le losange ODBD' devient un carré , et reste toujours équivalent au rectangle des ^coordonnées. Le grand losange BGB'&, quadruple de ODBÏ>^ se nomme làpm$$4mP0 de Vhjpevbole : ç^est le demirectangle des axes %k'et aB*
i/fif Pour plus de simplicité « nops supprimerons les accens des variables x' et jr', en nbus rappelant qu^étant comptées sur les asymptotes , elles sont en général obliques. De plus , nous poserons Â* -:J- B' =: 4H' ; et alors , Téquation de Tbjperbole ^ rapportée à ses asymptotes ^ sera xjr =^ ^*,
]42. Récipripqiiement^ ioiUe èqwition de la forme xy:;?H% rej^rèsenie une hyperbole, rapportée à »s$ asympioteei Car soit ^ Pangle des coordonnées proposées ; il est chk qu^on peut toujours trouver une hyperbole dont Pangle des asymptotes étant égal à et son s^us désigné par #, ce sinus et les axes %^ et iR satisfassent aux relations
A' + B'=4H' et #;:^--4^^ ' ^ A»-|-B»
Ces équations , en effet , fourqissent
A4.B=52Hj/r+7et A — B:;5 2H^^i — *,
formules qui donneront toujours poiir A et B des valeurs réelleii.
Connaissant aipsi les deux aiçes 2A et 2B , on connaîtrai aussi leurs directions , car le premier 2 A divise en deux parties égales Pangle des asymptotes , cVst>à>dire Pangle $ des axes des coordonnées ; lliyperbcde pourra donc être construite (io5). Or, si Ton rapporte cette hyperbole à ses asymptotes, on trouvera, comme on Pa vu (iSj)^ ar^- — J(A*4-B*) ou ar^=H% c'est-
à-dire réquadon proposée, Tangle des asymptotes étant I. Cette équation représente donc une hyperbole, rapportée à ses asymptotes \ ce quMl pliait démontrer.
143. Pour avoir Péquatîon de. la tangente à Thyperbole xy =irH*, nous considérerons cette tangente , comme une sécante dont les points d^intersection ( ^,^ ) et ( x", y* ) avec la courbe se réunissent en un seul. LVquation de cette sécante sera
On a d'ailleurs a:y=H* et a^y'szH'j d'où/=:î^'.
Substituant cette valeur et réduisant, on aura, pour Péquation de la sécante ,
Maintenant, si le second point d'intersection {x^ij^) coïncide avec- le premier, ce qui donne j^m^" et a:' = x", la sécante proposée sera tangente au point ( a:'', jr" ) et aura pour
144. ^^ faisant j^zi:o dans cette équation, on aura Fabscisse X du point T où la tangente rencontre Taxe des abscisses , et x — a:" sera la valeur de la soùtangente PT ; il viendra donc PT = a:r" = OP 5 c'est-à-dire que , lorsque VhyperhoU est rapportée à ses asymptotes, la soùtangente, pour chaque point, est égale à V abscisse qui lui correspond.
Si donc par le point M de l'hyperbole , on veut M mené? une tangente , il faudra prendre sur l'asymptote OX^ et à partir dti pied de l'ordonnée PM , la distance PT = OP ; et TMR sera la tangente demandée.
145. Les triangles TOR et TPM étant semblables , û en^ résulte TM=z:MR. La portion de la tangente, entre lés asymptotes, est donc divisée en deux parties égales par le point de eentUet'^
146. Soit une droite IF coupant l'hyperbole en G et G' et les asymptotes en I et I' ; je dis que IG = FG'. D'abord on peut toujours mener une tangente RMT parallèle à la droite IF ( 1 3i , 7'). Et puisque le point de contact M est le milieu de RT, la droite OMlVi' divise la parallèle IF à RT, en deux parties égales au point M'. D'ailleurs le conjugué du diamètre OM est parai*
lèle à RT (i3i « 3*); il est donc aussi parallèle h la corde GG' ; oelle-ci est dooc divisée en deux parties égales , en M', par le diamètre OM ( i3t , i"*). De sorte qu'ayant à la fois M'I=M'r et M'G = M'G\ il vient lGz=zV&, Donc , $i une droite ooupè ^hyperbole et see asymptotes, les parties de cette droite comprises entre les asymptotes et la courbe, sont* égales entre elles*
i47* Cette propriété fournit un moyen bien simple de construire rhyperbole, connaissant un de ses points et ses deux asymp» totes. On mènera par ce point G une droite quelconque IGF, terminée en I et V aux asymptotes OX' et OY' ; on prendra }'G' = IG, et le point G/ appartiendra à Phyperbole* On trouvera donc ainsi autant de points qu'on voudra de la courbe. Pour éviter la confusion d'un grand nombre de droites, tirées d'un même point , on pourra faire servir quelques-uns des points 4éjà déterminés , à en trouver d'autres.
Et comme l'angle des asymptotes peut se construire, dès que l'on connaît le rapport des axes ( ii5), il résulte encore de la propriété précédente , le moyen de tracer Vhyperbole, dont on connaît deux points, une asymptote et le rapport des axes prin^ cipaux.
i48* -Z^ portion de la tangente, comprise entre les deux asymptotes, est égale en longueur au conjugué du diamètre mené au point de tangence. D'abord TR étant tangente en M, l'aire du triangle TRO est double de celle du parallélogramme OPMQ, et vaut par conséquent AB (i38). Soit la demi-tangente MT=z:m et le demi-diamètre OM = A' \ l'angle OMR est évidemment égal à celui que le diamètre 2A! fait avec son conjugué 2B'. Si donc on désigne par s le sinus de cetangle, l'aire du parallélogramme construit sur les jdemi-dîamètres conjugués A' et B', sera A'B't = AB (i3o), et l'aire du parallélogramme construit sur A' et m, vaudra A'ms. Ce parallélogramme , double du triangle OMT , vaut le bîangle OTR ou AB ^ donc A'B'sz±khns , et par suite B' zzim.
149- On voit de plus , qa^en menant du centre de Vhyperbole,^ une parallèle à la tangente à une extrémité Sun diamètre 2A\ la portion de cette parallèle entre les parallèles aux asymptotes tirées de la même extrémité , exprime en grandeur et en direction le conjugué OkW du ^^mktre proposé.
Pe là résulte le moyen de trouver le conjugué d'un diamètre
aura donc
( '8 ) donné , connaissant les asymptotes ; et aussi de tracer les asyraptotes , connaissant deux diamètres conjugués , en longueurs et en directions.
1 5o. L'hfperboJe étant rapporUe à Met oiifmptctesj OX et OY^ trâuter faire S du êegment BCPM , eempriê entre la courbe, une aeymptete et lee deux erdennéee BC et HP (fig* 30).
L^équation de Phyperbole rapportée à ses asymptotes étant de la forme xjr^:^m^^ les coordonnées du sommet B seront BC=z; OC = m. Soient x etjr les coordonnées du point M , de manière que OP ^:|7 et PM =^- Appelons e la valeur que Ton trouve
en supposant n infini , dans le développement de T 1 -f- ~ j î on
Le nom))re infini n étant supposé entier, la formule de Newton donnera, pour le développement de la valeur de e^
Le nombre n étant infini , il est clair que le quotient - est infiniment petit, et doit être considéré comme nul; il vient donc
«=5 2 H 1 — âH — 5-: H — m + ^^î
• 3 a-3 a. 3. 4 a.3.4»5 ce qui donne , à moins dW dibillionîème près ,
«=a,7i8a8i8a8455 d^oà Ton a trouvé pour le logarithme ordinaire de « ,
1 e n; o,4^2g44^ 1 9<>« Gela posé, prenons sur CP n points (en y comprenant C et P) tels , que leurs distances au point O forment une progression géométrique croissante, dont m soit le premier terme et Ç/e zrr la raison, n étant toujours infini. Les ordonnées menées par pes n points divisent lé segment BCPM en n-^ 1 trapèzes mixtilignes. Soit QRnT le t;""* de ces trapèzes, à partir du point G ) à cause de n infini , il est clair que la raison r diffère infiniment peu de Punité , et que par conséquent les abscisses OG et OR sont p^esquVgales, ainsi que les ordonnées QN et RI; la figure QRIN est donc un parallélogramme. Si donc on désigne par «
ifliaa.i^^BaÉ«M
le sînuft de Pangle YOP, on aura , pour Paire du paraliélogramme , QRIN =i X QR X QN.
Or, par constmction OQ=»i.r*'"' et ORznwi.r*'; donc
TO
QRz=mr^-'(r--i), QfX zn—^—mr-^^^', et par suite QRIN = m'#(r— i). ^
Cette valeur étant, indépendante de v, il s^ensnit que les n — i trapèzes qui composent le segment S sont tous équiralens , et qu'ainsi on a Srrm'Î^Cn--. i)(r— i ).
Mais OP ou x^iz.fnr^"*^ parce que x est le «*" terme de la progression : prenant de part et d'autre les logarithmes ordinaires, on trouvera, à cause de 1 rr= —
n — iz^Clx — Im)-— = A' ( — 1" ^ 'le le \m J
Substituant cette valeur dans celle de S , puis observant que r — • 1 z;: |JJ^tf — i =: -, on obtiendra définitivement
\e \mj
Il est aisé de voir que Terreur commise en prenant QRNI
TU
pour un parallélogramme , est moindre que — ^ ; ainsi Terreur
qui en résulte sur la mesure du segment S , est moindre que —, ou qu'une quantité infiniment petite , puisque n est infini.
1 5i . Si l'on veut calculer l'aire du segment BMM', formé par l'hyperbole, le prolongement de son premier axe et l'ordonnée MM' parallèle au second , on remarquera que l'aire du triangle OPM ou de son équivalent OCB , est 4m'«. Et comme l'espace
BOM=:BOC + BCrM^OPM=BCPM=~.ir~Y on en déduit
segment BMM'= ^OM' X MM' — ?^^ 1 (
i52. D'après les valeurs précédentes , si l'hjperbole est équilatère , il sera bien facile de calculer le volume décrit autour de J'asjmptote OX , par le segment BCPN ou S. En effet , le v"' parallélogramme QRIM' devenant alors un rectangle, le volume décrit par ce rectangle , autour de OX , aura pour mesure
«rmV(f— l)X-v'
oc/
Prenant successivement v=i, 1,3,4? '-i ^ — ^ i ^^ ^^^ successivement les volumes produits autour de OX par lés n — i rectangles qui composent le segment proposé S ; la somme de tous ces volumes sera donc celui engendré par ce segment; de sorte qu^on aura
vol.S=*iiiV(r— i)(i + i + ^+...+pin)t
ou bien vol. S = irmV f i — -^tri )•
Mais à cause de OP ou x=zmf^^\ û vient
vol. S zz: îtmV (i ]•
Enfin , r= ^e donne r=e^ : et puisque n est infini , on ai - = o , puis ?*== e* i= 1 ; d'^où résulte le volume diérché
vol. S = îrm^(i — -V
Lorsque Fabscisse x est infinie , Paire du segment S est aussi infinie (i5o), tandis que le vdlume décrit par ce segment a la valeur finie vtii.
Quelque singulier que paraisse ce résultat, il n^en est pas moins exact ; mais pour mieux concevoir comment il peut se faire que' Fespace ZBCX , qui est infini en étendue et en surface , engeur dre néanmoins un corps dont le volume est fini , prenons sur Pasymptote OX et à partir de C, des longueurs égales respectivement aux termes de la suite infinie m, 3m, 4^, Sm , i6m, ••• et concevons sur ces longueurs , des rectangles extérieurs à Pespace 2iBCX. Ces rectangles engendreront des cylindres dont les hauteurs croîtront en raison double , tandis que les bases décroîtront en raison quadruple ; ainsi ces grlindres décroitront seulement en raison double. Or, le premier ziz mn \ donc la somme de tous ces cylindres est
'""'C* +l + i + é + cïC'> à^infinî)=!2^rm^ ÎI est évident que le solide engendré par Pespace infini ZBCX
est moindre que tous les cylindres extérieurs, cVst-à-dire
moindre que a^rm ; ce solide a par conséquent un volume fini.
(Voyez les Mélanges d^analyse et de géométrie ^ page 664 \ p»
M# de Stainville. Paris, i8i5).
i53. Deux hyperboles sont Semblables ^ lorsqu'elles ont leurs axes
homologues propùrtionneU* Soietit M et N deiix points qneleonques de la première, M' et N' deux points homologues de la seconde, c^est-à-dire deux points dont lés coordonnées rectangulaires soient respectiyement proportionnelles à celles des deux points M et N. En inscrivant à volonté une ligne brisée dans Parc MN , il est facile de voir cpiW pourra toujours inscrire, dans Parc homologue M'N', nne ligne brisée semblable; de sorte que les arcs homologues MN et M'N' sont semblables (loo). Ainsi les deux hyperboles proposées renferment un même nombre d^arcs homologues semblables ; donc elles sont semblables elles-mêmes.
i54- Puisque dans deux hyperboles semblables, les arcs semblables ne sont que des lignes brisée» semblables, composées d^une infinité de droites homologues, infiniment petites, il s^ensuit, i* que les longueurs de ces arcs sont entre elles comme leurs cordes,- et par conséquent comme les premiers axes \ a*^ que les segmeiiB compris par deux arcs semblables et leurs cordes, sont eux-mêmes semblables et proportionnels aux carrés des premiers ou des seconds axes.
i55. Lorsque deux hyperboles semblables ont le même centre et les premiers axes suivant la même droite^ eUes ont les mêmes a^mptotes; et réciproquement. Car .une asymptote de la première et une asyn;q>tote correspondante on homologue de la seconde, font avec Taxe des s et d^un même côté, des angles égaux dirigés dans le même sens ; donc elles coïncident. La réciproque est évidente *, car deux hyperboles qui ont les mêmes asymptotes, ont nécessairement leurs axes proportionnels.
1 56. Voici plusieurs problèmes et théorèmes sur llijrperbole :
I; Trouver les conditions nécessaires pour qu^une droite ne rencontre rhyperbole qu^en un seul point, eu pour qu^elle ne la rencontre pas*
II. Etant donnés, dans Phyperbole, la direction du premier axe, deux points et un foyer, décrire la courbe*
m. Trouver la courbe passant par les points qui divisent chacune des cordes parallèles au premier axe de Phyperbole, en trois parties égales'.
IV* Si par chaque point d^une tangente à un cercle donné, on élève sur cette tangente, une perpendiculaire égale à la partie extérieure de la sécante menée par ce point et par le centre , le lieu des extrémité de ces perpendiculaires sera une hyperbole.
V. Si dW foyer de Phyperbole, on mène une perpendiculaire à une asymptote, les distances du pied de cette perpendiculaire au centre et au foyer proposé, vaudront respectivement le demi-premier axe et lé demisecond*
VI. Tracer l^typerbole, i* dès que Ton connaît un foyer, une asymptote et le premier axe ou le rapport des deux axes ; a® lorsque Ton connaît un foyer et les directions du premier axe et d We asymptote* ( Le» solutions dépendent du théorème Y* )
Vn. Si par un point quelconque de Phyperbok, on mène une paoradU lèle à la droite d qui joint^ les extrémités de deox diamètres coiyugués,
h diffiSrence des carres des dist&nces da poiat proposé à cenx oïl la parallèle ooiipe ces deux diamètres, sera ëgale an çurë de la droite dm
VllI. G>mmeiit tracer les bords d\uie allëe dVn parterre, pour que cette allée paraisse avoir partout b m^me largeur à un œil placé verticalement au-dessus de la droite qui divise en deux parties égales la même ailée, dans le sens de sa longueur f On admet que deux droites pasraissem é^ës, dés qu^elles sont vues sous des adgles égaux.
Ut. Le lieu de tous les centres d^e gravité des triangles de même surface et de même angle au sommet, est une hyperbole, dont les asymptotes sont les deux côt<b du sommet commun aux triangles.
X. Le lieu de tous les milieux des segmeos quUnterceptent deux axe» rectangulaires, sur les droites tîre'es d^un point donné dans le même plan, est une hyperbole équilatére, dont le centre est' au milieu de la droite qui joint le point donné à rprigifle des axes proposés. ( Ces deux axes pourraient être obliques. }
' De la Parabole.
iSy, La parahole est une courbe plane teHe, que les distance» de Pun quelconque de ses points à un point fixe F et à une droite donnée DE, sont égale» entre elles. Le point fixe F est dit k foyer. àe la parabole, la droite donnée DE en est la éUrecirice^ et la distance du foyer à un point de la courbe est le rayon vecteur de cette courbe^
i58. Diaprés cette définîtioa, pour constiuire la pâfrabole, le loyer F et la directriee D£ étant donnés^ on prend une équerre ABC (fig. 21)^ on attache en C et en Fies extrémités d'no fil ^ dont la longueur est égale au côté AC de Pangte droit de l'équerre \ on applique Fautre côté AB contre la directrice , qui sera^ si Pou veut, une règle tenue immobile ; puis on lait glisser Péqiierre suivant, la directrice, ayant som de tenir le fil toujours tendu au moyen d'^un crayon ou stylé qui s^appuie cons,tanunent sur le côté'AC La trace de ce style sera la parabole demandée.
f^fectivenent, à cause de la Ugae GmF=GA, on ama tou< jours fFtr z:z ntÊL. •
Le côté AC de Féquerre étant parvenu sur la perpendiculaire FG, menée du foyer à la directrice, donnera le point O où celle perpendiculaire est coupée par la courbe. Ce point O est appelé le sommet de la parrabole et la pçi;pendiculaire OFX, à la directrice , est; VasMt de la courbe.*
Renversant Péquerre autour deP«te GX' et Gonânuaiu le niioii-
. i&ti.
vement suivant la directrice, on décrira la seconde portion OV de la parabole , égale à la première OV .
Par ce procédé on obtient une portion VOV de la courbe, et cette portion est d^autant plus grande, que le cÀté ÂC de i^équerre est plus grand lui-même.
iSg. On peut aussi décrire la parabole par points. Soit toujours F le fojer et DE la directrice. Menons FG perpendiculaire à DE, et prenons le milieu O de la distance FG du foyer à la directrice; ce milieu O sera évidemment le sommet de la parabole . Pour avoir d^autrés points , prenons sur la perpendiculaire GFX , et à partir du point G , une distance quelconque GP, plus grande que GO ; puis du foyer F comme centre et du rayon GP, décrivons un arc ; cet arc coupera la perpendiculaire tirée de P sur GP, afux deux points M et M', qui seront à la parabole cherchée.
Menant en effet, MQ perpendiculaire à la directrice, on aura MQ = GP = FM ; le point M est donc à égales distances du foyer F et de la directrice \ il r appartient conséquemment à la parabole. Il en est de même du point M'. On voit que par cette construction , on trouvera autant de points qu^on voudra, de la courbe à décrire ^ et ces points seront deux à deux de part et d^autre et à égales distances de Taxe OX.
160. Cherchons actuellement Téquation de la parabole. Désignons^par p la distance FG du foyer F à la directrice DE, puis plaçons Torigine des coordonnées rectangulaires au milieu O de ^ cette distance et dirigeons Taxe des x suivant FG. Soit M un point quelconque de la courbe , a; et j* les coordonnées OP et OM de ce point, et r le rayon vecteur FM = MQ =î:^GP : il est clair qu'on aura d'abord r = a: + ii'*
Ensuite , le triangle rectangle PMP donne
Substituant la valeur précédente de r, développant et réduisant, il viendra yi --. ^^^^^
Telle est Téquation de la parabole rapportée à ses axeg principaux OX et OY, bien que le premier OX soit seul un axe de la courbe : aussi le nomme«t-on premier axe ou simplement Vaxe de la parabole. Le coefficient 2p est le paramètre : c'est la dou<
ble distance du foyer à la directrice, ou encore la double ordonnée qui passe par le foyer.
L'équation précédente donne
j^ = =±= [/^px.
Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires, on voit que h prvmter axe de la parabole éUvise en deux parties égales, toutes les cordes de cette courbe qui sont perpendiculaires au même axe.
Posant xz=o^ pour avoir les points où la courbe coupe Taxe des ordonnées, on aura j'=±==±:o ; les deux points d'intersection . se réunissent donc à Porigine O. Ainsi le second axe de la parabole lui est tangent au sonunet \ et la courbe ne s'étend pas à la gauche de cet axe, comme on le voit d'ailleurs, puisque x négatif donne ^ imaginaire. Et comme x positif donne kj- des valeurs réelles , d'autant plus grandes que x est plus grand luimême, il s'ensuit que la parabole s'étend indéfiniment à la droite de son second axe , symétriquement au-dessus et au-dessous du premier.
162. Remarquons d'aillettrs que dans la parabole ^*=: ipx^ le paramètre 2p peut varier depuis zéro jusqu'à l'infini. Lorsque ce paramètre est nul , ce qui donne / =^ o , qnefque soit jt, la parabole se réduit à son axe. A mesure que le paramètre augmente, la parabole devient de plus en plus ouverte, s'approche de plus en plus de la tangente menée par le sommet, pour la^ quelle ^"= o, et se confond avec cette tangente, lorsque le paramètre ^p devient infini ; car alors , quel que soit ^, on a
toujours a: = î^ = o«
i63. Nous venons de voir que la parabole a pour équation jr* = apar. Réciproquement ,, les coordonnées étant rectangulaires, Umte équation qui peut se ramener à la forme y* = apx , représente une parabole, ayant le sommet à f origine et Vaxe dirigé suivant celui des abscisses (fig. 21).
Prenons en effet, sur l'axe des x et de part et d'autre de l'origine O, les distances OF == OG = 5^, et par le point G, menons DE perpendiculaire k GF^ si M ou (or, j^) est un point de la courbe, on aura évidemment
FM^^j^^ + ix—ipy^npx + x'—px + ip'', d'où FM = a? + Ip. Mais il est visible que la perpendiculaire
«. -d^B^^h-AMa^.
MQ=PG=a: + ^/>; donc MF=MQ. Aînsî la courbe représentée par Féquation y^ = ifx^ et con8é(|aeinment par Péqaa« tion proposée, est telle, que les distances de chacun de ses points à un point fixe F et à une droite donnée DE , sont égales entre elles ; donc cette courbe est une parabole (157), dont F est le fojer, DE la directrice, O le sommet et if le paramètre.
D!aprës cela , si on a Téquation ij^ -^ 3^ -— 8x + 9.== o , et quW passe du système de coordonnées à un autre parallèle, en posant a? = A + a/etj- = A5 +.7^i ^° verra quVn prenant Aâ=§etA( = — |, Féquation proposée se réduit à j^* = 4^^^ cette équation représente donc une parabole, facile à construire.
164* Si Ton coupe la ourfaee convexe Sun cane dhoit parun plan paralUh à une génératrice GH et perpendiculaire au plan conduit euivant cette génératrice et PaseCY du cène, la section résultante sera une parabole ( fig* 22 )•
Soit M un point quelconque de Fintersecdon FNMT. Prenons le point N pour origine et NK pour axe des x. Soient x et^ les coordonnées rectangulaires NP et PM du point M. Puisque PM est aussi perpendiculaire au plan HGI ; en conduisant par la droite MP, un plan perpendiculaire à Taxe GV, ce plan coupera le cône suiyant un cerdè, ajai^t son intersection DS avec HGI pour diamètre. Ôr, M est un point de la circonférence de ce cercle et MP une perpendiculaire au diamètre DS ; donc^' = DP >< PS. Les triangles semblables KNI et PNS donnant KN : r : : Kl : PS , et ayant d^ailleurs PD = HK, il vient
fteprésentant le Coefficient de x par 2^, p sefa donné, et oïl aura, pour tous les points de la courbe indéfinie FNMT, ^=± ipx\ donc cette courbe est une parabole (i63), dont fï est le sommet, NK. Taxe et 2p le paramètre. '
i65. On peut considérer la-parabole comme une ellipse dont le grand axe est infini. Prenons en effet, une ellipse dont OI soit le demi-grand axe A (fig. 21), Porigine des coordonnées rectangulaires étant au sommet O et les x positifs étant comptés suivant OX) Féquation de cette courbé sera
ynz-j^iikkx^x^).
La distance du centre I de cette ellipse au foyer F est IF sa
J/a' — B ; en la retranchant da demi- grand axe A, il restera la distance OF du sommet au foyer le plus proche. Regardons cette distance comme une constante représentée par \f \ nous
aurons .^_y^_ j/pirË^; d'où -^-kf-)^-.
Substituant cette valeur de B* dans Péquation précédente de Pellipse, elle devient, réductions faites,
Si dans cette équation , on donne successivement à A difTérentes valeurs , f restant toujours le même*, on aura une suite d^ellipses dont les grands axes seront différens , mais qui auront toutes le même foyer F et la méîne distance de ce foyer au sommet de la courbe. Enfin , si l^abscisse x conservant une valeur finie , on suppose A infiniment grand , les termes divisés par A et A' seront infiniment petits et devront être regardés comme nuls \ il viendra donc alors
équation d^une parabole. On passe donc de Pellipse à la parabole, en supposant le grand axe infini. Ce qui peut conduire aux propriétés de là parabole , à Paide de celles de Pellipse.
166. Il est bien facile de s^assurer que, suivant que le point {x^y) est sur la parabole^ au-dehors ou au-dedans, le binôme jr«_ 2j7ar est nul, positif ou négatif; et réciproquement.
167. Pour trouver Péquation d^une tangente à la parabole, il faut regarder cette droite comme une sécante , dont les points d^intersectiôn (a^, ^') et (x", j^") avec la courbe se réunissent en un seul. Il est clair que Péquation de cette sécante est
. jr— y = a(a? — a:") et a=:^=:^|.
Les deux points (x', y^ et (or", ^') étant sur la parabole, on a
y» = ajij;' et 7-"» z= 1^3^^ 5 d'où a = -^-^^ .
Pour la tangente, les deux points d'intersection (x',^') et (j:", j^')
coïncident et donnent y^'=zy^\ a;' = x" et « = ■—• Par cette
valeur de a on voit qu'au sommet la tangente coïncide avec le second axe \ mais qu'elle ne peut devenir parallèle au prei^er
qne quand y^ est infini. Substituant la valeur a=: •—, on aura, pour Péquatiôn de la tangente à la parabole, jau point {xf\ y)^
V— y = 4,(^ — ar")î à'où jry=:p(^x + x'^)...(i)
Retranchant le double de cette équation de^"*=2/>a;", puis ajoutant de part et d^autre jr*^ on trouvera
Celte équation représente toujours la droite exprimée par Péquatiôn (i). Or pour tout point (x^ y) situé sur la même droite, le binôme^* — :ipx est positif; tous les points de la droite (i) sont donc hors de la parabole, à Pexception du point (:i;", ^'), qui est sur la courbe ; cette droite ( i ) est donc efifectivemeat tangente à la parabole au point ( a:", y^ ).
La valeur à =z~, qui détermine la direction de la tan
gente, étant unique, il s^ensuit que par un point (x^\ y) donné sur la parabo|e, on ne peut mener qu^une seule tangente à cette courbe.
C'est pe qu'on vérifie d'ailleurs en cherchant le point de contact (j:", y) d'une tangente à Ih parabole, menée par un point donné (j?", j*")- I^ans ce cas, les équations de la parabole et de la tangente donnent
^" = ^px^' et yy =: 1? ( x' -f- 0^' ).
Eliminant y de ces équations , l'équation finale fournit
Suivant donc que le point (a:', y^ sera hors de la parabole^ sur cette courbe ou dans son intérieur , les deux valeurs de x^' seront réelles et. inégales , réelles et égales ou imaginaires , et il y aura deux tangentes, une seule ou aucune.
Nous venons de résoudre analjtiquemént le problème de mener une tangente à la parabole : nous verrons bientôt les moyens de construire ce problème.
169. Pour avoir le point ou la tangente rencontre l'axe de$ a;, il faut faire j* = o dans l'équation jy' =;i jp ( a: -f- jt" ) ; ce qui donnera xt=z — x". Ce point T sera donc toujours situé du côté des abscisses négatives, à la distance OT =; OP du sommet O (fig. 23). Par conséquent la soutangente PT ==: 2OP == 20?''^
( 86 ) c^est^ànlire que dam la parabole, tb soutangenie e$i doublent Vahiciiêo 4u point de iangenee. Ceci fournit un moyen très-simple de mener une tangente à cette courbe, quand on connaît le point de contact M, ou seulement son abscisse OP.
170. Nous venons de voir que 0T= OP; mais OF= OG (i6o)î donc TF=PG=MH=MF ; le triangle TFM est donc isocèle et donne Papgle FMT=:FTM=TMH=:SMF'. Ainsi, dan$ laparabçloj les âroiteg menées du point de tangence au/byer et parallèlement à taxe, font avec la tangente des angles égaux; propriété qui devait naturellement résulter de ce que la parabole est une ellipse dont le grand axe est infini , et dont les foyers sont par conséquent infiniment éloignés Pun de Tautre.
171. De là résulte up moyen très-simple de mener une tangente à la parabole par un point extérieur K (fig. a3). De ce point comme centre et d^un rayon égal à RF, soit décrit un arc coupant la directrice aux points H et H' ; soient menées de ces points deux parallèles à Pai^e ; ces parallèles couperont la parabole en M et M', qui seront les points de tangence, et KM, EJVf les tangeptes^emandées.
En effet, par construction KF=:KH; mais d^ailleurs MF=? MH : donc les deui^ triangles KFM et ^MH sont égaux. Par conséquent, l^angle TMF = TMH ==; SMF'; ce qui ej;ige que KM soit tangente au point M (170.). On verra de même que KM' est tangente en M'.
Si le point de tangence devait être très-éloigné et quVn eût besoin seulement de la direction de la tangente, il serait plus commode de mener KS perpendiculaire à FH; KS serait la tangente demandée. ^
Si la tangente devait élre parallèle à une droite donnée , on ferait, au foyer F, Pangle NFM double de Pangle que cette droite forme avec Taxe \ et le point M serait le point de contact; de la tangente cherchée.
1 7^. Il est clair que la normale MN divise en deux parties égales Pangle FWF' formé par les droites menées du peint de tangence au foyer et parallèlement à Taxe.
On trouve bien facilement que Péquation de cette normale est
Si on y prend y nul , on aura , pour la sounormale PN, x •^— x"
=|i; de sorte qae dam la parabole, la sounormaU êst canitante et égale à la moitié du paramètre. Ce qui donne le moyen de mener nne normale, et par suite une tangente, à la parabole, par un point donné sur cette courbe.
173. La tangente T]\( est perpendiculaire au milieu I de FH (171). Mais le sommet O étant au milieu de FG, la droite OI est parallèle à GH, et coïncide avec Taxe des jr. D''où il suit que , dans la parabole j les pieds des perpendiculaires menées du -foyer à toutes les tangentes à cette courbe, appartiennent au second axe principal. Ce qui vient de ce que la parabole est une ellipse dont le centre est à une distance infinie du sommet O ; en sorte que la circonférence décrite de ce centre et d^nn rajon égal à cette distance, coïncide avec Taxe des^ (7 3)*
174* Voici quelques tbéorèmes à démontrer :
I. Si des eztrémitës dWe corde- passant par le fbyer de la parabole, on mène deux tangentes à cette courbe , elles se couperont à angle droit sur la directrice,^
n. Le foy.er est lé sev^ point- du plan de la. parabole, dont la distance à un point quelconque de la courbe, soit une fbnctioQ rationnelle de Tabscisse de ce point.
ni. Si d?uii point du second axe de la parabole, on n^éne une droite au foyer et ime tangente, à la courbe , ces deux droites seront perpendiculaires entre elles.
IV. La plus courte droite menëe de Ia parabole à un point donné sur Taxe, est- ta normale qui passe par ce points
V. Dans h parabole, les carrés des distances dû point d^intersection de deux tangentes à le«rs points de contact, sont entre eux comme les rayons vecteurs menés à, ces deux points, et le produit de.ce$ distances vaut le carré de la droite qui joint Iç foyer au point d^intersectioii dont il s^agit.
175. Daqs la^ parabole, on -appelle diamhtro^ la droite, qui passe par les milieux d^un système de cordes parallèles. Soit j-=ax-\- ôTéquation de l'une quelconque ^e ces cordes. Pour les extrémités de cette corde , son équation et celle de la parabole ^*'=: o^or, admettent les mêmes Valeurs pour x et l^s mêmes yaleurs pour ^. Eliminant x entre ces équations, on aum pour déterminer j<*, ^p 33p
Les racines de cette équation, sont les ordonnées. des extrémités de la corde, et !• ordonnée y du milieu de cette cordt est
égale à la demkommç des mêmes racines, c^est-à-dire à -• Cette
valeur est la même pour le milieu de toute autre corde parallèle à la première , puisqu^alors p ei a restent les mêmes \ donc la droite qui passe par les milieux de toutes les cordes proposées est parallèle à Taxe des xj^ c^est>à-dire que tous les diamètret de la parabole iont paralïèUi à son axe. Ce qui vient d^ailleurs de ce que le centre de cette courbe est situé sur Taxe , à une distance infinie.
176* £t comme en faisant varier a, Fordonnée j^'=-, qui
est aussi celle de l^origine flu diamètre , peut avoir telle valeur on voudra, il s^ensuit que par chaque point de la parabole, en peut mener un diamètre.
Réciproquement , toute parallèle à Vaxe de la parabole est un diantktre. Car elle coïncide avec le diamètre mené par le même point.
Coordonnée du point où un diamètre coupe la parabole
étant r"=-, on en déduit ûs=:~' Cette valeur de a est celle
qui convient à la tangente au point dont j^'^ est rordonnée(i67}; ainsi dans la parabole, la tanyente à f origine &un diamètre est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales*
178. On ^^pélle axes conjugués de la parabole, tout système d^axes de coordonnées , pour lequel Tcquatiou de la couibe est de même forme que par rapport à ses axes principaux.
Cherchons les axes conjugués; et prenons, à cet effet, les formules pour passer d'urt système d^axes rectangulaires , à un autre de différente origine , savoir :
TO
formules dans lesquelles wi' = i -f- a', wi" = i + a" et (A, k) la nouvelle origine.
Substituant ces valeurs de a; et de ^ dans l'équation^'— ^px z=: o , qui est celle de la parabole rapportée à ses axes principaux ; chassant les dénominateurs et oidonnant , il viendra
a'^m^y*-^ 7.mm'^px' -f- *xnérn^ ( olk — ^ )^ -|c^ni^xf^ + ladmvfix^y -|- «iW* (A' — *iph ) z= o.
Si Ton observe que les quantités m et wS ne peuvent jama»
■■■»-^=afc- - -• ^ -^
devenjr liuU^, on verra que, pour que réqualion précédente soit de même forme que celle qui est relative aux axes, il faut qu'ion ait
a =: o , m = 1 , dk — 1> 3: o , ** — *ifh =:: 6 5
et alors Féquation de la parabole se réduit à
a'y — 2m'*px'=3 0...(i)
La condition /e'< — aphzz^o ou A* = 2pÂ, fait voir que les coordonnées k eth satisfont à Féquation j'^ = ipx de la parabole , et qu^ainst la nouvelle origine est un point de la courbe.
La relation a'k=p^ donnant a'= fi montre que le nouvel axe
des ordonnées touche la parabole à la nouvelle' origine (167). Enfin la condition a = o , nous apprend que le nouvel axe des abscisses est parallèle à Taxe de la parabole \ il est donc un diamètre de celte courbe (176).
Substituant les valeurs précédentes de m!^ et a'^ dans Péquation (1), on trouvera^'* = a (j? -J- iïh)x'. Supprimant les accens des variables j^ et x'^ en se rappelant toutefois qu^elles se comptent sur des axes obliques \ posant d^aiileurs p^zz-p-^-^h^ on aura , pour Tcquation dé la pai*abole , rapportée à ses axes conjugués , y^ ^^^^
Comme dans cette équation Taxe des x est un diamëàre, puisqu'il divise en deux parties égales toutes les cordes parallèles à son conjugué ; la parabole est dite rapportée à son diamktre. Le coefficient 2p' est le paramhtre^ relatif à ce diamètre. De plus, les coordonnées de la nouvelle origine pouvant avoir telles valeurs qu^on voudra, il s'ensuit que la parabole admet une irrité de s^thnes éPoaes conjugués,
179. Soit r le rajon vecteur mené à la nouvelle origine ( A, k)'^ on a vu (178) que r = 5^ + A. Msisp^ =:p + 2A; donc 2/>' z= 4^. Donc dans la parabole, le paramètre &un diamètre quelconque est quadruple de la distance du foyer à V origine de ce diamètre. Cette propriété subsiste également^ pour Taxe.
180. Remarquons maintenant que V angle des coordonnées étant désigné par (f, toUte équation qui peut se ramener à la forme
. y* = 2p'x, représente une parabole. Soit en effet jr^ zzi ipx une parabole , rapportée à son axe , dans laquelle le paramètre 3p et Tun de ses points (/t, k) soient tels, qu'on ait p ^ 2h znp^
et que la tangente à ce point fasse avec Taxe des x on angle égal à ^ ; il est clair que si Ton désigne tang è par a\ on aura à la fois
¥z=:2ph^ t/hzzip et jp + ^^^y» •" (*) ce qui donne , en posant i -|- V* = W,
Ces valeurs âant nécessairement féelles, il en sera de même de la parabole y^ =: apx.
Gela posé, transformons les coordonnées de cette parabok, de manière que la nouvelle origine étant ( %, ft). Taxe des ordonnées soit la tangente en ce point, Tangle des coordonnées étant égal à Pangle donné 4 , et par conséquent le nouvel axe des X étant parallèle à Pancien. Dans ce cas , puisque les nouveaux axes des x et des y font avec Fancien axe des abscisses , les angles o et I, il est clair qu^on aura a = tang o =i o , 'nC'ziri 1 4" «' = 1 ou m = I , a' r= tang é, m'* = i + a'*, et que par suite, les formules (4^) pour passer d^un. système de coordonnées rectangulaires à un autre, d^rigine différente, deviendront
ar = A + a:' + ^ et j- = A4^^*
Substituant ces valeurs dans j^* = 2/^07, réduisant diaprés les équations (2) ou (3), il viendra , pour Péquation de la parabole, rapportée aux nouveaux axes, ^* = î/^jt'. Or, celle équation coïncide avec la proposée jr* = ^p'o;, car le coefiBcient a/?* est le même , ainsi que Pangle é des coordonnées. Donc Péquadôn j*' = 'i'jfix représente une parabole \ et il en est de même de toute équation réductible à celle formé , par la transformation des coordonnées , telle , par exemple , que y^ J^ Mj^ -^ IS^x -f- P :^ o , qui en y posant
yz=,y* — 5M et x-^-sf •\ r^r^i devient y*=, — Nx^.
181 . Les valeurs (3) fournissent le moyen de décrire la parabole j*^ = i^x\ car menant par Porigine la perpendiculaire k sur Paxe des x et par Pextrémité de h une parallèle à\ cet axe, pui^ prenant sur i un point à la distance i de Pextrémité dont il s^agit, ce pmnt sera le sommet et à Paxe de la parabole cherchée ; on tracera, donc facilement cette parabole , puisque son paramètre 2/» est d^aîUeurs connu.
i8i. Lt'^^qaation jr*^=z2ffx Je la parabole^ rapportée à ses axes conjugués, étant de même forme que par rapport à ses axes principaux I, les propriétés indépendantes de l^inclînaison des coordonnées seront communes à Tun et à Pautre système. Ainsi,
1* £^$ carrée des ordannieg au dtatnhtre, sont entre eux comme leg ahscteteê eorrespondanteê. Connaissant donc le paramètre d^un diamètre et Pangle des axes conjugués; il est bien facile de tracer la parabole , en décrivant d^abord une parabole sur ce diamètre, pris pour axe, avec le paramètre donnç, puis en inclinant sous Pangle donné, les ordonnées de cette courbe, sans changer leurs longueurs.
2"* Suivant que le point (x, j-) est sur la parabole, au-dehors ou au-dedans, le binôme^':— ^p'^ ^t nul, positif ou négatif; et réciproquement.
y Lai tangente j^=aj: 4* ^1 *" point (:p", jr")^ a pour équaLtion j^'i^y(j:4-a;'0t 1* valeur de a, qui détermina la direction dé cette tangente, étant a = -^,- On trouve aussi que Téquation de la tangente ^^ ax -^ h^se réduit à nab z:z]f,
4* La soutangente est encore a;r"« c^est~à--dire double de Tabscisse du point de contact. Ce qui fournît un moyen bien simple de, mener un^ tangente à la pardiole, rapportée à son diamètre, par un point (^', jk'^) donné siir cette courbe*
}83. On sçpelle segment parabolique^ la surface comprime entre un arc de parabole et sa corde. Cherchons Faire du segment ABp ( fig. a4 ).*. Pour y parvepîr , circonscrivons-lui lef parallélogramme AI3B.V et par le point de contact B , menons le diamètre BX. Il est. clair que BX et BV sont deux axes conjugués de la parabole ( 1 78 ) et qu'ainsi C est le milieu de AD.
Divisons Parc AOB en une infinité d^lémens infiniment petits, tels que OM, et par chaque point de division, menons une ordonnée aui diamètre BX ; nous partagerons la surface BCAO en une infinité de trapèzes mîxtilignes, tels que MOQN. Puisque Parc MO est infiniment petit, on peut le considérer comme une droite; et si on mène BH parallèle à cette droite, le triangfe BOM sera évidemment la moitié da parallélogramme OMKic. . Soit t le milieu de CM; soient menées Pordonnée IP et la tapgentelT h H esl; visible qu'on aura BT :;;= BP :;?: ^TP : do»c , à cause de la similitude des triangles TB£ et TPI , on aura ausai
BE ou IF=:>IP. Le parallélogramme OMKtf est donc la moitié du trapèze MOQN; par conséquent, le triangle BOM est le quart du trapèze MOQN.
Ainsi chaque triangle élémentaire , du segment B AO , est le quart du Urapèze correspondant, dans la surface BGAO ; donc le segment BAO est lui-même le quart de BCAO. Mais le triangle BCA étant la moitié du parallélogramme *Cy , il est visible que BCAO = JCV + ^B^AO ; d'où Ton tire
BCAO = |CV.
On démontrerait de même que BG3M'=: |GR ; donc le segment ABD =:.|ÂDRy ; c'est-à-dire que Vaire de tout segment parabolique est les deux tiers du parallélogramme circonscrit.
On voit en outre que le segment BAO est le 6"** de BGAY.
184* Dans deux paraboles, rapportées à leurs axes, on appelle potnu homologues deux points de ces CQurbes, dont les abscisses, et par conséquent les ordonnées, sont entre elles comme les paramétres. Les droites homologues sont terminées à des points homologues chacun à chacun ; et il en est de même des arcs homologues,
i85. Toutes les paraboles sont des courbes semblables. Soient MN et M'N' deux arrcs homologues de deux paraboles quelconques : en inscrivant à Tolonté une ligne brisée dans le premier MN , il est facile de démontrer qu^on pourra tobjours inscrire, dans le second M^IS', une ligne brisée semblable ; de sorte que les arcs homologues MN et M^' sont semblables (100). Les deux paraboles proposées renferment donc un même nombre d^arcs homologues semblables ; elles sont par conséquent semblables elles-mêmes,
186. Puisque les arcs homologues de deux paraboles, ne sont que des lignes brisées semblables, composées d^une infinité de droites homologues, infiniment petites, et que par conséquent les segmens terminé ^r ces arcs et leurs cordes, sont eux-mêmes semblables et homologues; il en ràulte que dans deux paraboles quelconques, i** les arcs ou les droites homologues, sont comme les paramétres; 3° les segmens homologues sont comme les carrés des mêmes paramétres.
Voici quelques théorèmes et problèmes sur la parabole
I. Dans deux paraboles ayant le même sommet et le même axe, les tangentes en deux points homologues sont parallèles.
II. Si Ton divise en trois parties égales chacune des cordeift perpendiculaires à Taxe de la parabole, les points de division seront sur une parabole, de mên^e axe et de même sommet que la première , divisant ,en trois parties équivalentes, tout segment de cette première terminé par Tune -des cordée proposées.
m. Les milieux des ordonna de la parabole sont à une autre parabole, ayant même axe et même sommet que la premi<ire, et divisant en deux portions équivalentes, tout scgm^ent de cette première, terminé par Tare , Tabscisse et Pordonnée. v
rV. Trouver les conditions nécessaires pour qu^une droite coupe la, parabole en un seul point*
V. Une parabole étant tracée, détehniner, i** son axe; 7? un système d'^ax.es conjugués, faisant entre eux un angle donné ; 3® enfin, le para* mètre à Taxe ou à un diamètre quelconque donné.
VI. Si âî^vaa. point pris sur Taxe de la parabole, on mène deux rayons à la courbe , on formera un secteur que Ton demande de partager en deux parties proportionnelles à deux nombres doni^és, par une droite tirée du point proposé. (Cette droite rencontre la parabole au point où passe une hyperboje équilatère, dont une asymptote est dirigée suivant Taxe de la paralxde propràée. )
De l'équation commune aux sections coniques et de quelques propriétés résultantes.
188. Les équations de Pellipâe et de Phjperbole, rapportées aux centres et aux diamètres conjugués 2Â. et 2B (qui pourraient être les axes) , sont
Ay + Vx* = A'B' et Ay — B V = — A'B\
Si on transporte Taxe des ordonnées parallèlement à Im-méme, de manière que Porigine soit à Textrémité ( — A , o) du diamètre ^ 2A, suivant lequel est dirigé Taxe des x ; il est clair que le nouvel axe desj^ sera tangent à la courbe (89 et i3i), que de plus Tordonnéej^ restera toujours la même, mais que Pabscisse x deviendra X — A^ on aura donc alors, pour les équations des deux
courbes ,
, aB» B» , ^ ,_ aB* , B« ,
y-^a:--^x^etjr=--x+j-x\
Ces deux équations et celle jr^zn npx de la parabole, mon^ tient que Taxe des x étant un diamètre et Taxe des^ tangent à Porigine, Péquation de toute section conique est de la forme
y =z 2px -J- qx\
équation dans laquelle on a, pour la parabole, ^ = ; pour Tel- B» B* B* B'
lipse, l'=x«* î=""ïîî P^^^ l'hyperbole, P^—-^ et î= j;-
Réciproquement, toute équation de la forme y^:=:^px
4-qx% représêni0 une ieûliàn ûohi^Ue, dont Taxé des x e$tvn diamhtre,
D^abord ta courbe eet une parabole, «» q = o ; car alors son équation devient j-* z= 2jpx ( 180 ). X>a courbe est une ellipse,
lorsque p est potUifet q négatif; car en prenant pr= -r-, ^= -^
— et ar = A -j- -a^^i rëqûatîoii proposée prend la forme A'/* +
B'x'*^: A'B'., et représente une ellipse rapportée à ses diamètres
conjugués 3 A et aB (87). Enfin, la courbe cet une hyperbek,
« p est négatif et q positif; car en faisant |? = — , ^=: — e(
x = A + x',^ l'équation proposée devient A^ -*- B'jp" = — A'B' ; elle représente conséquemroent une hyperbole , rapportée à ses diamètres conjugués 2A et 2B (i35).
Il est clair, dans chacun de ces cas , que si Pangle des coordonnées est droit, la courbe sera rapportée à ses axes priocipaaï.
190. Il est fadle de démontrer que le -trinôme^* — ^px — qx^ est nul,, positif ou négatif, suivant que le point {x^y^ est sur la courbe , au- dehors ou au--dedans ; et réciproquement.
191. Soient (a/, y) et (j^',^") les points où une sécante/ '=.ax-\'b rencontre la section conique y* = apo: + qx^ \ on aura à la fois
y* = ipaf 4- qxf, ... (1)
y"=:2j»x" + îx"% ... (a)
j— y'=«(x-x") et a=^; - (3).
Retranchant (a) de (1) et aysmt égard à (3) , il viendra
Si Ton suppose que les deux points d'intersection (x^)^) et (x'\y) se réunissent en un seul , la sécante^— j^'i:^» (a:— à/' ) sera alors tangente à la seaion conique au point (^x'^ y') : et comme dans ce casj-^::::^ et x'z=zx^^ il viendra
207^' =: ap -f- 2qx"y ou a =^^ — ^ — '
Avec cette valeur, l'équation de la tangente au point (y, j^' ) , se réduit à
jrjr" =p(jc + x'^ + qxx" ... (4)
Prenant dans cette équation , la valeur de 7*1 pour la sfibsti-
:^^Mik«*l' J^r
tuer dans le txinome jr^--^^px — qx* , puis réduisant «an même dénominateur et ayant égard à inéquation (2), on trouvera
y — 2px — qx* = — (a; — x^' )*.
Ainsi pour tout point de la droite (4)i le trinôme^* — :kpx — qx^ est positif; tous les points de cette droite sont donc hors de la courbe proposée, à Pexception du point (2/',^"). De sorte que la droite (4) n'a que le seul point (a:", y) de commun avecla section conique ; elle lui est par conséquent tangente en ce point. £t elle est la seule ; car la valeur de a , qui détermine sa direction est unique.
192. 2>« cardâê qui joignent les pointé de contact de chaque couple de tangentes menées à une' êection conique j par les points d'une droite quelconque ^ se coupent toutee en un même point, situé sur le confugué du diamètre parallèle à cette droite.
Soit y == ^px -f- qx* la section conique , dans laquelle on suppose Taxe des j^ parallèle à la droite proposée (D), ce qui est toujours possible \ Téquation de cette droite sera donc xz=n^ n étant la distance de Porigine au point où la droite coupe Taxe des X. Soit (n, m) un point quelconque de la droite (D) , (:r', y) ei(^a:^\y') les contacts des deux tangentes menées par ce. point à la section conique ; les équations de ces tangentes sont donc fny=p(^n+x') + qnx',
myszp(n'^x")'\'qnx".
L^équation de la corde qui joint les deux contacts , est
yf yll
Substituant dans cette équation, la valeur de ,__ ^p tirée des
deux précédentes ^ on trouvera , réductions faites ,
. mjr::izp(n-\-x)'-]-qnx.
Pour avoir le point P où la corde de contact rencontre Taxe ^cs X , il suffit de poser j^ = o , dans son équation : il viendra alors , pour Tabscisse de Pintersection P ,
— pn
p+qn
Gomme /?, q^ n sont donnés invariables, et que la valeur précédente de X ne dépend pas de Fordonnée m du point de la
droite ( D) , d^où Ton a mené les deux tangentes, il s^ensuit que ppur les deux tangentes tirées d^un autre point de (D ) , la corde de contact passera par le même point P que la précédente. Donc puisque P est situé sur le conjugué du diamètre parallèle à (J)), ii en résulte le théorème énoncé d^abord.
L^inverse de ce théorème est également vraie.
Le point P est dit le pâle de la droite (D ) , et celle-d est la polaire du point P. Diaprés la valeur précédente de a;, il est facile de trouver le pôle « lorsque la polaire est donnée \ et réciproquement.
193. Si les côté» Sun angle droit mohile sent continuellement tangens à une section conique , le sommet décrira une circonfi' renée de même centre que la courbe proposée.
Soit (ar'i^) le sommet de Tangle droit proposé; Téqualion de Tun de ses côté^ sera de la forme j* — j^z=a(j; — x^y Ce côté devant être langent à la section conique j-^ = ipx -}- qx\ si Ton désigne par {^/^y) le point de contact, on aura à la fois y— y = a(a:"— a/),
Éliminant j^" et résolvant Péqualion finale, par rapport à x"^ les deux valeurs résultantes seront les abscisses des deux points oii la droite j^' — j^ = a (ar" — a/) peut couper la section co- | nique proposée ; mais puisque cette droite est tangente, les deux points d^intersection coïncident en un seul \ les deux valeurs de Tabscisse x" sont donc égales ; la quantité sous le radical est codséquemment nulle ; ce qui donne
® Tr~t ï~^ I — ïT~î F — ^ ••• l'y*
qxf^'\-^pxf • qx'^^npxf ^ ' .
Chacun des côtés de Pangle droit proposé conduira évidemment à cette équation ; les deux valeurs a' et a" de a, dans cette même équation , appartiennent donc , Tune à «n côté de Pangle droit et Tautre au second côté : et puisque ces deux côtés sont perpendiculaires Tun à Pautre , il est clair qu^en supposant les coordonnées rectangulaires, on aaraa'a"rf- 1 = 0(18), ou aV 3= — 1 . De plus , le produit a' a" des racines de Péquation (1) étant égal au terme indépendant de a, il vient, en chassant le dénominateur ,
qy* + ça/* = ^ :ipx^ — jp' ... (»)
Cette équation entre les coordonnées x', y^ du sommet dé Tangle droit mobile , représente évidemment nne circonférence (3 1 ) , de même centre que Pellipse ou Phyperbole proposée , et dont le rayon est l/( A*+B'), pour Fellipse^ et |/(A'— B*)^ pour Phyperbole, i A et iB désignant les axes de ces deux cour^ bes. Quant à la parabole^ où g = o, le lieu géométrique du sommet de Tangle droit , se réduit k xf-^ — |p et représente la directrice de la courbe. Cette directrice peut être considérée comme une circonférence^ dont le centre, situé à Finfini, coïn-^ cîde avec celui de la parabole.
194. Trcwoér une eowhê telle, que les êUtùneee de chacun dé see pointe à un f oint fixe ¥ et à une drinte donnée D£<, aient le rapport connu m.
Soit placé Taxé des x suivant la perpendiculaire FH, menées de F sur DE 4 et Torigine des coordonnées rectangulaires aii poîpt O, divisant FH en deux parties FO et OH dont m soit le rapport FO l OH; on verra, qu^en désignant FO par d^ réqnation de la courbe cherchée sera
Suivant donc que le rapport m sera plus petit que Punité, plus grand ou égal , la Courbe sera une ellipse , une hyperbole Ou une parabole (189). Or, dans la parabole, où «»= 1, ^d est le paramètre ; donc F est lë foyer et JDE la directrice. Il est clair d^ailleûrs que O est le sommet, dans chacune des trois courbes; et ni 2A désigne le preliiier axe, aB le second et à Pexcentricitéi il est facile de voir qu^ôii aura, i* pour Pellipse, où iit ^ 1 ,
jj^ss; — «. Bi=:-î— K I— ^i»% csn-^ — zzzmlL et dirzA.^-^cx 2* pour l'hyperbole , où wi > 1 ^
d ^ d iy ■ or»
±=— -, B:±:— l/iu* — i, c±r zzzmk et d~c — A.
Et puisque d est la distance du sommet Ô au point F, on voit} que dans les deiix demières^courbes, comme dans la première, le point fixe F est un foyer.
195. La droite DE étant la dhredrice de là parabole précé^ dente, sera aussi appelée, par analogie, la directrice Ats deux autres courbes. Ainsi la directrice d'une section conique est une perpendiculaire au premier axe principal teUe, que les ^tancesr
da fojrcr et de cette perpendieulaire à un point quelconque de la courbe ) sont dans un rapport constant (celui de Tégalité, pour la parabole, et celui de rexcentricité au demi-premier axe, pour FeUipse et Phjperbole ). Il est clair en putre que Thyperbole et Tellipse ont chacune deux directrices.
196. Xa âroU» FR qui joint le foyer "F éPune oeeHan conique mu point R eu une eéeante MN rencontre la directrice voisine BE, itpiie en detue parties égaUe le supplément do ïaiàgU MFN compris par les rayons vecteurs j menés aus points ^intersection de la sécante avec la courbe ( fig. 25).
Menons en effet , NI parallèle à MF et MP, NQ , perpendiculaires à la directrice DE. Les triangles RMP et RNQ étant semblables, aussi bien que RMF et RNI, on aura deux propor* tions qui, à cause du rapport commun RM * RN, donneront
Mp : NQ : : MF : NI, ou mp : mf : : nq : ni. Mais d v«s
la définition de la directrice DE (i^S)^ on a MP ; MF :; NQ : NF; donc NQ : NI :: NQ : NF, «t par suite NI=:NF. Le triangle NIF étant donc isocèle, IL s^ensuit que Pangle NFI = NIF = IFM'. Ce qu'il fallait démontrer.
197. Ce théorème fournit le moyen de tracer la section conique dont on connaît le foyer et trois poii^ts. Effectivement, il en résultera d'abord deux points de la directrice. Connaissant la directrice et le foyer, on aura la direction du premier axe, puis le rapport entre les distances de Fun des trois points au foyer et à la directrice voisine ; d'où Ton déduira Vesphce de courbe demandée, puis son sommet et ses deux axes, lorsqu'elle sera une ellipse ou une hjperbole.
Si elle doit être une parabole, on n'aura besoin, pour la construire, que de connaître son foyer et deux de ses points ; car il en résultera d'abord un point de la directrice ; et la tangente menée par ce point à la circonférence décrite de l'un des points donnés, comme centre, avec la distance de ce point au foyer pour rayon , sera la directrice elle<-niéme.
198. La construction d'une section conique, d'après certaines conditions, est, en général, un problème assez facile à résoudre, au moyeii des propriétés de la courbe. Par exemple, si Von veut décrire la section conique tangent à trois droites données et dont UH foyer soit un point donné; on^ mènera de ce point des perpendiculaires aux droites proposées : si les pieds de ces perpendicu-
laires sont en ligne droite, cette droite sera le second axe d^une parabole (173), bien &cile à tracer, puisqu^on aura sur-lechamp sa directrice. Mais si les trois pieds forment un triangle, le centre et le rayon de la circonférence circonscrite à ce triangle, seront respectivement le centre et le demi-premier axe de Fellipse ou de llijperbole à construire (^3 et ia4)) et on en déduira les données nécessaires à cette construction.
199. Voici encore quelques théorèmes et problèmes à traiter :
I. Si on c6tà de Fangle droit, dont le sommet est au foyer d^mie section conique, passe par le point de tangence, l^autre côté coupera h. tangente sur la directrice. (Ce théorème est déjà énoncé pour ^ellipse, paçe 4a. )
II. Trouver le lieu de tous les sommets des triangles de même base c/, dans chacun desquels un des angles à la base est double de Pautre. ( Ce lieu est une branche d^hyperbole, ayant pour premier axe les deux tiers de c2 et pour centre Tun des points qui diyisènt d en trois parties égales. Cette branche coupe Parc dont desth. corde, ea deux parties doubles Pune de Pauiie, et nssout le probldme de la trisection de Pangle. )
' lil. Les deox droites menées des extrémités d^un diamètre dWe seC'* tion conique aux extrémités de toute oorde parallèle au conjugué de ce diamètre, se coupent sur une autre section conique^ et suivant que la courbe proposée est une ellipse ou une hyperbole, la nouvelle courbe , au contraire, est une hyperbole ou une ellipse* Si la courbe donnée étdt une parabole,. la seconde courbe serait une parabole égale, mais tonmée en sens opposé ; d*où résulte un théorème, que nous laissons à énoncer*
IV. Dana toute section conique j* r=: 2pâf -{- ^«', si pat un point de Paxe desjr et à la distance a/? de Vorigine,'bn m^e une paraOèle à Paze des jr, la portion de celte parallé^, entre Paxe des ordonnées et le prolougement de Pune des deux eoraes 'Sup^épieRtaires menées des extré-< mités du diamètre placé sur Paxe des abscisses, sera égale à lai distance de Porigine aa point où Pautre corde prolongée coupe Paxe des^. (Cette propriété donne le moyen de trouver autant de points qu^on voudra de la section conique proposée. )
y. Trouver sur le plan d^une section conique , un point dont la distance à un point quelconque de la courbe , soit une fonction rationnelle de Pabsdsse de ce dertiier point. (Le point cherché est Pun des foyers.)
YI. Trouver le lieu géométrique de tous les milieux d^mie série de cordes parallèles, dans une section conique. (Ce lieu est un diamètre de la courbe. )
VII. Une portion de section conique étaxft tracée sur Un plan , trouver la nature de la courbe.
200. Dans mnê secHon conique, la corde dfmn gegment étani perpendiculaire au premier axe principal^ trouver la mesure du
volume tngenàrè par U detni-iêgment autour Sun axe exiirieur GZ, dani le même plan et parallèle au premier axe OX (fig. 26 et 27).
Soit OMP = S le demi-segment proposé ; plaçons Porigine des coordonnées rectangulaires au sommet O de la courbe et Taxe des x suivant le premier axe principal OX. Soient heik les coordonnées OP et FM du point M. Divisons Pabscisse h en un nombre infini n de parties égales à «, de manière qu^on ait h:=zfu et que « puisse être regardée comme infiniment petite : il est clair que les ordonnées dont les pieds tombent aux points de division de h^ partagent le demi-segment S en trapèzes mixtilignes, tels que HILK, qui, à cause de la hauteur IL ou z infiniment petite , pourront être regardés comme des rectaiigles. Soit I le V ième point de division de A, à partir du sommet O, et soit t^ le vième trapèze HILK; on aura donc Ol=zvz. Soit | d la disunce OC du sommet O à Taxe de rotation GZ et IH=:j-. Le t; ième trapèze t^ pouvant être regardé conune un rectangle, il est visible que le volume décrit par le trapèze, autour de GZ, est la différence des cjrlindres décrits par EFHK et EFIL ; ainsi on a, lorsque Parc du demi-segment S est concave vers Paxe CZ,
vol. t^zzz^id +^)*« — wd*t = t^ . 'xwd + %j^z,
et lorsque Parc du demi-segment est convexe vers le même axe;
vol. t^mwéPx — îr(<I — ^)'4:=ny-aîrrf— «r^V}
ce qui donne, pour les denx cas,
vol. t^z:^t^»airddt:frj'x.
L^éqnâtion commune aux trois sections coniques est (188)
j^ = 2px + qaf.
Pour le point H, où IH =zjr eiOl=zx^=zvz^il vient
Substituant cette valeur de^* dans Pexpression précédente de vol. ty^ on aura
vol. i!y=::/^.î3ri=fc:«-(2pt;z' + jft;*«*).
Prenant successivement 1;=: 1, 2, 3, 4f •••1 ^1 <>^ ^^^^ successivement les volumes décrits autour de CZ par les trapèzes qui composent le demi-segment S ; la somme de ces volumes sera donc celai engendré par ce denû-segoient : observant que
( loi )
^ +■ 'a + ^ + ••• + '» = S ; que iw = A et qae^t étant infini, on a 1 + a + 3 + 4 + ••• + ^ = a^* ( ^* P^^ge aSg) et i* + 2» -j- 3» -|- 4* + • • • + **' =^ î^' î oï* trouvera , réductions faites ,
vol. S =: S • awef =t: flf/i' ( /> + JjfA ) . . . ( 1 )
Cette formule fera connaître la mesure du volume décrit par le demi-segment S de Pellipse , de Phyperbole' ou de la parabole, en y substituant les valeurs de jp et g qui appartiennent à h courbe que Ton considère (i88). Par exemple^ pour la parar bole, où g = o et 'iph = A;*, on trouvera
vol. S=:S''iTdz±i^K'h\
c^est-à-dire que le volume décrit par un demt-iegtkeni de paraboleautour Sun axe extérieur, dan$ le même plan et parallèle à Taxe de la cour*he, lui-même perpendiculaire à la corde de ce eegmentj a pour mesure faire du demi-$egment muWpUée par la circonférence que décrit le sommet, plus ou moins le demi-cylindre dont la hauteur et le rayon de la base sont respectivement f abscisse et f ordonnée qui terminent ce demi-segment; plus si Parc du demisegment est concave et moins s'il est- cmivexe vers faxe de rota" tion»
aoi . Supposons qne le demi-segment dont Parc est concave et le demi-segment dont Parc est convexe vers Taxe €Z, aient le même sommet O et la même abscisse h.\ la distance (2^sera la même, pour tous les deux ; et si Ton prend le signe -{-, puis le signe — , dans la formule (i},, les valeurs résultantes exprimeront les volumes décrits par le premier et le second demi-segment ; la sonune de ces volumes sera pav conséquent celui décrit par le segment entier 2S ; ainsi on aura
vol. aS ;;;;= aS • 24rdL
D^a& il suit que 2» volume engendré par un segment de section conique, autour i^un axe extérieur, dans le même plan et perpendiculaire à la corde du segment, elle-^même perpendiculaire au premier axe principal, a pour mesure Faire, de ce segment muhtipjiée par la cireonjph'ence que décrit le sommet de la courbe. Par exemple , si le segment devient PeDipse entière «AB , le grand sae 2Â étant parallèle à Taxe de rotation, on aura, pouc le volume de Vanneau applati engendré, 2«-^ABdfb
3^oa. Pour Vellifs&ide allongé que produit la demi-ellipse S
autour de son grand axe lA, on a <l=o, ^ = 2A, ji = — ---,
5^=: — , et la formule (i) donne
vol, S = firAB*.
D^où Ton voit que Pellipsoïde allongé a pour mesure les quatre itère du cylindre dont la hauteur et le rayon de la base, sont respectivement le demi-grand et le demi-petit aae de Pellipse génératrice.
Raisonnant comme pour la formule (i), on. verra que Vellipsoîde applati^ engendré par la révolution d^une demi-ellipse, autour de son petit axe stB, a pour mesure fxA*B. De sorte que Pellipsoïde applati est plus grand que rellipsoïde allongé. • ao3. La formule (i) conduit aussi à la mesure du corps décrit par un secteur de section conique, ou par un segment à deux bases. Enfin on a ce théorème, que neus laissons à démontrer :
La corde d''un segment de parabole étant perpendiculaire à son axe, Tanneau engendré par ce segment, autour d^un axe extérieur, dans le même plan et parallèle à la corde, a pour volume Taire de oe segment multipliée par la circonférence que décrit le sommet, plus ou moins les quatre cinquièmes du cylindre produit autour de la tangente au sommet, par le rectangle circonscrit au segment proposé ; plus si Tare du segment est convexe et moins s*il est concave vers Taxe de rotation.
Nous laissons aussi à résoudre ce problème : On veut construire un vase cylindrique d^argent fin, à base elliptique, et surmonté d*un couvercle dont Pintérieur soit égal au demi-ellipsoïde allongé décrit par cette base. La capacité intérieure, tant du vase que du couvercle, sera de 4 litres et Tépaisseur aura pprtout un millimètre. Comme on désire ménager autant qu'ail se pourra la matière , on demande quelles devront être les dimensions du vase à construire, pour que la quantité d^argent em^ ployé soit un minimum ?
Des courbes que peut représenter une équation du second degré, à deux variables, et de quelques probièmes qui en dépendent!
2o4* Les courbes dont les équations sont du second degré, s^appellent aussi courbes du second ordre. Pour trouver ces courbes , considérons Péquation la plus générale du second degré à deux variables x et j*, savoir
A^ + Borr-f Ca:*+Dj + Er-}-F = o, ... (i)
l^angle des coordonnées x et j* étant quelconques. Supposons dV
bord que A ne soît pas nul , c^est-à-dire que Péquation renferme au moins le carré j^'. Dans ce cas , en résolvant Téqùation par rapport à j* et posant, pour abréger,
il viendra
7=^^=±=J^J/(B*— 4AC)ar*+2(BD— 2AE)x+D'— 4AF.
Ainsi, pour la même abscisse x^ Tordonnée j* aura deut valeurs et déterminera deux points de la ligné représentée par Féquation proposée , en supposant toutefois que cette équation ne soit pas impossible.
Pour trouver ces deux points, il faut d^abord construire la droite que représente l'éqnation (a). Or, soient OX et OY le& axes des x et des ^, O étant Toxigine (%. 'iS^y^ et supposons tous les nombres A, B, D, positifs (les raisonnemens «ers^nt les mêmes , si un ou plusieurs de ces nombres étaient négatifs ). Il est clair que la droite (3) coupe les axes des x et des jr en des
points éloignés de Porigine O d»s distances -*^ -= et •<— -^« La
seconde notant pas infinie , représentons-la par OG. Quant à la .première , si elle était infinie , c^est-à-dire si B était nul , la droite (a) serait parallèle â Taxe des x et pourrait aisément so construire \ mais supposons que cette première distance ait une valeur finie et soit égale à OH ;.la dni^ite HGX' sera donc celle que représente Péquation (a).
Gela posé, soit OP une absciisse de la ligne (1); Pordonnée correspondante de la droite (a) sera — PP'. Et puisqu^à cette ordonnée, il faut ajouter et retrancber le terme irrationnel de j^, pour avoir les valeurs de l'ordonnée de là ligne (1) qui répondent à Pabscisse OP ; on voit que si Ton prend les droites P'M et P'M' égales chacune au terme contenant le radical, M et M' seront deux points de la ligne (1) cherchée.
Transformons actuellement les coordonnées , et prenons GX' et GY pour les nouveaux axes des x' et des j-', G étant la nouvelle origine. Les anciennes coordonnées étant OP = x.el PM = r, les nouvelles seront GP'=; or' et P'M= r'. S^ donc oa
observe que PF = --x r ^ et que ks triangles GOH et
PHP' sont semblable», on trouvera
..«^rAUir
Substituant ces valeurs dans celle de y fournie par réqaalion (i), réduisant et élevant au carré, on vçfra que la ligne (i) est représentée par Péquatîon
4Ay'=(B'^4AC)vV-2(BP^iAE)v:ip'+D'--4A.F...(3).
Si donc B* — 4^^ ^^^ ^^ i ^ ^^ ^"^^^ qu^en passant à des coordonnées parallèles, Féquation {\) pourrait se ramener à la forme ^* = opj;, et représenterait une parabole (i8o)« Il est ^cile de voir d^aîlleurs que cette parabole se réduirait à deux droites pagrallèles à Taxe des ^, ou à cet ai^e lui^piéme , ou à ^eux droites imagîpaîres , si BD — 2Â]S étant nul, on ayait eu p^ilme tepips D* r- 4"^^ positif, nul ou négatif.
Admettons que B* — 4^^ ne soit pas nul : dans ce cas, si nous transportons Porigiqe sur GX^ de O en I, de manière quV>n ait
^y__ BD— aAE ^* — (B»— 4AC)t;^
le nouvel axe des abscisses étant toujours dirigé suivant GX' et )e nouvel axe des ordonnées étant parallèle à GY; il est visible que la nouvelle prdonnée sera toujours P'M ou j^', et que si l'on désigne par a:" la nouvelle abscisse IP', on aura
BD-aAE
Substituant celte valeur dans Péquation (3) et réduisant, on frouvera, pour représenter la ligne (i), Téquation
4Ay'=(»'^4AC)«;V"-^^^|g^+D'-4AF...(4)
Suivant donc que B* tt- 4^.0 sera^ négatif ou positif, celle (équation pourra évidemment preqdre la forme M;^'-|-Nx'=rP ou Mj^* — Na:' = P, Met N étapt depx nombres positife*, ainsi ré<pation(4) et conséquemment Féquation (i), représentera une ellipse (87), ou nne hyperbole (i35), rapportée à des diapiètres conjugués.
L^ellipse se réduirait même à un |^oint , ou bien serait impossible, si P était nul ou négatif, tandis que Fhjperbole se réduirait à deux droites , si Ton avait P = o.
On voit que féçpUitian(^i)r$pri80nt0 tme parabole, une elUftt
( 106 ) ofi unB kifperèoU, êiUpant que la quantité B'-*- 4AC eit nulle, nêgaUoe ou poêUive, Et cela serait encore si l^une des quantités B, G, D, E, était nuUe^ on s^il y en avait plusieurs égales à zéro. ao5. Maintenant, pour connaître toutes les courbes représen* tées par Péquation (1)1 il ne nous reste plus qn^à examiner le cas où A et G s6nt nuls en même temps. Dans ce cas , B' — 4^G étant positif, Téquation représentera sans doute une hyperbole. Or, c^est ce qui a lieu en effet; car Péquation du second degré devenant alors Bxj^+Bj^+E:^ + F^o,
on peut la mettre sous la forme
Et si roo passe à un système; de coordonnées parallèles , en
posant D . E
x^x'^^ et r=y-B.
— g- et — g seront Pabsdsse et Fordonnée de Porigine des nouvelles coordonnées x'eiy^ei Féquation proposée deviendra
DE—BF
Sous cette forme, elle représente, comme on Pa vu (i4^), une hyperbole rapportée à ses asymptotes.
Il résulte de la discussion précédente, quî^une èquaMen du second degré entre deux variables X et y, ne peut représenter âf autre» courbée que ¥ ellipse (^ au la circonférence^, la parabole et f hyperbole, c^est-à-dire Vune dee eections coniques / et ûous avons vu plus haut (204) à quel caractère on reconnaît chaque espèce de courbe.
ao6. La marche que ni^us venons de suivre est analogue à celle qu^oq trouve pag. 7^6 et suiv. de la Géométrie analytique de M. Biot, 6°^* édition ; cette méthode est aussi très-propre à fournir la construction de la courbe proposée, comme on le verra dans le problème que voici :
Les côtés PQ et PR â^vn angle tracé étant donnés de longueurs ^ fig. ^9 ) , A on dimse chacun de ces câtés en n parties égales, et que Von compte les points de division de P vers R, pour le coté PR^ etdeQ^ vers P, peur le côté PQ; les droites qui joindront les ejetrémités P ^t Q, des deux câtés, aux deux points de division:
âe mhn» rang, »e ceupêroht $ur une courbe, qu^U e^agit êê eonetruire.
Pour cet effet y prenons le sommet P de Tangle ponr origine des coordonnées obliques^ PQ étant Taxe des x et FR Taxe des ^. Soient S et T les t/ièmes points de division des c6tés PQ et PB. ; soient a et & lies longu.eùr8 de ces cotés ; on aura donc,
diaprés renoncé, QS = -a et PTrz -ft. Soit M le point où se
coupent les droites RS et QT, et. soient xeij- les coordonnées PN et NM du point M. Il est clair, par les triangles semblables QMN et QTP, RSP et SMN, qu'on aura
a — ^:«::j*:^* et a — '^a — xla—^alljrib.
Egalant entre elles les valeurs de - , tirées de ces proportions ^ puis chassant les dénominateurs et réduisant , il viendra ay* -f* «*^ + ^'^* — 2a^hjr — 2ah*x-^ (CH^ = o . .. (i )
Cette équation étant indépendante des nombres n et t; , sera vraie quels que soient ces nombres ; elle représente donc le lieu de tous les points d'^intersection M des. droites menées coufor-* mément à Pénoncé. Or, ce lieu est une ellipse, puisque pour Péquation proposée, la quantité B" — 4^^ ^^ négative et se réduit à — 3a' A* (2o4).
Actuellement, pour trouver les moyens de décrire cette ellipse , résolvons Péquation (i) par rapport à j*; nous aurons
hx
z=zb — — ± — 1/4«^ -^ 3a?*-
2a sa
La droite j-^:=è-^ rencontre Taxe des jy au point R et
Taxe des x au point G tel , que PG = aa ; cette droite est donc RG. De plus, d'après les deux valeurs générales de^,.il est clair que RG divise en deux parties égales toutes les coixles de Pellipse cherchée , parallèles à Taxe des ordonnées \ RG est donc un diamètre (89).
D'un autre c6té, dans les points de l'ellipse, où les ordonnées sont tangentes, les deux Valeurs de j^ sont égales ; le radical est donc nul ; ces points appartiennent par conséquent à la droite RG. Effectivement, les coordonnées de ces deux points sont T = o et^ = ^z=PR, x = ^ = Vl et j=:^=IR'. De
sorte que les deux parallèles PK et IK touchent la courbe en RctR'.
Résolvant Téquation (i) par rapport à x et raisonnant comme ponr^, on verra qu^en prenant PHz=:2^z=aPR, la droite RQ sera un diamètre de Pellipse , et que les points où les parallèles à Taxe des abscisses sont tangentes , sont Q et Q^ sur HQ^ les coordonnées du dernier point étant xzzL^a et j*;:=|^=::3PL. De sorte que les parallèles PQ et LK touchent la courbe en Q et Q\ L^ellipse est donc inscrite dans le parallélogramme PIKL. On sait d^ailleurs que si deux diamètres de Tellipse sont tels , que les tangentes aux extrémités de Pun soient parallèles à Pautre , ces deux diamètres sont conjugués (81) ; donc RR' et QQ' sont deux diamètres conjugués de la courbe : on connaît leurs longueurs et Pangle qu^ils font entre eux ; on peut donc en déduire les deun axes, de longueur et de position (88) , et conséquemment décrire Pellipse demandée.
Il est aisé de s^assurer que cette ellipse est inscrite dans le triangle PHG, et touche les càtés , chacun dans son milieu.
307. Si les points de division des côtes PR et PQ, se comptaient à partir du point conamun P, les droites joignant les extrémités R et Q de ces cotés à deux de leurs points de division de mém^ rang, se couperaient sur la diagonale du parallélogramme construit sur les côtés PR, PQ et Pangle compris RPQ, et dont B.Q serait la seconde diagonale. C^est ce qu^on pent aisément vérifia.
308. Remarquons encore que H iêg pointé qui diviêêni le$ côUê PQ et PR en n parties égales chacun, se comptent de Q vers P pour tun et de'P vers R pour Vautre , la droite joignant deux points de division de même rang et la droite joignant les deux points de division étun rang immédiatement- supérieur, se couperont sur une parabole.
Pour le &ire voir, prenons les côtés PQ=a et PR r= h pour axes des coordonnées,' PQ étant celui des abscisses. Soient S et T les V imes points de division des côtés PQ et PR ; on aura
donc QS=;=-a, PS:;r: a et PT±i:-^. Ainsi Péquation de
la droite ÇT se réduit à
n(«--»a;)iy^ + nv5ar =: 1; ( » — » ) ai ... (1) Changeant v en v •}* 1 1 ^^^ ^^^^ équation , on aura celle de
la droite qui joiol les (v «{f- i)iènie8 poîAU de division ^ il viendra donc ^
n(n — V— i)a;^ + n(v-|-i)te=(i;4-i)(«— V — i)aft ... (a)
Pour le point où les deux droites se coupent , les a; et les j sont respectivement les mêmes dans les deux équations précédentes. Si donc on élimine v de ces équations, Téquation résultante renfermera les coordonnées de Pintersection de deux droites consécutives quelconques, menées conformément à Pénoncé, et représentera le lieu de toutes les intersections. Or, pour éliminer vavec plus de facilité, retranchons (a) de (i) ; nous aurons
d^où nous pouvons déduire aisément les valeurs de v et de n — V. Substituant ces valeurs dans Téquation ( i ) et réduisant , on trouvera, pour Téquation du lieu géométrique cherché,
(fl^— hx — o5)*— ^h*x — — ^=: o ;
ce lieu est par conséquent une parabole (t2o4)«
Lorsque n est infini , on est conduit à ce théorème : Si une droite ST rencontrant continuellement deux côtés PQ el PR d^un triangle donné PRQ, se meut de manière à, couper constamment ces deux côtés en parties donnant la proportion QS * SP ; ; PT ; TR ; les intersections successives de chaque position de la droite mobile avec la position immédiatement suivante, décriront unç parabole , à laqueUe la droite mobile restera toujours tangente. De plus, cette parabole, tangente en Q et P aux deux côtés PQ et PR, aura deux diamètres dirigés suivant les prolongemens de deux côtés opposés du parallélogranune dont PQ et PR sont les demi-diagonales*
309. Voici une propriété commune aux courbes du second ordre et de laquelle on a déduit le moyen de les construire :
Si une ëêcHon conique eti coupée far deux droiiee non-paral- Ulee AB et CD \'que Sun poini "P de la première droite AB^ on nùne une sieanie PN parallèle à la eeconde CD et £un point Q de la eeconde, une eSeante ST parallèle à la premûre; lee deux rapporte ?m X PN : PB X PA et QC X QD : QS X QT eeroni égaux et invariablee, queU que soient lee pointe P 0^ Q ( fig. 3o).
Prenons les droites proposées AB et CD pour axes des x et desjr obliques, O étant Porigine; Péqnation de la section co-
nique étant nécessaûrement du second degré en x et j^ (204)1 sera de la forme .
J^ + «^+ij^' + ^ + ^ + *=o, •.. (i)
a, h^ c^ d^ e étant des nombres donnés, positif ou négatifs. Cette éqaation est la même que celle-ci :
Dans les points A et B, où la ^courbe coupe Vaxe des jr, on a ^ = o ; ce qui donne , pour déterminer les abscisses OB et O A des points d^intersection ,
Désignant par sif et xf' les racines de cette dernière équation , 00
aura a^ == OB, a;" z= — ^ OA, et le trinôme JP* + -r ^ + 3 pren-
dra la forme ( ar — x^) (x— a?"). Si donc x désigne Pabscisse OP, dans Féquation* (a), les valeurs correpondantes àey seront PM et PN, et le dernier terme de cette équation deviendra h X PBxPA. Or, le produit des valeurs de j^, dans Péquation (2), est égal au dernier terme ; ainsi on a PM X PN z= & • PB X PA, ou PM X PN : PB X PA = h. On aurait de même, PTM'X PW : P'B X P'A,
Mainteàsmt, si Ton remarque que Péqoatioa (1) revient à
^* + |(«J"+<')^ + 3(T' + Çr + = «'i on verra, en raisonnant comme pour Péiquation (2), que QS X QT = i-QCxQD,ouqiicQCxQD:QSxQT=rô.Tous
hs rapports PMXPTÎZPBXPA, P'M'xPTS'rPBxFA, QC X QD l QS X^QT , etc. , sonf donc égaux au nombre constant h. Ccqu^il fallait démontrer.
Il est clair que le théorème précédent aurait encore lieu , si les parallèles aux axes étaient tangentes & la courbe.
2iir. De ce théorème, on tire le inojen de faire passer une section conique par cinq points donnés, sommets d^nn pentagone. Proposons-nous, par exemple, âê décrire f ellipse eircaneerite au penÂtgone donné AA'BB'G (fig. 3i).
Supposons le problème résolu , et soit I le point de rencontre des. deux droites A'A et B'B ; par le point G, menons les droites
( no )
G&' et G&, respectivement parallèles anx deux B'B et Â'Âct rencontrant Pellipse demandée en G" et G'. Pour déteiminer ces deux points , le théorème précédent donne
IA.U';IB.IB'::HA..HA':HG.HG"::K.G.KG':RB.RB^ d^où Ton tire
Ces yaleors , faciles à construire « feront connaître les poinu G' et G" de Fellipse cherchée.
Pour avoir le centre , on mènera , par les milieux des cordes parallèles AA' et GG', BB' et GG", les droites GC et £E', qui se couperont an centre O. Ces droites , en effet , seront deux diamètres, car le conjugué du diamètre parallèle à deux cprdes, passe par les milieux de celle*ci (89, 1* )•
Les droites QA et Q'G , moitiés des cordes parallèles AA' et GC, étant deux ordonnées au diamètre CC, il est clair qu^on aura QA^ _^ QC'-^OQ' ^
Q'G*"~OC» — OQ'»'
De là, en posant A» = QA.Q'0, m*z=:OQ.Q'G et «;=: QA* — Q'&'i valeurs doni la construction est fort simple^ il viendra (&»4-m») (A«— wi*)
formule dont la construction est également fort simple.
Le diamètre OC' étant ainsi connu ^ on trouvera son conjugué BIM? ou 2A\ au moyen de réq[uation A''^ OQ' -f OC^ QA' =: A'** OC*, de laquelle on tire la formule, facile à construire,
"CQ.QC
Enfin , connaissant les deux diamètvea conjugués CC et MM', ainsi que Tangle COMciiCQA qu^ils font entre eux, on construira Pellipse , soit comme il a été dit ( 89, 2"* ), soit en déterminant d^abord les deux axes, de grandeur «t de position (88).
Il suit de cette solutioti, qu^uue ellipse est complètement dé** teiminée , dès qu^elle doit passer par dnq points donnés. Mais le problème serait impossible , si tmis de ces points étaient en
ligne droite ^ et si les cinq points étaient les sommets d\in pentagone régulier , Pellipse demandée serait une circonférence.
211. En généra], une section conique pouvant être construite, |
lorsqu^on connaît les cinq coefficicns de son équation j-' -[- axj- ^
-|- bx^ 4*^^"f'^'f"*^^^î ®^ ^^^' 9"® ^owr dSterminer une \
courbe du second degré, il faut généralement cinq conditionê ou %
cinq données, lesquelles se réduisent à quatre pour la parabole
et f hyperbole équilatere, et à trois pour la circonférence; car
Fégalité des deux axes , dans Phjperbole équilatère , fait déjà
une donnée ; et pour la para}>ole , on a toujours la condition a*
— 4^^= ^ (^^4)' QusQt ^ ^ circonférence, elle est bien fournie
par la seule égalité des deux axes de Pellipse ; mais cette égalité
£u8ant coïncider les deax foyers avec le centre , équivaut à deux
conditions distinctes.
D^aillenrs , on a vu (197) que TelUpse et lliyperbole sont déterminées, dès qu^on a un foyer avec trois autres données, et que la parabole peut se construire, quand on a son foyer et deux de ses autres élémens. Il s^ensuit donc que la connaissance d^un foyer équivaut à deux des conditions nécessaires à la constrnction d^ toute section conique.
a 12. Trouver Paire de fellipàe représentée par V équation Ay' -[-Bxy+Cx* + S=o, fangU des coordonnées étant désigné far y.
D^abord puisque Téquation précédente représente une ellipse, la quantité B' — 4'^G est négative (204). De plus, l^origine est au centre ; car si («, /8) est un point de la courbe, ( — «, — ^) en sera un autre \ et il est facile de voir que la droite joignant œs deux points , passe par Porigine et se trouve divisée en deux parties égales \ par cette origine, laquelle conséquemment est le centre de Tellipse.
Soit j^ ^zzpx Téquation de Tun des diamètres de Tellipse proposée et (2 la demi-longueur de ce diamètre \ J, x eiy sont donc les c6iés d'^un triangle dont Tangle entre x et j^ vaut 180° •^-•t;, et il est clair (G. 38i ) qu'ion aura d*=.r*+j*'-f-2a^ cos v. De sorte que pour Fextrémité (ar,^) de d^ les valeurs des coor- n données x eljr sont respectivement les mêmes dans les trois j équations Ar'+B;e^+(ir' + S=o,
jT'zz.px et <f zir x* -f-^* + 2x7^ ces V. • Eliminant x et y de ces équations, on trouvera
Dans cette équation ^deip sont variables \ et comme la plu^ grande et la plus petite valeur du diamètre ad, sont l^one le grand et iWtre le petit axe de Tellipse proposée (60^, il faut d^abord trouver celte plus grande et cette plus petite valeur. Or, résolvant Téquation finale précédente par rapport à p , puis observant que le maximum et le minimum de d doivent rendre nulle la quantité sous le radical (Milanges t algèbre, page Sg), on aura, pour déterminer ce maximum et ce minimumi Fëqua-
«ion j4 4S(Bc<»i;— a— C) - , 4Sî»in»i;
^•^ ?ACllBr — ^ + 4ÂC=F=^-
Désignant donc par « le maximum de d et par b le minimum t ia et 2& seront les deux axes de Pellipse proposée, et il viendra, d'^après la OMnposition des équations ,
I/4AC — B
Les équations (1) feront connattre les axes de Pellipse représentée par Péquation proposée. (On en déduirait aussi les axes de l^jperbole représentée par cette même équation, si B*— 4AG était positif.)
a 1 3. Déterminer felUpêe de la plus grande êurface gv(en peut tnecrire dam un triangle donnim
Soient met n deux côtés du triangle donné et v Pangle compris. Soit A^ + Bx^+<lr*+i=o,
Péquation de Pellipse cherchée, rapportée à des axes obliqaes parallèles aux côtés m et n , eC comprenant entre eux , coùséquemment , un angle égal à v. Portons Porigine au point qâ se coupent les côtés m et n , en laissant tonjotcrs les axes parallèles à eux-mêmes ; soient j? ,^ les coordonnées du centre de Pellipse, par rapport aux nouveaux axes ; a:', j^ les nouvelles coordodnées et xf\ y^ les anciennes ; on aura donc 3:*=:* +4;'' ^y^f -j-^\ ou xf^zzixf^^x tX.y^zny^^y. Substituant ces valcnrs dans Ay*+Ba?'y +Gi?"* +1=0, il viendra , pour Péqoa tion de Pellipse , rapportée aux nouveaux axes ^
A^ B , G, étant des coelQSciens qui , avec x tij^ forment les inconnues du problème.
Il faut dVbord exprimer que Pellipse touche les côtes m et Tt^
qui sont ici les axes des x^ et des^. Pour cela, faisons d^abord
j-' z=io dans son équation , et exprimons que les valeurs qui en
résultent pour x', sont égales \ nous trouverons , pour Tabscisse
:r, du point de contact avec le côté m , x^zzzx-^- -j^y ^ avec la condition ( b' — 4AC )^» = 4C .. . ( i )
Si dans Téquation de Pellipse on &it x'=:o et qu^on exprime que les valeurs qui en résultent pour^' sont égales, on trouvera, pour Pordonnéey, du point de contact avec le côté n, x^z=.y
A — - x , avec la condition
(B* — 4AC)x'=t=4A...(a).
LVquation du troisième côté ifx triangle projposé est^=-^
— ar* + n , ou
ffi ^y — j.^ ^ ^ (jjiJ — x) -j- n3^ + nij^ — mn =z o*
Pour le point de contact de ce côté avec Pellipse, les équations de ces deux lignes admettent les mêmes valeurs pour o^ et les mêmes valeurs pour j^' : de {dus, les deux valeurs qui en résultent pour x^ se réduisent à une seule, 'de même que les deux valeurs qui en résultent pour ^ : on a donc , pour les coordonnées x^ et j''^ du point de contact avec le troisième côté ,
^3 — ^-t a(An«— Bm/i + Cm») '
•^*~-r "* a(A»*— Btoh + Cto*) ^
avec |a condition ( B' — 4^^) C '*^ + '"^ — nmy — • ^kn -|- 4Binn — 4Cw»*r=:o, laquelle, si Pon en retranche les produite respectifs des équations (i) et (a) par m' et w', se réduit à (B*
— 4^^)(^^J^ — 2n-i: — ^my '\- fnnl'\- ^zno \ ou bien, en posant D = ixj- — 'jmx — 2mj- -J- mn , cette condition prend
la forme (B'— 4AC) D=— 4B •.. (5) .1
Retranchant du carré de cette équation , 4 f<)îs le produit det cq|is|tioB$ (i) et (a), et réduisant ,^ otn obtiendra
(4AC— B*) (4ry--D")= i6.
Prenant dans cette équation la valeur de 4AC — B' et substituant celte valeur dans E= ^ , E désifi:nant Taire de
I/4AC — B
Tellipse cherchée (212^) , il viendra
E*=i«-*sin"t;(4xy— D').
Posant Err^ff'z sin v et remettant la valeur de D, on trouvera ^«--^J^j^y — (2x7* — inx — imy'\'mnf ... (4)
Bans cette équation ^ x^y ^\. z sont variables ; et il s^agit de trouver le maximum de z^ puisque z étant à son maximum ^ il en sera de méihe de Paire E de Pellipse demandée. Or, résolvant Péquation (4) par rapport à or et supposant que Pinconnue y ait la valeur qui convient au maximum de z, on verra que pour ce maximum , la quantité sous le radical est nulle et qu^il en résulte „, x / ^ s
De même y résolvant Péquatîon (4) par rapport à j^, on verra que le maximum de z donne
Le maximum de z et conséquemment celui de E, fournit donc les équations (5) et (6). Ainsi ^ diaprés ces équations, les coordonnées du centre de la plus grande ellipse inscrite dans le triangle proposé , sont
ce centre coïncide donc avec le centre de gravité du triangle.
Au moyen de ces valeurs , on trouve A = ,Bi3
etC=— — , puis xz=L\m^y^ — \n^ x^—\mfXx^^=z^.
De sorte que les points de contact sont les milieux des côtés du triangle proposé. Soit T Paire de ce triangle \ celle de Pellipse maximum inscrite sera E == g^rX |/^3.
Il résulte des calculs précédens, qae' la plus grande ellipse inscrite dans wà triangle donné, tquche les côtés en leurs milieux et son centre coïncide awc le centre de gravité du triangle.
Ce théorème remarquable , auquel M. Bérard est parvenu , par le calcul différentiel , tome IV des Annales de Mathématiques , fournit le moyen de tracer la plus grande ellipse inscrip-
tible, et montre comment il faut 9*y prendre pour couper^ dans une puce de bois triangulaire, la plue grande table ovale qu*il se puisée» '
En effet , Tan des diamètres aA' de celte ellipse est dirigé suivant la droite d^ menée du milieu du côté m du triangle^ au sommet opposé : et puisque le centre est au tiers dé cette droite, à partir du côté m, il s^ensuit que iJ zzi^d. Le conjugué sB^ du diamètre 2A' est parallèle au côté m , tangent à Pellipse à Textrémité de 2 A' (80). De plus , la droite qui joint les points de contact avec les deux autres côtés du triangle, passe par leurs milieux ; elle est donc parallèle au troisième côté m, et en vaut la moitié. En outre , la moitié de cette droite, étant Tordoonée de Pun des points de contact , vaut évidemment ^m.^ et quant à Pabscisse du même point, il est facile^ de voir que sa valeur est d — ^ — ]ji oxi^d. Ainsi , pour ce point de contact, Péquation de Fellipse maximum , rapportée à ses diamètces conjugués %ht et 2B', devient
d^où à cause de A' =^, on tire E'^ 1:= -^n',. valeur bien facile à construite.
Connaissant donc ks^ deux diamètres conjugués aA' et 2B^^ ainsi que Pangie qu^ils font entre eux , on en déduira la grandeur et la position des deux axes 2A et 2B .(88)^ d^où il sera aisé de tracer la plus grande ellipse inscriptible demandée.
Yoid encore denx théorèmes r
!• Le lieu de tous les sommets des triangles ajant mie- même base et la même différence des angles adjaceiKS, est ime hyperbole équilatére, dont le centre est au milieu de la base commune.
H. Si sur les 3 côtés d*un triangle, pris tour à tour comme diagonales, on construit des parallélogrammes, dont lœ côtà soient parallèles à deux droites données , les trois autres diagonales se couperont en un même ' point, centre d^une hyperbole équilàtére circonscrite au triangle proposé. (Voyez la démonstration, page 184 du tome III de la Correspondance Mathématique et Physique , de M. Quetelet. )
( lie )
EZ
NOTE
Notre but, dans ce qui précède, a été de faire connaître les principales propriétés des courbes du second ordre , au moyen de Talgèbre et de la géométrie élémentaire seules , et de foumîi ainsi une utile introduction à Tétude de la Géométrie analytique. Mais pour prendre une connaissance plus complète et plus approfondie de cette partie importante des Mathématiques , nous renvoyons au:[(>ouyrages publiés sur cette matière, tels que ceux de MMf Biot, Bourdon, Boucharlat, Gamiçr, Lacroix, etc.
Si nous avons quelquefois invoqué , dans ce petit traité , les principes de la Trigonométrie rectiligne , c^est parce qu^ils sont j^i simples et si faciles à acquérir, qu'il n'y aurait aucun avantage réel à ne pas les employer. Cependant, pour comprendre ce livre, ia trigonométrie n'est pas rigoureusement nécessaire ; et nous indiquerons le moyen de s^n passer, d'autant plus volontiers, qu'il peut se présenter des circonstances où l'on ait besoin d'étudier les propriétés des sections coniques , sans connaître la trigonométrie. Il suffit, à cet effet, de remplacer, par ce que nous allons dire, les n*"' 17, 18 et 19.
C(m9^ruire Tangle de det$x droitetj rapportes à de$ aseg quelconques (fig. 32).
Menons par l'origine A les parallèles AK et AM aux deux droites proposées ^=ia2:-}- h eiyzrz dx -|- V ; l'angle MAK de ces deux parallèles sera évidemment le même que celui m des deux droites. Prenons AO = 1 et menons OM parallèle à AY; nous aurons 01 = a et OM = d , Prenons aUssi AN = 1 et menons NB. perpendiculaire à AR et NY à AM : il est clair qu'on pourra aisément construire l'angle MAK := « , dès que l'on connaîtra la longueur t de la perpendiculaire NR, ou la longueur 9 de la perpendiculaire NY. Ces longueurs dépendent évidemment de Tangle m : aussi appelle-t-on NK la tangente^ NY le sinut et AY le cotinue de cet angle ^ et on a ainsi , en abrégé, NR ou /= iong m , NY on « = «m « et ÀY= eo$ m.
Gela posé, pour trouver ^, menons sur AY les perpendicu-
laîres OB et AD ; il est clair quVn désignant par Tangle YAX des deux axes ^ on aura AB = OD = cos tf = c et OB = AD = sin = rf; d'où c' + <^= * • On a aussi AR*= i + /*. Les aires des triangles ANR et AIM, sont respectivement ^t et ^(a' — a^d: et puisque ces triangles ont Fangle MAI commun, il
en résulte
à'oii e : (a'— ay^r :: i + e;^ kv x am';
ArxAM* — (a' — a)V:;^:(a' — a)'(p5 AI'XAM>— (a'-^a
A cause de c* -fp «2* == i , les deux triangles rectangles AID et AMD donnent
Ar = ( a + c )' + <P = «• + aai? + I , AM* = (a' + £r)' + <r = a'' + !2a'c+i.
Substituant donc ces valeurs et développant, après avoir remplacé d^ par 1 — c*^ on verra que la racine carrée du dénomi* nateur de /* est ( a + o') c -f- aa' + i ; ainsi on aura
De là, pour avoir t, les deux triangles semblables ANR et ANV fournissent i JAR;; #:^ ou i : i+^::#';^î d'où Ton tire
(af--a)d 9'ZZ ' ' '
Œacune de ces formules sufiSt pour construire Pangle # des deux droites proposées j^ z=z ax -^^ h el jr :=. clx + V.
Si la première droite tombe au-dessous de Taxe des Xy a sera négatif^ si la seconde se trouve à la gaudie de Taxe des j-, a' deviendra — - a' ; si i'angle « des deux droites est obtus, / prendra le signe — \ comme réciproquement, si t est négatif, Tangle ti sera obtus : enfin , si cet angle est droit , on aura / infini et j = 1 ^ ce qui donnera chaque fois
(a + a')c + ca'-{-i=o.
Réciproquement, cette relation ayant lieu, on aura ^ = op, s = 1 et Pangle m droit.
Lorsque les deax axes sont rectangulaires, on a dire i, cz=.o et par suite
t-=.—. : et « =
Telles sont donc les formules pour construire Pangle m de deux droites yz=iaX'\'h etj^ = cSx -f- V^ rapportées à des axes rectangulaires.
Et si alors Pangle m est droit, il viendra ^=go, «= i et 1 -(- aa'=: o. Réciproquement, les coordonnées étant rectangulaires, si 1 4*^=0, on aura f= od, »= i et Pangle « droit.
Trouoer la dûtance d'un point donné à vne droite donnée, f angle é des deux uses étant quelconque (fig. 33).
Soit M' ou ( j?', y) le point donné et j-rroa: + b la droite donnée EF ; soit MM' = P la distance cherchée, x eijr les coordonnées du point M. En menant MN parallèle à AX et MH perpendiculaire k MT', on aura MN = x— or' et M'N=y — j. Tirant AV parallèle à EF, prenant AO = i et menant Q V parallèle et OB perpendiculaire à Taxe AY, les triangles AOY et MNI seront semblables, de même que les triangles AOB et MNH. Si donc on pose ÂB:=zc et OB.= c?, on aura, en comparant les côtés homologues ,
ilx—x'i;a;m=a(^x—x')^
i:x—x'::c:'SK=e(x—x'),
ilx—xflldimizzzd^x—x^}.
Diaprés ces valeurs, le triangle MNI, où Tangle N est obtus, donne ^
UV = (x--x'y + a*{x—x'y + 2ao{x—x')\
ou Mr = (a: — ar')'(i +fl'+^<»0* D^ailleurs, V'lz=zj^ — a(x — x'):=:ax+b — a(^x — x^)z=: ax''\-b et M!l =iy — ax* — b. Et comme les triangles sem* Uables IMM' et HMM' fournissent
mi:mh::im':p=™:S3^,
il vient, en substituant les valeurs précédentes de IM', MH et MI,
t>— (/'— œe' — b)d 1^1 4- û* -J- ^ac
Si le point M' tombait au-dessous de la droite EF, la valeur
de P serait négative ; et si Pangle des deax axes était droit , ce qui donne i? = o et dl =: i , on aurait
Telle est donc la formule pour calculer }a distance d^un point donné (^r',^) à une droite^ ir: or -|~-&, rapportée à des axes rectangulaires.
Il est bien facile maintenant de trouver la distanee P ée deux pointe M et M' ou (x , j) et (x', y') lee coordonnées n*Stantpaê rectangulairee; car dans le triangle MNM', où Pangle N est aigu, onaP'=MN"+M'N»— aM'NxNH. Mais MNzzx— x', M'N=y — y etNH=c(x — 2^): donc
v^=(^x-:^y+{j-yy+:to{x-x'){x-y).
Si le point (^1 J^) vient à coïncider avec Porigine, ce qui suppose a/ et ^ nuls, on aura, pour la distance du point (x^y) à Porigine des coordonnées obliques,
P' = a:* +.7*' + ^cxjr\ d^où à cause de i? = AB = cos 4 , il vient
P' = a:* + j^* + ax;^ cos I, formule employée page 111.
Voici trois &utes essentielles à corriger :
Page i3, ligne xi, (— p, — g), lisez { — q, —p).
Même page , ligne 22 , au lieu de - lisez —
Page 59, ligne 18, au lieu de (fig. 17), lisez (fig. 17, bis).
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