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PRÉFACE
La physique générale est cette partie de la philosophie naturelle qui nous met en relation avec les corps de Punivers , dont les applications aux besoins de la société se reproduisent, sans cesse, et qui doit conséquemment faire partie de renseignement moyen. Mais pour que l'étude de là physique soit complètement profitable, il faut qu'elle soit précédée ou accompagnée de notions qui permettent de pénétrer plus avant dans cette partie importante des connaissances humaines, et de comprendre les belles et utiles théories qui, depuis Newton, ont enrichi son domaine.
Le calcul et la géométrie fournissent les moyens les plus commodes pour représenter les lois de la nature, généraliser les conséquences d'un principe et suppléer i la faiblesse de l'esprit dans la recherche des causes éloignées. Souvent (dit M. Péclet) les faits que l'on veut observer ne peuvent être isolés les uns des autres, ou sont dûs à plusieurs causes qui, agissant à la fois, modifient réciproquement les effets qui seraient produits par chacune d'elles. Alors partant des résultats immédiats de l'observation, il faut faire abstraction de ce qui est dû à la cause qu'on n'a pu écarter 5 et c'est dans ce cas que les considérations mathématiques sont nécessaires. Elles le sont encore d'une manière plus absolue dans la détermination des lois; puisque celles-ci, parfois très-compliquées, ne peuvent s'énoncer que difficilement par le langage ordinaire, et que leur vérification exige l'emploi des moyens géométriques et analytiques. Mais c'est principalement lorsqu'on veut déduire les phénomènes de leurs causes, que l'analyse algébrique est obligée de venir au secours du raisonnement. Il arrive alors, en effet, que partant d'un principe quelconque, on doit parvenir à Une certaine Conséquence, par une suite d'inductions ou de propositions évidentes ou démontrées : lorsque ces vérités intermédiai-
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res ne sont pas trop nombreuses, on peut facilement suivre cette marche $ mais il y a toujours, pour chaque individu , une certaine limite qu'il ne saurait dépasser : au-delà, l'esprit 9 fatigué, perd de vue le point de départ et ne peut continuer sa route. C'est alors que l'analyse mathématique devient indispensable pour franchir aisément cette limite.; car avec un petit nombre de propositions fixes et invariables, cette science donne le moyen de trouver les conséquences les plus éloignée* d'un principe quelconque,, sans que Ton soit obligé d'employer tous les raisonnement intermédiaires»
Ainsi' la géométrie et l'algèbre élémentaires sont absolument nécessaires à l'étude de la physique. Mais il faut de plus, posséder les principes fondamentaux de la mécanique, sur lesquels sont basées les explications d'un grand nombre de phénomènes. A la vérité , la plupart des traités de physique renferment les énoncés des principaux théorèmes de la mécanique, qui d'ailleurs en est .une partie essentielle ; mais ces théorèmes n'y sont pas démontrés , et on n'en donne que quelques applications, qui sont loin de présenter toutes les conséquences utiles qu'on pourrait en déduire.
C'est pour suppléer à ces omissions, qu'à l'exemple de plusieurs Professeurs, j'ai toujours fait précéder l'étude de la physique par celle de la statique , et que j'ai dévelôpr pé, par des notes ou dictées, les principes de dynamique sur lesquels les leçons de physique étaient appuyées ; ne pouvant à cet égard faire usage des excellens traités de mécanique que nous possédons, parce qu'ils supposent la connaissance du calcul différentiel et intégral, que mes auditeurs n'avaient pu acquérir encore. Néanmoins, l'inconvénient bien reconnu de dictées un peu nombreuses, et la difficulté de trouver un traité de mécanique qui, se liant à l'enseignement de la physique, offrît les principes des applications de cette science à l'industrie, sans exiger d'autres connaissances mathématiques que celtes qu'où
acquiert dans les classes élémentaires , m'ont déterminé à publier le présent ouvrage* Je le donne, non comme pouvant atteindre complètement le but, mais comme un essai qui, par les améliorations dont il est susceptible, pourra peut-être engager quelques-uns des hommes illustres et vraiment utiles, dont les travaux reculent chaque jour la limite des sciences physiques, à compléter ce que les traités élémentaires de ces sciences laissent encore à désirer, sous plusieurs rapports.
Un ouvrage de la nature de celui-ci , pourrait, s'il était bien exécuté, devenir très-utile, non-seulement pour ren* dre accessibles à un grand nombre de personnes, les belles et importantes vérités qui font l'objet de la physique générale , mais aussi pour familiariser les élèves des écoles moyennes avec les principes sur lesquels sont fondés les procédés de l'industrie ; et tel est le double but que j'ai cherché à atteindre dans ce traité. Quant à ceux qui veulent approfondir la science industrielle, ils trouveront une instruction aussi sûre que profitable dans un grand nombre d'ouvrages publiés depuis que M. Dupin, par son cours normal et d'éloquens écrits, a fixé l'attention des Géomètres sur les applications de là géométrie et de la mécanique aux beaux-arts. Je citerai particulièrement les ouvrages de MM. Dandelin et Poncelet, que j'ai consultés fréquemment, et auxquels je suis redevable de plusieurs idées, qui m'ont été fort utiles. Il est à regretter que M. Dandelin n'ait pas encore complété son travail, en y joignant la mécanique des liquides et des fluides 5 nous au» rions alors un nouveau traité de mécanique élémentaire, fort remarquable. A l'égard de l'ouvrage de M. Poncelet, si je puis en juger par la première partie imprimée et les . deux autres lithographiées, que l'auteur a bien voulu permettre de me communiquer, la seconde édition, en ce moment sous presse, sera l'un des traités les plus complets, les plus élémentaires, et conséqtiemment les plus utiles, que nous ayons sur la mécanique industrielle. Je dois
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aussi beaucoup aux excellens Traités de Mécanique de MM. Francœur et Poisson , ainsi qu'à ceux de statique de MM. Biot et Poinsot. L'utilité de ces ouvrages , dans renseignement, est appréciée depuis long-temps ; et je ne pouvais sans doute puiser à de meilleures sources.
Nous possédons également de très-bons traités élémentaires de physique ; je me bornerai à citer ceux de MM. Beudant et Péclet , qui m'ont fourni les idées de plusieurs applications intéressantes. Ces deux ouvrages paraissent réunir les principales conditions d'après lesquelles il me semble que la physique devrait être présentée. Us ont ce caractère particulier d'utilité, déjà indiqué pour le traité de M. Beudant : « c'est l'habitude qu'a l'auteur de faire l'application des propriétés dont il s'occupe à des objets qui sont à la portée de tous les lecteurs, et qui présentent cela d'extrêmement avantageux, qu'ils habituent l'esprit à observer et à se rendre compte des phénomènes qui tombent chaque jour sous les yeux, et qu'on remarque souvent pendaot sa vie tout entière, sans avoir cherché i se les expliquer. Cette méthode offre beaucoup d'avantages dans l'étude des sciences, et le bon emploi qu'en a fait M: Beudant peut être d'un utile exemple.» (Bulletin des Sciences Mathématiques, mars i83i.)
Guidé par les divers ouvrages que je viens de citer, et par le désir de mettre à la portée des personnes, dont les connaissances mathématiques ne sortent pas des élémens, l'étude de la physique générale, de cette science, a dit M. Ampère, la plus utile peut-être à tous les hommes qui' vivent en société, et qui est comme la base de toutes les sciences naturelles ; j'ai lieu d'espérer que le présent traité sera une utile introduction i cette étude importante. Luxembourg, Juillet i833.
Nota. Les numéros placés entre parenthèses, indiquent les articles sur lesquels s'appuie celui dont on s'occupe. Dans une première lecture, on peut passer ce qui est imprimé en petit texte , sauf à revenir ensuite sur ces matières , dont la plupart présentent des applications.
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PRELIMINAIRES
JLa mécanique rationnelle est basée sur plusieurs définitions et notions premières, qu'il faut d'abord rappeler, pour plus de clarté et d'exactitude.
1 . Espace. On nomme espace, l'étendue vide ou immatérielle, immuable et sans bornes , qui contient tous les corps de l'univers et qu'ils peuvent pénétrer librement dans tous les sens. Chaque portion de ce lieu vide peut être conçue limitée de différentes manières; et il en résulte alors Y étendue figurée ou les corps géométrique*, qu'on nomme aussi espaces relatifs, volumes ou capacités.
On appelle corps physique ou simplement corps, toute substance matérielle capable d'affecter nos sens. Les corps physiques se présentent sous trois états principaux , auxquels on peut rapporter tous les autres : i° Un corps est solide, lorsque comme les pierres, les bois, les métaux, etc., il a une forme extérieure fixe, qu'on ne peut lui faire abandonner qu'en employant un effort plus ou moins considérable. 2° Un corps est liquide, lorsque ses différentes parties cèdent facilement à la plus petite pression et qu^il prend exactement la forme du vase qui le renferme, comme Peau, le mercure, les liqueurs, etc. 3° Enfin, on appelle fluide aériforme ou gaz, tout corps, tel que Pair, les vapeurs, etc., dont • les parties paraissent totalement dépourvues d'adhérence.
Quel que soit leur état, tous les corps ont de l'étendue et jouissent en outre de quatre propriétés générales, savoir : l'impénétrabilité, la divisibilité, l'inertie et la mobilité.
a. Impénétrabilité. On appelle impénétrabilité, la propriété qu'a un corps d'exclure du lieu qu'il occupe tous les autres corps. Mais pour bien concevoir cette propriété , dans tous les cas , il faut distinguer soigneusement l'espace circonscrit par la continuité apparente de la surface du corps , de Pespace réel que ce
corps occupe. Car tous les corps sont plus ou moins poreux; et c'est par suite de l'existence de ces pores ou vides , que plusieurs se laissent en apparence pénétrer par d'autres, et subissent divers changemens très-remarquables; mais il n'en est pas moins certain que deux portions quelconques de matière ne peuvent occuper à la fois le même lieu.
C'est l'impénétrabilité qui annonce l'existence de la matière. C'est la même propriété qui donne lieu aux divers genres de mouvemens ; car si les corps étaient péaétrables , ils ne pourraient recevoir aucune sorte d'impulsion , ni en donner aucune. D'ailleurs, comme on ne saurait concevoir du mouvement là où il n'y a rien , on peut partout où l'on reconnaît qu'il y a du mouvement , annoncer par cela même l'existence d'un corps.
3. Divisibilité. Aussitôt qu'on a conçu l'idée de l'étendue, on acquiert celle de la divisibilité; car un corps ayant de l'étendue, on peut en concevoir la moitié, puis la moitié de cette moitié , et ainsi de suite à l'infini : c'est là ce qu'on nomme la divisibilité géométrique. Mais on ignore si , par des moyens mécaniques, il est possible de diviser un corps matériel à l'infini : tout ce que l'expérience nous apprend à cet égard , c'est que plusieurs corps peuvent être divisés en parties si ténues qu'elles deviennent imperceptibles à nos sens. Ainsi par exemple, lorsqu'un sel est dissout par l'eau, les parties dans lesquelles il a été réduit, sont si petites qu'elles échappent non-seulement à l'œil nu , mais encore à l'œil armé du plus fort instrument d'optique.
Ces parties moindres que la plus petite grandeur imaginable, de même nature, nous les appelons infiniment petites; mais il ne faut pas en conclure qu'il n'existe pas d'autres parties, beaucoup plus petites ; car au-delà de ce que nous pouvons apprécier directement, il y a une multitude de corps qui ont entre eux d'énormes différences de grandeurs , et dont l'existence nous a été en partie révélée par le microscope. Les dimensions possibles des corps forment une série immense , qui commence au point géométrique et s'étend indéfiniment au-delà : nos organes ne peuvent saisir qu'une portion de cette série , et nous regardons comme nul ou infini tout ce qui n'y est pas renfermé ; mais ces jugemens, résultat nécessaire de l'imperfection de nos sens, n'expriment que les limites extrêmes de la perception. En général , il n'y a dans la nature ni grand ni petit absolu ; tout y est relatif à l'individu qui observe : on ciron est un atome pour
nous, c'est un monstre gigantesque pour l'infusoire, incomparablement plus petit que lui,
4' On conçoit, d'après cela, qu'une grandeur infiniment petite pour l'homme, peut contenir une infinité de fois une autre grandeur, que pour cette raison, nous appelons un infiniment petit du second ordre; £e même celle-ci peut être infiniment grande relativement à une troisième grandeur, qui sera un infiniment petit du troisième ordre, et ainsi de suite. Les infiniment petits, dont nous ferons un usage fréquent, ne sont donc pas seulement un moyen d'investigation imaginé par les géomètres; mais ils ont une existence réelle dans la nature physique : ainsi, par exemple , les doigts qui tiennent une pièce de monnaie , en enlèvent, par le frottement, une portion infiniment petite, que nous regardons comme nulle ; l'herbe d'un pré croît pendant chaque heure, d'une quantité inappréciable; les espaces par-» courus par les différons points d'un corps, croissent aussi par des infiniment petits ; car chaque point ne peut aller d'une position à une aijtre , sans traverser toutes les positions intermédiaires ; et on ne saurait imaginer une distance aussi petite que celle qui a lieu entre deux positions successives. U est une multitude de faits qui prouvent l'existence des infiniment petits.
5. Bien que la matière puisse être divisée en parties réellement infiniment petites, il est très-probable, et nous admettrons désormais , que la division atteint toujours une certaine limite et ne la dépasse jaipajs , soit qu'une division plus petite soit réellement impossible , soit que les forces nécessaires pour l'effectuer ne se présentent pas ; car la physique et la chimie offrent à chaque pas de nouvelles preuves de la division limitée de la matière ; et un grand nombre de phénomènes de ces sciences seraient tout-à-fait inexplicables dans la Supposition contraire. Nous appellerons points matériels, les corps infiniment petits dans toutes leurs dimensions , placés à la limite de la division effective : ce seront des. atfsnes pour les corps simples , des molécules pour les corps composés , et des particules pour les aglomérations d'atomes et de molécules. De plus, nous ferons remarquer, et la physique apprend , que la seule diversité du mode d'agrégation des points niatériels , fait que le système entier, ou le corps qu'ils composent, est accidentellement solide, liquide ou gazeux ; et de là résultent également les autres propriétés accidentelles , telles que les divers degrés de dureté, de mollesse, ^élasticité, etc.
6. Inertie, li inertie de la matière consiste en ce que tout corps est incapable, par lui-même , de changer Vètat ou il se trouve. Si un corps passe du repos au mouvement ou du mouvement au repos , s'il devient plus ou moins solide , plus ou moins liquide, etc., l'expérience prouve que c'est toujours par l'influence de causes étrangères et jamais par l'effet d'une volonté propre et libre. Cette indifférence complète, ce manque de volonté ou d'affection que l'on reconnaît à la matière , n'est pas démentie par les attractions que deux corps , mis en contact , exercent l'un sur l'autre ; car ces attractions peuvent être attribuées à la cause même qui lie entre eux les élémens matériels ; et elles n'ont lieu que quand les corps ont une certaine proximité, qu'ils ne prennent jamais d'eux-mêmes.
u, Une seule classe de corps semble faire exception à ce principe : ce sont ceux des êtres qu'on appelle animés, qui s'arrêtent ou se meuvent par l'effet d'une volonté intérieure ; mais dans ceux-là encore , les molécules matérielles qui composent leurs parties et ces parties elles-mêmes , sont absolument inertes. C'est leur ensemble qui possède la qualité d'être animé-, séparées , elles ne vivent plus et rentrent dans les lois ordinaires de tous les autres corps, n
u Nous sommes dans une obscurité absolue sur la cause de cette différence, et nous ignorons complètement ce qui détermine l'état de vie; mais, voyant dans toutes les autres circonstances la matière dépourvue de spontanéité, et reconnaissant que, même dans les êtres animés, elle perd cette faculté par la mort et le sommeil, nous sommes conduits à la regarder comme étrangère à son essence, et ramenant ce cas aux lois ordinaires , nous concevons la volonté des êtres animés comme l'acte d'un principe intérieur et immatériel qui réside en eux. A la vérité, nous ne pouvons pas dire dans laquelle de leurs parties ce principe réside, ni en quoi il consiste; encore moins comment, immatériel, il peut .agir sur la matière. Mais pour peu que nous ayons réfléchi sur nous-mêmes, et que nous ayons observé avec quelqu'attention les œuvres de la nature , ces obscurités, malheureusement trop ordinaires, où nous laissent l'imperfection de nos connaissances , ne doivent jamais être pour nous le fonde* ment d'une objection contre l'essence des -choses que nous sommes toujours réduits à ignorer. Ainsi nous agirons philosophiquement, dans cette circonstance, comme dans toute autre, en nous rapprochant des analogies. et en faisant dépendre le mouvement des êtres animés d'une cause étrangère à leur matière , puisque nous trouvons la matière inerte dans tous les autres cas où nous pouvons l'éprouver. Nous admettrons donc l'immatérialité du principe de la volonté comme une distinction fondée sur l'analogie, et V inertie de la matière comme une propriété générale dans l'état actuel de l'univers, yi (Biot, statique.)
7. Mobilité. Tous les corps sont mobiles, c'est-à-dire suscep-
tibks d'être déplacée. Un corps est en mouvement, lorsqu'il change de place ou que les parties dont il est composé passent d'un lieu dans un 1 autre ; et un corps est en repos, quand tous ses points matériels restent chacun dans un même lieu de l'espace.
Il n'est peut-être, dans l'univers, aucun corps qui soit absolument en repos; tout démontre que notre globe tourne sans cesse sur lui-même et autour du soleil , avec le système des astres, qui lui-même paraît aussi en mouvement dans l'espace. Ainsi le repos n'est pas absolu , mais relatif: un corps est en repos pour nous Y quand il conserve la même position par rapport à des objets que nous regardons comme fixes. Un homme qui reste à la même place v dans un bateau, est en repos à l'égard de ce bateau, quoiqu'il soit réellement en mouvement , avec le bateau., par rapport au rivage.
Nous n'avons aucun mojen de déterminer les mouvement réel* des corps dans l'espace \ parce que nous n'y connaissons aucun objet en repos absolu et auquel nous puissions rapporter la position des autres corps. Tous les mouvemens ( essentiellement continus') sont donc aussi pour nous des mouvemens relatifs; tl nous disons qu'un corps est en mouvement, lorsqu'il change de position par rapport à des objets que nous regardons comme fixes , bien que ceux-ci soient eux-mêmes en mouvement dans l'espace. Du reste le mouvement demeure identiquement le même, soit qu'il soit absolu ou relatif; et nous n'aurons pas désormais à distinguer s'il est l'un ou l'autre.
8. Forces. D'après l'inertie de la matière, un corps en repos ne peut entrer en mouvement, et un corps en mouvement ne peut changer la manière dont il se meut, sans l'action d'une cause étrangère , appelée force ou puissance» Ainsi la force est une cause qui meut ou qui tend à mouvoir un corps. Nous ignorons complètement la nature de cette modification singulière, en vertu de laquelle la matière devient animée ; mais cette cause, quelle qu'elle soit, se manifeste dans. une multitude de circonstances : les chocs, la chute des corps*, les mouvemens des bateaux, des. boulets, etc. r sont autant d'exemples de l'action des forces.
On considère dans une force, 1° son point A^ application, c'està-dire le point matériel sur lequel elle agit immédiatement ; a° sa grandeur, c'est-à-dire l'effort qu'elle fait pour mouvoir le corps ou le point du corps auquel elle est appliquée ; 3° enfin , sa dires-
tien ou la ligne suivant laquelle elle tend à mouvoir le point matériel sur lequel elle agit. Or cette ligne est nécessairement droite; car la force ne peut tendre à mouvoir le corps, ou à exercer son action , que vers un seul point de l'espace , à la fois.
9. Les efforts que nous faisons pour produire ou empêcher le mouvement, et les diverses manières dont un même corps peut se mouvoir, nous donnent les idées de forces égales et inégales. Deux forces sont égales, lorsqu'elles peuvent soutenir chacune un même corps , dans un même lieu, et aussi lorsqu'appliquées à un même point matériel et le sollicitant en sens directement opposés, ce point demeure eh repos. Si ce point pouvait se mouvoir, les deux forces seraient inégales. On conçoit, d'après cela, que des forces peuvent être des multiples ou des sous-multiples d'une même ; et qu'en prenant celle-ci pour unité, chacune des autres sera exprimée par un nombre, représentant son énergie ou, suivant le mot technique, son intensité. Et comme tout nombre peut être remplacé par le rapport d'une droite à l'unité linéaire, on a coutume de représenter chaque force par une longueur prise sur sa direction et à partir de son point d'application; ce qui a l'avantage de simplifier l'énoncé des théorèmes.
Pour achever de définir une force , il faut encore faire connaître si son action est continue ou instantanée, comme un simple choc qui ne se reproduit point ; il faut en outre déterminer le rapport de son intensité avec la grandeur des mouvemens qu'elle est capable de produire ; recherches délicates et dans lesquelles le temps doit entrer en considération.
10. Temps. Le temps est une notion première tellement simple , qu'il est impossible de le définir. L'impression que laisse en nous la succession des événements , donne assez bien l'idée du temps, mais n'est point propre à le mesurer; car la durée nous affecte d'une manière trop variable, suivant les sensations qui nous dominent. Le temps se mesure par une suite d'évènemens matériels, identiques, qui se succèdent sans interruption. Les grandes unités de temps résultent des phénomènes célestes ; le jour est l'intervalle qui sépare deux retours consécutifs du soleil à un même méridien ; l'année , celui qui s'écoule entre deux retours consécutifs du soleil à un même point du ciel. On obtient des durées égales et plus petites, par l'écoulement d'une même masse de sable dans les mêmes circonstances, ou par les oscillations du pendule.
On désigne sous le nom de jour vrai, l'intervalle qui s'écoule entre deux retours consécutifs du soleil à un même méridien : c'est le temps que marquent les cadrans solaires. Cette durée varie dans Tannée, parce que le soleil a un mouvement annuel en sens contraire de son mouvement diurne apparent, dont la projection parallèlement à l'équateur n'est pas constante. On désigne sous le nom de jour moyen, la durée de l'année divisée par 365/34326 qui représentent le nombre de jours vrais de l'année : c'est le temps que marquent les horloges bien réglées. Les horloges sont tantôt en avance, tantôt en retard sur le jour vrai ; mais à la fin de tannée, ces avances et ces retards se trouvent compensés.
il. Foboes constantes. On distingue deux espèces de forces, les forces constantes et les forces accélératrices. Les premières n'agissent qu'à l'origine du mouvement et par une seule impulsion instantanée et finie ; les autres agissent continuellement et par une suite d'impulsions infiniment petites qui se succèdent d'une manière continue. Cette distinction , utile en théorie, n'est cependant point réelle ; il n'existe point dans la nature de force dont l'action soit rigoureusement instantanée, car une force quelconque , exige toujours un temps fini pour produire une vitesse finie dans le corps sur lequel elle agit. Mais les forces constantes peuvent être regardées comme le résultat de l'action d'une force accélératrice qui a agi pendant un certain temps ; l'effet produit est évidemment le même que si le corps était mis en mouvement par une force instantanée qui lui imprimerait la même vitesse. Nous admettrons donc la distinction des forces constantes et des forces accélératrices, parce qu'elle est commode pour les démonstrations, et que d'après ce qu'on vient de remarquer, il ne peut en résulter aucune idée inexacte.
Les forces constantes produisent des mouvemens uniforme* et les forces accélératrices des mouvemens variés. On appelle mouvement uniforme, tout mouvement dans lequel le mobile parcourt constamment le même espace pendant le même intervalle de temps. La vitesse du corps est alors l'espace qu'il décrit uniformément pendant chaque unité de temps, telle qu'une seconde (*). Si donc v désigne la vitesse , l'espace décrit peu-
(*) La vitesse d'un point matériel en mouvement, est une chose qui réside dans ce point, dont il est animé et qui le distingue d'un point actuellement en repos. Prenant pour unité de vitesse celle du mobile qui parcourt l'unité linéaire pendant l'unité de temps, on pourra dire, dans le mouvement uniforme, que la vitesse a pour mesure V espace rectilign* décrit pendant chaque unité de temps.
dant le temps /, entier ou fractionDaire , sera vt. D'où il suit que dans le mouvement uniforme, V espace décrit est égal à la vitesse multipliée par le temps (qui est ici un nombre abstrait), et par conséquent la vitesse est égale à F espace divisé par le temps.
On appelle mouvement varié, tout mouvement dans lequel le mobile parcourt des espaces inégaux dans des temps égaux, quelque petits qu'ils soient. Dans ce cas , la vitesse du corps , à un instant donné, est l'espace que ce corps décrirait uniformément pendant chaque unité de temps , si à cet instant donné , Ja force cessait immédiatement d'agir sur le corps , lequel se mouyerait alors uniformément suivant une ligne droite.
12. Loi d'inertie. Lorsqu'une force agit sur un mobile par une simple impulsion, ce corps se meut suivant la droite gui est la direction de la force, et décrit constamment le même espace pendant le même temps, pourvu qu'il n'éprouve aucune résistance étrangère.
Ce principe fondamental de la mécanique est un résultat de raisonnement et d'expérience. En effet, d'après l'inertie de la matière, un corps est à la fois incapable de prendre par lui-même aucun mouvement et d'altérer celui qu'il a reçu, soit dans sa direction, soit dans sa grandeur; car à cause de sa complète indifférence , il n'y a pas de raison pour que ce corps entre en mouvement de lui-même , ni pour qu'il diminue son mouvement plutôt que de l'augmenter, ni enfin pour qu'il change sa direction plutôt vers la droite que vers la gauche. D'un autre côté r nous voyons que le mouvement que possède un corps se perpétue plus long-temps , à mesure que les frottemens et les causes quelconques qui tendent à le détruire , diminuent \ ce qui porte à penser que sans ces obstacles , dont on peut faire abstraction dans la théorie , pour les prendre plus tard en considération , le mouvement acquis durerait toujours. C'est ce qui est complètement vérifié par les phénomènes célestes ; car depuis un grand nombre de siècles, les mouvemens des planètes n'ont pas éprouvé la moindre altération , et par conséquent la vitesse dont elles étaient animées à l'époque des plus anciennes observations, s'est perpétuée jusqu'ici dans toute son intensité. On doit donc admettre que tout corps persévère dans èon état de mouvement ou de repos, jusqu'à ce qu'il éprouve l'action d'une cause étrangère.
Cette loi d'inertie est, si Ton veut, une hypothèse, mais c'est une
hypothèse évidemment permise ; car elle consiste à attribuer à des causes étrangères tous les changemens d'état, soit de repos ou de mouvement, soit de solidité, de liquidité, etc.; et l'étude des effets n'est aucunement intéressée à connaître si ces causes sont réellement dans ou hors de la matière , puisque dans Tune et l'autre supposition les effets restent les mêmes. Nous regarderons donc la matière comme absolument inerte; et il en résulte nécessairement que si un corps, pendant la première seconde de son mouvement, décrit une distance de 6 mètres, par exemple, il dé-* crira la même distance pendant chacune des secondes successives , tant qu'il ne rencontrera pas d'obstacles hors de lui.
i3. Équilibre. Un corps peut être en repos parce que les forces qui agissent sur lui , se contrebalancent ou se détruisent mutuellement. Pour distinguer ce repos de celui qui a lieu par l'absence de toute force , on l'appelle équilibre, et on dit que les forces qui agissent sur le corps , se font équilibre. Les conditions de l'équilibre de plusieurs forces , ne dépendent ni du temps ni de la vitesse; ces conditions résultent uniquement de la seule présence actuelle de plusieurs forces qui n'obtiennent aucun effet, mais qui se détruisent avec évidence, quelles que soient leurs valeurs numériques particulières : de sorte que l'état d'équilibre des corps reste comme un moment singulier de l'état de mouvement, où la mesure des forces par leurs effets, et leurs effets mêmes ont disparu.
14. Définitions. On appelle mécanique la science de l'équilibre et du mouvement ; son but est de prévoir et de calculer Tenet des forces. Elle se partage en quatre parties, savoir : la statique, la dynamique, ^hydrostatique et Y hydrodynamique. Les deux premières ont pour objet l'équilibre et le mouvement des corps solides , et les deux autres , l'équilibre et le mouvement des liquides et des fluides.
Pour procéder du simple au composé, on commence par étudier l'équilibre d'un point matériel, en faisant abstraction du volume, du poids et de plusieurs autres propriétés physiques : les théorèmes que Ton déduit de cet état idéal, qui ne comprend que les notions de ht force et de la mobilité, servent ensuite à établir des vérités générales, applicables aux corps tels que la nature nous les présente.
Composition et décomposition des forces.
1 5. La statique est la science de l'équilibre des forces ; son but est de trouver les rapports que les puissances doivent avoir en grandeur et en direction , pour se contrebalancer ou se détruire mutuellement : elle est indépendante de la notion du temps.
16. Lorsque plusieurs forces, qui ne se font pas équilibre, agissent simultanément sur un même corps invariable de grandeur, il est évident que ce corps se meut ou tend à *e mouvoir, suivant une certaine direction , nécessairement unique , puisque ce corps ne peut aller par plusieurs chemins à la fois. Or, il est clair qu'on peut toujours regarder ce mouvement, comme l'effet d'une seule force, capable de l'effet résultant de toutes les forces proposées. Cette seule force, capable de produire sur un corps, le même effet que plusieurs autres (quant au mouvement ou au repos ) , et qui peut à elle seule en tenir parfaitement lieu , se nomme leur résultante ; et ces autres forces , à l'égard de la résultante , en sont les composante*.
La méthode par laquelle on trouve la résultante de plusieurs forces, se nomme la composition des forces; la méthode par laquelle on remplace plusieurs forces données , par une seule capable du même effet,, s'appelle la décomposition des forces. Mais ces deux recherches n'en font qu'une seule, celle de la loi qui lie la résultante à ses composantes.
Désormais nous désignerons les forces par les lettres P, Q, R, S, etc., placées sur leurs directions. Et si une lettre, telle que A, indique le point d'application d'une force P, nous supposerons toujours que l'action de cette force a lieu de A vers P, ou que la force tire de A en P. Nous appellerons forces concourantes ou angulaires, forces parallèles, les forces dont les directions se coupent , ou sont parallèles. Nous dirons qu'une droite , perpendiculaire à la direction d'une force , est perpendiculaire à cette force; et nous aurons ainsi des forces perpendiculaires ou obliques entre elles.
C il )
17. Axiomes. Il est évident qu'on peut; sans changer Pétai de repos ou de rhouvement à"un système de forée, y introduire ou supprimer plusieurs forces en équilibre entre elles»
II n'est pas moins évident que deux forces égales se font équilibre, lorsqu'elles sont appliquées en sens directement opposés, à un même point, ou aux extrémités dfune droite inextensible AB, dans le sens de cette droite. Car il n'y a pas de raison pour que le monveffient naisse d'un côté plutôt que de l'autte.
Dans le second cas , à cause de la force physique qui lie invariablement entre eux les points matériels de là droite rigide et inextensible AB, le point A ne peut se mouvoir pair Pacticfe de la force P, sans entraîner en même temps et avec la même force le second point matériel adjacent ; ce cecond point reçoit donc , par le premier, l'action de la force P, comme si elle lui était immédiatement appliquée : il en est de même du troisième point matériel , de même du quatrième, et ainsi de suite jusqu'au dernier B. De sorte que l'état du corps est absolument le même que si les deux forces égales et directement opposées P et Q étaient immédiatement appliquées au point B, et par suite à un point quelconque de la droite AB ; et voilà pourquoi ces deux forces se font équilibre sur la droite.
18. Corollaiee. Puisque quand tous les points matériels sur la direction d'une force P, sont liés invariablement entre eux, l'action de cette force sur le premier se transmet à chacun des autres , comme si elle lui était immédiatement appliquée ; il s'ensuit qu'ow peut, sans changer Vejfei à^une force 'sur un eorps, V appliquer à tel point qu'on voudra de sa direction, pourvu que le nouveau point à* application soit lié avec le premier à" une manière invariable; ce qu'il faudra toujours supposer chaque fois qu'on fera usage de ce principe.
u H importe de remarquer qu'à la rigueur, une droite telle que AB, complètement rigide et inextensible, n'existe point dans la nature, quoique la conception mathématique en soit indispensable pour l'étude des principes. Tous les points matériels qui composent les corps naturels, y sont seulement retenus, en vertu des forces physiques qui agissent sur eux , dans un état de proximité plus ou moins intime , et non dans un état immédiat de contiguïté. Ainsi en tirant ou en poussant ces particules par de nouvelles forces suffisamment énergiques , on doit généralement pouvoir les séparer on les rapprocher davantage. C'est en effet ce qui a lieu; car il n'y a ancun corps naturel qui ne soit compressible et extensible, même ceux qui comme le fer* et la. pierre la plus dure, résistent le
plus énergiquement à toul changement d'état. De sorte qu'après avoir démontré les lois abstraites de l'équilibre pour des corps parfaitement solides, il reste encore à y faire les modifications convenables, si Ton veut les appliquer à des corps physiques réels. C'est ce qui est souvent difficile à faire avec rigueur, et Ton n r y parvient d'ordinaire que par des approximations, de l'exactitude desquelles il faut souvent se défier. Mais ces lois abstraites n'en sont pas moins très-utiles en elles-mêmes, d'abord par les principes qu'elles peuvent servir à établir, et ensuite, parce qu'elles offrent la limite de celles qui doivent avoir lieu dans le cas des corps imparfaitement solides que la nature nous présente, n
19. Théorème. Lorsque deux corps agissent Tun sur Tautre, par pression, traction ou choc, la réaction est toujours égale et contraire à V action.
En effet , deux points matériels À et B ne peuvent agir Fan sur l'autre que suivant la droite AB qui les joint ou par la force qui les unit. Si donc le premier À, soumis à. l'action d'une force P, vient à agir sur le second B, en repos, et qu'on peut supposer en équilibre au moyen de deux forces égales et contraires P et 3P f , dirigées suivant la droite AB , il est clair que l'action de A sur B lui communiquera nécessairement Faction de la force P, dont A est animé. Le point B. étant donc alors soumis à la seule action de la force P, l'autre force égale et contraire P' aura été détruite. Mais la force P de A n'a pu détruire la force P' de B, que parce que celle-ci , égale et directement opposée v a- réagi sur le point A ; la réaction P f de B sur A est donc égale et contraire à l'action P de A sur B.
Ce principe fondamental , énonce par Newton , est d'ailleurs démontré par toutes sortes de faits. En tirant un corps avec une corde ou en le poussant avec une barre, nous sommes tirés ou poussés , en sens «contraire , de la même manière et avec le même effort ; et voilà pourquoi on ne saurait frapper un peu fort, avec la main , sur un corps dur, sans se faire mal. En général , nous ne pouvons concevoir qu'une force exerce son action, sans faire naître une résistance égale et directement contraire : c'est une suite de la transmission des forces , qui n'aurait jamais lieu sans cela , et qui dépend uniquement de l'inertie et de Pimpénétrabilité.
20. Theobème. Lorsque plusieurs forces P, Q, R, S, etc., se font actuellement équilibre sur un corps, tune quelconque d? entre
elles, la force P, par exemple, est égale et directement opposée à la. résultante de toutes les autres Q, B.> S, etc. Car supposons
• C 13 ) que l'on applique au système une force P f parfaitement égale et contraire à la force P : les forces P et P f étant en équilibre, leur effet est nul de lui-même , et Ton peut regarder le corps comme n'étant plus soumis qu'à l'action des forces Q, R, S, etc. Mais d'un autre côté , la force P faisant équilibre aux forces Q , R , S , etc. , l'effet de toutes ces forces est nul de lui-même , et l'on peut regarder le corps comme n'étant plus soumis qu'à l'action de la simple force P'. Ainsi l'état du système est identiquement le même, soit qu'on le suppose sollicité par les forces Q, R, S , etc. , soit qu'on le suppose sollicité par la simple force P', qui est conséquemment la résultante de ces forces Q, R, S, etc. Or, la force P est égale et directement opposée à cette résultante P f : donc , etc.
Il suit de là non-seulement que plusieurs forces Q, R, S, etc., peuvent avoir une résultante ; mais de plus que dans tout système de forces, l'état du repos ou du mouvement n'est -pas changé, quand on remplace plusieurs de ces forces par leur résultante ; ce qui est plus simple.
21 • Théorème. La résultante de deux forces P et Q, qui se rencontrent en un point A , est dirigée dans t angle de ces deux forces (fig. 1). D'abord cette résultante est dirigée dans le plan des deux forces , car il n'y a pas de raison pour qu'elle tombe d'un côté de ce plan plutôt que de l'autre côté. Ensuite, la force P tirant le point À de A vers P, ce point A ne se mouvera pas dans la partie QBC du plan des deux forces ; de même , il ne se mouvera pas dans la partie PCB : il ne pourra donc se mouvoir que dans l'angle PAQ; la résultante qui produit ce mouvement, est donc dirigée dans cet angle.
Corollaire. Lorsque les deux forces ¥ et Q sont égales, il est clair que leur résultante divise en deux parties égales V angle que ces forces font entre elles. Car il n'y a pas de raison pour que celte résultante fasse avec l'une des composantes un angle plus grand qu'avec l'autre.
De plus, cette résultante ne saurait être nulle; car si elle était égale à zéro , en appliquant au point A une force Q' égale et directement opposée à la force Q, cette force Q' serait la résultante du système ; mais comme elle détruit la force Q, le système aurait aussi la force P pour résultante ; ce qui est impossible. De là résulte que deux forces ne peuvent se faire équilibre, que quand elles sont égales et directement opposées.
il. Forces suivant une même droite. U est évident et Ton doit admettre comme axiome , que si deux forces P et Q agissent dans le même sens et suivant une même droite , leur résultante est égale à leur somme P + Q. Par exemple , si P peut supporter un poids de 6 livres et Q un poids de 5 livres , P et Q réunies dans la même direction , soutiendront un poids de 1 1 livres.
On voit d'après cela, que si tant de forces qu'on voudra, agissent suivant une même droite et dans le même sens , sur un même corps , leur résultante sera égale à leur somme et agira dans le même sens , suivant cette droite.
Lorsque deux forces inégales P et Q agissent en sens directement contraires fune de Vautre, leur résultante est égale à la différence P — Q de ces forces, et agit dans le sens et la direction de la plus grande P. Car cette plus grande force est la somme des deux P — Q et Q ; or la dernière Q est détruite par la force Q, égale et directement opposée (17) : on peut donc supprimer ces deux forces , et le point n'est plus tiré que par la différence P-Q.
De là et de ce qui précède , on peut conclure que la résultante de tant de forces qu'on voudra, dirigées suivant la même droite, est égale à leur somme algébrique; c'est à-dire, égale à t excès de la somme des forces qui agissent dans un sens sur la somme de celles qui agissent dans le sens directement opposé, et tire dans le sens de la plus grande somme. C'est là un premier principe de la composition des forces , si utile pour la solution des problèmes de statique.
a3. Fobces parallèles. La composition des forces parallèles se rapporte immédiatement à celle des forces suivant une même droite ; et on a d'abord ce théorème , aussi remarquable qu'important :
La résultante R de deux forces parallèles P et Q, de même sens, appliquées aux extrémités à* une droite inflexible AB, est égale à leur somme, leur est parallèle et divise la droite â 'application en parties réciproquement proportionnelles aux deux composantes.
i° Appliquons aux deux points A et B deux forces M et N, égales et contraires, et qui agissent dans la direction AB (fîg. 2). Ces deux forces se détruisent, et par conséquent l'effet des deux forces P et Q n'est pas changé : mais les deux forces M et P, appliquées en A, ont une résultante S appliquée au même point
t 16 ) A, et dirigée dans Pangle MAP (ai). De même, les deux forces Tf et Q ont une résultante T, appliquée en B et dirigée dans Pangle QBN. Les deux résultantes S et T vont nécessairement se couper en un point D, où Ton peut les supposer appliquées (18). Par le point D menons M'N' parallèle à AB, et DC parallèle à AP ou à BQ. Appliquons au point D les deux forces M' = M et P' = P, suivant DM' et DC : comme l'angle M'DC = MAP et Pangle M'DA = MAS ; si Pon pose le système MAP sur le système M'DC , les deux forces M et P coïncideront en grandeurs et en directions avec les deux forces M' et P'; donc la résultante S des deux premières M et P, coïncidera en grandeur et en direction avec la résultante des deux autres M' et P'; cette dernière résultante est donc égale à S, appliquée en D et dirigée suivant.DA. De même, appliquant en D, suivant les directions DN et DC, les deux forces N' = N et 0*= Q, on verra que la résultante des deux forces N' et Q' est la force T, appliquée en D et dirigée suivant DB. Ainsi, puisque les deux forces M' et N', égales et directement opposées, se détruisent; on voit que la résultante des deux forces S et T, qui est celle- des quatre forces M', N', P', Q', et par conséquent des deux P', Q', dirigées suivant la même droite DG , vaut la somme P' + Q' de ces deux forces (22), et que sa direction est DG. Mais la résultante des deux forces S et T, est absolument la même que celle des quatre forces M, N, P, Q , et par conséquent des deux P et Q. Donc la résultante des deux forces parallèles Pet Q, de même sens, est égale à P' -f- Q 7 ou P + Qi c'est-à-dire égale à leur somme, et leur est parallèle, puisqu'elle est dirigée suivant DG. De plus, son point d'application, qui peut être G (18), est situé sur la droite d'application AB , entre ceux des composantes P et Q.
2 Maintenant, pour trouver la position de ce point sur AB, remarquons d'abord que si les deux forces P et Q étaient égales ; en prenant les deux forces auxiliaires M et N égales entre elles et à chacune des deux proposées P et Q , les résultantes partielles S et T diviseraient les angles MAP et NBQ en deux parties égales chacun (a 1 ) \ de sorte qu'on aurait l'angle DAC = MAS = SAP =ADC, et par suite AC=DC. On aurait de même BC=DC; d'où AC = BC et le point G serait le milieu de AB. Ainsi on voit que la résultante de tant de forces parallèles de même sens qu'on voudra, égales et situées deux à deux de part et d'autre et
à égales distances d'un point G , est égale à leur somme, leur est parallèle et passe par ce point G.
3° D'après cela , soit i(p la mesure commune des deux forces parallèles et inégales P et Q ; supposons qu'on ait P = imq> et Q = in<p, m et n étant deux nombres entiers. Partageons la droite d'application AB en parties directement proportionelles aux deux forces P et Q , de manière qu'on ait P * Q \ • AI * IB (fig. 3). Si nous divisons Al en m parties égales à x, d'où AI = mx, nous aurons imç> • inç * * mx \ IB == nx. Sur les prolongemens de AB, prenons AD == AI = mx et BE = IB = nx : il est clair que A sera le milieu de DI et B celui de IE ; la force P sera donc la résultante de im forces égales à ç , parallèles , de même sens, appliquées aux im points milieux des im parties égales à x qui composent la droite DI; car toutes ces forces égales à <p, sont placées deux à deux de part et d'autre et à égales distances du point A \ donc leur résultante passe par ce point et est égale à leur somme imç ou à P (2 ). De même , la force Q est la résultante des in forces égales à <p , parallèles , de même sens , appliquées aux in points milieux des in parties égales à x qui composent la droite IE. Par conséquent, la résultante des deux forces P et Q , est la même que celle des 1 (m -]- 71) forces égales à ç , et passe par le milieu G de la droite DE ; car les milieux des parties extrêmes de DE , étant les points d'application de deux forces égales à <p, doivent être à la même distance du point d'application de la résultante (2 ), lequel conséquemment est le milieu G. Or, à cause de AB = |DE = DG, si l'on retranche la partie commune AG , il restera BG = AD == AI. De même , AC = BE = BI. Remplaçant donc, dans P ■ ; Q J J AI * IB, les droites AI et IB par leurs égales BC et AG, on aura
p:q:;bc:ac.
Cette proportion détermine le point d'application C de la résultante R des deux forces proposées P et Q. D'ailleurs cette proportion étant vraie quelque petite que soit la commune mesure iq> de P et Q , sera vraie encore lorsque cette mesure commune sera infiniment petite, c'est-à-dire quand ces deux forces seront incommensurables entre elles. Ge qui complète la démonstration du théorème proposé.
Voici une nouvelle démonstration qui parait mettre mieux en évidence la transmission des forces de pression.
1* Concevons la droite matérielle inflexible AB tenue en équilibre
lotir du point inébranlable C, par les forces parallèles V et Q (fig. 4)« II est visible que la molécule A, à laquelle la force P est appliquée, n'est retenue en repos que par son adhérence avec la seconde molécule vers C ; et cette adhérence étant nécessairement aussi appliquée à la seconde molécule, il est clair que celle-ci éprouve un effort égal et parallèle à la force P : il en est de même de la troisième molécule, de même de la quatrième, et ainsi de suite, jusqu'au point C; lequel par sa résistance indéfinie , détruit l'effort P, et celui-ci n'a aucune action sur les molécules suivantes entre G et B. On voit que par l'effet des deux forces parallèles P et Q, le point C est sollicité par deux forces respectivement égales et parallèles aux deux proposées P et Q, et dirigées conséquemment suivant une mémo droite : donc leur résultante, c'est-à-dire celle R des deux forces proposées P et Q , est égale à la somme P -j- Q de ces dernières et leur est parallèle.
Et comme il n'y a pas de raison pour que la résultante de deux forces parallèles et égales, qui tombe parallèlement entre elles, soit plus près de l'une de ces^ forces que de l'autre ; on voit que la résultante de tant de forces parallèles qu'on voudra, égales, de même sens et situées deux à deux à la même distance de part et d'autre du milieu de la droite d'application, est égale à la somme de toutes ces forces, leur est parallèle et passe par ce milieu.
a° Maintenant , soient m et n les nombres respectifs de molécules égales que contiennent les portions AC et BG de la droite inflexible AB, et x la longueur de chaque molécule : on aura donc AC=ma: et BG=rex. Les •étions des forces P et Q étant détruites et renouvellées à chaque instant % il est clair que comme elles sont continues, après un temps quelconque 9 les m molécules de AG éprouvent chacune un effort égal et parallèle à la force P : et comme ces molécules sont liées entre elles d'une manière in* variable, les m efforts parallèles à P ont une résultante égale à leur somme mP. D'où l'on voit que les deux portions AG et BG sont sollicitées à se mouvoir dans le même sens, par les forces parallèles mP et nQ, appliquées à leurs milieux. Mais à cause du point fixe G, la portion AG, dans son mouvement, entraîne la portion BG avec un mouvement égal et contraire, absolument comme si la force mP était appliquée à BG, dans un Sens parallèle et opposé : donc puisque ce mouvement est détruit par l'effet de la force parallèle nQ , ces deux forces parallèles, appliquées sur BC, sont nécessairement égales et directement opposées (ai). Ôr, toP =3 nQ donne roxP=nxQs d'où ACxP=BCxQ, et par suite
p : q : : bc : ac.
Coeollaire. Réciproquement, tonte force donnée R, appliquée à un point G de la droite inflexible AB, peut être décomposée en deux autres, parallèles et de même sens P et Q, appliquées respectivement aux deux points donnés A et B de cette iroite. Car ayant P + Q=RetP:Q::BC:AC, on trouvera
( 18 ) les deux composantes P et Q par les proportions R • P •• ÀB
:BCetR:Q::AB:Ac.
a4* Théorème. La résultante R de deux forcée parallèles P et Q, agissant en sens contraires sur une droite inflexible AB, est égale à leur différence, leur est parallèle, agit dans le sens de la plus grande, plus près de celle-ci et hors des deux, et divise la droite d? application en deux segmens AC et BG réciproquement proportionnels aux deux composantes (fig. 5).
Il est clair, en effet, qu'on peut toujours décomposer la plus grande force Q en deux autres, parallèles et de même sens, Tune P' égale à P, appliquée en A et détruite par la force P, et l'autre R, appliquée en un point C : cette dernière étant la seule force active du système, est nécessairement la résultante des deux forces P et Q, et il vient évidemment Q=s: P + R et P ; R ';; BC : AB (a3) ; d'où Ton tire
r:=q~p et p:q::bc:ac.
Bans ce théorème et le précédent, on a P l Q l R H BC * ÀC l AB ; c'est-à-dire que chacune des trois forces P, Q, R est représentée par la distance des points d'application des deux autres, ,
*5. Coboixaibe. Lorsque P;^Q,onaR:=?o;etla p ro _ portion P • R ;; BC J AB, donne BC~ co. Ainsi dans ce cas t il faudrait décomposer la force Q en deux autres , dont l'une égale à zéro devrait avoir son point d'application G à une distance infinie ; ce qui est impossible. Il faut donc en conclure que deux forces parallèles, égales, contraires et non directement op~ posées, n'ont point de résultante unique.
Effectivement , tout ce qu'on dirait pour faire voir que cette résultante, si elle existe, agit dans un certain sens, à la droite de la force Q, se dirait pour prouver qu'elle agit dans le sens parallèle et contraire, à la gauche de la force P; car tout est le même dans les deux cas , parfaitement symétriques : celte résuK» tante ne peut donc se trouver qu'entre les deux forces P et Q, Mais alors, en la détruisant par un obstacle invincible, il y aurait équilibre ; et cependant les deux forces P et Q feraien évidemment tourner la droite AB autour de l'obstacle , placé ai point d'application de la résultante supposée : de sorte qu'il 7 aurait à la fois mouvement et équilibre dans le système. Gett absurdité prouve que l'hypothèse d'une résultante unique n eanrait être admise; et que par conséquent il n'existe aucu
( 19 ) force capable seule de l'effet résultant des deux forces proposées. Ce cas singulier de la composition des forces mérite d'être distingué par une dénomination spéciale ; et on l'appelle couple. De sorte que par le mot couple, on entend l'ensemble de deux forces égales, parallèles, contraires et non directement opposées. D'où il paraît que V effet d'un couple est de faire tourner la droite d'application autour de l'un de ses points, regardé comme fixe.
26. Corollaire II. Étant données tant de forces parallèles qu'on Voudra , appliquées à des points situés dans l'espace et liés invariablement entre eux, il est bien facile, d'après ce qui précède (a3 et ^4)i de trouver leur résultante et son point d'application : on cherchera la grandeur et le point à* application de la résultante, à" abord des deux premières forces, puis de cette résultante et éfune troisième force > de cette seconde résultante et tune quatrième force, ainsi de suite. Les points d'application des résultantes successives s'obtiennent en divisant les droites d'application en deux segmens réciproquement proportionnels aux deux forces adjacentes; et la résultante du système est égale à la somme algébrique des forces proposées ; c'est-à-dire égale à l'excès de la somme des forces qui agissent dans un sens sur la somme de celles qui agissent dans le sens contraire , et tire dans le sens de la plus grande somme. Toutefois, si la résultante. des forces qui agissent dans un sens était égale, mais non directement opposée, à la résultante de celles qui agissent dans le sens contraire, le système se réduirait à un couple , et il n'y aurait pas de résultante unique.
Cette composition successive des forces parallèles, fournit plusieurs conséquences remarquables, que nous développerons avec plus de facilité , dans la théorie des momens , après avoir étudié la composition des forces angulaires.
27. Forces angulaires. La résultante de deux forces concourantes se détermine aisément à l'aide du théorème qui suit, connu sous le nom de parallélogramme des forces, et l'un des plus importons de la mécanique :
La résultante R de deux forces P et Q, appliquées à un même point À, est représentée en direction et en intensité par la diagonale AD du parallélogramme construit sur les droites AB et AC , qui représentent en grandeur et en direction les deux forées proposées P et Q (fig. 6).
t* Dans le parallélogramme ABDC, prolongeons le côté BD de la longueur DH= AB=DC, et achevons le losange CDHF. Regardons tous les points du système comme liés invariablement entre eux \ et sur la droite inextensible HF, appliquons les deux forces Q' et Q", contraires , égales entre elles et à la force Q : ces deux forces* se détruisent, et par conséquent la résultante des quatre forces P, Q, Q', Q", est la même que celle des deux proposées P et Q. Or, je dis que cette résultante passe par le point D. Car à cause de AG = BD, de AB = DH et de P ; Q ^ AB ; AC, par hypothèse, il vient P : Q f ;; DH : BD; donc la résultante T des deux forces parallèles P et Q' passe par le point D (23). La résultante S des deux forces égales Q et Q", divisant en deux parties égales l'angle QFQ", ainsi que son opposé CFH (21), est dirigée suivant la diagonale DF du losange et passe aussi par le point D. Donc la résultante des deux forces T et S, qui est celle des quatre P, Q f , Q, Q", et conséquent ment des deux P et Q , passe nécessairement par le point D. D'ailleurs la résultante R des deux forces P et Q est appliquée au point A, puisqu'elle doit produire sur ce point le même effet que ces deux forces ; cette résultante est donc effectivement dirigée suivant la diagonale AD.
a° Appliquant au point A la force R/ égale et directement apposée à la résultante R, ces deux forces se détruiront, et par conséquent les trois forces P, Q, R' seront en équilibre sur le point A4 donc la force Q sera égale et directement opposée à la résultante des deux autres P et R' (20) ; celte résultante sera donc dirigée suivant le prolongement AG de GA. Menant BG parallèle à AR', et achevant le parallélogramme ABGR, ce qui donne AK = BG = AD ; la force R' sera représentée par AK. Car si elle pouvait avoir une autre intensité AM ; en formant le parallélogramme MABN, sur les droites AB et AM qui représentent les forces P et R', en grandeur et en direction , la résultante de ces deux forées serait dirigée suivant AN (1 9 ); ce qui est absurde. Donc la force R' ou son égale R, est représentée en intensité par AK ou son égale la diagonale AD. Ce qui complète la démonstration du théorème proposé.
28. Corollaire. A cause de l'angle ADC=BAD, de l'angle ACD=i8o — BAC et de CD= AB, on voit que les trois forces 1r\ Q, R, sont représentées par les trois côtés DC, AC et AD du triangle ACD, et que de plus les inclinaisons de ces forces deux;
à dieux, sont déterminées par les angles du mette triangle : donc puisque les côtés sont comme les sinus des angles opposés et que ski ACD = sin BAC, on a P :,Q : R ;; sin DAC : sin BAD ; sin BAC. D'où il suit que deux forces angulaires et leur résultante, sont chacune représentée par le sinus de V angle des deuM outres*
En général, deux forces angulaires, leur résultante et les trois angles que leurs directions font entre elles , sont six grandeurs telles, que trois quelconques étant données, pourvu qu'il y ait au moins une force , on trouvera toujours les trois autres , en construisant eu en résolvant numériquement le triangle AGI}, d'après les principes de la géométrie ou de la trigonométrie.
Par exemple, pour décomposer la force donnée R, appliqué* en A) en deux autres forces inconnues P etQ, qui aient les diree* fions données AB et AG; on prendra la longueur AD égale à la valeur numérique de R, puis on achèvera le parallélogramme ABDC ; et les côtés AB et AG représenteront les forces cherchées. Car ayant alors P ; Q : R ;; AR: AC : AD, et R=AD % il viendra P = AB et Q = AC;
Et si l'on veut déterminer numériquement lès composantes F et Q, connaissant les valeurs numériques de la résultante R et des angles BAC , BAD et DAC \ on calculera les premiers termes des proportions
P ; R ;: sin DAC ; sin BAC et Q : R :: sin BAD r.sin BAC.
Dans ce cas, si l'angle BAC est droit, ce qui donne sin. BAC .as i , sin DAG= cos BAD et sin BAD = cos DAC * il viendra P =5 R cos BAD et Q = R cos DAC. De sorte qu'alors les corn*» posantes P et Q>ont les projections, de la résultante R sur leurs directions. Chacune de ces composantes est ce qu'on appelle Ici force R estimée suivant la direction de la menu composante.
Corollaire II. Il est facile de voir, d'après le corollaire précédent, fat i° si deux forces, dirigées dans le plan d'un triangle, sont respecuV ventent perpendiculaires, et proportionnelles à deux côtes de ce triangle^ leur résultante sera aussi perpendiculaire et proportionnelle au troisième; côté; a° lorsque des puissances, dirigées dans te plan, et toutes vers fo dehors ou toutes vers le dedans d'un polygone rectiligne, sont perpen-* diculaires aux milieux des côtés et proportionnelles à ces mânes cétÀ,. ces puissances sont en équilibre*
Corollaire III. Si tant de forées qu'on voudra sont appliquées à un même point, on trouvera leur résultante, ea cher-
chant successivement, d'après le parallélogramme des forces', la résultante des deux premières , puis la résultante de celle-ci et d'une troisième force, la résultante de cette dernière et d'une quatrième force , et ainsi de suite. Si toutes les forces proposées sont dans un même plan * il est clair que la résultante totale sera dans ce plan ; et si elles sont en équilibre , leur résultante sera nulle.
Par cette composition successive, on yoit que si fou construit un contour polygonal, plan ou gauche, dont les côtés soient respectivement parallèles et proportionnels aux forces successives, appliquées à un même point, le dernier côté de ce contour sera aussi parallèle et proportionnel à la résultante de toutes ces forces. Ce théorème remarquable renferme, comme cas particulier, le parallélipipède des forces, que nous allons démontrer expressément.
29. Théorème. Lorsque trois forces P, Q, R, appliquées à tin même point A, sont représentées en grandeurs et en directions par les trois arêtes contiguè's AB, AC, AD, d'un paralUlipipede, leur résultante S est représentée en direction et en grandeur par 2a diagonale contiguë AG ( fig. 7 )•
Car la résultante N des deux force!» P et Q, est représentée par la diagonale AE du parallélogramme ABEG; et la résultante S des deux forces N et R, ou des trois P, Q, R, est représentée en grandeur et en direction par la diagonale AG du parallélogramme AEGD, qui est aussi celle du parallélipipède : donc, etc.
30. Corollaires. On voit d'abord que la résultante S ne saurait être nulle, qu'autant que les trois forces P, Q, R, sont nulles séparément. De plus, pour décomposer une force donnée S, appliquée en A, en trois autres P, Q, R, respectivement parallèles à trois droites non situées dans un même plan ; on prendra la longueur AG=S, sur la direction de cette force ; puis après Avoir mené, par le point A, des parallèles aux trois droites proposées, on achèvera le parallélipipède BH; et AB, AC, AD, -seront les valeurs et les directions respectives des trois forces cherchées P, Q, R. Car on aura P : Q : R : S ;; AB ; AC ; AD : AG.
Et si le parallélipipède est rectangle, chacune des composantes P, Q, R, sera la projection de S sur sa direction. Désignant donc par a, £, e, les angles respectifs que la force S fait avec lés composantes P, Q, R, on aura alors
* P = Scosa, Q = Scos& et R = Scos*.
( ÎJ )
D'ailleurs , il est aisé de voir , par les triangles rectangles AEG et ACE, que
ainsi on a cette relation remarquable :
côs*a + cos*£ + cos'e i= i .
Au moyen des quatre équations précédentes entre les quantités P, Q, R, S, a, &, e; trois quelconques d'entre elles étant données, pourvu qu'il y ait au moins une force, on pourra toujours calculer les quatre autres.
Lorsque le parallélipipéde est oblique; en désignant par p* y q f , r / , les angles CAD, BAD, BAC, respectivement opposes aux forces P, Q, Ril est facile de voir i° que la projection de AG ou S sur AD est égale à R plus ta projection de DG on AE sur AD ; i° que la projection de AE sur AD est la somme des projections de AC et CE sur la même droite» Désignant donc toujours- par a, b % c, les angles BAG, GAG, DAG, onaura
Seosc=:R-f-NcosDAE et NcosDAE^Qcosf'-j-Pcos?'; d 1 on Ton tire R -f* Q cos// -f- P cos <j f =zS cos c. De même, Q + R cos p 9 + P cos r 9 ==: S cos b y
P -fr- Q cos r^-f- R cos q r = S cos a* De plus, les triangles AGE et ACE fournissent
R»+ Q*+P*-{- *RQ cos p' + aRP cos 9'+ aPQ c©sr*=S*.
Ces quatre équations coïncident avec celles trouvées plus haut, dés qme> le parallelipipéde est rectangle j et il en résulte aussi la démonstration du théorème que voici : Si à un point de l'intérieur d'un tétraèdre r on applique quatre puissances a 7 , b 7 , c', d', respectivement perpendiculaires, et proportionnelles aux faces a, b, c, d, ces puissances se feront équi~ libre*
D'abord à cause de la proportionnalité, on aura o^=sra, 6**= rb % 4? vpzrcjdf=s rd* Désignant par (aW) l'angle compris entre a' et 6', ainsi des autres, on aura aussi ces(«W)=2-— cos (ai), cos (<iV}:=:— - cos («c) r et ainsi de suite. La résultante R' des trou forces a^, 6', c% étant la diagonale du parallélipipéde construit sur les arêtes qui représentent ees~ forces, on en déduit quatre équations analogues aux quatre précédentes*. Substituant les valeurs de af\ ¥ % c*, cos {afV) % etc. , et observant que le tétraèdre donne
<P=a*+ £*+ c* — *ab ces (ai) — lae ces (oc)— i&ceos (bc) f a = b cos ( ab } -f- c ces (oc) -f- d cos (<w2), etc. ; on trouvera R'=<#, cos (R'<*f)=: — cos (*'<£'), cos(R'6')=+ — eos. (h'd!), cos (R'c') =3— cos (**#). D'où a suit que la résultante R'de» trois forces «', V, c*, est égale et directement opposée à la quatrièmeforce df. Donc ees quatre puissances se font équilibre.
3i. Remarqué, A Faide du petit nombre de principes qui précèdent * en peut déjà se rendre compte de plusieurs procédés employés dans les arts et dans les usages de la vie. Par exemple, dans les constructions, lorsqu'on élève une pierre d'un poids très-considérable, et qu'on veut l'empêcher de frotter contre le parement extérieur de l'édifice, qu'elle pourrait endommager, tin homme tire le système par une corde attachée au point de suspension, et F écarte ainsi de l'édifice avec une force d'autant moindre qu'elle approche plus d'être horizontale : c'est ce qu'on Toit aisément à l'aide du parallélogramme des forces*
On verra de la même manière pourquoi le nageur, qui veut aller d'une rive à l'autre d'une rivière, doit toujours se diriger vers un point au— dessus de celui qu'il se propose d'atteindre. C'est que la force du courant et celle que déploie le nageur, lui font décrire la diagonale d'un parallélogramme*
Il est un grand nombre d'autres procédés des arts que les principes , qui précédent, peuvent servir à expliquer ou à rendre plus simples et d?une application plus utile. Mais pour avoir encore un exemple, qui montre plus spécialement l'usage de ces principes, proposons-nous le problème que voici :
Dans la charpente d'un bâtiment, la pièce horizontale AB est soutenue par la pièce verticale AC et Varc-boutant MN, de longueur donnée; quelle position celui-ci doit-il avoir % pour que la pièce AB soit soutenue le plus possible ? ( fig. 8 )•
Représentons la force absolue de l'arc-boutant MN, par sa longueur donnée a : comme cette force est oblique à AB , si nous la décomposons en deux autres AN et ND, cette dernière seule empêchera la pièce AB de tourner autour du point A, par l'effet des charges que cette pièce supporte ; et il s'agit de trouver la plus grande valeur x de la force ND, évidemment dirigée de bas en haut, dans le sens vertical DN* Pour cela, prenons AN = r et AE= 1 ; appliquons au point £ la force m parallèle a la force x, de même sens et propre à la maintenir en équilibre autour de l'appui A, à l'aide de la droite inflexible EN, que nous supposerons parfaitement mobile autour de ce point : la résultante de ces deux forces devra donc passer par l'appui A et être détruite par la résistance de cet appui) ainsi on aura m\x\\y\ i, ou xjrzzzm. On a d'ailleurs
Dans ces équations, il est clair que quand m sera un maximum, x en sera un aussi, puisque ces deux forces se font équilibre* Or, les deux équations proposées donnent
x — y = |/a a — am*
Donc le maximum de m, et conséquemment celui de x, répond à im r=z a*\ d'où x =?", et l'angle AMN =s ANM == 45°. Telle est donc la position que les ouvriers doivent donner à l'arc-boutant MN, pour que la pièce AB soit soutenue le mieux possible.
Des Momens.
3a. On appelle moment d'une force par rapport à un point, le produit de cette force par la distance numérique de sa direction à ce point, nommé centre des momens. On appelle aussi. moment d'une force par rapport à une droite ou par rapport à un plan , le produit de cette force par Ja distance numérique de son point d'application à celte droite ou à ce plan, nommé», respectivement Y axe ou le plan des momens.
Cette seconde espèce de moment ne change pas lorsque la force varie de direction \ et c'est en cela que ces momens diffèrent de ceux de la première espèce.
La théorie des momens conduit de la manière la plus simple k la composition des forces, et elle fait trouver entre ces forces, leur résultante et d'autres quantités, des relations propres à mettre en équations un grand nombre de problèmes de statique.
33. Cherchons d'abord le moment de la résultante R de deux forces quelconques P et Q, appliquées à un même point A. Représentons 7 ces forces par les droites AB et AG, prises sur leurs directions, et achevons le parallélogramme ABDC : la diagonale AD sera la valeur et la direction de la résultante R (fig. 9). Soit O le centre des momens. De ce point , menons sur les forces P, Q, R, les perpendiculaires OE = />*, OF = q 9 et OG = r* 5 joignons OA et OD : il est clair que le triangle OAD est la somme des trois OAB, OBD et ABD ; conséquemment , en passant aux aires, et observant que wF est égale à la hauteur du triangle ABD, dont A est le sommet, on aura en doublant les deux membres, Rr* = P^ + Qù* ... (1).
Si le point O tombait entre les forces P et R , la distance // serait seule mesurée en sens contraire, et prendrait le signe — dans l'égalité (1) ; on aurait donc alors HHzzz Qq 1 — P//, comme 41 est aisé de le vérifier directement. En général, si l'on regarde les forces P, Q, R, comme appliquées aux pieds des perpendiculaires y, 9', r*, abaissées de O sur leurs directions, la formule (1) s'appliquera à toutes les positions du point O, pourvu qu'on y donne le signe -f" aux momens des* forces qui tendent à faire tourner leurs points d'applications dans un sens , et le signe — * aux momens des forces qui tendent k faire tourner en. sens contraire.
34* Considérons maintenant plusieurs forces P,, P s , P 31 ... t P n , agissant comme on voudra dans un même plan ; soient <Z |V d % , d^, •••<» ^/ji les distances respectives du centre O des momens aux- directions de ces forces ; soit R a la résultante des deux premières et r 3 la distance de O à la direction de R, ; soit R 3 la résultante des deux forces R a et P 3 , ou des trois P t , P a , P 3 , et r 3 sa distance au point O, et ainsi de suite; enfin, soit R n la résultante du système et r n sa distance au point O : d'après la formule (1), il est clair qu'on aura
R/^» = R/»- x r n- , + P n rf »' Ajoutant ces équations entre elles, et supprimant les terme» communs aux deux membres , on trouvera
iy» = p A + *A + Ps4> + - + * A - co-
Ainsi le moment de la résultante, par rapport à un point eu plan des forces, est égal à la somme des meméns de» composantes > par rapport au même point. Bien entendu que darts cette somme, il faudra regarder comme positif» les momens des force» qui tendent à faire tourner le système dans un sens, et comme négatifs les momens des forces qui tendent à faire tourner dan* le sens contraire.
Il est clair que la somme des momens des composantes est nulle, i° lorsque R n =2 o, c'est-à-dire lorsqu'il y a équilibre; *° quand r n = o , c'est-à-dire quand le centre des momens est sur la direction de la résultante.
35. Soient a t% a %y «j, ... , a rtl les angles que les forces proposées P t , P a , P 3 , ..., P tt * font avec une droite OM, tracée dans leur plan ; décomposons chacune de ces forces en deux t l'une perpendiculaire et l'autre parallèle à OM : nous aurons , pour les composantes perpendiculaires à OM, P, sin a t , P,sin a %v P 3 sin Cj, .. ., et pour les composantes parallèles à OM, P t cos « t% V % cos a a , P 3 cos a 3 , ..♦ . Soient donc X et Y les résultantes respectives des forces perpendiculaires et parallèles à OM, on aura (26)
X = P , «n a t + P % sin a a -f. P 3 sin «j -f- • • • + P* sin a n ,
Y = P, cos a x + P a cos a % + P3 c°* «3 + ••• + P n cos * n .
• Les «ignés des forces résultantes X et Y sont déterminés par . ceux des sinus et des cosinus des angles «,, a a , Oj, etc., mesurés dans le même sens, et d'un même côté de OM, les forces proposées étant des nombres abstraits positifs. Soit « Pangle que la résultante R du système , et conséquemment des deux X et Y, fait avec la droite OM ; il est clair que X = R sin « et Y = R
cos«: d'où _ a __ a __, X
' R a =:X a + Y a et tangan:— ,
équations qui font connaître la grandeur et la direction de la résultante R.
36. Proposons-nous actuellement de trouver le moment de la résultante R de deux forces parallèles quelconques P et Q, par rapport â un plan MN. Supposons d'abord ces deux forces de même sens et d'un même côté du plan (fig. 10'). Par les points d'application A et B des forces P et Q r menons la droite BA rencontrant le plan MN en Ô, et soit G le point d'application de la résultante R ; nous aurons évidemment (2$)
R = P + Q et P-AC^QBC.
Des pointe A, B, C, menons sur le plan MN, les perpendiculaires AA f = 1^ BB r = q 1 et CC = i* : ces perpendiculaires seront dans un même plan perpendiculaire au premier MN , et OrV sera l'intersection de ces deux plans. Les triangles équiangles OAA' et ÔCC, puis OCC et OBB', donnent i* \ tf \ \ OC
: oa, puis q r : s :: ob : oc$ d\>ù 9*-—? : r> :; ac : oc
et ^— V ; / ;: BC ; OC On a donc
AC=i r -^XOC et BC = 2^XOC.
Substituant ces valeurs dans P-AC = Q-BC, puis supprimant r* et transposant , il viendra d'abord ( r* — p')¥* OC = ( q 9 — /•*)<£• OC, et ensuite
Rr' = P/ + Q 3 '...(3)
Si les deux forces P et R étaient dirigées chacune en sens •opposé à celui que nous venons de considérer, il faudrait leur donner le signe < — dans la formule (3), qui alors deviendrait -44- Rr* == — Fp 1 -f Q/, ou Ry = Yj/— Q$f\ formule exacte, comme on le vérifierait d'ailleurs, en répétant, sur la fig. u, les raisonnement et les calculs précédens. De même, si la force P tombait seule de l'autre coté du plan MN, la distance /serait 'Mile taosurée en sens contraire et prendrait le signe — dans la
formule (3); on aurait donc alors Rr*= Qf — Fj/, comme on le vérifierait d'ailleurs par la construction d'une nouvelle figure.
On voit que la formule (3) s'applique à tous les cas, pourvu qu'on y donne le signe — à chaque ligne ou à chaque force, dirigée en sens opposé à celui que nous avons considéré" pour obtenir cette formule.
37. Maintenant, soient P t , P a , V t% ..., P,,, des forces parallèles dans l'espace; soient <£,, d a , a\, ..., d^, les distances de leurs points d'application au plan des momens MN. Ces points étant liés entre eux d'une manière invariable , soit R la résut» tante dés deux forces P t , P a et r a la distance à MN de son point d'application ; soit R 3 la résultante des deux forces R a , P 3 et r $ la dislance dé son point d'application à MN , et ainsi de suite ; enfin , soit R w la résultante du système et r n la distance de son point d'application : d'après la formule (3), il est clair qu'on aura
R a = P t + P a , R^rzP^ + P^
R #* = R /»-t + P » » R /» r » = R #»-. r i*~. + *Vir Ajoutant entre elles les équations de chaque colonne, et réduisant, on obtiendra
Ainsi , i* la résultante de tant ds forées parallèles qu'on voudra est égale à leur somme; a* le moment de la résultante, par rapport à un plan, est égal à la somme des momens des oompo± santés, par rapport au même plan.
Par somme, il faut entendre ici la somme algébrique des forces et des momens pris avec lés signes qui leur appartiennent. Or, si l'on regarde comme positives les forces qui tirent dans un sens, il faudra regarder comme négatives les forces qui tirent en sent contraires (36). De même, si l'on donne le signe -f» aux distances des points d'application situées d'un côté du plan des mo» mens MN, il faudra prendre avec le signe — - les distances situées de l'autre xôté.
38. La somme des momens des composantes est nulle, 1* lorsqu'il y a équilibre dans le système, car alors R A = o ; a° dès que
r m = o, po que le point d'application de la résultante est dans le plan des momens.
Remarquons d'ailleurs que si tous les points d'application des composantes sont dans un même plan , celui de leur résultante sera aussi dans ce plan. Car en prenant ce même plan pour celui des momens, les distances d^ «? a , d 6 , .'.., d n , seront nulles \ donc on aura R,,*^ = o , et par suite r n = 6.
Lorsque tous les points d'application des composantes et de la résultante sont dans un même plan P ; si par un axe OX, tracé dans ce plan , on élève à celui-ci le plan perpendiculaire P', il est évident que les perpendiculaires menées sur OX des points d'application , seront aussi perpendiculaires sur le plan P' ; donc les momens des forces , par rapport à OX , seront les mêmes que par rapport à P'} c'est-à-dire que le moment de la résultante, par rapport à OX, sera la somme algébrique des momens des composantes^ par rapport au même axe.
Supposons que les points d'application des forces parallèles proposées soient situés sur une même droite d, celui de leur résultante se trouvera aussi sur cette droite. Menant sur d un plan perpendiculaire P, qui la rencontre en O \ il est clair que les distances de O aux points d'application des forces , seront aussi les distances de ces points au plan P : donc les momens des forces, par rapport au centre O, seront les mêmes que par rapport au plan P; conséquemment , lorsque des forces' parallèles ont leurs f oints oV application sur une même droite, le moment de la résultante, par rapport à un point de cette droite, est égal à la somme algébrique des momens des composantes, par rapport au même potnt»
3g. La théorie précédente conduit facilement à la composition des forces parallèles. En effet , connaissant les forces parallèles P 4 , P„ P 3 , ..., P n , et leurs points d'application dans l'espace, prenons trois plans perpendiculaires entre eux, se coupant suivant les trois droites rectangulaires AX, AY et AZ ; menons sur ces trois plans des perpendiculaires, à partir de chacun des points d'application des forces proposées et de celui inconnu de leur résultante R. Soient :r t , x a , x 5 , ..., x, les perpendiculaire» parallèles à AX; y^jr^jr^ ...,jr, celles parallèles à AY, et enfin * %y *.i *ji •••1*1 celles parallèles à AZ : nous aurons (37).
R r = ? lXi + P^, + P^ + - + *nfn R* = Yz % + P a * a + P 3 * 3 + ... + P A
La composition successive des forces parallèles ne donne évidemment qu'un seul point d'application à leur résultante \ mais on ignore si, en suivant un autre ordre dans cette composition, on aurait encore le même point d'application. Or, les forces proposées restant les mêmes, ainsi que leurs points d'application, il est visible , par les équations précédentes , que la résultante R et les distances x, y, z, resteront respectivement les mêmes et n'auront qu'une valeur chacune. Si donc il pouvait y avoir plusieurs points d'application de la résultante R ; en prenant sur les droites AX, ÂY, AZ , des longueurs respectivement égales aux distances calculées x, y, *, et menant par les points ainsi déterminés, des plans parallèles aux trois plans proposés; tous les points d'application de R , se trouveront à la fois sur les trois nouveaux plans ; ils coïncideront donc avec le seul point com- , non à ces plans, et n'en feront qu'un seul, qui se trouve ainsi complètement déterminé.
Remarquons présentement que les valeurs des distances. ;r, j-, z, sont absolument indépendantes des angles que les forces parallèles font avec les trois plans rectangulaires proposés ; d'où il est visible que le point d'application de la résultante R reste absolument le même , lorsque les forces , sans cesser d'être de mêmes grandeurs respectives , d'être parallèles entre elles et appliquées aux mêmes points , changent de direction à l'égard des trois plans. Ce point remarquable, par lequel passe constamment la résultante, quelle que soit la position des forces à l'égard du système de leurs points d'application, se nomme centre des forces parallèles. Ce point est unique dans le système ; et on voit de plus , par les équations des momens , qu'il resterait encore le même, si les forces parallèles augmentaient ou diminuaient toutes dans un même rapport.
De la Pesanteur et des Centres de gravité.
4o. On appelle pesanteur on gravité, cette cause inconnue qui fait descendre tous les corps vers la terre , dès qu'ils sont abandonnés à eux-mêmes. La pesanteur est donc aussi une force, puisque c'est une cause de mouvement. Cette force pénètre les parties les plus intimes des corps physiques, et agit également
( 31 ) sûr tous leurs points matériels. Car l'expérience prouve que dans un espace privé d'air, des corps quelconques , tels qu'une masse de plomb et le duvet le plus léger, tombent de la même hauteur et dans le même temps , c'est-à-dire avec la même vitesse finale ; ce qui n'arriverait pas si la pesanteur, qui est proportionnelle à la vitesse qu'elle imprime, agissait inégalement sur les divers points matériels. Ainsi la pesanteur tire également toutes les molécules des différens corps , et aucune n'échappe à son action.
Cependant, l'intensité de la pesanteur n'est pas rigoureusement la même pour une même molécule placée dans deux lieux différens du globe terrestre : elle varie à la surface de la terre , depuis l'équateur où elle est la plus petite, jusqu'au pôle où elle est la plus grande : de plus , elle diminue à mesure que la molécule s'élève verticalement au-dessus de la surface du globe que nous habitons ; et on a trouvé qu'elle décroît en raison inverse des carrés des distances au centre de ce globe. Mais les dimensions des corps que l'on considère en statique, étant toujours fort petites à l'égard du rayon de la terre , dont la moindre valeur est de plus de i5oo lieues, les variations de la pesanteur, pour les diverses parties d'un même corps, sont pour ainsi dire nulles, ainsi que nous le verrons dans la suite ; et l'on doit regarder cette force comme constante dans toute l'étendue du corps.
4i. La direction de la pesanteur est celle que prend lejilrà~ plomb en équilibre ; et on a vérifié qu'il est alors perpendiculaire à la surface des eaux tranquilles. Cette direction, dans le L'eu où y on se trouve, est nommée verticale; et tout plan qui lui est perpendiculaire, se nomme plan horizontal.
La surface de la terre, ou plutôt celle des mers non agitées, étant à peu près sphérique, les directions de la pesanteur vont à peu près concourir au centre du globe. Ainsi à mesure que l'on change de lieux sur la terre , la verticale change , aussi bien que le plan horizontal : mais les distances que l'on considère dans les corps en statique, sont toujours fort petites, et les angles que font les verticales menées des différens points de ces corps sont très-voisins de zéro; de sorte que ces verticales peuvent être regardées, sans erreur appréciable, comme parallèles entre elles : deux fils-à-plomb, placés à une distance peu considérable l'un de l'autre, ne manifestent aucune convergence aux mesures les plus précises, et sont par conséquent parallèles.
Ainsi désormais nous regarderons tous les points matériels des
( *2 ) corps, comme sollicités par de petites forces égales, parallèles et de même sens , dues à la gravité ; et nous pourrons appliquer aux forces qui proviennent de la pesanteur, tout ce que nous avons dit des forces parallèles , appliquées à un assemblage de points liés entre eux d'une manière invariable. D'abord nous en conclurons que la résultante de toutes les forces de la pesanteur leur est parallèle, c'est-à-dire verticale; et ensuite, qu'elle est égale à leur somme,
4^. La valeur de cette résultante est ce qu'on nomme le poids du corps. Soit k la quantité de matière de chacune des molécules égales du corps , m le nombre de ces molécules et <p la force de la pesanteur qui sollicite chacune d'elles. Il est clair que la quantité de matière du corps proposé est mk : c'est ce qu'on appelle la masse du corps. Et comme le poids P de ce corps est la résultante des m forces parallèles ç qui sollicitent ses fn molécules , il s'ensuit que P= mp.
Pour un autre corps, de même nature ou non que le premier, dont les m! molécules peuvent toujours être supposées avoir chacune la même quantité k de matière que celles du premier, on aura de même F = m!ç. Donc P * P' ; l m • m! • ; mk l m!k\ c'est-à-dire que Us poids sont entre eux comme les masses.
Il faut bien se garder de confondre les mois pesanteur et poids r qui expriment des idées fort différentes : la pesanteur est la cause qui attirent les corps vers la terre ; c'est la petite force ç agissant sur chaque molécule : le poids est la somme de ces forces pour un corps ; c'est l'effort qu'il faut faire pour soutenir le corps , et détruire la résultante de toutes les forces f qui sollicitent les diverses molécules du même corps.
43. Nous avons vu (39) que les forces parallèles appliquées à différons points liés entre eux d'une manière invariable, ont un centre, c'est-à-dire un point unique par lequel passent continuellement les résultantes successives , lorsqu'on fait tourner toutes les forces parallèlement à elles-mêmes, avec leurs grandeurs primitives et en conservant les mêmes points d'application : donc, comme tout corps n'est qu'un assemblage de points matériels , plus ou moins rapprochés et dans des positions fixes les uns à l'égard des autres, il y a dans chaque corps pesant un point unique par lequel passe continuellement la direction du poids , lorsqu'on tourne le corps dans différentes positions à l'égard du plan horizontal. En effet, les forces de la pesanteur ne cessent
C 33 ) pas, dans toutes ces positions, de solliciter les mêmes points matériels et d'être parallèles ; par conséquent les résultantes successives de ces forces, ont toutes même grandeur et se coupent continuellement au même centre, qu'on appelle alors centre de gravité ou ^inertie du corps.
On voit que si le centre de gravité est fixe, ou s'il est soutenu par une force suffisante , le corps restera en équilibre autour de lui dans toutes ses positions. Si ce n'est pas le centre de gravité qui est fixe, mais un autre point faisant partie du corps solide, alors il est nécessaire, et il suffit pour l'équilibre, que ce point et le centre de gravité soient dans une même verticale ; car alors ht direction du poids passera par le point fixe, où l'on peut le supposer appliqué (18). Dans ce cas, suivant que le centre de gravité est plus bas ou plus haut que le point fixe, le corps est suspendu ou supporté.
Dans la recherche de l'équilibre de plusieurs forces appliquées à un corps solide, on devrait avoir égard aux actions de la pesanteur sur les difFérens points matériels ; mais la question devient beaucoup plus simple, dès que l'on connaît le poids et le centre de gravité du corps ; car ce poids est une force verticale appliquée au centre de gravité , qu'il suffit de combiner avec les autres forces du système, pour trouver les conditions de l'équilibre ; et on pourra alors regarder tous les points matériels comme toutà-fait dénués de pesanteur.
44- Le centre de gravité jouit de plusieurs autres propriétés remarquables , et il importe beaucoup de savoir le déterminer pour des corps dei figures données. C'est à quoi Ton parvient, d'une manière expérimentale , pour un grand nombre de corps, «par -des droites successivement verticales, soit en suspendant le Corps à plusieurs de ses points , soit en le plaçant en équilibre -sur un jflau horizontal, dans diverses positions. Mais on y parvient plus sûrement et souvent d'une manière plus simple , par le calcul, qui, lorsqu'on peut l'appliquer, a une rigueur d'exactitude que l'expérience seule n'atteint jamais. Voyons dondcomment on applique le" calcul à la détermination des centres de
gravité.
D'abord on peut toujours regarder un corps comme un assemblage de points matériels qui sont eux-mêmes leurs propres centres de gravité ; ainsi la position du centre de gravité total dépend de la figure du corps et de la manière dont les molécules y sont
distribuées. On conçoit en effet , que si la figure et le volume restant les mêmes, les molécules viennent à s'écarter les unes des autres dans une certaine partie du corps , de manière qu'elles se rapprochent davantage dans une autre , les forces qui agissent sur elles n'étant plus réparties de la même manière , la position de la résultante générale changera, et par conséquent celle du centre de gravité du corps. Ainsi dans la détermination de ce point , il faudrait avoir égard non-seulement à la figure du corps, mais encore à la loi suivant laquelle les molécules sont distribuées dans toute son étendue.
Il n'est guère possible d'assigner rigoureusement cette loi pour des corps de volumes très-considérables ; mais heureusement, dans les corps de petites dimensions , tels que ceux qui composent les machines, on peut, sans erreur appréciable, supposer, comme nous le ferons désormais, que dans chacun, il y a une infinité de points matériels égaux entre eux et distribués Sune manière uniforme dans toute son étendue. Ces corps sont dits homogènes ou uniformément denses; leurs surfaces ont l'épaisseur et leurs lignes l'épaisseur et la largeur de chaque molécule élémentaire. De sorte que les lignes et les surfaces, en statique, sont pesantes et ont par conséquent des centres de gravité. C'est en cela qu'elles diffèrent des lignes et surfaces géométriques; et il est clair que deux droites statiques ne peuvent se couper qu'en un point matériel , et deux plans que suivant une droite matérielle.
45. Soient v et v' les volumes de deux corps uniformément denses et de même nature ; m et m' les nombres de leurs molécules, P et P f leurs poids : on aura, comme on Ta vu (4*)i P l P f 1 1 m * m! . Puisque les deux corps proposés sont de même nature et uniformément denses, il y a le même nombre n de molécules dans l'unité de volume de chacun $ donc dans les v et v f unités , il y aura nv et nv 1 molécules ; c'est-à-dire que m = nv et m 1 = nv*\ d'où m\m!\\v\v*. Par conséquent P • P' • •
v • v 9 et P = P' X ™
Si donc on prend pour unité de poids, celui P f de l'unité de volume v\ il viendra, en sous-entendant ces deux unités, P — v\ c'est-à-dire qu'alors le poids du corps est représenté par son volume.
On verrait de même que le poids Sune surface est représenté par son aire, et le poids Sune ligne par sa longueur.
D'après cela, les poids seront désormais des forces parallèles, appliquées aux centres de gravité, et représentés par lésion** gueurs, les aires ou les volumes, suivant qu'il s'agira de lignes, de surface, ou de corps.
46. Dans tout corps homogène , on appelle respectivement densité et pesanteur spécifique, la masse et le poids de l'unité de volume. De plus , en prenant pour unité la masse de chacun des points matériels égaux qui composent le corps proposé, sa masse sera le nombre M de tous ces points matériels. Désignant donc par P le poids et par v le volume total , par D la densité et $ le poids spécifique ; et enfin par g la mesure de la gravité, c'est-àdire celle de chacune des forces égales de la pesanteur qui sollicitent les divers points matériels du corps proposé , on aura les relations P = ]%, P=*v et M = Dv.
Prenant les momens par rapport à trois plans rectangulaires , tant du poids total P du corps que de ses points matériels, dont les poids sont tous égaux à y, on aura , pour déterminer la position du centre de gravité du corps proposé, trois équations dans lesquelles , à cause de P = Mgr, la quantité g disparaîtra des deux membres.
Ces équations ne renfermant donc plus que des masses et des distances, on voit que la position du centre de gravité ne dépend nullement de la valeur particulière de la pesanteur, et reste conséquemment le même dans tous les lieux et à toutes les hauteurs, pour un même corps : en un mot, ce point ne dépend que des masses et de leurs positions respectives $ et voilà pourquoi on le nomme aussi centre à" inertie du corps.
47* Principe. Voyons maintenant le principe d'après lequel on détermine les centrés de gravité de tous les corps , ou plutôt de toutes les figures que la géométrie considère. Soit un corps de densité uniforme et symétrique par rapport à un centre O ; c'est-à-dire ayant un point O tel , qu'il divise en deux parties égales toute droite menée par lui et terminée au contour de la figure : il est clair que toutes les molécules égales du corps , sont deux à deux à égales distances et de part et d'autre de O ; ainsi O est le point d'application de la résultante dès poids égaux de chaque couple de molécules (23) ; O est donc aussi celui de la résultante totale ou du poids du corps proposé (4?) ; par conséquent O est le centre de gravité du même corps. De sorte que le
centre de gravité de tout* figuré symétrique par rapport à un point, coïncide avec ce point.
On verrait , d'une manière analogue , que le centre de gravité de toute figure symétrique par rapport à un axe ou à un plan 1 est situé sur cet axe ou ce plan.
Il suit de là que , i ° le centre de gravité d'une droite uniformément pesante est au milieu de sa longueur ; 2° le centre de gravité du cercle ou de sa circonférence est au centre ; 3° le centre de graVité de Taire ou du contour ou des sommets d'un parallélogramme , est au milieu d'une diagonale ; 4° ce * a * d'un parallélipipède , ou de sa surface totale , ou de sa surface convexe, ou de ses douze arêtes, ou enfin de ses huit sommets, est an milieu d'une diagonale ; 5 A celui de la sphère ou de sa surface est au centre ; 6° enfin, le centre de gravité d'un cylindre, ou de sa surface totale, ou de sa surface convexe, est au milieu de son axe.
48. Théorème. Le centre âegrabité du contour à*un triangle, est au centre du cercle inscrit dans le triangle joignant les milieux des côtés du proposé ( fig. 12).
Car les poids des trois côtés étant des forces parallèles appliquées à leurs milieux D, H, I, et représentées par les longueurs ÂB, BC, AC, la résultante des deux forcés parallèles AB et BC, appliquées eh D et H, passe par le point M, qui donne AB ; BC * ; MH l DÏVI. La résultante des deux forces parallèles AB-f BC et AG, appliquées en M et I, passe par un point de IM, lequel conséquemment est le centre de gravité du contour de ABC. Or* là proportion précédente fait voir que IM divise l'angle DIH en. deux parties égales ; ainsi le centre de gravité du contour proposé, se trouve à la fois sur les droites qui divisent en deux parties légales les angles du triangle DIH ; il est par conséquent lé Centre du cercle inscrit dans ce triangle.
Remarque. Pour avoir le centre de graVité du contour d'un polygone , et en général , d'un assemblage de droites disposées comme on voudra dans l'espace , on observe que lés poids dé ces droites sont dés forces parallèles , appliquées aux milieux de ces droites et proportionnelles à leurs longueurs, puis on procédé à la composition successive de ces forces parallèles (26), ou bien Ton fait usage de là théorie des momens (38). tl est dont facile de trouver le centre de gravité du contour d'un quadrilatère.
49* Théorème. Le àentrè de griisùiU âè faire, on du contour,
ou dee sommets Sun polygone régulier, e$t au centre de ee polygone. Car la droite d, qui passe par le centre et par le sommet d'un angle , divise en deux parties égales toute droite qui lui est perpendiculaire et terminée de part et d'autre au contour : donc (47) le centre de gravité de ce contour, eu de Paire, ou des sommets, se trouve sur d. Ce centre de gravité est donc à la fois sur deux droites d et d 1 passant par deux sommets et le centre du polygone ; il coïncide par conséquent avec ce centre.
5o. Théorème. Le centre de gravite* de Paire Sun triangle cet sur la droite menée du sommet au milieu de la base, au Mère de cette droite, à partir de la base, ou aux deus tiers, à partir du Commet (fig. i3).
On peut toujours concevoir, en effet, le triangle ABC comme la somme d'une infinité de droites matérielles parallèles à la base BG ; et alors chacune sera divisée en deux parties égales par la droite AD qui joint le sommet A au milieu D de la base BC. Donc le centre de gravité du système de ces droites, et conséquemment de l'aire du triangle ABC, est sur AD. Par la même raison , ce centre est sur la droite BE qui joint le sommet B au milieu E du côté opposé AG 5 il est par conséquent à l'intersection O des deux droites AD et BE. Or, DE est parallèle à AB et en vaut la moitié ; donc puisque les deux triangles AOB et DOE sont équiangles, on a DO=£AO; d'où ADnrfAO, puis AO = |AD et DO = £AD.
CoftOLLAiix. U est aisé de voir que le centre de gravité des trois sommets, ou de trois masses égales, appliquées aux sommets d'un triangle, est le même que celui de l'aire de ce triangle. Ainsi, d'après la théorie des moment , on trouve que la distance du centre de gravité d'un triangle à un plan ou à une droite située . dans le plan de oe triangle , vaut le tiers de la somme algébrique des distances de se» trois sommets au même plan ou h la même
droite, Cohqijjube IL U est maintenant facile de trouver le centre
de gravité d'un polygone, et en général, d'un assemblage de
triangles» On cherchera les centres de gravité de ces triangles ;
pui* les poids des mêmes triangles étant des forces parallèles ,
appliquées à leurs centres de gravité et représentées par leurs
aires, le point d'application de la résultante de toutes ces forces
sera le centre 4e gravité demandé. On le trouvera donc ou par
la composition sqçxgttive des fort* parallèles, ou par la théorie
des momens.
Ainsi on verra, par exemple, que le centre de gravité de la surface de tout tétraèdre , est le centre de la sphère inscrite dans le tétraèdre qui joint les centres de gravité des faces du proposé,
5i. Théorème. Le centre de gravité â 'un prisme quelconque, est le milieu de la droite qui joint les centres de gravité des deux bases. '
En effet, on peut toujours concevoir le prisme comme formé d'une infinité de lames élémentaires, parallèles et égales k la base b , et ayant toutes Pépaisseur infiniment petite de chacun des points matériels égaux qui composent la masse du prisme. Soit O' le point où l'une l de ces lames est percée par la droite d qui joint les centres de gravité O et P des deux bases b et V$ soit A'B' le côté de l égal et parallèle au coté AB de b : il est clair que les deux triangles OAB et O'A'B' sont égaux, et qu'en faisant coïncider l et ô, leurs centres de gravité coïncideront aussi, ainsi que O f et O. Or, O est le centre de gravité de b\ donc O' est celui de l. Donc la droite d passe par les centres de gravité de toutes les lames élémentaires. Ainsi les poids égaux de ces lames sont des forces parallèles égales, de même sens, appliquées aux différera points de la droite <J, et à égales distances, de part et d'autre du milieu de d; donc le centre de gravité du système de toutes ces lames, c'est-à-dire celui du prisme, est le milieu de la droite d.
5s. Théorème. Le centre de gravité de tout tétraèdre est sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base', au quart de cette droite, à partir de la base et aux trois quarts, à partir du sommet ( fig. 1 4 )•
Soit SABG le tétraèdre proposé et G le centre de gravité de sa base ABC ; les droites CG et AG passent donc par les milieux I et E des côtés AB et BG (48). Concevant le tétraèdre formé d'une infinité de droites matérielles parallèles à AB et terminées de part et d'autre aux faees ASC, BSG ; ces droites seront divisées chacune en deux parties égales par le plan SCI ; donc les centres de gravité de toutes ces droites, et conséquemment celui du tétraèdre, seront dans ce plan. De même, le centre de gravité du tétraèdre est dans le plan SAE ; il est donc sur l'intersection SG de ces deux plans. Par des raisons semblables , ce centre de gravité est sur la droite CH qui joint le sommet C au centre de gravité H de la face opposée S AB ; il est par conséquent l'intersection O de ces deux droites, situées dans le plan SCI. Or, à
( 39 ) cause de IG=£ÏC et de IH=^IS, GH est parallèle à SG et en vaut le tiers ; les deux triangles GOH et SOC sont donc équiangles et donnent OG = JOS 5 d'où SG=:§OS, puis OS=|SG et GO = £SG.
Corollaire. Le centre de gravité des quatre sommets, c'està-dire de quatre masses égales appliquées aux quatre sommets d'un tétraèdre , est le même que celui de ce tétraèdre. D'où il suit que la distance du centre de gravité d'un tétraèdre, à un plan quelconque, vaut le quart de la somme algébrique des distances de ses quatre sommets au même plan.
Corollaire II. Pour avoir le centre de gravité d'un polyèdre quelconque, et en général, d'un assemblage de tétraèdres, on observera que les poids de ces tétraèdres sont des forces verticales , appliquées à leurs centres de gravité et représentées par leurs volumes; puis on déterminera la position du centre de gravité du système , soit par la composition successive des forces parallèles, soit par la théorie des momens, comme dans le théorème que voici.
53. Théorème. Le centre de gravité Sune pyramide polygonale uniformément dense, est sur la droite qui joint le sommet et le centre de gravité de la hase, au quart de cette droite, à partir de la base et aux trois quarts, à partir du sommet.
D'abord la pyramide proposée est la somme de tétraèdres % tous de même hauteur h qu'elle , et ayant respectivement pour bases les triangles 0, 6, c, <Z, etc., qui composent la base B de cette pyramide. Il est clair que les centres de gravité de ces tétraèdres sont tous situés sur le plan B f , mené parallèlement à la base B, par le point O au quart, à partir de B, de la droite SG joignant le sommet S de la pyramide au centre de gravité G de sa base B ; car ce plan B* coupe proportionnellement S G et les droites qui joignent le sommet S aux centres de gravité des triangles a, &, c, <Z, etc. Donc le centre de gravité de la somme des tétraèdres , c'est-à-dire celui de la pyramide , est sur le plan W m
D'un antre côté , les poids de la pyramide et des tétraèdres sont des forces parallèles , appliquées aux centres de gravité respectifs et représentées par les volumes. Prenant donc les momens par rapport à un plan SGN conduit suivant SG, désignant par m, », u, x,y % etc., les distances à ce plan des centres de gravité de la pyramide et des tétraèdres qui la composent, il viendra, en supprimant le facteur $h commun,
Ba»3=:att-f-fa r + ap + 4j r + ete ' ••• (0* Soient *?, a/, *f,rf, etc., les distances an plan SGN, des centres de gravité des triangles a, &, <?, <J, etc.; le point d'application G de la résultante B des forces parallèles a, 6, <?, e?, etc., étant sur le plan SON, la somme des momens de ces forces, par apport à SGN, est nulle , et on a
au 1 + W + ex? -f- dy* -f- etc. = o ... (2).
Or, les perpendiculaires uetu'k SGN, sont parallèles et dans un même plan avec la droite menée de S au centre de gravité de a; et il en résulte deux triangles équiangles, qui, donnent u = |w r . De même , v = |v', et ainsi des autres. Multipliant donc Téquation (2) par | et substituant, on verra que le second membre de, Téquation (1) est nul ; donc Bm = o , et par suite m= o ; c'est-à-dire que le centre de gravité de la pyramide proposée est sur le plan SGN. Par la même raison , ce centre de gravité est sur un autre plan conduit par SG \ il est par conséquent sur l'intersection SG de ces plans. Déjà il se trouve sur le plan B ; ; il est donc à l'intersection O de ce plan avec SG. Donc puisque GOr=£SG, par construction, il en résulte le théorème énoncé d'abord.
Corollaire. Tout cône droit ou oblique , à base circulaire ou non , n'étant au fond qu'une pyramide d'une infinité de faces latérales, on voit que le centre de gravité de tout cône est sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base, au quart de cette droite, à partir de la base.
Corollaire II. La droite SG menée du sommet d'une pyramide au centre de gravité de sa hase, passe par le centre de gravité de toute section P, parallèle à cette base. D'abord la section P coupe les tétraèdres qui composent la pyramide, suivant les triangles a*, 5 f , c^, d f , •«., respectivement semblables ans bases a, b % c, d, .... Soit G' le point où la droite SG perce la section P, et soient u, v, x, y % ••., m, les perpendiculaires abaissées sur le plan SGN des centres de gravité de a\ b 1 , </, df % ..., P 5 on aura, en prenant les momens par rapport au plan SGN,
Pm s= a f u -f- Vv + dx + d!y -f- etc. .♦• (3). Or, il est facile de voir que la droite SK menée du sommet d'un tétraèdre au centre de gravité K. de sa base a % passe par le centre de gravité Kf de la section af parallèle à cette base (5a); donc les perpendiculaires u et n' à SGN, sont parallèles et dans un même plan avec SK; et il en résulte deux triangles équiangles, donnant m* : « : : SK ; SK7 : : SG « SG*. De sorte qu'en frisant $G=sr* SG*, on aura ufxxru. On aura de même v'=ri/, x'=rff, /'sarpr, etc. D'tilfau?, Isa triangles a, à, c,
d, etc., qui composent B, «Étant proportionnels aux triangles a*, ^, ^ <£ç etc., qui composent P; en désignant par r 1 le rapport commun, on aura az=za r H, £=^W, czzzc'H^ d^zaVr 1 , etc, Multipliant donc l'équation (3) par rH, et substituant, il viendra
Pmrr'=3<ut'-f- bif -\- cx'-f- dy* + etc. = o.
Or, P, r^r 9 , n'étant pas nuls, il faut qu'on ait m=o ; de sorte que le centre de gravite' de P se trouve sur le plan SGN, et par la même raison , sur un autre pian conduit suivant SG ; donc il est sur la droite SG, au point G 7 .
Remarque, H est clair que le point G* est homologue à G. Et comme on peut toujours couper la pyramide par un plan parallèle à la base B, de manière que la section soit égale à un polygone P, semblable à cette base , il en résulte" que les centres de gravité de deux polygones sembla' blés B et P, sont deux points homologues ou semblablement placés sur ces polygones.
En général, si Ton observe que dans deux figures semblables, planes on solides, les elémens homologues sont proportionnels, on verra que dans deux figures semblables, terminées par des droites ou des plans, des lignes ou des surfaces courbes, les centres de gravité des sommets, des périmètres, des surfaces, ou des volumes, sont chaque fois deux points homologues ou semblablement placés dans ces deux figures.
54* Tbvokèmes. Voici encore plusieurs théorèmes, faciles à démontrer sur les centres de gravité, d'après la théorie des momens :
I. Le centre de gravité éPun arc a de ceràle, est sur le rayon qui passe par le milieu de cet arc et à une distance du centre , quatrième proportionnelle à la longueur de cet arc, à sa corde et au rayon. D'abord ce centre de gravité est sur le rayon mené au milieu de a (47)* De plus, il est aisé de voir que le moment de chaque élément de l'arc , par rapport au diamètre parallèle à la corde c, est égal au rayon r multiplié par la projection de cet élément sur cette corde ; donc la somme des moments de tous les élémens, c'est-à-dire celui ax de l'arc entier, est égal à rc\ VoùalcUrlx.
II. Le centre de gravité de Faire aVun secteur circulaire , est sur le rayon mené au nulieu de Tare, à une distance du centre, quatrième proportionnelle à Parc , à sa corde et aux deux tiers du rayon r. Car le secteur proposé est 'composé d'une infinité de triangles isocèles égaux, infiniment petits, dont les poids chargent également et uniformément l'arc a', semblable au proposé 0, et dont le rayon et les deux tiers <fo proposé r : donc le centre de. gravité du secteur est le même que celui de l'arc a! .
CoftOLLWE. Le centre de gravité d'un segment circulaire j, dont r est le rayon et c la corde, est sur le rayon niené au milieu de l'arc, à une distance x du centre, telle qu'on a ia*x=c l .
m. 1* centre de gravité de Paire d'un trapèze est sur la droite d qui joint kf milieux des deux bases a et b % et divise cette droite on doux
parties «' et 6', adjacentes à a et à b, telles qu'on a a f \ V • : a -f- a& :
IV. Le centre de gravité de tout tronc de pyramide , à bases parallèles a 1 et £*, est sur la droite d qui joint les centres de gravité des deux bases , et divise cette droite en deux parties a 1 et £', adjacentes aux bases a 1 et 6% de manière qu'on a
a! : V : : **-+. aa£ + 3£ a : 3a a + aa* + b\
Ce théorème s'applique au cône tronqué, à bases parallèles.
V. Le eentre de gravité de toute zone sphérique, est au milieu de la droite d qui joint les centres des deux bases. Car la zone proposée est la somme d'une infinité de zones équivalentes , de hauteurs égales infiniment petites, dont les poids chargent la droite d également et uniforme* ment. (Le même théorème s'applique à la calotte sphérique.)
VI. Le centre de gravité de tout secteur sphérique , est sur le rayon qui passe par le centre de la base de la zone sur laquelle il s 9 appuie y et à une distance du centre de la sphère , égale aux trois quarts du rayon, moins les trois huitièmes de la hauteur de la zone. H est clair, en effet, que le secteur sphérique proposé est la somme d'une infinité. de tétraèdres, infiniment petits et équivalens, dont les poids égaux sont distribués uniformément sur une zone concentrique à celle du secteur et dont le rayon est les 3 quarts de celui de la sphère : donc le centre de gravité du secteur est le même que celui de la nouvelle zone, et se trouve par le théorème V.
Remarque. D'après la théorie des momens, on trouve, aisément la position du centre de gravité d'un segment ou «Tune 'tranche sphérique. On verrait aussi que le centre de gravité de la surface convexe d'une pyramide régulière ou d'un cône droit, est au tiers de l'axe, à partir de la base.
Application de la Théorie des Centres de gravité.
55. Tout corps pesant ayant sa base plane en contact avec un plan horizontal, sur lequel il peut glisser librement d'ailleurs, demeure en équilibre, dès que la direction verticale de son poids passe dans l'intérieur de la base. Car ce poids pouvant être, regardé comme appliqué au point de sa direction qui se trouve en contact avec le plan horizontal (18), ser» nécessairement détruit par la résistance de ce plan, puisqu'il n^y a pas de raison pour que le nouveau point d'application se meuve d'un côté plutôt que de l'autre sur le plan. Mais si la direction du poids tombait hors de la base ; en regardant ce poids comme appliqué au point de la surface du corps qui se trouve sur sa direction, rien n'empêcherait ce point de se rapprocher du plan ; et le corps culbuterait.
On voit donc qu'im corps pesant ne saurait demeurer en tiare sur un plan horizontal, abstraction faite du frottement, que quand la verticale abaissée du centre de gravité, tombe dans Vin* térieur de la base en contact avec le plan. Plus la base est petite, pins cette condition est difficile à remplir : de là l'impossibilité de faire tenir une canne debout.
56. Lorsque le corps en équilibre sur un plan horizontal j ne le touche pas suivant une surface continue j mais seulement en plusieurs points isolés, tels que ceux des pieds d'une table, la direction du poids du corps tombe nécessairement dans V intérieur du polygone ayant pour sommets les points d'appuis. Car il est clair que le poids appliqué au centre de gravité, se décompose en plusieurs forces obliques au plan et transmises à ces points d'appuis, par l'intermédiaire des parties solides du corps. Chacune de ces forces obliques se décompose elle-même en deux autres, Tune dirigée dans le plan et l'autre perpendiculaire et détruite par la résistance du plan. Les -forces perpendiculaires au plan sont les seules qui le pressent ; et la somme de ces pressions étant évidemment égale au poids du corps; ce poids est la résultante de toutes les forces perpendiculaires. Or, la résultante de plusieurs forces parallèles, passe évidemment dans l'intérieur du polygone que forment les points d'application de ces forces (26); donc enfin la direction du poids du corps tombe dans l'intérieur du polygone formé par ses points d'appuis.
• Remarquons bien qu'il ne peut y avoir équilibre que dans ce cas; puisque si la direction verticale du poids tombait hors du polygone , ce poids ne serait pas la résultante des pressions qui ont lieu aux appuis; et il n'y aurait qu'une partie du poids qui serait détruite par la résistance du plan ; donc l'autre partie obtiendrait tout son effet, suivant la verticale, et le corps tom-. berait.
57. Ces principes s'appliquent à V équilibre du corps humain. Dans l'homme, le centre de gravité est très-près de l'axe transversal mené par les deux hanches , du moins lorsque les jambes sont maintenues parallèles dans le prolongement du corps, tt les bras appliqués sur les côtés. Or , à cause de la disposition symétrique des membres, le centre de gravité se trouve aussi dans l'axe longitudinal du corps ; il est donc placé à peu près au milieu du corps, entre les deux hanches. Un homme qui se tient droit sur un plan horizontal, ne peut donc être supporté
qu'autant que le centre de gravité se trouye verticalement audessus de l'espace quadrangulaire que les contours des pieds embrassent sur le sol : s'il se tient; verticalement , son équilibre sera d'autant plus assuré, que ses pieds détermineront une plus grande base; et on peut, la longueur des pieds étant donnée, ainsi que V écart des deux talons, troupes* la position que doivent avoir les deux pieds, pour que cette base soit la plus grande possible.
Lorsqu'on se fend, dans l'escrime, en portant un pied devant l'autre, ia stabilité est très-grande dans le sens de ce mouvement, à cause de la grande longueur sur laquelle le corps peut osciller sans cesser d'être soutenu par le sol \ mais elle est beaucoup moindre dans le sens latéral, parce que le triangle ayant son sommet au pied d'avant et sa base au pied d'arrière , est trèsétroit. Tous les mouvemens si gracieux des patineurs ont également pour but et pour effet de maintenir le centre de gravité du corps dans la verticale qui passe par le tranchant du patin posé à chaque instant sur la glace.
Un homme ne peut se pencher en avant, se baisser, sans porter en même temps en arrière une autre partie de son corps, et ramener ainsi la verticale dans la base. Lorsque ses pieds sont k côté l'un de l'autre en se touchant, il a très-peu de stabilité latérale, laquelle est à son minimum , lorsque les pieds sont l'un devant l'autre et leurs axes en ligne droite ; car alors , au moindre mouvement, la verticale sort de cette petite base. Cependant les danseurs de corde prennent l'habitude de se tenir solidement dans cette position*
Une personne assise a, son centre de gravité verticalement placé au-dessus du siège ; pour se relever, elle doit donc rapprocher ses pieds du siège et se pencher en avant, afin de ramener la verticale, dans la base formée par les pieds. Un homme qui porte un fardeau au moyen d'une hotte, est obligé de se pencher en avant, parce que le fardeau et lui forment un seul système dont le centre de gravité tomberait hors de sa base, s'il se tenait verticalement. Par la même raison , il doit se pencher en arrière, lorsqu'il porte un fardeau dans ses bras.
Les divers mouvemens qu'on fait naturellement avec les bras pour se soutenir lorsqu'on trébuche om que l'on glisse , n'ont d'autre but que de ramener la direction verticale du poids du corps à passer par la base que forment les pieds . Cm i tutti pour
cela que les funambules tiennent une longue perche (balancier) entre les mains, pendant leurs jeux, ou font avec les bras divers mouvemens. On voit aussi pourquoi un homme qui tire un corps très»pesant, au moyen d'une corde, donne à son corps une position inclinée, et pourquoi il tombe dès que la corde vient à casser.
Les dessinateurs et les peintres doivent avoir égard aux prin* cipes précédens, dans la pose qu'ils donnent à leurs personnages ; sans quoi leurs tableaux manqueraient de vérité, et produiraient un effet désagréable, quel que fût d'ailleurs le mérite de ces ouvrages.
58. Lorsque l'homme est en marche, le poids de son corps soutenu par le pied immobile , lui fait porter alternativement le centre de gravité au-dessus de l'un et l'autre pied ; ce centre est donc successivement le plus haut et le plus bas possible ; et il en résulte en outre, dans le haut du corps, un balancement sensible, qui devient une cause de gène pour deux personnes marchant l'une à côté de l'autre , mais d'un pas différent ; car alors tantôt lé haut du corps des deux individus s'éloigne , tantôt il se rapproche ; ce qui produit des coudoiemens désagréables et fatiguans. Lorsqu'on veut faire marcher de front un assez grand nombre d'hommes, ce coudoiement produit un effet encore plus fâcheux, et le frottement qui en résulte occasionne la perte de l'alignement et la désunion dans la ligne : c'est pour éviter cet inconvénient que dans l'état militaire, on exige que les soldats marchent du même pas , comme c'est pour alléger leur marche qu'on leur apprend à porter tout le poids du corps sur le pied immobile. Ces deux principes bien observés , peuvent mettre la troupe en état de faire, sans beaucoup de fatigue, des marches considérables. Aussi remarque-ton que les vieux soldats, accoutumés dès longtemps a prendre dans les rangs la position la plus favorable à la marche en ligne , supportent plus long-temps , malgré souvent des blessures et des infirmités, la fatigue des routes , que de jeunes soldats pleins de force et de vigueur, mais encore peu exercés.
59. Lia théorie des centres de gravité est d\me haute impor-* tance dans l'art des constructions : elle reparaît toutes les fois qu'on doit s'occuper de la stabilité d'un édifice , laquelle est à son maximum , lorsque le centre de gravité du système est place verticalement au-dessus du centre de la base. Aussi tout architecte intelligent, prend-t-il les précautions nécessaires pour que
cette condition soit remplie. On croit que les tours de Pise et de Bologne , qui sont inclinées à l'horizon et semblent menacer les passans de leur chute, ont été construites exprès de cette manière, et que dans chacune d'elles Parchitecte a tellement ménagé la disposition des parties, que la verticale menée du centre de gravité, passe par le centre de la base.
Connaissant la forme et l'étendue d'un toit, on peut déterminer le poids et le centre de gravité d'une portion plane de ce toit, en le supposant seulement composé de lattes et d'ardoises, ou tuiles : or cette surface devant être supportée par un certain nombre de chevrons , on pourra répartir le poids en autant de forces égales , qui indiqueront l'effort dont chaque chevron doit être capable. Ceux-ci sont soutenus par des pièces horizontales, qu'on appelle panne et dont le nombre est donné : on pourra donc aussi déterminer l'effort que chaque panne doit être capable de supporter à l'endroit où elle soutient un chevron. De pièce en pièce on trouvera ainsi la résistance dont chaque partie d'une charpente doit être capable , tant dans le sens longitudinal que dans le sens transversal ; en sorte que d'après des règles , fournies par l'expérience et le calcul , sur la résistance des bois , on pourra déterminer les dimensions d'équarrissage de chaque pièce. De cette manière on n'est point exposé à augmenter inutilement ces dimensions , ce qui augmente considérablement les dépenses et a en outre l'inconvénient de charger les murs de l'édifice d'un poids dangereux, et dont on n'évite l'effet qu'en donnant à ces murs de fortes épaisseurs , qui augmentent encore les dépenses et nuisent à la beauté et à l'élégance du système (*).
C'est ainsi que la géométrie et la mécanique fournissent aux arts des moyens de solidité, d 1 exactitude et d'économie. On démontre aisément d'ailleurs, i° que les toits les plus raides ou le* plu* élevés font moins d? effort pour écarter les plates-formes ou sablières que les toits plus surbaissés, lorsque la projection horizontale est la même pour tous ces toits ; 2° que la charge totale d'un toit ou V effort total que les chevrons souffrent, par le poids des tuiles dont ils sont couverts, est toujours la même, quelque surmonté ou surbaissé que soit ce toit.
60 • Les centres de gravité jouissent encore de plusieurs pro-
(*) Cet exemple et celui du précédent numéro, se trouvent, à peu de changemens prés, dans les Leçons de Mécanique de M» DandeUn^ ouvrage que nous avons souvent consulté.
( 47 ) priétës remarquables , qu'il est bon de connaître.- La suivante est d'un usage fréquent-dans la recherche des conditions d'équilibre et présente plusieurs applications importantes :
Lorsqu'un corps ou système solide est en équilibre, son centre de gravité est toujours le plus bas ou le plus haut possible. On conçoit en effet , que si le centre de gravité n'était pas aussi bas ou aussi haut que le permet le système , rien n'empêcherait ce centre de descendre ou de monter encore, et il n'y aurait pas équilibre.
C'est en vertu de ce principe qu'une sphère, un cylindre droit, de densité uniforme, reste en équilibre sur un plan horizontal, dans toutes les positions qu'on veut lui donner; car dans chaque position , le centre de gravité est à la même dislance du plan et ne saurait descendre. Et il en est de même du cône droit.
61. On vérifie d'ailleurs complètement la propriété précédente, en cherchant les conditions de l'équilibre d'une porte dont les gonds sont parfaitement mobiles sur deux points fixes d'une droite inclinée à Fhorison. Supposons que cette porte, de forme rectangulaire, occupe, lorsqu'elle est fermée, la position verticale ABGD (fig. i5), le point D désignant le goud supérieur, et le point O, sur le prolongement de l'horizontale BA, désignant le gond inférieur. Dans cette position, la porte est nécessairement en équilibre ; car son poids P, appliqué au centre de gravité G, et dont la direction verticale est située dans le plan ABC , se décompose en deux forces dirigées vers D et vers A : la première est détruite par la résistance du point fixe D, et la seconde est aussi détruite; car pouvant la considérer comme appliquée en A, elle se décompose elle-même en deux autres, Tune suivant le prolongement de DA, détruite par le point D, et l'autre suivant la droite solide AO et pareillement détruite par la résistance du point O.
On verrait d'une manière absolument semblable, que la porte est aussi en équilibre dans la position verticale A"B"C"D, prolongement de BADC. Mais dans toutes les autres positions intermédiaires, la porte, abandonnée à elle-même, se meut pour aller se fixer dans la position ABCD ; c'est-à-dire que la porte se ferme d'elle-même. En effet, considérons la position A'Ë'C'D, dans laquelle la porte fait avec l'horizon un coin aigu vers AB : il est clair que la direction verticale du poids P, appliqué au centre de gravité. C , tombe dans l'intérieur de ce coin ; et qu'on peut
(. 48 ) décomposer Ce poids en trois forces , deux dirigées suivant CD et G'A f , et détruites ; la troisième perpendiculaire au plan A'B'C et dirigée de G' vers le plan ABC. Cette dernière force n'étant pas nulle, produira tout son effet et ramènera la porte dans la position verticale ABCD, où cette force sera alors égale à zéro. Maintenant, soit I le milieu de DO; la droite IG est horizontale ; et à cause de l'angle aigu DIG, cette droite, dans le mouvement de la porte autour de DO, décrit la surface convexe d'un cône, ayant I pour sommet et son axe dirigé suivant ID. Et si par IG on menait un plan horizontal , la surface convexe proposée toucherait ce plan suivant la génératrice IG $ toutes les autres génératrices seraient donc au-dessus de ce plan , et le point G" en serait le plus éloigné. D'où l'on voit que dans les deux seules positions d'équilibre de la porte, son centre de gravité en G ou en G ff est le plus bas ou le plus haut possible, à l'égard du plan horizontal conduit par AB.
62, Suivant que le centre de gravité est le plus bas ou le plus haut possible , l'équilibre est dit stable ou instantanée. Dans le premier cas , si le corps est dérangé de sa position , il tend toujours à y revenir et la reprend en effet, après quelques oscillations de part et d'autre , bientôt détruites par les frottemens -et la résistance de l'air ; tandis que dans le second , le corps tombera au moindre choc et ne reviendra jamais de lui-même à sa première position , parce qu'il faudrait que son centre de gravité remontât ; ce qui ne peut avoir lieu qqe par l'effet d'un* nouvelle force dirigée de bas en haut.
On voit qu'un corps a d'autant plus d'aplomb, que son centre de gravité est plus près de sa hase ; c'est pour cela que les cônes et les pyramides sont beaucoup plus solides sur leurs bases, que les colonnes et les prkmes élevés verticalement.
63. La propriété que nous venons d'établir (61), conduit à reconnaître que toute* les fais qtton soulevé le centre de gravité à*un corps, on emploie une force dont la grandeur est proportionnelle à la masse du corps et à TUhation de son centre de gravité. C'est ce que tious démontrerons d'ailleurs, quand nous apprécierons le travail mécanique des forces; mais on voit pourquoi les voitures exigent plus de forces d'attelage pour rouler sur un pavé raboteux que sur un pavé uni , l'un et l'autre étant horizontal : c'est que dans le premier cas , chaque fois que les nues passent sut un obstacle , eDes élèvent le centre de gravité
total du fardeau. Ainsi la dépense de force pour produire cet effet augmente avec le poids et la hauteur.
A cette occasion , nous ferons remarquer que pour maintenir en équilibre et en contact, une roue chargée, contre un obstacle au-dessus de thorium, la plus petite force possible doit être parallèle au plan tangent à la roue, au point où celle-ci est soutenue part obstacle. Et Ton voit ainsi pourquoi les traits des chevaux attelés à une voiture , sont ordinairement parallèles au plan sur lequel cette voiture est placée.
6£. Une autre propriété singulière des centres de gravité, et qui peut avoir des applications, c'est que quand le centre de gravité é 'un corps peut se mouvoir sur un plan, en obéissant à la pesanteur; il suit toujours le chemin par lequel il descend le plus vite. Ceci explique pourquoi une sphère placée sur un pian incliné descend toujours en suivant une direction telle, que le centre ne sort pas du plan vertical perpendiculaire au plan incliné.
65. Tous les corps étant pesants, on rencontre partout Foccasion d'appliquer la théorie des centres de gravité, dont par suite les usages sont nombreux et importans : elle sert même à déterminer, de la manière la plus simple, la mesure des surfaces et des volumes de certains corps , comme nous Pavons fait voir en géométrie. Mais voici encore d'autres curieuses applications, qui se lient plus immédiatement aux usages de la science de l'équilibre.
I. Un cylindre droit de densité uniforme et du poids de 6 livres, est maintenu en équilibre sur un appui, par deux poids appliqués à ses bases et aux distances respectives de 8 et la palmes du point d'appui* Quelle est la valeur du second poids , le premier étant de 3o livres? Réponse : 19 livres.
II. Lorsque deux hommes soutiennent les extrémités d'un cylindre droit de densité uniforme , dont la longueur et le poids sont 10 palmes et 10 livres, et transportent ainsi deux poids, Vun de 3o et Vautre de 36 livres, appliqués respectivement à S et à 1 5 palmes de la première extrémité; on trouve que les charges respectives de ces deux hommes, sont 3 a et 44 livres.
III* Un cylindre droit et homogène, dont V unité de longueur pèse | livre, peut tourner librement autour d'un appui à Vune de ses extrémités. Un poids de 48 livres, à 3 palmes de cet appui, doit être soutenu en équilibre, par une puissance appliquée à Vautre extrémité du cylindre ,• quelle doit être la longueur de celui-ci, pour que la puissance soit la moindre possible? D'abord quelle que soit la longueur cherchée x, la
puissance ne peut être un minimum dans le cas d'équilibre, que quand elle agit perpendiculairement au cylindre et dans un plan vertical, et alors on trouve, pour la longueur x qui rëpond au minimum de la puissance P, dans toutes les positions du cylindre, x=aP. Et suivant que le cylindre est horizontal, ou incliné de 45°, le minimum P vaut îa livres, ou 6 |/a livres; d'où x=a4 palmes, ou la \/i palmes.
IV. Pour faciliter leur besogne et marcher plus commodément, les porteurs d'eau emploient quelquefois une espèce de joug, placé sur leurs épaules, et deux cordes égales, attachées à ses extrémités, ces cordes supportant un anneau rond et deux seaux, placés aux extrémités d'un diamètre. De cette manière, la charge totale est plus grande, mais la fatigue est beaucoup moindre. Pour apprécier l'équilibre de ce système, supposons que le joug pèse 6 livres et ait une longueur de 4 palmes $ que les cordes, longues chacune de 10 palmes, pèsent î livre chacune; que l'anneau rond pesant 4 livres, ait 16 palmes de diamètre ou plutôt son axe; et qu'enfin chaque seau pèse ao livres. Dans ce cas, on trouve que le porteur d'eau soutient un poids de 5a livres , que la pression horizontale sur l'anneau équivaut à i5 livres | , et enfin, que les cordes sont tendues avec une force de a5 livres |.
V. Un cylindre droit et homogène peut tourner librement autour d y un appui) à 4 palmes de l'extrémité à laquelle est suspendu un poids de il livres; quelle doit être la longueur de ce cylindre, dont chaque palme de longueur pèse 1 livre, pour qu'il y ait équilibre dans le système? Réponse : la ou — • 10 palmes. On peut interpréter la valeur négative.
VI. La moindre force nécessaire pour contrebalançai 1 le poids P d'une pyramide régulière homogène et la mettre sur le point de culbuter autour d'une arête de la base horizontale, doit être appliquée au sommet de cette pyramide , perpendiculairement à l'apothème qui répond à cette arête et dans le plan vertical qui joint le même apothème au centre de gravité du corps. De sorte qu'étant donnés le poids et les dimensions de la pyramide, on pourra calculer la valeur de cette moindre force.
66. Théorème. Si tous les points matériels d'un corps solide homogène, sont attirés par un centre avec des forces proportionnelles aux distances de ce centre O à leurs points d'application; la résultante de toutes les forces attractives sera appliquée au centre de gravité G du •corps et vaudra la droite OG prise autant de fois qu'il y a de points matériels»
Par le centre O menons trois plans perpendiculaires entre eux, se coupant suivant les trois droites rectangulaires OX, OY et OZ. Décomposons chacune des forces proposées en trois autres respectivement perpendiculaires aux trois plans. Soient ar„ ar a , x 3 , ..., x n les composantes parallèles à OXîy n y a ,y 3l ... ,y n celles parallèles à OY, et *„ x 9 , x 3 , •••)*/! celles parallèles à OZ. Les résultantes respectivement parallèles aux trois droites rectangulaires, étant désignées par X, Y, Z, > il est clair qu'on aura
X = x t -f- x % + jr 3 + — + *n
Y ==rt +r» +ra H Vrn
£j m; ij -J- js 3 -y- jSjj -4— ••• -J- jc».
■ Soient jt, y ^ « les distances des trois" plans au centre de-gravité G du corps : les momens par rapport à oes plans des * forces • dues a là pesanteur et appliquées aux n points matériels, donneront évidemment
jix = X, njrzrzY et nz=zZ.
Soit donc R la résultante de toutes les forces attractives exercées par le point O : d'après le parallélipipéde des forces rectangulaires ( 3o) , il viendra
R a ==X a + Y a + Z a ==» a (* a +^ a H-z a )==i» a .OG*-, d 1 où R = n . OG. Ce qu'il fallait démontrer.
Cohoixaike. Donc pour qu'il y ait équilibre dans le système, il faut <ju* R=o, d'où OG=o, c'est-à-dire il faut que le centre O d'attraction coïncide avec le centre de gravité G du corps. Et comme le centre de gravité d'un triangle ou tétraèdre est le même que celui de trois ou quatre points matériels égaux, placés aux sommets (5o et 5a), on voit que quand trois ou quatre forces sont en équilibre sur un point , ce point est le centre de gravité du triangle ou tétraèdre ayant ses sommets aux extrémités des droites qui représentent ces forces en grandeurs et en directions* ( La réciproque est vraie, )
En général, si tous les points matériels d'un corps homogène sont attirés vers un point O, par des forces proportionnelles à leurs distances à ce point, et qu'il y ait équilibre, ce point O sera le centre de gravité du système. Car alors OG=o. Réciproquement, si le point O est le centre de gravité, il y aura équilibre; puisqu'alors on aura R = o.
Toutes les molécules de la terre ( abstraction faite des mouvemens volcaniques ou autres) sont en équilibre autour de son centre O. Si donc on regardait la terre comme homogène, ou seulement composée découches concentriques homogènes , on serait porté à en conclure que tous les points matériels intérieurs pèsent vers le centre , en raison des sim~ pies distances ; et c'est d'ailleurs ce qu'on démontre directement.
Remarque, Si le point attractif O est le centre de la terre, et que /le corps attiré soit peu considérable; tous ces points seront également éloignés de O, puisque la plus grande différence de ces distances est comme infiniment petite ou nulle à l'égard . du rayon terrestre ; donc tous les points matériels du corps seront également attires par Je point O. Et puisque le point d'application de la résultante de toutes ces attractions coïncide avec le centre de gravité G, c'est-à-dire avec le point d'application de la résultante des actions de la pesanteur, lorsqu'on les suppose parallèles entre elles ; on voit que la position du centre de gravité ne dépend nullement du parallélisme des forces de la pesanteur, mais bien de ce que ces forces sont égales , et conséquemment proportionnelles aux
distances du centre Q de la terre aux points matériels aVun corps de petites dimensions.
Effectivement, dans cette dernière hypothèse, et ^d'après le parallélogramme des forces, on trouve que le poids aVune droite homogène est proportionnel à sa longueur et appliqué à son milieu; que le poids d'un triangle homogène est proportionnel à son aire et appliqué à V intersection des droites joignant les sommets aux milieux des cotés opposés; ainsi des autres. L'hypothèse du parallélisme détermine donc exactement le centre de gravité \ et il est clair qu'elle simplifie la recherche de ce point important.
67. Problème. Trouver la position que prend V espèce de lit appelé pliant, quand il est chargé d'un poids connu.
Soit ABOCD la section verticale du lit, reposant sur le plan horizontal AB (fîg. 16). Considérons CMD comme une corde portant le poids donné P, appliqué au milieu 1VL Les régies AD et BC, dans lesquelles AO = OB = a et OC =2 OD = £, peuvent tourner librement autour de l'axe qui passe par leur point commun O ; elles prendront donc, par l'effort du poids P, une position telle, que dés qu'il y aura équilibre, le poids P sera le moins éloigné possible de l'horizontale AB. L'équilibre exige donc que la droite MOU, nécessairement verticale, comme perpendiculaire AB, soit un minimum.
Ce minimum est facile à trouver, en désignant par ic la longueur don» née de la corde CMD, et en faisant AR = BR = x et MOR = m. En effet, on aura aisément
CQ=^, OR = l/?=l?, QO=:^l/>— **
et QM=-j/aV— F**;
■d'où ?L±i l/a* — x*—l lAv— b'x % = m.
Résolvant cette dernière équation par rapport à x, on verra que le sûflimum de m répond à
a -\-imo
Valeur qui détermine le point R, et conséquemment la position d'équilitnre cherchée.
On voit ici une application du principe du n° 60 ; car le centre de gravité du système étant le plus bas possible, il est clair que la droite MR sera un minimum. On serait d'ailleurs parvenu à k valeur précédente de x, mais beaucoup moins simplement, par la décomposition des poids et «n prenant les momens par rapport au point O. Nous laissons aux élèves k opérer cette vérification.
De V Equilibre des Forces qui sollicitent un Corps solide gêné par des obstacles.
68. Supposons d'abord que le corps solide ait un seul point fixe, autour duquel il puisse tourner librement en tous sens. Dans ce cas, pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que toutes les forces qui sollicitent le corps, aient une résultante unique, passant par le point fixe; car alors il est clair que cette résultante sera détruite par la résistance indéfinie de ce point. Il n'y aurait évidemment pas équilibre, si la résultante unique ne passait pas par le point fixe , ou bien si le système de forces se réduisait, soit à un couple (^5), soit à deux forces non situées dans un même plan. Effectivement, si dans ce dernier cas, les deux forces pouvaient avoir une résultante unique ; en prenant sur sa direction un point fixe tel , qu'en joignant ce point à l'un de ceux de l'une des deux forces proposées, par une droite fixe, cette droite ne rencontre pas la direction de l'autre force , ce qui est toujours possible ; il est clair que la résultante unique serait détruite et qu'ainsi il y aurait équilibre, tandis que la première des deux forces serait seule détruite et que l'autre obtiendrait tout son effet. U y aurait donc à la fois équilibre et mouvement dans le système. Cette absurdité prouve évidemment que deux forces non situées dans le même plan, n'ont pas de résultante unique, et ne peuvent conséquemment être maintenues en équilibre par un point fixe du corps solide.
69. Supposons maintenant que le corps solide ait deux points fixes ; il sera donc retenu par l'axe fixe qui passe par ces deux points et pourra tourner autour de cet axe, sans pouvoir glisser dans le sens de la longueur. Alors pour qu'il y ait équilibre dans le système , il faut et il suffit que les forces qui agissent sur le corps proposé, se réduisent à d'autres qui rencontrent perpendiculairement l'axe fixe , lequel les détruira nécessairement. Or, les forces qui ne sont pas dans des plans perpendiculaires à l'axe, peuvent se décomposer chacune en deux autres, l'une perpendiculaire et l'autre parallèle à l'axe : cette dernière ne peut produire aucun mouvement , puisque , par hypothèse , le corps ne saurait glisser suivant l'axe. Ainsi le repos du corps, solide dépend uniquement de l'équilibre des composantes situées dans des
( 54 ) plans perpendiculaires à Taxe fixe. Développons les conditions de cet équilibre.
Soit MN un plan perpendiculaire à Taxe fixe ÀB et le rencontrant au point B (fîg. 17 ). Soit P Fune des forces proposées, dirigée dans le plan PCD perpendiculaire à Taxe ÀB. Par la direction de la force P, menons le plan PCR perpendiculaire au plan MN et soit KO l'intersection des deux plans. Du point D où le plan PCD rencontre Taxe ÀB, menons DC perpendiculaire à la direction de la force P 5 DC sera aussi perpendiculaire à Taxe ÀB, et désigne la plus courte distance de la force P à cet axe. Menons CO perpendiculaire à KO et par conséquent à MN. Suivant CO appliquons au point C les deux forces contraires P' et — P 1 , égales entre elles et à la force P ; ces deux forces se détruisent, et PeiFet de la force P sur le corps n'est pas changé. Or, la résultante S des deux forces égales P et F, est dirigée dans le plan KOC et rencontre le plan MN au point K , oô on peut la supposer appliquée : elle se décompose donc en deux forces, Pune égale à P, dirigée suivant KO, et Pautre égale à P', perpendiculaire au plan MN au point K. Il est visible, en effet, que les angles OKS et PCS sont égaux, de même que les angles CKP' et SCP' ; donc les composantes de S au point K sont les mêmes qu'au point C. Ainsi au lieu de la force proposée P appliquée en C, nous avons la même force appliquée en O et dirigée dans le plan MN, et le couple P', — P f , perpendiculaire à ce plan. L'effet de ce couple est détruit, puisque le corps ne saurait glisser suivant ÀB ; il reste donc la force P située dans le plan MN, et dont le moment par rapport au point B ou à Paxe ÀB, est P X BO ou P X DC.
Raisonnant de même pour toutes les forces proposées, on les remplacera par des forces de mêmes valeurs et respectivement parallèles , situées dans le plan MN, et par des forces perpendiculaires au même plan : celles-ci tendent à faire glisser le corps suivant ÀB, et leur effet est nul. Quant aux premières, situées dans le plan MN, il faut et il suffit pour l'équilibre, que leur résultante passe par Paxe fixe ÀB ou par le point B, qui la détruira. Ainsi (34) dans V équilibre d'un corps solide retenu par un axe fixe et sollicité par des forées dirigée* dans des plans perpendiculaires à cet axe 9 la somme des momens de ces forces, par rapport au même axe et pris avec les signes qui leur appartiennent; est égale à zéro.
Remarquons présentement qu'on ne pourrait supposer plus de deux points fixes dans un corps solide, sans qu'il se trouvât complètement rendu immobile, ce qui rendrait inutile la recherche des conditions de son équilibre. En effet , imaginons trois points fixes : le triangle ayant ces trois points pour sommets , deviendra fixe lui-même. Or, tout autre point du corps est entièrement déterminé de position par ses distances aux trois premiers points, et ne peut se déplacer qu'avec eux, puisque les trois distances sont invariables , comme le corps solide. Donc , s'ils sont immobiles, tout autre point du corps le sera aussi nécessairement.
70. Considérons maintenant un corps solide astreint à s'appuyer par un ou plusieurs points contre un plan immobile et impénétrable. Ce plan ne peut être déplacé ni percé par le corps solide ; et en conséquence il anéantit tout effort normal à sa surface qui tendrait à produire Pun et l'autre de ces effets. Ainsi la résistance opposée par le plan peut être considérée comme une force perpendiculaire à ce plan , et qui se développe en chacun des points de contact, avec des intensités qui peuvent être inégales pour ces différens points. Or, par le seul fait que ces résistances ont des directions parallèles, elles ont toujours une résultante égale h leur somme, et dont le point d'application tombe nécessairement dans l'espace plan compris entre les points de contact, espace qu'on appelle la base du corps. Cette résultante ne pouvant détruire qu'une résultante égale et directement opposée , on voit que pour qu'un corps solide, sollicité par autant de forcée qu'on vouera , soit maintenu en équilibre contre un plan inébranlable^ il faut et il suffit, i° que toutes ces forces aient une résultante unique; 2* que cette résultante soit perpendiculaire au plan et tombe dans V intérieur de la base, ou elle' sera détruite.
Réciproquement, soit un corps solide maintenu en équilibre, par plusieurs forces , contre une surface plane ou courbe qu'il touche en un point C* Par le point C menons à cette surface la normale CN, conséquemment perpendiculaire au plan tangent en C. On petit toujours décomposer les forces proposées chacune ' en deux autres , l'une parallèle au plan tangent et l'autre appliquée en C, laquelle à son tour se décompose en deux forces, l'une dirigée dans le plan et l'autre suivant CN. Or, toutes les composantes suivant CN ont une résultante égale à leur somme, laquelle
( 58 ) 73. Des gobdes. Les cordât sont des instrumens propres à transmettre Faction des forces , en tirant le point où elles sont attachées : c'est par ce caractère que les cordes diffèrent des verges rigides, que les puissances peuvent indifféremment tirer ou pousser. Dans ce que nous allons dire, nous considérerons les cordes comme parfaitement flexibles, inextensibles et réduites à leurs axes ; nous les regarderons par suite , comme étant sans pesanteur.
On appelle tension d'un cordon la force qui agit à l'une de ses extrémités , quand l'autre est fixe. Si deux puissances égales et directement opposées, agissent l'une sur l'autre au moyen d'un cordon , il y a équilibre , et l'on peut regarder l'une des extrémités comme fixe ; alors la tension est égale à la forée qui tire l'autre extrémité* Mais si les deux forces sont inégales , l'équilibre n'aura pas lieu x et la plus grande entraînera la plus petite , comme le ferait une force égale à leur différence et qui agirait dans le sens de la plus grande. Dans ce cas y la tension est égale à la pipe petite forée; car cette plus petite force est la seule partie de la plus grande qui soit détruite^ et l'autre partie obtenant tout son effet, puisqu'elle n'éprouve aucuoe résistance , ne peut contribuer en rien à la tension , laquelle est absolument la même que si la moindre force tirait une extrémité de la corde dont l'aotre extrémité fierait fixe.
Remarquons encore que quand une corde est tendue par deux puissances égales à P et directement opposées , tontes les parties de cette corde éprouvent la même tension P. Car puisqu'il y a équilibre, on peut regarder les deux forces comme immédiatement appliquées aux extrémités de l'une quelconque de ces parties; ces deux forces se détruiront toujours par leurs actions égales et directement opposées sur cette partie, laquelle conséquemment aura toujours la même tension , égale à l'une de ces forces.
Pour bien concevoir comment deux forces égales à P et directement opposées, se combattent par l'intermédiaire du cordon qui unit leurs points d'application, il faut imaginer que les points ou élémens matériels qui composent ce cordon, sont lies entre eux par leur attraction ou cohésion mutuelle, laquelle est de même nature que celle qui constitue tous; les corps. Alors, pour représenter à la fois l'inextensibilité du fil et sa parfiufte flexibilité, il faudra considérer chacun de ces élémens matériels comme parfaitement mobile autour de ses points de jonction ayee les élémens analogues, qui ravoisinent, sans pouvoir, en aucune manière,
sVn séparer. Gela pose, le premier point matériel auquel la force P est immédiatement appliquée, n'est retenue en équilibre, qu'en vertu de ta cohésion avec le point voisin; celui-ci éprouve donc l'action de la force P, comme si elle lui était appliquée immédiatement. Il en sera de même du troisième point, du quatrième, et enfin du dernier auquel la seconde force P est appliquée. Cette seconde force sera donc détruite par l'action de la première.
Dana ee cas on voit que la force de cohésion de chaque molécule avec sa voisine est diminuée de P. Si donc P était plus grande que la cohé- v sion, supposée la même pour toutes les molécules, la corde casserait né* cessakement ; mais comme il n'y a pas de raison pour qu'elle casse plutôt en un point qu'en un autre de sa longueur, il ne faut pas en conclure qu'elle ne cassera pas ; il faut dire que tous les elémens matériels se sépareront a la fois.
Le même mode de transmission des forces a Heu dans les verges rigides. Mais les forces peuvent agir soit pour étendre soit pour comprimer la verge \ tandis que cette seconde manière d'agir ne peut avoir lieu dans les cordes. A la vérité, dans le cas idéal d'une opposition complète de forces, et d'une, direction de la corde primitivement rectfligne, on pourrait concevoir l'équilibre comme mathématiquement possible en vertu de l'incompressibilité des elémens matériels de la corde; mais ce cas n'aurait jamais de réalité dans la nature, ou cette supposition d'une corde rigoureusement droite ne saurait jamais être admise ; et la plus petite déviation de cette rigueur idéale suffirait pour que la corde se fléchit.
74* Cherchons maintenant les conditions d'équilibre de trois forces P, Q, R, sollicitant un point matériel O, à l'aide de trois cordes OP, OQ, OR, réunies par un nœud en O (fig. 18). Puisqu'il j a équilibre, l'une quelconque des trois forces proposées, la force R, par exemple, est égale et directement opposée à la résultante R' des deux autres P et Q (20); donc les trois cordes sont tendues en lignes droites et dans un même plan. Par conséquent , d'après le parallélogramme des forces, les trots forées préposées sont telles, que chacune est représentée par le sinus de V angle des deux autres; c'est-à-dire qu'on a P * Q * R ; ; sin ROQ ; sin ROP ; sin QOP. D'où il est fecile de calculer trois quelconques de ces six quantités, connaissant les trois autres, dont l'une au mojps soit une force.
En général, quel que soit le nombre de puissances qui agissent sur un point à l'aide de cordons, on trouvera toujours la grandeur et la direction de leur résultante t par la compositioi* successive des forces, soit que ces puissances soient on non situées dans un même plan.
75. Considérons présentement deux forces P et Q, agissant sur
une corde, retenue en équilibre au moyen d'une puissance R, appliquée à un anneau infiniment petit O, parfaitement mobile sur cette corde. Ce système , pour l'équilibre , est le même que si Panneau O était retenu par une droite inflexible et immobile CD, sur laquelle il pourrait glisser librement, et qu'une extrémité de la corde étant fixée au point B, cette corde passât dans Panneau mobile O et dans un anneau fixé en A , l'autre extrémité étant tirée par une puissance P'. Car il est clair que les résistances des points A et B et de la droite CD, remplacent les trois forces P, Q, R; et Pon peut évidemment supposer dans un même plan la droite CD et les deux points A et B.
Cela posé, il y aura équilibre dans le système, dès que la portion BOA de la corde sera la moindre possible ; car à cause de Pinextensibilité de cette corde et de sa parfaite mobilité dans les anneaux O et A ; dès que la portion BOA ne pourra plus diminuer, la puissance P f ne pourra plus faire mouvoir son point d'application , dans le sens quelconque AP'. Mais on démontre aisément que la portion BOA ne peut être un minimum , que quand les deux angles BOD et AOC sont égaux ( géométrie ) ; donc l'équilibre du système exige que les angles BOD et AOC soient égaux. D'un autre côté , la résultante R' des tensions OA et OB devant être détruite par la résistance de la droite CD, il faut que cette résultante soit perpendiculaire à CD ; car à cause de la parfaite mobilité de l'anneau O sur CD, si les deux angles R'OD et R'OC n'étaient pas droits, on pourrait décomposer la force R' en deux autres, Pune perpendiculaire à CD et détruite, et l'autre dirigée suivant CD, qui ferait mouvoir le point O suivant cette droite; il n'y aurait donc pas équilibre dans le système, contrairement à l'hypothèse : donc les deux angles R'OC et R'OD sont droits. Et comme déjà l'angle AOC = BOD, il s'ensuit que l'angle R'OA = R'OB, et que la tension OA est égale à la tension OB.
On voit donc que *i une corde inextensible, a ses deux extrémités Jixes ou tirées par deux forces, et que cette corde soit main» tenue en équilibre par une puissance appliquée à un anneau toutà-fait mobile sur la même corde; les deux parties de la corde seront également tendues, et t angle qu'elles font entre elles sera divisé en deux parties égales par la direction de la puissance.
Ce théorème important trouve son application dans l'équilibre dos réverbères destines à éclairer les rues. Et Ton peut aisément construire
le point de suspension, qui est alors le plus bas possible, comme cela doit être (60). On voit d'ailleurs que la longueur AOB restant constante, . le point O est assujéti a décrire une ellipse , dont A et JB sont les foyers, AO et BO les rayons vecteurs. Si donc on regarde cette ellipse comme fixe et parfaitement résistante dans tous ses points, Panneau O ne sera tenu immobile en un point quelconque, par la puissance qui le sollicite, que quand la direction de la puissance sera normale à l'ellipse en ce point, c'est-à-dire perpendiculaire à la tangente au même point. Et puisqu'alors cette direction divise en deux partie» égales l'angle AOB, il en résulte ce théorème de géométrie analytique : Dans l'ellipse, les rayons vecteurs menés au point de tangence , font avec la tangente et d'un même côté de cette ligne , deux angles égaux»
76. Les conditions d'équilibre du système précédent et la considération de cordes inextensibles et d'anneaux infiniment minces, servent encore à découvrir et à démontrer très-simplement plusieurs autres théorèmes de géométrie, fort remarquables, tels que les suivans :
I. De tous les triangles de même base et de même somme des deux autres côtés , le plus grand est isocèle.
II. De tous les points du plan de trois points donnés, celui de moindre somme de ses distances à ces trois points, est tel que les mêmes distances partagent en trois angles égaux l'espace autour de lui. Et si le triangle proposé avait un angle non plus petit que iao°, le sommet de cet angle devrait être pris pour le point demandé.
III. A la place de l'un ou de plusieurs des trois points, on peut substituer une ou plusieurs droites ou circonférences données ; ce qui fournira autant de théorèmes. Ainsi on verra, par exemple, que de tous les points du plan d'une droite et de deux points donnes, celui de moindre somme de distances à ces trois choses, est tel que ces distances font autour de lui trois angles égaux ; bien entendu que les deux points doivent être d'un même côté de la droite.
TV. De toutes les lignes brisées formées par trois tangentes' à un arc donné, dont deux à ses extrémités, la plus petite est celle où la troisième tangente fait avec les deux autres deux angles intérieurs égaux. Et l'on peut voir aussi que le milieu de l'arc est celui de tous ses points dont, la somme des distances aux deux extrémités est un maximum.
V. H est facile de trouver, 1° la plus courte distance de deux droites dans l'espace ; a° la droite la plus courte qu'on puisse mener entre les côtés d'un angle, par un point donné dans cet angle, et la moindre somme des segmens qu'elle détermine sur les côtés ; 3° enfin, le triangle ou le quadrilatère de moindre périmètre, inscrit dans un triangle ou un quadrilatère donné.
Noos étudierons plus bas l'équilibre d'une corde soumise à Faction de forces appliquées à plusieurs de ses. points : un tel système est réellement une machine composée, et s'appelle machine funiculaire.
m égill à zéro la de» composantes parallèles a va plan, pris par uppoit à ce plan ; ce qui iosmira trois éqoatîoos.
Ma» le plus souvent on n'a, dans FéqniEbre do levier, à considérer qu'une p u i ss a n ce P et osse rcrimnrr Q t sppMnoi b t a deux de se* points. H est dair qœ ces denx forces ne peovent être en équilibre qu'autant qu'eues ont lenr résnltante détraite par Pappoi $ ce qnî exige qœ, i* et* deux forets soient dans un menu plan avec U peint ef appui, et 2* que leur résultante passe par et peint.
Ces deux conditions sont nécessair es ; et pour exprimer analyliqoement la seconde /soient pf et m* les distances de Pappoi aox directions des forces P et Q; en prenant les momens par ra pport à ce point, celni de la résnltante sera nul, puisqu'elle passe par l'appui on le centre des momens ; on aura donc Pjr* -f- Q^=o (33), et les momens des forces P et Q seront égaux et de' signes contraires. Ainsi l'équilibre du levier exige trois conditions , 1* que Us deux fortes et U point t * appui soient dans un mémo plan; 2° que Us forées tendent à faire tourner U levier autour de son appui dans des sens différons; 3* que leurs montons soient égaux par rapport à cet appui.
Ce théorème a lieu quelles que soient les forces, leurs directions et leurs dispositions par rapport à l'appui ; les forces P et Q peuvent même être parallèles ; car la somme de leurs momens , par rapport à l'appui situé sur leur résultante , sera toujours nulle (38). Les distances ptetq* sont appelées les èras>de levier des forces P et Q ; l'équation Pp'=: Qq 9 nous apprend donc que dans V équilibre du levier, la puissance et la résistance sont on raison inverse de leurs bras de levier; et cette équation fera toujours connaître l'une quelconque des quantités P, Q, jr*, 0% dès que les trois aulrerseront données.
78. Lorsque le levier BC est droit et les forces P et Q parallèles (fig. 19 ) , les perpendiculaires menées de l'appui A sur les directions de ces forces, savoir AD=y et AE = ^ sont en ligne droite et entre elles comme les portions AB et AG de la longueur du levier ; de sorte qu'on a alors P X AB=r Q X AG. Dans ce cas, les longueurs AB et AG, sont proprement les bras de levier des forces P et Q.
Quant à la pression exercée sur l'appui, elle est égale à la résultante R du système , puisque celle-ci est détruite par la résistance de ce point ; cette pression est donc absolument la même que si les deux force P et Q s'y transportaient parallèlement à elles-mêmes, sans changer de grandeur ni de sens; ce qui fournit un moyen bien simple de la déterminer.
Lorsque les deux forces P et Q sont parallèles , la pression résultante est égale à leur somme ou à leur différence , suivant qu'elles sont de même sens ou de sens opposés.
Connaissant la pression R et sa direction , on pourra juger du sens et de la valeur de la résistance dont l'appui doit être capable pour n'être pas entraîné par l'action des forces sur le levier. Remarquons de plus, que de ces six choses, la puissance P, la résistance Q, la pression R et les angles que ces trois forces font deux à deux, trois d'entre elles (qui ne soient pas les trois angles ) étant données , on saura toujours calculer les trois autres ; bien entendu que dans le cas des forces parallèles, les angles sont remplacés par les trois longueurs AD, AE et DE (fig. 19).
Il est clair que si le levier ne posait que sur l'appui , il faudrait encore, pour l'équilibre, que la résultante fût normale à la surface de l'appui , au point de contact (70).
79. On distingue trois espèces de leviers, suivant les dispositions respectives de l'appui, de la puissance et de la résistance. Dans les leviers du premier genre, l'appui est entre la résistance et la puissance ; tels sont les tenailles , les balances, la romaine, les ciseaux , etc. Alors la puissance a d'autant plus d'avantage , que son bras de levier est plus long par rapport à celui de la résistance.
Dans les leviers du deuxième genre, la résistance est entre l'appui et la puissance, dont la valeur peut être beaucoup moindre que celle de la résistance. On en trouve des exemples dans les barres employées à soulever ou à mouvoir les pierres ; dans
t 6* ) les rames des bateliers, où le point d'appui est dans Peau ; dans les loquets des portes , etc.
Enfin , pour les leviers du trotnetne genre, où la puissance a toujours du désavantage, son point d'application est entre l'appui et la résistance : tels sont les pincettes et nos organes de mouvement. Ainsi en ployant le bras , les muscles se raccourcissent et rapprochent leurs points d'attache qui sont voisins des articulations \ d'où naît un mouvement de rotation autour de celles-ci.
Quelle que soit l'espèce de levier, la théorie de son équilibre reste toujours la même ; car rien n'empêche de considérer la puissance motrice, la résistance et la charge de l'appui , comme trois forces différentes , dont deux quelconques luttent contre la troisième \ et une fois que l'équilibre est établi entre elles , ce qui rend immobiles leurs points d'application, il est clair qu'on peut prendre l'un quelconque de ces trois points pour l'appui fixe du système ; ce qui revient à changer d'inconnues dans les équations de l'équilibre. Mais si la distinction des trois espèces de leviers est sans importance dans la théorie, elle est néanmoins fort utile pour préciser le discours.
80. Jusqu'à présent nous avons fait abstraction de la pesanteur du levier ; mais rien n'est plus facile que d'y avoir égard , en regardant son poids comme une force verticale , appliquée à son centre de gravité, et en combinant ce poids avec les autres forces du système. Ainsi l'on voit, par exemple, que si toutes les forces et la direction du poids se trouvent dans un même plan avec l'appui , il suffira , pour l'équilibre , que la somme des momens par rapport à l'appui, en y comprenant le moment du poids , soit égale à zéro (33).
Donc , si l'on veut employer un levier dont le poids n'entre pour rien dans l'équilibre des forces , on n'aura qu'à le placer de telle' sorte, que la verticale abaissée du centre de gravité passe par le point d'appui : alors le moment du poids étant nul de lui-même, on n'aura plus à considérer que les momeus des forces appliquées.
Voici deux théorèmes, faciles k démontrer
i # Soient n forces non parallèles appliquées à l'extrémité A d'un levier droit AB, mobile autour de son appui C; supposons que ces n forces agissent d'un même côté de AB et soient chacune représentée par la partie de sa direction entre A et une parallèle à AB ; je dis que si Tune de ces n forces fait équilibre à la résistance P, appliquée en B, les n forces feront équilibre à la résistance nP.
( es )
»° Si n forcée quelconques de même sens sont appliquées tangentiéUement à diflerens points d'une circonférence mobile autour de son centre, la force tangente et de sens opposé, qui leur fait équilibre, est égale à leur somme, et peut être appliquée à tel point on voudra de la circonférence.
On peut aussi trouver aisément les conditions de l'équilibre d'une verge inflexible et sans pesanteur AB, appuyée contre un obstacle C, sur lequel elle peut glisser librement, cette verge étant tirée à ses extrémités par deux forces données P et Q , se coupant en un point inconnu D.
82. De la balance. De toutes les machines, le levier est la plus simple, la plus utile et la plus fréquemment employée, sous diverses formes. La balance ordinaire est un levier du premier genre, destiné à évaluer les poids des corps : elle se compose d'un fléau AB, mobile autour de son milieu G, retenu fixe par un axe ou couteau posé sur un appui ou sur une chape verticale GF, et de deux bassins D et G, suspendus aux extrémités du fléau, dans lesquels on place les corps dont on veut comparer les poids (fig. ao ). V aiguille GE, perpendiculaire au milieu G de la droite AB qui joint les points de suspension des deux bassins , coïncide avec la direction verticale de la chape , lorsqu'il y a équilibre, c'est-à-dire lorsque les corps placés dans les deux bassins, ont des poids égaux.
On dispose ordinairement cette machine de manière qu'il y ait peu de frottement sur l'appui, que le fléau soit horizontal lorsque les bassins sont vides, que l'appui soit exactement au milieu de lar longueur AB du fléau et que le centre de gravité du système tombé un' peu au-dessous de l'appui. Toutes ces conditions sont nécessaires pour que la balance soit exacte. D'abord on diminue, autant que possible, le frottement sur l'appui, pour que la balance ait une sensibilité, c'est-à-dire une disposition à se mouvoir telle, que l'on puisse apercevoir aisément l'inégalité des poids dans les bassins ; ce qui n'arriverait pas si le frottement n'était pas très-faible. Ensuite , pour n'avoir pas à considérer le poids de la balance, on la construit de manière que la direction verticale de ce poids*, passe par l'appui , et que le fléau soit horizontal, quand elle est en équilibre d'elle-même, et par suite quand elle est chargée de poids égaux ; ce qui permet de bien apprécier cet équilibre , par la coïncidence de l'aiguille avec la direction verticale de là chape. Il faut de plus , que le centre de gravité du système tombe verticalement un peu au-dessous de l'appui , afin que l'équilibre soit stable et que la balance y re-
vienne, lorsqu'elle en est dérangée. Enfin, est essentiel que l'appui C sok exactement au milieu du fléau , c'est-à-dire qne les deux bras CA et GB soient exactement égaux en longueur et en grosseur.
Pour voir si cette condition importante est remplie, il suffît de changer de bassins les poids qui établissaient l'équilibre ; car si les deux bras ne sont pas égaux, le plus grand des deux poids, qui répondait au plus petit bras, répondra ensuite au plus long; et par suite , l'équilibre ne pourra subsister entre les deux poids, dans leurs nouvelles positions. Donc s'il y a équilibre dans les deux cas, les deux bras seront nécessairement égaux, et la balance sera juste. On pourra alors s'en servir pour évaluer exactement le poids du corps, placé dans un bassin, en chargeant l'autre de poids connus , jusqu'à ce que l'équilibre soit établi.
83. La construction d'une balance exacte est peut-être l'une des parties les plus difficiles de l'art du mécanicien ; aussi en trouve-ton peu qui remplissent toutes les conditions d'une rigoureuse exactitude; et c'est pourquoi, dans les expériences qui demandent beaucoup de précision, il faut employer la méthode des doublée pesées, due à Borda : elle consiste à placer le corps dans l'un des bassins de la balance , puis à équilibrer au moyen de poussière métallique qu'on verse dans l'autre : quand l'équilibre est bien établi , on enlève le corps et on le remplace par des poids étalonnés , jusqu'à ce qu'il y ait de nouveau équilibre. Il est visible que de cette manière , on a exactement le poids du corps, et qu'il ne peut rester que les erreurs dues à l'opération de la pesée , surtout si l'on prend soin de tenir la balance dans la première position d'équilibre, pendant qu'on remplace le corps par des poids connus ; ce qui évite en grande partie, les effets du frottement.
84- On peut aussi employer une balance fausse, pour trouver le poids inconnu P d'un corps , en le plaçant successivement dans les deux bassins et en établissant chaque fois* l'équilibre avec les poids connus m et «. En effet, soient x et jr les longueurs respectives des deux bras de la balance, et supposons que la verticale menée par son centre de gravité, rencontre le point d'appui : il est clair qu'on aura successivement Vxzzmjr et Vjr=.nx\ d'où P:z=[/wî,
La balance a des usages trés-mulupliés et très-importans : elle esç in-' dispensable au chimiste, au physicien, au métallurgiste et au constractwr
de machines. Son emploi se reproduit uns cesse dans presque toutes les transactions commerciales. Aussi reçoit-elle diverses formes, dépendantes des usages auxquels elle est spécialement destinée \ et teilles sont entre autres, les Romaines et les Pesons. Dans la balance ordinaire, il faut avoir un poids au moins égal à celui des corps que l'on peut avoir à peser, ce qui, dans certains cas, devient embarrassant. L'objet dt la romaine est d'éviter cette gêne, et de n'employer qu'un seul poids pour, évaluer ceux des différera corps.
85. De là romaine. La romaine est un levier droit, dont les bras sont inégaux, et qui sert à peser un corps attaché au plus petit bras, au mojen d'un poids constant qu'on éloigne suffisamment de l'appui (fig. 21). On la construit ordinairement de manière à être en équilibre , indépendamment des deux poids : le levier 011 fléau est alors horizontal. Il doit pouvoir se mouvoir librement autour de Taxe horizontal sur lequel il s'appuie, et décrire un plan vertical. Ces conditions remplies, si l'on désigne par a et b les longueurs respectives des deux bras , par R et P les poids qui leur sont attachés, a et P étant constans, b et H variables } il est clair que pour l'équilibre, on aura
aR = H> 5 d'où R = PX--
a Si donc 6=:9na, m étant un nombre entier ou fractionnaire, il Tiendra R = mP. De sorte que le poids P constant étant, par exemple, 1 kilogramme, le poids cherché R vaudra m kilogrammes.
Pour n'avoir pas à mesurer chaque fois la longueur variable i, on divise, à partir de l'appui , le plus long bras de la romaine en parties égales au plus petit a\ et quand pour l'équilibre, le poids constant P s'arrête au i er , 2% 3 e , 4% •••-» ftième point de division, on en conclut que le poids cherché R vaut P, 2P, 3P, 4P, •••* nV. Et pour estimer des fractions de P, on divise chacune des portions égales du plus long bras, en un certain nombre d'autres parties égales. De sorte, par exemple, que si P s'arrêtait au second tiers de la 6* portion , on aurait R == P X 5f .
86. Lorsque la direction du centre de gravité de la romaine tombe sur le plus long bras du fléau , et que les portions égales doivent être différentes du plus petit a, on peut trouver ces portions égales en procédant comme il suit : soit toujours P le poids constant , mobile sur le plus long bras , d v sa distance variable à l'appui ; B^ le poids inconnu attaché à l'extrémité de a\ Q le poids du fléau , du bassin ou crochet et de l'anneau qui supporte
( 68 ) P; enfin, soit x la distance de l'appui au poids inconnu Q. II est visible que pour l'équilibre, on aura aR v =:Vd v + Qx.
De même , cR v+1 = Vd v+l + Q* ;
donc *(R V+I — K) = r t*u + —4u>
Si donc on veut que les poids inconnus soient la suite des nombres entiers, le premier étant un kilogramme désigné par ft, les distances du poids constant seront aussi la suite des nombres entiers, la première étant désignée par <2, et on aura
aK = <JPs d'où <* = aXp-
Portant donc cette valeur de à sur le plus long bras du fléau, à partir de l'appui, les points de division successifs seront ceux où il faudra arrêter le poids constant P, pour l'équilibre, lorsque le corps suspendu à l'extrémité de a, pèsera 1, 2, 3, 4i etc., kilogrammes.
Gela suppose néanmoins que ak surpasse Qx : s'il en était autrement, il faudrait augmenter le bras a jusqu'à ce qu'on eût ak > Qx ; ou bien il faudrait ramener le centre de gravité sur l'appui, en attachant au plus petit bras un poids convenable; ce qui rentrerait dans le cas précédemment examiné.
87. On peut varier la balance romaine de différentes manié-, res, en rendant mobile, au lieu du poids constant P, soit le poids du corps à peser, soit le point de suspension du fléau , ce qui donnerait lieu à différentes constructions \ mais le principe est toujours le même. Et si dans chaque cas, on subdivise en dixièmes ou en centièmes les portions égales, on aura un instrument qui pourra servir à évaluer les poids des corps à ces décimales près de l'unité de poids. La romaine peut donc être, utile en. beaucoup de rencontres où la balance ordinaire ne serait d'aucun usage, tant à cause du grand nombre de poids étalonnés qu'exige l'emploi de la balance, que de la charge sur l'appui, qui est toujours plus grande que dans la romaine.
Néanmoins on peut aisément vérifier l'exactitude de la balance, et rendre ainsi plus rare la fraude que des vues d'un honteux intérêt pourraient exercer ; mais comment compter sur l'exactitude des indications de la romaine? Indépendamment de toutes les causes d'erreur dans la balance simple, on trouve ici celles qui viennent de l'incertitude des divisions , de la mobilité du poids constant dont le support ne peut in— • diquer qu'avec peu de précision la longueur du bras de levier variable.
D'ailleurs, il est très-difficile de vérifier riiistrument et de s'assurer de M justesse; car lors. même que le poids constant serait rigoureusement étalonné, le moindre choc, la plus petite tendance à la fraude, peuvent déranger les points de suspension, et altérer les rapports de longueurs, si indispensables à l'exactitude des pesées. On voit que la romaine, bien que très-commode en plusieurs circonstances , ne doit être employée qu'avec circonspection et qu'après s'être assuré que la construction en a été soignée dans toutes ses parties, par un ouvrier habile»
88. Du peson. Le peson est encore un instrument pour évaluer le poids des corps : c'est un levier coudé ACB (fig. aa), mobile autour d'un point G ou axe fixe* et dont les bras GA, CB, font entre eux un angle droit ÀCB.
Pour plus de simplicité, le bras CB, au bout duquel est suspendu le corps Q à peser, se prolonge au-delà de l'appui C, de manière que le centre de gravité de la verge BCB' tombe sur cet appui. Cette branche sera donc en équilibre dans toutes ses positions autour de C; et il ne restera, pour contrebalancer la force verticale Q, que le poids P du bras AC, appliqué à son. centre de gravité G. La résultante de ces deux forces étant dirigée suivant la verticale GO, et détruite par la résistance de l'appui G, lorsqu'il y a équilibre \ on voit qu'alors les momens des forces P et Q, par rapport à GO, sont égaux. De sorte qu'en faisant les longueurs BC = a et CG = b , et désignant l'angle variable OCG par p, on aura d'abord Q X BH == P X GI, et ensuite GI = b sin f , BH = a cos (p ; d'où Ton tire
tang 9 = sir
Dans cette valeur, les nombres, a, ff, P, restent toujours les mêmes ; donc si Q vaut successivement î, a, 3, 4i •••* n unité» de poids, tangente ç vaudra successivement /, it, 3/, ty % ..., nt. Si donc on adapte au peson un quart de cercle COAM, représentant le secteur que l'aiguille GA peut parcourir depuis la verticale GO jusqu'à l'horizontale GM, il est bien facile de marquer aux divers points de Parc les nombres qui répondent aux différent poids.
Menant en effet, la tangente indéfinie OT, puis suspendant d'abord en B le poids que l'on veut prendre pour unité ; ce poids fera monter l'aiguille d'un certain arc OA ; et la direction de cette aiguille étant prolongée jusqu'à sa rencontre en A' avec la ligne OT, on aura O A f = t. Portant donc cette longueur OA^ sur la droite OT, à partir du point O, et joignant les points de
division et le centre G par des droites, on aura sur le quadran les points où il faudra marquer les nombres 1, a, 3, 4i etc. Et si Ton veut subdiviser chaque partie de OT en fraction , on aura par la même construction les points de Parc où il faut marquer les mêmes fractions du poids qu'on a pris pour unité.
Gomme tangente <p ne peut devenir infinie que quand P est nul à Pégard de Q, on voit que le poids P* s'il n'est pas infiniment petit, suffira toujours pour contrebalancer un poMs Q aussi grand qu'on le voudra ; car tang <p peut avoir toutes les valeurs comprises entre o et l'infini. Mais pendant que cette tangente augmente par degrés égaux avec le poids Q du corps, l'arc n'augmente que par degrés inégaux qui diminuent sans cesse; et les divisions supérieures deviennent de moins en moins distinctes pour les mêmes accroissemens de poids. Ainsi pour que ces divisions ne soient pas trop rapprochées , il convient que le poids P ne soit pas très-petit ; il faut même l'augmenter, pour peser les corps d'un grand poids, afin que l'aiguille reste dans la partie moyenne du quart de cercle, où les inégalités des poids sont marquées d'une manière plus sensible.
89. On voit que le peson est d'un usage bien plus étendu que la romaine, et peut servir à peser les corps les plus considérables. Mais pour pouvoir compter sur ses indications, il est nécessaire que les divisions de l'arc soient marquées avec une grande exactitude, que les poids constans soient rigoureusement étalonnés, que le support GO soit exactement vertical , et que le frottement sur l'axe soit le moindre possible et" puisse être regardé comme nul.
H est de plus une autre cause d'erreur qui peut avoir une grande influence ; c'est la courbure que prend nécessairement le bras CB, lorsque est chargé d'un grand poids ; ce qui rapproche le point B de la verticale CO. On éviterait cet inconvénient en donnant au peson la forme et la disposition que voici ( fîg. a 3 ) :
On prendrait un cercle ou plutôt un cylindre homogène d'une épaisseur peu considérable, mobile par son axe G sur deux, supports CN, cet axe étant exactement horizontal et ses bases verticales exactement centrées. Aux extrémités d'un diamètre BB', on fixerait solidement deux crochets égaux, pour y suspendre les corps à peser, et on fixerait égalée ment le poids donné P à l'extrémité du rayon CP perpendiculaire à BW* Comme les poids égaux des crochets se contrebalancent autour de Taxe C, il est clair que quand le peson ne sera pas chargé, le rayon CP sera vertical, et son prolongement rencontrera la circonférence au zéro de h machine. Quant aux autres nombres, ils seront marqués sur le quadra&
B'o, et se trouveront par les constructions indiquées dans le cas précédent. Le nombre à l'extrémité A de l'aiguille verticale CA, fixée sur le support CN, sera la valeur du poids Q, suspendu en B.
Concevant deux barres homogènes, parfaitement égales en grosseur et en longueur, BB' et Po, invariablement fixées à angles droits Tune sur l'autre et sur un axe horizontal C , passant par leur milieu commun et parfaitement mobile sur deux supports CN; concevant de plus les extrémités de ces deux barres unies solidement par deux verges droites et homogènes PB et oB^, égales en' poids et en longueurs : on aura ainsi un instrument propre à servir de balance et de peson.
D'abord il est clair que quand les poids suspendus en P et B se feront équilibre, ils seront égaux, et l'aiguille verticale immobile CA, rencontrera la verge Wo en son milieu. D'un autre côté, l'unité de poids étant suspendue en P, il est facile de voir que le poids Q , placé en B, et qui lui fait équilibre, vaudra 1, 2, 3, 4, etc. unités, suivant que l'aiguille CA rencontrera la verge B'o à son milieu ou au point de cette verge, éloigné de B', d'une distance égale au tiers, au quart, au cinquième, etc., de la longueur Wo, £ia machine peut donc être employée, soit comme balance, soit comme peson.
go. De la poulie. La poulie est encore une machine simple qui dépend du levier : c'est une roue, dont la circonférence, creusée en gorge , reçoit une corde , cette roue étant traversée par un boulon ou axe, porté par les branches d'une chape.
La poulie est fixe quand la chape est attachée à un point fixe (fig. 24)* ^a puissance P et la résistance Q à vaincre sont alors appliquées à la circonférence de la poulie, au moyen d'une même corde qui en enveloppe une partie.
La poulie est mobile quand la chape est liée à la résistance et se meut avec elle (fig. a5). Alors la puissance P tire une extrémité de la corde dont Pautre extrémité est attachée à un point fixe.
Dans l'un et Pautre cas, si Ton mène les rayons CA et CB aux points extrêmes A et B , où les directions de la corde touchent la circonférence ; les deux forces P et Q pourront être regardées comme appliquées perpendiculairement aux extrémités des bras égaux du levier coudé ACB , dont l'appui est le point fixe C , effectivement immobile , lorsqu'il y a équilibre. On aura donc alors P X AC=Q X CB (33); c'est-à-dire P = Q. Ainsi, dans V équilibre de la poulie, les forces qui tirent les extrémités de la corde, sont égales entre elles,
La poulie fixe a donc pour but de changer la direction de la puissance, sans en altérer l'intensité; ce qui est souvent utile %
( 72 ) comme pour élever un fardeau au-dessus du lieu où Ton se trouve.
gi . Quant à la charge de l'appui C , ou de Taxe de la poulie, elle se compose, dans la podlie fixe (abstraction de la pesanteur de la corde), du poids de la roue et de la résultante des deux forces égales P et Q. Si donc la poulie est suspendue par sa chape CF, ce qui rend la droite AB horizontale , la résultante de deux forces égales P et Q, passera par le point C et divisera l'angle ACB en deux parties égales ; car elle doit diviser en deux également l'angle formé par les directions PÂ et QB (a 1 ). Cette résultante R sera donc perpendiculaire à la droite AB, à son milieu I, et conséquemment verticale. On aura donc alors l'angle ABC = ACI et P : R :: sin ABC : sinACB, ouP;R;: AC * AB. La résultante R étant calculée par cette proportion, on l'ajoutera au poids effectif de la poulie, pour avoir la charge de l'axe fixe C, laquelle sera verticale, comme ses composantes, de même sens.
' Reste à déterminer la charge de l'axe fixe , dans l'équilibre de la poulie mobile : elle est évidemment égale à la résistance R, appliquée à la chape. Comme le plus ordinairement la poulie mobile est employée à élever un poids, attaché à la chape, la résistance R est la somme de ce poids joint à ceux de la poulie et de la chape elle-même, Raisonnant donc, comme dans la poulie fixe, on verra que pour l'équilibre, P * R ** AC l AB. Ainsi dans V équilibre de la poulie mobile, la puissance est au poids à élever, comme le rayon de la poulie est à la soulehdante de tare embrassé par la corde.
Suivant que cet arc vaut moins, autant, ou plus que le tiers de la circonférence , la puissance vaut plus , autant , ou moins que la résistance. Enfin, si l'arc est une demi-circonférence, ce qui rend parallèles les deux parties de la corde, la puissance n'est que la moitié de la résistance : c'est le cas le plus favorable à la puissance, puisque le diamètre est la plus grande corde du cercle.
Nous avons tacitement supposé que la puissance, la résistance et le milieu de l'axe de la poulie sont dans un même plan : s'il n'en était pas ainsi, les conditions de l'équilibre seraient différentes.
92. Du tour. Le tour en général, est un corps solide de figure quelconque, qui n'a que la liberté de tourner autour d'un
axe fixe, sans pouvoir glisser dans le sens de cet axe; et nous connaissons déjà les conditions de l'équilibre des forces qui le sollicitent (69).
• Mais ce qu'on nomme tour ou treuil, dans les arts., est un cylindre, aux bases duquel on adapte deux autres cylindres de même axe, mais d'un diamètre plus petit, et qu'on nomme tourillons. Ces. tourillons reposent sur deux appuis fixes, et le cylindre, en tournant sur ses tourillons, est absolument dans le même cas que s'il tournait autour de son axe considéré comme une droite fixe. La résistance à vaincre est attachée à une corde qui s'enroule autour du cylindre , pendant qu'il tourne autour de son axe : ce mouvement lui est imprimé par la puissance agissant, au moyen d'une corde, sur une roue perpendiculaire à l'axe du cylindre et qui fait corps avec ce dernier. Quelquefois au lieu d'une corde, on garnit les jantes de. la roue, de chevilles également espacées, auxquelles on applique les forces, ou sur lesquelles des hommes agissent par leurs poids. Souvent aussi, au lieu d'une roue, on se sert de deux leviers qui traversent le cylindre, ou bien de manivelles.
Les dénominations du tour varient suivant Pobjet auquel on le destine et suivant sa position. . On le nomme ordinairement tour ou treuil lorsque l'axe du cylindre est horizontal,. comme dans la roue de carrière, dans la grue qui sert pour élever de lourds fardeaux, etc. , et cabestan lorsque l'axe est vertical et qu'on se sert de barres pour y appliquer la puissance , comme dans les machines qu'on emploie pour amener peu à peu des masses très-considérables. \ v > .
Mais quels que soient l'objet et la disposition de cette machine, et de quelque manière qu'on lui communique le mouvement, les conditions de l'équilibre y sont toujours les mêmes. Ainsi pour fixer les idées, nous supposerons l'axe fixe AB horizontal , et conséquemment le plan de la roue verticale (fig. 267; nous regarderons la puissance P comme agissant sur la roue suivant une direction FP tangente à la circonférence, et la résistance Q, comme située dans un plan parallèle à celui de la roue, et ayant une direction verticale, tangente en I à la surface du cylindre, ou plutôt à fc section circulaire, dont le centre D est sur l'axe AB.
Gela posé, pour trouver les conditions d'équilibre entre la puissance et la résistance, menons les rayons GF et DI aux points
( 74 ) de contact des tangentes FP et IQ; an point H où le plan IDC rencontre la circonférence de la section cylindrique dont le centre est G, appliquons perpendiculairement à ICH, les deux forces contraires Q 7 et Q", égales entre elles et à la résistance Q ; ces deux forces se détruisent d'elles-mêmes et l'équilibre n'est pastroublé. Mais à cause de GH égale et parallèle à DI, le point O est le milieu commun des deux droites CD et IH4 donc la résultante des deux forces parallèles et égales Q et Q' passe par le point O, où elle est détruite par la résistance de Taxe ÀB ; et il suffit, pour l'équilibre, que la résultante des deux forces restantes P et Q" passe par le point G de Taxe, où elle sera aussi détruite. Or, ces deux forces tendent à faire tourner en sens contraires , 'dans le même plan; il faut et il suffit donc que leurs momens par rapport à G soient égaux (33), et qu'on ait P X CF = Q" XCHrsQxDI-jd'où
p:q::di;cf.
Ainsi dans V équilibre du tour la puissance est à la résistance comme le rayon du cylindre est au rayon de la roue. La puissance a donc d'autant plus d'avantage que le rayon de la roue est plus grand par rapport à celui du cylindre.
Nous avons supposé les cordes infiniment déliées ; mais elles sont ordinairement d'un diamètre fini, auquel il faut avoir égard. Or, en observant que les forces P et Q transmettent leurs actions suivant les axes des cordes FP et IQ , on verra que pour l'équilibre du tour, on a réellement, la puissance ¥ est à la résistance Q, comme le rayon du cylindre augmenté du rayon de la corde IQ , est au rayon de la roue augmenté de celui de la corde FP.
Si les rayons des cordes IQ et FP sont proportionnels à ceux du cylindre et de la roue, la proportion revient à celle où les cordes sont des fils infiniment minces.-
93. Quelquefois les appuis A et B ne sont pas susceptibles de résister indéfiniment ; et alors il importe de connaître la grandeur et la direction de la résultante des pressions que chacun éprouve, afin de pouvoir la détruire par un obstacle placé convenablement. Or, il faut avoir égard ici au poids V de la machine, qui est une force verticale, appliquée au centre de gravité G, sur l'axe AB : cette force étant détruite par la résistance du même axe, ne change aucunement les conditions de l'équilibre, et on a pa se dispenser d'y avoir égard ; mais elle charge les appuis par deux composantes parallèles, appliquées en A et B
t 75 ) et réciproquement proportionnelles ans distances AG. et GB. On pourra donc calculer afeéinent ces deux composantes. On troorera pareillement les composantes en À et B, de la force verticale en O, qui résulte des deux Q et Q*. Quant aux forces P et Q", dont la résultante passe par le point G, dans le plan de la roue, on la déterminera facilement (33), et on la décomposera ensuite en deux forces parallèles, appliquées en A et B. Connaissant ainsi les différentes pressions particulières sur les appuis, on en déduira les pressions totales, en grandeurs et en directions.
94* Du plan incliné. Le plan incliné est une machine simple, dans laquelle on considère l'équilibre ou le mouvement d'un corps pesant, appuyé contre un plan incliné à l'horizon.
Nous connaissons déjà les conditions de l'équilibre d'un corps solide , sollicité par des forces quelconques , à s'appuyer contré une -surface immobile et impénétrable (70). Il s'agit maintenant d'appliquer cette théorie à un corps solide , en contact par un ou plusieurs points avec un plan incliné , et maintenu en équilibre sur ce plan , à l'aide d'une puissance propre à contrebalancer le poids de ce corps.
D'abord le poids Q du corps étant une force verticale appliquée au centre de gravité, ce point, et conséquemment le corps, ne peut être tenu en équilibre sur le plan , qu'autant que la puissance P lui est immédiatement appliquée. De plus, la résultante de ces deux forces devant être dans un même plan avec elles (2 1 ) et être détruite par la résistance du plan incliné , doit être perpendiculaire à ce plan et le rencontrer dans l'intérieur de la surface de contact (70). Ainsi pour V équilibre Sun corps pesant, contre un plan incliné, il faut et il suffît i° que la direction de la puissance passe par le centre de gravité, et soit dans un plan à la fois vertical et perpendiculaire au plan incliné ; 2° que la normale à ce dernier plan, menée du centre de gravité, le rencontre sur T intersection de la base du corps avec Vautre plan.
Il y a donc quatre conditions d'équilibre : supposons les remplies. Soit G le centre de gravité du corps proposé; soient AB et BG les intersections du plan de la puissance P et du poids Q, avec le plan incliné et l'horizon (fig. 27). Menons AC perpendiculaire à BG : l'hypoténuse AB s'appelle la longueur du plan incliné ; AG en est la hauteur et BG la base. Il est clair d'ailleurs que l'angle B mesure l'inclinaison de ce plan sur le plan horizontal.
( 76 ) : Cela pose, le système étant en équilibre, cherchons les relations qui existent entre la puissance P, le poids Q et la pression normale N sur le plan. Pour cet effet, représentant cette pression par la partie GN de sa direction et achevant le parallélogramme GJuNH, le côté GH représentera le poids Q et le coté GI la puissance P; on aura donc
p I Q i: «nB : sinIGN et N : Q :: sinB ; sinIGH.
Le sinus de l'angle NGI étant le même que celui de son supplément NGK, on voit que la même puissance P peut avoir deux directions différentes GI et GK, pour l'équilibre.
95. Cherchons la direction que doit prendre la puissance P, pour être un minimum. D'abord , puisque Q et sin B restent les mêmes, il est clair, par la première proportion précédente, que la puissance P sera la moindre possible , dès que sin IGN aura sa plus grande valeur 1 , c'est-à-dire , dès que l'angle IGN sera droit ; donc alors la puissance P sera parallèle au plan incliné. Et comme dans ce cas , l'angle IGN = 180° — A, il vient
p : Q :: ^c : ab et n ; q :: ac ; bc.
Ainsi lorsque la puissance est la moindre possible ou parallèle au plan incliné, 1* cette puissance est au poids du corps comme la hauteur du plan est à sa longueur; 2° la pression sur le plan est au poids comme la hauteur du même plan est à sa base.
Dans ce cas, la puissance P est la véritable force qu'il faut employer pour soutenir le corps en équilibre sur le plan : c'est le poids relatif à la pesanteur suivant le même plan, qu'on appelle pesanteur relative, par rapport à la gravité le long de la verticale AG, qu'on nomme pesanteur absolue. On voit que, la pesanteur absolue étant représentée par la longueur du plan incliné, la pesanteur relative est représentée par sa hauteur; ou bien, la pesanteur absolue étant représentée par l'unité , sinus de l'angle droit, la pesanteur relative sera représentée par le sinus de l'inclinaison du plan. Suivant donc que cette inclinaison est nulle, ou un tiers d'angle droit, la pesanteur relative est nulle, ou vauÊ la moitié de la pesanteur absolue, et l'on a P = o ou P = £Q. Enfin, si l'angle B est droit, on a P = Q et N==o, comme cela doit être.
96* Tout le monde sait que pour élever des fardeaux, 011 se sert souvent de plans inclines ; c'est parce que le plan soutient une partie du poids Q du corps, et d'autant plus, que sa longueur est plus grande par rapport à sa hauteur : dès-lors la force P qu'il faut employer pour mouvoir ce
corps, est d'autant plus petite; mais en perd en temps ce que Ton gagne en dépense de force ; et d'ailleurs la pression sur le plan devient d'autant plus grande ; ce qui oblige d'en augmenter la résistance, et par suite les dimensions et conséquemment quelquefois la dépense , en matériaux* Souvent le temps est assez indifférent; alors il faut, autant que possible, choisir le plan incliné, de manière à obtenir à la fois la moindre dépense et la moindre force motrice.
Le poids immense des vaisseaux en construction ne permettrait pas de les lancer à la mer, lorsqu'ils sont termines, si on ne les établissait d'abord sur un plan incliné, où ils sont maintenus en repos par des pièces de charpente et des cordages. Dés qu'on supprime cet appareil, le navire se meut en vertu de la pesanteur relative ; et ici la hauteur du plan doit être assez grande pour que le vaisseau ne puisse s'arrêter, une fois lancé; ce qui pourrait compromettre l'existence du bâtiment.
Lia théorie du plan incliné se présente aussi dans l'équilibre des terres et des voûtes ; mais une des applications les plus fréquentes des proportions précédentes, ce sont les rampes ou routes en pente, au moyen desquelles on fait franchir de hantes montagnes à des chariots pesamment chargés : la moindre force nécessaire pour obtenir cet effet est parallèle au plan et proportionnelle au poids du chariot multiplié par le rapport de la hauteur à la longueur du plan incliné. H y a donc un grand avantage à diminuer la hauteur; mais alors pour atteindre au même lieu audessus de l'horizon , il devient nécessaire d'augmenter la longueur de la route, en la faisant tourner en rampes douces autour de l'élévation qu'elle doit franchir; ce qui a toujours lieu lorsque l'espace en longueur manque. De cette manière les frais de construction et d'entretien sont augmentés ; et on ne pourrait les diminuer <£u'en donnant au plan incliné une hauteur plus grande, laquelle exigerait alors un plus grand nombre de chevaux, et augmenterait la dépense des voituriers. Ces considérations ont fait admettre un maximum de hauteur, qu'on ne dépasse que le moins possible.
97. Nous ayons encore à examiner deux directions remarquables de la puissance, dans l'équilibre sur le plan incliné, suivant que cette puissance est horizontale ou perpendiculaire au plan. Dans le premier cas , l'angle 1GH est droit ; et Ton trouve aisément
p : Q :: ac : ab et n : q :: ac : bc.
Ainsi i° la puissance horizontale est au poids du corps comme la hauteur du plan est à sa longueur; 2° la pression est au poids comme la hauteur est à la hase du plan.
Lorsque la puissance P est perpendiculaire au plan incliné , l'angle IGN est nul, aussi bien que son sinus, et il vient
P = — = CD
( 78 ) C'est le cas où la puissance est la plus grande ; et Ton voie qu'il n'y a pas, & proprement parler, de maximum pour la puissance ; mais ce résultat nous apprend qu'aucune force , quelque grande qu'elle soit , ne peut empêcher un corps pesant de glisser le long d'un plan incliné, en le pressant perpendiculairement contre ce plan. Si nous voyons tous les jours le contraire arriver, c'est que les surfaces des corps, même les mieux polis, sont hérissées d'une infinité d'aspérités qui s'engagent entre elles dans le contact de ces surfaces, et les empêchent de glisser librement lés unes sur les autres ; et ce sont ces résistances qui produisent le frottement, dopt nous avons fait abstraction, dans l'équilibre
précédent.
98. Il résulte de ce qu'on a va (95), que si l'on a deux plans différemment inclinés et adosses par une hauteur commune AC, et que deux corps pesans, appuyés sur ces plans, soient liés entre eux par un fil qui passe sur une poulie fixée à l'extrémité A de la hauteur AC, de manière que les deux parties rectilignes du fil soient parallèles aux plans respectas; ces deux corps ne pourront se faire équilibre, à moins que leurs poids ne soient proportionnels aux longueurs des deux plans sur lesquels ils reposent*
Considérons encore un corps pesant, appuyé en un ou plusieurs points; sur les faces pknes d'un dièdre» Il est clair que pour l'équilibre, il faut et il suffit que le poids du corps se décompose en deux forces, normales aux deux faces du dièdre et passant par les points de contact du corps avec ces faces ; car alors, ces deux forces seront détruites. Ces deux normales seront donc dans un même plan avec la verticale menée par le centre de gravite', et la rencontreront en un même point* De plus, ce plan des deux normales sera à la fois vertical et perpendiculaire à 1,'arête du dièdre , laquelle sera par conséquent horizontale. Ainsi l'équilibre ne peut exister que sous les conditions précédentes : si elles sont remplies, il sera facile, connaissant le poids et le centre de gravité do corps, de calculer en grandeurs et en directions, les pressions qui ont lieu sur les faces du dièdre proposé.
C 1 est ainsi qu'on trouvera les deux positions d'équilibre d'une droite pesante homogène , chargée d'un poids connu en un point donné de sa longueur, et appuyée par ses deux extrémités, sur les feees d'un dièdre donné.
De plus, il est aisé de démontrer que si quatre sphères égales se touchent trois à trois et demeurent en équilibre sur un plan horizontal, les trois inférieures seront également chargées par l'autre 5 et p désignant le poids de la quatrième sphère, la charge de chacune des autres vaudra
Enfin , lorsqu'une voiture à deux roues est posée sur un plan horizontal, le brancard étant parallèle a ce plan, on sait que la charge R de la
C 79 ) .voiture et son poids total P, applique* an milieu de Taxe de l'essieu, sont dans une même verticale, leurs poiiit* d'application étant d'ailleurs aux distances a et b de l'Horizon. Si la voiture passe sur un plan incliné de longueur / et de hauteur &, on trouvera facilement la force x que le cheval devra exercer parallèlement au plan , pour maintenir la voiture en équilibre sur ce plan, et la pression y qu'il devra employer perpendiculairement am brancard et à la distance donnée d de l'axe de l'essieu, pour • empêcher la voiture de culbuter autour de cet axe : on aura
99* De la vis. La vis est une machine simple , qui dépend à la fois du levier et du plan incliné : c'est un cylindre droit, enveloppé d'un filet uniforme qui lui est adhérent, et qui fait partout un même angle avec la génératrice du cylindre. On appelle pas de la vis > l'intervalle entre les arêtes de deux filets consécutifs , mesuré parallèlement à Taxe de la machine.
Pour bien concevoir la génération de la vis, considérons un cylindre droit ÂB' (fig. 28) et vertical, k base circulaire, dont le rayon soit r, et la hauteur quelconque. Par les centres G et G' de ses bases, menons les diamètres parallèles AB et A'B', que nous prolongerons des longueurs BD et B'D', égales chacune à la circonférence iwr de la base .: il est clair que le rectangle BDD'B f est le développement de la surface convexe du cylindre, ayant même hauteur BB' que lui et pour base le développement BD de la circonférence 2«r. Divisons la hauteur BB' en un certain nombre de parties égales par les parallèles EF, GH, IK, LM, à la base BD; les diagonales BF, EH, GK, IM, LD', seront évidemment égales entre elles et également inclinées sur l'horizon. Donc si on enroule le rectangle BDD'B' sur le cylindre, il coïncidera avec la surface convexe de celui-ci, et DD f viendra coïncider avec la génératrice BB'; en même temps chacune des diagonales BF, EH, GK, . .., se pliera pour s'appliquer sur le cylindre, et fera ainsi un tour entier, sans que l'inclinaison 4e ses élémens sur l'horizon cesse d'être la même. Et connue il est visible que la seconde extrémité F de la première diagonale tombera sur la première extrémité E de la seconde, et ainsi des autres ; toutes ces diagonales formeront sur la surface cylindrique, une courbe continue, nommée hélice, dont tous les élémens rectilignes auront la même inclinaison sur le plan horizontal.
Par conséquent, si l'on suppose qu'un point matériel pesant N, soit placé sur cette courbe el abandonné a lui-même, il devra
descendre le long de l'hélice, par l'effet de là pesanteur, comme sur un plan incliné , dont la longueur a même direction que là tangente en ce point. Désignant donc par Q le poids du point matériel N, ou plutôt la force verticale qui le presse sur l'hélice, et par P' la puissance qui Py retient en équilibre et que nous supposerons horizontale , comme on le fait ordinairement ; remarquant de plus que le point N, pressé sur l'hélice, n'est autre chose que le point N' sollicité, par les mêmes forces, sur le plan incliné GK, dont la base GH=2jrret la hauteur HK=A, est la distance parallèle à Paxe CC f , entre deux portions consécutives de l'hélice , portions de mêmes longueurs chacune que GK et qu'on appelle spires; on aura, comme on Pa vu (97),
p r :Q::*:**rr.
Menons par le point N , l'horizontale OS = <Z, rencontrant l'axe CC au point O, regardé comme invariable. Prolongeons SO d'une quantité égale à l'unité linéaire et appliquons au point ainsi déterminé, une force x, parallèle aux forces P' et P, appliquées aux points N et S, et capable de faire équilibre à chacune de ces forces, autour du point fixe O de deux leviers, dont les seconds bras sont O =:r et OS = <£, le premier bras, sur lequel agit la force a?, étant 1 pour chaque levier. Il est clair (78) qu'on
aura successivement P'r= x et Ptf= x\ d'où P'= P X —
Substituant celte valeur dans la proportion précédente et réduisant , elle deviendra
La distance h entre deux spires consécutives , est appelée pas de V hélice. La proportion que nous venons d'établir, apprend donc que dans V équilibre sur V hélice, la puissance horizontale P est à la force verticale Q qui presse le point matériel N sur une spire, comme le pas de V hélice est à la circonférence que la puissance tend à décrire autour de Taxe du cylindre.
La distance r de chaque point de l'hélice à l'axe n'entrant pas dans cette proportion, on aura toujours le même rapport entre la puissance P et la force Q, quel que soit le cylindre sur lequel l'hélice est tracée, pourvu que le pas de cette hélice reste le même. Pour mieux fixer les idées et simplifier le discours, on a supposé le cylindre vertical ; mais tout ce qu'on a dit d'une force verticale Q et de la puissance horizontale P, doit s'entendre en général d'une force parallèle à l'axe du cylindre, et d'une
C 81 ) puissance qui agirait dans un plan perpendiculaire au même axe, à la distance à de cette ligne.
100. Nous pouvons maintenant définir nettement la vis et trouver les conditions de son équilibre. La vis est un cylindre droit revêtu d'un filet saillant, engendré par le plan d'un triangle, ou d'un parallélogramme, ou d'une figure quelconque, qui, s'appuyant par sa base sur une génératrice, tourne autour de Taxe du cylindre, en descendant le long d'une hélice tracée sur la surface de ce dernier. Tous les points qui composent le filet de la vis peuvent donc être regardés comme appartenant à des hélices décrites sur des cylindres de même axe, mais de rayons diiFérens. Or, toutes ces hélices ont évidemment le même pas, qui est alors le pas de la vis. On dit aussi que la vis est triangulaire, rectangulaire, etc., suivant que son filet est engendré par un triangle, un rectangle, etc.
On nomme êcrou un solide creusé intérieurement, de manière à pouvoir être pénétré par une portion de la vis correspondante et à toucher cette portion dans tous les points de sa surface , de même que le ferait le moule de la vis (fi^. 29).
Dans les applications, la vis est toujours accompagnée de son écrou , l'une de ces deux pièces étant fixe et l'autre mobile. Le mouvement est communiqué par une puissance appliquée à un levier droit, perpendiculaire à l'axe de la vis, et solidement fixé sur la pièce mobile. Souvent on fait mouvoir la vis, à l'aide d'un corps , appelé tournevis, qu'on insère dans une fente pratiquée sur la tête de la machine. Dans tous les cas , la pièce mobile est tellement assujétie à l'autre, qu'elle n'a que la liberté de tourner autour de l'axe du cylindre et de descendre ou monter en même temps sur la pièce fixe, comme sur une surface inclinée. Il y a donc entre les forces qui se feraient équilibre sur la pièce mobile, des relations qui dépendent de son assujétissement à la seconde; et ce sont ces relations qui constituent les conditions de l'équilibre de la vis.
101. On ne considère ordinairement que deux forces apph% quées à la pièce mobile : l'une Q parallèle à l'axe, et qui tend à la faire descendre en tournant autour de cet axe ; l'autre P située dans un plan perpendiculaire à l'axe, et qui, au moyen d'un levier, tend à la faire remonter en sens contraire. Le rapport des deux forces étant absolument le même, quelle que soit a pièce mobile , nous regarderons la vis comme fixe. Alors en
gotique «ombre 3e points que l'écrou s'appuie sur le filet, oti peut imaginer que la résistance Q est décomposée en autant de forces parallèles q, ?V? r 'i etc *i Ç 11 * pressent en ces diffcrens points, et que la puissance P est partagée en autant de forces p, y, y, etc., dont chacune en particulier fait équilibre à k force qui lui répond parmi les forces q, g 1 , q", etc. Désignant donc par À le pas de la vis , et par à la distance à Taxe de chacun des points d'application des forces P, p y p', //', etc., on aura, d'après ce qui précède (99) ,
p':q'::h:**d, P tr :q"::h:**d,
étc
Mais Pécrou étant solide , l'effort de chacune des puissances .|>, ^/, jf\ etc. , restera le même, quelque soit le point de son contour où Ton insère le levier, pourvu que la longueur à du bras demeure la même , ainsi que l'intensité et la direction relative de cette puissance. Transportant donc ainsi tous les leviers partiels sur celui de P, les forces p, p\ p n , etc., qui les sollicitent perpendiculairement se réuniront en une seule égale à leur somme P. D'ailleurs toutes les pressions partielles q, j', q n , etc., ^tanl parallèles et leurs points d'application liés entre eux invariablement , la pression totale Q est aussi égale à leur somme. Donc puisque les premiers rapports des proportions précédentes &ont égaux , il vient
Ainsi dans l'équilibre de la vis, la puissance perpendiculaire -à Taxe est à la résistance parallèle au même axe, comme le pas de la vis est à la circonférence que tend à décrire la puissance.
On voit que la puissance a d'autant plus d'avantage pour contrebalancer la résistance, ou pour comprimer dans le sens de l'axe de la vis , que cette puissance agit à une plus grande distance de l'axe, et que le pas de la vis est moindre. Il sera donc toujours avantageux de rendre le pas aussi petit que le permettra la solidité à donner aux filets, pour qu'ils ne soient pas entraînés ou cassés par les résistances à vaincre; mais alors on perdra en temps ce que l'on gagnera en dépense de force.
10a. La vis est d'un continuel usage dans les arts, et l'on peut dire que c'est l'un des organes mécaniques les plus utiles. P*?
exemple, veut-on presser avec beaucoup de force des corps mous, tels que des papiers, des linges ou des plantes Y On construit avec' des pièces de bois un châssis solide ABSS' (fig. 3o), dans lequel AB représente une table épaisse capable d'une grande résistance; TT' est une table pareille , mais mobile verticalement entre les supports SA, SB. La pièce supérieure SS' est une barre épaisse, percée en son milieu d'un écrou qui se trouve ainsi faire corps avec les supports. Dans cet écrou entre une vis O V dont la tête O, terminée par un tourillon métallique f, tourne librement dans un trou percé sur la branche mobile.
Maintenant , si Ton fait tourner la vis autour de son axe par le moyen d'une puissance horizontale P, appliquée perpendiculairement à l'extrémité d'un levier de longueur OL r= d, il est clair que selon le sens de cette rotation, la vis montera ou descendra dans son écrou , en entraînant ou poussant la table mobile TT'. Dans ce dernier cas, s'il existe des corps compressibles dans l'espace ABTT', on pourra connaître aisément la pression totale Q qu'ils éprouvent, sachant qu'on les a comprimés au moyen d'une puissance donnée P, agissant sur le bras de levier d, le pas de la vis h étant connu : on trouvera, d'après la proportion précédente, Q = P. a «£-
Un homme peut exercer un effort plus grand que celui nécessaire pour soutenir un poids de 25 kilogrammes. Supposons P = 25, à= i décimètre et d= i mètre ; nous aurons Q== 1571 kilogrammes , environ ; valeur qui serait doublée si deux hommes agissaient sur les extrémités du levier LU, et 8 fois plus grande, si on employait quatre leviers au lieu d'un seul , comme cela se pratique assez fréquemment. Mais ce qui est bien remarquable , c'est que malgré la réaction qu'une pression aussi forte doit exercer, la machine demeure ensuite en équilibre sous l'action d'une force beaucoup moindre. Cela vient du frottement entre les diverses parties, et montre l'influence de cette force passive sur l'équilibre des corps solides.
io3. On emploie fréquemment la vis pour fixer solidement des pièces de bois ou de métal les unes sur les'autres 5 comme les serrures aux portes, les différentes parties d'une arme à feu , etc. La vis sert aussi à estimer avec précision des distances extrêmement petites et dont la longueur serait inappréciable par des moyens ordinaires. Pour cet effet, on place un indicateur à son extrémité, et on fait marcher cet indicateur depuis une extrémité jusqu'à l'autre de la distance à mesurer; comptant alors le nom-
bre de tours nécessaires pour faire le trajet, ce sera le nombre de fois que le pas de la vis est contenu dans la longueur cherchée. Mais si Ton veut pousser l'exactitude plus loin, on adapte à la tête de la vis un cadran diyisé, dans lequel elle est mobile, et on fixe un index au moyen duquel on peut non-seulement compter une révolution entière, mais encore une fraction quelconque de révolution, et par suite une fraction du pas. Ainsi avec une vis dont le pas serait d'un demi-tnillimétre, le cadran ayant 100 parties égales, on pourrait estimer jusqu'au demi-centiéme d'un millimétré, valeur si petite qu'elle échappe à l'œil nu.
Dans ces instrumens la grande difficulté est de donner à la vis un pas parfaitement constant, et cette difficulté augmente avec la finesse du pas; ensorte qu'en gagnant d'un côté par le rappochement des filets, on perd de l'autre par l'irrégularité des mouvemens. Prony a donné le moyen d'éviter cet inconvénient : imaginons une vis d'un pas h et une autre d'un pas V, taraudées dans le même sens et attachées au même axe, de manière à former un assemblage solide. Supposons que la partie de la vis dont le pas est A, tourne dans un écrou fixe, tandis que la partie dont le pas est bf tourne dans un écrou assujéti à glisser entre des guides qui l'empêchent de tourner. H est clair que dans une révolution entière , la vis se sera avancée de la longueur h dans l'écrou fixe et de h r dans l'écrou mobile ; celui-ci ne se sera donc éloigné de l'autre que de la distance h — h'é Si donc on avait k' = o,oft, il viendrait h~h r z=z ~A; et la vis produirait le même effet que si les filets étaient réduits au dixième de l'épaisseur qu'on jugera à propos de leur donner.
104. Du coin. Le coin est ordinairement un prisme triangulaire que Ton introduit par choc ou pression , entre deux obstacles 1 pour exercer latéralement deux efforts qui tendent à les séparer. L'arête par laquelle le coin est introduit , se nomme le tranchant du coin , les deux faces adjacentes qui pressent les obstacles, sont les côtés, et la face opposée la tête. C'est sur cette face qu'on applique le coup , au moyen d'un marteau ou d'un corps solide quelconque.
Quelquefois le coin est une pyramide régulière ou un cône droit, que Ton introduit entre des obstacles par le sommet ou la pointe, en frappant sur la base ou la tête. Sous ce point de yue général , les couteaux , haches , ciseaux , poinçons , dents , griffes, etc., sont des coins. Mais nous considérerons seulement l'équilibre du coin prismatique, qu'on emploie pour fendre le bois, etc.
Quelle que soit la direction du choc, on peut toujours concevoir son action comme décomposée en deux autres , l'une perpendiculaire à la tête du coin, et qui obtient tout son effet; l'autre parallèle) et qui ne lui imprime aucun mouvement, parce
qu'elle ne peut tendre qu'à faire glisser le marteau sur ce coin. Nous supposerons donc que la direction du choc ou de la puis* sance P soit perpendiculaire à la tête du coin. De plus, pour l'équilibre, les efforts sur les obstacles doivent être perpendiculaires aux côtés et dans un même plan avec la direction de la puissance P (21).
Soit MON la section triangulaire que ce plan des forces fait dans le coin (fîg. 3i); la droite MN pourra représenter la tête du coin , et les droites MO, ON, les côtés. Prenant sur la direction de la puissance P, la droite AD pour la représenter; menant du point À les perpendiculaires ÀB et AG sur les qôtés MO et ON, et achevant le parallélogramme ABDG ; les côtés AB et AC de ce parallélogramme, représenteront les efforts Q et R provenant du choc, lorsque l'équilibre est établi ; et on aura P 1 Q 1 R 11 AD ; AB ; ACou BD.
Or, le triangle ABD étant semblable au triangle MNO, fl en
résulte P;Q;R;;MN;MO;ON;
c'est-à-dire que , la puissance étant représentée par ht tète du coin, les deux forces qui en résultent perpendiculairement aux côtés j seront représentées par ces eûtes eux-mêmes*
Si le triangle MNO est isocèle , les deux forces Q et R sont égales; et la puissance P est à l'une d'elles, comme la tête du coin est à l'un des côtés, qu'on peut nommer dans ce cas la longueur du coin. On voit par là qu'à puissances égales, l'effort exercé par le coin est d'autant plus grand , que la tête est plus petite par rapport à la longueur.
S'il était question d'un coin pyramidal, on. verrait de même que ht direction de la puissance est Taxe de la pyramide, lorsqu'il y a équilibre; et que la puissance étant représentée par Taire de la base, tous les efforts égaux qui en résultent, seront représentes chacun par Taire d'une face latérale. Nous ayons supposé, du moins tacitement, que le corps qui reçoit le coin, est appuyé sur un plan, perpendiculaire à la direction dut choc : s'il reposait sur un plan incliné à cette direction, ou s'il n'avait qu'un ou deux points fixes, il y aurait d'autres conditions d'équilibre, faciles à trouyer, mais auxquelles nous ne nous arrêterons pas ; parce que la théorie physique du coin paraît devoir rester incomplète, à cause d'une foule de circonstances particulières extrêmement variables, dont il est presqu'impossible d'apprécier l'influence.
Néanmoins quelque défectueuse que soit la théorie: précédente, elle représente jusqu'à un certain point, les effets de nombreux instrument employés par les hommes pour couper on divises une foule de corps, oui
pour produire des effets mécaniques intéressans à connaître. Tous les instrumens tranchans, qu'emploient les tailleurs, les jardiniers, les ouvriers en bois, en pierres, en métaux, etc., ne sont au fond que des coins prismatiques, qui ont d'autant plus d'énergie que l'angle du tranchant est plus aigu. Tels sont encore les dents des scies, des faucilles, des limes, etc. Les coins prismatiques servent aussi pour assembler solidement des pièces qu'on peut avoir à séparer ensuite. Les voûtes sont des assemblages de coins prismatiques , plus ou moins nombreux , qu'on nomme vous soir s.
Les variétés du coin conique ou pyramidal sont aussi trés-noiùbreuses. On rencontre parmi elles tous les instrumens pointus, comme les cpées, les bayonncttes , les broches , les clous , les chevilles de toute espèce , les aiguilles «et tes épingles; ces diverses machines obéissent d'une manière d'autant plus efficace à la pression , que leur longueur est plus considérable par rapport à la superficie de leur tête.
Lorsqu'on agit sur le coin par pression , on en augmente souvent l'effet à l'aide d'un mouvement de translation ou de rotation, comme dans les scies et le foret à percer le métal. Mais le plus souvent c'est par le choc qu'on chasse le coin dans les corps qu'on veut diviser ; et il arrive quelquefois qu'on le fait agir par son propre poids, comme dans les coups de sabres, de haches, de pioches, etc. Fort souvent l'action du choc ne produit son effet qu'après plusieurs actions et réactions des parties du corps à diviser. En général, l'élasticité et le frottement jouent un rôle important dans les effets du coin, dont la forme varie suivant la nature des substances sur lesquelles il doit opérer» (Voyez l'ouvrage cité de M* Dandelin. }
Des Machines composées.
io5. La réunion de plusieurs machines simples constitue une machine composée. Si Ton ne suppose que deux forces appliquées à la machine composée , il sera facile de déterminer le rapport de ces forces , dans le cas d'équilibre ; car la machine simple qui reçoit immédiatement Faction de la puissance, transmet cette action , d'après les lois de son équilibre , à la machine simple à laquelle elle est liée ; celle-ci la transmet de même à la machine simple suivante , et ainsi de suite , jusqu'à la dernière qui communique Faction à la résistance qu'il faut vaincre.
Observant donc que la réaction est toujours égale et contraire à Faction ; et que si un système de points est en équilibre, chaque point doit être lui-même en équilibre , tant en vertu des forces qui lui sont immédiatement appliquées, qu'en vertu des résistances ou réactions qu'il éprouve de la part des autres points du
système ; on trouvera aisément les conditions de l'équilibre dans les machines composées , ainsi qu'on va te voir sur plusieurs exemples.
106. Machines fukiculaibes. Nous avons vu (74) que si trois forces, appliquées, à trois cordons réunis autour d'un même nœud , sont en équilibre , chacune d'elles est représentée par le sinus de l'angle des deux autres , et les axes des trois cordons sont dans un même plan. Si donc une corde ÀOB est fixée par ses extrémités À et B, le point O étant tiré par une force R transversale ; les charges des points À et B , ou les tensions P et Q des cordons OA et OB, seront d'autant plus grandes, que l'angle AOB sera plus obtus, la force R restant constante; et elles deviendront infinies si cet angle devient égal à deux angles droits.
Une corde tendue en tigne droite à deux points fixes , sera donc nécessairement rompue par la plus petite force R* qui lui serait appliquée transversalement , si cette corde n'étant pas susceptible de s'étendre, n'a pas d'ailleurs une résistance longitudinale infinie. De là résulte aussi l'impossibilité de tendre une* corde pesante , en ligne droite horizontale.
107. Considérons maintenant plusieurs points A, B, G (fig. 3a), liés entre eux par des cordons AB, BC, et tirés par desforces S, P, Q, R, T, suivant d'autres cordons, mais de manière que chaque point ou nœud A, B., C n'en assemble pas plus de trois en même temps.
Si tout le système est en équilibre, chaque point y sera aussi, en vertu dès forces qui lui sont immédiatement appliquées , et des tensions des cordons adjacens. Le point A' est donc en équilibre en vertu des deux forces S et P, et de la tension x du cordon AB ; car le dernier point G ne peut agir sur lui que par le cordon. AB. De même, à cause que Faction du point A sur le point B est parfaitement égale et contraire à Faction x du point B sur le point A , le point B est en équilibre au moyen de la force Q et des tensions x et jr des cordons BA, BG ; et il en est de même du point C. Ainsi les trois cordons AS , AP, AB , sont dans un même plan, de même que les trois BA, BQ, BG et les trois CB, CR, GT. De plus, désignant les angles par les lettres intérieures et près du sommet, on aura, d'après ce qui précède, cette suitede proportions :
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et ainsi de suite, pour un plus grand nombre de nœuds.
Multipliant par ordre un nombre convenable de ces proportions, on trouvera le rapport de Tune quelconque des forces, à telle autre force ou tension qu'on voudra ; et si on les multiplie toutes , on aura le rapport de la puissance S à la résistance T.
108. Si les directions prolongées des forces P, Q, Ry divisent en deux parties égales les angles opposés A, B, G, du polygone funiculaire \ à cause de sin A = 2 sin £A cos £A, sin a = sin £A, ainsi des autres , on trouvera S=àxz=y=.T et
^ : Q : R :r cos^a : cos^b : cos^c.
Ainsi tous les côtés du polygone seront également tendus , et les forces appliquées aux divers angles Seront proportionnelles aux cosinus des moitiés de ces angles.
D'après cela, si au lieu des forces P, Q, R, on substitue les points fixes A, B, G, par-dessus lesquels passe la corde SABGT; comme la corde est supposée pouvoir glisser librement sur tous ces points, qui peuvent être regardés conséquemment comme des anneaux infiniment petits, il est clair (7^) d'abord que la corde sera partout également tendue et qu'on aura S = T, pour l'équilibre ; de plus, les pressions de la corde sur les points fixes diviseront en deux parties égales les angles formés en ces points, et chacune sera représentée par le cosinus de la moitié de l'angle correspondant.
Soit le côté AB = BG et r le rayon du cercle qui passe par
les trois points A, R , C. Il est facile de voir que cos -JB = — •
Donc si tous les côtés du polygone funiculaire sont égaux entre eux , les pressions aux sommets des divers angles , seront représentées chacune par la valeur inverse du rayon du cercle qui passe par trois sommets consécutifs, celui du milieu étant le point d'application de cette pression.
Or, lorsque le polygone a une infinité de côtés égaux , infiniment petits, il devient une ligne courbe; le cercle qui joint trois
sommets consécutifs quelconques, s'appelle cercle osculateurde la courbe, et son rayon, rayon de courbure; parce que la circonférence a même courbure que la courbe proposée, au second des trois sommets consécutifs ( la courbure étant mesurée par le supplément de l'angle compris entre les deux côtés ou élémens consécutifs qui se coupent au second sommet ). Donc lorsqu'une corde est tendue en équilibre sur une courbe fixe, 1° les forces qui tirent ses deux extrémités sont égales entre elles et à la tension en chaque point; i° chaque point de la corde presse la courbe suivant une direction normale (70)^ et la pression est réciproque au rayon de courbure, en ce point. D'où il suit que toutes les pressions sont égales, lorsque la courbe est une circonférence de cercle.
109. L'équilibre des cordes sur des lignes ou des surfaces courbes, est d'autant plus intéressant à étudier, que c'est presque toujours ainsi qu'on emploie les cordes dans les appareils mécaniques*; et ce qui vient d'être dit résout complètement la question»
On en déduit une démonstration très-simple de ce théorème de géométrie : Le plus court chemin pour aller d'un point à un autre, en marchant sur la surface sphêriqiie, est l'arc de grand cercle qui joint ces deux points» Concevons en effet, une corde flexible et inextensible, attachée par une extrémité au premier point A invariable, et passant dans un anneau infiniment petit fixé au second point B, dans lequel elle peut glisser librement. Si nous tirons la seconde extrémité par une force P, il est évident que dés que la portion AB de la corde sera un minimum, il y aura équilibre ; et pour trois élémens consécutifs de la corde, les forces suivant les élémens extrêmes se détruiront à l'aide de l'élément moyen. La résultante de ces deux forces passera donc par le contact de celui-ci avec la surface sphérique et suivant la normale en ce point, où elle sera détruite. Ainsi trois élémens consécutifs quelconques de la portion AB, et conséquemment cette portion même, sont dans un plan normal à la Surface sphérique, c'està-dire dans un plan de grand cercle; le plus court chemin AB , intersection de ce plan avec la surface de la sphère , est par conséquent un arc de grand cercle.
no. Revenons maintenant au polygone funiculaire S ABCT. Ce polygone étant en équilibre en vertu des forces S, P, Q, R, T, concevons que sa figure devienne parfaitement invariable, de manière que les points A, B, G, ne puissent plus changer leurs distances mutuelles ; il est clair que cette hypothèse ne change rien à l'équilibre proposé. Mais alors les forces S, P, Q, R, T étant en équilibre sur un système invariable, l'une d'elles est %ale et directement opposée à la résultante de toutes les autres ;
ainsi ces autres forces ont une résultante. Or, cette résultante est exactement la même que si toutes ses composantes se réunissaient parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque de sa direction. Ainsi chaque cordon est tendu par la force qui le sollicite, comme il le serait par la résultante de toutes les autres forces qu'on y transporterait parallèlement à elles-mêmes. Ce qui fournit un moyen bien simple de déterminer cette tension.
Supposons, par exemple, que les cordons AS et GT. soient dans un. même plan , et que par suite , les deux forces S et T aient une résultante : d'après ce qu'on vient de voir, cette résultante est égale et directement opposée à la résultante Y de toutes les autres forces P, Q, R, comme si le système était invariable. Si donc on transporte parallèlement à elles-mêmes, les forces P, Q, R, au point O de rencontre des cordons SA et TG prolongés; on aura facilement la grandeur et la direction de la résultante V t nécessairement appliquée en O. Décomposant ensuite la force Y' en deux autres dirigées suivant OS et OT, on aura les tensions S et T des cordons AS et GT, ou les charges que supportent leurs extrémités fixes S et T.
1 1 1 . Jusqu'à présent les forces P, Q, R, appliquées aux différons points de la corde, ont des directions quelconques, propres à établir l'équilibre. Supposons toutes ces forces parallèles et de plus verticales , pour mieux fixer les idées. Dans ce cas , pour» qu'il y ait équilibre , il faut une condition de plus : c'est qae toutes les forces P, Q , R , et les côtés du polygone soient dans un même plan. Gar les forces autour de chacun dès nœuds A, B, C, devant déjà être dans un. même plan? (74)1 et te pten SAP ou PAB étant parallèle au plan ABQ ; ces deux plans , qui ont la droite commune AB, coïncident et n'en font qu'un seul avec BGR ou RGT. Gette condition étant remplie , on aura toujours les proportions qui précèdent (107). Mais comme alors sin a/zsi sin 6, sin $' = sin c, etc., on trouvera
^I a? l7"lT*; coséc a * coséc b • cosêc c • coséc c*.
Ainsi lorsque des forcesjparalïeles tirent dans le même* sens diffèrent points d'une corde, tous les cordons sont dans un mime, plan avec ces forces, et les tensions qui leur font équilibre, sont chacune comme la cosècante de son inclinaison sur la puissance adjacente, ou bien comme la sécante de son inclinaison sur Ëhet» rizon, quand les puissances sont verticales.
( 91 ) Dans ce dernier cas, pour avoir la tension t d'un côté quelr conque au moyen de la tension h du côté horizontal d'où Ton part, on observera que la résultante de ces deux tensions, fait équilibre à la résultante verticale v, c'est-à-dire à la somme des puissances appliquées sur les nœuds intermédiaires (i io). Désignant donc par <p l'inclinaison de t sur l'horizontale, on aura
* ! * l v 1 1 1 1 cos 9 l sm 9 î ^ ,ou ^ on ^ e
t = hsécç, tz=zv coséc ç et v = h tang ç.
Ces résultats étant vrais quelque soit le nombre de côtés du polygone funiculaire , ils s'appliqueront encore quand ce polygone deviendra une ligne courbe ; ce qui conduit aux conditions de l'équilibre d'une corde pesante , que nous allons examiner.
lia. On peut considérer une corde pesante comme un fil sollicité en tous ses points par de petites forces verticales et par conséquent parallèles. Cette corde , attachée à deux points fixes S et T, ne peut donc demeurer en équilibre, à moins qu'elle ne soit dans un plan vertical : elle forme alors une ligne courbe que Ton nomme la chaînette; et son centre de gravité est le plus bas possible (60) •
Les charges des points fixes ou les tensions des derniers démens en S et T, étant dirigées suivant ces élémens , et conséquemment suivant les tangentes à la courbe à ses extrémités S et T ; en procédant comme plus haut (111) , on déterminera facilement ces tensions, de même que celle qui a Heu en un point quelconque de la courbe , suivant la tangente en ce point. Mais en nommant t cette dernière tension , h celle qui a heu au point le plus bas , laquelle est horizontale ; v le poids de Parc s compris entre ces deux points, et p l'angle de la direction de t avec l'horizontale ; on aura, entre ces quatre quantités, les trois équations du précédent numéro.
Si la corde est de grosseur et de densité uniformes, son poids v pourra être représenté par sa longueur 5, et on aura sz= h tang 9 • équation trèssimple de la chaînette, entre les deux coordonnées s et 9. Ainsi la chainette est une courbe plane telle , que la tangente de son inclinaison sur un axe horizontal, augmente comme la longueur de l'arc à partir du point le plus bas.
Cette courbe est donc la même de part et d'autre de l'axe vertical qui passe par l'origine, et s'étend verticalement à l'infini, comme la parabole.
Observons que si les petites forces verticales qui sollicitent les divers points du fil, venaient à agir dans le sens directement opposé, la courbe résultante serait précisément la chaînette renversée : donc puisque pour l'équilibre de la chaînette, la résultante est détruite, elle le sera encore pour la chaînette renversée , même en redonnant aux petites forces leur sens primitif. Dans ce dernier cas, l'équilibre s'établira au moyen des actions et réactions des élémens matériels entre eux et sur les points fixes,
et ptr leur impénétrabilité. Mais comme alors le centre de gravité sera le plus haut possible, l'équilibre ne sera qu'instantané.
L'équilibre des polygones funiculaires reçoit d'importantes applications dans la construction des ponts suspendus ; on le retrouve aussi dam la confection des toiles d'araignées, auxquelles on ne fait guère attention que pour les détruire. Enfin, il est aisé de démontrer que si des pui*sances en équilibre font prendre à une corde la forme d'un polygon» ri» gulier et passent par le centre, toutes ces puissances sont égales, les cote) du polygone sont également tendus, et la somme de toutes les puissances est à la tension d'un cordon, comme le contour du polygone est au rayas* du cercle circonscrit.
11 3. Des poulies. Considérons un système de n poulies mtbiles p t , Pti p$t ••••, p n (%• 33 ), disposées de manière que h première p % soutienne une résistance R attachée à sa chape et soit embrassée par une corde, ayant une extrémité fixe et l'asti* extrémité attachée à la chape de la poulie suivante p % \ que Al* même cette seconde poulie soit embrassée par une corde, ayant 1 une extrémité fixe et l'autre attachée à la chape de la poulie salivante p l ; et ainsi de suite , jusqu'à la dernière p nft dont la cordt J arrêtée d'une part à un point fixe, soit tirée die Pautre par II puissance P. ....
Si tout le système est en équilibre , chaque poulie est en éqoÉ» libre elle-même , en vertu des forces et des tensions qui agissent sur elle. Nommant donc r t , r a , r 3 , ..., r n , les rayons respectât des poulies; c t , c a , c 3 , ..., c n , les soutendantes des arcs embrassa par les cordes ; /,, tf a , /^, ..., P, les tensions successives des cordons ; on a vu (90) que l'équilibre des poulies /\i />,i ft >•••! F*» fournit cette suite de proportions :
P l t n ^ x II r n l c n .
Multipliant par ordre et simplifiant, il viendra P C R II Ws - r n : cc& ... c n .
C'est-à-dire la puissance est à la résistance, comme le produti des rayons des poulies est au produit des soutendantes des ares imbrassés par les cordes, '
La disposition la plus favorable à la puissance est celle où les deux parties de chaque corde sont parallèles ; car alors chaque
souténdante étant égale au diamètre de la poulie, sera la plus grande possible; et par suite, là puissance P sera la moindre possible à regard de la résistance R. Or, dans ce cas , il vient
P * R * * 1 * a", ou P == — •
Ainsi pour 3 poulies , la puissance ne serait que le huitième
de la résistance; et le 5 i*% pour 9 poulies.
1 14* Voici un autre système, encore plus énergique que le précèdent [fig* 34) : soient/»,, /> a , p 3 , ..., p m n poulies, mobiles autour de leurs aies, et dont les chapes sont fixées sur une plaque solide, à laquelle est suspendu un poids à élever. Soient au-dessus de ces poulies, n autres poulies mobiles <? n ^ a , ^ 3 , ..., q m dont la première q x est suspendue à un point fixe, par sa chape supérieure. La corde qui embrasse p x en dessous et q x en dessus, est soutenue par la chape inférieure de q x et soutient la chape supérieure de q^» De même, la corde qui embrasse p % aa dessous et q 9 en dessus , est soutenue par la chape inférieure de q % et ■patient la chape supérieure de <? 3 ; et de même pour les cordes sur p^ et pj, sur p^ et q k> etc. Enfin une extrémité de la corde sur p n et q n est tirée par la puissance P. Si donc on suppose que toutes les parties des sordes soient parallèles; ce qui peut toujours se faire en donnant aux poulies des rayons convenables; désignant d'ailleurs par R la résistance, comprenant les poids des poulies, des cordes et du corps à élever; on trouvera que pour l'équilibre,
R=:aP<H-3+9H |-3' l ~ 1 )i d'où K=(3 n — i)Pi
Cet appareil et le précédent favorisent singulièrement la puissance; néanmoins ils sont rarement employés ; d'abord parce qu'ils exigent un emplacement d'une grande étendue, dont souvent on ne saurait disposer, et ensuite à cause de l'énorme longueur de cordes qui leur devient nécessaire pour élever un poids à une hauteur médiocre. H est facile de voir «n effet, que pour élever un poids à la hauteur A, les parties des cordes dtant parallèles, la puissance devrait parcourir un espace égal à i n h dans le premier système, et dans le second, égal à
3^( 1 + 44-i3 + 4o4-iai + 364 + ...), ou \h [3"+» — (a»+3)]. Ces inconvéniens ont fait préférer, pour favoriser la puissance, les machines composées de deux moufles*
1 i5. Des moufles. On appelle moufle un système de poulies assemblées dans une même chape, ou sur des axes particuliers, ou sur le même axe (fig..35 et 36).
Considérons deux moufles, Tune fixe et l'autre mobile, et Supposons que toutes les poulies soient embrassées par une même Corde attachée par une extrémité à la chape de Tune des moufles., et tirée à l'autre extrémité par une puissance P, qui fait
( 94 ) équilibre a on poids R suspendu à la moufle mobile. Supposons déplus, comme cela a lieu ordinairement «Fane manière sensible, qoe les diverses parties de la corde soient parallèles. Dam ce cas , puisque toutes les poulies sont embrassées par la même corde et qu'il y a équilibre, pour chacune en particulier, il est clair que tons les m cordons, qui root d'une moufle à Fanfre, sont également tendus, chaque tension étant égale à la puiss ance P. Ainsi la résistance R est égale et directement opposée à 1* résultante de m forces, parallèles et égales à P ; on a par conséquent R =r »P - cYst-â dire qoe imms TtqmHkrt àe la màtkim cmpfifc de deux wumfUt, la fmttmmce ezt un* uarm? de 2s rènsùmee, mtmrfmee pmr le wew&re de emrdmu fmrmUèles, eut wmd dTwm* wumfU à Tmmtrt.
Dans cette machine, on établit le parallélisme des cordons, en faisant croître les rajons des poulies, égales deux à deat (Tune moufle à Fautre, surrant une progression arithmétijoe, dont la raison est le rayon de la plus petite poufie. H est donc mole de calculer la longueur de la corde, connaissant les rayons et la position des poulies, des moufles et le point où la put* sauce agit. De plus, pour que le poids s'ésère «Tune hauteur**, la puissance doit décrire respace a*. De sorte que ce que Pet gagne du côté de la force, on le perd en temps, et cm dépense de corde ; et il est clair qu'il en est encore ainsi pour le systène de poulies mobiles, que nous axons considéré plus haut. Ce système est plus aTantageux pour la puissance que celui dedeax moufles \ mais il Test beaucoup moins sous le i appât de la annoeurre et de la possibilité de faire parcourir à la puissance sn espace donné.
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1 t6. Des tectils. Considérons
posée d\m assemblage de tours qui réagissent les
( 95 \j 1res (fig. 87). La corde qui s*enroule sur le cylindre da premier, soutient un poids R et en général une résistance verticale ; et la corde appliquée à la roue, au lieu d'être tirée immédiatement par une puissance , est attachée au cylindre du second tour, sur lequel elle s'enroule tangentiellement. La roue de ce second tour est de même tirée par une corde qui passe sur le cylindre du troisième ; et ainsi de suite jusqu'au dernier dont la roue est tirée par la puissance P.
Si le système est en équilibre , il en sera de même de chaque tour en particulier, en vertu des tensions des cordes appliquées au cylindre et à la roue. Nommant R, t x , tf a , tf 3 , ..., P les tensions des cordes ; p t , p^ p 3 , ..., p n les rayons des cylindres, et R t , R a , R 3 , ..., R rt les rayons des roues \ il est clair (92) qu'on
*ura t * R * * * R ,
Multipliant par ordre , on trouvera
C'est-à-dire la puissance est à la résistance, comme le produit des rayons des cylindres est au produit des rayons dès roues.
117. Des boues dente' es. Si l'on rapproche tous les tours de manière que la roue du premier devienne tangente au cylindre du second , que la roue de celui-ci soit tangente au cylindre du troisième , et ainsi de suite ; et si l'on suppose que chaque roue s'engage au cylindre contigu, de telle sorte qu'elle ne puisse tourner sans faire tourner le cylindre , et réciproquement \ on pourra supprimer les cordes qui lient tous ces treuils , et la machine occupera Un emplacement beaucoup moindre.
Pour engager solidement chaque roue avec le cylindre du ' tour suivant (fig. 38), on pratique à leur circonférence des dents également espacées qui engrènent les unes dans les autres, de manière que chaque roue , qu'on nomme alors roue dentée, ne peut tourner sur son axe , sans que le cylindre qu'on nomme alors pignon, ne tourne en même temps sur le sien. On a donc pour l'équilibre de deux forces qui réagissent l'une sur l'autre au moyen des roues dentées : la puissance est à la résistance,
comme le produit des rayon» des pignons est au produit de» rayons des roues.
Désignant donc par r t , r a , r 3 , ..., r a , les rapports des rayons des roues à ceux de leurs pignons, on n'aura pour l'équilibre, que la seule équation
R = PXr 1 r,r 5 ... r n .
De sorte que cet équilibre peut s'établir d'une infinité de manières , et le problème est plus qu'indéterminé.
On voit qu'au moyen des roues dentées, on peut obtenir une machine très-énergique sous un petit volume. Par exemple, avec quatre roues , dans lesquelles on aurait r t = 4 1 r , = r 3 = r 4 = 5 , une force de 6o livres soutiendrait en équilibre un poids de 3oooo.
1 18. Les points de contact des dents des roues avec les aHu des pignons, étant variables, il est difficile de mesurer avec précision les rayons respectifs ; et il importe de remplacer l'équation d'équilibre qui précède par une autre, susceptible de plus d'exactitude. Or, soient d v et a v+l les nombres respectifs de dents et d'ailes de la v* roue et du \y -f-i) e pignon avec lequel elle engrène : puisque ces dents et ces ailes doivent être égales et également espacées, leurs nombres d v et a v sont évidemment comme les circonférences a*-R. v et *irp v+l qui leur correspondent, et on a par conséquent d v ; a v+i H R v lp v+x \ d'où
Soient N v et N v+i les nombres respectifs de tours que font en même temps la v e roue et son pignon d'engrenage, et conséquemment la (v + i) e roue : il est clair que pendant ce temps, il passera au même point de la ligne de circulation, un même nombre de dents et d'ailes. Or, il passera évidemment dJ8 v dents et « V+I N V+1 ailes ; on a donc
d v K v = a v+l TX v+l ...(2).
Prenant successivement v = î , 2, 3, 4i •••* n — ii dans les équations (î) et (2), puis multipliant entre elles les équations résultantes, dans chacune, et réduisant, on trouvera
d t d A •• d nr-t-PJ>*Pt — Fn = R , R , R s — R n-,- <W*4 — *#*
Divisant la première de ces deux égalités par la seconde, et ayant égard au rapport de la puissance P à la résistance B t trouvé plus haut (1 17), il viendra
Telle est la proportion d'équilibre, qui remplace avec avantage celle énoncée plus haut (1 17) : elle nous apprend que la puissance est à la résistance 9 comme le rayon du premier cylindre multiplié par le nombre de tours qu'il fait dans un certain temps, est au rayon de la dernière roue multipliée par le nombre de tours qu'elle fait dans le même temps.
1 19. Soient t v et t v+% les temps employés respectivement par les v* et (y-\- i) e roues pour faire chacune une révolution. Il est aisé de voir que d v t v+l = « v+l * v i et que par suite,
d x d A ' ' ' d n-fn — a * a \ a k ' ' • "nfx- Lorsqu'une machine composée de roues dentées, doit produire du mouvement, il faut non-seulement que l'intervalle entre deux dents consécutives, soit égal à la largeur de chacune; mais on doit en proportionner le nombre et l'épaisseur, de manière que les dents et les ailes ne se brisent pas sous les pressions et surtout que la rotation soit régulière. Pour cette dernière condition, il faut d'abord que dans chaque roue, il y ait au moins deux dents en prise avec deux ailes du pignon suivant, il faut de plus que les dents et les ailes aient la courbure épicycloïdale % au tracé de laquelle nous ne pouvons nous arrêter, mais qui est la seule propre à donner une vitesse uniforme. Cette forme est souvent donnéa aux dents et aux ailes par l'usé dû au frottement -, mais pour cela , il est nécessaire que les mêmes parties soient sans cesse ramenées au contact, c'est-à-dire que le nombre de dents de chaque roue soit un multiple du nombre d'ailes de son pignon d'engrenage. C'est ce qu'on appelle préférer des nombres rentrans , condition que les horlogers ont soin d'observer.
De quelque manière qu'on emploie les engrenages, il en résulte toujours des frottemens considérables, malgré le poli et la régularité de construction qu'on s'attache à donner aux différentes pièces; aussi les engrenages sont en général de mauvais moteurs, et malgré les forces énergiques qu'ils peuvent développer, on ne doit les employer qu'avec réserve , et que quand il est impossible de s'en passer, comine cela arrive dans les moulins de divers genres. Pour ces dernières machines, tous les axes ne sont pas parallèles ; et alors on emploie des engrenages coniques ou roues d'angles, pour communiquer le mouvement soit à des pignons, ; soit à des lanternes, qui en tiennent lieu, et dans lesquelles les ailes sont remplacées par des cylindres ou des cônes, nommés fuseaux ou alluchons. ; 120. Une des applications les plus remarquables des roues dentées,
* . est celle qui a lieu dans les horloges et les montres. On verra , d'après la a théorie du pendule, comment le mouvement , communiqué à la machine, ' y est régularisé de manière à indiquer des temps parfaitement égaux. Or, ,. ces indications dépendent essentiellement des rapports entre les nombres
de dents et d'ailes; et nous pouvons, dés à présent, déterminer ces rapports.
Proposons-nous, par exemple, de trouver les nombres d'ailes et de dents qu'il faut donner aux pignons et aux roues d'une horloge ami doit marquer les heures , les minutes et les secondes , et dont le bahut' cier doit battre les secondes. Pour cet effet, on emploie ordinairement cinq roues et quatre pignons, convenablement disposes. Par minute le balancier fait 60 vibrations, dont deux laissent passer on échapper vaut dent de la dernière roue , portant l'aiguille des secondes. Si donc en donne 3o dents à cette roue, elle fera une révolution par minute, et' conséquemment 60 révolu lions pendant que la troisième roue, qui doit porter l'aiguille des minutes, fera un tour. Ainsi en posant N,=:i et N n =6o, l'équation (3) du n° 118 deviendra
Les quatre inconnues de cette équation étant des nombres entiers, dont les deux premiers <2 3 et d u sont respectivement plus grands que les deux autres; si on se donne arbitrairement deux d'entre eux, les deux autres seront facilement déterminés. Or, en faisant, par exemple, a^ a 5 =:6, il viendra e^c^ r= 60 • 6 • 6 ; et il faut partager ce dernier produit en deux facteurs que Ton puisse prendre pour d z et d^. Posant, par exemple, d 4 r=r36, on aura d^-=6o ; et ces nombres satisfont à la question. Car la troisième roue faisant un tour, le pignon de la quatrième, avec lequçl elle engrène et qui a 6 ailes, fera évidemment 10 révolutions, ainsi que la quatrième roue. Mais celle-ci ayant 36 dents qui engrènent avec les 6 ailes du pignon de la cinquième, il est clair que pendant qu'elle fera 10 tours, ce pignon et par suite la 5 e roue, en fera 10 fois. 6 ou 60, comme cela doit être.
Maintenant, la troisième roue devant aller la fois plus vite que la première, qui porte l'aiguille des heures; pendant que celte première rose fera un tour, la troisième en fera îa : on aura donc d^ — xza^ay Prenant tf 3 =8 et a 3 ==i6, par exemple, ce qui donne d t d a = i2 *8*i6; •on pourra faire e£ a zz 3 2 ; d'où l'on aura d l = 48*
Ainsi parmi les nombres propres à résoudre le problème proposé, en peut employer le système de valeurs que voici :
££, = 48, <£ a = 3a, <£ 3 =r6o, d 4 =:36, d 5 =zSo^ a a =i6, a 3 = 8, tf 4 =z6, eta 5 =6.
lai. H arrive souvent que les vitesses données ont un rapport i tible, exprimé par de grands nombres, premiers l'un ou l'autre* «e cas, il est nécessaire de remplacer ces nombres par d'autres non miers, et dont le rapport approche le plus possible du propose. Votai h marche à suivre :
Supposons quWee trois roues et deux pignons on veuille construire «me montre indiquant les phases lunaires $ de manière que la prmtfHn roue, portant V aiguille , fasse un tour en ao jours la heures 44S rfarfr moyenne delà révolution synodiqu* de la lune, tandis que la ifiiaujjff
roue accomplit un tour en * jours et demi» Ces nombres réduits en minutes, sont 4a5?4 et 36oo; ainsi pendant que la première roue fait un tour, la troisième en lait ^5* ou, -^gff 1 ^ rapport irréductible, dont le
numérateur est premier. Soit - un rapport plus simple et qui en différé
très-peu ; soit a le numérateur de la différence r on aura donc 900^ *">io63ix=a, le nombre entier a deyant être fort petit. Résolvant cette équation indéterminée,, on trouvera
yz^2jo&a-±-io63iu et * = 229*1-}- 900a.
En prenant pour a et u des nombres entiers, on en déduira pour x ely des nombres aussi entiers, parmi lesquels i} faudra choisir ceux d'une même substitution qui pourront se décomposer en facteurs. Or, quan4 on prend a = 7 et « =; — i,il vient x = 703 = 19 • 37 et y =: 83o4
= 48 * *73* De là, on aura
d'où «3 = 19, ^3 = 37, <£ t = 4? et ^2 = 173.
Il est bien vrai que le rapport 83o4 ! 703 , n'est pas exactement lé même que io63i * 900 ou ^iéi^ l 36oo; pour calculer Terreur, rempla-* çons 4^524 par *, et égalons les deux rapports; nous en déduirons z =* 4a5a4/°4i au l* eu de 4^24 » Terreur est donc o',o4, ou a",4 par révo* lution lunaire ; ce qui fait environ 3o" par an.
Pour n'avoir pas à calculer chaque fois les dimensions et la position des pièces d'une montre, ni les nombres' de dents et d'ailes, on a cons-^ trait une machine ingénieuse, nommée plate-forme, et qui sert à tailler les dents des rouages. II y a de ces plates-formes qui ont en outre un appareil propre à arrondir les dents en épicycloïdes. De sorte que ce travail si difficile devient l'ouvrage d'une machine aveugle, d'autant plus précieuse, que n'éprouvant ni distraction, ni fatigue, elle conduit immé* diatement à une exactitude de construction , que l'ouvrier habile et intelligent, n'obtiendrait peut-être pas avec beaucoup de temps et de soins.
12a. Du cric. On considère dans le cric simple (fig. 39), un pignon que l'on fait tourner Sur son axe au moyen d'une manivelle : ce pignon engrène avec une barre inflexible dentée, de manière qu r en tournant sur son axe , il oblige la barre à se mouvoir dans le sens de sa longueur. Ordinairement la résistance E est un poids appliqué sur la tête de la crémaillère et fu-'on peut supposer agir dans le sens perpendiculaire au rayon rda pignon. Et comme la puissance P agit perpendiculairement à Pextrémité du bras de la manivelle, lequel est dans un plan perpendiculaire à Taxe du pignon, aussi bien que le rayon r; il est clair (92) qu'on aura Yb = Rr. Ainsi dans f équilibre dà cric simple, la puissance est à la résistance,, comme le rayon dû pignon est au bras de la manivelle.
Bien entendu que la longueur b de ce bras, est la distance du point d'application de la puissance à Taxe du pignon. Et lorsque le poids est élevé aussi haut qu'il est nécesssaire, on arrête Je mouvement du pignon de haut en bas, par un encliquetage adapté à l'a machine , et la puissance peut cesser d'agir.
Lorsqu'on veut augmenter encore la force du cric, les rayons du pignon et de la manivelle restant les mêmes , on fait agir le pignon sur une roue dentée intermédiaire, dont le pignon mène la barre ; et il en résulte alors un cric composé. Désignant donc par r 1 le rayon du second pignon et par V celui de la roue, on trouvera aisément , pour l'équilibre ,
pik::^ ; iv.
Si donc on suppose que la machine est manœuvrée par un homme auquel on peut attribuer une force de pression de a5 kilogrammes , et que les rayons r, r 1 , b , b\ valent respectivement 1, 1, 10 et 4 pouces ; on trouvera R = iooo kilogrammes.
isrâ. De la vis sans fin. La vis sans fin est une machine composée d'une vis mobile autour de son axe , et dont les filets mènent les dents successives d'une roue de rayon a , à laquelle ils se présentent toujours d'une manière uniforme. La résistance R étant un poids suspendu par une corde , au cylindre de la roue ( fig. 4° ) * appelons c le rayon de ce cylindre , h le pas de la vis, b le bras de la manivelle sur lequel est appliquée la puis* sance P, et/ la force avec laquelle le filet presse la dent de la roue. Il est aisé de voir que pour l'équilibre , d'abord sur la va (ioi), et ensuite sur la roue (92), on aura
d'où Ton tire P • R .•• ch • a . ixb.
C'est-à-dire, la puissance est au poids, comme le rayon é$ -cylindre multiplié par le pas de la vis, est au rayon de la- roue multiplié par la circonférence que la puissance tend à décrire»
• Une puissance P est appliquée au bras b de la manivelle qui ait tourner sur son axe une vis , d'un pas h , menant les dents d'une r©** «le rayon r. Cette roue porte sur son axe une vis d'un pas A', nyy f^t les dents d'une seconde roue de rayon r', dont le cylindre de raye* « jupporte un poids M, au moyen d'une corde tangentielle. Si le système •est en équilibre , on aura
VlMllchJtl^brr:
( toi )
ia4- Du genou. Cette machine , considérée dans fa statique dé M. Poinsot, est composée de deux barres ou verges inflexibles ÀO, BO (fig. 40 1 jointes en O par une charnière sur laquelle elles peuvent tourner comme les deux branches d?un compas. L'extrémité À de la première est liée , par une autre charnière, à une barre inébranlable ÀC, de sorte que cette branche AO est comme un levier dont l'appui fixe est au point A ; mais l'extrémité B de la seconde branche ne fait que posée sur la barre inébranlable , ou plutôt elle est contenue- dans la rainure fixe AC, le long de laquelle elle peut glisser librement. La puissance P est appliquée à l'extrçmité n d'une barre mn solidement .fixée perpendiculairement sur la branche AO, près de la charnière O. L'action de cette force a pour effet de faire glisser le point B dans la. rainure AC, en ouvrant l'angle AOB, et d'exercer une pression en B, dans le sens BG. De sorte qu'en appliquant en B une force R, égale et directement opposée à cette pression , il y aura équilibre dans le système. ■ Pour trouver les conditions de cet équilibre , supposons que ht force P agisse perpendiculairement à la distance An = r, ce qui est la position la plus favorable à l'action de cette puissance \ et réduisons la figure à des lignes droites OA, OB, AC, An, toutes dans un même plan, avec les directions des forces. Faisons de plus AO = a, l'angle OBA = B et l'angle AOB = 30. Puisqu'il y a équilibre dans la machine, la branche AO est en équilibre en vertu de la puissance P et de l'action x du point B sur le point O de cette branche , action qui ne peut avoir lieu que dans Je sens BO, et dont le moment par rapport au point fixe A est x X Ah. Les forces P et x tendent h faire tourner en spns contraires autour de A \ donc , comme leur résultante est détruite par la résistance de ce point, on a ar X An ssPr (33) ; ou bien, en observant que An = a sin 2<p, il vient «or sin a0 = Pr.
Le point B est en équilibre en vertu de la force R, qui le tire
le long du plan BA et de la réaction du point O, qui le pousse
suivant OB contre ce plan ; et comme cette réaction est égale
à x y on a par la théorie du plan incliné (94), x \ R \\ 1 \ cos B
Ou R 5= x cos B. Eliminant x on trouvera
Pr cofe B a sin ap
La puissance P restant la même, ainsi que la distance r, on
( 102 ) roit qae là force R sera doutant plus grande que a serti moindre et l'angle 1$ plus grand \ car comme cet angle est obtus , plus il deviendra grand , plus Son sinus sera petit , et plus au contraire cos B croîtra. Et si on avait 2p = 180 , il viendrait R =co. Ce qui veut dire que la pression elercée par le genou , dans -le sens de la rainure , peut devenir plus grande que toute pression donnée. Cette machine , d'une construction beaucoup plus simple que celle de la vis , peut donc servir , comme elle , pour exercer, au moyen d'une puissance médiocre, des pressions très-considérables , ou pour former sur certains corps s de fortes et vives empreintes.
Lorsque le genou est isocèle * c'est-à-dire lorsque ÂO = OB t on a l'angle À = B = 90 — ç. Et comme sin 29 = 2 sin 9 cos <p = 2 cos B sin B, il vient , pour l'équilibre , aaR sin B 5= Pr. Soit/ la flèche du genou , c'est-à-dire la hauteur CI da triangle isocèle AOB ; il est clair qu'on aura 2/= 2a sin B et 2R/*= Pr. Ainsi dans V équilibre du genou isocèle; là puissants *st à la résistance dans le sens de la rainure, comme le double de fa flèche est à la distance de la puissance à la charhibrefix*.
Si l'on veut avoir égard au poids de la machine, en jfappoautf Pale ou la rainure AC verticale, dont le poids est détruit par h résistance du plan horizontal sur lequel le système est appuyé^ on supposera le poids p de chacune des deux branches égale! AO et BO, appliqué à son milieu, ce qui revient à regarder ces deux branches comme homogènes et de grosseur uniforme \ùi* sant d'ailleurs abstraction du ^oids de mn, comme ai la puissance P était appliquée en m et qu'on eût Am = r, on trouverais»* lement cette équation d'équilibre :
(R — 2|>).2/— Pr.
Ainsi le poids de la machine favorise l'action de la pftnrifneê» Et on peut aisément déterminer la grandeur et le sens dé la fine avec laquelle l'axe AC du genou doit être retenu en A et B, pour n'être pas entraîné par Faction combinée de son poids et 3ef forces appliquées.
\ ' 135. Parmi les machines composées, de formes variable*, on distia~ gbe, outre les polygones funiculaires, le pont levis, dont l'équilibrée* donné dans plusieurs ouvrages de mécanique (voyez entre autres ceux 3e MM. Francœur et Dandelin). On distingue aussi la balance de Robervs^ qui jouit d'une propriété singulière indiquée par le théorème que voici:
On a un parallélogramme firme par quatre règles d'une même gro* teur uniforme y mobiles autour de leur» extrémités; oe paraUèlogi
( iOi )
est suspendu à un pied vertical par deux axes, traversait le* mûieuM dé deux côté* opposés, et peut se mouvoir librement autour de ces axes, dans un plan vertical, en changeant la grandeur de ses angles. Si sur deux bdtons de poids égaux etjixés invariablement aux milieux des deux autres côtés, on suspend deux poids égaux P et P', il y aura équilibre, quels que soient les points de suspension de ces deux poids»
Ce théorème, facile à démontrer par la décomposition des poids, présente, dans la théorie des momens , une espèce de paradoxe, qu'on lève par la seule observation qu'il y à deux points fixes dans le système. Il est facile de voir aussi qu'il n'y aurait pas équilibre, si les deux points P et Pr étaient inégaux : en sorte que cette machine peut servir à peser les corps, comme une balance.
Les élèves feront bien de s'exercer sur les problèmes et théorèmes que voici :
I. Trouver les conditions d'équilibre pour un système de leviers qui agissent mutuellement les uns sur les autres.
II. ^i une masse M est retenue en équilibre sur un plan incliné, au moyen d'un cordon parallèle à ce plan et appliqué d'une part au centre de gravité de M et de l'autre au cylindre d'un tour sur la roue duquel agit la puissance P ; en désignant par r et r' les rayons du cylindre et de la roue, par / et h la longueur et la hauteur du plan incliné, on aura
P:M::r*tr'/.
iH. Deux verges droites homogènes, égales en longueurs et en grosseurs , fixées à angles droits Tune sur l'autre , sont mobiles auteur d'un axe horizontal passant par leur milieu commun. Aux extrémités de ces verges sont fixés des tubes cylindriques fermés, égaux en poids et en longueurs, dans le même plan vertical et contenant chacun un même poids P de mercure. Le système sera en équilibre, dès que les deux verges seront également inclinées sur l'horizon.
IV. Ayant un levier mobile autour d'un point fixe et formé par deux bras rectilignes , l'un horizontal et l'autre faisant avec le premier et par dessous un angle plus grand que 90 ; le plan de ces deux bras étant vertical , on a un second plan , vertical aussi , mais perpendiculaire au premier et du côté du bras oblique du levier , contre lequel ce bras vient s'appuyer. On place dans l'angle compris entre eux , une sphère homogène donnée qui presse à la fois contre le plan et le bras oblique. Quelle force verticale sèra-t-il nécessaire d'appliquer à l'extrémité du bras hori* sontal, four maintenir l'équilibre du système r
Des Obstacles que les Machines opposent aux
Puissances.
126. Lorsque deux forces se font équilibre au moyen d'une machine, si Ton augmente Tune d'elles, elle doit prévaloir sur l'autre \ de sorte que le mouvement dans les machines deV
pend des condition* de leur équilibre. Mais diverses causes physiques modifient ces conditions, soit pour l'équilibre, soit pour le mouvement , en opposant aux puissances des obstacles dûs à l'adhérence , au frottement et à la raideur des cordes.
Malgré ces obstacles, auxquels il faut avoir égard, une machine peut toujours être construite de manière à favoriser la puissance motrice ; mais alors on perd du côté du temps ce que l'on gagne du côté de la force : cet inconvénient est inévitable. On peut bien faire , par exemple , qu'un homme seul élève le même poids que trente; mais il sera aussi trente fois plus de temps pour l'élever à la même hauteur. La vérité de ce principe est évidente dans le levier et le plan incliné ; et l'on voit que si Ârchimède avait eu le point fixe et le levier qu'il demandait pour soulever la terre , il lui aurait fallu des millions d'années pour la mouvoir d'une petite quantité. Le principe ci-dessus a heu également pour la poulie et les roues dentées (1 14 et 120) ; et il est aisé d'en reconnaître l'exactitude dans le tour et la vis.
Cette propriété des machines n'est un inconvénient que dans certaines circonstances , où le temps est donné; et alors même, elle devient un avantage, si la puissance motrice étant trèsconsidérable , on demande que ses effets soient rapides , comme pour le choc de l'eau ou de l'air contre les ailes d'un moulin.
Lorsque la durée peut être quelconque , on tire partie de la propriété précédente , pour rendre sensibles les moindres mouvemens , en les appliquant à l'axe d'une aiguille d'une certaine longueur, comme dans les hygromètres, les baromètres, etc. De sorte que l'on peut airïsi utiliser ce qui, dans certains cas, est nuisible à l'effet qu'on veut obtenir.
127. Du frottement. Le frottement est la résistance qu'on éprouve à faire glisser ou rouler un corps sur un autre. Cette résistance vient non-seulement de la force plus ou moins grande avec laquelle les surfaces en contact adhèrent l'une avec l'autre, mais surtout de ce que les parties saillantes s'engagent dans les cavités qui se trouvent sur les surfaces , même les mieux polies ; d'où résulte que les corps ne peuvent glisser l'un sur l'autre, sans briser les saillies qui sont mutuellement engagées, ou do moins sans les soulever. Ainsi le frottement tend à détruire les machines , et exige une plus grande action pour faire passer le mobile de l'équilibre au mouvement.
- Nous avons contmueltanent sous les yeux des exemples de Pu du frottement dans les usages de la vie. Sans lui nous ne pourrions travailler les substances, ni saisir les objets, ni marcher sans tomber, ni poser en repos les corps sur le sol ou sur une table : on sait combien il est difficile de se tenir sur la glace. Sans le frottement nous ne pourrions nous servir d'aucun instrument, qui échapperait de nos mains sous le moindre effort. Le frottement est utile dans une foule de procédés des arts , soit pour tenir des forces en équilibre , soit pour remplacer des engrenages, soit enfin pour user les diflërens corps les uns par les autres, et leur donner, par ce moyen, les formes qu'on désire. C'est ainsi qu'on emploie les limes, les scies, pour façonner les bois, les pierres, les métaux 5 c'est ainsi qu'on se sert des pierres de diverses espèces, des poussières de diverses natures, pour dégrossir, adoucir et polir les substances, et pour assurer la marche sur des corps unis. C'est au frottement que nous devons le pouvoir de construire des fils et des cordes de toute longueur, à l'aide de la torsion»
■ Si le frottement est avantageux dans certaines circonstances, il en est d'autres où cette résistance est un inconvénient réel*. C'est ce qui a lieu toutes les fois qu'il s'agit de mouvoir un corps, parce qu'alors le frottement détruit une partie de la force employée. Aussi dans toutes les machines destinées à entretenir ou à transmettre le mouvement, cherche-t-on à atténuer, autant que possible, les frictions. C'est aussi le frottement qui détermine l'usure des habits et de tous les objets dont nous nous servons habituellement; des corps même très-durs ne résistent pas à un long usage : c'est ainsi que les marches des escaliers fréquentés, les trottoirs, soit en bois, en pierre calcaire, ou même en granit, sont usés et creusés assez profondément : c'est ainsi que les diverses parties des machines s'usent continuellement par leur frottement mutuel. Les plus petites causes mêmes finissent à la longue par laisser des traces très-sensibles ; et c'est ainsi que les monnaies perdent leurs empreintes et leurs poids. On voit que le frottement est une force passive , qui produit toujours ses effets.
1 28. Le frottement est de la première espèce, lorsqu'un corps est oblige de glisser sur un autre , en lui présentant toujours les mêmes points. Si c'est un corps dur qui glisse sur un autre plus tendre, les aspérités du premier déchirent la surface du second ; et si les deux corps sont à peu près de même dureté, il faut ou que les aspérités se brisent par leur choc mutuel , ou que le corps mobile fasse des petits sauts successifs pour faire passer les aspérités les unes sur les autres.
Le frottement est de la seconde espèce quand un corps roule sur un plan, en lui présentant successivement les différens points de sa surface. Ce dernier frottement est beaucoup moindre que le premier, car il est clair que le mouvement de rotation contri-
bue en partie à dégage)* les aspérités. En plaçant des ronléaftx de bois sons un bloc de pierre , il est beaucoup plus facile à mouvoir que s'il reposait simplement par toute sa base sur le terrain i c'est que par ce moyen, le frottement de la première espèce devient celui de la seconde. C'est aussi pour cela que les meubles portés sur des roulettes, peuvent être mus avec plus de facilité que s'ils reposaient sur leurs pieds.
Tout le monde sait pourquoi on enraie, c'est-à-dire on empêche les roues d'une voiture , qui dort descendre une montagne, de tourner sur leurs axes : c'est pour ralentir la vitesse en augmentant le frottement, qui de la seconde espèce devient ainsi de la première. Sans cette précaution, la vitesse deviendrait très-considérable, et mettrait la voilure en danger d'être précipitée.
12g. Estimation des frottemens. Les frottemens tiennent à une multitude de circonstances que le calcul seul ne saurait embrasser, car il faut faire entrer en considération le poli des surfaces, la température et l'humidité de l'atmosphère, l'affinité des substances, la vitesse du mouvement, etc. On doit donc recourir à l'expérience, pour en apprécier les effets $ et voici d'abord ce qu'elle nous apprend-.
Le frottement est proportionnel à îà pression, toutes choses égales d'ailleurs ; c'est-à-dire que le corps restant d'une même nature , on éprouve une résistance au mouvement d'autant plus grande que ce corps pèse davantage.
Pour vérifier ce principe , on place un corps M sur un plan horizontal (ce corps est ordinairement un parallélépipède rectangle). Le poids M étant détruit par la résistance du plan, H est clair qu'abstraction de. la forée a* inertie, le corps devrait obéir au plus léger effort : or le frottement empêche qu'il en soit ainsi. Pour mesurer cette résistance , on suspend des poids à une soiepassée sur la gorge d'une poulie mobile par son axe fixe, cette soie étant attachée au corps, de manière que sa direction , depuis la poulie, passe par le centre de gravité de M; et celui de ces poids qui fait prendre ail corps un mouvement naissant, mesure la valeur du frottement. On a reconnu que si le corps M pèse a, 3, ..., fois plus, il faut mettre un poids Q précisément double, triple, ... De sorte que la puissance Q et le poids M ont on rapport constant , en supposant que les surfaces en contact né changent pas de nature; et c'est dans ce sens qu'il faut entendre
ces expressions usitées : le frottement ett le tiers, le quart de & prenions pour désigner que le poids Q doit être le tiers on le quart du poids M. Si donc on désigne par/* le rapport constant Q • M , on aura Q =/M. Gomme M = 1 , donne Q ==/', on voit que la constante/* est le poids propre à vaincre le frottement de l'unité de poids du corps que Ton considère.
On tire de là un moyen plus simple pour calculer le rapport/1 On place le corps M sur un plan mobile autour d'une droite horizontale, puis on incline le plan jusqu'à ce que le corps commence à se mouvoir. Désignant alors par « l'angle du plan avec l'horizon , il est clair que les composantes du poids M,, parallèle et perpendiculaire au plan incliné, seront M sin « et M cos «. Le frottement sera donc /M cos « ; et pour que ce frottement soit détruit par la force opposée M sin *, il faut qu'on ait /M cos « z=z M sin «. De sorte qu'en désignant par b et h la base et la hauteur du plan , il viendra
/=tang* = -.
Ainsi le rapport/* est égal à la tangente numérique de l'angle m\ et c'est pourquoi dans ce cas, « est appelé V angle eu frottement, le rapport/ étant nommé lui-même le frottement.
i3o. (Test par des expériences semblables qu'on a été conduit aux principes que voici :
i° ie frottement varie pour des surfaces différemment polies. Ainsi on peut le diminuer en polissant les surfaces, ou en bouchant les pores avec quelques substances qui n'augmentent pas l'adhérence. C'est pour ceïar que les artistes ont toujours soin dé polir les différentes pièces qui , dans les machines, doivent éprouver du frottement. Et comme les diffé* rens degrés de dureté des corps, Tétât tiVgrégation de leurs particules $ ont une grande influence sur le degré de perfection du poli $ ces causes influent aussi beaucoup sur l'intensité du frottement.
à° Deux surfaces de même nature éprouvent un frottement plus grand que deux surfaces de matières différentes^ également polies. C'est pour eela que l'on fait ordinairement Touler les essieux d'acier dans des boîtes de cuivre. Dans les montres qui sont faites avec beaucoup de soin, comme les gardes-temps , les pivots d'acier roulent sur des chapes de rubis ou plutôt de pierre dure quelconque, parce que ces corps étant susceptibles d'un poli très-vif, il en résulte moins de frottement, et aussi parce que la dureté empêche le petit trou qui reçoit le pivot de se déformer.
3° Le temps influe sur la grandeur du frottement. On peut attribuer cette influence à la flexibilité, qui permet aux surfaces des corps de s'engager davantage suivant la durée du contact. Dans les bois glissant à sec sur des bois, le frottement atteint son maximum après quelques minutes.
Pour les mrtaiiT piml sur des aaétsux, u y parvient les substances hétérogènes sans enduit, le frottement croit et ne parait atteindre sa limite qu'après quatre on cinq jours.
4* Le frottement ne dépen d pas de F étendue des surfaces en contas?, le poids restant le même; car l'équation Q =/Bf ne change pas» quelle que soit la lace du corps M qui touche le plan. Cela vient sans doute de ce que la surface de contact étant plus grande, la pression sur chaque point est plus petite, ainsi que le frottement. Hais si le corps était app uy é* par une pointe, comme ce corps tracerait par son poids un sillon sur la surface frottée, ce cas doit être excepté du principe.
5° Qmmnd les corps sont en mouvement, le frottement est sensiblement indépendant de la vitesse. Cependant pour les surfaces hétérogénés, le frottement croit sensiblement en progression arithmétique quand la vitesse croît en progression géométrique.
6* Im résistance qu'on éprouve pour mettre un corps en mouvement aprts un temps suffisant de repos , est beaucoup plus grande que le fr+ttotmemt oui se manifeste quand le mouvement est développé* Par «xtaaple, Coulomb a trouvé que la force nécessaire pour détacher et faire (lisser une surface de chêne, après quelques minutes de repos , est à cette nécessaire pour vaincre le frottement quand elle est en mouvement, coin* ne ç^5 • 3,3. Dans le frottement des métaux sur les métaux, ces quantités sont sensiblement égales.
7° On peut toujours diminuer le frottement en introduisant mitre les corps certaines substances, telles que de V huile, des graisses , au savon, de la plombagine, du talc. Cela vient sans doute de ce que l'effet de ces substances est d'augmenter le poli des surfaces, en en bouchant les pores, et de changer le frottement de la première espèce en celui de la seconde, par la grande facilité qu'ont leurs molécules de rouler les unes autour des autres. La nature de l'enduit influe aussi beaucoup sur les résultats : tel enduit qui diminue le frottement entre certains corps, ne le diminue pas entre d'autres, ou même l'augmente. C'est tantôt une action chimique qui produit cet effet, tantôt une action purement mécanique, parce qu'il se forme tôt ou tard une boue épaisse qui s'oppose efficacement au mouvement. Coulomb, à qui on doit les plus importantes recherches sur le frottement, a trouvé que le meilleur enduit est le suif nouveau et frais| mais que son efficacité diminue, à mesure que le frottement agit sur lui. Le même résultat s'observe d'ailleurs en mêlant des matières onctueuses au suif.
On a construit des tables propres à marquer les valeurs que prend le frottement /, pour les diverses substances les plus usuelles combinées deux à deux. Ainsi on peut regarder le nombre f comme donné \ cependant l'expérience prouve que ce nombre n'est constant qu'entre certaines limites \ car lorsque )a pression devient très-considérable, le coefficient /diminue;
C 109 ) et au lieu d'être le tiers ou le quart de la pression, il n'en est quelquefois que le douzième.
i3i. Equilibre avec frottement. Le frottement étant une force passive, dont la direction est tangente à la surface du contact , on voit que pour connaître les conditions d'équilibre , en y ayant égard , il faut regarder cette force comme opposée au mouvement. On cherchera donc la pression normale qui a lieu au contact; on la multipliera par f , et le produit sera une nouvelle force tangente à introduire dans les calculs, avec celles qui agissent tur la machine.
Plan incliné. Soit Q le poids du corps appliqué au centre de gravité G ( fig. 27 ) ; P la puissance \ a l'angle EGP qu'elle fait avec le plan incliné AB \ B l'angle de celui-ci avec l'horizon BG. Le poids Q se décompose en deux forces, l'une Q sin B parallèle et l'autre P cos B perpendiculaire au plan AB : la puissance P se décompose en deux , l'une P cos a parallèle et l'autre Psin a perpendiculaire au même plan. Celle-ci tendant à soulever le corps, la pression N sur le Plan AB est N = Q cos B — P sin a \ de sorte que le frottement sur AB a pour mesure y*N et pour direction OB. Si l'on veut que la puissance soit sur le point de mouvoir le corps-, en appliquant au point G suivant EF, deux forces contraires, égales entre elles et à/TST, les deux forces /N suivant OB et GE formeront un couple, nul par rapport au mouvement suivant le plan incliné OB, puisque ce couple tendra à culbuter le corps vers A. On peut donc en faire abstraction ; et si l'on veut que la puissance P soit prête à mouvoir le corps de O vers A, sa composante P cos a suivant GE devra faire équilibre aux deux forces /N et Q sin B suivant GF; ainsi on aura P cos a =/N + Q sin B , ou
Pcosa = QsinB +/QcosB — yPsina ...(1).
Cette équation donne P = — — — j-7-7 -' •
* cos a 4-/sin a
Soit « l'angle du frottement, d'où/= tang *; il viendra
*p- = Q.»in(B + «) ^ cos (a — a)
formule facile à calculer par logarithmes. Suivant que la puissance P est parallèle ou perpendiculaire au plan incliné, on a o = ooua = 90 . Si elle est verticale, il vient a = 90 — B et P = Q, comme cela doit être. Enfin, si elle est horizontale,
( no )
ce qui donne • = — B ; ! en désignant par h et 4 la hauteur él la base du plan incliné, on aura
Si Ton veut trouver la valeur de l'angle a, pour que la puissance P soit la moindre possible; on éliminera cos a entre l'équation (1) et la relation sin*a + cos 9 a= i ; puis résolvant l'équation finale 1 par rapport à sin a, on verra que le minimum de P répond à tang az=zf-=L tang « \ d'où * = «. Et comme cela est vrai quel que soit l'angle B, cela sera vrai encore lorsque B sera nul , c'est-à-dire quand le plan AB sera horizontal. On voit donc que si ton a besoin de tirer un corps sur un plan qui doit pro~* dmif du frottement, la meilleure direction à donner à la puissance, est celle qui fait avec le plan le même angle que celui-ci éesrait former avec l'horizon, pour déterminer le corps à se msusoir de lui-même.
Remarquons que si la puissance P devait seulement faire équilibre au poids du corps , décomposé suivant le plan incliné , le frottement lui serait favorable $ et on aurait la plus petite valeur de la puissance, en changeant « en — « dans la plus grande que nous venons de trouver en premier lieu. Gomme entre ces deux valeurs, il y en a une infinité d'autres, également propres à maintenir le corps en repos sur le plan , on voit que le problème de l'équilibre, quand il s'agit du frottement, est généralement indéterminé.
Nous avons vu (70) que des forces quelconques ne peuvent maintenir un corps en équilibre contre un plan ou une surface inébranlable , que quand elles ont une résultante unique R, pastant dans l'intérieur de la base de contact et normale à la surface. Mais la condition d'être normale n'est plus nécessaire quand il •'agit du frottement. En effet , soit x l'angle formé par la résultante unique R avec la normale : les composantes de la force R, suivant la normale et le plan tangent, sont respectivement R cos x *t R sin x \ la première est détruite et produit le frottement fR Cos 4?, directement opposé à la seconde R sin x, qui n'en produit point. Il suffira donc pour l'équilibre , qu'on ait R sin x </R çotx, ou tangar</, ou enfin x<^*. Ainsi des forces quelcon* ffcttt appliquées à un corps solide, qui frotte contre une surface éUèrmnMle, se font équilibre, des qu'elles ont une résultants tttttf**, passant par la base de contact et tombant dans tinté-
rieur du çânpj ayant four axe la normale et pour angle au centre le double de V angle du frottement. De sorte que ces mêmes forces peuvent avoir une infinité de positions d'équilibre.
i32. Vis. Ce qui précède conduit facilement à l'équilibre de la vis qui frotte sur son ccrou. La difficulté est d'abord de savoir quels sont les points du système où ce frottement se développe. Mais on peut supposer, sans erreur bien sensible , que la résultante des pressions et conséquemment des frotte mens , passe sur l'hélice moyenne de la surface du filet, cette hélice ayant h pour pas et appartenant à un cylindre de rayon r. Or, Taxe de la vis étant vertical , la résistance Q agit sur l'hélice moyenne comme un corps pesant sur un plan incliné, dont h est la hauteur et ixr la base b. Si donc une puissance horizontale P' doit contrebalancer le frottement et la composante du poids Q suivant ce plan, il viendra, d'après la formule (2) du n° i3i,
asrr — fh
Mais P désignant la puissance horizontale qui agit sur la vis
au moyen du bras de levier <Z, on a va (99) que F = Px-
On a donc, pour la valeur de la puissance prête à mettre la vis en mouvement , _ Q r r*« r f-\- h\
~d\*wr—fhj
Si au contraire la résistance Q devait être sur le point de l'emporter, on aurait pour la moindre valeur de la puissance P, ce que devient la plus grande que nous venons d'obtenir, en y changeant h en — h.
On peut toujours concevoir une vis dans laquelle on aurait h-=.iitrf\ et alors il vient, pour la plus grande valeur de la puissance,
Cette valeur est plus que le double de ce qu'elle est quand il n'y a pas de frottement. Ce qui explique comment il peut arriver que bien qu'il faille une force assez considérable pour faire tourner la vis d'une presse, on peut ensuite abandonner cette vis à elle-même sans qu'elle revienne dans le sens opposé à là pression qu'elle a produite (102), ou du moins demeure en équilibre sous l'action d'une force très-minime.
i33. Coin. Appelons a la valeur numérique de la tête AB du coin isocèle ABC (fig. 4 2 )i ^ œ ^ e <fc chacun des cotés AC et BC, et h la hauteur CL Soient de plus Q et R les pressions égales
que le corps exerce perpendiculairement sur les côtes AÇ et BG, et/ la mesure du frottement qui en résulte ; les forces qui s*op- , posent au mouvement suivant les cotés AC et BG, sont donc^/Q et/R. Ces forces étant égales, leur résultante P f est dirigée suivant CI ; et il est facile de voir, au moyen du triangle rectangle
ACI et d'après le parallélogramme des forces, qu'on a P f ±= ~
X/Q. Soit P la puissance qui produirait les pressions Q et R, s'il n'y avait pas de frottement : ces pressions étant égales, il est visible que P est dirigée suivant IC, et on a vu ( i o4) que
p:q::«:*î d'où p=^q.
Les deux forces P et P' suivant IC, ont une résultante x égale à leur somme ou à leur différence ; à leur somme si x est la puissance qui a produit les pressions Q et R, en ayant égard au frottement ; et à leur différence si x est la force qui , à l'aide du frottement , maintient le coin en équilibre. Ainsi on a
ar = P±P'; d'où x — ^{a^7.jîi).
La seconde de ces valeurs exprime la force x qui maintient le coin en équilibre , sous les pressions égales Q et R ; et cette force est rarement positive. Car pour mieux fixer les idées, considérons un coin de fer enfoncé dans un bois de chêne : dans ce cas, la quantité /= o,o3, environ; donc pour que x soit positive , il faut qu'on ait a > o f o6h, ou a = -^h ; valeur trop grande lorsqu'on veut que le choc sur le coin produise un grand effet, puisqu'alors il faut que la tête a soit très-petite relativement à la longueur b ou à la hauteur h.
Si x était nulle , le coin demeurerait en équilibre en vertu des pressions Q et R et du frottement qui en résulte sur lui. Enfin , si x est négative , ce qui arrive souvent ; non-seulement alors le coin reste en équilibre , mais de plus , il faut un effort plus ou moins grand pour l'arracher du logement qu'il s'est fait.
Ceci explique pourquoi, après avoir enfoncé un clou dans du bois, fl faut souvent une force considérable pour l'en retirer. De même, quand on a donné un coup de hache sur un bois dur et résistant, le frottement devient quelquefois si grand , que pour dégager la hache , il faut de nouveaux coins. C'est encore sur cela que repose l'usage et l'emploi des chevilles et des pieux, ou pilots, qu'on chasse avec force, soit dans des trous cylindriques ou coniques, pour assurer les assemblages de menuiserie et de charpente, soit dans le terrain, pour le comprimer et établir
toMàeÉnent les pieux contre tonte Ime qui tendait à les arracher ou à les renverser.
i34* Échelle. Cherchons l'état d'équilibre le plus prochain du mouvement, pour une échelle gui frotte contre le plan horizontal et le mur vertical sur lesquels elle s'appuie. D'après la form* ordinaire des échelles, la droite qui joint les milieux des échelons extrêmes, est dans nn plan vertical et contient le centre de gravité. Mais ce centre n'est pas au milieu de la droite, parce qu'on est communément dans l'usage de donner plus de masse aux échelles dans leur partie inférieure que dans leur partie supérieure. On peut donc, à l'échelle proposée, substituer une droite AB (fig. 43 ), du même poids R, égale en longueur à l'un des montans et située dans un plan vertical, lequel coupera ceux qui soutiennent l'échelle , suivant l'horizontale OX et la verticale OY.
Soit G le centre de gravité de AB ; faisons AG=a, BG= b et l'angle BAO = x. Soit décomposé le poids B. de la droite , appliqué verticalement en G, en deux forces verticales M et N, respectivement appliquées en A et B; nous aurons, par le principe des forces parallèles,
M&R «- aR.
zzl ■' ■' et • N — ■■ " »•
Soit décomposée la force M, appliquée 4a A, en deux autres P et T, dsmt la première P soit .dans la direction AB., et dont la seconde T fasse avec M nn angle MAT égal k l'angle v du fitOftiemcnt sur OX. Pareillement, soit décomposée la force N, appliquée <en B, en deux autres forces Q et U, dont la première Q soit dans la direction fiA, et dont la seconde U fasse avec l'horizontale conduite par B, un angle égal à celui u du frotte*nent anr OY. Lesibrces T et U, quelle que puisse être d'ailleurs leaur intensité., se trouvant respectivement détruites par le frottement sur les droites fixes OX et OY \ il sera nécessaire et il suffira, pour l'équilibre, que ls$ forces opposées P et Q soient égales «ntcç jettes. Or, on a 9
M : P :: sinPAT J ainMAT, N;Q::*inQBU:sinNBU.
De plus, MAT = v, PAT = x + 90 + v, QBU = 90 — <r Jl-go^i*— îBo** — (*+«) et NBUtit^d*— «. Substituant ces Valeurs dans les deux proportions précédentes, et égaits*
( 114 ) entre elles les valeurs qui en résultent pour P et Q, pois chas* sant les dénominateurs, on aura
M sin v sin (je + u) = N cos u cos (x + v).
Développant et divisant par cos u cos v cos a:, il vient M tang v ( tang x + tang u) = N (1 — tang v tang a?).
Si Ton suppose maintenant que les frottemens sur OX et OY sont respectivement les fractions — et - de la pression ; on aura tang v = — , tang u = -, et l'équation précédente fournira , après y avoir substitué les valeurs de M et de N ,
Cette formule fait voir que la longueur AB = a + b restant la même, ainsi que les nombres m et », on pourra rendre l'angle x d'autant plus petit , et conséquemment donner d'autant plus de pied à l'échelle, que b sera plus grand par rapport à a; c'està-dire , d'autant plus que le centre de gravité de l'échelle sera plus rapproché de son extrémité inférieure.
Cette considération explique un phénomène qui malheureusement a été plus d'une fois funeste aux ouvriers. On peut remarquer, en effet , que l'homme placé sur une échelle fait corps avec elle 5 de manière qu'à mesure qu'il s'élève , il en élève aussi le centre de gravité. Il peut donc se faire que l'échelle , qui loi paraissait solidement établie lorsqu'il ne montait pas encore, ou lorsqu'il en montait les échelons les plus bas , cesse ensuite de l'être et finisse par glisser sur le terrain , lorsqu'il sera parvenu aux échelons supérieurs. On évite une partie de ce danger lorsque l'échelle a beaucoup plus de masse à sa partie inférieure qu'à sa partie supérieure : on peut s'en garantir, dans tous les cas , en suspendant à l'échelon le plus bas un poids au moins «égal à celui d'un homme.
Si Ton suppose l'échelle uniformément pesante, et si en traire, on suppose les frottemens les mêmes pour ses deux extrémités, on aura b = a, n = m, et la formule (1) deviendra
tang x:=.
Si dans cette hypothèse, on suppose, comme on l'admet-conv rounément, m =3, il viendra tang or = 3 quarts; c'est-à-dire
qu'il ne faut pas que le pied qu'on donne à l'échelle excède alors les 3 cinquièmes de sa longueur. On conçoit même qu'il y aurait de l'imprudence à lui faire atteindre cette limite.
Sf l'on avait deux échelles adossées et assemblées en charnières, telles qu'on les emploie pour tailler les arbres ; il suffirait de supposer » = co, car alors le frottement en B ne doit pas être
considéré : il viendrait
am
§35. Tour. Considérons présentement l'équilibre du tour, en tenant compte du frottement sur les tourillons. Et pour prendre le cas le plus simple , soit P' la puissance verticale qui peut faire équilibre au poids Q, abstraction du frottement; soient R et r les rayons respectifs de la roue et du cylindre : on a vu (92) que P'R = Qr. Soit F la quantité dont la puissance doit être augmentée pour vaincre le frottement : comme la pression exercée sur les deux tourillons est la somme des trois forces verticales P', F et Q; en désignant par/le coefficient du frottement relatif aux substances dont sont formés les tourillons et leurs appuis, /"(P f + F + Q) exprimera la résultante des deux frottemens. Cette force étant tangente h V essieu du cylindre, et étant retenue en équilibre par la force F appliquée à la roue ; si l'on nommé fJ le rayon de l'essieu , on aura FR = /H (P' + F + Q). De plus , soit P la puissance verticale propre à mettre la machine sur le poiut de se mouvoir ; il viendra P =P f + F. Cette équation et les deux précédentes, donnent
p = Q(r+/^) ,3, R— fit W
Telle est la plus grande valeur de la puissance verticale, propre à établir l'équilibre. Quant à la plus petite, elle s'obtient en changeant r' en — r' dans la précédente. On voit que quand on voudra produire du mouvement dans le treuil , on aura d'autant plus à ajouter à la puissance, que les tourillons auront plus dé rayon et que leur surface produira plus de frottement sur les . appuis. Et voilà pourquoi on cherche toujours à diminuer le diamètre des pivots dans les machines tournantes, et pourquoi on les polit souvent avec tant de soin.
L'expression (3) s'applique évidemment à l'équilibre du levier, dont R et r sont les bras de la puissance P et de la résistance Q parallèle , ce levier étant mobile au moyen d'un essieu
ou boulon, de rayon r*, qui le traverse. La même expression, en y faisant R = r, détermine la puissance P, prête à élever le poids Q, dans la poulie, tournant sur son axe fixe, de rayon r*, les cordons étant parallèles ; d'où Ton déduit aussi l'équilibre , avec frottement, dans les moufles.
i36. Moufles. Si l'on veut trouver la puissance propre à faire équilibre à la résistance et au frottement, dans les moufles, tous les cordons étant parallèles; on prendra des poulies toutes de même matière, ainsi que leurs boulons, de manière qu'il y ait le même rapport k entre le rayon de chaque poulie et celui de son essieu, et on fera de plus m =
- — ~ Gela posé, si t est la tension du premier cordon, celui attaché au
crochet de Tune des deux moufles, tm sera la tension du second cordon, lorsqu'il sera sur le point d'entraîner le premier $ tm* sera celle du troisième cordon, dans la même circonstance; tm 3 celle du quatrième, et ainsi jusqu'au n* cordon , qui aura pour tension tm n ~ l \ de sorte que le (fi-|-i)' cordon, tiré par la puissance verticale P, aura une tension ftn n =P. Les n premières étant des forces parallèles, dont la somme est égale su poids Q à élever, il en résulte
m»— -1 Dans cet équilibre, on n'a pas égard aux frottemens des cordes sur les poulies, lesquels sont considérables, comme nous allons le voir*
i37* Cobdes. Considérons une corde qui glisse sur un cylindre ou rouleau fixe et qui attachée à une résistance Q, soit tirée à l'autre extrémité par une puissance P, propre à vaincre la résistance et le frottement de la corde sur le cylindre , ou plutôt sur Tare a qu'elle embrasse. La surface de contact de la corde, est composée d'élémens physiques longitudinaux, parfaitement égaux en longueurs, joints bout à bout, et pouvant tourner avec une liberté entière autour de leurs jonctions , sans pouvoir se séparer; parce que la corde est supposée tout à fait inextensible et flexible ; de sorte qu'elle est pliée sur Parc AMB=«, suivant le périmètre d'un polygone régulier circonscrit, d'une infinité de côtés, infiniment petits, dont les points de contact partagent Tare a en un nombre infini » d'arcs élémentaires égaux k x % tels que MN (fig. 44 )• La tension de la corde au point À est évidemment égale à Q, et celle en B égale à P. Soient t v et * v+l ks tensions aux v 9 et ( v + 1 ) e points de contact M et N 5 soit / Ifc pression exercée sur l'élément MN ou ar, et /le coefficient rtiafttf au frottement de la corde sur le rouleau fixe. La tension 4 V+A suivant le prolongement de la tangente IN, doit faire équi-
libre à la tension ^suivant MI, et conséquemment suivant IN, ainsi qu'au frottement,/^ sur l'élément MN; on a par conséquent
Pour trouver la pression jp, abstraction faite du poids de la corde , nous représenterons la tension t v par MI ou son égale IN; alors il est clair que la pression p sera représentée en grandeur et en direction , par la diagonale le du losange MIN*, dont la seconde diagonale se confond avec l'élément MuN ou x de Tare a. Les deux triangles OMN et IMe étant isocèles, et leurs angles aux sommets O et M étant égaux , comme supplémens du même angle MIN, ces deux triangles sont équiangles, et donnent , en faisant le rayon OM = r,
Substituant cette valeur de p % puis observant que nxz=za % donne jr = -, et posant, pour abréger, ~= <?, on trouvera
Cette équation subsiste quels que soient les deux points de contact consécutifs que Ton considère ; et comme le multiplicateur de t v est constant, si Ton prend successivement v = 1, 2, 3, 4i "*i "1 qu'ensuite on multiplie entre elles les n égalités résultantes, on trouvera, en réduisant et en observant que *, = Q
Mais en désignant par e lé nombre 2,7182818284, dont le logarithme ordinaire est o / 4342g448 1 9i puis n étant infini et
conséquemment - nul, développant ( 1 + - J , d'après le binôme de Newton , il viendra une série dont la valeur sera exactement celle de e ; de sorte qu'on aura
car à cause de n infini , en sera nécessairement toujours un nombre entier positif; et les développemens des deux puissances * d'après la formule de Newton, seront absolument les mêmes* Ainsi il vient, pour l'équilibre des forces P et Q , appliquées sus une corde for ttant sur un cylindre fixe,
On voit que le rapport de la puissance P à la résistance Q croît en progression géométrique, lorsque Parc a embrassé par la corde , croît en progression arithmétique. L'accroissement de ce rapport est très-rapide ; car en supposant que la corde soit enroulée 3 fois autour d'un pieu cylindrique , ayant le rayon r = i décimètre , on aura a = 6*r : et comme le frottement d'une corde sur le bois ou sur toute autre substance, est environ le tiers de la pression, ce qui donne 0=2 y, il viendra alors
P = Q . * aT = 536Q , environ.
Dans ce cas, la force capable de faire glisser la corde sur le pieu immobile , devrait être 536 fois plus grande que celle qui la retient en équilibre. Réciproquement, si une très-grande force agit sur une extrémité d'une corde enroulée 3 fois autour du pieu cylindrique proposé, il suffira, à l'autre extrémité, d'une force 536 fois plus petite, pour établir l'équilibre.
Gela explique pourquoi en général, V amarre qui retient un vaisseau, ne glisse pas, quand elle est roulée un certain nombre de fois autour d'un pieu cylindrique : il en est de même des effets du cabestan , de la chèvre, et en général de toutes les manœuvres où les cordes transmettent l'action de grandes forces.
Les tonneliers ont aussi recours à ce principe pour faire descendre les tonneaux de vin dans la cave. Chaque tonneau repose sur un traîneau qui glisse sur l'escalier, ou bien le tonneau lui-même glisse sur des support! poses sur l'escalier, et il est embrassé par une corde dont les deux bouts, aptes s'être enroulés un certain nombre de fois autour de deux cylindres debout appuyés à l'extérieur de la porte de la cave, sont retenus par deux hommes. La résistance que ces deux hommes opposent à la descente du tonneau est d'autant plus faible, que le nombre d'enroulemens autour des cylindres est plus considérable. Il est même bien facile de calculer cette résistance, connaissant le poids du tonneau et la position du plan incliné sur lequel il doit glisser : on aura ainsi la limite supérieure de la résistance que les deux hommes doivent opposer pour ralentir la descente, en hissant Jîler la corde.
1 38. Raideur des cordes. La raideur des cordes est la résistance qu'on éprouve à les courber sur des corps ronds. Soit une corde ( toujours un peu rigide ) qu'une puissance P, appliquée à une extrémité, doit courber sur une poulie fixe, pour élever un poids Q atttaché à l'autre extrémité. Bans le cas d'équilibre, si la corde était parfaitement flexible, on aurait P=Q; mais à cause de la raideur de la corde, la puissance P ne peut être sur le point de l'emporter, qu'en prenant une valeur plus grande que celle de Q. Or, on observe que la corde résiste par deux
causes aux efforts que Ton fait pour la ployer : la première, due à la tension Q de la corde, est proportionnelle à cette tension et peut être représentée par AQ : la seconde vient de l'ourdissage ; et en désignant par a la force nécessaire pour la vaincre, il est clair que a + bQ sera la force qu'on devra employer pour fléchir la corde proposée , a et â étant deux coeffîciens indéterminés. De sorte que a -f-£Q exprime la raideur pour une corde d'un diamètre constant , pris égal a l'unité. Mais si l'on prend une autre corde, d'un diamètre d différent; comme toutes choses égales d'ailleurs, une corde résiste d'autant plus à la flexion que son diamètre est plus grand , il est clair que là force à employer dépend d'une certaine puissance n du diamètre et lui est proportionnelle.: enfin, puisque cette force décroît évidemment quand
le diamètre ir de la poulie augmente, il s'ensuit que — (a +
&Q) peut représenter la force nécessaire pour vaincre la raideur de toute corde, le nombre n étant encore indéterminé.
D'après cela , pour que la puissance P soit prête à l'emporter, en ayant égard à la raideur de la corde , il faut qu'on ait
Ainsi on choisira- une corde, qu'on ploiera sur une poulie; on lui fera porter deux poids et Ton augmentera l'un d'eux jusqu'à ce qu'il soit sur le point de prévaloir : on connaîtra donc alors la différence P — Q. En réitérant plusieurs fois la même expérience, avec d'autres poids, on aura autant d'équations, analogues à la formule (1), dans lesquelles il n'y aura que les trois nombres a , b et n d'inconnus , puisque d et r resteront les mêmes, et seront donnés pour une même corde et une même poulie. Trois quelconques de ces équations déterminant les valeurs de a, b et n, ces valeurs devront satisfaire aux autres équations ; ce qui conduira à s'assurer si la formule (1) a toute Inexactitude qu'on désire.
Changeant de cordes, de poids ou de poulie, on pourra donc obtenir le poids propre à vaincre la raideur des cordes les plus usuelles \ et c'est ainsi que Coulomb a calculé les nombres a, b et n , ponr un grand nombre de cordes courbées sur un rouleau d'un demi-mètre de rayon. II a reconnu que l'exposant n est approximativement égal à a pour les grosses cordes , à § pour les cordes demi-usées et à 1 pour les ficelles. (Voyez ses Mémoires, ainsi que le cours de Mécanique industrielle de Ht.Poncelety
( 120 ) 1 3g. Pour tenir compte de la raideur deâ cordes et du frotte-» ment, dans l'équilibre, considérons une poulie fixe embrassée par une corde dont une extrémité supporte un poids Q, l'autre extrémité étant tirée par la puissance P; et supposons les cordons parallèles , la poulie étant fixée sur son axe, dont les tourillons peuvent tourner avec frottement dans une chape immobile» Cette disposition a lieu, par exemple, pour tirer Peau d'un puits. Soit m le poids tant de la poulie que de la corde, r 3 le rayon des tourillons et/ le coefficient du frottement; la pression sur les tourillons sera P + Q + m i et * a partie de la puissance qui fera équilibre au frottement, vaudra, comme on l'a vu (i35),
/(P-f-Q-{-tti)-,r désignant le rayon de la poulie ou plutôt
celui du cercle auquel Paxe de la corde est tangent. Le frottement de cette corde sur la poulie ne doit pas être considéré, puisqu'il n'a d'autre effet que de faire tourner la poulie sur son axe, afin que le poids Q monte, et il ne diminue en rien PefFet de la puissance. Ainsi pour que cette. dernière soit prête a l'emporter, en ayant égard à la raideur de la corde et au frottement sur les tourillons , il faut qu'on ait
P=Q+/(P+Q+«)^+Ç(a+iQ); d'où (r— ./H) P = Q (r+^+Zwr'+i^Ca+JQ).
Pour avoir numériquement la valeur de P, supposons Q = 1 oo kilogrammes , W = o m # 02 , r = o m # a , m = 20*, et/= \ , ce qui est le rapport du frottement pour le fer sur le cuivre, sans graissage. Supposons que la corde ait deux centimètres de diamètre , et qu'elle soit une corde blanche et sèche , on a trouvé qu'alors acP= 0,121^6 et W*= 0,0097382. Avec ces valeurs, on obtient P = io5 k ,8i4* Et si avec les mêmes données, on avait Q =s iooo k , on trouverait P= io5o* f 78. De sorte que la raideur de la corde et le frottement forment plus du ao* de la résistance Q.
Idées sur la Résistance des Solides.
La résistance des solides à la rupture dépend quelquefois du frottement, mais toujours de la cohésion, c'est-à-dire de la force plus ou moins grande qui lie entre eux les points matériels, et qui s'oppose à leur séparation, lorsqu'on tend à les écarter les uns des autres»
ifo* Résistance, n'im cobps HOEizowTAL. Considérons un corps homogène, ayant sa langueur* ou la plus grande de ses dimensions, horizontale ; et voyons l'effet que peut produire une force verticale , c'est-à-dire agissant sur le corps , perpendiculairement à cette longueur.
D'abord si cette force est assez énergique, elle finira par rompre le solide, après l'avoir courbé peu à peu, jusqu'à ce qu'il ait dépassé son maximum de courbure. Lorsque le corps est de matière compacte et grenue, la cassure est ordinairement plane, et d'autant mieux que les grains sont plus fins et l'homogénéité plus parfaite ; mais si la substance est fibreuse , la rupture formera des déchirures plus ou moins irrégulières et profondes, provenant de ce )que le corps n'étant pas exactement homogène, il y a des fibres moins fortes ou plus raides dans un endroit que dans l'autre*
Néanmoins, malgré ces irrégularités, la force pour désunir deux molécules, jieut être regardée comme constante, dans un même corps , quelle que soit Ja place que ces molécules occupent ; et conséquemment , la résistance que les différentes molécules opposent à leur séparation , peut être' considérée comme ayant lieu suivant la moindre section plane, qui passe par le point autour duquel les deux parties du corps doivent tourner pour se séparer ; car la cohésion totale est visiblement la moindre possible sur cette plus petite section, et mesure par suite la véritable rési$tance dû solide à la rupture, en cet endroit.
Pour apprécier cette résistance, on observe que le corps étant supposé parfaitement homogène, les points matériels sont distribués d'une manière uniforme sur l'aire de Ja section plane de rupture ; que par suite , les cohésions partielles ou celles entre chaque couple de points matériels , sont toutes égales entre elles et perpendiculaires à la section s, suivant la tangente à l'arc décrit par chaque couple de molécules , au point où elles se séparent; la résultante des cohésions partielles, ou la cohésion totale, est donc égale à leur somme, et agit évidemment au centre de gravité de s, perpendiculairement à cette section. Si donc on a déterminé par expérience, la mesure ç de la cohésion sur l'unité de surface ; la cohésion totale sera #<p (*).
■ III m i h» n ■■■ m . I. Il I II ■
{*) On peut voir dans la physique de Beudant, les valeurs que le calcul et l'expérience ont fourni à plusieurs physiciens célèbres, sur la résistance
i4i • Cela posé, prenons d'abord un parallélépipède rectangle homogène , encastré solidement par Tune de ses extrémité*, de manière que deux des faces soient horizontales et les deux autres verticales. Soit EFGD l'intersection du solide par un plan vertical , passant par le centre de gravité ( fig. 45 ) ; soit ABCD la partie hors du mur d'appui , et ABEF la partie invariablement encastrée. L'effet d'un poids P, appliqué en un point H ou I, pour faire tourner autour de l'appui B, est contrebalancé par une près- ' sion U, évidemment parallèle , qui agit en E et par suite en F; de sorte qu'on aura toujours U X AE = PX AH. Les efforts exercés en H et en E, tendent visiblement à rompre le solide autour du point B $ mais pour cela, ils doivent vaincre la cohésion sur la moindre section plane, suivant BA. Si donc le solide est sur le point de se rompre, cette cohésion fera équilihre autour du point B, aux deux forces P et U,
Pour trouver la cohésion totale , soient b et e la largeur et YSpaùseur, c'est-à-dire les dimensions perpendiculaires à la longueur AD = a , l'une b horizontale et l'autre c ou AB verticale; la cohésion totale sur «= fc, vaudra donc bcç>. Cette force, appliquée perpendiculairement au milieu de AB, devant faire équilibre autour de B, aux deux forces U et P, son moment par rapport à B , est égal à la somme des momens des deux antres P et U, ou à 2P X AH ; on a donc
fop X !<? = 2P X AH.
On, voit que plus la distance AH sera grande, plus la force P sera petite \ de sorte que si AH devient égale à AD ou a , c'està-dire la plus grande possible, la force P sera un minimum. Ainsi la moindre force pour faire équilibre à la cohésion suivant AB, est ^ bc % p , .
Et toute force plus grande, appliquée en D, déterminerait la rupture.
Le solide proposé pourrait être un prisme triangulaire ou un cylindre de rayon r de la base et de la longueur a hors du mur
des corps solides. On trouve aussi dans les ouvrages de MM. Borgnis y Dandelin , Girard, et surtout dans le cours de Mécanique industrielle de M. Poncelet, des tableaux numériques fréquemment utiles, relatifs au frottement, à la raideur des cordes, à la résistance des corps r au travail des hommes, des chevaux, des machines, etc.
( 123 ) d'appui. Et dans ce dernier cas, la force minimum, appliquée à l'extrémité libre, serait
\fyx. Supposons maintenant le parallélipipède rectangle homogène, appuyé à ses extrémités, par Tune de ses faces, sur deux obstacles inébranlables R et Q, de manière que sa longueur. ABm a soit horizontale (fig. 46). Soient toujours b et e sa largeur et son épaisseur, b horizontale et e verticale, et cherchons la valeur du poids P qui, posé en un point C de la surface supérieure, ferait équilibre à la cohésion beç suivant la moindre section plane menée par C. Désignant par R et Q les pressions que le poids P exerce sur les appuis ; P sera la résultante de deux forces parallèles R et Q, appliquées en A et B ; et si Ton fait AC = x et BC = y y il est visible qu'on aura aR = Pj- et âQ = Vx \ d'où Rr = Qjr. Les appuis réagissent sur le parallélipipède, avec les forces verticales R et Q, de bas en haut, et tendent à faire tourner les portions AG et GB autour du point G, tenu immobile par le poids P, et les feraient tourner en effet, si la cohésion fop, appliquée perpendiculairement au milieu de CD, ne contrebalançait les actions de ces deux forces. Ainsi les trois forces £<?<p, R et Q sont en équilibre autour du point G ; et le moment de la première, par rapport à G, est égal à la somme des momens des deux autres ; de sorte qu'on a
{U** = R* + Q^ = P • ^ 5 d'où V=~
Si le point G est donné, aussi bien que la cohésion, cette
équation fera connaître la force P de pression propre à mettre
le parallélipipède sur le point de se rompre. Mais si le point G
étant inconnu, on veut trouver la moindre valeur de cette force;
en désignant par % la distance variable du point G au milieu I
de AB , on aura
t t ■ -r» abc*t ■.
X = {a — t,jrz=:±a + z et Przi-j— ^.
Il est visible que le minimum de P répond à * == o , d'où x zizj- z= \a , et que ce minimum est
de sorte que toute force plus grande que celte valeur, appliquée au milieu I, déterminerait la rupture.
Pour un cylindre horizontal de longueur a et de rayon r de la base, on trouverait de même, pour le minimum de P,
a?=j- = {a et P= -.
i43. Lorsque le parallélépipède est solidement encastré par ses deux extrémités, il ne peut évidemment se rompre sous l'action d'une force perpendiculaire à sa plus grande dimension horizontale a, hors des murs d'appuis, sans qu'il y ait en même temps deux autres fractures vers les deux appuis. Conservant les dénominations précédentes , et appelant P', R', Q', les parties de la force P, propres à faire équilibre à la cohésion bcç, en C, en À et en B ; il est facile de voir que la force R' appliquée en C et celle en G qui lui fait équilibre autour de l'appui R , ont des momens égaux, et qu'aiusi J^fnîR'.r. De même, {bc*Q = *Q^ \ d'où 4ay ( R' + Q' ) = ahe 9 ç. D'aiUenrs , 4*?-P' =s abc % $ ; donc axjrP = abc*f. On a par conséquent , pour le minimum de P, xz=zy=z\a et
Ainsi dans ce cas, la moindre force est encore appliquée perpendiculairement au milieu de la longueur a\ mais elle est double de la force minimum , dans le précédent problème, et 8 fois plus grande que la moindre force, lorsque le solide est seulement encastré par une extrémité, le solide et ses dimensions restant les mêmes , dans les trois cas.
Il serait donc très-avantageux que les poutres qui soutiennent nos planchers , fussent solidement encastrées dans les murailles, au lieu d'être simplement posées sur des appuis. On voit aussi que si l'on veut disposer des masses très-lourdes sur un plancher, il faut les placer le plus près possible des murailles, parce que c'est là que leur action totale, pour rompre les poutres, est un minimum.
Et si l'on veut casser le plus facilement possible, en un point donné, une barre prismatique ou cylindrique, partout également résistante , il faut encastrer la plus petite portion , à partir de ce point, et agir perpendiculairement à l'extrémité libre. Mais l'effort sera beaucoup moindre encore, si l'on diminue l'épaisseur e par une entaille faite du côté opposé ; car alors le carré e* deviendra beaucoup plus petit. Si l'on vent simplement casser le corps , appuyé à ses deux extrémités $ le moyen k plus facile est d'agir
C 12$ ) au milieu de la longueur, après avoir fait une entaille du côté opposé, comme cela se pratique ordinairement.
Lorsque le parallélipipède proposé est solidement encastré vers A et simplement appuyé vers B (fig. 46), on trouve, par la résolution d'une équation du second degré, que pour le minimum de P, on a
* = «(l/ a -i) et P=^(3 + al / a ).
i44* M résulte des formules précédentes, que la manière dont un corps est fixé , a une grande influence sur la résistance qu'il peut opposer à la rupture. Par exemple, le solide étant un parallélipipède rectangle de longueur a entre les appuis, sa résistance croîtra lorsqu'on l'appuiera successivement par la plus large face latérale, par la plus petite et enfin par une arête, de manière qu'une diagonale de la base devienne verticale , le solide dans chaque cas pouvant être encastré par une ou par les deux extrémités , ou simplement appujé aux deux bouts.
Les différens degrés de résistance que présentent les corps solides, dans la position horizontale, étant d'une très-haute importance pour les constructions, ont été le tu jet des recherches d'un grand nombre de sa vans. Presque tous, depuis Euler, ont évalué la résistance d'après l'observation très-fondée,, qu'avant la rupture, il y a toujours dans le corps des fibres qui s'alongent y d'autres qui Raccourcissent et une seule invariable. Les formules qu'on obtient ainsi, d'après les propriétés des lames élastiques, s'appliquent à un grand nombre de corps; et plusieurs ne différent de celles que nous venons de calculer, que par là valeur du coefficient 9 : elles fournissent d'ailleurs le» mêmes conséquences générales, comme cela doit être \ puisque dans les deux hypothèses, les formules expriment' les conditions principales auxquelles la résistance doit satisfaire.
Quelle que soit au reste l'hypothèse qu'on admette pour la résistance des solides, il ne faut pas s'attendre à trouver exactement par expérience les résultats numériques du calcul ; car les corps ne sont jamais parfaitement homogènes , ni parfaitement durs, ni parfaitement élastiques, comme il faut le supposer pour donner prise au calcul. D'ailleurs, la température, l'humidité, le temps et l'arrangement des molécule*, dans les corps de même composition^ ont sur la résistance, dm inâuenoes^que lecakul seul
ne saurait apprécier. Mais il n'en fournit pas moins des indications générales exactes , et que l'expérience confirme.
On conçoit que la température doit avoir une grande influence, sur la résistance des métaux ; et que le corps composé de fibres droites parallèles, résiste plus lorsque ses fibres sont disposées dans le sens de la longueur, que quand elles sont transversales. La moindre fissure dans le corps en expérience, certaines pailles, un trait de lime ou de scie , diminuent l'épaisseur ou la largeur, et par. conséquent aussi la résistance dont il est capable. Les nœuds qui se trouvent dans une poutre, produisent un effet analogue, et souvent c'est près d'eux que la poutre se rompt. Le temps exerce aussi une grande influence ; car il peut arriver qu'un poids ? qui ne serait pas capable de faire rompre tout-àcoup le corps , le courbe petit à petit et finisse par lui faire dépasser son maximum de courbure.
Enfin, comme le poids du corps s'ajoute toujours à celui dont il est chargé , on voit que connaissant la cohésion et la pesanteur spécifique d'un prisme ou cylindre homogène , on pourra calculer quelle longueur on doit donner au solide, pour qu'il se rompe sous son propre poids.
i45. Solides d'égale résistance. « Le poids dont un solide est chargé perpendiculairement à sa longueur, ne fait pas seulement effort pour le rompre suivant la moindre section adjacente au point d'appui , mais encore suivant toutes les moindres sections dans le sens transversal à la longueur. U faut donc, pour que la rupture n'ait pas lieu, que chacune de ces sections ait des dimensions telles , que sa résistance ne puisse être surpassée par l'effort de la puissance qui y correspond : et comme une résistance surabondante serait une force perdue et inutile, il s'ensuit que la forme la plus avantageuse que l'on puisse donner à tm solide ainsi disposé, est celle qui le rend propre à résister également à chacun des points de sa longueur, aux efforts du poids dont il est chargé. En rendant le corps inégale résistance, on le rend .aussi de moindre volume , et l'on se conforme ainsi aux lois de la nature, dont toutes les opérations paraissent s'effectuer avec la plus grande économie possible de moyens. > ( Girard, Introduction au Traité analytique de la résistance des solides. )
Euj général , la forme du corps a une grande influence sur sa résistance ; et il est très-important d'observer qu'avec une quantité donnée de mature, on veut toujours produire une résistante
( 127 ) eonetàèrahU, H on eaii lui donner une formé qui convienne à cet effet. C'est ce qu'on peut voir par les formules qui précèdent : on trouvera qu'un prisme à base carrée résiste moins qu'un cylindre de même longueur et de même volume, la matière étant la même dans les deux. Au contraire si le prisme est seulement rectangulaire et très-aplati, il résistera plus que le cylindre, lorsqu'il sera posé de champ. De même , la matière d'un cylindre creux, supporte un effort beaucoup plus grand que quand elle est disposée en cylindre plein de même longueur. Car, par exemple, soient r et r 1 les rayons des bases concentriques du cylindre creux et R celui de la base du cylindre plein , de même longueur horizontale a, et appuyé par ses extrémités, comme l'autre. Il est facile de voir que les moindres poids P et P f , appliqués aux milieux des longueurs, et propres à faire équilibre à la cohésion, ont pour valeurs respectives
P=S(^-^) el P'zr^-'R 3 .
Or, puisque les quantités de matière ou les volumes sont les mêmes , il est visible que R a = r* — r'*. Si donc on suppose , par exemple, r=5 et ^=3, d'où R = 4i "* viendra P = |fP f .
La nature nous offre, dans les os, les plumes, les roseaux, etc., des tubes creux, doués à la fois d'une résistance convenable et d'une grande économie de matière. Les alvéoles des abeilles présentent aussi les mêmes avantages.
i46. Maintenant , pour montrer comment on peut appliquer le calcul à la recherche d'un solide d'égale résistance, considérons d'abord un corps de longueur horizontale AD = a et d'une largeur constante fl, et qui soit encastré par une extrémité (fig. 47)* Soit BAC la section verticale du solide, conduite suivant sa lopguéur AD, et passant par le centre de gravité. La rupture produite par l'action d'une force P verticale, qui agit à l'extrémité libre en A, a lieu évidemment vers les appuis B et G, suivant «ne section perpendiculaire à. la longueur AD. Si la résistance est suffisante en cet endroit, partout ailleurs elle sera trop forte, à moins que l'épaisseur du corps n'aille en diminuant vers l'extrémité libre ; et il s'agit de trouver la loi de cette diminution , pour que la résistance soit partout la même et suffisante. Or, le centre de gravité se trouvant sur AD, soit DB = DC = et OI = OH =j°, IH étant perpendiculaire à AD : les cohésions suivant BC et IH seront àoncibcç et %lj-<p. Le même poids P,
( 128 ) appliqué en À , devant faire équilibre a chacune de cet cohésions, pour que la résistance soit partout la même et suffisante ç si Ton pose AO =x, on aura à la fois zbc*fz=zzàP et a^*f = iVx : d'où Ton tire , c»
équation d'une parabole , dont A est le sommet et AD l'axe.
i47* Soit encore une barre homogène AB, ayant la face supérieure plane et horizontale , la face inférieure courbe , et les deux autres faces planes, parallèles et verticales, cette barre étant posée par ses deux extrémités sur deux appuis inébranlables R et Q ( fig. 48)* Voyons les conditions pour que le plan de rupture ne passe pas par le point d'application G du poids P, mais soit dirigé suivant la normale DE à la courbe AEB, où Taire est généralement moindre que suivant toute autre section menée par
D. Soit la longueur AB —a, la largeur zn bel la normale DE — n , pour toute la section suivant DE : la cohésion sur cette section sera bn<p. Soit d'ailleurs AC = ar, BCz^j*, BDrrr, R et Q les pressions sur les appuis : on aura, comme plus haut (i4 2 ) , aR = Vjr et aQ r= Par. La cohésion devant faire équilibre, autour du point D, aux trois forces R, P, Q, il vient, ea prenant les momens par rapport à D,
±bn*<p = R . AD — P . CD + Q*$
d'où à cause de AD = a — * et CD = a — x — *, on dédak
ahr?$ = $xz¥.
Ainsi le point C et le poids P étant donnés, la barre présentera partout une résistance suffisante, si la courbure inférieure est de telle nature que le carré de la normale soit pour chaque point
E, proportionnel à la distance correspondante BD on a* D'ca l'on voit que pour rendre la barre d'égale résistance, son épaisseur doit croître, a partir du point B, où elle est la plus petite, jusqu'au point C, où elfe sera la plus grande; puis elle ira en diminuant jusqu'au point A. On peut donc ainsi éœttOnÉef beaucoup la matière du corps proposé , «ans diminuer m résistance à la rupture.
La résistance autour du point C , s'obtient en changeant * en y\ et si le poids P est donné, aussi bien que a, b et f,.taarfi| ope x et y sont variables^ le maximum de la normale * anra lieu quand P sera appliqué au milieu I de AB; oe tnaxlmatt sera donc IH, et on aura la relation bç-lE*z=:a?. La normale
è pen prés plant ; et 3 cherche, dans «m fin Tcrtkal indéfini, rnrnule* l iaaaa j i ■ ipii pirF rnt f rqifitiri l iirrmi nt un iiitir nlin n ilii il f 1 1 lui i|iit dmamnde, pour être soutenu, h plus grande force norisoatale possible.
Sois ABC un triangle r ec tan gle de terre, soutenu sur k droite AB par «as force horizontale B, appliquée en M à la m t kal e CB, et à l'aide du fr ottement et de la cohésion snr BA (%. 49). Prenons BC=«, AB=c ctAC=x. Soit «* k densité <k terrain i^o^x sera le poids du triangle ABC : ce poids est uns force verticale appliquée an centre de gravité G, et sa décompose en deux antres, l'une GH perpendiculaire et l'autre IU pnraOole à AB. De même, la force R t représentée par MN, se décompose em de» HO et OU perpendiculaire et puraMe à AB. R est clair qut le* denm triantes GIH et MON sont semblables an triangle ABC; comparant donc les cotés homologues, et observant que MNssA et GI =&:£«&, on tfoufcin
GH===-, IH = ^, OM = - et ON = 5î.
Soit^le rapport constant du frottement à la pression et es la cohé«ion sur AB; Pensât que le triangle ABC fait pour glisser sur celle droite, a évid em m ent pour valeur .
a*dx <i/R aàfx* IU
Dans 1e cas de l'équilibre, cette valeur est nulle; ainsi en chassent Les dénoinin a a r ms , et observsnt que e a =s a* + *% il viendra
(avjf-f* as) x a — (a a rf— aR) * s=s — *afR — aa*s.
Résolvant cette équation par rapport à x, égalant à u % la quantité sous le radical) et résolvant l'équation résultante en u% par rapport a la variable R, on verra que le maximum de cette variable répond à u = o et au signe — du radical de son expression ; on aura donc, pour ce maximum et en posant d'abord adf-\- as r= m, pour abréger
R = i*(«w*H-3/5n — aml/i-J-/») et xz=z— af+al/i+f*.
•Telle est donc la force horizontale que doit opposer le mur vertical CB, pour soutenir le terrain et l'empêcher de s'ébouler. La valeur de x montre que les dimensions du triangle qui produit la plus grande près-' sien, dépendent uniquement de la hauteur a et du frottement. Lorsque celui-ci est nul, on a x=:a et "Rzzz&Pd — 2 a*.
Connaissant la densité d et la cohésion s du terrain, si l'on veut trouver jusqu'à quelle profondeur a on pourrait y creuser un fossé, à parois verticales, sans qu'il y eût éboulement; il suffira de prendre R =r» o j ce qui donnera , pour la profondeur cherchée ,
Par des principes analogues, si la hauteur a de l'excavation était donnée, on trouverait sous quel angle il faudrait couper les terres, pour qu'elles se soutinssent par le frottement et leur cohésion.
Lorsque le triangle ABC est chargé d'un poids P appliqué sur AC, il faut changer ±adx en \adx + P. On pourrait aussi avoir égard au frottement suivant le mur BC.
Faisant le nombre donné — jf-f- \r\ +/* = *, l'expression du maximum général de B. deviendra
i5i. D'après cette expression, S est facile de calculer répaisseur que Ton doit donner au mur de revêtement, pour qu'il maintienne en équilibre les terres qui pressent contre lui. Divisons en effet, la hauteur BG = a en un nombre infini n de parties égales à w, d'où a = nu. Soient F et E le (v + i) e rt I e v * points de division, à partir de G, et soient FL et EK des parallèles à la ligne de rupture AB. A cause de CF == (v + i)b et de GE = i>k, on voit, par l'expression précédente de R, que pour que les terres soient toujours retenues, les droites CFet CE ne doivent pas supporter des forces horizontales moindres que
%dk*u* ( v + iy — nfou ( v + 1) et ±dk*u*v* — a*#«t/ ;
donc la droite infiniment petite EF ne doit pas supporter une force horizontale moindre que ^a ( 2V + x ) _ a fc f «.
Cette force peut être supposée appliquée en E , puisque EF est infiniment petite : en la multipliant par EB ou a— «v, on aura son moment par rapport au point B. Faisant dans le produit, successivement v =: i, a, 3, 4) •••) n, et ajoutant, la somme sera évidemment le moment, par rapport à B, de la résultante des pressions sur BC ; et on trouvera, pour «e moment, JAI*? — a**#.
Pour l'équilibre, ce moment doit être égal à celui du poids du revêtement-, et en les égalant, l'équation résultante fera connaître répaisseur cherchée.
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Zh la Mesure et du Travail dès Forces.
]5a. La dynamique est la science du mouvement des corps, solides : elle dépend essentiellement du temps, et son but est de calculer l'effet des forces , en mesurant d'abord celles-ci par des effets bien connus^
i53. Considérons en premier lieu les forces constantes, c'està-dire celtes qui n'agissent que par un seul choc chacune sur lès corps : elles produisent des mouvement recUUgnes uniformes;. et la vitesse du mobile est l'espace rectiligne qu'il décrit pendant chaque unité de temps. Or, un principe généralement reçu et même senti par le vulgaire, c'est que sf une force impultive devient n fbis plus grande, elle imprimera au même corps une Vitesse qui sera aussi n fois plus grande; c'est-à-dire que les forces, constantes sont proportionnelles' aux vitesses qu'elles impriment à un même corps-»
Néanmoins , comme la nature de la force nous est totalement inconnue, nous ne pouvons affirmer avec une certitude parfaite, Jbien que la chose paraisse évidente , qu'une même force doit , dans tous l'es cas identiques, imprimer à un même corps, la même vitesse ; et conséquemment , que si la force devient double ou triple, elle imprimera une vitesse double ou triple au corps pfSjposé. Mais cette loi est la seule qui satisfasse à Fétat actuel de l'univers.
En effet, on observe que les mouvemens relatifs de deux corps ne sont pas altérés par des forces communes : deux montres marchent dans un lieu fixe comme dans un navire en mouvement, quelles que soient d'ailleurs la vitesse et la direction de celui-ci. Ôr, considérons deux corps identiques , mis en mouvement sur une même droite et dans le même sens ; te mouvement relatif de ces deux corps est produit par la différence de leurs vitesses v et t?* : si les forces f et /'augmentent chacune de la même quantité /*', le mouvement relatif ne sera pas altéré, d'après ce qu'on vient de dire \ la différence des vitesses restera donc toujours la même , et conséquemment ces vitesses croîtront de la même
quantité v lf . Si donc, pour les forces/,/' et/", il était vérifié que les vitesses sont proportionnelles aux forces, de manière qu'on eût/=av,/ f = av f et/' f = av ff ; on aurait aussi /+/" = a ( v -f- i>" ) et f +/"= a ( î/ + v" ) , et les nouvelles vitesses seraient encore proportionnelles aux nouvelles forces.
Mais si les forces ne sont pas proportionnelles aux vitesses, si elles sont, par exemple, comme les carrés des vitesses : les forces étant, je suppose, comme i à 2, les vitesses seront comme 1 à 4, et la vitesse relative sera représentée par 3. Donnant ensuite ' aux deux corps une impulsion commune représentée par 1, les forces seront alors représentées par 2 et 3 $ les vitesses seront donc comme 4 ^ 9î * l fe second corps tendra à s'éloigner du premier avec la vitesse relative 5, contrairement à l'observation qui veut que cette vitesse relative soit 3, comme avant l'adjonction d'une nouvelle force 1 . On raisonnerait de même pour tout autre rapport entre les forces.
Puis donc qu'il doit exister un certain rapport entre la force et la vitesse qu'elle engendre , et que la proportionnalité des vitesses aux forces paraît la seule loi qui satisfasse aux phénomènes observés , il s'ensuit que deux forces constantes {et F sont toujours entre elles comme les vitesses v et v' qu'elles impriment à un même corps; ce qui donne
fz=fX* r ,
Prenant donc/' pour unité de force et v* pour unité de vitesse* puis sous-enteudant ces deux unités, on aura/=v; c'est-à-dire que la force a pour mesure la vitesse qu'elle imprime à un même corps. Par exemple, si l'unité de force imprimait au mobifela vitesse 2 par seconde et la force proposée /la vitesse 12, on aqrait/=6/ f .
i54. Considérons présentement les forces accélératrice* cous* tantes, c'est-à-dire celles qui agissent continuellement sur le mobile avec la même intensité et suivant la même droite. Il est clair que chacune imprimera au même corps des vitesses différentes, suivant la durée de son action. Or, on appelle vitesse du corps, au bout du temps t, l'espace rectiligne que ce corps décrirait uniformément pendant chaque unité de temps successive, eu vertu des impulsions reçues pendant le temps t % si à l'expiration de £, la force accélératrice cessait tout à coup d'agir sur lui. La difficulté, pour déterminer cette vitesse, consiste à soustraire le
mobile* au moment où le temps / finit, à Faction de la force • et de toute autre cause étrangère ; et c'est pourtant à quoi Ton est parvenu pour la pesanteur , comme nous le verrons dans la suite. ,
Soient f et /'deux forces accélératrices constantes, v et v 9 les vitesses qu'elles sont capables de donner an même corps, par une impulsion chacune. Concevons le temps / partagé en un nombre infini n d'intervalles égaux , et conséquemment si petits , qu'on, puisse regarder les forces/ et /*, qui agissent continuellement, comme communiquant leurs impulsions contantes v et v 1 au * commencement de chaque intervalle. D'après la loi d'inertie , qui veut que le corps n'altère en aucune manière l'impulsion qu'il' reçoit (1 a), il est clair que les vitesses produites seront successivement v et v\ iv et rat/, Zv et 3^, fy> et l±v*\ ... \ et qu'au bout du temps /, les vitesses produites par l'action continue des puissances y* et y, seront nv et nvt. Donc puisque les forces f et/** sont proportionnelles aux vitesses v et 1/(1 53), elles le seront aussi aux vitesses nv et nv 9 , qu'elles impriment au même corps, pendant le temps t. On a donc
Si donc on soùs-entend l'unité de force/* et l'unité de vitesse «v 1 , il viendra /"'= nv ; c'està-dire que toute force accélératrice» constante a pour mesure la vitesse qu'elle imprime pendant le , temps t ( que ton prend ordinairement égal à une seconde*).
Par exemple, on a trouvé à Paris que la pesanteur /* communique, pendant la première seconde, la vitesse g=$T,8o8']g5 r au corps qui tombe du repos dans le vide. Si la force accélératrice proposée/, imprimait au même corps la vitesse 3g m / 235i8 r pendant la première seconde, on aurait /= 4/ f -
i55. Lorsque la force accélératrice n'est pas constante, la loi du mouvement dépend de celle suivant laquelle cette force varie d'intensité. Dans ce cas , pour mesurer cette force , on suppose qu'après le temps *, elle devienne tout à coup constante; et alors sa mesure est la vitesse qu y elle engendre pendant l'unité de temps, qui succède à t (i54). À la vérité, celte force accélératrice constante , imprimera au corps une vitesse différente de celle que la véritable force accélératrice lui eût communiquée pendant cette unité de temps ; mais c'est précisément ce qui résulte de notre hypothèse T de ne considérer dans la force que ce qu'elle est à
C 13» ) respiration de t : Fenet ne serait pins p to dsut par la force qui a lien à la fin dm temps /, si dès ce m oment nons la iiipposiom
Il est clair ôTanleurs qu'#» mmrmi Im wériim&k viUste, en mmi Tewjmc* ( u fm \ w*n t friit é «ne à h r it U emrft 9 «yrfes Is % % farU UmtpsiMJmûmtmtfriitl ewtfUiflm U ê i t rirt . Car soit y la vitesse an bout dn temps t : puisque le mobile décrit uniformémcnt Fcspace v pendant le temps 1, en t'imites de temps il
décrira Fespace é=.v£\ donc *=—• Ce principe a lien aussi
pour les forces accélératrices constantes, comme pour les forces qui n'agissent que par un seul choc.
i56. Tant que les forces agissent sur un même corps on sur des corps identiques, elles sont entre elles comme les vitesses qu'elles impriment (i53 et i54); mab il n'en est plus de même lorsqu'elles agissent sur des corps différens par leurs masses. Concevons la masse m d'un corps divisée en * points matériels égaux à #, de manière qu'on ait m=nm ; et supposons d'abord ces n points sans liaison entre eux : s'il faut une force y pour imprimer à m la vitesse v ( par un seul choc ou pendant un temps /), il faudra n de ces forces/, suivant la même droite ou parallèles , pour donner aux n points m la vitesse commune v. Et puisque la vitesse v est la même , il est clair que les points matériels n'exercent point d'action les uns sur les autres, même en rétablissant leur liaison mutuelle : de sorte que m étant solide et les n forces y parallèles, il faudra la force ç = a/* pour communiquer la vitesse v à la masse in = n*. On verra de même que pour communiquer à la masse ni = ttm, la vitesse i/, il faudra la force f = ny.
Or, il est clair (i53 et i54) que flf H v • t/ : et comme d'ailleurs, d'après les égalités précédentes, on a fmz=zmfet $'« = nif, d'où ç l Ç* Il mfl ni/ 1 , il vient, en multipliant par ordre , ç • ç r • • mv • niv 1 .
Lorsque les corps m et ni sont hétérogènes, les raisonnemeos précédens s'y appliquent encore, pourvu qu'on y désigne par « des masses égales, c'est-à-dire des masses qui, animées de vitesses egaks et opposées, se feraient équilibre. Ainsi on aura, dans loua les cas, , mu
nffvr
Prenant donc q>\ ni et v f pour unités de forces, de masse et
de vitesse, et sous-entendant toutes ces unîtes, il viendra f = mv ; c'est-à-dire que la force d?un corps en mouvement a pour mesure le produit de sa masse par sa vitesse. Ce produit est ce qu'on nomme la quantité de mouvement du corps ; il en représente la force motrice, pourvu que Punité de masse et la masse entière soient placées dans les mêmes circonstances.
Ainsi une même force imprimerait une vitesse h fois plus grande à une masse h fois plus petite , et réciproquement. Dé sorte que la vitesse serait infiniment petite ou nulle, si la force n'étant pas très-grande, la masse était infinie, comme celle de la terre. Et Ton voit pourquoi un rocher n'est pas ébranlé par la pression qu'un homme lui donne pour le déplacer.
La force y qui agit sur Punité de masse, étant représentée par la vitesse v qu'elle lui imprime (i54), on a ç = mf Dans ce cas, bien que les deux forces ç et y soient deux forces qui accélèrent le mouvement du corps ; pour mieux fixer les idées , on dit que/* est la force accélératrice et ç la force motrice. Ainsi la force motrice a pour mesure la masse multipliée par la force accélératrice.
J57. Travail mécanique. La mécanique ne peut connaître les forces que par les effets généraux d'équilibre et de mouvement qu'elles produisent; son but n'est pas seulement de trouver les lois de ces effets , mais aussi d'apprécier numériquement les actions des agens moteurs dans l'industrie, c'est-à-dire les travaux mécaniques qu'ils ont à exécuter, pour produire certains ouvrages ou effets utiles.
On appelle travail mécanique ou quantité (faction, l'emploi des forces pour vaincre des résistances, sans cesse renouvellées le long d'un chemin décrit par le point d'action de ces résistances. « Travailler, c'est donc vaincre ou détruire, pour le besoin des arts, des résistances telles que la force d'adhésion des molécules des corps, la force des ressorts, celle de la pesanteur, l'inertie de la matière , etc. Ainsi user ou polir un corps par le frottement, le diviser en parties, .élever des fardeaux, traîner une voiture le long d'un chemin, tendre un ressort, lancer des pierres, des boulets, etc.; c'est travailler, c'est vaincre pendant un certain temps, des résistances sans cesse renouvellées pendant ce temps. » (*)
(*) Voyez la Mécanique industrielle de M. PonceUt, 1" partie, Metz 1839. Cet ouvrage remarquable, auquel nous, devons les idées de tout
€ Le travail mécanique des forces ne suppose pas seulement une résistance, vaincue une fois pour toutes, ou mise en équilibre par une force , mais une résistance reproduite le long (Tutu chemin parcouru par le point où s*exereo cette résistance et dan* la direction propre de ce chemin* Pour enlever une parcelle de la matière d'un corps, par exemple, non-seulement il faut un* effort directement opposé à la résistance que présente cetteparcelle, mais encore il faut faire avancer le point d'action de l'outil dans la direction de la résistance : plus cet avancement sera grand, plus la parcelle enlevée aura de longueur; d'an autre côté, plus sera grande la largeur ou l'épaisseur de cette parcelle, plus la résistance à l'effort sera considérable; Y ouvrage fait à chaque instant, croit donc avec l'intensité de l'effort et la longueur du chemin décrit dans sa direction propre. »
i58. Maintenant, supposons que pour produire un certain ouvrage, il faille vaincre une résistance constante de R kilogrammes, le long d'un chemin de G mètres, R et G étant des nombres entiers ou fractionnaires ; et cherchons la mesure du travail nécessaire à cet effet. Si nous prenons pour unité de travail, celai employé à vaincre 1 kilogramme de résistance suivant chaque mètre de longueur, nous verrons que s'il faut le travail 1, pour vaincre la résistance 1 , le long du chemin 1 ; pour vaincre la résistance 1 suivant le chemin G, il faudra le travail C; donc, pour vaincre la résistance R le long du chemin G, il faudra le travail GR. D'où il suit que le travail nécessité directement par F ouvrage proposé, a. pour mesure le produit des valeur», numériques de la résistance à vaincre et du chemin que parcourt son point (Faction, dans sa direction propre.
On voit d'ailleurs que si dans cette mesure , on prend pour unité de force , celle employée à vaincre l'unité de résistance ; la force dépensée au travail, sera proportionnelle à la résistancevaincue, et pourra être représentée par cette dernière.
Si la résistance n'était pas constante , mais variable à chaque instant dans toute l'étendue du chemin parcouru ; on partagerait le chemin à décrire par le point d'action , en parties égales asse» petites pour que la résistance pût être considérée comme constante le long de chacune de ces parties ; et alors le travail total
ce que nous dirons sur le travail mécanique, renferme un grand nombre d'applications importantes; et nous ne saurions trop en recommander h lecture*
serait la sof&me des résistances partielles, exprimées en poids, multipliées respectivement par le petit chemin correspondant ; ce qui revient & dire que le travail total à pour mesure la résistance moyenne multipliée par la valeur du chemin que décrit le point d'action de cette résistance.
169. U suit de la mesure précédente , que le travail est nul suivant qu'il n'y a, pas de résistance vaincue ou de chemin parcouru. Mais il faut distinguer soigneusement le travail que dépense effectivement le moteur, de celui qui résulte immédiatement de l'ouvrage fait} car on conçoit qu'une partie du premier . travail peut être détruite par des. résistances autres que celles qui proviennent directement de l'ouvrage ou de l'enet utile de la force : ce n'est qu'à ces dernières résistances que s'applique réellement la mesure du travail et les considérations précédentes.
160. Remarquons d'ailleurs qn't'Z n'y a pas toujours proportion entre le$ quantité* de travail et celles de fatiguée ou à" ouvrages qui en résultent; et on ne doit pas confondre ces trois choses. Car la fatigue dépend de la manière d'exécuter le travail et de la force dont l'ouvrier est capable ; tandis que la quantité d'ouvrage fait, est plus ou moins grande, suivant la résistance à vaincre : par exemple , pour scier deux; morceaux de bois de même grosseur, il peut arriver qu'il faille un travail plus grand pour l'un que pour l'autre, quoique la quantité d'ouvrage soit la même dans tous les deux. Et voilà pourquoi on paye ordinairement pins cher l'ouvrage le plus difficile, c'est-à-dire celui qui exige un plus grand travail. De sorte que ce n'est réellement pas la quantité d'ouvrage qu'on évalue en argent, dans l'exercice de la force , mais bien la grandeur du travail , dont le prix lui est proportionnel , comme cela doit être.
On voit d'après cela , combien il importe d'évaluer numériquement les travaux industriels , plutôt que les ouvrages qu'ils produisent; car il serait impossible de trouver, pour ces derniers, une unité qui fût toujours la même \ tandis que l'unité de travail peut remplir la double condition d'être bien connue et constante, du moins dans un même pays*
161. Il résulte de cette unité constante, que tout travail mécanique des forces, peut être regardé comme équivalent à celui ou il s y agirait <£ élever un certain poids à une hauteur convenable* Ainsi, par exemple, fermer un ressort d'une quantité donnée } comprimer une masse d'air connue , au point de lui faire
occuper un espace plus petit désigné ; réduite en farine une certaine quantité dé blé; traîner un chariot d'un poids connu sur un chemin dont la longueur et les obstacles au mouvement sont mesurés ; faire une excavation d'une étendue donnée, en jetant les terres dans un lieu désigné; scier une quantité de bois connue ; limer ou polir un métal; arrondir un corps sur le tour; faire mouvoir une manivelle, etc.; tout cela revient à élever un 1 certain poids à une hauteur donnée r du moins quant à la valeur numérique du travail.
Désignant donc par P le poids qàffi s'agit d'élever à là hauteur verticale H, et prenant pour unité de travail celui qui élèVe l'unité de poids à l'unité de hauteur ; on dira : puisque pour élever le poids 1 à la hauteur i , iî faut le travail' î ; il' est clair qne pour élever le poids Pà la hauteur î , il faudra le travail P; donc pour élever le poids P à la hauteur H , il faudra le travail PIL De sorte que tout travail mécanique a pour mesura le nombre* alunites de poids multiplié par te nombre éf unités dé hauteur..
162. En assimilant ainsi tous les effets des forces actives ou des moteurs , à un poids P élevé à une hauteur H , les mécaniciens forment une unité dynamique ou de travail, composée d'un kilogramme élevé à un mètre , unité qu'il faudrait appeler Mogrammetre; et ils expriment une machine par le nombre d'unités dont elle est capable. Par exemple , le moteur qui élèverait 5o kilogrammes à 4© mètres de hauteur, dans un temps qu'on prend le même et égal à l'unité pour tous les cas % aurait pour mesuré 5o X 4° ou 2000 kilogrammètres.
Lorsqu'il s'agit de grandes machines, on se sert de grandes unité 8 dynamiques, composées de 100 ou 1000 kilogrammes élevés à un mètre, qu'on pourrait nommer quintalmhtre ou tonneaumètre, pour plus de simplicité, comme le propose M. Poncelet, dans l'ouvrage cité. Mais il est bon d'observer que les unité précédentes ne sont pas généralement adoptées dans l'industrie manufacturière , où l'unité de travail reçoit différentes dénominations et diverses valeurs.
i63. « Bien que le travail mécanique, considéré en lui-même, soit tout-à-fait indépendant de sa durée, il arrive quelquefois que l'on doit avoir égard au temps : c'est ainsi , par exemple, qu'on dit d'un cheval attelé à une voiture, à un manège, qu'il exerce un effort moyen de tant de kilogrammes en parcourant un chemin de tant de mètres par minute ou par seconde ; et d'un ouvrier,
•d'une machine, qu'ils dévéloypentmoyennemeni une tellequantité àe travail , dans tel .temps. Mais alors il convient de ne pas oublier la durée'effective du travail total , en ajoutant par exemple qu'il est de tant d'heures pour chaque jour, chaque relais, etc. > En général , s'il faut le travail 1 , pour élever le poids i , à la hauteur 1 , pendant le temps 1 \ il est facile de voir que pour élever le poids P, à la hauteur H, pendant le temps T, il faudra
le travail -=• • C'est donc à cette expression que se réduit la mesure de tout travail mécanique, qbels que soient le moteur, le chemin à décrire et la résistance à vaincre, directement opposée à l'action de la force de travail.
D'après cela , deux treuils seront èquioalens, dès que sous l'action d'une même puissance, ils élèveront respectivement 120 kilogrammes à 20 mètres en 4 minutes , et 3oo kilogrammes à 1 a mètres en 6 minutes \ car il est clair qu'ils fourniront chacun par minute un travail de 600 kilogrammètres*
164* On voit que si l'on vent construire une machine dont
l'effet soit de N unités dynamiques, il faudra choisir les nombres
PH P, H, T, de manière qu'on ait N = — • Ce principe général
conduit à celui du n° 126 ; car on ne peut faire varier les nombres P, H, T, que sous la condition de laisser toujours la même ▼akftr à N. Ce nombre mesure la force de travail (i58) ; mais les irottemens et les résistances étrangères au travail effectif, exigent souvent une force motrice double ou triple de N, et même plus grande. Il faut donc distinguer avec soin V effet utile d'une machine de la force qui la meut et dont une grande partie est anéantie à pure perte.
Cest en cela que les machines pour l'équilibre diffèrent de celles pour le mouvement. Une puissance médiocre ne contrebalance une résistance très-considérable , qu'à l'aide des points fixes et des obstacles que la machiné présente, lesquels sont autant de forces passives, qui se joignent à la puissance pour établir l'équilibre*, mais s'il. faut produire du mouvement, ces forces passives lui deviennent contraires, parce qu'alors elles font partie de la résistance à vaincre. De sorte qu'une machine est d'autant plus nuisible au mouvement qu'elle est plus avantageuse à l'équilibre.
Cependant, malgré la consommation inutile de forces actives dans les machines motrices, celles-ci n'en sont pas moins d'un
usage extrêmement important; puisque par elles on donne aux forces mourantes les positions les plus commodes, les moins fatigante* et les plus propres à employer leur énergie de la manière la plus avantageuse. La perfection des machines consiste alors en ce que , pour une même puissante, i? y ait la plue grands quantité possible de travail utile ou à* ouvrage fait; on bien que pour un même ouvrage, la quantité de travail , et par suite la dépense de forées activée, soit un minimum» Et tels sont lès deux problèmes généraux, dont s'occupe essentiellement la mécanique industrielle.
tances moyennes du mouvement de là voiture , soient respectivtoneat <ie n et n 1 kilogrammes; et cherchons quelle route fl faut' tenir, pour èjaëte travail total des chevaux, et par suite leur langue, soit un màttidMÉi.
Il est clair d'abord que les deux partie* de la route à suivre datant être des droites AI=x et IB—j^ de sorte que la. travail fatal des chevaux, pour conduire Ja voiture suivant AI6, a pour mesure (iÇ3)
= nx + fây, ' ■ r »
Menant les perpendiculaire» AH =34 et BFztsâ, sur CD j eeveVin perpendiculaires seront données, aussi bien que la distance ¥11:23* Si donc on pose IH = * r d'où IF=c— z, les deux triangles rjotauffes AIH et BÊF donneront les expressions de leurs hypoténuses or *Xf\ tt co substituant ces expressions dans celle du travail , on aura
Les quantités a, b % o, n et n* éta* constantes dans cette éqùatie», tandis que z et sont variables ; pour avoir le minimum de £ t changées* d'abord z en z + h,. et développons les extractions de. racines ça^es, comme celles de deux binômes; il est clair que nous aurons on résolut
de la forme V~i + A u + Bu*+CH* + T)u*+tlto '.'''. "'..,/
Si Ton avait changé z en z — • u, on aurait en
0"=0 — Att + B*».— Gi3+Dii*~ «ta. ■ ■■■ '
Dans oas développement, il suffit de cmkukr les eoef&ciens qui donnera
a «*• nz nt(Q — z)
~i/«* + z* l/** +(* — *)*' La quantité a peut toujours être prise assez petite pour qn
An, ©ta le terme Bu*, surpasse la valeur de tons ceux qui le suivent, comme on s'en assure par la sommation d'une progression géométrique décroissante à l'infini; et d'après cela, il est visible, par les expressions de ¥ et G 1 ', que la quantité' ô ne peut être un minimum, que quand A = o et 8 est positif. La seconde de ces conditions est évidemment remplie; et quant à la première A=o, soient v et 1/ les deux angles IAH et IBF; d'après les deux triangles rectangles AIH et BIP, ou a, pour les termes de l'expression de A, n sin v et n f sin v', d'où
sin v l sin v 9 l 1 n f l ».
L'équation A =3 o sera do quatrième degré en *, et en la resolvant Y on aura la valeur de z et oonséquemnaent la position du point I, qui répond au minimum du travail 0*
Si la voiture devait aller du* point A an point £ de la première plaine, après avoir conduit une personne sur la route CD; on pourrait regarder les résistances n et n' comme égales entre elles ; et alors le minimum du travail 6 , répondrait au minimum de la route AIE : l'équation A = o «tonnant dans ce cas, l'angle IAH=IEN, on aurait l'angle AIH=.Enf , comme en géométrie.
166. Moudre actio*. La chute des corps suivant des droites et les phénomènes que nous pouvons étudier complètement, nous conduisent à penser que les productions de la nature résultent généralement de la plus grande économie possible de moyens : en sorte, par exemple» que le mouvement de la lumière, proviendra d?un travail minimum. En remontant à la cause de ces productions admirables, on la reconnaît essentiellement intelligente, et par suite on conçoit qu'elle a dû produire les phénomènes que nous observons , par les voies les plus simples et les plus économiques ; de sorte que tous $es ouvrages doivent résulter de la moindre quantité d'action ou de travail possible* Cest ainsi que plusieurs philosophes ont été conduits à admettre, comme loi de la nature, que j'il arrive quelque changement ou phénomène dan* Vunwer$^ la quantité d'action qui le produit est un minimum*
Tel est le principe de la moindre action, qu'on est parvenu a démontrer rigoureusement : en partant de ce principe, il est facile, par des calculs analogues à ceux du précédent numéro 4 dé trouver les lois de la réflexion et de la réfraction de : la lumière* Remarquons d'abord que quand une molécule lumineuse se meut dans un milieu séparé d'un autre par une surface plane, il arrive toujours, ou qu'elle ne quitte pas le milieu dans lequel die se trouve et se réfléchit conséquenunent à la surface séparatrice, ou bien qu'elle pénètre dans le second milieu, en changeant de direction, c'est-à-dire en se réfractant : ce sont deux faits d'expérience.
Dans le premier cas, en admettant que le premier milieu oppose partout la même résistance n au mouvement de la molécule, ce qu'on peut supposer pour le petit espace dans lequel Y incidence et la réflexion s'opèrent, l'unité de travail sera constante. Or, soient A et E les points extré* mes de la trajectoire décrite (fig. 60), c'est-e-dire, supposons cjuc le but
de la réflexion sur la surface séparatrice, soit de faire aller la molécule lumineuse du point A au point E, en touchant cette surface; si Ton désigne par / la longueur de la ligne décrite, la quantité de travail, pour faire le trajet, sera In. Mais d'après le principe de la moindre action, cette quantité de travail doit être un minimum; donc puisque la résistance n est constante, il faut que la longueur / soit la moindre possible. Par les points A et E menons un plan perpendiculaire à la surface de séparation et la coupant suivant la droite CD : il est clair cpie la longueur / ne peut être un minimum qu'autant qu 1 elle coïncide avec sa projection sur le plan et que les deux parties de cette projection sont des lignes droites ; la trajectoire / est donc alors la moindre de toutes les sommes des distances des deux points A et E à un point de la droite CD. De sorte que si AI -f- IB désigne cette moindre somme, le point I sera celai où la molécule lumineuse rencontrera la surface séparatrice ; et on aura l'angle AID d'incidence égal à l'angle EIN de réflexion» Ainsi lorsque la lumière est réfléchie à la surface qui sépare deux milieux , l° le rayon incident et le rayon réfléchi sont dans un même plan normal à cette surface; a* l'angle d'incidence est égal à l'angle de réflexion* Et c'est d'ailleurs ce que l'expérience confirme.
Supposons présentement que la molécule lumineuse doive aller du point A du premier milieu au point B du second, la surface séparatrice étant toujours plane. Chaque milieu étant uniformément dense, les résistances n et n f au mouvement de la molécule dans ces milieux, seront constantes. De plus, la quantité de travail, pour effectuer le trajet, devant être un minimum , il faut que les chemins x et y parcourus dans les deux milieux, soient des lignes droites, comme l'indique l'expérience. Le travail total est donc 6 = nx «+» n f y. Par les points A et 8 menons à la surface séparatrice un plan normal qui la coupe suivant la droite CD; soit AIB la projection de ht trajectoire sur ce plan, et d la distance de I au point où la molécule lumineuse rencontre la surface de séparation* Menons en -outre sur CD les perpendiculaires AH =2 a et BF=Â. Posant FH=c et IH=s, d'où IF=c— *; on aura AP =:«*+** et BP = ** + ( c — " *)*• De là et de ce que x e%y sont les hypoténuses de deux triangles rectangles, dont d est le côté commun, et AI, IB les deux autres côtes, la valeur du travail total deviendra
= n Vd* + a a + * a + »'|/«f* + * a -r- (c — *) a «
Les quantités a, h % c, n et n 9 étant constantes, tandis que d % zetB sont variables ; on voit d'abord que ne peut être un minimum, que quand la distance d est nulle, c'est-à-dire lorsque la molécule lumineuse traverse la surface séparatrice au point I. Prenant donc <£=:o, et opérant comme plus haut ( i65), on verra que le minimum du travail 6 répond à sin v l sin v r II ni l n. D'où il suit que quand la lumière passe d'un milieu dans un autre , 1° le rayon incident et le rayon réfracté sont dans un même plan normal à la surface séparatrice; a les sinus des angles d'incidence et de réfraction sont dans un rapport constant, quel que soit d'ailleurs
ï' angle d'incidence. Ces deux lois sont aussi vérifiées par l'expérience ', et on les démontre d'ailleurs par d'autres considérations»
167. Le principe de la moindre action est un de ceux qui plaisent à l'imagination • mais les philosophes qui l'ont d'abord appliqué à la mécanique, n'avaient pas une idée bien nette de ce qu'il faut appeler action: Fermât avait donné à ce mot une signification que Maupertuis reconnut être inexacte. Ce dernier pensait que par quantité d'action, il faut entendre le produit de la masse du corps par sa vitesse et l'espace décrit ; ce qui revient au produit du chemin par la force motrice (i56), c'està-dire à une quantité de travail (i58). Euler étendit cette définition aux mouvemens variables à chaque instant, et doit être regardé, dit Laplace, comme le véritable inventeur du principe de la moindre action , que Lagrange ensuite a dérivé des lois primordiales du mouvement. Ce principe n'est au fond qu'un curieux résultat de ces lois : il ne doit pas être érigé en cause finale ; et si Galilée , guidé par le génie observateur dont il était doué, fut conduit, comme il le dit lui-même, à la loi de là chute des graves et à celle de la résistance des solides, à l'aide des idées de la moindre action ou des voies économiques de la nature \ les lois du mouvement ne sont pas une conséquence nécessaire de ces idées ; puisque sans la découverte de ces lois, on disputerait encore sur ce qu'il faut entendre par la moindre action de la nature.
Remarquons cependant que les considérations métaphysiques, quelque vagues et peu satisfaisantes qu'elles puissent paraître en mécanique , ont été utiles pour y découvrir des théorèmes importans. Ces considérations ne doivent donc pas être abandonnées d'une manière absolue \ parce que, comme l'analogie et l'induction, elles peuvent quelquefois conduire à la vérité ou la faire deviner. Mais pour que les conséquences qu'on en déduit soient certaines, il faut les appuyer sur des raisons plus positives que celles beaucoup trop générales, pour n'être pas très-vagues, qui dérivent des idées de convenance, à* harmonie ou de simplicité des moyens de là nature. Car à la rigueur, nous ne pouvons acquérir une entière certitude, Sous ce rapport , qu'après avoir analysé assez complètement les phénomènes naturels, pour connaître tous les moyens qui les produisent et savoir que ces moyens sont les plus simples possibles. Ce qui revient évidemment à démontrer les principes fournis par des considérations métaphysiques, de même que les analystes démontrent les théorèmes qu'ils découvrent par induction, en les ramenant à des principes reconnus vrais par tout le monde. Et c'est ainsi qu'en ont agi les géomètres à l'égard du principe de la moindre action, qui de cette manière, est devenu, sous un énoncé plus général encore que celui que nous venons de considérer, l'un des théorèmes les plus remarquables de la mécanique.
Du Mouvement rectiligne uniforme.
168. Le plus simple des moùvemens est le mouvement rectiligne uniforme, c'est-à-dire celui où le mobile décrit des droites égales dans des temps égaux. Or, ce mouvement est produit par Faction d'une force instantanée sur le mobile ; et la vitesse qui a lieu mesure l'intensité de la force (i53). On voit d'ailleurs, d'après la loi d'inertie (12) et la nature du mouvement uniforme, qu'on peut regarder le corps, en un point quelconque de la droite qu'il décrit, comme recevant l'impulsion en vertu de laquelle il se meut. Si donc une nouvelle force vient à agir sur le mobile, en ce point et suivant la même droite, la vitesse croîtra ou diminuera -de celle que la seconde force eût communiquée au corps, s'il eût été en repos ; car on peut supposer que les deux forces agissent ensemble au point dont il est question. D'où il Tésulîo que si plusieurs forces constantes agissent simultanément sur un mobile et suivant la même droite, elles lui feront parcourir, pendant V unité -de temps, un espace rectiligne égal à h somme algébrique des espaces que chacune telles lui eût fait parcourir séparément,
169. Soit v la vitesse du mobile, c'esf-à<dire l'espace rectiligne qu'il décrit pendant chaque unité de temps ; soient d et e ses distances à l'origine du mouvement, 'avant et après le temps /, distances mesurées sur une même droite : on aura évidemment, pour l'équation générale des moùvemens rectilignes uniformes,
e — d-{-vti ... (a)
équation dans laquelle detv peuvent être des nombres négatifs.
Au moyen de cette équation , le mouvement du mobile sera complètement déterminé , dès que l'on connaîtra les deux constantes d et v, ou lorsqu'on aura des conditions propres à les faire calculer. Par exemple, si l'on sait que le mobile se trouvait, après 4 minutes d'un mouvement uniforme, à 20 mètres de son point de départ, ce qui donne <Z=2o et v=5, il viendra •= 20 + 5* pour l'équation du mouvement. Si donc le mobile se meut encore pendant 12 autres minutes dans le même sens, on pendant ô autres minutes en sens contraire, on aura ezzzSo mètres ou e = — io mètres*
Pareillement, si deux mobiles, avant d'entrer en mouvement
Uniforme, sont éloignés l'un de Pautre de 80 mètres, partent au même instant et vont en sens contraires suivant la même droite, en faisant l'un 6 et Pautre 4 mètres par seconde ; on trouvera facilement après quel temps f, ils se seront dépassés de 3o mètres. Car les équations de leurs mouvemens étant e =r 6t et d = 80 + 4*, on aura » — ^ ou 3o = 10* — 80 \ d'où *= 1 i ff . S'ils - devaient encore être éloignés de 20 mètres après le temps /, on aurait e* — e ou 20 = 80 — 10*, ce qui donnerait tf=6 fr . Enfin, s'ils devaient se rencontrer au bout d'un temps *, il viendrait 6*=8o — 4*, ou *=8". ,
Lorsque les deux mobiles proposés vont dans le même sens , il est aisé de voir qu'il leur faudra 4o" ou 64" pour se rencontrer ou bien se dépasser de 48 mètres. On voit à quoi peut servir l'équation des mouvemens uniformes.
Cette équation s'applique aussi au cas où deux mobiles décriraient uniformément une même courbe, pourvu que les longueurs e t d et v soient mesurées sur cette courbe , de même que e', d f et v 9 . Si la courbe est fermée, comme la circonférence, il est clair que les mobiles , en continuant à se mouvoir, pourront se rencontrer plusieurs fois. Par exemple , s'il est 9 heures à une montre, et que l'on veuille trouver après quel temps t l'aiguille des minutes aura rencontré i4 fois celle des heures : en prenant l'heure pour unité de temps , et chacune des 60 divisions de la circonférence pour unité de longueur, les équations du mouvement uniforme des aiguilles seront évidemment e = 5t et e r = i5 +60/, d'où à cause de e r — e = 14 • 60 , il vient /= i5 heures.
170. Composition des vitesses. Maintenant, puisque la vitesse est proportionnelle à la force , pour un même corps , ces deux quantités peuvent être représentées l'une par l'autre ; et tout ce qu'on a dit de la composition des forces se dira de la composition des vitesses. Ainsi lorsque deux forces P et Q agissent simultanément par impulsion sur un mobile À , dans les directions AB et AC (fig. 5i)$ en prenant les longueurs AB et AC respectivement égales aux vitesses imprimées par ces forces P et Q au mobile A, on aura P =: a • AB et Q = a • AC ; et la vitesse v de la résultante R sera égale à .la diagonale AD du ♦ parallélogramme ABDC. Car d'abord R = av, a désignant le rapport constant entre la force et sa vitesse. De plus, d'après le parallélogramme des forces (27), on a P ; R H AB ; AD J J
a • AB * a • ÀD ; donc puisque P = a • ÀB , on a aussi R =±r a • AD = av ; d'où AD = t>. On voit donc que si les vitesses dues aux deux forces angulaires P et Q , *<ml représentées en grandeurs et en directions far les côtés d'un parallélogramme, la vitesse résultante sera représentée en direction et en grandeur par la diagonale de ce parallélogramme (*). Par exemple, si l'angle BAC est droit et qu'on ait la vitesse AB = 8 et AC=6, la vitesse résultante AD vaudra 10.
Ce théorème conduit immédiatement au parallélipipede des vitesses, ainsi qu'à tous les principes de la composition et de la décomposition des vitesses dont un même corps peut être animé* Ces principes sont en d'autres termes les mêmes que ceux de la composition et de la décomposition des forces, et il est inutile de s'y arrêter.
Remarquons néanmoins que si Y effet de la force P est d'éloigner le mobile A de la direction AC , d'une certaine distance rf, pendant l'unité de temps ; comme après ce temps , le mobile est
(*) Ce théorème important peut se démontrer directement, et conduire au parallélogramme des forces. Prenons sur les directions des forces (fig. 5a), les longueurs AB, AC, respectivement égales aux vitesses qu'elles impriment simultanément au point A, suivant ces directions; et achevons le parallélogramme ABGD. Concevons l'unité de temps divisée en un ' nombre infini n d'instans égaux et infiniment petits. Si Ton fait mouvoir le parallélogramme ABDC sur son plan, avec la vitesse AB, de manière que le côté AB glisse sur la droite AP, avec cette vitesse ; il est clair que la droite AC se mouvera parallèlement à elle-même, avec la vitesse AB, et prendra les positions £c, £'c', £"c", ..., BD, à la fin des i ,r , a*, 3% ... , n e instans : donc le point A, dont la vitesse dans le sens AP, est AB ou la même que celle de la droite AC , ne cessera pas de se trouver sur cette droite et de s'y mouvoir de A vers C avec la vitesse AC ; ce point A se trouvera donc en a, a', a", ..., D, à la fin des instans i er , a , 3% ..., n e . Or, le mouvement étant uniforme dans chacun des sens AP et AQ, les droites A*, A*', Ai", ..., AB, puis ba, 3'a', b'W\ ..., BD, vaudront respectivement î fois, a fois, 3 fois, ..., n fois Ab pour les unes et ba pour les autres. De sorte que tous les triangles A6a, A6'a', A6"o", - ..., ABD seront équiangles; et par suite, les droites A*, Aa', AaW, ..., AD, auront même direction et vaudront respectivement î fois, a fois, 5 fois, ...,/* fois Aa. Mais ces droites sont les chemins réellement par'!* courus par le point A, à la fin des instans i* r , a e , 3 e , •.., n e \ ce point A aura donc parcouru, pendant l'unité de temps et d'une manière uniforme, la diagonale AD, qui en est par conséquent la vitesse. Ce qu'il fallait démontrer.
€ii D, et que les points B et D sont à la même dislance à de AC, on voit que la force P aura produit tout son effet. De même la force Q aura produit tout le sien , comme si elle eût agit seule. Et c'est en cela que consiste ^indépendance des effets des forces angulaires , qui a Heu également dans le parallélipipède des vitesses.
171. Travail de la résultante. Cherchons d'après la méthode de M. Poncelet, le travail de la résultante de plusieurs forces. Soient d'abord les forces parallèles P, Q, R, ..., agissant dans le même sens sur un corps solide , et faisant décrire à ses points matériels des chemins égaux et parallèles. Soit T la résultante du système •, on aura T = P + Q-f-R+ # ". Multipliant de part et d'autre par le chemin parcouru c par chaque point d'application , il viendra oT = oP + C Q. + cK -f- etc. Or, la résistance étant supposée constante suivant chaque chemin décrit, il est clair (1 58) que les forces T, P, Q, R, ..., représentent les résistances vaincues ; donc cT est le travail de la force T, et ainsi des autres. Si donc on observe qu'une ou plusieurs des forces P, Q, R, ..., pourraient agir en sens contraire, on verrai, par la dernière égalité précédente , que le travail de la résultante T de tant de forces parallèles qu y on voudra,, est égal à la somme algébrique des travaux de ces forces.
1 72. Considérons maintenant une seule force R appliquée à un point À d'un; corps solide ( fig. 53 ) , et supposons que ce point ne puisse se mouvoir dans la direction de cette force, mais qu'il soit assujéti à rester sur la droite MN, et que la résistance à vaincre ait lieu suivant cette droite et soit constante. Si l'on décompose la force R en deux autres , l'une AB perpendiculaire à MN et l'autre ÀC = R' dirigée suivant cette droite ; la première ne tendra qu'à presser le corps sur MN, et il n'y aura pas de chemin parcouru dans le sens de cette composante, puisque le point A doit toujours rester sur MN ; le travail sera donc nul. De sorte que le travail de la force proposée R se réduit à celui de sa composante R', suivant MN. Or la résistance étant constante suivant cette droite , sera représentée par R f ; et en désignant par AI le chemin parcouru , le travail de R f et conséquemment de la force proposée R, sera R' X Aï. Et comme R' est la projection de R sur MN, on voit que le travail effectif oV une force donnée R est égal à celui de sa projection sur la droite suivant laquelle la résistance constante a lieu.
173. D'après cela, soient P et Q deux forces appliquées à un même point À d'un corps solide , et soit R leur résultante. Supposons que le point À soit assujéti à rester sur une droite quelconque MN et que la résistance constante ait lieu suivant cette droite. Pour trouver le travail effectif, on observe que la projection R' de la résultante R sur MN , est égale à la somme algébrique des projections P f et Q' des deux composantes P et Q sur la même droite, et qu'ainsi R' = P' ± Q'. Multipliant par le chemin c que décrit le point À suivant MN , cR r sera le travail effectif de la résultante R et cP', cQ f , les travaux effectifs de ses composantes P et Q (i58). De sorte que le travail effectif de la résultante est égal à la somme algébrique des travaux effectifs de ses composantes.
Il est clair que ce théorème est vrai , quel que soit le nombre de forces, appliquées comme on voudra, à un même point d'un corps solide.
174* Mouvement du centre de gravité. Lorsque tous les points matériels d'un corps solide de masse M, décrivent des droites parallèles, avec une vitesse commune v, la résultante de toutes les forces parallèles qui animent ces points, est appliquée au centre de gravité du corps. D'abord ces forces agissant sur des molécules de masses m, m!, m", ... , ont pour mesures respectives mv, m f 0, m ff v, ... (i56); leur résultante R appliquée au solide, étant égale à leur somme, on a R=Mt>. Pour trouver le point d'application de cette résultante, on observe que les poids sont proportionnels aux masses m, m\ m", ..., et par suite aux forces m», m f v, m n v, ..., appliquées aux mêmes points que ces poids. Et comme le point d'application de la résultante reste le même, lorsque les forces, sans cesser d'être parallèles et appliquées aux mêmes points respectifs , changent de direction et augmentent ou diminuent proportionnellement (39); on voit que le point d'application de la résultante R est le même que celui du poids total ; il est par conséquent le centre de gravité du corps proposé.
175. Réciproquement, pour imprimer à un corps solide de masse M, un mouvement de translation, de manière que ses points matériels décrivent des droites parallèles, il suffira à*ap~ pliquer au centre de gravité, une force Mv capable de lui donner la vitesse v. Car tous les points matériels étaitf liés entre eux invariablement, il est clair que le centre de gravité ne peut se
mouvoir avec la vitesse », sans entraîner en même temps et avec la même vitesse, les points auxquels il est immédiatement liés, suivant la même droite ou suivant des parallèles voisines ; ces derniers points entraîneront de la même manière leurs voisins , et ainsi de suite. Donc tous les points matériels décriront des droites parallèles avec la vitesse commune v ; et de plus, la force proposée, appliquée au centre de gravité, vaudra M» ( 1 74)-
1 76. Lorsqu'un corps solide reçoit Faction à? une force impulsive, qui ne passe pas par son centre de gravité, il acquiert à ta. fois deux mouvement, Vun de translation, comme si la force était appliquée au centre de gravité, parallèlement à elle-même, et Vautre de rotation autour du centre de gravité, comme si ce point était fixe. De sorte que ces deux mouvement sont indépendant Vun de Vautre, et que le centre de gravité se meut comme H la force lui était immédiatement- appliquée, parallèlement à elle-même (fig. 54).
Four démontrer ce théorème remarquable, menons du centre de gravité G la perpendiculaire GA sur la direction de la force impulsive iY\ prolongeons ÀG de GB = GAf^et appliquons au point B du corps les deux forces F et — F, contraires, parallèles à la force 2F et égales chacune à la moitié de celle-ci : ces deux forces F et — F se détruisent, et par conséquent l'effet de la force proposée 2F sur le corps n'est aucunement altéré. Or, les deux forces parallèles de même sens et égales à F, appliquées l'une en A et l'autre en B, ont une résultante égale à leur somme 2F, appliquée parallèlement au milieu G de la droite AB ; lecentre de gravité G se mouvera donc comme si la force proposée 2F lui était appliquée parallèlement à sa direction. Quant aux deux forces restantes du système, Tune F en A et l'autre — F en B , elles forment un couple , qui donnera évidemment au corps solide un mouvement de rotation autour du centre de gravité G, comme si ce point était fixe ; car il n'y a pas de raison pour que ce centre , milieu de AB , se meuve d'un côté plutôt que de l'autre, par l'effet du couple, qui n'exercera conséquentment aucune action sur ce point.
On voit que le mouvement de translation du corps solide proposé est absolument le même que celui de son centre de gravité, le seul que l'on considère ordinairement, pour plus de simplicité*
173. Il résulte du théorème précédent, que si plusieurs forces, agissent, comme on voudra par choc sur un corps* solide, elles*
( 152 ) lui impriment le même mouvement de translation que si chacun* était immédiatement appliquée au centre de gravité, parallèlement à elle-même; en sorte que la réaction des parties du système n'altère pas le mouvement du centre de gravité. Quant au mouvement de rotation autour de ce centre, il dépend évidemment de la grandeur et du point d'application de chaque force impulsive -, ainsi il n'y a rien à conclure pour ce mouvement.
178. Considérons encore un système de corps tout-à-fait libres, c'està-dire n'ayant aucune liaison entre eux. Soient m, m*, m*\ ..., les masses de ces corps, animées des vitesses parallèles u, v f , v' r , ..., et cherchons quel sera le mouvement du centre de gravité du système. Menons par ce cenère un plan P parallèle aux directions des vitesses : comme à l'origine du mouvement, la somme des momens des masses m, m', m", ••., par rapport à P, est nulle; il est clair qu'elle sera encore nulle dans la suite, puisque ces masses seront toujours aux mêmes distances respectives de P; donc le centre de gravité ne sortira pas du plan P. Ce centre se trouvera, donc constamment sur deux plans parallèles aux directions des forces iuv pulsives ; il décrira par conséquent rintersection parallèle à ces forces.
Soient d, d\ d tf , ..., les distances des centres de gravité des masses m, m', m", ..., à un plan perpendiculaire à leurs directions parallèles, distances mesurées à l'origine du mouvement ; les distances au bout du, temps i seront d-f-vf, c#4-v'*, d fr -^v n t^ ... (169). Désignant par a et x les distances du centre de gravité du système au même plan , avant et après le temps t, et prenant les équations des momens, par rapport à ce plan; il viendra, en soustrayant la première équation de la seconde,
(w-r^-rl-vOf 1 — a ) = (wiv- r -mW-f-«..) u On voit que les espaces x — a décrits par le centre de gravité, sont proportionnels aux temps \ donc le mouvement de ce centre est uniforme.
Ainsi quand plusieurs corps libres ont des mouvemens parallèles entre éux % reçtilignes et uniformes , leur centre commun de gravité se meut uniformément suivant une droite parallèle aux forces impulsives , avec une vitesse égale à la somme de ces forces divisée par la masse totale; ce mouvement est par conséquent le même que si toutes les forces étaient appliquées au centre commun de gravité, parallèlement à elles-mêmes.
Le même théorème subsiste, quant au mouvement rectiligne uniforme, lorsque lea vitesses imprimées ne sont pas parallèles. Car décomposons chacune d'elles en trois autres parallèles à des axes rectangulaires : en vertu de chacun de ces groupes , le centre commun de gravité sera mu parallèlement à chaque axe, comme si les forces impulsives lui étaient immédiatement appliquées, puisqu'on peut répéter sur chaque groupe les raisonnemens précédens ; et à cause de l'indépendance des effets des, forces de directions rectangulaires (170), la vitesse du centre de gravité <Ju système sera rectiKgne et constante.
Du Mouvement rectiligne varié.
1 79. Le mouvement varié est produit par une force accélératrice, c'est-à-dire une force agissant continuellement sur le mobile. Si cette force est constante, le mouvement est dit uniformément varié.
Cherchons l'espace rectiligne décrit pendant le temps /, par un point matériel soumis à Faction d'une force continue et constante , en faisant abstraction de tout obstacle , comme le frottement et la résistance de Pair.
Divisons le temps t en un nombre infini n iïinstans égaux à x et infiniment petits ; nous aurons t = nx. Puisque la force proposée est continue et invariable , elle imprime au corps , à chaque instant, un nouveau choc égal à celui qu'elle lui a donné l'instant précédent ; donc à chaque instant elle lui fait décrire un nouvel espace égal à celui qu'il parcourt déjà en vertu de l'impulsion de l'instant précédent. Car les vitesses étant proportionnelles aux forces , des impulsions égales doivent faire parcourir au même corps des espaces égaux , pendant des temps égaux. Or, un corps ne peut se donner aucun mouvement , ni altérer celui qu'il a reçu (12) : donc si la première impulsion fait parcourir au corps l'espace w, elle lui fera parcourir le même espace pendant chacun des instans successifs : il en sera de même de la seconde impulsion , pendant le second instant et les suivans ; de même de la troisième, et ainsi de suite. Par conséquent, l'espace que décrit le corps pendant le premier instant, étant u, l'espace qu'il décrira pendant le second instant sera m-|-«ou2m; pendant le troisième, %u -f- % ou 3« ; pendant le quatrième, 3u + u ou 4 W ; If 1 ^ 11 > Pendant le n 9 instant l'espace décrit sera nu. D'où il suit que l'espace total e décrit pendant le temps /, sera
Soit v la vitesse du corps à la fin du n 9 instant ; v sera donc l'espace rectiligne que ce corps décrirait uniformément, pendant le temps 1, en vertu des n impulsions reçues pendant le temps /, si alors la force accélératrice cessait d'agir sur lui (i54). Or, puisque le corps parcourt uniformément l'espace », pendant l'unité de temps , il est clair que pendant le ( n + 1 ) e instant , dont la durée est 4?, il parcourra, l'espace px. Mais pendant le
(n + i) a instant, le mobile., en vertu des n impulsions reçues pendant le temps /, parcourt F espace nu\ il faut donc que vx
= nu. D'ailleurs t = nx. donne n = -• Avec cette valeur, celles de • et v deviennent
tu tu(t + x)
Prenant /= 1 dans la première de ces équations et désignant par g la valeur correspondante de v ; g sera l'espace décrit uniformément par le mobile , durant l'unité de temps , en vertu de toutes les impulsions reçues pendant le temps i ; c'est-à-dire que g sera la vitesse au bout de l'unité de temps (1 54) : il viendra
Divisant les valeurs de v et * par celle de £, on trouve
l = t et t-tf +ïtx .
Ces valeurs n'ont été obtenues qu'en supposant x infiniment
petit : pour arriver au dernier degré d'exactitude, il faut j faire
x = o $ car la force accélératrice agissant continuellement sur
le mobile , l'intervalle x entre deux impulsions successives est
imperceptible à nos sena et doit être considéré comme nul :
faisant donc x = o, on obtient
v=zgt et e — ±gf.
Ces deux équations donnent e = \vi. Si le corps se mouvait pendant le temps / avec la vitesse finale v qu'il a acquise pendant ce temps , l'espace décrit serait vt, c'est-à-dire double du précédent tyt. D'où il suit que V espace ~vt décrit pendant le tempe t, Sun mouvement uniformément accéléré j est ta moitié de V espace vt qui serait décrit uniformément, pendant h mime temps, avec la vitesse finale v.
180. Si à l'instant où la force accélératrice constante vient à agir sur le mobile, celui-ci avait déjà dans le même sens, une vitesse uniforme tf , la vitesse v au bout du temps t et l'espace e décrit pendant ce temps, seraient évidemment
v = d+gt et e — dt+\ge ... (b).
Ces équations renferment toute la théorie du mouvement uniformément varié, dans le vide. Lorsque la quantité g est positive, ce mouvement est accéléré; il est retardé si g est négative $ et quand g = o , le mouvement devient uniforme.
181. Chute verticale dans le vide. La pesanteur est une force accélératrice : mais bien qu'elle agisse en raison inverse du carré des distances au centre du globe; cependant, comme la plus grande hauteur qu'un mobile puisse.parcourir, est prèsqu'infiniment petite à l'égard du rayon moyen terrestre, qui a plus de 6000000 de mètres, on peut, sans erreur sensible, regarder la pesanteur comme une force accélératrice constante dans toute l'étendue de cette hauteur. Effectivement , soient ç et <p f les actions de la pesanteur aux distances verticales r et r + h du centre de la terre : on aura ^ I 0' * * ( r + A) a • r* ; d'où en prenant h = 6o m et r > 6000000"% il viendra ç = ç r ( 1 -f- <C 0,0001 )\ Le second terme entre parenthèses est évidemment nul à l'égard du premier; et en le négligeant, il vient
Nous regarderons donc la pesanteur comme une force accélératrice constante pour toutes les hauteurs que nous aurons à considérer; et alors les équations (6) seront celles du mouvement d'un corps pesant qui tombe verticalement dans le vide , avec une vitesse initiale d, dans le sens de la gravité. Si la vitesse imprimée d était dirigée verticalement de bas en haut, g prendrait le signe — ; et si le corps tombait du repos , dans le vide , on aurait d := o ; les équations du mouvement seraient donc alors v—gt et ez=.~gf.
Dans ces équations , g est la mesure de la gravité ; car c'est la vitesse imprimée au corps pendant la première unité de temps, par la pesanteur (1 54)*
182. En laissant tomber d'une grande hauteur 0, un corps très-dense , comme une petite sphère de platine , et comptant le
nombre t de secondes de la chute, on aurait gz=z — • Mais cette
valeur de la gravité g serait toujours peu approchée ; d'abord à cause de la résistance de l'air, et ensuite par la difficulté d'apprécier exactement le temps t\ car même avec la meilleure montre , on ne saurait trouver f , à moins d'une demi-seconde près. Nous verrons plus bas d'autres procédés plus rigoureux , par lesquels on a reconnu , à Paris , que pendant la première seconde , un corps qui tombe du repos , dans le vide , parcourt l'espace • = 4/9°4^97^ mètres ; ce qui donne g = 9,808795 mètres. La force de la pesanteur a donc pour mesure à peu près : 9 m ( 81 : nous la désignerons toujours par g ; mais par des causes
qui tiennent à la figure de la terre et à sa rotation diurne, cette' quantité g varie avec les lieux.
i83. L'équation e=.±gf fait voir que les espaces décrits dans le vide, par un corps qui tombe du repos, sont entre eux comme les carrés des temps \ et que ces espaces sont successivement représentés par les nombres impairs i, 3, 5^ 7, 9, 1 1, i3, i5, etc. Eliminant t des deux équations
vzz.gt et e zz £#/% on a v = yïge.
Ainsi \/^ge est la vitesse du mobile, quand il est tombé de h hauteur e. Comme on a souvent occasion de faire usage de cette vitesse, on l'appelle, pour abréger, la vitesse due à la hauteur e* Réciproquement , e est la hauteur due à la vitesse fatale y.
184* Lorsqu'on imprime au corps une vitesse initiale ci, verticale, de bas en haut, d et e sont parcourus dans, le sens contraire à celui de la gravité y; et alors g prend le signe — dans les équations (&). Dans ce cas , il est clair que le corps s'élèvera jusqu'à ce que sa vitesse soit nulle; et qu'en outre, la plu» grande hauteur e à laquelle il parviendra et le temps, t employé pour y parvenir, seront donnés par les équations
ozzd — gt et ezndt — \gf.
Ces équations fournissent d'ailleurs d=zy2ge^ c'est-à-dke précisément la vitesse due à la hauteur e. D'où il suit que pew élever un corps à une hauteur donnée, il faut lui imprimer um vitesse égale à celle qu'il acquerrait en tombant de cette hauteur» Par exemple, si le corps n'est de retour qu'après 18", il se sera élevé avec une vitesse initiale de 88 m ,28, environ, et à la hauteur de 397 m f 22.
Gela suppose toutefois que le corps se meuve dans le vide, oa que l'air n'oppose aucune résistance au mouvement ; car dans là réalité, les corps montent à une hauteur moindre que celle qui répond à leur vitesse initiale, et de plus, ils retombent avec une vitesse moindre que celle due- à la hauteur réelle de leur chute ou de leur ascension.
i85. Connaissant la force 9? avec laquelle une .masse m 9 d'un kilogramme choque un obstacle, après une seconde, en tombant du repos, & est facile de trouver la force <t> par laquelle une masse m de P kilogrtflfr* mes frappe le terrain, en tombant du repos de la hauteur donnée h. Cet U vitesse de m/ sera g v et celle v de m- vaudra v= U'agA. De piaf»
d'après ce qui précède (4a et i56), on aura P = mg, i rs m 1 g et 9 = p* >< — —s il viendra donc
* = *'XPj/^,
Pair exemple , si un homme pesant 60 kilogrammes, tombe de 20 mètres de hauteur, il frappera le terrain ayec une force 0=120»', environ* La force du coup sera donc îao fois celle d'un kilogramme tombant de la hauteur ig, ou 4 m /9°*
Tout le monde sait que la chute d'une pierre est d'autant plus à crain-» tire , que ce corps a plus de poids et tombe de plus haut. C'est qu'alors la vitesse finale v étant très-grande, ainsi que la quantité de mouvement mu, le choc qui a lieu contre un obstacle devient très-considérable.
C'est par la même raison qu'il n'est pas possible de sauter d'un endroit tin peu élevé, sans risquer de se fracasser contre les corps solides sur lesquels on tombe. Si par quelque circonstance, on est forcé de sauter d'un endroit un peu élevé, il faut, en arrivant près de la terre, conserver assez de présence d'esprit pour se laisser fléchir sur soi-même , et partager le choc en plusieurs temps, en tombant d'abord sur les pieds, puis sur les genoux et enfin sur les mains. Une sorte d'instinct nous fait souvent employer ce procédé, sans trop avoir examiné pourquoi.
Il est maintenant facile, au moyen des équations (5), de résoudre les problèmes que voici , sur le mouvement d'un corps qui tombe du repos dans le vide : i° Combien un corps mettra-t-il de temps à tomber de 400 mètres? Réponse : Q/o3i39 ou 9'', environ. a° Quelle sera la vitesse du corps ^ à la fit de la chute? Réponse : 88 m ,588 par seconde. 3° De quelle hauteur un corps doit-il tomber pour acquérir une vitesse de 400™ par seconde? Réponse : de 81 56 mètres. 4° Enfin, un corps pesant ne peut parvenir au fond d'un précipice qu*au bout de 7"/ quelle est sa profondeur ? Réponse : a4° m /3» S'il y avait un cinquième de seconde de trop sur le temps 7" de la chute, la profondeur trouvée serait trop grande de plus de i3 m .
186. Travail de la pesanteur. « Nous pouvons maintenant apprécier la quantité de travail ou d'action que dépense la pesanteur pour engendrer une certaine vitesse dans un corps , ou pour vaincre Y inertie de ce corps. Nommons en effet, P le nombre de kilogrammes que pèse le corps proposé, c'est-à-dire l'effort total que la pesanteur exerce sur ce corps, et qu'il faudrait employer pour le soutenir dans une certaine position ; ce sera donc aussi la mesure de l'effort constant exercé sur le corps pendant sa descente de la hauteur H. La quantité de travail développée par la pesanteur et consommée par l'inertie, pendant cette chute, pour acquérir la vitesse 0, est représentée, comme on l'a vu (161), par PH. Mais cette quantité de travail ayant engendré
( 158 ) dans le corps la vitesse finale o, celte vitesse est due à la hauteur H, et il vient t> a = igR (i83). D'ailleurs M désignant la masse du corps, on a P = Mg. Cette équation et la précédente donnent, pour la quantité de travail, PH = £M&*. »
Gomme dans l'appréciation des effets des forces motrices, on rencontre fréquemment le produit d'une masse par le carré de la vitesse qui l'anime, on a donné à ce produit le nom de foret vive; parce que bien que ce produit n'exprime pas la force motrice proposée (i56), il mesure cependant une certaine force, due au mouvement et souvent déployée par des êtres vivans, tels que des hommes ou des chevaux. L'expression PHzz-ftb 1 , nous apprend donc que la quantité (Faction ou de travail, itf entée par la pesanteur pour produire la chute verticale tm corps, est la moitié de la force vive imprimée au bat de tetis chute.
<l Lorsque le corps est lancé verticalement de bas en haut, avec une certaine vitesse, le travail de la pesanteur, toujoois mesuré par le produit du poids et de la hauteur à laquelle k corps a été élevé verticalement, est employé, au contraire, à détruire cette vitesse. Par conséquent , dans les deux cas de la descente et de la montée , la moitié de la force vive acquise ou détruite, mesure la quantité de travail nécessaire pour vaincre l'inertie du corps ; c'est-à-dire que cette mesure reste la même, soit que la pesanteur imprime une certaine vitesse à un corps, soit qu'elle détruise une vitesse égale et qu'il possédait déjà, i
Ce principe a lieu quelle que soit la force accélératrice constante employée à vaincre l'inertie du corps de masse M. Car celte force imprimant à l'unité de masse , la vitesse g pendant l'unité de temps et la vitesse v pendant le temps /, le chemin décrit, pendant ce temps, est e= \gf\ et à cause de vz=gt, il
vient c=z\pt. La force motrice a pour mesure My ou M-(i56);
la quantité de travail est donc M- X * et se réduit à £M»\ Le
chemin parcouru pourrait même être une ligne courbe, pourra que la vitesse g se mesurât sur cette courbe ; ainsi le principe précédent est général.
187. Chutes par des plans inclines. Observons d'abord que quel que soit le corps qui glisse sur le plan incliné proposé, son mouvement est le même que celui de son centre de gravité sur un plan parallèle au premier. Tout se réduit donc à trouver le
mouvement d'an point matériel M sur un plan incliné ÀB (fig. 55 ). Or, soit h la hauteur AC de ce plan et l la longueur AB ; décomposons la pesanteur g qui sollicite verticalement le point matériel M, en deux forces, l'une perpendiculaire au plan et détruite , et l'autre <f dirigée suivant le plan : celle-ci est la peeanteur relative, en vertu de laquelle le point matériel descend le long du plan. Et comme on a évidemment Ksll^l^i H
en résulte ^=yXr
Les directions de la gravité pouvant être considérées comme parallèles, dans toute l'étendue du plan incliné, et la pesanteur g étant invariable , dans toute cette étendue , il s'ensuit que la force g 9 , qui tend à faire glisser le point matériel sur le plan incliné , sera toujours la même : donc le mouvement sera uniformément accéléré, maie moindre que far la verticale; puisque ,A< l, donne g 9 <y.
Actuellement, si l'on change g en g\ dans les formules (6), on aura les équations du mouvement d'un corps qui glisse le long d'an plan incliné, en vertu de la pesanteur relative g r et de la vitesse initiale <?, imprimée suivant la longueur du plan. De sorte que si le corps part du repos, ce qui donne <Z= o, on
aura 9 =y*, e = i^*»; d'où v = V^fe.
Cette valeur de la vitesse finale v est moindre que ^ige\ ainsi le corps ne descend pas aussi vite par le plan incliné que par la verticale ; ce que nous avons déjà remarqué.
188. Mais si l'on veut connaître le temps t que le mobile emploie pour parcourir la longueur l du plan , c'est-à-dire pour parvenir du sommet A à la base BG, il suffira de supposer e= /, dans les équations précédentes , lesquelles donneront
<=|/jj Z = j/g, et * = j/^Â.
La valeur de v fait voir que la viietee acquise, quand le eorpe a parcouru toute la longueur du plan incliné, est la même que s'il était tombé verticalement de la hauteur h du plan (i83).
Donc si l'on a une suite de droites partant d'un même point A et aboutissant à un même plan horizontal ; les points matériels pesants qui glissent sur ces droites et qui partent ensemble du point A, auront tous acquis des vitesses égales, lorsqu'ils seront parvenus à l'horizon, quelles que soient d'ailleurs les longueurs
des droites proposées. De plus, il est aisé de voir que les temps employés seront entre eux comme ces longueurs*
189. Toutes les cordes AB, AC, AD, partant de la même extrémité A du diamètre vertical AI , sont décrites dans le même temps par des corps pesants qui partent ensemble du point A , sans vitesses initiales (fig. 56). Car soit l la longueur de la corde ou plan incliné AD, h la hauteur AH de ce plan et AI = #; nous aurons d'abord P=hd l . Substituant cette valeur dans celle du temps t de la chute A en D (188), on en déduira ét=jgf. Soit ( le temps pour tomber de A en I \ on aura #= \gt* (181): donc t = ^ .
On démontrerait de même que les cordes Bl, Cl, 1)1, qui aboutissent à l'autre extrémité I du diamètre At , sont parcourues dans le même temps que ce diamètre, par des corps pesants, qui partent ensemble et du repos * des points B, C, 13. On voit d'ailleurs que le mobile A, partant du repos, arrivera à la tangente au point D , dans le plus petit temps possible, s'il suit le chemin AD.
190. On peut remarquer aussi que de toutes les droites meniet à°un point donné D sur ^horizontale BD et terminées à la même verticale BA , celle parcourue dans le moindre temps possible, par un point matériel pesant, fait avec V horizontale, un angle demi-droit ( fig. 5^ ). Car soit t le temps employé à parcourir
AD \ soit BD = a et BA = x : on aura AD a = a* + j?\ De
2 AD* plus , on a vu (188) que t zzz — 5 donc
gx 2a a + ix % —gf*x.
Résolvant cette équation par rapport à x , on verra que le minimum de t répond à a=\gf\ d'où j?=:a, et par suite l'angle ADB = 45°* Si x était donné et a variable , le minimum de t répondrait à a=.o;ce qui est d'ailleurs évident*
191. Le plan incliné est très-utile pour élever des fardeaux, ainsi que nous l'avons déjà vu (96). Par exemple, dans la construction d'une tour en pierres de taille, il faudrait beaucoup d'hommes pour élever les matériaux suivant une direction verticale ; au lieu qu'on les amène très-facilement en établissant des rampes assefc douces pour que les hommes, les chevaux et les voitures puissent les parcourir. Dans ce cas, les ouvriers évitent le frottement , en faisant tourner ou rouler la pierre autour de ses arêtes perpendiculaires à la pente AB (fig. 55), soit par h
force de leurs bras , soit en s'aidant de leviers : PefFort F, qui est ici parallèle à la longueur AB, n'a donc plus à vaincre que le poids relatif, qui sera le 100 e du poids absolu, si la hauteur h est ,1e. 100 e de la longueur l (95).
192. Mais la quantité de travail FI, pour conduire la pierre du point B au point A, sera absolument la même que la quantité de travail Ph, pour F élever verticalement de C en A; car à cause «te F l P J ; h 1 1 (95), on a ¥1= Vh. Le travail est donc le même dans les deux cas ; mais beaucoup plus facile par le plan incliné.
193. Considérons maintenant un corps de poids P, dont le centre de gravité , soumis à la seule action de la pesanteur, se meuve sans frottement, sur une courbe verticale quelconque ACE (fig. 58); menons Phorizontale EK et la verticale AK= H. La courbe est la somme d'une infinité d'élémens ou plans inclinés infiniment petits, tels que BC, CD, etc. ; et le travail de la pesanteur relative, pour vaincre Pinertie du corps le long du plan incliné CD, est égal au travail de la pesanteur absolue, pour faire parcourir au même corps la hauteur CG ou IF de ce plan (192); ce travail est donc P X IF. Par conséquent, le travail total suivant la longueur ACE de la courbe, est égal au travail PH suivant la hauteur verticale AR de cette courbe.
194. Comme les plans inclinés successifs, BC, CD, etc., forment une courbe continue ACE, sans aucun point de rebroussement ou de déviation brusque, il est clair que le corps n'éprouve ni choc ni aucune perte de vitesse, en passant &un plan incliné sur le voisin. Effectivement, puisque tous les plans inclinés se raccordent de manière à ne pouvoir distinguer leurs points de jonction , il est visible que le prolongement de BC fait avec CD un angle infiniment petit. Or, si Pon décompose la vitesse v du corps , au point C , en deux autres , Pune perpendiculaire à CD et détruite, et Pautre suivant CD ; celle-ci aura pour valeur v cos *. La vitesse perdue à la rencontre du plan CD sera donc v — - v cos » , ou v (î — cos a ), ou enfin iv sin"«. L'angle m étant infiniment petit, il en est de même de sin 4*, moindre que \m \ donc la vitesse perdue en passant d'un plan incliné sur le voisin, est un infiniment petit du second ordre, que Pon peut
représenter par — ; \ la vitesse totale perdue en parcourant tous
les plans inclinés qui composent la courbe ACE, est donc -v
X oo on — ; elle est par conséquent infiniment petite ou nulle.
D'après cela, puisque la vitesse acquise en parcourant an plan Incliné, est la 1 mente que délie acquiàe en tombant verticalement suivant la hauteur de ce plan (192)1 ^ s'ensuit que tout corps qui descend une courbe verticale, en vertu de la gravité, a toujours en uii poïitf Quelconque j la même vitesse que s'il était tombé tune hauteur égale à celle dé taré parcouru; et son mouvement né dépend point de la nature de là courbe, pourvu qu'elle n'oit pas de déviation brusque, ai clone on avait le moyen de mesurer la vitesse m point Ë , on en déduirait la hauteur verticale AR ou H, d'après là relation t? t^z igll.
ig5. C'est par suite de l'accélération de mouvement le long d'un plan incliné , ou d*une courbe verticale , qu'il est dangereux de courir en descendant une montagne un peu rapide. La vitesse acquise est quelquefois si considérable , qu'il n'est plus possible de se retenir \ et Ton est ainsi exposé à se briser contre Un obstacle , sans pouvoir l'éviter, ou à tomber dans un précipice, ou enfin à se meurtrir en roulant sur le terrain : c'est pour prévenir de pareils dangers qu'on enraie les voitures (128). Et on peut observer que là force du choc, contre un obstacle en E, pour un corps qui roule sans frottement, sur une courbe verticale AGE, est la même que s*û était tombé verticalement de la hauteur AR de cette courbe. Car les forces F et F' des chocs suivant ACE et Art, sont nécessairement comme les forces qui animent la masse du corps, et par suite comme les vitesses v et v* à l'instant du choc : or, ces vitesses sont égales ; donc aussi F=F r .
196. Maintenant, si l'on veut avoir égard au frottement, on observera que d'après les expériences de Coulomb, ce frottement ne dépend pas de la vitesse ; et que si elle n'est pas très-grande ou très-petite <, le coefficient y* du frottement vaudra à peu près ^. Désignant par b la base du plan incliné 4 dont h et l sont la hauteur et la longueur, la pression due à la pesanteur ^ du point
matériel., sera g Xyî et il viendra 1 pour là force du frottement
qui en résulte, f"=zfg Xy Cette force est toujours directement
opposée au mouvement ; si donc on suppose qu'on ait imprimé à la molécule, une vitesse initiale <?, pour la faire monter le plan incliné , les forcés J* et / teudr ont à diminuer cette vitesse \ et on aura, pour lé* équations du mouvement,
v~à*-{tf+f)€ et eszdt~i(g'+f)f.
Le corps montera jusqu'à ce que sa vitesse soit nulle ; d'où il redescendra, en partant du repos : les équations de son mouvement seront alors
V =:(g'-f)t et . = *(/-/')#*.
Lorsque le plan est horizontal, h=o et fl = Z; il vient donc, pour résoudre le problème des traîneaux, les deux équations suivantes , qui n'ont lieu que jusqu'à ce que la vitesse d'impulsion soit épuisée : •
vzz d — Jjft et ezzdt—ïfgt*.
Le maximum de *, dans ces équations, répond à tr rr o ; ce qui est visible d'ailleurs.
197. Chute dans l'aïr. Il faut d'abord établir deux lemmes, qui nous seront utiles dans la suite et que nous avons déjà employés en géométrie.
Soit S m la somme des puissances m me ' des n premiers nombres entiers; je dis qu'on aura toujours
s TO = ^T» ro+, + <»' n -(0.
D'abord en effectuant la multiplication par u — a, on a
(tt w +au m - , + aV n ~ a H[ [~ a m Xu— a) = u m+l — a m+ \
Soit x la valeur multipliée par u — a : comme u > a , il est clair que l'expression de x deviendra plus grande ou plus petite, suivant qu'on y remplacera a par u ou u par a. Mais alors cette expression sera la somme de m + 1 produits égaux à u m , dans le premier cas , et à a m , dans le second ; on aura donc x < (m + iji^etiXw + i) a m . Ce qui donne évidemment
Soit u — a = 1 , ou a = u — 1 ; d'après là valeur qu'on vient de trouver pour x, il est visible que la multiplication proposée deviendra
( w+1 )^^<(m+i)[ tt w -(u-i) m ]=u ro+, -(«— i) w+l ; d'où l'on tire :>
ll ro =^~[t 4 m+, — (w — x) w+, ] + <[ tt lw ~(tt^i)^].
Prenant successivement uz=. 1, 2, 3, 4* •••1 n y puis ajoutant entre elles les n valeurs résultantes et réduisant ; la somme sera la valeur (1) de S m , qu'il s'agissait d'obtenir.
Cette valeur est vraie encore lorsque m est un nombre frac* tionnaire , positif ou négatif, comme on s'en assure par la méthode des coefficiens indéterminés et la formule du binôme. Si n est infini, n m sera infiniment petit ou nul à l'égard de n OT+, $ de sorte que la valeur de S m se réduit alors à son premier terme,
198. Soit h un nombre donné et x une variable infiniment petite; et Von a h = nx et qu'on désigne par S (fu) la somme in n valeurs qu'on trouve en faisant suceeesivement u = 1, 2, 3, 4» ..., n, dans une Jonction numérique de la variable u, fonction désignée par fu; 1° tous les termes où F exposant de x surpassera de plusieurs unités celui de u , fourniront dans le résultat des quantités infiniment petites ou nulles, et ces termes devront talord. être négligés dans fu; a° tous les termes de la forme ax m+, u m
donneront h m *'. De sorte, par exemple, qu'on aura
S (ax m+t u m — bx m u m ^) = S (ax m+t u m ) = -i-A»+\
En effet , puisque dans la fonction proposée de u, on fait successivement u z=. 1, a, 3, 4i •••1 n et qu'on ajoute entre eux les n résultats, pour avoir un nombre invariable N, il s'ensuit que
Substituant les valeurs de S m et S m _ a , trouvées plus but (197), et réduisant d'après h = nx, il viendra
N = -4-- F 1 * + < axh m — h m - 1 — < &r>**->.
Les nombres a, b, h etm étant donnés, et la variable x étant infiniment petite, les trois derniers termes de la valeur de N sont infiniment petits eux-mêmes , et doivent être regardés comme nuls à l'égard du premier ; la somme demandée se réduit doue à son premier terme , qui est précisément la valeur obtenue en appliquant le principe énoncé : donc ce principe est exact; et nous pourrons en faire usage, sans qu'il en résulte aucune erreur.
199. Maintenant, considérons un corps pesant qui tombe du repot t et cherchons les équations de son mouvement , en ayant égard è,la résistance de l'air. Supposons que le corps proposé soit une sphère hoao* gêne} il est clair qu'à chaque instant, tous ses points auront des vite** égales et parallèles à celle du centre ; et qu'ainsi la résistance du mûm* qui s'exerce à la surface du mobile, passera constamment par ce (174). De sorte qu'il suffit de déterminer les équations du du centre de la sphère proposée.
Dans ce cas, la force accélératrice est la différence de deux «4(*t
agissant continuellement sur le mobile r e» sens directement opposés, savoir la pesanteur g et la résistance du milieu dans lequel le corps est en mouvement. Celle-ci est une force, variable qui dépend- de la vitesse du mobile, et qu'on regarde généralement comme proportionnelle au. carré de cette vitesse. Nous la représenterons par Av*, k étant un coefficient constant pour un même corps et un même milieu , mais variable pour la forme du corps, sa densité et celle du+milieu. Si le corps tombait d'une grande hauteur, k varierait en raison du changement de densité des couches de l'atmosphère; mais dans une petite hauteur, on peut regarder l'air comme un fluide homogène, et considérer k comme une quantité constante, aussi bien que la mesure g de la pesanteur. Ainsi la force accélératrice a», qui sollicite le corps à tomber, sera, après le temps t f • =# — kv % .
On peut toujours concevoir que le temps t soit partagé en un nombre infini a d'intervalles infiniment petits, égaux ou* inégaux, mais tels que pendant la durée de chacun, la vitesse soit augmentée de là même quantité constante et infiniment petite x ; la vitesse au bout des u* et /»" intervalles, sera donc ux et nx, et on aura v = /ix. Si donc on désigne par tu la durée du «• intervalle; la force accélératrice à la fin de t m aura pour 4 mesure g — ktfx* (i56). D'un autre côté, x étant la vitesse produite pendant le temps infiniment petit t u \ si après le temps qui précède, la force e devient tout à coup constante, elle continuera à imprimer à là fin de chaque élément de temps t u là même vitesse x; donc la vitesse impr** mée pendant l'unité de temps, sera x prise autant de fois que la force aura donné d'impulsions, c'est-à-dire autant de fois que l'unité de temps contiendra t u \ cette vitesse sera par conséquent x lt u . Et comme la force accélératrice e a aussi pour mesure cette vitesse (i56), il vient x l ^=s g — AuV - r d'où. en. posant , pour abréger, k =3 rg y on aura
gtfc = x (1 — nfx*)~*.
Soit e u l'espace décrit pendant le temps t u infiniment petit : puisqu'alors la vitesse, c'est-à-dire l'espace que décrirait le corps pendant l'unité de temps, si la force cessait d'agir avant, est ax; il- est clair que l'espace e u décrit pendant le temps infiniment petit t u sera e u p=zuxt u . On aura pan conséquent ^_ ^ (l _ ^^ y^
Développant la puissance — 1, soit par la division, soit par la formule du binôme , on trouvera
gt u — x-\-ru*x +r*^x 5 +r 3 tt 6 :c 7 -]retc M
#*„,= «x* -|- ru*x* + r*u s x 6 + r*iûx 9 + etc.
Prenant successivement u=;i, *, 3, h, ..., n, dans chacune de ces deux égalités, et ajoutant entre elles les n identités fournies par chacune, le multiplicateur de g dans la première somme, sera évidemment la valeur du temps t du mouvement, et celui de g dans la seconde, exprimera l'espace total e décrit. Observant donc que v = nx efc que
on trouvera m-j-i
gt = v + Jrv s + ^rV + frV + ^A 9 + etc. ,
En supposant k nul ou r=o, ces formules sont les équations du mouvement d'un corps pesant qui tombe du repos dans le vide, comme cela doit être.
Multipliant la première formule par a j/r et la seconde par — ar, on verra aisément que la première sera le développement du logarithme népérien de (l -f- v \/r} l (1 — v l/V), tandis que la seconde sera celui de 1 — rv*\ on aura donc, pour les équations du mouvement cherché, et en substituant la valeur de r,
On voit , par la première de ces équations ., que plus le temps 1 est
grand , plus le dénominateur g — v vgk est petit, et que si t «st infini, ce dénominateur devra être nul ; ce qui donnera la vitesse v constante. Ainsi le mouvement d'un corps pesant qui tombe dans un fluide homogène, tend continuellement à devenir uniforme ; mais à la rigueur il s'y parviendra jamais, parce qu'il faudrait pour cela «m temps t infini.
La résistance de Pair étant la même pour tontes fes sphères de même volume ,, tandis <jue le poids augmente avec là deasii£; tm. voit potnqu oi la vitesse finale est plus grande poux la sphère la phxs dense.
!K>o, Présentement, considérons rave sphère homogène lancée verftcalement de bas en haut, dans Voir. Ici la pesasteur et la Tésistntcetle l'air agissent dans le même sens, directement oppose à celui de la vitesse initiale a. Conservant les dénominations du précédent problème, la force accélératrice g -f- Au a x a , qui a lieu pendant le temps t u infiniment petit, donnerait t u ~u(g-\-ku 2 x*) mmi ; mais comme cette force agit en sens Contraire de l'impulsion initiale, et qu'ainsi la vitesse ux doit être nega~ tive, aussi bien que ar, il est clair qu'il faut écrire, k=zgr et
3 t u = A u — *(ï + nftt»)-\
A M étant une quantité infiniment petite, qui dépend de la vitesse imprimée a» On aura de même
ge u =zB u — t«»(t + #iiV)- , 5 parce que l'espace e u décrit pendant le temps infiniment petit 1^, est la différence entre l'espace infiniment petit -B u que le corps parcourrait en
vertu de l'impulsion , et celui qu'il décrirait en sens contraire par V de la force accélératrice.
Opérant comme plus haut, on trouvera
C 167 ) gt'zz.c — [y — \rv -\- z r *v — ^r 3 v 7 + etc.] , ge =5 c> - (>»— frv* + JrV.— frV + etc.] ,
formules dans lesquelles c et c* sont deux constantes , fonctions de la vi- .tesse initiale a , et qui se déterminent par les conditions particulière* du •problème. Si la sphère, par exemple, «était lancée dans le vide, k et r seraient nuls ; et comme r- = o, donne e = o, d'où vz=za^ on aurait c = a et c'= £a*. Ainsi, lorsque le corps est lance' verticalement de bas en haut, dans le vide, les deux formules proposées donnent, comme au
»° >8i, vz=za—gl et e — at—\gf.
Pour simplifier les expressions de gt et #<?, multiplions la première par J/r et la seconde par ir; alors les séries entre crochets exprimeront, la première Tare « dont la tangente vaut ul/V, et la seconde le logarithme népérien de i -f- ro % \ on aura donc à la fois
tang#=zv|/V, gt]/rz=cl/r — « et *gerz=:*&r — l(i+ri/ 1 ).
Dans 'ces formules, pour déterminer les constantes c et^, on observe que * = o, donne e = oouii==i, puis tang* f :aui>J/r,.cl / /r= a' et acVacs/fi-f-ra*). De sorte que les équations du mouvement proposé r se réduisent finalement *
k=igr, tang*±zvl/r^ Vdsa^JT^.a\/r A
U est ckir que Ja sphère montera jusqu'à <ce que «a vitesse ,v soit «nulle ; et alors on aura, pour le temps t f de l'ascension et JU fauteur .A à la^uelje le mobile se sera élevé,
/*=-£- et * = — l(i+ra?}.
Parvenu à cette hauteur, le corps retombera du repos, d'après les équations du précédent problème; et arrivé au point d'où il a été lancé, ce qui suppose e=ft, sa vitesse a! ne sera plus celle a imprimée, comme on doit bien s'y attendre : cette vitesse a' et le temps t" de la .chute auront alors pour valeurs, réductions fiâtes,
Si le mobile est un boulet lancé dans l'air par un canon vertical, on pourra , malgré k rapidité de.oe ^mouvement , mesuter avec quelque précision , le .temps ti de la montée et rfle la descende ; d'où t r «jf- t lf = B. Et si l'on connaît en pu,tte h vtfesse * de projection, J!e!qua$iop précédente, après y avoir substitué les expressions de r et i", servir» à déterminer la valeur de. A:, relativement au boulet proposé et à Fétat de l'air, au moment de l'expérience.'
La méthode que nous venons d'employer, servirait aussi à trouver les équations. du mouvement, lorsque k sphère reçoit .une .vitesse initiale a y communiquée par une impulsion verticale de -haut en. bas*
Du Mouvement d'un Point en Ligne courbe.
201 . Le parallélogramme des vitesses conduit à la notion du mouvement curviligne. Soit AB la direction d'une force agissant par une impulsion sur le mobile A (fig. 5g) : ce point décrira uniformément la droite AB , si aucune cause n'altère son mouvement. Mais supposons que parvenu en B, ce point matériel A soit soumis à Faction d'une autre force, qui lui communique, dans le sens BD, une impulsion : en formant le parallélogramme BCED, sur les droites BC et BD, proportionnelles aux vitesses imprimées , il est clair que le corps décrira la diagonale BE. Si de même la seconde force donne une nouvelle impulsion suivant EG, le corps parcourra la diagonale EF ; et ainsi de suite On voit donc qu'il décrira le polygone ABEFLN. Mais si l'on suppose que les intervalles qui séparent les diverses impulsions de la seconde force, soient plus courts, le polygone aura de plus petits côtés. De sorte que le mobile décrira en effet une courbe, si la seconde force agit sans interruption. La courbe sera plane ou à double courbure , suivant que les actions successives de la seconde force seront toutes ou non dans un même plan avec l'impulsion de la première.
Il suit de là que le mobile qui décrit le polygone ABEFLN, doit continuer à décrire uniformément le dernier côté LN, si aucune force n'agit désormais sur ce mobile. Donc lorsqu'un mobile décrit une courbe , si à un instant quelconque , l'action des puissances cesse tout à coup , le mobile doit parcourir uniformément la tangente à cette courbe, au point où les forces ont cessé d'agir sur lui ; car on peut regarder chaque élément de la courbe comme le côté infiniment petit d'un polygone. Ainsi le corps change à chaque instant la direction de son mouvement, qui est celle de la tangente.
Dans le mouvement curviligne, la mtene du mobile à un instant quelconque, est celle du mouvement uniforme qui aurait lieu suivant la tangente, si à cet instant, les causes qui infléchissent et font varier le mouvement, venaient à cesser leur action. On peut avoir cette vitesse en un point quelconque de la courbe, considérée comme ligne polygonale, en divisant la longueur infiniment petite du côté que le mobile décrit alors, par le temps infiniment petit qu'il emploie a le décrire ( 1 55).
( lJ B0 )
102, On appelle projectile tout corps lancé suivant une direction quelconque , et qui obéit en même temps à la pesanteur. L'espace que le corps parcourt est une courbe plane verticale , que Ton nomme trajectoire.
Cherchons le mouvement d'un projectile dans le vide. Soit ADC la trajectoire décrite par un corne pesant, tel qu'une bombe, lancé du point A suivant la droite AK ( fig. 60). Pour trouver la nature de cette courbe, menons l'horizontale AC ; soit » l'angle KAC, v la vitesse imprimée et h la hauteur due à cette vitesse ; on aura d'abord v*=2gh. Soit M le lieu du mobile au bout du temps quelconque *, x et y les coordonnées rectangles AP et PM. Concevons qu'au moment où le projectile est lance, Sa vitesse v soit décomposée en deux autres, l'une horizontale, qui aura pour valeur v cos », et l'autre verticale exprimée par v sin ». En vertu de la première, l'espace AP ou x aura été parcouru uniformément, et on
luw XZIZVt COS 01.
Comme MP ou y est la hauteur à laquelle le corps s'est élevé pendant le temps t, en vertu de la vitesse verticale v sin », on aura, d'après ce qui précède (180) , j. — vt sm „ __ |^«/
Eliminant t entre cette équation et la précédente, puis observant que v*=3 2gh) on trouvera, pour l'équation cherchée de la trajectoire,
4^* cos*» = 4^ rsm * cos* — x* ...(1).
Résolvant cette équation par rapport à x, il viendra
, x = ik sin » cos » =t= y^h cos* » ( h sin* » — jr).
Cette valeur de x fait voir, i° que la courbe est symétrique par rapport à un axe vertical DE, éloigné de l'origine A de la quantité AE=3À sin » cos »; car une même valeur dey répond aux deux valeurs de x, dont les extrémités sont également éloignées de cet axe ; a que la plus grande valeur de x, c'est-à-dire la portée AC, répondant à jr = o, on a
AG = £h sln " cos " = *h sin a» ; S* que la plus grande élévation du projectile, ou la plus grande valeur que j* puisse avoir pour que x soit réel, est h sin 9 ». Comme cette valeur répond à x = nh sin » cos » =s JAC = AE , elle est représentée par DE r= h sin 3 ».
La première valeur de Y amplitude AC reste la même en y changeant » en 90 — » ; ainsi on obtient la même portée avec deux angles coinplémens l'un de l'autre, ou également éloignés d'un demi-angle droit.
La seconde valeur de AC fait voir que, la vitesse imprimée ou la charge de la poudre restant la même, la portée est la plus grande possible, lorsque l'angle de projection m est la moitié d'un droit. Et si nous représentons par P la portée sous cet angle, nous aurons P = 3&. Substituant cette valeur dans celle de AC, toutes lés amplitudes avec une même charge seront imprimées au moyen de la plus grande P, et données par l'équation AC = P sin a».
Si nous voulons connaître l'angle de projection que Ton doit employer pour atteindre un but dont la position est connue ; nous diviserons l'équation (i) par cos a «, puis à cause de a s= 1 -f- tang 3 *, nous trou-
COS AI
yerons
tang » = i [*h ± y/p— (4*r + *"')] •
Cette formule fait voir que tant que tyy -f- x % sera une quantité positive plus petite que 4& a ? on pourra atteindre le but avec deux directions différentes. Si le but est à l'horizon, on fera y = o, et s'il est au-dessotv, on prendra y négatif.
Le temps t que le projectile emploie pour parvenir au bot, est donné par l'équation ar=iv cos a, en y substituât au lieu de x la distance Ai but à la batterie.
Enfin, pour trouver la nature de la courbe ADC, rapportons tous sa points à Taxe vertical DE, en faisant MQ = r f et DQ = x f : k cause de AP = AE — MQ et de PM = DE — DQ ,* nous aurons x = a*sin» cos « —y 1 et y = h sin 3 » — xK Substituant ces valeurs dans requit»» (1), il viendra, pour l'équation de la courbe,
jr 1 * = %h cos** • %! ;
cette courbe est donc une parabole, dont 4e paramétre relatif à l'axe est l\h cos'a.
Si la force de la pesanteur «tait •ooftstente et «es directions constamment parallèles ; si enfin l'air n'opposait aucune résistance au mouvement des corps qu'on y lance ; une pierre, une bombe, un volant, en un mot, un corps quelconque, ayant reçu l'impulsion primitive , décrirait une parabole. Mais cVct principalement la résistance de l'air qui change la forme de la courbe décrite : en faisant entrer cette résistance en considération , on trouve que les deux branches de la courbe sont de formes différentes, et que la brandie descendante, beaucoup plus aplatie que l'autre , jouit de la propriété d'avoir une asymptote verticale.
2o3. Le mouvement curviligne qui intéresse plus particulièrement les sciences .physiques., parce qu'il renferme toute la théorie du mouvement des corps célestes, est celui où la force accélératrice qui infléchit à chaque instant le mouvement, est constamment dirigée vers un peint fixe. Cette force est appelée centripede ou centrale; et la droite qui joint à chaque instant le mobile et le point fixe, se .nomme rayon vecteur.
Dans ce cas, quelle que soit la force accélératrice > les am$ décrites autour du point fixe, par le rayon vecteur, sont propor-
ttonneîles aux temps employée à les décrire. D'abord à la courbe décrite par le mobile, on peut substituer un polygone d'une infinité de cotés infiniment petits. Soient AB et BD deux côtés consécutifs de ce polygone , décrits dans des temps infiniment petits , que nous supposerons égaux \ soit aussi G le centre d'action de la force qui sollicite le mobile (fig. 61) : il est clair que pendant qu'il parcourt les côtés AB et BD, le rayon vecteur décrit les aires ABC et BDG \ or je dis que ces aires sont équivalentes.
Car lorsque le mobile est parvenu en B, si la force centrale n'agissait pas sur lui, sa vitesse ne serait changée ni en grandeur, ni en direction ; il continuerait donc à se mouvoir sur le prolongement de AB , et il parcourrait dans le second instant , qu'on suppose égal au premier, une droite BH = AB. Mais au point B , la force dirigée vers G agit sur le mobile ; la vitesse qu'elle lui imprime suivant BG, kri ferait parcourir, s'il était en repos, un certain espace BI, dans le second instant : ainsi le mobile, parvenu au point B, est animé de deux vitesses qui lui feraient parcourir les droites BH et BI, dans le même intervalle de temps, si elles avaient lieu séparément; par conséquent, le côté BD qu'il parcourra dans le second instant, sera la diagonale du parallélogramme BHDI construit sur BH et BL Le triangle BCD est donc équivalent aa triangle BCH, comme ayant même base BG et des hauteurs égales. D'ailleurs, les deux triangles AGB et BGH sont aussi équivalens, comme ayant même hauteur et leurs bases AB , BH , égales : donc les deux triangles AGB , BCD, équivalens au même BCH, sont équivalens entre eux.
Et puisque les aires décrites dans deux instans consécutifs égaux, sont équivalentes, il s'ensuit que les aires dans deux intervalles de temps égaux , sont aussi équivalentes , car on peut partager ces deux intervalles de temps en un même nombre cFinstans égaux : par conséquent aussi , les aires décrites dans des temps quelconques., seront entre elles comme ces temps.
204. Réciproquement, si les aires décrites par le rayon vecteur autour du point fixe G, sent proportionnelles aux temps, la force qui infléchit le mouvement du mobile *st dirigée vers ce point fixe C. Car par hypothèse, les aires AGB et BCD, décrites dans deux instans censéootift égaux , sont équivalentes. Mais à cause de BH = AB, le triangle BCH = ABC ; il faut donc que le triangle BCD vale le triangle BCH : et comme ces deux trian- .
gles ont la même base BC, il faut que HD soit parallèle à cette' base. Or, d'après la composition des vitesses , HO est toujours parallèle à la direction de la force qni agit au point B , et qui empêche le mobile de suivre BH : donc la direction de cette force coïncide avec BC, ou avec son prolongement, suivant que la courbe est concave ou convexe vers C. -
2o5. Un autre principe très-important , c'est que si le mebile décrit une ellipse et que la force qui le retient sur cette courbe soit constamment dirigée vers Vun des foyers, cette force agvre en raison inverse du carré de la distance du mobile au centre (Faction. On appelle ellipse une courbe plane qu'on peut obtenir en coupant un cylindre droit par un plan non parallèle à la base. Soit ÂMBL l'ellipse proposée ; G son centre, c'est à-dire le point où son plan rencontre l'axe cC du cylindre (fig. 6a). Si par cet axe , on mène un plan perpendiculaire à l'intersection de ceux de l'ellipse et de la base, et un plan parallèle à cette intersection le premier plan coupera la base suivant le diamètre ah et l'ellipse suivant son grand ose AB, qui est évidemment le plus grand de tous les diamètres de cette courbe : nous le désignerons par ac, et nous aurons A G == GB == a. Quant au second plan , il coupera la base et l'ellipse suivant deux droites Im et LM, parallèles à la même intersection , et conséquemment parallèles et égales* entre elles. La droite LM, que nous désignerons par ai, est le petit axe de l'ellipse , parce que c'est le moindre de ses diamètres , et nous aurons Im = ib ; de sorte que b est le rayon du cercle base du cylindre. Menant les tangentes mr-et $1 à cette base, ces tangentes seront parallèles; les deux plans parallèles Mmr et LZA, tangens an cylindre, couperont donc le plan de l'ellipse, suivant les tangentes MR et LH à cette courbe aux points M et L. De plu», si du point M comme centre et d'un rayon égal à o, on décrit un arc, cet arc coupera AB aux deux foyers S. et S' de l'ellipse ; et il est clair qu'on aura MH = aa« Gar à cause de SM=SL, on a l'angle SMT=SLH=SHL$ d'où SH = SL = SM = a.
Cela posé, la force centrale étant constamment dirigée vers le foyer S , supposons qu'elle ait assujéti le mobile à décrire l'arc infiniment petit MN de l'ellipse, pendant le temps infiniment petit t : alors on pourra regarder les deux droites SU et SN comme parallèles, aussi bien que leurs projection* sm et «t; de plus, la force centrale f pourra être regardée comme cons-
C 173 ) tante v pendant le temps t. Or, il est clair que pendant ce temps elle aura fait décrire au mobile l'espace RN ; ainsi , d'après ce qui précède (179) , on a RN = \<f t*.
Il s'agit de trouver une autre expression de RN. Soit T le temps qu'emploie le mobile à décrire l'ellipse entière et E l'aire de cette ellipse ; nous aurons (ao3) T * / * * E * SMN. La base «4* du cylindre et le secteur $mn étant les projections respectives de l'ellipse et du secteur SMN sur le plan de cette base ; en désignant par v l'angle des deux plans , on aura *b* = E cos v et tmn = SMN cos v : donc
T I 1 1 : *r&* : $mn.
Menant de s et « les perpendiculaires st et nv sur mr ; comme l'arc imn est infiniment petit, sa flèche, égale à «v, est un infiniment petit du second ordre (Géométrie), de même que nr et rv ; ces lignes sont donc infiniment petites ou nulles à l'égard de l'infiniment petit du premier ordre mr, et on a mr = mv. De plus , tirant par le point v et le centre c une sécante, celle-ci sera égale au diamètre 26, puisque sa partie extérieure peut être ' regardée comme égale à «v; on aura donc mvz=.yib* nv et tmn — \$t • mv = \$t J/ \b • nv. De sorte qu'on aT|/|| *b % l {$t y%b • nv \ d'où l'on tire
r :■<■:: air'* 3 : «p. iw;..(i).
Les droites MH et RN étant parallèles , aussi bien que leurs projections mh et wr, il est facile de voir qu'on a
2a;mA::RN:nr...(2).
Mais les triangles semblables nvr et mlh donnent
mh l 2i ; ; nr * nv ...(3).
De plus , les triangles rectangles semblables ttm et mlh fournissent ib\$t\\mh\ $m. Et comme il est clair que mh * $m II 2a* SMf il vient, en carrant,
a*:sw:ib*:$tK
Multipliant par ordre cette proportion et les deux précédentes (2) et (3), on trouvera
a 3 ; b . sm* :: b* . rn : $e . «»:=£ . sm*. rn.
Substituant cette valeur dans la proportion (1), on en déduira
r:r::2^ 3 :^.sM a .RNi d'où RN = 2^a 3 .J~ a .
( 174 ) Egalant entre elles les deux expressions de RN , on trouvera
Or, a et T* sont deux constantes dans la même ellipse ; par conséquent , la force q> est en raison inverse du carré de la distance SM. ( Cette démonstration est analogue à celle que M. Ampen a donnée, p. 8g du tome ao e des Annales de Mathématiques.)
Des Forces centrifuges.
206. Soit M un point matériel attaché à un point fixe C, par un fil inextensible CM (fig. 63). Supposons qu'on lui imprime une vitesse v quelconque , dans une direction MB perpendiculaire à la longueur du fil ; et pour simplifier * supposons aussi qu'aucune force accélératrice n'agisse sur le mobile. Il est évident que ce point matériel décrira une circonférence ayant G pour centre et la longueur CM du fil pour rayon. Pendant le ' mouvement , le fil retient le mobile et éprouve dans le sens de sa longueur , une certaine tension , qu'on appelle forée centrifuge. En appliquant au mobile une force égale à cette tension, et constamment dirigée vers le centre fixe C, on pourra ensuite considérer le mobile comme absolument libre. C'est donc en vertu de cette force centripède inconnue ç>, combinée avec finipulsion primitive , que le cercle est décrit.
Il est d'abord clair que le mouvement circulaire est uniforme; car les secteurs décrits dans des temps égaux, étant équivalens (?o3), les arcs, c'est-à-dire les chemins parcourus, sont nécessairement égaux. Soit v la vitesse imprimée et r le rayon CM : si le mobile devenait tout à coup libre, il parcourrait uniformément la tangente MB \ et pendant le temps infiniment petit t x il décrirait l'espace MN=z vt. Mais la force centrale p, qui ramène le point sur la circonférence , lui faisant parcourir pendant le temps l, l'espace MH, le mobile décrira la diagonale MI du rectangle MHIN, et le point I sera sur la circonférence. Et comme la perpendiculaire IH est égale à MN ou à itf , on a
vV = MH( 2 r— MH).
D'ailleurs MH , flèche de Parc infiniment petit aMI , est an infiniment petit du second ordre;, donc ir — MH = ar, et il vient simplement vV=ar«MH.
Puisque le mouvement est uniforme, le mobile tend à chaque instant a s'échapper par la tangente avec la vitesse v ; la tension du fil , et par conséquent la force centrale ç , est donc toujours la même. Cette force agit continuellement sur le mobile ; elle a donc pour mesure la vitesse qu'elle imprime pendant la première unité de temps. Par suite, l'espace qu'elle fait décrire pendant le temps t infiniment petit est MH =z ±çt*.
Substituant cette Valeur dans l'équation trouvée plus haut, il
viendra v a
«V 9 r=rp* a : d'où = —
Cette valeur de f est aussi celle de la force centrifuge, puisque celle-ci est égale et contraire, à la force centrale <p.
Soit T le temps employé par le mobile à parcourir la circonférence entière 2*r. Comme ce mouvement est uniforme, la
vitesse v zzz — • Substituant cette valeur dans celle de ^ , on trouve _4»y
^ Ta ' '
207. Tout corps qui tourne, développe en chacun de ses points, par le seul fait de sa rotation, une force centrifuge qui, dirigée suivant les divers rayons, tend à disperser les molécules de ce corps; et si l'adhérence était tout-à-fait détruite, on verrait toutes les parties se projetter en divergeant, par l'effet de la force centrifuge et de la force tangentielle , c'est-à-dire de la force mesurée par la vitesse qui a lieu suivant la tangente au cercle qu'elle décrit. Remarquons de plus, que quand un corps tourne autour d'un axe fixe , ses divers points sont animés de vitesses différentes. Or, il est clair que la vitesse de l'un suffit pour déterminer celles de tous les autres \ car soit u la vitesse du point a l'unité de distance de l'axe , et soit T le temps d'une révolution : on aura évidemment u=-=?- Cette vitesse est donc facile
à calculer ; et c'est pourquoi on l'emploie pour déterminer les autres vitesses : on rappelle vitesse angulaire. Soient v et v r les vitesses des points aux distances r et r 9 de l'axe, f et <p r les forces
centrifuges de ces points ; il est clair qu'on aura v =r — m ur
et v 1 = ur*\ d'où ç r= ru* et qt := r'u*. Ainsi on à f l <p' H r • r* *• v ; u f $ c'est-à-dire que les forées centrifuges des divers point* <Fun corps tournant autour d'un axe , sont entre elles
( 176 ) comme les distances de ces point* au mémo axe, ou comme Us vitesses de ces points,
208. Supposons que r soit le rayon terrestre à l'équateur, et H celai du point ayant a pour latitude : on aura H=:r cos «. Soit a" la valeur de la force centrifuge a', estimée suivant le prolongement du rayon H\
il est aisé de voir que a/' = a / cos» ou crue t^irr — • Substituant cette
^ ^ cos»
valeur dans 9 • •' : • r l r*, on en déduira •" =• cos**. Ainsi ^oiir <Zeox points quelconques de la surface de la terre , les forces centrifuges, estimées suivant les rayons de ces points, sont proportionnelles aux carrés des cosinus des latitudes des mêmes points,
La force centrifuge estimée suivant les prolongemens des rayons de II terre, est directement opposée à l'action de la gravité, et diminue soa effet. Or, à l'équateur, le rayon r= 63^6466 métrés. Et comme la révolution diurne de la terre se fiait en 01,997269 et que le jour est composé de 86400", il s'ensuit que le temps de la révolution de la terre est T— 86i64' f • Substituant cette valeur, ainsi que celles de r et de r, dans ers
-— , on trouvera, pour la mesure de la force centrifuge à Peqnateor,
t =5 0,0339 métrés.
Soit g la pesanteur observée à l'équateur, laquelle vaut 9,78 métra, et G la gravité qui aurait lieu si la terre était immobile : il est évident que^nsG— a ou que G =£-j- 0=9,81 3g mètres. Cette valeur 009-
parée à celle de t>, donne a =£-— G, environ. Mais # = — ; et si la
terre allait a fois plus vite, la force centrifuge à l'équateur serait alors
e j = « a e =2 -5- G. Si donc a* = 289 ou a == 17, c'est-à-dire si la terre
allait 1 7 fois plus vite, on aurait p % =G, et les corps cesseraient de peser à l'équateur. Enfin, si le mouvement de la terre devenait encore plus grand, les particules matérielles s'écarteraient indéfiniment, et le globe se détruirait.
209. Nous avons trouvé la force centrifuge dans le cercle; mais lorsque la courbe décrite par le point matériel , est différente d'une circonférence, la force centrifuge est êgatè où carré dé la vitesse, au point de la ligne décrite, divisé par le rayon d* cercle oscillateur en ce point. Car à chaque instant et pendant un intervalle de temps infiniment petit, le mobile peut être censé se mouvoir circulairement autour du centre de ce cercle, et avoir par conséquent la force centrifuge qui convient à ce mouvement circulaire.
Lorsque le corps qui tourne a une massé finie ut
petite cependant pour qu'on puisse la regarder comme concentrée au centre de gravité du corps; si Pon désigne par r U dis-
C 177 ) tance de ce centre à l'axe de rotation , par v la vitesse imprimée, par f la force centrifuge du même centre , c'est-à-dire sa vitesse effective dans le sens de la distance r, et par F la force centrifuge totale ; on aura à la fois
u* ». . « mv*
Fzzirnç et çr= — ^ d'où Fz=
Supposons, par exemple, que le corps pèse 1 kilogramme, d'où mg = 1 , et qu'il décrive un cercle d'un mètre de rayon , avec une vitesse de 4 mètres , comptée sur la circonférence ; on trouvera F= i,64 kilogrammes, environ. Ainsi dans ce cas, le corps tend à tirer le fil ou la verge qui le lie au centre du cercle, avec un effort de i ,64 kilogrammes.
2ii. Considérons, d'après M. Poncelet, une tranche fort mince ABCD (fig. 64), tournant autour d'un point O situé dans son plan , où le rencontre l'axe de rotation qui lui est perpendiculaire. Soit u la vitesse angulaire, r la distance au centre O, d'une petite masse m de cette tranche ; la vitesse réelle de cette masse m sera ru et sa force centrifuge mru* (aïo), dirigée suivant le rayon Ont. Par le centre O, tirons deux droites rectangulaires OX et OY; puis décomposons la force centrifuge mru* en deux autres x et jr dirigées suivant ces deux droites. Ces composantes et leur résultante étant proportionnelles aux côtés Op, Og, et à la diagonale Om du rectangle Opmq, il est clair qu'on aura Om ou r * .Op. • • mru* • x = Op X mu*. On aura de même jr == Oq X mu*. Pour une autre petite masse m\ sa force centrifuge et les composantes x 1 et y de cette force suivant les droites OX et >OY, seraient respectivement roVu 1 , Op f X m'u* et Oq r X m'u*. Continuant cette manière de procéder, toutes les forces centrifuges seront décomposées en deux groupes de forces respectivement situées sur les droites OX et OY, et les résultantes de ces deux groupes seront :
(Op X ** + Op f X *»' + Op" X n/' -\ ) m%
(OqXm+Oq'Xm' + Of X rd 1 ^ )u*.
Or, Op X m + Op f X m r + Op" X ni 1 + ••• i est la somme des momens des masses m, m\ m 11 , ..., qui composent la masse totale M de la tranche, par rapport à Taxe OY; cette somme est donc égale au moment OP X M de la tranche , par rapport au même axe (37). On verra de même que Oq X m + Oq r X irt ^ O^" X m" + . . . = OQ X M. Ainsi lesforces centrifuges
( 178 ) se réduisent aux deux forces OP X Mu* et OQ X Mu* perpendiculaires entre elles, dont la résultante unique, dirigée suivant OG, a pour valeur
f/(OP a + OQ a )MV, ou j/OG 9 • MV, ou enfin OG . Mu*.
Donc la force centrifuge S une tranche tres-mince, tournant autour à 9 un point situé dans son plan, est égale au carré de la vitesse angulaire multiplié par le produit de sa masse et de la distance de son centre de gravité au centre de rotation. On voit de plus que cette force est appliquée au centre de gravité G de la tranche , car elle est dirigée suivant OG.
212. Soit encore un corps de masse M, tournant autour d'un axe A. Concevons ce corps partagé en tranches très-minces , de masses m, m\ m", ..., perpendiculaires à cet axe. Soient rf, d\ d H , ..., les distances de leurs centres de gravité G, G f , G ff , ..., au même axe. Les forces centrifuges partielles , appliquées aux points G, G*, G", ..., seront respectivement dmu*, d f m f u % % dWu*, ..., (su). Toutes ces forces sont perpendiculaires à Taxe A, sans être généralement parallèles entre elles ; elles peuvent ne se réduire qu'à deux forces , non situées dans un même plan ; elles peuvent avoir une résultante unique, qui peut même être nulle; et dans ce dernier cas, il est clair que ces forces n'exercent aucun effort, aucune pression sur Paxe A.
Lorsque tous les centres de gravité des tranches se trouvent sur une même droite D, parallèle à Paxe A de rotation, comme cela peut arriver pour tout corps symétrique par rapport à un axe D, tel que la sphère, le cylindre , le cône, etc. \ les forces centrifuges partielles deviennent toutes parallèles, situées dans le plan de A et 1), et toutes à la même distance R de Paxe de rotation A. Leur résultante, c'est-à-dire la force centrifuge totale, passe donc nécessairement par le centre de gravité du £orps H, et vaut Ru* (m -f- m 1 + m ' f + ••" )i ou MRu*. Ainsi lorsque le corps qui tourne est symétrique par rapport à un ose parallèle à Taxe de rotation, la force centrifuge est la même que si tout» la masse du corps était concentrée au centre de gravité.
Si R = o, c'est-à-dire si le corps tourne autour de son axe de symétrie , la force centrifuge totale sera nulle et n'exercera aucune pression sur l'axe de rotation. Il est clair en effet, que les forces centrifuges partielles seront égales deux à deux, et directement opposées. Dans ce cas , le corps mis une fois en mouve-
ment, se motiverait éternellement autour de son axe de symétrie, si les frotlemens et la résistance de l'air n'existaient pas ; car alprs aucune force centrifuge ne viendrait dévier dans aucun sens la position du corps, par rapport à cet axe. Voilà pourquoi dans les machines tournantes , on choisit autant que possible , pour axe de rotation le plus grand axe de symétrie.
C'est ainsi que les chevaux de bois ou les fauteuils , destinés pour les personnes qui veulent courir la bague, sont disposés symétriquement autour de Taxe vertical de rotation. Et il en résulte que cette machine, mise en mouvement, continue à se mouvoir, sans que les forces centrifuges exercent aucun effort, sur Taxe.
Dans le jeu des toupies et des totons , ces corps tournent autour de leur axe de symétrie, placé dans une position verticale, et continuent à se mouvoir avec régularité , après qu'on leur a donné une première impulsion au moyen d'une corde, d'un fouet, ou simplement en faisant tourner la queue du toton entre le pouce et l'index, puis en abandonnant ce toton à lui-même sur un plan horizontal.
Les lustres sont symétriques par rapport à leur axe de suspension. Voilà pourquoi ils peuvent tourner librement autour de cet axe , sans s'incliner d'un côté plutôt que de l'autre : effets qu'on peut surtout remarquer dans des lustres suspendus à des voûtes fort élevées.
21 3. Quand un corps solide libre prend tin mouvement de rotation, par l'effet d'un choc ou d'une force impulsive, toutes ses parties tournent autour d'un axe fictif passant par le centre de gravité ( 1 76). Cet axe sera permanent si les forces centrifuges qui se développent , se font mutuellement équilibre, comme cela a toujours lieu autour d'un axe de symétrie. Dans le cas contraire, l'axe fictif de rotation n'est qu? instantané ; car il change successivement jusqu'à ce qu'il soit arrivé dans la position où les forces centrifuges se font équilibre.
On appelle axe* principaux d'un corps toutes les droites autour desquelles les forces centrifuges se détruisent deux à deux, et qui peuvent devenir des axes permanens de rotation. La, sphère, le cylindre et l'ellipsoïde de révolution, ont une infinité d'axes principaux ; mais on démontre que dans tous les corps, de quelque figure qu'ils soient, il existe toujours trois droites
( 180 ) convergentes à angles droits, qui jouissent des propriété» des axes principaux de rotation.
Lorsque par l'action d'une force excentrique, un corps a reçu à la fois un mouvement de translation et un mouvement de rotation stable, il se meut dans l'espace , de manière, que Taxe de rotation est transporté parallèlement à lui-même avec le cent» de gravité, qui est l'un de ses points (176). Réciproquement, lorsqu'on voit un corps solide tourner autour d'un axe qui , pendant le mouvement de translation, reste constamment parallèle à lui-même , ou s'écarte très-peu du parallélisme , en faisant de petites oscillations de part et d'autre d'une position moyenne, il faut en conclure que Taxe de rotation est un axe principal, passant par le centre de gravité. C'est ce qui a lieu à l'égard des planètes , comme nous le verrons dans la suite.
ai 4. Les valeurs de la force centrifuge, serrent à expliquer plusieurs effets journaliers très-remarquables. Par exemple, quand on fait mtneger un cheval, l'instructeur placé au centre du cercle que décrit le cheval, retient celui-ci par une longe attachée an bridon, afin de détruire la foret centrifuge que ce mouvement circulaire développe : elle dépend du poicb du cheval et est proportionnelle au carré de sa vitesse (a 10) $ en sorte que l'effort du cheval sur la longe devient 4* 9, •••, fois plus grand, suivant que cet animal va a, 3, ..., plus vite.
Un cheval qui tourne librement dans un cercle, ne s'y tient pas parce que la force centrifuge qui anime à chaque instant toutes de son corps, le pousse à chaque instant hors du cercle et tend à le faire tomber. Pour résister à cet effet de la force centrifuge, le cheval incliné le haut du corps vers le centre du cercle qu'il parcouru Cette inclinaison dok se confondre avec celle de la résultante du poids du cheval et de la force centrifuge, et passer par le milieu de ses pieds, le poids et la force centrifuge étant appliqués au centre de gravité. Cette inclinaison augmente avec la vitesse : aussi est-elle considérable lorsque le cheval est an galop. Afin que le cheval puisse marcher sans trop de difficulté, on incline parfois vers le centre, le chemin circulaire qu'il doit parcourir. La même chose devrait toujours se pratiquer pour les routes à tournans brusques.
H est aisé de voir pourquoi un liquide , qui se meut dans un cylindre à base horizontale, est en moindre quantité au centre que vers les bords; pourquoi la cuisinière, en tournant avec rapidité le panier rempli de la salade qu'elle vient de laver, en fait sortir l'eau, sans que la salade tombe; pourquoi l'ouvrier en frapant'à grands coups de hache ou de marteau, doit faire effort pour retenir son instrument : c'est que sans cela , il lui échapperait par la tangente de Parc décrit.
Lorsqu'une voiture tourne, c'est-à-dire s'avance en décrivant un arc de cercle, eue éprouve aussi l'action de la force centrifuge qui tend à k renverser. Si la voiture circule sur une route inclinée vers le centre, la
tendance diminue ; et elle augmente au contraire, ai la route descend du côte oppose au centre, et alors il existe le plus grand danger de verser.
La force centrifuge étant en raison inverse du diamètre de Tare par* couru, elle est peu considérable quand ce diamètre est grand) et elle croit d'autant plus que ce diamètre diminue. La force centrifuge est donc considérable dans les tournans fort courts, ceux dont Tare n'a qu'un petit diamètre; il y a conséquemment grand danger de verser; et ce danger augmente comme le carré de la vitesse. Voilà pourquoi les cochers et les cavaliers prudens ne lancent jamais leurs chevaux, dans les tournans fort courts ; et pour peu qu'ils aillent vite, ils ont soin de ralentir le pas quand ils vont tourner.
Le faiseur de tours, qui étonne le vulgaire en se tenant debout sur son cheval au galop, dans une position d'autant plus inclinée que le cheval tourne plus vite ; ne prend cette position que pour n'être pas renversé par la force centrifuge. Il y a une multitude d'autres faits que l'on peut ainsi expliquer ; ce qui ne doit pas surprendre, puisque dès qu'il y a mouvement curviligne, il y a force centrifuge.
C'est encore par l'effet de la force centrifuge que la boue enlevée par les roues de nos voitures, s'en détache et se trouve ensuite lancée avec la vitesse tangentielle acquise» Si les jantes n'étaient pas unies entre elles par des chevilles enfoncées moitié par moitié dans leurs bouts en contact, et par les bandes de fer qui recouvrent les joints, la force centrifuge, qui tenôVsans cesse à les éloigner du centre, les lancerait comme le sable et la boue, quand les roues prendraient une grande vitesse; et il en serait de même des clous, s'ils tenaient peu dans les jantes. C'est -pourquoi il est bon de ne pas faire aller trop vite les voitures, surtout dans un temps de sécheresse.
C'est aussi la force centrifuge qui tend les cordons d'une fronde, et c'est en vertu de la vitesse acquise pendant le mouvement de rotation , que la pierre s'échappe aussitôt qu'on lâche l'un des cordons qui la tenaient. Toute l'adresse du frondeur consiste à bien estimer la tangente qui tend au but qu'il se propose d'atteindre, lequel sera frappé avec une force d'environ 5,o8 kilogrammes, abstraction de la résistance de l'air y si les cordons ayant chacun un mètre de longueur, la pierre pèse a kilo* grammes et que la vitesse soit de 5 mètres.
Les soleils d'artifice présentent aussi un joli exemple de la vitesse centrifuge combinée avec la vitesse de rotation ; et l'on peut remarquer queles flamèches de feu décrivent en l'air des courbes paraboliques.
Du Moment d'inertie.
21 5. Lorsqu'on calcule le mouvement d 1 un corps autour d'un axe fixe , on trouve souvent la somme des produits de chaque molécule de la masse , multipliée par le carré de la distance de cette molécule à Taxe proposé. Cette somme, <rae nous désigne-
rons par I , s'appelle le moment d'inertie du corps , par rapport à Taxe autour duquel il est censé tourner. De sorte que m, *r*, né\ ..., désignant les masses respectives des molécules, et d y «**, d tf , ..., leurs distances à Taxe, on aura, pour le moment d'inertie, I = md* + m' d» + m" à m + etc.
Si Ton suppose le corps homogène , on pourra remplacer les masses des molécules par leurs volumes, qui leur sont proportionnels. De plus, le moment d'inertie I, qu'on désigne aussi par S (ma**), en énonçant somme de md*, ne dépend que de la forme du système et de la position de Taxe ; de sorte que comme il est indépendant du temps, il Test aussi de toute idée de mouvement, bien que le mouvement j conduise ; en un mot, le moment d'inertie est une fonction purement géométrique et essentiellement positive.
216. Remarquons d'abord, que si l'on connaît le moment d'inertie F d'un corps , par rapport à l'axe qui passe par son centre de gravité, il sera facile de trouver le moment d'inertie I de ce corps, par rapport à un axe parallèle au dernier, et réciproquement. En effet, soient m, m\ m", ..., les masses des molécules d'un corps de figure invariable ; soit A un axe perpendiculaire en H à un plan donné P (fig. 65); soient m , « , 7W3, ..., les projections sur ce plan des molécules m, mf, m", ..., et O la projection du centre de gravité du corps. Si nous menons par O un axe À f parallèle à À, et conséquemment perpendiculaire au plan P, il est clair que HO = a sera la dislance entre les deux axes A et A f , et que Hm | = d et Om =. b seront les distances de la molécule m x aux mêmes axes ; et ainsi des autres.
Cela posé, menons les perpendiculaires m t p, mj**, wijj»", ..., sur la droite HOK; les triangles HO»t t , HO#» a , HOwi 3l ,.., donneront : d* = a* + b* — ia • O/*,
d"* = a* + b»* + 2a . Op» ,
etc
Multipliant ces équations respectivement par m,.w f , m", ..., ajoutant et observant que S (m)=M, masse du corps proposé, on aura
I = a*M + I f — la ( m . Op + m 1 • Op' — m" • Op" + etc.). JL*e multiplicateur de 2a désigne la somme algébrique des
momens des molécules du corps proposé , par rapport au plan mené par le centre de gravité de ce corps, perpendiculairement à OI. Or, la somme de ces momens est égale à celui de la masse M du même corps (3^) ; et comme ce dernier moment est nul , il s'ensuit que le multiplicateur de va est nul aussi ; on a donc simplement I = F -f- a*M.
Cette équation nous apprend que le moment à" inertie d'un corps ; par rapport à un ose, est égal au moment £ inertie de ce corps, par rapport à un axe parallèle, mené par le centre de gravité, plus le produit de la masse du même corps multipliée par le carré de la distance entre les deux axes. '
. Ordinairement k* désigne le quotient de F par M, c'est-à-dire que M&* représente le moment d'inertie F, par rapport à Taxe qui renferme le centre de gravité du corps ; et alors on a
Voyons maintenant comment on peut calculer le moment d'inertie de quelques-uns des corps que la géométrie considère. Nous supposerons tous ces corps parfaitement homogènes ; par conséquent les masses pourront être remplacées par les volumes, et réciproquement. De plus , nous ferons usage du principe du n° 198.
217. D'après cela, soient a, b, c, les trois dimensions d?un paralUlipipede rectangle, de masse M, et cherchons son moment â? inertie par rapport à un axe À, parallèle au côté a de la base supérieure, et passant par le milieu de Vautre côté b de cette hase.
Il est clair d'abord que si par l'axe À et le centre du parallélépipède, on fait passer un plan N, ce plan divisera le parallélépipède proposé en deux autres égaux à p ; et que par suite le moment d'inertie cherché vaudra deux Ibis celui de p> Pour trouver ce dernier moment d'inertie , divisons l'arête £6 en un nombre infini n de parties égales à a?, par des plans perpendiculaires à \b , d'où \b = nx, ces plans partageront p en n tranches , ayant chacune pour dimensions a , c et x. Soit t la » e de ces tranches, à partir du plan N; si nous divisons l'arête ou hauteur c en un nombre infini n r de parties égales à 2/, par des plans perpendiculaires à c, la v e tranche t sera partagée en»' parallélépipèdes égaux , ayant chacun pour volume axx? . Soit p 1 le xf ième de ces parallélipipèdes , à partir de la base supérieure \ les distances de pi à cette base et au plan N seront v^x 1
( 184 ) et vx : donc le carré de la distance de jf à Taxe proposé À, sera v**x!? + v * x * \ et P ar su * le ^ e moment d'inertie de //, par rapport au même axe , sera oxjc 1 ( t/'x" + r*x* ) ou
oxx'V* -f- a^vaf.
Prenant successivement t/ = 1, 2, 3, 4i ••"»**', on aura successivement les momens d'inertie des parallélipipèdes qui composent la v* tranche t\ la somme de tous ces momens d'inertie sera donc celui de cette tranche. Donc puisque c = n'x* et que la partie x r est infiniment petite, il viendra, pour le moment d'inertie de /, par rapport à A,
%ac*x + flcxV.
De là si Ton pose v = 1, 2, 3, 4i «-i «1 on aura successivement tous les momens d'inertie des tranches qui composent le parallélipipède p, et leur somme sera le moment d'inertie de jr, par rapport à l'axe À. Observant donc que ±b = na?, et que la partie x est infiniment petite, on trouvera, pour le moment d'inertie de p y % a bc* + iptfc.
Enfin , le double de cette valeur étant le moment d'inertie I du parallélipipède proposé , par rapport à l'axe A , on a
Si l'on veut avoir le moment d'inertie V du parallélipipède rectangle , par rapport à l'axe mené par son centre , parallèlement à l'axe proposé A, il suffira de retrancher de I, le produit de la masse M par le carré de la distance \c des deux axes (2 16); et alors on aura F = ^M ( è* + c* ).
218. Considérons maintenant un corps de révolution autour Sun axe de longueur donnée a, et cherchons son moment <? inertie, par rapport à cet axe. Divisons l'axe a en Un nombre infini n de parties égales à or, d'où a = nx, par des plans perpendiculaires à cet axe ; nous partagerons ainsi le corps proposé en » tranches, toutes de même épaisseur x. Soit t la t>° de ces tranches, à partir de l'extrémité P de a, et soit r* le rayon de celle de ses bases là moins voisine de P ; cette base sera donc à la dislance vx du point P. A cause de l'épaisseur infiniment petite ar, il est clair que la v* tranche t peut être côrisidérée comme un cylindre droit. Divisant le rayon r* en un nombre infini n' de parues égales à x 7 , d'où r*=n l x , \ les distances v t x t et (v 9 -f- 1 ) x 9 de l'axe a aux v* et (*>' -f- i)ièmes points de division , seront les
e les )
rayons des bases de deux cylindres droits, de même hauteur ar, et dont la différence des volumes sera «^(a^-J- ï)^ ,a « Cette différence est donc le volume d'un anneau cylindrique, dont les parties infiniment petites sont tontes à la distance rïx? de Taxe a. Gonséquemment , le moment d'inertie de cet anneau , par rapport à l'axe a , est * X i* k ( 11P + tf* ).
Prenant successivement t/= i, a, 3, 4* •••» n \ ajoutant et observant que n r x , =zr , t , et que la partie x* est infiniment petite, on trouvera, pour le moment d'inertie de la v 9 tranche /, par rapport à l'aie a, \*r**x.
Cette expression fournit plusieurs conséquences que nous allons développer. D'abord «comme la t>* tranche t peut être prise pour un cercle de rayon r* y et ayant l'épaisseur x infiniment petite de chaque molécule , il est clair que le volume , et conséquemment la masse M de ce cercle, vaut «r^x, et que par suite, le moment d'inertie de ce cercle, par rapport à son centre, est£Mr".
Supposons que le corps proposé soit un segment sphérique de hauteur a , le rayon de la sphère étant désigné par r. Dans ce cas, comme la distance de la v % tranche t à l'extrémité P de l'axe a est vx, d'où r 9 * z=zvx\ir — vx ) = zrvx — © a ,r*, il est clair que le moment d'inertie de la r 4 tranche /, par rapport à a, devient >(4r 9 A* — 4rA* + arV).
Prenant donc successivement vz=z i, a, 3, 4, ••*, » ; ajoutant et observant que a = nx x et que la partie x est infiniment petite, on trouvera que par rapport à sa hauteur a, le moment d'inertie I du segment proposé, ayant ?ra a (r — ^a) pour volume , est I = l* a l (fr* — ar + |a* ).
De là , si le Segment devient la sphère entière, on aura a = ar et I = £*r 5 ou I = M.fr\
Ainsi le moment d'inertie de la Sphère, par rapport à son diamètre, est égal à lu. masse multipliée par les deux cinquièmes du carré de son rayon.
Maintenant , supposons que le corps proposé soit tel que sa base *rr* et les sections perpendiculaires comme elle à l'axe a, soient entre elles comme les puissances m mtt de leurs distances an sommet P. Dans ce cas, on aura
*r* : **** l ; a m ; v m x m ; d'où r" t=z^ Fl x m v m .
( 186 ) Le moment d'inertie de la v % tranche * deviendra donc
d'où Ton déduira , pour le moment d'inertie du corps proposé, par rapport à l'axe a , «or*
Il est facile de voir, par des calculs analogues aux précèdent que le volume du corps proposé ou sa masse M, a pour mesure
M = — —i d'où I = M V , , ' —
m-f-i 7 bm + ï
Pour le cylindre droit, dont a est l'axe , on a m = o et 1 = £Mr\ Pour ce cône droit , m = a et I = ^Mr\ Pour le paraboloïde autour de l'axe des ordonnées, m= 4 et * == $"**• Enfin, pour le paraboloïde autour de l'axe des abscisses, m=ii et I = £Mr\ Ces expressions fournissent autant de théorèmes. Par exemple la première nous apprend que le moment <P inertie de tout cylindre droit, par rapport à ton axe, est égal au demivolume multiplié par le carré du rayon de la base.
219. Considérons encore un corps de révolution autour à 9 un axe de longueur donnée a, et proposons-nous de trouver le moment & inertie de ce corps, par rapport à un axe MN perpendiculaire au premier a ( fig. 66 ).
Supposons que l'axe MN rencontre l'axe SA du corps, à l'une S de ses extrémités. Soit divisé l'axe SA = a en un nombre infini n de parties égales à a?, par des plans perpendiculaires à cet axe ; on partagera ainsi le corps proposé en n tranches, toutes de même épaisseur x. Soit t la v* de ces tranches, à partir de S, et soit j le rayon OB de sa base BGD la plus éloignée du point S \ elle en sera donc à la distance SO = vx. Menant par l'axe SA le plan S AD perpendiculaire au plan MAN, il est clair que ces deux plans divisent la v* tranche t en quatre parties égales , et que le moment d'inertie de cette tranche , par rapport à l'axe MN, vaut 4 fois celui , par rapport au même axe , de la portion ayant pour base le quart de cercle BOD.
Du centre O et du rayon Op = 1 , décrivons le quadran pqr,
4 et divisons-le en un nombre infini n r de parties égales à x? ; les
rayons menés par les points de division, diviseront aussi le
quadran BD en n r parties égales. Par chaque point de division
de ce dernier, menons un plan perpendiculaire au plan S AD et
conséquemment parallèle à MAN ; nous partagerons la portion \t en n r parties qui, à cause des quantités x et x* infiniment petites, pourront être regardées comme des parallélipipèdes rectangles. Or, le t/ième de ces parallélipipèdes, à partir de BO, a pour hauteur ar, et pour base le rectangle HFEI ; son volume est donc x X IH X El. Mais puisque l'angle OEI = BOE a pour mesure Parc < pg = tfa' 1 il s'ensuit que le triangle rectangle OIE donne El •=z:y cos dx* et OI ^zy sin tfx 1 . De même , OH =
^sin(t/+ O^î d?où résulte IH =zy ( cos x 1 — 1) tint/a/ -f*. y sin x f cos dx*. Et puisque Parc x 1 est infiniment petit , on a , en négligeant les infiniment petits du second ordre et des ordres supérieurs, cosj^=i et sinx f =x f ; ce qui donne JH^yx* cos tfxf* Ainsi le volume du t/ième parallélipipède rectangle est y^xx'cos^x 9 . Le carré de sa distance SI à Taxe MN étant »*x* -\~y* sin 9 ffa*, son moment d'inertie, par rapport à cet axe, se réduit à xV^V cos* tfx* + \xy k x? sin 9 a»V.
Il est facile de voir qu'à cause de sin x f =x r et de sin aa^= ix\ on a
ix 1 cos 11) x* = sin ( 20V + x f ) — sin ( ap'a/ — x 1 ) , 4^ cos tyx* = sin ( ^x 9 -f- zx f ) — sin ( tyx 1 - — nx* ).
De plus , on sait que a cos 9 »V = î -f- cos irix* et a sin 9 iv 'x* = î — cos /{v f x r . Avec ces quatre équations, le moment d'inertie 'du p'ième parallélipipède devient
\x v*y* [aa/ + sin ( irfx* + a/ ) — sin ( ida? — a/ )] -f-
è^ 4 [4^' — sm ( fôx* "f" 2a?/ ) H" 8m ( 4^^ — 2:r/ )]•
Prenant successivement z/= î, a, 3, 4i •••, w f , la somme des n 1 valeurs résultantes sera le moment d'inertie du quart de là t>° tranche, /, par rapport à l'axe MN ; et puisque 4 fois ce moment d'inertie est celui V de la v* tranche elle-même , on trouvera
t r = x v 2 y* [anV + sin {in'x 9 + x 1 ) — x*! + \xj [fo'x 9 — sin ( ty% 'x* + aa/ ) — aa^ ] .
Mais n'x 9 = 90 = 5* ; d'où a»V = *\ sin (an'a/ + x 1 ) = — a/ et sin ( fn'x 9 + 2X * ) == a# f • Ainsi en négligeant — ax' à l'égard de *•, il vient
t 1 = arj* 9 a: t>* + \*jrx.
Celte expression fournit plusieurs conséquences. D'abord comme la » e tranche t est un cercle de rayon y et d'une épaisseur infini-
ment petite x, sa masse M = *y*x : donc en prenant la distance SO =zvx=zd, son moment d'inertie, par rapport à Taxe MN, sera *' = M ( <* a + ij-* ).
Supposons le corps proposé tel que sa base «r% perpendiculaire à Taxe a de révolution , et les sections parallèles , soient comme les puissances roièmes de leurs distances à l'extrémité S ;
on aura donc y % z=-j^x m v m . Substituant cette valeur dans /,
puis faisant successivement v s= 1, a, 3, 4i ••• i n i et ajoutant, la somme sera le moment d'inertie I du corps proposé, par rapport à Taxe tangent MN ; on aura donc
wa}r* . vrar*
l = Pm +
m-f-3 * 4( am + 1 )
D'après cette formule , pour le cylindre droit dont a est l'axe et r le rayon de la base , onam=oetI^ fyca r a + jarar* ou I = M (^a* + %? ). Pour le cône droit, m = a et I = ^raV -f- ïï*ar*. Ppur le paraboloîde autour de l'axe des abscisses , mz=z i, et pour le paraboloîde autour de l'axe des ordonnées,
Enfin la valeur précédente de t', conduit, par des calculs analogues, au moment d'inertie de tout segment d'ellipsoïde ou cPhyperboloïde de révolution, autour de l'un des deux axes oA et aB, ce moment étant pris par rapport à Taxe tangent MN. (Voyez le tome I de la Correspondance mathématique et physique, page 33o.)
Mouvement de Rotation et Percussion.
aao. Rotation. Cherchons d'abord le travail des forces qui font tourner un corps solide autour d'un axe fixe À , sans pouvoir le faire glisser dans le sens de cet axe. On peut toujours décomposer les puissances proposées en deux groupes de forces, les unes parallèles et les autres perpendiculaires à l'axe À. Le travail des premières est nul, puisque ne pouvant mouvoir le corps suivant l'axe , il n'y a pas de chemins parcourus par les points d'application , dans le sens de ces forces. Ainsi pour apprécier le travail des puissances proposées , il reste seulement à considérer celui des composantes perpendiculaires à l'axe de rotation.
On peut évidemment considérer le corps proposé comme la somme d'une infinité de surfaces ou portions de surfaces cylin-
( 180 ) driques, de même axe commun A et de même épaisseur chacune que les molécules qui la composent. Soient m, m\ m", ..., les masses de ces portions cylindriques , c'est-à-dire les nombres de points matériels égaux qu'elles renferment respectivement; soient r, r', r", ..., leurs rayons intérieurs, ou les distances de leurs points à l'axe À ; soit enfin P le plan contenant l'axe A et le centre de gravité G du corps. Quelle que soit la résultante R des composantes perpendiculaires à l'axe A de rotation , l'effet que cette résultante produit en agissant continuellement suivant un certain arc , est absolument le même que celui que produiraient des forces/,/',/", ... , appliquées perpendiculairement au plan P, sur les droites matérielles suivant lesquelles ce plan coupe les surfaces a», m', m", ...; et comme ces forces font tourner les masses m, m\ m ff , ..., autour et aux distances r, r\ r", ..., de l'axe A, il s'agit de trouver le travail total des mêmes forces, évidemment parallèles.
Or, observons que le mouvement est uniformément varié, du moins pendant le temps très-petit t\ et qu'ainsi, en désignant par u la vitesse angulaire, c'est-à-dire celle imprimée pendant le temps î , à la distance 1 de l'axe A ; la vitesse imprimée v et le petit chemin ou arc c décrit, à la distance 1, pendant le temps *, seront respectivement vz=.ut et cz={uf (179). Le point d'application de la force/ étant à la distance r de l'axe, sa vitesse sera ru. Mais cette force a pour mesure la masse m multipliée par la vitesse ru (i56); on a donc f=mru. De même, f z=z m'r'u, /" = m n r"u , et ainsi des autres.
L'arc ou le petit chemin que décrit Je point d'application de la force/, pendant le temps *, est évidemment cr\ le travail de cette force/, pendant le même temps, est donc fer ou %mr*v*. De sorte que le travail total fl des forces parallèles /,/%/", ..., pendant le temps t , a pour mesure
è=z\(mr* + m'r r * + m"f Jf * + .-.)v*i ou 1<=zilv\ Tel est donc le travail des forces proposées, pendant le temps l, pour faire tourner le corps solide autour de l'axe A de rotation.
La vitesse imprimée, à la distance 1, pendant le temps f, est désignée par v ; donc les vitesses imprimées aux distances r, r', r", ..., sont n>, ^0, r"*, ...; les produits mr % v % ^ m'r 1 ^*, tti'W, ..., sont donc les forces vives au bout du temps /, des masses m, m', m ff , ... ; c'est pourquoi la somme I» a de tous ces produits, s'appelle la force vive du corps proposé : ainsi la force
( ISO' )
vive d'un corps tournant autour d'un axe fixe, est égale au marnent <£ inertie de ce corps, multiplié par le carré de la vitesse angulaire imprimée pendant un temps très-petit.
De là et de ce que = £lt?*, on voit que le travail des forces qui font tourner un corps autour d'un axe fixe, a pour mesure la moitié de la force vive finale.
11 1 . Le mouvement d'un corps qui tourne autour d'un axe fixe, ne pouvant avoir lieu que dans le sens perpendiculaire à cet axe, et la résultante des composantes qui agissent dans ce sens, n'étant pas nulle, il est visible que le mouvement est uniformément varié ; car cette résultante agit continuellement avec la même intensité, sur le même corps et au même point, et éprouve, par suite, la même résistance à chaque instant. De sorte que v étant la vitesse angulaire imprimée pendant le temps quelconque /, le travail total des forces, pendant ce temps, sera toujours {lv*.
Gela suppose néanmoins que le corps proposé n'avait aucune vitesse acquise avant le temps t. Mais s'il avait eu une vitesse angulaire v 9 avant le temps t ; en désignant par v celle au bout de ce temps ; les quantités de travail immédiatement avant et après, seraient évidemment £lt>" et {lv*. Si donc £ représente Parc ou le chemin décrit par le point d'application de la résultante R, pendant le temps /, le travail développé pendant ce temps sera RE, et on aura
RE = iI(*« — *").
Ainsi le travail développé pendant un certain temps, est la moitié de f accroissement de la force vive pendant àe temps»
m. Maintenant, pour trouver la grandeur et le point d'application de la résultante R des forces parallèles/,/', /", ..., on remarque que ces forces étant de même sens, on a R=/+ /•+/"+••• 5 d'où
R =z ( mr-^mJr 1 -f- m'V + ••• ) m.
Soient d et a les distances respectives de Taxe A de rotation au centre de gravité G et au point d'application O de la résultante R , et soit M la masse du corps : comme les masses sont proportionnelles aux poids , il est visible que dans la valeur de R, la somme multipliée par m, exprime le moment par rapport à l'axe de rotation , du poids M appliqué au centre de gravité G, et que par suite on a R = Mdu.
De plus , le chemin décrit pendant le temps *, par le point d'application de la résultante R, étant oc, le travail de cette résultante, pendant ce temps, est fRattf* Ou ^M.adv*. Or, ce travail a aussi pour valeur ~It>' ; on a donc Mad = I $ d'où à cause de I = M ( <P + *' ) t *1 vient
Cette formule fera connaître la distance de Taxe A au point O où la résultante R est appliquée perpendiculairement sur le plan P; et cette distance a, plus grande que d, étant indépendante de la force R, on voit que quel que soit le mouvement de rotation ; pour un même corps et un même axe A, le point O d? application de la résultante sera toujours le même.
De plus , supposons que le corps étant libre , il tourne autour d'un axe principal fictif, passant par le centre de gravité G , et parallèle à Taxe À de rotation. Il est clair (176) qu'alors la résultante des forces du mouvement sera appliquée perpendiculairement sur la droite qui passe par G, et qui est elle-même perpendiculaire à cet axe principal. Or, si l'on vient à placer l'axe fixe À parallèlement à l'axe principal fictif proposé , le mouvement de rotation sera modifié , mais conservera toujours la même direction perpendiculaire à l'axe À ; la résultante R du mouvement, ainsi modifié, sera donc toujours perpendiculaire à la droite qui passait par le centre de gravité et qui était perpendiculaire à l'axe principal et à l'axe À parallèle, dans le même plan. Ainsi lorsque Vaxe de rotation A est parallèle à un axe principal passant par le centre de gravité, le point d'application O de la résultante R du mouvement, est sur le prolongement de la distance d entre ce centre et Vaxe A. /
Pour montrer comment on peut calculer la distance a de O à Taxe fixe , considérons un marteau dans lequel la tête soit un parallélipipéde rectangle , à base carrée , et le manche un cylindre de rayon 1 et de longueur 100, hors de la tête. Supposons que le poids du manche étant 1, celui de la tête soit 10, le côté de la base de cette tête étant 4* Supposons enfin que l'axe À de rotation soit dirigé suivant un diamètre de la base extrême du cylindre et soit perpendiculaire à la hauteur de la tête, c'està-dire parallèle à un axe principal du marteau*
D'abord les centres de gravité du manche et de la tête sont places l'on au milieu de l'axe 100 et l'autre sur le prolongement de cet axe, à la distance a de l'extrémité voisine ; ainsi la distance d de l'axe au centre de gravité du marteau , donne 1 icZ=: 1070. De plus , d'après ce qui précède
(2i7etaig),on trouve que les momens d'inertie de la tête, du manche et du marteau, par rapport à Taxe A, sont respectivement 104067, 3333 et I =3 107400. D'ailleurs la masse ou poids M = 1 1 ; donc la distance a = 100,4 environ* Ainsi le point O tombe dans la tête du marteau.
223. Percussion. Lorsque tenant une barre, on lui imprime un mouvement de rotation, pour aller choquer avec force un corps très-résistant, cette barre éprouve une réaction qui généralement se fait sentir dans la main. Mais ce qui est bien remarquable, c'est que cette sensation n'a pas lieu pour un certain point où la barre serait choquée. Il importe donc beaucoup de connaître ce point, nommé centre de percussion. Or, ce centre n'est autre chose que le point O à 9 application de la résultante B. des forces qui produisent le mouvement de rotation. Il est visible en effet , que si Ton applique au point O un obstacle iuvincible, la résultante R sera détruite, sans le concours d'aucune autre résistance; par conséquent le mouvement de rotation sera arrêté, sans qu'il en résulte aucune nouvelle pression ou réaction sur l'axe À. Le point O est donc effectivement le centre de perçut' sion, c'est-à-dire le point où il faut choquer le corps proposé, pour qu'il n'en résulte aucune réaction sur l'axe de rotation A.
224* Il est facile de trouver par expérience ce point important , en posant le point de rotation du corps proposé sur on appui fixe A (fig. 67), puis en laissant tomber ce corps sur une pointe B, mobile le long d'un plan horizontal. Lorsque cette pointe atteint une position telle , que le corps , au moment du choc , ne balance pas autour de A , on est sûr que le point par lequel le corps a choqué la pointe B, est le centre de percussion; puisque le choc n'a exercé aucune réaction sur l'axe de rotation.
Pour déterminer par le calcul le centre de percussion, considérons un corps de masse M, dont tous les points soient rapportes à trois plans rectangulaires, par leurs distances à ces plans. Supposons que le corps soit retenu par un axe fixe , coïncidant avec Taxe des z , et tourne autour de cet axe par l'effet d'une force impulsive R=Mv, appliquée . perpendiculairement au plan des xz ; soient x x et z x les coordonnées du point d'application O, dans ce plan. Au lieu de regarder l'axe des z comme fa# y introduisons .des forces propres à les retenir : ces forces , qui seront les percussions exercées sur l'axe , peuvent évidemment toujours se réduire à deux, l'une P parallèle aux x et dont le z égale a, et l'autre Q parallèle aux^ et dont le * sera designé par b. Soient m, mf, m", ..., les masses des molécules aux distances r, r*, r", ..., de l'axe de rotation, et soit u la vitesse angulaire ; la vitesse de la masse m sera ru et la force qui l'anime mru. Soient x et y les coordonnées du point d'application de
force, il est facile de voir que la force mm êtuït parallèle att plan arp, ses composantes parallèles au* x et aux /, sont respectivement et mxu. Opérant la même décomposition pour les forces mV« 4 * u, ..., on formera le tableau que voici :
^Forces • Mv, P, Q, mru, mfrtu^ m^r^ii } etc*
Composantes f aux*... o, P, o, m?-u, myu, m'Jjr/'i*, etc*
parallèles ( auxjr... Mv, o, Q, mxu s mfx i u i mtfx"«, etc.
"^Coordonnées ( les «... x xi o, Oj *, *f, *", etc.
^'application J lesjr... o, o, o, j-, yt r", etc.
suivant (les*... * n a, £, s, 4^, z&, etc.
Comme P et Q sont les résultailtes des forces parallèles aux x et aux j" i pressent Taxe fixe des z , si Ton désigne par uS {py) la somme nvfu tn'yu -f- mttjrMu + ••• , et ainsi des antres H on aura d'abord
P = uS(wi7-) et Q + ttS(mx) = Mt>.
Ensuite, prenant les momens par rapport au plan des xy s il est clair (B^) qu'on trouvera
aP = vS(mfz) et &Q + ttS(»ixc) = Mi;z à .
Enfin, comme Mv est la résultante des forces mru^ mJr^u^ mHr ,f u, ..., qui tendent à faire tourner dans le même sens autour de Taxe des * , et qui peuvent conséquemment être regardées comme parallèles { on a , en prenant les momens par rapport à Taxe des z$
M.vx i z=zuS^mr i ).
Soient X, Y, 2, les coordonnées du centre de gravité G du corps ; les poids étant proportionnels aux masses, il est visible (3^) que S (my) =2 MY et S (mx)=MX. D'ailleurs S (mr*) = Ij moment d'inertie du corps, par rapport à l'axe fixe ; aittsi on a
P = i*MY, Q4-«MX=Mt>, aP = uS(mxz) i
bQ-\-uS(mxz) = M.vz i et 'NLvx^Iu.
Si l'on veut que l'axe de rotation n'éprouve aucune percussion au moment du choc, il faudra que les composantes P et Q de cette percussion soient nulles* et alors le point O d'application de la force Mv sera le centre de percussion. On aura donc, pour déterminer ce point) les équations Yrro, tsX=v, 8(nyrz)^zo % t&(jnxz)t=Mvt i et MXx t ±zI.
La première de ces équations montre que le centre de gravité G dm corps est situé dans le pian des xx i auquel Pimpulsioa Mv est perpendiculaire; la seconde détermine la vitesse angulaire zi^ et prouve que le mouvement est uniforme \ la troisième, qui dépend de la forme du corps et de sa position, par rapport à l'axe fixe, doit être satisfaite, pour qu'il j ait un centre de percussion; enfin, les deux dernières déterminent la position de ce point, sur le plan des xz \ et l'on voit que la valeur de x t n'est autre chose que la formule (e) , trouvée d'une autre manière.
Supposons que l'axe À de rotation soit parallèle a un axe principal À',, passant par le centre de gravite G; la distance des deux axes étant égala à X, on aura ar=X + *, af =X -f- **, xfl =;X -f- * ff , ••• ; et par suite, il viendra S (mxz) = XS (mx) -f- S (msz). Soit ut la vitesse angulaire qui aurait lieu si le corps tournait autour de Taxe principal À', et d la «li**»™» de la molécule m a cet axe; la vitesse de cette molécule sera donc <&, et sa Force centrifuge suivant le prolongement de d % vaudra tndu!* (207). Les coordonnées du point m étant alors s et jr, si Ton décompose la force mduf % en deux autres parallèles aux axes des x et desjr, la première composante sera msut*. Décomposant de la même manière les autres forces centrifuges, on verra que puisque À' est un axe de symétrie du corps proposé, la résultante des forces centrifuges nwi/% mW*, ..., parallèle! aux #, sera nulle (a ta) \ le moment de cette résultante, par rapport au plan des xy, sera donc nul pareillement. Or, ce moment a évidemment pour expression u? 9 S -( msz ) \ il faut donc qu'on ait S ( msz ) == o, aussi bien que S ( mjrx ) = o. Ce qui donne S ( mxz ) r= XS (mz ) = XMZ (37). De là , puisque uX= v et «S {mxz) = Mi/*,, il en résulte x l r= Z. Ainsi lorsque Taxe de rotation À est parallèle à un axe principal À f , l'impulsion Mu est donnée en un point de la perpendiculaire à l'axe A menée par le centre de gravité G ; c'est-à-dire que le centre de percussion O est sur le prolongement de celte perpendiculaire, comme on !• vu plus haut (aaa).
a25. Bien que le choc applique au centre de percussion, n'exerce aucune réaction sur Taxe, on voit néanmoins que dans le temps qui suit, cet axe eàt pressé et tend à prendre un mouvement de translation. Car la rotation fait naître des forces centrifuges, qui ne peuvent se détruire deux 4 deux qu'autour d'un axe principal de rotation , passant par le centre de gravité. Et comme alors d=z o^jonr aurait a=z co 5 le choc n'aurait donc pu se faire au centre de percussion, infiniment éloigné.
L'axe fixe n'étant pas un axe principal de rotation , si l'on veut qu'une force donnée K imprime au corps le plus grand mouvement possible, il faudra appliquer cette force au centre de percussion ; car la force R étant alors entièrement consommée sur le corps, lui imprimera un mouvement de rotation plus grand qu'en tout autre point, où une partie de cette force serait d£-' Unité par taxe. Mais si le corps doit tourner autour de l'un de ses axes principaux, il est clair que le mouvement sera d'autant plus grand , que la force donnée agira plus loin de l'axe. Dans ce cas, cet axe aura éprouvé, au moment du choc, une réaction, qu'il aura fallu détruire ; après quoi le corps tournera antour du même axe , sans le presser.
<î'est par le centre de percussion que h corps doit frapper v
pour que l'effet du Coup soit le plus grand possible; car alors la résultante R de toutes les forces de rotation est entièrement consommée sûr le corps choqué ; ce qui n'arriverait pas si le choc avait lieu dans un autre endroit du corps choquant. Dans lès marteaux , la tête est généralement beaucoup plus massive que le manche; et en les posant par leur tête sur un plan horizontal, ils demeurent ordinairement en équilibre : et comme a>(2, on voit que le centre de percussion se trouve placé près du centre de gravité , dans la tête. La direction du choc passe donc alors par le centre de percussion ; ce qui explique pourquoi il n'en résulte aucune réaction dans la main de l'ouvrier, réaction qu'il est essentiel d'éviter, tant pour diminuer la fatigue, que pour augmenter l'effet utile du coup ; puisque de cette manière la force du choc est entièrement employée à comprimer le corps choqué , supposé invariable de position , ou placé sur un plan très-résistant. Les mêmes observations s'appliquent aux haches , aux pioches , etc
Le forgeron qui veut donner un grand coup , a soin d'élever le marteau au-dessus de sa tête et de lui faire décrire le plus grand arc possible. C'est qu'alors la distance d étant un maximum, et la force musculaire ou accélératrice ayant le temps d'imprimer au marteau une grande vitesse angulaire finale u (i54) ; il est clair que la valeur Mdu de la force R, qui agit au centre de percussion, devient fort grande. En général 4 la force du coup est d'autant plus considérable, que le corps choquant est tombé de plus haut, et qu'il a plus de masse.
aa6. Mouvement sur une poulie. Considérons le mouvement de deux poids P et Q, unis par un cordon de soie, passe sur la gorge d'une poulie CFB, mobile sans frottement autour de son axe horizontal (fig. 68). Le cordon pouvant être regardé comme sans pesanteur, soient m et m' les masses dont les poids sont P et Q. Supposons que le mouvement ak lieu par le seul excès du poids P sur le poids Q ; la force motrice constante sera donc P — Q ou (m — m f )g. Soit v le petit accroissement de vitesse , pendant le temps très-petit t et g 1 la mesure de la force accélératrice , que l'on peut regarder comme constante pendant ce temps. Alors si e désigne le chemin décrit pendant le temps t y en vertu de l'accroissement v de vitesse pendant ce temps , on aura (17g). vtrzgU et e-=l\tft % z=.\vt.
Soit r*S le moment d'inertie de la poulie, par rapport à son
axe, soit r son rayon et u l'accroissement de la vitesse angulaire pendant le temps t\ Paccroissement v de la vitesse des masses m et m', et des points à la circonférence, sera vz=iur. Soit I le moment d'inertie du système, par rapport à Taxe de la poulie; il est clair que I = (m-|-m f -j-S)r*; <^ ou
Iu* = (m + m' + S)t;\
La force motrice (m — m 9 ) g étant dans un plan perpendiculaire à Taxe de rotation, Paccroissement de son travail pendant le temps /, est \\u* (220) ; mais e étant Paccroissement du chemin parcouru , pendant le temps *, il s'ensuit que Paccroissement du travail de la force (m — n/)g est aussi (m — m f )ge \ il faut donc qu'on ait ( m _ m i ) ge — ^ M ».
Substituant les valeurs de * et u , on trouvera
v = — r— 7-7-5^1 d'où g= ,"">, -1/'" (0'
Quelle que soit la force accélératrice du système, puisque Paccroissement v de vitesse , c'est-à-dire la vitesse v que cette force imprime pendant le temps infiniment petit *, qui suit un temps quelconque, est toujours la même, pourvu que la durée infiniment petite t soit aussi la même, il s'ensuit que la force accélératrice proposée est constante, comme on pouvait d'ailleurs le prévoir. De sorte que les équations (1) sont celles du mouvement sur la poulie proposée , à partir du repos. Et la première de ces équations conduit à trouver quel doit être le rapport des deux poids P et Q, pour que le premier dorme au second la plue grande quantité de mouvement postible.
Les pressions exercées sur L'axe de la poulie par les forces centrifuges de ses différens points, se détruisent nécessairement deux à deux, à cause de la symétrie par rapport à lui ; la charge totale C que cet axe éprouve pendant le mouvement, se compose donc seulement du poids R de la poulie et des tensions inégales des deux cordons. Or, il est clair que ces tensions ont pour mesures respectives les forces perdues par les masses m et m'« c'est-à-dire P — mv et Q — niv\ ainsi on a
C = R-fP + Q — (m-f-m')v;
ce qui montre, comme on devait bien s'y attendre, que cette charge est toujours moindre que dans le cas de l'équilibre, où alors v sr o.
( 107 ) Si l'on ne voulait pas avoir égard à Phtero'e de la pôufie , il faudrait faire S ^r o, dans les formules précédente*. Mais alors là vitesse v deviendrait plus grande \ ce qui ne doit pas 1 étonner, puisque la gravité, bien que détruite par Taxe, emploi* cependant une partie de son action sur les masses m et m i po*f vaincre Finertie de la potlie : kt diminution de k vitesse Y ^tfand on a égard à cette inerte, vient donc de fe quantité **S ; et yoifii pourquoi cette quantité a été nommée moment d'inertie.
Lorsque la poulie a très-peu de masse, comme on peut toujours le faire, la quantité S est fort petite ; et en la négligeant, Terreur qui en résulte sur la vitesse v % peut être considérée comme nulle \ on a donc alors
Four évaluer l'erreur commise en supposant S = o, soit a Taxe ou l'épaisseur de la poulie entièrement massive : on a va que r*S = frat* oa S ==: frar*. Sia=i o*,oô& et r= o*, 1 , il viendra S = 0,000078 etc. , valeur négligeable, Séïea* à* ±= 11 et m'= 10; pour *= 1, on aura, en négftgeafit S, vas o m f 467o895 , et en conservant S , v s= o m , 4670837 : l'erreur n'est donc pas de o m ,ooooo6 , et serait beaucoup moindre, si la poulie était évidée, comme cela se pratique ordinairement..
327. Athood, physicien anglais, a fait usage des formules précédent tes, pour vérifier les lois du mouvement d'un corps qui tombe du repos v dans le ride. A cet effet, il s'est servi d'une machine qui porte deux poids P et Q, unis par un cordon passant sur une poulie, évidée dé manière qu'ayant três^reu de masse, Son poids passe par son axe; H a de plus rend» cette machine susceptible d'une grande précision, \° en faisant porter l'axe de la poulie sur des rouleaux mobiles, afin d'en diminuer le frottement; a en suspendant les poids P et Q à un fil de soie tarés-fin v pour que celui des deux corps ayant de son côté une plus grande longueur de cordon , n'ait pas son poids sensiblement augmenté ; 3° en ajoutant au système une horloge sonnant les secondes; 4° enfin, en faisant porter cet appareil sut un pied divisé en parties égales.
La machine d' Athood sert à plusieurs expériences intéressantes, etentre antres, à déterminer la valeur de la gravité dans chaque tien. D'abord si on suspend deux poids égaux, mais qu'on charge l'un d'un petit poids additionnel, qu'ensuite, à l'aide d'un arrêt attache au support, on» enlève ce petit poids à un instant déterminé de la chute, le mouvement devra continuer uniformément avec lia vitesse acquise, puisque les deux poids égaux se feront équilibre; on pourra donc ainsi créer un mouvement physique propre à donner une idée exacte de ù vitesse d* corps %
et modifier cette vitesse à son gré. De plus, si on prend les masses m et m' trés-peu différentes, les valeurs (a) de la vitesse v et dé la hauteur e de la chute, seront d'autant moindres que ces masses elles-mêmes seront plus grandes ; la chute sera donc aussi lente qu'on voudra , et on pourra en évaluer la quantité à chaque instant, avec d'autant plus de précision, que la lenteur du mouvement rendra pour ainsi dire nulle la résistance de l'air. L'expérience faisant ainsi connaître, avec beaucoup d'exactitude, les quantités e et «, et connaissant déjà d'ailleurs les poids de m et m', la seconde équation (a) servira à calculer la valeur de £, qui sera d'autant plus exacte, que le mouvement sera moins rapide.
228. Pression et percussion. Maintenant, si au lieu d'abandonner simplement les masses m et m f à la gravité) on imprimait à »i, de haut en bas, la vitesse verticale «, m étant d'ailleurs moindre que m! ; il est clair qu'on ajouterait ainsi au système une nouvelle force motrice mu, Communiquant aux deux masses m et m\ la vitesse commune ;r, et conséquemment la quantité de mouvement (m + wi') x% égale à la première mu \ d'où xz=.
■ ; » Et comme alors la vitesse v, fournie par la première
équation (2), est négative, puisque m<^m\ on aura, pour k vitesse v du système , au bout du temps t,
wn-r(m^- rn)gt
Gomme t est d'abord très-petit , on voit que la partie positive de v surpassera la partie négative pendant un certain temps, et que pendant ce temps, l'impulsion u l'emportera sur l'action de la pesanteur. Si donc on place d'abord le poids Q sur un plan horizontal, P entraînera Q pendant quelques instans, quelque grand d'ailleurs que m! puisse être à l'égard de m. On voit ainsi qu'il n'y a pas d'impulsion, si petite qu'elle soit, qui ne puisse vaincre le poids d'un corps.
Cela suppose néanmoins que le corps m ait acquis instantanément toute sa vitesse u \ tandis qu'en réalité, il faut toujours un certain temps, quoique souvent très-petit, à la force du choc pour produire son effet. Il peut donc arriver que la masse ni soit assez grande pour que le produit (ra f — m)gt surpasse, même dès le premier instant , qui n'est pas nul , la quantité de mouvement imprimée à m pendant cet instant.
Toutefois, comme le choc développe, dans un temps très-r court, une infinité de pressions fort grandes qui s'ajoutent en se succédant <f u P e manière continue, et que le poids est une prei-
•ion constante, détruite et renouvelée à chaque instant; on Voit qu'on ne saurait comparer le choc à la pression, parce que celle* ci est comme infiniment petite à l'égard de l'autre. C'est pour .cela qu'un clou entre assez avant dans un corps, lorsqu'on en frappe la tête , tandis qu'un poids , même assez considérable-, pose sur elle et sans choc, ne produit rien.
En général , on ne saurait mesurer par des poids , l'effet d'un corps en mouvement sur un autre corps qu'il rencontre. C'est que ces deux choses sont (out-à-fait distinctes et ne peuvent se rapporter à la même unité de mesure , Tune ayant un élément, la vitesse acquise , que l'autre n'a pas.
239. 11 faut cependant observer que la pression et la percussion peu* Tent se comparer, quand il s'agît seulement de la compression qui en résulte sur le corps : alors il est clair que le poids, après un temps plus ou moins long , produit un effet analogue a celui du choc ; parce ojie Je poids a aussi exercé une infinité de pressions, dont chacune a produit son effet particulier Renfoncement* XI peut même arriver que la compression soit beaucoup plus grande par un poids que par un choc ; et l'expérience a prouvé que la pression doit être préférée à la percussion, quand il s'agit d'aplanir et d'étendre les substances métalliques ductiles; mais alors ces substances doivent être placées entre les cylindres d'un laminoir.
La pression avec frottement doit encore être préférée, lorsqu'il s'agit de pulvériser des substances, et quand il faut cte'tacher do là surface de certains corps des particules de matières qui lui sont adhérentes. G'ett ainsi que, pour la moulure dés grains, les anciens ont obtenu un avantagé immense, lorsqu'ils ont abandonné les mortiers à pilons, pour adopter les meules horizontales superposées, dont l'une immobile et l'autre tournante, H en résulte un mouvement continue et uniforme, n'occasionnant aucune perte de travail ni de temps, et communiquant aux substances soumises au frottement, une force centrifuge qui les expulse hors de là machine, dés qu'elles sont séparées ou pulvérisées, et facilite ainsi l'introduction de nouvelles substances, lesquelles, à leur tour, éprouvent l'action des surfaces frottantes. On peut d'ailleurs régler convenablement la pression, en écartant ou en rapprochant les meules; et tels sont les avantages des moulins sur les mortiers à pilons..
On voit combien la pression peut être utile; mais iT est .plusieurs circonstances où la percussion est indispensable pour produire l'effet desîrét Cest ce qui a lieu, par exemple, lorsqu'il faut introduire un corps dans un autre qui se laisse pénétrer, tel qu'un clou dans un mur. Pour entrer dans le mur, le clou doit vaincre la cohésion et le frottement progressif qu'il éprouve à mesure qu'il s'avance ; et ces deux résistances croissantes, finissent bientôt par surpasser une pression même très-grande. VoilJ pourquoi un poids placé sur la tête du clou, ne produit presque rien, par la percussion réitérée du marteau, le clou peut toujours être?
introduit, aussi loin qu'on le veut; d'abord à cause de la faculté qu'a le moteur d'accumuler dans le marteau, en vertu de sa force musculaire, une grande quantité* de mouvement $ et ensuite, parce que chaque coej» de marteau produit deux eflets , l'un de faire entrer le clou dans la cavité formée par sa pointe dans le mur, et l'autre de comprimer le don ea augmentant pour un instant sa grosseur an dépend de sa longueur. Cette petite augmentation de grosseur tend à agrandir la cavité' formée dans le mur ; et aussitôt que la percussion cesse, le clou, en vertu de son élasticité, reprend sa première figure. De sorte que comme le mur n'est que très-imparfaitement élastique, il y a un vide entre lui et le don; et le coup de marteau suivant n'a* pour ainsi dire d'autre résistance à vaincre que celle qui s'oppose à la marche de la pointe du don*
C'est aussi pour produire un vide qui permette d'arracher aisément aa pieu fixé fortement dans le terrain, qu'on k frappe de diffiarens côtéi, ou qu'on exerce de fortes percussions sur sa téfte»
On voit d'ailleurs qu'un corps ne peut 4tre introduit dans un antft, à moins qu/il ne soit plus ô)pr et plus élastique q^e ce dernier^
Dp Choc des Corps.
a3o. Tons les corps sont plus ou moins ctympressibhs et phi ou moins élastiques. On sait que X&lasHcitl d'un corps est h force de ressort avec laquelle il tend à reprendre sa figure priaiitive, lorsque la cause qui Ta comprimé ou déformé cesse d'agir* Un corps est f<$rfaijenwnt êfatique* quand il reprend exactement sa première forme. L'air et les gaz sont très-co m pres s ible* et parfaitement élastiques. Il est des corps très-compressibles, qui n'ont presque pas d'élasticité; d'autres très-élastiques, qui ne peuvent être comprimés que d'une petite quantité; enfin , il en est qui sont à la fois très-peu compressibles et dénués d'élasticité, comme les boules de terre glaise,,
Lorsqu'un corps élastique vient frapper on pkua- fixe, dam une direction perpendiculaire à ce plan , i| se comprime conte le plan , c'est-à-dire son diamètre perpendiculaire diminue successivement , tandis que chaque section parallèle s'élargit ; le mobile perd alors graduellement sa vitesse, et la compression cesse aussitôt que cette vitesse est détruite ; à cet instant le corps commence à retourner vers sa première forme; son diamètre perpendiculaire augmente, et chaque section parallèle an plan fixe se rétrécit : pendant ce retour, la vitesse qu'il a perdue , lui est restituée en sens contraire et par les mêmes degrés qu'elle lui a été enlevée \ de manière que si l'élasticité est supposée par-
faite, le corps reprend exactement une vitesse égale et contraire à sa vitesse primitive. Ainsi l'effet général de l'élasticité est de rendre aux corps une vitesse égale et contraire à celle que la compression leur a fait perdre. Pour que la restitution soit com-i plète » il faut non-seulement que le corps soit parfaitement élas-i tique, mais aussi que la compression soit instantanée : autrement* des molécules reviendraient déjà à leurs positions primitives, avant que la compression ne fut effectuée entièrement.
S'il est question, par exemple, d'un corps pesant, abandonné li lui-même et tombant dans le vide, d'une certaine hauteur * sur un plan horizontal : la compression, produite par le choc, lui enlèvera d'abord toute la vitesse acquise pendant sa chute ; ensuite l'élasticité parfaite lui rendant une vitesse égale et contraire , le corps remontera à la hauteur d'où il est tombé (184), puis il retombera et remontera à la même hauteur, et ainsi éternellement, si le choc n'altère pas l'élasticité dont le corps est doué. Dans le corps d'une élasticité imparfaite, la vitesse rendue sera plus petite que la vitesse perdue; par conséquent, le mobile remontera à une hauteur plus petite que celle de sa chute ; d'où résulte un moyeu fort simple de comparer entre eux les degrés d'élasticité des différens corps.
Maintenant , pour apprécier le choc des corps solides, on considère d'abord ceux qui n'ont point d'élasticité et ensuite ceux parfaitement élastiques ; ce qui conduit a évaluer, par approximation, l'effet du choc des corps imparfaitement élastiques, que la nature nous présente. De plus , pour simplifier la question , on examine d'abord le choc central de deux sphères homogènes, dont tous les points se meuvent suivant des droites parallèles à celles que leurs centres décrivent, avec de certaines vitesses, données avant le choc et inconnues après \ et on cherche les expressions numériques de ces dernières.
23 1 . Corps non élastiques. Soient deux sphères homogènes, dénuées d'élasticité, se mouvant sur la même droite et dans le même sens. Il est clair qu'à la rencontre de ces deux sphères, la, vitesse du corps choquant diminuera et celle du corps choqué augmentera, jusqu'à ce que ces deux vitesses soient devenues égales : alors les deux mobiles auront atteint le maximum de la compression qui a toujours lieu , même entre )es corps les plus durs ; les deux sphères cesseront donc d'agir l'une sur l'autre : et comme on les» suppose dénuées d'élasticité, elles continueront
k se mouvoir avec une vitesse commune, en se touchant continuellement, comme si elles ne faisaient qu'un seul corps.
Soit u la vitesse commune ; soit m la masse du choquant et v sa vitesse avant le choc ; ni la masse du choque et v* sa vitesse avant le choc : il est évident qu'on peut considérer le choquant, à Piratant du choc, comme ayant les deux vitesses u et v— *, dans le même sens ; car v = u + (v — **)• ^ e m ^ me i * cause de v r =zu — (u — V), on peut considérer le choqué, à l'instant du choc , comme ayant la vitesse u dans le sens du choquant et la vitesse u — v* dans le sens contraire ; car la différence de ces deux vitesses est v f dans le sens positif au choc. Mais par la supposition , les corps ne doivent conserver que la vitesse commune U après le choc ; il faut donc que les forces qui produisent les vitesses contraires v — u et u— v f , se détruisent; ce qui exige que ces deux forces soient égales. Or, ces mêmes forces ont pour mesures m(v — u) et *»'(« — */), (i56); on a donc
fc m(v.— tft)z=m'(is — v*); d'où urz ■ / ■■ w - »'(4
Si le choqué allait en sens contraire du choquant, que non* supposons avoir la plus grande vitesse, 1/ deviendrait -— 1/ dans la formule précédente ; on aurait donc, pour le cas où les mobiles vont l'un contre l'autre ,
mv -•— m'v' *~ m + m' *
comme on peut d'ailleurs le vérifier, en observant qu'ici la résultante des deux forces mv et m f v r est égale à leur différence, et que cette résultante communique la vitesse u à la masse m-f-W.
Multipliant les deux membres de cette dernière formule par m', il sera facile de trouver le rapport qui doit exister entre les masses m et m' de deux corps, allant l'un. contre l'autre, pour que le plus grand m communique au plus petit m f , par le choc , la plus grande quantité de mouvement possible.
• aSa. Lorsque le corps choqué est en repos, sa vitesse v* avant le choc est nulle ; et il vient pour la vitesse commune, après h
choc, mv
' Si la masse choquée m f est extrêmement grande par rapport à la masse m choquante, l'expression de u devient extrêmement petite ; de sorte que la vitesse commune est comme nulle. C'est ce qui a lien , par exemple, lorsqu'un corps de petites dimensions
vient frapper contre nn rocher. On peut cependant s'apercevoir quelquefois que le mouvement de la masse choquée n'est pas absolument nul; car, par exemple, lorsqu'on jette une pierre , même assez légère, contre le tronc d'un gros arbre, on voit souvent les feuilles prendre un petit mouvement.
a33. Nous pouvons aisément apprécier la force $ inertie, au moyen de la formule précédente, qui donne mvz=:mu~\~m f H. Car le choqué m! étant en repos, le corps m, qui avait la quantité de mouvement mv ou mu 4~ m'u, perd par le choc, la quantité de mouvement m f u, puisque celle qui lui reste est mu. Or, m' acquiert précisément la force m'u qu'il a fait perdre à m. Cette perte de force, dans le corps w, annonce que le corps m f a opposé une résistance au mouvement, et cela indépendamment de Ja pesanteur ou de tout autre obstacle. Ainsi tout corps jouit de la propriété de résister au mouvement , comme le veut l'inertie (6), et c'est en résistant qu'il en reçoit : de plus, il en reçoit autant qu'il en fait perdre, parce que la réaction est toujours égale et contraire à l'action (19). En un mot, la résistance qu'un corps oppose au mouvement est due à l'inertie de la matière, et se trouve représentée , dans le cas actuel , par m f u. D'où il suit que la /crée <P inertie est proportionnelle à la masse , et far conséquent au poids du corps, bien qu'elle soit indépendante de la gravité*
a34« Garnot a fait voir le premier que si le mouvement f un système de corps non élastiques, éprouve un changement brusque, il en résulte une diminution dans la somme des forées vives de tous ces corps, et par conséquent dans la quantité de travail. Pour vérifier ce principe dans le choc de deux corps dénués d'élasticité, il suffit- d'observer que la formule (jï) donne a (m + m 1 ) v* = a (mv *|~ m'v f )u. Retranchant chacune de ces deux expressions égales hors de la même quantité mv % + «V + (m -f»W)u', puis décomposant en facteurs, on trouvera
mv*+ m'v 1 *— (m + m*) **= m (v -~- u)*+ m'(« — vf.
' Observant que v — u est la vitesse perdue par le corps m, tandis que u — v' est la vitesse gagnée par le corps m\ on verra que dans le choc de deux corps non élastiques, la force vive perdue est égale à la somme des forces vives relatives aux vitesses perdues ou gagnées.
235. Cette perte de force vive représente la quantité de travail peur produire le changement de formes qui 'résulte du choc des,
deux corps proposés. En effet, les chemins décrits pendant le temps très-petit t du choc, par les centres des corps m et m', en vertu des vitesses u — u et u — «/, Puue perdue et l'autre gagnée, sont évidemment proportionnels à ces vitesses, et peuvent être représentés par elles. D'après cela, le corps m ayant perd* la force m(v — si), le travail consommé par le choc de ce corps, a pour mesure m(u— *)\ De même, le travail consommé par le choc du corps «t'est m'(u-— v')\ Le travail total # employé au changement de formes qui résulte du choc, est donc effectivement m(v — tf)* + ro'(i«-~v')* = #.
Mais ce qui est bien remarquable, c'est que h travail total pour produire le changement ou la compression qui résulte du choc de deux corps non élastiques* est un minimum. Résolvant, en effet, Péquation précédente, par rapport à v, on trouvera, pour le minimum de ,
mv + rnfv* mm f * »^
et la valeur de u est précisément la formule (d).
Si le corps m va contre le corps m, il suffira de changer v* en — v 4 , dans les deux formules précédentes. Enfin, pour remplacer les masses m et vf par les poids V et P\ on observera que Vz=mg et P*= m'y.
Si Ton admettait à priori le principe de la moindre action (166}, les calculs que nous tenons d*eflectuer % conduiraient immédiatement aux formules du choc des corps non élastiques, qui sont ainsi une vérmcktioa de ce principe. Aussi lVt-oi* appliqué d'abord à ta recherche des formules relatives an choc des corps.
236. Coups élastiques. Considérons maintenant le choc de deux corps élastique*, ayant les masses m et s**, animées des vitesses v et v\ dans le même sens 5 m poursuit W\ et lorsque ces mobiles se rencontrent, ce qui suppose u> s/, ils se pressent mutuellement ,. jusqu'à ee qu'ils aient acquis une- vitesse commune u. Alors m a perdu la vitesse v — t* T puisque v =f — (y — m), et m' a gagné la vitesse u — t/, puisque u =sV+ (u — t/). Dans cet état, les corps ayant atteint le maximum de compression , ne se pressent plus, et la force de ressort n'est pas encore mise en jeu* De sorte que tout se passe comme si les corps n'avaient pas d'élasticité ; et il est clair que la vitesse commua* u est donnée par la formule (4).
Mais à cause de l'élasticité, dès que la compression cesse* 1a
restitution s'opère, et les parties comprimées reviennent à leur premier état, avec une force égale à celle de la compression, si les corps sont parfaitement élastiques, comme nous le supposons. Ainsi le corps m sera poussé par l'élasticité de m, dans le sens {Le la tendance commune , de manière à gagner de nouveau la vitesse u — 1>', tandis que le corps m sera repoussé en arrière par l'élasticité de m', et perdra encore la vitesse v — u ; d'où il suit que m aura perdu la vitesse a ( v — m) et m' aura gagné la vitesse a ( u — v) : donc en désignant par x et x 1 les vitesses de m et m\ après le choc, on aura
a? = » — a(» — u) ou x = 2tt — 1>, j/=s i/-f- a ( t* — v') ou a/z=at* — v\ Sur quoi on peut observer que si l'élasticité était imparfaite , les valeurs de x et x 1 seraient v — (i -\-n) (v— u) et u'+ (* + **) (a— v'), #1 estant une fraction comprise entre © et 1.
Puisque la valeur de u est donnée par la formule (d) , si on la substitue dans celles de x et x', on trouvera
__(*» — m*) v + 9mM
3? _ »—— — ■ — — — — m-J- ni
Ces formules donneront celles relatives au cas où m! va contre m , en y changeant v' en — t/, On voit par l'expression précédente de ar, que le corps choquant m continue son mouvement, reste en repos ou revient sur lui-même , suivant qu'on a mv -|amV >, = ou < m'v.
Si les deux masses m et m' sont égales, les deux corps échangent leurs vitesses et continuent à se mouvoir chacun dans le sens qu'il avait d'abord. Car s'ils vont dans le même sens, tnsn m' donnera x=v' et x'=zv : s'ils vont l'un contre l'autre, c'està-dire si la vitesse de m' est — v\ m =2 m' donnera x = — • »' et a/=».
Lorsque les mobiles vont l'un contre l'autre , si m=3m\ on a x=o et x'zzz iv \ et si «wrwV, il vient #=— -t> et a?':z: _(_t/) ; c'est-à-dire que les deux mobiles reviennent sur euxmêmes , en conservant les mêmes vitesses.
337. Supposons à présent le corps m' en repos ou v'zzo\ les formules (*) donneront alors
(m — nû)v , onw e ^
Tant que m sera plus grand que m', la valetif.de ;T sera fjosilive et le choqué se mouvera dans le sens du choquant. Qoaift à la vitesse de celui-ci, elle dépend du rapport de m à nl\ et suivant que m = 3m' ou m = m', on a x = ^r', ou x = o et x = 9. De sorte que dans ce dernier cas , le choquant reste en repos et donne sa vitesse au choqué. Cet effet se présente souvent au jeu de billard , où la bille choquante reste à la place de la bille choquée.
Quand la masse m' en repos est plus grande que l'autre m, celle-ci revient toujours sur elle-même ; car, par exemple m'^t 2m, donne xzzz — \v et x , z=z\v. Si la masse m' est infinie à lVgard de m, il vient xz=z — v et x' = o : le corps choquant perdra donc toute sa vitesse et retournera ensuite sur ses pu avec une vitesse égale.
238. Il est bien remarquable que la vitesse relative dé ieus corps parfaitement élastiques, soit la même avant et après h choc. Car si m et m' vont dans le même sens , la vitesse avec Ifquelle le choquant s'approche du choqué , est v — v', avant lé choc ; tandis qu'après , le choqué s'éloigne du choquant avec h vitesse ( 2w — v' ) — ( %u — » v ) , c'est-à-dire encore v — v'. Si les corps vont en sens opposés, ils s'approchent avec la vitesse t>+ vi avant le choc ; et après, le choqué s'éloigne du choquant avec la vitesse relative 2tt + v 9 — (aw — r), ou encore v-\-v\ comme avant.
23g. Le principe connu en mécanique sous le nom àe pria* cipe de la conservation des forces vives, consiste en ce que, maU gré les changement brusques de mouvement dans un système de corps parfaitement élastiques, la somme des forcée vives est le même avant et après le choc. C'est ce qu'on peut aisément vérifier pour les deux corps m et m', que nous avons considérés
jusqu'à présent \ car ayant à la fois
* mv 4- m'i/
X — 21* V. X'ZZ12U — v et utn — ^s
. m-\*mf *
si Ton substitue ces valeurs dans mx* + mfxf % % on trouvera»
réductions faites ,
mx* + mfx h ^n mv* -f- mv*.
Ce principe cesse d'exister, si les corps sont soumis à des forces accélératrices, telles que les frottemens contre des obstacles fixes ou dans des milieux résistans. Dans ce cas, la force yive varie à chaque instant : on* démontre qu'elle atteint son maximum toutes les fois que le système passe par une position dans laquelle il serait en équilibre subie, s'il y était
place inuneVliatement sans vitesse acquise; elle est au contraire H un minimum toutes les fois que le système passe pair une position d'équilibre instantané» r
î$o. On peut aussi observer que le changement qui a lieu pat U choc de deux corps élastiques, provient étùn travail total minimum. Car raisonnant comme plus haut (*3!>), on aura, pour Pexpressîon du travail I consommé par le choc,
m(> — xf + **'(** — vy = è.
Substituant à x 9 sa valeur x -}-, vr—v\ et résolvant l'équation résultante, par rapport à jr, il viendra, pour le minimum de #,
(m — mf) u -+• am r v f M . Amm f , % .
*— JjuZ •»- | = ~rr^ (•""•'/•
m -f- nv m -f- nv '
Cette valeur de x étant précisément la première formule (e) % il en résulte le théorème énoncé.
a4'« Le choc des corps élastiques et celui des corps dénués d'élasticité, onf une propriété commune qui n'est qu'an cas particulier du principe de la conservation du mouvement du centre de granité. Ce grand principe de mécanique consiste en ce que V action réciproque des différons corps tun mime système, qui agissent les uns sur les autres, soit en se choquant, soit de toute autre manière, n'altère pas le mouvement du centre de gravité. &u. système entier* ■ t \ ...
Pour vérifier ce théorème sur le choc des deux corps m et m' t soit A un point de la droite, que ces corps décrivent et vers lequel ils tendent. Supposons que les centres de gravité de m et m', et celui de leur système, soient éloignés de A des distances as % 5, C) à l'origine. du mouvement, et des distances a', b*, e>, après un temps quelconque t. Comme les poids sont proportionnels aux masses, il est clair (38) qu'on aura successivement (m +#w) c == ma + m'b et (m -f- m') c'— ma' + wi'i'$ d'où l'on tire
Les mouveraens étant uniformes , si l'on désigne par v , tf, y % les vitesses, avant le choc, des corps m et m 1 et du centre de gravité de leur système, et par x, x\ *, les vitesses après le choc; on aura évidemment, dans le premier cas, a~a'zzzvt, & -— - 6' = t/f , et c — f? ~yt \ d'où en substituant
(m-^m f )jr — mv-i-m f v* ... (i); et dans le second, a — a'zzixt^ h — Vznx't et c — c 1 r= zt\ d'où
( m + m* ) * = mx -j- m'x 1 . . . (a).
D'après les équations (1) et (2), si les corps m et ml sont dénués d'élasticité, leur vitesse commune u après le choc, donnera x^zxfz=LUt\ (a3i), Qm + tn')z st(ift4" m r )» = »w + inV rï(«+ m f )^; d'ouj"^:* } de sorte que les vitesses do centre de gravité seront les mêmes ayant et après le choc. Mais si les corps m et m! sont parfaitement élastiques $ dès que le choc leur aura donné le maximum de compression, ils auront une vitesse commune *, et il viendra, comme on Pa vu (236), x—iu—t et x'zzizu — v*\ d'où (m*|-tf4 f )s=£2(m + i»')tt-— •«»— tn t v r z=zmv<\-m t v f '£z(m-{-m f )y>\ ce qui donné encore jr~i. Le choc des deux corps ne change donc pas la vitesse du centre de gravité de leur système»
?£i. Pour vérifier par expérience, quelques-uns des nombres fournis par les chocs de deux corps, on attache à une barre horizontale ou à un point fixe, des fils de même longueur buxqoejs on suspend des hontes de terre glaise, pour le choc des corps durs ou dénués d'élasticité , et des billes d'ivoïr pour celui de* corps élastiques. On place vis-à-vis ces boules, et à peu de distance, un arc de cercle gradué, de manière qu'en partant du point le plus bas, où sera le zéro de VScheïïe, les cordes des ara croissent comme les nombres 1, 2, 3, 4î 5, etc.' Alors, si Ton élève deux boules, Tune à 10 degrés et l'autre à 6„ par exemple, les vitesses de ces boules, au zéro, c'est-à-dire à la fin des chutes , seront comme les nombres 10 et 6.
En général, les vitesses acquises au %Sro de VêcheUé > sont entre elles comme les cordes des aras parcourus» Car soient v et t/ les vitesses à la fin des chutes par les arcs EB et Dfi (fig. 69); comme ces vitesses sont les mêmes que celles acquises par la chute libre suivant les verticales CB et FB, on a v* ^z 2y • CB et i/'=2y • FB. Substituant les valeurs de CB et FB, tirées des équations BE* = BG . CB et BD a rr BG • FB , on en déduira
v* : v» :: be s : bd% ou » : j :: be : bd. ce ^n «wt démontrer.
Si l'on veut trouver l'angle BAEiT a «crus leqctel il faut élever le pendule AE=r, pour qu'il arrive en B avec la titésse *
donnée ; on aura à la fois 1 * cos a 1 1 r l ÀC et AC zzzr 1
d'où l'on tire v% **
cosasri— -— -•
Exprimant r et g en décimètres, et mettant dans cette formule,
C 209 ) nutcessiveteent pour è les nombres ï, 2, 3, 4i &> etc., on aura une série d'angles qui fera voir de combien le pendule doit être élevé, pour aVoir en B, 1 , 2, 3, 4i 5, etc., décimètres de vitesse. On peut donc ainsi former sur Parc BE une échelle de vitesses absolues.
243. Considérons maintenant une série de sphères élastiques* égales et homogènes, dont les centres soient rangés sur un même arc de cercle. Si on élève la première à un certain nombre de degrés , et qu'on la laisse tomber, on Verra la dernière décrire en avant un arc de cercle égal à celui que la première bille a parcouru en descendant, et celle-ci, ainsi que toutes les intermédiaires resteront en repos. Pour expliquer cet effet* il faut admettre que toutes les sphères ne sont pas en contact immédiat , et que de plus le mouvement se communique dans un temps inappréciable ; ce qui a lieu effectivement pour des billes devoir* sur lesquelles l'expérience réussit le mieux. Alors il es* clair que la seconde bille s'empare à l'instant de toute la vijtesse v de la première, qui se trouve réduite au repos (237) ; elle va ensuite frapper la troisième qui, à son tour, s'empare de toute sa vitesse; la troisième bille communique tout son mouvement à là quatrième* et ainsi de suite, jusqu'à la dernière, qui ne trouvant aucun obstacle , se porte en avant.
Si on élève deux billes à la fois à l'une des extrémités de la rangée, on verra également ^ après le choc, deux billes de la seconde extrémité s'écarter des autres et -se porter en avant ; mais ces deux billes se détachent l'une après l'autre , en sorte que la première commence à retomber avant que la seconde soit parvenue à la plus grande hauteur à laquelle elle doit atteindre. Ces effets tiennent à ce que les billes choquantes n'arrivent pas au même moment sur l'ensemble des billes choquées , et que par suite chacune d'elles produit son effet isolément.
On peut de même élever trois ou quatre billes à une des extrémités, et après le choc on verra trois ou quatre billes se détacher de l'autre. Mais lorsque le nombre de billes est plus grand, il faut réellement ne laisser tomber les billes qu'à divers intervalles très-petits.
a44 a Q P en * remarquer que si dans une série de sphères élasticités, inégales et homogènes, se touchant suivant une ligne passant par leurs centres, on veut, en imprimant une certaine vitesse y à la première a, que la dernière ait ta plus grande vitesse possible, après le choc s il
faudrafaire croître ou décroître ces sphères en progression géométrique» Soient en effet, a, £, c, <£, ..., A, les masses des n sphères proposées, et £', c*, *£', ..., k f , les vitesses que celle v de la première a, communique aux autres 6, c, tZ, ...,&: on aura (337)
,, aav . aW ,. ace' ,. zut
-Multipliant ces égalités entre elles, puis m, p^ q, étant trois masses consécutives quelconques, soit 9 le produit de a"""V par celui de toutef ' les autres, excepté A:, et » le produit de tous les binômes qui multiplie ( m +p ){p +q ) pi viendra
(m +i>) (/? + Sf) *# = Çmpq.
Le nombre n de masses, la première a et sa vitesse v étant données, supposons que toutes les autres aient les valeurs qui conviennent au maximum de A' : il est facile de voir, en résolvant l'équation précédente par rapport à p, que ce maximum répond à p* = mq. De sorte que pour le maximum de la vitesse du dernier corps , il faut que chaque masse soit moyenne proportionnelle entre ses 'deux voisines ; donc toutes les masses forment une progression géométrique. Désignant donc par r la raison de cette progression, on aura, pour le maximum de k\
Tant que a, v et n sont les seules données, r peut être pris à volonté) et k f a une infinité de maximums inégaux : le plus grand de tous répond à r infiniment petit et le plus petit à r infiniment grand. Si r=i, on aura k f =zv^ comme cela doit être*
a4S* Choc excentrique. Jusqu'à présent nous ayons supposé que la direction du choc passe par les centres de gravité des corps choqué et choquant ; voyons maintenant ce qui arrive lorsque cette direction est excentrique, Remarquons d'abord que si un corps non élastique À vient choquer un plan invariable CD suivant une direction AB oblique à ce plan (fig. 70); en décomposant sa vitesse en B en deux autres, Tune perpendiculaire et l'autre parallèle au plan ; la première sera détruite, puisque le corps n'a pas d'élasticité ; et quant à la seconde, elle conservera évidemment toute sa grandeur; le corps glissera doue contre le plan , de B vers C.
Mais si le corps À est parfaitement élastique, aussi bien que
le plan, la vitesse perpendiculaire au plan, d'abord détruite,
sera ensuite restituée en sens directement contraire, dans toute
*on intégralité, par l'élasticité supposée parfaite des deux corps :
et comme la vitesse parallèle au plan ne change pas , il est clair
que la nouvelle vitesse résultante sera égale à la proposée, et que le corps A décrira la diagonale BË d'un rectangle parfaitement égal à cefci dont AB est la diagonale ; on aura donc Pangle DDE de réflexion égal à Pangle ABC ^incidence. On voit donc que si un corps parfaitement élastique vient frapper un plan inébranlable suivant une direction oblique à ce plan, il se réfléchira sur ce plan avec une vitesse égale, en formant V angle de réflexion égal à V angle d'incidence.
Si le mobile élastique allait choquer une surface courbe inébranlable, il faudrait concevoir au point de contact un plan tangent , et y- appliquer ce qui vient d'être dit ; car l'endroit choqué est une petite portion de ce plan. Alors en appelant angles ^incidence et de réflexion ceux que la normale fait avec les directions du mobile, avant et après le choc, ces deux angles Seront évidemment égaux.
246. Supposons présentement que le corps choqué B, soit une sphère élastique de masse m! et en repos , et que le corps choquant A , élastique , de masse m , se porte sur Pautre avec la vitesse 0, de manière que la direction de son mouvement ne passe pas par le centre de B (fig. 71). Lorsque A viendra choquer B et sera en A f , si Pon mène par le centre de A r une perpendiculaire CD à la droite EF qui passe par ce centre et celui de B , on pourra décomposer la vitesse v de A en deux autres , Tune v cos a suivant A'D , qui n*aura aucune influence sur la sphère B, et Pautre v sin a, dirigée suivant A'F, entraînant B le long de cette droite. Désignant par x et x 1 les vitesses de A et B suivant ÉF, après le choc, il est clair (287) qu'on aura
(m — mH-vsina , ïmvsina
X ZZ ^ et X r ~ r* •
Connaissant m , m\ v et a , il sera facile de trouver le mouvement de A après le choc. On voit aussi que si Pon connaît la position initiale de A et B, on pourra déterminer la direction qu'il faut donner à la bille A, pour qu'en frappant fi, elle dirige celle-ci en un point donné F. Si m = m', la bille B acquerra toute la vitesse de A suivant AT?, et celle-ci n'aura plus que la vitesse v cos a de A' vers D.
Ces effets se présentent continuellement au jeu de billard \ mais ils sont accompagnés de diverses circonstances qui tiennent au frottement des billes Pune sur Pautre ou sur le tapis. Ainsi il arrive souvent que la bille choquante, restant à peu prés à la place de la bille choquée, se trouve
animée d'un mouvement rapide de rotation autour d'un axe perpendiculaire au plan du billard ; ce qui vient de ce que les centres des deux billes ne s'e'tant pas trouvés exactement sur la direction du mouvement, les deux corps ont glissé avec frottement l'un sur l'autre. Il arrive aussi quelquefois que la bille choquante roule après le choc sur le plan dû billard* en tournant sur un axe horizontal : ce mouvement est dû au frottement de la bille sur le drap. Les deux effets précédens peuvent aussi provenir, quelquefois de ce que le joueur n'a pas pris sa bille en plein»
On peut voir ce qui arrive lorsque m' = 3111, ou quand m = 3n/. Enfin , l'égalité des angles d'incidence et de réflexion, conduit à résoudre les deux problèmes de jeu de billard que voici : i° lancer une Bille donnée, de manière A toucher une autre bille aussi donnée de position, après avoir frappé une ou deux bandes du billard ; a° mouvoir wu aille donnée, de façon qu'après avoir frappé une bande du billard, dsV aille choquer une autre bille et l'envoyer dans une direction donnée*
Dans ces problèmes, les billes et les bandes du billard doivent An parfaitement élastiques ; mais de plus la bille choquante ne doit pas ajoir de mouvement de rotation sensible. Car M. Poisson a fait voir que l'angle de réflexion dépend dn mouvement de rotation dont cette bille est animée, et qu'il n'est plus égal à l'angle d'incidence quand on u'eat compte du frottement contre la bande. De même, dans le tire à ricochet, le frottement du boulet contre le terrain et la vitesse de rotation influent sur l'angle de réflexion qui, pour cette raison, peut n'être pas égala l'angle d'incidence.
247 • Il nous reste maintenant à examiner le choc de deux corps de formes quelconques. Supposons d'abord que la normale , au point de contact des deux corps , passe par leurs centres de gravité; si cette ligne est la direction du mouvement, il est clair que tout ce que nous avons dit sur le choc de deux sphères élastiques ou non, s'appliquera exactement au cas actuel* Mais si le mouvement n'est pas dirigé suivant la normale proposée , il faudra décomposer la vitesse du corps choquant en deux, Tune suivant la normale et l'autre perpendiculaire à sa direction; on déterminera ensuite les circonstances du mouvement, après le choc, comme plus haut (246).
Nous avons vu (176) que si la normale au point de contact passe seulement par le centre de gravité du choquant A, sans passer par celui du choqué B , ce dernier acquiert à la fois le double mouvement de translation et de rotation ; mais le corps À ne prend aucun mouvement de rotation ; et s'il en possédait primitivement un , il n'est pas altéré par le choc. Quant an corps B, s'il avait d'abord un mouvement de rotation, ce mouvement sera changé ; et il ne le sera que dans sa vitesse, si les forces d§
( 213 ) couple produit par le choc, ont les mêmes directions respectives que les forces du couple produisant le mouvement de rotation primitif.
Il est clair d'ailleurs que si la normale au point où le corps A. choque le corps B, ne passe pas par leurs centres de gravité, ces deux corps , par leur choc mutuel , acquerront chacun un mouvement de rotation.
Enfin le corps choqué pourrait être retenu par un axe fixe. Considérons , par exemple , un corps de masse » et animé de la vitesse », allant choquer un autre corps en repos, et retenu par un axe fixe A , autour duquel il peut librement tourner. Supposons que le choc ait lieu perpendiculairement au plan qui contient Taxe A et le centre de gravité G du second corps , la. direction du choc étant normale aux deux surfaces, au point de contact , et passant par te centre de gravité du premier corps : r» supposons de plus les deux corps dénués d'élasticité. Le premier agira sur le second , jusqu'à ce qu'il ait communiqué aux points choqués , une vitesse égale à celle qui lui restera ; et il est clair qu'alors les deux corps ne réagiront plus, et tourneront autour de A, comme s'ils n'en faisaient qu'un seuK
Soit a la distance du centre de gravité de #, après le choc; «T sa vitesse perdue et u la vitesse angulaire gagnée par le choqué : la vitesse du choquant, dans la direction du choc, sera donc ait; et on aura if zzlv — au. Soient »i, m', W, ... , le* sommes des masses des molécules du choqué, aux distances respectives r, r*, r*, ..., de l'axe A ; leurs vitesses après le choc v seront respectivement ru, r 7 !», r"tt, ... , et leurs quantités de mouvement, otru, mVw, «V», ... ; de sorte que la somme des momens de ces forces, par rapport à l'axe A, sera lit, t désignant le moment d'inertie du second corps , par rapport au même axe. La résultante des forces précédentes est évidemment k force ait perdue par le choquant « ^ le moment a»i£ de cette résultante, par rapport à l'axe A, est donc égal à la somme Ii* dès momens des composantes ; c'est-à-dire qu'on a 0*9*= lu» Substituant la valeur r — au de 2/, il vient
Cette équation détermine la vitesse angulaire », dans le mouvement qui résulte du choc des deux corps proposés. Et on en* déduit aisément la valeur que doit avoir 0, pour que cette vitesse soit un maximum , 0, * et I étant donnés.
a4St Pbzvcipe de d'Albmbert. Dans I 1 exemple que nous venons de traiter, on pourrait faire usage de l'axiome que nous allons développer* Concevons un système de corps, sollicités par des forces quelconques; la liaison de ces corps contraindra chacun d'eux à prendre un mouvement différent de celui qu'il aurait acquis s 1 il eût été libre ; et cette différence de mouvement dépendra évidemment de la nature du système : or, si on introduit de nouvelles forces qui, agissant sur chaque corps en sens contraire de son mouvement effectif, le réduise au repos, le système sera, nécessairement en équilibre. D'où il suit que dans tout système de corps, les quantités de mouvement imprimées , et celles qui ont lieu, prises en sens opposés, ou avec le signe -r-, doivent se faire mutuellement équilibre, en ayant égard à la nature du système .
Cet axiome est connu sous le nom de principe de aVAlembert, parce qu'on, en doit renoncé et plusieurs applications à ce grand géomètre)' hien qu'avant lui, Jacques Bernouilli en eut déjà fait usage,' d'une manière moins explicite. Ce principe est précieux par son évidence et» grande généralité ; car il donne le moyen de mettre, en équations beaucoup de problèmes de dynamique, et de ramener ainsi les lois du mouvement à celles de l'équilibre. Mais il faut bien observer que les quantités de mouvement, respectivement égales et contraires à celles qui ont lieu, né sont pas égales et contraires à celles imprimées ; elles ne peuvent dono détruire ces dernières qu'à l'aide du système de corps, qui devient ainsi une véritable machine \ et conséquemment , pour l'équilibre, il faut avoir, égard à la liaisqn des parties du système.
Le principe de d'Alembert reçoit un grand nombre d'applications importantes, pour lesquelles nous devqns renvoyer aux traités complets de mécanique. Il est bon d'observer néanmoins, que ce principe est souvent suppléé avec avantage, par les notions sur le travail mécanique des forces, qui sont par suite encore plus élémentaires. Et c'est ce qu'on peut voir, par exemple, en cherchant, d'après ce principe, les équations du mouvement sur une poulie, que nous ayons obtenues an n° aa6. On trouve* rait aussi , de l'une ou de l'autre manière , les équations du mouvement de deux masses sur un treuil ou sur deux plans inclinés adosses.
249* Applications diverses du choc. Dans ce qui précède, nous avons supposé que les corps élastiques n'emploient qaHm temps inappréciable pour s'aplatir .autant que l'exigent leurs vitesses acquises, et revenir à leur état naturel. Mais il n'y a que peu de corps qui jouissent de celte propriété, tels que l'ivoir, le marbre , l'acier trempé , etc. ; car la compression dure toujours un temps plus ou moins long : et comme la force élastique commence à se développer à l'origine même de la compression, il s'ensuit que la force élastique a déjà séparé les corps avant que là pression ait produit tout son effet. On conçoit d'après cela, que les lois du choc ne sont applicables qu'à un très-petit nom-
C 21S ) hte de corps qui réellement emploient un temps très-court pour se comprimer. Mais ces lois n'en sont pas moins utiles à connaître, parce qu'elles fournissent quelquefois des approximations suffisantes, pour les corps imparfaitement élastiques, et que combinées avec les causes qui les combattent, elles conduisent à l'appréciation des effets. Souvent même ce n'est qu'en faisant entrer le temps en considération, que ces lois servent à expliquer l'effet produit.
Par exemple, tout le monde sait qu'une tasse de porcelaine ou un verre, se brise en tombant d'une petite hauteur sur les carreaux d'un appartement carrelé ; tandis que cela n'arrive pas aussi souvent sur un parquet, et n'a jamais lieu lorsque cette tasse bu ce verre tombe d'une très-grande hauteur sur un tas de paille. Tout cela est facile à concevoir : dans le premier cas, les corps choquant et choqué étant de ceux qui reviennent à leur état naturel dans un temps inappréciable, toute la vitesse se perd dans un temps infiniment court, et il en résulte, au moment du choc,' «ne pression considérable, qui produit la cassure du choquant. Dans les autres cas, au contraire, et surtout dans le dernier, le corps choqué cédant peu à peu et ne reprenant sa première forme qu'après un temps plus ou moins long, la vitesse du mobile ne se perd que petit à petit, et l'effet du choc se trouve partagé en plusieurs instans.
On expliquera de la même manière , pourquoi en battant un morceau de métal sur une enclume, on parvient à le forger à volonté, tandis que si Ton plaçait un ressort à boudin entre l'enclume et le métal , à peine laisserait-on sur le corps quelques marques du choc. On verra aussi pourquoi il est impossible de forger un métal sur un bloc de bois, ou avec un marteau de bois.
Divers ouvriers, comme les planeurs, les orfèvres, etc., qui travaillent en chambre, où ils sont obligés de forger des métaux, ébranleraient considérablement le plancher, s'ils n'avaient trouvé le moyen d'amortir les coups, en plaçant sous les billots qui supportent les petites enclumes, des nattes de paille où d'autres corps qui ne cèdent que petit à petit.
Tous les forgerons savent que pour forger les métaux, il est nécessaire que l'enclume soit très-lourde et placée sur un plancher tré*6olide. Effectivement, dans ce cas, la force du coup se déploie instantanément sur le corps et produit tout son effet de compression $ car la masse de l'enclume et du plan résistant, étant comme infinie à l'égard de celle du marteau, la vitesse de l'enclume dans le sens du choc, est nulle (a 3^); et par suite toute celle du marteau est consommée sur le métal. Si l'enclume était légère et placée sur un plancher lentement élastique , la force du coup ne se déploierait que successivement, et une partie du choc serait employée à imprimer à l'enclume une certaine vitesse inutile.
On voit aussi pourquoi les cordonniers peuvent placer impunément sur leurs genoux, une forte pierre pour recevoir les coups du marteau dont ils frappent les semelles de soûÛers. C'est que la vitesse communiquée à
la pierre est tris-faible, et que de plus la flexibilité naturelle de la chair* et de l'étoffe qui couvre les genoux suffit pour amortir l'effet du coup au point de le rendre insensible, ou do moins sans dangers* On pourrait de même forger du fer avec une forte enclume posée sur le corps d'un homme, sans que celui-ci éprouvât les effets du choc, d'une maniera sensible et dangereuse pour sa santé.
a5o. En général, dans la communication du mouvement, h durée t. une grande influence sur l'effet produit. Par exemple, lorsqu'un projectile est lancé avec une certaine force et rencontre un corps d'une grande étendue, mais de peu d'épaisseur, si la vitesse du projectile est peu considérable, la pression éprouvée par les parties qu'il frappera immédiat* ment, se transmettra aux parties voisines et le corps sera brisé sur ans grande étendue. Mais si la vitesse du mobile est très-grande , la pressioa ne pourra se transmettre qu'à une petite distance, pendant le temps infiniment petit que le projectile mettra à traverser le corps, et par quent ce dernier ne sera brisé que sur le chemin du mobile. C'est qu'une balle tirée à une petite distance d'une vitre, la traverse en me faisant qu'un trou circulaire, et la brise en totalité si la distance est asm considérable pour que la balle ait peu de vitesse. De même, un beeldt de canon, à demi-portée, traverse un navire en ne faisant qu'une petite ouverture, et le brise sur une surface plus ou moins étendue, à une es* tance assez considérable pour que la vitesse soit beaucoup moindre.
On voit aussi pourquoi la partie supérieure du fusil d'un fantassin peet être emportée par un boulet , sans qu'il s'en aperçoive, comme cela arrive quelquefois; pourquoi on peut tirer une balle dans une porte ouverts très-mobile , sans la mettre en mouvement ; pourquoi un bâton faiblement appuyé par ses extrémités, peut être cassé par un grand coup appliqué vers son milieu, sans que les supports aient éprouvé «ne pression notable.
Il existe un grand nombre d'autres effets, qui ne dépendent p* précisément de l'élasticité, mais qui se rapprochent, dans le fond, dés en** précédais. Ainsi un bateau se brise lorsqu'il vient se heurter contre ut rocher ou contre les piles d'un pont, tandis que le même accident n'ar* rive pas lorsqu'il vient frapper contre un autre bateau : c'est que, « frnj le premier cas, l'obstacle ne cédant pas sensiblement, le mobile perd si vitesse instantanément, tandis que dans le second cas, l'obstacle venant ? céder, le mobile ne perd sa vitesse que par portions successives*
On sait que pour arrêter dans sa chute un corps d'un certain poids, 9 faut lui céder a l'instant du choc, au lieu de se raidir tont-à-coupeoatre lui. Les bateliers savent que pour arrêter, au moyen d'une corde, «m bateau entraîné par le courant d'une rivière, il faut laisser filet un peu pour vaincre l'effort par degrés; sans cette précaution, la corde pourrait se rompre.
Les fortifications de campagne que l'on construit avec des espèces de paniers cylindriques sans fond (gabions), placés les uns à celé des aulre*i et qu'on remplit ensuite de terre, résistent, en quelque sorte, avec
pins d'énergie à l'action des projectiles lances contré elles, que ne le ferait une construction de maçonnerie \ parce que la terre cédant facilement au choc, le projectile s'y enfonce et perd peu à peu sa vitesse, et qu'au contraire la maçonnerie s'opposant brusquement au choc, fait perdre au projectile toute sa vitesse en un instant; d'où il résulte une pression énorme,
a5 1. Nous avons vu (186) que le travail a pour mesure la moitié de la force vive acquise ; et que si une machine était parfaite dans ce sens qu'elle agirait sans frottement et emploirait utilement toute la force communiquée , son travail , c'est-à-dire
son effet dynamique serait représenté par -=r (*64)î C€ <pû re ~
vient à la force vive £MV* divisée par T. Or, comme l'élasticité des corps est bien loin d'être parfaite, les chocs dans les machines entraînent nécessairement des pertes de forces vives (a34), et par conséquent diminuent les effets dont ces machines sont ca^ pables. On doit donc, par cette raison, évite* les changement brusques, et aussi parce qu'ils détruisent les agens et rendent les actions irrégulières. Ainsi pour qu'une machine soit bien combinée, il faut, autant que possible, qu'elle marche sans bruit ni secousses, et que les chocs y soient remplacés par de simples pressions ? si le mouvement doit changer de direction, il faut ralentir peu à peu la vitesse jusqu'à zéro à l'instant où le changement va se produire. On voit d'ailleurs que pour éviter les pertes de forces , il faut faire que la machine ait un mouvement continu, lequel ne peut être qu'un mouvement de rotation, et qui a d'ailleurs l'avantage d'occuper peu d'espace.
Mais ordinairement le mouvement des machines n'est pas, régulier, soit parce que la résistance varie, soit parce que le moteur a des intermittences ou que son action ne s'exerce pas. dans des circonstances également favorables. Ainsi l'homme qui tourne une manivelle a moins de force quand il la relève que lorsqu'il s'aide de son poids : de même , dans le va-et-vient j la force développée est nulle à la fin de chaque course. Pour régu-* lariser l'action motrice, on charge l'axe de masses, ou plutôt oa y adapte une roue de fonte : c'est ce qu'on appelle un volant* On préfère une roue et , en général , un corps symétrique par rapport à l'axe de rotation , parce qu'alors la force centrifuge n'exerce aucune action sur cet axe. La meule de grès du rémouleur tient lieu de volant : elle régularise la pédale intermittente et \e mouvement a une vitesse à peu près constante.
Dam les premiers instant do mouvement, l'inertie d'an lourd volant résiste au moteur; maïs dès qu'il tourne, on retroore cette quantité de mouvement dans les instans d'interrnîssion, ou pour surmonter les résistances ; car pour arrêter le volant, il faudrait développer une force égale et contraire à celle qui l'a animé. Cette masse continuant à tourner, est un véritable dépôt de force destiné à régulariser les actions du moteur : elle détruit les résistances accidentelles, supplée quelques momens à la force dans le repos et résiste à son tour à celle-ci quand elle exerce sa plus grande puissance.
Plus le volant a de masse et de vitesse , mieux la régularité s'établit. Mais l'accroissement de poids entraine celle du frottement de l'axe ; on est donc forcé de se renfermer dans des limites. È qu'imposent d'ailleurs la nécessité d'un premier effort, la difficulté des transports, etc. La règle pratique indiquée par l'expérience, est de faire le rayon du volant quatre ou cm f fris celui de la manivelle; ayant soin d'ailleurs de l'adapter a l'axe qui tourne avec le plus de rapidité. Et comme l'effet dynamique de la roue a pour mesure la masse multipliée par le demi-carré de la vitesse , on voit qu'il est avantageux d'accroître la vitesse du volant et d'en diminuer la masse. ( Voyez la Mécanique de Francœur. ) . . .
C'est ce qu'on peut trouver encore d'une autre manière. Car soient deux roues évidées, ayant à leurs circonférences des bandes circulaires de même niasse et faisant leurs révolutions dans le même temps : il est clair que les quantités de mouvement sont comme les vitesses et aussi comme les rayons. Par conséquent , si l'on veut accumuler dans une masse donnée une grande quantité de mouvement, on aura d'autant plus d'avantage , que cette matière sera distribuée sur une circonférence d'un pins grand rayon, ou qui aura une plus grande vitesse. On voit aussi qu'à niasses égales, il est beaucoup plus pénible de faire tourner une grande roue qu'une petite,
• Bien que le choc soit nuisible à l'effet des machines, il est cependant quelquefois utile d'opérer par le choc sur la matière à confectionner *, c'est ainsi , comme nous l'avons déjà remarqué, que procèdent les forgerons pour donner différentes formes aux métaux, et les cordonniers pour > étendre les semelles de cuir et en augmenter la raideur, la densité, k force de ressort; mais alors, un ouvrier qui a l'expérience de son art, ne manque jamais d'employer des marteaux, des enclumes, ou tout autre corps plus ou moins élastiques, afin que la force vive consommée soit, du moins en très-grande partie , employée à produire le changement de forme, qu'il s'agit d'obtenir. Et c'est ce qui aura lieu toutes les fois que l'enclume, et en général la masse élastique sur laquelle est appuyée k
matière à confectionner par le choc, sera três-çonsidérable (237); et il y aura déplus cet avantage, que l'élasticité, en renvoyant le coup, servira à élever le marteau contre l'action de la pesanteur, et aidera la main de l'ouvrier habile qui saura en profiter.
Le choc est aussi très-utile dans le battage des pilots de fondation, de même que dans plusieurs autres procédés des arts ; et on peut voir à ce sujet, les applications que M* Poncelet en donne dans la 1" partie de sa Mécanique industrielle.
Bu Pendule.
252. C'est en vertu de la gravité qu'un corps suspendu à un fil, se soutient dans la position verticale et qu'il y revient dès qu'on l'en écarte. Tout corps pesant, suspendu à une verge métallique ou à un cordon , est nommé pendule composé : les géomètres conçoivent un pendule idéal , formé d'un fil inextensible, sans pesanteur, à l'extrémité duquel se trouve un point matériel pesant; c'est ce qu'ils nomment un pendule simple. Si un tel pendule n'existe pas dans la nature , il est néanmoins très-utile pour exprimer commodément les observations faites avec le pendule composé, qui approche de cet état idéal, comme nous le verrons bientôt.
Si le pendule CA (fig. 72) est tiré dans la position GB, puis abandonné à lui-même , il parcourra l'arc BA d'un mouvement accéléré ; mais l'accélération ne sera pas uniforme, parce que la pesanteur est en partie détruite en G, par. la résistance du fil , et l'est de plus en plus, à mesure que le mobile avance vers A, où elle l'est entièrement. En ce point le corps a acquis une certaine vitesse horizontale, en vertu de laquelle il doit continuer à se mouvoir ; il continue donc à parcourir la même courbe. Mais comme l'action de la gravité agit alors pour retarder sa marche, éa vitesse décroît par les mêmes degrés qu'elle croissait lors de .la chute suivant l'arc BA ; de sorte qu'en tirant l'horizontale BD, le corps se trouvera en D à l'état où il se trouvait en B. Il descend donc vers A, puis remonte en B, descend dé nouveau, et ainsi de suite. L'excursion BAD est nommée oscillation. Les oscillations iraient à l'infini , si la résistance de l'air et le frottement au centre de suspension ne ralentissaient successivement le mouvement , et de telle manière , que dès le premier instant le mobile ne monte pas réellement jusqu'en D, et que les arcs qu'il décrit deviennent de plus en plus petits, jusqu'à ce qu'enfin le pendule s'arrête.
Il est visible d'ailleurs que le corps A se meut comme s'il était assujéti à décrire Tare vertical BA ; ainsi en chaque point de cet aro, il a la même vitesse que s'il était tombé d'une hauteur verticale égale à la distance du point à l'horizontale BD (194)*
253. Considérons un pendule composé, ou mieux un corps quelconque STU, oscillant dans le vide autour d'un axe horizontal A. Appelons M la masse de ce corps, de manière que son poids soit My. Soit u la vitesse angulaire acquise par le corps proposé dans l'intervalle où son centre de gravité passe de la position initiale G, où il était en repos , à la position quelconque G* (fig. 73). Soit à la distance A G de ce point à l'axe A, et/ la hauteur G'H dont il est descendu quand il est arrivé à ht position G 1 que l'on considère ; soit enfin I le moment d'inertie du corps par rapport à l'axe horizontal A. Nous avons vu (220) que lu* est la force vive acquise par le corps , après avoir parcouru l'arc GG*, et que Myj* mesure la quantité de travail de la pesanteur pour amener le point G en G' ; ainsi on aura lu* = aM^(i86).
Remarquons que pendant que le centre de gravité décrit l'arc GG', il s'en décrit un autre semblable CM, par le point C, situé' à la distance AG = 1 de l'axe A, et que la hauteur MP = A dont ce nouveau point descend par rapport à sa position initiale, est telle qu'on a 1 * à H h • y = âh\ ce qui donne
lu* ^ iMgdh, ou u* =2 -=- X 2yA.
Désignant par * le petit arc décrit à l'unité de distance, pendant le très-petit temps 0, à partir de l'instant où la vitesse angulaire est devenue v; il est clair (i55) qu'on aura cette vitesse en divisant l'espace infiniment petit e ou MN, par le temps infiniment petit t employé à le décrire ; de sorte qu'on aura u = — .
Sur quoi il faut bien observer que t est le temps pendant lequel le corps STU passe d'une position quelconque à une position très-voisine. Substituant cette valeur de # , on trouvera
Maintenant considérons ce qui se passe à l'unité de distance. Nous avons l'arc MN s= e : prenons BEL = 6, flèche de Pare GBC, et sur BR comme diamètre, décrivons la demi-circonférence BmK ; tirons les horizontales Mm et N», et les verticale*
C 221 ) NQ, nq ; nous aurons hezzzb—-h. Dans les cercles dont À et a sont les centres , on a
M* = j/B«(a — B*) et me = J/B«(ft — B«).
Ainsi en substituant 5 — A à B* , il vient
me I / h
Les deux triangles semblables MNQ et AM*, donnent M* *
NQ ; : AM : MN, ou M* : nq : : i : c z=z ^. De même, les deux
triangles semblables orne et mnq fournissent om ou \b * mrt * •
«ne ; nq = -7- X me. Ainsi
amn me ^ ^ amn ■ / A
C — "X >< Me"~~|/ a — (* — A) ;
Substituant cette valeur dans Péquation (i), on aura, pour le temps t employé à parcourir Parc MN,
b Y dgMy a — (* — h)
D'après cette expression , il est visible qu'on a , en désignant par R le premier radical ,
/> T Ret/< T Rj/ rr
On aurait des expressions semblables pour tous les temps que le pendule met à décrire le demi-arc GB \ donc la somme de tous ces temps , ou la moitié de la durée T d'une oscillation en* tière , donne
iT>^Re t *î<5£5 R j/-^
KmB Et comme — -r- est le rapport de la demi-circonférence KmB
à son diamètre, et vaut par conséquent \%\ si Pon développe la seconde racine carrée , on trouvera
T>*R et T<*R^i+^ + £* a -f etc.)-. (2).
On aura une valeur de T, sinon rigoureusement exacte, du moins très-approchée de la véritable, en prenant la demi-somme
= w Vé
de ces deux expressions ; car les différences en plus et eu môirif, se détruiront en partie. Ainsi on peut dire que
T = *-R(i+^ + â** + etc.)...(3).
Si l'arc décrit par le pendule est très-petit, comme cela an-ire dans les applications, cet arc coïncidera presqu'avec sa corde, et la flèche b pourra être regardée comme nulle. On aura donc alors, en remettant la valeur de R,
dgW. '" W-
Cette valeur de T est un peu trop petite ; mais pour un arc donné on pourra toujours apprécier Terreur résultante, au moyen des inégalités (2). Et d'ailleurs on suppose que b soit assez petit pour que cette erreur puisse être négligée.
La valeur précédente de la durée T d'une oscillation du pendule , est indépendante de b et de Tare décrit ; il s'ensuit donc que les oscillations dans de très petites portions de circonférences, $e font dans des temps égaux, c'est-à-dire sont isochrones. Cet isochronisme présente le plus sûr moyen de régler les horloges à roues : c'est à Huighens que nous en devons la première application.
254* Si la masse M du pendule est assez petite pour pouvoir être considérée comme coïncidant avec son centre de gravité, sans erreur sensible , ce qui a toujours lieu dans le pendule simple , d sera alors la longueur de ce pendule ; son moment d'inertie I deviendra Mx^ a ; et on aura , pour la durée T d'une oscillation de ce pendule simple ,
T = ^, ou T = *-j/!(i+$ft+àft l +etc.)...$.
La seconde de ces valeurs coïncide avec celle qu'on obtient par le calcul différentiel et intégral; car elle n'en diffère que dans les termes en fc a , b , 6 , etc.; et ces termes n'ont aucune influence sur la valeur de T, dans toutes les applications du pendule , où l'arc décrit est toujours très-petit. Supposons-le, par exemple, de 5°; tous les termes qui suivent les deux premiers entre. parenthèses , doivent être négligés ; car ils ne donnent pas de millionièmes pour T ; et alors si la première formule (i) donne T= 1", la seconde fournira T= i",oooo3 ; ce qui ne produit pas une augmentation de 9" en un jour. .
a55. Soit r la longueur du pendule simple dont la durée des
sciHations soit la même que celle des oscillations du corps ou tendule composé STU : d'après les formules (h) et (t), on aura
*V L g-*Vi*> d '° ù r= 5S'
Hais MA* désignant le moment d'inertie du corps , par rapport i Taxe parallèle à A , qui contient le centre de gravité G, on a ru (216) que I = M (<P + #) : donc
Connaissant donc la distance d et le quotient &', cette formule Sera connaître la longueur r du pendule simple , qui ferait ses oscillations dans le même temps que le pendule composé STU. Portant cette longueur sur la distance AG = J, à partir de A, >n aura sur le prolongement de A G, un point O tel que AO = r era la longueur du pendule simple, pour que ses oscillations et relies du pendule composé soient synchrones, c'est-à-dire d'égales l urées. Le point O est ce qu'on appelle le centre d* oscillation lu pendule composé, parce que ce point, dans les excursions lu pendule , oscille comme s'il était seul , tandis que les points lu-dessus vont plus lentement et ceux au-dessous plus vite que rtls étaient isolés. On voit d'ailleurs que le centre d'oscillation, coïncide avec le centre de percussion (223) \ et que de plus , le minimum de r est f* = nk et donne d=k.
Si l'on prenait pour axe de suspension , la droite A! menée
par O parallèlement à A, le point A serait le centre d'oscillation
lu pendule dans cette nouvelle position. Car en faisant OG =
£', on aurait évidemment
d* —-?\ d'où <* = --, pnis OA ou r=z:i + ~r=rf' + — •
Par conséquent, on peut déterminer la longueur r du pendule simple , sans aucun calcul relatif à la forme du pendule composé : il suffira, pour cet effet, de mesurer la distance de 3eux axes de suspension , autour desquels les oscillations soient synchrones, ces axes étant parallèles. (Ce moyen a été employé avec succès en Angleterre. )
Traçant deux circonférences du centre G, avec les rayons d »t d\ dans le plan mené par G perpendiculairement à l'axe A, :es deux circonférences appartiendront aux bases de deux cylin- Ires droits tels, que le plan passant par G et par l'une des gêné*
ratriees de l*un, coopéra la circonférence de l'autre au centre d'oscillation correspondant ; car la distance entre ce centre et la génératrice, prise pour axe de suspension, sera toujours égale à AO ou r. Et cotnme Taxe horizontal A peut avoir telle direction on voudra , à regard du corps proposé , ou voit que data tout corps solide, il existe une infinité taxes de suspension, autour desquels les oscillations sont â? égales durées.
a56. Il est bien remarquable qu'on puisse toujours trouver un pendule composé qui soit synchrone avec un pendule simple, de longueur donnée r*. D'abord les oscillations d'un pendule composé sont isochrones, même dans l'air, pourvu que les arcs parcourus soient assea petits pour que la flèche b puisse être regardée comme nulle. Effectivement, les oscillations d'un même pendule étant isochrones, dès qu'elles se font dans de très-petites portions de circonférences (a53); la résistance de l'air n'a d'autre effet que de diminuer la longueur de ces portions, et par conséquent ne doit avoir aucune influence sur l'isochronisme do pendule.
Cependant, comme b n'est pas absolument nulle, OU conçoit que la résistance de l'air doit entrer en Considération pour k durée des oscillations ; mais on peut en atténuer l'influence, au point de la rendre tout-à-fait négligeable, en prenant une sphère de matière très-dense, comme le platine, et eji la suspendant à un fil très-fin et inextensible , tel qu'un fil de soie. La grande densité de la sphère diminue la résistance de l'air et la rend pour ainsi dire nulle, puisque d'ailleurs les oscillations très-petites, se font avec peu de vitesse. L'épaisseur très-petite du fil , permet d'en négliger la masse , ainsi que la dilatation * par le changement de température, laquelle est comme nulle pour la soie: de plus , la petitesse du volume du fil rend nulle la résistance de l'air. Enfin, comme on peut diminuer le frottement au point de suspension , de manière à n'avoir pas à en tenir compte, en voit comment le pendule résultant peut absolument remplacer le pendule simple dont la longueur r est donnée.
Maintenant, pour calculer la longueur du fil de suspension, v«oit d la distance inconnue du point de suspension au centre de la sphère ; soit a le rayon de cette sphère et M sa masse ou son volume •, on aura
M = §*•«*, W? = ±*a s et r — <* + -•
( 225 ) Ces équations donnent, pour la distance d cherchée,
Le maximum de a est donné par l'équation 8a* = 5r* ; mais on conçoit que le rayon a doit avoir une valeur moindre, à cause de la résistance du fil qui pourrait céder au poids de la sphère. Si i= o , il vient r = oo et par suite T ±= 60, comme cela doit être , puisque la gravité sera continuellement détruite par Taxe de suspension.
257. Soient n et ri les nombres d'oscillations, de durées T et T f respectives chacune, que deux pendules simples, de longueurs r et r*, font dans un même temps $ et dans un même lieu : on aura d'abord 4 = nT=n'T'. Substituant les valeurs de T et T\ données par la formule (t), il viendra la relation ra*= rW*.
D'après cela, il est facile de s'assurer que la pesanteur ne varie pas, pour les divers corps, à la manière des attractions chimiques. H suffit de faire osciller des corps de natures différentes , de les réduire, par le calcul , à des pendules simples (a55), et de voir si les longueurs sont entre elles en raison inverse des carrés des nombres à* oscillations faites dans le même tempe > ou si l'équation rn*=t J n l% es\ exacte; car les plus légères différences eritre les actions de la pesanteur seraient rendues sensibles dans ces expériences. Newton les a faites avec le plus grand soin ; on les a répétées souvent depuis, et tout a prouvé que la force qui pousse les corps vers la terre , a la même intensité pour tous , quelle que soit leur masse et leur nature, dans un même lieu , et que par conséquent le poids est proportionnel à la masse (4 2 )-
Pour déterminer la longueur r du pendule simple qui bat les secondes et la mesure g de la gravité , on a les deux équations
m , =:r'«" et yzmr"; éar alors T= 1. On fera donc osciller un pendule simple d'une longueur r 9 connue , on comptera le nombre n f d'oscilfatiôns qu'il fait dans un temps déterminé, et on en déduira retg< Pat* exemple, à l'observatoire de Paris, on a reconnu que le pendule simple de 797 millimètres de longueur, fait 67 oscillations par minute 5 on a par conséquent r 9 = 0,797 nôtres 1 n * = 67 et n r= 60 5 d'où l'on conclut qu'à l'observatoire de Pari*, c'està-dire à la latitude de 48° 5o r i4", la longueur r du pendule simple qui bat les secondes sexagésimales de temps moyen et la mesure g de la gravité, valent respectivement
( 226 ) r== ^",9938267 et > = g m f 8o8795.
Malgré les nombreuses précautions à prendre pour obtenir des résultats exacts , ce procédé est le plus simple et le plus sûr pour déterminer g. (Voyez d'ailleurs page 36a , 5 e édition de 7a Mécanique de Francœur. )
a58. Lorsque le pendule simple de longueur r est arrivé au milieu de Tare qu'il décrit, sa vitesse est due à la flèche ou hauteur b \ or le temps t de sa chute est moindre que le temps t f que ce corps emploierait à tomber de la hauteur b ou a parcourir la corde du demi-arc , bien que celui-ci soit plus long que sa corde.
En effet , on a évidemment *• <4i tz=.\v \/ - et V = 2 i/-
(188); donc *< f 1 . En général, on démontre, dans les traités complets de mécanique , que la courbe de la plus vite descente est une cychnde.
259. Jusqu'à présent nous avons fait abstraction du poids de la verge ou du fil de suspension , dans le pendule composé. Pour montrer comment on peut y avoir égard, considérons une sphère attachée à un cylindre de même métal , ce cylindre étant suspendu par un diamètre de sa base supérieure , et supposons que h étant la longueur de Taxe du cylindre , le centre de la sphère se trouve sur le prolongement de cet axe. Soient x et y les distances respectives des centres de gravité du cylindre et de la sphère à celui de leur système, et soient r et R leurs rayons respectifs : comme ici les poids sont proportionnels aux volumes c et $ , on aura
x+j<-=±h+R et ci$ ::x:x;
D'après ce qui précède (219 et 218), il est facile de voir que les momens d'inertie du cylindre et de la sphère, par rapport à l'axe À, mené parallèlement à celui de suspension , par le centre de gravité du système, sont respectivement
** + -h& % + TF* et y* + #&\ Ainsi le moment d'inertie du système , par rapport à l'axe , est
as
Cette équation fera connaître A* : on a d'ailleurs d — ±h + x; la formule Iz^d^-r servira donc à calculer la longueur l du
pendule simple qui fait ses oscillations dans le même temps que le pendule composé qui nous occupe.
Par exemple, le millimètre étant pris pour unité, supposons r=£, R = 5o=ioor, A=iooo = aooor; nous aurons 3#=p
2000c, «2=1049/178, -7 = 1,114 et Z=io5o,3oa. Il ne s'en
faut donc pas d'un demi-millimètre que le pendule proposé ne soit réduit à un pendule simple, formé d'un point matériel, placé au centre de la sphère de rayon R. Si l'on n'avait pas égard à la masse du cylindre, on trouverait l = io5o,g5a.
260. Application du pendule. De tons les appareils de mécanique, le pendule est l'un des plus simples et des plus intéressans à étudier, à cause des belles et importantes applications qu'on en a faites, et dont nous ayons déjà donné un exemple (257). Il a senti aussi dans l'artillerie, à calculer la vitesse initiale des projectiles; et voici, pour cet objet, la méthode que M. Poncelet indique dans son Cours de Mécanique.
Le pendule balistique est un gros bloc de bois suspendu par un axe horizontal qui porte sur deux couteaux ; ce bloc est garni de frettes perpendiculaires à son mouvement ; la face contre laquelle le canon est dirigé, et qui est aussi perpendiculaire au plan du mouvement, est garnie de plomb, afin qu'elle soit tout-à-fait dénuée d'élasticité. De cette manière, le boulet lancé par la pièce contre le pendule, peut s'y loger sans que le bloc soit fendu et sans qu'il y ait rejaillissement dans le sens opposé au mouvement du bloc.
Soit donc v la vitesse initiale du boulet , ai sa masse , M celle du pendule et u sa vitesse angulaire après le choc. Soit d'ailleurs a la distance du centre d'oscillation O du pendule à l'axe de rotation A : il conviendra que le boulet soit dirigé vers ce centre et perpendiculairement à ÂO, afin qu'il n'y ait aucun choc sur l'axe ; a sera donc aussi la distance de cet axe au centre du boulet, après le choc, et on aura la formule (g) du u° 347, qui donnera (a** + l)u
am
Ainsi la vitesse initiale v du boulet ne sera connue que quand on aura déterminé u et préalablement calculé le moment d'inertie I du pendule. Mais on peut éviter ce calcul ; car soit d la distance du centre de gravité G de la masse M -j- • à l'axe A, et H la hauteur à laquelle s'élève ce centre G, en vertu de la vitesse angulaire u : le rayon du boulet étant toujours fort petit à l'égard de la distance a, il est clair (a5çp) que le moment d'inertie de ce boulet, par rapport à l'axe A, sera très-approchant de a*m\ ainsi on aura, d'après le principe des forces vives (aao),
De plus , le pendule est construit de manière que ses oscillations , par suite du choc, soient très-petites ; et en désignant par T la durée de chacune, il vient
Enfin, c désignant la demi-corde de Parc décrit par G et dont H est la flèche, il rient c = 1/acÎH.
Avec ces équations et en remplaçant les masses M et m par les poids P et P', ce qui est permis ici, on trouvera
cit M-f» c* P + P'
À l'aide de cette formule, on voit que pour avoir la vitesse initiale du boulet, il suffira de Connaître la durée T d'une oscillation complété, en vertu du choc , ainsi que l'amplitude de Tare décrit par le centre de gravité G. Cet arc est d'ailleurs facile à évaluer d'après celui qu'une aiguille, fixée à l'extrémité du pendule, trace sur une auge circulaire, concentrique au mouvement et remplie d'une matière molle. ( Dans le second volume de sa Mécanique, a e édit., M. Poisson donne aussi une formule pour calculer la vitesse v initiale, d'où il indique plusieurs conséquence» utiles.)
261. C'est encore le pendule qui a servi à constater que la gravité ri est pas la même à toutes Us latitudes. On crut pendant long-temps que cette variation de h pesantetir était due turiqtiement à là force centrifuge , qui se développe par le mouvement de la terre autour de son axe. Mais Bouguer ayant calcule, aussi exactement que possible, la valeur de cette dernière force, à différons degrés de latitude et d'après la vitesse connue de la rotation du globe (208), observa que là diminution de la gravité, des pôles à l'équateur, n'était pas exactement proportionnelle à l'augmentation de la force centrifuge. On soupçonna alors que la forme de la terre y influait pour quelque chose, et cjue le globe terrestre devait être renflé vers l'équateur : c'est ce qu T on vérifia directement depuis, en mesurant sous diverses latitudes, des arcs de méridiens compris entre des parallèles écartés l'un de l'autre d'un degré : on reconnut que ces arcs vont en augmentant , depub l'équateur jusqu'aux pôles. On a trouvé ainsi que le rayon moyen, qui répond à la latitude de 45% est de 636&;45 mètres. C'est celui qu'il convient d'employer dans les usages ordinaires, lorsqu'on néglige l'aplatissement de la terré, comme dans les mesures nautiques.
262. Les observations du pendule ont aussi prouvé que la gravité diminue quand on s'élève verticalement au-dessus de la surface de la terre, fiouguer trouva qu'au Pérou, au niveau de la mer, le pendule simple à secondes avait 0,99076 mètres de longueur; tandis que sur le Pichincba, montagne élevée de 4745
mètres , il n'avait que 0^98963. Dans d'autres opérations analogues , il obtînt des résultats semblables ; de sorte qu'il est évident que la gravité diminue à mesure qu'on s'élève au-dessus de la surface du globe. Mais pour connaître la loi de cette diminution , les observations du pendule ne suffiraient pas , à cause de la petitesse des hauteurs auxquelles on peut s'élever. Il en résulte néanmoins que l'attraction terrestre , si peu affaiblie à la hauteur de 4745 mètres, doit s'étendre extrêmement loin dans l'espace, en conservant encore une grande intensité; en sorte qu'il vient naturellement dans ridée qu'un corps transporté au-dessus de nous, à une distance égale à celle de la lune, serait encore attiré par la terre : donc la lune elle-même doit être attirée par la terre; mais si cela est , pourquoi cet astre ne tombe-t-il pas sur nous ? C'est qu'en même temps qu'il est sollicité par la gravité , il est animé d'une vitesse de projection considérable , et que les deux forces , en se combinant , lui font décrire une courbe elliptique autour de la terre, centre de l'attraction (20 j)»
Newton entrevit le premier les causes de ce mouvement; il chercha, à l'aide du calcul et d'après, les données fournies par l'astronomie, de quelle hauteur la lune abandonnée k h gravité, descendrait vers la terre dans un temps, déterminé ; comparant ensuite la hauteur qu'il avait trouvée avec celle que parcourt dans le même temps un corps à la surface de )p terre* il découvrit que si f attraction, terrestre s*é tendait jufqif à la lune, elle devait agirsur tes corps en raison inverse des carrés de leurs distances ai* centre de la terre. Telle est donc la loi des attractions 4e notre globe sur les corps qui l'environnent : cette loi résulte immédiatement de ce que nous avons démontré plus haut (2o5) ; puisque la lune décrit ou plutôt doit décrire une ellipse , dont l'un des. foyers est au centre d'attraction de la terre.
Voici d'ailleurs comment on vérifie la loi précédente : en ne considérant que la vitesse de projection de la lune et l'attraction que la terre exerce sur elle, ce satellite décrit autour de notre globe, une ellipse, qui; diffère très-peu d*un cercle ayant pour rayon la moyenne distance de la lurie au centre de la terre, distance qu'on a trouvée être environ 60 fois. le rayon r terrestre* Or, ce mouvement circulaire étant uniforme (ao3)> et la révolution lunaire s'accompUssaajt en 39343', l'arc x décrit par minute est la 39343* partie de b circonférence asr*4>o/- \ de sorte que 3g343x s= air • 6or.
Soit e l'espace dont la lune s'approcherait de la terre en i f ou 60", en ?ertu de l'attraction terrestre g*. : on aura e = lg* ( 60 ) a . De plus , l'arc or pouvant être regardé comme égal à sa corde, et celle-ci étant moyenne-
proportionnelle entré e et le diamètre de l'orbe lunaire, on a * 9 = ae» 6or; donc puisque a irr = 40000000 de métrés, si Ton substitue cette valeur dans celle de x tirée de la première équation proposée, il viendra, en éliminant jc, e = 4 m /88 environ, valeur qui diffère très-peu de £#= 4 m >9° C 1 ^ 3 )) c'est-à-dire de l'espace que les corps décrivent ici bas, dans le vide, pendant la première seconde de leur chute. Et cette valeur serait encore moins différente de f £, en ayant égard à diverses circonstances, que nous avons dû négliger, pour simplifier. Ainsi on a fort exactement ez=z\g\ d'où g =s g* ( 60 ) a , et par suite
ff:s'::^:(6ory.
a63. Le pendule n'est pas seulement utile pour déterminer exactement la valeur de la gravité, dans chaque lieu ; mais il peut servir aussi à mesurer les longueurs des rayons de la terre, en ses différens points* Soient en effet, R et R' deux rayons terrestres à deux latitudes, dans lesquelles on connaît les mesures g et g 1 de la gravité, et les longueurs d et *#de deux pendules synchrones \ on aura à la fois
^:*'::R":R > ct<=^J/^|/^d'oùR'=Rj/^
Si donc R est donne , on en déduira R'. On voit que le pendule est on instrument géographique; et il est aussi un appareil de géologie; car il annonce, par ses anomalies sous une même latitude, les variations d'une grande étendue dans la nature du sol.
De la Gravitation universelle.
264. Newton observant que les planètes sont des globes isolés dans l'espace , regarda chacune d'elles comme un centre d'attraction qui faisait tendre vers lui tous les corps environnai)*": et comme plusieurs planètes sont accompagnées de satellites ou lunes, cet illustre géomètre considéra les mouvemens de ces satellites, comme résultant d'une force de projection et de Pattraction de la planète.
Enfin, sachant que, de la même manière que les satellites circulent autour des planètes , les planètes circulent autour du soleil , en décrivant des courbes elliptiques , et entraînant avec elles leur système de satellites, Newton tira cette conséquence, que le soleil est aussi comme le foyer d'une force attractive qui s'étend jusqu'aux planètes, et qui, combinée avec le moavev ment de projection imprimé à chacune d'elles par le Créateur, leur fait décrire des courbes elliptiques autour de cet astre.
Lois de Kepleb. L,es phénomènes célestes qui servent de base aux calculs de toute la théorie de la gravitation, sont connus sous le nom de lois de KèpUr* Ces lois sont le résultat d'une
longue suite ^observations de ce savant célèbre ; elles ont été confirmées depuis par tous les astronomes ; on les démontre également dans la mécanique transcendante \ de sorte qu'elles doivent être regardées comme des vérités incontestables. En voici les énoncés :
l* Les planètes se meuvent dans dee courbée planée, et leurs rayon* vecteurs décrivent autour du centre du soleil, des aires proportionnelles aux temps (ao3).
2° Les orbes planétaires sont des ellipses, dont le centre du soleil occupe fun des foyers.
3° Les carrés des temps des révolutions des planètes autour du soleil) sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites.
Ces trois lois ont leurs réciproques, que nous pouvons démon» trer, d'après ce qui précède. D'abord la première loi fait voir que la force qui sollicite les planètes est constamment dirigée vers le centre du soleil (2o4)« La seconde loi nous indique que la force qui sollicite les planètes agit en raison inverse des carrés des distances de leurs centres à celui du soleil (ao5). Enfin il résulte de la troisième loi que cette force est la même peur tous les corps, et ne varie de fun à Vautre qu'en raison de leurs distances au centre attractif Désignant en effet, par T et T r les temps des révolutions de deux planètes autour du soleil ; par ia et ié les grands axes de leurs orbites, et par d et oJ les distances de leurs centres à celui de cet astre \ nous, avons vu (20$) que les forces attractives f et $', sont
4w>a 3 i . 4*rV* r ^ .„ T** o'J
~ • — et ô ~ „ ■ • — • D ailleurs — • = — :
Y T a d* * T' a «*'* autrui» ^ — ^ )
donc q> • qt * \ d f% • d*. De là , si on avait d= d f , on aurait aussi ç = <p f . De sorte que si les deux corps étaient à la même distance du soleil , et abandonnés & Faction de la force qui les pousse vers cet astre, ils emploieraient le même temps à tomber à sa surface. Cette dernière conséquence est la même que celle que nous avons tirée à l'égard des corps sollicités ici bas par l'attraction terrestre (262).
Le calcul fait voir que les lois précédentes subsisteraient encore si la courbe décrite était une parabole ou une hyperbole ; de sorte que quand bien même certaines comètes décriraient l'une ou l'autre de ces deux, courbes autour du soleil, comme le pense quelques physiciens, elles. ntak seraient pas moins assujéUes à la loi générale.
ATTRACTION DE LA MATIERE. If attraction que pOSsUt
chaque corps cèUête s'étend indéfiniment auteur de lui; en sorte que l'attraction de la terre s'étend jusqu'à la lune, aussi bien que celle de la lune s'étend jusqu'à la terre. Cette dernière conjecture est mise hors de doute par le flux et le reflux des eaux de la mer, dont les périodes s'accordent par&itement avec les niouvemens lunaires. Newton conclut, en général, que si les planètes attirent leurs satellites, ceux-ci attirent aussi leurs planètes;, que %i le soleil attire les planètes, il est aussi attiré par elles avec une certaine force ; de sorte que le soleil, les planètes, les satellites, les comètes, exercent des attractions les uns sur les autres. Cette conclusion est justifiée par les légères perturbations que les corps célestes éprouvent , et dont la mécanique trouve la cause dans leur influence mutuelle.
En résumé , toutes les observations prouvent que la matière est douée d'une propriété attractive qui, allant en décroissant à l'infini , suivant la raison inverse dès carrés des distance», embrasse dans sa sphère d'activité, tous les corps de l'univers. Nom avons vu d'ailleurs (264) que cette forGe est la même pour tons les points matériels placés à la même distance du centre attractif, sur la terre comme dans l'immensité dos deux, et que par conséquent la gravitation , pour tout corps d«t les molécules sont à une même distance du centre d'action, est proportionnelle à h masse (4 a )« La pesanteur observée ici bas, n'est donc qu'un cas particulier d'une loi générale répandue dans l'univers. Cette conformité de la nature avec elle-même, les phénomènes célestes comparés aux lois du mouvement, nous conduisent de la manière la plus frappante , à ce grand principe île la nature , énoncé par Newton , savoir : les molécules de la matière s'attirent mutuellement en raison directe des niasses et en raison inverse des carrés des distances.
Il suit de ce principe., que sur la terre , deux corps plaça librement à une certaine distance, doivent s'attirer mutuellement; et c'est effectivement ce qui a lieu. D'abord les astronomes ont observé que, près des grandes masses de montagnes, le fil-àplomb n'est pas vertical, et qu'il se trouve attiré par (a montagne. Mais l'angle qu'il fait alors avec la verticale est toujours fort petit, parce que les masses des plus fautes montagnes sont encore très-petites par rapport à la masse entière de la terre, qui dès-lors a plus d'énergie ponr attirer le corps. D\m aaue côté,
Cavendisch a prouvé, par des expériences faites avec la balance de torsion , que toutes les masses , de quelque grosseur qu'elles soient, s'attirent mutuellement, quoique placées à la surface de la terre, qui les dérobe en grande partie à leur attraction mutuelle. 266. La force qui retient les planètes dans leurs orbites, n'est autre chose que la résultante des attractions de toutes les molécules solaires, sur toutes les molécules de chaque planète. Or, vu la petitesse des dimensions du soleil et des planètes relativement aux distances qui séparent ces corps , il est clair que ces attractions peuvent être regardées , sans erreur sensible , comme des forces parallèles et égales , dans toute l'étendue de chaque planète ; leur résultante est donc égale à leur somme. Si donc m désigne la masse du soleil , m 1 celle d'une planète , r la distance entre ces deux corps et <p la force attractive de chaque molécule de matière, à l'unité de distance ; h la distance r cette force sera
— : on a par conséquent, pour la résultante F de toutes les forces
attractives du soleil sur la planète ,
mrnfp
Cette force F est aussi la résultante de toutes les attractions de la planète sur le soleil , puisque la réaction est toujours égale et contraire à l'action.
Soient v et v 7 les vitesses que la force F communique aux deux masses metm';on aura donc à la fois F=r mv = m'v 1 ; d'où
v = — 2/. Mais la masse m du soleil étant trè§-grande à l'égard
de la masse ml de la planète, la vitesse v est très-petite k l'égard de la vitesse v f . En général , lorsque deux masses sont en présence, les vitesses dues à leur attraction mutuelle, sont en raison inverse de ces masses ; et si l'une des masses est extrêmement petite à l'égard de l'autre , on peut négliger la vitesse de celleci , pour ne considérer que celle de la plus petite.
267. Si Ton veut déterminer le mouvement apparent d'une -planète autour du soleil, regardé comme nn point fixe, il faudra concevoir que l'on imprime à chaque instant à celui-ci, une vitesse égale et contraire à celle qu'il reçoit de Faction de la planète ; mais afin de ne point altérer le mouvement relatif des deux corps, il faudra imprimer en même temps cette vitesse à la planète ; ce irai revient à lui appliquer une force motrice dirigée vers le
soleil et égale à — — X — ou à — — • Car s 1 !! faut la forcé F pour imprimer à la masse m \a vitesse v \ pour imprimer la même vitesse à la masse m 1 , il faudra la force F X — * Ainsi, dans le
mouvement dont il est question, la force motrice de la planète m\ sera constamment dirigée vers le soleil , et égale à la somme
des deux forces — — et -—y— Divisant donc par la masse m', la
force accélératrice sera exprimée par —, le coefficient « étant égal à (m + tn!)ç.
Substituant cette valeur de la force accélératrice, dans Féqùation du mouvement elliptique, que nous avons trouvée (ao5), elle deviendra
Le rapport T a * a qui dépend, comme on voit, de la masse m r , ne sera donc pas le même pour deux planètes de masses inégales ; par conséquent on ne peut pas le supposer le même pour toutes les planètes. Cependant les observations qui conduisent à la troisième loi de Kepler, prouvent que ce rapport est constant, du moins à très-peu près ; il en faut donc conclure que les masses des planètes sont très-petites relativement à celle du soleil; de sorte que la quantité » et le rapport T* * a varient très-peu en passant d'une planète à une autre : et en effet , la masse de Jupiter, la plus considérable de toutes , n'est pas un millième de celle du soleil. C'est pour cette raison que l'attraction mutuelle des planètes ne produit que des changemens , ou très-lents , ou peu considérables, dans leurs mouvemens elliptiques, dus à Pattraction du soleil.
268. Masses des planètes. L'intervalle immense qui nous sépare du soleil et des planètes , semblait devoir dérober pour toujours à l'esprit humain , la connaissance de leurs masses, leurs densités et les effets de la pesanteur à leurs surfaces. Cependant les lois de la gravitation et les observations astronomiques, rendent ces recherches très-possibles. D'abord l'équation (i)nous fournit un moyen bien simple de déterminer les masses des planètes qui sont accompagnées d'un satellite. En effet, si Ton considère le mouvement. du satellite autour de la planète, il sera évidemment semblable à celui de la planète autour du soleil, et donné par l'équation (1), après y avoir substitué an lie» de
T, a, m, les quantités analogues T', a\ m n n qui appartiennent au satellite. Divisant l'équation (i) par l'équation résultante, afin de faire disparaître l'inconnue ç , on aura
T a «'* __ m' + mit W a* ~ m + ml '
Or, à l'exception de la lune, les masses ni et m tr sont très* petites relativement aux masses m et m!\ et l'on peut, sans erreur sensible, remplacer m 1 -f- *» w et m + m r respectivement par m r et m. D'ailleurs a , a', T, T' sont des données de l'observation : en mettant leurs valeurs dans l'équation précédente, on aura une
valeur très-approchée de — • C'est ainsi que Newton a trouvé
~37 pour la masse de Jupiter, celle du soleil étant prise pour unité ; ce qui diffère peu de -^ qu'on a trouvé depuis par d'autres moyens.
269. Relativement à la terre, pour obtenir sa masse, on observe d'abord que la résultante des attractions que ses molécules exercent sur un point matériel extérieur, est la même que si la masse entière du globe était réunie à son centre ; puisque c'est toujours vers ce centre qu'est dirigé le fil-à-plomb , abstraction de toute déviation due , soit au mouvement de rotation , soit au voisinage de hautes montagnes. On remarque en second lieu, que la terre peut être considérée comme une sphère, ayant pour rayon r= 6366745 mètres (a6i) \ de sorte qu'en nommant m' la masse du globe , l'attraction qu'il exercera à sa surface , sera
dirigée vers son centre, et vaudra à peu près — • La force centrifuge diminue la pesanteur d'environ ^ à l'équateur, et d'une moindre quantité en allant de l'équateur aux pôles ; si donc on néglige cette petite diminution , et qu'on appelle y, la pesanteur moyenne, ou celle qui a lieu à la latitude boréale de 45°, on aura , par approximation
« = 2?î d'oà*=£f.
Substituant cette valeur dans l'équation (1), il viendra
gr*T* 4»»!»' 4»rW a 3 m + mf m
Or, les quantités a, g et T sont données par l'observation; le rayon r est aussi connu ; cette équation servira donc à déterminer le rapport de m! à m* On a trouvé, par ce moyen, que la
masse ni de la terre est à celle m du soleil comme là 33*7086, environ.
270. Soient R et r les rayons respectifs du soleil et de la terre, considérés comme des sphères : on a B. = 1 îor, environ; d'où Ton peut conclure le rapport des volumes de ces deux corps. On connaît celui de leurs masses ; on peut donc, au nioyen de ces deux rapports, calculer celui de leurs densités : celle delà terre est à peu près quadruple de celle du soleil.
A la surface de cet astre, la force de l'attraction totale/ a pour
mesure/=~- a « La gravité à la surface de la terre est ^=—5
par conséquent /= ■ ^V a f = (27,5 ) g y environ, La durée de
la rotation du soleil autour de son axe étant de a5>#5, la force centrifuge à son équateur n'est que le sixième de celte forcée Téquateur de la terre. En négligeant donc la diminution qu'eH* produit dans la pesanteur à la surface du soleil, on voit que le poids d'un corps à cette surface est 27 fois et demie le poids du même corps à la surface' de la terre, et que les corps y parcourent à peu près i35 mètres dans la première seconde de leur chute.
Les perturbations provenant de Faction réciproque des satellites d'ane même planète , font connaître les rapports de leurs masses à celle de la planète, dont l'attraction produit leurs mouvemens elliptiques, Mais ce moyen manquant pour la lune, on y supplée par d'autres considérations. Dans le tome I de la a 4 édit. de sa Mécanique, M. Poisson fait usage des actions de ce satellite et du soleil sur les eaux de la mer, et trouve, ptr des calculs , faciles à comprendre d'après ce qui précède , que la masse de la lune est ^ de celle de la terre. Il fait voir en outre que l'action lunaire sur le pendule à secondes, ne serait appréciable que dans le cas où l'on pourrait porter l'exactitude jusqu'à la seconde décimale au-delà des centmillièmes, où l'on s'arrête ordinairement dans la mesure de sa longueur. Cette influence produirait, dans la mesure du temps, une inégalité réglée sur le mouvement de la lune, dont le maximum ne 6'éleveroit qu'à un demi-centième de seconde en un jour.
371. Attraction des sphères. Nous avons admis comme un fait, qae l'attraction d'une sphère sur un peint extérieur, est- la même que» U masse entière de la sphère était réunie à son centre» Ce principe important est démontré à peu près comme il suit, dans l'ouvrage déjà cité d* M. Dandelin :
Considérons d'abord un point matériel S, attiré par les diverses molécules d'une sphère homogène , en raison inverse du carré des distances. Concevons cette sphère composée d'une infinité de couches sphériques concentriques, d'une épaisseur constante et infiniment petite e. Soit AHHL l'une de ces couches, dans laquelle se trouve placé le point matériel &
(&g- ?4)- Menons par ce point le diamètre HOH'. Prenons S ponrle sommet commun à deux cônes droits infiniment proches, et ayant pour axes le diamètre HOH'. Ces deux cônes couperont la sphère suivant quatre cercles perpendiculaires au diamètre HH', et interceptant deux zones t*é*-étreites, qui attireront le point S en sens opposés. Toutes les attractions partielles des deux zones, étant situées symétriquement deux à deux dé part et d'autre de HH', se composeront évidemment en une seule, dirigée suivant ce diamètre», et il s'agit de trouver cette résultante.
Lia zone ABB'A' peut évidemment être considérée comme un cylindre droit, dont la surface convexe a pour mesure *» • AA' • AB ; le volume de cette zone, qui a partout l'épaisseur e, est donc ire • AA' • AB. Divisons ce volume en un nombre infini m de parties égales, par autant de plans méridiens, ce qui est toujours possible \ chaque partie sera un point ma-
lexiel, ayant pour volume — • AA' • AB \ chaque partie devant attirer le
point S en raison directe de la masse et inverse de la distance, l'attraction p exercée sur S, dans le sens SA, par chaque point de la zone, aura pour ■toesure . *e AA' AB
F m AS AS Décomposons cette force en deux autres, l'une y dirigée suivant SN et Pautre perpendiculaire en S sur SN; nous aurons/*; p ; : SN : SA; d'où Ton tire we AA' AB SN
*~ m "AS " AS * SA"
Décomposant ainsi toutes les attractions égales des points matériels de
la zone ; toutes les composantes situées dans le plan perpendiculaire en S
sur Hfl f , seront égales et contraires deux à deux , tandis que toutes les
composantes dirigées suivant SN seront égales et de même sens ; leur
résultante, c'est-à-dire l'attraction exercée sur S par la zone suivant SN,
vaudra donc fit/*, et on aura
AA' AB SN
m S= ** ' AS * AS ' SA' On verra semblabkment que l'attraction, suivant SH', exercée par la sjtconde zone aa f b ! b, a pour mesure
tué ab Sn
«S aS Sa
Or, en considérant AB et ab comme des droites, et comparant les côtés homologues des triangles semblables ASB et aSb, ASN et aS/i, ASA' et «Sa', on verra que les rapports qui composent les attractions des deux zones proposées sur le point S, suivant le diamètre HH', sont respectivement égaux ; donc ces deux attractions sont égales : et comme elles sont directement contraires, elles se détruisent.
H en sera évidemment de même dés attractions de tous les couples de zones, formés par les cônes infiniment proches, ayant le sommet S et Taxe HH' communs. D'où il suit que tout point matériel S, placé dans l'intérieur d'une enveloppe sphérique dont chaque molécule V attire en
ration directe de la motte et inverte du carré de la distance, n*èprowe aucune action attractive de la part de cette' enveloppe , c*ett-à-dir* y demeure en équilibre»
Ce théorème aurait lieu également si au lieu d'une force a t tractive , on admettait dans les molécules une force répulsive , assujétie aux mena lois de distances et de masses.
973. Supposons maintenant le point S en dehors de l'enveloppe spot** rique (ûg. 7 5). Menons comme dans le cas précédent, le diamètre SOH, puis concevons deux cônes droits très-proches l'un de l'autre-, et ajatt le sommet S et Taxe SH communs. Ces cônes intercepteront sur l'enre* loppe deux bandes ou zones très-étroites, attirant toutes deux le poiatS, comme dans le cas précédent, mais pourtant avec cette différence qu'ici les deux actions s'ajouteront, pour former l'attraction k suivant SH. De plus, ces deux actions seront encore égales entre elles 5 et on aura
AA' AB SN
* = ***- AS -XS'SÂ #
Menant 01 perpendiculaire à ka et IG perpendiculaire à Stt, lien le milieu de ka et G le milieu de N/», et il viendra
SA + Sa = 2SI, SN+S« = 2SG et ÀN+a» = aIG...(j>
Les triangles semblables ASB et oS6, ASN et «S«, ASA'ctaSt', donnent AB : AS : : ab ; *S, AN : AS : : an : «S et SN : SA ; : s» : Sa. Comparant dans. chacune de ces proportions, la somme des aotécédeas à celle des conséquens, ayant égard aux égalités (1), et observant que les triangles rectangles SIG et SOI sont semblables, on en déduira AB-f«* _AB GI_AN_OI SG_SN__ SI aSI ■""AS 1 SI ""AS ~~SO el SI - SA — SÔ* . Avec ces valeurs , et en posant SO = d y on trouve
A = 2xe • -^-(ÀB + afl).
Mais les deux triangles rectangles ADB et 10 A sont semblables, de même que les deux abd et Ola 5 on a donc, en faisant le rayon 0A=rr,
AB : r : : AD : 01 et «5 : r ; : ad: OI-, d'où résulte AB+a*=^(AD
-\-ad). D'ailleurs les arcs AB et ab étant infiniment petits, les droites SD et SB sont parallèles, et ainsi AD-J-a<2=B$— Aa, on AB+èêss
— (B5 — ka)\ ce qui donne
hznive . ~(Bfl — Aa).
Imaginons maintenant l'enveloppe sphérique composée d'une infiotf de couples de zones, analogues aux deux précédentes; soient c v et «^ les cordes qui répondent au v* couple; la force attractive suivant SÔ, exercée par ce i/° couple sur le point S , aura pour mesure
** e "ïï( C V — C V4.i)-
Prenant successivement v = i, a, 3, 4, ••., n, dans cette expression, et ajoutant les n forces partielles qui en proviendront ; la somme sera évidemment l'attraction totale « de l'enveloppe sur le point S, suivant SH. Observant donc que c, == HH' = ar et que c n , l rr: o , puisque c'est le point de contact de la tangente menée par S, on trouvera A=^irr*eld' 1 .
Or, 4* ra est l'aire de la surface extérieure de l'enveloppe ; donc l^nr^e est le volume ou la masse M de celle-ci. De sorte que «=M \éP ; et par suite, V attraction ou la répulsion totale a est la même que si la masse M était réunie au centre O.
. De là, puisque toute sphère homogène est composée d'une infinité de couches concentriques, on voit que si chaque molécule d'une sphère homogène, attire ou repousse un point matériel extérieur en raison directe de la masse de cette molécule et inverse du carré de sa distance au point proposé, P attraction ou la répulsion totale sera la même que si la masse entière de la sphère était réunie à son centre. Et il en serait évidemment de même si les couches concentriques étaient seulement homogènes chacune , mais hétérogènes entre elles. ( On voit comment on peut trouver les points également attirés par la terre et la lune. )
373. Considérons encore une sphère dans laquelle soit placé le point matériel S. Décomposons cette sphère en couches sphériques concentriques infiniment minces : d'après ce qu'on a vu plus haut (271), aucune As couches extérieures an point S, n'exercera d'action attractive ou répulsive sur ce point ; mais il sera attiré ou repoussé par l'ensemble des couches, depuis celle qui le contient jusqu'au centre commun; c'est-àdire par la sphère de rayon égal à la distance d du point S au centre. Si donc cette sphère est homogène, la force attractive ou répulsive qu'elle exercera sur S, aura pour mesure le volume divisé par dP, c'est-à-dire f **; elle sera donc simplement proportionnelle à la distance du point matériel S au centre. Ainsi dans l'intérieur de la terre, supposée sphé-» xique et homogène, les corps ne pèsent vers le centre qu'à raison des simples distances; ce que nous avons déjà pressenti (66).
3^4* Les planètes, par une impulsion primitive hors du centre de gratifé et par l'attraction du soleil, ont le double mouvement de rotation et 4e translation elliptique autour de cet astre. Mais les planètes étant aplaties vers les pôles , l'attraction solaire ne passe pas constamment par lect centre de gravité, comme cela aurait lieu si elles étaient sphériques et homogènes (27»), et il en résulte quelques légères perturbations dans leur double mouvement. Néanmoins la théorie et l'observation n'ont fait découvrir aucune altération dans la vitesse de rotation de la terre; mais on démontre que les attractions du soleil et de la lune sur cette planète, Dont varier la position de son axe de rotation dans l'espace ; en sorte que cet axe, quoique passant constamment par les mêmes points de la surface du globe, ne passe pas toujours par les mêmes points du ciel, lorsqu'on le conçoit prolongé indéfiniment.
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NOTIONS
D'HYDROSTATIQUE ET D'HYDRODYNAMIQUE.
Equilibre des Liquides.
275. Principes. Dans la recherche des lois de l'équilibre des corps liquides, on admet que ces carpe sont incompressible*, que leurs molécules sont douées S une mobilité parfaite, et qu'ils communiquent également dans tous les sens, la^ pression qu'on exerce en un point quelconque do leur surface.
Il n'existe réellement aucun liquide qui soit rigoureusement incompressible ; et les expériences de John Canton en 1761, de M. Perkins en 181g et de M. OErsted en i8a3, ont révélé cette propriété , dont lés physiciens soupçonnaient depuis long-temps l'existence. On sait que l'atmosphère presse ordinairement chaque mètre carré de surface au niveau de la mer, avec une force égale à 1 o3i5 kilogrammes. D'après des expériences faites de 1 à 24 atmosphères, il parait que la contraction dot liquides est proportionnelle à la pression ; et on a trouvé que sous là pression atmosphérique et à la température de o°, l'eaù disrifiée non privée d'air se contracte des 4j)/ 5 millionièmes dé son volume primitif. La diminution de volume est donc toujours très-faible, même sous une pression fort grande ; c'est pourquoi bous pouvons regarder les liquides comme absolument incompressibles, dans les cas ordinaires où nous les étudions.
La parfaite mobilité qu'on attribue aux molécules liquides, est encore une propriété dont elles ne jouissent jamais d'une manière absolue ; car ces molécules ont toujours entre elles une certaine adhérence, quoique très-petite, qui s'oppose plus ou moins au mouvement, et qui produit ce qu'on appelle la viscosité du liquide. Mais comme il est impossible de tenir compte de cette adhérence, qui est à peu près nulle dans un grand nombre de cas, nous en ferons abstraction, et nous ne considérerons que des liquides parfaits.
Quant à la propriété de communiquer également la pression dans tous les sens, c'est un résultat de l'observation, que nous avons déjà admis implicitement en parlant de la compressibilité.
C 241 ) Pour développer ce principe à? égale pression, avoué par tous les physiciens, depuis d'Alembert, considérons un liquide sans pesanteur, enfermé de toutes parts dans un vase de forme quelconque ; imaginons que sur différentes faces on ait pratiqué des ouvertures cylindriques ou prismatiques, de bases équivalentes à Faire A, et que dans chacune de ces ouvertures on ait placé un piston, c'est-à-dire un corps remplissant exactement la capacité et pouvant la parcourir librement. Tous les pistons étant retenus dans des positions fixes, si nous appliquons à l'un d'eux une force quelconque P, dirigée du dehors au-dedans ; il résulte de l'impénétrabilité et de la parfaite mobilité des molécules liquides, que dès que l'équilibre sera établi dans la masse , chaque molécule sera également pressée dans tous les sens* Car si elle était plus pressée d'un côté que de l'autre , rien ne l'empêcherait de se mouvoir dans le sens de la plus grande force , et il n'y aurait pas équilibre. Ainsi le liquide transmettra la force P en tous sens, dans l'intérieur du vase, de manière que toute portion plane des parois , équivalente à la base A du piston sur lequel la force P agit, éprouvera une pression totale égale à P, et nécessairement normale à cette surface , puisqu'il y a équilibre dans la masse liquide.
276. D'après cela, puisque les bases des n autres pistons sont équivalentes à l'aire A , toutes ces bases éprouvent chacune la même pression P. Et comme cela est vrai de quelque manière que ces bases soient disposées dans la masse liquide, cela aura lieu encore quand ces bases formeront une surface plane continue égale à 7i A. Donc la force P agissant sur un piston de base A, fait équilibre à la puissance wP agissant sur un piston de base «A. Si donc on pose nVzzzp et wA = a, on aura P^p!*A*a, ou pk = àP. On voit que par l'intermédiaire d'un fluide incompressible, qui devient ainsi une véritable machine, on peut , avec une force donnée P, produire une pression p aussi grande qu'on voudra , en choisissant les aires des bases a et A dans un rapport convenable. C'est sur ce principe qu'est fondée la construction de là presse hydraulique , due à Pascal , et dont on fait un grand usage.
Ordinairement on rapporte les pressions à l'unité de surface ; c'est-à-dire qu'on suppose l'aire A = 1 , cette aire étant pressée par la puissance normale P ; et alors il vient p = àP.
Pour les liquides pesans, la force appliquée au piston se
distribue toujours comme si la masse liquide n'était soumise à aucune force accélératrice ; mais outre cette pression , chaque molécule supporte évidemment le poids de toutes les molécules placées verticalement au-dessus : en sorte que la pression varie d'une couche horizontale à la suivante.
277. Equilibre d'une masse liquide. Considérons maintenant une masse liquide homogène, soumise aux actions de la pesanteur. Pour l'équilibre , toutes les molécules égales situées à la surface , doivent être à égales distances du centre de la terre. Car si les distances étaient inégales , les actions de la gravité ne seraient pas les mêmes v les molécules égales auraient donc des poids inégaux et ne seraient pas également pressées dans tous les sens (275) ; donc à cause de leur parfaite mobilité, il n'y aurait pas équilibre. Mais si toutes les molécules de la surface sont également éloignées du centre attractif, leurs poids seront égaux et elles éprouveront les mêmes pressions de tous côtés. Et comme les pressions de chacune sont détruites par les pressions égales et opposées des molécules voisines , il s'ensuit que les molécules k la surface du liquide se feront équilibre entre elles et à l'aide des molécules immédiatement au-dessous. Ces dernières, aussi également éloignées du centre de la terre, et conséquemment toutes de même poids et également pressées par les premières, se feront aussi équilibre entre elles et à l'aide des molécules placées immédiatement au-dessous ; et ainsi de suite. De sorte que la masse totale sera en équilibre ; et ne peut l'être , comme on voit, qu'autant qu'elle se compose d'une infinité de portions de surfaces sphériques, concentriques à la terre, et qu'on appelle couches d'égales pressions. Ainsi la surface de niveau de tout fluide stagnant d'une grande étendue, comme un lac, appartient à une sphore de même centre que la terre ; pourvu néanmoins que les dimensions de cette surface soient telles , qu'on puisse regarder comme nulles les variations de la force centrifuge; ce qui a toujours lieu pour un étang et même un lac.
La même conséquence s'applique évidemment à Une masse fluide composée de plusieurs liquides, lesquels pour l'équilibre, se superposeront en couches sphériques de même centre que notre globe.
278. Lorsque le liquide est contenu en équilibre dans un vase quelconque, ouvert à sa partie supérieure, sa surface est nécessairement un plan horizontal. Car c'est une portion infiniment
( 243 ) petite d'une enveloppe sphérique de même centre que la terre, et d'un rayon que Ton peut regarder comme infini; cette surface ne diffère donc pas d'un plan. De plus, les rayons terrestres menés à ses différens points lui étant perpendiculaires et parai* lèles entre eux (40* ce P' an esl horizontal, comme perpendiculaire à la verticale du lieu où Ton se trouvé.
La figure du vase étant quelconque , on voit que si plusieurs tuyaux non capillaires, de courbures arbitraires , se communiquent entre eux * le fluide pesant qui y sera renfermé en équilibre , devra s'élever dans chacun à la même hauteur, c'est-à-dire de manière que les surfaces supérieures soient sur un même plan horizontal. Bien entendu que les tubes doivent avoir partout des diamètres assez grands, pour que les effets de la capillarité, que l'on considère en physique , soient nuls. C'est sur la propriété précédente que sont fondés la construction du niveau à? eau et ses usages dans le nivellement. L'instrument appelé niveau à bulle ■dfair est fondé sur le même principe et remplit le même objet, très-important.
Remarquons encore que si Ton a deux liquides de différentes densités, contenus dans un vase ouvert à sa partie supérieure, l'équilibre aura lieu dès que ces deux liquides seront superposés en couches horizontales, soit que le liquide le plus dense occupe le fond du vase ou qu'il soit placé à la partie supérieure. Dans le premier cas, l'équilibre est stable, parce qu'alors le centre de gravité du système est le plus bas possible ; mais dans le second, l'équilibre n'est qu'instantané ; et après quelques secousses données au vase , l'équilibre s'établira soit comme dans le premier cas , soit parce que les deux liquides se combineront de manière à former un nouveau fluide homogène, ainsi que cela arrive fréquemment.
27g. Pressions sur des surfaces planes. Considérons d'abord un vase ABCD (fig. 76), contenant un liquide en équilibre et soumis aux actions de la pesanteur. Nous avons vu (275) que la molécule liquide quelconque M sera également pressée dans tous les sens. De plus , toutes les particules du liquide proposé étant immobiles, il est évident qu'on ne change rien à cette immobilité , quand on suppose que la masse entière du fluide , excepté le filet vertical MO, soit rendue solide, sans changer ni de place, ni de volume : alors il est visible que la molécule M demeure dans le même état de compression qu'auparavant. Mais puisque
le filet vertical MO est seul liquide , et qu'on regarde comme nulle son adhérence avec la partie solidifiée (275), la molécule M porte nécessairement le poids entier de ce filet. D'où résulte que M est et était pressée dans tous les sens, par une force égale au poids de la colonne liquide MO qui lui répond verticalement. Et il est clair qu'il en serait encore de même, si le fluide en repos était composé de plusieurs couches horizontales de divers liquides superposés.
D'après cela, si la masse liquide en équilibre vient à se solidifier, excepté la portion FMHSI, sans changer ni de place, ni de poids, la molécule M et toutes celles placées sur le même plan horizontal, seront toujours pressées dans tous les sens, chacune avec une force égale au poids du filet vertical MO. Donc si Von a un vase quelconque FMHSI, ouvert à sa partie supérieure, chacune des molécules du liquide qui s 9 y trouve en équilibre, éprouvera dans tous les sens, une pression égale au poids de la colonne verticale à partir de cette molécule et terminée au niveau du liquide, prolongé s'il est nécessaire. Cette conséquence s'applique évidemment au cas où la masse en repos se compose de liquides et de fluides élastiques, superposés en couches horizontales, comme l'eau pressée par l'atmosphère qui nous environne : alors le poids de la colonne verticale est la somme de ceux des -molécules d'eau et d'air qui la composent.
280. Gonsidérqns maintenant une surface plane S pressée par un liquide en équilibre. Soit a l'aire de l'un des élémens infiniment petits de cette surface et z la distance de cet élément à la surface du niveau horizontal. Chacune des molécules liquides adjacentes à a , étant pressée par le poids d'une colonne verticale, ayant z pour hauteur et cette molécule pour base (279), il s'ensuit que a lui-même sera pressé par le poids d'un prisme ou cylindre vertical, ayant a pour base et z pour hauteur, et conséquemment az pour volume. Si donc jp est le poids de l'unité de volume du liquide proposé , la force avec laquelle a sera pressé dans tous les sens , vaudra apz.
Cela posé, nommant o, a\ a", ..., les divers élémens de la surface S ; z , z\ z'\ ... , leurs distances au niveau N du liquide*, on aura ajpz, a'pz\ a n pz r \ ..., pour les pressions que ces élémens éprouvent. Ces pressions formant un système de forces verticales et par conséquent parallèles , leur résultante E est égale à leur somme, et on a R == ,p ( a* -J-aV + a"*" -}-•..).
Mais Sma + a' + a"+"- ; de plus, les aires a, a f , a", ..., étant proportionnelles à leurs poids ; as, alz\ a n z f \ ..., sont le» momens, par rapport au niveau N, de ces poids ou forces parallèles , dont S est la résultante , appliqué au centre de gravité de S. Si donc on désigne par d la distance de ce centre de gravité au plan N ; le moment Sd de la résultante S sera égal à la somme des momens oz, oV, a'V, ..., des composantes a, a', a", ..., (37) ; il viendra donc R =pSd.
Or, Sd est le volume du prisme ou cylindre ayant S pour base et d pour hauteur ; ^est d'ailleurs le poids spécifique, c'està-dire celui de l'unité de volume du liquide proposé ; donc pSd est le poids du prisme ou cylindre Sd. Ainsi la résultante R des pressions exercées par un liquide pesant sur une surface plane qui y est plongée, dans une position quelconque, est égale au poids d'un prisme ou cylindre de ce liquide, ayant pour base la surface pressée et pour hauteur Renfoncement du centre de gravité de cette surface dans le fluide.
Le centre dépression est le point par lequel passe la résultante R. Ce point diffère généralement du centre de gravité de S, parce que les pressions sur cette surface , lorsqu'elle n'est pas horizontale, vont en augmentant, à partir du niveau. On voit que la pression totale ne change pas de valeur, quand on fait mouvoir la surface S autour de son centre de gravité, pourvu que celui-ci reste toujours à la même distance du niveau ; ainsi on peut disposer cette surface horizontalement, ou verticalement, ou dans telle position inclinée qu'on voudra.
281. La surface S pouvant être celle du fond d'un vase quelconque , il en résulte que si des vases renferment des quantité* différentes d'un même liquide, pourvu que ce liquide soit à la même hauteur dans chacun et que leurs bases soient des surfaces planes de même étendue et horizontales, ces bases éprouveront toutes la même pression. Ce principe connu sous le nom de paradoxe hydrostatique, est pleinement confirmé par l'expérience. On le démontre d'ailleurs directement comme il suit :
Soit un liquide en équilibre dans le vase DÀBG, dont ÂB est la base (fig. 77). Il est évident que l'équilibre ne sera pas troublé, si l'on imagine que sans changer ni de poids, ni de volume, la masse liquide vienne à se durcir, excepté la portion formant le prisme ou cylindre vertical EABF ; et la base sera toujourspressée comme si toute la masse était demeurée liquide. Mat*
( 246 ) cette base supporte évidemment le poids de la colonne liqaide EABF, qui lui répond verticalement ; donc avant de supposer, solides les portions EAD et FBC, la base AB supportait aussi le poids de la colonne liquidé EABF. Il est clair que la pression sur AB serait encore la même , si Ton regardait comme solides les portions DAG et HBC, puisqu'il n'y aurait rien de changé ni au poids , ni au volume de la masse DABG : donc AB supporte la même pression quand on remplit d'un liquide , soit le vase DABC , soit le vase EABF, soit enfin le vase GABH.
U suit du principe précédent, qu'avec une très-petite quantité d'eau , on peut produire nn effort aussi considérable qu'on voudra , en disposant, au-dessus d'une base très-large, un tuyau trèslong et très-étroit, sans être capillaire, qu'on remplit de liquide; c'est le principe de la presse hydraulique (276), dont les effets sont prodigieux, et dont on se sert dans les ateliers pour le* opérations qui exigent de grands efforts. Cela montre aussi comment il est arrivé quelquefois que les vignerons , en transvasant leurs vins , aient fait éclater des futailles.
Lorsqu'on veut avoir égard à la pression de l'atmosphère sur le niveau du liquide, il suffit d'augmenter chacune des pressions sur les élçmens de l'aire plane S, du poids de la colonne d'air qui y correspond verticalement. Alors il est clair que la pression totale R. est augmentée de celle que l'air fait éprouver à la projection de S sur le niveau ; mais il est aisé de voir que le centre de pression ne change pas, et que le paradoxe hydrostatique n'est aucunement modifié.
382. Il importe souvent de connaître le centre de pression , soit pour la construction des digues, soit pour l'établissement des batardeaux, des vannes d'écluses, etc. Pour donner un exemple de cette recherche, supposons que la surface pressée soit un trapèze ABCD, ayant ses deux bases AB ^ a et CD = b horizontales , la dernière CD étant d'ailleurs sur le niveau du liquide (fig. 78). Divisons la hauteur h de ce trapèze en un nombre infini n de parties égales à .r, d'où h = nx y et menons par les points de division , des parallèles à la base AB ; nous partagerons ainsi le trapèze en une infinité d'autres, infiniment petits, tous de même hauteur x. De plus, comme cette hauteur est infiniment petite, chacun d'eux ne différera du parallélogramme de même base et de même hauteur, que d'un infiniment petit du second ordre, qu'on pourra toujours négliger.
Soit MN la base du v* trapèze ou parallélogramme , à partir de DC ; la distance de cette base à DG sera vx, et Paire du v* parallélogramme sera MN X x. Soit IH la distance de ce parallélogramme au niveau et p la pesanteur spécifique du liquide ; le poids du parallélipipède ayant MN • x pour base et IH pour hauteur , sera MN • IH • px. Ce poids est une force verticale appliquée au milieu I de MN, où la droite £F= rf, qui joint les milieux de DC et AB , coupe la ligne MN ; car les parallélogrammes infiniment petits, ne sont au fond que des droites horizontales , dont tous les points sont également pressés par le liquide ; et par suite le centre de pression est au milieu de chacune. On aura donc le centre de la pression totale , en prenant les momens, par rapport à E, de toutes les pressions verticales et conséquemment parallèles , appliquées sur EF.
Les parallèles à la base AB , divisent EF en n parties égales à x\ et donnent d = nx* et IE = vx 1 . Soit y la hauteur du triangle ayant AB pour base et pour sommet le point où «e coupent les côtés CB et DA prolongés : les triangles équiangles donnent y ly + h •; a l b et jr \y -f h — vx H m l MN; d'où Ton tire
Y = t- — et MN = b — - — t—^vx = b — kvx.
Soit s le sinus de l'angle opposé au côté IH, dans le triangle rectangle perpendiculaire à CD, et dont l'hypoténuse est par conséquent égale à vx ; ou aura 1 \m\\vx\IH.z=. svx. D'ailleurs lEzzzvx 1 '^ donc le moment par rapport à E de la v* pression sur EF, lequel vaut MN • IH • IE • px, se réduit à
bp$v*x*x t — kpsv x x*.
Prenant successivement v=i,2,3,4i • ••!**, et ajoutant entre eux les n résultats , la somme sera le moment de la pression totale, par rapport au point E. Observant donc que nx=h^ que nx t =:d, et ayant égard au principe du n° 198, il viendra, pour le moment cherché m ,
m z= ^bd/fps — \dh kps.
D'un autre côté, les centres de gravité du trapèze proposé et des triangles dont il est la différence , se trouvant sur la direction EF ; si l'on prend les momens par rapport au point E , la distance u du centre de gravité de ABCD au point E, et sa distance u! à la droite DC , seront respectivement
La distance du centre de gravité du trapèze au niveau est su*. Désignant par z la distance de E au centre de pression totale, situé sur EF; il est facile de voir qu'on aura aussi m = \{a \ b ) hpsu'z. Egalant entre elles les deux valeurs de m , puis substituant et réduisant, on trouvera enfin
Cette formule détermine complètement le centre de pression sur EF, quelle que soit l'inclinaison du trapèze sur le niveau du liquide ; et on voit que ce centre est toujours plus enfoncé que le centre de gravité , comme on pouvait le prévoir d'ailleurs.
Suivant que le trapèze devient un parallélogramme, ou un triangle ayant sa base ou son sommet sur le niveau, ce qui donne a = b , puis fliroou iiro, on aura u = $d et z = §<J, puis u = \d et z = \d, ou u = %d et * = \d.
283. Tubes communiquans. Pour que deux liquides soient m équilibre dans deux tubes courbés de bas en haut, et ayant une ouverture commune, il faut et il suffit que leurs hauteurs audessus de V horizontale menée par le centre de gravité de la surface séparatrice, soient en raison inverse des poids spécifiques. Soient ABPQ et CPQD deux tubes communiquans par l'ouverture commune PQ (fig. 79). Supposons que ces deux tubes renferment des liquides dont les poids spécifiques soient respectivement p et p 1 . Par le centre de gravité de la surface séparatrice PQ, nécessairement plane, puisqu'on suppose les liquides homogènes, soit menée l'horizontale IH , rencontrant en I et H les verticales AI et DH, abaissées des niveaux AB et CDf et soit a l'aire plane PQ. Il est clair qu'elle éprouve, de la part des liquides, les deux pressions contraires ap-kl et a// -DH (280). De plus, les centres de ces pressions coïncident sur PQ, puisque les deux liquides sont homogènes (280); les deux pressions sont donc directement opposées. Ainsi pour l'équilibre, il faut et il suffit qu'elles soient égales entre elles ; ce qui donne ap • Aï =2 opt.DH, ou AI : DH :; pf lp.
Lorsque p = p r ^ on a aussi AI = DH ; d'où il suit que si un même liquide est en équilibre dans plusieurs tubes communiquans, les niveaux, pour ces différons tubes, se trouvent sur un même plan horizontal. Ce qui est le principe du n° 278.
On voit, par la proportion précédente, que deux liquides exercent chacun la même pression sur le fond d'un vase , dès que les hauteurs des niveaux sont en raison inverse des densités. Si donc un vase contient plusieurs. liquides en équilibre, et de densités différentes , on pourra toujours leur substituer un fluide homogène qui produira la même pression ' v laquelle d'ailleurs , si le fond est horizontal , s'obtient en multipliant l'aire plane de ce fond par la somme des produits des poids spécifiques des liquides par les hauteurs respectives de ces derniers (280).
284* C'est d'après la propriété d'un même liquide, de s'élever à la même hauteur au-dessus de l'horizon , dans des tubes communiquans , qu'il est possible de distribuer l'eau dans les différens quartiers des grandes villes, ou aux divers étages d'une maison. Pour cet effet, on emploie des tuyaux de conduite,
. cachés sous les pavés des rues, et qui partent d'un réservoir situé à une certaine hauteur. Et comme les parties les plus enfoncées, supportent une plus grande pression, c'est se jeter dans une dépense superflue que de donner la même épaisseur à toutes les parties des tuyaux. Car si les inférieures ont une épaisseur suffisante, comme elles doivent l'avoir en effet pour résister à la charge, les parties supérieures doivent être moins épaisses. Il convient donc, pour conduire l'eau, d'employer des tuyaux d'assemblage de même diamètre intérieur, mais d'épaisseurs différentes ; de placer en bas les tuyaux les plus épais, et successivement les autres, à raison des différentes hauteurs de l'eau.
Il est facile de calculer l'épaisseur que doivent avoir les tuyaux de conduite, dés que Ton connaît, par des expériences exactes, la cohésion p des substances employées à fabriquer ces tuyaux. Car soit R la résistance et £ répaisseur cherchée sur une longueur égale à l'unité 5 on aura d'abord R = E*. Soit h la hauteur de 1 eau au-dessus du centre de Panneau , de rayon r intérieur, et p le poids spécifique du liquide ; la
• pression totale sur la circonférence de l'anneau sera i*rhp. Toutes les molécules adjacentes à cette circonférence, éprouvent chacune une même pression dirigée du centre vers cette molécule. Si donc on appelle T la tension de chacun des côtes du cerclé, considéré comme un polygone régulier, il est aisé de voir ( page 92 ) qu'on aura iitrhp \ T • • aar • r\ d'où T — hpr. Ainsi pour que l'anneau ait une résistance suffisante, il faut qu'on ait R = T \ d'où l'on tire
pE z= hpr.
a85. Y*e& fontaines et les jeté (Peau résultent aussi de ce que
les liquides de même densité , ont leurs niveaux sur un même
plan horizontal, dans des tubes communiquans. Les jets d'eau,
( 250 ) sans la résistance de l'air et les frottemens sur les tuyaux de conduite, s'élèveraient à la hauteur du niveau dans les réservoirs qui les produisent. Les sources qui se trouvent dans des endroits trés-élevés, et autour desquels on n'en voit pas qui le soient sensiblement plus, peuvent être produites par des crevasses, communiquant d'une montagne à une autre , et à la faveur desquelles le liquide tend à se mettre de niveau.
Les sources jaillissantes naturelles sont des phénomènes semblables à nos jets d'eau ; elles ont lieu toutes les fois qu'il existe un bassin supérieur d'où l'eau peut s'écouler par des conduits naturels. Souvent même, il suffit de percer dans la terre un trou avec une sonde, pour se procurer soit une source jaillissante, soit un puits d'un entretien peu coûteux, et qu'on appelle puits artésien ou pw'tiforé : ce moyen est employé dans plusieurs pays. Cette circonstance peut avoir lieu tontes les fois qu'il se trouve, à quelque distance sous terre, deux couches imperméables, dont l'intervalle , libre ou rempli de sable, forme une sorte de conduit qui communique avec une rivière où une masse d'eau quelconque , d'un niveau plus élevé : il suffit même que les couches imperméables soient inclinées de manière que l'eau puisse se réunir en grande masse dans leur intervalle ; celte masse provenant ou des eaux pluviales, qui filtrent à travers les terres, ou de quelques crevasses d'un Tac ou d'une rivière qui se trouve aux environs. On construit des puits pour aller chercher ces eaux ; mais souvent on est obligé de creuser très-profondément avant de les rencontrer ; et alors à l'instant où on les trouve, elles s'élèvent quelquefois dans le puits avec une telle violence, que les ouvriers n'ont pas le temps de se retirer , et qu'il arrive des accidens fâcheux. C'est ce qui aurait lieu, par exemple, si le niveau était très-élevé au-dessus du point où l'eau commence à paraître; car alors le liquide exercerait, de bas en haut, une pression très-considérable.
386. D'après la propriété de l'eau dans des vases communiquai*, m
peut construire une balance propre à peser les voitures et leurs charges.
Soit MN Tune des faces intérieures d'une caisse en forme de paralleli-
Mpâde rectangle, ouverte à sa partie supérieure et remplie d'eau jusqu'en
«) (Gg. 80). Sur la surface supérieure du liquide, soit pose un couvercle
M une paroi mobile sans frottement, et fermant exactement la caisse. Au-
feeous du niveau de l'eau , soit faite une ouverture en £, sur la face MN,
.'Wuelle on adaptera un tube recourbé EFG, ouvert à sa partie sup4-
et dont nous supposerons la branche FG parfaitement cylindrique
t verticale. A cause du poids du couvercle et de tout autre poids qu'on •ouvrait y ajouter, l'eau s 1 élèvera dans le tube au-dessus du niveau de la nisse \ ainsi K e'tant le point où le prolongement du plan horizontal a r b' ient couper le tube, l'eau s 1 élèvera jusqu'en O par l'effet de la pression .H couvercle. Soit P cette pression , a Taire du niveau dans la caisse , celle du niveau dans le tube et D la densité ou le poids spécifique du jcpiide. Si les faces latérales de la caisse étaient prolongées verticalement K qu'on remplaçât le poids P par de Peau versée dans cette caisse , jusqu'au niveau O, l'équilibre subsisterait comme avant (a83) ; le poids P st donc égal à celui de l'eau versée, lequel en posant KO=ft, est aDA;
iinsi, V=:aDk.
Ajoutant au poids P, un nouveau poids x inconnu, et qu'il s'agit de téter miner, l'eau s'élèvera au-dessus de O jusqu'en O'; en même temps » niveau de ce fluide s'abaissera dans la caisse et deviendra cd. Soit K f * point où le plan cd coupe le tube -, faisons 00'=A et K.K/==y; nous huons pour le nouvel équilibre-, P -f- x = aD ( h -f- k -\-y ).
0r, l'eau étant incompressible , il fout qu'on ait ay=z bh. Substituant ttte valeur et /çeJJn dp <P dans l'équation précédente , il vient
Cette formule fera connaître le poids jt, quand on aura mesuré la frauenr h x c'est-à-dire l'élévation de l'eau au-dessus de son niveau primitif tans le tube, produite par ce poids inconnu.
Equilibre des Fluides élastiques.
287. Le principe d'égale pression en tous sens a lieu complètement pour les Jf uides aérif ormes, savoir Y air, les gaz et les tapeurs; car ils sont impénétrables aussi bien que les liquides, ï* leurs molécules jouissent d'une mobilité parfaite. Ces fluides tant très-compressibles , sont aussi parfaitement élastiques ; ils ftoanifestent même cette propriété lorsqu'ils n'éprouvent aucune fentsion apparente (d'où vient leur nom de fluides élastiques)* ^'expérience montre en effet, que ces corps font continuellement sffort pour se dilater et occuper un plus grand volume; et qu'ils exercent, sur les parois des vases qui les renferment, des pressons doutant plus grandes , qu'ils sont plus condensés , et que cur température est plus élevée. Ces pressions, indépendantes le la gravité, étant les mêmes pour chaque unité de surface ^lane, en quelqu'endroit que celte unité soit placée dans la masse an équilibre t chacune d'elles est appelée la force élastique du Suide. 1
Remarquons d'ailleurs que l'air et divers gaz sont permanent, c'est-à-dire ne changent jamais d'état, quelles que soient la tenv
pérature et la pression qu'ils éprouvent ; tandis que les vapemf et huit espèces de gaz (voyez la Physique de Péclet')^ se rédàij sent en liquides, lorsqu'on les comprime à un certain degré, ml quand on diminue leur température. Par exemple , quand m place de Peau sous le récipient de la machine pneumatique, et qu'on fait le vide, elle ne tarde pas à perdre Pair qui s'y trouve en dissolution , puis à bouillir ; une partie se réduit à Pétat de vapeur invisible , jouissant de toutes les propriétés des fluidei élastiques , excepté de persévérer dans Pétat de gaz ; car die reprend en tout ou en partie la forme liquide , dès que la température baisse, ou qu'on réduit le volume par la pression, es laissant rentrer de Pair sous la cloche : on voit alors de petite! gouttes liquides se déposer sur les parois.
288. Fobce élastique. Les physiciens, depuis Mariette^ vérifié, par des expériences incontestables, que les gaz diminuent de volume précisément dans le rapport des pressions ; c'est-à-dire que pour une masse d'un mémm gaz et une même température, les volumes sont en raison iMerse des poids qui Ut pressent. la Ainsi soit Y le volume d'un certain gaz et D sa densité , sens h pression P ; soit Y' ce que devient ce volume sons une taire' pression P r , et D r la densité , la température restant la même dans les deux cas : d'après la propriété précédente; connue sous le nom de loi de Mariette, laquelle résulte de Pélasticité\parfaitt des gaz, on aura V : V' : ; F : P ; d'où il vient PVs= VV.
La masse étant la même dans les deux cas, et cette masse éta* chaque fois le produit du volume par la densité' (46), on a W = VD'; d'où il vient D : P ; : D' : P'. Ainsi la loi de Mari** s'énonce encore en disant que pour une menus température* une même masse de gaz, les densités sont proportionnelle* tir poids dont cette masse est chargée.
289. Maintenant, concevons qu'un gaz ou une vapeur ait 4t* enfermé dans une enveloppe flexible, telle qu'une vessie, m» une pression atmosphérique constante ; et que le fhean vienne à s'élever ; la force expensive intérieure croîtra cous 1 fluence de la chaleur, et la pression extérieure ne faisant ploi équilibre à cette action , l'enveloppe cédera et le volume mentera. D'après les expériences de M. Gay-Lussac, les vol de tous les gaz et des vapeurs augmentent, pour chaque du thermomètre centigrade , des g|y ou 0,0037a des* volume» primitifs qu'ils occupaient à la température zéro»
( 258 ) JCette loi aussi importante quelle est certaine, conduit, avec ïlJe de Mariotte, à la mesure de la forcé élastique. Soient en ïet, V et V les volumes d'une même masse de gaz, aux temératures T et o centigrades, D et D' les densités, P et P r les ressions rapportées à l'unité de surface. On aura d'abord , 'après la loi de Gay-Lussac ,
V = (i4.o / oo3 7 5T)V'.
Ensuite , comme les volumes sont en raison inverse des prèsons (288), on a
PV = (i + o,oo3 7 5T)P'V'.
VD D'ailleurs V ; D' = VD 5 substituant la valeur V = — -, et
ésignant par k la constante =r- f , qui dépend uniquement de la
attire du gaz proposé , on aura
P = DA(i+o,oo375T).
Telle est l'expression de la force élastique des gaz, facile à ilcnler, dès que l'on connaîtra les nombres D, A et T.
990. Pbession atmosphérique. Il est clair, et on vérifie de ituieurs manières, que tous les gaz et les vapeurs sont pesans. Lais de toutes les pressions qui en résultent, la plus importante connaître , est celle de Pair qui nous environne , parce qu'elle de l'influence sur un grand nombre de phénomènes remarftables, qu'elle sert à expliquer. Or, après avoir plongé le bout 'un tube dans un liquide , si on vide ce tube de l'air qu'il confiât; qu'ensuite on ferme l'orifice supérieur, pour empêcher nu fluide aériforme de pénétrer dans le tube ; il est clair que itljquide montera dans ce tube , lorsque l'orifice inférieur sera ■gert. En effet ,. la pression de l'air extérieur à la surface du gîrîde se transmet en tous sens (2^5), et soulève la lame qui (tau bas du tube, parce qu'à cause du vide intérieur, aucune tasion ne contrebalance plus cette force. Il est même visible le liquide s'élèvera jusqu'à ce que le poids de la colonne sur le liquide du réservoir autant que l'atmosphère. On a fcconnu que si le liquide est de l'eau , la colonne aura environ ft pieds ou io m ,4° de hauteur au-dessus du niveau ; s'il est du tercure, elle n'aura que 28 pouces ou 760 millimètres, plus H moins, selon le poids actuel de l'atmosphère, sans cesse va- •Me et toujours indiqué par un baromètre exact.
En supposant le tube parfaitement cylindrique et vertical , et
le vide intérieur parfait , on pourra mesurer exactement la ha teur du mercure dans le tube au-dessus de son niveau. On' naîtra donc ainsi le volume et le poids de la colonne de mei ayant pour base l'unité de surface; et ce poids égal à celai Pair, puisqu'il lui fait équilibre, sera la valeur de la pi atmosphérique , à l'instant que Ton considère. On prend nairement la pression qui répond à la hauteur moyenne o ra ^6o r et pour unité de surface le mètre carré. Alors comme le poic d'un décimètre cube de mercure, à 4° au-dessus de zéro, 1 3 k , 586 ; la pression de l'atmosphère sur chaque mètre carré H sera i3586 k X 0,76 ou io325 k ,4*
Si le vide n'était que partiel dans le tube , le liquide s'y éle verait jusqu'à ce que le poids de la colonne, plus le ressort l'air intérieur, fissent équilibre à la pression atmosphérique.
La pression de l'atmosphère sert à apprécier et à expliquer! effets d'un grand nombre de machines utiles ou remarquables, que Pon considère ordinairement en physique , telles que siphons pour transvaser les liquides , la fontaine intermittent^ celles de Héron et de compression, le fusil à vent, les différé soufflets, les pompes, etc. Les pompes donnant lieu à des cal( qui ne sont pas ordinairement développés en physique, m allons les considérer, sous ce rapport.
291. Des pompes. Prenons la pompe aspirante et ehercboi la hauteur de l'eau dans le tuyau d'aspiration, après chaque de piston, le niveau étant constant hors de la pompe. Soiti distance GH de la soupape E au niveau constant HI (fig. 81) : il faut d'abord qu'on ait d<^h, h désignant la hauteur io a ,{ laquelle la pression atmosphérique élève Peau dans le vide. x Pélévation de Peau HR au-dessus du niveau IH, dans le toj d'aspiration HGKI, et x 1 Pélévation après avoir donné un coup de piston. Soit c l'espace A G que décrit le piston à chaque coup) en partant de G et s'arrêtant au point À ; e est donc le jeu do piston. Soient aussi a et « les aires des sections perpendiculaire! à Paxe commun aux deux cylindres intérieurs au corps de pompe et au tuyau d'aspiration ; enfin soit p le poids' spécifique du liquide. Avant que le piston commence à s'élever, la force élastique e de Pair qui occupe le volume RSKG, plus le poids àt la colonne liquide HR, font équilibre à la pression de Pair extérieur \ on a donc
e -f- upx ±z mhp ; d'où -=p(A — x).
De sorte que la force élastique de Pair intérieur, rapportée 4 F unité de surface, est p(h — x). Si on élève le piston de G en A , Pair qui occupait l'espace RSRG = « ( à — x ) , occupera Pespace R/S'DA = « ( d — x f ) -f- ac. Or , d'après la loi de Mariotte , ces espaces sont en raison inverse des pressions p(k — x) et <p \ ce qui donne
L'eau étant à la hauteur x r au-dessus du niveau du réservoir, sa pression sur chaque unité de surface est px 9 . Ajoutant cette pression à celle <p de Pair intérieur, la somme sera égale à la pression atmosphérique hp ; ainsi on a , pour déterminer x 1 ,
Posant a = mu , et résolvant Péquation par rapport à X*, on f 'trouvera
Gomme on suppose x < d et d < h , la quantité 4 ( d — x ) (A — x ) est positive $ les deux racines sont donc réelles : celle qui répond au signe — du radical est la seule admissible, puisque l'autre donne x t ^>h.
Lorsqu'il n'y a pas encore eu de coup de piston , x — o et i alors x f est la hauteur de Peau après le premier coup.' Remplaçant x par cette hauteur , dans la formule , on aura la hauteur de Peau après le second coup , et ainsi de suite , jusqu'à ce que Peau ait atteint la soupape dormante £. Une fois que Peau est » au-dessus de cette soupape , on peut l'élever à telle hauteur on » voudra, à l'aide d'une force suffisante. Le volume d'eau que y chaque coup fait monter alors est ac.
292. Examinent maintenant le cas oit la pompe aspirante refuse de produire son effet. Nous avons supposé que le piston descendait, à chaque coup, jusqu'en GK; si cela n'était pas, il pourrait arriver que Peau cessât de monter et ne parvînt jamais jusqu'en GK, quoique la hauteur GH fût moindre que io m ,4- En effet , Peau étant en RS , le piston en AD et la soupape E fermée, la force élastique de Pair compris entre GK et AD, c'està-dire sa pression sur l'unité de surface, est réduite à p (h — j?), et son volume est égal à ac. Si le piston parcourt en descendant, une distance c'^c, de manière qu'il s'arrête en NO, d'où NG
= c — c', ic volume d'air en GO deviendra a ( c — 6*), et sa pression sur l'unité de surface sera le quatrième terme de la proportion ,
«(*-c) : ac :: ma-*) : ^=^z^î.
Mais pour que la pression que cette portion d'air exerce sur le piston , de bas en haut , puisse faire ouvrir la soupape F, il faut qu'elle surpasse la pression atmosphérique qui agit en sens contraire sur cette soupape : si la première pression était moindre que la seconde, et par conséquent, si on avait q>* </**, la soupape F demeurerait fermée \ il y aurait toujours la même masse d'air entre la cloison GK et le piston : quand celui-ci serait remonté en. AD, cet air reprendrait la force élastique p (h — x) que possède Pair compris en GK et Peau élevée en RS ; la soupape E , pressée également dans les deux sens , resterait donc fermée aussi ; l'eau ne bougerait donc pas dans le cylindre HR,
_ et cela aurait lieu pour tous les coups de piston suivans. D'après
cf la valeur précédente de f', l'inégalité ç 1 <Cph, donne x>— X
io f 4* On voit donc que ïa pompe aspirante refusera de produire
son effet, dès que la hauteur de Veau dans le tuyau d'aspiration,
surpassera les io4 dixièmes du rapport du jeu d du piston à la
distance entre le plus haut point de sa course et la base du corpt
de pompe.
Pour remédier à cet inconvénient , il faudra donc augmenter
le jeu du piston, en le faisant descendre ou monter davantage.
On trouve aussi que la pompe aspirante ne produira pas son
effet, lorsqu'on aura (£AH) a > h X AN; mais cette limite est
moins commode que la précédente.
293. Remarquons présentement, que si Von excepte le cas où il se fait un vide dans la pompe, la charge du piston, pendant tout le temps qu'il s'élève,, et que la soupape £ est ouverte, stt égale au poids éVun cylindre (Veau qui aurait pour base celle a du piston, et pour hauteur V élévation de Veau au-dessus du réservoir.
i° Si l'eau dans le tuyau est à la hauteur x au-dessus du niveau du réservoir, et qu'on ait x < GH , le piston aura sous lui une portion d'air, dont la pression sur l'unité de surface sera jp(A— x); le piston sera donc poussé de bas en haut avec une force égale à ap ( h — x ). Il éprouve, en sens contraire , la pression
atmosphérique totale aph. Retranchant donc la première pression de la seconde , il viendra apx pour l'intensité de la force qui pousse le piston dans le sens de la pesanteur.
a° Lorsqu'une partie de l'eau a paçsé au-dessus du piston, et s'y trouve élevée à la hauteur s, ce piston est poussé de haut en bas par une force égale à apz + aph. Mais si l'on suppose la distance t ! du piston au niveau du réservoir, plus petite que A, il n'y aura pas de vide entre l'eau et le piston ; la pression atmosphérique, qui s'exerce sur la surface du réservoir d'eau, tendra encore à élever l'eau dans la pompe, et le piston sera poussé de bas en haut, par l'excès de cette pression sur le poids de la .colonne d'eau,, dont z' est la hauteur, c'est-à-dire par une force égale à aph — apz f . Retranchant cette force de celle qui pousse le piston de haut en bas, il vient ap (s + *') pour la charge qu'il éprouve ; résultat conforme à l'énoncé du théorème, puisque z-\-z ! est l'élévation totale de l'eau dans la pompe.
Si l'on avait z r > A, il y aurait un vide entre l'eau et le piston ; de sorte que ce corps n'éprouverait aucune pression de bas en haut ; la charge qu'il supporterait serait donc alors égale à ap { * -f- h ) , et par conséquent plus petite que ap ( z -f- z f ).
Il est facile de trouver la longueur que doit avoir le tuyau d'aspiration GH, pour qu'au premier coup de piston, l'eau s'élève jusqu'à la soupape dormante E, le piston ne s'élevant que depuis NO jusqu'en AD.
ag4* 0° P cut v °i r dans I e * ouvrages de physique, la construction et les effets de la pompe à la fois aspirante et foulante; nous n'entrerons donc pas c|ans d'autres détails. Mais pour appliquer la loi de Mariotte et les effets de la force élastique de l'air, nous proposerons aux élèves les problèmes que voici :
I. On a un tube cylindrique d'un métré de longueur, rempli d'air, ouvert par le bas et fermé par le haut $ on l'enfonce de 4° centimètres dans l'eau, et l'on demande quel sera 'alors l'espace x occupé par l'air comprime dans le tube? Rép. x = g6 centimèties, environ.
On pourrait aussi demander de combien il faudrait enfoncer le tube, pour que l'eau s'y élevât d'une hauteur donnée.
II. Dans le tube d'un baromètre, long de 90 centimètres, à partir du niveau , on introduit l'air atmosphérique qui occuperait l'espace 8,a5 centimètres dans le tube, s'il conservait son élasticité. Cet air parvenu au-dessus de la colonne de mercure, de 76 centimètres de hauteur, s'étend par son ressort, dans le vide qui se trouve en cet endroit, et fait baisser le mercure jusqu'à ce que son ressort, joint au poids de ce qui restera de la colonne liquide, fasse équilibre à la pression atmosphérique.
Quelle sera la hauteur de la nouvelle colonne? Rép> 57 ou 109 centimètres.
III. Dans un tube cylindrique de longueur a, purgé d'air et fermé par le bas, on verse une colonne de mercure longue de 76 centimètres, puis au-dessus une colonne d'air de n centimètres sous la pression atmosphérique de 0^76 ; et au-dessus de celle-ci, on verse du mercure jusqu'à ce que le reste du tube soit rempli. Gela fait, si Ton place l'appareil sons le récipient d'une machine pneumatique et qu'on fagse le. vide, l'air enfermé dans le tube se dilatera , en chassant une portion de la colonne de mercure qui pèse sur lui, jusqu'à ce que son ressort fasse équilibre a ce qui reste de cette colonne. Quelle sera la distance x entre le bas du tube et le bas de la colonne de mercure supérieure , d'abord avant et ensuite après le vide? Rép. après le vide, x=j(76+«)=bjl/ / (a— 76)*-3o4n.
On peut faire a=iaoetn=5, dans cette formule { de laquelle û est facile d'ailleurs de tirer soit le minimum de a, soit le maximum de ru
VI. Dans un siphon -à branches cylindriques de même diamètre et verticales, on verse du mercure, de manière que quand le niveau est établi, les ouvertures des deux branches soient aux distances respectives de a et b centimètres du niveau. Après avoir fermé la première, on remplit la seconde de mercure ; et on demande alors à quelle hauteur le mercure s'arrêtera dans la première, et en quel point fl descendrait, si l'on plaçait l'appareil sous la cloche d'une machine pneumatique et qu'on fit un vide parfait f ( La seconde branche pourrait être remplie par de l'étu.)
V. L'appareil propre à déterminer la force élastique des gaz, et qu'on appelle manomètre , .est un siphon à deux branches ouvertes, cylindriques et verticales, contenant du mercure* Après avoir fait le vide dans la première branche et l'avoir fermée, on ferme aussi la seconde, puis on place la première dans une masse d'un certain gaz, dont on veut mesurer la force élastique, et on la débouche. Alors la pression atmosphériqne étant toujours égale au poids de 76 centimètres de hauteur du mercure, le niveau de celui-ci sera aux distances a et b de l'orifice supérieur de lt seconde branche, avant et après avoir débouché la première dans le gai. De sorte que la pression exercée par ce gaz , sera
Résolvant celte équation par rapport à &, puis prenant successivement ae=i, a, 3, 4i •••> fois 76, on aura les points où le niveau du mercure s'arrêtera, lorsque la pression du gaz sera 1, 2, 3, 4i —1 atmosphères. Qn construira donc ainsi un instrument propre à mesurer la force élastique des différons gaz, pourvu que la température reste constante, de même que la pression atmosphérique et la -quantité de mercure»
VI. Deux tubes cylindriques égaux, communiquant par leurs bases inférieures, sont remplis de mercure jusqu'à une hauteur donnée; anHs avoir fermé le premier, on laisse écouler, par un robinet placé vers lis bases, une colonne de mercure de hauteur connue, puis on verte dans
le second, une masse d'eau propre à former une colonne cylindrique de longueur donnée. On demande où le mercure s'arrêtera , dans les deux tubes ? (Les élèves peuvent varier d'un grand nombre de manières, ces' sortes de problèmes. )
VU. Enfin , considérons un tdte-vin , formé d'un tube cylindrique enfoncé d'une longueur donnée a, dans un liquide, et soit b l'espace occupé dans ce tube par l'air libre. Si on ferme l'orifice supérieur et qu'on retire l'appareil hors du liquide, celui contenu dans le tube descendra d'une, quantité x, facile à calculer; car en désignant par p la pression atmosphé** rique et par p f le poids spécifique du liquide proposé, on aura l'équation
295. Formule barométrique. La mesure des hauteurs d'après les observations du baromètre, pouvant être fort utile dans la géographie physique , il importe de connaître la formule employée à cet effet. Considérons une colonne d'air cylindrique et verticale , qui s'appuie sur la surface de la terre et se prolonge indéfiniment. Supposons que le reste de l'atmosphère se solidifie, de manière que la colonne d'air proposée se trouve contenue latéralement , par les parois d'un cylindre vertical : si la masse de l'atmosphère est en équilibre, il en sera évidemment de même de la colonne cylindrique. Concevons cette colonne partagée en un nombre infini de couches horizontales, toutes de même épaisseur w ; il est clair que la densité de l'air pourra être considérée comme constante dans toute l'étendue de chaque couche, et que les distances des bases supérieures de ces couches au niveau de la mer, seront m, iu, 3m, ..., nu-=.x. Soient H, H', H", ..., h les élévations décroissantes du mercure dans le baromètre, qui correspondent à ces distances; désignons par 1 la densité du mercure à la température o°, et par D celle de l'air au niveau de la mer et à la même température.
Le baromètre passant de la première couche dans la seconde, le poids de la première sera Dgbu, b désignant la base du cylindre et g la mesure de la gravité, que nous supposerons la même dans toute la hauteur verticale x des n premières couches. Ce poids devant faire équilibre au poids de la diminution de la colonne barométrique de mercure , on a
Dgbu = bg{H — H'), ou Dtt = H — H f .
Mais la densité de la première couche esX, proportionnelle à la hauteur H; car à température égale, la densité est .proportionnelle à la pression (288), elle-même proportionnelle à la
hauteor (990). Ainsi on a D = cH , c étant un coefficient constant pour tonte la colonne d'air, que nous supposerons partout à la même température. Eliminant D, il viendra
H' = H(i — eu).
On trouvera de la même manière
H" = H'(i — «0 = H(i — cu) % ; et ainsi de suite. De sorte que quand le baromètre sera dans la «• couche, on aura fc=H(i — cuj 1 .
Et Ton voit que quand les hauteurs au-dessus de la première station croissent en progression arithmétique , les élévations du mercure dans le baromètre décroissent en progression géométrique.
L'épaisseur u étant infiniment petite, il est clair que x=znu, donne n infini. De plus c*u % est un infiniment petit du second ordre, que Pon doit regarder comme nul à l'égard de 1 et de Tinfiniment petit du premier eu. D'après cela , il est visible que
Développant la puissance, et observant que x=.nu, on verra comme au n° i3j, que H = h • e cx . Prenant les logarithmes
ordinaires, et posant * = -y-, on aura x = h ( M — lh). Pour
«ne autre hauteur x*, moindre que x, on aura de même J^= A{ 2H — lh 1 ). Faisant donc x — x*= *, il viendra
z — k(W— lh).
Dans cette formule, il est facile de calculer la valeur du coefficient h\ car on a fe =0,434294481 et D = <?H fera connaître «, puisque pour la hauteur donnée H = 0,76, on connaît le rapport D de la densité de Pair à celle du mercure. Nous verrons bientôt d'ailleurs quelle doit être la valeur du coefficient A, pour la détermination de * , à l'aide du baromètre.
Supposons maintenant que les températures aux extrémités de la colonne d'air que le baromètre a parcourue, soient / et r\ lies variations de température, dans l'éteâdue de cette colonoe, sont sujettes à beaucoup d*irrégularités ; mais on s'écarte trèspeu de la vérité, en supposant la température uniforme et égale à £ (*+ f). Cette supposition augmente îa température des cou* ches supérieures, mais elle affaiblit celle des coutiies inférieures; ce qui produit une sorte de compensation. Pfcuc rhaque degré
du thermomètre centigrade, Pair se dilate des 0,00375 de son volume ; mais quand on tient compte de l'humidité , qui rend l'air plus léger, ce nombre augmente ; et on a trouvé qu'il prend sensiblement la valeur 0,004 ou ^-. La colonne d'air qui , à la température o, aurait eu % pour hauteur, a été dilatée par l'effet de la température j(£-f- ^); il en a donc fallu une plus grande hauteur pour produire la même pression , c'est-à-dire que z doit être augmentée de la quantité ssô*(*+ Oî a ^ ns ^ k formule r en y introduisant cette correction , devient
La condensation du mercure étant -^ de son volume pour chaque degré centigrade d'abaissement dans la température , si T et T' sont les températures du mercure du baromètre aux stations supérieure et inférieure , la hauteur h du mercure aura été observée trop petite ; il faudra donc l'augmenter de 5^ h (T'— T).
Enfin , on a supposé la gravité constante dans toute l'étendue de la colonne d'air, tandis qu'elle va en diminuant. Celte circonstance diminue la pression, et rend par suite la hauteur cherchée z trop petite. On a reconnu, par un grand nombre d'observations barométriques , faites à des points dont on avait exactement les différences de niveau, qu'il était nécessaire de modifier le coefficient k, et de le porter à i83g3, afin que la formule donnât avec plus de précision les hauteurs des montagnes* très-élevées. On a donc', pour la formule suffisamment corrigée,
~W[ ~ + jr' , ][»-»(»+=jii=)]-
Dans cette formule, les densités sont évaluées sous la latitude de 45°» Or, par les observations du pendule à différentes latitudes, on trouve qu'en nommant 1 la gravité sur le parallèle de 45°, la gravité sous uneautre latitude ¥, est exprimée par 1 — 0,002837 cos a¥. La densité D étant proportionnelle à la pesanteur, variera dans le même rapport, et deviendra D (1—0,002837 cos a ¥) ; le coefficient c deviendra donc aussi
c (1 — 0/00^837 cos a?) , et le coefficient fc =— , en négligeant le carré
de 0,002837 cos 2Y, devra être multiplié par 1 -f- 0,002837 cos ilr. Tel est donc aussi le facteur par lequel on doit multiplier la formule précédente, pour qu'elle puisse s'appliquer à toute latitude ¥. Mais comme ce facteur diffère très-peu de l'unité, lorsque ¥ est peu éloigné de 45°, oa pourra alors se dispenser d'y avoir égard, dans la détermination de z»
Noos n'entrerons dans aucun deuil sur l'emploi de la formule précédente, pour mesurer les hauteurs, et sur les précautions à prendre afin d'obtenir des résultats exacts. Nous renvoyons, à ce sujet, aux Tables barométriques qu'ont données MM. Éiot^ Oltmanns, Richard, etc., le premier dans le 3 e volume de son Astronomie physique, le second dans l'Annuaire du Bureau des longitudes, le troisième dans son Manuel d'Applications mathématiques, etc.
Nous calculerons cependant la hauteur à laquelle la densité de l'air est aussi faible que celle que nous obtenons avec nos meilleures machine» pneumatiques, où la pression est d'environ o m ,ooi. Dans ce cas, h f z=i 0,760 et à=0/Ooi. Négligeant les corrections relatives aux températures de l'air et du mercure, c'est-à-dire posant t-j-t'=o et T' — T = o, on aura z = i83o,3 1 760 -, ce qui donne z =z 53986™, environ la lieues de 2280 toises. Ainsi , à une distance moindre que la centième partie du rayon terrestre, la rareté de l'air est si grande, qu'on peut regarder l'atmosphère comme ne s'étendant pas au-delà. Cette distance est plutôt trop grande que trop petite, parce que t + 1', que nous avons supposé nul, est certainement négatif, à cause du froid excessif qui règne dans les hautes régions de l'air.
Pressions des Fluides sur les Corps solides.
296. Considérons un fluide pesant homogène (ou seulement composé de couches homogènes ) , en équilibre dans un vase ouvert à sa partie supérieure : l'équilibre ne sera pas troublé n l'on suppose qu'une partie de ce fluide soit rendue solide, sans changer ni de volume , ni de poids ; et l'on peut prendre cette portion à la surface ou tout-à-fait dans l'intérieur de la masse fluide entière. Dans l'un et l'autre cas , on aura un corps solide pesant , suspendu en équilibre dans le reste du liquide : il faut donc que les pressions normales que le fluide exerce sur la sur* face de ce corps, se réduisent à une seule force égale et contraire au poids du fluide solidifié. Or, si l'on remplace ce corps solide par un autre qui soit exactement de même forme et de même volume, il est évident que celui-ci éprouvera en tous ses points les mêmes pressions que le premier. Ainsi, i° les pressions qu'un fluide pesant exerce sur tous les points d'un corps solide, plongé dans ce fluide, ont une résultante unique, appelée la poussée du fluide; 2 e cette résultante est verticale et dirigée de bas en haut; 3° elle est égale au poids de la portion fluide déplacée par U corps; 4° enfinv«B» est appliquée au centre de gravité de cette portion fluide. Ces résultats conviennent à la fois au cas où une
partie du corps surnage et à celai où le corps entier est plongé lans le fluide.
297. Maintenant , décomposons chacune des pressions normales à la surface du corps, en trois autres, perpendiculaire? entre elles , deux horizontales et la troisième verticale ; comme tout le système doit se réduire à une force verticale unique (296), Il est clair que toutes les composantes horizontales se détruiront deux à deux. Si donc on imagine que la masse d'un fluide en équilibre, soit rendue solide, sans changer de poids ni de volume, et qu'une portion exactement de même forme que rintérieur d'un vase donné demeure seule liquide; cette portion fluide pressera la portion solide environnante précisément comme elle en serait pressée si elle était devenue solide et que l'autre fût demeurée liquide. Par conséquent, si un vase, rempli d'un liquide pesant en repos, est posé sur un plan horizontal fixe, les pressons horizontales de ce fluide sur les parois se détruiront deux à deux, et n'imprimeront au vase aucun mouvement parallèle à *e plan. Mais si Ton fait une ouverture à la paroi, au-dessous du niveau du liquide , la pression horizontale qui avait lieu sur ta vase, dans la partie percée, devenant nulle par l'écoulement du fluide, ne contrebalancera plus la pression sur la partie opposée ; celle-ci tendra donc à faire glisser le vase sur le plan. C'est sur cette remarque qu'est fondé le moyen ingénieux, proposé par Daniel Bernouilli , pour mouvoir les bateaux sans le Recours des rames ni du vent.
Le poids du vase, plus le poids du fluide qu'il contient, dontient la pression que supporte le plan horizontal sur lequel le Vase est posé. Cette pression est très-différente de celle que supporte le fond horizontal du vase : celle-ci , dans certains cas , peut surpasser de beaucoup la première (281); mais cela n'arrive que quand le vase va en se rétrécissant à partir du fond : alors une partie de ses parois est pressée verticalement de bas en haut ; et le plan qui le supporte n'est chargé que de la pression Bar le fond , diminuée de celle qui a lieu en sens contraire sur la partie opposée.
298. Soit P le poids d'un corps homogène plongé entièrement dans. un fluide dont pf est la pesanteur spécifique, et soit */ le volume que ce corps déplace ; p r v sera donc le poids du fluide déplacé. Et puisque le corps est homogène, aussi bien «jue le fluide qu'il déplace, il est clair que leurs centres de gra-
C 264 ) vite coïncident. Le corps est donc sollicité par deux forces verticales, appliquées à son centre de gravité, Tune P qui tend à le faire descendre dans le fluide et l'autre p'v qui tend à le faire remonter. Par conséquent , si P > p r v, le corps descendra avec la force motrice P — p f v \ il ne pèsera donc plus que P — j/v, c'est-à-dire qu'il aura perdu une partie de son poids , égale au poids p r v du fluide déplacé. On a donc ce principe important, dû à Archimède : tout corps pesé dans un fluide, y perd une partie de son poids, égale à celui du volume fluide déplacé. Cette perte est d'autant plus grande , que le fluide proposé est plus dense ; car p 1 croît avec la densité, comme lui étant proportionnel (46).
Il suit de ce principe, que pour avoir le véritable poids d'un corps , il faut le peser dans le vide ; car deux corps qui se font équilibre dans l'air au moyen d'une balance exacte , n'ont évidemment des poids égaux que quand leurs volumes sont les mêmes. Il n'est personne qui n'ait pu remarquer que les solides plongés dans des liquides, sont beaucoup plus faciles à soulever; comme par exemple, une poutre dans un bassin d'eau. Mais le corps étant amené au niveau, si on veut le faire sortir du liquide, le volume déplacé diminuera et le poids à vaincre augmentera, et finira même par devenir insurmontable, si le poids du corps, dans l'air, est un de ceux qui surpassent les forces d'un homme. Le principe que la perte de poids augmente avec la densité du fluide, a conduit aux aréomètres que l'on considère en physique, et qui servent, soit à déterminer les poids spécifiques des solides, soit à évaluer le rapport suivant lequel deux liquides se trouvent mélangés, soit enfin à connaître la quantité de sel contenue dans une dissolution saline.
299. Le corps qui tombe dans Voir, est sollicité par une fores accélératrice constante g, un peu moindre que la pesanteur gf dans le vide : c'est une conséquence de la perte de poids. Mais pour le démontrer immédiatement, soit Y le volume du corps, D sa densité et D' celle de l'air; il est clair que le véritable poids de l'air déplacé sera V/D f , celui du corps VDtf et sa force motrice VDg ; on aura donc
\d s r= viy - vyiy ; d'où g =/ (1 - £}.
On voit que plus le corps est dense, moins sa force accélératrice est diminuée par la poussée de l'air sur ce corps \ ce que
nous avons déjà observé (199)* L'air oppose donc au mouvement des corps deux espèces de résistances, Tune due à l'inertie, et qui dépend de la vitesse du mobile (199)1 et l'autre provenant de la pesanteur de ce fluide : la première n'a aucune influence sur la durée d'une oscillation entière du pendule (2 56) ; mais la seconde ne saurait être négligée dans la détermination rigoureuse de cette durée ; car celle-ci étant en raison inverse de la racine carrée de y, elle dépend de la densité de l'air et augmente avec cette densité. On voit aussi que connaissant la densité du corps, celle de l'air dans lequel il oscille et la pesanteur g, déterminée au moyen de ces oscillations (267) , la formule précédente servira à calculer la mesure (f de la gravité , dans le vide.
3oo. Go&ps flottans. Le solide de poids P et de volume v, plongé dans un fluide dont p 1 est le poids spécifique, tend à descendre avec la force verticale P — p'v (298). Or, si P=yv, cette force est nulle, et le corps reste suspendu en équilibre dans le liquide ; mais si ¥ <^p'v, la force sera négative ; le corps remontera donc vers le niveau et continuera son ascension jusqu'à ce qu'il soit en partie hors du fluide et que le poids p'v du fluide déplacé soit égal à celui P du solide. Alors si le centre de gra-* vite du corps et celui de la partie submergée, sont dans la même verticale, ce qui arrive pour tout solide" homogène, symétrique par rapport à un axe perpendiculaire à l'horizon, les deux forces égales et contraires P et p'v se détruiront, et le corps restera suspendu en flottant sur le liquide. Ainsi pour qu'un solide flotte en équilibre sur un liquide, il faut et il suffit, i° que le poids à\$ corps soit égal à celui du fluide qu'il déplace; 2° que le centre degravité du solide et celui de la partie submergée soient sur une* même verticale y c'est-à-dire sur une même perpendiculaire au niveau du liquide, qu'on appelle alors plan de flottaison. En effet, quand ces deux conditions sont remplies ; comme le poids est une force verticale appliquée au centre de gravité , le corps proposé est sollicité par deux forces verticales, égales et contraires (son poids et la poussée du fluide); donc il demeure en équilibre.
Plus le liquide employé est dense, ou moins le corps est pesant sous un même volume , moins la partie submergée est considérable. Il est un grand nombre de corps qui peuvent flotter sur le mercure, le plus dense de tous les liquides, et sur les métaux en fusion, comme on le voit par les crasses, les scories, qui se
portent toujours à la surface de ces métaux. La plupart des bois, le liège, la cire, les huiles, les graisses, etc., flottent naturellement à la surface de Peau. Mais si le corps imbibe le liquide, il pourra se faire qu'après avoir flotté pendant un certain temps, il plonge ensuite, comme on le voit pour certains bois. Très-peu de corps flottent naturellement dans l'esprit de vin, et moinsencore dans Pair. La température faisant varier la densité du liquide , il peut arriver que le corps qui flottait à une certaine température, plonge à une autre plus élevée. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour certains morceaux de buis, qui flottent dans Peau froide et plongent dans Peau bouillante.
La dissolution du sel dans Peau en augmente la densité ; de sorte que plusieurs corps, qui plongent dans Peau douce, flottent sur Peau salée. C'est par exemple ce qui a lieu pour un œuf. Par la même raison , un bâtiment très-chargé , peut voguer eu sûreté sur la mer, et être submergé en entrant dans une rivière, comme cela s'est vérifié quelquefois. Le corps de l'homme, et surtout des personnes grasses, est spécifiquement plus léger que Peau douce , à la température ordinaire ; de sorte qu'il flotte naturellement sur ce liquide , et à plus forte raison sur les eaux salées. Néanmoins, il y a toujours quelques précautions à prendre pour éviter de plonger le visage dans l'eau ; et c'est en cela, et à avancer sur le liquide , que consiste Part du nageur.
Soi. Tous les corps, quelle que soit leur densité, peuvent flotter sur tous les liquides, si on leur donne une forme telle, qu'avec peu de masse ou de poids, ils présentent un grand velu-* me; car la poussée augmentant avec le volume du corps, tandis que le poids de celui-ci reste le même , on conçoit que la pression de bas en haut finira par surpasser ce même poids. C'est ainsi qu'une masse métallique très-lourde, qui plongerait nécessairement dans l'eau, peut flotter avec facilité, lorsqu'on la dispose en sphère creuse, à mince paroi. Une plaque de métal parfaitement plane et très-mince, ne pourrait flotter à la surface d'un liquide ; parce qu'en cet état elle ne déplace pas plus d'eau que lorsqu'elle est rassemblée en masse ; mais si on en relève les bords, si on lui donne d'une manière ou d'une autre, la forme concave, elle déplacera un plus grand volume ; et non-seulement elle pourra flotter aisément avec son ppids primitif, mais encore avec ce poids augmenté d'une certaine charge, qu'elle transportera ainsi sur le liquide. C'est pour cela que depuis long-temps
n donne aux bateaux les formes que nous connaissons, bien que » bois dont ils sont composés poissent flotter naturellement.
C'est aussi parce que les aérostats ont un grand volume, relavement à leur poids , qu'ils peuvent s'élever dans Pair. Mais omme Pair devient de moins en moins dense , à mesure qu'on 'élève, la poussée du fluide diminue sans cesse, et le ballon finit ar perdre sa force ascensionnelle, et par flotter, comme sur un iquide : pour le faire descendre, l'aréonaute diminue peu à peu e volume. L'atmosphère renferme toujours plus ou moins de apeur mélangée avec l'air. Lorsque la température vient à liminuer dans quelques parties de la masse , la vapeur qui s'y rouve tend à repasser à l'état liquide ; mais les particules d'eau e trouvant logées entre les particules d'air, ne peuvent se réunir n masse ; de sorte qu'il se forme de petits globules extrêmement éliés, séparés les uns des autres par une petite couche d'air, •'ensemble de ces petits globules constitue les brouillards ou les nages que nous voyons flotter dans l'air, jusqu'à ce qu'ils se éposent à la surface de la terre, ou que par leur condensation, s se résolvent en pluie.
3oa. Un corps flottant peut toujours porter une certaine chare, à° autant plus grande que ce corps s'enfonce moins par son ropre poids dans le liquide. Cette charge peut être disposée à la artie supérieure , comme cela se pratique ordinairement ; mais ans certains cas, il y aurait de l'avantage à l'attacher à la partie rférieure, parce que quand ce moyen est praticable, la charge èse moins sur le corps flottant.
Pour soulever des corps qui se trouvent au fond de l'eau , on ourrait les attacher à des corps flottans , et élever le niveau , )it par des barrages , soit en faisant affluer une plus grande uantité de liquide. C'est ainsi qu'avec une boule métallique euse, attachée par une chaîne à la vanne d'une écluse, on peut entretenir l'eau à un niveau constant ; car dès que le niveau élève , par suite d'un orage ou de toute autre cause , la vanne onte avec la boule , et il se forme une issue proportionnelle à iffluence des eaux. C'est aussi de cette manière qu'un navire ivasé sur la côte, peut être remis à flot, s'il se trouve dans un îdroit où il y ait une marée assez forte. Pour cet effet, pen- &nt que la marée est basse , on passe sous le navire des cordes u'on attache à des chaloupes; et celles-ci, lorsque la marée tonte, soulèvent le vaisseau et finissent par le dégager. On
peut de même faire passer le vaisseau sur un banc de sabk Lorsqu'il n'y a pas de marée, on produit les mêmes effeto, en chargeant les chaloupes au point de les faire enfoncer d'mrç grande profondeur dans Peau, puis en attachant les cordes pissées sous le navire : si ensuite on décharge les chaloupes, 3 e* clair qu'elles acquerront une force ascensionnelle, propre à son* lever le vaisseau , quand son poids ne surpassera pas la somme des charges. On peut employer ce moyen lorsque le niveau n'en pas susceptible de s'élever ; et c'est ainsi qu'on parvient qntlquefois à tirer du fond des eaux, pour l'amener à bord, un bâtiment ou un corps lourd quelconque.
3o3. Stabilité des corps flottaws. Lorsqu'un corps flotte m équilibre, s'il vient à être dérangé de cet état par une impulsai ou une secousse, il importe souvent, comme dans la navigatk*, de connaître s'il reviendra à sa position primitive, ou si au cos> traire il s'en écartera -davantage. Or, h corps reviendra à m première position , c'est-à-dire flottera en équilibre stable, fetflu que son centre de gravité restera plus bas que celui du jhàk déplacé. En effet, soit MN le corps flottant et G son centre ie.^ gravité (fig. 8a). Pour l'équilibre , ce centre et celui du liquide l déplacé doivent se trouver sur une même verticale : si on inc&tiL le corps d'une manière quelconque, les forces qui le meurtri ensuite eu mouvement seront le poids de ce corps, appliqué « 1|01 centre de gravité G, et la poussée du liquide, appliquée en point O, qu'on appelle aussi centre de pression. La preffiâfe force et son point d'application G, restent les mêmes ; mavji seconde et son point d'application O varient ; et le corp* Ofi ™ sollicité par deux forces verticales, contraires et non directea^ k opposées. Ces forces étant généralement inégales , le corpi * querra deux mouvemens, l'un de translation verticale, de h* eu haut ou de haut en bas, comme si les deux forces étaient i médiatement appliquées au centre de gravité G (176), et Fi de rotation autour de G, comme si ce point était fixe. Si d on suppose que le point O soit resté plus élevé que le point il est évident que par ce dernier mouvement , effet du co appliqué sur GO, le corps tendra à reprendre sa position tive , et s'y fixera , en effet , après quelques oscillations de et d'autre, sans cesse décroissantes, à cause de l'inertie du li et parce que le momeut de la poussée, par rapport à G ( mesure la force de rotation), ira continuellement en dimin
jusqu'à devenu nal. D'ailleurs ce moment étant proportionnel ■ la dislance OG^ il est clair que le mouvement de rotation autour de G est d'autant plus grand, que la poussée et la distance GO sont d'abord plus grandes elles-mêmes.
Cette tendance du corps, qui flotte en équilibre, à reprendre Ht position initiale, dès qu'il en est écarté, s'appelle la stabilité du corps, et répond aux conditions d'équilibre stable, que nous irons déjà considérées (62). On voit donc que la plus grande stabilité Sun corps flottant en équilibre, a lieu quand le centre de gravité de ce corps est le plus bas possible par rapport au centre de pression. C'est pour cette raison qu'on leste les corps fiottans dont on veut empêcher le renversement ; c'est-à-dire 'qu'on place à leur partie inférieure une substance d'un poids Spécifique plus grand que celui du liquide , afin que le centre ^e gravité soit toujours le plus bas possible au-dessous de celui Slu liquide déplacé. \a arrimage des vaisseaux consiste à disposer 'jlans la cale, des substances très-pesantes, telles que des saumons aie fonte : on évite par là que le roulis et le tangage soient trop considérables, parce que ces deux mouvemens du bâtiment, le premier en largeur et le second en longueur, fatiguent beaucoup les navigateurs.
3 o4- H n'arrive pas toujours que le centre de gravité du corps ■oit au-dessous du centre de pression ; car dans les corps homogènes, le centre de gravité O du liquide déplacé coïncide avec odui de la partie submergée, et celui-ci est nécessairement plus bas que le centre de gravité G du corps. Cependant ce corps ôeui avoir un nombre plus ou moins grand de positions d'équi- Hfcre stable ; c'est qu'en effet alors , dès que le corps est un peu Uucliné, il arrive souvent que la direction de la poussée va rencontrer le prolongement de OG , en un point m plus élevé que G : et comme on peut prendre ce point sn, appelé métacentre, gKrar celui d'application: de la poussée, on voit que dans ce cas, le corps tendra à reprendre' sa position initiale, et flottait consécjuemment en équilibre stable. Il suit de ces observations que le *orps flottant est en équilibre stable ou instantané, suivant que le métacentre est plus haut ou plus bas que le centrée de gravité; et que si ces deux points coïncident, le corps reste dans la position cil on le met: il est alors à l'état d'équilibre indifférent.
3o5. On conçoit que tout corps homogène, symétrique par rapport à un pbm vertical, peut toujours flotter en équilibre, au moins dans deo*
positions opposées. Mais on démontre que si un corps, tournant auto* d'un axe horizontal, passe successivement par plusieurs positions d'tçuilibre^ elles seront tour-à-tour stables et non stables. II est clair effectivement que si partant d'une position d'équilibre stable , on en écarte peu à peu le corps, vers la droite, je supposé, il tendra à y revenir; cette tendance ira en diminuant, et enfin le corps tendra à s'en écarter; mais avant que cette tendance change, pour ainsi dire, de signe, il y aura m» position dans laquelle elle sera nulle et où le corps flottant sera en équilibre; or, on voit qu'à gauche de cette position, le corps tend à revenir à la première ; et à droite, il tend à s'écarter de la première et conséquemment de la seconde. Cette seconde position d'équilibre n'est donc pas stable, puisque de part et d'autre, le corps tend à s'en éloigner. Partant de cette seconde position , on verra que le corps arrivera à une troisième, où il sera en équilibre stable, puis à une quatrième non stable, et ainsi alternativement* De sorte que quand le corps sera revenu à sa position initiale, il aura passé par un nombre pair de positions d'équilibre tourà-tour stables et non stables. C'est ce qu'on vérifie en considérant mie ellipse dont le plan soit vertical ; et si l'ellipse devient un cercle, elle aura une infinité de positions d'équilibre indifférent.'
306. On sait que quand un corps flotte en équilibre, son poids est égal à celui du liquide déplacé, et les centres de gravité du corps et du fluide qu'il déplace se trouvent sur une même verticale. Ces deux condinnw, traduites en équations , conduisent à déterminer les différentes positions d'équilibre pour un prisme triangulaire homogène, flottant dans une situation renversée, c'est-à-dire lorsque ses arêtes sont horizontales. Mous ne nous arrêterons pas à résoudre ce problème, qui conduit à une équation finale du 4 m * degré, résoluble comme celles du second, dès que h base du prisme est un triangle isocèle : nous observerons seulement que si cette base est équilatérale, le prisme aura la positions d'équilibre èh que sa densité sera comprise entre -Jg et -^j, la densité de l'eau étant M et six seulement, lorsque sa densité tombera hors de ces deux limites. Dans le cas de 12 positions, il y en a 9 ou 3 pour lesquelles une seule arête est plongée dans le fluide , 9 si la densité est plus grande que 5, rt 3 si elle est plus petite. ( Voyez d'ailleurs les Mécaniques de MM. Francœur et Poisson. )
Enfin, connaissant la densité, d'an corps flottant en équilibre sur « liquide de densité 1 , si le corps est de révolution par rapport, à un sis vertical, comme un cône, un cylindre, un paraboloïde, etc., il sera fack de calculer la hauteur dont ce corps s'enfoncera ^ pour flotter en équilibre, quand il sera chargé d'un poids donné P. ,
Du Mouvement des Liquides.
307. Soit on liquide quelconque,, de Peau par exemple, contenu dans un vase ouvert à sa partie supérieure. Ce liquide, dont le niveau est horizontal, exerce sur tous les points de la paroi.
des pressions normales, d'autant plus grandes que ces points sont plus bas au-dessous du niveau. Si donc on pratique une ouverture en un lieu quelconque de la paroi , au-dessous de la surface du liquide, il s'écoulera hors du vase, en vertu de sa parfaite mobilité et des pressions qu'il éprouve, avec d'autant plus de vitesse que le niveau sera plus élevé au-dessus de l'ouverture ; et il formera, en sortant, une gerbe continue, qu'on appelle veine fluide , filet ou jet, dont chaque molécule tend à décrire une parabole, normale à la paroi, et la décrirait en effet, sans la résistance de l'air et diiférens mouvemens dans le vase, qu'il faut d'abord examiner ( %. 83 ).
Or, en mettant dans le liquide des corps d'un très-petit volume et d'une densité peu différente de la sienne, tels que de la sciure de bois ou de la cire d'Espagne pulvérisée , si ce liquide est de Peau ; on observe que ses molécules se meuvent verticalement jusqu'à un décimètre environ au-dessus de l'orifice , et que parvenues en ce point, elles se détournent et viennent de tous côtés gagner l'ouverture , en suivant des directions plus ou moins obliques. De plus, pendant que le vase se vide, la surface du niveau s'abaisse, en demeurant sensiblement parallèle à ellemême et horizontale, jusqu'à quelques centimètres au-dessus de l'orifice ; alors elle subit une déviation vers ce dernier, s'il est pratiqué latéralement; mais s'il est placé au fond du vase, il commence à se former, au centre de la surface liquide, un petit entonnoir dont la pointe répond au centre de l'orifice , et dont la cavité s'agrandit de plus en plus jusqu'à la fin de l'écoulement.
Si on avait d'abord un peu agité le liquide , l'entonnoir se serait formé beaucoup plus tôt, et même, pour peu qu'on eût procuré au liquide un mouvement de rotation, l'entonnoir aurait eu lieu dès le premier moment. Si le vase est conique , l'orifice étant toujours pratiqué au fond , à la partie la plus étroite, l'entonnoir se manifeste très-promptement , même lorsque le liquide n'a d'autre mouvement que celui occasionné par son écoulement.
Il faut bien remarquer que si le vase était fermé à sa partie supérieure, et qu'il .ne- contînt point d'air* il n'y aurait pas d'écoulement par la petite ouverture pratiquée ensuite à la paroi ; parce que la pression- atmosphérique ferait équilibre à la pression du liquide. Si cependant l'ouverture était assez grande, Pair
pourrait s'y introduire, et l'écoulement aurait lieu par intermittence. Lorsque le vase fermé contient de l'air, il s'écoule seulement une partie de liquide suffisante pour que la perte de force élastique, due à l'augmentation de volume de l'air, fasse équilibre à la hauteur du liquide écoulé. Par exemple, dans une bouteille contenant de l'eau jusqu'à une certaine hauteur, si l'on fait passer par le bouchon , un tube cylindrique de verre, ouvert aux deux bouts , et qu'on l'enfonce au-dessous de l'orifice , lui-même audessous du niveau du liquide ; lorsqu'on débouchera cet orifice, il y aura d'abord un écoulement; mais il cessera bientôt, quoique le niveau reste plus élevé que l'orifice, dans la bouteille : alors le niveau dans le tube , se trouvera sur le plan horizontal mené par le point le plus bas du contour de l'ouverture \ et il est facile de voir pourquoi.
3o8. Maintenant , considérons le mouvement du liquide bon du vase. Nous avons déjà vu que la veine liquide qui s'échappe par l'orifice , a la forme d'un prisme ou cylindre , courbé en parabole , ayant l'ouverture même pour base ; mais elle va en se rétrécissant jusqu'à une distance de cette base d'environ h moitié de son diamètre $ son épaisseur n'est plus alors que les 6 ou 7 dixièmes du diamètre de l'orifice. Cette diminution, qu'on appelle contraction de la veine fluide, s'obseiVe dans toutes les directions possibles du jet. On trouve la cause de ce phénomène dans les mouvemens qui ont lieu à l'intérieur de la masse liquide, où les particules décrivent des courbes qui convergent entre elles en se présentant leurs convexités, ces courbes ne pouvant, par suite , se réduire à des droites parallèles qu'à une certaine distance de l'orifice.
Au-delà du point où finît la contraction apparente occasionnée par les mouvemens intérieurs, si la veine liquide a une direction Verticale de haut en bas, son diamètre va encore en diminuant] mais ce fait, que chacun peut observer en vidant l'eau d'un vase, est entièrement dû à l'accélération de vitesse que prend le liquidé en descendant \ car alors il faut que les particules se séparent, on que la colonne s'éfile, pour qu'il passe toujours la même quantité de liquide sortie par l'orifice. Dans les jets verticaux de bas en haut, la vitesse, au contraire, étant continuellement retardée, la veine liquide se gonfle successivement à mesure qu'elle s'élève.
Lorsque l'orifice n'a pas ses bords bien nets ou que le liquide intérieur est agité de mouvemens autres que ceux qui previen-
uent de l'écoulement, la veine liquide prend souvent la forme d'une colonne torse. Si le mouvement intérieur est de rotation, il se forme au-dehors, en vertu de la force centrifuge acquise, un entonnoir opposé à celui qui se manifeste au-dedans. Enfin , la résistance de Pair divise la colonne liquide et lui fait bientôt prendre la forme d'une gerbe composée de gouttelettes brillantes. 3og. Vitesse a la sobtie. Cherchons présentement la vitesse de chaque molécule liquide, lorsqu'elle est parvenue à l'orifice. Celui-ci étant fermé, il éprouve une pression normale, égale au poids de la colonne liquide ayant pour base Paire plane de cet orifice et pour hauteur la distance h de son centre de gravité au niveau du liquide. Or, dès que l'orifice est ouvert, le liquide s'écoule avec une vitesse qui augmente rapidement jusqu'à ce que le mouvement se soit étendu dans tout le vase et soit devenu uniforme en chaque point. C'est alors que les molécules liquides, sur un même plan horizontal , tomberont comme si elles étaient tout-à-fait libres, puisqu'on regarde comme nulle leur adhérence entre elles et avec la paroi. Supposant donc, comme c'est le cas ordinaire des applications, qu'il arrive par la surface supérieure du réservoir, dans le vase, précisément autant d'eau qu'il en sort à chaque instant ; il est clair que quelle que soit la courbe que décrive une molécule de poids p\ le travail de la pesanteur % pour la faire tomber de la hauteur h, sera hp r (186). Et si l'on appelle v 1 la vitesse de cette molécule à son entrée sur le niveau
du vase, et v sa vitesse à la sortie de l'orifice, — (v a — v l% )
représentera l'accroissement de force vive qu'aura reçu la molécule, en tombant de la hauteur h (220).
D'après cela , nommant p le poids de l'eau qui s'écoule pendant une seconde de temps , - ( v 9 — v l% ) sera l'accroissement
de force vive imprimée à ce poids en tombant de la hauteur h, A désignant la distance du centre de gravité de l'aire de l'orifice «m niveau ; car si l'orifice est très-petit , h pourra être regardée comme la distance moyenne de tous ses points au niveau constant. Et comme le travail de la pesanteur est alors ph, il vient
0*°) P( v * — vi*)z=:2ph, ou v 9 — v l9 — 2gh.
Si la vitesse v f du fluide en entrant dans le vase est très-petite, ou si 1/ = o , comme cela arrive fréquemment , on aura
v % =r iqh et v = v*gh.
( 274 ) Cette formule, due à Torricelli, disciple de Galilée, nous apprend que la vitesse du liquide, en s' échappant par Torifut, est due à la hauteur du niveau supérieur au-dessus du centre d* gravité de cet orifice.
Dans cette formule, nous avons pu faire abstraction des pressions que l'atmosphère exerce sur l'orifice et le niveau, parce que ces deux pressions se font équilibre ; mais sî elles devenaient différentes , la vitessse de sortie ne serait évidemment plus la même que la précédente. Or, quelle que soit la différence de ces pressions, on peut toujours la regarder comme provenant de la charge d'un liquide identique avec le proposé et de hauteur V. Alors suivant que la pression sur le niveau sera plus grande ou plus petite que celle sur l'orifice, il est visible, par les raisonnemens qui précèdent , que la vitesse de sortie sera
v = jAy(fc + tf) ou v=z[/ig(h — h 1 ).
Dans le second cas, si ft r > ft, ce sera au contraire le liquide extérieur qui entrera dans le vase»
3 io. Dépense du réservoir. La dépense du réservoir, pendant un certain temps, est le volume liquide qui en sort pendant ce temps. Soit a Paire plane de l'orifice : la vitesse des molécules à cet orifice étant v, il est clair que pendant chaque unité de temps, il s'écoule le volume av de liquide par l'orifice proposé; et qu'au bout du temps quelconque /, la dépense du réservoir est D = avt ou D = at \/%gh.
Mais cette valeur est-elle réellement celle que doit fournir l'expérience ? Pour s'en assurer, il est nécessaire d'examiner les hypothèses sur lesquelles nous avons basé nos calculs et de voir en quoi elles peuvent s'accorder avec la réalité. Or, nous avons supposé que la vitesse d'arrivée au niveau constant est nulle; que le liquide n'a dans le vase d'autres mouvemens que ceux qui proviennent de l'écoulement \ que les pressions sur le niveau et sur l'orifice se font équilibre ; qu'il n'y a dans le vase ni rétrécissement ni frottement qui puisse gêner le mouvement du liquide, en sorte que les molécules, sur chaque plan horizontal, tombent librement et avec la même vitesse ; que l'épaisseur de l'orifice est assez petite pour n'exercer aucun frottement appréciable, et enfin que l'orifice lui-même a assez peu de grandeur pour que les molécules liquides puissent être regardées comme ayant la même vitesse dans toute son étendue. Ces hypothèses
sont généralement admissibles , c'est-à-dire qu'on peut toujours trouver un vase qui y satisfasse d'une manière très-approchée. Mais les calculs précédens de la dépense supposent encore que les molécules liquides sortent de l'orifice suivant des lignes parallèles ; or, cette hypothèse est contraire au phénomène de la contraction de la veine liquide, que nous avons indiqué (3o8); et c'est spécialement à cette contraction qu'il faut avoir égard pour évaluer la dépense effective. On a reconnu , par un grand nombre d'expériences exactes, que quelles que soient la hauteur h du liquide et l'aire a de l'orifice , les autres conditions précédentes étant d'ailleurs satisfaites, du moins approximativement, il faut multiplier la dépense théorique, que nous venons d'obtenir,, par un certain coefficient m, pour avoir la dépense effective, laquelle sera conséquemment , après le temps l,
D — amvt ou Du amt \figh.
Le coefficient m a ordinairement pour valeur | , rapport entre les diamètres de la section contractée et de l'orifice; mais ce coefficient varie un peu , suivant la forme de l'orifice, la valeur de A, et parce qu'il y a toujours une certaine perte de force vive ou de quantité de travail.
Dans son Cours de Mécanique, M. Poncelet donne le tableau des valeurs de m pour les cas les plus ordinaires de la pratique. Il examine aussi le cas où l'orifice rectangulaire est ouvert à la partie supérieure : nommant l la largeur horizontale de cet orifice, et H sa hauteur à partir du niveau ; la distance de celui-ci au centre de gravité , ou la hauteur moyenne du liquide , sera £H; et on aura, pour la dépense effective, au bout du temps /,
formule dans laquelle la valeur du coefficient m est ordinairement o,4o5 ; mais qui devient 0,39 ou o,4i5, suivant que H surpasse o œ f 2o ou est moindre que o m ,o2.
Connaissant la dépense , il est facile d'en déduire la vitesse , et réciproquement. Lorsque la paroi où se trouve l'orifice est courbe, la dépense n'est pas la même que si la paroi était plane : elle est plus grande ou plus petite, selon que la paroi est convexe en dehors ou en dedans.
3i 1 . Tuyaux additionnels. L'expérience apprend que si l'on adapte un bout de tuyau à l'orifice d'un vase , la dépense peut devenir beaucoup plus grande que par un orifice percé en mince
( 276 ) paroi; mais il faut pour cela que le liquide sorte à plein tuyau, c'est-à-dire que la veine liquide soit peu contractée. Or, lorsque le liquide adhère au tube , il est retardé dans sa marche par la résistance de Pair, lequel , à cause de l'adhérence, ne peut s'introduire entre le liquide et les parois ; la veine liquide, par cette résistance, se gonfle et remplit le tuyau. De plus, celui-ci étant cylindrique, les particules liquides, forcées d'en suivre les parois, décrivent toutes des droites parallèles ; ce mouvement se communique jusqu'au réservoir, en vertu de la continuité de la colonne, et il en résulte, dans le réservoir même, des mouvemens moins obliques au plan de l'orifice ; d'où il suit que la veine est beaucoup moins contractée, et le serait encore moins si le tuyau était un peu évasé au-dehors. La dépense doit donc être plus grande que quand l'orifice est à mince paroi , bien que la vitesse soit devenue moindre par l'effet du frottement sur le tuyau.
Il est visible d'ailleurs que la veine liquide ne se gonflerait pas , et conséquemment la dépense ne serait pas augmentée , si le liquide n'adhérait pas au tube , ou si l'écoulement se faisait dans le vide, ou encore si le tuyau avait exactement la forme de la veine contractée , ou enfin si ce tuyau , quoique cylindrique et un peu évasé au-dehors, avait une longueur qui augmentât beaucoup le frottement sur ses parois.
Quand l'ajutage est cylindrique, et que l'écoulement a lieu à plein tuyau, si la longueur du tube n'excède pas 4 fois son diamètre , la dépense est d'environ les 1 33 ceutièmes de ce qu'elle est pour un orifice à mince paroi \ et on a alors
D = i,33amt yigh ouDz: ofiiat ^igh.
Cette dépense serait encore plus grande , si le tuyau était un peu évasé au-dehors : alors le coefficient pourrait s'élever de q,8i à 0,96.
Pour un long tuyau, non horizontal, et incliné de haut en bas, la vitesse y est accélérée par la pesanteur ; et comme la colonne ne peut s'éfiler, à cause de l'adhérence du liquide aux parois et de la résistance de l'air, le liquide inférieur transmet une portion de sa vitesse au liquide supérieur, et il s'établit une vitesse moyenne qui croît avec la longueur du tuyau, jusqu'à une certaine limite, au-delà de laquelle le frottement, qui augmente avec la longueur, diminue de plus en plus la vitesse; au point même, que si le tube était horizontal , le liquide finirait par n'en plus sortir que goutte à goutte.
D'après les expériences nombreuses faîtes à ce sujet , Fa résistance que Peau éprouve dans son mouvement est proportionnelle au carré de sa vitesse, à la longueur du tuyau et en raison inverse de son diamètre. Les contours occasionnent des chocs réitérés qui diminuent considérablement la vitesse, surtout quand ils sont brusques ; il arrive même souvent que les chocs dégagent Pair renfermé dans Peau , et que la colonne liquide étant interrompue, l'écoulement cesse. Lorsque le tuyau de longueur L développée et de rayon r intérieur, n'a pas de contours brusques^ l'expérience a donné , pour la dépense ,
formule dans laquelle L peut valoir 3ooo mètres, le rayon r n'étant pas au-dessous de 2 ou 3 centimètres.
Les tuyaux capillaires diminuent beaucoup plus la vitesse que ceux dont le diamètre est considérable; c'est que le frottement ne se fait sentir immédiatement qu'aux particules qui touchent les parois , et son effet , pour ralentir la vitesse, diminue nécessairement de la circonférence au centre ; en sorte que plus te diamètre est grand, moins les particules centrales sont ralenties* On a remarqué d'ailleurs que la chaleur augmente la vitesse.
3 12. Pressions latérales. Lorsqu'un liquide s'écoule par un tuyau , une partie de la charge qu'il éprouve est employée à lui communiquer le mouvement ; et par suite , la pression qu'il exerce sur les parois, est toujours plus petite que celle qu'il exercerait s'il était en repos. On conçoit même que pour un point quelconque j la pression doit être égale à la hauteur du liquide au-dessus de ce point j diminuée de la hauteur qui produirait directement la vitesse qui existe en effet au point dont il s'agit. On voit d'après cela, que la pression sera d'autant plus grande en un point quelconque, que la vitesse sera plus diminuée; qu'elle serait nulle , si la vitesse était réellement celle due à la charge, et que s'il pouvait arriver que la vitesse en ce point fût plus grande que celle due à la hauteur du liquide, la pression y serait négative.
Cette loi a été vérifiée par diverses expériences \ et il en résulte que comme dans un ajutage cylindrique, la dépense est •toujours augmentée , la vitesse dans la section contractée de la Veine est plus grande que celle due à la charge; la pression, en •cet endroit, doit donc être négative, c'est-à-dire dirigée du dehors
au dedans : en sorte qne si on adapte au tuyau un petit tabe recourbé, plongé par sa partie inférieure dans un réservoir, on verra le liquide s'élever dans ce tube pour s'écouler par le tuyau proposé. C'est d'ailleurs ce que Venturi a démontré par des expériences directes.
3 1 3. Des eaux jaillissantes. On a vu (3og) que la vitesse de chaque molécule liquide, à l'orifice, est due à la hauteur du niveau au-dessus de cette molécule ; de sorte que si le liquide était contenu dans un tube vertical, il devrait s'y élever à une hauteur égale à celle d'où il est tombé (184). Mais plusieurs causes s'opposent à ce que le jet d'eau s'élève à la hauteur du réservoir. Ces causes sont, i° le frottement dans le tuyau de conduite et dans l'ajutage ; 2° la résistance de l'air, qui est d'autant plus grande que la vitesse l'est elle-même ; 3° la chute du liquide qui retombe sur celui qui s'élève et retarde sa vitesse : aussi observe-t-on qu'en inclinant un peu le jet, il s'élève un peu plus haut que quand il est exactement vertical ; mais alors il perd du coté de l'agrément , en ne formant plus cette belle gerbe qui flatte l'œil. Enfin, comme les molécules supérieures de la colonne liquide pèsent sur les inférieures , c'est encore un obstacle qui diminue la hauteur du jet. Elle dépend aussi de la forme de l'ajutage ; et l'expérience a démontré que l'élévation devenait plus grande en prenant des orifices d'un très-petit diamètre relativement à celui des tuyaux de conduite , en les perçant dans une paroi très-mince , et enfin , en inclinant un peu le jet. On peut même élever le jet au-dessus du réservoir, en faisant arriver un courant d'air au centre de l'ajutage : l'air en se mêlant à l'eau, forme un tout spécifiquement plus léger, qui doit s'élever beaucoup plus, sous l'action d'une même force motrice. Ce qu'il y a de remarquable alors, c'est le bruit occasionné par le choc des particules d'air contre celles de l'eau : ce bruit est un son approchant de celui de l'harmonica, mais moins doux. Les ajutages cylindriques ou coniques doivent être rejetés, car ils donnent un jet moins élevé qu'une ouverture percée en mince paroi.
Mariotte a reconnu qu'un jet vertical de 5 pieds exige une hauteur de réservoir de 5 pieds î pouce. Les diamètres des orifices doivent croître comme les hauteurs des jets , qu'il faut on peu incliner d'ailleurs ; et on détermine les diamètres des tuyaux de manière que la vitesse y soit au plus de 2 ou 3 décimètres par seconde. Partant de ce fait expérimental, que les différences
des hauteurs des réservoirs aux hauteurs respectives de leurs jets, sont entre elles comme les carrés des hauteurs mêmes de ces jets; rien n'est plus facile que de calculer la hauteur du jet , celle du réservoir étant donnée, et réciproquement. En effet, soit h la hauteur du réservoir, exprimée en mètres , et x la hauteur inconnue du jet d'eau \ si l'on observe que 5 pieds = i m ,62420 et 1 pouce = o m , 027070, on aura, d'après le principe précédent,
0,02707* h — x II (1,62420)* * a?*; d'où Ton lire
x z= 3o L — 1 ,6242 + j/2,638o2Ô + o, 108280AJ.
3 1 4* Ecoulement par des canaux. Un canal est une conduite ouverte au-dessus du niveau , ou du moins dont la partie supérieure est toujours à une certaine distance du liquide ; il peut être horizontal ou incliné. Un canal n'a aucune influence sur la dépense du réservoir; c'est-à-dire que si l'écoulement, ou comme on dit , le régime est bien établi , il fournit dans le même temps la même quantité d'eau qu'il reçoit du réservoir à son autre extrémité, quels que soient d'ailleurs les retards ou les accéléralions que la vitesse initiale puisse éprouver dans la route. C'est ce qui est évident et ce que l'expérience confirme directement. U suit de là que dans une tranche quelconque du canal, il passe* toujours la même quantité d'eau dans le même temps. Ainsi la vitesse du courant doit augmenter à mesure que le canal devient plus étroit, et diminuer lorsque sa largeur augmente. De plus, comme la vitesse est due à la pesanteur, elle devient plus grande avec la pente du canal ; mais si la pente est uniforme, et que la section du canal soit la même dans toute son étendue, la vitesse sera uniforme , du moins lorsque l'accélération_de vitesse , qui Tésulte de la pesanteur, sera détruite par les frottemens.
Puisqu'il doit toujours passer la même quantité d'eau par toutes les sections du canal, il s'ensuit que là où la largeur di* canal augmente ou diminue , la vitesse du liquide diminue ou augmente au contraire, et en même temps le niveau s'abaisse ou s'élève un peu. Dans une même section, la vitesse n'est pas la même pour toutes les molécules ; celles qui touchent aux parois, sont retardées par leur frottement contre ces parois et ralentissent à leur tour celles qui les avoisinent. Le maximum de vitesse existe vers la surface et au centre du courant. Dans un canal: dont le fond est un plan continu et dont le déversoir est au ni*
veau du plan, la masse liquide est en mouvement sur toute la hauteur; mais si le déversoir est élevé au-dessus du fond, toute la masse liquide inférieure reste en repos.
3i5. Le frottement du liquide sur les parois du canal, produit une action érosive qui dépend à la fois de la vitesse et de la grandeur de la masse en mouvement. On trouve, dans les pays de montagnes, des traces nombreuses de l'action érosive des eaux, même sur des matières très-dures, comme des rochers, qui sont creusés à une grande profondeur. Dans ces pays, la fonte des neiges, les pluies subites, produisent des torens qui s'écoulent sur les pentes des montagnes avec une vitesse effrayante, entraînant avec eux les débris des rochers, qui produisent aussi leur action particulière pour dégrader les terres. Le lit d'une rivière ne peut donc être permanent que quand l'action érosive du liquide est en équilibre partout avec la résistance du terrain. 'Mais comme cette résistance est nécessairement variable, les parties les plus faibles seront entamées jusqu'à ce que leur résistance fasse équilibre à l'action érosive, devenue moindre par la diminution de la vitesse du liquide adjacent. Et on voit pourquoi les rivières sont plus profondes ou plus étroites dans certains endroits que dans d'autres ; pourquoi elles sont plus larges, par exemple, dans les terrains de sable, d'argile, de craie, etc., que dans les terrains de calcaire dur, de granit , etc. ; et plus larges dans les plaines nues que dans les plaines boisées , où les plantes et les racines des arbres empêchent la dégradation du terrain.
On conçoit aussi que si les parois sont contournées, les parties concaves, opposées au courant, subiront des chocs continuels qui dégraderont le terrain d'autant plus vite, que la vitesse sera plus grande et la résistance du sol moins considérable. Aussi remarque-t-on que dans l'espace de quelques années , la rivière a souvent emporté le terrain du côté des contours brusques, tandis que de l'autre côté son lit est demeuré à sec.
Partout où la pente du terrain , la diminution de largeur, procurent au liquide une grande vitesse , le lit se creuse successivement jusqu'à ce que l'action érosive soit en équilibre avec la résistance du sol. On ne trouve dans ces endroits que de trèsgros cailloux roulés, parce que les plus petits sont entraînés par le courant. Au contraire, partout où le lit s'élargit, ou bien où la pente devient très-faible, le fond s'élève successivement. C'est toujours dans ces endroits qu'on trouve les graviers et les sables
très-fins ; et Ton voit aussi que c'est au point le plus large d'une rivière qu'il faut chercher un gué pour passer d'un bord à l'autre. Le fond s'élève encore lorsqu'on établit un barrage transversal ; l'effet de ce barrage est de diminuer la vitesse du courant, et aussi d'arrêter immédiatement les débris qu'il charrie, et qui, par leurs poids , gagnent toujours le fond.
Dans la dernière partie de leur cours , près de leur embouchure dans la mer, les fleuves s'encombrent successivement, d'abord parce que c'est là que leur pente est la plus faible, et ensuite parce que les eaux de la mer présentent un obstacle au courant et détruisent la vitesse qui lui reste : c'est là aussi que les sables fins se déposent et forment des attérissemens plus ou moins considérables. Ces montagnes de sable, qu'on appelle barres, se trouvent à l'embouchure même ou à une certaine distance dans la rivière , suivant que la mer n'a pas ou a des flux et reflux sensibles. On a fait, en divers endroits, des travaux considérables, pour détruire les barres, et faciliter ainsi la navigation. Pour cela , on a resserré le lit par des digues de diverses espèces, pour donner au courant une vitesse plus grande et provoquer l'érosion du fond. Mais tout l'effet qu'on peut espérer de ces travaux, est de transporter la barre plus loin , et en un point où la profondeur du bassin soit naturellement très-grande, de manière que le dépôt de sable ne puisse de long-temps gêner le mouvement des vaisseaux.
3 16. Maintenant, puisque les canaux n'ont aucune influence sur la dépense du réservoir, on voit pourquoi , lorsqu'il s'agit de conduire les eaux d'une montagne à une autre , qui en est séparée par une vallée, on préfère construire à grands frais un pont aqueduc , plutôt que d'employer des tuyaux placés sur les flancs des montagnes ; si les travaux et par suite les dépenses, sont plus considérables , on en est dédommagé par la certitude d'obtenir le succès désiré. Néanmoins les tuyaux de communication peuvent être employés pour de petites distances.
Si l'on veut calculer la vitesse moyenne de l'eau dans un canal , on observera que si la longueur n'est pas moindre que 1 00 fois la largeur, si la pente est peu considérable, et s'il n'y a ni étranglement ni contours brusques, le régime sera à peu près constant et la vitesse moyenne la même dans toute l'étendue du canal. Soit donc v cette vitesse, a l'air du profil transversal, le contour de la partie mouillée de ce profil , L la longueur du
C 282 ) canal pour une hauteur H de pente , longueur qui se confond sensiblement avec la base , parce que la pente ~ est déjà exces-
sive ; la pente pour un mètre de longueur sera donc =-. Soit
d'ailleurs D la dépense par seconde de temps; on aura, d'après M. Poncelet, >•-==
v = 53,58 1/^ et D = ov.
H Dans ces formules, — est la pente du canal; et comme la dépense D est ordinairement donnée , si Ton se donne aussi lf
contour c , et par suite Paire a , on en déduira la vitesse v et
H ensuite la pente =-• Mais il ne faut pas croire que la vitesse soit
arbitraire ; car elle ne saurait dépasser 3o centimètres sans corroder le fond et les parois du canal ; et si elle était réduite à o m ,2 , Peau ne serait plus susceptible d'emporter les limons qui surviennent dans les temps de crues \ de sorte que le canal finirait par s'engorger. La vitesse moyenne doit donc être comprise entre 20 et 3o centimètres. Le contour c de la partie mouillée, n'est pas non plus arbitraire; parce que l'expérience apprend que le rapport le plus avantageux est celui pour lequel la largeur moyenne de le section mouillée est double de la profondeur d'eau ; cependant , pour ne pas trop approfondir le canal , la largeur peut s'étendre jusqu'à 4 f°* s k hauteur. ( Pour déterminer par expérience la dépense d'un courant d'eau , on peut consulter le Mémoire sur le jaugeage des eaux courantes, par de Prony. )
317. Clepsydres. On nomme clepsydres ou horloge d'eau tout vase dont les parois renferment des divisions propres à mesurer les temps employés, dans P écoulement, par les divers abaissemens du fluide.
Considérons un vase quelconque dans lequel V orifice à mince paroi ^ se trouve au fond horizontal} et cherchons le temps qu'il faudra au niveau du liquide pour descendre d'une hauteur connue, pendant l'écou' lement. Supposons que les sections horizontales du vase soient entre elles comme les puissances miémes de leurs distances au fond, m étant on nombre quelconque. Divisons la hauteur h du niveau au-dessus de l'orifice, en un nombre infini n de parties égales à x, de sorte que h-=znx\ si nous menons par chaque point de division , des plans parallèles à l'horizon, nous partagerons le volume du liquide en n tranches, toutes de même épaisseur x. Soit y la u* de ces tranches , à partir du fond \ l'une b f de ses bases en sera donc à la distance ux 5 et si l'on désigne par b 1* surface du niveau proposé, on aura, par hypothèse,
5 ; 5' ; ; A m >Vî d'où y = ^aV.
L'épaisseur x de la u* tranche^ étant infiniment petite, cette tranche ne diffère du prisme ou cylindre de même base b f et de même hauteur rr, que d'un infiniment petit du second ordre, qu'on doit regarder comme nul ; de sorte quey=b f x. Le liquide étant incompressible, il est évident que pendant l'instant t! que le niveau , parvenu en &', mettra à descendre l'épaisseur infiniment petite x, il sortira par l'orifice le volume b f x ; or il
en sortira le volume kt 1 \/ igux, k étant le produit de l'aire de l'orifice par le coefficient de la contraction de la veine (3io); ainsi on a
b'x = M \/^H -, d'où h m k yiTg • if = bx m +*u m -*.
Prenant successivement w= i, 2, 3, 4i •••i n i V UIS ajoutant entre elles les n équations résultantes ; observant que 7*=/i:r, et appliquant le principe du n° 198, qui a lieu aussi lorsque l'exposant est fractionnaire, on aura une équation contenant le temps t employé par le niveau proposé £our parcourir la hauteur h $ et on en déduira
Le temps que mettrait le niveau à descendre de la hauteur /*', moindre que A, s'obtient en changeant, dans la formule précédente, h en h! et b en <?, c désignant l'aire de la section à la hauteur /V au-dessus de l'orifice. Retranchant ce second temps hors du premier, le reste sera le temps 9 qu'emploierait le liquide pour descendre de la hauteur A— /Vj et il viendra
Pour un vase prismatique ou cylindrique , m =: o ; pour un vase conique ou pyramidal, m = 2 ; et pour un paraboloïde autour de l'axe des. abscisses , on a m = 1 .
Si le vase cylindrique était entretenu constamment plein ; en le laissant couler pendant un temps égal à celui qu'il emploierait pour se vider, s'il ne recevait plus d'eau , il en sortirait un volume d'eau double de celui qu'il contenait d'abord (3 10).
3 18. La formule précédente donne le moyen de construire une clepsydre cylindrique. Par exemple , qu'il s'agisse de partager la hauteur h — /V en 12 parties qui soient parcourues en temps égaux par le niveau du fluide. Il est aisé de voir que les distances du niveau primitif et des points de division à l'orifice , ont leurs racines carrées en progression arithmétique, et que si r désigne la raison de cette progression , on aura \ir = \/h — [/h!. De sorte que si h = 400 millimétrés , et /V = 64', il viendra r = 1 . D'après cela , les distances successives des points dedivision de h — /V à l'orifice, seront les carrés des nombres 19, 18, 17, 16, ..., 8, et par conséquent les longueurs successives des parties de A—» h\ vaudront 39, 37, 35, 33, ..., 17 millimétrés. Quant au temps employé à parcourir chacune de ces parties, si l'on veut que ce temps 8 soit
une heure , ou 36oo", il faudra , Taire de l'orifice étant donnée, prendre pour Taire b de la base du cylindre vertical , la yaleur
bzzi\5ok y2g.
u Les clepsydres occupent une place intéressante dans l'histoire des arts et des sciences, par l'usage qu'en ont fait les anciens peuples pour la mesure du temps. On en attribue l'invention à Scipion Nasica, qui vivait environ 200 ans avant Jésus-Christ ; mais il est vraisemblable qu'il en a seulement fait connaître l'usage à Rome; et que les Egyptiens, qui s'en servaient pour mesurer le cours du soleil, les connaissaient à une époque fort antérieure. L'usage des horloges à pendules isochrones tenait à do notions qui exigeaient le concours des découvertes faites postérieurement dans les sciences et les arts.
7) La manière dont les anciens ont tiré partie de l'écoulement de l'eau pour sous-diviser la durée de l'année ut des jours est souvent trés-interessante. Les idées de l'eau qui s'écoule et du temps qui fuit, offrent, par leur rapprochement, des images agréables, et des comparaisons que la philosophie et la poésie ne pouvaient manquer de saisir. La clepsydre de Ctesibius en offre un exemple ingénieux. On ne peut se refuser à une secrète et douce mélancolie en voyant l'eau s'échapper, en forme de pleurs, des yeux d'une figure qui semble payer ce tribut de regrets ans instans qui s'échappent. Cette eau se rend dans un réservoir vertical, où elle élève une autre figure qui tient une baguette, au moyen de laquelle, et de son ascension graduelle, elle indique les heures sur une colonne. Le même fluide sert ensuite de moteur dans l'intérieur d'un piédestal à un mécanisme qui fait faire à la colonne une révolution autour de son axe, dans un an , de telle sorte que le mois et le jour où l'on est se trouvent toujours sous l'index , dont l'extrémité parcourt une verticale divisée convenablement, rt (Francœur, Mécanique.)
Depuis l'invention des horloges et des montres, pour mesurer le temps, les clepsydres, beaucoup moins commodes et moins exactes, ne sont plus que des objets de pure curiosité (de même que les sabliers ); mais- elles n'en constituent pas moins un problème d'hydrodynamique fort remarquable. 11 est évident que tout vase peut servir à former une clepsydre. La manière la plus commode est d'employer un vase tel, que des portions égales de l'axe vertical mesurent des temps égaux. Si donc on vent que le fluide s'abaisse d'une longueur donnée a pendant chaque unité de temps, on posera 6 = 1 et h — h f z=:a, dans la formule (/), en observant d'ailleurs que b ; c • l h m • A ,m ; si de plus, on veut que chaque section horizontale soit un rectangle, ayant une largeur constante d, la longueur variable étant représentée par 2, on aura bz=.dz. Dans ce cas, le vase sera compris sous deux faces verticales parallèles et deux autres faces qui dépendront de la valeur assignée à z pour chaque section horizontale. Or, si l'on veut que ces deux autres faces soient deux rectangles courbés suivant les paraboles égales qui terminent les deux premières faces, et qui ont leurs sommets en bas vers l'orifice, il suffira de poser m=|^ et alcrçs il viendra
L'aire b pourrait être un cercle «rr a , et m être nul, ou valoir \\ ce qui donnerait un yase cylindrique ou paraboloïdique.
Mouvemens des Corps gazeux.
319. Plusieurs causes peuvent mettre en mouvement les luides aériformes ; mais la plus importante et la seule qui >uisse produire de grands effets, est la chaleur qui, agissant négalement sur les différentes parties dont ils sont composés, >roduit des dilatations inégales, et par suite des courans dans liffér entes directions. Lorsqu'une portion de l'atmosphère est »lus chauffée que les autres, elle se dilate, devient plus élasti- [ue, plus légère, et se porte dans les régions plus élevées, en r ertu de la poussée du fluide : elle est alors remplacée par les tardes les plus -froides , qui affluent de toutes parts. De sorte rue si Faction de la chaleur est continuée dans le même lieu, il 'établit un courant d'air continu, effluant au-dessus de la partie chauffée, et affluant au-dessous. Ce serait le contraire, si la chaeur venait à diminuer.
C'est la dilatation de l'air occasionnée par la chaleur qui proluit le tirage des cheminées, le renouvellement de l'air dans nos tppartemens et les courans ascendans continuels à la surface de a terre, lesquels mêlent les différentes couches de l'atmosphère, •t établissent dans toutes ses parties une parfaite identité de composition chimique. Si la surface du globe était régulière et lomogène, il y aurait des courans permanens, dont les périodes coïncideraient avec celles des mouvemens du soleil ; mais la disribulion irrégulière des continens, les chaînes de montagnes, es forêts, les bassins et les eaux qui les traversent, rompent les •curans d'air , les détournent , les réfléchissent , et compliquent ellement leur marche, que jusqu'à présent il a été impossible l'en saisir la loi.
Cependant, il est des. courans d'air permanens, appelés vents tUxés, .dont la cause est facile à comprendre. Sous l'équateur, «t terre est plus chauffée que sous tous les autres parallèles, parce [ne les rayons solaires y sont moins inclinés. Et comme l'air 'échauffe peu par les rayons solaires qui le traversent, mais ►saucoup plus par son contact avec les cor^ps chauds , il en
résulte que sous l'équateur il y un courant ascendant continuel d'air chaud plus rapide que partout ailleurs; par suite, l'air situé sous les autres parallèles se porte vers l'équateur, dans la direction des méridiens et avec la vitesse de rotation du parallèle qu'il vient de quitter, et qui est moindre que la vitesse sous l'équateur. Or, cet air plus froid n'a pas le temps de prendre la vitesse du nouveau parallèle où il afflue, et oppose aux corps, qui possèdent déjà toute la vitesse de ce parallèle, une résistance qui paraît venir, pour l'hémisphère boréal, du nord-est, direction opposée à la résultante des deux vitesses dont il est animé, l'une du nord au midi et l'autre de l'occident à l'orient. Pour l'hémisphère austral , le courant d'air parait venir du sud-est.
320. Les mouvemens des gaz peuvent aussi provenir de plusieurs actions mécaniques. Ainsi, par exemple, jen agitant un mouchoir ou en se promenant rapidement dans une chambre , on détermine un déplacement d'air qui produit l'impression d'an vent frais , surtout en hiver , pour les autres » personnes qui se trouvent aussi dans l'appartement. De même , une rivière qui s'écoule avec une certaine vitesse, entraîne le» couches d'air adjacentes, et produit, dans le même sens, un vent que tout le monde peut remarquer. En général , tout corps qui se meut dans notre atmosphère , détermine dans cette masse d'air nn certain mouvement.
C'est d'après ces observations qu'on a construit les ventilateur* dont on se sert, tantôt pour procurer à une masse d'air enfermée dans un endroit clos , un certain mouvement qui produit de la fraîcheur, tantôt pour renouveller réellement l'air dans ces lieux» \? éventail est le plus simple des ventilateurs. D'autres sont composés d'une roue à volans qui tourne sur un axe horizontal ou vertical ; enfin , il en est de diverses formes , plus ou moins compliquées, suivant l'usage auquel on les destine. Les ventilateurs sont surtout utiles dans les hôpitaux, dans les prisons, te mines, etc. On les emploie soit à renouveller l'air d'un séchoir, soit à séparer des corps solides la poussière ou les pailles qu'ils renferment, et que les courans d'air entraînent facilement, comme dans les vans pour nétoyer les grains. Dans plusieurs cas, on fait usage de courans d'eau qui entraînent avec eux une certaine quantité d'air, et la portent jusque dans l'endroit où le besoin d'air nouveau se fait sentir; tel est l'effet des trotnftt dont on se sert dans les mines. Ailleurs le ventilateur est un
véritable soufflet ; et enfin, dans quelques cas, on détermine un . courant d'air en dilatant le fluide par la chaleur en un point , tandis que Pair frais peut entrer par un autre. C'est ce qu'an pratique parfois dans les mines.
Parmi tous les mouvemens que Ton peut communiquer à Pair, il en est d'extrêmement remarquables , qu'on appelle mouvemens vibratoires, et sans lesquels nous ne pourrions ni parler, ni chanter, ni produire aucun son. Ces mouvemens proviennent des vibrations de certains corps élastiques, qui se communiquent aux couches d'air immédiatement adjacentes ; ces couches , par suite , se condensent et se dilatent successivement ; et ces alternatives de condensations et de dilatations, se propagent en se. succédant de couche en couche, dans tous les sens. De sorte que si elles sont régulières et suffisamment rapides , elles produisent ' sur l'organe de l'ouïe, qu'elles viennent frapper, la sensation du son, (dont l'air est ainsi la cause et le véhicul.
321. Ecoulement des gaz. Lorsqu'un gaz comprimé sous une grande pression , s'échappe par un orifice évasé, et que l'on présente au courant une planche ou un disque métallique, ce corps, repoussé d'abord par le choc du gaz, est au contraire attiré, lorsque, surmontant cette répulsion, le disque a été rapproché à une petite distance des bords de l'orifice. Pour expliquer ce phénomène singulier, il suffit d'observer que quand un fluide s'échappe par un tujau évasé qu'il remplit entièrement, la dilatation qu'il éprouve, en passant dans les sections du tuyau dont les surfaces vont en croissant , diminue sa force élastique , et cette diminution peut être telle que la pression contre les parois intérieures soit plus petite que la pression de l'atmosphère sur la surface extérieure ; on conçoit alors que si cette paroi est mobile , elle sera poussée du dehors au dedans avec une force plus ou moins considérable. M. Clément a fait voir que l'écoulement de la vapeur présente le même phénomène que l'air, et M. Hachette qu'il en était de même des liquides.
322. Voyons maintenant comment on peut calculer la vitesse de l'écoulement d'un gaz renfermé dans un vase clos,' et qui s'échappe par une ouverture percée en mince paroi. Cette vitesse
-v est évidemment la même que celle d'un liquide de même densité que le gaz proposé, et qui serait soumis à une pression égale à celle qui résulte de la force élastique de ce dernier. Soit donc h la hauteur de la colonne liquide dont le poids est équi-
valent à la force qui produit l'écoulement ; on aura v= yigh Pour déterminer h en fonction de la densité, de la pression et de la température , soient p et p 9 les forces élastiques de Pair extérieur et du gaz estimées en mercure ; soit d la densité du gaz à o° et sous la pression de 0,76, et d r sa densité sous la pression p f et à la température *. La pression qui produit le mouvement est jf — p\ pour estimer cette pression en eau , il faut la multiplier par la densité du mercure i3,5g, et pour l'obtenir en air atmosphérique à o° et sous la pression 0,76, il faut encore diviser ce produit par la densité de Pair rapportée à Peau , c'est-à-dire
par 0,001 3. Ainsi la pression estimée en air, sera — ^~ (p 1 — p).
Or, la densité du gaz étant d r , lorsque celle de Pair est 1, il est clair que pour produire la même pression , il faudra une colonne de ce gaz d'une hauteur d! fois plus petite que celle de la colonne
d'air ; de sorte que h = — QttXp' — p\ Mais les gaz se dilâ-
tent des ^ de leur volume pour chaque degré centigrade d'augmentation de température \ donc pour t degrés, ils se dilateront de t fois autant ou de af , en posant a = gf^ = 0,00375. Ainsi le volume de la colonne du gaz proposé , à la température o° et sous la pression p\ étant a;; à la température *, il sera x{\\ at). Or, d est la densité du gaz à o° sous la pression atmosphérique o f 76 ; on aura donc la densité y de ce gaz à o° et sous la pression p\ par la proportion
De plus , sous la même pression p\ les densités d'un même gaz sont en raison inverse des volumes ; ainsi on a
Substituant cette valeur dans celle de h, et cette dernière dans celle de v ; puis observant que 1/ f ig — ' 9 * '? j = 38o , à moins d'un dixième près , il viendra enfin
Quant à la dépense D pour chaque seconde d'écoulement ; si l'on désigne par A l'aire de l'orifice , il est facile de voir qu'on aura D =: Ad'v, et par suite
D = 5ooA ( 1 + at) \/dp'(p'— iO(i + «0-
t*ar ces formules, oh voit qu'à la même température et quelle [ue soit la pression , uq même gaz s'écoule dans le vide avec a même Vitesse ; mais la dépensé reste toujours fonction de la >ression. Il est remarquable que la vitesse soit la même pour i i= ô oiï pour jr == co.
D'après un grand nombre d'expériences , on a reconnu que 'expression précédente dé la vitesse est exacte; mais que la fëine fluide se contracte dans les gaz, comme dans les liquides, )t que pour obtenir là dépense réelle , il faut multiplier la dé- )ènië théorique par o,65 si l'orifice est percé en mince paroi, )ar 0,93 s'il est terminé bar un ajutage cylindrique court, et >ar ô;g5 si cefc ajutage est un £eu évasé.
A l'égard de l'écoulement par de longs tuyaux, l'observation
prouvé que la résistance pour un même gaz est d'autant plus
rande que le tuyau est plus long et plus étroit, et que cette
distance dans un tuyau cylindrique, est proportionnelle au
àrré de la vitesse moyenne, et en raison inverse du diamètre.
323. Réaction bue a l'écoulement. Les pressions qui se manifestent contre les parois d'un vase plein d'un fluide élastique, se détruisent mutuellement quand le gaz est en repos, et e peuvent imprimer aucun mouvement au vase. Mais dès que i gaz s'échappe par un petit orifice , là pression opposée à là irectiou de l'écoulement n'est plus détruite par la résistance de t paroi supprimée , et le vase tend à se mouvoir en sens con~ aire de l'écoulement, de la même manière cjiie pour les liquies. C'est à cette réaction* que Sont dus le recul des armes à feu t le mouvement des artifices. En effet, l'ascension des fusées a eu en sens contraire de l'écoulement des gaz , qui se forment ax l'inflammation de la poudre $ c'est en fixant les artifices tttour d'un axe mobile sur lui-même; et disposant lés fusées bliquement aux rayons ; que l'on prcfduit les môùvemens de Hà&àû dès* soleils -, c'est en jjlà&tàt Ië5 ilfaes à la suite dès autres ltisfetit*é fusées diversement inclinées, éi qui brûlent successivelent, qu'on parvient à former ces artifices dont les mouvemens (langent brusquement de direction et de vitesse.
Ldrscju'bn enflamme la poudre renfermée dans la culasse d'uri *nort , il se développe présqu'ittstflntanéiïiènt un très-grand vo- #tftë dé gaz 5 ce g* z jtfëfee avec orie fbrcë égalé* leâ parois' de t&p&të dahs lequel il $é forme ; la paroi là moins résistante , îu est toujours celle fermée par le projectile, cède; et en même
temps le canon est poussé en sens contraire avec une force tout aussi considérable ; mais la vitesse du recul est plus petite dont le rapport de la masse du canon à celle du projectile, et de plus, elle est anéantie en très-peu de temps par les frottemens. Il est clair effectivement que la force motrice du boulet, en sortant de la pièce, est égale et directement opposée à celle qui s'exerce sur le fond de la culasse. Si donc P et P' sont les poids respectas du boulet et de la pièce, en y comprenant son affût, etc.; v et v r leurs vitesses, à l'instant de la sortie; leurs forces motrices respectives seront Vv et PV; on aura donc PV=Pv. Dans la plupart des cas, P' est au moins 3oo fois P; ce qui donne v'=z
- — , au plus. On voit d'ailleurs pourquoi le recul est beaucoup
moindre lorsqu'on tire à poudre seulement.
Le travail développé par la poudre, et consommé par la pièce et son affût , est moindre que la 3oo° partie de celui consommé par le boulet ; et si l'on a égard aux résistances que le terrain, les essieux , etc. , opposent au recul , on pourra , dans la pratique, regarder le travail de la poudre sur la pièce, comme nul, et ne considérer que le travail sur le boulet. Or , toute chose égale d'ailleurs , les effets de la poudre sont proportionnels à sa quantité, c'est-à-dire à son poids. Si donc c et c* sont les charges
de deux pièces, P et Q les poids des boulets, et v et t/ leurs
p vitesses de sorties ; les effets utiles ou les travaux seront — v* et
-£- «" ; on aura donc
* g /?:^::Pv':Qw'%
proportion qui fera connaître l'une des six quantités qui la composent, dès que les cinq autres seront données.
3a4* Travail pour s'élever davs l\ir. H est intéressant d'examiner ai rhomme pourra jamais se frayer un chemin dans les airs, et s'y mouvoir sous les mêmes conditions que les animaux organisés pour cet effet. Or, ce qui précède nous donne le moyen de résoudre ce problémeet è$ voir pourquoi tous ceux qui ont essayé de voler comme les 1 oiseaux, n'ont pas réussi.
Nous ferons abstraction de la résistance de Pair au mouvement, et nous admettrons que les ailes des oiseaux impriment une vitesse verticale, égale à leur vitesse moyenne u, à la masse d'air qu'elles déplacent dans leur mouvement de haut en bas, et de plus, qu'elles mettent à revenir à leur position primitive un temps égal à celui qu'a nécessité k premier mouvement. Nommant/? le poids de l'oiseau, m la niasse d'air mise en mouvement par seconde, l'unité de longueur et l'unité de poicb
étant le métré et un métré cube d'eau distillée ; la force motrice sera mv et devra valoir la résistance p à vaincre; on aura donc p=zmv. La quantité' de travail & développée par l'oiseau, pour s'élever verticalement, et consommée par l'inertie , a pour mesure A = |mv a = ±pv.
Puisque les ailes , pour le travail utile , ne frappent l'air que pendant une demi-seconde*, si s désigne leur surface totale, le volume d'air déplacé par seconde sera {sv. Mais sous la pression de 0,76 et à la température o°, l'air est 770 fois moins dense que l'eau distillée; le poids du volume Isv d'air est donc 770 fois moindre que celui d'un volume égal d'eau, et vaut par conséquent j^sv. Et comme m est la masse de ce volume d'air, son poids est aussi mg; on a donc
sv sv*
1540.9,808 r i54o. 9/ .8o8> d'où Ion tire
\v = [/385 .9,808- £ et = 6i,45^l/?.
Cette formule nous apprend que si la surface des ailes et le poids des oiseaux sont dans un rapport constant, la quantité de travail qu'ils dépenseront pour se soutenir dans l'air, sera proportionnelle à ce poids; et il est clair que la vitesse de leur mouvement doit dépendre de ce rapport, comme on le voit d'ailleurs par la valeur de *-v.
Maintenant, bien que le poids ordinaire d'un homme soit de 64 kilogrammes au moins, nous supposerons qu'avec l'appareil, muni d'ailes pour voler, il ne pèse que 64 kilogrammes, et que la surface de ces ailes soit de 10 métrés carrés. Dans ce cas, puisque le tonneaumétre est l'unité de travail, et 1000 kilogrammes l'unité de poids, on trouvera Ô=;3,i5 tonneaumétres, environ. Or, l'évaluation la plus certaine que Ton ait donnée du maximum de travail que peut développer un homme pesant 64 kilogrammes, en montant et descendant un escalier commode, sans aucune charge , dans une journée de 8 heures , est ao5 tonneaumétres ; ce qui donne par seconde un travail maximum moindre que 0,72 tonneaumétres , valeur qui n'est pas le quart du travail que cet homme devrait développer pour se soutenir dans l'air à l'aide de Pappareil muni d'ailes.
On peut faire varier le rapport de p et s \ et si l'on a égard à la résistance que Pair oppose au mouvement, au poids de l'appareil et à la force -employée pour ramener les ailes à leur position primitive, on se convaincra que le travail à dépenser par l'homme pour se soutenir dans l'air et s'y mouvoir sous les mêmes conditions que les oiseaux, surpassera tou-« jours le travail maximum, dont. il est capable. D'après cela, on peut conclure que l'homme ne pourra jamais imiter complètement les oiseaux et se donner des ailes pour se mouvoir comme eux dans les airs, parce que ses organes locomoteurs ne pourront jamais développer une quantité de travail suffisante. Les calculs précédens peuvent aussi donner une idée de l'énorme force musculaire dont les oiseaux sont doues et qui surpasse de beaucoup celle de l'homme. (Voyez une Note de M. Clapeyron % Annales des Mines, tome III, 3 e série.)
De la résistance et du choc des Fluides homogènes.
325. Tout le monde peut remarquer la résistance que les liquides opposent au mouvement des solides qui y sont plongea. La résistance des fluides aériformes, quoique moins évidente, n'en est pas moins réelle; et elle se manifeste, par exemple, lorsqu'on y fait mouvoir une bande de papier dont on tient une extrémité ; car alors l'autre extrémité se porte du côté opposé au mouvement. La résistance de Pair est prouvée par un grand nombre de phénomènes ; c'est elle qui diminue la vitesse de la neige , de la pluie et de la grêle , d'où résulte que nous sommes frappés par ces corps avec beaucoup moins de force que s'ils tombaient dans le vide ou dans un fluide plus rare.
On emploie souvent la résistance de l'air pour modérer et régulariser le mouvement des machines ; par exemple, le volant, dont sont garais les tournebroches , présente à Pair une certaine surface , et éprouve par là une résistance qui retarde et régularise sa marche. Plus la surface du volant est grande, plus le mouvement est ralenti, parce que la masse d'air déplacée est d'autant plus grande. C'est ce qu'on voit dans l'expérience du parachute, dont les aéronautes nous offrent quelquefois le spectacle.
3 26. Pour donner une idée de la loi que suit la résistance des fluides, soit A l'aire plane exposée au choc perpendiculaire d'un fluide, ou mue elle-même dans un liquide en repos, avec la vitesse constante v. Pendant l'instant très-petit /' elle parcourra l'espace vt\ et déplacera par suite un volume kvlf de fluide. Si D est la densité ou le poids spécifique du fluide proposé, ADf ^ sera la masse mise en mouvement pendant PinstaBt *', au moyen de la force motrice ADvV (i56). Soit M la masse du corps qui présente la surface A au choc perpendiculaire du fluide , et v' la diminution instantanée de vitesse causée par la résistance de ce dernier : la force motrice perdue par le corps, pendant l'instant f sera Mt>'; et on aura évidemment Mt?' = ÀDi>V. Or, la résistance R du fluide est représentée par la vitesse quelle imprime au corps proposé (i54); et cette vitesse
«st évidemment — (i54)î Mnst on a
MR. = ADv\
( 293 ) omme M , A et D restent constans pour un même corps nérae fluide , on voit que la résistance R est proportionné carré de la vite tu v. On voit aussi que plus la masse M nde , Faire À demeurant la même , plus la résistance est ce qu'on a déjà démontré (299).
»que la surface À se présente obliquement au choc du la résistance n'est plus mesurée par la valeur précédente : ignant par a l'angle d'incidence que fait la direction de v 1 surface A , la vitesse v se décomposera en deux autres , > sin a perpendiculaire à A, et l'autre dirigée dans le sens e surface : la dernière ne produit aucune résistance ; et roir égard à celle qui provient de la première composante, changer v en v sin a dans la valeur de MR ; on aura donc pour la résistance R,
MR=:ADt;*sin*<*.
s cette formule et la précédente le poids dut corps solide* = M$r. Nous avons regardé la résistance comme étant la pour le fluide ou le solide en repos ; c'est qu'en effet les îeméns sont les mêmes, dans les deux cas. Mais si les lorps étaient en mouvement, suivant la même direction, rait prendre pour v la différence ou la somme de leurs. s , selon qu'ils iraient dans le même sens ou en sens ton-
. Les relations que nous venons d'obtenir n'expriment t conditions les plus saillantes de la résistance des fluides y. existe plusieurs autres conditions particulières, dont l'in~ ï sur la valeur de la résistance peut être très-grande , et aut nécessairement faire entrer en considération, pour ' à quelque chose d'exact, D?àbord les calculs précédent ;ent que les molécules fluides sont parfaitement mobiles ,. dès qu'elles ont été frappées, elles sont comme anéanties, itôt s'échappent promptement de cotés et d'autres, pour ttre à celles qui les suivent d'être frappées à leur tour r térer en aucune manière la direction et la valeur du choc dernières. Or, il est clair que cette hypothèse n'est admis- [ue dans un très-petit nombre de cas particuliers, comme 'air et l'eau ; et encore alors faut il avoir égard à la dénion, dont l'effet est d'augmenter la pression en avant % de linuer en arrière et de faire croître la résistance pkts qu'ifc indiqué par la formule. L'adhérence du fluide' avec fe
solide qui y est plongé , augmente aussi la résistance , de tnérof que le frottement entre les deux corps ; et si le fluide est éla** tique, comme l'air, sa densité en avant du corps augmente et diminue en arrière , à mesure que la vitesse devient de plus en plus grande ; ce qui fait croître la résistance plus rapidement que le carré de cette vitesse.
Ces diverses circonstances et plusieurs autres modifient la valeur de la résistance ; et comme il est impossible d'en tenir compte dans les calculs théoriques, il est nécessaire, pour apprécier cette valeur, de recourir à l'expérience, et de déterminer, pour chaque cas particulier, le coefficient k tel , qu'on ait
( On trouve dans la première partie de la Mécanique industrielle de M. Poncelet, les valeurs de k pour différens fluides, et diverses formes du corps solide , ainsi que plusieurs applications très-remarquables. )
328. La forme du corps solide a aussi une grande influence sur la résistance qu'il éprouve de la part du fluide. Les formes alongées dans le sens du mouvement, sont les plus favorables, surtout quand les parties d'avant et d'arrière sont terminées en coins saillans. Le coin d'avant sert à diviser plus facilement le liquide, lequel, à cause de la longueur du corps, a le temps de reprendre son niveau , d'où résulte que le creux qui se forme en arrière est moins considérable, et se trouve en quelque sorte rempli par le coin saillant de ce côté; par suite, la résistance est beaucoup moindre. C'est pourquoi on a donné depuis longtemps aux bateaux et aux vaisseaux , les formes que nous connaissons. En général, la résistance est moindre pour les surfaces convexes du côté du liquide, que pour les surfaces planes, et moindre encore ppur ces dernières que pour les surfaces concaves. Aussi est-ce cette dernière forme qu'on donne aux voiles, ou qu'elles prennent naturellement. ....■>=
329. Jusqu'à présent nous avons supposé que le solide se meut dans un fluide homogène et indéfini. Si le fluide n'était pas homogène, la résistance changerait relativement aux variations de sa densité ; et s'il n'était pas indéfini , comme dans les canaux étroits , la résistance deviendrait beaucoup plus grande, et pourrait même être double. C'est qu'alors le liquide a d'autant plus de difficulté à s'échapper, que l'espace qui reste entre le mobile et les parois du canal est plus petit : le liquide se trouve
( 295 ) alors poussé en avant , et s'élève beaucoup plus contre le corps qui le presse. Bossut remarque, d'après cela, qu'il est essentiel de donner aux canaux de navigation le plus de largeur et de profondeur qu'il est possible, sans trop augmenter la dépense de construction. Il en conclut, à l'inverse, que pour des machines hydrauliques, qui admettent des roues à aubes, il est essentiel de ne donner au coursier que la largeur et la profondeur suffisantes pour le jeu des ailes de la roue ; parce que dans cette construction , l'impulsion que reçoivent ces ailes est à peu près double de celle qu'elles recevraient, si elles étaient plongées à même profondeur dans un fluide indéfini ; ce qui s'accorde avec les expériences directes faites à ce sujet.
Emploi des Fluides, comme Moteurs.
33o. Cour an s d'eau. Lorsque les fluides en mouvement rencontrent des corps solides, ils leur communiquent une partie de la force qui les anime et les rendent capables d'effets plus ou moins énergiques, qu'on peut utiliser dans un grand nombre de circonstances. C'est ainsi en particulier, qu'on emploie les coarans et les chutes d'eau , pour faire mouvoir, et conséquemment travailler les différentes espèces de moulins. Il se présente alors une question importante à résoudre : la force de Veau étant donnée {par le jaugeage et d'après les localités), quelles devront être la grandeur, la forme, la disposition et la vitesse de la roue hydraulique, pour que la machine produise la plus grande quantité o? ouvrage possible ; c'est-à-dire pour qu'il y ait le moins possible de force perdue et de résistances étrangères à l'effet utile ?
Cette question est essentiellement du ressort de la mécanique industrielle. Pour donner une idée de la manière dont on peut la résoudre, considérons d'abord une roue à aubes ou à palettes-, qu'on nomme aussi roue en-dessous, parce qu'elle est mue par un courant d'eau. Cette roue, encaissée dans un coursier, formé de deux murs verticaux et parallèles, sur lesquels portent les tourillons de son axe, reçoit contre ses aubes l'eau animée de la vitesse de sa chute, depuis le niveau du réservoir jusqu'au centre de l'aube. Poussée par cette force, la roue tourne avec son arbre sur ses tourillons : et la rotation de cet arbre est ensuite coinmu nique e, par des engrenages ou autres appareils convenables, jusqu'au lieu où elle est employée à l'effet demandé. Quant à la
manière de conduire Peau contre la roue, il est plusieurs dispositions, plus ou moins avantageuses, auxquelles nous ne devons pas nous arrêter ici : nous remarquerons seulement que la roue prend en définitive une vitesse constante sous Pefibrt qui la presse. Or, d'une part , s'il n'y avait aucune résistance , la vitesse de la roue serait k même que celle du courant, et lç liquide n'exercerait aucune pression sur les aubes ; de l'autre t si la roue était arrêtée par un. frein, il n'y aurait point de vitesse dans ht machine ; et dans les deux cas , il n'y aurait aucun travail utile. C'est donc entre ces deux états de la roue que se trouve la vitesse propre à fournir le plus grand effet utile de la machine. Cher-, chons quelle valeur (a théorie donne à cette vitesse.
Supposons que Pappareil soit arrivé , sous l'influence de la force motrice constante du courant, à. Péta( de cotation uniforme , avec la vitesse x pour le centre d'impulsion de l'aube. Le pertuis fermé par une vanne inclinée en amont, est censé placé Je plus près possible des aubes, disposition la plus favorable à l'action de Peau. Soit a Paire rectangulaire du pertuis^ y la vitesse du liquide à Pinstapt où il frappe les aubes, et c le coefficient de la contraction de la veine \ le volume ou le poids de Peau qui agit sur la roue , pendant une seconde v sera acv et sa
masse — a,y. Or, ; le centre d'impulsion ayant la, vitesse x x n'est
frappé qu'avec kt vitesse relative v — x ; la force motrice est
donc -o\v ( v — x) : elle est égale à la rçsisjance vaincue^ son
travail par s.ecouo\e , pour décrire le chemin, x , ^ çU>W> P° ur
mesure c , v
ê zn -av [v — x j x.
ë Ici 4, v et x soat des nombres de. mètres., tendis que l'unité
de travail est le tonneaumètre, ou 1000, kilogrammes élevés ai mette* Si Pou cherche la valeur de x pour que soit un maximum,, on trouvera, par la, résolution d'une équation, du second
degré, que ce maximum répond à x = %v, et vaut ê =— av>
Mais h étant la hauteur due à la vitesse v, d'où v 9 = ogh A ty travail dont le courant est capable par seçonde^sera acvh % puisque acv est le poids de Peau que la gravité fait descendre àe la fauteur h pendant chaque seconde de temps. Ainsi le maximum de travail de la machine est 6z=i~acvh\ c'est-à djre que h moulin ye f eut fournir le maximum de travail que quand la vitesse dt
la roue est la moitié de celle du courant; et alors ce maximum n*est que la moitié de la quantité d'action dont teau cet capable, 33 1. Il fa.ut bien, remarquer que dan» ces calculs,, nous, supposons qu'il n'y ait aucun travail consommé par les frottemens et les résistances étrangères à celles quj proviennent de l'QWnrage fait y et que de plus toute la force du courant est employée sur la roue. J)e sortç qu'en réalité, l'effet utile de la machine doit être moindre que la valeur ina,ximum que nous venons, d'obtenir. Les expériences, seules peuvent décider quelle est la valeur de la, vitesse x la plus, avantageuse : celles qui ont été tentées, par divers physiciens,, et en particulier paj Sméaton,, montrent que l'effet de la çoue hydraulique es| à s,on, ma^irnuni, quand la vitesse du centre d'impulsion de l'auhe est les § de celle du (iquide. Il faut donc proportionner Ja résistance que la» machine doit vaincre, de telle sorte qu'on, ait $ = \v\ et dans, ce ca$, le dIus favorable de tous,, le travail uJtile n'est que le tiers de celui, îont le courant d'eau, est capable. Mais, les, calcula précçdens Oen e^pr^ent pas moins les, condition^ essentielles du problène, et fournissent toutes les. conséquences générales qqe S^éaton Ire de ses expériences. Il est d'ailleurs foçile de calculer la vinsse a?, puisqu'on peut mesurer ]a distance du, centre de l'aube l'axe de rotation , et compter le nombre de tçurs que la roue lit d'un mouvement uniforme, pendant une ou deux minutes, ar exemple.
Pour donner aux roues à aubes plus, d'action mécanique , on fait beaucoup d'expériences, en variant les dispositions de appareil, changeant le nombre et la forme des aubes, etc. Fotre objet n'est pas d'entrer dans les détails propres à l'étabïisîïxient de ces machines ; nous ferons, seulement observer que ï • Ponceïet a eu l'idée heureuse de courber les aubes , et de -ur donner une disposition telle, que le travail utile du moulin st réellement la moitié de l'action du, courant. Ce résultat surfasse celui des roues à aubes ordinaires, et fournit à l'industrie ine augmentation de travail disponible, dont elle a profité en éalisant les idées et les constructions de M. Foncelet, pour les* Ju elles on peut consulter son Mémoire sur les Roues hydrauliques à aubes courbes, mues par-dessous, Metz 1827. ^ es roues conviennent parfaitement à toutes les chutes au-dessous de 2. mètres, c'est a dire à tous les cas où les rou.es à auaets ou en- 4etsu8 n,e seraient d'aucup usage.
33a. Pour trouver le travail de ces dernières roues, soit M la masse d'eau sortie du réservoir et reçue par les augets , avec la seule vitesse v due à la hauteur h du niveau au-dessus de la roue ; ce qui donne t>* = igh. Il importe que le liquide n'ait pas d'autre vitesse acquise, afin que le choc qui en résulte contre les augets soit peu considérable, de même que les pertes d'eau et de force vive. C'est même à éviter les chocs et les pertes de l'eau, à faire que son poids soit utilement employé , et à diminuer les résistances étrangères à l'ouvrage produit par la machine, que consistent les améliorations successives introduites dans l'usage des roues hydrauliques. Soit x la vitesse de la circonférence dfe la roue en-dessus, et u celle que le liquide acquerrait s'il tombait librement de la hauteur du niveau au-dessus du point où il sort des augets ; la force vive finale serait donc alors Mu\ Mais par le fait de son introduction dans les augets , l'eau perd d'abord la vitesse v — a; et conséquemment la force vive M,(t> — xj\ ensuite, en quittant la roue, le liquide conserve dans l'espace la force vive Mr% puisque sa vitesse est alors x\ ou la même que celle de la circonférence : donc la force vive réellement consommée par la roue est Mu* — M(r — x)* — Ma?. Et comme son travail 6 est la moitié de cette force vive , on a
2é=Mu' — M[(* — *)' + **]..
Si les vitesses u et v sont données, il est clair que le maximum de è répondra au minimum de ( v — x )* + #% c'est-à-dire à x — \v. Mais dans ces calculs nous n'avons pu tenir compte des pertes de forces actives , ni des résistances étrangères au travail utile. Sméaton a trouvé, par expérience, que pour le maximum de l'effet utile de la machine, la circonférence doit avoir 1 mètre de vitesse par seconde ; ce qui donne v = 2 , et par suite h = o m ,i environ. De plus, H désignant la hauteur totale de la chute et P le poids de l'eau écoulée par seconde, ce qui donne PH pour l'action du liquide pendant ce temps , on a reconnu que pour x = i mètre, et lorsque la roue occupe l'espace au-dessous du pertuis, jusqu'au niveau inférieur de l'eau à? aval, de manière à ne pas tremper dans cette eau , le maximum de l'effet utile de la machine ne surpasse pas fPH. Ce résultat est plus grand que celui fourni par les roues à aubes courbes : aussi emploie-t-on les roues à augets de préférence pour les chutes d'eau au-dessus de 2 mètres. Mais quand les chutes sont moindres , l'établissement de ces roues occasionnerait des constructions dispendieuses pour
( 299 ) élever le niveau du liquide; et alors on doit préférer les roues à aubes courbes, les seules qu'on puisse employer avec succès et économie , dans une foule de circonstances* ' 333. Lorsque le fluide est indéfini, comme une grande rivière, on établit dans des bateaux flottans, des moulins mus par le cou» rant d'eau , qui agit sur des roues à aubes pendantes. Soit v la vitesse moyenne du courant et x celle du centre de l'aube, ou plutôt de sa partie immergée, et a Paire de cette partie. En raisonnant comme plus baut (33o), on aura, pour la quantité de travail communiquée à la roue,
Changeant a? en x + w, et opérant comme on l'a vu plus liaut (i65), on trouvera que le maximum de 6 donne xz= {*. D'ailleurs , en posant x = \v + u , on vérifiera aisément que le maximum de è , répond à x = \v , et qu'il a pour valeur
Q désignant la quantité d'action dont le courant est capable. Ce maximum de surpasse le quart du nombre Q; mais à cause des pertes , on peut le supposer égal à ce quart. Alors le maximum de l'effet utile de la machine sera tout au plus d = 0,0127 5 '.ap 5 tônneaumètres. (Voyez pour les recherches précédentes, l'article de M. Francoeur, sur les Roues hydrauliques, tome IX du Dictionnaire technologique.)
334- Covkans d'air. Les courans d'air sont aussi une source de travail que l'industrie a utilisée depuis long-temps. Quoique l'air soit un fluide très-rare , il est capable de percussions trèsénergiques, lorsqu'il est animé d'une vitesse suffisante. Nous en avons quelquefois sous les yeux des exemples frappans ; nous voyons des murailles renversées, des toits enlevés, des arbres brisés et déracinés ; et cependant nous ne connaissons pas ces vents impétueux qu'on dit régner dans quelques îles de la mer du çud , et qui brisent ou renversent tout ce qui se trouve sur leur direction. C'est aussi l'impulsion des vents qui produit, à la surface des mers, celte agitation violente qui jette souvent l'effroi parmi les navigateurs les plus intrépides, et dont tant de familles ont été victimes.
Heureusement, les vents ne sont pas toujours animés de cette vitesse qui leur fait produire tant de ravages ; c'est alors que
C 300 > nous ressentons, leur influence sur la salubrité des contrées où ite» régnent périodiquement, et que nous employons leur force impulsive à divers usages. Tout le monde sait que c'est l'action du vent sur les voiles qui conduit le navire dans la vaste étendue des mers. On sait que c'est le veut qui communique le mouvement à un grand nombre de machines , parmi lesquelles il faut distinguer le moulin à vmt, la meilleure de toutes, et depuis longtemps en psage. Cette machine &e compose d'un axe incliné à l'horizon , à l'extrémité duquel se trouvent deux liges perpendiculaires entre elles et à l'axe , et qui sont garnies de voiles, nommées aihet, inclinées en surfaces gauches à la direction dit vent. La pratique et la théorie ont appris que pour le maximum d'effet , cette inclinaison des ailes doit augmenter , k partir de l'axe de rotation. Depuis longtemps, dans la plupart des moulins k vent, Pinclinaisou de Taxe, celle des ailes, leur forme, leur nombre e$ leur étendue, sont tels que: la thétrif c& des expériences faites avec le plus grand soin , l'auraient indiqué.
Il est impossible , dans un ouvrage élémentaire , de donner la théorie assçç difficile des moulins k vent 5 nous observerons seulement qu'il y a partout des courans, «Tak, dont ont peut disposer pour communiquer le mouvement ; et que, rien ne limite le nombre et la puissance des machines à veaj, qui peuvent exister, même dans un espace très-resserré v mais, l'inégalité de leur mouvement, et l'incertitude de leur travail, rendent ces machine* bien moins avantageuses que celles qui sont mues par un cours d'eau ; de sorte que ce n'est jamais qu'ai défaut de celles-ci qu'on emploie les premières. Pour perfectionner encore les moulins à vent, il faudrait adopter une disposition qui, sans augmenter beaucoup la mise, de fonds nécessaire à leur établissement, donnât à ces machines la propriété de pouvoir être mues par des animaux, de Irai*, durant les, chômages ; ce qui parait n'être pas. impossible.
335. Vapeur d'eau. La grande force élastique que peuvent acquérir les ga?. et les vapeurs, tant par la compression que par l'élévation de leur température , est encore pour l'industrie , la source d'un travail immense. La force si énergique de la vapeur est l'un des moteurs les plus précieux que nous possédions, nonseulement parce qu'on est maître de lui donner, sous un petit volume, le degré d'intensité qu'on désire, mais aussi parce qu'on peut l'établir avec avantage partout oà le combustible est d'un»
prix peu élevé. C'est à la vapeur d'eau que nous devons les machines puissantes, appliquées dans ces derniers temps à l'industrie en grand, et dont les effets prodigieux ont amené tant de perfectionnement dans les arts. Ces machines sont employées maintenant à une foule d'usages, soit pour donner le mouvement à des moulins , à des filatures , à des scieries , soit pour conduire des bateaux et même des voitures , qui dès-lors marchent sans chevaux, etc. On trouve dans la plupart des ouvrages de physique , les notions essentielles sur les machines à vapeur f et on a l'appréciation du travail qu'elles peuvent développer, dans plusieurs traités spéciaux, tels que la Mécanique industrielle de M. Poncelet.
Nous finirons en observant que les cours d'eau sont encore préférés à la vapeur, pour les opérations ordinaires de l'industrie. &Jn*i les courans d'eau et d'air pour les machines ordinaires, et a vapeur quand il s'agit de produire de grands effets , tels sont es moyens à l'aide desquels nous voyons l'industrie opérer ses ïàiracles. Les courans d'eau sont des quantités de travail disponibles attachées au sol $ ils possèdent une force motrice qu'on ne pourrait se procurer sans eux, que par l'emploi des animaux* d« la vapeur ou de tout autre agent dispendieux ; ils sont donc ane richesse que la nature accorde a certaines localités, et qu'il importe de faire fructifier, en y formant des établissemens indus- Web. C'est ainsi qu'un ruisseau , longtemps ignoré , deviendra Une source de travail utile et d'aisance,pour les habilans du voisinage, et les conduira à un degré de civilisation qu'ils n'auraient peut-être jamais connu, sans l'industrie et la facilité des communications qu'elle entraîne.
NOTES ET ADDITIONS
Note sur des applications de la Statique à la Géométrie.
Là méthode centrobarique , découverte par Pappus, est une application fort remarquable de la statique à la géométrie \ et elle a fourni à Gtddin des théorèmes qui reviennent à ceux que nous allons considérer.
Théorème. La surface annulaire engendrée par le mouvement d'une ligne plane, courbe ou brisée, autour aVun axe A extérieur et dans le même plan , a pour mesure la longueur 1 de cette ligne multipliée par le chemin c que décrit son centre de gravité : de sorte qu'en désignant par. s,l cette surface, on aura s,lz=zlc.
Soient m, n, p, q, etc., les longueurs des droites, finies ou infiniment . petites, qui composent la ligne proposée /; soient m', »', p 1 , q 1 , etc., la distances respectives des milieux de ces droites à Taxe de rotation A, et conséquemment les rayons des chemins ou arcs décrits par ces milieux. Ces arcs sont nécessairement semblables ; ils sont donc dans on même rapport R avec leurs rayons, et valent respectivement Rut', Rn*, Rp', Rq f , etc. Or,. d'après la géométrie, la surface décrite par la droite m autour de A, a pour mesure mXM On aura de même î/i^nXlW, s,p^=:pxl{pi, etc. Par conséquent
s t l = R ( mm! -f- w*' + pp! + qçf -f- etc. ).
Soit d la distance de Taxe A au centre de gravité de ./; d'où cr=Ri. Les poids représentés par les droites m, n, p, q % etc., étant applique! aux milieux de ces droites, il est clair (37) que le multiplicateur de B, dans j,Z, exprime le moment Id du poids total Z, par rapporta Taxe A, . pris pour celui des momens $ et que par suite on a s,l=JÙdz=lc. (Et ri / fait une révolution entière autour de A, il viendra c=nvd. )
Ce théorème s'applique au contour d'un triangle, d'un polygone, et en général à toute ligne plane fermée ou non. Si / désigne la circonférence aar, on aura fyfdr pour la mesure de la surface annulaire ronde- Et si / désigne un arc a de rayon r \ en appelant b la distance de son «entre 6 à l'axe A, et menant par 8 une parallèle à A, elle coupera la distance d en deux segmens , l'un égal à b et l'autre désigné par x. Soi* vant donc que Parc a sera concave ou convexe vers l'axe, on aura 4= bdex. De plus, x est évidemment la distance du centre de gravité de a au diamètre parallèle à l*axe A ; donc la zone z décrite pair cet arc a autour du diamètre, est z=a* aar*. Ainsi on a
s r a = a • 2xb ± z.
L'axe A ne peut être placé entre le centre B et l'arc a que quand celuici est concave y et alors on a s,a=zz—a*2vb. On peut voir ce que
devient s, a, lorsque a est coupé par Taxe de rotation. Enfin, soit h\k projection de a sur Taxe de rotation A : diaprés le théorème I, page iji, et par les triangles semblables , on trouvera
hr .
x = — et s = « • iwr.
Théorème. Le volume engendré par le mouvement d'une sut face plane quelconque, autour d'un axe extérieur A et dans le même plan, a pour mesure Voire S génératrice multipliée par le chemin c que décrit son centre de gravité. De sorte qu'en désignant par v,S ce volume, on aura v,Sr=:Sc.
Concevons la surface S divisée en une infinité de portions, infiniment petites, par des parallèles et des perpendiculaires, à Taxe A; toutes ces portions sont des rectangles m , n , p, q, etc. , car celles vers le contour de S ne différent chacune d 1 un rectangle que par un infiniment petit du second ordre , et conséquemment nul dans le résultat final. Soient m', »', p', <7 f , efcé, les distances des centres de gravité de ces rectangles à Taxe de rotation A ; x et y la base et la hauteur du premier m, y étant parallèle à A. Les arcs décrits par les centres de gravité , étant semblables, ont pour valeurs respectives Km', R» f , R/>', etc. Le volume engendré par m est évidemment la différence des volumes décrits par deux rectangles de même hauteur j-, et dont les bases respectives m 1 -\-\x et m* — |x, produisent les deux secteurs circulaires semblables |R(m'+ix)* et ±R (//»'-— £x) 2 . Or, chacun de ces volumes pouvant être considéré comme un prisme droit, d'une infinité de faces latérales, il s'ensuit que
v,m = ïRj- [(*»'+ \x)*— {ni 1 — i*) a ] = m • Rm'.
On aura de même, v,n=tt*Rn', v#=:p-I{p f , etc. Donc v,S = R. ( mm r -J- nn f + pp 1 + etc.) = S • JLd , d désignant la distance du centre de gravité de S à Taxe A. D'ailleurs , Tare ou le chemin décrit par ce centre, est c=R<£; donc enfin v f S = Se. (Et il est clair que si S fait une révolution entière autour de A, on aura c=2fr<2.)
Ce théorème s'applique à tout triangle ou tout polygone, et en général à toute surface plane; comme cercle et ellipse, secteur ou segment de parabole, d'hyperbole, etc. Lorsque S est un cercle nr 3 , il vient airVfr" pour le volume dé l'anneau rond engendré par ce cercle. Supposons que S désigne un secteur circulaire, dont b soit la distance du centre B à Taxe A, et soit S' le secteur sphérique engendré par S autour du dia-; mètre parallèle au même axe : en raisonnant comme plus haut, on trouvera v,S =S • inb d= S', le signe + ayant lieu lorsque Parc a du secteur - S est concave vers Taxe , et le signe — quand il est convexe.
Soit C la corde de Tare a, s Paire du segment compris et h la projection de Parc ou de sa corde sur Paxe A : d'après le théorème II, p. 4 l > et à Paide de triangles semblables, on trouvera ,
S' =!?rr a A et v,s = * « 2sr# =fc= g*-C*à.
Où peut aussi trouve* le volume décrit par un demi-segment circulaire, à une ou deux basés parallèles, autour d'un axe extérieur A, dans le même plan et perpendiculaire à ces bases.
Par des considérations analogues, on démontre aisément, i° que là Surface convexe d'un prisme ou d'un cylindre tronqué , a pour mesure le périmètre de toute section perpendiculaire aux arêtes latérales, multiplié par la portion entre les deux bases de la parallèle à ces arêtes, menée par le centre de gravité du même périmètre $ d° que le volume de tout prisme ou cylindre tronqué est égal, soit du produit de l'une de ses bases multipliée par sa distance au centre de gravité de Vautre base, soit à la droite qui joint les centres de gravité dès deux botes multipliée par l'aire de la section perpendiculaire à cette droite,
La théorie des centres de gravité ou des forces parallèles, reçoit un grand nombre d'autres applications à la géométrie (nous en avons donné plusieurs exemples dans les Mélanges de Mathématiques ) ; et Ton sait que réciproquement, la géométrie conduit à la détermination des centres de gravité. Il est clair d'ailleurs que si par la géométrie i oh a mesuré/, s, s f l et v,S , les égalités *,/:=/• ind et v>S=S • %*d^ feront connaître d. C'est ainsi qu'on aura la position du centre de gravité d'un arc, d'un secteur circulaire, etc. Ces rapprochemens remarquables montrent comment des considérations h qui paraissent d*abord étrangères entre elks, s'enchatnent et se fondent , pour ainsi dire^ les unes dans les autres, lorsqu'on écarte un instant et les idées et les noms que l'objet particulier de chaque question nous rappelle. Et c'est ainsi que la géométrie, la mécanique et toutes les questions soumises aux mathématiques, ne font qu'une seule science, dont l'algèbre est le langage, universellement employé*
Note sur h principe dit H 9 ig*].
L'exposant m étant un nombre quelconque , positif ou négatif, si S n désigne la somme des puissances m iémes des n premiers nombres eutiers, je dis que pour n infini, on aura
"* m+i Observons d'abord que si ddnft là vakut èhef chéé été 8^ -, oh change m en n — i, la différence de là nouvelle valeur à lsrprèmiéfé sera h m \ et <ju'ainsi cette première valeur doit contenir le terme ûrt m+1 , éjtii disparaîtra par la soustraction. On doit donc poser
S m == an ,n + l + bn m + dr*" 1 + àW* + èfc. ... (*),
a, b, c, d, etc., étant des nombres inconnus, propres à établir l'identité précédente, et qu'il s'agit de déterminer en conséquence, four cela, comme' ces ftombres sont ihctépëhdàns de ri, ils resteront lés mêmes lorsqu'on thiûgët à n en n — i , dans (à) ; et alors en soustrayant lé nouveau développement du premier, lé resté sera ri m: , il viendra donc
n m _ aM n.+. _ a („ _ , y«* + 1^* _ j p__ , y* _j_ etc . t , . (3).
Développant les puissances de n — i , d'après les séries binomiales % o& trouvera
n m = a{m + \)n m + m [i — £«(m -f 1)] rï*~ x + etc.
Les deux membres de cette égalité étant identiques, les coefficient d'une même puissance de n doivent être les mêmes de part et d'autre ; on a par conséquent
a(wt4"i) = ii b — ^(m-J- i) = o ou &=rj r etc. Soit p le plus grand de tous les coefficiens a, d, c, d, e,/*, g, etc. ^ il est clair que tous les termes qui suivent les deux premiers dans (a), donnent une somme- moindre que p fois celle de tous les termes d'une progression géométrique décroissante à l'infini, dont n 171 " 1 est le premier terme et ^ la raison. Or, il est facile de voir que cette dernière somme, prise p fois, est elle-même moindre que pn m ~ l -\-p. Mais p est un nombre fini qui ne dépend que de m\ on peut donc toujours prendre n assez grand pour qu'on ait pn m — l -\-p^{n m . De là, et en substituant les valeurs de a et 3, on aura, comme au n° 197,
m TO-f-1 ' ^
Cette formule ayant lieu pour une valeur finie et suffisamment grande de », sera vraie, à plus forte raison, pour n infini. Mais alors le dernier terme sera infiniment petit ou nul à l'égard du premier; il viendra donc la formule (1) qu'il s'agissait de démontrer.
Il suit de cette formule, que le principe du n° 198 est applicable, quel que soit l'exposant de la variable u dans chaque terme defu ; et c'est ce que nous avons admis au n° 317. On voit de plus que si n = 00 et m =3 — 1, la formule (1) donnera S m = oo. De sorte que la somme des inverses de tous les nombres naturels, c'est-à-dire Ut série harmonique ^ a une valeur infinie j ce qu'on sait d'ailleurs.
Continuant plus loin les développemens des puissances de n — 1 dans (S), on en déduira les valeurs des coefficiens «, 6, c, d, e,f\ g, etc. ; et ces valeurs substituées dans (a), donneront
m m-f-i 'a ' îa 720
+ "»("'-')("»-»)(m-3)(m-4) ji ^ et( .
Cette formule a lieu quel que soit m : supposons m entier positif; comme alors S m est nul en même temps que n , on voit que n sera facteur dans tous les termes \ et que pour des valeurs particulières de m , on devra négliger tous les termes de la formule précédente qui ne contiendront pas n ou qui seront divisés par n. C'est ainsi que pour to=i , on devra s'arrêter aux deux premiers termes ; ce qui donnera S 1 ==|n 3 -4~î /t<
Si une puissance de n, depuis la plus grande jusqu'à la plus petite, vient à manquer dans S m—1 , cette puissance doit être considérée comme formant un terme ayant o pour coefficient. D'après cela, en comparant
les valeurs de S m et S,^,, on verra que pour trouver 6 m , il faut multiplier par m chaque terme de S m __ a et augmenter de 1 l'exposant de. n dans chacun de ces termes, puis diviser le premier terme du résultat par m + i, le second par m, le troisième par m — i, le quatrième par m-— a, et ainsi de suite , jusqu'au dernier : le polynôme résultant P sera la valeur de S m , excepté le dernier terme nx; de sorte qu'on aura S m =P+nx. Faisant ensuite n=i, ce qui réduit S m à l'unité et P a un nombre P', il viendra i = P' -f- x ou x = 1 — P', et par suite S m ~ P+(i-P')n.
Au moyen de cette régie, il suffit de connaître S t pour en déduire aisément S a , puis S 3 , jS 4 , S 5 , etc. On aura donc cette suite de valeurs :
S 4 = i« s + i« 4 + y-> = iS a (6S l -i)
s 8 = ^ + y +fn?-£n a +$«*-£«.
H est bon d'observer que si s m désigne la somme des puissances m 1116 * de n premiers nombres impairs, cette somme se déduira de £ m _ B absolument comme dans la régie précédente , à la seule exception qu'au lieu de multiplier d'abord par m tous les termes de f m _, , il faudra les multiplier par am. Ainsi à l'aide de ^, = n a , on trouvera $ a , puis j 3 , s k , #5, etc. -, on aura donc
JVbte *wr /a Réflexion et la Réfraction de la Lumière.
Nous avons établi , d'après le principe de la moindre action , les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière (166), sans faire aucune hypothèse sur sa nature. Ces lois importantes, vérifiées par un grand nombre d'expériences, sont d'ailleurs démontrées complètement, par d'autres considérations, dans le système des ondulations, comme dans celui de l' émission; et la physique de Peclet ne laisse rien à désirer sur ce sujet, dés que l'on connaît les premiers principes de la dynamique.
Il résulte des lois de la réflexion de la lumière, que quand Fàbjet reste fixe, le mouvement rectiligne ou angulaire de son image est toujours double de celui du miroir. C'est par cette raison qu'on fait aller si vite les images du soleil au moyen d'un miroir; et c'est aussi pourquoi ces images, réfléchies par une eau dormante et reçues un peu loin du point d'incidence, paraissent, si agitées au moindre mouvement du liquide*
Pour démontrer cette propriété remarquable, soit P la perpendiculaire élevée sur le miroir plan, par le point d'incidence, et a l'angle que cette perpendiculaire fait avec le rayon incident R, ou avec le rayon réfléchi R/ ; l'angle compris entre R et R' est donc la. Supposons que le rayon incident R restant le même, on fasse tourner le miroir autour du point d'incidence, de manière à le rapprocher de R d'un angle v\ il est clair qu'en même temps la perpendiculaire P s'éloignera de R du même angle v, et que l'angle entre R et P,.ou entre R' et P, sera a-|- v; donc l'angle entre R et R' sera alors i (a-\-v) ou. aa-f-av. Or, cet angle était d'abord aa ; le rayon réfléchi R' a donc décrit l'espace angulaire av, double de celui v décrit par le miroir. Si le miroir s'éloignait de R d'un angle v, le rayon réfléchi R' s'approcherait de R de l'angle au, double du précédent v.
D'un autre côté, comme la distance d'un objet à son image est toujours double de la distance de cet objet au miroir plan qui le réfléchit ; si la dernière distance est <£, la première sera id. Supposons que l'objet étant fixe, le miroir s'en éloigne ou s'en approche, parallèlement à luimême, de la distance x; il est clair qu'alors la distance de l'objet à son image sera a (d =±= x) ou id db ax. Or, cette distancé était d'abord a<£; donc l'image a fait le chemin ax, double de celui x du miroir.
On sait que la «lumière éclaire en raison inverse du carré des distances. D'après cela, une surface plane et horizontale S, dont le centre est en B (flg* 55 ) , étant donnée de grandeur et de position à P égard d'une verticale CA, on peut trouver, en quel point À de cette verticale il faut placer le centre d'un flambeau , pour que la surface proposée S soit éclairée le plus possible. En effet, la longueur BC étant horizontale, prenons sur BA , la distance BM =: BC =: a , et soit CA r= x, BA r=zjr ; d'où x a =^ 9 — à 1 . Soit î la vivacité de la lumière reçue perpendiculairement par la surface S, quand le centre du flambeau est en M, et * celle de la lumière que reçoit alors la surface S dans la position horizontale proposée : z est évidemment la lumière qui éclaire la projection de S sur le plan mené par B perpendiculairement à AB , projection dont la valeur est SXsin ABC. Or, puisque les surfaces S et S Xsin ABC sont à la même distance du flambeau en M, les quantités de lumière fournies sont comme ces surfaces \ on a donc
*:i::sxsin-ABc;s.
De plus, sous le même angle d'obliquité ABC, la lumière p fournie par le flambeau en A est à celle z qu'il fournirait s'il était en M, en raison inverse des carrés des distances AB ou y et MB ou a; on a par conséquent
Multipliant par ordre, et observant que sin ABC =-, il viendra
( 308 ) Posant j" 1 = u, puis élevant de part et d'autre au carré, on aura-
Changeant u en u -J- i, et opérant comme plus haut (i65), on verra que le maximum de ? 3 et conséquemment de 9, répond à ur=:|a a , et donne x 2 = ±d*» valeur facile à construire.
Plusieurs questions d'optique, exclusivement réservées à l'analyse transcendante, peuvent être traitées par les simples élémensr, et nous en donnerons ici deux exemples , l'un relatif à la mesure de Y indice de réfraction et l'autre à la théorie de Yarc-en-ciel. Ces questions ne sont pas étrangères à la destination du présent ouvrage , que nous regardons comme devant faire partie d'un cours complet de physique.
Cherchons d'abord le moyen le plus simple de calculer l'indice de réfraction , c'est-à-dire lé rapport constant entre les sinus des angles d'incidence et de réfraction. Soit LI le rayon incident situé dans le plan de la section ABC perpendiculaire aux arêtes du prisme (fig. 84); il est clair que le rayon LI se dilate en pénétrant dans le prisme, et s'y partage en. d'autres rayons de différentes couleurs. Les rayons rouges subissent la plus petite réfraction, les rayons violets la plus grande, et les rayons verts ou jaunes une réfraction moyenne, la seule que nous allons considérer. Le rayon réfracté , jaune ou vert, est IE dans le plan ABC-, Use réfracte de nouveau en passant dans l'air, suivant la direction EM; de sorte que la ligne brisée LIEM est située dans le plan de la section ABC, aussi bien que les perpendiculaires IN et EN aux côtés AB et AC. Soit K le point de rencontre des rayons incident LI et émergent ME ; v l'angle de déviation MRO ; u et u' les deux angles d'incidence NIR et MER» x et x f les angles de réfraction NIE et NEI, et enfin a l'angle réfringent BAC du prisme.
Cela posé, si l'on fait tourner le prisme sur son axe, de manière que ABC reste constamment dans le même plan, on verra que puisque l'image est toujours sur la direction du rayon émergent EM, elle suivra les mouvemens de celui-ci. Or, il arrivera nécessairement que dans le mouvement du prisme, cette image sera un instant stationnaire ; et c'est alors <p* l'angle de déviation v sera à son minimum. Car , les quantités qui ont atteint leur maximum ou leur minimum , n'éprouvent que de faibles variations par des changemens assez sensibles, dans tous les sens, des quantités dont elles dépendent ; ainsi on sera assuré d'avoir atteint la position du minimum de v, quand dérangeant très-peu le prisme dans un sens ou dans l'autre , l'image restera sensiblement stationnaire. Il s'agit donc de déterminer les angles d'incidence et de réfraction , pour que l'angle de déviation v soit un minimum.
Or v dans le quadrilatère AINE, les angles I et E étant droits, on a l'angle N=i8o°— a. De plus, le triangle INE donne l'angle N=i8o° — ( x -|- xf) $ donc il vient
tf + x'sa ...(1).
H est visible que dans le quadrilatère ENER, on a i8o° — a + u + vf -J- i8o°r- v = 36o° -, d'où résulte
D'ailleurs , n désignant l'indice de re'fraction , il vient
sinu=in$mx et siu u t =nsinx' .». (3).
Prenant la somme et la différence de ces deux équations, puis remplaçant la somme et la différence des sinus par les produits des sinus et cosinus" de demi-sommes et demi-différences, ayant d'ailleurs égard aux équations (1) et (a), on trouvera
sin ï ( a + v ) cos \ ( u — u 1 ) = n sin \a cos \ ( x — x f ) ,
cos ~ ( a + v ) sin \ ( u — u 1 ) = n cos £0 sin \ ( a; — rr* ).
Elevant les deux membres de ces équations au carré, et posant ensuite sini(a + v)=.y y sini (x — x') =3 * et sin|(u — u f ) ==; f, on en déduira aisément'
^ ( ! _ j.» )f = nV cos» £a.
Eliminant t 3 , et resolvant l'équation finale par rapport à z a , on obtiendra
_ (i—y)0*~-ii'«m»5«)
jÇ - i ^ i ii ■ ■ •
n*(f* — sin a J«) On ne saurait avoir y ^ sin \a \ car alors il viendrait a -\- v <^ a , ce qui est absurde. De même, si on avait j* = sin £a, on aurait z = 00, ce tjui est encore absurde : doncj">sin|a. D'ailleurs, à cause de /t^i, si y était compris entre sin £a et n sin £a, z serait imaginaire ou impossible-, ainsi le minimum dej-, et par suite celui de v, répond à yz=n iin ^a ; et il en résulte z = o et « = o ; d'où x =3 x' et u =-: m'. De plus, te minimum de v est donné par la relation
sin £ ( a + v ) = » sin -a ... (4).
On voit donc que quand V angle de déviation est à son minimum , £*est-à~dire. lorsque P image reste un moment stationnaire , fe« angles i 5 incidence et de réfraction , <ie £>or£ et d'autre du prisme, sont ègauoùy à ce* instant. On a d'ailleurs x = x' = ±a et h = a' r= i. ( a -}- v) #
Voilà ce qui a lieu pour un faisceau de rayons incidens parallèles. Lorsque les rayons incidens sont inclinés les uns aux autres, comme sont ceux qui partent des bords opposés d'un objet un peu grand et qui vont aboutir à un même observateur, on ne saurait, à la rigueur, mettre le prisme dans la position de déviation minimum, relativement à tous ces rayons ; car les incidences seront différentes* Mais si le diamètre apparent de l'objet est fort petit, comme celui du soleil, la quantité dont les rayons ■ extrêmes s'écarteront les uns des autres, sera fort petite ; par conséquent, lorsque le centre de l'image sera dans la position du minimum de v % lés rayons extrêmes satisferont aussi, à trés-peu de chose près, à cette condition. Cela suffira d'autant mieux , que vers le minimum de u, une petite variation d'incidence n'altère pas sensiblement ce minimum. Cette
position du minimum offre donc de grands avantages : elle donne immédiatement, par le calcul, l'indice n de réfraction, et les valeurs des angles de réfraction et d'incidence, dés qu'on a déterminé les angles réfringent et de déviation a et v. Or, l'angle a peut se mesurer immédiatement sur le prisme \ quant à l'angle de déviation u, si l'objet est à une distance infinie, comme l'est le soleil ; d'un point M du rayon émergent EM, on mènera une droite ML/ à l'objet lumineux :. cette droite, nécessairement parallèle au rayon incident LI, donnera l'angle EMl/= ORM = v, que l'on pourra mesurer directement.
D'après cela , si l'on forme un prisme de la substance diaphane que l'on veut observer, l'équation (4) fera connaître l'indice de réfraction », relativement à cette substance. La même formule s'appliquera également aux liquides, en les contenant dans des vases prismatiques, dont les parois soient formées de glaces planes, à faces parallèles ; car de pareilles glaces ne dévient pas sensiblement les rayons, quand elles ont peu d'épaisseur et que le point lumineux est trés-éloigné : alors la réfraction qui se produit et que l'on observe, est entièrement occasionnée par le liquide. Les mêmes vases, moyennant quelques modifications, peuvent servir pour les fluides aériformes.
Le minimum que nous venons de déterminer, n'est possible qu'autant que n sin la < i ; de sorte que « étant un angle tel, qu'on ait sin «=£» F on doit avoir a <^ a*. L'angle « est celui sous lequel l'incidence ne donne plus de réfraction : on l'appelle Y angle limite, parce qu'au-delà, la réfraction se change en réflexion. L'expression de z* montre que a <^ 3« est une condition non-seulement de déviation minimum, mais aussi d'émergence : car pour que z a soit positif, il faut qu'on ait généralement
n sin |a <^f> et a P^ *° rte ra ^° n i n sin -la < i \ d'où a <^ 2«.
Dans le cas particulier de nsin-£a = i ou de a = 2«, on devrait, pour que z ne fut pas imaginaire*, avoir en même temps y=.\ ou sin i(a-f-v) = i; ce qui donne z = o,jc = a:'=2|a:=A et u=:u' = i ( a -f- v ) = 90°. Ainsi alors les rayons incident et émergent- seraient diriges suivant les côtés 8A et AG de la section ABC. (Voyez p. i4oon Tome XV du Bulletin des sciences mathématiques , etc. )•
Occupons-nous maintenant des calculs nécessaires à P appréciation d* beau phénomène de Varo-en-cieU Comme les gouttes d'eau suspendues dans l'air ont une forme à peu près sphérique, le faisceau de rayons solaires parallèles qui tombent sur l'une de ces sphères , est un cylindre -qui lui est tangent et dont l'axe est un rayon lumineux passant par k centre de cette sphère. Un plan quelconque mené par cet axe coupe h sphère suivant un grand cercle ABCD (fig. 85). Or, tout rayon .SA, situé dans ce plan, qui arrive sur le grand cercle, est nécessairement dispersé, réfracté et réfléchi dans le plan de ce même cercle. Soit il l'un des sept rayons colores dans lesquels le rayon SA est décomposé par la réfraction : une partie du rayon A8 sortira du dercle et se réfractera suivant BI-, l'autre partie se réfléchira suivant BC, de manière que l'ai* BC sera évidemment égal à l'are AB. En C une partie du rayon BC tot-
lira en se réfractant et l'autre partie se réfléchira suivant CD =s 8G ; et ainsi de suite.
Soit i Pangle d'incidence SAM, r l'angle de réfraction OAB et e l'angle d'émergence, c'est-à-dire l'angle AGE formé par le rayon incident SA et le dernier rayon émergent EG. Soit p le nombre de réflexions dans l'intérieur du grand cercle : on aura évidemment p + 1 triangles isocèles égaux à AOB; ce qui donnera l'angle AOB=i8o° — ar, l'angle AOE=36o°— {p + 1) AOB, l'angle OAG=OEG=3 i8o° — «, et par suite l'angle e = 36o°— [36o°— (/> + AOB + a(i8o° — i)]; d'où résulte e = (jp — 1) i8o° + as — 2 [p+ î) r ... (5).
Tant que le rayon incident et le dernier rayon émergent se rencontrent «levant le globule, é est positif; mais il est négatif dans le cas contraire. Ainsi pour une réflexion, e doit prendre le signe — , puisqu'alors le point d'intersection est derrière le globule; il vient donc — e=:ii — 4*", d'où tf=4 r — 31) comme il serait d'ailleurs facile de le Vérifier. Pour deux réflexions, e est positif, et l'on a e ==s i8o° -f- a« — 6r.
Remarquons maintenant que la plupart des rayons du soleil, qui tombent sur les gouttes de pluie, sortent divçrgens; ils sont donc trop écartés et par suite trop rares, pour agir fortement sur l'œil; et d'ailleurs ils se mélangent de manière à donner une couleur blanchâtre ou peu prononcée au nuage. Mais ceux qui sortent parallèles, se trouvent plus ramassés et se transmettent à toute distance, sans se séparer; ils entrent donc nécessairement en grand nombre dans la prunelle, et doivent y produire la sensation de la couleur qui leur appartient ( d'où vient leur nom de rayons efficaces)» Cette sensation sera d'autant plus forte, qu'il Y aura plus de globules, placés les uns derrière les autres, qui enverront * l'œil des rayons de cette couleur. Supposez une multitude de pareils globules distribués sur la surface conique, ayant son sommet à la prunelle et formée par les rayons émergens parallèles qui en émanent, et |ue je suppose tous' de même couleur ; ils donneront à l'œil la sensation l'une ligne lumineuse de cette couleur ; et cette ligne sera nécessairement circulaire; car la sensation est la même que si tous les rayons partaient . de la circonférence qui termine la surface conique. Et comme chaque point de l'ouverture sensible de la prunelle est le sommet d'un cône de la couleur proposée, l'œil aura la sensation d'une bande colorée de même largeur que la prunelle. .
Il s'agit maintenant de trouver les valeurs des angles d'incidence i, de réfraction r et d'émergence e, pour que les derniers rayons émergens soient parallèles. Pour cela , supposons que les angles i et r varient des quantités infiniment petites u et v, et deviennent idcu et r±u; alors comme les rayons incidens sont parallèles, de même que les rayons émergens, le nouvel angle émergent sera égal au premier, et leur différence sera nulle. Si donc on retranche la formule (5) de ce qu'elle devient quand on y change ieni=huet renr±v, on trouvera
lu — 2(/> + i)v=o ou u=z(p -\- i)v.
D'ailleurs, n étant l'indice de réfraction, on a sin i =: h sin r, d'où «in ( t d= u ) = n sin ( r ± v ). Développant les sinus , et observant que les angles u et v sont infiniment petits, ce qui donne sin u = u, cos u = i, sin v = v et cos v = i, on aura u cos i =: nv cos r, ou bien
* C? "1" cos * == n cos r * Ajoutant le carré de cette équation à celui de sin i = n sin r, il viendra
(P + * )" cosa * + s * nl * == n * î d'où cos t = =t= ■/ ^ i--^ — r— ^ ••• (6).
Actuellement, pour calculer les angles i, r et e- du moyen, des formules précédentes , prenons d'abord les rayons rouges , qui sont les moins réfrangibles. On sait que quand ces rayons passent de l'air dans l'eau, l'indice constant n = -^. En substituant cette valeur, on trouve, pour une seule réflexion intérieure,
i = 5g° a3' 3o", r = 4o° i a' i o" et e = 4*° i' 4<>" j
pour deux réflexions intérieures,
i = 71 49' 55", r = 45° 2Ô'.5o" et e = 5o° 5» 5o".
Si nous considérons de même les rayons violets, qui sont les plus réfrangibles, et pour lesquels n sa -^ 5 on aura , pour une réflexion intérieure,
t = 58° 40' 3o", r = 39 24' 20" et e = 4o° i& fa»\
pour deux réflexions intérieures,
1 = 71° 26*10", r = 44°47'io" et «=54° 9' 20".
Observons que dans le cas d'une seule réflexion intérieure, la valeur de e est moindre pour les rayons violets que pour les rayons rouges; c'est le contraire après deux réflexions intérieures. H est évident que les autres rayons d'une réfrangibilité intermédiaire entre ces deux extrêmes, donneront aussi des valeurs intermédiaires de e. On peut voir , dans les Traités de physique , comment les valeurs précédentes servent à déterminer les dimensions des deux arcs-en-ciel que l'on observe ordinairement» j»n et l'explication complète de ce phénomène^ d'après les considérations que nous venons de présenter.
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NOUVELLES NOTES ET ADDITIONS
Depuis moins de deux mois que l'impression du présent ouvragé est terminée, il a déjà été l'objet de plusieurs observations, propres à confirmer Fauteur dans la pensée qu'un tel livre élémentaire peut devenir fort utile. Ces observations et une lecture plus approfondie lui ont fourni le« notes et additions qui suivent.
Note sur le n° 2o5.
Avant de démontrer le principe très-important de ce n 6 , il est bon cU rappeler les notions sur lesquelles cette démonstration est basée.
i° Soient c le centre et b le rayon de la base d'un cylindre droit (figi <6a ). Par l'axe cC de ce cylindre, faisons passer te plan AB&z; menons là droite ACB, de manière qu'on ait CA = CB=:fc!c=:a; par la droite .AB faisons passer le plan AMBL perpendiculaire au plan ABba ; le prexxiier plan coupera la surface cylindrique suivant une ellipse AMBL. En effet, imaginons par le point À la parallèle à ac, qui sera égale à 5, et pari le point c la perpendiculaire c$ à AG et conséqnemment au plan AMB ; nous aurons ainsi deux triangles rectangles équiangles et égaux, qui don-* lient cS = 5 ; et par suite, en prenant CS f = CS = c , il vient c* = a* — 5 3 . Soit M un point quelconque de la courbe AMBL ; le plan MCé rencontre la surface cylindrique suivant les génératrices Mm et L/, parallèles à cC$ de sorte que le trapèze ML/m donné CM=CL et Mm+L£ ~~=± acC = ia. Les deux triangles rectangles cSM et clAm étant égaux t on à 1QS = Mm. On trouvera de même SL = L/; donc SM -f- SL =* fAm-\-htz±=.ia. H est clair d'ailleurs que la figure SMS'L est un parajU 14ogramme, et qu* ainsi SL = S'M. Par conséquent
Or, on appelle ellipse une courbe plane telle, que la somme des distances de chacun de ses points à deux points donnés S et S', est constamment la même et égale à une droite donnée ia\ la courbe AMBL est donc une ellipse \ S et S' en sont les foyers % c ou CA Vexcentricité et &M un rayon vecteur.
a Le point G divisé toute droite LM, menée par lui et terminée à la courbe, en deux parties égales; donc C est le centre et la droite LM *ut diamètre de l'ellipse. H est clair que tous les diamètres de cette courbe ont, sur la base du cylindre $ des projections égales au diamètre rxb de cette base $ et si v désigne l'angle d'un diamètre quelconque d dé . l'ellipse 4 avec sa projection a£, il est facile de voir qu'on aura ib=:d «os v. L'intersection des deux plans AMB et amb est évidemment pcr-^ pendiculaire aux droites BA et ba ; l'angle v de ces deux droites, qui est sésxi des deux plans, est donc un maximum; son cosinus un minimum; ef
par suite le diamètre A6 = la est le plus grand possible. C'est pourquoi AB est dit le grand axe de l'ellipse. Le plan mené par cG , perpendiculairement au plan ABab , coupe celui de l'ellipse suivant le diamètre d i perpendiculaire à AB et parallèle à sa projection ai , comme parallèles à une même intersection -, on aura donc alors v =5 o ou cos v = 1 et d = a3. Ainsi cos v étant à son maximum, le diamètre d sera le moindre possisible : c'est le petit axe de l'ellipse* On voit que les deux axes aa et ab de V ellipse % sont l'un le plus grand et Vautre te plus petit de tous ses diamètres^ et font entre eux des angles droits»
3° Soit toujours M un point quelconque de l'ellipse et ml la projection du diamètre ML sur la base du cylindre. Menant les tangentes mt et Ih à cette base , ces deux tangentes seront parallèles \ les deux plans Mmt et. hlh seront donc aussi parallèles , et rencontreront le plan de l'ellipse suivant les parallèles MT et LH , qui seront les seules tangentes à cette courbe, en M et L. Tirant la droite MSH, je dis qu'on aura MH r=aa. D'abord, à cause que la figure MSLS' est un parallélogramme, on a L'angle SLH = S'MR. De plus, M étant le point de contact de la tangente TR, on a vu (page 61) que l'angle S'MR:=SMT = SHL; donc l'angle SLH=SHL-, d 1 où SH— SLr=S'M. Ajoutant SM de part et d'autre, on aura SM -f- SH ou MHzz: S r M -f- STVt =: ia. Ainsi dans V ellipse,/ les tangentes aux extrémités d'un même diamètre, sont parai* lèles entre elles} et elles interceptent , sur la droite menée d'un foyer à l'un des points de contact, une longueur égale au grand axe,
4° L'aire £ de l'ellipse a pour projection Taire <r£ a de la base du cylindre droit*, et v désignant l'angle des deux plans, il vient à la fois b~ a cos v et ira* =r: £ cos v *, donc £ zzz nab.
5° Les notions précédentes suffisent pour démontrer complètement le principe du n° ao5', et en conservant les dénominations et les constructions qui précédent, cette démonstration commencera- à la ligne 6?, en remontant, dans la page 172. Mais il faut bien remarquer que M est un point quelconque de l'eHipse, et n'est pas situé à l'extrémité du petit axe, comme semblée l'indiquer le paragraphe qui précède cette ligne 6*.
La méthode des projections^ appliquée à la figure proposée, conduirait fort simplement aux diverses propriétés de l'ellipse ; mais ce n'est pas ici le Heu de développer ces applications : on peut consulter sur cet objet, un article de Mb. Éerriot % tome II des Annale* de Mathématiques.
Note sur le principe du ra* 198.
Ce principe est une véritable intégration et permet de foire descendre dans les elémens, plusieurs, recherches importantes exclusivement réservées au calcul intégral. Mais il peut arriver quefu ait un développemeat composé d'une infinité de ternes, affectés des puissances ascendantes de la variable. « : dans ce cas, pour obtenir S (Ju), si l'on fait usage des deux termes de S^ , le second fournira une grandeur plus petite que le produit de x par une série, dont la somme sera une quantité finie; ce produit sera donc une quantité' infiniment petite; et conséquesuneat, il
suffira d'employer le premier terme de S m , comme le suppose le principe proposé. Par exemple , si on a
fu zzz x ( 1 -f- ux)"~ x = x — x*u -f- x i? — jtm -(- etc. ;
en prenant S (,/«), au moyen des deux termes de S m , et désignant par k la valeur due au premier terme, on aura, à- cause de h = nx, ;
S (» = k + ( — < hx + < h*x — < A 3 x + eç, )
Ce qui vient après k est moindre que si l'on prenait avec le signe + tous les termes entre parenthèses $ ainsi on a
SO) = * + <*(i + A + A a +A 3 +etc.-- 0; d'où S(Ju) = k + <x(^-j t ~- \\ et S(/fc) = *.
Travail de la pesanteur variable, dans le vide.
H faut d'abord chercher l'expression de l'arc x en fonction de son sinus s. Pour cela, on observe que l'arc changeant de signe avec son sinus, sans changer de grandeur absolue, on doit poser
x =z as + &* + es -{- d$ 7 -f- es 9 -{- etc. ;
et il s'agit de déterminer les valeurs des coefficiens a, 5, c, d % etc., propres à rendre identique l'équation précédente. Or, comme x est quelconque, ces coefficiens ne changeront pas et l'équation subsistera toujours» si au lieu de x on prend x -J-j", y étant un arc infiniment petit, qui donne sinjrrrrjr et cosj-= 1. Dans ce cas, s ou sin x deviendra sin (x-\-y) = ' sin x cos y + sin^ cos x = s -\~yz , en posant cos x =: s. De sorte que changer jc en x+^", dans l'équation proposée, c'est y changer s en s + yz\ développant donc les puissances de s^yz^et observant qaey étant infiniment petit, l'équation résultante ne peut être identique qu'autant que les coefficiens de la première puissance de y sont égaux de part et d'autre, on aura, en égalant ces deux coefficiens et en divisant par z %
i = a + Us % + 5*« 4 + 7<fc 6 + g** 8 + etc.
{Tailleurs, à cause de z = \fi — $% on a
Ces deux valeurs de — étant nécessairement identiques , les oocfîicicus
d'une même puissance de la variable s sont égaux, et l'on a
Substituant ces valeurs dans l'expression de x, on aura enfin
Cela posç , cherchons le travail A de la pesanteur, dans la vide, pour y faire descendre un corps de masse M, suivant la hauteur h, en ayant égard aux variations de la gravité. Soit a la distance initiale du corps au Centre de la terre, g la mesure de la gravite', à cette distance, et sa mesure à la distance 1 ; on aura donc 1 l a 9 • l g l p=zga*. Imaginons la hauteur h divisée en un nombre infini n de parties égales à x, d'où h = #ix t et soit v r la vitesse que la gravité imprime à la masse M, à la distance a — ux du centre du globe; ce qui donnera 1 ; (a — ux)* • j v' j e. A cette distance, la force motrice est Mv' : elle est égale à la résistance vaincue, supposée constante le long du très-petit chemin x\ par conséquent la quantité de travail développée par la pesanteur, pour vaincre l'inertie du corps suivant le u 9 chemin or, a pour mesure Mt/'x, ou yiLtx (a~*ux )-*, ou enfin
M * (7. + ¥ w + ï ** + Ç* 3 + etc - )•
Ainsi (198) on a, pour la quantité de travail demandée,
La vitesse v acquise par le corps, à la fin de sa chute suivant la hau-* ^eur h,' peut évidemment être considérée comme produite par l'action d'une force accélératrice constante le long de cette hauteur. Appelant g* la mesure de cette force accélératrice constante, on aura v* = 2gfh» D'ailleurs, la force motrice, nécessairement égale à la résistance, est M^ }â quantité de travail 6 est donc M#*A, ou £Mv'« Par conséquent
«(a — A) Il existe une relation entre le temps t et la hauteur h. Pour la decou-r vTir, soit tt le temps infiniment petit que le corps M emploie à descendre Ja u e partie x de la hauteur A, avec la vitesse u f , que l'on peut regarder çoçome constante le long de x; on aura à la fois
is^tl »»zS. '** . , ; d'où *- x |/f.|/îrï.
Développant le second radical, d'après les séries binomiales, puis observant que t = S ( t 1 ) est le temps que le corps M emploie à parcourir }a hauteur A, on. trouvera
Soit 4f ==. |/i = 1/ -i il est facile de voir que la quantité entre çro-
•hets, çst ht somme' des deux séries qte voici _:
* -*"** "*■ T7 " "~ TT** — ? >» ^ <y &* r- etc.
Là seconde dé ces deux séries exprime le développement de l/*i — b\
et d'après ce qu'on a vu plus haut, le multiplicateur de - représente Tare
dont le sinus est *, et conséquemment le demi-arc dont le cosinus =c • Ainsi, en réduisant, il viendra enfin
Telle est l'expression qu'on obtient par le calcul intégral. Si h est l'une les hauteurs que Ton considère ordinairement, elle sera infiniment petite cm nulle à l'égard de a; et alors, à cause de «*#=; • , on aura, comme cela doit être, v* =3 igh ; et quant au temps f 1 il est clair que
arc
f cos = J =r arc I sin = • I .
Le sinus étant très-petit, on peut le regarder comme égal à l'arc; et alors il vient ■ /ih
Ce qui est précisément la même hauteur que si la gravité était constante.
Si l'on fait hiatuà on aura v=co et t ==- \/ — • D'où il suit que
les temps employés par deux corps partant du repos , pour arriver au centre d'attraction, sont entre eux comme les racines carrées des cubes de leurs distances initiales à ce centre.
Noie sur quelques définitions.
Au lieu de la dénomination de forces constantes , que nous avons mployée, d'après M. Péclet, afin d'éviter l'inexactitude qui résulte des ïots forces instantanées , l'auteur d'un article très-bienveillant, inséré ans le Courrier de la Meuse, le ad août dernier, pense qu'il serait précâblé de faire usage des mots forces initiales. Il est clair d'ailleurs que *s forces initiales produisent nécessairement des mouvemens uniformes, t qu'il en est de même de toute force accélératrice, pourvu que le monument soit considéré après que cette force a cessé d'agir; car pendant ari action , le mouvement est évidemment varié.
Il arrive quelquefois que la vitesse n'est pas constante, bien que les spaces décrits au bout de certains temps égaux, soient égaux. De seinlabiés, mouvemens sont dits périodiques; et pour la simplicité, on les emplace par des mouvemens entièrement uniformes, qui s'accompliraient iàns le même temps. La vitesse constante, qui résulte de cette substituions est une vitesse moyenne, bien différente de la vitesse effective $ qui st variable à chaque instant. C'est ainsi que les astronomes ont substitué u mouvement réel ou vrai de la terre, qui n'est que périodique ^ un nouvement moyen, uniforme, beaucoup moins compliqué, et qui s'ac-* f>mpjit comme l'autre, dans le cours d'une année-, de là aussi la, distinct
tion an jour ou temps vrai, donné par les cadrans solaires, et du jour on temps moyen, indiqué par les bonnes horloges. De même, on regarde comme uniforme le mouvement du piéton, qui parcourt une lieue de chemin par heure, bien que ce mouvement ne soit que périodique, puisqu'il est tantôt accéléré, tantôt retardé, et variable à chaque instant.
Les conditions de l'équilibre de plusieurs forces qui agissent sur un corps en repos > comme nous le supposons au n° i3, ne dépendent évidemment ni du temps ni de la vitesse ; mais il n'en serait pas toujours de même, si le corps était en mouvement* Par exemple, pour un mouvement rectiligne uniforme, dans un milieu résistant , les forces qui agissent sur le corps se font bien équilibre, et pourtant la résistance du milieu, qui est une des forces agissantes, est fonction de la vitesse du mobile. Cette observation se trouve dans l'article cité plus haut \ et les inexactitudes, page 194, signalées dans le même article, viennent de) deux fautes d'impression, dont voici les corrections : an lieu des mots principaux^ principal^ page iq4, lignes 6 e et i3% en remontant, il faut mettre /wrmanens, permanent, -
Pareillement, dans la page 988, les lignes g m6 et i re , en remontant, doivent être remplacées par celles-ci :
r m 4 r mm x(l4-ot) m xid'oii d' = ^
On peut placer à la suite du n° as5, les deux problème* que voici : Une tringle cylindrique verticale, dont l'axe et le rayon valent respectivement i5 et 1 centimètres, est suspendue à un point fixe, par un fil, long de 5 centimètres, attaché au centre de la base supérieure ; en quel point tautril frapper la tringle, pour que pendant ses oscillations autooi du point de suspension, le fil sans pesanteur soit toujours dans la direction de l'axe du cylindre? (R. à 6 centimètres environ de l'extrémité inférieure. )
Si la tringle avait 36 centimètres de longueur, à quelle hauteur ta drait-il la suspendre, par un axe fixe, pour que frappée à l'extr&ité inférieure, l'axe de suspension n'éprouvât aucun choc? (R, à i> centimètres environ 4c l'extrémité supérieure.)
Centre spontané de rotation*
Considérons un corps quelconque de masse M, parfaitement Vtore, e * supposons-le frappé par une force R, rencontrant perpendiculaire© 6111 en un point A l'axe contenant le centre de gravité G. H est ckir (176) que le corps aura le double mouvement de translation et de relation • utour de ce centre : mais an premier moment du choc, l'un des 1 peints * l'axe demeurera en repos. Quel est ce point?
Pour en déterminer h position, soit v la vitesse de translation iflipflmée au poiîtt A et coqséquemment au cenftrtfcte gratté G; 041 aurai 1 *
ord R^=Mv. Appelons O le point cherche sur Taxe, d et d les distances X) et AG, et soit u la vitesse angulaire de rotation autour de G : si Ton •rend les momens des forces parallèles de rotation , par rapport à Taxe xe passant par G* on aura (aaa) Rd = Iw, et I = MA*, Le point O levant rester en repos, au moment du choc, ne peut se trouver que sur s prolongement de AG, afin que sa vitesse de rotation (a — d) u et sa itesse de translation v soient égales et contraires ; on a donc {a — d)u — v. Cette équation et les trois précédentes, donnent
CL **" d "ï— — •
Telle est la formule qui détermine le point O cherché : elle ne dépend ['ailleurs ni de R, ni de v.
Le point O est appelé centre spontané de rotation $ parce que si Ton ilaçait en ce point un axe fixe, parallèle à celui du mouvement de rotation tutour de G, cet axe fixe n'éprouverait aucune secousse , au moment du hoc. La valeur de a montre que le centre spontané de rotation serait e même que le centre de percussion , si ton supposait que le corps M ourndt autour d'un axejixe^ placé en A.
De là on tire la solution du problème que voici i
Une tringle cylindrique , dont Taxe et le rayon de la base valent res- )ectivement 36 et i centimètres, est appuyée horizontalement par ses deux extrémités sur deux supports A et 8. Le support 6 venant à manquer, la ringle tombe en tournant autour du support A. A quoi se réduit d'abord e demi-poids que A supportait ? ( R. au quart environ du poids total. )
Détente de$ gaz.
Supposons que dans un cylindre fermé à une extrémité, se trouve une nasse de gaz, comprimée par un piston, d'ailleurs mobile sans frottement, cette masse occupant la longueur donnée a dans le cylindre; et herchons quel doit être le travail ô de la détente sur le piston, pour que x. même masse occupe la longueur connue 6, plus grande que e, la 'température demeurant constante ?
. Soit d'abord & ïfr £ ■*— a , et concevons la longueur h divisée en un lombre infini n de parties égales à j, infiniment petites, de manière [u'on ait h=znx* D'après la loi de Mariotte, pour une même masse de jaz, à une température constante, les forces de détente » et p' sont entre 'lies dans la raison inverse des volumes ou des longueurs a et a -}- ux \ m a donc p : p f t • a -j- ux • a. La résistance le long du u e chemin infiniment petit x, doit être regardée comme constante suivant ce chemin, et -omme égale à la force <p r de la détente ; lé travail de cette force suivant le chemin x , a donc pour mesure ?'x. Substituant la valeur de ?', tirée 3e la proportion précédente et développant la division de x par a-\-ux\ prenant ensuite la somme des n travaux partiels qui en résultent en faisant u = i, a, 3, 4i •••, w, et ayant égard au principe du n° 198, on Couvera, pour le travail total de la détente 1
. fh-h*-h* a« , \
r \a aa a ' 3a 3 4<t* ' y
Or, d'après les séries logarithmiques, la quantité entre parenthèses représente — M i -] — h donc puisque a + h == o, il Tient
Maintenant, supposons le cylindre vertical et soit p le poids du piston t
et conséquemment - sa masse. La détente du gaz aura d'abord à vaincre
le travail ph de la pesanteur; puis l'inertie de la masse du piston, pour
lui donner la vitesse v. ce qui exigera le travail ■£- v a . Ainsi le travail de
la détente, suivant la hauteur A, sera, abstraction faite du frottement suf les parois,
è = £-v* + ph.
Cette équation et la formule (1) donnent
La vitesse v sera évidemment à son maximum, lorsque la force de la détente sera égale au poids p ; ce qui aura lieu quand la longueur h aura la valeur donnée par la proportion *\p\\b\a. Passé ce terme, v diminue et le mouvement est retardé jusqu'à ce qu'on ait v = o ; puis le piston descend, pour remonter ensuite. De sorte qu'il oscillerait indéfiniment, s'il n'y avait ni frottement, ni aucune perte de gaz.
On sait que l'inflammation de la poudre développe une grande quantité de fluide élastique, et que cette masse de fluide, contrainte dans un espacer étroit, de longueur a du canon, chasse avec la force 9 le projectile. L$ longueur b qu'il convient de donner au canon , pour que la vitesse v, à la sortie du boulet, soit un maximum , est fournie par la proportion plptl b\a. Si Taxe du tube est horizontal, on peut faire abstraction du poids du boulet et de la résistance de l'air, qui altèrent peu la vitesse jusqu'à l'orifice du canon. Supposant donc ^^±^=0, la vitesse de sortie sera
"-Tfx'C:)
Max.fn, P/meie /.
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Texte : https://archive.org/details/notionsdemcaniq00nogoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Notions de mécanique

		Notions de mécanique

		PRÉFACE

		VI

		TABLE SOMMAIRE DES MATIÈRES

		CORRECTIONS

		PRELIMINAIRES

		Voici deux théorèmes, faciles k démontrer

		P = — = CD

		COS AI

		Lorsque le corps qui tourne a une massé finie ut

		ATTRACTION DE LA MATIERE. If attraction que pOSsUt

		AA' AB SN

		AA' AB SN

		NOTES ET ADDITIONS

		NOUVELLES NOTES ET ADDITIONS

		Sources et licence





