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Nouveaux exercices de mathématiques
Lia bienveillance arec laquelle les géomètres, et le* personnes adonnée* à !* culture des sciences, ont acceuilli le* deux ouvrage* que j'ai publie’*, h Paris sou* le titre d' Exercices de Mathématiques , 1 Turin sous le titre de Résumés analytiques, m'encourage à faire paraître aujourd'hui un troisième recueil destiné k offrir le développement des théories exposées dans les deux premiers, et les résultats aux quels de nouvelles recherches m'auront conduit. On sait asscs quels événements m'ont fait un devoir de renoncer aux trois chaires que j'occupais en France, et quelle voix auguste à pu seule me déterminer à quitter encore la chaire de Physique Mathématique que le Roi de Sardaigne avait daigné me confier. Mais ce n'est pas sans doute auprès des descendants de Louis XIV, auprès de ces Princes protecteurs si éclairés des lettres et des sciences, que je pourrais me croire dispensé de faire de continuels
effort* pour contribuer à leur* progrès. Le» nouveaux Exercice» paraîtront comme le» précédents par livraison» qui, s'il est possible, car »nr cette terre et dans ce siècle surtout on ne saurait répondre du lendemain, se succéderont à des époques peu .éloignées tes unes des antres. Les premières livraisons offriront en totalité le Mémoire sur la dispersion de la lumière, Mémoire dont les deux premiers paragraphes seulement ont été déji publiés en 1830.
A la dernière livraison de chaque année sera jointe une table des matières.
PRAGUE
CHEZ J. Cr. CAL VE, LIBRAIRE.
jMvU au Lecteur .
Il y a environ an an, qne Monsieur Jt. JL. Cauchy, connu par des ouvrages qui Te mettent au rang des premiers mathématiciens, présenta à la Société royale des Sciences son dernier traité, intitulé: Mémoire tut la Ditpertion de la Lumière, pour le recevoir au nombre des dissertations, que cette _ Société publie de temps à autre, et qu’ elle fait imprimer à ses frais.
La Soeicté royale, toujours empressée de contribuer à l'avancement des sciencrs, et par eette raison prête à tous les sacrifiées, résolut de faire examiner, par une commission choisie dans son sein, le traité de M. Cauchy, et d’en faire statuer sur le mérite pour l'impression.
Le rapport de cette commission, étant de la teneur: s que ee traité iconcernait une des branches les plu» importantes de la physique et de la .mécanique, qu’il étendait de beaucoup les connaissances dans ecs matières, xqu’U surpassait tous les traités semblables d’autres écrivains dans eette paritie, et qu’en conséquence les scienee» physico- mathématiques feraient, par scette publication, un progrès considérable ; x la Société royale accepta le manuscrit de M. Cauchy, pour le faire imprimer.
Mais, comme, par des présentations supplémentaires de la continuation du manuscrit, le traité dépassait les bornes d'une dissertation, il ne pouvait être reçu dans la série de celles, que la Société royale public de temps en temps, et il a du être imprimé comme un ouvrage séparé et indépendant. On a choisi pour cet effet, un plus grand format, savoir le format in - quarto niiu de mieux rendre les longues formules et les tables très - étendues de l’auteur , et do mettre au jour une édition aussi élégante et correcte que possible.
Prague, le 10 juin 1836.
La Société royale de» Science» de Prague en Bohême.
SUR LA DISPERSION DE LA LUMIERE
Considérations générales.
O an» un mémoire précédent, nous avons fait voir comment les lois de propagation et de polarisation de la lumière pouvaient se déduire des équations aux différences partielles qui représentent le mouvement d'un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle [voyex le cinquième volume des Exercices de mathématiques]. Toutefois, comme les formules (11) de la page 131 du quatrième volume des Exercices, auxquelles nous avons eu recours, ne sont qu'approximatives, les lois que nous avons établies ne sont pas rigoureusement exactes. Pour s’en convaincre, il suffît d'observer que, dans l'énoncé de ces lois, on ne trouve rien qui soit relatif à la nature de la couleur. Or la dispersion des couleurs par le prisme prouve que, dans les corps transparents, la vitesse de propagation de la lumière n’est pas la même pour les différentes couleurs. D'ailleurs les physiciens qui ont adopté l’hypothèse des ondulations luminenses, supposent avec raison que la nature de chaque couleur est déterminée par la durée plus oit moins grande des oscillations des molécules de l'éther, de même que la nature du son produit dans un corps solide ou fluide est déterminée par la durée plus on moins grande des oscillations des molécules de ce corps. Il est donc naturel d'admettre qu’il existe une relation entre la vitesse de propagation de la lumière et la durée des vibrations lumineuses. Or cette relation ne saurait se déduire des équations aux différences partielles inscrites sous le n.° (il), à la page 131 du 4." volume des Exercices. Mais il importe de remarquer que ces équations se tirent ellesmêmes de formules plus générales que j’ai données dans le troisième volume [pages 190 et suivantes]. Frappé de cette idée, M. Corioiis me conseilla de rechercher si la considération des termes que j'avais négligés en passant des unes aux autres ne fournirait pas le moyen d'expliquer la dispersion des couleurs. Fn suivant ce conseil, je suis heu reusement parvenu à des formule» h l'aide desquelles on peut non-seulement assigner la cause dti phénomène dont il s'agit, mais encore en découvrir les lois qui, malgré les nombreux et importants travaux des physiciens sur cette matière, étaient restées incon nues jusqu'à ce jour.
Pour que l’on puisse saisir plus facilement les principes sur lesquels repose l'analyse dont je vais faire usage, je reproduirai d'abord en peu de mots les équations dlffércnliel-
le- qui déterminent le mouvement d'un système du molécules sollicitées pir des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
§. i. r ‘ Equations différentielles du mouvement d'un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de rcirulsion mutuelle.
Considérons un système de molécules ou points matériels distribués arbitrairement dans une portion de l'espace et sollicités au mourcreent par des forces d'attraction ou de
répnlsion mutuelle. Soient m la masse d'une de ces molécules, m, m , m " ,
celles des autres, et supposons que, dans un état d'équilibre du système, x, y, t désignent les coordonnées de la molécule m rapportées à trois axes rectangulaires, x d . r, y -f- A y , z-\-Js les coordonnées d'une autre molécule m, r la distance des molécules a et »,
et. fi, y les angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-axes des coordonnées positives. Admettons d'ailleurs que l'attraction ou la répnlsion mutuelle des deux masses m et m , étant proportionnelle à ces masses et à une fonction de la distance r, soit représentée , au signe près , par O) ntmf(r)
f(r) désignant une quantité positive lorsque les masses m, ~m s'attirent, et négatiie lorsqu'elles se repoussent. La résultante des attractions ou répulsions exercées sur la molécule tn par les molécules m, m’, ... , aura pour projections algébriques sur Ira axes coordonnés
(2) mS[mcosof(r)] , mS[mcos/îf(r)], mS'«iC 08 yf(c)]
la lettre S indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs aux diverses molécules m, m 1 , etc....; et, puisque le système est, par hypothèse, en équilibré, on aura nécessairement
(3) S[mcosctf(r)]~0, &'mcosfif(r)] — 0, S[«ncosyf(r)J =0.
Ajoutons que les quantités dx, . fy, Jz pourront être exprimées en fonction de r et des angles u , fi. y par les formules
( * ) Jx ~ rrosnr . Jy — rcotfi , àz — rcosj'.
Supposons maintenant que, le sy stème venant à se mouvoir, les molécules nt , m ,
m , ... , te déplacent dans l'espace, mats de manière que la distance de deux molécules nul « varie dans un rapport peu différent de l'unité. Soient, au bout du temps t,
des fonctions de x, y, z, t qui représentent les déplacements tris-petits de ta molécule m , mesurés parallèlement aux axes coordonnés , et
la distance des deux molécules m , m. La quantité très-petite e exprimera la dilatation linéaire meaurée suivant le rajon vecteur r; et, comme les coordonnées respectives des molécules m, m deviendront
x+J, .y+ , ;i *•+1+^0* +5)* jt+>7+^Cy+>?)»
les projections algébriques de la distance rfi + r)
seront évidemment
Az ■+-/# ÎT ,
ou, ce qui revient au mime.
r cos a + J | ,
rco« /? + _/>;,
r cos y + /f i .
On trouvera par suite
(5) = (»‘CO*y+
et l'on eu conclura
(6) 1 ■+■ f = 1 1 H — ^(cosor cos + cosyz/l)
D'ailleurs, au bout du temps t, le rayon vecteur mené de la molécule m à la molécule an formera, avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles dont les cosinus seront représentés , non plus par
(7) cob a — , coS(ï= — — , cosy= — ,
mais par
COS ft 4r
cos et 4- ^ r *
A+A _ ^ r Jz+Jt r(l+«) l+e ’ r (1*4-*)
cos y *4 -
Kii conséquence, les projections algébriques de ta force motrice résultante des attractions nu répulsions exercées par les molécules m, sur la molécule ta, détien-
dront respectivement égales aux trois produits
i S jw (cosa-4- —-J { ~ —
raS < m
.(co
A fr-Q-H)]
oS<m
<co, r^y
tandis que les coefficients de m dans ces produits , savoir ,
| s| m (co.«+— )- i + t -
) l / A\ ffr(l+t)l | i ( . f[r(l-4-*)] J
( S |«n(cos/?*4‘ — J— | j, s J w ,(cos- /+ -;— 1 - T - j.
représenteront les projections algébriques de 1a force accélératrice qui sollicitera la molécule m, et qui sera due aux actions des molécules m , m , etc... D'autre part, ai l'on prend er, y, z, t pour variables Indépendantes, les projections algébrique, de la force accélératrice capable de produire le mouvemeut observé de la molécule m , pourront être représentées par les expressions .
dt 1 ' de ' de
puisque £, ty, ç , désignent les déplacements très-petits de la molécule m mesuré* parallèlement aux axes de or , y, z. Donc, si le mouvement est uniquement dù aux actions moléculaires , on aura
cosn-4* 1
IK
de — b t m \
'iT
f ,dr, \
cos f) -4 1
cosy +—J
Concevons à présent que, le« déplacements f, 17 , Ç et leur» différence* finie* étant considérées comme dea quantité* infiniment petite* du premier ordre, on néglige, dans le* seconda membres des forroulea (il), les infiniment petits des ordre* supérieur* au premier. Alors, comme on aura, en vertu de l'équation ( 6 ),
(12) *:= ~ (cos o ri | + co* /8 J q+coêfj ^') ,
on ne devra conserver dans le calcul que la première puissance de e ; et, en faisant, pour abréger,
(13) /(r)=rf(r)-f(r).
on trouvera
Par suite on tirera des formules (11), réunies aux équations (3) ,
S [m/(r)r co* a
( i5 ) | = s|n» +S[«»/(r)fCos.l 3,
~ = sim-^- +S[*/(r)tcos ? ],
ou, ce qui revient au même
ÿ _g L f(rHW«/M J% A j +S j, ™"°CO*y/(r) j; j,
g_S L cosiltos g/(v) jç j +s j w gjO± J + S^m CO,(tCOS j/ (r \ 1; J,
f S m m i T *”A r ) j* ! +s L jr ( -h.sL f(r) ~ Ho - , ^ --J-r|'
Telles sont les équations propres à représenter le mouvement d'un système de molécules qui, étant sollicitée* par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, s écartent très-peu des positious qu’elles occupaient dans un état d'équilibre du système.
§. 2. Intégration des équations établies dans U paragraphe précédent.
Quelles que soient les valeurs générales Je f, r t , Ç propres à vérifier Ica équations (16) du paragraphe precedent, on pourra toujours les supposer développées en séries d'exponentielles dont les coefficients soient des fonctions linéaires des variables indépendantes x,y, x. En d’autres termes, on pourra représenter f, ij, Ç par des expressions de la forme ^
u , P. xv désignant des constantes arbitraires, mais réelles, a, b, ( des fonctions réelles ou imaginaires de x, y, x, t , convenablement choisies, et le signe £ Indiquant une somme de termes semblables les uns aux antres, mais correspondants à divers systèmes de valeurs des constantes arbitraires u, v, w. Cela posé, soient b, r, f les parties réelles des fonctions a, b, c, et — g, — i|, — i les coefficients de y 77 dans ces mêmes fonctions. Les formules (1) deviendront
I — V (J — g y —,) e iux+*y+n>*)V~ , t] = r (t - 1) y~) e («Jr+vy+a-iiyT^ t Ç — v-(f_ i y — ) e (« x +ey+wî)V~,
Comme on aura d'ailleurs
(3) e (*r+t>y+«»*)V— i ‘=Scos yrTaln (icr + ry-t-lM),
on tirera des équations (2), en développant les produits renfermés sous le signe -, et supprimant les parties imaginaires dans les valeurs de ;, iy, ç qui doivent rester réelles ,
( g — ^ [ï cos (w.r -j- vy + ioc) -f- gsin («a- -f- vy icc)] ,
(4) / y = 2 [rcos( uj-t-t>y+U)j)4-li8in(u.r-|->i^-|-it'c)], ,
( Ç=i[fcos( tar+vy+iat) -f isin (ux +t;y -f-wr)].
Soient maintenant
et
Les constantes a, b, c vérifieront la formule
et représenteront les cosinus des angles formés par une certaine droite OP avec les demi-axes des coordonnées positives. De plus, comme on tirera des équations (6)
(8) u — ta, v — tb , w—kc, et par suite
(9) ux + vy+tvz—k^ox + by + ct),
il est clair qu'en posant, pour abréger,
on réduira les équations (4) aux suivantes
I £ — ~ (iCOsXv ■+> jJMUÀY-) ,
(H) } «;=rJ(rco*lr4-i)siiiib'),
[ Ç=5(fcosl>-l-isiQAi').
Alors v représentera la distance du point (x, y, a) à un pian O O' O' mené par l'origine et perpendiculaire au demi-axe OP, cette distance étant prise avec le signe + ou avec le signe — , suivant qu'elle se mesurera dans le même sens que le demiaxe OP, ou en sens inverse, 1 partir du plan OO/O' dont l'équation sera
(12) ojr-f-èy-l-cj=0.
Il reste à faire voir comment ou pourra trouver les valeurs des coefficients t, », f, g, I), i exprimées en fonctions de la variable t et des constante» arbitraires h, o, b , c. On y parviendra sans peine, à l'aide des considérations suivantes.
Considérons d'abord le cas particulier oti chacune de» inconnues £, i], Ç serait représentée par un seul des termes compris sous le signe 2 dans les formules (11), c'est-à-dire, le cas où l'on aurait
/ f =:ïcosÀi-4-g8ini-i»,
(13) é r^rcosif + ilBinihf,
( Ç— f coaJtv •+• i ainibr.
Alors, en indiquant par la caractéristique A l'accroissement que reçoit nne fonction de x, y, a, quand on fait croître x de Ax, y de A y , x. de As, et par la lettre â l’angle que forme le rayon r arec le derai-aie OP, on trourera
(1*) coadmocoao-f-icoa/î + ccoay;
puis on tirera 1.® de l’équation (10), jointe aux formules (4) du §. l. ,r .
et par suite
Av — aAx ~{~b Ay + c A v—rco* â.
A cosfcr = co* (kv+kAv) — coh(JIi)
— — [1 — cos(ÜTCOsd)]coslv — sin(irc 08 ci).«inÀv ,
J sin kf — sin (ür + k Av) — slu (4r)
— — [1 — cos (Arcoad)jslnihr -1- sin (Xrcosd)cosJh' ,
de la première des équations
(17) Aï — — (bca&kv + g sin tr) [1 — cos (Xrcosd)] -f- ( g cosii — ïsintr) sin(lrcosd).
Donc, si l’on prend pour variables indépendantes r et (, au lieu de x, y , a, I, on aura simplement
sin(ircosd) <1;
(18) Aï= — [1 — cos (ircosd)] |H £
on, ce qui rerient au même,
_ , /ircosdX sin(Arcosd) ili
Aï — — 2 |«in ( l-f-— — — : on trourera de meme
V ♦ ' k dv
(19) < A,=-2r ti *( krco,â )+ *j>
\ 2 / k dv
y* o - l’rcosd \ sin(jErcosd) <f“
H * HT
En substituant les valeurs precedentes de J'i , Jr t j, J,' dans les équations (16) § 1.", et Taisant, pour abréger.
ta
.*<-) sln’( i r '
f ircotJ ^
| 2wi/(r) C0g , o|ill i|
' ircosd \ ) ’ > 2
on = s
j 2mf ^> tln’l
1 i + Sj
! 2 ^ r > cos'/îsin’ (
r 1-rcosd \ ) ,
ot = s|
2mffr) ,v(
fcrcoscf ^ 2 '
2mJlr) cosVsin>(
' frrcnsd ^ )
* = e../»eo.y.l.*(±^!i) J *
ü. = S cosycososiu' ^ treosâ ^ | t
( {R = S |— co8gco>faiii*^- * rC ^ - - ^ | *
J = S |..^> «in(Jb-cosd ) j -f-S | "•^ r - cos 1 ttsin(lrcosJ )j , •' On' = S | . sin(Xrcosd)! -f-S | i eo» ! /?sln(ircosd)j »
31 ’ = S| ^ sln(ircotd)j +S | ^ cos’/sinflTCoad ) ,
! V* = S r } coR.îcns vainf Trcos J ) j , f lr 5
O ' — eosycosashi(lreos<>) ] ,
Kl' — S bgi co(a cos(îsin(T» cos() ) | ,
i conclura
dï =
dt 1 —
dt' ~
f 0 ,dî dr t dt \
- ai + i*>; + 2.?) + j;+‘ A */’
- («vl+.^»;+*:)+(ai'S+ w 'ê+*' §) •
- (24 +** + 5tï) + g+«' •
Les équations (24) se simplifient lorsque, dans l'état d'équilibre du système proposé, les masses des molécules m, m, tn", etc...., sont deux à deux égales entre elles, et distribuées symétriquement de part et d'autre d'une molécule quelconque m sur des droites menées par le point avec lequel cette molécule coïncide. En effet, comme la valeur de cos 3 déterminée par l’équation (14), et par suite les termes dont sc composent les sommes indiquées par le signe S dans chacune des formules (22), (23), changent de signe en mime temps que les cosinus des trois angles a, /?, y, il est clair que ces termes, comparés deux à deux, seront, dans le cas dont il s'agit, équivalents au signe près, mais affectés de signes contraires. Donc alors les coefficients désignés par 911 ', DS', *£', 2,', tft' s'évanouiront, et les équations (24) sc réduiront i
jP =~a»+lff>;+2.Ç)v
!?==-- (w£ +Dit»,+<?Ç),
Les équations (25) fournissent le moyen de déterminer, au bout du temps f, les trois fonctions t;, Ç, ou, ce qui revient au même, les six fonctions b, r, f, g, I), i, lorsqu'on connaît les valeurs initiales de ces mêmes fonctions et de leurs dérivées prises par rapport à /. En effet représentons par
!•» IJov
les valeurs initiales de
h, fs, Us, 0o, Ijo, t»v
et par
ç ■ , iji i r» i » f« > « » 8* » > >• >
les valeurs initiales de
df dij dÇ di dt df rfg rfh dl
dP dT ’ -*■’ dT’ "dT* d« ’ "dT
On sur», en vertu des forantes (13),
Ç 0 = S(,eo»Jhe ■+■ g,,sinl'. , fja = t.cosiv + IjgSini» ,
Ça = facosl'v + iosintr ;
— t>,cosiv + g.sinfc , r, ~ r,ro«ir + Î),h întv ,
Ç, f.cosJh? + i i»lni» 5
et l’on pourra déduire des équations (25) les valeurs do Ç, q, Ç, relatives à un Instant quelconque, en suivant la méthode que nous allons indiquer.
Soient A, t5, G Ica cosinus des angles que forme, avec les demi-axes de* .r y, z positives, une droite OA menée par l'origine, et prolongée dans un certain sens. On aura
et la droite OA sera représentée par la formule
Soit encore
a = AS -+• t>S>; + Cf.
La valeur de a déterminée par ta formule (30), représentera le déplacement de la molécule m mesuré parallèlement à la droite OA, et sera positive si ce déplacement se compte dans le même sens que la direction OA, mais négative dans le cas contraire. D’ailleurs, si l’on combine par voie d’addition les formules (25) après avoir
multiplié les deux membres de la première par X, de la seconde par VI, de la
troisième par S, et ai l’on choisit <A>, VS, ©, ou plutôt le rapport — — , ,
de manière que Ica trois fractions
£jt+attis+a.e mx+dri\*>+<S3 j^M-Tvs+gto
VS
deviennent égaies entre elles, on trouvera, en désignant par s 1 , la valeur commune de cea trois fractions
rf'a
dt'
Or il existe trois valeurs de s» propres k vérifier la formule
_ ifui+oitvs+ïe _ a_a.-HÇVS+3t© X iS c
et par conséquent les trois équations
/ (4L — s 1 ) X -f-yi — o ,
’ 9lA + (sm.— « s )tt + ÏC=o,
desquelles on tire
1 a.A + Tv54-(3t — *’)3=o.
(35) (t— » J )(i>lt— **)— i’faiV-s
De plus à ces trois valeurs de »’ correspondent trois systèmes de valeurs pour les VS S
rapports —, et par conséquent trois droites OA', OA", OA"’ avec lesquelles
on pent faire coïncider successivement ia droite OA- Enfin il résulte de la forme des équations (34) que ces trois droites se confondent avec les trois axes de la snrftce du second degré représentée par l'équation
(36) ^.x î + Dn.y , + 3tï* + 2<f yi + 2a„*x-|-2aixy = l.
x , y , a désignant de nouvelles coordonnées relatives k de nouveaux axes rectangulaires qui seraient menées par le point O parallèlement aux axes des .r, y, <| et l'on peut ajouter que, dans le cas oh cette surface est un ellipsoïde, les trois valeurs de *' sont précisément les carrés des trois demi - axes. Donc, i l aide de la formule
(32), on pourra déterminer, au bout du temps t, les trois déplacements de la molécule m mesurés parallèiuent aux trois axes de l'ellipsoïde, et par suite à trois droites perpendiculaires entre elles. Si l’on désigne ces trois déplacements par a', a", a'", et les râleurs correspondantes de A, C par
on tirera de la formule (30)
Î a « A # § + vy tj + © # l , e"=A"| + ift> + e"f,
a"=A'i+ty"ij+c , "r;
et, comme on aura d’ailleurs
U'*+Hi'*+C ,, = l, A"*+^" , + 0 "*=l, A'" , + ty'*+C"'»=l,
(A'U'"-Hy'\V"+Q”c"'=30, rx+ti we =o, A'.t,"+ii* , +e©"=o
puisque les trois droites OA, OA T, OA" se coupent à angles droits, on conclura des formules (37)
| ~zz tVa* + X a -f- A a , ij =r Db'e 1 ü"«" -4* vYV" ,
Quant aux râleurs générales de a', a", e™, on les déduira de l’équation (32) en opérant comme il suit.
du
Soient o», C, les valeurs initiales de u et de — . On aura
(40) u„ = A|„ -4- xî>j,o -4- •
(41) u,=AJ,-4-Æi;,-4-S“»,
ou, ce qui revient au même,
(42 ) x, = (ï,A -H t^tü. -4- (G) cos kv- f> (g,A -4-*)o + t»e) ain*p ,
(43) «. — (M- + r.tü -4- f.C) cos * » -4* ( g, A -4- 1). Vh + 1, S) sin k v -,
et l'on tire «le l’ équation (32)
gin $t /»•
s — ügCOHi + b, — — =: e 0 cos st + o,J # cos st al ,
ou, en d'autres termes.
C0s(jh+»/)+C0R(ir-s<)
cos(IM-sf>+cos(*v-*0 . , . . L .„ , _^»la( fo-Ht)-Htn(*»-«*?
+/ 0 j(M-+«ft4<©) ■
H«^+WH*e)
. v 8ln(fa+sO+gin(fe>-a/)
Cela posé, faisons pour abréger,
(46) ï 0 cosie-4*8oslnA>e=:ç>(«'), r 0 cosft-+-l) u sini - e=x(e)> f 0 cosfo-f-i<>sini»=:t^(») ,
(47) »,cosii+ 9 ,Biiifc; =©(»), r,cosir-4"i),siniv=:X(e), f,cosi*-HtSiiii»=¥'( | 0«
et
Les fonctions
(49) tp (»), *(*), vW s
représenteront les valeurs initiales de
dr t
SI r *
dt ’
dt'
dt '
et l’on tirera de l'équation (44), réunie aux formules (42), (43),
„ . <T («+fi/)+y(*>— fl/) . z(«+fl/)+Jt(« — Ût) t _ tp(<e+Ql)+rfi( r S2Q
, . ®(,+ffl)+Û(.-®t) . _.X(r+-nt)+X(v-üt) . ^>(t+Qt)+V(v-(lt))
Concevons maintenant que, les trois valeurs de s ! propres A vérifier l’équation (35) étant positives, les valeurs correspondantes et positives de « soient désignées par s', s", s'", et les valeurs correspondantes de fl par fl' , Û", fl". La formule (50) donnera
(51) u — X | t « i y(p+it*0+/(r— ■ g'O o, y/( I >4-Æ l t)+i,' ( r —g'f)
'j^. ^y+a'O+^Çp— a'O | t ^ ^(g+g'<)+x(i»-Æ , <) _^ ? , v / (r+.a'«)+»;'(r-fl'o j
/i a\ .. , ,, t(p+*ï"»)+?(*-.!î"<) y(p+û"«)+Kp-.n''*) , ^„v<p+ü"i)+ v (p-Æ"i)
(") » =A 2 HV' +-S"- — r
* . ■*■(»— fl"<) . . x(p+fl' , <)4-x: t — si"i) <p(x>+a'‘t)+w(v—n“t
En substituant les valeurs précédentes de s', a", a" dans les équations (39), on obtiendra pour r, Ç des fonctions de V et de t qui auront la double propriété de satisfaire, au bout d’un temps quelconque /, aux équations (25), et de vérifier, pour une valeur nulle de I, les conditions
(54) S = ?(p), IJ =x(p), C=*Ml ÿ=®(p). J=X(p), J = ¥(*).
Les inconnues §, ij, Ç et a', s", s'" ou les déplacements de la molécule ta mesurés parallèlement aux axes dés je, y, z et à ceux de l’ellipsoïde (36), étant déterminées comme on vient de le dire, on en déduira sans peine la vitesse <0 de la molécule m au bout d’un teqipa quelconque t. En effet, si l’on projette cette vitesse 1 . 0 sur les axes des je, y, x, 2 . ° sur les axes de l’ellipsoïde (36), on trouvera pour projections algébriques dans le premier cas
rfr; d£
JT’ dï'
du" du"
Ht' HT'
(oh)
dan> le second cas
cl par suite ou aura
dt '
du'
HT
Il est bon d’observer que les équations (51), (52), (53) sont toutes trois comprises dans U formule (50) de laquelle on les déduit en prenant successivement a~ a , a — a" a = Si d'ailleurs on pose
(58) b (*) — Acp (®) + tAz (*) + (»),
ou, ce qui revient au même ,
(60) œ (v) ” (ï 0 ,t.-J-t u 'tfi-|-f ll 2) cos ir-l-(g 0 ,l, + l)gVl+ i„S) sinlv ,
(61) 77(*) — (Vb-4-r,iü-l*ftC) cos kv +■ (g, A -f- I)itl5 ■+• i,G) sîn Iv , la formule (50) sera réduite à
o>(r-j-12/)-f- ra (o— PO . r ' Ti(v-\-P.t) + Tl( v - SU)
(62) h— r +./ ô dt.
Dans le mouvement que représentent les équations (39) réunies aux formules (51), (52), (53) les déplacements et les vitesses des molécules dépendent des seules variables d et I. Donc, au bout d'un temps quelconque /, ces déplacements et ces vitesses seront les mêmes pour les molécules situées à la même distance » du plan représenté par 1 équation (12).
Lorsqu'à l'origine du mouvement, les vitesses et les déplacements des molécules sont parallèles à l'un des trois axes de l’ellipsoïde (36), tes fonctions m(v), il (r) déterminées par Ica formules (60), (61), et l'inconnue « déterminée par l'équation (62) s'évanouissent pour deux des valeurs de « représentées par a, s", s"*; en d'autres termes, deux des déplacements absolus et les vitesses absolues des molécules restent toujours parallèles au même axe de l'ellipsoïde. Si, dans le cas dont il a’agit, celui des déplacements u, u" , u" qui diffère de zéro étant désigné par u , lea
valeurs initiales de a
du
et savoir
m(?) ct H (*) vérifient la condition
It formule (62) donnera
(64) u = a (v -{- Qt).
Alors la valeur de « sera la même pour lea molécules situées, au bout du temps /, à la distance r du plan O' O" O"' représenté par l'équation (12), et pour les molécules situées au bout du temps à la distance r -J- Jx , la quantité Jr
étant déterminée par la formule
(65) Jv = — njt.
Donc le mouvement d'une molécule quelconque ni se transmettra Immédiatement à d'autres molécules voisines situées du côté des v négatives, et la vitesse avec laquelle le mouvement se propagera dans une direction perpendiculaire au plan OOO "
ou la valeur numérique de
It
fournie par l'équation (20), sera précisément la con-
stante positive Si. De plus, comme la fonction ®(t-), déterminée par l’équation
, . . , 2rt
(60) reprend la même valeur qnand on y fait croître v de — , il est clair que
la fonction « = • (r + fit) reprendra la même valeur quand on attribuera l’accrois-
2 n 2jï
sèment -j— it la variable r, ou l'acroisscmcnt ^ i> à la variable I. Cela posé,
faisons
et
Si, au bout du temps I, on divise t'espace en une infinité de tranches par des pians parallèles les uns aux autres, et correspondants aux valeurs de v qui reproduisent des
tin
valeurs données de la fonction u cl de sa dérivée la constante l représen-
tera évidemment l’épaisseur de chaque tranche, tandis que la constante T représentera la durée des oscillations isochrones successivement exécutées par une molécule. Noua nommerons ondes planes les tranches dont lions venons de parler, et, pour fixer les idées, nous supposerons ces ondes comprises entre des plans tracés de manière qu'au bout du temps / l'épaisseur de l'une d'elles soit divisée en parties égales par le plan auquel appartient l'équation
ou
(69) - ox + iy4*«= — A»-
Alors on aura constamment
dn .
(70) a = w(o), et — = Siw (o), ou, ce qui revient au même ,
| lu
(71) 8 = M,+f„t&-Ho2 Ct — = kSi (&A + boX^ -4- i»C)
pour tous Ica points situés dans les plans qui diviseront eu partios égales les épaisseurs des différentes ondes, et
on, ce qui revient au même.
(73) a = — (M.+MM-ÜS), jï=~ *fl(8oA-H„t%-H,e)
pour les points situés dans les surfaces planes qui sépareront ces mêmes ondes les unes des antres. De pins, la vitesse de propagation d'une onde plane, c'est-à-dire, en d'autres termes, la vitesse de déplacement du plan (68) ou (69), mesurée dans une direction perpendiculaire à ce plan, sera constante en vertu de la formule (68), et représentée par Si. Comme on aura d'ailleurs, en vertu des formules (66), (67),
(74) SiT = l, ou
il est clair que la vitesse Si sera en raison directe des épaisseurs des ondee, ct en raison inverse des durées des oscillations moléculaires, Enfin on tirera des équations (48), (66), (67)
el par suite 1» formule (60), qui détermine » en fonction de h pour une direction donnée du pian OO'O", pourra servir encore 1 déterminer T ou Si en fonction de I. Donc il existera généralement une relation entre la vitesse de propagation Si d'une onde piano et «on épaisseur l.
Si la condition (63) était remplacée par la suivante
(78) /ï(») = — Am», la formule (62) donnerait
(79) ' u = o(»— Sil).
Alors la valeur de a serait la meme pour les molécules situées an bout du temps t à la distance », et au bout du temps t-\- Jl à la distance v + A du plan OO'O", la quantité âv étant déterminée par l'équation
(80) Jv = SiJt.
Donc le mouvement d’une molécule quelconque m se transmettrait immédiatement & d'autres molécules voisines situées du cite des » positives, et la vitesse avec laquelle le mouvement se propagerait dans une direction perpendiculaire an plan OO'O",
dv
ou la valeur de fournie par l'équation (68) serait toujours la constante po-
sitive Si.
Dan 9 ce cas, on pourrait encore diviser l'espace en une infinité de tranches on ondes planes égales de même épaisseur, à l’aide des pians parallèles au plan OO'O ', et corda
respondauts aux valeurs de » qui reproduisent les valeurs de a et fournies
par les équations (72) et (73). Alors aussi l'épaisseur de l’une des ondes serait diviaée en deux parties égales par le plan auquel appartiendrait l'équation
» — Sit ,
OU
ax+b>/+cz = Sit,
et les formules (80) et (71) continueraient de snbsister pour tous les points situés dans les plans qui diviseraient en parties égales les épaisseurs des différentes ondes. Enfin l'épaisseur l d'une onde plane, sa vitesse de propagation Si, et la dnree T des oscillations moléculaires vérifieraient toujours les équations (66), (67) qui entraîneraient encore les formules (74), (75), (77).
Si les fonctions ra(s), JT(,) ne vérifiaient ni la condition (63), ni la condition (78), le mouvement ne cesserait pas d’ètrc détermine par les trois formules (51), (52), (53) dont chacune est semblable à la formule (62), et on pourrait le considérer comme produit par la composition de six mouvements pareils i ceux que représentent les équations (64) cl (79;. Les ondes planes correspondantes aux six mouvements dont il s'agit se propageraient dans l'espace avec des vitesses deux à deux égales entre elles, mais dirigées en sens inverses, et représentées par 12', îî ", Q ".
Si, au premier instant, les déplacements et les vitesses des molécules, mesurés parallèlement aux axes conrdonées, étaient représentés par des sommes de termes semblables à ceux que renferment les seconds membres des formules (26), (27), en sorte qu'on eut
! ?i)= - (» 0 cosir -t-g^iniv),
»,'« = - (foVOsiv-f- llosint. ),
Ço = - (f 0 cos 1*1 -4- i,|Sinfi ) ,
I |, =sS'(t,coaX*-4-(| l aiiUv),
(84) \ »;,= i(c l cosJY-+-l|,»lutv),
\ r, “ * ( fjt'osXv -4- i,"iinXv ) ;
ou, re qui revient au même,
! §', = - [(^c« 8 (*.r -4- t(y -4- ma) -4- Bviiu (ux -4- oy -4- toc)] ,
»,« = - '(t,,cos («a- -4- cy + ici) -H)^in («,r + ty -4- te*)] ,
-O = -'(f„cos (ux -4- vy -4- ici) + i 0 »in (i/.r -f- vy + ma)) ,
i l, = -i(i>,ros (ux-f-i^y-f-ui) -4- g,sin [ux -4- vy -4- ica)] , r, = .ï'faens («.r-4-i>_y -f-tea) -4- l),aln («,r-4-cy-4-ici)],
■ i = J[(f,cos (ux -4- t;y -4- ici) -4- t,sin (n.r -f- ij/ -4- mi)] ;
la fonction v étant toujours déterminée par la formule (10), et le signe 2 indiquant l'addition de plusieurs ou même d'une infinité de termes correspondants à divers système» de valeurs des constantes a, b, c, k ou u, v, le; alors, i la place dea formules (39), on obtiendrait les suivantes
AV -4- AV -4- AV
», (tVa - + vy v -4- vy v") ,
;=2 (sv -4- c v -4- c" v") ,
les valeurs de b", «" étant encore celles qui sc déduisent de* équations (51), (52). (53) jointes aux formules (46), (47). Alors aussi le mouvement du système pourrait être considéré comme produit par U composition de plusieurs ou même d'une infinité de mouvements semblables & ceux que représentent les équations (G4) et (76).
U est bon d'obserTer que, dans les formules (85), (86), (87), les sommes indiquées par le signe S peuvent être composées de termes très-peu différent les uns des antres, et se changer par suite en intégrales définies. Concevons, pour fixer les idées, que l’on remplace le signe S par trois signes J ' indiquant une intégration triple effectuée par rapport aux quantités u, v, w entre les limites — x, + x . Substituons en même temps aux coefficients
f &o v » fo , fio « no » *o *
f hi t| , f,, gj , tji , I» ,
et aux fonctions
a, ts , a",
«<,= <*(*), ih — ïl (r ).
des produits de !a forme
T3 a dudvdw , Hidudvdw ,
tÿdudvdw , f^dudvdw,
Scdudi dw , S idudvdw ,
&odudi dw , Çi,dudvdiv ,
f)jludvdw , îydvdvdw ,
Ijhuhdw, hdudt’dw ;
r Odvdi dw , Q dudt dw , Q dudvdw , &"dttdvdw ,
' Qjludi dui — Tl<J(v)dudvdw , 6 t dvdvdu> ~H, (t ) dudvdui.
Alors, au lieu des formules (85), (86), on obtiendra les suivantes
| £o |©oCOs(»j4^^iea)4-© 0 sin(*x+^<jH-M'î)j dvdvdw,
(92) r 0 = JZJZJZ |«oeoa(u.r+ejH-tru)+^in(H.r+ij/-f-ie-)J dudmlw ,
l Ç 0 ~J-ZJZ.J-Z {^oe«*(*^>H , y4^<H-3c ) sin(«(j'-+-iÿ+m»)| dvdvdw ,
i —J'ZJ'-ZJZ dudvdw »
(93) ; j; t = fZfZjZ |^.c° s (« j> H 3/+ u ' i )+ ^i8ln(ux-t-»3rHo-t)| dudvdw ,
?.=/:/:/: i /,c08(u.r4-t.y4"“’~)4- 3 l *iD(«J>H;y-Hü*)j dudvdw , dans lesquelles ,
B 0 , e 0 , Sot ©o, ^jo! 3 a > ®«l (u Al ©>> 3,
pourront être des fonctions quelconques de u, t>, w. De plus, les formules (60), (61), (62) donneront
(94) Ho(*) = (©«A + ©otà + A®) cosfoj 4- (©„ A 4- fjo* 4- 3 0 C) siniv ,
(95) Jf,(t>) = (B, A + C.t* 4- AO) cosi»4* (©>•*• + + 3»®) sin*» »
iUv+sît)+n,(v-sîi) . n n,(v+atyHn>(*-Qi)
(96) ®= — â +Jo 2 *’
et l’on en déduira les valeurs de 0", 0", 0'" en attribuant à A, VI, ® les trois systèmes de valeurs A', vV, G" ; A", xV, C'Y A'", xV", e'\ Cela posé, les valeurs de 5 , jj , Ç , précédemment déterminées par les équations (87), deviendront
I S =f Z/ZfZ (*'©'+*"©''+*' "&")dudvdw,
? = flflfZ ( && + e "®" + dududw ’
On peut choisir les coefficients
©0, ©o, A, ®ot f)ui 3 0 i ©t* ©M A, ®») 3»,
de manière que les valeurs de
§ 0 , JJo , :0 î b*, JJt, ttl
founiies par les équations (92), (93), se réduisent à des fonctions quelconques de x, y, z, savoir, à
(98) f 0 =y(x,it,«), r; 0 =x(x,y,z), Ç,=tp(x,y,z),
(99) |,=0(jr,ir,*), »; 1 =X(ar,j,i), Ç t =V (jr,y,z).
En effet, comme on s généralement, quelle que soit la fonction /(j\ y,*)»
toutes les intégrations étant effectuées entre les limites — », -H», ou, ce qui revient au même ,
( 101 ) = Qùffffff :ot[u(_jc-X)+v^-f,)+c(z-y)\f{).,fi,y,) d/.dudrdudvdw
=^yÆÏÏ/' C0 < UJr+ '* +Wz) cos(uX+vti+wv}f(X,fi,v)dXdfidvdudvdw
J^J^jyyyyy*\n(ux-\-i’y-\-u>z)»in(u).-\+>i(-\-u>r)f().,it,v)d).dftdrdvdi'dw.,
il est clair qu'on fera coïncider les équations (92), (93) avec les formules (95), (96) si l'on prend
U,=(^) jyycos(u/.+Vfi+wr)ff{/.,fi,r)dvdfid)., <?o— (^; £ ) JJJ'ita (u}.+Vfl+tvv)([{X,fi,r)dtdudX, o Co ^^jj^fca»(ul+vn+wv) y_ »0« Udfidr, (td+vfi+wv) % {X,fi,r)didfidl,
I J<,z^^^jfjffios(uÂ+v/i+wr)<f(,).,/i,r)drd/td/., jy^lMiiX+vit +wt)tl>{/,ti,v)did fid/ ,
=^^^Jfjiycos{u).+vft+wr)<I)().,fi,y)dtdfidi., <?,=(—) jyy*ln(u).+Vfi+un , yi‘(i.,ii,*)d>d /ni
3 ï, =( ^JYYc 08 (ui.+t fi+wr)x(}.,!t,r)driIiid/., )j^^sin(«i^+t>^+wi')X(i,/'»>')<ii , rf/«M,
I /, =y—^Jfjycoi(uX+ifi+wi)‘t‘(}.,ti,ï)d>duil/., It—^^jyÿl'Mu/.+i’u+u/i'fi'iX.ftiVylriluiV..
Un ayant égard à ces dernières formules, ou tirera des équations (94) et (9a)
(104) llfr) =Qyjjyy [x<f (X, ft, y) + Ci X /<1 »)+£¥ ('■> /'» »)] eos O - ui. - Vfi - U» ) drdfidX ,
( 105) lh(y) =f^)JJj\x® (i.,fi, »H- tf>X U, !«,>) + (i, Hy v)] cos (** - u). ■ Vf, - I VvUvdftdX ,
ou, ce qui retient au même,
(107) /!,(■?)=;(— ^ ffJ[*\,0(l<{i,v)+\<!>x{Ji,!i,r)+£ l i'(.l,fi,y)]coB[u(jr-X)+t’(y-fi)+u>(*-v)]dvdiul)..
Si, après avoir déduit de l'équation (96), réunie aux équations (106), (107), les râleurs de 0 , 0", 0”, on les substitue dans les formules (97), ces formules représenteront les intégrales générales des équations (15) ou (16) du g 1.*', pourvu que les valeurs de a 1 déterminées par la formule (44) soient réelles, et que, dans l’état d’équilibre du système proposé, les masses m , m", tn" des diverses molécu-
les soient deux & deux égales entre elles, et distribuées symétriquement de part et d’autre d'une molécule quelconque m sur des droites tneuécs par le point avec lequel cette molécule coïncide.
Dans les formules (102), (103) et (104), (103) on (106), (107), les intégrations relatives aux variables 7. , /i, v doivent être, comme dans l’équation (100), généralement effectuées entre les limites — », -f-». Toutefois, si les valeurs initiales des
r/| dt] <fi‘
déplacements q, Ç et deB vitesses jj-, -jj-, — y c'est-à-dire, les fonctions
Ç>G r >Ji'')v x(-r,.y, c), tfj(x,ÿ,z)i 0»(a-,,y,«), A’(j,y,c), a)
ne différaient de zéro que pour des valeurs de .r, y, z correspondantes aux points sitnés dans un certain espace , par exemple , aux points renfermés entre deux surfaces courbes , deux surfaces cylindriques et deux surfaces planes représentées par des équations de la forme
on pourrait évidemment, dans les formules dont il s'agit, supposer les intégrales prises entre les limites
v = F'„(2, fi ) ,
ft = W),
* §. 3. Application det formules précédentes a la théorie de la lumière.
Supposons que le système de molécules mentionné dans les deux précédons paragraphes soit le fluide éthéré dont les vibrations produisent la sensation de la lumière. Pour déterminer les lois suivant lesquelles de semblables vibrations, d’abord circonscrites dans des limites très resserrées autour d’un certain point O, se propageront à travers ce fluide, il suffit de considérer dans le premier instant un grand nombre d'ondes planes (voyea la page 17) qui se superposent dans le voisinage du point O, et d’admettre que, les plans de cea ondes étant peu inclinés les uns sur les autres, les vibrations des molécules sont assez petites pour rester insensibles dans chaque onde prise séparément, mais deviennent sensibles par la superposition indiquée. Le temps venant a croître, les ondes dont il s'agit viendront successivement se superposer en différons points de l’espace, et l'on nomme rayon lumineux la droite qui renferme tous les points de superposition. Toutes fois, pour que ce rayon soit unique, lorsque l’élasticité de l’éther nest pas la mémo en tous sens, il est nécessaire que dans chaque onde considérée isolément les vitesses et les déplacements des molécules soient parallèles a l’un des trois axes de l’eilipsoide représenté par l’équation (36) du § 2. Alors le rayon lumineux sera ce qu’on appelle un rayon polarisé parallèlement a cet axe, et, si l'on nomme l l’épaisseur d'une onde plane, il sa vitesse de propagation, T la durée des oscillations moléculaires, on aura
CT = I
Ajoutons que, si l’on pose
. 2?» 2rr
l "UT'
s = kil — -~
les valeurs des p , pour trois rayons polarisés parallèlement aux trois axes de l’ellipsoïde, seront précisément les carrés de ces trois demi-axes. Observons d’ailleurs que, si l’on nomme r le rayon vecteur mené du point O à une molécule voisine m ; a , /î , y les angles formés par ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnées positives; a, h, c les cosinus des angles formés avec ces demi-axes par une droite OP perpendiculaire au plan de l’onde ; <5 l’angle compris entre cette perpendiculaire et le rayon vecteur r; on aura [voyez l’équation (14) du § 2]
(4) cosil — acOsa+Acoü/l + ccos;' ,
et qu'en faisant pour abréger
(5) tara, kb~v , kczzw, ou tirera de l'équation (4)
(6) icosd=: «coscr+vcosjS -f-tccosy.
Cela posé, le* coefficient* t, 3Tt, 3C, •?, 3,, A renfermé* dan* l'équation de l'elllpaoide cldesaiu mentionné, c'est i dire, dans la formule
(7) ti , + i)ltj’-4-3î* , +2 , îj*+2a.ix + 2sMy = i,
ae trouveront, eu vertu de l'équation (6) jointe aux formule* (20), (21) du § 2, déterminé* comme il «uit,
(*) = on = °+5^' 8t = °+d^
il'-'P 9
(9) dvdw ' a "~ dwdu '
ica valeur* de D et *T> étant
(10) D = S^ r [1 — co«i r ui os« -f- ucos/? -j- lecoi;-))] ;
Î m/Wr , „ . cos (rfacosre -f-t»cos,9 -4-uico»)'))ll
Lorsque au premier instant les vitcsaes et les déplacements dea molécules dans une onde plane sont effectivement parallèles a l’un de trois axes de l’clilpsolde représenté par l'équation (7), ces déplacements et ces vitesses restent constamment parallèles au même axe, la lumière se trouve polarisée parallèlement i cet axe, et l'oude plane se propage avec une Titessc constante S} , sans jamais se subdiviser. Mais il n’en est pas toujours ainsi, et l'on peut concevoir une onde plane dans laquelle au premier instant les vitesses et les déplacements des molécules cesseraient d'étre parallèles a l’un des trois axes de l'ellipsoïde. Ku effet, pour composer une onde de cette espèce. Il suffit de réunir trois ondes planes tellement choisies que, dans U première, ta seconde, et la troisième, la lumière se trouve polarisée parallèlement au premier, au second et au troisième axe de l'ellipsoïde, et d’admettre que dana l’onde composée Is vitesse ou le déplacement d’une molécule est représentée par la diagonale du parallélépipède, qui aurait pour cotés trois longueurs propres à représenter cette vitesse
ou co déplacement dans chacune des troi» ondes composantes. Alors, le temps Tenant a croître, l’onde composée sc subdivisera en scs trois composantes, qui se propageront a travers le fluide éthéré avec trois vitesses differentes. Ainsi lorsque Felastieité de l'éther n’est pas la même en tous sens, une onde plane, dans laquelle la lumière n’etait point polarisée, se partage généralement en trois ondes planes, dans lesquelles la lumière est polarisée suivant trois directions distinctes ; et par suite un rayon de lumière Bon polarisée se pirtage en trois rayons de lumière polarisée suivent les trois directions dont il s’agit.
Comme, en laissant les trois cotés d'un parallélépipède dirigés parallèlement à trois ares donné*, on peut toujours tracer ces cotés de manière que la diagonale devienne parallèle b une droite choisie arbitrairement, on doit conclure de ce qui a été dit ci-desans, que, dans une onde plane de lumière non polarisée, les vitesses et les déplacements dea molécules peuvent être parallèles a une droite quelconque.
Les coefficients £., Oit, 9b, T, 2,, ‘A renfermés dan* l’équation (7), et par suite les lois de polarisation de la lumière dans une onde plane dépendent non seulement de la constitution géométrique du fluide éthéré, c. a. d., du mode suivant lequel sc* molécules sc trouvent distribuées dans l’espace, mais encore de l’epaisseur l de l'onde plane, et de sa direction, c’est à dire, des cosinus a, b, c des angles formés par la perpendiculaire au plan de l’onde avec les demi-axes des coordonnées positives, ou, ce qui revient au même, des trois quantités
n— la , t' ~ kb , w — kc.
Noua dirons que l’clasticité du fluide éthéré est la même en tous sens autour d’un point quelconque O, si la constitution de ce fluide est telle que l'ellipsoïde (7), qui détermine les lois de polarisation d’une onde plane passant par ce point, conserre une forme invariable, tandis que l’on fait varier la direction du plan de l’onde, et al d’ailleurs la position de cet ellipsoïde est uniquement dépendante de la direction de ce pian. Alors, tandis que l’on fera tourner le plan de l’onde sur lui même, la surface de l’cllipaoidc devra toujours passer par les mêmes pointa de l’espace et du plan. Donc cet ellipsoïde devra être de révolution autour de la droite perpendiculaire an pian de l’onde ; et déplus l’axe de révolution ainsi que ic rayon de l’équateur, étant indépendants de la direction du plan de l'onde, demeureront constants, quelles que soient les valeurs attribuées aux trois quantités a, b, c.
Nous dirons que l'élasticité du fluide éthéré est la mémo en tons sens autour d'un axe quelconque parallèle a un axe donné, par exemple, a i'axe des z, si la forme de 1'cllipioide (7) dépend uniquement de l’angle compris entre le plan de l'oude et i'axe des z, et si cet ellipsoïde tourne seulement autour de cet axe en même temps que la perpendiculaire au plan de l'onde.
Cela posé, Il sera facile d’obtenir les conditions analytiques propres à exprimer que l'élasticité de Fétlier est la même en tous sens autour d'un point quelconque ,
ou autour d'un axe quelconque parallèle à l’axe de» t. On y parviendra effectivement i l’aide des considérations suivantes.
Outre le système des trois axes coordonnés des x , y , z considérons un second système d’axes rectangulaires des x, , y,, z, qui partent de la même ori-
gine O que les trois premiers. Supposons d'ailleurs que les axes des I,, y„ z,, après avoir d'abord coïncidé avec les axes des x, y, z s’en séparent et entraînent dans leur mouvement le plan de l’onde et ta droite perpendiculaire à ce plan, ensorte que cette droite passe de U position OP i une nouvelle position OQ, l'épaisseur l de l’onde restsnt invariable. Le rayon vecteur r, dont la direction n'aura pas clisngé, formera 1* avec les demi-txes des x, y, z positives les angles a, fi, f, et avec les demi-axes des x t , y,, z, positivez d'autres angles « t , fii, fi} 2° avec le* droitea OP et OQ des angles â, tf,, déterminés par l'équation (4) et par la suivante
(12) cosd, =: acoso, -4-4co«/?,-f-<-eosy, do laquelle on tirera, en ayant égard aux équations (S),
(13) ècoad,~ucos<v,-f-t>co9,'? I -4-ureoiy,.
Soient maintenant
4Li, DK.» X,, T, , 2.,, Ut,, O., *?,,
ce que détiennent les quantités
4L, «t, 3t, i. Ut, D, r P,
déterminées par les équations (8), (9), (10), (11), quand on remplace a, fi, f par u. , fi , , fi, ensorte qu’en ait
(14) *«=0,+-^, art, = 0 ,- 1 -^,
du‘
PT
dwdu ’
Uudv
Oi — S ? — - — [1 — cos(r(«coso 1 -f- t/cos^+tncos;,))] j ,
(17) -V, = S j^[? (ncosu, + ,c 0 .^e..y,) ! +
Les deux ellipsoïdes qui détermineront les lois de ls polarisation pour les ondes planes perpendiculaires aux deux droites OP, OQ, seront représentés le premier par l’équation (7), le second par la suivante
(18) H- OR ,y «’ -f- Oti*»’ -H •+- îa^x.T, + 2gt ,t, y, = 1.
De plus le second ellipsoïde sera pareil au premier, et placé a l'égard des axes coordonnés des x,, y„ t, comme le premier l'est à l’egard des axes coordonnées des x, y, s, si l'ou a
£, = £.» OR, 3= cm , ac.rrot,
$, = «, i. = i, 3l, = 'Jt.
Enfin, ces dernières conditions, si elles doivent être vérifiées quels que soient u, v, u>, pourront être remplacées par les deux suivantes
Effectivement, il suit des équations (8), (9), (14) et (15) que les oouditions (19) et (20) peuvent être présentées sous ta forme
rfY'V,— 'P) „ d’('9 t — r V) „ «*’(«?,_•?) ,
(22) Th-VH--^ i -r- L = 0, = 0, t),-t)+— O,
du 1
dw 1
dvdw
^(cp,_ cp) d iv il u
«TCP,— ^P)
dudv
Or les formules (22), (23) seront evidémment vérifiées'? ai l'on a pour des Talcurs quelconques 3e u, v, w
Réciproquement si les conditions (22) , et (23) subsistent pour des valeurs quelcon-
alors, eu vertu des
conditions (23), les trois quantités
du
du
dw
quantités
rTCP, — *P)
du 2
dv*
dw !
lieront seulement fonctions la prémière de u, la seconde de v, la troisième de > 0 , Donc ces trois quantités ne pourront, comme l'exigent les conditions (22), acquérir une valeur commune O — O,, qu'autant que cette valeur commune aéra une quantité constante, c’est k dire, indépendante des trois variables u, t>, to, D'ailleurs, lorsqu'on pose kzzO, et par suite w = 0, t/ = 0, ïo ~ 0 on tire des équations (10) et (16)
Par conséquent, dans l'hypothèse admise, on aura généralement
ou ce qui revient au même
et les conditions (22) se réduiront
De ces dernières jointes aux conditions (23) on conclura que les quantités (24) se réduisent à des constantes ; et comme, en vertu des formules (11), (17), les expressions
JT. dVt
du ’ dv ' dw ’ du ' dv ' dw
s'évanouiront pour des valeurs nuilcs de v, v, w, ü’ est clair, qu'on aura généra lement
rf(‘'P.-*'P)_ A eI('P,-'P)_ ft
du dv ~ '
rffP,-T>) _ ft
dw
Donc la différence
se réduira elle même k une constante , qui sera encore nulle , attendu que T, et *V a'éranouissent en même temps que les trois variables u, v, w. On aura donc encore dans l'bypothègc admise
et les formules (21), ou (26) et (29), seront alors une conséquence nécessaire des conditions (22) et (23).
Pour que l'élasticité de l’éther puisse être censée rester la même en tous sens autour d’un point quelconque, il est nécessaire et il suffit évidemment que des deux ellipsoïdes représenté» par le* équations (7), (18), le second soit toujours pareil au premier et placé à l'egard des axes des x,, y,, z, comme le premier l'est à l'egard des axes des x, y, s , par conséquent il est nécessaire et il suffit que les conditions (21) soient toujours vérifiées c’est - a - dire , que ces conditions subsistent, quelles que soient les valeurs de v, v, te, et quel que soit le nouveau système d'axes rectangulaires des x,, y,, z,.
Si l’on demande les conditions nécessaires pour que l'élasticité de l’éther puisse être censée rester la même en tous sens autour d'un axe quelconque parallèle à l’axe des z, ces conditions ne cesseront pas d'être exprimées par les formules (21), qui devront subsister encore, indépendemment des valeurs attribuées à u, v, te, non plus quels que soient les nouveaux axes des x,, y ,, z,, mais seulement quels que soient les nouveaux axes des x, et y, , l’axe des z, étant superposé à l’axe des z%
U nous reste à développer les conditions (21) et à montrer les diverses formules qui s'en déduisent.
Observons d'abord qu’en vérin des équations (10), (11) (16), (17) jointes aux formules (4) et (13), les condition» (21) peuvent s’écrire comme il suit
(30) S [1 — cos (kr cos d,)| = S [1 — cos (kr cos d)j
cosfArcosdnj
Ainsi lea conditions nécessaires et suffisantes pour que l'élasticité de l’éther puisse être censée rester la même eu tous sens autour d’un point quelconque ou autour d’un aie quelconque parallèle à l’axe des z se réduisent à cc que les deux quantités
(32) ©=:s|— ^-^[1 — cos (trcosd)j|
«? = S [ «y coa’d 4- C ~ ^ j
ne changent pas de valeur quand on y remplace l'angle tf compris entre le rayon vecteur r et la droite OP par l’angle d, compris entre le rayon vecteur «*
et la droite OQ; les droites OP, OQ pouvant être choisies arbitrairement dans le premier cas, et étant assujetties dans le second i la seule condition de former tontes déni le même angle avec l’axe des z. Observons encore 1° qu’en vertu des équations (5) u, v, w, représentent évidemment les coordonnées d’un point P situé sur la droite OP i la distance k du point O, et vérifient la condition
(34) PstP+td+t®*»
de laquelle on tire
(35) *=V(V+«' , +ie , )>
2° que si l’on nomme «, v, w les coordonnées d’on point Q situé sur la droite OQ à la distance k du point O, il suffira de substituer la droite OQ à la droite OP pour déduire des formules (6) et (35) les deux suivantes
(36) kcosô, — u, casa + t>,co*j9 + ie,cosy ,
(37) k= V (-.’+t'.’+tO,
dans lesquelles on devra remplacer w, par w , si les droites OP, OQ forment le même angle avec l’axe des a. Cela posé, les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’élasticité de l’éther puisse être censée rester la même en tous sens autour d’un point quelconque , ou bien autour d’un axe quelconque parallèle i l’axe des z, c’est i dire, les conditions (30) et (31) pourront s’écrire comme il suit
tmf(r) i
S ' — “ — [1 — cos (r (»,cosa ■+• i .cos/î -j- jt^cosy))^ j
lmf(r) _
ï = S J — - — [1 — cos (r (u cos a -f-v cos fi -f- w cosy))]
(<"/(r) r. , . . cos(r(n l cosrï-Hi 1 cos^-Ho 1 eosy))’i)
S f [j (n 1 cos(l^-l' 1 cos ( 9+ttï 1 cosy) , ^ - — Jj
( -WW., „ ,, co»(r(uco*a -f- ncos,î -+• iocosy))l)
= S j — - — |_î («cosft + tcoa,? -f- wcot/) -+• ; - -- ”
le» quantités variables u,, v,, w,, se trouvant liées avec les qusntités u, v, u> par l’éqnatiou
qui, dans le second cia seulement, se partage en deux autres , savoir
On yérifie la formule (40) en supposant
(42) «-, = 0 to, = 0, ». = ± V (u , + v' + u, 7 ) = ±t.
En vertu de cette supposition , les formules (38) et (39) deviennent
(mf(r) 1 r(»*)
(43) S | — - — [1 — cos(r(«cosfe+-»cos/î-4--iccos;'))) j = S j — - — [1 — cos(trcosa)]
„ ("»/(*•) r , . .. . „ . cos(r(«coso-Hrcos^-4-iocos)' )>|)
S ; — - — I * (u cos cf -Ht;co8/g-f-igcogy)*T- 1 - ^ JS
= s pg^[ 4 y w> . B+ ^ . ^ w “) |.
Réciproquement , si ces dernières subsistent, quelles que soient les vslcnrs de », v, tu, leurs premiers membres ne seront point altérés, quand on y remplacera les quantités u, v, w par d’autres quantités », , v,, w,, propres à vérifier l’équation
Donc les équations (43), (44), déduites des formules (38), (39), entraîneront à leur tour ces formules, auxquelles on pourra les substituer tans inconvénient. D’autre part, comme on aura généralement
coi(r(«C08«+ucos,îq-uicosy))=: 1 — (ucosa+ucosï-f-mcosy)’-!- j-y-j-j (ucOBn+tcoSjî-t-mcosj'V — etc.
cos ( h • cos «) — 1 — j-jj i 1 coB 1 ri -f- ^ 4* cos* a — etc.
— 1 — (» : 4-u 3 4-u, 3 )cosVr -4- ■ ■ , ., , (u -H' 4-m ) cosV — etc.,
il suffira d’égaler entre eux les termes qui , dans les deux membres des équations (43) et (44), représenteront des fonctions bomogèues de u, v, w du degré 2n pour obtenir les formules
(45) S j«r î ' , '*(«€oi!fi-H'co* l î+>*’ eo *)') a,,| X , ')j |«r î,, '*cos î ' , af(r)| ,
al
(46) S j«BJ 2 "**(»<cosa-l-ucoaiî.)-t»cosy) 2, |/(r) | A 2 * S |i»r 2n '*cos^"a i /"(r)| ,
dont U première devra être ctendne h toutes les valeurs positives du nombre entier n , et la seconde à toutes les valeurs de » qui surpassent l’unité. Enfin , comme les deux expressions
(« cos a -+- v cos fi -1- w cos y) 2 " < A 2 * (* 3 + tt* ■+• w‘) H ,
étant développées, fournissent la première des termes de la forme
(1.2...A)(1. 2 ™ /<) (1 . 2 . . . v) * ’ u cn * “ co * <*«•* t
dans lesquels les exposants A, ju, v liés entre eux par l’équation
peuvent être pairs ou impairs, et la seconde des termes de ta forme
lu y 2 . 4 . 6 .... 2n ,
; * ~(Ï X.Ï)'(1 • 4-.ju) (27417) * ,t/V ’
_ 1.3.. ( a - 1). 1.3. ..Qs-lj.l.a.. .(■—!) 1.2. 3... 2»
S (2* — 1) (1.2..A)(1.2...fO
dans lesquels les exposants 2, ft, », sont toujours pairs; comme d'ailleurs les formules (45) et (46) doivent subsister indépendamment des valeurs attribuées à u, v, w et offrir chacune dans le premier et dans le second membre les mêmes puissances de u,v,w multipliées par les mêmes coefficients , on tirera de ces formules 1» pour des valeurs impaires de A , de fi , ou de »
S {mr 2 "' 1 f(r) cos ; «cos"/ïcos*’y J =:0 S j mi ' n1 y‘( r) cofwfcos^/icos' y J = 0
2° pour des vaieurspaires de A, i< et »
(50) s p-^co. w/ïco.*' y \ = 1 ' 3 " ( /; 1 3 ) ; 1 5 3 " ( ^'!: 3 1 ) (y ' 1 -- s 1
(51 ) S |*r».-3y(r)co. i «co^co 8 'y j = | S j’"' > 'V(’0 cos 2 ",
le nombre « dont le double équivaut i la somme + v ponvant être quel-
conque dans les équations (48), (50), mais devant surpasser l'unité dans les équations (49), (51). Ainsi en particulier, l’on conclura des formules (48), (49), en posant n = 1,
S Jmrf(r)cos/ïcosy J = S jmr f(r) cos y cos a j ~S j sir f(r)coso cos/îj =0
S j mr f (r) cos’ a j = S j mr f (r) cos’/î j = S [ mr f (r) cox‘y | ;
et des formules (49), (51), en posant n — 2 ,
8 J mrf(r) cos j? cos 'y | := S \mrf{r ) cos y cosV } = S j mrf(r) cos « cos’ j. i {
— S J mry'(r) cos 5 fi cos y j =rS J «r y(r) cos 1 y cos a j — S J mrf(r) cos 'a cos /f J =0,
s !"'•/('•) cos’^eos 1 y ; = S | w»-y(r) cos’ycos'u | =: S \mrf(r ) cos’orcos’/Sj
= 5 S î mr/(r ) cos*« | =;S }*tr/(t-)co&' J tl { = S J mrf(r) cos*/l j
Ajoutons que des formules (48), (49), (50), (51) on peut remonter immédiatement au* formules (41), (46), par conséquent aux formules (43) (44), ainsi qu'aux formules (38), (39). Donc en définitive les formules (48), (49), (50), et (51), étendues ik toutes les valeurs positives du nombre entier n, ou du moins, s’il s’agit des formules (49) et (51), aux valeurs entières de n qui Surpassent l’unité, expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'élasticité de l'étbcr puisse être censée rester la même en tous sens autour d'un point quelconque.
Lorsque ces conditions sont remplies, on tire des équations (10) et (11) jointes aux formules (43) et (44)
0 = 8 r j — cos [ l r C0|I (( )J j ,
D'autre p»rt, li, après avoir bit, pour abréger ,
on désigne par
dK' ~dK‘
le* dérivées du premier et du second ordre de *P considéré comme fonction d« K , on trouvera
dK d» :
dK
dv
dK
div
et par snite
lü=^'
dv
dï=*"'
dv*
Ku conséquence les formules (8), (9) donneront
(56) t=D+ c < , -t-» !c V", 9tt=:0 + a V'4-u*T>’ ,
(57) <S — vufV ' , =
dwdu
= wvTP' ,
dudv
— uxfV ,
3î=D+”V-+-u. w P" SA — ut/’V"
et I équation (7), c'est-à-dire l'équation de l'ellipsoïde qui détermine ica loix de la polarisation deviendra
(58) C V’ («X+- t»y + «os )* -H (O + CI P‘) (x*-f- j 3 + a 1 ) = 1
Pour reconnaître plus aisément la forme de cet ellipsoïde concevons que l’on fuse coïncider l’axe des x avec la droite OP perpendiculaire au plan de l’onde. Comme on aura dans cette hypothèse
U formule (34) donne»
et la formule (68) aéra réduite k
D'ailleurs, en vertu de ce qui a été dit plus haut [page 15] les valeurs de O, "P et par suite celles de •V’, ’V" ne varieront pas dans le passage de l’équation (58) à l’équation (59). Maintenant il est clair que l'ellipsoïde représenté par l'équation (59) sera de révolution autoar de l'axe des a , et que dans cet ellipsoïde le carré du rayon de l’équateur sera égal au rapport
le carré du demi-axe de révolution étant
Au reste la discussion de l’équation (58) conduirait immédiatement aux mêmes conditions. Ainsi, comme nous l’avions prévu [page 7], lorsque l’élasticité de l’éther est la même en tous sens autour d’un point quelconque, l’ellipsoïde qui détermine les loix de polarisation d'une onde plane est de révolution autour de la droite perpendiculaire au plan de l'onde; et dans cet ellipsoïde l'axe de révolution et le rayon de l'équateur ne dépendent pas des quantités a, 6, c, mais seulement de la quantité k renfermée dans les valeurs de O, “T* que fournissent les équations (52) et (53). Ajoutons 1“ que les formules (53) et (55) jointes k l'équatiou (54) donneront
td*P_ , C' 1 * '« L sin (kr cos g) ~j |
k dk~^\ r L kr cos u J )
1 i W 1 _ cos Tain (kr cos «) 1 )
™ * dk k* I r L kr cos a J )
2° qu’en développant suivant les puissances ascendantes de k les derniers membre* des formules (52) , (62) et (63) on eu tirera
0 = A . S ^ S _____ r + * S i .2.3. 4.576- etc -
-p. ..""' A')™'* ,.. fl ” r, /( r ) CM * a , t . s mr *A r ) eot '‘ a
mrf(r) cos*c« . mr'f(r) cos'ot mr* /"(»•) cos‘<x
(66) ^ . 3 ■- w,s iiii>^ 6W Ti&r
■ etc.
•etc.
Chacune des séries comprises dans les trois formules qui précédent offre, pour coefficients des puissances paires et ascendantes de k, des sommes dans lesquelles la fonction f (r) ou J (r) se trouve successivement multipliée par
etc.
D’ailleurs l’action moléculaire, par conséquent les fonctions f(r) , f(r) ne conservent de valeurs sensibles que pour de très petites valeurs de r; et comme d’autre part, r étant une quantité très petite du premier ordre, r’, r’ seront des quantités très petites du troisième, du cinquième ordre, 11 est clair que dans les séries en question, les coefficients des puissances successives du k doivent décroitrc très rapidement. Si l’on réduit ces mêmes séries à leurs premiers termes , on obtiendra seulement des valeurs approchées de
et alors, en faisant pour obrégér (67)
0 OTrf(r)cos î « m h 5 — à = / 1
tnrffr) co» 4 «
on trouvera
(68) O = *’/, = * 2c 3>" = 2it
En vertu des formules (5) et (68) , les équations (56) (57) sc réduisent à
(69) ^-(2R n , +R + l)k\ on = (2Rb , +R+r)k‘, X = (2Rc‘ + R + I)k\
(70) <£ = 2Rbck\ Z=2Rcak*, ■A = 2Rabk‘.
On aura d’ailleurs, en vertu des formules (50) et (51) jointes aux équations (67),
f(r)cos’}'
„„ » _ c mr f co *’ “ _ D *»' <(*•) «os 1 ? _ „ •
(71) i s jTâ — n — = s *
O _ c «0»* *°*V _ 0 «'•/(»•) coi* ■/
_ O mr f (r) cos * i* c ®» ! 7_ c. mr / (0 C0 * J y «os* « „ «y /(r) cos ! « CO* V
— 1.2 ~ s 1.2 _s ÏT2 *
et par conséquent le* coefficient* représentés ici par le* lettre* / et K ne différeront pas de ceux que déterminent les formules (37) , (39) de la page 199 du 3' volume de* exercits des mathématiques. Cela posé, il suffira évidemment de dit iser par le* valeurs précédentes de
■i, Oit, DE, î, a,, ta
pour obtenir, comme on devait s'y attendre, celle* que fournissent les équations (45), (46) de la page 27 du 5* volume.
S) nous désignons, comme nous l’avons fait cidessus [§ 2], par s , s " , s" les trois valeurs de s correspondantes aux trois rayons polarisés dans lesquels se divise généralement un rayon quelconque.
seront le* carrés des trois demi-axes de ('ellipsoïde qui détermine les loix de la polarisation. Donc , lorsque cet ellipsoide, étant de révolution, sc trouve représenté par l'équation (58), ou ce qui revient au même par l'équation (59), deux des rapports (73) sont égaux à l’expression (60), et le troisième à l'expression (61), cnsortc qu'on peut prendre
Alors aussi, en vertu des équations (3), (74), et (75), les trois quantités
ST
c'est & dire, les trois vitesse* de propagation de* trois ondes planes dans legqucllc* se divise généralement une onde primitive de lumière non polarisée, sc réduisent à celles que déterminent les formules
SI 1 = Si ' 1 =
Si’" 1
Par suite, des trois ondes planes dont il s’agit les deux premières, se propageant arec la même vitesse, se superposeront de manière à n’en plus former qu'une seule, dans laquelle la lumière sera polarisée parallèlement au plan de l’équateur de l’ellipsoide représenté par l’équation (58), ou, ce qui revient au même, parallèlement au pian de l'onde primitive, tandis que dans la troisième la lumière sera polarisée perpendiculairement à ce plan. Cela posé, la troisième onde disparaitra si les déplacements et les vitesses des molécules l ibérées dans le premier instant sont parallèles au pian de l'onde lumineuse, et alors il n'j aura plus de polarisation. Au reste, pour que la polarisation de la lumière devienne tout a fait insensible dans les milieux dont l'élasticité est la même en tous sens, il n'est pas absolument nécessaire, que la troisième onde disparaisse, et il suffît comme un jeune géomètre M. Blauchet en a fait la rémarque, que le rayon correspondant i cette troisième onde soit du nombre de ceux qui échappent au sens de la vue. On conçoit en effet, qu'en raison de la trop grande ou trop courte durée des oscillations de l'éther l’oeil peut cesser de percevoir certains rayons, de même qu'en raison de la trop grande on trop courte durée des oscillations des molécules aériennes l'oreille cesse de percevoir des sons trop graves ou trop aigus, et l'on pourrait encore supposer l'oeil orgauisé de manière à percevoir les vibrations des molécules éthérées, quand elles sont dirigées dans les plans des ondes lumineuses, mais non lorsqu'elles deviennent perpendiculaires à ces mêmes plans. Quoiqu’il en soit, en faisant abstraction de la troisième onde, désignant par T la durée des oscillations des molécules éthérées et posant [voyez la formule (3))
on aura, en vertu de la formule (74),
on ce qui revient an même, eu égard aux formules (52) et (62) ,
ou bien encore, eu égard aux formules (64) et (65),
(80) J7y~ [((O + (/(«*) cos 2 <*] j— *‘sj^^-^[f(r)+|/( r )co* , a]|
\ mr 1 cos* a
jl .2.3.4.5 6 + co *’ “1
— etc.
Telle est l'équation qui, dans un milieu dont l'élasticité reste la même en tous sens, lie entre elles le* deux quantités
Su 2rr
*=-ÿ et * ~~T'
par conséquent les deux quantités T et l, c’est-à-dire la durée des oscillations moléculaires du fluide éthéré, et l'épaisseur d’une onde plane.
Lorsque dans les équations (74), (75), (76), (77) on substitue 4 O , ’V . t 'P ' leurs valeur* approchées tirées des formules (68), on trouve
= F(3JÎ-4-/),
ü' ‘ = Sï ’’ = R + / ,
C"' = 3jR + /.
Il suit des denx dernières que, dans un milieu dont l’élasticité reste la même en tons sens, les vitesses de propagation des ondes planes correspondantes au rayon visible et au rayon invisible ont respectivement pour valeurs approchées
ce qui s’accorde avec les résultats obtenus dans le troisième volume des Exercices [page 41].
Passons maintenant au cas ou l’élasticité de l’éther reste la même en tous sens non plus autour d’un point quelconque, mais seulement autour d'un axe quelconque parallèle à l’axe des a. Alors les conditious (38), (39) devront être remplies seulement pour les valeurs de u>, propres à vérifier les formules (41). D’ail-
leurs on vérifiera ces formules en supposant
(86) s», = 0, ur 1 = u>, », = + V (“’ + '’’) = + V(^ — se 2 ) i
et en vertu de cette supposition les conditions (38), (39) deviendront
Î S | — [1 — eos (r(«cosa + ticos/i-|-u>cos y))]|
= « W l — eos (»■(-£ (u 1 -1- té)’ coi o +t’cosy))]| >
\ 8 J — r — I * ( wc08rt + l ' C0 V+ M/C0fi / ) + \n • >
( = sj^[* ( ± ( M Wc OS ^o. y y+ co<(r(± ^ ""H"*)] '
ou. ce qui revient au même.
|j S j— ~~^[i — ces («■ («cosfr -j- venu/) ■+■ leçon y))] |
| =: S j ** * - [1 — ce» (i* (■+• (d* — ic 1 ) coaa4*mco»)'))J j ,
^ g [^co^vco^^yY + J
( = s jsffiî [twe-^eo'a+vco
le double signe + pouvant Dire réduit arbitrairement soit au signe -f- soit au signe — . Réciproquement, si les équations (89), (90) continuent de subsister, tandis que u, v, carient mais de manière a vérifier toujours la formule (34) ou
s ! -f r 1 = (P — te 1 ,
elles ne seront point altérées quand on remplacera dans leurs prémiers membres les quantités a, » par d’autres quantités a, , v, propres a vérifier la formule
a, 1 + v* = t? — ic 3 = a 3 + f’ ,
et par conséquent les équations (87) et (88), ou (89) et (90), que nous avons déduites des formules (38), (39) jointes aux formules (41), entraîneront à leur tour ces formules aux quelles on pourra les substituer sans inconvénient. Donc, pour que l'élasticité de l’éther reste la même en tous sens autour d’un axe quelconque parallèle i l’axe des t , il est nécessaire et il suffit, que les formules (87), (88) subsistent non seulement quelles que soient les valeurs de iv , mais encore quelles que soient les valeurs de u, v. Or s’il en est ainsi, en développant les cosinus que ces formules renferment en séries convergentes, puis égalant entre eux les termes qui dans les deux membres des mêmes formules représenteront des fonctions homogènes de a, o, le, du degré 2», on obtiendra les équations
(91) S î»i»- î "" , (ucosa-H)C08 J î+wco*y) 2 "f(r){ =S î<w/- 2 "' 1 (±(« ! +t , ) coso+it'co»y) î " ((»•)(, et
(92) 8 i W î "* 3 (i«:oia-H»to» t î+«w;o*y) î, ^(>-){ = S j*»r 2, *" 3 (+(»i 1 + v , j''co8«+wcosy) 2 ’y(^)|,
dont It première devra être étendue à toutes les valeurs positives du nombre entier n , et 1a seconde à toutes les valeurs de n qui surpassent l'unité. De plus, eu développant les expressions
(ncosa+fcos/S-t-tocosy) ", (+(i»’ -f-e') coscr-(-uieosy) 2 "
suivant les puissances ascendantes de te dans les deux membres de chacune des formules (9i), (92), on tirera de ces formules 1° pour des valeurs impaires de y
(93) S Lr 2 ' , - 1 f(rX«COS« + ,.COs /ï ) 2 '-co/ y ! = +(«*’+ r’) 1 S j«#r 2 "' , f(r)co* 2 ' , '''«co*’'y|, et
(94) S îmr î "■'y(rX«cos^^-HlCOS i î) < "'’'co8';'j=■i : (l» , ^-t- , ) T S î«Ftr''' , 'yr)cos 2 "'’'aco* , 'y!,
le double signe Jh pouvant être remplacé i volonté par le signe + ou par le signe ;
2° pour des valeurs paires de y
(95) S îmr 2 "' , f(rX*cos«-H>cos/»y‘"‘’'co*'y, = (st’-f-té) 7 S Jmr " l ' , l(r)cos ï "'\t cos’)-| 1 et
2ic i
(96) 8 !s.r 2 "- 3 /(rXnco8«-H f cos,î) 3 "'"co» , 'y; = (atHV) ’* S ! W î "- 3 /(r)coH 2 "- , «eos’'yî,
Les équations (93), (94) n’étant pas altérées tandis que leurs seconds membres changent des signes, on doit en conclure que ces seconds membres sont rigoureusement nuis. On aura donc pour des valeurs impaires de y
(97) 9 !«nr 2n * 3 f(r)cos 2 "" K u cos *y j — O,
(98) 8 |*»r 2n * 3 y(r) cos 2 " * a cos *yj = 0 ,
et par suite les équations (93), (94) se réduiront à (99)
S j»ir 2 "' 3 /(r)(i»cosa + t'eo*/î) 2 "'* cos^yl = 0.
S Jser 2 "* 1 f(r)(ucos a 4-ecos /f) 2 "’* cos’yj = 0,
Enfin, comme les deux expressions
(»cosa-)-t'Cos tf) 2 "” r , (u 1 e') T
étant développées fournissent la première des termes de la forme
i.2..7)(1.2...,-) “ " co * OCM ^
dans lequels les nombres 1, fi, y liés entre eux par l’équation
(47) A + fi -f- y — 2«
peuvent être pairs ou impairs, et la seconde, lorsque v est un nombre pair, des termes de la forme
1.2.3.,.(n-D „t^_ a.4.6-(2«.-r) r .t. J) _ 1.3..(^-l)1.3..( /t -l) 1.2.3..(2»-r) 1 u (lJ2...i) (1.2...'“) (2.*.. a) (2 .4.. .u) 1.3...(2«-s-l) (lJ..AXl-2-^)
dans lesquels l, fi sont pareillement des nombres pairs, on tirera des formules (99), (100), (95) et (96), 1° pour des valeurs impaires de 7, de n ou de y
S r 2 ""*f( r ) cog cos^^ cos K j'{ = 0 ,
S jmr''
ei
S jmr
2° pour des valeurs paires de /. , u et v 2«-l
(101) S {air 3 " * fl(r)co8 * acos “ ,(cos * yj =: - j- ^ ^ \ïn v ~~l) ^ !* n ‘ :!,, " 1 f(*")cos 2 "‘'rtCoa > y|
(102) Sjmr V(i-)cos*«cos- ,fcos>'yj = ( "3' 5 ~( 2 i» . v . 1) 8 f""" Tl’’)' 08 “««* A
le nombre entier n dont le double équivaut à la somme / ■+• v pouvant être
quelconque dans les équations (48), (101), mai* devant surpasser l'unité dans les équations (49), (102). U importe d'observer que les conditions (48), (49), déjà obtenue* dans le cas, ou l’élasticité de i’étber était censée rester la même en tous sens autour d'un point quelconque, renferment comme cas particuliers tes conditions (97), (98). Ajoutons que des formules (48), (49), (101) et (102) on peut remonter immédiatement aux formules (99), (100), (95) et (96), ou même aux formules (91), (92), par conséquent aux formules (89), (90) qui peuvent à leur tour être remplacées par les équations (38), (39) jointes aux équations (41). Donc en définitive les formules (48), (49), (101) et (102), étendues à toutes les valeurs positives du nombre entier k, ou du moins, s'il s’agit des formules (49) et (102), aux valeurs entières de n qui surpassent l’unité, expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’élasticité de l’éther puisse être censée rester la même en tous sens autour d'un axe quelconque parallèle h l’axe des x.
Lorsque ces conditions sont remplies, on tire des formules (10) et (11) jointes aux formules (87) et (88)
im f(r) 4 1
(103) 0 = Sj — - — [1— cosr (+(•'•+• t»*) cosa-Hocosy))] j ,
et, comme dans ces dernières on peut supposer le double signe + arbitrairement réduit soit au signe + soit au signe — , il- est clair, qu’on pourra prendre encore pour valeur de X) ou de *9 la demi-somme des résultats obtenus dans ces deux suppositions. En opérant ainsi, et ayant égard aux formules
((ar-4-u ! ) cosa -f- mcosy) 2 -f- ( — (i^-4-u 1 ) cosa^-iocosy) 2
g = (u 1 + té) cos« -J- uécoa’y .
cos(r((« , -4V) cosa+iocosy))-t-cos(r( — («HV) cosa-+-mcosy))=cos|H«< 3 -H ,! ) co*n|cos(rioco»y) ,
on trouvera (105)
O = S j -* - [1 — coa [r (^-è-ti’^coso, cos(wcosy)] j ,
(« 2 -4-ti’)cos ! «-4-U) , coa I y cosjr(u* -4-i)')\o»f[} cos ( riocosy)'! i
2 + ? jj
En résumé t> cl "P seront seulement fonction» de» quantité» variables
td •+• v* et le’.
D'autre part, »i, après avoir fait pour abréger
(107) JÇ. = î («* + »’), K, = î to*,
on désigne par
les dérivées du premier et du second ordre de *9 considéré comme fonction» de K, par
le» dérivées du premier et du second ordre de "V considéré comme fonction» de K», et par
la dérivée du secoud ordre de °V diflerentié une fois par rapport à chacune des variables K,, K,, on trouvera
et par nulle
dK% dK i dKj
"* =■’ ~dï = "' 7w = w '
TP
dw
(in)
iP’V
«» dul 2 — 4- .
ifP
Hvdw
d*V rf » 9
dwdu ~ U “ rp ‘* ’ 777=
En conséquence les formule» (8), (9) donneront
(112) t = 9rt = D4-'P,+t. w P u , 3E = 04-n> 1 -|-u> , "p,, 1 ,
(113) 9 = ;« = mW,* ;
et l'équation (7) c'ett à «lire l’équation de 1'elJJpsoiile qui détermine les loin de la polarisation deviendra
Lorsque le plan de l’onde primitive coïncide avec le plan de x , y , on a fl — 0, 4 = 0, c ~ 4* 1 ;
on en conclut
u = 0, t> = 0 , wail,
et la formule (114) se réduit &
Donc alors, comme il était facile de le prévoir, l’ellipsoide (7) est de révolution autour de l’axe des a , et dans cet ellipsoïde le carré du rayon de l’équateur est
le carré du demi-axe de révolution étant
Donc, si l’on nomme généralement fl' , fl", fi" les vitesses de propagation des trois ondes planes dans lesquelles se divise une onde primitive de lumière non polarisée, on pourra prendre, dans le cas particulier dont il s'agit,
et les deux premières ondes, se propageant avec la même vitesse, se superposeront de manière à n’en plus former qu’une seule. C'est ce qui arrive dans certains cristaux où les deux rayons polarisés que l'oeil peut appereevoir, et qui produisent ce qu'on appelle la double réfraction , se confondent dés que le plan de l'onde devient perpendiculaire i uu certain axe nommé taxe optique du cristal.
Sans rien changer à la direction de l'aie des a, on peut disposer du pian des y, a, de manière & simplifier l'équation (114). Effectivement on y parviendra, en faisant eoincider le plan des y, * avec celui qui passant par l'aie des s sera perpendiculaire au plan de l’onde. Alors la droite OP, perpendiculaire au plan de fonde se trouvera comprise dans le plan des y, I ; et comme on aura par suite
la formule (34) donnera
En conséquence l'équation (114) deviendra
Dans cette dernière le double signe + pourra être réduit arbitrairement soit au signe -f- , soit au signe — . Dailleurs , en vertu de ce qui a été dit précédemment [page 15] , les valeurs de t), et par suite celles de *P' , ’V ne varie-
ront pas dans le passage de l’équation (114) à l’équation (118). Maintenant il est clair, que l’ellipsoïde représenté par l'équation (118) offrira un aie dirigé suivant l'aie des x, c’est a dire, suivant la trace du plan de fonde sur le plan des i, y. Les deux autres aies de feliipsoide se confondront avec les aies de la section faite dans cet ellipsoide par le plan des y , s , c'est à dire, avec les deux axes de feliipse représentée par l'équation
(119) (o+'V.+'PmCP— w , ))J , ±*1 , m(* 1 — ^ m î ) t wy«+(t>+-1>r+'l > a^ , )* , = l-
Cela posé soient
le carré du deral-axe qui, dans l'ellipsoïde, coïncide avec la trace du plan de fonde primitive sur le plan mené par le point O perpendiculairement à l'aie des a , et
les cairés des demi-axes de l’ellipse (134). Les vitesses de propagation
ST, fl", fl"
des trois ondes polarisées seront déterminées par les formules
U valeur de s' 1 étant
tandis que *“ 1 représenteront les deux valeurs de s* propres à vérifier
l’équation ,
Lorsque le plan de l’onde primitive est perpendiculaire k l’axe des z , ou ce qui revient au même, l’orsqu’on a
l’équation (122) se réduit à
On peut donc prendre alors
et, en combinant les formules (120) avec les formules (121), (124), on sc trouve immédiatement ramené aux équations (116), (117).
Lorsque le plan de l’onde primitive passe par l’axe des a, c’est à dire, lorsqu’on a
l’équation (122) se réduit k
(125) y — (CJ «V. y — (D -H "P,)î = 0.
On peut donc prendre alors
Alors aussi l’équation (118), réduite 1
représente un ellipsoide qui s pour axes les axes coordonnés ; et l’on peut affirmer, que des trois ondes planes produites par la subdivision de l’onde primitive, dont le
( so )
plan renferme l’axe des z , le» deux premières sc composent de lumière polarisée parallèlement & deux axes rectangulaires compris dans ce plan , et dont l’un est l’axe des s , tandis que la troisième se compose de lumière polarisée perpendiculairement au pian de l'onde. Enfin, lorsque l’axe des z se trouve incliné d’une manière quelconque sur le plan de l’onde primitive, les quantités a" 1 , a"' 3 déterminées par l’équation (123) coïncident avec les deux valeurs de t x données par 1a formule
» ! =tH i ± V
(fP.-KPa. (** w 5 )- , 'fV*lW)’
Observons encore que l’équation (127) peut être présentée sous la forme
( + 2 (-V,., - •+• vy )wz + (*?,— °f>. -+- (*V M — e V 1 „ )m ! )i ! = 1 ;
et que cette équation, devenant semblable 1 l'équation (58), lorsque les différences (130) T>,— “V,, *(>„ — «V..,,
s'évanouissent, représente alors, comme l'équation (58), un ellipsoïde de révolution, qui a pour éqnatcur le plan de l’onde primitive. Doue, si les différences (130), sans être nulle», sont très petites, l'ellipsoidc représenté par l’équation (129) différera peu d’un ellipsoïde de révolution qui aurait pour axe de révolution la droite OP menée par ie point O perpendiculairement au pian de l'onde ; et des trois ondes de lumière polarisée produites psr U subdivision d’une onde primitive les deux premières offriront des vitesses de propagation peu différentes entre clics, et des molécules éthérées dont les vitesses propres seront dirigées suivant dea droites sensiblement parallèles au plan de chaque onde. C'est effectivement ce qui arrive, quand la lumière traverse un cristal doué de la double réfractiou.
§. 4 . Propagation des ondes lumineuses dans un milieu où l'élasticité de l’éther reste la mime en tous sent.
Considérons un milieu dans lequel l’élasticité de l’éther reste la même en tous sens. Alors, comme on l’a dit [page 26], des trois ondes planes dans lesquelles se divise généralement une onde plane de lumière non polarisée les deux premières, sc propageant avec la même vitesse, se superposeront de manière à n’en plus former qu’une seule dans laquelle la lumière sera polarisée parallèlement an plan de l’onde primitive, tandis que dans la troisième la lumière sera polarisée perpendiculairement A ce plan. De plug In troisième onde disparaîtra, si c’est dans le plan même de l’onde primitive que sont dirigés les déplacements et les vibrations initiales de molécules, et alors il n’y aura plus de polarisation. On arrive à la même conclusion, en substituant dans les équations (23) du §. 2 leg valeurs de £, Oit-, 3t, < P, 3,, que fournissent les équations (36), (57) du § 3. pour le cag oh l’élasticité de l’éllier reste la même dans tous le sens. Kffrclhcment, après la substitution dont il s’agit, les formules (25) du §. 2 sc réduisent à
^7=— (0+"P')s — "V (u$ + vr ■+■ w.) ,
d’il _
~ =S — (OH- ‘'P'); - — «O c t>"(i»g + t>q+ wl).
SI maintenant on ajoute les formules (1) après avoir multiplié les deux membres de la première par «, de la seconde par v, de la troisième par u>, et si l’on a égard à l’équation
(2) « ! ■+• *’ 4- ie : == A ! ,
ou trouvera
— (O+'V’ + 'P” f) («| + vr t + toi).
Cela posé, en tenant compte des formules (26), (27) du § 2, on déduira sans peine de l’équation (3) 1a valeur générale de
jül + trij + ioÇ, ;
puis, après avoir substitué cette valeur dans chacune des formules (1), on tirera de ces dernières formules les valeurs des trois inconnues f , q, ç.
Lorsque les déplacements et les vitesses des molécules de l’éther sont primitivement parallèles au plan de l’onde lumineuse, les valeurs initiales des deux quantités
udl- t'rfi; liif-'
"5r + rfr 4 '"* -
s’évanouissent, et l’équation (3) donne généralement (4) «s +«'»j + »? = 0.
Par suite, en posant pour abréger
on réduit les formules (1) k
PS
(Pi,
(6) dP=~'>'
dP=~*>'
dp —
Or on tire de« formules (6)
sinal . »in*f v „ tins!
(T) i-rrijocoset+lt-y-, ij = q»co§ al -j— f = Çocostl + r,-^— ,
5o. >T»* io» | t , aj, , f, désignant les valeurs Initiales de
«4 dr t d:
5 ’ V ' il’ «fl ’ dl ’
Daillcura ces valeurs initiales que déterminent les équations (26), (27) du § 2, jointes A léquation
(8) v = o J + iÿ + tî ou, ce qui revient au même, à la formule
(9) Itv — tu + iji + uiz ,
devront vérifier des conditions semblables soit k la condition (78) , soit à la condition (63) du § 2, si l’on veut obtenir seulement des ondes lumineuses dont la vitesse de propagation soit dirigée dans le même sens que la droite OP, ou des ondes lumineuses dont la vitesse de propagation soit dirigée dans le sens opposé, la droite OP étant celle qni forme avec les demi-axes des coordonnées positives les angles dont les cosinus sont respectivement
Dana le premier cas, on aura
ai)
(fl ’
. dr.
dt„
dl
ii viteiic de propagation d'une onde étant
(12) Si = y
et dei formules (7), (10), (11) jointes aux équations
, | 0 = Ho cos -f- jjoSiii ki = qpfc),
(13) < j; <l =r D eo8io4.i) 0 »in*» = x(p),
\ Ç„ = f u cosi»4-i 0 sinltv =
on tirera
/ {=ïq€os( 1-» — j#)+g 0 8in(i»— *t) = çi(»' — !2<)»
(14) i ij = r 0 cos(i» — *t)-4-t)osin(ir» — *f) = * (* — fl() i ( Ç = f 0 cos (kv — Jt)4" t u sia (ke — tt) — *p(v — £it).
Dans le second cas les formules (14) devraient être remplacées par celles qu’on en déduit en substituant aux binômes
kv — 9i , v — i-i
lea binômes
kv -j- sé , v “j - £lt>
Ajoutons que, l’équation (4) devant être vérifiée indépendamment des valeurs attribuées 4 » et a < , par conséquent pour des valeurs de
kv — Jt
égales 4 tero et 4 -, on trouvera entre les constantes arbitraires
lo, Co , (; g i, , fjc i *o
des relations exprimées par les formules
•JM-
(15) ubo-J- t/r 0 + tof 0 = 0, ugg + fijo-t-ieto — 0,
ou . ce qui revient au même , par les formules
(16) abo + 4f 0 + cf 0 = 0, oft> + *lfc + c »o = ®< desquelles on tirera
(17) «ÿ(») + 6jc(») + eV>(r) = 6.
Soient maintenant
à , A' , c , et à' , A” , c '
les cosinus des angles formés arec les demi-axes des coordonnées poslires par deux nouvelles droites OQ, OR perpendiculaires entre elles, et A la droite OP. Posons d'ailleurs
(18) a f (*) + xO) -\-cip(r) = tn (e) ,
Les trois axes OP, OQ, OR étant rectangulaires entre eux aussi bien que les axes des x, y, x, on aura non seulement
a’ + P + c* s 1, a’’ + i’’ + c’’ = 1, a”’ + A"* + c"* = 4» « a"+Pi +cV’ ~ 0, a"» + i'i + c”c = 0, aa + bb' -f- ce ~ 0 ;
mais encore
( +. a ’ + a 1 = 1, l' + i' + rsl, c ! + c’* + e” = 1,
^ 1 Jc + i'c'-l-i'c' — 0, c« + r’«' + cV= 0, oJ + o 4’+s'T=: 0;
et par suite des formules (17), (18), (19), respectivement multipliées par a, à , a ou par A, b', b", ou enfin par c, c, c" , on tirera
! tf (*•) — o' •»(»)+ o 'JI( p) ,
jr(e) = b'w(v) "\-b" Il (r) ,
\j) (») rs c o (r) ■+* c" Tl («-) ,
En conséquence les formules (14) donneront
. ( § = <»'»(► — flt)-+*a”/I (e — 1^0»
(23) / q=A»(«— û/)+A'n(a — Ht),
| ^ — c’ W (p — lît)^-c”H(r — 12/).
Observons d’ailleurs que si l’on fait pour abréger
(24) oî, + J'r, + é( = li » go 4* A’ to 4“ e *o — fi ,
(25) a"t Q + A"»o 4* «"(, = € , o'go 4* b \ 4* «"«o = © >
on conclura des formules (18) (19) jointes aux équations (13)
t vj (r) » A cos k» Csiu*t,
Il (») = € eos kv ■+■ B aintr.
Dans le cas particulier ou le plan de l’onde primitive devient parallèle A i’axe des z , et où la droite O P, renfermée dans l'angle que comprennent entre eux les demi-axes des jt et des y positives , forme avec le premier de ces demi - axes un angle aigu représenté par « , l’on a
(27) a — eosx, 6 — ainr, c — 0.
Dana le même cas , en faisant coïncider la droite O Q avec un demi - axe mené dans le plan des x, y perpendiculairement à la droite OP, et la droite OR avec le demi-axe des z positives, on trouvera
a — sin t ,
b' — — cos r ,
c" zz 1.
Par suite les formules (23) donneront
(30) f = aint®^ — fl/) , ij— — cos t ai ( p — fit), Ç — 71(1* — fl/)} et, comme ou tirera de l'équation (8)
(31) t> — xcost -f- jisinr, on aura définitivement
(32) §z3ti»r»(xcosT4-^9iiw-fl/) , jj— - cosr®(j-co9t+t/siin-12/) , L‘=17(xco*t+ysint-A/} ,
les fonctions <n(c), TI (y) étant toujours déterminées par les formules (26), ou ce qui révient au même , eu l'égard a l'équation (12) ,
! § = sin i J a cos (k (x cos z +y sin *) — */) -f- 0 sin (k (x cos r-f-,y »>n r) — */)! ,
ij= - cosrjl coa (k (x cos % sin t) — al) ■+■ 6 sin {k (x cos x -+-y sin e) — s/)j ,
Ç = € coa (i (x cos t +y sin t) — al) -1- B sin (t (x cos t -f -y sin t) — a/).
Remarquons encore que l'équation (5) ou, en d'autres termes, l'équation (18) du §.3 peut être remplacée par la formule (80 ) du même paragraphe ; et que, si l’on fait pour abréger
= s ro^âr L f ^+ïrïï^ C0 ' ,, "J
cette formule donnera simplement
(35) a* = a, t 1 + a,** ■+■ .,4» + etc.
Re cette dernière jointe & la formule (12) on conclura
(36) fl* = », -f- a,i* + a,** -4- etc.
D'ailleurs en désignant par l l’épaisseur d’une onde plane et par T la durée des oscillations moléculaires du fluide élhéré. on aura, comme dans Ica paragraphes précédents ,
2,i Un
Il est important d'observer, qu’en vertu de la formule (38) la quantité a dépend uniquement de la durée des oscillations moléculaires , c’est a dire , de la nature de la couleur, tandis qu’en vertu de l’équation (35) jointe aux formules (12) et (37) les quantités t, S2 et / dépendent simultanément de la couleur et de U nature du milieu dans lequel se propagent les ondes lumineuses. Quant 1 l’angle t il dépend uuiquemcot de la direction des plans parallèles qui renferment ces mêmes ondes.
§. 5. Sur la réfracliuH de lu lumière.
Considérons deux milieux séparés par le plan des y t dont chacun soit tel que l'éther y offre la même élasticité en tous sens, et dans l'un desquels se propagent des ondes lumineuses dont les plans soient parallèles à l'axe des a. L’existence de ces ondes que nous nommerons incidentes entraînera la côéxistcncc 1° d’un second système d’ondes propagées dans le premier milieu , et que l’on nomme réfléchies , 2° d’un troisième système d’ondes propagées dans le second milieu, et que l’on nomme réfractées. Car, en faisant abstraction de ces ondes réfléchies et réfractées, on ne pourrait satisfaire aux conditions relatives à la surface de séparation des deux milieux.
Nous avons montré dans le bulletin des sciences comment de la remarque précédente on peut déduire non seulement les loix de la réflexion et de la réfraction de la lumière, mais encore la détermination de la quantité de lumière polarisée par réflexion et par réfraction sous mie incidence donnée, la loi de Brewsler sur l'angle
de polarisation complette, et les formules insérées par Krcsnel dans le n* 17 des annales de physique et de chimie. .Nous nous bonerons pour l'instanl 1 déduire de la même remarque la loi de la réfraction, en admettant, romme l'expérience le prouve, que la réflexion ne change pas la nature de la couleur, et que l'angle d'incidence est égal A l'angle de réflexion.
Pour un seul des trois systèmes d'ondes incidentes, réfléchies, ou réfractées, les déplacements §, jj, t, de la molécule lumineuse correspondante au point (.r, y, t) se trouveraient déterminés par des équations semblables aux formules (33) du § 3. Ajoutons que, dans le passage des ondes incidentes aux ondes réfléchies, les quantités a et T ne varieront point, ni même les quantités k, iî , 1, puisque les premières dépendent uniquement de la couienr, les autres de la couleur et de la nature du milieu. Quant A Pangle d'incidence x, on devra le remplacer, lorsqu'on passera des ondes Incidentes aux ondes réfléchies, par son supplément rr — t, afin d’exprimer que les deux angles d'incidence et de réflexion sont égaux entre eux; et par suite on devra dans ce cas changer seulement le signe de la première des deux lignes trigonométriqvica cosr, ainr.
Cela posé soient
fi, . <r. ,
ce qcc deviennent les coefficients
quand on passe du système des ondes incidentes
au système des ondes réfléchies, et
ry r x
ml y 1 y W ,
ce que deviennent les quantités
SI, /, a,
quand on passe du système des ondes incidentes aux ondes réfractées. Si l’on considéra A la fols les deux systèmes d'ondes propagées dans le premier milieu, on devra, pour ce milieu, remplacer les équations (33) du § 3 par les formules
| = sim jicos(i( jrcosx+^siivr) — rt)-(- 0 sin(A( jrcosr-f-jfsint) — *)j
4- sitt t jA,cos(l(-j'Cosr+^8iiir) — at) -f- 6,sln(Jl'(-.rcosr+ i ysinï) — */)[ ,
jj =3-co»r jA cos(l( xcosr 4" .yainr) — af)+ S sin(4( .vcosx4\y*lnr) — *f)j
4- cos r |A l cos(*(-.rco»s-t-,yelnï) — tt) 4- 0,sln(l(-.rcosr-f-jfainT) — «/){ ,
Ç = C co*(k( xcosT-h^sinr) — s/) 4- B sin(i( .rcow+jsinr) — a/)J
4- C,cos(A(-xcost4-yaint) — ar)4-B,sln(A(-xcost4"Ji s l n x) — tf)|.
Ou trouver* au contraire pour le second milieu
— sinr' jA'coa (i-'(jr cos t' +y aint') -a'<) + 6'sin(i'(.r cos*'+_y sût»')
»j = - cas x ji' cos (P (jr cos P +y sine’) -«'/) + fi'sln (i’(xcos P +y sia *') - j'/)' t
t =: C cos (*'(. reos*’ +^s!nt') — s’/)4-D*in (^'(.rcost'+j sine') — #'/),
D'ailleurs la surface de séparation des deux milieux, et des deux masses de fluide éthéré qui s'y trouvent comprises, coïncide, lorsque ces deux masses sont dans l'état naturel, avec le plan des y, z représenté par l'équation
et , pour que ces deux masses restent contiguës l'une à l'antre pendant la durée du mouvement, il est nécessaire que la valeur de t relative à un instant donné, et à un point donné de la surface de séparation, ne soit point altérée, quand on passe de la première masse à la seconde. Enfin, comme, en posant jrrrO, ou tire de la première des équations (1)
(4) g = Bin t j(3f + *i) «O* (*y sinx — si) + (fl +fi.) *in (A y sin *— al)j , et de la première des équations (2)
(5) g = sinr' JX’ cos (P y sin %' — t!) + 6' sin (P y sln s ' — a'/)J , la condition que nous venons d’énoncer donnera
(6) sin* j(A+£,)cos(Aysin* — *f) + (6+13,) sin (Aysinx — *t)j
~ sin x J31' cos (P y sin x' — *'/)+Û'sin (P y siu t — a'l)j }
si toutefois l'on admctque l'on puisse sans erreur sensible ne pas tenir compte des légères modifications que peut apporter le voisinage du second milieu à la valeur de g déterminée par la première des équations (I), et le voisinage du premier milieu à la valeur de g déterminée par la première des équations (2).
Observons maintenant que, l’équation (6) devant subsister indépendamment des valeurs attribuées aux variables y et t, les coefficients des puissances semblables de y et de t devront être égaux dans les deux membres de cette équation développés en séries convergentes ordonnées suivant les puissances dont 11 s'agit. De celle seule considération l’on déduira immédiatement les formules
(7) (31 + 31,) sin t ‘X sin *’, (6 + fi,) sin * =r 6' sin x ,
(8) k sin t — P siu t , (9) i — l',
auxquelles on parvient encore très simplement de la manière suivante.
Si l'on pose y = O el 1 = 0 1“ dans l'équation (6) , 2° dans cette même équation difierentiëe une, deux ou trois fois de suite par rapport à /, on en tirera successivement
(31 -J- X) sin * =2 X sin » (0 -f- (B,) ain * = $ fi' sin »’ (% + X) sin t = a -1 31' sin t, a’ (0 •+- 0,) sin » — a' 1 6' sin t\
Or la première des équations (10) jointe à la quatrième, et la seconde jointe i la troisième, entraîneront les formules (7) cl l’éqnation
de laquelle on conclura, en extrayant les racines quarrées positives des deux membres,
Si l’on posait ( = 0 dans l’ équation (6) diflerentiée une, deux, ou trois fois, non plus par rapport h I, mais par rapport i y, on obtiendrait trois nouvelles formules, qui jointes aux formules (10) entraîneraient non seulement les équations (7) et (9), mais encore l’équation (8). La seconde de ces nouvelles formules serait
(11) k sin * (fî -fr- 0,) sin * = k' sin t 0' sin
et en la combinant avec la seconde des formules (7) on obtiendrait Immédiatement l'équation (8).
En vertu de l'éqnation (9), la quantité a, réciproquement prnportionellc à la durée T des oscillations moléculaires du fluide ethéré, ne varie pas dans le passais d’un milieu i un autre, cl par conséquent la réfraction ne change pas la nature de la couleur. Donc, si un rayon de lumière rouge, après s’étre propagé dans l'air, traverse un liquide tel que l’eau, il paraîtra rouge encore à un observateur dont l’oeil serait plongé dans ce liquide. Quant à l'équation (8), elle donnera
sin t _ k sin t k'
D'ailleurs, en nommant 12, 12' les vitesses de propagation de la lumière dans le premier et le second milieu, on aura, en vertu de la formule (12) du §. 4,
et par auite
il ~ k’
Donc l'équation (12) pourra être réduite k
ain t' fl'
s in % fl
Or la formule (15) montre quo le rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction est constamment égal au rapport entre les vitesses de propagation de la lumière dans le premier et le second milieu. Cette conclusion se trouve, comme l’on tait, confirmée par l'expérience. Car, en faisant varier l'angle d'incidence pour un rayon d'une couleur donnée, qui tombe sur la surface d'un corps réfringent, on obtient toujours le même rapport entre les sinus des deux angles d’incidence et de réfraction.
Le rapport entre les sinus de l'angle d'incidence * et de l’angle de réfraction « est ce qu'on nomme l'indice de réfraction. Si l’on désigne cet indice par 6 , on aura en vertu de la formule (12)
sin t V
® sin t” k '
et par suite
§. 6. Applications numériques.
Lorsque dans un milieu transparent l'élasticité de l’éther reste la même en tous sens , la durée T des oscillations moléculaires du fluide éthéré se trouve liée à l'épaisseur l d'une onde plane par l'équation
(1) s J = a 1 * J -t-a 1 * , + a 1 i* + ete.,
[voyea la formule (35) du §. 4] , dans laquelle on a
D'ailleurs, la vitesse de propagation fl d'un rayon de lumière étant donnée par la formule
( fit )
on aura encore
(5) & = ., + a 1 P + «,fc , + eic.
Dans les seconda membres des équations (1) et (5), comme dans les séries que ren ferment les formules (64), (65), (66) du §. 3, les coefficients
«m *a , Sj, etc.
des puissances ascendantes de k décroissent très rapidement, et la râleur générale de a n , déterminée par la formule
„ »»r î "' , cos 2 ' , « -, . 1 s ,1
= s L f(r) + ‘^pt/W c08 “J ’
est une quantité très petite de l’ordre 2» — 1, dans le cas ou la distance r de deux molécules d'éther, assea rapprochées pour éxércer l'une sur l’autre une action sensible, est considérée comme très petite du premier ordre. Ajoutons que, si un rayon d'une couleur déterminée se réfracte en passant d’un premier milieu dans un second, la nature de la couleur et par suite chacune des quantités T, $, restera invariable, tandis que les quantités
se changeront dans les suivantes
9 désignant l'indice de réfraction. Alors aussi les coefficients
a, , a*, *j, etc.
obtiendront des valeurs différentes dans le premier et dans le second milieu.
lin très habile observateur Frauenhofer a déduit d'cvpérienccs faites arec beaucoup de soin les indices de réfraction pour BCpt rayons colorés, correspondants à certaines raies que présente le spectre solaire, et déterminé les diverses valeurs que prennent ces mêmes indices lorsqu'on fait passer leg sept rayons de l’air dans des prismes de verre ou de cristal remplis ou entièrement formés de diverses substances liquides ou solides. Les substances employées par Frauenhofer sont l'eau, une solution de potasse, l'huile de térébenthine, trois espèces de crownglass, et quatre espèces do
flintglass. Ajoutons que deux séries d’experiences sont relatives à l'eau , et deux autres à la troisième espèce de flintglass. Le tableau suivant contient le résultat des expériences de Fraucnhofcr relatives aux sept rayons qu’il a désignés par les lettres B, C, D, E, F, G, If. Pour plus de commodité nous représenterons les valeurs de 0 correspondantes à ces mêmes rayons par
0» » 0% » Os » 0* % Ot 9 0i t 0i‘
L TABLEAU
Indices de rifraclion pour les rayons B , C, D, E, F, G , Il de Frauenhofer.
Substances réfringentes.
Eau I e Série
2« Série
Solution de potasse
Huile de Thcrcbcntktno
Crowitglass H* espèce
2« espèce
Flintglass 1*« espèce
2* cspcco
3* espèce 1« Série
2* Série
4* espèce
D'autres expériences de Fraucnliofcr déterminent les valeurs de l ou les épaisseurs des ondes dans l'air pour les sept rayons
B, C, D, E, F, G, II
Nous désignerons par
li» l»» l »» In lu li
ces épaisseurs qui dans les expériences de Fraucnhofcr se trouvent exprimées en ccntraiUionièmes de pouce. Si on multiplie les nombres que ce physicien a trouvés par
2,7070 afin de réduire lea mêmes longueurs en dix-millionièmes de millimètre, et si l’on effectue le calcul par logarithmes, on obtiendra la tableau suivant, dans lequel s désigne un nombre entier.
IL TABLEAU
Epaisseurs des ondes dans l'air pour les rayons B, C, D, E , F, G, H de
Frauenhofer.
Valeur* de ^ eu cent-millionième* de pouce
Logarithme* décimaux de ce* nombre*
Lng (2707)
Somme*
If on dix -millionième de millimètre
11 suit de la formule (9) qu'étant donnée l'épaisseur l ou !• des ondes dans l'air ponr l'un des rayons B , C, D, E, F, G, If, on obtiendra l'épaisseur des ondes i' ou l; , pour le même rayon réfracté par l'eau ou par une autre substance, en divisant la prémière épaisseur par l'indice de réfraction. Cela posé on déduira sans peine des Tableaux 1 et 2 les épaisseurs des ondes correspondantes aux sept rayons et aux diverses substances considérées par Frauenhofer. En effectuant le calcul par Logarithmes et à l’aide des tables de Gallet, on obtient les résultats compris dans les tableaux suivants.
m. TABLEAU.
Détermination des logarithmes des indices de réfraction et de leurs compléments.
Valeur* de i
îï
compl ou L
Oigitized by
( lî )
Suite de 3. tableau.
Il ■ ' ■ ■ ■ ■
Valeurs de i
Oi
rompl. OU I* ^
jjj
Il 69971
rompl. on Z/ ^
NU
rompl. ou L
~tc
comf1' *™ ^ Çq^)
Suite du 3* labUuu.
1 Valeurs de »
iZZl
Oi
Oi
compl. ou JL J
IV. T A B L E A
Détermination des épaisseurs des ondes dans les étant exprimées en dix millionict
li vertes substanc ses de miUimctn
es, ces épaisseurs p.
Valeur* de i
Somme
épaisseur 1/ ~ —
Oi
Suite du 4* tableau.
Il 1
'akura de «
Somme
Ui
épaisseur 1/ —
Somme
«91 ISO 1
jjj
épaisseur // —
ôi
Sonuuo
rpaismur /,*' —
Oi
es t*
Somme
épaisseur //' —
ïs-
MW
Somme
épaisseur /,*' 3
SOI
MW
Somme
épaisseur //' —
Oi
Suite du 4c tableau
Valeur* <tc «
L(fi)
Somme
ëa&8i9i
cpnnueur // — —
Hh)
Somme
bit Ôd
i-paiMcur /,■’ —
Oi
Somme
"et." 1
«•ptiÎMcur }{ —
Ou
Somme
< l>aifi«cur //' =
Somme
épaisseur f/ =
îi
Oi
En regarni?, le* épaisseurs des ondes dans l'air et les antres substances étant exprimées en dix millionièmes de millimètre, ces épaisseurs seront, d'après les expériences de Frauenhofer, représentées par les nombres que renferme le tableau cl joint.
». t a a mie
Epaisseurs des ondes, en dijc -millionièmes de millimètre.
Valeurs de i
li .... Air
lï Eau
.... Solation de potasse . .
.... huile de thérébenthine
.... croamglain l*r espèce .
î« espece .
3a espèce .
.... fUutglasa 1» capèrc .
2* espèce . .
3 e espèce . .
4* espèce . .
11 eut Important d'observer qu'en appliquant à l'équation (1) le théorème de Lagrange •ur le retour des suite», on en tire la valeur de V développée en une «éric de la forme
(9) L 1 = b,«’ -f- b, a* •+• bj«* + etc.
D'ailleurs pour déterminer les coefficients b, , h,, b,, . . . il suffira de substituer dans l’équation (9) les valeurs de »*, a‘, . . . etc. déduites de l’équation (1), savoir
•' = a, P •+- Sji* a,l* + etc. , a* ~ a,’ k* + 2 a, a, k* + rtc. ,
** = a ,*P -f- etc. ,
etc.
Alors l’équation (9) deviendra
P = a.b t P + (a, b, 4- a, : b,) k' 4- (a, b, 4- 2a, a, b, 4- a,’ b,) À" 4- etc. . . . , et l'on en conclura
etc.
parconséquenl
»ib, _ *i_
Cela posé, U formule (9) donnera
(il) a, P = a» — — S— etc.
Or, puisque, dans le cas où la distance r de deux molécules assex rapprochées pour exercer une action sensible l'une sur l'autre est considérée comme très petite du premier ordre, les quantités
sont des quantités très petites du premier, du troisième, du cinquième . . . ordre, il est clair que dans le même cas les quantités
— —, etc.
et par suite les coefficients de a®, j®, . . . dans le second membre de la formule (11), seront des quantités très petites du premier, du second ordre etc. . . . Donc ces coefficients décroîtront très rapidement aussi bien que les coefficients de a*, a®, a®, etc. dans le second membre de ia formule (9).
Si dans le second membre de l’équation (1) on conserve seulement le premier, les deux premiers , le trois premiers termes, etc. . . , on obtiendra diverses valeurs approchées de a 1 , savoir
etc.
et si l’on substitue la première de ces valeurs approchées dans les différents termes qui composent le second membre de la formule (11), ces différents termes deviendront
etc.
Or, lea coefficients des puissances successives de 4 1 étant du même ordre dans la série (15) et dans celle qne renferme l’équation (1), U est naturel d'en conclure qu’on obtient le même degré d'approximation lorsque dans Ica second membres des équations ( 1 ) et (11) l'on conserve le même nombre de terme*. En conséquence aux formule* (12), (13), (14) etc. doivent correspondre lea suivantes
etc.
qu'on peut encore écrire comme il suit
4* = b, a 5 4* bis* 4 - b,**.
etc.
C’est au reste ce qu’il est facile de vérifier a posteriori. En effet la formule (11) entraîne immédiatement la formule (16). Pareillement la formule (13) s'accorde otcc la formule (17) de laquelle on tire
ou, ce qui revient au même,
=<£-VK s 3'-£4
et par conséquent
-VI 1 -* r-
u > fl ^
=r a,4 ! 4 - 8,4* 4 * 2—4* 4 - 5 -7 4* 4* etc.
en négligeant les termes
Or ces derniers sont respectivement comparables pour leur petitesse aux termes
a,**, a.f, etc.
que l’on a négligés dans le second membre de l'équation (1) pour réduire cette dernière à ia formule (13), puisque les quantités
etc.
«ont respectivement du cinquième, du 7* ordre, etc. . . . aussi bien que les quantités
a, , a, , etc.
On prouverait par des raisonnements semblables que la formule (14) s’accorde avec la formule (18), etc. . . . Cherchons maintenant jusqu'ob les expériences de Frauenhofer permettent de pousser le degré d’approximation, c’est à dire, combien de termes ce* expériences permettent de conserver dans l'équation (1), ou, ce qui revient au même, dans la formule (11).
Lorsque dans la formnie (11) on écrit a» et Jt„ au lieu de « et k, on en lire (24) k.' = b, a„ J + bjs«* + M.* 4- etc. ,
puis, en posant successivement >i~l , n~2 , n in3 , etc. . . . ,
ÀV — b,s, ! 4“ b,s,‘ 4" itjSi* 4" • ■ • ki — b, s, 1 4- b, i* 4- b»*,* 4
ki — bit j 4* 4* 4" * * -
etc.
Or, si dans le second membre de la formule (11), ou (24), on conserve seulement nn, deux, trois . . . termes, on pourra en éliminer le coefficient b, , ou les deux coefficients b,, b,, ou les trois coefficients b,, b,, b,; etc. à l’aide de ia première, ou des deux premières, ou des trois premières, etc. ... des formules (25), et l’on trouvera dans le premier cas
dans le second cas (27)
dans le troisième cas
Si — — â t Si Sx 1 | Si
Il e*t bon d'observer, qu’on peut déduire directement le» équation» (26). (27), (28) de la formule de Lagrange pour l'interpolation, en considérant
comme une fonction entière de dont le dégré soit l'un des nombres 0, 1,2, etc. Ajoutons que la formule(26), si l’on y pose «s=2, la formule (27), si l’on ; pose n = 3, la formule (28), si l’on y pose h = 4, etc. . . . pourront «'écrire comme il suit
t> Ll S)
*»’(«»’— Sl’X*»’ Sl’X*! 1 •*) 1 *3 ! («> ! —Sl ! )(Sl’—
Généralement, si l’on conservait n — i termes dans le second membre de l’équation (24), on tirerait de cette équation, ou, ce qui revient au même, des équations (25) 1|" jk»
ce que l’on peut démontrer directement comme il suit.
En désignant par s’ uu nombre entier inferieur à n, on tire de la formule d’interpolation, ou bien encore de la formule relative à la décomposition des fractions rationellea
mi »-.- ■(*-.% « , (s’-s,>)(s’-»,»)...Q»-<>
puis, en égalant entre eus les coefficients de »**- ' dans les deus membres de l'équation (33), ou en conclut 1" pour i < n — i
ii ’ 1
2° ponr i = n — 1
Or, si l'on a egard aux formules (34), (35), les « premières de* formules (25), respectivement multipliées par le coefficients
»■* (s.’-Sj’X*! 2 -»» 2 )— (a» 2 -*. 2 ) ’ »/(*i J -«i 2 )(«> 2 -ai 2 )...(*a , -a. 2 ) ’ ’ ’
puis combinées entre elles par voie d’addition, donneront
ii 2 Ij'
" ‘ + *. , (s. î -», , )(*, ! -s, ! ) (*„•-»’_) — *• + CtC
et il est clair que cette dernière équation se réduira simplement à la formule (32), si, dans le second membre de la formule (24), par conséquent de chacune des formules (25), on conserve seulement les « — 1 premiers termes, ce qui revient h poser
b. — 0, 5„t, = 0, etc.
Lorsqu’on passe de l’air i un autre milieu , la quantité k doit etre remplacée par
dans l’éqnation (32) qui se change alors en cette autre formule
( ) »i*(*i 2 — Si 1 ) • • • (*i 2 — *» 2 ) + s , 2 (s , 2 -a, 2 ) (a, 2 -a, 2 ) H
fl.**.*
Si d’ailleurs on pose, pour abréger .
et, si l’on représente les carrés de indices de réfriction par
de sorte qu'on ait
« désignant un nombre entier quelconque, les formules (32) et (37) détiendront respectivement
(41) Ki + A, + Ki + • • . + Jï* — ®i
Enfin, si l'on passe successivement de l'air à d’autres milieu* réfringents des diverses natures, et, si dans ce passage k devient successivement
(43) 9k, Ok, ff'k, etc.
alors, au lieu de la formule (41), on obtiendra un système d'équations de la forme
etc. . . •
pourvu que l’on pose
(45) ©,• = «,•*, ©,- = 9{\ ©/' = 9-\ etc.
c’est - è - dire, pourvu que l’on désigné par
les carrés des indices de réfraction relatifs au* divers milieux dont il s'agit. On ne saurait, dans les formules (41), (42), (44), supposer u = 2 : car alors les formules (41), (42), réduites k
K. + K, = 0, + A,0j — il,
donneraient simplement ©, = ©, et par unité la dispersion cesserait d'avoir lieu. On aura donc au moins n = 3. Ajoutons qu’il suffira d'eliminer les quantités
ou plutôt Ica rapporta
entre l’équation (42) et » — 1 des équations (44), pour obtenir , entre les râleurs de
relatives à n — 1 substances diverses, une équation de condition qui dcTra être sensiblement vérifiée, lorsqu'on pourra sans erreur sensible réduire à scs n — 1 premiers termes la série comprise dans le second membre de la formule (9) on (24).
Cela posé, en attribuant successivement k n les valeurs entières et croissantes 3, 4, etc. . . . , on pourrait chercher la première de ces Taleurs pour laquelle se vérifient sans erreur sensible les équations de condition du genre de celles que nous venons de mentionner, et décider ainsi jusqu’oii les expériences de Frauenhofcr permettent de pousser le degré d’approximation. Mais on arrivera plus promptement au mémo but h l'aide des considérations suivantes.
La formule (42) détermine ©„ en fonction linéaire de seules quantités
Des formules semblables détermineraient ©„+,, etc. en fonctions linéaires
des mêmes quantités ; et généralement le caractère propre d'une valeur de n assea considérable, pour qu'on puisse sans erreur sensible réduire la série (9) on (24) à ses n — 1 premiers termes, c’est que n des quantités
©ii ©i. ©,, ©«» etc.
seront toujours liées entre elles par une équation linéaire sans terme constant, et dans laquelle les coefficients resteront indépendants de la nature du milieu réfringent. Concevons maintenant que par les notations
(47) S 0 f -, S’©,-, S"©;, etc.
on désigne plusieurs des polynômes contenus dans la formule générale
(48) +©, + ©, + ©, ± etc
c’est & dire autant de sommes des quantités
©i» ©»» ©i > etc
prises tantôt avec le signe-)-, tautùl avec le signe — ; de aorte qu'en appliquant le calcul aux expériences de Frauenholer faites sur sept rayons l'on ait par exemple
etc.
Représentons an contraire par les notations
(50) - ©j i 2©,', 2"0 f , etc
plusieurs des polynômes compris dans la formule générale
(51) ± 0<dt ©,'db 0." dt etc....,
c’est à dire, autant de sommes formées arec les diverses valeurs de
correspondantes & une même valeur de » , mais relatives aux diverses substances, et concevons par exemple que
représentent les sommes des valeurs de
relatives i toutes les substances, que
représentent ce que deviennent les précédentes sommes, quuod on y change Ica signes des termes relatifs aux diverses espèces de Biutglass, etc. . . . Enfin décomposons 0; en diverses parties représentées par
»i, ij', etc. . . .
ensortc qu’on ait
© f = »i + &■ + d f " -4- etc. . .
En admettant que les lettres caractéristiques S, S', . . . . 2, T , ... . appliquées séparément ou simultanément à ces diverses parties gardent les mêmes significations que lorsqu’on les applique à 0 t - , et Indiquent toujours des sommes formées de la même manière ; on aura encore
S 0; = 8 9{ + S &( + S 9f + etc. . . . ,
S'©,- = S\S f + 8 '9j + 8 9-' ■+■ etc ,
etc. . . .
2 ©,- = 2 9 { + 2 9; + 2 9f + etc. ... ,
r©,- = 29 { + 29,' + 29 t " + etc
etc. . . t
( 2S©,= 2S9i + 2S9i+2a9i' + tU
(etc
Cela posé, revenons à la formule (42), et voyons dabord quelles conséquence* on aurait pu déduire de cette formule et autres semblables , s'il eût été permis d'y supposer n~2. Dans cette hypothèse de l’équation (42) réduite à
(56) «,©, + «,©, = 0, on aurait tiré
puis, en remplaçant le premier des milieux réfringents par le second,
Ai
et par conséquent
ou, ce qui revient au même ,
On aurait trouvé de la même manière
etc
et finalement (58)
e', ©', “ sk, ©-. _ ©', _ ©-, =* ©■,
Or plusieurs fractions égales entre elles sont encore égales à celle qu’on obtient en divisant ta somme de leurs numérateurs ajoutés les uns aux autres, ou pris les una aTec le signe 4 - les autres arec le signe — , par la somme de leurs dénominateurs ajoutés pareillement les uns aux antres ou pris arec les mêmes signes que les numérateurs- Donc la formule (58) entrainerait la suivante
qu’on peut écrire comme il suit
et dans laquelle il est permis de remplacer la caractéristique S par l’une des caractéristiques S', 8 ", etc Observons dailleurs que, si l’on pouvait considérer
comme égaux les rapports compris dsns la formule (58), et attribuer Ica différences de leurs râleurs réduites en nombres tux erreurs d’obserration, le moyen d’atténuer l’influence probable de ces erreurs sur la détermination de la râleur commune des rapports dont 11 s'agit serait de faire concourir également à cette détermination les carrés des sept indices de réfrsclion, et par conséquent de substitner le nouveau rapport
à tous les autres, attendu que les deux termes de ce nouveau rapport seraient sept fois plus grands que les moyennes arithmétiques entre les termes correspondants des premiers, et que, selon toute apparence, les erreurs d’expérience dans 0 , , 0 , , 0 , , 0 , , 0 , , 0 , , ©,
étant les unes positives les autres négatives, produiraient dans le polynôme
une erreur de beaucoup inferieure à la somme de leurs valeurs numériques , ou ce qui revient au même, à sept fois la moyenne arithmétique entre ces valeurs.
Si le second des milieux réfringents était remplacé successivement par le troisième, par le quatrième, etc. . . . alors, auiieu de la formule (70) on obtiendrait les suivantes
etc.
On aurait doue généralement dans i’hjpotlièse admise
©, _ e; _ e," _ er s©,- " s©,-' ~ s©,-" - s©/" — etc
On le moyen d’atténuer l’influence probable des erreurs d’observation sur la détermination numérique de la valeur commune des rapports compris dans la formule (62) serait de substituer le nouveau rapport
■?©, _ 0, + ©,' + ©," + e,” -f- etc
2S0j S©,- -f- S©/ -f- -f- S©,"' -f- etc. • • ,
à tous les autres ; ce que l’on prouve par les raisons cldessus alléguées pour la substitution du rapport (61) aux rapports (58). On tire effectivement de la formule (62)
S©,- 2SQi ’
OU
On obtiendrait de la même manière Ict diverses équations
& '=T S ëi S9 <' 29,
®’ = ïs ©: S0 ‘’
etc
ZS0;
qui peuvent être remplacées par la seule formule
©, ©,©,_©._©«_©. ©, SB i
Si l’on pouvait en réalité considérer comme égaux les rapports compris dans la formule (58), et attribuer les différences de leurs valeurs réduites en nombres aux erreur* d’observation, alors les valeurs de
©Il ©1» ®ll ©41 ®l| ®n ®»
déterminées par les formules (66) mériteraient plus de confiance que les valeurs observées. Mais il n’en est pas ainsi. Cir nous avons vu qu’il n'etait pas possible
de supposer * = 2 dans l'équation (42) et de la réduire alnal à l'équation (56). Kn conséquence, les seconds membres des formules (66) doivent être considérés comme représentant non les valeurs exactes, mais seulement des valeurs approchées de
Désignons ces valeurs approchées par
ensorte qu'on ait
(68) ,».= ^y-se # , etc. ... -9r=^;S©,,
et par JB ; la valeur de la différence
de sorte qu'on ait encore
(69) 0, = 9, + JB,, 0, = $, 4- JB,, etc B, = 9, -H JB,.
On tirera des équations (68)
et les formules (69), combinées entre elles par vole d’addition, donneront
(71) JB, + JB, 4- JB, 4- JB, + JB, + JB, + JB, = 0 , ou S JB; = 0.
Cela posé, cherchons ce qui arriverait si, dans la formule (42) et autres semblables, on pouvait sans erreur sensible supposer a = 3. Alors, cette formule, se réduisant 4
(72) *,0* 4- HtB, + K, 0, = 0 ,
et devant subsister indépendamment de la nature du milieu réfringent, entrainerait la suivante
(73) K JB, 4- K,Z6, 4- K^B, = 0,
de laquelle on tirerait, en la joignant aux trois premières des équations (68),
Or, en substituant dans la formule (72) les valeurs de 0, , B„ 8, tirées des équations (69), et ayant égard à la formule (74), on obtiendrait la suivante
- (75) KyJB, 4- KyJB, 4- KJB, = 0 ,
qui déterminerait J B, en fonction linéaire des deux quantités JB,, JB,. Des formules semblables détermineraient JB,, J B,, JB,, JB, en fonctions des mêmes quantités ; et la substitution des valeurs de
J04, -i6| , Jÿ;
ainsi déterminée! dans l’équation (71) fournirait entre lea seules quantités /f 0, , JB. une équation nouvelle dont lea coefficients seraient encore indépendants de la nature du milieu réfringent. On aurait donc, en vertu de celte équation nouvelle, et en désignant par JB- ce que devient J 9/ quand on passe du premier milieu au second ,
ou, ce qui revient au même ,
On trouverait de la même manière
JB, _ JB, 1b, ~~jb:
JB , _ JB, JB,’ ~ JB/
JB, _ JB, JB,' ~ JB,'" JB, _ JB,
JB, ~~ jb; '
et finalement
JB, JB, JB, JB, JB, _ JB, JB,
<- 77 ) JB' ~ lB‘ ~ ~JBÎ ~~JB; ~ ~JB,‘ ~ JBÏ = ~JB‘'
Supposons maintenant que l'on désigne par S'0 t - l’un des polynômes compris dans la formule (48), et par - 0 ( . l’un des polynômes compris dans la formule (61), en choi- (issant les signes de msnière que
S' JB;
représente, au moins pour Tune des substances, ta somme des valeurs numériques de
JB ,, JB j, JB,, JB,, JB,, JB,, JB,,
et que
SSJBi
représente ta somme des valeurs numériques de
8 J&j, S J&i , S'JBf, elc
Kn opérant comme on I’ a fait, lorsque de l’équation (58) on a sucesaivement déduit les formules (59), (62), (64), (67), on déduirait de la formule (77) celles qui suivent
JB, S'-iQ,
je; ~ s' Je- ’
JB, _ JB,' JB" _ JB, s JB/ ~ a jb- ~ s jbs ~~ s jef — £tc
JB,
XJ
JB, JB,
S ’JBi “ TS JBi ’
JB, JB 4 JB , JB,
JB r
SJB;
T JB, ~ X JB, X JB, ~ XJB. ~ XJB, ~ X JB, ~ X. IB, ~ XS JB;
Pir suite on aurait
<“> ■ Je - =4é^/ ja -
Si l'on pouvait en réalité considérer comme égaux les rapporta compris dans la formule (77), et attribuer les différences de leurs valeurs réduites en nombres aui erreurs d'observation, alors les valeurs de
JB,, JB i, JB,, JB,, JB », JB , , JB,
déterminées par les formules (82) mériteraient plus de confiance que les valeurs immédiatement déduite» des expériences. Dans le cas contraire, les seconds membres des formules (82) pourraient être considérés comme représentant non les valeurs exactes, mais seulement des valeurs approchées de
JB , , JB - , JB,, JB,. JB,, .IB,, JB,.
Désignons ces valeurs approchées par
enaorte qu’on ait
XJB,
XJB ,
XJB,
t**) * = xâ * = xWjB f Je '' clc xWjël SJ °* ’
et par
JHi {
la valeur de la différence
JB f ~9 { '
de sorte qu’on ait encore
( 8 *) JB, = X + J'B, , JB, ~ X + J'B , , etc JB, = X + J'B,.
il*
On tirera de* équations (83), cil ayant égard à l'équation (71),
ou, ee qui relient au même , ,
et de plus
(87) 89j = SJ9j.
D'ailleurs Ica équations (84) sont toutes comprises dans la formule générale
( 88 ) JQ; = 9/ + J'G,,
et de cette dernière jointe aux formules (71), (86), (87) on conclurra
(89) S J'Oi = 0, ÿ'J'&i = 0.
Cela posé, cherchons ce qui arriverait ai dans la formule (42) et autres semblables on pouvait sans erreur sensible supposer * = 4. Alors celte formule, se réduisant i
(90) fitOi -f - h,©, 4" K,©, *4“ K,6, — 9 ,
et devant subsister quel que fût le milieu réfringent, entraînerait la suivante
(91) K ,26, + K,2Q, -4- K ,26, + KJ26, = 0 ,
de laquelle ou tirerait, en la combinant avec les quatre premières des formules (68),
(92) *4" Hi9, -4- Hr9, “4" Héli —— 0- D'ailleurs, en substituant dans la formule (90) les valeurs de
tirées des équations (69), et ayant égard à la formule (92), on obtiendrait la suivante
(93) K,JQ, - 4 - K,J9, *4* h , J6, -4- K,J6, ~ 0 ;
et. celleci devant encore subsister indépendamment de la nature du milieu que l’on considère, on en coiiclurrait
(94) K.TJ9, -4- K^J9, + K,TJG, + K^J6, = 0 , puis, en sysnt égard aux quatre premières des formules (83),
(95) K,9i + K ,9, + Kifli *4* Wi — 0.
Knfin, en substituant dans la formule (93) les valeurs de
tirées de* équations (84), et sjant égard à l’équation (95), on trouverait
(96) KJ'B, 4- Kxà'&j + K J'B, + K, SB, = 8.
En vertu de la formule (96), SQ, deviendrait une fonction linéaire des trois quantités
SB, _
zf»,’ J'B,
deux valeurs Indépendantes de ta nature du milieu réfringent. On aurait donc en vertu de ces équations nouvelles, et en désignant par S 0,-' ce que devient J 1 0,- , quand on passe du premier milieu au second,
SB, _ SQ,‘ J'B, _ J’Q,' së~, ~ J'B; ' J'B, ~ se; '
ou, ce qui revient au même,
se, _ se, __ se; ~ se; ~ ~së 7 ‘
On trouverait plus généralement
se, __ se, _ se, se, __ j^b, _ se, _ j-e, se; ~~ se; ~ se; ~ se; ~~ së; ~ j e, ~ se , 5
puis, en désignant par
la somme des valeurs numériques de
se,, se,, se„ J'B,, j^,, se„ je '
au moins pour l’uue des substances, par
la somme des valeurs numériques de
8 SB t , S’S9f\ S "Se-\ etc
et raisonnent sur la formule (97) comme sur la formule (77), on obtiendrait non plus l'équation (81) mais la suivante
se, _ se, _ se, _ se, _ se, se* je, s n se { (98) T j, Bi - xse, ~ T se, ~ T' se, ~ ~rse, ~ sse, ~ y se, ~ ruse,- ’
de laquelle on tirerait '
y" v' Yua iua
(99) JQi = 2~ S ' jiQ. 8"^*®/, d'ôjzz 2- g jiQ. S etc - • • '*’©» = ^ ^ 1 ®«-
Si l’on peut en réalité considérer comme égaux les rapports compris dans la formule (77), et attribuer les différences de leurs râleurs réduites en nombres aux erreurs d’observation, alors les valeurs de
déterminées par les formules (99) mériteront plus de confiance que les valeurs immédiatement déduites des expériences.
On pourrait pousser plus loin ces calculs; et, s’il arrivait que pour rendre sensiblement exactes la formule (42) et autres semblables ou dût y supposer n — 5 , alors, en faisant pour abréger
T'J*9t 2"<P®. TJ*®,
(1°°) 9," = y r ^g - S'J 3 ©,, * - = - ŸrjVt etc - ••• *»’ = xs' j'e ' i r *®Y»
et posant d'ailleurs
(101) zf 3 ©, =3 »i' + .Y 1 ©, , S9, = 9,” + J 1 ©, , etc J 1 ®! = 9i" + d"®, ,
on tlserait des formules (100), (101) jointes aux équations (89)
et par suite
(104) S^*©, = 0, S'd>® { = 0, S "^ 1 ©,- = 0, puis de la formule (42) réduite à
(105) A,©, + A,0, + A ,©i + A.©, -f- A,©, = O, et jointe aux équations (68), (69), (83), (84), (100), (101)
(106) KtJ'Qi 4- Aj^f'©; 4- AvY 1 ©, 4- A^’0. 4- A^©. = 0.
Knfin de cette dernière équation et autres semblables réunies aux formules (104) on conclurrait que les quantités
conservent entre elles des rapports indépendants de la nature du milieu réfringent, et vérifient par conséquent la formule
puis, en désignant par
la somme des valeurs numériques de
j*©,, J'Qf, J 1 »,, .#»e„ j >©,, j*e,
au moins pour l'une des substances, par
la somme des valeurs numériques de
s "’j’e,-, arj'Qi, s"j>e { \ etc
et raisonnant sur la formule (107) comme sur les formules (77) et (07), on obtiendrait non plus les équations (81) et (98), mais la suivante
J'Q. _^e, _ J'e, _ J*e, _ <#>©, _ .rs, _ j>&, _ s"j*e,-
de laquelle on tirerait
(109) ^=^8'^©,, etc. ■ ■ rj* t .
Si l'on peut en réalité réduire la formule (42) 4 la formule (105), considérer par suite comme égaux les rapports compris dans la formule (97), et attribuer les différences de leurs valeurs réduites en nombres aux erreurs d'observation, alors les valeurs de
déterminées par iei formules (109) mériteront plus de confiance que les valeurs immédiatement déduites des expériences ; et, en posent
(îio) ^ sr - s ^rj^m...^^ SF g Si rj^
puis design tnt généralement par
la différence
en sorte qu'on eût
(111) J'B, = &r + J^, , <f*©, = 9,"’ + J'B, , eu J'B, = 9,'“ + SB , ,
ou trouverait pour valeuri des différences
MM
des quantités du même ordre que les erreurs d'obaervation-
K u résumé, al l’on veut savoir jusqu'où les expériences permettent de pousser l'approximation, ou, ee qui revient au même, combien de termes doivent renfermer les équations linéaires qui, comme l'équation (42), subsistent entre tes quantités
©a , ©a , ©a , 8a a etc. . • » ,
indépendamment de la nature du milieu réfringent, on calculera, pour Ica divers rayons et pour les diverses substance», lea valeurs successive» de
(112) J9j, a* 1 ©,-, J*9;, a**©,-, etc
à l aide des équations
©.=■», +J& 1 , ©a — via +^©a, etc.... 9, = 9, + J9,,
J9,= 9,' +J 1 © ,, J0,=9,' 4-a/ 1 ©!, etc.... J9, = 9,' +^9,, (Ü3) ( J ! 9,=:9,"+J‘9,, J’9, = 9, , ' + J 1 9,, etc.... ^©,=3,"+^©,,
J , 9, = 9,"+J , 9„ J‘9, = 9, m +J'9„ t te.... J 1 9, — 9,"'+J'9 1 , etc
jointes aux formules JB,
JSB;
je,
JSB.-
ele ...9i —
JB,
Y‘ = JF¥J9 i SJ0 *'* (114) ' „ J".P9,
i etc
, J' JB,
— xwJë, SJ9i '
J” SB
#i'" = S"' J 5 @ t - , etc. . . 3 t w
: TS J9 { SJG i' Z'j'e, „
: rs "^r©,- s
dans lesquelles on désigne par
S©,., S 'JB-, S" /PB;, S"'J*0 t - , etc
les sommes des valeurs de
©,-, J9 { , J'9 i , J l B t , etc
relatives aux divers rayons, mais prises tantôt avec le signe ■+-, tantôt avec le signe — , de manière i se réduire du moins pour certaines substances aux sommes des valeurs numériques, et par
JS9,-, JS' JB;, J"S"J'B ; , J m S'" J*9;, etc
Ica sommes des vsieurs numériques du
S©,-, S'//©,., S "J'B;, 8"'J 1 9 i , etc
relatives aux diverses substances- 11 suffira de continuer le calcul des différences représentées par
JB;, J'B;, J'B;, etc
jusqu'à ecquel’ on parvienne à des différences comparables aux erreurs d'observation. Ou peut d'ailleurs aisément reconnaître la nature de ces erreurs, et se former une idée de leur étendue, en comparant entre elles deux à deux les valeurs de B; que fournissent deux séries d’expériences laites sur la même substance, par exemple, les deux séries d’expériences faites par Frauenhofer sur !'ean on sur la troisième espèce de fllntglass. Il y a plus ; comme on aurait généralement
par conséquent
si l’on pouvait sans erreur sensible réduire le second membre de la formule (9) à son premier terme ;
JB,- = &;
par conséquent
PB
si l'on pouvait sans erreur sensible réduire le second membre de la formule (9) à ses deux premiers termes, etc. ... ; U est clair que les différents termes de la suite JB;, J'B J'Bt, J'B ; , etc
seront respectivement comparables aux coefficients
bi, bj , b,, li, etc. ....
des I e , 6* , 8' , 10', . . . puissances de s dans le second membre de l'éqnalion (9), et qu’en conséquence JB; sera du même ordre que b, , J’B,- du même ordre que b lt J'B; du même ordre que b,, J'B; du même ordre que bi, etc. . . . Or, si la distance de deux molécules d’éther, asiei rapprochées pour exercer l'une sur l’autre une action sensible , est considérée comme une quantité très petite du premier ordre,
a, bi , a, bj, a, b, , a, bi , etc. • • • •
seront, en vertu des remarques faites sur la formule (11), des quantités très petites du premier, du second, du troisième, du quatrième . . . ordre. En conséquence, non seulement les coefficients
mais aussi les différences des divers ordres, savoir,
(112) JB„ J'B;, J'B; , J'B;, etc
et leurs valeurs approchées, ou les quantités (ilü) *|\ 9i“, 9; m ,
etc.
déterminée* par le* équation* (114) formeront généralement des suites décroissantes jusqu'au moment oit les différences détiendront du même ordre que les erreurs d'observation. Remarquons encore que chacune des quantités (115) obtiendra pour les divers rayons des valeurs diverses qui, en vertu des équations (114) devront toutes garder les mêmes signes, ou toutes à la fois changer de signes, lorsqu'on passera d'une substance è une autre. Or il est clair que les différences
JQ(, J 3 ®/, J'Q ,- , J'Qj, etc. . . . ,
dont les quantités dont il s'agit représentent des valeurs approchées, devront généralement satisfaire à la même condition, tant qu’elles ne seront pas devenues assea petite* pour être du même ordre que les erreurs d'observation. Enlin les formules (113) et (114) entraîneront, comme on I' a déjà remarqué, les équations de condition
8'dj"' = 0 , S "'âf = 8 "J‘&i ,
8 "J'Qi — 0 , = 0 ,
aux quelles on pourra joindre les suivantes que l’on forme de la même manière
=rj9 it
TO { " = T J'Qi ,
et
S' J'Qi = 0,
1 Z J'Qi = 0,
ÏJ'9 { — 0 ,
T J'Qi - 0, Z" J'Qi — 0 .
etc
Si
l’on posait pour abréger
1 T JG,
1 /ï, _ T ÿ'JQ { .
T JG,
S’S JGi ’
\ y> — z’s 'j'Qj *
2"S"JG { ’
2"’S " J'Qi '
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
■ze,
* _ SJe '
P ' - 2'S JQi "
2" JG,
y. — 2" S "jiq. ,
tes formules (114) se réduiraient à
9, = or, 89,-,
5," = y,8"J î 9,-, 5,"' = etc
9, — «,S 9,-, etc 9,
9/ = p,&J9 { , etc
é>," = y, S '^9,., etc 5,"
etc 9i’"
et l’oo tirerait des équation* (120) jointes aux équations (117)
= aiSSj ,
= p 7 S JG;, = y,S "JG ; , = d,S "J'G; ,
Les formules (116), (117), (120) fournissent divers moyens de vérifier l'exactitude des valeurs de
JG { , J'G;, J’G,; ; 9 { , 9j, 9f , .... ; o f -, /*;, y,*, d,-,
déduites de l'expérience k l’aide des équations (113), (114), (120), (121).
Venons maintenant aux applications numériques de* diverses formules cidessus établies, et dabord calculons par logarithme» les carrés des indices de réfraction ou les valeurs de 9; pour les rayons
By Ci Di Ei Fi CI i Hi
de Frauenhofer et pour les diverses substances employées par cet habile observateur. Ces valeurs seront fournies par le tableau suivant.
DtUrminali
En comparant outre elles deux à deux lus valeur/ de 0/ qui, dans le tableau procèdent, répondent aux deux séries d*cxperiencea faites sur l'eau et sur la troisième espèce de Blntglaas, on obtient les variations suivantes
VII. TABLEAU
Variations de Q; dans le passage d'une série d’expériences à une autre.
( Eau Sdrle
\ a» Série
1,778 ISS
Variation» de ©f
( Flintgiaaa ) 1*« Série
) 3« oapfcco j 2* Sdrie
Variation» de 0/
Ainsi les valeur* de ©; déduites des expériences de Frauenhofer admettent de* erreurs comparables aux nombres 0,000159 ; 0,000113 renfermés dans les 4* et 7* lignes horizontales du tableau; et dans l'application des formules (113), (114) on doit continuer le calcul jusqu’à ce que l’ou obtienne des différences comparables à ces mêmes nombre*- D'ailleurs on déduira sans peine du 6* tableau le* sommes représentées dans les formules (114) par S©,-, JS©,- et - S ©; , les diverses valeurs du rapport
relatives aux diverses substances, et les logarithmes de ces valeurs. La détermination de ces quantités est l’objet du tableau suivant qui donne en outre pour chaque substance la moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de ©,- c’est à dire la valeur de la quantité 0 déterminée par l'équation
Diverses conditions, que remplissent, comme on devait e’y attendre, les nombres obtenus dans ce tableau, servent à prouver l'exactitude de no9 calculs. Ces conditions se trouvent comprises dans les trois formules
80 ,- ago 1424 AO
On ne doit pas s’inquiéter de la différence 0,000002 entre le second membre 1 de la deuxième formule et le nombre 0,999998 placé à la fin de la ligne horizontale qui
renferme lea valeurs de
l'omissiori de la 7* décimale dans chacune de ces
valeurs suffisant pour produire dans leur somme une erreur égale à la différence dont il s’agit. En partant du 8" tableau, on pourra déterminer par logarithmes les valeurs
approchées de 0, ,©,,... . que nous avons représentées par & 2 < etc
dans les formules (113), (114), desquelles on tire généralement, en agant égard à 1a formule (133),
ou, ce qui revient au même ,
Or, la différence J 0; — - 0 «tant généralement beaucoup plus petite que 1 ©,', il y aura quelque avantage à remplacer la formule (125), et à calculer au lieu du produit
le produit plus petit
attendu que de ces deux produits le premier contiendra aussi bien que ©> sept chiffres significatifs, et le second cinq seulement, l’approximation étant pousaée jusqu'au chiffre décimal qui exprime des millionièmes. D'ailleurs, dans le produit (126), le facteur
( 128 > 2© ~ ZS0;
et son logarithme sont imraediitement donnés pour chaque substance par le 8* tableau, et quant au facteur
SGi — -G
ou en déterminera sans peine les diverses valeurs avec leurs logarithmes, 4 l'aide de ce même tableau, en opérant comme il suit.
IX. T A 8 X. B A O
Détermination de» valeur* de -0; — -0.
Valeurs de t
Sommes.
ai
9339SSI
Dlfférenco
i SOS 106
Aux diverses valeurs de
nous avons joint ici celles des rapports
et
qui servent à prouver la justesse de nos calculs, attendu qu'elles doivent vérifier, et vérifient en effet avec une exactitude suffisante les deux conditions 20 ,. 20 ,.
S ~ 7 ’ ct -vg©; = 1 0,1 8a i = 1
Observons d’ailleurs qu'il suffirait de multiplier les diverses valeurs du rapport
prises dans le 9* tableau par les diverses valeurs de 80; prises dsas le 8* pour obtenir les quantités etc. ... En déterminant ces mêmes quantités à l’aide
de la formule (125), on obtiendra les résultés que renferme le tableau aufrani.
(J0 — 2G 4 ) Il 8188232 1 818823» 8488232 84882321 8188232 8188232 8188232 8188232 8188232 8488232 8488232 8188232
Si l’on retranche les valeurs precedentes de des valenr* de 0,,
fournies par le 6* tableau, on obtiendra pour restes les diverses valeurs de ê/0. que nous allons présenter.
Détermination des valeurs de A &£.
( iOi )
Le* nombres compris dans I* dernière colonne vcrticsle du 11* tablesu serrent à prouver la Justesse de nos calcula. Car ces nombres, qui représentent les diverses valeurs de
s» { , 20,-, z je,-,
vérifient avec une exactitude suffisante tes équations
S JO, = O, 2 JO, = 0, ... . 2 JO
que l’on déduit immédiatement des formules (114) et (113).
Les valeurs de JQi , que fournit le onxieme tableau, étant, abstraction faite des signes, bien supérieures aux variations de 0, renfermées dans les 4 e et 7' lignes horizontales du septième tableau, il en résulte qu’on ne peut, sans erreur sensible, réduire les seconds membres des formules (1) et (9) à leurs premiers termes et la formule (42) à la formule (56). Au reste nous avions déjà pressenti ce résultat, en nous fondant sur cette seule considération que, s’il en était autrement, la dispersion se trouverait anéantie.
En partant du 11* tableau, on déterminera sans peine, à l'aide des formules (120), (121) et (1 13), les diverses valeurs de /, /, ; O,’ , O,' , . . ; J O, , JO, , . . . J O,.
Alors S 'JQi désignera la somme des valeurs numériques de JQi relatives aux divers rayons, mais seulement à l'une des substances, à l’eau par exemple, de sorte qu’on aura
(129) S JQi = JO, + JO, 4- JO, + JO, — JO, — JO * — JO, ;
et 2‘S'JO- représentera la somme des valeurs numériques de S' JO - , c’est à dire évidemment, la somme des valeurs de JQj prises avec le signe — lorsqu'elles se rapportent à l'une des espèces de fiintglass, et avec le signe + dans le cas contraire. Cela posé, on déduira des formules (120), (121) et (113) les résultats compris dans les tableaux suivants.
Valeur! de Si JG g , SJQg, Z&JQg et
Comme on devait «'y attendre, les nombres obtenus dans le 12' tableau vérifient rigoureusement les deux conditions
S 2JQ { = 2SJB it STJQf = S'8'JQj ,
et, avec une exactitude suffisante, celles que comprennent les formules
1J9- = O , SJQi = 0, S ’SJQi = SS'JQf = 0, S/?,- = 0 , S'/ï,- = 1 ;
ce qui prouve la justesse de nos calculs.
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Dans le 13* tableau, les râleurs de
»i, JQ { ,
«ont exprimées en millionièmes. Ainsi , par exemple , de ce que dans la première colonne verticale les valeurs de
se trouvent représentées par les quantités
12451, 122T2, —179 on doit en conclure que l'on a, pour l'eau [l (r * Série]
= 0,012451 , JQ, = 0,012272 , JW, = — 0,000179 , ou, ce qui revient au même,
1000000 &,' = 12451, 1000000 JG, zz 12272, 1000000 J’G, = — 179.
D’ailleurs, comme, dans le même tableau, plusieurs des valeurs de JB ; , particuliérement celles qui sont relatives à l'huile de térébénthine, ainsi qu’ à la première et à la quatrième espèce de flintglass, sont, abstraction faite des signes, notablement supérieures aux variations de ©,- renfermées dans les 4* et 7* lignes horizontales dn 7* tableau, on doit en conclurre qu’on ne peut, sans erreur sensible, réduire le second membre de la formule (1) on (9) à ses deux premiers termes, et la formule (42) à la formule (72).
Concevons maintenant que l’on désigné par
la somme des valeurs de J’G/ relatives aux divers rayons, mais seulement à l’une des substances, par exemple, à la solution de potasse que nous choisirons ici de préférence , attendu qne cette substance est celle pour laquelle la plus petite des valeurs numériques de JG,- est la plus grande possible, et que généralement on doit moins cranidrc de voir un changement de signe produit par les erreurs d’observation dans la valeur de JQj, lorsque cette valeur s’éloigne davantage de zéro. On aura
(130) = — JG, — JG, + /PG, + /PG, + /PG, + /PG, — J’G, -,
et, en désignant par
2 "8" JG-
la somme des valeurs numériques de S "JQ{ relatives aux diverses substances, on déterminera sans peine, à l’aide des formules (114) et (113), les valeurs de
y,, fi, ■ jvi &, , , • • • • » /PG , , J’G , , > • • . J’G,
telles que les présentent les deux tableaux que nous allons tracer.
Valtwrt de S"</0
ii promu It justesse de nos caleals.
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Dans le 15' tableau, Ica valeurs de
9i, J'Bi,
sont exprimées en millionièmes. Ainsi, par exemple, de ce qne, dans 1a dernière eolomne verticale, les valeurs de
♦ 9" et 9,"
sont représentées par les quantités
on doit en conduire que l'on a pour l’eau [1" Série]
9" — — 0,000121 , 9," = 0,000063 ou, ce qui revient au même,
Parmi les valeurs de d'Q; que fournit le 15* tableau, une seule 0,000171, relative an troisième rayon et 1 la première espèce de flintglsss, surpasse le nombre 0,000159 qui représente la plus grande des valeurs numériques de ©,• comprises dans la 7* ligne lioriaontale du 7* tableau, et ne la surpasse pas assex notablement pour qu’on ne puisse à la rigueur l'attribuer elle même aux erreurs d'observation. Mous pourrions donc nous regarder comme suffisamment autorisés à ne pas pousser plus loin les calculs, et admettre qu'on pent, sans erreur sensible, réduire le second membre de la formule (1) ou (9) 1 ses trois premiers termes, et la formule (42) à la formule (94). Cependant un examen attentif des valeurs de J‘0{ données par le 15* tableau nous conduit 1 supposer que dans chacune de ces valeurs il existe une partie indépendante des erreurs d’observation, ordinairement plus grande que ces erreurs, et qu'il est bon de ne pas négliger. Effectivement, si cette supposition est conforme à la réalité, la plupart des différences
J‘Qr, J'Q , , . . . 4*9,
devront conserver les mêmes signes que leurs valeurs approchées, représentées par
q •** fi n * n w
V» 1 \f a q • • • VJ y
et, comme ces dernières quantités, en vertu des formules (114), conservent toutes les mêmes signes, ou toutes h la fois changent de signes, lorsqu’on passe d’une substance à une autre, les différences
devront, sauf quelques exceptions peu nombreuses, remplir la même condition. Or à l'Inspection du 15* tableau on reconnaît sans peine 1° qne cette condition est rigoureusement remplie, lorsqu'on, passe de la 4* espèce de flintglass 1 la 3* espèce (l r * Série) ou à l'huile de térébenthine; 2° que, si pour chacune de ces trois substances l’ou nomme S ”J‘Q; la somme des valeurs numériques de zf 3 ©,- relatives
aux divers rayons, ot prises en signes contraires, c'esl à dire, en d’autres termes, si l'on pose
(131) S = — J‘Q. 4- J*0, + J‘9, — J’O, — J>Q, 4- J'Q. + J*G, , la condition cidessus énoncée sera généralement satisfaite dans le passage d'une substance 4 une autre, sauf de légères exceptions relatives 4 un très petit nombre de rayons, et 4 des valeurs de J'Bf ordinairement très rapprochées de xéro. Si d'ailleurs on désigne par
la somme des valeurs numériques de J'Q/ relatives aux diverses snbstances, on déterminera aisément, 4 l'aide des formules (120), (121) et (113), les valeurs de
telles que les présentent les deux tableaux que nous allons tracer.
Comme on défait a'; attendre, les nombres compris dans le 16* tableau vérifient rigoureusement les deux conditions
=3 ÎS"'J l Qi , S ~Z "J‘Qg = T'Srj'Qi
et avec une exactitude suffisante celles qu'expriment les formules
SJ 1 ©,- — O, JTJ’Q.rrO, S"ZJ‘Q{ — Sd, = 0, Sd,. = 0, S "d,=0, S"'df=ri ;
ce qui prouve la justesse de nos calculs.
XVII. TABLEAU
Vaileun de &■" et de d'Oi ejrpriméei en~ millionièmes.
Dana le 17" tableau, les valeurs de
sont exprimées en millionièmes. Ainsi, par exemple, de ce que, dans la onzième colonne verticale, la valeur de J'O, se trouve représentée par — 79, on doit conclurre que l’on a pour la 3* espèce de flintglass [2* Série]
zf*0. = — 0,000079.
D’après le 17» tableau, la plus grande des valeurs numériques de J'O,-,. représentée par le nombre
n’atteint même pas 1a moitié du nombre
qui représente la pins grande des valeurs numériques des variations de B- comprises dans la 7* ligne horizontale du 7* tableau. Donc les diverses valeurs de
sont comparables aux erreurs d’observation, d’oil il résulte que, dans TappUcation de nos formules aux expériences de Frauenhofcr, on peut, sans erreur sensible, réduire le second membre de l’éqnation (1) ou (9) à ses quatre premiers termes, et ia formule (42) à la formule (100). H y a plus, d’sprès ce qui a été dit cidcssus [page 87], les valeurs de d'Q{ immédiatement déduites de l’expérience mériteront une confiance moindre que les valeurs de d‘Oj tirées des équations (109) et représentées par
9f = J'Qi — d'Si
on, en d’autres termes, celles qnc l’on tire des formules (111), en y remplaçant généralement d'0- par zéro. Donc aussi les valeurs de 0; déduites de l’expérience et fournies par le 6* tableau mériteront moins de confiance que les valeurs corrigées de &j qu’on tirerait des équations (113) en y remplaçant généralement J*&( par zéro. D’ailleurs, comme, en vertu des formules (113), on aura
Ica valeurs corrigées de 0;, ou celleR qu’on obtiendra, en remplaçant, dans le second membre de l’équation (132), J'Qi par zéro, seront évidemment les diverses valeurs du polynôme
Cela pose', on tirera sans peine des ll«, 13», IV et 17* tableaux le tableau suivant qui offre non seulement le* valeurs de ©,• immédiatement déduites de l'experiencc, mais aussi les Talcnrs corrigées de 0( ou, en d’autres termes, les valeurs de
~ à'V iy
et montre comment ces dernières valeurs se trouvent formées par l'addition des quantités
tS
et
ce
co
te , te
et
et
T. A <9 O r» ». cc Tt
te
eî
te , et
O -rt
et
co
te
O MS «O
te
co •
MS
et
trs
co
— et a *o nO^'ia
CO
co
ms
co
en
SI
et
2ÏÏÎS i§ 1
<» i IN
sV
«B 1 te et"
MB
SS
vo -H te | et
eo — co -s*
te
et
et
A — Vj A
CO ms r» A n i ms
ot
Ma
et
a o ms et A A O Ma A "S .
et ua
et
et
MS
et
oo
wa
et
su
SSS5
et
Mï
"5 ‘ te — ica
eo
eo
vrj
te
te
eî
f- ro — — «
w Xj
MS
Ot
et
*ra
*s «ri
ms — ». eo
cî
et
Ti * »
ot
«o x — ?9 •o 9» 09 et O I - » • | t'- co et
et
et -t r* .
et
oT
to g
* •£ Sfî -i — < es i
OO
tS
•o — — te -««f
». et i 1 MO —
r» oo et
te
Ma
co
ssss
e» ce
Çb 1
Dan* le 18' tableau, ainsi qu'on devait s'y attendre, les valeurs numériques des quatre quantités
forment généralement une suite décroissante. Les seules substances pour lesquelles cette condition ne soit pas toujours remplie sont l'huile de térébenthine, la première espèce de flintglass, et la troisième espèce de fliulglass (1" série). Encore, pour les substances dont il s’agit, les exceptions sont elles seulement relatives à la valeur numérique de 9{' que devient supérieure, pour certains rayons, à la valeur numérique de
Des calculs cidessus développés nous avons déduit cette conclusion importante que les différences du 4* ordre, représentées par et déterminées par le moyen
des formules (113) jointes aux formules (121), étaient, pour les diverses substances, des quantités comparables aux erreurs d’observation. Celte conclusion se trouve confirmée par la détermination des valeurs qu’on obtient pour J'Q,-, lorsque l'air est substitué au milieu réfringent. Alors en effet, chaque rayon cessant d’étre réfracté, on a généralement
et par suite les valeurs de d'Q{, déduites des formules (113), (121), sont celles que présente le tableau suivant.
Somme* lurtulli*
Comme on devait s'y attendre, les nombres compris dans le 19* tableau vérifient avec une exactitude suffisante les conditions exprimées par les formules
SJQ( = O , S JW,- = 0 , Sd’64 = 0 , S^0,=O
D'ailleurs, dans ce tableau comme dans les précédents, les valeurs de
S ’dQ { , S "J6 { , S '"JQi
sont respectivement
S" d’Qi — — /PG, — /PG, + d 7 G, + /PG, + /PG, ■+• d 1 G, — /PG , ,
S "’d'Qi = — /PG, + d'Q, + /PG, — d'O, — /PG, + /PG, + /PG,.
Dans le même tableau, la plus grande des valeurs numériques de /PG », représentée par le nombre 0,000122 est inféreure au nombre 0,000159 qui représente 1a plus grande des valeurs numériques des variations de 0 t - comprises dans la 7* ligne horizontale du 7* tableau, et par conséquent elle reste comparable aux erreurs d’observation.
11 est bon d'observer que les valeurs de
0 ,- — /PGf
fournies par le 18* tableau, c'est à dire, en d'autres termes les valeurs de 0/ calculées pour les substances aux quelles sc rapportent les expériences de Frauenhofer, et corrigées d’après les principes cidessus exposés, représentent les diverses valeurs d’une même fonction linéaire des seules quantités
se,-, s©,-, s"©,- , s"©;
que désormais nous désignerons, pour abréger, par
Effectivement, si l'on pose
on tirera successivement des formules (113) et (121)
= Utt,-,
dQ { = 0,- — &{ = 64—1/04,
S dGi = S (0,- — U a{ ) = S'Ô,- — VSai = U 1 - V S'«,- ,
pllîs
9i‘ = (U'~ USaàfii,
M;— J&i — 9/ = 0; — Ua { — ( V — U8X)(»é,
8"^ i = S*j© / — l/a,-— (U — l/S'a.O/ï.-j = 8"©. — USX — V — USa,)SX = U'— USX — (U' — f/S'a,-) S",?;.
pais encore
V = |u"- l/SX - (tr-l/Sa.OSXI J,,
.d 1 ©,- = J’Qf — 9{"~9{—Utff — ( t/' — US'a/)fii — Jt/ - ' — US"af—(U' — l/S'a,-)S"/î,-}y< S’"^ 0 ,-= S"0 4 — l/S'"a,— (ir_üS a,)S'"A— [!/•— f/S' a,— (!/'— l/S'a.‘) s X| S "y,- - V"— US" a{ —( tr-U&’a i )$~/i i -\U , ’—US"a i -( U-USX)SX! S'V,- ,
et enfin
f/g" ar _(ir— t/8'a.-)S"'/îf-[l/"— l/S"a,— (£/'-l/8'a,)SX]S"'wî<l t -.
Or, eo substituant les râleurs précédentes de
5fi 9{ , , &î"
dans le premier membre de l’équation (133), on tirera de eette équation
(136) O { -J'0i=V ai +(V'— USa^i+ltT- U8"a { —(ü'— USXOS'XX
+ \U'"-VS "X- (£/— USX) S "X- [!/"— VS X— (t/'— USX) S"/J f ] S'Xjrf,-.
Telle est la formule qui sert i déterminer la râleur corrigée de 0;, ou, ce quj revient au même, la valeur de 0 t - — J'Oj, en fonction linéaire de
D'ailleurs on reconnaîtra sans peine que, si le second membre de la formule (136) est substitué à la place de &• — z/,0; dans les quatre quantités
ces quatre quantités, réduites & leur expression la pins simple à l’aide des équations (122), deviendront, comme on devait s’y attendre
Dans la formule (136), les valeurs de
U, U', U", If*
varient, tandisque l’on passe d’une substance à une autre; mais les valeurs de 8 a;, S'a;> 8 'a;; 8 ’X» 8”X» 8 , "y t -
ainsi bien que celles de v ; , /?;, y;, â;, sont indépendantes de la substance que l'on considère, et déterminées par les équations
S a; — a, 4- a, -f- a, + <r, — cr, — f» — fr, ,
S"«; — — a, — «, 4" c» 4* <*» 4“ ff s 4“ tt t — or, ,
8"a; = — or, 4- a. 4- «i — or« — f r« 4* or, 4- a,,
S"/?i — — ftt — fii 4* @3 -f* P* 4- P% 4- Pt — pi i
S '"Pi = — /?. 4- Ih 4- /?» — (M -A4- ;h 4- Pr,
S "Vf = — y» 4- 7- 4- }> — — ?» 4- j « 4-
D'autre part les Taleurs de
a i . P; i 7i> âf
tirées des 9*, 12», 14* et IG» tableaux sont les suivantes.
XX. TABLEAU
fuleurs de or,-, (t{, f { , â{.
Il - 0,23239 -0,11193 0,51037 | - 0, 1 2 1 tO -0,1171* 0,02752 0,11963 1,0000110
Cela posé, on trouvera
S = — 0,547001 4- 0,452998 = — 0,094003, «“fit = — 0,694012 4- 0,305987 = — 0,388025 , S"V<= — 0,65846 4-0,34154 = — 0,31692.
Aux valeurs corrigées de 0;, fournies par le 19* tableau, on, ce qui retient an même, par la formule (136), et représentées par
correspondront des râleurs corrigées de 0,', que nous représenterons par
Oi—J'Oi,
et qui seront déterminées non plus par la formule (40), mats par l’équation
(139) Q; - = (f>i - SOif,
de laquelle on tire
(140) Of — à*0i— V(©i-^0/)= V(V-^©f) = «<— âôT mJ—
par conséquent
SO; (J
Lorsqu’ à l'aide de la formule (140) on veut calculer ta \aleur de J'df arec six décimales, on peut sans Inconvénient réduire cette formule à
(142) SOi = -ÿj : , ou SO, = 1 »r ‘SG t -
En effet, comme des valeurs numériques de J'Q;, fournies par le 17* tableau, laplus grande, savoir, 0,00079 reste inférieure au nombre 0,0001, et donne en conséquence pour valeur de
à plus forte raison, pour valeurs de
(J'GiY (J*©,)’
8 * 8 Of
[0{ étant plus grand que l’unité], des nombres inférieurs 1
Terreur produite dans le second membre de la formule (141) par l’omission du terme
8 Of
ne s'élèvera paa à un cent millionième. Il y a plus: on peut en dire autant de l'erreur produite par l'omission du terme dont U s’agit et de tous ceux qui le suivent. Car on lire de l’équation^ 140)
= »i~ V(Of' - à'Bi) = 0,- j 1 - v (l - |
0i jt + V
ou, cc qui retient au môme,
142) de 1a for 4'B- ( S
Or, pour tirer la formule (142) de 1a formule (143), il suffira d’omettre dan» cette dernière le terme
évidemment inférieur au produit
et, à plus forte raison, au produit
SI maintenant on substitue dans la formule (142) les râleurs de 8f et de A'Qj que fournissent le 3* et le 17' tableau, alors, en effectuant le calcul par logarithmes, on obtiendra les valeurs de
Oj'A'Bi
et de
que renferme le tableau suivant.
L'eraetitude des valeurs de J'Qi comprises dans le 21* Ubleau se trouve confirmée par les observations suivantes.
Les formules (117) donnent
S J'Q { = J'Qi 4 - J'Q, 4- J'Q, + J'Q, + J'Qi 4- J'Q, 4 - J'Q, = 0, S' J'Qi = J'Q, 4 - J'Q, 4- J' Q, 4- J'Q, — J'Q, — J'Q, — J'Qi = 0, 8" J*9{ = — J'Q, — J'Q, 4- J'Q, + J'Q, 4- vf 4 ©, 4- J'Q, — J'Qi = 0 , 8” J'Qi = — J'Qi 4 - J'Qi 4- J'Q, — J'Q, — J'Qi + J'Qi 4- J'Qi = 0 .
D’autre part, si l’on nomme g la moyenne arithmétique entre les valeurs eitré-
1 il
mes de — , c'est-à-dire, entre v et r, de sorte qu'on ait
VI
Or la différence entre les Talenrs de r- et ■— , calculées à l'aide dn 3* tableau dans
lequel on trouve leurs logarithmes , sera
pour l'eau 0,7513
pour la solution de potasse pour l'huile de térébenthine .
pour le crowngiass l r * espèce .
„ 2* espèce.
pour le flintglass 1” espèce .
„ 2" espèce .
3' espèce 4* espèce
Donc le quart de cette différence géra, pour toutea les substances employées par Frauenbofer, inférieure à
à plus forte raison è 0,01; et comme, dans le 17* tableau, la plus grande des valeurs numériques de J'Q; est représentée par le nombre 0,000079, il est clair que le produit (146), c'est à dire, la différence entre J'Q- et le produit
restera Inférieure à un millionième. Donc les valeurs de J* fi; et celles du produit * ç J'Q; , exprimées en millionièmes, seront représentées par les mèmeB nombres, de sorte qu’en s’arrêtant à la 6* décimale on aura (147) J'O; = î ç J'O;.
Cela posé, des formules (144) multipliées par \ ç l’on tirera
Or, ai l'on combine successivement la première des équations (146) avec la seconde, puis avec la troisième, on en conclurra
puis
et par conséquent
Donc les quatre quantités
doivent être égales an signe près, et alternativement affectées de signes contraires. Pareillement de la première des équations (148) combinée avec les deux dernières on conclurra que les quatre quantités
doivent être égales an signe près, et alternativement affectées de signes contraires. Ces conditions sc trouvent effectivement remplies avec une exactitude suffisante pour les valeurs de J'O; que fournit le 21* tableau, comme le prouve celui que noua alloua tracer.
COOOO'O | looooo'o- I KOOOO'O* | stoooo'o- I TOOOOO'O | SÏOMHt'O | r-COOOO'O I •** °P
Valeurs de J*0;, .4'!), , etc exprimées ru millionièmes.
Ainsi Ici valeurs de 0; fournies par les expériences de Frauenliofer admettent des erreurs comparables aux nombres
renfermés dans les 4* et 7" lignes horizontales du 23' tableau. Or ces nombres surpassent évidemment les nombres
0,000020 et 0,000024
qui, dans les tableaux 21 et 22, répresentent les plus grandes valeurs numériques de
Comme on l’a déjà remarqué, les valeurs de ©,• déduites de l’observation méritent moins de confiance que les valeurs corrigées de 0,- , représentées par
Pareillement les valeurs de t){ fournies par l’observation doivent mériter moins de confiance que les valeurs corrigées de Oj, représentées par
Oi-Sôi
et inscrites dans le tableau suivant.
Les valeurs de /4*Q; et de fi; — d*fl; que renferme le 24* tableau peuvent être directement déduites de 1' équation (142) ou (147) jointe à la formule (136). D'ailleurs, si l'on substitue aux valeurs de
que fournissent l’une des séries d'expériences faites sur l'eau ou la troisième espèce de flintglass les moyennes arithmétiques entre les valeurs déduites de la première et de la seconde série, les formules (135), (136) et même la formule (147) fourniront pour chacune des quantités
U, U', U ", If", J'Q; et J'O;
non Tune des deux valeurs correspondantes aux deux séries d'expériences, mais une troisième valeur qui sera la moyenne arithmétique entre les deux premières. Il y a plus, le calcul n'etaut point poussé au delà des millionièmes, l'équation (40) présentée sous la forme
donnera, dans la même hypothèse, pour chacune des quantités
0i, 0„ 0 $ , 04, O,, 0|, Oj
une valeur égale à la moyenne arithmétique entre Ica valeurs fournies par les deux séries d'expériences faites sur l’eau ou la troisième espèce de fliptglass. C'est du moins ce que l’on prouvera sans peine, en ayant égard à l’extrême petitesse des variations que subit 0,- dans le passage de la première série d’expériences à la seconde. De eu qu'ou vient dé dire il résulte que, pour chacune des quantités
0;, J'O; et 0; — J'O ; ,
les deux valeurs relatives à l’eau ou à la troisième espèce de flintglass, et inscrites dans deux colonnes verticales du 24* tiblcau, peuvent être remplacées par une troiaième voleur qui sera la moyenne arithmétique entre les deux premières, et méritera évidemment plus de confiance. En opérant de cette manière, on réduira le 24* tableau & celui que nous allons tracer.
§. 7. Suite des application» numériques.
La valeur corrigée de Q ; , qui dans le 6* paragraphe se trouve représentée par
et déterminée en fonction de 17, TJ’, V ", V" par la formule (136), ne vérifie qu'approximatiremcnt la condition de se réduire & l'unité, quand on remplace l'un des milieux réfringents par l'air [voyez le 19* tableau], ce qui revient à supposer
u = 7 , u =i, v" = i, ir = i.
Mais on pourrait modifier nos formules, de manière que cette même condition se trouvât rigoureusement remplie. Pour y parvenir il auOïra de considérer la quantité 0, que détermine [dans le §. 6] l'équation (123), comme représentant la première valeur approchée de chacune des quantités
et de substituer en conséquence aux équations (113), (114) les formules suivantes
©, = 0 + JQ , , © a ~ 0 -4- ilS, , etc.
JQ, = -f- J'Q , , JQ, = + J'Q , , etc.
J'Q, = é>." 4- J'@>, J'Q, = etc. ,
J'Q, = 9,"'+ J’Q , , J'Q, = fir+J'G,, etc. .
©t = S + JG t , JG j = 9, 4- J'Q , , J'Q, ~ 9,' + JPG , , J'Q, = 9,'" + J*6,,
. À éït7i . . « ^(7, À JiKtq
= 2'8‘JGi ~ IrS JQi S etc "• 9 ' — T8 r J9j S ^ 9 i'
A." — - — A." — -i-a-'/Pa. A." S'/f 1 ».
~ 2" s" J'Q { S J1Q i » - rs 'i'Ôi S ete *" ~ S"8 ,, J'Gj 8
9t " ~ T’'8 'J'QÏ 8 2"'S"'J'Qi 8 ^ 0| ’’ ctc ' ' ' ^ ~ Z"S" J'Q . 8 '
dans lesquelles on désigne par
S©,., S ’JQ { , 8" J'Q i , S" J'Q-, etc.
les sommes des valeurs de
Q ; , J&i , J'Q i , ^0,. , etc. . . .
relatives «ut divers rayons, mais prise» tantôt, avec le signe + , tantôt avec le signe — , do manière que les valeurs numériques de ces sommes se réduisent, du moins pour certaines substances, aut sommes des valeurs numériques, et par
i’’S JG{, TSTJ'Qi, T'&"'J'G i , etc
les sommes des valeurs numériques de
S' JG ; , S’ J'Q;, S” J'G;, etc
relatives aut diverses substances. Effectivement, si l’on remplace le milieu réfringent par l'air, ce qui revient a poser généralement
on tirera des formules (1) et (2), 1».
et par auitc
quel que soit
donc
aussi
S’ JG; =
et par
suite
JG;
quel
que
soit »
donc
aussi
et par
suite
quel
que
soit »
donc
aussi
et par
suite
quel
que
soit i
etc Donc en définitive les formules (i) et (2) donneront, quand on substituera
l'air au milieu réfringent,
JG; = 0, J'G; = 0, J'G; — 0 , J'G; = 0 , etc. et par conséquent
G; — JG; = G; — J’G; — G; — J'G; = 0,- — J'G; — = 1.
D'ailleurs les formules (1) diffèrent des formules (113) du §. 6 en un seul point, savoir, que les valeurs de JG; s'y trouvent déterminées non plus par des équations de la forme
©,• = O; -f- JG; , on JG; =: ©,- — 0; mais par dca équations de la forme
©,■“© + JG ; , ou JG; — G; — 8.
Du reste les nouvelles valeurs de /KD;, comme les premières, s'évanouiraient si l'on pouvait réduire la formule (42) du §. 6 à la formule (56) du même paragraphe, puisqu’on aurait alors
Donc les nouvelles valeurs de JG;, comme les premières, seront des quantités du même ordre que b,. Kilos satisferont aussi, comme elles, à l'équation
K, JG, + AV©» 4- etc + K.JQ. — 0 ,
que l'on déduira immédiatement des équations (41) et (42) du §. 6 jointes aux formules
©i — O 4" -^©i * ©a — © 4" <^©a , • • • 6, = 0 + JO. ;
et c’est & l’aide des mêmes règles que, dans les formules (113) [§. 6] et (1) [§. 7],
on déduira successivement les valeurs do J'G-, J'G ; , J'G;, etc des valeurs
déjà calculées de JG;. Enfin les formules (1) et (2), aussi bien que les formules (113) cl (114) du § 6, cnlraincront les conditions (116), (117), (118), (119), du g 6 4 l'exception de la première des conditions (116) et de celles de conditions (118), (119) qui renferment le signe 2. Cela posé, en raisonnant toujours de la même manière, on prouvera que les formules (1), comme les formules (113) [§. 6], fournissent 1°. des valeurs de
JQ{, J'G;, J'G ; , J'G ; ,
respectivement comparables aux coefficients
par conséquent des valeurs de J'G; comparables aux erreurs d’observation, puisqu'on a vu qu'on peut sans erreur sensible supposer b, = 0; 2° des valeurs de
on valeurs corrigées de G ; , qui pourront être substituées aux valeurs de 0; directement tirées des expériences, et mériteront même plus de confiance que ces dernières-
Si l'on fait pour abréger 2 JG,
2#JBi' A 2' J'G,
2’&'J'G i ' Vl 2’” J'G,
2' JG,
2üJ9i ' etc P' ~
2"S"J'Gi' CtC " » = 2" J'G,
, etc... cl, =z
2 JG, 2S’JQ { ' 2’ J'G,
2 " S J'Gi ’ 2' J'G, 2'S'J'G;'
les formules (2) donneront
S JO { , 9,' = ftxS'JQ-, etc â,' = 2 /},S’J& { ,
S" = }' l S"J , 0,-, &i' = y,8 "J’Bs, etc é>," = y, S"^,'
X"= cf.S'"^ 1 ©,- , d l S'"J t O { , etc. ... . S,' u = d,S "JW / ,
et l'on tirera des équations (3) jointes aux équations (117) [§. 6]
SPt = O, S'ft{ = 1 ,
S-/i =0, SV(=0. S"y f =l,
Sd,- =0, S'âj — 0 , S"d { = 0, 8”d,-=l,
etc. . . .
Si maintenant on applique aux expériences de Frauenhofer les formules (1), (3) et (4), alors, eu parlant des valeurs de & données par le 8* tableau du §. 6, on reconnaîtra que les sommes désignées par
peuvent rester composées comme l’indiquent les équations (49) du même paragraphe ; et, en posant en conséquence
etc
on obtiendra successivement les valeurs de
JQ : , ( i { , »/ , J'Qi, JV, !>i‘, J 1 ©;, d;, i>{'\ J'Q{
que fournissent les tableaux suivants.
K a u I Solution llutln de Crowng;l&«a Fllntglusu
du irrrben- Sommeil.
.•Crie. I ». ko rie. ] pu tusse. tliiue. 1. e»p«ce.| $♦ oaptoc.fô. espèce. I. espèce. [2. espèce. I 3. espèce. 13. «père. I 4. espèce.
Valeurs rie et de d'<); exprimées en millionièmes.
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TABLEAU
ce qui prouve la juatCMe de no» calcul».
Va eues de ,7/" et de J*Q- exprimées en millionième*.
<tfj'0,00000lj
Suite du 7 * tableau.
D’après le tableau qui précédé, la plus grande dea râleurs numériques de J*9i, représentée par le nombre
est de beaucoup inférieure au nombre
qui représente la plus grande dea râleurs numériques des rariatlons de ©,• comprises dans la 7* ligne horizontale du 7* tableau dn §■ 6, d’oh il résulte encore que dans l’application de nos formules aux expériences de Frauenhofcr on pent, sans erreur sensible, réduire le premier nombre de l'équation (1) ou (9) [§. 6] à ses quatre premiers termes. Il y a plus, en raisonnant comme dans le §. 6, eu pronvera que les râleurs de 6 f - déduites de l'expérience méritent moins de confiance que les valeurs corrigées de qu'on tirerait des équations (1) en y remplaçant généralement par zéro. D'ailleurs, comme en vertu des formules (1) on aura
(7) ©, = ©+• O- + Sï + 9" ■+■ J'0 { ,
les valeurs corrigées de ©,•, ou celles qu'on obtiendra en remplaçant, dans le second membre de l’équation (7), J*Q{ par zéro, seront évidemment les diverses valeurs du polynôme
Cela posé, on tirera sans peine des i' r , 3*, 5* et 7* tableaux le tableau suivant qui ofTrc non seulement les valeurs de ©,* immédiatement déduites de l’expérience, mais aussi les valeurs corrigées de ©;, ou, en d’autres termes les valeurs de
et montre comment ces dernières valeurs se trouvent formées par l’addition des quantités
VIII. TABLEAU
Dana le 8* tableau, ainsi qu'on devait a'; attendre) les valeurs numériques des quatre quantités
forment généralement une suite décroissante. La seule substance pour laquelle cette condition ne soit pas toujours remplie est l’huile de térébenthine. Encore, pour cette substance, les exceptions sont elles seulement relatives à la valeur numérique de &/" qui devient supérieure, quaud il s'agit des rayons B, C, D, F, à la valeur numérique de
Les valeurs de
fournies par le 8* tableau, c’est i dire en d'autres termes, les carres des indices de réfraction, calculés pour les rayons et les substances aux quelles se rapportent les expériences de Frauenhofer, et corrigés d’après les principes ci-dessns exposés, se réduisent évidemment, pour chaque substance, à sept valeurs particulieurs d’une même fonction linéaire des quantités
Pi v y,'. à/,
et pour chaque rayon & des valeurs parteculiercs d’un fonction linéaire des seules quantités
(10) 0 = 4 S 0,-, U’ = S'G/, U" = 8"Qi, V” - S"0 ; .
En effet, l'on tirera succssivemcnt des équations (i) et (4)
JQ l= ei — 0 ,
S 'JG/ = S'(©i — 0) = 8 ’Qi — Q = V — 0,
puis
zF 0 ; = JG/ — 9/ = &i — 0 — (tr — G)?;,
8 “ J 1 Q{ = S" [0,- - © — (U’ - ©JftJ = g" 0 . — 0 — {V — ©) S "fi/
= ir — © — ( v — ©) s" fi/,
puis encore
^* 0 . = <F0,- -&i"=iGi-0 — (U’- G) fil — \U” — 0 — (IT — 0) SVfj y’,
s-v*©/ = s'" J©,- -©-(&'_©)/»<- [tr" — 0 - (tr - 0) svd i n — v — G — (U' — ©) s'" fi/ — [U" — © — (tr — ©) s'ft] s''v,.,
et enfin
= \ u "’ -o-(D'-e) S'",9 { - [tr -G-(U'-&) ay,-] a-yj *
Or, en substituant les râleurs précédentes de
dans le premier membre de l'équation (8), on tirer» de cette équation (11) G { -J'9 i = e + (U’ - G)Pi+[U" -©- (li'~ ©)8"/?,.] y {
+\u~-q-(u’-g) sy t — [u* — © — (jj ' — ©) ay/i s"-^,
Telle est 1» formule à I’»lde de laquelle la valeur corrigée de ©;, ou, ce qui revient au même, la valeur de &{ — J*6i se trouve déterminée pour chaque substance eu fonction linéaire des quantités
fri V » fr
qui varient avec les divers rayons, et pour chaque rayon en fonction linéaire des quantités
qui varient avec la substance que l’on considéré. D’ailleurs on rccoauottrs sans peine i° que, si le second membre de la formule (ii) est substitué à la place de ©,• — J'Qi dans les quatre sommes
ces quatre tommes, réduites 1 leur expression la plus simple en vertu des équa lions (5), deviendront, comme on devait s’y attendre,
2» qu’en substituant l'air au milieu réfringent et posant en conséquence
on réduit le second membre de 1a formule (11) à l'unité.
Pour tirer de la seule formule (11) les valeurs corrigées de 0,- relatives auv divers rayons et aux diverses substances, il suffirait d'y substituer les valeurs de
0 , U’ = 8 ’Gi , U" = S Qi , V" = S" ©,- ,
et de
Pi ' 7f. Pi
fournies par les tableaux 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ou, ce qui revient au même, par les suivants.
Solution
Alors les valeur# de
S "ftt, 8 ’V it S" y,-,
déduites des formule* (6), ou, ce qui revient au même des équations (137) du § 6, deviendront respectivement
Aux valeurs corrigées de 0,- fournies par le 8* tableau, ou, ce qui revient au même, par la formule (11), et représentées par
©,• — J'Qi
correspondront des valeurs corrigées de 0 { que nous représenterons par
0{ — J'fti ,
et qui seront déterminées par la formule (139) du § 6, il la quelle on pourra substituer encore la formule (142) du même paragraphe, savoir,
Or de cette dernlere formule, combinée avec le 3* tableau du § 6 et le 7 « tableau du § 7, on tirera, en effectuant le calcul par logarithmes, les valeurs suivantes de
Of'J'Qi et de J*0{.
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Vcdeurà de 0~ x d*Q{ et de A*0{ exprimées en millv
Les valeurs précédentes de PQ; doivent satisfaire aux mêmes conditions que les valeurs de PO; contenues dans le 22 e tableau du § 6, et fournir, ponr les quantités (150), ou (151) du même paragraphe, des valcnra numériques égales mais affectées de signes contraires. Ces conditions se trouvent effectivement remplies avec une exactitude suffisante, comme le prouve le nouveau tableau que nous allons tracer.
Xtt. TABLEAU.
Pâleurs de /iO;, P0,-\- P0„ etc exprimées eu millionièmes.
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Les résultats fourré!» par le 11' ou 12' tableau peuvent encore être invoqués à l'appui de 1’ assertion précédemment émise, suivant laquelle les valeurs de PQ; et par suite celles de .PU; doivent être comparables aux erreurs d’observation. Effectivement II résulte du 23' tableau [§ 6] que les valeurs de 0. données par les expérienres de Frauenhofcr admettent des erreurs comparables aux nombres 0,000042; 0,000049; et ces nombres surpassent notablement les nombres 0,000027 ; 0,000037. qui dans les 11* et 12' tableaux représentent les plus grandes valeurs numériques de J*.:;.
Si l'on retranche les valeurs de Pli; fournies par le 11 e tableau des valeurs de 0 ; données par le 1* tableau du g 6, on obtiendra les valeurs corrigées de Oi ou, en d'autres termes, les valeurs de
0; - PO
telles que les présente le tableau suivant.
réduira le 13 e tableau à celui que uous allons tracer.
fis
J cilcur* de fl,- —
Valeurs de 0{ — J'Op
Eau
Solution
de
potasse.
Huile de
Icrclun-
thiiie.
Crownglass
UN
En comparant le) 12* et 13* tableaux aux tableaux analogue! qui portent Ica nnméros 22 et 24 dans le § 6, on redonnait que les changements apportas dans le § 7 aux formule) à l’aide desquelles on détermine lea valeur) corrigées de Of, font très peu varlér cea mêmes valeurs. Effectivement les différences entre les valeurs de J'O; que fournissent les tableaux 22 du § 6 et 12 du § 7, étant exprimées en millionièmes, seront telles que les offre le tableau suivant.
XV. T A 8 L X A O
Déférences entre Us valeurs de d'il; obtenues dans les § 6 et 7 .
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Donc, parmi ccs différences, celles qui se rapportent au cinquième rayon ou bien à la 3' espèce de flinlglags (l r * série) , lorsqu'on les considéré abstraction faite de leurs signes , ne surpassent pas un millionième ; celles qui se rapportent aux trois espèces de crovvnglass ne surpassent pas trois millionièmes ; et toutes généralement sont (abstraction faite de leurs signes) inférieures à (0 millionièmes, à l'exception toutefois de celles qui sont relatives à la 4* espèce de flintglass et dont les valeurs numériques s'élèvent au plus i 12 ou 17 millionièmes. Au reste comme des deux systèmes de formules employées dans les § 6 et 7, le dernier seul è la propriété de réduire exactement les indices de réfraction à l'unité quand on remplace le milieu réfringent par l'air, il est clair que les valeurs de d*0{ et de 0f — d*0f fournies par les tableaux 12, 13 et 14 du §. 7 méritent plus de confiance que les valeurs formes pour les mêmes quantités par les tableaux 22, 24 et 25 du §. 6.
Si dans la formule (11) on pose pour abréger
(ii)j æ =v”-Q-(u’-o)frfi s ,
j au = V" — © — (w — ©) s’fii — [tr - © — (ir - ©) s"*] v Vi ,
on tirera de cette formule
( 15 ) = J'Gi = 0 + U 25 y,- SB ,
puis, en négligeant <1*0, • qui est, comme on l'a vu, comparable aux erreurs d'observation, l'on trouvera
( 16 ) ©; = e-f-Ufr-t-KJj'i-i-aBrff.
A l'aide de l'éqnation (16) jointe au 10* tableau, ou déterminerait Immédiatement, pour une aubstance quelconque, des valeurs de ©,• très voisines de celles que four, uiraient les observations, si l'on connaissait les valeurs des quatre coefilcients 0, U, £3, 23 relatives à la substance dont il s’agit. Ajoutons que ces coefficients pourraient su déduire, moyennant les formules (14) et (12), des valeurs supposées connues des quatre quantités
Mais, comme ou ne saurait obtenir directement, et sans recourir i l'expérience, les valeurs de ces quatre dernières quantités, ce qu’il y aura de mieux il faire sera de faire servir quatre valeurs particulières de 0; données par l'observation, par exemple, celles de
©ii ©i, ©i, 0i
à la détermination de ©, U, SB, IBS, ou, ce qui revient au même, à la détermination de la valeur générale de ©/. On y parviendra facilement, en opérant comme il suit. Si dans l’équation (16) on pose successivement
0 + IM, +• B ;',•+• © <f, ,
© + U/ï. •+■»}'. -i-SB*.,
© -t- U ,1, + B ;'i + SB d,.
Or des formules (17), jointes au tableau 10, on pourra déduire les valeurs de
0, U, B, S, exprimées en fonctions linéaires de
Par suite la valeur générale de ©;, que détermine l'équation (16), deviendra ell«J* même une fonction linéaire de 0,, 0,, 0, , 0,. On arriverait encore aux mêmes conclusions de la manière suivante.
Si l'ou combine, par voie de soustraction, la première des formules (17) avec la formule (16), on aura
© ; - 0, = U(jîi - /î.) 4- B (y,— y.) 4- SB (d ; - d.) ,
puis, en divisant les deux membres par /?,■ — flt, et posant pour abréger
Yi — Y‘ Pi- ^
fi
en trouver*
(19) = U + 25 ri + » «V-
Si l’on combine encore, p»r vola de soustraction, 1* formule (20) avec celle qu'on en déduit eu posant i = 3 , c’cat à dire, avec l’équation
(20) + + wô;,
on aura
Pt — P» P» — P*
puis, en divisant lea deux membres par yi — y»', et faisant pour abréger
Si' — a,'
on trouvera
ftt — <1» — fi'
ri—yi
Enfin, si l’on combine, par voie de soustraction, le* formules (24) avec celle qu’on en déduit en posant i — 5, c’cat t dire, avec l’équation
on aura
fi. — fi, fi,— fi,
ri — ri
fii — fi. i», — fi, fit — fi. fi. ~ fi, _
ri — ri ri — ri
«ou, ce qui revient au même,
fi
fi, — fi
rfi" — Si'
et, comme, en prenant i — 7 , on tirera de cette dernière équation
fi,- fi,~ fi, — fi, fi. — fi. fi> — P‘
Si' — S,"
l'élimination do ® entre les formules (24) et (25) donnera
Pi fil fil — Pt
Pi -pi
Pi -Pi
Pr — fi.
Pi-Pi
Pi - Pi Pi- Pi
ri— fi
fi
— fi
ou, ce qui revient au même ,
<***- £* I e - - s - frf: »•* « | •
Afin de montrer Futilité do la formule (27), supposons que pour une substance quelconque ou ait déduit de 1’ expérience les valeurs de ©,• représentées par
et correspondantes aux rayon* B, D. F, H de Frauenhofer. Four tirer de la formule (27) les valeurs de 0 t - correspondantes aux rayons
Il suffira d’ ; poser successivement
D’ailleurs les formules (18) et (21) jointes au 1 §r tableau fourniront les valeurs de ft i <V> df comprises dans celui que nous allô* tracer.
XVI. TABLEAU
Détermination des valeurs de , à/ et &•'.
Sommes. >
Os 190836 0.190636
yi — n
Ji
éi - d,
l*t±.(J7 — Zi)) £ (—(«—«))
3 MH? 12
»3b:iSiâ
;«:tô9jt>
2IIS-UII
L ld/-d|)
SStlOttt
tir
dj"
X(±tdj--d 4 "))
H y aplus : si l'OIl pose, pour abréger,
Pt—?., .. (P;— P *) (;/■— ;‘i') n (/?,— y»0(«i."— J>")
(28) Bj = jj— ÿ- • - c , - (;V- ,V) ’ - OW.XjV-y.' )(«Jr )’
• la formule (27) sera riluile «
Or les logarithmes des rapporta B,\ C;, D; et par suite ces rapports eux mêmes se calculeront aisément à l'aide du tableau 16, et offriront les valeurs comprises dans le tableau suivant.
VI
H+cî)
Four montrer une application de la formule (29), concevons que l'on y subside les valeurs de 0, , 0 3 , 0> , 0 7 tirées du 8* tableau [§ 6] et relatives à la solution de potasse. On aura
et Ton eu conclurra ^3
ayant égard au 15' tableau,
Par suite la formule (29) détiendra
Si dans cette dernière on pose successivement
les valeurs correspondantes de 0/, calculées à l'aide du 17» tableau seront celles que prcsetile le tableau suivant.
ira. TABLEAU.
f 'odeurs de ©,, 0«, 0* déduites des valeurs de 0,, 0, , 0, , © T , et relatives à la
solution de potasse.
hrth;)
Somme
l 0.0008 rif>i
o.tKKset.i
- 0,!HM07vS
B (-4- Vf) t(llîî)
Somme
h ( lif ) L(mi)
Somme
O.tKtsaoi B;
ft.nnssoi B; -0,00117; Ci 0,00007*7 l>i
11 ©,* ii 1,1161136
(31) 0 puis, en
Ainsi, pour la solution de potasse, lorsqu'on fait servir les valeurs de
0, , ©j , Oi , ©,
fournies par l'expérience à ta détermination des valeurs de
on trouve
D'ailleurs le9 valeurs de ©, , 0,, 0, fournies par les expériences de Krauenliofer sont respectivement [vojea le 8" tableau, § 6]
Les différences entre ces dernières valeurs et les précédentes, savoir,
•ont comparables et même notablement inférieures, comme le prouve le 7 ' tableau du § 6, aux plus grandes erreurs que comportent les observations.
Si, dans 1* formule (29), on pose pour abréger
cette formule donnera
ou, ce qui revient au m£me,
(39) = (1 - Di - E. - F;) 0, + F,. 0, •+■ F,- 0 5 + D; ©,.
D ailleurs des formnles (37) jointes au 17* tableau on déduira facilement le* valeurs suivantes des coefficients que renferment les formules (38) et (39). •
XIX. TABLEAU
Valeurs de Dg , £,•, Fg.
ifC)
c (+ Dg)
D( fil )
H±B,Dg) 1
4r4jp2«
-B, lif
Bi
Dm
— Ei
Js
JSj
Jt(±(l.D,-£-,-F l ))
En conséquence, ou tirera de la formule (38)
0. = 0, 4- 0,08584 (0, — 0.) 4- 0,62126 (©, — 0,) -+- 0,44313 (0, — 0,), cl de la formule (39)
Les formule» (40) ou (41), appliquées a une substance quelconque, donneront _
pour cette subslauce les t «leurs de
quand on aura déduit de l’expérience celles de
Pour montrer un exemple de celte application, considérons de nouveau la solution de potasse. Allors les valeurs des quantités 0, , 0j , 0 S , 0, et de leurs diilérences successives seront fournies par les équations (30), (31), et la substitution de ces valeurs dans les formules (40) ou, ce qui retient au même, dans la formule (38), donnera naissance au tableau suitant.
IU
1 L (fl. - fl,)
Fi (flj — fl,) Fi i fl-, fl,) />,•(«, — «,!
e,- 1 î.ssi
i.nwass
Or ce tableau, comme on défait s’y attendre, reprodnll précisément les valeurs de ©., 0, , © 6 ci- dessus déduites de la formule (29) et déterminées par les formules (34).
On pourrait faire servir les valeurs de J'Q; données par le 7' tableau, à la détermination des valeurs corrigées de ©,• que fournirait la formule (40) on (41) appliquée successivement aux diverses substances. Observons en effet que ces formules comprises elles mêmes dans l'équation (38) ou (39), sont déduites d’une équation qui ne subsiste qu'approximativemcnt, savoir de l’équation (16), qui devient rigoureuse, et se transforme en l’équation (15) , lorsqu’on y remplace G- par
en substituant à 0; la valeur observée. Il en résulte qu’ à leur tour les équations • (38) et (39) deviendront rigoureuses, si I on y remplace
par
Ainsi, par exemple, les valeurs observées de
vérifient en toute rigueur l’équation
Or on tire de cette dernière formule
l ( 1 _ I); — El — Ff) 0. + F; ©, + E; 0, /), 0, = 0; - /©; • .
( ” 1 \ + (* - D( — E,- — FjJJ'Gt + F { JV,+E, J'S> +D t J’©,.
Donc le second membre de l'équation (39) , ou la valeur corrigée de ©,• fournie par celte même équation, est la somme des deux quantités
et
( 44 ) H-Di—Ef-F/) J'Q t F.; .d'Q, + F ; ,/•©, + D, 4*9,
dont la première se trouve, pour chaque substance et pour chaque rayon, immédiatement donnée par le 8* tableau, tandisque la seconde peut être facilement déduite des valeurs obtenues pour
J*0,, J'Q,, SO t , J'Qy.
Si dans l'expression (44) on pose successivement
cette expression acquierra, en égard au 19* tableau, les formes suivantes :
Comme des Taieurs numériques de J'Q ; , exprimées en millionièmes, et fournies par le 7 e tableau , la plus grande 103 est seule composée de trois chiffres, chacune des autres renferment deux chiffres au plus, il est clair que, dans l'évaluation en nombres des polynômes (45) Ou pourra, sans erreur sensible, réduire chaque coefficient à se deux premiers chiffres décimaux, et par suite ces polynômes eux mêmes aux trois suivants :
En substituant dans ces derniers polynômes les valeurs de J'Q , , J'Q , , J'Q , , J'Q , tirées du 7* tableau, et retranchant des résultats ainsi calculés les valeurs de J'Q; on obtiendra les corrections que doivent subir les valeurs de Q; fournies par l'expérience pour se transformer en celles que donneraient les formules (39). Les corrections dont il s'agit sc trouvent déterminées, pour chacun des trois rayons C, F, G de Frauenhofcr, dans le tableau que nous allons tracer.
XXI. T A B L B A
Correelioiu de 0, , 0 4 , 0, exprimées en millionième t.
0,45 ,*<», 0,74 J'*, OJti Z 1 », 0,01 ^*e, Souine
Correction do 0 ; .6.1 I » U *
0,10 ' _ 7 tir"r"T
0 , 9 'iJ'Qr, S flo 2 7
-10, -5' -fi 1 -7 I is - I :i :i -«
1 10 -| -35 -2 Il -ion S -52
- l! 2 II 7 H - 10 2 3 5
Il -»|] -7 - 18 fl -3M - lt»l fij - 25 I IM
- I | I - I II l-l
2!» I -fi -32 -21 10 -ii -11-28 15
l’orrcrtion île (-) % \ 11 ! -fi
-81 Üf -1
- 75 | - Ho 73 -8| -I» -53 35
- ii 1 - 1|| - 1 2 0
- I 12 - 6 -8 - Itî -7
Somme I Ifi II 9 ! - 21 Ii - 32 ! 43-13 -1 -31
Cotredion «îc 0 r , ; 33
I.V IJ
I *ru i r atteindre une plux grande exactitude, nous avoua, dans les multiplications, remplacé l«rs valeurs approchée» des coefficient* de //'0, y d'Oy . « . . c'cal à dire les nombre*
Somme h.
écrits à la marge du 21* tableau, par les nombres
c'est b dire, par les valeurs des mêmes coefficients prises dans les expressions (45), toutes les fois que la réduction de l’un ces coefficients à sa valeur approchée pouvait augmenter ou diminuer d’une unité le dernier chiffre du produit. La dernière ^polonnc verticale du 21' tableau, composée de sommes qui se déduisent les unes des autres, et dont chacune, comme on devait s'y attendre, diffère très peu de zéro, sert A confirmer la justesse de nos calculs.
Si l’on fait subir les corrections indiquées par le tableau 21, aux valeurs de
déduites de l'expérience, on obtiendra celles que déterminerait la formule (39) el que présente le tableau suivant.
liantes à quatre rayons différents, savoir aux rayons II, V, /•', Il de Fraucnhofer, méritent plus de confiance que les valeurs de 0),, 0 4 , (9a directement fournies par l'expérience, puisque chacune de ces dernières est tirée d’uue seule observation.
Valeurs corrigées de 0. , 0 4 , 0 S , en vérin de la formule (39).
( Itt )
Mais on doit noir pins de confiance encore dans les valeurs corrigées du 0 : , 0, , 0, que présente le 8* tableau, et qui s’y trouvent représentées par
puisqu' à la détermination de chacune d’elles concourent les observations faites non plus seulement sur quatre rayons, mais sur les sept rayons B, C, D, E, E, G, II. Cette conclusion sc trouve d'accord avec la remarque facile à faire que les corrections de 0ii 0. , 0« déterminées dans le 21' tableau, offrent en général des valeurs numériques supérieures aux valeurs numériques correspondantes des quantités J'&„ _i*0„ J'0 t qui représentent au signe près dans le 8' tableau les corrections de ©i, 0, , 0,.' Effectivement, dans le 21" tableau, la correction de 0„ par cvemple, est, pour toutes les substances, eveepté pour la 3' espèce de flintglass, la différence qu’on obtient quand on retrauche la quantité _/*0, d’une autre quantité affectée d’un signe contraire, ensortc que les valeurs numériques de ces deux quantités B’ajoutent pour former celle de la correction de ©,. Au reste les plus grandes des valeurs numériques des corrections de 0i, ©„ 0, exprimées en millionièmes dans le 21* tableau, ou les quantités
sont encore inférieures au nombre
qni représente la plus grande des valeurs numériques des variations de 0, ; comprises dans la 7 e ligne horizontale du 7 e tableau du § C, et par conséquent sc trouvent renfermées entre les limites que comportent les erreurs d’observation.
§. 8. Remarque» sur les résultats obtenus dans les paragraphes précédents.
En établissant les formules à l'aide desquelles ont été calculés les nombres que renferment les divers tableaux des deux derniers paragraphes, et spécialement le 8* tableau du § 7, nous avons supposé que, dans chaque substance, l'élasticité de l’éthcr restait la même en tous sens, et qu’en conséquence les milieux traversés par la lumière étaient du nombre de ceux qui offrent les phénomènes de la réfraction simple. Dans cette supposition, les quatre quantités dont se composent les valeurs corrigées de 0 t -, c'est à dire, les quantités désignées dans le 8* tableau du § 7, par
doivent, comme on l’a dit, former généralement, abstraction faite de leurs signes, une suite décroissante. Mais nos formules pourraient cesser d'être rigoureusement applicables, si l’une de* substances possédait, même à un faible dégré, la propriété de faire subir aux rayons lumineux une réfraction double, et alors la condition ci-dessus énoncée, savoir que les valeurs numériques des quantités (1) forment une suite décroissante, pourrait cesser d'être vérifiée, sur tout pour la substance dont il s'agit.
Or, dans le 8 r tableau du § 7, la seule substance pour laquelle la condition énoncée ne soit pas toujours remplie est l'huile de térébenthine. Donc l'inspection de ce tableau nous conduit à penser que, si l’une des substances employées par Frauenhofer produit à une faible dégré la double refraction, ce doit être l'huile de térébenthine. Fftcctivcment M. Biot a reconnu que le plan de polarisation d’un rayon lumineux, c'est à dire. Je plan mené par le rayon et dans lequel se déplacent les molécules d’éther, change plus ou moins de direction, lorsqu'il a traversé une couche plus on moins épaisse d'huile de térébenthine ; et cette observation. Comme nous le verront plus tard, prouve que l'huile de térébenthine possède, quoiqu’ à un faible dégré, la propriété d'être doublement réfringente. Si, en raison de cette circonstance, on exclut l'huile de térébenthine des calculs relatifs à 1a détermination des valeurs corrigées de alors, h la place des tableaux 2 et suivants du § 7, on obtiendra ceux que nous allers former. >
Dabord, si des sommes représentées dans le 2 e tableau [§ 7] par l'JOi et 2'8'JQi
on retranche les valeurs de
JG. et S JG:
relatives à l'huile de térébenthine, on obtiendra pour ces mêmes sommes et pour j?/ de nom elles valeurs qui seront fournies par le tableau suivant.
I. TABLEAU
Valeurs de fl-.
rjQ.
L (±fti)
S'il
fit
o,tyosii8
Si maintenant on joint les nouvelles valeurs de f}{ aux valeurs de S 'JG* que présente le 2 e tableau du § 7, on déduira successivement des formules (4), ^3) et (I) de ce même paragraphe les valeurs des quantités
V» y-; JiQ f
comprises dans les tableaux que nous allons tracer.
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, Se©
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Suite du 4' tableau.
Pour abréger, nom avons omis Ici les tableaux analogues aux 3 e , 5* et 7* tableaux du § 7, c’est à dire, ceux qui servent à déterminer les valeurs de 9 { \ SOii ^©,-i Va
Au reste l'exactitude de ces valeurs peut être aisément vérifiée è l’aide des seuls tableaux que nous venoua de présenter. Ainsi, en particulier, pour obtenir les valeurs de
O ' O ,f A w Vit VI » V 1
relatives à l'eau [lr* série], il suffira d'ajouter respectivement aux logarithmes de
pris dans les 1”, 2* et 3* tableaux, c'est - à - dire, aux nombres 2807340, 2296904, 4372667
les logarithmes des valeurs de
— S’^0;, SV©,-, S'V© f
relatives à l’eau [1'* série], pris dans ces mêmes tableaux, et dans le 2* tableau du § 7, c'est & dire, les nombres
Les sommes formées, comme on vient de le dire, savoir,
1503705, 7886388, 6191103 représenteront les logarithmes décimaux des nombres
qui, pris avec le signe — , offriront précisément Ica valeurs de
tL f il M n VI j VI 1 VI y
inscrites dans le 4* tableau. Il sera d'ailleurs facile de vérifier, i l’aide de ces valeurs, celles que nous avons assignées à
S0,, J’O, , /PB
car on tirera des équations (1) du § 7, en ayant égard au 2* tableau de ce même paragraphe,
/PB, = J'O, — &r=z — 0,000062 -f- 0,000042 = — 0,000020.
Dans le 4* tableau, ainsi qu’on devait s'y attendre, les valeurs numériques des quatre quantités
0 , Si, é>/, &r
forment, pour chaque substance, et pour chaque rayon, une suite décroissante. Les valeurs corrigées de ©,-, ou les valeurs de
Bi-J'S.,
que fournit ce même tableau, sont toutes comprises dans la formule (11) du § 7, laquelle on peut les déduire en substituant aux quantités
de
©, v = s'J©,-, ir = s''_r©,-, i/" = s v* 0 f ,
el
/îi» J';.
les valeurs que lions relions d’employer, et qui se trouvent réunies «Uns les tableaux suivants.
Valeur* de O, V, V\ V".
, 1. «éric.
| 2. série.
! Solation
de
; |>ota«i«.
i, e*|itcc,
o + n g \ ! 2. c*picc.
a r » f| Fl
3, espèce.! 1* CBpècf. *2. espèce.
VI. T A B L S A V
Valeur .» rfc /?; , y,- , <î;.
Sommes
des
valeurs
numéri-
que*.
fl;
Yi
Quant aux valeurs des trois sommes représentées dans 1a formule dont il s’agit par les notations
on les déduira sans peine des formules (G) «lu § 7, et l’on trouvera = 0,430662 — 0,560337 = — 0,138675,
Aux valeurs corrigées «le ©,-, fournies par le 4* tableau, cl représentées par
correspondront des valeurs corriges de 6 f que nous représenterons encore par
CRjJi'f e.l
2,705825 - 0/296Stt| -0,00198sj • 0,000*76!
et dans lesquelles on déterminera J'O; arec une approximation sulTisante & l'aille de la formule (13) du §. 7. Effectivement les valeurs de J'Oj ainsi obtenues, et inscrites dans le tableau suiiant, vérifient sensiblement la double condition de fournir pour les quantités (150), ou pour les quantités (151) du § G, quatre valeurs égales au signe près, mais alternativement affectées de signes contraires.
VTI. TABLEAU.
T'aleurs ile J'Oj .... exprimée» en millionièmes.
Crawnglaaft
Hua
*Oa
le
si
ci _
au‘C
‘Sa
A'th
J'Vt + J'fl,
J'/Jt
Aa x
j'Ot + j'n,
Au reste les valeurs de d'fl; Inscrites dans le tableau précédent différent très peu de celles que fournissait le 12* tableau du § 7. En effet les différences entre les unes et les autres, étant exprimées en millionièmes, sont telles que les offre le tableau suivant.
T ni. TABLEAU.
Différences entre les valeurs de J'O; obtenues dans les § 8 et 7.
fi.
«ri
fi.
fi.
fi.' h
fO ©î
pour t — 1
tf
Donc ces différences sont généralement très petites, et inférieures ou tout su plus égales à 10 millionièmes, si l'on en excepte une qui s'élève à 14 millionièmes seulement.
Eu retranchant les valeurs de J'O; fournies par le 7* tableau des valeurs de t)i données par le l* r tableau du § 6, et remplaçant les deux valeurs d’une même quantité qui correspondent aux deux séries d'expériences faites sur l'eau ou la troisième espèce de flintglaes par la moyenne arithmétique entre ces deux valeurs, on obtiendra les valeurs corrigées de 0,-, ou, en d'autres termes les valeurs de
Ot-SOi
inscrites dans le tableau suivant.
etpècel
potasse.
§. 9. Sur la propagation Je la lumière dont les milieux ou sa vitesse reste la mime pour toutes les couleurs.
On lie peut douter que dans le vide, c'est à dire, dans cet espice dont l'étendue effraye l'imagination, cl au travers duquel les rayons des astres pariiennent jusqu'à nous, la vitesse de la lumière uc reste la même pour toutes les couleurs. Autrement les étoiles nous apparàitraicnt, non plus comme des points brillants, mais comme des bandes lumineuses et très étroites qui offriraient à nos yeux les diverses nuances du spectre solaire. Ainsi le fluide éihcré , lorsqu'il est seul, et que sa constitution naturelle n’est pas modifiée par la présence des corps pondérables, a la propriété de transmettre avec la même vitesse les rayons diversement colorés, par exemple, Ica rayons routes et les rayons violets. Il y a plus, l’éther parait conserver encore cette propriété, lorsque scs molécules se trouvent en présence de celles d’un corps gazeux; du moins jusqu’à ce jour on n'a pu découvrir dans les gaz aucune trace de la dispersion des couleurs. Donc, sous certaines conditions, la vitesse de propagation de la lumière, ou la quantité représentée par fl dans le 2' paragraphe et les suivants, doit devenir indépendante de l’épaisseur l des ondes lumineuses. En d'autres termes, les formules (1) et (3) du § 3, savoir ( 1 ) SlT = l
(2) s = hQ
doivent, sous certaines conditions, fournir pour la durée T des vibrations lumineuses une valeur proportioaaille à /, et pour la quantité
2 Tt
une valeur proportionelle à celle de
2ft
C’est de la recherche de ces conditions que nous allons maintenant nous occuper.
Considérons des vibrations lumineuses propagées dans le vide, ou généralement dans un milieu où 1' élasticité de 1’ éther reste la même en tous sens. Allors les quantités a et k seront liées entre elles par la formule (79) ou (80) du § 3. On pourra même débarasser cfcttc formule de l'angle a, en ayant égard aux équations (50) et (51) de la page 35, et à l'équation identique (5) cos’or + cos’/S+cos 1 )' = 1-
Effectivement en vertu de cette dernière, et en étendant les sommes Indiquées par le signe S à toutes les valeurs paires de X, p, v qui vérifient la condition
ou trouvera
(7) S jmr 2 , 1 " , f(r)| = S |wr 8 "‘ 1 (co*»o + cos’,? 4 . cos’y)" f (r)|
— — ^ t S f«r ! "'*f(r) cos^'rt coa' u ft cos’’*/! )
{(* *-4x* 3 ïX‘-*--î) !
puis on conclura de l'équation (7) combinée avec U formule (50) du § 3
m „ t S„-l rr o_ 12 3 -" _ t ÎB .i rr , ». ) _ [1.3..a-D 1.3..0-1) 1.3..(v-iX
( 8 )S r «r)\-ÜS.<2U) S r '«“• “! jt. 2 ..^ i.a.r£ï.2..^j
D'ailleurs en désignant par x, y, z des variables quelconques, on aura en vertu d'une formule connue
puis on tirera de cette dernière équation, en y posant
et multipliant les deux membres par 2 n
Donc la formule (8) donnera
S jmr 2 ™ 1 f(r)j = (2» 4*1) S jmr 2n " 1 f(r) C0s 2 *aj ,
et par suite
(10) S jmr î ' , ' 1 f(i-)co8 2 " f! | — in+ 1 8 |mr î "' 1 f(r)J. Pareillement on tirera de la formule (5) jointe & l’équation (51) du § 3
(11) S î»r S »- 3 /(r) COS S "«| = —JS j«r S '" 3 /(r)|.
Cela posé , U valeur de a* déterminée par l’équation (80) du même paragraphe détiendra
(12) *= *» S jï ^3 [ f ( r ) +i/(’0] | - [!(*•) +4/(r)]
+ *’ s i iAa^ldJ f (r) + ~ etc ’ ’ • ’
D'autre part, comme la formule (13) du § l ,r donne
(13) f(r) = rt , (r)-‘t(r) t on aura généralement, pour une valeur quelconque du nombre entier n.
Sn-1
L r ( r)+ lï+3 /(r )J 2n -f- 3 (2«-f-3)r :
dr
et en conséquence l’équation (12) pourra être réduite &
1 y U rf(r»f(r)) ) 1 y «f(r»f(r)) j
(14) ®— 5lA3 S jr« dr \ 7 1.2.3.4.5 8 j r» dr
9 1.2.3.4.5.6.7 r* dr +
Enfin l’on a évidemment 1 IV
r " \1 . 2. 3 .4. 5 1. 2. 3.4. 5. 6. 7 ~ t " 1.2. 3. 4. 5. 6. 7. 8 .9 etC 7
,‘teM‘-rn)i ,
— * J <fr
Donc la formule (14) pourra »’ écrire comme il suit
sîn Ir
p (cos lr + ■’ iv) •
* ,= s (ïv-
’ ^(cosIt -
Au reste la formule (15), comme nous le prouverons dans un autre mémoire, pourrait encore se déduire immédiatement de la formule (79) du § 6.
Les formules (79) et (80) du § 3, on la formule (15), à laquelle on peut les réduire, se rapportent au cas où, les conditions (48), (49), (50), (51) [§3] sc trouvant remplies, la propagation de la lumière s’effectue de 1a meme manière en tous sens; et nous devons ajouter que ce phénomène , qui a rigoureusement lieu dans le vide, subsiste approximativement dans les divers milieux ; puisque, dans les corps doués de la double réfraction, la différence entre les vitesses de propagation des rayons ordinaire et extraordinaire est généralement fort petite. Or les conditions que nous venons de rapcller se vériRcnt toujours, comme 11 est facile de s’en assurer, lorsque dans les sommes indiquées par le signe S et qui sont de Tune des formes
S jmr 2 ** 1 f (r) cos A a co$ ,M £ cos*y J, S jmr* w ~ 3 y*(r) coa A a coa* M /?cos ,, y| ,
les sommations relatives aux angles «, /9, y compris entre le rayon vecteur r et les demiaxes des coordonnées positives, peuvent être remplacées par des intégrations aux différences infiniment petites, et relatives à deux angles auxiliaires p, q liés aux trois premiers par les équations
(16) cos a = cosp, cos ( # zz slnpcosq , cos y — sinp sin q ;
T angle p étant celui que forme le rayon vecteur r avec une axe fixe, et l’angle q celui que forme un plan fixe mené par l’axe fixe avec le plan mobile qui renferme le même axe et le rayons r. Il est donc naturel de penser qu’on obtiendra une première approximation des mouvements de l'ether dans tous les milieux, et probablement avec une grande précision les loix de son mouvement dans le vide, si Ton change les sommations doubles relatives aux angles p , q en intégrations doubles, ou même les sommations triples relatives aux variables p, q y r en intégrations triples. Àllors, en désignant par q la densité de l’éther au point avec lequel coïncide la molécule m, par m une seconde molécule dont les coordonnées polaires soient p, q , r, par l r (r) une fonction du ravon vecteur r, qui s’évanouisse pour r zr oo , et par n le rapport delà circonférence au diamètre, ou le nombre 3,14159265..., ou trouvera *
(17) S ;» F (r)î =/:«/: ’J'l Qr'F(r) sin p dpdqdr,
le signe S «’ étendant, dan. le premier membre de 1’ équation (18), à toutes les molécule. m distinctes de m , et
représentant deux valeur» de r , dont la première *oit nulle ou bien équivalente à la plu» petite distance qui sépare deux molécules voisines d'éther, la seconde infinie ou du moins assez grande pour que, dans l’expression
la somme des termes correspondants à des valeurs plus considérables de r puisse être négligée sans erreur seusiblc. Comme on aura d’ ailleurs
,fo sin P d p — 2 » ST d i— 2n '
on pourri, ce supposant la densité q constante, réduire la formule (17) à (18) S JmF(r)| =inçf r r ~r'F{r)dr,
et par suite l’équation (15) donnera
! |p (cos I-r — 4- » * v) f(r)| ^
Or, pour de tris grandes ou de très petites valeurs de r, le produit
(20) _(cos t r-_ + ï **r«) = J r , + — - —
_1 Pr* 1 Vf*
“5 1 . 2.3 7 1 . 2 . 3 . 4. 5 + cte ' ’
développé en un trinôme ou en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de r , pourra être remplacé sans erreur sensible par le premier terme de son développement; et ce premier terme, vis & vis duquel tous les autres pourront être négligés, sera, pour de très grandes valeurs de r
et pour de très petites valeurs de r
1 Vr'
Donc la formule (19) donnera sensiblement
Supposons maintenant ri> = 0, r K = oo. L’ équation (21) fournira pour a 1 une valeur finie, positive et différente de séro, dans deux cas dignes de remarque, savoir 1° quand le produit
se réduira, pour une valeur infiniment grande de ia distance r, & une constante finie, et positive, 2° quand le produit
se réduira, pour une valeur infiniment petite, de r, & une constante finie mais négative. Le premier cas aura lieu, par exemple, si l’on suppose
G désignant une constante positive, et alors le valeur de réduite à
In
détiendra indépendante de la quantité k. Pareillement le second cas aura lieu, si l’on suppose
ît
Vf
// désignant encore uue constante positive, et alors la valeur de a déterminée par 1 ’ équation
détiendra proportionelle à k. Comme d'ailleurs le produit (28) mmr(r)
représente l’attraction ou la répulsion mutuelle des deux molécules m , m , la quan* tité f (r) étant positive, lorsque les masses m, m s’attirent, et négative, lorsqu'elles se repoussent ; il résulte des formules (24) et (25), ou (26) et (27) que la quantité «•
a deviendra indépendante de k, si deux molécules s'attirent en raison inverse du carré
de la distance qui les sépare, et proportionelle à k , si deux molécules se repoussent en raison iuversc de la quatrième puissance dq cette distance. Au reste, pour obtenir la formule (25), il uc sera pas absolument nécessaire d’attribuer i la fonction f (r) la forme que présente l' équation (24), et il suffira, par exemple, de supposer
g (r) étant une nouvelle fonction qui se réduise à G pour i* , sans devenir infinie pour r=0. Pareillement, pour obtenir la formule (27), il suffira de supposer
g(r) étant une fonction de r qui se réduise à H pour r =: 0 , sans devenir infinie pour r — x> . C' est ce qui arriverait eu particulier si l’on posait % .
g (r) = //e nr , ou g(r) = He nr cosbr, etc
et par suite
_ Hc~ nr cos b r
(31) f (r) = 3 —, ou f(r) = 3 , etc.
a, b désignant de constantes réelles dont la première serait positive ; etc. De la formule (27), combinée avec la formule (2), on tire
En vertu de cetie dernière, U vitesse de propagation Si des vibrations moléculaires devient indépendante de la durée de ces vibrations. On peut donc considérer la formule (27) comme propre à représenter la loi de propagation de la lumière dan» le vide, ou même dans les gaz; et alors l'action mutuelle de deux molécules d’éther doit prendre l’une des formes qui répondent 4 l'équation (27), de telle sorte que, dans le voisinage du contact, cette action soit répulsive et réciproquement proportionelle au bi-carré de la distance.
Rocmer et Cassini ont remarqué les premiers que les éclipses des satellites de Jupiter, calculées d’après les observations faites pour une distance donnée de cette planète à la terre, cessaient d' être appcrcucs aux époques déterminées par le calcul lorsque cette distance venait 4 croitre ou è diminuer. En comparant I' avance ou le retard qui avait lieu dans l'observation de chaque éclipse avec la diminution ou l’accroissement de la distance des deux planètes, ils en ont conclu que la lumière employé 8' 13“ ou 493 secondes sexagésimales de temps pour parcourir un espace égal su rayon moyen de I’ orbite terrestre, c’ est à dire, 39229000 lieues de 2000 toises chacune ou de 3898,07318 mètres. Il en résulte que la vitesse de propagation de la lumière est de 79572 lieues ou environ 310177500 mètres. Donc en prenant le mètre pour unité de longueur et la seconde sexagésimale pour unité de temps, on aura dans les formules (2) et (32),
(33) iî = 310177500 , et L (12) = 8,4916103.
Cela posé, l’équation (32) donnera
(34) pW= 229C8(10)« environ.
La valeur du produit ç II déterminée par la formule (30) étant très considérable, il est nécessaire qu’au moins l’un des facteurs de ce produit soit nu très grand nombre. D’ailleurs , si , pour plus de simplicité , l’on suppose que les masses de toutes les molécules d’éther solnl égales entre elles, et si l’on prend alors la masse d’une molécule pour unité de masse, le facteur H représentera l’intensité de la répulsion qu’ exerceraient l’ une sur I’ autre deux molécules d’ éther placées à un mètre de distance dans le cas oh l’on étendrait 4 des distances quelconques la loi de répulsion déterminée par la formule (26), cl ci-dessus établie pour de très petites distances. Or nous n’avons point de raisons de croire que le facteur II ainsi défini ait une valeur considérable. Nous devons plutôt penser qu’il offre une valeur très petite, ou, en d’ autres termes, que la vitesse propre 4 mesurer la force répulsive dont il s’agit c’est 4 dire, ta vitesse communiquée par cette force dans la première seconde sexagésimale 4 chacune des deux molécules prises dans )’ état de repos, et placées en présence l’une de l’autre 4 un mètre de distance, serait une vitesse très peu considérable. en vertu de la quelle chaque molécule ne parcourrait en une seconde de temps qu’un espace représenté par une très petite fraction du mètre. Mais il est essentiel d’ajouter que, dans l’hypothèse admise, la densité de l’éllicr ou le facteur Q se réduira au nombre des molécules éthéréea comprises sous 1’ unité de volume, c’est
a dire, sons le volume d’un mètre cube. Celt pose 1 , de l'équation (34-) présentée nous la l’orme
il résulte seulement que pour obtenir U millionième partie île p, c’eut A dire, la nombre des molécules d’éther comprises dans un millimètre cube, nu doit répéter plus de vingt deux mille -millions de millions de fois le nombre iraisemblablcmcnt déjà très
considérable qui se trouve exprimé par ~ •
Si l’on nomme B la densité moyenne du globe terrestre, évaluée comme celle de l’ éther vient de l’être, c’est à dire, la valeur moyenne du nombre des molécules de matière pondérable, comprises dans ce globe sous le volume d' un mètre cube, et
la valeur moyenne de l'attraction qu' exercent l'une sur l'autre deux de ces molécules, placées à un mètre de distance; le rapport
représentera l' action des mêmes molécules placées à la distance »• : et, comme, en nommant 91 le rayon moyen de la terre, on trouvera le volume du globe terrestre sensiblement égal à
l’ intensité g de la pesanteur à la surface de la terre aura pour mesure le produit des trois facteurs
DP ’
On aura donc
De cette dernière formule, combinée avec l’équation (32), on tirera
D'ailleurs, en prenant le mètre pour unité de longueur et la seconde sexagésimale pour unité de temps, on a trouvé à 1’ observatoire de Paris
et le rayon moyen de la terre, exprimé en métrés, est environ
Par suite, on tirera de 1' équation (36)
7 Sfr ••
et de P équation (37), environ,
(39) p/f=G2448(10)”JDG.
Comme le nombre B de* molécules du globe comprises «ou* le volnme d'un mètre cube ne peut être supposé que très considérable, il résulte de l’équation (38) que P intensité // de la force qui représente P attraction de deux de ces molécules placées à un mètre de distance doit être fort petite,' et de beaucoup inférieure à
fiy
Vio/
c’est à dire à un millionième. Quant à P équation (39), elle donnera
et l’on en déduira une très grande valeur du rapport ^ , à moins toutefois de supposer, ce qui n’est guère* probable, que la répulsion H de deux molécules d’éther transportées à un mètre de distance sans que la loi de leur repulsion se trouve altérée, surpasse extraordinairement l'attraction G de deux molécules pondérables placées à la même distance. Fin rejettant cette dernière livpotbèsc , et supposant au contraire le nombre H comparable au nombre G , on conclurra de la formule (40) que dans un espace qui renferme seulement quelques molécules de matière pondérable, les molécules d’éther se comptent par mille millions de millions. On peut dire en ce sens que la densité de l'éther est considérablement supérieure à celle des gaz, des liquides, nu même des solides. Mais cette proposition cesserait d' être exacte, et l’on pourrait même soutenir la proposition contraire, si l’on prenait pour mesure de la densité le poids des molécules comprises sous 1' unité de volume, au lieu du nombre de ces molécules.
Si l’on applique la formule (32) à la propagation de la lumière, non seulement dans le vide, mais aussi dans les milieux oh l’on n'apperçoit nulle trace de dispersion, par exemple, dans l' air atmosphérique, si d’ailleurs on nomme
ç' et li’
ce qui deviennent la densité p de l’éther, et la vitesse îî de la lumière quand on substitue 1' air atmosphérique au vide , ou plus généralement le nouveau milieu au vide, on aura simultanément
et par suite (41)
Sî'
Vf
En vertu de cette dernière formule, la vitesse de propagation de la lumière, dans les
IM
milieux qui ne dispersent pas les couleurs, serait proporlionelle à la racine carrée de la denaité de l’ éther dans ces mêmes milieux.
D'ailleurs, si l’on nomme 0 l'undicc de réfraction de la lumière passant du vide dans le milieu que l’on considère, on aura [voyez la formule (8) du § G]
et par suite la formule (41) donnera
Or, comme l'indice de réfraction 0 surpasse toujours l’unité, la valeur de p' dcler- vj minée par 1' équation (43) sera toujours inférieure & celle de p. Ainsi l'application de la formule (32) aux divers milieux qui ne dispersent pas les couleurs, nous conduit à supposer que la densité de l’éther, ou le nombre des molécules etbérées comprises sous l’unité de volume, est plus considérable dans le vide que dans tout autre milieu. Au reste, en vertu de la formule (43), la diminution de densité de l’éther, quand on passera du vide dans un sa* quelconque, devra être généralement fort petite, attendu que, pour tons les gaz, l’ indice de réfraction 0 diffère très peu de l’unité, et que pour chacun d’eux la valeur de 0 — 1 fournie par l’observation ne s’ est jamais élevée à 16 dix-millièmes.
I.’ indice de réfraction de l’ air atmosphérique peut être déterminé directement ponr une température donnée et sous une pression donnée. C’est ce qu’on fait MM. Biol et yjrago qui ont trouvé cet indice égal à 1,000294 pour la température zéro et sous la pression représentée par une colonne de mercure de 76 centimètres de hauteur. On peut aussi déduire le même indice des observations astrouoiniqucs, et on trouve alors pour sa valeur moyenne le nombre
En multipliant par ce dernier nombre les diverses valenr de ?,• que fournit le 2' tab- - Iran du § 6, c’est à dire les épaisseurs des ondes lumineuses, mesurées dans l’air et correspondantes aux rayons
JJ, C, D, E, F, G, If,
de Frauenhofer , on obtiendra les épaisseurs de ces ondes dans ie vide, telles que les présente le tableau suivant.
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Ainsi les épaisseurs des ondes lumineuses sont un peu plus grandes dans le vide que dans l'air. Mais, tandis que l'on passe de l'air dans le vide, la variation de l'épaisseur d'une onde ne s’élève point audoli de 2 dixmilliouièmes de millimètre, et reste toujours inférieure à trois divmiltièmcs de celle même épaisseur; d’ou il résulte que la variation dont il s'agit pourrait être négligée comme comparable aux erreurs des observations qui ont fourni les valeurs de /,• exprimées en cent millionièmes de pouce et inscrites dans le 2* tableau du g 6.
En joignant le tableau qui précède aux formules (1), (2), (3), (4), et à l'équation (33), prenant toujours le mètre et la seconde sexagésimale pour unités de longueur et de temps, effectuant les calculs par logarithmes, et désignant par
le nombre des vibrations lumineuses qui se succèdent l’une à l’autre dans une seconde de temps, on obtiendra sans peine, pour les rayons
de Frauenhofer, les valeurs de
k, T, N et a,
et de leurs logarithmes, données les par le tableau suivant.
U. TABLEAU
Valeurs de k , T, N, s.
Indication des rayons.
logarithme de lez
HJ)
logarithme de T~ logarithme do JVz:
logarithme de s—
ïooo *
îv
to
ftôoboôô)» '
il 296 Kl
'*wr*.r >rr y
En égalant le» nombres que renferment, dans le 2* tableau, les quatre dernières lignes horizontales aux produits places en avant de ces mêmes lignes, on en conclut Immédiatement les valeurs de k, T, A', *, relatives aux divers rayons. Ainsi, par exemple, de ce que pour le rayon B le produit
10 jy
est sensiblement égal à 4508, Il résulte que le nombre des vibrations lumineuses ac- , i complice dans ce rayon en une seconde de temps est la dixième partie de 4508 millions de millions, de sorte que pendant ce court intervalle environ 451 millions de millions de vibrations se succèdent l’une à l'autre. Pour obtenir la durée de chacune de ces vibrations, il faudra égaler le produit
au nombre 2218, et par suite la durée de chaque vibration, dans le rayon B, sera représentée par la fraction « v
qui est un peu plus grande que y
Si au rayon B on substituait le rayon C ou Z), il faudrait à la fraction (45) substituer le rapport
qui différerait encore très peu de la fraction (46). Donc, si l’on partage une seconde de temps en mille millions de millions de partie* égales, deux de ces parties représenteront à très peu près la durée d’une \iliration lumineuse dans le* rayons B , C, I) placé* vers 1* extrémité rouge du spectre solaire. Cette durée ne surpasserait que d’un quart entiron l’iiuc des mêmes parties dans le rayon situé vers l’extrémité opposée du spectre parmi les rayons violets.
Les épaisseurs des ondes relatives aux couleurs principales du spectre solaire, et aux limites de ces couleurs, ont été déterminées par Freancl avec uno grande précision. Ces épaisseurs, exprimées en millionièmes de millimètre sont telles que le* présente le tableau suivant.
Valeurs de 7, exprimées en millionièmes de millimètres .
Limite » de» « ouli urs principales.
Couleurs principale».
violet extrême
4 (Xi
violet indigo
indigo bleu
bleu vert
vert jaune
jaune orangé
orangé rouge
rouge extrême
violet
indigo
bleu
vert
jaune
orangé
rouge
Les valeurs précédentes de 7, mesurées dans l’air, ne seront pas sensiblement altérées, si l’on passe de l’air dans le vide. Car ce passage, en les faisant varier dans le rapport de 1 à i, 000276, n’ajoutera pas meme à chacune d’elles le tiers de sa millième partie. Eu les divisant par la vitesse il de la lumière dans le vide, on obtiendra, pour les couleurs principales et pour leurs limites, les durées des vibrations de l’éthcr. Ces durées seront comparables à T intervalle de temps insensible qui résulte de la division d'une seconde sexagésimale en mille raillions de millions de parties égales, et leurs rapports avec ce même intervalle se trouveront exprimés par les nombres que renferme le tableau que nous allons tracer.
partie
Limite* de» couleurs
principales.
Couleur» principale».
violet extrême
violet
violet Indigo
iudigo
indigo bleu
bleu
bleu vert
vert
Suite du 4* tableau.
Limites des couleurs
fl
principales.
Couleurs, principales.
vert jaune
jaune
jaune orangé
LSI
orange
orangé rouge
rouge
rouge extrême
En divisant l'imité par les rapports inscrits dans le quatrième tableau, et multipliant les quotients obtenus par mille, on parviendra aux nombres qui expriment combien de millions de millions de vibrations sucessivcs s’exécutent pour une couleur donnée dans un seconde de temps. Ces nombres sont ceux que préseute le tableau suivant.
V. TABLEAU
Nombres qui expriment combien (le millions de millions de vibrations successives s' effectuent en une seconde sexagésimale.
Lirait''" des couleurs principales.
violet extrême
violet indigo
indigo bleu
bien vert
vert jnano
jaune orangé
orangé rouge
ronge extrême
Couleurs principales.
violet
indigo
bien
vert
jaune
orangé
rouge
Ainsi, dans le rayon rouge du spectre solaire, les molécules de l’élber effectuent environ cinqcent millions de millions de vibrations par seconde. A ce nombre prodigieux il faut ajouter presque sa moitié pour obtenir le nombre des vibrations par seconde dans le rayon violet. Au reste on peut déterminer approximativement le nombre des vibrations que présentent les rayons placés vers le milieu du spectre solaire, en opérant comme il suit.
En une seconde sexagésimale, les vibrations des molécules d'éther renfermées dans une onde plane, se transmettent aux molécules que renferment d’autres ondes corn-
prîtes entre des plans parallèles jusqu'à une distance d' cmiron 80 mille lieues, de telle sorte que les vibrations commencent dans la deuxième onde, quand elles s'achèvent dans la première, qu'elles commencent dans la troisième quand elles s’achèvent dans la deuxième, et ainsi de suite. Or les diverses ondes étant contiguës le unes aux autres, il suit de ce qu'on vient de dire que, pour obtenir la durée do la vibration des molécules élhérées dans une seule onde il faudra diviser une seconde sexagésimale en autant de parties qu'il y a d'épaisseurs d’ondes dans une distance de 80 mille lieues. D’ailleurs chacune des lieues que l'on considère ici est de 2000 toises ou environ 4000 mètres, chaque mètre se compose de 1000 millimètres, et il résulte du 3* tableau que l’épaisseur d’une onde, pour les rayons placés vers le milieu du spectre, est d’environ un demi - millième de millimètre, et qu'eu conséquence chaque millimètre renferme environ 2000 épaisseurs semblables. Donc le nombre des v ibrations exécutées par les molécules d'éther dans une seule onde plane et en une seconde de temps, pour les rayons situés vers le milieu du spectre, sera sensiblement égal au produit des facteurs
80000 , 4000, 1000 et 2000
c' est b dire à
ou à 640 millions de millions. Il résulte du 2* et du 5* tableau que ce dernier nombre représente ciTcclivemcnl le nombre des vibrations par seconde dans le rayon F du Frauenhofer qui est un rayon bleu situé dans le spectre solaire vers la limite du bleu et du vert.
Les nombres compris dans le 5* tableau diffèrent de ceux que l’on trouve dans le traité de M. Herse bel sur la lumière. Kn recherchant la cause de cette différence, j'ai reconnu qu'elle devait être principalement attribuée à ce que les épaisseurs d’onde ou longueurs d'ondulation adoptées par cet auteur, et # relatives aux diverses couleurs ou à leurs limites, diffèrent assez notablement des valeurs de l inscrites dans le 3 e tableau et données par Fresnel.
Kn terminant ce paragraphe nous ferons observer que, dans les milieux qui ne dispersent pas les couleurs, les valeurs de k relatives à deux rayons différents conservent entre elles, en vertu de la formule (7), le même rapport que les deux valeurs correspondantes de s. Ce rapport est donc, ainsi que les valeurs de a, Indépendant de la uaturc du milieu que l’on considère, pourvu que la dispersion soit nulle; eu sorte qu’il reste le même, par exemple, dans le vide et dans l'air atmosphérique. On peut en dire autant du rapport entre deux valeurs diverses de / , qui est toujours l' inverse du rapport entre les valeurs correspondantes de k. SI, pour fixer les idées, ou divise successivement la valeur /, de l qui répond au rayon JB de Fruuenhofer par les valeurs d cl relatives aux autres rayons, c’est h dire, par les quantités • 7,, /«, Z,, / 6 , /„
ou trouvera pour quotients les uombres dont les logarithmes sont (47) 0202930 0675454 1165319 1523944 2049754 2433373
c’est à dire, les nombres
Digttized b
Or ces derniers nombres représenteront dans l’air et dans le vide, non seulement les valeurs des rapports
mnU encore cellee des rapporta
nu même des suivants
§. 10. Considérations nouvelles sur la réfraction de la lumière.
Les loix de la réfraction simple, telles que l'expérience les donne, se tronvent comprises dans les formules (8) et (9) du §. 5. Or , il est important il’ observer que la méthode, ü l'aille de la quelle nous avons établi ces formules, les reproduira encore, si l'on suppose que les valeurs des déplacements §, ij, Ç relatives soit nu premier, soit au second milieu, et tirées en conséquence soit des équations (1). soit des équations (2), fournissent, pour les points situés sur la surface de séparation, des valeurs égales d’une fonction linéaire quelconque de ces mêmes déplacements et de leurs dérivées prises par rapport aux variables indépendante* .r , y , t. Kn effet désignons par « la fonction linéaire dont il sjagit. Si l’on y substitue les valeurs de £, t?, ( qui représentent tes déplacements moléculaires dans le rayon incident, c’est à dire, les valeurs de J, t données par les équations (33) du § 4, « deviendra une fonction linéaire des sinus et cosinns de l'arc
J((.rcosT -t-^sinx) — st ensortc qu’on aura, par exemple
( 1 ) a — ® cos (k ( x ca*x-\-y sin r) — st) g sln (t (.r cos r -t-y sin i — st )) , les coefficients 6, S étant uniquement fonctions des quantités (2) », fi, C, D, *, *, cosi, sin*.
Soient maintenant
C», Si ou 6 , S
ce que dcvicmcnt les coefficients *
quand passe du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, c’est à dire, quand on remplace les quantités (2) par les suivantes
3» , 13» > C, , P, , s , k , — co$ r , bin r
ou par
X, fi', C', D', !■', co* r\ *in r\
En considérant à la fois les deux systèmes d'ondes propagées dans le premier milieu, on devra, pour ce milieu, remplacer la formule (t) par In suivante
(5) a = 6 cos (i (.r cos r + y sin r) — *0+3 sin (l (j- cos t +y sin r) — si)
4- G, cos ( k ( — .r co* r — y sin t) — *0 +3i sin (* (— .r cos t +y suit) — j/), •
tandis qu’on trouvera par le second milieu
(6) a = G'cos(t’(.rcosï'-|-^sini') — *'0 + 3’ »in (*'(.rcosT'-J-^ sin x') — t 'i).
Si maintenant l’on suppose que les deux valeurs précédentes de a détiennent craie* entre elle* pour les points situés sur la surface de séparation des deux milieux, et correspondants à ,r = 0, on aura
t (G + G,) cos (1-^sint — •!) -+- (g -h St) *In (X-_y sinr — «t)
^ ^ j = G' cos (k'y sin t — s 7) J' sin (k'y sin *’ — a'/).
Or, cette dernière équation devant subsister indépendament des valeurs attribuées aux variables y et /, les coefficients de* puissances semblables de y et de / devront être égaux dans les deux membres développés en séries convergentes ordonnée* suivant les puissances dont il s’agit; et de celte seule considération l'on déduira immédiatement les formules
qui devra subsister A son tour, quelles que soient les valeurs de Y et dc_y. Or, le premier membre étant indépendant de y , le second devra l’ètre pareillement ; ce qui entraine la condition
auxquelles on parvient encore très simplement de la manière suivante.
Si dans l’équation (7) on pose pour abréger (10) l_ysinr — si — Y, # = — (T — Jtysins),
on obtiendra la formule
il' sin t’ = — k sin T.
Cela posé, la formule (11) deviendra
et, comme en remplaçant Y par — Y on en tirera
(14) (6 + G.) coa Y— (g 4- g,) sin Y = G' cos ( j y) - g ' *in (i- ï), on aura encore
(15) (G + ®.) CO» Y = G' cos ( j y), (g + g,) B i„ Y = g ' sin (j y).
‘Si maintenant on réduit Y à zéro dans la première des formules (15), elle donnera
Donc cette formule donnera généralement
(17) co» Y sr coa ( y) •
Cette dernière devant subsister, quel que soit Y, entraînera I’ équation
(18) »=*, qui réduira le seconde des formules (15) à
et 1’ équation (12) à
(20) i'sinr' = t »in r-
Un »e trouve ainsi ramené aux équations (8) et (9), dont les deux dernière» coïncident avec les formules (8) et (9) du § 5.
Ku supposant que la fonction linéaire des déplacements j , ç et de leurs dérivées relatives k jr, y, t se réduise simplement à la variable J, on ferait coincider les équations (8) avec les formules (7) du § 4. Mais adopter ce» formules, ce serait admettre, comme nous 1’ avons déjà observé, que l’on peut sans erreur sensible ne pas tenir compte des altérations produites par le voisinage du second milieu dans la valeur de 5 lue détermine la première des équations (1) du § 4, ou par le voisinage du premier milieu dans la valeur de J que détermine la première des équations (2) du même paragraphe. A la vérité, eu prenant successivement pour a la varia-
ble §. ou, ce qui revient au même, la vitessse —
dl
puis la composante, parallèle à
lave des jr, de la pression supportée par un plan perpendiculaire à cet axe, puis enfin les composantes, parallèles aux axes des y et a, de la pression supportée par un plan perpendiculaire à l’axe des a, on déduirait immédiatement des équations (8) celles que j'ai données dans le bulletin des sciences de M. de Férussac pour l’année 1830, et qui s'accordent si bien bvcc les formules et les expériences de Fresnel, quand on suppose que la densité de l’éther reste la même dans tous les milieux. Mais les principes développés dans le § 9 ne nous permettent plus d’ adopter cette dernière hypothèse ; et d’ ailleurs il n’ est pas suffisamment démontré que la variable ç et les pression» ci-dessus mentionnées doivent, dans le voisinage de la surface de sé-
paration de deux milieux, conserver la même valeur, tandisqu'on passe de l’un i Cm. tre. Dca recherches approfondies sur ce sujet délicat m'ont conduit à un nom eau principe de mécanique propre & fournir, dans plusieurs questions de physique mathématique, les conditions relatives aux limites des corps et aux surfaces qui terminent des systèmes de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. Ce principe que je développerai dans un autre mémoire , étant appliqué il la théorie de la lumière, ou en conclut que, dans le voisinage de 1a surface de séparation de deux milieux, les déplacements g, If, £ des molécules d’ éther, relatifs soit au premier milieu, soit au second, devront fournir le» mêmes valeurs de a, si I on preud pour a l’une quelconque des trois fonctions
,, n iL_Ü
' dz dg' dx dz' dg dx'
on bien encore si l’on suppose
(22) » = l /£+b'^ + c'~ + èc C'£+iy) + ea Ci + 2) + ni Cy + £)’
a. i, c désignant les cosinus des angles formés par la normale à la surface de séparation des deux milieux avec les demi-axes des coordonnées positives. Il est hou d’observer qne 1a valeur de a, déterminée par l'équation (22), représente la dilatatiuu linéaire de l’éther mesurée suivant cette même normale.
Lorsque, les deux milieux étant séparés l’un de l’autre par le plan des g z , on suppose l’axe des z parallèle aux plans des ondes lumiueuscs, et par conséquent perpendiculaire au plan d’incidence, ou a dana la formule (22)
« = ili à — 0, c = 0.
et de plus g, ij, £ deviennent indépendants de z. Donc alors en changeant, ce qui est permis, le signe de la première des différences (21), ou trouvera que les fonctions (21) et (22) peuvent être réduites à
il *1 il in i!
i f ' dg ’ dx' dg dx' dx'
Donc, si l'on nomme g’, »/, £' ce que deviennent les déplacements g, £ tandlsque l’on passe du premier milieu au secoud, on aura, pour les pointa situés sur la surface de séparation, c’est à dire, pour jrz=0.
d g rfg' d £ il j drj
dx dx ’ dg dx dx dx '
dx dx ' dg dg
Lorsque dans les équations (24) et (25) on substitue à Ç les seconds membres
des formules (1) du § 5, et & if» ij', Ç' les seconds membres des formules (2) du même paragraphe, ou obtient les lois de la réflexion et de la réfraction qui ont lieu à la surface des corps transparents, avec les diverses formules que contiennent les deux lettres adressées à M. làbri les 19 et 27 mars, et imprimées dans le n° 14 des comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des sciences, pour l'année 1830. On déduit aussi des conditions (24) et (25) les loix de la réflexion opérée par la surface extérieure d’un corps opaque, ou par la surface intérieure d'un corps transparent, dans le cas oh l'angle d’ incidence devient assez considérable pour qu’il n’y ait plus de lumière transmise, c'est à dire, dans le cas ob la réflexion devient totale. (Voir à ce sujet les deux lettres que j'ai adressées à 31. Ampirc les l* r et 16. avril 1836). Comme je l'ai montré dans ces différentes lettres, les formules auxquelles conduisent les conditions (24) et (25) non seulement déterminent l’ intensité de la lumière polarisée rcctiiignemcnt par réflexion on par réfraction et les plans de polarisation des rayons réfléchis ou réfractés, mais encore elle font connaître les diverses circonstances de la polarisation circulaire on elliptique produite par la réflexion totale ou par la réflexion opérée & la surface d’un corps opaque, et en particulier, d'un métal. D’aillenrs les divers résultats de notre analyse se trouvent d'accord avec les loix déjà connues, particulièrement avec les formules proposées par 3131. Frcsnel et Brewsler , ainsi qti’ avec les observations de tous les physiciens. Au reste je reviendrai sur ces résultats dans de nouveaux mémoires, oh je déduirai directement des équations (15) du § 1 les loix des divers phénomènes lumineux, y compris les phénomènes de T ombre et de la diffraction.
§. 11. Sur la relation qui existe entre la vitesse de propagation de la lumière et P épaisseur des ondes lumineuses.
Pour une couleur donnée, U durée T de* vibration» lumineuses, ou, ce qui revient au même, la quantité
IT
reste la même dans les différents milieux. Mais l’épaisseur l des oodea lumineuses, aussi appeliée longueur d’ondulation, et par suite le rapport
devront, si l’on adopte la théorie exposée dans ce mémoire, se trouver liés à ls vitesse de propagation
par la formule (1) ou (5) du § 6, c'est à dire, par l'équation
; = Q* = s, + a, JP ■+■ ai JP -f- etc.
en Terlu de laquelle SI' se développera en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de k. D’ailleurs, en posant comme dans le § 6,
(5) b,= —, b, = — — , b, = -j , etc.
on tirera de l’ équation (4)
Id — . b, s* H" b, s* -f b,s*“{- etc.
Les coefficients a,, a,, a,, .... b,, b,, b, . . . , que renferment les seconds membres des équations (4) et (5), dépendent de la nature du milieu dans leqnel se propage la lumière: les quantités k, Q dépendent en outre de la valeur attribuée à s, c’est à dire, de la couleur. Dans le vide, et dans Ica milieux qui ne dispersent pas les couleurs, par exemple, dans l'air atmosphérique, les coefficients
s'évanouissent; alors la formule (4) réduite i
exprime que la vitesse de propagation f2 est indépendante de s, et s 1 proportionel 1 JP.
Concevons maintenant que, les valeurs de { et de fl étant relatives i l’air atmosphérique, on désigne par
(8) k'zzOk,
ce qne devient U quantité k lorsqu'on substitue à l'air nn autre tnüien. La valeur de 0 déterminée par l’équation (8). ou, ce qui revient an même, par l’équation (16) du § 5, ne sera autre chose que l’indice de réfraction d’un rajon lumineux qui passerait de l’air dans le nouveau milieu que l’on considère ; et là formule (6) dev iendra
(9) *' 1 = 0‘i J = b 1 s*4-b s s , 4-b,s'4«ete. ..
Si dans cette dernière formule on remplace s par sa valeur tirée de l’ équation (3), on trouvera
(10) 0* = b, fl 1 4 - b, fl* a* 4 - b, fl* a* 4- etc
Donc, en posant pour abréger
(11) b» ^2* = «, b,fi*=b t b,fl* = c, ete
on aura simplement
(12) 0’ = a 4- b a’ 4- ta* 4- etc
On ne doit pas oublier que dans les formules (10), et (11) fl représente la vitesse de propagation de la lumière dans l’air, vitesse qui reste la même pour toutes les couleurs.
Soient maintenant
es valeurs de 0 relatives sux rayons
de Frauenhofer, et
*11 *11 *» 1 *• 1 *il *8 1 *T
les valeurs correspondantes de e. SI l’on désigne par i l’un quelconque des nombres entiers
et st l’on pose en outre
(13) ©; = 0;’, la formule (12) donnera
(14) 0; = « + b»,-’ -f- fa;* 4- etc. . . .
Or, il résulte des calculs développés dans les paragraphes 6, 7, 8 qu'un peut, sans erreur sensible , réduire le second membre de l'équation (4) ou (6) , et par conséquent le second membre de la formule (14) i ses quatre premiers termes. Donc cette formule pourra s’écrire comme il suit
D’autre part on pourra encore négliger J' O; dans le premier idembrc de la formule
(11) du § 7, et réduire cette formule à
(16) S- = 0 + (U' - 0) pt+[U" - 0 - (V — 0) S -fi t ] U
+ \V" — © — (U' — 0) S"' — [17" — 0 — (ü'— 0) S" pi] S" ni â { ,
lea valeur* de
étant celle* que fournissent le* équation* (10) et (6) du § 7, savoir,
I „ l on _ ®. + 0. + 0» 4- ©« + ©» + 0.
9 = ÿSOi- ,
XJ ’ zz S * 0 t * — Oi •+■ — 0 j»
XJ”— S ” Qi 23 — 0i — 0 î + 0i + 0» + @i + @a — 0J»
XJ S”’ 0,* r: — @i + ©a + 0» — 0* — + 0* + Si ;
el l’on llrcra de ces dernières équations combindes avec la formnle (14)
0 = 0 +yS ,’+ yS .*+ y Sa,.*,
V = « + bS* V + <s' tf + tS'if,
U"=za+ b S" *,* -4- tS"q' + > S"*,-',
les notation* S*,-*, SV’, S"*,- 1 , S"*,-’; S#,-*, etc. . . . exprimant ce que deviennent les sommes désignée* par 86,- , 8'© /t S'©,-, S"'©,- dans les équation* (17), quand ou y remplace 0; par S,-’, ou par S. 4 , etc.... Enfin, 11 est clair que la substitution des*valeurs de
fournies par lea équations (15) et (18), transformera les deux membres de I' équation (16) en deux fonctions linéaires des quantités
qui varient avec la nature du milieu réfringent. Or, ces deux fonctions devant être égales entre elles, quel que soit le milieu réfringent, on peut en conduire que dans l'une et l'autre les coefficients des quantités (19) devront être les mémeB. Par suite, l' équation (16) devra continuer de subsister, si dans cette équation, et dans le* formules (17), on remplace ©,■ par l’une quelconque des quatre quantités
ce qui revient & supposer, dans les formules (15) et (18), l’une des quantité* o, b, r, b réduite à l'unité, et les trois autres à séro.
Remplacer ©,■ par l'unité, c’est substituer l’air an milielt qnl devait réfracter la lumière. Alors on trouve non seulement O; ~ 1, mais aussi
et l' équation (10) devient identique, comme on l’a déjà remarqué (page 153).
Remplaçons maintenant, dans l’équation (10), 0; par a,-', n désignant l'an de trois nombres entiers 2, 4, G ; et faisons pour abréger
1 D ai" + »’ 4- *’ 4- a," 4- »>" 4- »•’ *H »>’
ç =yS,- = : ,
ç' = S' tf = i,* + 4- a.” — — a,*,
ç'' = S '' »{ ~ — a,* — a," 4- •$’ 4* »«* 4* II* 4» *«' — *r“,
ç'"= 8 !.■ = —«,' + *»’ + Si" — a.” — a,* 4- a 5 * + a," :
l’équation (10), jointe aux formules (17), donnera
(22) *,•“ = Ç 4- (?'— ç) A' 4- V — S — (e' — ç) S" fi t ] y f
4- k”’— ? — (s — ç) S'"ft — [ç" — ç — (ç’ — ç) 8’ A*] 8"Vfl A-
L’ équation (22) fournira pour a.* des valeurs approchées de divers ordres, si l’on réduit la polynôme que renferme le second membre au seul terme g, oïl à la somme de ses deux, trois, quatre premiers termes ; et, si l’on nomme
d i. m , d' tf, d' d'if
les différences finies des divers ordres qui doivent compléter les valeurs approchées dont 11 s'agit, on aura rigoureusement
— Ç 4- (g— ç) Pi
— ? + («'—?)&• 4- [?"—?—(?'—?) S" Pi) r { 4- d’tf ,
= ç 4- (s’—ç) Pi H- [?' — ?—(?' — ç) s " Pi] }’»•
W”-Ç-(ç'-ç)S"Pi-{ç"-ç -(;•-?) S'Vf] s" ?t y4A
On trouvera par snito
I d tf — a," — ç,
( = a,-” — ç — (ç' — ç) P{ — — Ç— (Ç — Ç) S" Pi]
pnif, on en conclurra
S ’d a,-* = S’ (a,” — ç) = S' a,- — ç, etc
on, ce qui revient au même
(25) J 8" — ç" — ç (ç' — ç) S" fa ,
( S'"JV~ Ç'"-Ç-(Ç'-5)S"/Î,— [?"-ç-(ç-e)S"' : /, de aorte que U formule (23) donnera
= ‘ S a/ -f- A’ S' zf a/ + y,- S" .7* V 4- zf* a,- ,
et pourra être remplacée par le système des équations
I>e plus la formule (22), réduite à
(28) a/- = 4Sa ; » + ^S^a i -4-y.-SVi>a.“ + d i S'V'a/*,
fournira précisément pour a," le valeur que l'on tirerait de l’équation (26), ou des équations (27), en y posant
On tire des équations (2) et (3)
(30) a = fl* = 2rrflr'.
Si, dans cette dernière formule on suppose fl, * et l relatifs & i’air atmosphérique, la valeur de fl sera la même pour toutes les couleurs, et en désignant pap
les valeurs de * , i relatives 4 > = a; on trouvera
(31) »,. = fl*. = 2* fl fipar conséquent
(32) a,* = fl”*/ = (2.t fl)”
Soient maintenant Jkf, J* */, . . . // //*, /Pif-*, etc ce que deviennent les dif. "
fércnccs /t*f % /fa(“, .... déterminée» par le système des équations (27) , quand on remplace dans ces équations a/ par *•/ ou par i, - ”. On aura
*■; = • S * ," 4- Af, éf*/ = (?,: S ^ *v” 4- iV. ^ V = 7 fS” 4 : */ + . /»*)*, z/**,- = d.SV’*/ 4 - .J 4 */,
/{- =4S* r '4- j/,-, j/ r -= p { SÆr , +J‘ir> = s- jv» 4-
puf» on tirera îles formules (33), (34) combinées arec K équations (27) et (32)
( ji,-=Q l J j, ^V = Q>v.
| •="•-= (î®)'-'-''’ ^'•-=(îTû) V ''' ^=GsnW.
Cela poai 1 , en multipliant les deux membres de 1' équation (28) par (— ^ ou par , on en conclurra
(37) *{ = ; 8 V + ftiS'Jkf + y,-8" f + ô; 8 w J>kf,
(38) t r • = iSl r " + fi i S'Jl r ’+y { S"J*l r - + â { &~J’lr'.
Les formules (37) et (38), entièrement semblables à l’ équation (28), fournissent précisément les valeurs de Ay" et de lf~" que l'on tirerait des équations (33) et (34) en y posant
Les valeurs de O ■ on des indices de réfraction, déterminées par les expériences de Frauenhofrr, sont composées chacune de sept chlfTrcs, et le 23* tableau du § 6 montre que l'on peut compter sur l'exactitude des cinq ou six premiers chiffres. Les valeurs de /; n’ont pu être déterminées avec la même précision, et, pour chacune d’elles on ne peut regarder comme exacts que les trois ou quatre premiers chiffres. Il en résulte que, dans les vsleurs de Ay, et psr suite dans les valeurs de l;~“, l/) a;’ on ne saurait compter sur l’exactitude du cinquième chriffre et des suivants. On ne doit donc par être surpris, lorsqu’on veut appliquer au calcul des différences finies des divers ordres de sf, A,-", /y - * les formules (27), (33) ou (34), de trouver les différences finies du troisième ordre, sensiblement milles, aussi bien que les différences finies du 4* ordre, c'est à dire comparables aux variations que produisent les erreurs d'observation. Or c'est précisément ce qui arrive. Si, pour fixer Ica idées, on applique les formules (27) à la détermination des différences finies
J.f, J* if, J*»?,
et, si l’on prend pour unité de temps, non plus la seconde sexagésimale, mais le quotient que fournirait la diiision.de cette seconde en mille millions de millions de parties égales, alors, en faisant usage des logarithmes de +/?y et de +y { renfermés
dan* le» deux premier* tableaux du § G, et posant «uccesslvcmcnt n =2. puis h — 4, on obtiendra le» râleur* de a;", J .i'j," comprises dans les tableaux aimant*.
S -JU
V( + ïi)
Somme
jyS'^V
J'sf
Finir s’assurer que les valeurs de renfermées dans les dernières lignes hori-
zontales de ces deux tableaux, sont en effet comparables aux variations que produisent dans les valeurs de *,•“ les erreurs d' observation, il suffit de calculer les diverti 7 .
ses valeurs de Pli ou de 1, en supposant que l'on désigne par
ce que devient // en vertu de la formule (32), quand on remplace dans cette formule par ,
Or, dans cette supposition, l'on tire de la formule (32)
et par auitc
v - = (* * ay (/,- - Pi t y-,
D'ailleurs, Pat" étant très petit par rapport s ( ", le second membre de l'équation (41) se réduira sensiblement à
et cette équation elle même à (42)
Krtfin les valeurs de
Pli
i .Par
1 Par
tirées des tableaux (1) ou (2) , et par suite les valeurs correspondantes de seront, en vertu de U formule (42), celles que présente le tableau suivant.
m. TABLEAU.
Vuleurs de ■ . déduites de la formule (42).
pour n — 2 z/’ s,*
pour « = 4 d's ' sû •
-o,oioo|
D’autre part, en ayant recours à diverses expériences successives, dans son mémoire sur la diffraction, pour déterminer l’épaisseur des oudes lumineuses qui donnent naissance à un certain rayon, et supposant cette épaisseur exprimée en millimètres, Fresuel a obtenu des nombres qui varient entre les limites
dont la différence, divisée par le plus petit, donne pour quotient environ
Donc, puisque ce quotient surpasse et même asses’notablcment tous Ica nombres renfermés dans la 4” et la dernière ligne horizontale du troisième tableau, si l’on en excepte le seul nombre 0,0083 qui diflère peu du quotient dont il s'agit, nous devons conclurre que les valeurs de st’sf et A'sf renfermées dans les 1” et 2' tableaux sont comparables aux variations que produisent dans les valeurs de s,-" les erreurs d’observation. La même conclusion se déduirait aussi des expériences de Fruuenhofer qui fournissent pour les épaisseurs des ondes lumineuses des variations du même ordre que les expériences de Frcsnel.
On peut donc négliger
z/V, d>li-,
dans les formules (27), (33), (34), et par suite
S "’J’Si", J' lr",
dans le* formule* (28), (37), (38) ; ce qui permet de réduire le* trois dernière» formules i
(43) ' »/• = 4 S tf + fi. SJ.fi +y, S"J ! .fi,
(45) / i -=4S/ r - + ,9 { ÿJlf’+ fi S'J'lf*.
Si, dans U formule (43), on pose successivement n — 2 et n = 4, on en tirera, eu égard aux tableaux 1 et 2,
ou, ce qui revient au même ,
l fi-— 0,01560 y; = 0,42481 — 0,028894 *, »,
| fi-+ 0,13955 y,. = 0,22812 — 0,00091624 *,-*,
puis on conclurra de ces dernière* équation*
fil — 0,01560 y,- + 0,42481 — 0,028894 sfi.
ou plus simplement (48)
fi- = 0,40503 — 0, 025988*, •’ — 0,0000921 *,*,
Si d’ailleurs on pose, comme è la. page 160,
/ U =17' — Q=8 JQ it
(49) ) ® = U" — Q—(lT — G)S"fii=S’ J , Q l ,
( W= U"’—e — (U — 0) S"' fil — [CT— 0 — (t/ '— 0jS"/?,-] S “y,. = S"J>©.,
c’est & dire, si l’on prend pour
0, U, SB, as
les nombres renfermés dans le 5* tableau du g 8, on réduira la formule (16) &
(50) ©,•=© + U fit + Sîy t - + 25M,- ;
puis, en négligeant dans le second membre le terme SiS t?,-, qui est du mente ordre que J'tj ou J‘&;, on trouvera
(51) 0 ( . = 0 + U* + 2Sy,-.
Cela posé, on tirera de 1a formule (51) jointe aux équations (48)
cl par suite
(53) ©f = « + b V+ra,-\ les valeurs de a, b, t étant
puis en écrivant simplement
0’ au lieu de 0,- = fl,-’, et a* au lieu de * f *
on aura définitivement
(55) 0* = d+ti’ + u*.
Lu substituant dans les formules (54) à la place de
les nombres que renferme le 5 e tableau du § 8, on obtiendra les valeurs de a, b, ( comprises dans celui que nous allons tracer.
SO
0,38ittS
/-(«•in !
Somme
/.(+*)* L (39055ffi
Somme
308447 lj
S6572#Oj
-0,0* lOO» |Ç| -0,OO.VJOV72}
-O.OISOvi
Parmi les logarithmes que renferme le 4’ tableau, les uns, savoir ceux des valeurs numériques îles* quantités
U — S’JQ,‘ et 25 = S "J'Q;
ont l'té extraits de la dernière colonne verticale des tableaux n° 2 des paragraphes 7 et 8. D’autres logarithmes, savoir ceux des nombres
et
— ÔJ56Î5’
0,00059055 = -jr-
ont été, pour plus de précision, déduits des logarithmes des nombres dont ces cocfllcienls représentent les produits ou les rapports. C'est ainsi qu'au trouve par etemplc L{ 1,2677) = L ( 19669) — 7.(15515) = 2937823 — 1907518 = 1030305.
On peut d’ailleurs confirmer l'exactitude des valeurs de a, b, c fournies par le 4' tableau, de la manière suivante.
Ou tire de la formule (53)
(50) 0 =4S0;= o +4bSa ( .’+*cSa ; \
Or, si l'on substitue dans le Bccoud membre de l'équation (5G) les valeurs de
fournies par les tableaux 1, 2 et 4. on retrouvera les valeurs de 0 fournies par l'ex périeuce, comme le montre le tableau suivant.
espèce
I pour le fiintglass 1. espèce
0* = 1 ,75 1 009 -f - 0,0025994 s’ — 0,0000 14565 a*, fl’ = 1,75 1950 + 0,0025581 a 3 — 0,00001 3550a*, 0 1 = 1,9343 1 1 + 0,0031064 a* — 0,000010224 a*, 0* = 2,292959 -J- 0,0038288 a’ — 0,09000 1900 a*, 0’ = 2,297 191-|- 0,0038803 a 3 — 0,000001423 a’, f)' = 2,381 304 + 0,0044220 a 1 + 0,0000075 1 9 a\ 0' = 2,514401 4-0, 0001934 a’-j-0, 000039490 a’, 0* = 2,57808 1 4 - 0,0008299 a» 4 - 0,0000491 00 a’,
3. csp. 1. série 9* = 2,580502 +0,0009734 a’ + 0,000049 1 75 a*,
espèce . O 2 = 2, 588100 +0,0073467 a
En substituant successivement dans chacune des formules (57) les valeurs de s correspondantes aux ra_\ ous
B, C, D, E, F, G, Il
de Frauenhnfer , c'est & dire, les valeurs de a; comprises dans le premier tableau, on obtiendrait des valeurs de 0* et par suite des valeurs de 0 très peu différentes de celles que l'expérience a données. Au reste, pour trouver les différences des unes aux autres, et constater l'accord des formules (57) avec les observations, il n'est pas même nécessaire d'effectuer la substitution dont il s'agit. Ou arrive plus facilement au même but, 1 l'aide des considérations suivantes.
La formule (50), c’est à dire, en d’autres termes, la formule (16) de la page ICO ne subsiste qu’ approximativement. Msis, comme nous l'avons déjit remarqué [page 170], celte formule deviendra rigoureuse, si l'on y remplace 0; par 0- — d* © ( ., en attribuant à 0/ la valeur fournie par les observations. Pareillement les formules (43) et (51) deviendront exactes, si l’on y remplace
s;* et 0; par
ij" — d 1 s,-" et 0; — d s Qf ,
en attribuant à s,-*, 0; les valeurs fournies par les observations, c'est à dire qu' alors ou aura rigoureusement
(58) a,-" — d' sf = i, S »,•" -+■ S’ d »/" + ■/; S" d*»f, et
(59) 0. - d> Q; = 0 + U pi + S rr
ftlïecÜTemcnt l'équation (58) se déduit Immédiatement des troi* première»; de» formules (27), et l'équation (59), que Ton peut encore écrire comme il suit
(60) 0. -d‘0; — \S 0; +Pi S’ d0; + n S" d 2 0,- ,
est. aussi bien que l'équation (133) de la page 116, une conséquence nécessaire des formules (113) du § 6. D’ailleurs, pour obtenir i’équatiou (53), il s suffi d’éliminer de ia formule (51) les valeurs de '
Pi y 7f
tirées des équations (46) auxquelles sc réduit la formule (43) quand ou y pose successivement n — 2. r = 4; et, si au lieu des formules (43), (51) on employé dans i'éliminatiou dont il s'agit les formules (58), (59) on trouvera de la même manière
(01) 0; — d>0{ = « + li(«/ — d'»;') + f (»{'— d't;').
Donc, en vertu de ce qui a été dit cldcssus, la formule (61) sera exacte, si l'on y substitue les valeurs de s; et 0 t - fournies par l'expérience, en attribuant à
les râleurs précédemment calculées et comprises dans les tableaux 1, 2 ainsi que dan» le 3° tableau du § 8. Or ou tire de la formule (Cl)
(62) o + b s? + t = Oi + b J' tf 4* ‘ J* V — J' © f ,
et le premier membre de la formule (G2) est précisément la valeur de 0; nu
de 0 * que fournit chacune des équations (53), (55), (57). Doue, pour obtenir les valeurs de 0 •* que déterminent les formules (57), il suffira d'ajouter aux diverses valeurs de 0,-= O,' 1 fouruies par l’expérience les valeurs correspondantes du trinôme
(63) ;.,- = b J'si' + tJ’.f-J'Qf, qui se trouvent comprises dans le tableau suivant.
VI. T A D X. E A V
Pâleur» de X; b. P*j 1 + (J'tf — J'Q; e.rj>rimées en millionièmes.
K a ii
Crown plan*
oi
Ai
Ai
Sa
eô
Si
oS
Si
Ai
Si
| tia
Si
-iO
Jt,
; -es
cJ a *,'
b JW
-lis
-lis
-es
ijm
Ainsi, par exemple, «i l'on ajoute à ta râleur de 0, trouvée pour l'eau [1" série], c’est à dire, i
Ia première des valeurs de 7 fournies par le 6* tableau, ou le nombre
on obtiendra pour somme le nombre
qui représente précisément la valeur de & laquelle on parvient en posant dans la première des formules (57)
Pareillement si de la valeur de 0, relative nu flintgiass [2* espèce], c'est à dire de
on retranche le nombre 574, qui, pris avec le signe — , représente la valeur de 7 ( correspondante à la même substance, on aura pour reste le nombre
qui est précisément ia valeur de 0' à laquelle on parvient en posant dans ia huitième des formules (57)
a r= a, = 4,541 , fc(a) = 6571528.
Au reste l'exactitude des vsleurs de /; comprises dans le 6’ tableau peut être confirmée comme 11 snlt.
Les formules (117) du § 6 donnent
&J’Qf=:0, S'J>0 # = O, S'^‘0,.= O.
On aura de même, en désignant par n l'un des nombres entiers 2 et 4,
(64) S.l’a,"=:0, SV* s,-*=0, 8'V , a,-" = 0, et par suite on tirera de l'équation (63)
I Si;— Il + Il + Il + I* + ll + l» + V = 0 .
(65) | &' X{ zz X, + 1, + li + 1< — — 7, — 7? — 0 ,
Enfin de ces dernières équations combinées entre elles on conclurra
Donc les quatre quantités
devront être égaies au signe prés et alternativement affectées de signes contraires. Or cette condition se trouve effectivement remplie avec une exactitude suffisante par les valeurs de Xj que fournit le 6° tableau, comme le prouve celui que nous allons trsecr.
VU. TABLEAU
Pâleurs île 2»+2« elc. . . . exprimées en millionièmes.
D'après ce qu’on vient de dire, les valeurs de 0 * fournies par les équations (57) coïncident avec celles que l'on déduit de la formule
( 68 ) tp = 0; + 2 ,
en attribuant à 0. les valeurs données par l'expérience et à les valeurs très petites que présente le G* tableau. Or on lire de la formule (68)
(69) 0 = (©.--H,)’ =W+).if=8 { + J | ~ + etc. . . ;
et comme, pour chacune des valeurs attribuées h ?.• et à le troisième terme et le* suivants, dans le dernier membre de l'équation (G9), offriront une somme inférieure à un millionième, on pourra sans erreur sensible réduire cette équation à
1 Xg
(70) 9 = 9t + J JL.
Donc la différence entre la valeur de 0 déterminée par l’une des formules (57) et la taleiir de 0 • donnée par l'expérience se réduira simplement à la quantité
Us
dont les diverses valeurs se tirent aisément du 6* tableau, et se trouvent comprises dans celui que nous allons tracer. •
VIII. TABLEAU
Valeur) île ’ 0{~‘ ij , c.rprimce) en millionièmes.
si
1 JT *"
Crown»!!
oi
'Cl
‘su
eô
ST
CO -i
eô sî
pour *
ta
• ( i = lct2
lift 1
5 et 6
Cfl l
Dans le 8' tableau noua avons joint pour chaque substance, aux diverses valeurs de
les sommes de ces valeurs prises deux à deux à partir de celle qui correspond à » — 1, c’est à dire, les valeurs des quatre quantités
!| . l-i l) , 1 , . Ip ),1
2tf, ^WÔ,' 2 fli ^ 2?,’ 2(1, !«,’ 2 0,'
En ayant égard aux formules (G5) ou (6G), et raisonnant comme dans le § 6 [page 128 et 129J, on démontre sans peine que les quantités (72) doivent être, sensiblement égales au signe près, et alternativement affectées de signes contraires. Or cette condition se trouve en effet remplie avec une exactitude suffisante par les quantités comprises dans les quatre dernières lignes horizontales du 8* tableau; ce qui prouve la justesse de nos calculs.
D'après le 8 e tableau, la différence entre la valeur de 0 déterminée par l’une des formules (57) cl la valeur de ù; fournie par l’expérience est généralement inférieure, abstraction faite du signe, à un dix millième. Il n’y a d'exception que pour le flintglass dans Te cas oirl’011 pose 1 = 6 ou i= 7, et alors même la différence dont il s'agit, prise abstraction faite du signe, ne surpasse jamais 173 millionièmes, ou environ un dix-millième trois quarts. Les formules (57) reproduisent donc avec de légères variations les valeurs de (){ fournies par l’expérience. Toutefois les variations dont il s’agit deviennent, pour certains rayons et certaines substances, supérieures aux variations observées dans le passage d’une série d’expériences à un autre ; puisque ces dernières variations, d’après le 23* tableau du § 6, n’ont jamais surpassé
la moitié d’un dix-millième. Ainsi les équations (57), appliquées à la détermination des valeurs de fl' et de 0, «'atteignent pas le même degré de précis.on mules établies dan. les paragraphes 6, 7 et 8, par exemple, le» formules (il), (27) et (395 r$ 7], desquelles on déduisait pour 0 ,- 0 ^ et par su.te, pour 9 * de» valeurs dont l’exactitude étant comparable ou même supérieure à celle de» résultats directement fourni» par l’expérience. Mai» il est juste de remarquer que le» coefficient», renfermés dans le» équation» (57), ou les valeurs de
' relatives aux diverses substances dépendent » la fois de, valeur, de fl et de 1 fournies par l'expérience, le» unes avec sept chiffres, le, autres avec quatre, «»>•*«•-lement ; tandisque les coefficients compris dans te, formules du S 6, 7 et 8 dépen dent uniquement de. valeurs observée, de 0. Pour cette raison, en et.bhss.nt k. formules (57), on a du négliger le» différences du tro.s.eme ordre, dont on avait tenu compte dans les paragraphes 6, 7 et 8. On ne doit donc pas . étonner que pour certains rayon, et certaines substances les nombres compris dans le 8 tableau surpassent un dix-millième et s’élèvent jusqu'à un dix-millième trol. quart» e "'* r0 "'
Les plus grands nombres que renferment le» tableaux G et 8 étant 574 et 173 millionièmes ,^11 en résulte que le» formule. (57) détcrm.nent le» valeur, de fl 5 ou G dix-millième» près et les valeurs de fl à un on deux dix-mill.èmes près- Comme d’ailleurs dans les tableaux 1 et 2, les valeurs de s» sont toutes inferieure, à 25 et celles de a* à 606 , il est clair qu'on pourra simplifier les formules (57) , *» P* «rimant les deux dernier, chiffres décimaux dan» les coefficient» de a et de « . Cai ceMe‘ suppression produira dans 1, valeur de 0* une variation inférieure à la somme
des 25 x 0,00001 = 0,00025 et GOG x 0,0000001 = 0.000060G,
par conséquent inférieure au nombre
et à plus forte raison à 0 j0005 74.
Après cette suppression, le» deux valeurs de chaque coefficient b ou t, correspondante, à deux séries d’expérience» faite» sur la même substance, seront, comme on devait Ô’v .“tendre, trè. Jeu différente, lune de l'autre; et .i l'on remplace ce» meme v - ,eurs par leur demi-somme. »i de plu» on supprime encore les deux dernières décimales dans le» valeur, de o, on réduira les formules (57) aux suivantes.
Eau
Solution du potasse .
Crovtnglass 1. espece
espèce
6» = 1,7518'+ 0,00258 s 1 — 0,0000141 »\ H 7 = 1,9343 + 0,00317 s’ — 0,0000102s*, 0 * = 2,2930 + 0,00383 s* — 0,0000019 s*, fi* = 2,2972 + 0,00388 s 1 — 0,0000014 s\ O 7 = 2,3814 + 0,00442 s 1 + 0,0000075 s*, O 1 = 2,5145 + 0,00019 s 1 + 0,0000395 s 4 , O 1 = 2,5781 + 0,00083 s 1 + 0,0000491 s‘, O 7 = 2,5808 + 0,00093 s 1 + 0,0000504 s*, 0 l = 2,5882 + 0,00735 s’ + 0,0000388 s*.
Si, en désignant par S2 la altesse de propagation de la lumière dans l’air, on pose
on tirera des formules (5) et (11)
(75) *i = « 3 , a, = — a b 3 1 , a, = a (2b 1 — at) 3 1 .
Par suite , si l’on réduit le dernier membre de la formule (4) il ses trois premiers termes, on tirera de cette formule, en supposant les valeurs de 12 et de t relatives non plus à l’air, mais à un milieu quelconque
puis on en conclurra
(77) • a* = «3!** — b3** + (2b* — tu)
ou, ce qui revient au même
(78) a 1 = aSi’ — ab3 , i’ , + (2ab 1 — a , c)3 , * J ’-
Si l’on continue de prendre pour unité de temps, le quotient qu’on obtient en divisant une seconde sexagésimale par mille millions de millions, c’est i dire, par (10)”, ou devra, dans les formules (77) et (78), aussi bien que dans la formule (55), attribuer aux coefficients a, b, c les valeurs que fournit le 5* tableau. Si au contraire on prend simplement pour unité de temps la seconde sexagésimale, on devra diviser les valeurs de b tirées du 5* tableau par (10) 30 et les valeurs de b 1 et de ( par ( 10) Go - Alors la formule (77) donnera
pour l’eau
pour la solution de potasse
o.ooms Jl^+owan
(10)" u,wo (10 )"^' (10>’Y
pour le crowngiass 1. espèce = 4,4035 — 0,00700 0,0001 13 ^ 3 ^
i(ïîp— ' MWW fâp+ 0 '™ ,, ‘ ( -i$4
espèce
(lJ__0, 01055^
la valeur de it étant variable non seulement avec la couleur, mais encore avec la substance que l'on considère et déterminée par 1 ’ équation
Si dans les seconds membres des formules (79) on écrivait 0 k aulicu de X-, les valeurs de k deviendraient relatives à l'air, et seraient telles que les présente le tableau suivant.
Ht. TABLEAU.
Talcurs de k dans ïatr.
(io) -y
Indication des ravons.
Hin)
, logarithmes de k zz -y
En multipliant une des valeurs de 77.-5 tirées du 9* tableau par la valeur de 0 relative au même rayon et 1 une substance donnée, on obtiendra la valeur de relative au rayon et h 1a substance dont il s’agit. Ainsi, par exemple, en faisant usage des logarithmes, on trouvera, pour les valeurs de k relatives & la solution de potasse, celles que fournit le tableau suivant.
Z. TABLEAU
Valeurs de k relatives à la solution de potasse.
£(£)..«. air
£{£) u». solution do potasse 1066998 ' 127267? 1752297 2250901 2617093 31567321 335200
*— . . . solution de potaaac 1,2783 1,3103, 1,1970 1,6792 1,8269 2,0686 2,2637
Or, si l'on substitue ces dernières valeurs de dans la seconde des équations (79), ou, ce qui revient au même, dans la formule
XX. TABLEAU
Valeur* de iirce s de la formule (70).
Indication des ravons.
Le* différences qui existent entre les valeurs de a ou de 5 fournies par le
1 ,F et le il* tableau sont inférieures aux variations que produisent les erreurs d'observation- Effectivement l’on tire des formules (2) et (3)
et, si l’on substitue dans l'équation (81) les valeurs de a fournies par le 11* tableau, en prenant pour fl la vitesse de propagation de la lumière dans l’air, c’est à dire en posant
310177500 û ~ ~ ï]bÔÔ270" ’
on obtiendra les valeurs suivantes des longueurs d’ondulation dans l’air
XH. TABLEAU.
Valeurs de 1 tirées de la formule (81) jointe au 11* tableau.
en dit - millionièmes de millimètre
en cent - millionièmes de pouce
sstx
Or, si l’on compare les valeurs de l inscrites dans la dernière ligne horizontale du 12* tableau à celles qui ont été fournies par l'expérience et que nous avons placées en tète du 2* tableau [§ 6], on reconnaîtra qu'elles ne différent point les unes des autres, si l'on en excepte toutefois les valeurs relatives au rayon H. Observons d'ailleurs que la différence des nombres
1451 et 1450
qui, dans les deux tableaux, représentent l'épaissenr des ondes relatives au rayon II, exprimée en cent millionièmes de pouce, se réduit à une seule unité de l'ordre indiqué par le dernier chiffre ; et que, les expériences de FrauenhoJ'er qui déterminent les épaisseurs d'ondes, exprimées en cent millionièmes de pouce, fournissent souvent pour un meme rayon des nombres dont les derniers chiffres diffèrent entre eux d'une ou de plusieurs unités.
C'est en observant les phénomènes produits par des réseaux composés de fils métalliques parallèles les uns aux autres, que Frauenhofer a obtenu les nombres inscrits en tète du 2* tableau [§ G], savoir
On peut consulter à ce snjet le mémoire lu par ce physicien à l’académie de Munich
le 14. jnnl 1823. Les nombres dont il s'agit, y sont donnés^lans les premières pages, et se trouvent, à la fin du mémoire, remplacés par les suivants
Les épaisseurs d'ondes représentées par les nombres (a) et transformées en millimètres ont été. adoptées par quelques physiciens, (voyez entre autres la phy siqnc de Poiii/lct'). D'autres ph ysiclens, llcrscheï par exemple, ont adopté les épaisseurs d’ondes représentées par les nombres (b) ; en plaçant à la tète de ceuvci le premier des nombres (a), l’ar conséquent ils ont supposé que les longueurs des ondes, exprimées en cent-millionièmes de pouce, étaient représentées, pour les rayons
par les nombres
Les deux suites de nombres (a) et (c) sont complètement d’accord dans le premier et le troisième terme. Elles s’accordent encore sensiblement dans le quatrième et le sixième. jMais elles diffèrent assez notablement dans le septième ou dernier terme. D'ailleurs les formules établies dans le présent mémoire permettent de faire servir trois termes supposés connus & la détermination des quatre autres, ainsi que nous allons le faire voir.
En raisonnant comme dans le § 7 [pages 161 et 162], cl négligeant les différences du 4* ordre, ou même celles du troisième, on déduira des formules (50) et (51) d'autres formules propres a déterminer la valeur générale de ©/, quand on counâitra les valeurs particulières de
ou même simplement les valeurs de
Ces formules coinrideront avec l’équation (27) du § 7, et avec celle qu’on en déduit quand on supprime le dernier terme du second membre, parconséquent avec la suivante
r . 0 , Pj-flt n-Y» ly-, fi. P' ~ P' , n a y
le valeur de j* f .' étant (83)
Pareillement, en supposant toujours que l’on néglige les différences finies du Irol sième ordre, c'est à dire les quantités
J'Gi, à'sf, Skf, J'ir’,
on déduira des équations (43), (44), (45) d'autre» équation» qui .erriront à déterminer le» râleur» générale» de» quantité»
quand «n connaîtra leur» râleur» particulière» correspondante» à trot» râleur» donnée» de ». Ainsi, par exemple, en posant » = 2, et regardant comme connues le» rnieurs de /<-* correspondante* à • = i, i = 3, s = 6, on tirera de l'équation (45)
P* “Pt
. )J JldL££ >j» — » _ , — ■ /va „ .
' 1 A-Aya-y.'*' * v»
Si maiateniot on fait, pour abréger.
». —ÊizJL* „ (ft-AHy/'-y')
1 fi» — A’ 1 (A — A) (y» — y»')’
la formule (84) donnera simplement
ou, ce qui rerient au même,
(87) i.- 1 = (1 - O- - C f ) /.-* + fl, /,-» + C.f,-».
Enfin, «1 dan» le» équation* (83) et (85) on «ubititue le* valeur» de (i- et y, trou rée* dan» le 8* paragraphe, on déduira aisément de ce» formule» le» rèleur«*de
7/. Bf, Cf et Df comprises dan» le tableau que nous allons tracer.
XIII. T A B L X A W
Valeur» de y/, B{, C;, D;.
IWÊÊÊ
in
j Somuc.
pi -p* n
C ( — (Pi — P>) M+y/)
B ( — (Pi — Pt ))
;*.(-<*• AXj v-y,'» C(+C ; >
Cf
U-(pi-p ,)) !&(-(*- /».)).
KÏC;)
| 0,19086a 1,1 908 ca
- 3,8 lit ■ î,s.i:ij
- tl.OMS
En conaéquenee on tirera de la formule (87)
SI dans ce» dernière» équations on aubstitue ica râleur» de /, , /, , 7, qui font par.
tic de U fuite (s), ou, ee qui revient au même, ai, en prenant pour unité de longueur un cent-millième de pouce, on poie
on obtiendra pour
1,, Ii, 7,.
iea valeurs que détermine le tableau suivant.
XTt. T A B L K A V.
Valeur! île I, , 1, , l-, déduites de la formule (87).
M±(l-C/- Df)fc-*)
L&Cih-')
(1 — Cf — D-)!,— 1
Ainsi, en adoptant comme exactes les valeurs de 1, , 1, et 1, représentées par Je premier, le troisième et le 6* terme de la suite (a), nous sommes conduits, par l'application de la formule (87), h remplacer la suite dont il s’agit par celte autre suite
(il) 2541 ; 2423 } 2175; 1D47; 1795; 1585; 1451.
Si lu sixième terme de la suite (a) on substituait le sixième terme de la suite (b), les nombres (d) se trouveraient,, en vertu de la formule (87), remplacés par les suivants
En comparant le* nombres (d) et (e) aux nombres (a) et (c), on reconnaît que, si des deux suites (a) et (c) la première s'accorde moins bien avec les suites (d) et (e) dans le second, le quatrième et le cinquième terme, elle s’en rapproche beaucoup plus dans le septième terme dont la variation, quand on passe de la suite (a) à la suite (d) ou (e), est nulle ou seulement égale i trois unités de l'ordre indiqué par le dernier chiffre, et s’élève su contraire à treize unités du même ordre lorsqu'on passe des nombres (c) aux nombres (d).
En terminant ce paragraphe nous ferons observer que les équations (43), (44), (45) et (50) ont une grande analogie avec une formule du même genre que j’ai donnée dans un mémoire lithographié sur l'interpolation , et à l'aide de laquelle on pourrait encore développer aisément deux des trois quantités
0 , s et k ou 1 — *
suivant les puissances ascendantes de la troisième.
§. 12. Sur les résultats que fournit l’approximation du premier ordre.
Le 11* tableau du paragraphe 11 fournit les valeurs approchées de s 3 que l'on déduit de la formule (77) on (78), en supposant les valeurs de a, b, c, 3 relatives è ls solution de potasse. Chacune de ees valeurs approchées se compose de trois termes dont les deux derniers sont comparables aux valeurs de JQj et d« , c'est à dire, aux différencca finies du premier et du aecond ordre; et l'on reconnaît immédiatement à l'inspection du tableau 11 [g 11] que le troisième terme, c’est à dire, le terme du second ordre est toujours moindre que la centième partie du premier. Il en est ainsi pour toutes les substances, même pour l’eau, quoique le coefficient de
— soit, dans la première des formules (79), beaucoup plus considérable que dans , k
les suivantes. Effectivement la valeur de relative 1 l’eau et au rayon H, ou le produit
a pour quatrième puissance le nombre
et le produit de ces dernier» nombre» par le coefficient 0,000373, «avoir,
est Inferieur i un centième. Or ce produit représentera évidemment le rapport des termes proportionels à i J et à *> dans le trinôme que renferme la première des for mules (79).
Il suit de ee qu'on vient de dire que les formule» (79) et autres du § 11 précé dent seront encore «ensiblement et.ctes, si l'on y néglige les termes du second ordre. Alors, en posant pour abréger
on réduira la formule (76) i
(2) Ç, = & = «(! — **’) = 9Î — 9TK
On peut d’ailleurs établir directement cette dernière formnle de la manière suivante Concevons que les vibrations du Huide éthéré s'exécutent dans un milieu oii la propagation du mouvement reste la même en tous sens, et considérons un ravon dans lequel les déplacements moléculaires soient parallèle» i l'axe des .r. On devra dans la première des formules (16) du § 1, supposer
cl ; fonction des seules variable» indépendante» y, t. Donc cette formule donnera simplement
f(r) -4-cos*cr f (r)
-àïV
De plus, étant l'accroissement de la fonction f, correspondant i l’accroissement J y ou r cos p de la variable y, on aura, par le théorème de Taylor
... , r'enx* p d't
*=""** + -Tï
r 1 cns’,3 il’S r*eoi*p
dy* 1.2.3 rfy + 1. 2.3.4 dy • + cte '
En substituant la valeur précédente de J- dans l'équation (3), négligeant les som Tbr* ^ m,ferme " 1 ,0U8 ’ e * iSn ° 8 dC ’ pui,s " ,ces i,n P* ire « dc « posant pour
(5) *=8j^’[f(^ +C o. î a /(r-)]««sv|, »'= sj^[f(r)+co.' 0 /(r)]co»*,ïj.
on obtiendra la formule
qui devient
«P£ rf"f
de — ® dx> + 9 i ’d^ + e,c ' '
en
«FS «Ff «F£
lorsqu'on réduit li série comprise dans le second membre k ses déni premiers termes. Si d'silieors on choisit pour origine des coordonnées nu point oh les molécules d’éther ne soient pas déplacées dans le premier Instant, £ devra a'évanoulr quand on supposera simultanément
et l’on vérifiera cette condition, ainsi que la formule (7), en posant
(8) ■ { = a.In(*(y + flO)
(9) = SR — SK. Jt 1 .
C’est a tris peu prés en suivant cette méthode que j’avais établi la formate (2) ou (9) dans un mémoire présenté k l’académie des sciences le 14 juin 1830. Cette même méthode a été publiée ainsi que les formules (7), (8) et (9} dans le bulletin des sciences de M. de Fértusac [tome XIV, année 1830, page 9] ; et si elle a été proposée depuis dans un article du philosophical Magasine [janvier 1836] comme propre k simplifier les calculs développés dans le mémoire sur la dispersion, cela tient évidemment k ce que l’auteur de l'article n’avoit point sous les jeux le tome XIV du bulletin ci-dessus mentionné.
Lorsque l’on considère le terme
Xl' = w F
comme une quantité dont le carré peut être négligé, on a
»ln(* V6<)
k V 6 jt
et l'équation (2) ou (9) devient
s lo(k V 6 1)
C’est sous cette dernière forme que l'équation (9) été présentée et vérifiée à i’side des expériences de Frauenkofer par M. B. Powel dans plusieurs articles que renferment les philosophical Transactions et le philosophical Magasine.
(Retrait des mémoires publiés par la société royale des sciences de Prague.)
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Corrections.
SB - S"J’df 22=8 "J i 9{
IL B. 22 1,623574 6; — JG{ 1,995358 et par suite , comme
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